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Uwzgledniajae definicye ulamka ltadcuchowego, stanowigcego
praws, strong réwnania (22), wnosimy z réwnoéei (23), Ze réwnoéé (3)
zachodzié bedzie dla wszystkich od zera nie mniejszych wartosei
calkowitych liezby f#, jezeli tylko przyjmiemy

p=i g=s-+1.

Zatem warunek, podany w twierdzeniu, jest rzeczywiseie do-
statecznym warunkiem okolicznosei, wyrazonej w twierdzeniu. Uza-
sadniliémy zatem w zupelnosci twierdzenie, o ktére chodzilo.

§ 143, W paragrafie tym przypuszezamy, ze elementarna teorya
réwnania drugiego stopnia znana jest czytelnikowi, i zbadamy blizej
okolicznodei, ktére zachodzg przy rozwijaniu pierwiastkéw réwnania
drugiego stopnia o wspdlezynnikach calkowitych na wlamki laicu-
chowe arytmetyczne.

Wprowadzamy najpierw pojecie nlamka lancuchowego arytme-
tyeznego peryodycznego.

Uwazajmy ulamek laficuchowy arytmetyczny nieskonezony

(1) { i]w

Zehy wyrazié, iz istnieja dwie takie lieshy calkowite m i p
(p =1), zeby zwigzek

2) i=m
pociagal za sobg réwnosé
®) g =ty

orzekamy, ze ulamek lancuchowy (1) jest peryodyezny. Kazdy
ciag postaci

@y Qigyyens Qupp gy

ktéry w razie réwnosei p=1 sprowadza si¢ do jedynego wyrazu
@y,

zowie sig, jezeli tylko liczba i sprawdza zwiazek (2), peryodem
nlamka lancuchowego (1).

Wprowadziwszy w § D4-tym pojecie ulamka dziesigtnego pe-
ryodycznego, uzasadniliSmy miedzy innemi twierdzenia, ktére jak-
kolwiek wyrazone byly w terminologii liczb dziesigtnych, stanowig
w rzeczywistodei ogdlne twierdzenia o ciggach nieskofiezonyeh, tg wia-
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snosé majaeyeh, iZ pray oznaczenin ogélnem przez a, wyrazu rzedu
i-}1 zwiszek postaci (2) pociaga za sohs zwigzek postaci (3)

Nie powracajge juz do dowodu twierdzed, ktére mamy na
mysli, poprzestaniemy na wyslowieniu tychze:

10, Jezeli wogdle istnicje taki uklad wartodei catkowitych liczb m
i p, 2eby zwiazek (2) pociggat za soba zwiazek (3), to istnieje w reecey-
wistodei nieskonczenie wiele uktaddw wartodei liceb m i p, pray ktdrych
ta sama okolicano$é zachodei, albowiem, jedeli przy pewnych oznaczo-
nych wartosciach liczb m i p zwiqzek (2) pociaga za soba zwigzek (8),
to okoliczno$é tu zachodzié wie przestanie, jedeli zwigkszymy liczbe m
o dowolna liczbe jednosci i zastapimy liczbe p preez jakakolwiek, od
zera wieksza jej wielokrotnodd,

20, Jezeli zatodenie twierdzenia poprzedzajacego jest spelnione,
to istnieje pewna najmniejsza wartosé p, liczby p, ktdrej wogdle od-
powiada taka wartosé liczby m, zeby zwigzek (2) pociggat za soba
réwnosé (3); tej najmniejszej wartosci liczby p odpowiada pewna
najmricjsza taka wartosé my liceby m, 2eby zwiqeek (1) pociagat za
soba réwnosé (3). Kasda warto$é liczby p, ktérej wogile odpowiada
taka wartosé liceby m, 2eby nierdwnosé (2) pociagala 2a soba rd-
wnosé (3), tem jest nacechowana, i% stanowi od zera wigkszq wielo-
krotnosé liceby po. Jezeli pewnej liczbie od zera wiekszej p odpowiada
taka liczba catkowita m, i2by zwiqzek (2) pociagal za soba réwnosé (3),
to najmniejsza w taki sposéb liczbie p odpowiadajaca wartosé liczby m
rdwna sig liczbie my.

Zeby wyrazid, iz liezha m, réwna jest zeru, orzekamy, Ze
ulamek lacuchowy (1) jest czysto peryodyczny.

Zeby wyrazié, iz wskaznik i wyrazu g, ulamka ladcuchowego
peryodycznego (1) sprawdza zwigzek

igmlﬁ

orzekamy, %e wyraz a, stanowi (i —mg—-1)-szy wyraz peryo-
dyezny rozwazanego ulamka laficuchowego.

L. Jeseli pewna liczba « rozwijalna jest na ulumek fancuchowy
arytmetyezny peryodyczny, to ta liccha réwna sig jednemu z pierwiast-
kéw oznaczonego réwnania drugiego stopnia o wspétezynnikach cad-
kowitych.

Zalézmy, Ze mamy

x={an;1}m, (1)

43*
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gdzie ulamek ladcuchowy, stanowiscy praws strong réwnosei, jest
ulamkiem laiicuchowym arytmetyecznym peryodycznym.

Oznaczmy przez a, jeden z wyrazéw peryodyeznych tego
ulamka lacuchowego, przez p liezbg wyrazéw stanowigeych jeden
z peryoddéw, a ogélnie przez x uzupelniony mianownik ogniwa
rzedu .

Zachowujae dla symboléw F, i (), znaczenie, w ktérem po-
stugiwali$émy si¢ tymi symbolami poprzednio, mamy

© = et e
Qm 1L + (LJM 2
Pruro-1%us =+ L,
3 P TPl e - mefp—2
( ) Qm-i—p 18 tp + (l)m-l-p—"
1 o
4 H '.II! = ot ; —_— .
@ x [a a‘.+i}‘-1
1 oo
(5) Lty = I Qgp 3 ] *
am-]—p-i-“ 1=1

Uwzgledniajae t¢ okolicznoéé, iz mamy przy kazdej od zera
wigkszej wartosei calkowitej wskaznika @
Upippti = Qnpty
wnosimy ze wzoréw (4) i (b), iz mamy

xm-hn = Xy 4
zatem

Boib,
6 PO p—1~m m-p—32
( J i Qm-l—p—lmm + Qm-Hl-E

na podstawie wzora (3).
Z réwnoéei (2) mamy

T Qm—ﬂx _!_' Pm——z
Qm—‘l & — Pm—l

a podstawiajac te wartodé liczby z, we wzorze (6), otrzymujemy

(PII-HI—EQm—l — P, -|-'p—lQm—'l) & + Pm+t: 14 m—2 ™ Pm—l—P—HPm—_l
(Qm-[-p—! Qm—l iy Qm-i-p—] m—-!'.) —|_ Qm+p—1 m—3 T Qm-l—p—z m—1 !

(QN‘H)—E Qm—l == Qm+p—‘l Qm—-n) i +
+ (Qm+r—1 Pm—s s Qm+p_gP.,.__1 — Pm-i-p—i Qm—}. + Pvn+p—1 Qm__a) T —
SEi (Pm-l-p—IPm—l m+p—2Pn|_'[) 0

mm

r=

skad




— 677 —

Zatem zgodnie z brzmieniem twierdzenia liczba @ sprawdza
rzeczywidcic pewne réwnania drugiego stopnia o wspdlezynnikach
calkowityeh.

Zastanéwmy si¢ blizej nad zagadnieniem rozwijania pierwiast-
kéw réwnania drugiego stopnia o wspélezynnikach calkowityeh na
ulamki laneuchowe arytmetyczne. Spostrzegamy przedewszystkiem,
#e problem ten réwnowainy jest problemowi na pozér ogdluiej-
szemu, polegajacemu na rozwijaniu na ulamki laieuchowe arytme-
tyczne pierwiastkdw rédwnania drugiego stopnia o wspdlezynnikach
wymiernych, albowiem réwnanie takie mozemy oczywidcie prze-
ksztaleié na réwnanie réwnowazne o wspdlezynnikach calkowitych,
pomnoZzywszy je przes liezbg calkowita, ktéra réwnalaby sig wspdl-
nej wielokrotno$ei mianownikéw liezb ulamkowyeh, stanowigcych
wspdlezynniki rozwazanego réwnania.

Uwazajmy réwnanie dxugiego stopnia

Aoga? + 2Byt Gy =0 (4,=0) )

o wspdlezynnikach calkowitych 4y, B, i C,.

Poniewaz problem rozwijania pierwiastkéw réwnania (7) na
ulamki lancuchowe arytmetyczne oczywiscie w takim, i tylko w ta-
kim przypadku posiada rozwigzanie, kiedy rozwazane réwnanie, po-
siada pierwiastki rzeczywiste, przeto zakladamy, ze zachodzi zwigzek

Bi— 4,6,=0.

Oznaczmy przez @, i @, pierwiastki réwnania (7). Zwazywszy,
ze liczby A, i B, sy liczbami calkowitemi, wnosimy natychmiast
ze znanego zwigzku

A, (0, 4 23) +2B, =0,

iz dwa tylko przypadki sg mozliwe.

1°. Kazdy pierwiastek réwnania (1) rowna sig liczbie wy-
miernej.

20, Zaden pierwiastek réwnania (7) nie jest liczba wymierng.

W pierwszym przypadka pierwiastki réwnania (7) rozwijalne
sa na ulamki laficuchowe arytmetyczne skonczone (§ 140, tw. 1V),
kiére poza tem nie podlegaja zadnemu ogélnemu ograniczeniu, gdyz
przyjawszy dowolnie dwie liezby wymierne jakiekolwiek, mozemy
oczywideie zawsze ustawié takie réwnanie drugiego stopnia o wspol-
czynnikach calkowitych, zeby pierwiastki jego réwnaly sig wlasnie
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tym liczbom. Zatem mamy do blizszego zbadania tylko przypadek,
kiedy pierwiastki réwnania (7) sa liczbami rzeczywistemi niewy-
miernemi.

Warnnek konieczny i wystarczajacy, Zeby okoliczno$é ta za-
chodzila, polega, jak si¢g eczytelnik z fatwodcia przekona, na tem,
zeby wyrazenie

B:— AC

kwadratem zupelnem nie bylo, ale spelnilo nieréwnosé
(8) B2 — AC> 0.

Zalozymy wige, ze warunek ten jest spelniony.

Pragngce rozwingé jeden z pierwiastkéw réwnania (7) na ula-
mek faficuchowy, winnismy przedewszystkiem dokladnie okreslié
pierwiastek, o ktéry nam chodzi; mozemy to uezyni¢é wyznaczajge
dwie liezby wymierne @ i f (¢ <) w taki sposéb, zeby pomigdzy
liczbami temi lezal jeden tylko pierwiastek réwnania (7), miano-
wicie ten pierwiastek , ktory ma byé¢ rozwinigty na ulamek lan-
cuchowy. Nie wykluczajge przypadku, w ktérymby jedna z liczb o
lub § réwnala sig zeru, zalozymy jednak, ze liczba zero pomigdzy
liczbami @ i B poloZona nie jest. Oznaczmy ogélnie przez a, wyraz
poczatkowy oraz ogélnie przez aq, mianownik ogniwa i-tego ulamka
laficuchowego arytmetycznego réwnego liezbie . Chodzi tedy o uzy-
skanie ogdlnej metody do wyznaczenia dowolnie wielkiej liczby
poczgtkowyeh wyrazéw ciggu

(9) aﬂj al! az--‘

Liczba a, oczywiscie jest mniejsza od liczby 1 moze nawet
by¢ mniejsza od liczby @, ale nie jest mniejsza od najwigkszej, od
liezby @ nie wigkszej liczby calkowitej. Zatem po wykonaniu pe-
wnej skofezonej liczby préb wyznaczymy liczbe a, bez Zadnej
trudnodei, Mamy tedy

1
(10) s=a 4,
&y

oznaczajge ogélnie przez «; uzupelniony mianownik ogniwa rzedu i
ulamka lancuchowego
1 -]
11) =lay; =} .
:I: Gl A | =1
Poniewaz mamy
(12) a <z p,



o BID =

przeto mamy 1
@ < "|“;]' <pg
czyli 1
a'“o<m < B —a. (13)

1
Podstawiajac wartosé (10) na 2 w réwnaniu (7), vzyskamy na
liczbe @, réwnanie nastgpujace:

o A, 4 2B,2, + G, =0, (14)
przyjmujac
4, = 4yai + 2 Bya, +- G,
.Bl =AORI)+BO (15)
C, = 4,.

Réwnanie (14) mieé bedzie dwa pierwiastki, ale jeden tylko
z nich sprawdzaé bedzie nieréwnogei (13), albowiem w razie prze-
ciwnym, whrew zalozeniu istnialyby dwa pomiedzy liezbami a i f
polozone pierwiastki réwnania (7). Dwa przypadki sa mozliwe: mo-
$emy mios a—a, >0 albo ¢—a =0.

W pierwszym przypadku nieréwnosei (12) bylyby réwnowazne

nierédwnodeiom
a < o < By, (16)
gdzie @, i 8, majg wartodei nastepujace:
1 1
051——3'_—;;1 ﬁl-—-a_aoa

gdyby za$ bylo ti =10,
to ze wagledu na to, iz liczba 2, jest dodatnia, warunki (13) wy-
razalyby tylko, Ze pierwiastek z, réwnania (14) sprawdza nie-
réwnodé &5 s (17)
ale wéwezas, ze wzgledu na to, iz réwnanie (14) mialoby tylko jeden
pierwiastek dodatni, ta jedyna nieréwno$é charakteryzowalaby w zu-
pelnodei ten wlagnie pierwiastek réwnania (14), ktéry nalezaloby
rozumieé przez symbol @,. Z drugiej strony, na podstawie znanych
wlasnogei réwnania drugiego stopnia, moglibySmy zawsze w roz-
wazanym przypadku wyznaczyé taks liczbe wymierng By, ktora
bylaby wigksza od tego pierwiastka réwnania (14), wyrdinionego
od drugiego nieréwnoeig (17). Z rozwazan powyzszych wynika
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wniosek nastepujacy: jezeli pewien pierwiastek réwnania (1) zostal
wyrézniony od drugiego nieréwnosciami (12), to bedziemy w stanie
wyznaczyé wyraz poezatkowy ulamka laficuchowego (11) i okredlié
w zupelnodei mianownik uzupelniony pierwszego ogniwa tego ulamka
laiicuchowego, jako liezbe @, , sprawdzajaca réwnanie (14) i nierd-
wnodel postaci a, <@y < By

gdzie @, i ff, sy dwie liczby sprawdzajgce nieréwnosei
o <p 1 a.pf=0.
Zalézmy chwilowo, ze$my wyznaczyli k(k=1) pierwsze wy-
razy ciagu (9) i okreslili w zupelnosei mianownik uzupelniony z,
ogniwa rzedu k& ulamka latcuchowego (11) jako liczbe x,, ktéra
sprawdza pewne rownanie drugiego stopnia

(18) A+ 2Bz, C,=0

i nieréwnosei postaci
o << B (.5=0),

oznaczajac przez @, i f, pewne dwie liczby wymierne.

Poniewaz w takim razie wyraz a, ciggu (9) czyli mianownik
ogniwa rzedu k& ulamka ladcuchowego (11) przedstawialby wyraz
poczgtkowy ulamka lafcuchowego arytmetycznego (&,) réwnego
liczbie ,, a mianownik uzupelniony @,,, rzedu k-1 ulamka lan-
enchowego (11) — mianownik uzupelniony pierwszego ogniwa
alamka latcuchowego (IL,), przeto zdolalibysmy wyznaczyé wyraz
@y ciagu (9) i okredlié liczbe .y, jako liezbe polozong pomigdzy
pewnemi dwoma liczbami wymiernemi, sprawdzajacs przytem pe-
wne réwnanie drugiego stopnia o wspdlezynnikach catkowitych.
Na podstawie zasady indukeyi matematycznej mozemy powiedzied,
ze obecnie posiadamy juz ogdlng metod¢ do wyznaczenia dowolnej
liczby poezatkowyeh wyrazéw eiagu (9).

Powréémy do kwestyi wyznaczenia wyrazu poczatkowego a,
ulamka laicuchowego (11) i okredlenia uzupelnionego mianownika a;
plerwszego ogniwa w zaloZeniu szezegdélnem, Ze pierwiastki réwna-
nia (7) sg znakéw przeciwnych, a pierwiastek z, ktéry ma byé
rozwinigty na ulamek ladcuchowy, jest dodatni.

W takim razie prayjawszy f(z) = 4,a?-}-2Byw-}-C,, wyzna-
czamy kolejno znaki wyrazen

fO) fQ) f(2)

4y 4,7 4,77
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az do chwili, kiedy dojdziemy do najmniejszej liezby calkowitej 7
takiej, Zebyémy mieli

lfl (E) "'h.\
A4, 0
Poniewaz w rozwaZzanym przypadku mamy
10 g
Ao S My
przeto mieé bedziemy
{>0 oraz VAl G 1_—1-) < 0. (19)

<y

Whnosimy stad natychmiast. Ze na a, otrzymamy wartod¢ na-
stepujaca:
ay=1- 1. (20)
W rozwaZanym przypadku pierwiastki réwnania (14) bedg
znakéw przeciwnych; okoliczno$é t¢ mozemy przewidzieé natych-
miast, opierajac si¢ na zwigzku (10) pomigdzy pierwiastkiem ré-
wnania (7) a pierwiastkiem réownania (14); te samg okolicznodé
mozemy takze wywnioskowaé bezposdrednio z nierdwnosei

4, _
C,l“"--,o':

ktéra wynika z nierdwnosei (19), zwazywszy, ze ze wzgledu na
réwnosé (20) i na wzory (1) mamy

4, =f(1—1)

Z drugiej znéw strony ten pierwiastek @, réwnania (14),
ktéry wehodzi do wzoru (10), jest dodatni. Dochodzimy wige do
wyniku nastgpujacego: przy rozwijaniu na ulamek lancuchowy
arytmetyczny pierwiastka dodatniego réwnania drugiego stopnia
o pierwiastkach znakéw przeciwnych, mianownik uzupeiniony pierw-
szego ogniwa okreslony byé moze takie jako pierwiastek dodatni
pewnego réwnania drugiego stopnia o pierwiastkach znakéw prze-
ciwnych. Poniewa? za$§ mianownik uzupelniony ogniwa jakiegokol-
wiek rzedu % jest mianownikiem uzupelnionym pierwszego ogniwa
przy rozwijaniu na ulamek laficuchowy mianownika uzupeinionego
ogniwa rzedu k— 1, przeto na podstawie zasady indukeyi matema-
tycznej mamy dwa twierdzenia nastgpujace:



IL. Przy rozwijaniu pierwiastka dodatniego réwnania drugiego
stopnia o wspdtezynnikach catkowitych i pierwiastkach niewymiernych
znakdw przeciwnych mianownik uzupetniony kazdego ogniwa jest pier-
wiastliem dodatnim takiegoz réwnania drugicgo stopnia.

IIL. Jezeli przy rozwijaniv na udamek dancuchowy arytmetyceny
pewnego jednego @ pierwiastkdw réwnania drugiego stopnia o wspdé-
czynnikach cathowitych i pierwiastkach niewymiernych mianownik uzu-
petniony w, pewnego rzedu n okreslony byé moze jako pierwiastel do-
datni  pewnego réwnania drugiego stopnia o pierwiastkach znakéw
praeciwnych, to ta sama okolicznosé zachodzi w stosunku do miano-
wnika uzupetnionego katdego ogniwa rzedu wyiszego od n-tego.

Zamierzamy dowieéd, Ze zachodzi jeszeze twierdzenie naste-
pujace:

IV. Pray rozwijaniu oznaczonego pierwiastka »réwnania dru-
giego stopnia o wspdczynnikach catkowitych @ pierwiastkach niewy-
miernych na wtamelk taneuchowy aryimetyczny, mionowniki wuzupet-
nione kolejno nastepujacych po sobie ogniw sq, poceqwszy od pewnego
dostatecanie wysokiego rzedu, zawsze pierwiasthami dodatnimi réwnan
drugiego stopnia o wspdtezynnikach catlowitych i pierwiastkach (oczy-
widcie niewymiernych) znakdw przeciwnych.

Istotnie uwazajmy oznaczony pierwiastek 2 réwnania drugiegoe
stopnia

(1) Ayz? 2Bz 4 C =0

o wspblezynnikach calkowityeh i pierwiastkach niewymiernych
i oznaczmy przez a, wyraz poczatkowy, a przez g mi.anownik
ogniwa rzedu ¢ ulamka lancuchowego arytmetycznego réwnego
liczbie z. Mamy tedy

1 (==
@) _{ ;l
skad

__ P+ P,
©) = a0

oznaczajge przez x, uzupelniony mianownik z-tego ogniwa ulamka
laficuchowego (1) i zachowujac dla symboléw P, i @, znaczenie-
w ktérem postugiwaliémy si¢ nimi poprzednio. Podstawiajac w ré-
wnaniu (1) warto§é (3) na =z, usyskamy na z, réwnanie nastg-
pujace:

@ 4,224 2B,0,+ 0, =0,
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przyjmujac

A-n = An Pﬁ-q + 2 Bu Pn-1Q.._1 —I— Cu QE_,
B« = Ao Pn—l n—2 _I— Bﬂ (Pn—'l Q"_E—i—— J-Dw—‘,! Qn-—l) + 00 Qn—l > =0 (5)
Co=A4,P, s+2B,P, 50, s+ C, @ s.

Okreslajace ogdlnie symbol f(z) réwnaniem
S (2)=4,22 4 2B,z -} C,

i awazywszy, %e na redukt rzedu ¢ R, ulamka lafcuchowego (2)
mamy wzér

P,
.H-j — '@: 3
mozemy wzorom (D) na 4, i C, nadaé postaé nastepujaca:
o= 2
Arx —f(-Ru—l) Q:l—‘l (6)

Co =1 (Bus) s,

Poniewaz liczba x jest zawsze poloZona pomigdzy liezbami
R, 51 R, ,, poniewaz z drugiej strony réznica

Rn—l . -Ru—‘.‘

zmierza do zera, gdy » roénie nieograniczenie, przeto przy dosta-
tecznie wielkiej wartodei wskaznika # pomiedzy liczbami B, i R,
polozony bedzie pierwiastek  réwnania (1), i tylko ten jeden
pierwiastek tego réwnania; w takim razie, na podstawie wzoréw (6)
zachodzié bedzie nieréwnosé

0!3

Z=°
i pierwiastki réwnania (4) beda znakéw przeciwnych. Zatem istnieé
bedzie pewna taka liezba calkowita N, iz w nastgpstwie zwigzku

n=N

pierwiastki réwnania (4) beds znakéw przeciwnych, a o to wlasnie
chodzilo.

Uwaga. Réwnanie (4) jest oczywifcie réwnaniem réwno-
waznem réwnaniu na 2,. do ktérego doprowadza wyzej omdwiona
metoda rozwijania oznaczonego pierwiastka @ réwnania (1) na ula-
mek lafcuchowy arytmetyczny. Zatem, jezeli, zastosowujac wspo-
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mniang metode, wyznaczymy mianowniki dostatecznej liczby po-
czatkowych ogniw, to przy wyznaczaniu mianownikéw ogniw dal-
szyeh, zawsze zachodzié bedzie to udogodnienie, iz odnodny mia-
nownik uzupelniony okre$lony bedzie mégl byé jako pierwiastek
dodatni pewnego réwnania drugiego stopnia o pierwiastkach znakdw
przeciwnych.

V. Wynikiem rozwijania na utamek taneuchowy arytmetyczny
ktdregokolwiek pierwiastka rdwnania drugiego stopnia o wspdlezynmni-
kach catkowitych i pierwiasthach niemymiernych (ale rzeczywistych)
jest zawsze utamel tanicuchowy peryodyczny.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zachowajmy oznaczenia twier-
dzenia poprzedzajacego i zwréémy sie do wzoréw (b). Prazyjawszy

a4 = Ao Prl—l + -Bu (I,)ll—l

(7 ﬁ = .Bu P,,_1 —l— Cn Qn—l
) a'=— AP, , —,— By Qusy
f'=ByP, s+ C,Q.s,

mozemy wzory te przedstawié¢ w postaci nastepujgcej:

A, =P, 04 Q..

(8) B,=P &'+ Qsf' =P sa+ Q.o
Ou = P!I-—- a’+ Q:l--—ﬁﬁ!'
Mamy tedy

B — 4,0, = (P, 10"+ Q1) (Pigt -+ Q,_o8) —
— (P4 Qf) (Pot' -+ Qaf),

By — 4,0, = (P, 20,y — P, 1 0.) (af' — '),

skad

a poniewaz na podstawie wzoréw (7) mamy
af' — a'f = (P, 2@y — P, 10.2) (B — 4,Cp),
przefo mamy
B: — 4,6, = (P, 20,y — P, 10, 9)* (B — 4,Gy).
Zwazywszy teraz, e mamy
P30y — P10, s =(—1)"",
wnosimy z réwnosei poprzedzajacej, ze mamy

(9) BE—A,‘0"=B%—A°O°.



- B =

Réwnodé ta wyraza, Zze wyréinik réwnania (4) od wskaznika n
nie zalezy.

Na podstawie twierdzenia poprzedzajacego istnieje w kazdym
razie pewna taka liczba calkowita N, iz w nastepstwie zwigzku

n=N (10)
zachodzi nieréwnosé
‘A'II CN < 0:!
z drugiej strony, ze wzgledu na (9), w razie nieréwnosci poprze-

dzajgcej mamy e
" 0 “ot

LA G < Bk @)

na podstawie réwnosei (9). Z tego wynika, ie zwigzek (10) pocigga
za soba, nieréwnosei (11). Poniewas za$ liezby 4,, B, i C, sg liczbami
calkowitemi, przeto istnieje tylko skonczona liczba g takich ukla-
déw wartosei tych liezb, przy ktérych zachodzg nieréwnosei (11)
Jezeli wige przyjmowaé bedziemy kolejno na z wartodei

N, N+1, N2, N4-3,...
to napotkamy zawsze pewns taka liczbe » (N<v < N--u), Ze-
bysmy mieli
A=y v By =Bl Cp=0, (12)
oznaczajac przez p pewns liezbe calkowits, sprawdzajaca zwiazki
N=Zv—p<vw

czyli
0<p=»—N.

W razie réwnosei (12) mamy najpierw
Ty =Typ,
skad natychmiast wyplywa, ze zwigzek

i=v—p (13)

pociaga za sobg réwnodd
:\'}H_” == z‘ .

Z tego zaé wynika, Ze zwigzek (13) pocigga za sobg réwnosé

Qi =— .
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Zatem zgodnie z brzmieniem twierdzenia ulamek lafcuchowy
arytmetyezny, przedstawiajacy pierwiastek réwnania drugiego sto-
pnia o wspélezynnikach calkowitych, jest zawsze wlamkiem lancu-
chowym peryodycznym.

Pomigdzy ulamkami laicuchowymi arytmetyeznymi, ktére
przedstawiaja odpowiednio pierwiastki pewnego réwnania drugiego
stopnia o wspdlezynnikach calkowitych, i pierwiastkach niewymier-
nych, ale rzeczywistych, istnieje zajmujaey zwigzek.

Zeby nalezycie wyslowié twierdzenie, wyrazajace ten zwiazek,
wprowadzamy nows nazwe. Uwazajmy dwa ulamki lancuchowe

peryodyczne
I 5 [o M
o  [iea 1 O B fama’

jezeli mozna dobraé trzy liczby calkowite m,n i p (p=1) w taki
spos6b, zeby zwiazek

i=m
pociggal za sobg réwnosé
(ifp = Uy
a zwigzek
k=n
— réwnosd
b*‘hﬂ — b*:

jezeli nadfo cigg skonezony

Oy Ouprs Qufayees Gngp—

identyezny jest ciagowi

5.,_1_,,_1 ’ bn+p—2:— i 5.',

jezeli, innemi slowy, mamy
Ui = Upppa (6=0,1,3,... p—1),

to orzekamy, ze peryody rozwazanych ulamkéw larficuchowych pe-
ryodyeznych sg odwrotne.

VI. Dwa utamki Zancuchowe arytmetycene, z kidrych jeden
preedstawia pewien pierwiastek réwnania drugiego stopnia o wspél-
czynnikach catkowitych i pierwiasthach niewymiernych, ale rzeczywi-
stych, a drugi — drugi pierwiastele rozwaanego réwnania, sq ulam-
kami tancuchowymi o peryodach odwrotnych.
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Zalézmy, %e liczba w, okreslona réwnaniem

1 (=<1
Z=1ay;—
l ’ ai)tuij (1)
ktérego prawa strona przedstawia ulamek laficuchowy arytmetyezny
nieskoniczony, jest jednym z pierwiastkéw réwnania drugiego sto-
pnia o wspdlezynnikach catkowitych

Poniewaz tedy jeden z pierwiastkédw rdwnania tego rédwna sie
liczbie niewymiernej 2, przeto drugi pierwiastek réwnaé sie bedzie
takze pewnej liczbie niewymiernej y.

Z drugiej strony, na podstawie twierdzenia poprzedzajacego
ulamek laficuchowy (1) bedzie ulamkiem ladcuchowym peryody-
cznym. Zalézmy, ze ciag

Ay y Wpgayees au+p—1 (3)
o p wyrazach stanowi jeden z peryodéw ulamka laicuchowego.
Mamy tedy
man~l$n+Pg:5 (4)
Qn-—-lxn + (l-)n——ﬂ,
zachowujge oznaczenia, ktéremi postugiwaliémy si¢ poprzednio.
Przyjmijmy
zan—h]ﬂ_J:Pn—ﬂ (5]
Qu——lu + Qh—2

i podstawmy te¢ wartod¢ na 2 w réwnaniu (2). Uzyskamy tedy
na » réwnanie, ktéremu przy zachowaniu uzywanych poprzednio
oznaczeln bedziemy mogli nadaé postaé nastgpujacs:

Aut+42Bu+ C,=0. ©)

Jeden z pierwiastkdw réwnania tego réwnad si¢ bedzie liczbie z,,
a gdybyémy podstawili drugi pierwiastek, », tego réwnania we wzo-
rze (D) na 2, to liczba 2 prayjelaby wartodé réwna pierwiastkowiy
réwnania (2). Mamy wige
_ Pt Fia
y= Qns? + Qus’

Gdyby pierwiastki réwnai (2) lub (6) nie byly niewy-
mierne, to sluszno$¢é uwag tych moglaby byé¢ watpliwa; chociaz

(7)
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bowiem, wogéle na podstawie réwnania (b) odpowiada kazdej war-
tosci na w lub 2 oznaczona wartoéé drugiej z tych liezb, to istniejg
jednak dwa wyjatki: wartoSei na u, obracajgcej w zero wyraZenie

an w + Qu-ea

nie odpowiada oznaczona wartosé liczby 2, a wartosei na 2, obra-
cajgcej w zero wyrazenie

(l..)u—--').z == RI—.I’

nie odpowiada na podstawie zwiazku (5) oznaczona wartosé liezby w.
Poniewaz jednak pierwiastki réwnan (3) i (D) sa niewymierne,
practo wszelka watpliwosé co do slusznosei powyzszych uwag by-
laby nieuzasadniona.

Réwnanie, ktéremu czyni¢ musi zadosé liezba u, azeby wzor (5)
przedstawial jeden z pierwiastkéw réwnania (2), mozemy takze uzy-
skaé w sposéb nastepujgey: poniewaz mamy

1]*
x!l — a!!; T 1
Ay | k=rp1

poniewaz nadto ulamek lancuchowy, stanowigey prawsg strong tego
réwnania, jest alamkiem laficuchowym ezysto peryodyeznym, przeto
mamy

=
a’n-HJ-'.i

N 1
*»—a»-l—af;!-!"a;g-f-—--—l* Eis

Zeby uproscié znakowanie, przyjmijmy
®) G=aup (i=0,1,2,.).

W takim razie powyZsze réwnanie moZemy napisaé w postaei
nastepujacej

©) m..=co+§l+§;+---+}ﬂ+§;.
skad

L, @, ~+ L,_
(10 =l p—2
( ) &, Bf;‘_‘lxu"'_Mp._g’

oznaczajge ogdlnie przez L, i M, (i < p) wyraZenia, w ktére prze-
szlyby wyrazenia, oznaczone poprzednio przez P, i @, gdybyémy
zastapili liczby

Ggy Gyy Qg Agy...
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odpowiednio przez
Coy C1, Cay Cgyene

Z réwnania (10) mamy
M, 2+ (M, _,—L, )2, — L, ,=0. (11)

Réwnanie to wyraza, ze liczba z, jest jednym z pierwiastkéw
réwnania

M, w*~ (M, y— L, )u—1L, ,=0. (12)

Liczba @, jest wspélnym pierwiastkiem réwnan (6) i (12);

poniewaz za$ réwnania te sy réwnaniami o wspélezynnikach calko-

wityeh, poniewaz wige wspélny ich pierwiastek , jest niewymierny,

przeto réwnania te sy réwnowazpe. Istotnie, z réwnania (11)

i réwnania A 4 G B, e Bl
ktére wyraza, i% liczba @, jest pierwiastkiem réwnania (6), mamy
{(Mﬂ—i“- 1 Lr-l) AN = 2B--Mp—l} &€y — (Lp—‘l"']n + U-lMp—l) = 0:

mamy wiegc
(M,y—L, )4, —2B,M, ,=0,
L, 44, CM, ,=0,
bo w razie przeciwnym liezba z, réwnalaby sie liezbie wymiernej;
otdZ przyjmujac
o M, —id., (13)

do czego mamy prawo ze wzglgdu na nieréwnosé

4.0,
stwierdzamy na podstawie powyzszych réwnosel, Ze mamy

M, ,—L, =228,

gl

L= (14)

Ale ze wzgledu na nieréwnosé

2340
awigzki (13) i (14) wyrazajs wiaénie, Ze réwnania (6) i (12) sa
rzeczywiscie réwnowazne.
Z réwnowaznogei réwnan (6) i (12) wynika, Ze nie tylko
pierwiastek x, jest pierwiastkiem réwnania (12), ale takze i pier-
wiastek .

Arytmatyka teoretyczua. i
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Poniewaz liczba x, jest dodatnia, a pierwiastki réwnania (12)
ze wzgledu na nieréwnosei

ﬁﬂ*ﬂ :> 0 1&-3 :> 0

sq znakdow przeciwnych, przeto mozemy okreslié liezby , i » w spo-
s6b . nastepujacy: pierwsza z nich jest pierwiastkiem dodatnim ré-
wnania (12), a druga — ujemnym. Przyjmijmy

,__—1
Poniewaz liczba v jest pierwiastkiem ujemnym réwnania (12),

przeto liezba o' bedzie pierwiastkiem dodatnim réwnania

(16) Lp—!ura + (Mr—ﬁ .v—l) w— P"—l = O

ktérego pierwiastki sg oczywideie znakéw przeciwnych.
Podstawiajge wartodé (15) na » we wzorze (7), otrzymamy

P, v'— P,
117 = e
( ) 4 QII—2” _ Qw-l
Powiadam, Ze liczba »" réwna si¢ ulamkowi czysto peryody-
cznemu, ktérego peryodem jest cigg

(18) ¢

p—13 Cp-2y:er Coj

innemi slowy, zamierzam dowiesé, Ze liczba v réwna si¢ ulamkowi
laficuchowemu czysto-peryodycznemu, ktérego peryod odwrotny jest
peryodowi ulamka larcuchowego arytmetycznego, przedstawiajgcego
liczbe =,.
Istotnie, mamy
L p—1 = Cp p—5~+_1;p—s
p—2 = p—ELr—ﬁ + Lp—ﬁ

Lg = GSL ‘—I—Lo
Ty =6, Ly -1
Li==iess

oraz
Mpﬁl = Cpa MH + Mp—ﬂ
M, y=c, s M, s+ Mp—z

Mg__c,,M,—|—1
M, = ¢,.
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Z réwnosci tych wynika, Ze mamy

Lp—']_ 1 1 1 H r 1 H 1
Ty PG TR T T Ty i
Mp_l_ : 1 \ 1 1 H 1
W, T e
Przyjmijmy
_ b=t (=0,1,2..p—1), (20)
oraz ogélnie
bup="bs  (k=0,1,2,3,..)
i uwazajmy ulamek lardcuchowy peryodyeczny
1 =]
c={u; 37} . e1)
¢ ] itml

Oznaczajac ogdlnie przez T, i S; wyrazenia, w ktére przecho-
dzg wyrazenia P, i (), przez zastgpienie ciggu

B . a'o, a:, ﬂg,...
ciggiem
by by bayee
mamy T
:I::—‘l p—2
== = 22
na podstawie wzorn (21). Z drugiej strony mamy
Tps _ Lis
Sp‘—'I*_L:J—S
Tp—E!:MF—l
Sa M, o

ze wzgledu na réwnofei (19) i (20). Lewe strony réwnosei po-
wyzszych stanowis liezby ulamkowe bezwzgledne nieprzywiedine,
a prawe strony tychie rdwnosei sg takze liczbami uwlamkowemi
bezwzglednemi nieprzywiedlnemi, albowiem na podstawie réwnosei

Ly s M, s — LM, = =1y
ktéra wynika z definicyi liezb L, s, Lyay M,y i M, o, 1icz?ay L,#}
i L, , z jednej strony, a licsby M, ; i M, » z drugiej sy liczbami

wzglednie pierwszemi.
444
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Z rozwazan powyzszych wynika, ze mamy

Ta=Lyyy Sa= Lv——ﬁ

T;—EZ-&I;J—U Sp—azﬂp—s-
Zatem rowno$é (22) przyjmuje ksztalt nastgpujacy:

C o Lﬂ—-lc + Mp—_-‘l
Lyl + M, '
Lol M,y —L, )¢ — M, ,=0.

Poréwnywajge réwnanie to z réwnaniem (16), spostrzegamy,
ze liczba { jest pierwiastkiem tego réwnania. Poniewaz za§ mamy

§>0,

skad

przeto mamy
28) b=,

albowiem liczba v jest pierwiastkiem dodatnim réwnania (16).
Z réwnosei (28) wynika, Ze liczha v’ rzeczywideie réwna si¢ ulam-
kowi laficuchowemu peryodyeznemu o peryodzie odwrotnym peryo-
dowi ulamka lafcuchowego, przedstawiajgcego liczbe a,. Poniewaz
zas mamy
Pﬂ—ﬂ = (_ an—l) s (— Pli--i) Ou—ﬁ
— Pn——‘lQn-—-] '—I— Pn—1 Qn—E =o (_ 1)“1

poniewaz zatem na podstawie tw. III-go § 142-go z réwnodei (17)
wynika, ze wlamki lafcuchowe arytmetyczne, na ktére rozwingé
moZemy liezby y i ¢/, tylko wyrazami poczagtkowymi i mianowni-
kami skoiezonych liezb poczatkowyeh ogniw réznié sie pomiedzy
sobg moga, przeto ulamki ladcuchowe arytmetyczne peryodyczne,
przedstawiajace odpowiednio liezby y i #, sa ulamkami laficucho-
wymi o peryodach odwrotnych. Zwazywszy jeszcze, Ze peryod
wlamka ladcuchowego arytmetycznego, przedstawiajacego liczbe w,,
jest zarazem peryodem ulamka laficuchowego arytmetyeznego, przed-
stawiajgeego liczbe 2, wnosimy, Ze twierdzenie, ktdére pragnelisémy
udowodnié, rzeczywidcie zachodzi w podanem brzmieniu.

Uwaga. Préez twierdzenia, ktére uzasadniliémy przed chwila
zachodzi jeszeze bardzo twierdzeniu temu pokrewne twierdzenie
nastepujace: wartosci bezwzgledne pierwiastkéw rdwnania drugiego
stopnia o wspdtezynnikach catlowitych i pierwiastkach reeczywistych,
ale niewynviernych, réwnaja si¢ odpowiednio dwom wfamkom Faicu-
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chowym arytmetycenym peryodycznym o peryodach odwrotnych. Isto-
tnie, jezeli oznaczymy przez x i y pierwiastki wspomnianego ré-
wnania, a przez X i Y iech wartosei hezwzgledne, to mamy

X:.‘:mi Y="‘?3f»

oznaczajac przez § 1 7 pewne dwie liezby, z ktérych kazda réwna
sig co do wartodei bezwzglednej jednosci. Poniewaz, przyjmujye

a:(_j, ﬁ:a':o_ ﬁ'=1=

mamy
__azf
A=ty

oraz
aﬁ’_— a'fﬁ = ;-3

przeto (§ 142, tw. III), przy rozwijaniu liezb X i # na ulamki as-
cuchowe arytmetyczne, otrzymamy dwa takie ulamki laficuchowe,
ktére tylko wyrazami poczatkowymi i mianownikami skorczonych
liczb poczgtkowyeh ogniw réznié sig beds mogly pomigdzy sobs.
Zatem ulamek laficuchowy, przedstawiajacy liczbe X, bedzie ulam-
kiem laficuchowym peryodyeznym o takim samym peryodzie, co
wlamek lafdcuchowy peryodyczny, przedstawiajgey liczbe x. Na pod-
stawie przyczyn calkiem analogicznych ta sama okolieznogé zacho-
dzié bedzie takie co do liczb Y i y. Zatem ze wzgledu na twier-
dzenie, dopiero co uzasadnione, liezby X i Y posiada¢ bedy rzeczy-
wiscie zapowiedziang wilasnose.




