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§ 142. Teorya ulamkéw laicuchowych arytmetycznych na-
daje si¢ do uzasadnienia réznych wlasnodei liezb calkowityeh, liczb
wymiernych i liezb niewymiernych. Przykladem tego sa twier-
dzenia, ktére podajemy w tym paragrafie.

L Jedeli dwie liczby « i 8 sq liczbami wzglednie pierwszemi
pomiedzy soba, to istnigje nieskoriczenie wiele takich ukéaddéw wartosei
catkowitych na liczby @ 1 y, 2eby =zachodzito rdwnanie nastepujace:

ey —pr=e, (1)

gdzie oznaczylismy preez & liczbg dang, réwnq jednej z liczh -1
lub —1; jedeli w, i y, preedstawia jeden z rzeczonych whkiaddw war-
tosei liceb @ iy, to uayskamy ogdlne wzory na taki ulkiad wartosei
liczb = i y, prayjmujac
A= 2 ©
Y= +Pﬂ )

gdzie oznaczylismy przez p liczbg calkowily dowolng.
Upewnijmy si¢ najpierw, Ze zawsze istnieje para liczb calko-
wityeh 2, 1 y,, sprawdzajaeych réwnanie

ayo — By = . (3)

W przypadku szezegélnym, w ktérym mielibysmy §=0, war-
toéé bezwazgledna liczby @ moglaby réwnaé sig tylko jednosei,

Mamy tedy
at=1,

Jezeli wige przyjmiemy
o = 0, Yy = UE,

to oczywiscie uczynimy zadodé réwnaniu (3).

Pozostaje do oméwienia ogélny przypadek, w ktérym liczba 8
jest od zera odmienna, Oznaczywszy przez {im wartosei bezwzgle-
dne liczb « i §, mamy

a=GEl, f=mnm, (4)
oznaczajge przez § i 4 liezby, sprawdzajace réwnania

=1, m=1. (®)



Poniewaz mamy

przeto symbol

przedstawia pewng liczbe ulamkows. Rozwijajac liczbe t¢ na ula-
mek laficuchowy arytmetyezny nieprzywiedlny, nzyskamy na nig
wzlr nastepujacy:

l 2 I O i1
e

Uwazajge tedy liczby P, i ), za okreélone wzorami (2) para-
grafu poprzedzajacego, mamy

i o
Q.
; _ | : .
a poniewaz obie liczby ulamkowe % o liezbami ulamkowemi
nieprzywiedlnemi, przeto mamy '
i=P,
m=q,.

Z drugiej strony (§ 138, tw. II) mamy
Pnr—-‘.i Qn — Pan:l = (_ 1)“-
Mamy wige

(6) ) P_im—I1Q,,=(—1)"
Przyjmijmy

Ty =n(— 1)yl
(7) Yo = é- (__ 1):--}-18 =45

Na podstawie wzoréw tych i wzoréw (4) mamy

ay, — By =Ll (— 1)"+15 1 — Nme (— 16 P, ,,
skad

(@)  ayo—Pzo = (1@ — mP) (— 1)Pe

na podstawie ‘réwnodei (b). Ze wzgledu na réwnoéé (6) wynika
z réwnosei (8) réwnodé

ays — By = — (— 1 (— LMo = — (— 1fHe=e.
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Zatem wartosei (T) na , i y, sprawdzajg réwnanie (3), a po-
niewaz wartosel te réwnaja sig liczbom calkowitym, przeto ostate-
eznie dowiedli$my, Ze zawsze istniejs dwie liezby calkowite z, i g,
ktére sprawdzajs réwnanie (3).

Winnismy jeszeze dowiesé, Ze wzory (2) sy wzory ogdlne na
dwie liezby calkowite @ i y, sprawdzajace réwnanie (1).

Spostrzegamy natychmiast. Ze jakgkolwiek wartodé calkowity
przyjelibyémy na p, wzory (2) daja nam na @ i y wartodei cal-
kowite, sprawdzajace réwnanie (1). Chodzi wige tylko o to, czy
kazdy uklad wartosci catkowitych liczh x 1y, sprawdzajaey réwna-
nie (1), moze byé przedstawiony przez waory (2), przyjawszy naliczbe
calkowity p stosowny wartosé? Zeby sie w tym wagledzie upewnié,
zalézmy tylko, ze liczby @ i y sa liczbami calkowitemi, sprawdza-
jacemi réwnanie (1), a liezby 2, i y,— liczbami calkowitemi, czy-
nigeemi zado$é réwnaniu (3). Z réwnan (1) i (3) mamy

a(y — ) —f(x—x) =0,
@y —yo) =B (x— ). (9)

Poniewaz liczby @ i § sa liczbami wzglednie pierwszemi po-
miedzy sobs, przeto jedna przynajmniej z liezb @ i 8 jest od zera
odmienna, a drogg ewentualnej zmiany oznaczefi mozemy zawsze

tego dopigd, Zebyémy mieli
f=+0.

Zalézmy, ze warunek ten jest spelniony. Poniewas liczba f jest
na podstawie réwnania (9) dzielnikiem iloczynu @ (y —y,) 1 jest
nadto wzglednie pierwsza w stosunku do liczby @, przeto liczba f§
jest dzielnikiem rdznicy y— 1y, Mamy wige

¥ — Yo =kB, (10)

oznaczajge przez k pewng liczhe calkowits. Podstawiajac wartosé
poprzedzajaca réinicy y—y, w réwnaniu (9), otrzymujemy

a.k.ﬁ:ﬁ.(:c—xo),
B0,

przeto z réwnosdel powyzszej mamy

czyli

a poniewaz mamy

r— x, =ka.
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Réwnodé ta i réwnosé (10) réwnowazne sg réwnosciom naste-

ujgeym:
P r=2x,+ ke
y="yo+ kB,

w ktére przechodzs réwnodei (2), gdy prayjmiemy p=Fk.
Dowiedliémy wige, Ze wzory (2) rzeczywiscie s3 ogélnymi
wzorami na liczby calkowite # i y, sprawdzajgce réwnanie (1), a to
tylko pozostawalo jeszeze do uzasadnienia.
IL. Jeseli catery liczby catlowite I, I, m i m' sprawdzaje zwiqzeki
nastepujace :
(11) m' > m >0,
(12) Im' —ml' =&,

gdzie oznaczylismy przez & liczbe réwng jednej z liceb 1 lub —1,
to w takim razie, rozwijajac liczbe % na utamek tancuchowy arytme-
tyceny

3 1 el
(13) E*_a°+a—l+£+ ‘|‘;
i rezygnujac przytem 2z tadania, azeby ten ulamek Zancuchowy byt

koniecenie nieprzywiediny, mozemy zawsze osiagnaé to, zebysmy wieli
nie tylko

(14) I’ -_ PH ? ”ir — Qﬁ‘
ale takie
(16) f= Pn~1s m ‘__"Qn—l’

wwazajae liczby Py i Qy za okreslone na podstawie wzordw (2) str. 655.
!
Istotnie, rozwingwszy liczbe :T na ulamek lancuchowy aryt-

!

metycezny wedlug wzoru (13), mieliby$my w kazdym razie

! P

ARSIRC T

Poniewaz za$ £ jest liczbg ulamkows nieprzywiedlns, a liczba

Q

wlamkowa

2| =



— 667 —

réwniez te wlasnosé posiada, albowiem ze wzgledu na réwnogé (12)
liezby 2" im' s liczbami waglednie pierwszemi, przeto réwnosei (14)
beda zachodzié¢ niezaleznie od tego, czy ulamek lancuchowy (13)
jest czy nie jest nieprzywiedlny. Poniewaz z drugiej strony (tw. II,
§ 139) mamy

Pn-—-1 (l)n == Qn-—an == (_ 1-)“1
przeto

'Rl—l m — Qn—l P =3 (_- 1)“' (16)

Korzystajac z tego, Ze nie jestedmy skrepowani zadaniem,
zeby ulamek latcuchowy (13) byl nieprzywiedlny, mozemy zawsze
zadosé uczynié réwnosei

(— 1) =e. (17)

Istotnie, zalézmy, ze§my ulamek laficuchowy (13) tak utworzyli,
zeby ten ulamek lahcuchowy byl niepraywiedlny. W takim razie
réwnosé (17) moglaby nie zachodzié, ale mielibysmy

;1

i mogliby$my zatem zastapié we wzorze (13) ostatnie ogniwo przez
dwa ogniwa
¢ 1 =
s S
Mielibysmy tedy

/ : ; : i |
L e S R as)

Zmieniajae tedy oznaczenia, mozemy oczywiscie zalozyé, ze
przy zmienionych oznaczeniach, prawa strona réwnania (13) przed-
stawia ten ulamek lancuchowy, ktéry przedstawia, przy oznacze-
niach pierwotnych, prawa strona réwnodei (18).

Przy nowych oznaczeniach liezha calkowita, ktérs przedstawia
symbol n, bylaby o jednosé wieksza od tej, ktérs tenze symbol
przedstawial pierwotnie. Jezeli wige przy pierwotnem znaczeniu
symbolu # réwno$é (17) nie zachodzils, to réwnosé ta zachodzilaby
niezawodnie przy nowem znaczeniu tego symbolu. Stwierdzamy
wige, Ze wzdr (13) rzeczywidcie zawsze moze byé tak ustawiony,
Zeby réwnoéé (17) byla spelniona. Zaléimy tedy, ze okolicznosé ta
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zachodzi, W takim razie mozemy réwnosé (16) napisaé w postaci
nastepujgeej:
(19) R\v—-l m‘ —— (Lju—'[ E, =&,

Na podstawie tw. I-go wnosimy z vréwnodei (12) i (19), ze

mamy
I=P +pV
m=Q,_, -+ pm',

oznaczajace przez p pewng liezbe calkowits. Poniewaz mamy

w=0,> Q>0,

a liczba p jest calkowita, przeto ta liczba nie moze byé ani mniejsza,
ani wigksza od zera, bo w pierwszym przypadku mieliby$my

an <0,
a w drugim
m >,

kazda za$ z tych ewentualnodei znajdowalaby sie w sprzecznosei
z nieréwnosciami (11). Mamy wige p=0, skad wynika, %e réwno-
$ci (16) rzeczywiscie zachodzi¢ beds. Zatem uzasadniliSmy w zupel-
nosei twierdzenie, o ktére chodzilo. .

III. Owazajmy dwie. liczby niewymierne x i y, rozwinigte na
wlamki taricuchowe arytmetyczne wedtug waordw

(1) $=.aoial‘}m

’
i1

k=1

¢ . 1|
(2) His= { bo; b:}
Warunel koniecany i wystarczajgcy na to, Zeby istniaty dwic takie
liczby catkowite p i g, iéby réwnosd

(3) Appy = bq-i-i

zachodzida pray wszystkich wartosciach catkowitych od zera nie mmiej-
szych liczby t, polega na istnieniu zwiazlku

(4) yz?‘:':;-;-ig”
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gdzie oznaczylismy przez a, B, o' i ' cziery liczby catkowite, sprawdza-
Jjace réwnosé
of —af=1¢, ®)

w ktdrej symbol § oznacza liczbe rdwna jednej z liczb -1 lub —1.
1°. Podany warunek jest konieczny. Istotnie, zalézmy, ze rd-
wnosé (3) zachodzi przy wszystkich od zera nie mniejszych warto-
gelach calkowitych liezby .
Jezeli tedy oznaczymy ogélnie przez a; mianownik uzupel-
niony ogniwa rzedu ¢ ulamka laricuchowego (1), a przez y, analo-
giczny element w stosunku do ulamka laricuchowego (2), to réwnosé

xﬂ'!“f =4 gt (6}

zachodzié bedzie przy wszystkich od zera nie mniejszych warto-
geiach calkowitych liczby ¢, albowiem (§ 139, tw. V)

1 oo
Tyt = | Cpty —

A ) impr ’
1 oo
Yopr = { byt b } )
) t=atett

a na podstawie réwnosei (3) prawe strony tych réwnosei przed-
stawiajg identyczne pomigdzy sobg ulamki laneuchowe. UwaZajae
liczby P, i @, za okreslone wzorami (2) paragrafu poprzedzajgcego,
a liezby L, i M, za elementy analogiczne w stosunku do ulamka
faficuchowego (2), mamy (§ 139, tw. V) wzory nastgpujgce:

. Pﬂ—lxp +_H‘I._)1ﬂ T
= Ot O’ 4

— Lq—-l?/q '{’“___13’ —_9‘ (8)
Mq—lyq +Mc—‘2

Z réwnodei (7) mamy

I 1 o + F, p=2 (g)

a poniewas na podstawie réwnodci (6) mamy w szczegélnosel

YYo= Ty,
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przeto podstawiajae na miejsce y, we wzorze (8) wartosé (9) liezby a,,

mamy @ + 5
ot

@=— L0 s+ Ly-sQp

ﬁ L Lq—l - Lq-aP =1

o'=— g—1 Q,._a "I“i a—2'p—1
= M. Pp-—ﬂ —~M s Fys-

Réwnania te daja na e, B, @ i ' wartoéei calkowite. Z dru-
giej strony stwierdzamy drogs rachunku bezposredniego (najproéeiej
poslugujse sig twierdzeniem o iloczynie dwéch wyznacznikéw), ze
mamy

af — a'ﬁ = (Lq—-l M@—ﬂ— Mq— Lq-s) ( p—1 (L)p—n - p-lP -a)
a poniewaz (tw. II, § 139)
L«;—JM ""’Ma—ler—"’ — (_' 1);,‘
P, p—1 Qp—2 Qm—l -2 (“_ 1)”1

przyjmujgc

przeto
aff — a'f=(— 1+
czyli
o off —af=t,
przy)jmujgc
L= (—1+

Dowiedlismy wige, Ze podany warunek jest rzeczywiscie ko-
nieczny.

20. Warunek ten jest wystarczajacy. Zalézmy, ze licsby 2 iy
sprawdzajg zwigzek (4).

Zachowujac oznaczenia, ktéremi poslugiwaliémy sie przed
chwily, i opierajac si¢ na tw. V-tem § 139-go, mamy

. P + P,
o Qi -|" Qs

Podstawiajae warto$é t¢ na @ we wzorze (4) na y, otrzymujemy

(10) y= (@Py 4 BQis) - (¢ Piy 4 BOis)
(P~ Qi) @ (& Pg+ 8 Qo)

Gdy liczba i rosnie nieograniczenie, to kazde z wyrazen

(1 1) Qi:: + ﬁ: i 1 :—2 + ﬂ;




— 671 —

zmierza do granicy

e -+ @, (12)

a warto§¢ wyraZenia tego niezawodnie jest od zera odmienna, albo-
wiem w razie przeciwnym mieliby$my

i liezba @, whrew zalozeniu, bylaby liczbs wymierng. Z tego za$
wynika, Ze przy dostatecznie wielkich wartoseiach wskaznika ¢
wyraZenia (11) réwnajg si¢ liczbom od zera odmiennym tego samego
znaku, co liezba (12). Zalésmy, ze liczba ¢ ma wartodé na tyle
wielka, zeby ta okolicznosé zachodzila, i oznaczmy przez 9 liczbe,
co do wartosei bezwzglednej réwna jednodei, a przytem takiego
samego znaku, co liczba (12), nastepnie przyjmijmy

§'= ﬂga?_l i th-;))

=N ey @

m'= 7}' o -—1'|‘ﬁ Qi) (13)
m =1 (a'P;_y~-f'Qrs)

Mamy tedy

(e B g
m=n(a' 52 +8) G, "

m=" (a I_ﬂ + ﬁ‘r) Qt—‘B
Poniewaz liczby (), sa dodatme, przeto z drugiej z tych ré-
wnofel mamy

m> 0. (15)

Z drugiej strony, z pierwszej i drugiej réwnoéci (14) mamy
P_ I,
w—m=n (@ G2 ) Qa0 e (G2 = 52 )0

a poniewaz (§ 138, tw. III, uwaga I) mamy

Py Py (=1
Qﬂ—l Qi-s Q{-l Qi—i

przeto

m—m=n (a’ 'g:j +ﬁ') (@it — Qis)+ ! 0

(1 )
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Wyrazenie
) -Pn‘-—ﬂ 7
q (“ ?g:_;"‘ﬁ )

zmierza, gdy i rofnie nieograniczenie, do granicy réwnej liezbie od
zera wigkszej

7 (e'e +f),
réinica
{z)i-l == QI—-E}
jest w kazdym razie liczba calkowita od zera wigksza, a wyraZenie
ne’ (—1)*
jS—l

zmierza do zera, gdy ¢ rosnie nieograniczenie.

Z uwag tych wynika, ze przy dostatecznie wielkiej wartosei
liezby 4, nie tylko wyrazenia (11) réwnaé sig beds odmiennym
od zera liczbom tego samego znaku, co liezba (12), ale nadto war-
tos¢ (16) réinicy m’—m véwnaé sig bedzie liczbie dodatniej.

Zakladamy obecnie, 7e liczba ¢ ma pewng oznaczong, na tyle
wielka wartodd, Zeby wszystkie okolicznodei powyzsze rzeczywiscie
zachodzily. Mamy tedy

(17) m' >m > 0.

Z drugiej znéw strony, uwzgledniajge z definicyi liezby 7
wynikajacy zwigzek
=1,

stwierdzamy drogs bezpodredniego rachunku (najprosciej, poslu-

gujac si¢ twierdzeniem o iloczynie dwéch wyznacznikéw), ze za-
chodzi zwigzek

skad Im' — ml' = (af’ — o') (Pg @y — Py Qis),

(18) ' —ml' = § (— 1),

na podstawie réwnosei (B) i zwigzku

P s@in— P Qi y=(—1)""
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Na podstawie twierdzenia poprzedzajgcego wnosimy ze zwigz-

!

kéw (17) i (18), Ze liczba ulamkowa ;i;, moze byé rozwinigta na

utamek ladcuchowy arytmetyezny, wedlug wzorn

l 14 % 1
E——‘-‘o+e;+a+—»—+z (19)
w taki sposéb, Zebyémy mieli
I!'=E I=E,,
m=F m=1F_,

(20)

okreslajae ogdlnie symbole K, i F, wzorami, w ktére przechodzg
wzory (2) paragrafu poprzedzajacego, gdy zastapimy cigg
i oy Oy @gyens
przez ciag
Co; P13 Coyee

Na podstawie wzoréw (10) i (13) mamy

to -1

y= m'z - m’
ezyli Bt E
U D)
y_-F.ﬂa‘;—l—F._u ( b

ze wzgledu na réwnodel (20).

Uwazajmy obecnie ulamek lafcuchowy arytmetyczny nieskon-
czony (£), ktérego wyraz poezatkowy réwna sig liczbie ¢, mia-
nowniki s pierwszych ogniw — mianownikom ogniw ulamka lafcu-
wego (19), a mianownik ¢,,, kazdego dalszego ogniwa rzedu s—-f.
mianownikowi ., ; ogniwa rzgdu i-|-#— 1 ulamka faficuchowego (1).

Mamy tedy: 1) Bzt E
e [ i —1
{"" o ]::If::o: +7

na podstawie tw. V-go § 139-go. Z réwnosci poprzedzajacej i ré:
wnosei (21) mamy

[=-]

1 .
y:{f:o;— (22)

]
Ci | k1

a na podstawie tw. II-go § 140-go wnosimy 2z réwnodei (2) 1 (22),

Ze mam
J =0 (k=0,1,23..) (23)

Arytmetyka teoretyczna. 43
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Uwzgledniajae definicye ulamka ltadcuchowego, stanowigcego
praws, strong réwnania (22), wnosimy z réwnoéei (23), Ze réwnoéé (3)
zachodzié bedzie dla wszystkich od zera nie mniejszych wartosei
calkowitych liezby f#, jezeli tylko przyjmiemy

p=i g=s-+1.

Zatem warunek, podany w twierdzeniu, jest rzeczywiseie do-
statecznym warunkiem okolicznosei, wyrazonej w twierdzeniu. Uza-
sadniliémy zatem w zupelnosci twierdzenie, o ktére chodzilo.

§ 143, W paragrafie tym przypuszezamy, ze elementarna teorya
réwnania drugiego stopnia znana jest czytelnikowi, i zbadamy blizej
okolicznodei, ktére zachodzg przy rozwijaniu pierwiastkéw réwnania
drugiego stopnia o wspdlezynnikach calkowitych na wlamki laicu-
chowe arytmetyczne.

Wprowadzamy najpierw pojecie nlamka lancuchowego arytme-
tyeznego peryodycznego.

Uwazajmy ulamek laficuchowy arytmetyczny nieskonezony

(1) { i]w

Zehy wyrazié, iz istnieja dwie takie lieshy calkowite m i p
(p =1), zeby zwigzek

2) i=m
pociagal za sobg réwnosé
®) g =ty

orzekamy, ze ulamek lancuchowy (1) jest peryodyezny. Kazdy
ciag postaci

@y Qigyyens Qupp gy

ktéry w razie réwnosei p=1 sprowadza si¢ do jedynego wyrazu
@y,

zowie sig, jezeli tylko liczba i sprawdza zwiazek (2), peryodem
nlamka lancuchowego (1).

Wprowadziwszy w § D4-tym pojecie ulamka dziesigtnego pe-
ryodycznego, uzasadniliSmy miedzy innemi twierdzenia, ktére jak-
kolwiek wyrazone byly w terminologii liczb dziesigtnych, stanowig
w rzeczywistodei ogdlne twierdzenia o ciggach nieskofiezonyeh, tg wia-



