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przeto mamy
Boga @ > @y
qud k1 k=11
By 1
Qﬁ—l > Ql ’
Na podstawie nieréwnosei tej mamy ze wzoréw (21)

£ P
Ql Qt-—l !

na czem wlagnie polega twierdzenie, o ktére chodzi. W dowodzie
tym zakladaliémy, ze liczba % mniejsza jest od liezby ogniw roz-
wazanego ulamka laficuchowego, ale gdyby liczha & wlaénie Wspo-
mniane]j liczbie réwnala sig, to mielibyémy

:e:——i 0,

Qs

€r—

< |z—

a poniewaz réznica

P P,, B B —(—1
( Ql——l) ( @__ Qk-—l o _‘Ql Qb—‘l

od zera jest odmienna, przeto i w tym praypadku twierdzenie mu-
sialoby zachodzié.

§ 140. Obecnie przechodzimy do badania ulamkéw lancu-
chowych regularnych, w ktéryeh wyraz poeczgtkowy réwna sig
jakiejkolwiek liczbie calkowitej, a mianownik kazdego
ogniwa liczbie calkowitej od jednodci nie mniejszej. Ta-
kim ulamkom lacuchowym damy nazwe ulamkdéw laficuchowych
arytmetyecznych.

Jezeli ostatnie ogniwo pewnego ulamka lafcuchowego arytme-
tycznego réwna sig jednosel, to okoliczno$é t¢ wyrazamy, orzekajae,
%e rozwazany ulamek ladcuchowy jest przywiedlny. Wszelki
ulamek lahcuchowy arytmetyczny, ktéry nie jest praywiedlny,
zowie sig ulamkiem laficuchowym arytmetyeznym nieprzywiedl-
nym. Zatem wszelki ulamek lafcuchowy nieskoriczony, jako osta-
tniego ogniwa nie posiadajacy i juz dlatego przywiedlnym byé nie
mogacey, zawsze jest nieprzywiedlny.

Ulamek ladcuchowy arytmetyczny przywiedlny mozemy zawsze
sprowadzié do ulamka lafcuchowego nieprzywiedlnego, w ktérym
liczba ogniw o jednodé jest mniejsza od liczby ogniw rozwazanego
ulamka lafdcuchowego. Jezeli bowiem pewien ulamek Ilaicuchowy
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arytmetyczny przywiedlny ma jedno tylko ogniwo, to jest on
postaci

1
“o“["'i

i réwna sig¢ ulamkowi laicuchowemu nieprzywiedlnemu o zeru

ogniwach
a1,

jezeli za$ rozwazany ulamek luwicuchowy ma wigeej nad jedno
ogniwo, to, usuwajac ostatnie ogniwo i zwigkszajge jednoczesnie
mianownik ogniwa przedostatniego o jednodé, oezywideie otrzymamy
wlamek lancuchowy arytmetyczny nieprzywiedlny, réwny danemu.

Dwa ulamki laicuchowe arytmetyczne zowig si¢ identy-
cznymi pomigdzy soba w przypadku, kiedy ich wyrazy poczyt-
kowe i mianowniki ogniw réwnorz¢dnych sy pomiedzy sobg réwne.
Dwa ulamki ladceuchowe arytmetyczre identyczne pomigdzy soba,
oczywidele tylko jednoezesnic moga byé¢ skonezonymi i maja w ta-
kim razie réwne pomigdzy sobg liezby ogniw.

Uwazajmy dwa, nie identyezne pomigdzy sobg, ulamki ladcn-
chowe arytmetyezne nieprzywiedine

1
@y

(1) i’h_—“o“l‘%—i‘

i

e (e
(2) y=b0+jl'|—'b;+'b;+“'=

Fii

z ktérych kazdy bedzie mogl byé skoiezonym lub nieskodezonym.
Oeczywidcie istnieé bedzie pewna najmniejsza taka liczba calko-
wita », zeby przy i =mn, réwnosé

;= b[
nie zachodzila albo dlatego, e zachodzi jedna z nieréwnosei
a,>b, lub a,<5,,

albo dlatego, e liczba ogniw w jednym z rozwazanych ulamkéw
laricuchowych réwna sig liczbie n — 1. W kazdym razie mozebnem
hedzie tak dobraé oznaczenia, zeby liczba ogniw ulamka ladcucho-
wego (1) od liezby n mniejsza nie byla i zeby w przypadku, kiedy
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liczba ogniw ulamka laicuchowego (2) takze od liezby n mniejszg
nie jest, zachodzila nieréwnodé

a, < t':’u ¥

Powiadam, Ze przy tych oznaczeniach zachodzi twierdzenie
nastepujace:
L W razie parzystosci liczby n liczby « i y sprawdzaja nie-
r0wn0se
<Yy, 3)

z>y. (4)
Upewnijmy sig najpierw, Ze twierdzenie zachodzsi w pray-
padkach, kiedy liczba n réwna sig zeru. W takim razie mamy
ay < by. (5)
7 drugiej strony na podstawie uwagi Il-giej przy tw. III-ciem
paragrafu poprzedzajpcego mamy
Y= by (6)

Gdyby ulamek lancuchowy, stanowiscy prawa strong réwno-
sei (1) redukowal si¢ do poczgtkowego wyrazu, albo posiadal jedno
tylko ogniwo, to mielibysmy albo

a w razie nieparzystosei —

= ay,
albo 1

r=a,; + —
oraz

a >1

ze wzgledn na to, ze rozwazany ulamek lahcuchowy jest nieprzy-
wiedlny. Oczywiscie w obu przypadkach zachodzilaby nieréwnosé (3),
ze wzgledu na zwiazki (5) 1 (6) i na to, Ze liczby a, i b, sy calko-
wite, Jezeli za$ liezba ogniw ulamka lafcuchowego, stanowigeego
praws strong réwnosei (1), jest od jednosci wigksza, to na podstawie
uwagi II-giej przy tw. IIl-ciem mamy

x<m+é, (1)

a poniewaz a,, b, i a, s liczhami calkowitemi, z ktérych a; od
jednodei mniejsza nie jest, przeto ze zwigzkéw (D), (6) 1 (7) wynika
znowu zwigzek (3).
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Zaléimy teraz, e liczha n ma jakakolwiek, byle od jednosei
nie mniejszg wartosé, W takim razie na podstawie tw. V-go para-
grafu poprzedzajgcego mamy

Pn—l , + 'Pu—',!
Qn—lmn —1" Qll—ﬁ ?

oznaczajge przez x, uzupelniony mianownik ogniwa rzedu 2 ulamka
laricuchowego (1).

Co do uwlamka ladcuchowego (2), to dwa przypadki sg mo-
sliwe: liczba ogniw moze réwna¢ sig liezbie n—1 albo by¢ od liczby
tej wigksza. Poniewaz na podstawie definicyi liezby # nieréwnosé

i <<n

(8) b

pociaga za sobg réwnosé
al=bf!

przeto w przypadku pierwszym mamy

B
9 =,
9) Y=0_
a w drugim
(10) Pn—1?f,. + Pn—2

Y= 0y + 0’

oznaczajac przez ¥, uzupelniony mianownik ogniwa rzedu n-tego.
W razie istnienia wzoru (9) liezba y réwna sie reduktowi
rzgdu # — 1 ulamka lafncuchowego (1), zatem mamy

y<z lub y>ua,

zaleznie od tego, czy liczba n— 1 jest parzysta lub nieparzysta.
Poniewaz liczba # — 1 jest parzysta w razie nieparzystosci liczby ,
a nieparzysta w razie parzystosci liczby n, przeto stwierdzamy, Ze
w rozwazanym przypadku istotny stan rzeczy zgodny jest z brzmie-
niem twierdzenia. Przypusémy nareszeie, Ze liczba ogniw ulamka
laficuchowego (2) nie jest od liczby » mniejsza. W takim razie
zachodzi wzér (10).
Ze wzoréw (8) i (10) mamy

T (Pn—s (L)vl—'l_ ==t Pn—'l Qn—ﬁ) (?/.. e xn)
(Qn-—lmn + Qn—-ﬂ) (Qn—lyn + Qn—'l) !

Yy—ax=

skad
—_— = (_ 1)" (y“Hx")
(11) I = 0+ 0d) (@t T 0’
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na podstawie zwigzku
Rl—ﬂ Qn—-l — Pw—l Qn—-2 = (I_' 1)“_1,

ktéry zachodzi na podstawie tw. IT-go paragrafu poprzedzajacego.

Zwazmy obecnie, Ze liczba y, albo réwna sie liczhie b,, albo
réwna sig ulamkowi laicuchowemu arytmetyeznemu, ktérego wyraz
poczatkowy réwna sig liezbie b,; analogicznie liczba z, réwna sie
albo liezbie a,, albo ulamkowi lacuchowemu arytmetycznemu,
ktérego poezatkowym wyrazem jest liczba a,. Ale ze wzgledu na
przyjete oznaczenia mamy

aﬂ < bﬂf

a stgd opierajge sig na tem, ZeSmy twierdzenie, o ktére chodzi, uza-
sadnili w razie réwnosei poczatkowych wyrazéw, wnosimy, e mamy

2y, < Y-

Uwzgledniajae nieréwnodé poprzedzajacy oraz te okolicznodé,
iz mianownik wzoru, stanowigcego praws strone réwnania (11), jest
dodatni, stwierdzamy natychmiast na podstawie tego réwnania, Ze
mamy

y—a>0 lub y—a<0,
ezyli
xa<y lub x>y,

zaleznie od tego, czy liczha m jest parzysta czy nieparzysta. Uza-
sadniliémy wige w zupelnodei twierdzenie, o ktére chodzilo.

Natychmiastowem nastepstwem powyzszego twierdzenia jest
twierdzenie nastgpujace:

IL Jeteli dwa wtamki farcuchowe arytmetycane nieprzywiedine
sq pomiedzy sobg rdwne, to one sq sobie identyczne.

Jezeli, rozszerzajae nieco znaczenie wyrazenia ,ulamek larcu-
chowy arytmetyczny“, uméwimy si¢, Ze rozumieé bedziemy przez
nazwe ,ulamek laicuchowy arytmetyczny o liczbie ogniw rdwnej
zeru* liczhg calkowity jukakolwiek, to w takim razie mozemy uza-
sadnié¢ twierdzenie nastepujace:

L. Kaédej licehie rzecaywistej = odpowiada jeden, i tylko jeden
réwny jej ulamek tancuchowy arytmetycany wieprzywiedhny.

To samo twierdzenie wyrazamy takze w sposéb nastgpujacy:
katda liceha rzecoywista « jest jednoznacanic rozwijalna na utamek
dancuchowy arytmetyceny nieprzywiediny.
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Upewnijmy sig najpierw, Ze kazdej liczbie rzeczywistej « od-
powiada przynajmniej jeden ulamek Iaicuchowy jej réwny. Oko-
lieznodé ta oczywiscie zachodzi w razie, kiedy liczba z réwna sig
jakiejkolwiek liczbie calkowitej a, dodatniej, zerowej lub ujemnej,
albowiem ulamek lanenchowy o liczbie ogniw réwnej zeru i o po-
czatkowym wyrazie réwnym liezbie a, oczywidcie jest ulamkiem
lateuchowym réwnym liezbhie x. Zaléimy wige, Ze liczba z liczbg
catkowity nie jest.

W takim razie istnieé hedzie pewna liczba calkowita a, taka,

iz mie¢ bedziemy
g < @& < a, 1.
Prayjawszy tedy

(1) = da, }+ -1 ,
51

mamy

(2) ay ==l

Gdybysmy uzyskali na #, wartoé calkowity. to prawa strona
réwnosei (1) przedstawialaby ulamek ladceuchowy, ktérego istnienie
pragnelismy udowodnié, Gdyby zas okoliczno$é ta nie zachodzila,
to mogliby$my prayjac:

1
(31 3-’1201—";2:

oznaczajae przez a, liczbe calkowita od jednosei nie mniejszg,
a przez x,, pewng liczbe od jednodei wieksza, a w takim razie

mieliby$my e
a::ao—i—a—}—m—z.
Zalézmy ehwilowo, zesmy wyznaczyli n— 1 (n=2) liczb
calkowityeh od zera wigkszych

) Gy gyen Gy

i liczbg @, od jednodei wigksza w taki sposdb, zeby ulamek laxcu-
chowy o # ogniwach, wyprowadzony z ulamka laticuchowego o #— 1
ogniwach
1 n—1
{ao. =~

[0 P

przez zastapienie mianownika a,_, ostatniego ogniwa wyrazeniem

1
L “|‘ e
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réwnal si¢ liezbie 2. Gdyby w takim razie wypadla na z, wartosé
réwna pewnej liczbie calkowitej a,, to liezbie & réwny ulamek

laticuchowy
! 1 }“
by —
e | rem1

bylby wlamkiem laieuchowym, ktérego istnienie pragneliémy udo-
wodnié, Gdyby$my za na x, uzyskali wartoéé nie calkowity, to
moglibysmy przyjaé

1

RTN = aﬂ 1
xn+1

oznaczajac przez a, liezbe calkowita od jednodei nie mniejsza,
a przez &, liczbg od jednosci wigkszy, a w takim razie zalozenia
poezynione co do ciggu (4) i co do liczby a,, sprawdzalyby sig co
do ciggu

Uyy Ggy Oy.oo. Gy, a,

i co do liezby 2,,,. Z rozwaZan powyzszych wynika, Ze w razie,
kiedy nie istnieje ulamek lancuchowy arytmetyezny skonezony,
réwny liczbie z, istnieje cigg nieskonczony

fs: By Whgoes ()
liezb calkowitych od zera wigkszych i ciag nieskodezony
Bry Fyy Loy (6)

liczb od jednosei wigkszych, ktére majg wlasnodé nastepujacs: je-
zeli w ulamku lancuchowym

w: 1 n—1
0 a, kul‘

gdzie oznaczyliémy przez n jakgkolwiek od jednosei wigkszg liczbe
catkowits, zastapimy mianownik ostatniego ogniwa przez wyrazenie

1
l‘-"n—-l'-l_;“I
to uzyskamy ulamek lafcuchowy % (z,) o n ogniwach réwnych

liezbie . Ulamek latcuchowy Z (z,) réwna sig oczywiscie wyni-
kowi zastgpienia ostatniego ogniwa a, w redukeie R, rzedu n
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ulamka lafcuchowego arytmetycznego nieskoriczonego nastepujg-
cego:

1 oo
y
Powiadam, Ze mamy
1 oo
(8) r= [ @y E‘} f

Jakoz, zachowujge dla symboléw P, i (), znaczenie, nadane im
w paragrafie poprzedzajgeym, mamy
_R — ‘IJrr—l a’nj_ P?r—f.‘
! (I.)ll—lall + (r]n--ﬁ’

gdzie Py, Py, Q. 1 Q.o przedstawiajg wyrazenia, do ktérych
a, nie wehodzi, Na podstawie zalozen, poczynionych o ciggach (5)

i (6), mam
(6), mamy _PntP,
o @'_137,. + Qn—'.‘.’
skad
i :Ii__l - Pn—ﬂQn—l i Pu—l Qa-:E
(9) Q._x Qnt ((l,)n—-l z, —“ Qa—z)

.I:L_? —_—— = (P“_.'_!, (L)ll‘—1- == -Pu—l Qll-—‘.’.) Ly
Qn——-ﬂ Qn—?. ((Jn—1 x, _]_ (l)n—-ﬂ) i
Zwaiywszy, e mamy

w, >1,
&, >0,
wnosimy ze wzoréw (9), uwzgledniajac jeszcze réwnosé

Pn—‘z(gu—l = Pn-—lQn-‘l = (_ 1)'1—'1,

ze liczba x wigksza jest od kazdego reduktu rzedu parzystego, ale
mniejsza od kazdego reduktu rzedu nieparzystego ulamka laicu-
chowego (8).

Uprzytomniwszy sobie tresé i dowdd tw. IV-go § 139-go, czy-
telnik stwierdzi, Ze powyzZsze wlasnodei charakteryzuja wartosé
wlamka ladeuchowego (7); mamy wige

1]"“
z=1!a,; —

a wige tem bardziej

Ay | ka1
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Ostatecznie wszelka liczba rzeczywista jest rozwijalna na ula-
mek Jaicuchowy arytmetyczny nieprzywiedlny, a poniewaz, ze wzgledu
na tw. Il-gie dwa nieidentyczne pomigdzy sobg ulamki laticuchowe
arytmetyczne nieprzywiedlne nie mogs réwnaé sig sobie i dlatego
nie mogg réwnaé sig z osobna tej samej liczbie, przeto kazda
liczba rzeczywista mnie tylko jest rozwijalna na uwlamek latcuchowy
arytmetyczny nieprzywiedlny, ale jest jednoznacznie rozwijalna
na taki ulamek lafcuchowy. Zatem uzasadniliémy w zupelnodei
twierdzenie, o ktdre chodzilo.

IV. Kazda liczba wymierna w rozwijalna jest na ulamek tan-
cuchowy drytmetyceny skoiczony nieprzywiediny.

Twierdzenie jest oczywiste w razie, kiedy liczba w jest liczhg
calkowity. Zakladamy tedy, Ze liczba w liczbg calkowits nie jest.

Gdyby liczba w liczbg dodatnig nie byla, to liezbe te mogli-
byémy przedstawié przez walr

w=— Il (1)

gdzie I i w' oznaczajg stosownie dobrane liczby wymierne dodatnie,
z ktdrych [ jest liczby calkowits,.

Zatem gdyby twierdzenie zachodzilo co do liczb wymier-
nych dodatnich, to zachodziloby takze i co do liezb wymiernych
ujemnyeh, albowiem na podstawie réwnosei (1) rozwinigeie liezby w
na wlamek latcuchowy arytmetyeczny wyprowadziliby$my z analo-
gicznego rozwinigeia liezby w/, zastepujge w ulamku ladeuchowym,
przedstawiajacym liczbe w’, wyraz poczatkowy a, przez sumeg a,—!.
Mozemy wige zalozyé bez szkody dla ogélnosei, Ze mamy

w>0.
Przyjmijmy to zaloZenie. Mamy tedy
- 2)
w o’ (

oznaczajac przez @, i g, dwie liczby calkowite. Postgpujae, jak
gdyby chodzilo o wyznaczenie najwigkszego wspélnego dzielnika
liezb g, i g,, tworzymy ciag

Qo) 015 O3seer Ou1y On: Ontrs (3)

ktérego pierwszymi dwoma wyrazami sg liczby ¢, 1 ¢, 2 kazdym
da.lazym 0, — reszta podzialu liczby calkowitej o, przez liczbe
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calkowity g, Wiemy z teoryi najwigkszego wspdlnego dzielnika
dwoéch liezh calkowitych, e ukladowi liczb calkowitych g, i o,
odpowiada pewna taka wartosé calkowita i dodatnia na liezbe n,
przy ktérej liezba g, podzielna jest przez liezbe g,.,. Zaldzmy, ze
na liczbg n przyjeliémy przy tworzeniu ciggu (3) te¢ wlasnie war-
tos¢ (w ktérym to przypadku liczba g,y przedstawia najwigkszy
wspdlny dzielnik liezb g, i ¢,); przyjmijmy ogélnie

A

Qi+l
i oznaczmy przez a, calkowity czgéé ilorazu podzialu liczby ¢, praez
liczbe @;y,. Mamy tedy

W=y =ty _|_ :i'_
1
1 .
= a'+5; (i=1,2,...0— 2)

OTaz

Z réwnosei tyeh wynika natychmiast (co czytelnik z latwo-
gcig sam dowiedzie z caly $eislodeiy drogg indukeyi matematyceznej),
Ze mamy

@ w={ao;1}"

g | =1

Ulamek lancuchowy, stanowigcy prawa strong rdwnania (4),
jest nieprzywiedlny, albowiem mamy oczywiscie

Qn-|-1 < (’u L]

skad wynika, ze liczba calkowita a,, sprawdzajaca réwnosé
Qn—l a, = Qn

wigksza jest od jednodei. Zatem kazda liczba wymierna dodatnia,
a wige na podstawie uwagi, uczynionej na poezatku dowodu, kazda
jakakolwiek liczba wymierna jest zgodnie z brzmieniem twierdze-
nia rozwijalna na ulamek laficuchowy arytmetyczny nieprzywiedlny.

Uwaga. Spostrzegamy natychmiast, ze kazdy ulamek lancu-
chowy arytmetyezny skofdezony réwna sig liczbie wymiernej, zatem
nie tylko kazda liczba wymierna jest rozwijalna na ulamek lafcu-
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chowy skoiiezony, ale 1 odwrotnie, kazda liczba rozwijalna na ula-
mek ladeunchowy arytmetyezny skorczony jest liezbs wymierna.

V. Jezeli pewna liczba z réwna sig ulamkowi daineuchowemu arytme-
tycznemu nieskonczonemu (L), to ta liczba jest liczbq nicwymierna.

Istotnie, gdyby przy zalozeniach twierdzenia liczba @ byla
liezba wymierng, to na podstawie twierdzenia poprzedzajacego
istnialby ulamek laificuchowy arytmetyezny skofiezony niepray-
wiedlny (£'), réwny liczbie z, i liczba ta whrew tw. III-mu rowi-
jalna bylaby na dwa nie indentyezne pomigdzy soba ulamki lan-
cuchowe arytmetyczne nieprzywiedlne (£) i (£').

§ 141, Postaé wlamka laicuchowego arytmetycznego niepray-
wiedlnego, podobnie jak postaé¢ liezby dziesigtnej normalnej, jest na
podstawie twierdzed paragrafu poprzedzajacego dla kazdej liczby
rzeczywistej jedng z postaci charakterystyeznych. w ktérych te
liczbe przedstawi¢é mozemy. Ze stanowiska fechniki rachunkowej
wlamki laficuchowe mniej sy dogodne od liezb dziesigtnych, ale
posiadajg natomiast zalety, kidre czynig 2z nich narzedzia daleko
bardziej od liezb dziesigtnych potezne do glebszego zhadania na-
tury liczb.

Najpierw na podstawie ostatnich twierdzen paragrafu poprze-
dzajacego ulamek laticuchowy arytmetyezny jest skonezony lub
nieskoriezony, zaleznie od tego, cay liczba, ktdérg przedstawia, jest
wymierna lub niewymierna, podezas gdy pewne ulamki dziesigtne
nieskoriezone przedstawiaé mogy liczby wymierne,

Nastepnie, jak sig o tem niebawem przekonamy, redukty ozna-
czonego wlamka laficuchowego arytmetyeznego stanowis szezegdlnie
waznemi wlasnodciami odznaczajace sig wartosei przybliZone liezby,
ktérg przedstawia rozwazany wlamek ladcuchowy.

Oznaczmy przez x jakakolwiek liczbg rzecaywists, zaldZmy,

76 wazlr R s
x:“n*f‘a—'l‘f‘a‘f‘a‘i‘:--' 1)

przedstawia rozwinigeie liczby @ na ulamek lancuchowy arytmety-
ezny nieprzywiedlny, i jakedmy to uczynili w § 139-tym, wwazajmy
liczby P, i (), okreslone réwnaniami nastgpujgicemi:

P=1, @1 =0,

Pozao, anl, (2)

P=P  a+P., (*k=1,238..)

= Qi + Qs
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W takim razie na podstawie tw. I-go § 139-go mamy

(3) R, =% (=10,1,2,3,..),
qznaczajqc przez R, redukt rzedu % ulamka lancuchowego (1)
Zeby ulatwié czytelnikowi wytworzenie sobie naleZytego pojecia
o wlasnodciach reduktéw ulamka lancuchowego (1) i wzoréw (3)
na wartosei tyeh reduktéw, wyslowimy najpierw twierdzenia, na
ktérych wlasnoéei te polegaja, nastepnie uwydatnimy znaczenie tych
twierdzeri, a potem dopiero uzasadnimy je kolejno.

I Liczby P, i Q. sa liczbami catkowitemi wzglednie pierw-
szemi; ciag

(4) Qo, @1y Qayeee

Jest w znaczeniu Scislejszem  ciagiem warastajgeym liczb catlowitych
od zera wiekszych, a ciag

(®) By, Py, B,...
jest ciagiem, ktdry w razie nierdwnosed
(6) ay, >0

jest takie w enaczeniu Scislgjszem ciqgiem wzrastajacym liczb cadko-
witych od zera wigkszych; jeteli zachodzi rdwnosé

() 4 =0,

to ciqg (D) zachowuje jeszcze wiasnosci powyzsze z ta jedyna odmiana,
iz mamy wtedy

Jjezeli nareszcie mamy
©) a <0,

to po usunigciu wyrazu Py ciag (D) preemienia sie w ciag malejacy
liczb catkowitych. W kazdym wicc razie mamy

(10) |P| < |Pua| (k=1,2,3,..).

II. Redukt R, <% (k=0) udamka Lancuchowego (1) przed-
3

stawia prayblitenie liczbe @ z niedoborem lub nadmiarem, zaletnie od
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Nr. Inwent.

tego, cey wskainik k ma wartosé parzysta czy niep
Jjednak razie mamy P
k

T

Twierdzenie, polegajace na tej nieréwnodei, zastuguje na szezegdl-
niejszg uwage, a to z prayczyny nastepujacej: przyjawszy dowolnie
pewng liczbg catkowits od zera wigksza m, mozemy tak wyznaczyc
drugsg liezbe catkowita /, na ktérg moze wypadt jakakolwiek war-
tos¢ ujemna lub dodatnia, Zeby$my mieli

‘ l 1

1
<@ (11)

r—— =
m|= 2m

albowiem, wyznaczywszy liczbe catkowity » tak, Zebysmy mieli

n n—1
et é & < ——[__s
m m

i prayjawszy na ! wartosé n lub n-+-1 zaleZnie od tego, czy mamy

x_.iiﬁ_]__
—  m

x?
) m
czy tez
n n -1
T—— > —" — .
m > m

oezywicie wyznaczymy pomiedzy liczbami ulamkowemi o miano-
wniku 7 tg, ktéra przedstawia liczbe & z bledem mozliwie malym;
otéz przy tych warunkach mamy tylko pewnodé, ze blad, z kiérym

przedstawia liczbe x liczba %, co do bezwzglednej wartosci, nie moZe
byé wigkszy od -2%5. Zestawiajac okolicznosé tg z nieréwnoseis (11),

poznajemy, ze liczby ulamkowas% dostarczaja, w stosunku do
k

wartodci swyeh mianownikéw, wyjatkowo dokladne wartoSei przy-
blizone liezby, ktéra przedstawia odnosny ulamek lancuchowy.
III. Mamy

Pua
T

innemi slowy: kolgjne redukty wlamka aricuchowego (1) dajg war-

tosci prayblidone liczby @ z bledami coraz to mnigjszymi.
Arytmetyka teoretyczna, 42

et emonany o

f A
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IV, Jezeli pewna liczba y, wymierna lub niewymierna, sprawdza
nierdwnosé

(13) lz—y|<|z—R]| (k=1

jezeli, innemi slowy, liczba y przedstawia przyblitenie liczbe x z ble-
dem mniejszym od bledu, z kibrym przedstawia te liczbe redult pe-
wnego rzedu ke utamka dancuchowego (1), to w takim razie utamek
tancuchowy arytmetycany nieprzywiedlny (£), preedstawiajgey liczbe y,
posiada praynajmniej tyle ogniw, ile wynosi liczba k, a wyraz po-
czqthowy tego wlamka farncuchowego, oraz (w razie wieréwnosci k> 1)
mianowniki pierwszych k—1 jego ogniw rdwnaja sie odpowicdnio
wyrazowi poczatlowemu i mianownikom pierwszych k—1 ogniw utamka
tancuchowego (1).

V. Jezeli liczba y, wwadana w twierdzeniu poprzedzajacem, rd-
wna sie pewnej licebie ultambowej

l

m?

gdzie 1 i m eznaczaja dwie liczby calkowite, z ktdrych m jest doda-
tnia, to w takim razie mamy

m > Q.

Zestawiajge twierdzenie to z tw. II-giem, spostrzegamy, ze roz-
wazane twierdzenie uwydatnia z nowego punktu widzenia wyjat-
kowe wlasnosei, ktére przystugujg reduktom ulamka laricuchowego
arytmetyeznego nieprzywiedlnego, kiedy redukty te uwazamy za
wartosei przyblizone liczby, ktdrs przedstawia odnoény ulamek
lancuchowy.

Przechodzimy obecnie do uzasadnienia wystowionyeh twierdzen.

Droga indukeyi matematycznej stwierdzamy, opierajge si¢ na
wzorach (2), ze liczby P, i ¢, sy liczbami calkowitemi, i upewniamy
sig z Iatwoscig tg sama metoda, %e ciggi (4) i (D) posiadaja w tw. I-szem
wymienione wlasnoci. Zatem, Zeby uzasadnié w zupelnosei tw. I-sze,
pozostaje tylko do udowodnienia, Ze liezby P, i ), sg liczbami
wzglednie pierwszemi.

Oté% na podstawie tw. II-go § 139-go mamy

(14) . Pk—l Qt == P}Qt—l — (_ 1)"-

Z xéwnosei tej wynika natychmiast, ze najwigkszy wspdlny
dzielnik liczb P, i @, musi byé dzielnikiem liezby (— 1), a wige
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liczby, ktdéra réwna sig albo -1 albo — 1. Poniewas jedynymi
dzielnikami kazdej z tych liczb sa liczby

~4 1 +1:

przeto najwigkszy wspélny dzielnik liezb P, i (), réwna sig jednoéei.
Innemi slowy, liczby P, i (), s rzeczywidcie liczbami catkowitemi
wzglednie pierwszemi. Uzasadniliémy zatem w zupelnodei tw. I-sze,

Przechodzimy teraz do tw. II-go. Jezeli liczba k mniejsza jest
od liezby ogniw wspomnianego ulamka laficuchowego, to na podstawie
uwagi II-giej przy tw. 1II-ciem § 139-go redukt &, ulamka lafcucho-
wego (1) jest mniejszy lub wigkszy od liczby @, zaleznie od tego
czy liczba k jest parzysta lub nieparzysta. Z drugiej strony, gdy
liczba k& sprawdza warunek powyzszy, to redukt R, istnieje,
a poniewaz w takim razie na podstawie tego, coSmy powiedzieli
przed chwilg, liezba 2 polozona jest pomiedzy liczbami R, i R,
jezeli tylko nie zachodzi réwnoséé

&= By,

t. j. jezeli liczba ogniw rozwazanego ulamka ladcuchowego nie
réwna sie liczbie &1, przeto mamy w kazdym razie

[ B, == | B — B

Uwzgledniajac zwigzek (§ 139, tw. IIL, uwaga I)

(=1
By —Bp==t2
e Qk Qt-}-l ’

QH—]. > Qt ]

wyprowadzamy latwo nieréwnoéé (11) ze zwiszkéw poprzedzaja-
eych i uwag poczynionych wyzej. W rozumowaniu tem zaklada-
lismy, e liczba k mniejsza jest od liczhy ogniw rozwazanego ulamka
laficuchowego. Zwazywszy jednak, se w razie, gdyby liczba & ré-
wnala sie tej liczbie, mieliby$my

oraz nierdwnosd

P,

¢’

spostrzegamy wige, ze twierdzenie zachodzi takie i w tym przy-
padku. Ostatecznie uzasadniliémy w zupelosei tw. II-gie.

T =

42%
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Twierdzenie Ill-cie objete jest oczywidcie jako przypadek
szezegblny w tw. VI-tem § 139-go.

Zeby uzasadnié tw. IV-te, prayjmijmy, Ze zalozenia twierdzenia
tego zachodzs, 1 zwaZmy, iz na podstawie twierdzenia poprzedza-

jacego mamy

lx“‘Rk‘ <'37_“Rk—1|:
Zestawiajge nieréwnogéé te z nieréwnoseig (13), ofrzymujemy
g —y| <|o— Bl

Poniewaz liczba 2 polozona jest pomigdzy liezbami R, , i R,,
przeto na podstawie nieréwnosei powyzszej i nieréwnosei (13), liezba y
takze poloZona bedzie pomigdzy liezbami R, ; i R,. UwaZajmy ula-
mek laficuchowy arytmetyczny nieprzywiediny, na ktéry liczba y
moze byé rozwinigta, i oznaczmy przez b, wyraz poczgtkowy, oraz
ogblnie przez b, mianownik rzedu i-tego ulamka lahcuchowego.

Mamy tedy
11 ;1:
(15) 3:50+E+":+E+---

Gdyby powyzszy ulamek laficuchowy nie posiadal wszystkich
w twierdzeniu zapowiedzianych wlasnosei, to istnialaby pewna
taka najmniejsza, od liezby k nie wigksza, warto$é p wskaznika i,
Zeby réwnosé
b,=aq,
dla i=yp nie zachodzila albo dlatego, ze liczba ogniw ulamka laf-
cuchowego (15) réwna si¢ p — 1, albo dla tego, iz mamy

(16) B, e

Zwréémy si¢ najpierw do przypadku pierwszego. W tym
przypadku liczba p — 1 przedstawia liezbe ogniw ulamka ladcu-
chowego (15), a nieréwnosdé

(17 i<p
pocigga za sobg réwnosé
(18) b= a.

Poniewa?z za$ liczba ogniw ulamka lafcuchowego (16) réwna
si¢ p—1, przeto sam ten ulamek ladcuchowy réwnalby sig re-
duktowi E,_, rzedu p —1 ulamka laficuchowego (1). Mielibyémy wige

y=R. .



— 661 —

Poniewaz mamy p =%, przeto na podstawie tw. ITI-go § 139-go
liezba R, ;, a wige iréwna jej liczba y, whrew temu, o czem prze-
konaliSmy si¢ wyZej, nie bylaby polozona pomigdzy liczbami R,
i R,. Zatem omawiany przypadek wydarzyé sig nie moze. Zaldzmy
wige, ze liezba ogniw ulamka fancuchowego (15) od liczby p mniejsza
nie jest. W takim razie zachodzi nierdwnoéé (16). Gdybyémy tedy
mieli p=Fk, to ze wzgledu na to, iz nieréwnosé (17) pociaga za sobg
réwnosd¢ (18), zachodzilyby wlasnie okolieznosei, o stwierdzenie kté-
rych chodzi. Zakladamy wige, Z6 mamy

p<k. (19)

Liczba p moZe byé parzystg lub nieparzysts. Zaléimy naj-
pierw, zZe liczba p jest parzysta. Poniewas zachodzi nieréwnosé (16),
przeto mamy albo

by < a, (20)
albo
b, > a,. (21)

Na podstawie tw. I-go § 140-go mielibysmy
y <Kk,
w razie nierdwnofei (20), a w razie nierdwnosei (21) mielibysmy

y > By
Poniewa# zas§ mamy

-Rp < RJ—I-J

ze wzgledu na parzystodé liczby p, poniewaz z drugiej strony,
ze wzgledu na nieréwno$é (19) i na tw. Ill-cie § 139-go Zadna
z liczb R,_, i R, nie moze hy¢ mniejsza od R,, ani wigksza od
R,.:, przeto liczba y, wbrew temu, coémy stwierdzili wyzej, nie
moglaby by¢ polozona pomigdzy liczbami R, ; i R,. Gdyby znéw
liczba p byla nieparzysta, to mieliby$my

‘RP > Rp+1 ]
nieréwnogé (20) pociggalaby za sobg nieréwnosé

y> R,



a nieréwno$é (21) nierdwnosé
Y < HM—J ]

zatem i w tym przypadku liczba y nie bylaby poloZona pomigdzy
lieczhami R,_, 1 R,.

Z rozwazan powyzszych wynika, ze liczba ogniw ulamka lan-
cuchowego (15) od liczby & mnmiejsza byé nie moze, a nieréwnosé
i<k

pocigga za sobg réwnosé
b= «a,.

Uzasadniliémy zatem w zupelnosei twierdzenie, o ktére chodzilo.

Twierdzenie V-te mogliby$my wyprowadzié tatwo z twierdze-
nia poprzedzajacego, ale mozemy uzasadnié je jeszeze prodeiej w spo-
séb nastepujacy: rozwijajac dowdd twierdzenia poprzedzajscego,
stwierdzilismy, Ze liczba y polozona by¢ musi pomigdzy wartosciami
reduktéw R, , i R,, zatem liczba ulamkowa

l

m

poloZona byé musi pomiedzy tymi reduktami; mamy wiec

l
B < B P
czyli
7Bl PR R
1m 0| |0
skad
B 1
‘m Qi S N

na podstawie uwagi I-szej przy tw. IIl-ciem § 139-go. Z nierdwnosei
powyzszej mamy
m
100y —mPuy| <122,
O
a poniewaz lewa strona tej nieréwnosei réwna sig liczbie calkowitej
od zera odmiennej, przeto mamy

|m|> @,

o co wlaénie chodazilo.



