XVI. Ulamki Iaficuchowe.

§ 137, Przyjywszy dowolnie dwa ciagi skonezone liezh, z kté-
rych pierwszy
1) Qpy Cuy Ggooe Gy
obejmuje # 41 wyrazéw (n = 1), a drugi
(@) byy bay bg... Do,
tylko # elementéw, mozemy dla kazdej, byle od jednodei nie mniej-
szej, a od liezby » nie wigksze] wartosei liczby calkowitej p, okre-
8lié znaczenie symbolu W, w sposéh nastepujacy: W razie réwnosei

p=1,
by
ay+—=,
2
a przy kazdej innej wartosei k-1 liezby p symbol W, przed-

stawia wzér. w ktéry przeszedlby wzér W,, gdybyémy zastapili
we wzorze W, liczbg @, przez wyrazenie

symbolu W, oznacza wzdr

By
a s
Definicya powyzsza rzeczywideie okredla wzér W, dla kazdej,
byle od jednosci nie mniejszej, a od liczby » nie wigkszej war-
todei liezby calkowitej p, jakakolwiek od jednofei nie mniejsza
wartos¢ mialaby liczba n. Istotnie, znaczenie symbolu W, okresli-
li§my bezpodrednio, i to w taki sposéb, iz liczba a, wehodzi do wzory,
ktéry przedstawia symbol W,.
Z drugiej znéw strony, gdyby dla pewnej wartodei p=~F
liczby p wzér W, byl ustawiony i gdyby nadto liezba a, do wzorn
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tego wehodzila, to na podstawie powyzszej definicyi wartodei p=rk--1
liczby p odpowiadalby oznaczony wzér W,.,, a do wzorn tego weho-
dzilaby liezba a,,, bylebysmy mieli

k—+1=mn.

Zatem na podstawie zasady indukeyi matematycznej rozwa-
zana definicya rzeczywiscie okresla wzér W, dla wszystkich wyzej
oznaczonyeh wartodei wskaznika p, jakakolwiek, byle od jednogei
nie mniejszg, wartosé mialaby liczba =,

Na przyklad, dla p =2 mamy

dla p =23 mamy

zakladajac oczywidcie w pierwszym przypadku, ze liczba » nie
jest mniejszg od liezby 2, a w drugim, Ze liczba ta nie jest mniej-
sza od liezby 3.

Wzér W, zowie si¢ ulamkiem laficuchowym lub
ulamkiem ciaglym, liczba ¢y — poczatkowym jego wy-
razem, uklad liezb b, @, ((=p) — ogniwem rzedu i ulamka
tadeuchowego W, liezba b, — licznikiem, a liczba ¢, — mia-
nownikiem tego ogniwa.

Zamiast wyrazen licznik ogniwa rzedu i i mianownik ogniwa
rzgdu i oznaczonego ulamka lafcuchowego uzywaé bedziemy nie-
kiedy wyrazenia, licznik rzedu ¢« imianownik rzgdu @ roz-
wazanego ulamka lancuchowego.

Rozszerzajae nieco znaczenie wyrazu uiamek taicuchowy,
zastrzegamy sobie prawo nadawania nazwy ulamka laicuchowego
o zerze ogniwach kazdej liczbie, ktéra w takim razie stanowi po-
czatkowy i jedyny wyraz ulamka laicuchowego.

W razie nierdwnosei

g<p

ulamek laticuchowy W, zowie si¢ reduktem rzedu ¢ ulamka fani-
cuchowego W,.
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Rzeez jasna, zdarzyé sie moze, Ze jedno =z dzieled zaznaczo-
nych we wzorze, stanowigeym na podstawie definicyi powyzsze;
ulamek laiicuchowy, jest niewykonalne lub nieoznaczone; w takim
razie rozwazany ulamek lancuchowy nie posiada, rzecz jasna, Zadnej
oznaczonej wartosei; okolieznodé tg wyrazaé bedziemy krétko, orze-
kajae, #e wspomniany ulamek ladcuchowy ma postaé iluzoryczng,

Zeby usunaé wszelkiego rodzaju nieporozumienia nadmie-
niamy, e oznaczony ulamek laieuchowy moze posiadaé oznaczong
wartosé, chociazby pewne redukty jego mialy postaé iluzoryezna;
mamy na przyklad

pomimo, iz redukt pierwszego rzedu powyzszego ulamka lafcucho-
wego, mianowicie ulamek faicuchowy

1+
ma postad iluzoryezns.

Ze stanowiska techniki drukarskiej i techniki pisarskiej wzory,
ktérym dalismy nazwe ulamkdéw laficuchowych, sg w razie, kiedy
liezba ogniw wigksza jest od jednosei, bardzo niedogodne.

Z tej przyczyny uzywa si¢ réznych symboléw do przedsta-
wiania ulamkéw laicuchowyeh. Tu poprzestaniemy na podanin
dwéeh najbardziej dogodnych sposohéw do przedstawiania rzeczo-
nych wyrazen.

Pierwszy spos6b. Znakowanie, ktdre pragniemy okredlié te-
raz, nabiera sobie wladeiwego charakteru tylko w razie, kiedy liczba
ogniw ulamka lancuchowego wigksza jest od jednodei. Zatem sym-
bolem ulamka laieuchowego, ktéry redukuje siec do poezgtkowego
wyrazu ag, bedzie sam symbol @y, a symhbolem ulamka latcucho-
wego, ktérego poczatkowym wyrazem jest pewna liczba a,, a liczni-
kiem i mianownikiem pierwszego i jedynego ogniwa odpowiednio
pewne liczby b, i a,, bedzie symbol

b
au—[-—a-i.
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Natomiast symbol wlamka lafcuchowego o k-1 ogniwach
(k=1) tworzymy, dopisujac po prawej stronie symbolu reduktu
rzedu k rzeczonego wlamka latieuchowego wyrazenie

L D
et k

gdzie b,y 1 a,y oznaczaja odpowiednio lieznik i mianownik ogniwa
rzedu &~ 1.

Jezeli oznaczymy przez «, poczatkowy wyraz, a przez b, i a,
ogdlnie odpowiednio licznik i mianownik pewnego ulamka ladcu-
chowego o % ogniwach, to symbolem tego ulamka ladcuchowego
bedzie na podstawie powyzszych umdéw symbol

NSV
Gdyby w szezegélnosei zachodzila na przyklad réwnodé
n=4,
to symhbol powyzszy przyjalby postaé nastgpujges:

by + by 2 by 7 b
et e

Drugi sposéb. Oznaczajae przez s dowolnie prayjeta liczbe,
a przez b i a, ogélnie wyrazy i-tego rzedu dwich eiggdw o réwnej
liezbie # wyrazéw, przez » jakakolwick liczhe calkowits, od n nie
wigkszg, a przez p liczbe calkowity od zera wigksza, ale od liczby »
nie wigkszs, mamy niekiedy powody do rozwazania wlamka ladeu-
chowego, ktérego wyrazem poczgtkowym bylaby liczba s, a liczni-
kiem i mianownikiem ogniwa rzedu k& (u =<k =v) odpowiednio
liczby ayqsq 1 bypus.

Taki ulamek laticuchowy, ktérego symhbolem w razie postugi-
wania sig symbolistyka okreslong poprzednio i istnienia nieréwnosci

»>u+1
bylby symbol ;
b i b,
Sof Qi B0
bl f 2

oznaczamy kritko przez symbol nastepujgey:

{52t
By &
l Tl e
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§ 138. Oznaezmy ogdlnie przez a, jakakolwiek liczbe, a przez g,
i b; ogblnie wyrazy rzedu i dwéch ciggdw nieskoficzonych,
W takim razie cigg nieskoficzony

b bt b, l:-.
(1) {ﬂu: d{ll_lr !an‘ aillul: !aoa a{lms---

czyli cigg, ktérego n-tym wyrazem jest ulamek larcuchowy

@ o i

zowie sig ulamkiem laficuchowym nieskonezonym, ulamek lateu-
chowy (2) — reduktem rzedu » tego ulamka lancuchowego nie-
skonczonego, uklad liczb (b, @) — ogniwem rzedu i, a liczby b
i @ licznikiem i mianownikiem tego ogniwa.

" Powy#szy ulamek laricuchowy nieskofiezony oznaczamy przez

symbol
(N
(3) {ﬂo H ‘:'r}(-ﬂ,

albo 1 przez symbol
b L ?Jg 1 z)a 1
ao | E;l a_g i a_s = yrae

Zeby wyrazié, i% kaizdy wyraz ciggu (1) ma oznaczons war-
tosé, a sam ten cigg jest zbieZny, orzekamy, ze ulumek ladcu-
chowy (1) jest zbiezny. Giranice ciggu (1) zowiemy w takim razie
wartodcis ulamka lahcuchowego (2), ktéry wdéwezas oczywidcie
przybiera charakter wielkodei,

Ze stanowiska rachunkéw liczbowyeh najwazniejsze ulamki
laficuchowe sy te, w ktérych mianownik kazdego ogniwa réwna sig
liezbie od jednodei nie mniejszej, a licznik jednodei. Takie ulamki
fafienchowe zowig si¢ ulamkami ladcuchowymi regularnymi
W dziele tem poprzestaniemy wylacznie na badanin ulamkéw lan-
cuchowych regularnych. Wobec tego uzywaé bedziemy czesto dla
krétkodei, wyrazenia ,ulamek ladcuchowy¥ zamiast wyrazenia ,ula-
mek laficuchowy regularny®.

§ 139. L Kaddy wlamek tancuchowy regularny skoniczony,
a wige kazdy redukt jakiegokolwiek ulamka tancuchowego reqularnego
skonczonego lub nieskoficzonego (£) ma oznaczong wartodé. Jeeli ozna-
czymy preez ay wyraz poczgthowy utamka darncuchowego (£) oraz ogdlnie
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preez a, mianownil ogniwa reedu k- jezeli nadto okreslimy liczby P,
i Qu, prayjmujac

-P--1= L, Q_lzo,
PCl:alh QD:}“: } (1)
oraz
P.= P 0 'I‘ Pfu—ﬁ) 2)
Qr = Qrat, "]“ Qi l

pray kaddej wartodei catlowitej liczby k od jednosci nie mniejszej, ale
oile chodzi o utamek daicuchowy skorczony, od liczby ogniw udamba (L)
nie wigkszej, to w takim razie mamy

»
By= éf, (3)
oznaczajac przez R, wartosé redukiu rzedu k utamka farkcuchowego (L),
albo wartosé tego wlamka tancuchowego, gdyby liczba k réwnala sig
liczbie jego ogniw.

Zeby twierdzenie powyzsze uzasadni¢, zwaimy najpierw, ze
na podstawie zasady indukeyi matematyeznej wzory (1) i (2) nie
tylko okreslaja w zupelnodei liezby P, i @, dla wszystkich w twier-
dzeniu rozwazanych wartofei wskaZnika k, ale daja jeszcze war-

tosei od zera wigksze na liczby @,. Nastgpnie zwazmy, Ze mamy

By =ay= a_lq
oraz
1
By = a, + fi
czyli
My =,
B =241l
y

stwierdzamy wige, 7e wzdr (3) rzeczywiscie zachodzi dla k=0
idla k=1

Zaléimy chwilowo, Ze wzér (3) zachodzi dla wszystkich od
pewnej liczby calkowitej p (p = 1) nie wigkszych wartodei liezby k.
Ze wzgledu na wzory (2) mamy tedy

— frl—-lap ‘+' doy = 4
= Gt O M
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Poniewaz za$ R, przechodzi w I, przez podstawienie wyra-

5 1 il ; . .
zenia n”_l-u_,; na miejsce liezby a,, poniewaz nadto liezby P,
W

P,ay Q1 1 Qg 0d wartosei liezby a, nie zaleza, przeto ze wzoru (4)
mamy

-13

1
b,y (“H— = ) + B,
R = P
!'l"f'] = 1 3
(I-)pﬂ a9+ t—\'__ ) + Qr#-—'l
1
skad
B = l’un—‘l {ty + P,_y) LR + P,;..l
F L o M

(Q]:—l i '—1_ (L)p—'.!) rj'p-}-l '—I_ Qp—l y

Ze wzoru tego mamy

'Pp Uyt + F J'r:——l . -P;J-i-l

@'p ”;r+1 + Qp—l T Q}:-{-I !

Ry =

uwzgledniajae réwnosei

B, =P0,+F_o; F ot = Lyl + T
Qp — Qr»-l ay + QP—'J:I Q:l+1 — Qw Uy + Qp—i )

ktére zachodzg na podstawie definicyi wyrazen P, i ¢),.

Ostatecznie stwierdzamy, Ze gdyby wzdr (3) zachodzil dla
wszystkich od liezby p (p=1) nie wigkszyeh wartodei liezby £,
to wzér ten zachodzilby jeszeze i dla k=p-1, a poniewaz
stwierdzilismy wyzZej, Ze powyZsay wzér zachodzi dla wartodei 011
liczby %, przeto wzdr ten zachodzi dla kazdej od liezby zero nie
mniejszej, a od liezby ogniw ulamka (£) nie wigkszej wartodel
liczby k. Zatem uzasadnilidmy w zupelnodei twierdzenie, o ktére
chodzilo. ‘

I1. Liczby, ktére oznaczylismy ogdlnic przez Py i @, w twier-
dzeniu poprzedzajgcem, sprawdzajy »éwnosé

(5) Py Qe — PiQyq = (— 1)

przy kakdej od zera nie mniejszej, a od liczby ogniw odnosnego utamka
dancuchowego nie wigkszej wartodei liczby .

Istotnie, na podstawie wzoréw (1) stwierdzamy bezpoérednio,
ze véwnosé (b) zachodzi przy k=0. Gdyby zaé dla k=p (p=0)
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réwnosé (5) zachodzila, to réwnoéé ta zachodzilaby i dla k=p -1,
albowiem przyjmujac k=p--1 we wzorach (2), mamy

Fon= Pty + Py
Qi1 = Qullps + Qo1

F Qo — Foa@y = P, Qs — P,y 05
gdybyémy wige mieli
Fpa@p— B Qp = (—1)7,
to mielibysmy rzeczywiseie
B @ppa — By = — (1) = (— )"

Zatem na podstawie indukeyi matematycznej twierdzenie za-
chodzi w podanem brzmieniu,

0L Jezeli pewien utamek fancuchowy jest utamliem {tasicucho-
wym regularnym, to redukty rzedu nieparzystego tworza ciag male-
Jjacy w znaczeniu $cislejszem, a redukty rzedu parzystego— ciag were-
stajacy w znaczenin Scislejszem ; nadto hazdy redult rzedu parzystego
mniejszy jest od kazdego redullu rzedu nieparz _;stego

Istotnie, zachowujac oznaczenia tw. I-go i opierajac si¢ na
temze twierdzeniu, mamy

skad

I, -Pk{":&+l ‘E_ Ly
Qf (g1 + Qk—
P,
B y=——,
= O
skad
R e - (P Opi— P, ; Qk) (L]
5 =

(Qk bk-{-‘i + 1) Qk—l ’
a poniewaz na podstawie twierdzenia poprzedzajacego mamy
(_ 1)t =P — Py =— (B — ARTIAN
practo — (=1 e
I e R i, - 6
B =B = o T 0 O ®

Poniewaz liczby @y, @y i @ sa dodatnie, przeto w razie,
kiedy liczba & réwna sig liczbie parzystej 2¢, mamy

Be:+1 — Ry 3 <0
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na podstawie réwnosei (6), jezeli zad liczba I réwna sig liezbie nie-
parzystej 2¢ -1, to z réwnodei (6) mamy

j 948 T If']g

Zatem cigg reduktéw rzedu nieparzystego jest rzeczywiseie
malejyey, a cigg reduktéw ragdu parzystego — warastajacy w zna-
czeniu $cislejszem.

Pozostaje tylko do ndowodnienia. Ze kazdy redukt rzedu pa-
rzystego mniejszy jest od kazdego reduktu rzedu nieparzystego.
Uwazajmy w tym celn jakikolwiek redukt rzedu nieparzystego Ry,
i jakikolwiek redukt Ry, rzgdu parzystego, nadto uwazajmy réznice
R,y — R,, gdzie przez k oznaczamy liczbg calkowits, kidrej blizsze
okreslenie zostawiamy na pdzniej. Na podstawie tw. I-go mamy:

P
R, =
T O
P,
R . E
TR

skad
By — B, =D — L6 Q@Eﬁ i

a poniewaz na podstawie tw. II-go mamy

Pk—|~1 O — Px@;,u+1 = ("— 1)"+1 = (— 1)“,

(1) B — By o)
= ' QJ.-Q!.--H
Oznaczmy przez ¢ wigkszg z liezb i i j, albo wepdlng ich wartosé,
gdyby liczby te byly réwne pomiedzy sobg, i przyjmijmy
k= 2t',

przeto

mamy tedy
(SJ . If-.:r+1 — By, >0

na podstawie réwnosei (7), a poniewaz mamy
=i, t=j,
poniewaz nadto, jakeémy juz stwierdzili, redukty rzedu nieparzy-
stego tworzy ecigg malejscy, a redukty rzedu parzystego — ciag
wzrastajgey, przeto mamy
R°i-|-1 RQH_-;, .an ":: }—l’o”
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mamy zatem

Ry < By

ze wzgledu na nieréwnosé (8). Uzasadniliémy wige w zupelnosei
twierdzenie, o ktdére chodzilo.
Uwaga I. Réwnodé (7), ezyli

— 1)
o 2

ktéra uzasadniliSmy, dowodzae twierdzenia powyiszego, wyraza
sama twierdzenie, na ktérem w dalszym ciaggu wypadnie nam sig
opieraé.

Uwaga II. Z twierdzenia powyzszego wnosimy, ze wartosé
wlamka latcuchowego skonczonego wigksza jest od wyrazu po-
czgtkowego i od kazdego reduktu rzgdu parzystego, ale jest mniejsza
od kazdego reduktu rzedu nieparzystego.

IV. Wszelli utamek tancuchowy regularny, nieskonczony (4)
jest zbicdny, a wartosé jego wicksza jest od kaidego redultu rzedu
parzystego, ale jest mniejsza od kaddego redultu rzedu nieparzysicgo.

Istotnie, zachowujac oznaczenia, ktéremi poslugiwali$my sig
wyZej, uwazajmy ciggi

1{*_*_1 - I]’}} =

BB B Bav, (10)
]f”ﬂ, .Il:-'{’ ‘Rﬂ"" Ig‘l{"' [11)

Na podstawie twierdzenia poprzedzajacego ciagi te sq cig-
gami monotonicznymi i ograniczonymi, zatem (str. 491, tw. IT) ciagi
te sp zhiezne. Z drugiej strony, przyjmujae

=2i—1
w réwnodei (9), mamy
: —1 _
.Rﬂi'—'ll}n_ = A . 12
2 2i=1 @ Dt ( )
Powiadam, Ze mamy
Q=1 (13)

jakakolwiek od jednogei nie mniejszg liezbe calkowity oznaczyli-
byémy przez ¢ Istotnie, poniewas na podstawie jednego ze wzo-
réw (2) mamy

QI =0,
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a liczba a, od jednosci mnuiejsza nie jest, przeto nieréwnosé (13)
zachodzi przy ¢=1. Gdyby zas nieréwnosé (13) zachodzila w razie,
kiedy mamy ¢ <k, to ona zachodzilaby i przy ¢=14Fk, albowiem
na podstawie drugiego ze wzoréw (2) mamy

Q. = Qa, ‘[‘ (4
poniewaz za$ mielibysmy
Qk—'l % k—1.

a mamy
=1,

poniewaz mieliby$my nadto
Qk—‘.’ é 1:

chociazby nawet liczba & réwnala si¢ liczbie 2, ze wzgledu na
réwnosé
Q=1

z ukladu (1), przeto mielibySmy rzeczywisecie
' Q>k—14+1=k

Z rozwazanh powyzszych wynika, Ze zwigzek (13) rzecaywiscie
zachodzi. Zatem na podstawie réwnosei (12) mamy
| By — By | = S
24 2=l | = k (k—'— 1)!

skad wynika, Ze cigg
Rg ‘_-RL._ J..cl"]_ _Ha‘ 'RG _1{5,.." Il,:” T Rﬂl’—l-"

jest ciggiem zbieznym o granicy réwnej zeru.
Zatem granice ciggéw (10) i (11) sy pomigdzy soba réwne.
Z tego zas$ wynika, ze ciag

B B B

jest ciggiem zbieznym, ktérego granica g réwna si¢ wspélnej war-
todei grani¢ ciggéw (10) i (11); innemi slowy, ulamek laficuchowy (£)
jest rzeczywiscie zbiezny, a wartosé jego g réwna sig wspdlnej
wartosel g granic ciagéw (10) i (11).

Poniewaz liczba g mniejsza jest od kazdego wyrazu ciagu (10),
‘ale wigksza od kazdego wyrazu ciggn (11), przeto warto$é ulamka
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tanicuchowego (£), zgodnie z brzmieniem twierdzenia, wigksza jest
od kazdego reduktu rzedu paraystego, ale mniejsza od kazdego re-
duktu rzedu nieparzystege. Uzasadniliémy zatem w zupelnosci twier-
dzenie, o ktére chodzilo,

V. Uwazajmy jakikolwick utamek lancuchowy (E) regularny,
skornczony lub nieskoficzony. Utamek tancuchowy (E) bedzie mieé w kas-
dym razie oznaczong wartos¢ x na podstawie tw. I-go i twierdzenia
poprzedzajacego. Powiadam, %e przy zachowaniu oznaczen tw. I-go
mamy

o Piazy—+ Py
Qra s —|" Qps’

oxnaczajge przez k liczbe callowitq i dodatnig nie mniejsza od liczby 2
ani wigkszq od liczby ogwiw wufamka fanicuchowego () i okreslajac
liczbe @, w sposéb nastepujacy : jeseli liceba k réwna si¢ liczbie ogniw
utamka ‘ancuchowego (&), to mamy

(14)

xk=ah

Jjezeli zas liczba k mmiejsza jest od liczby ogniw, to mamy

1 n
a=laia) (15
albo
&y = @ 1 3 (16)
g | (=rt1

zalednie od tego, czy liczba ogniw utamka daficuchowego (L) réwna sie
pewnej skoricwonej licebie lub jest mieskornczong. Liczba z, zowie sig
mianownikiem uzupelnionym ogniwa rzedu k.

Zeby twierdzenie powyzsze uzasadnié, zaléZmy najpierw, Ze
liczba ogniw ulamka laficuchowego (£) réwna sig pewnej liczbie
skofiezonej n (n==2). W przypadku szezegélnym, kiedy mamy
k=mn, wadr (14) jest natychmiastowem nastgpstwem definicyi liczb
P, i @, oraz wzoru

P,
=

ktéry w takim razie zachodzi ma podstawie tw. I-go. W przy-
padku, kiedy mamy
n=k-41

Arytmetyka teoretyczna. 4
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wzér (14) zachodzi, albowiem, oznaezajae, jak poprzednio, przez R,
redukt rz¢du k rozwazanego ulamka lancuchowego, mamy:

ﬂ: Paa+Bo

Qs Qry + Quz’

a poniewaz w rozwazanym przypadku R, przechodzi w & przez pod-
stawienie wyrazenia

B

ﬂ,,—l——l—

.y

1 k41
yy —
[ 4 0'-(}{-;.—-{-: 2

w miejsce liczby a,, przeto w przypadku, o ktéry chodzi, wzér (14)
rzeczywiseie jest wazny.

Zalézmy chwilowo, ze wzér (14) zachodzi jeszeze w razie,
kiedy mamy

czyli wyrazenia

kH1=n=k-p

czyli
(17) l=n—k=p (=1,
i przyjmijmy
(18) n—k=p-41.
Mamy tedy
1 n—1
Pk—l[ak;_l + Pis
@ | i=p-1
R“_1 e 1 = .
[ l e 5 5 } + Qis
i) i=kl

Zwazmy obeenie, co vastgpuje:
1% Wzér poprzedzajacy na R, ; przechodzi we wzér na
przez podstawienie wyrazenia
1
a, + E
na miejsce liezby a,_,.
2°. Symbol a,_; nie wehodzi do zadnego z wyrazen
Pk—l; Pk=21 Q};—‘[ l ().)k-'z-

30. Jezeli w wyrazeniu

1)
[ P
{ e a:}t-n.H
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zﬂstl}pin]y 1 przez
a,_ +
'n—1 .“1

to wyraZenie to przemieni sig w wyrazenie

G 1y
k1
; i=k41

na podstawie samej definicyi rozwazanego wyrazenia,
Z uwag tych wynika, Ze ze wzgledu na wzér (15) przy roz-
wazanem zaloZeniu wzér (14) zachodzilby jeszeze, gdyby liczba n

miala wartodé
n=rk-+p-1,

wynikajaes z réwnania (18). Gdyby wige wzdr (14) zachodzil przy
wszystkich, zwigzki (17) sprawdzajaeych wartodeiach rézniey n—=F,
to wzér ten zachodzilby takze i przy wszystkich, zwigzki

1=n—k=p-+1

sprawdzajgeyeh wartosciach tej réznicy. Poniewaz za$ stwierdzi-
lismy wyzej bezposrednio, ze wzér (14) zachodzi w przypadkach,
kiedy mamy

n—hk=0 i n—k=1,

przeto omawiany wzér zachodzi przy wszystkich wartoseiach skon-
czonych, od zera nie mniejszych, réznicy n— k.

Przejdzmy obecnie do praypadku, kiedy ulamek laxicuchowy (Z)
jest nieskoriczony. W takim razie na podstawie uzyskanyeh juz
wynikéw mamy na redukt B, rzedu k% (f=1) wzoér naste-

pujacy:

_ Pyt Pis
o= O =

1 4t
= ol A — .
yl { k1 a’l}ihH—l

Réwnanie (16) okreéla liezbe @, jako granice ciagu nieskori-
czonego

przyjmujge

Yiy Yoy Ysseee
Poniewaz za§ na podstawie tw. IV-go granica z, tego ciagu
polozona jest pomigdzy liezbami y, i #,, ktére sa dodatnie, przeto
liczba ®, jest liczby dodatnig; poniewaz mamy nadto

Qk-—l > 0! Qk—ﬂ > 0!
41%
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przeto mamy

Q1 + Qu-a > 0.

Zatem na podstawie wzoru (19) granica eciggu

(20) Rk+1; RH—J_, RH‘SS"'
réwna sie Pl Py
Qu1@ + Qps’

a pouiewsii granica ciggu (20) przedstawia wladnie wartodé z ulamka
laficuchowego (£), przeto stwierdzamy, Ze wzér (14) zachodzi i w przy-
padku obecnym. Zatem uzasadniliémy w zupelnoci twierdzenie,
o ktére chodzilo.

VI. Katdy redukt utamka tancuchowego regularnego, poczawszy
od reduktu rzedu 1-go, przedstawia w prayblizeniu wartosé rozwazanego
wlamka taficuchowego z bledem mniejszym od bledu, 2z kidrym go
przedstawia w przyblizeniu redukt, poprzedzajacy bezposrednio redukt
rozwazany.

Istotnie, na podstawie twierdzenia poprzedzajgcego mamy

ka}b—]—l + Qi1 :
w zalozeniu, Ze liczba ogniw jest wigksza od £, skad

. "%_ Pk—lQﬂ - Pka—l
Qs T Qs (Qn Tpp1 + Q)

ji-:r —_—— (Pica @ — P Ory) Ty
(8 Qra {Qk Ty + Qk—]) ’

a poniewaz na podstawie tw. II-go mamy

Pl-lQﬁ == Pqu—1 — (_‘ l)ka

x

przeto mamy

r— _}-)5 — =3
21) O (Gt Q)
= (— D*ap

———
Qi1 Qr1 (Qga -+ i)
Poniewaz mamy
(22) Tyt = U =1,
poniewaZz nadto

Qk > Qk—:l 1
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przeto mamy
Boga @ > @y
qud k1 k=11
By 1
Qﬁ—l > Ql ’
Na podstawie nieréwnosei tej mamy ze wzoréw (21)

£ P
Ql Qt-—l !

na czem wlagnie polega twierdzenie, o ktére chodzi. W dowodzie
tym zakladaliémy, ze liczba % mniejsza jest od liezby ogniw roz-
wazanego ulamka laficuchowego, ale gdyby liczha & wlaénie Wspo-
mniane]j liczbie réwnala sig, to mielibyémy

:e:——i 0,

Qs

€r—

< |z—

a poniewaz réznica

P P,, B B —(—1
( Ql——l) ( @__ Qk-—l o _‘Ql Qb—‘l

od zera jest odmienna, przeto i w tym praypadku twierdzenie mu-
sialoby zachodzié.

§ 140. Obecnie przechodzimy do badania ulamkéw lancu-
chowych regularnych, w ktéryeh wyraz poeczgtkowy réwna sig
jakiejkolwiek liczbie calkowitej, a mianownik kazdego
ogniwa liczbie calkowitej od jednodci nie mniejszej. Ta-
kim ulamkom lacuchowym damy nazwe ulamkdéw laficuchowych
arytmetyecznych.

Jezeli ostatnie ogniwo pewnego ulamka lafcuchowego arytme-
tycznego réwna sig jednosel, to okoliczno$é t¢ wyrazamy, orzekajae,
%e rozwazany ulamek ladcuchowy jest przywiedlny. Wszelki
ulamek lahcuchowy arytmetyczny, ktéry nie jest praywiedlny,
zowie sig ulamkiem laficuchowym arytmetyeznym nieprzywiedl-
nym. Zatem wszelki ulamek lafcuchowy nieskoriczony, jako osta-
tniego ogniwa nie posiadajacy i juz dlatego przywiedlnym byé nie
mogacey, zawsze jest nieprzywiedlny.

Ulamek ladcuchowy arytmetyczny przywiedlny mozemy zawsze
sprowadzié do ulamka lafcuchowego nieprzywiedlnego, w ktérym
liczba ogniw o jednodé jest mniejsza od liczby ogniw rozwazanego
ulamka lafdcuchowego. Jezeli bowiem pewien ulamek Ilaicuchowy




