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kraczajacemi nasze sily. Zatem nic posiadamy Zadnej catkiem ogéinej
metody oznaczania cyfr danej liczby (§ 129) dodatniej. Natomiast liczne
sy przypadki szczegélne, w ktérych posiadamy metody regularne
do rozwigzywania tego zagadnienia; najprostsze z nich oméwimy
w paragrafach nastepujgcych.

§ 136. Wiemy (§ 94), e kazdej od zera wigkszej liczbie a
odpowiada dokladnie jedna liczba takze od zera wigksza x, ktéra
sprawdza réwnanie

" =a,

gdzie oznaczyliSmy przez m dang liczbe calkowity od jednodei
wigksza. Zwezajac, w interesie prostszego wyslawiania sie, znaczenie
wyrazenia pierwiastek n-tego stopnia, przyjmowaé bedziemy w dal-
saym ciggn za nazwe liczby 2 wyrazenie pierwiastek m-tego
stopnia liczby a, zamiast wyrazenia ,dodatni pierwiastek m-tego
stopnia tej liczhy“. W prazypadkach szezegélnych, kiedy liczba m
réwna sig lezbie 2, albo liezbie 3, zowiemy liczbe z odpowiednio
pierwiastkiem kwadratowym albo szesciennym liczby a.

Istnieje ogdlna metoda do wyznaczania wszystkich eyfr az do
cyfry dowolnie danego rzedu pierwiastka danego stopnia m danej
liczhy @« w przypadku, kiedy posiadamy $rodki do wyznaczania
wszystkich cyfr liczby @ az do eyfrv dowolnie danego rzedu. Zehy
podaé przyklad zastosowania ogélnych rozwazan, wylozonyeh w pa-
ragrafie poprzedzajacym, oméwimy metode tg, poprzestajac jednak
dla krétkodei na przypadkach, w ktérych chodzi o pierwiastek kwa-
dratowy lub szedcienny; ezytelnik z latwoscia sam spostrzeze, w jaki
sposéb nalezaloby postepowaé, gdyby ehodzilo o pierwiastek stopnia
jakiegokolwiek,

Jakgkolwiek liczbe, byle od zera wigkszg, oznaczylibysmy
przez L, zawsze istnieje jedna i tylko jedna liczba calkowita N,
sprawdzajaca zwigzki

N L < (N41)e

Liczba N zowie sig calkowita czgdcia pierwiastka
kwadratowego liezby I i jest oczywiscie najwigksza liczba cal-
kowita, ktérej kwadrat od liczby L wigkszy nie jest.

Réznica

L— Nt
zowie si¢ reszts z wyznaczania czedei ealkowitej pierwiastka kwa-
dratowego liezhy L.
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L Liczba jednostek dziesiginych jakiegokolwick rzedu p (czyli
wartodei 1077) pierwiastha kwadratowego @ dowolnie danej liczby do-
datniej a, réwna si¢ calkowitej czgici pierwiastha kwadratowego liczby
Jednostek dzicsigtnych ra¢du 2p (a wige wartobei 107°9) liczby a, jakg-
kolwick wartosé ujemnq, zerowq lub dodatwia miadaby liczba p.

Istotnie, oznaczajac ogdlnie przez z, cyfre rzedu i liczby o,
mamy

fmyl

gdzie liczba calkowita # temu tylko ograniczeniu podlega, zeby nie
byla wigksza od pewnej oznaczonej liczby, zaleznej wylaeznie od
wartosei liezby @ Wobee tego mozemy zalozyé, ze mamy

n=p.
Mamy tedy

1 =%
@ T=q10e

X, 41
2 21
( ) xr < T
przyjmujac

x; =j‘x, 20

Tmn

i oznaczajgc zatem przez X, liczbg jednostek rzedu p liezby z.
Oznaczmy ogélnie przez @, cyfre, a przez 4, liczbe jednostek
dziesigtnych rzedu ¢ liczby . Mamy tedy

m"' aq
b= 10¢?
f=gt
oraz
i
4= Y a10~
b
Ze wzoréw tych mamy
A ]
(3) a g i_'%é_,,\
1
4) a < 4y, + ;

10,,



Poniewaz mamy

=g, 6))
przeto na podstawie zwigzkéw (1) i (4) mamy
X\ _ 4,41
feie g 16 i STl
10»)“‘*~ 10%
skad
'Xﬁ{Aﬂp‘l_l:

a poniewaz liczby X, i 4,, sy liczbami calkowitemi, przeto z nie-
réwnodel tej wynika zwiazek nastepujgey:

7 drugiej strony, ze zwigzkéw (2), (3) 1 () mamy
X, 1\ 4,
(55%-) > 1%
skad
(X 412 > Ay, (M

Zwigzki (6) 1 (7) wyrazaja lgcznie wlasnie to twierdzenie,
ktére pragnelismy uzasadnié.

Na podstawie twierdzenia powyZszego moZemy wyznaczyé
pierwszg cyfre od zera odmienng pierwiastka kwadratowego @
lieczby a w sposéb nastgpujgcy: wyznaczamy najmniejszg taks war-
todé liczby calkowitej p, zebySmy jeszeze mieli

A"}.jr > 0'

Jezeli pierwsza cyfra od zera wigksza liczby a jest cyfra a,,
rzgdu parzystego 2k, to mamy tedy

p=Fk oraz 4d,,=a,,.

Jezeli za$ pierwsza od zera wigksza cyfra liezby a jest
cyfra a,,, rzedu nieparzystego 2k — 1, to mamy znowu

p=k
ale na 4,, mamy wzér nastgpujacy:
Ay, =10. a3,; + G-
Mamy wige w kazdym razie

Ay, < 100.
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Mamy wige
X, < 10,

skad wynika na @, warto$é nastgpujaca:

=X

-

Z rozwazan powyzszych wnosimy, ze problem wyznaczania
eyfr pierwiastka kwadratowego @ liczby a, ktérej cyfry mozemy
wyznaczyé az do eyfry dowolnie dunego rzgdu, bedzie mdgl byé
uwazany za rozwigzany, jezeli uzyskamy metodg do wyznaczenia
eyfry @,4,, rzedu p—--1, liezby 2, po poprzedniem wyzhaczenin
wszystkich eyfr az do eyfry p, jakakolwiek wartodé liczbowg mia-
taby liezba calkowita p. Wladnie taky metode podaje twierdzenie
nastepujgce:

II. Jedeli oznaczymy preez K, reszte z wyznaczania catkowitej
ceesei X, pierwiastka kwadratowego liczby jednostek rzedu 2p, A,,,
liczby a, oraz ogblnie przez a, cyfrg vzedu t liczby a, to cyfra @,y
rzedu p—+1 pierwiastka kwadratowego x liczby a réwna sie najwickszej
wartosei catkowitej liczby C, pray kidrej zachodzi zwiqzel nastepujacy:

1) 2420, X, 0 = 100.,18,,—]—10.agp+1—{—a2,,+2,
o rédnica

praedstawia reszte z wyznaceania catlkowilej czesci pierwiastka kwa-
dratowego liceby A, jednostel rzedu 2p -2 liczby a.

Istotnie, ze wzgledu na tw, I-sze liczba X, jest liczbg jedno-
stek rzedu p pierwiastka kwadratowego @ liczby a; mamy wige

(3) X =10. X, 42,4,

oznaczajae przez X, liczbg jednostek rzedu p 41 liezby o, a po-
niewaz na podstawie tw. I-go liezba jednostek rzedu p -1 liczby »
jest calkowity czedcia pierwiastka kwadratowego liczby dg,.q. czyhi

liczby jednostek rzedu 2p -2 liczby a, przeto ze wzgledu na
wzér (3) mamy:

(10X, %p40)® = Aopyn < (10X, - 245 4 1)
skad

(4) 20prp+1 —{— '”p-]j ._S_ A2p+2 . 100X§
20X, (241 = 1) - (200 + 1)2 > As, 10 — 100X2,
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Ale mamy
fiﬂp-i-‘.! == 1001513? '—i—‘ 10((2p+1 + A9 pia, (5J

oraz
- B iy XA, (6)

przeto mozemy zwigzkom (4) nadné postad nastepujacs:
20X, 2,4y - 2 f S 1008, 4 1009, 4, + a5, (7)
20X, (Xppr + 1)+ (@ppa =+ 1)2 > 100 B, + 100,44 + 9,40 (8)
Z pierwszego z tych zwinzkéw wynika, Ze wartodé

£ =4 9)

liczby @ sprawdza zwigzek (1), a z drugiego—ze ta wartosé liezby §
jest najwigksza z tych wartodei calkowitych liczby {, ktdre czynig
zadosé nieréwnodei (1), jezeli howiem pewna warto$é calkowita
liczby § sprawdza nierdwnosé

L, (10)

=241,

52-20X,.0 = 2,1+ 20X,2,,,

skad ze wzgledn na nieréwno$é (8) wynika, ze przy wartosciach
catkowitych liezby { nieréwnosé (10) pocigga za soba nieréwnosé

g’ + Qoxpg > ]0[}1‘)’, -[— IOQQJ,_H —l" A9 gt

Zatem liczba x,,, przedstawia rzeczywiscie najwiekszy taks
warto$é calkowity liczby £, pray ktérej zachodzi zwiszek (1)
Pozostaje do okazania, Zze mamy

RP+1 = 100}2:- + 10“2p+1 + tapta _‘_xﬂ—? N QOXJ"?"H—I: (11)

to mamy

a zatem

oznaczajac przez R, resztg z wyznaczania calkowitej czgsei pier-
wiastka kwadratowego liczby A, ..
Na podstawie wzordw (b), (6) i (3) mamy

" R, =100 4,, 4 10ay,45 - agpqs — (10X, - 2,4)",
skad
RJ"H = 100 ('A"h' A— X?,) '!— loagy_i_]_ + agﬁg = 20prp+1 Fom= xp.i.?;

ze wzoru tego wynika, ze wzgledu na wzdr (6), wzdr (11), ktéry
pozostawal jeszcze do uzasadnienia. Zatem majgce by¢ udowodnione
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
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Twierdzenie powyzsze podaje rzeczywiscie $rodek do wyzna-
czenia eyfry @, liezby @ po poprzedniem wyznaczeniu wsayst-
kich tych cyfr liczby @, ktére poprzedzajs cyfre a,.,. Skoro ho-
wiem wszystkie cyfry te sa znane, to liczba X, znana jest takze,
a wige i liczba RB,. Zatem drogs kolejnych préb zawsze wyzna-
ezyé zdolamy najwigksza warto$é calkowita liezby £, sprawdzajges
awigzek (1); tej wartoSei liezby § réwnaé si¢ bedzie cyfra o,
o wyznaczenie ktérej chodzilo. Wspomniane préby mozemy wyko-
nywad systematycznie, podstawiajac w wyrazeniu

&r-20X,8
kolejno wartosei 9, 8, 7, 6 it d. az do chwili, kiedy po raz
plerwszy wyraZenie powyzsze przyjmie wartosé sprawdzajaca zwig-
zek (1); ostatnia wartosé podstawiona na § w rozwaZanem wy-
razeniu przedstawiaé bedzie wladnie cyfre «,.,, o wyznaczenie ktdrej
chodzilo. Liezba préb poprzedzajacych moze co najwyzej docho-
dzi¢ do dziesigeiu; liczbg omawianych préb moZemy zmniejszyé,
zwasywszy, e liczba dziesigtkéw liczby

&+ 208,
gdy uwazamy [ za liczbg calkowity od zera nie mniejsza. nie jest
mniejsza od iloeczynu 2X [, ktéry zatem nie mozZe by¢ wigkszy od
liezby dziesigtkéw 10R, - a5, liczby

100 R, + 10a,4; - agp4a,

skad znéw wynika, Ze ta warto$é liczby f, o wyznaczenie ktérej
chodzi, od calkowitej czedei &, ilorazu podziatu liczby 10R - ag,y,
przez 2 X, wigkszg byé nie moze; jezeli wiee liczba §, od liezby 9
jest mniejsza, to zbytecznem jest rozpoczynaé préby od liezby 9;
dostatecznem bedzie rozpoczad te préby od liczby &,.

Mozemy dodaé, Ze wyznaczywszy cyfre @,,, liezby @, mozemy
z latwodeig wyznaczyé I, na podstawie wzoru (11) i wobec pro-
blemu wyznaczenia cyfry «,., liczby « znajdziemy sig tedy w wa-
runkach takich, w jakich byliSmy przed chwilg wobec problemu
wyznaczenia cyfry ,,;.

Poniewaz na podstawie tw. I-go mozemy zawsze wyznaczyé
pierwszg cyfre od zera wigkszg z, liczby z, poniewaz nadto w ta-
kim razie mamy

Xy =@y
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przeto, opierajac si¢ na powyzszych nastepstwach tw. II-go, zdo-
lamy wyznaczy¢ wszystkie cyfry liczby # az do eyfry dowolnie
z géry danego rzgdu.

Poniewaz na podstawie tw. Il-go eyfra rzedu p--1 pier-
wiastka kradratowego @ liezby a rbéwna si¢ najwiekszej z tych
wartodei calkowitych liczby £, ktére sprawdzaja zwiazek (1), przeto
tylko od liczhy 9 nie wigksze wartodei calkowite liczhy ¢ wspo-
mnianemu zwigzkowi mogg ezynié zadosé. Okolicznodé te mozemy
sprawdzié latwo bezpodrednio: ze wzgledu na réwnodé (6) zwis-
zek (1) réwnowazny jest nastepnjgcemu:

¢ -+ 20X,¢ + 100 X2 = 1004,, + 105,43 + 2y

otéz gdyby pewna, od liezby 9 wigksza warto§é calkowita liczby &
zwigzek ten sprawdzala, to liezba dziesigtkéw n liczby £ bylaby
od zera wigksza. Oznaczajae przez [’ cyfre jednodei liczby {, mamy

¢ =10q4-¢".

Podstawiwszy warto$¢é te w powyZszej nieréwnosei, stwier-
dzimy, wykonywajac latwe przeksztalcenie lewej sirony, ze wynik
przedstawié mozemy w postaci nastepujgeej:

& + 20 (X, + 7) &' 4100 (Xp —’[‘ )t = 100 4,, 4 10ay,41 + 3,49,

a poniewaz liczba setek lewej strony tego zwigzku rdwna sig przy-

najmniej X
» ?? 1

a liczba setek prawej strony dokladnie réwna sig liczbie 4,,,
przeto mielibysmy
(X;,—‘-—’l})aéﬂ“,.

Zatem, whrew zalozeniu, liczba X, nie przedstawialaby -cal-
kowitej czgéei pierwiastka kwadratowego liczby 4,,.

Zhadajmy blizej przypadek, w ktérym pierwiastek kwadra-
towy « liczby a réwna sig liczbie dziesigtnej skonczonej. Powie-
dzenie, Ze liczba z réwna sig liczbie dziesigtnej skonezonej, wy-
raza, i% liezba od zera odmiennych cyfr liczby @ jest skonczona.
Zalézmy, ze okoliczno$é ta zachodzi, i oznaczmy ogélnie przez z
cyfre rzedu i liczby , a przez @ i § xzedy odpowiednio naj-
niiszego rzgdu i najwyZszego rzedu od zera odmiennych cyfr
liezby 2.



Mamy tedy

rr=a
oraz
[
LY I
=2 10
e L
slad

Ze wzoru tego wynika natyehmiast, ze cyfra jednostek rze¢du 28
liczby a réwna si¢ cyfrze jednostel tegoz rzedu liczby

Poniewaz zad mamy
0< 2p =10

poniewaz nadto eyfra jednostek kwadratu liczby jednocyfrowej od
zera wigkszej jest zawsze od zera odmienna. albowiem mamy

181, 2P—4 30—0, 42— 16, 52 =—25, 62 — 36, 74=—49,
82 =064, 92 =281,

przeto cyfra jednostek rzgdu 26 liczby a jest od zera odmienna.
Uwzgledniajac uwage te, wyprowadzamy naty chmiast z réwnosdei (12)
wnioski nastgpujgee:

Zeby pierwiastek kwadratowy liezby od zera wiekszej a ré-
wnal sie liczbie dziesiginej skonczonej, koniecznem jest i wystar-
czajacem, Zeby zachodzily warunki nastepujgce:

1% Liezba « winna réwnaé sig liczbie dziesigtne) skorczonej,
ktérej ostatnia, od zera wigksza cyfra, jest cyfra rzedu parzystego.

20, Liczba jednostek dziesigtnych rzedu ostatniej od zera od-
miennej cyfry liczby a w tej liczbie winna byé kwadratem zupel-
nym, ezyli réwnad si¢ kwadratowi pewnej liczby calkowite;.

Drugi z warunkdéw tyeh oczywiscie réwnowainy jest naste-
pujacemu: reszta z wyznaczania calkowitej czedei pierwiastka kwa-
dratowego liczby jednostek dziesigtnych rzedu ostatniej, od zera
odmiennej cyfry liezby ¢ w tej liczbie winna réwnad sig zeru.



SO

Z réwnofei (12) wynika jeszcze, 7e w razie, kiedy pierwia-
stek kwadratowy = liczby od zera wigkszej a rdwna sie liczbie
dziesigtnej skonezonej, ostatnia od zera wigksza cyfra liezby z jest
rzedu réwnego polowie rzedu ostatniej od zera odmiennej cyfry
liezby a.

Z rozwazan powyzszych wynika, Ze rozstrzygniecie, czy pier-
wiastek kwadratowy danej, od zera wigkszej, licaby a réwna sig
liezbie dziesi¢tnej skorfezonej, w takim tylko razie nie jest natych-
miastowe, jezeli liezba a jest liczba dziesigtna skonczons, ktérej
ostatnia cyfra, od zera wigksza, jest pewnego rzedu parzystego 2f;
zeby w tym przypadku poznaé, jaki jest stan rzeczy, nalezy w spo-
séb, omdéwiony wyZej, wyznaezyé wszystkie cyfry liezby 2 az do
eyfry ragdu @ orvaz resztg R, z wyznacsania calkowitej czedel
pierwiastka kwadratowego liezby jednostek dziesigtnych rzedu 28
liezby a; jezeli wypadnie

Rﬁzg.

to liczba @ réwna sig liezbie dziesigtnej skonezonej, ktérej ostatnia
od zera wigksza cyfra jest cyfra rzedu f, jezeli zas wypadnie

to liezba x Zadnej liczbie dziesi¢tnej skonezonej réwna nie jest.

Opierajac si¢ na uzyskanych wynikach, mozemy =z latwodcia
rozpoznaé, ezy pierwiastek kwadratowy @ danej, od zera wigkszej
liezby @ réwna sig liczbie wymiernej. Istotnie, w § 61-szym uza-
sadnilidmy twierdzenie. ktére obeenie mozemy wyslowié w sposéb
nastepujacy: 2Zeby pierwiastek kwadratowy od zera wigkszej liczby a
réwnat sie liczbie wymiernej, koniecznem jest i wystarceajacem, Zeby
liczba a réwnata sig liczbie wymiernej, réwnej liczbie utamkowej nie-
przywiedinej, kidrej licanik i miaunownik 2 osobna bydyby kwadratami
zupetnymi (czyli réwnaly sig odpowiednio kwadratom pewnych liczb
calkowitych).

Z twierdzenia tego wynika w szezegdlnodei, Ze pierwiastek
kwadratowy liceby catkowitej réunu sig liczbie wymiernej tylko w razie,
kiedy réwny jest licebie calkowitej.

Poniewaz za§ kazda liczha calkowita jest liczby dziesiging
skofezony, przeto zastosowujae wyzej podane kryteryum do pytania,
ezy pierwiastek oznaczonej od zera wigkszej liczhy réwna sig liezbie
dziesigtnej skonczonej, bedziemy mogli rozstrzygnaé, ezy pierwia-
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stek kwadratowy danej liezby calkowitej sam réwna sie liczbie
calkowitej; w tym przypadku szezegélnym liczba, ktdra powyiej
oznaczylismy byli przez @, sprawdzaé bedzie zwigzek

g=0.

Zatem na podstawie rozwazan powyzszych bedziemy mogli
zadecydowad, czy pierwiastek jakiejkolwiek danej liczby a od zera
wigkszej jest wymierny, jezeli tylko wiadomem nam bedzie, czy
liczba @ jest wymierna, i jezeli w ostatnim przypadku znane nam
beds, symhole specyficzne licznika i mianownika liczby ulamkowej
réwnej liezbie a.

§ 136. Przechodzimy obeenie do problemu wyznaczania cyfr
pierwiastka szedciennego  liczby @ od zera wigkszej, zakladajae,
%e posiadamy érodki do wyznaczania wszyskich eyfr liezby a wlg-
eznie az do cyfry dowolnie danego rz¢du. Problem ten znajduje sig
w najscislejszej analogii z problemem, oméwionym w paragrafie po-
przedzajacym.

W calym niniejszym paragrafie zachowamy powyZsze znaczenia
liter # i @, a nadto oznaczaé bedziemy ogdluie przez , cyfrg rzedu i
liczby @, przez X, liczby jednostek dziesiginych rz¢du ¢ tejze liczby,
przez a, cyfre rz¢du i liezby a, a przez 4, liczbg jednostek dzie-
sigtnych rzedu i tejze liezby a.

Jakgkolwiek liczbg dodatnia oznaczyliby$my przez L, istnieje
zawsze jedna i tylko jedna liczba calkowita N, sprawdzajgca zwigzki

M<L<(N418

Liczba N zowie sig calkowita czgdeis pierwiastka szesciennego

liezby L, a réznica

L — N3,
resztg 2z wyznaczenia czefei calkowitej tego pierwiastka sze-
deiennego.

1. Liczba jednostek dziesietnych rzedu jakiegokolwiek p pier-
wiastka szesciennego @ jakiejkolwiek liczby dodatniej a réwna sig cal-
kowitej czgéci X, pierwiastka szedciennego liczby A,, jednostek dzie-
sigtnych rzedu 3p w liczbie a, jakakolwiek wartosé wujemma, réwng
zeru, b dodatnia miataby liczba p.

Istotnie, mamy

X
1 % =705

1%



oraz

sl @

Na podstawie zwigzkdw tyeh i réwnoéei

8 =aq,
mamy 21
10;1. g a)

X, 1)
( 15[;3, > ﬂ-,

skad
'Xﬁ g As 3

(X, 4-1)2 > 4s,.

Zwigzki te wyrazajg wladnie twierdzenie, o ktére chodzilo.

Na podstawie twierdzenia powyZszego mozemy wyznaczyé naj-
nigszego rzgdu od zera odmienng cyfre x, liczby. W tym celu
wyznaczamy najmniejszg taks wartodé a liezby p, Zeby zachodzila
jeszeze nierdwnodd

Adgq > 0.

Wartosd, ktérs mied bedzie w takim razie liezba Ag,, spraw-
dzaé bedzie nieréwnosé

Ay <103,

skad natychmiast wynika, e odnosna wartodé X, liezby X, spraw-
dzaé¢ bedzie nierdwnodé

X, < 10.

Zatem najmniejszego rzedu od zera wigksza cyfra liezby «
bgdzie rzgdu @ i sprawdzaé bedzie réwnodé

. 5

Poniewaz w rozwazanym przypadku drogg poréwnywania
kolejnego liczby 43, z szedcianami od dziesigein mniejszych, a od
zera wigkszych liczb calkowitych zawsze zdolamy wyznaczyé
liczhe X, , przeto tem samem zdolamy zawsze wyznaczy¢ pierwszg
od zera wigkszg cyfre liezby a.
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W dalszym ciggu wypadnie nam rozwazaé liezby R,, okreslo-

nych réwnaniem
R, = 4y, — X},

prayczem liczbie R,, ktéra przedstawia na podstawie twierdzenia,
dopiero ¢o uzasadnionego reszte z wyznacza.nia calkowitej czgdei pier-
wiastlka szesciennego liczby jednostek rzgdu 3¢ liezby a, nadamy
nazwe reszty rzedu @ z wyznaczania pierwiastka szedeiennego
liczby a.

Oznaczajge, jak poprzednio, przez @ rzad najniZszego rzedu
od zera odmienuej eyfry liezby x, mozemy, wyznaczywszy cyfre z,
w sposéb dopiero co nakreslony, wyznaczyd natychmiast resate
rzgdn @, R, z wyznaczania pierwiastka szedciennego liczby a
Z6 Wzorn

R, = Ay, — .

Zatem na podstawie zasady indukeyi matematyeznej zdolamy
wyznaezy¢ cyfre dowolnie danego rzedu liezby x, jezeli tylko uzy-
skamy metod¢ ogdlng do rozwigzywania zagadnienia typu nastgpu-
jacego: znajac wszystkie cyfry liceby x wiqeenie a2 do cyfry ozna-
czonego rzedu p oraz reszle rzedu p R,, wyznaczyé cyfre @, rzedu
p1 liccby @ i odnosna reszte R,,,. Rozwiazanie problemu tego
wysnujemy latwo z twierdzenia nastgpujacego:

IL. Cyfra rzedu p -1 liceby x rdwna sie najwickszej wartosci
catkowite], jaka przyjaé mozemy na & w zwigzlhu

(1) 843002 X, 48008 X5 < R,10% 4 ay,, 102
~+ g0 10 - ag,p43
na resatg zas R, rzedu p-f1 mamy wzér
(2) By = B, 10° o g1 10" 4 3,49 10 -ty —
— by — 302, X, — 3002, 2.

Przeprowadzenie dowodu na to twierdzenie odbywa si¢ w spo-
s6b calkiem podobny. jak na twierdzenie analogiczne paragrafu po-
przedzajacego. Mamy
3) Xy =10X, 42,0,
(4) Agpys =104y, - 10%ag, 4, - 10 5,45 —+ G543

Z drugiej strony, na podstawie tw. I-go paragrafu obecnego
zachodzy zwiazki nastepujace:

Xon = dapps < (Xppa +1)8
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skad
Ot — X)) = Ay — X < (X 12— X3

Podstawiajac w zwigzkach tyeh wartodei (3) i (4) na X
i 45,15 1 nwzgledniajae zwigzek R, = 4,, — X? uzyskujemy zwigzki
nastgpujace:

24+ 304, X, + 800,40 X2 << 100, - 10%ay., ., - 104545 -+
+ 348 < (@ppa 1) 30 (2,40 4 12X, 4 300 (2,4, 1) X2.

Ze zwiazkéw tych wnosimy natychmiast, ze cyfra ., liezby =
rzeczywiscie réwna sig najwickszej z tych wartofei calkowitych
liczby &, ktére sprawdzaja zwigzek (1).

Podstawiajae we wzorze

By = Asw-s — X3h
wartodei (3) i (4) na X, i 43,4, i uwzgledniajase ponownie wzér
RP = Aap = Xﬁ H

uzyskujemy wzdr (2), ktéry pozostawal jeszeze do uzasadnienia.
Udowodniliémy zatem w zupelnosei twierdzenie, o ktdre chodzilo.

Znajae R, i X,, mozemy na podstawie twierdzenia tego wy-
znaczy¢ cyfre a,,, liczby @ droga kolejnyeh préb, polegajacych na
pordwnywaniu prawej strony zwigzkn (1) z wartodciami, jakie
przyjmuje wyrazenie

2+ 302X, -+ 300£ X, ®)
gdy podstawiamy kolejno na £ wartosei
9, 8 Ty

dopéty, az powyisze wyrazenie przyjmie warto$é nie wigksza od
lewej strony zwigzku (1); w takim razie ostatnia wartosé przyjeta
na § przedstawiaé bedzie wlagnie wartodé cyfry «,.;, 0 Wyznaczenie
ktérej chodzilo. Liczba powyzszych préb oczywiScie nie moze wy-
nosié w zadnym razie wigcej dziewigeiu, ale niekiedy mozemy
liczbe t¢ zmniejszyé w sposéb nastepujacy:
Jezeli przyjmiemy na ¢ jakakolwiek wartos¢ calkowity i do-
datnig, to wyrazenie
3.0.X5, (6)
40

Arytmetyka teoretyezna.
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w zadnym razie wigkszem byé nie moze od liezby setek wyra-
zenia (b), a poniewaz w razie nierdwnosei (1) wspomniana liezba
setekk nie moze byé wicksza od liczby setek lieaby, stanowiscej
prawy strong zwigzku (1), przeto wyrazenie (6) w rozwaZanych
warunkach nie moze byé wigksze od liczby setek prawej strony
nieréwnogei (1); innemi slowy mamy

3.5 X2=R,10+ ag,y, .

Jezeli wige calkowita czgdé £, ilorazu podzialu liezby
R,10 -+ ag,yy przez 3.X; wypadnie mniejsza od dziewigeiu, to
probowanie cyfr wigkszych od £, jest oczywidcie zbyteczne; be-
dziemy mogli poprzestaé na prébowaniu liczby £, i liczb

b — 1, &y — 2,... ewentualnie az do jednodei.

Wyznaczywszy ,,,, Wyznaczymy natychmiast ze wzoru (2)
R,y i wobee problemu wyznaczenia eyfry a,,, i resaty R,,., znaj-
dziemy sig w takich samych warunkach, w jakich byliémy po-
przednio wobee problemu wyznaczenia eyfry a,., 1 resaty R,.

Ostatecznie uzyskalismy ogélng metodg do wyznaczania wszyst-
kich eyfr az do cyfry dowolnie danego rzedu wlgeznie, pierwiastka
szedciennego z jakiejkolwiek liezby dodatniej «, jezeli tylko posia-
damy $rodki do wyznaczenia wszystkich cyfr liczby « az do
cyfry dowolnie przyjetego rzedu. Istotnie, na podstawie tw. I-go
mozemy w sposéb, oméwiony wyZej, wyznaczyé najniZszego rzedu
od zera odmienny cyfre z, liezby 2 oraz odnoéng reszte R,
z drugiej strony, postugujac sig przed chwily omdwiong metods,
oparty na tw. II-giem, moZemy, znajac wszystkie cyfry liczby @
az do pewnej cyfry w, wlgeznie oraz odnod$ng resste I,, wyzna-
czyt cyfre z,,, i reszte R,,,. Zatem na podstawie zasady indukeyi
matematycznej mamy pewno$é, ze posiadamy rzeczywiseie ogdlng
metode do wyznaczania przy wyzej wyszezegéluionych warun-
kach wszystkich cyfr liczby # az do eyfry dowolnie danego rzedu
wlacznie.

Z natury rzeczy nasuwa sig nam pytanie nastgpujace: jakie
sg warunki konieczne i wystarczajace, azeby pierwiastek szedcienny
liczby a réwnal sig liczbie wymiernej ? "W razie wymiernosei liczby »
mamy

0 &=
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oznaczajac przez I i m lieznik i mianownik liezby ulamkowej nie-
przywiedlnej (gdyby liezba 2 réwnala si¢ liczbie calkowitej, to
mielibysmy oczywiscie m =1). Podstawiajac wartoéé (7) na =
w réwnaniu

=
otrzymujemy
18
—
m®

Poniewaz liezby 1 i m sg waglednie pierwszemi pomigdzy
sobg liczbami, przeto na podstawie znanego twierdzenia liczby I8
i md sy takze wzglednie pierwszemi pomiedzy sobg liezbami. Za-
tem, zeby liezba @ byla wymierna, koniecznem jest, Zeby liczba «
rownala sie liczbie wymiernej réwnej takiej liczbie ulamkowej
nieprzywiedlnej, ktérej lieznik i mianownik bylyby z osobna szedeia-
nami zupelnymi, ezyli réwnaly sig odpowiednio trzecim potggom pe-
wnyeh liezb calkowitych.

Z tego wynika w szezegdlnosei, ze w razie, kiedy liczba a
réwna si¢ liczbie calkowitej, liczba « jest liczba wymierng tylko
w przypadku, kiedy jest sama liczbs calkowits,

Pozostaje jeszeze do uzyskania kryteryum, zeby rozpoznad,
czy dana liezba catkowita jest szeScianem zupelnym, czy innemi
slowy, rzeczona liczba calkowita réwna sig trzeciej potedze pewnej
liezby calkowitej. Poniewas kazda liczba calkowita jest liczby dzie-
sietna skonczona, przeto kwestya, ktérg pragniemy rozstrzygnad,
jest przypadkiem szezegélnym w kwestyi nastgpujacej: ,Jakie kry-
teryum daloby moino$é upewnienia si¢, czy pierwiastek szefcienny
oznaczonej liezby dodatniej @ réwna si¢ liczbie dziesigtnej skoriczo-
nej, ktérej ostatnia od zera odmienna cyfra jest oznaczonego rz¢du ?¢
Pytanie to réwnowazne jest nastgpujacemu: ,Po czem zdolamy po-
znad, ezy istnieje w ciggu cyfr liezby @ pewna taka od zera odmienna
cyfra @ rzedu 3, zeby wszystkie dalsze cyfry liczby @ réwnaly
sie zeru?“

Zeby okolicznosé powyzsza zachodzila, koniecznem jest i wy-
starczajgcem, ZebySmy mieli

B 8)
108 (
2, > 0. (9)
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Réwnosé (8) poucza nas, ze A“p przedstawia liczbe jednostek
3@ liczby «. Mamy wige

(10) Ay = X5

nadto wynika jeszeze z réwnosei (8), ze cyfra jednostek rzeda 3f
liczby a réwna si¢ eyfrze jednoSei liczby calkowitej af, a kazda
wyzszego rzedu cyfra liezby ¢ — zeru. Ze wazgledu na nierd-
wno$é (9) i na réwnosei

18=1 28=R8, 38 =27, 42 =064, B8 =125, 63=216, T!'= 343}
88 =512, 9%=1729,

cyfra jednosei liczby 4y, réwnaé si¢ bedzie pewnej od zera wigk-
szej liczbie. Poniewaz réwnosé (10) réwnowazna jest réwnodel

R.=0

f
na podstawie wzoru

przeto z uwag powyzszych wynika na postawione pytanie odpo-
wiedZ nastgpujgca:

Zeby pierwiastek szescienny danej liczby dodatniej a réwnat
sig licebie dziesigtnej skonczonej, w ktdrej ostatnia od zera odmienna
cyfra bylaby oznaczonego rzedw f, koniecznem jest @ wystarczajacem,
deby liczba a byla licebg dziesietna skonczong, w kidrej ostatnia od
zera odmienna cyfra bytaby rzedu 30, i Zeby nadio reszta rzedu f
z wyznaczania cyfr liczby pierwiastka szesciennego liczby a réwnata
sie zeru.

Jezeli liczba a jest liezba calkowita, bedacs szedeianem zu-
pelnym, to moze tylko byé

=0,

albowiem ostatnia od zera odmienna eyfra Jiczby a jest co najwigee]
cyfrg jednodei czyli cyfrg rzedu zeru. Z drugiej strony, jezeli
liczha a jest liczby calkowits k-cyfrows, to rzad najnizszego rzedu
od zera odmiennej cyfry pierwiastka szedciennego liczby a réwna
sig liczbie

—t;

%
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gdzie ¢ oznacza czgsé calkowity ilorazu

ki
'3':

Zatem po wykonaniu co najwigeej (f-1) czynnosei, z ktdrych
kazda polega na wyznaczaniu jednej cyfry pierwiastka szescien-
nego liezby a, poznamy, czy liezba a jest, czy nie jest szedcianem
zupelnym.,




