XY. Zastosowanie liezb dziesigtnych do przedstawiania
jakichkolwiek liezb rzecezywistych.

§ 129. Zanim przystapimy do wlasciwego przedmiotu niniej-
szego rozdzialu, uzupelnimy najpierw terminologic. ktéra wprowa-
dzilismy w rozdziale VII-ym (§ 60 i 52) do teoryi liezb dziesie-
tnyeh, W rzeezonym rozdziale poslugiwalismy sig¢ szeregiem zdan,
do ktérych wehodzily wyrazenia ,rzad jednostki dziesigtnej“ 1 ,rzad
eyfry liczby dziesigtnej“ pomimo, Zesmy nie okreslili z osobuna zna-
czenia zadnego z tych wyrazZef. Okolieznoéé ta nie spowodowata
zadnej niejasnodei, ani zadnego braku dcistodei, gdyz okreslilismy
w sposéh $cisly przez osobng definicye treéé kazdego ze zdan,
ktéryeh czgdeig skladowa byly rzeczone wyraZenia, ale z natury
rzeczy nasuwa sig pytanie, czy nie moZna byloby zastapié wszyst-
kich tych definicyi przez dwie tylko definicye, z ktérych jedna okre-
glilaby znaczenie wyrazenia ,rzad jednostki dziesigtnej¥, a druga—
wyrazenia ,rzgd cyfry liezhy dziesietnej“. Otdz obecnie, opierajac
si¢ na pojeciu liczby ujemnej, uzyskanem w rozdziale XI-tym,
moZemy latwo definicye takie ustawié. Spostrzegamy z latwoseis,
ze dowolnie przyjetej jednostee dziesigtnej d odpowiada dokladnie
jedna liezba calkowita p, na ktérg wypasé moze, zaleznie od wartosei
jednostki dziesigtnej d, jakakolwiek warto$é ujemna lub dodatnia
taka, Zeby$my mieli

1
1) =z
czyli
d=107*%

Zatem moZemy przyja¢ definicye nastgpujace:
L Wyrazenie rxqd danej jednostli dwiesi¢tnej d oznacza
te licebe catlowity dodatniq lub wjemna k, ktéra sprawdza réwnanie (1),
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IL Rzeden cyfry liczby dziesictnej, skonczonej lub nie-
skonczonej, zowiemy rzad jednostki deiesictnej, kidrej cyfrq w rozwa-
2anej licebie dziesigtnej jest wilasnie ta cyfra.

Ozytelnik sprawdzi bez najmniejszej trudnosei, ze po pray-
jeein powyZszyeh dwieh definicyi zdania wygloszone na poczstku
tego paragrafu prazybierajs wladnie to znaczenie, ktdre nadaliémy im
byli przez definicye, podane w § 50 i 62, Wobee tego ostatecznie
przyjmujemy obie definieye podane przed chwila, a nadto prayjmu-
jemy jeszeze definicyq nastepujaca: vznaczywszy praez k jakakolwiek
liczbe catlowita, zowiemy redulstem rzedu kb oznaczonej liczby dziesie-
tnej nieskonczonej A redulkt tej liczby (§ 52), doprowadzony do cyfry
jednostele dziesictnych rzedu k czyli wartosci

1
10%°

Dwie liczby dziesigtne nieskonezone, w ktérych kazde dwie
cvfry réwnorzedne sy pomiedzy soba réwne. zowia sig identy-
ecznemi pomiedzy soby liczbami dziesigtnemi. Jezeli kazde dwie
ze wszystkich tych liezb dziesi¢tnych nieskonczonych, ktdre spraw-
dzajg pewien uklad warunkéw (U). sy pomigdzy sobg identyczne, to
okolicznoéé t¢ wyrazamy. orzekajge, Ze istnieje jedna tylko liezba
dziesigina nieskorezona, sprawdzajgea uklad warunkéw (U).

§ 130. Jezeli zestawimy definicye liezby dziesigtnej nieskon-
czonej, podang w § H2-gim z definicys szeregu nieskoniczonego (§ 119),
to natychmiast stwierdzimy, ze wyrazenie ,liczba dziesigtna nieskon-
czona“ oznacza szereg nieskofczony postaci

=]

(,
16}‘} (1)

k=p

gdzie p oznacza jakgkolwiek liezbe calkowita, byle nie wigkszg od
oznaczonej liezby calkowitej dodatniej lub ujemnej m, a symbol ¢,
przedstawia w razie nieréwnosei

k< p,
cyfre zero, a w razie zwigzku
k=p

ktérgkolwiek z dziesigeiu cyfr numeracyi dziesigtnej.
Aryimetyka teoretyczna. e
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Poniewaz skladniki szeregu (1) réwnajg si¢ liczhom dodatnim
odpowiednio nie wigkszym od skladnikéw szeregu geometryeznego

9
10%
o ilorazie réwnym

| o El‘a

10’

przeto szereg ten jest w kazdym razie zbieZny bezwzglednie.
Z drugiej strony, uwzgledniajye ogdlng definicye symbolu ¢, spo-
strzegamy natychmiast, Ze wartos¢ sumy szeregu (1) nie zalezy od
tego, jaks z posréd tyeh wartodei ecalkowityeh na p, ktére sprawdzajs
nierdwnosé

p=m,

rzeczywiscie we wzorze (1) przyjmiemy. Wobee tego wmawiamy sig,
ze wwataé bedziemy szereq nieskonczony, stanowigey oznaczonag liczbe
dziesigtng, za jeden z symbolow, oznaczajgeych liczbe, ktéra przedsta-
wia sume rzeczonego szeregu. Na podstawie tej umowy zbidr wszyst-
kich liczb dziesigtnych nieskoficzonych przemienia sig na pewien
podzbidr zbioru liezb rzeczywistych i tem samem przybiera cha-
rakter zbioru wielkosei w znaczeniu dcislejszem.

§ 131. Niektére z wynikéw, uzyskanych w rozdziale VII-ym,
mozemy przedstawié, opierajac sig na definicyach, podanych w para-
grafach poprzedzajacyeh rozdzialu niniejszego, w postaci szezegdlnie
dogodnej. Jezeli uwzglednimy z jednej strony tw. II-gie § H6-go,
a z drugiej wyniki, uzyskane w § 57-ym, to stwierdzimy natych-
miast, Ze zachodzi twierdzenie, ktére wyslowione byé moze obe-
cnie w sposéh nastepujacy:

L. Oznacemy przez @ cadkiem dowolnie przyjelq liczbe dziesietng
peryodyceng, przez m taka od jednosci nie mniejszq liczbe catkowita,
seby cyfra raedu m liczby ¢ naledala do cyfr reqularnych tej liczby,
przez A liczbe (wie cyfre) jednostek dziesigtnych rzedu m — 1 (cayli

wartodet 1—0{‘:1) liceby @, przez  wartosé kidregokolwick z peryoddw

liczby dziesiglnej @, wreszcie przez p liczbe cyfr tego peryodu; przy
tych oznaczeniach mamy w kazdym razie

A —1)-Q

™) =010 —1)
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a liczba utambowa po prawej stronic tej réwnosci jest liczba ulam-
kowa rodng w stosunku do liccby ¢ w razie i tylko w razie, kiedy
zachodzi nierdwnosé

Q<10 —1,

kiedy, innemi stowy, peryod zasadwiczy liczby ¢ nie redukuje si¢ do
jednej dziewiqtli.

Réwnoéé (1) mozemy latwo uzasadnié niezaleznie od wynikéw,
uzyskanych w § 56-tym i BT-mym, w sposéh nastepujgcy: drogs
indukeyi matematycznej bez trudnosei stwicrdzamy, Ze na reduks
Rypipa (B =1) liczby dziesigtnej @ mamy wzér nastgpujgey:

Ifm-}-kp—] 1{}‘“—-—] _]" 10;»—12/ (1{];:) (2)

il

Z drugiej zaé strony, poniewaz mamy

¢@=1im R,,

przeto mamy takze
p= llm Rm-i-lr—l 3
k=00

Zatem, ze wzgledu na wzér (2), mamy

=1t IOH ( ) ®)

Ale na podstawie teoryi szeregéw geometryeznych zachodzi
réownosé nastvpujqcm'

( i 1
107 10: - 10r—1°

k..‘l =

Otdz, opierajac sig na tej réwnodei, wyprowadzamy natych-
miast z réwnosei (8) wzér (1), o uzasadnienie ktérego wlaénie
chodzilo.

II. Kazda liczba dziesigtna peryodyczna, o peryodzie jednocyfro-
wym, réwnym liczbie dziewié, réwna si¢ pewnej liczbie dziesigtnej
skonczonej. Innemi stowy, kaddej liczbie dziesigtnej peryodycanej ¢
0 peryodzie jednocyfrowym, réwnym liczbie 9, odpowiada réwna jej
liczba dziesigtna peryodyczna W o peryodzie zerowym.

Bl
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Istotnie, jezeli we wzorze (1) podstawimy na p i £ wartosei
p=1, Q=49

to uzyskamy na ¢ wzér nastepujacy:

A 1
p= i

om0

a réwnosé ta wyraza wladnie, Ze liezbu dziesigtna peryodyczna,
ktéra sprawdza zalozenia twierdzenia, rzcczywiseie réwna sie liezbie
dziesietnej skonczonej.

Poniewa# zad dowolnie przyjeta liezba dziesi¢tna skonfezona
oczywiseie réwna sig pewnej liezbie dziesigtnej peryodyeznej o pe-
ryodzie zerowym, |rzeto zgodnie z brzmieniem twierdzenia oko-
licznos¢, iz liczba dziesigtna peryodyczna, sprawdzajaca zaloZenia
twierdzenia, réwna sig pewnej liezbie dziesigtnej skorezonej, moze
byé wyrazona w postaci nastepujyeej: rzeczonej liczbie dziesigtne]
peryodycznej odpowiada réwna jej liczba dziesigtna peryodyczna
o peryodzie zerowym.

Zatem uzasadnilismy w zupelnoéei twierdzenie, o ktére chodzilo.

§ 182. 7 fakiéw, z ktérymi obeznaliémy si¢ w § H6-tym
i 5T-mym, wynika, ze liczby dziesigtne peryodyezne o peryodzie
jednoeyfrowym, réwnym liczbie Y, wyrdiniajy sig od innych liezh
dziesigtnych nieskofczonyeh pewnemi osobliwogeiami, a twierdzenia,
ktére podamy w paragrafie niniejszym, przyeczynig sig do wigkszego
jesacze uwydatnienia tej okolieznogei.

Ze wzgledu na taki stan rzeczy wprowadzamy definicye na-
stepujaca:

Wyragenic ticzba dziesictna novneahiw oznacza taka liczbe
deiesietng nieskonczoneg, ktdra nie jest licebg dziesietna peryodycena
o peryodzie jednocyfrowym, réwnym licabic 9.

Liczby dziesigtne normalne posiadajg pewne wlasnosei pod-
stawowe, kidre wyrazié moZemy w postaci twierdzen nast¢pujacych:

L. Oznacemy przez ¢ jakakolwiek liczbe dziesigtnq normalna,
a przez m takq liczbe catkowita, ujemna Ilub dodainia, Zeby kazda,
razedu nizszeqo od cyfry reedu m—-1, eyfra liczby @ réwnata sie zeru.
W takim razie zachodzi zawsze nierdwnosé

1
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IL. Redukt jakiegokohwick rzedu m dowolnie przyjetej liczby
deiesietnej normalnej preedstawia wartosé iej liczby = niedoborem
muiejszym od 1%

III. Uwazajmy dwie liczby dziesictne normalne 2 i ', zakéa-
dajac przytem, Ze liceby te nie sa pomigdzy sobg identyczne. W takim
razie istwieé bedzie pewna najmniejsza taka liczba cathowita m, wjemna
b dodainia, 2eby cyfra c, rzedu m liczby A jui nie byla réwna
eyfrze ¢, tegod rzedw w liczbie A'. Powiadam, %e nieréwnosé

[l 2)
réwnowazna jest nierdwnosci

A 3)
a nierduwnodé

Cin = Coy (4)
— wierdwnosei

A> 4. (5)

IV. Zeby dwie liczby dziesicine normalne byly pomiedzy soba
réwne, koniecznem jest © wystarcza, zeby liczby te byly pomiedzy soba
identycene.

Z trzech twierdzen poprzedzajaeych, tw. I-sze winno hyé uwa-
zane za zasadnicze, gdyz twierdzenia pozostale stanowia bezposre-
dnie prawie nastepstwa rzeczonego twierdzenia.

Zeby uzasadni¢ tw. I-sze, oznacziny przez ¢ taka liczhg dzie-
sigtng nieskonezong, zeby w liczbie tej cyfra rzedu m -1 i kazda
eyfra rzedu wyzszego réwnala sig liczbie 9, a kazda inna cyfra —
zeru. Mamy tedy oczywiscie z jednej strony

. <, (6)
a z drugiej
9 % 1\
V0 (10)>
skad -
_ 1 )
=15

Na podstawie tej réwnosei wynika z nierdwnodei (6) nierd-
wnoéé (1), na ktérej wladnie polega rozwaZane twierdzenie.

Zanim przejdziemy do uzasadnienia dalszych twierdzen, cazy-
nimy uwage nastgpujaca: zaloZenie tw. I-go, polegajace na tem,
Zeby liczba dziesigtna nieskonczona ¢ byla liczby dziesigtng nor-
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malng, ma znaczenic istotne, albowiem, gdybyémy tego zalo-
#enia nie wprowadzili, tobysmy nie wykluezyli praypadku, w ktd-
rym liczba ¢ bylaby identyczna liezbie 9, a w takim razie réwnosé

p = 'ifh

nie bylaby wykluezona, skad znéw ze wzgledu na réwnodé (7)
wynika, Ze liczba ¢ niekoniceznie musialaby sprawdzaé nieréwnosé (1),
gdyz praypadek, w ktérym mieliby$my
1
Y= 10

nie bylby wykluezony.

Zeby wzasadnié tw. Il-gie oznaczmy przez 2, redukt rzedu m
liczby dziesigtnej nieskoficzonej 4. Mamy tedy

A=1.+ o,

oznaczajse przez (p pewns liczbe dziesigtng nieskonezong, ktéra
oezywiscie sprawdzaé bedzie zalozenie tw. I-go 1 z tego powodu
spelniac¢ bedzie nierdwnosé (1).

Zatem zgodnie z brzmieniem twierdzenia redukt 4, przedsta-
wiaé bedzie rzeczywideie liczbg 4 z niedoborem mniejszym od liczby

L
10m s

Spostrzegamy z lalwoseis, Ze zaloZenie, ograniczajace nature
liezby 4, a polegajace na tem, e liczba dziesigtna nieskonczona 4
jest liezby dziesigtng normalng, ma i przy tem twierdzeniu, znaczenie
istotne.

Przechodzae do uzasadnienia tw. ITI-go, upewnijmy sig naj-
pierw, Ze liezba, ktérs w twierdzeniu tem oznaczyliSmy przez m,
rzeczywidcie istnied bedzie. W tym celu oznaczmy ogdlnie przez ¢,
i ¢, odpowiednio eyfry rzedu & w liczbach dziesigtnych nieskofczo-
nych 1 i 2. Na podstawie ogélnej definicyi liezby dziesigtnej nieskori-
czonej istnie¢ bedzie pewna taka liczba calkowita p, Zeby zwigzek

E=p
pociagal za soba réwnosel

Ck‘-_:c;:'_ 0.

Z drugiej znéw strony, poniewaz liezby 4 i 4’ nie sg pomie-
dzy sobs identyezne, przeto istnie¢ bedzie niezawodnie jedna przy-
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najmniej, oezywiseie od p wigksza taka liezba calkowita g, Zebysmy

mieli
crx 4: c« ?

a stad wynika, Ze podréd tych wartosei calkowitych na &, ktére
sprawdzaja zwigzli

p<k=q (8)
istnie¢ bedzie przynajmniej jedna taka, Zeby$my mieli

e 9)

Gdyby istniala jedna tylko warto$é¢ na k, przy ktdérej za-
chodzilyby jednoczesnie zwiazki (8) 1 (9), to ocaywiseie ona bylaby
wladnie rozwazang w twierdzenin liczhy m. Gdyby za$ istnialo
wigeej, niz jedna warto$é na k, sprawdzajaca jednoczesnie zwigzki
(8) 1(9), to posréd wartofei tych istnialaby pewna najmniejsza,
a ta najmniejsza wartosé liczby & bylaby oczywiscie rozwazang
w twierdzenin liczba m.

Oznaczmy przez 4, _; i ,_; odpowiednio redukty rzedu m — 1
liczb 2 1 2. Mamy tedy

A=lnatmto
; (10)
¥=dhat-a+ 9,

oznaczajge przez @ i @' dwie liczhy dziesigtne nieskonczone, ktére
na podstawie tw. [I-go sprawdzaja zwigzki

1
= e
0 — rp < 10!“
X (11)
= @'< ——
0 T @ . lom‘
Poniewaz na podstawie definicyi liezby m mamy
Zm—l o= z';l--vl ]
przeto ze wzordw (10) wynika réwnoéé
Ir =gy 12)

~10m
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Na podstawie nieréwnosei (11) mamy
it
(13) lg—o | << {gm

a poniewaz liczby ¢, i ¢, sa dwiema nieréwnemi pomigdzy sobs
liczbami calkowitemi, przeto mamy
Co — O 1

T [yt
10!:! = ]IUIII 3

(14)

Ze wwinzkéw (12), (13) i (14) wynika bezposrednio, ze nie-
réwnodé (2) réwnowazna jest nieréwnogei (3), a nieréwnosé (4) nie-
réwnosel (). Zatem uzasadnilismy w zupelnosei twierdzenie, o ktére
chodzilo. Pordwnywajac twierdzenie to z tw. I-szem § 50-go, stwier-
dzamy, Ze reguly poréwnywania ilosciowego liczb dziesigtnych
nieskoniezonyeh normalnych nie rdznig sig od regul poréwny-
wania ilodciowego liezb dziesigtnych skonezonych.

Poniewaz tw. IV-te paragrafu niniejszego nalezy do bezpo-
$rednich nastepstw tw. III-go, przeto uzasadniliémy w zupelnosdei
wszystkie twierdzenia, ktére zamierzaliémy udowodnié.

Twierdzenie Il-gie paragrafu poprzedniego poucza nas, Ze
tw. IIl-cie i IV-te paragrafu obecnego, zaréwno jak tw. I-sze
i Il-gie, przemienilyby si¢ na twierdzenia bledne, gdyby$my w tych
twierdzeniach opudcili zastrzezenie, polegajace na tem, Ze twier-
dzenia te odnosza sig nie do liezb dziesigtnych nieskofczonych
jakichkolwiek, lecz tylko do liczb dziesi¢tnyeh normalnyech.

Oznaczmy przez A4 jakakolwiek liczbe dziesigtng normalng,
a przez | liczbe (nie cyfre) jednostek dzigsigtnych rzedu zero
Mamy tedy

A=1l+¢

oznaczajge przez @ liczbe dziesigtng normalng, w ktérej wszystkie
cyfry rzedu nizszego od cyfry rzedu 1-szego réwnaja sie¢ zeru. Na
podstawie tw. I-go mamy

<1

z tego powodu zowiemy liezbg I czedcin ecalkowity liczby 4.
§ 1383. Kazdg liczby ujemna & przedstawié mozemy w po-
staci réznicy ksataltu nastgpujacego:

(1) r=a—2>b,
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oznaczajge przez @ i b dwie liezby dodatnie. W praktyce rachun-
kowej przyjmujemy czgsto

==

a w takim razie liczba b przedstawia wartosé bezwzgledns liczby ;
liczne sy jednak przypadki, w ktérych dogodniej jest przyjaé na b
wartosé calkowits, a na a wartosé mmiejszg od jednodei. Ten drugi
spos6b przedstawiania liczb ujemnyech jest calkiem ogélny, tak samo,
jak i pierwszy, a kazdej oznaczonej wartodei liczby z odpowiada
jeden tylko uklad wartosei na @ i b. czynigey zadosé powyiszym
warunkom. Istotnie, wspomniane warunki sy rdéwnowaZne nastepu-
jacym: liezba b, na ktérg z réwnodei (1) wynika wzér

b=—ux-a,
wa byé najmniejszg liczby calkowity, sprawdzajacs zwigzek

b= —uw,

a liczba a winna mieé taks wartosé. zeby zachodzila réwnosé (1).
Otéz warunkowi, odnoszacemu si¢ do liczby b, odpowiada oczywiscie
zawsze jedna i tylko jedna wartodd tej liczby, a poniewaz kazdej
wartosei na b odpowiada na podstawie réwnosei (1) przy oznaczonej
wartosei liezby @ jedna i tylko jedna wartosé liczby a, przeto
stwierdzamy, e druga metoda przedstawiania liezb ujemnych jest
rzeczywisceie calkiem ogdlna i nie powoduje Zadnej dwuznacznosei
co do wartosei liezb dodatnich, ktére lgeznie maja przedstawiaé
oznaczony liczbe ujemna z na podstawie wzoru (1).

Poniewaz w przypadku, kiedy znany jest pewien okredlnik
(§ 91) oznaczonej liczby rzeczywistej x, mozemy zawsze wyznaczyé:
taks wartos¢ calkowita na liczbe b, Zeby we wzorze (1) liczba a
miafa niezawodnie wartod¢é dodatnig, przeto z wyjasnien powyz-
szych wnosimy, Zze wszelka ogélna metoda do przedstawiania liczb
dodatnich, danych w znaczeniu okreflonem w § 9l-szym, podaje
nam ogdlng metode do przedstawiania ,danych“ liezb rzeczywi-
stych jakichkolwiek. Wobec tego w dalszym ciggu rozwazaé bg-
dziemy tylko problem przedstawiania liezb dodatnich, a twierdzenie
podstawowe, na ktérem bedziemy sig przytem opieraé, opiews, jak
nastepuje:

Kazdej liczbie rzeczywistej L, byle od zera nie mniejszej, odpowiada:
Jedna, ale tylko jedna, réwna jej liczba dziesicina normalne A.



Twierdzenie to wyrazamy niekiedy takze w sposéh nastgpujgey:
Kadda od zera wie mnicjsza liczba rzeczywista L rozwinieta byé moke
na liezbe dziesietng normalng, kidra okreslona jest w zupetnoéei, shorg
wartodé liczby L jest dana.

Jezeli wogdleistnicje liczba dziesigtna normalna, réwna liezhie I,
to istnieje tylko jedna jedyna, albowiem gdyby dwie liczby dzie-
sigtne normalne 4 i 2’ sprawdzaly réwnodei

A=1L
i

A=,
to zachodzilaby réwnodé

A=

skad wynika ze wrzgledu na tw. IV-te paragrafu poprzedzajgcego,
ze liczby 42 1 2’ bylyby pomigdzy soba identyczne. Zatem pozostaje
tylko do uzasadnienia istnienie liezby 4. W tym celu czynimy
uwagi nastepujgee:

Gdyby pewna liczba dziesi¢tna normalna 4 sprawdzala réwnodé

(1) iA=L,

to ze wzgledu na tw. IlI-gie paragrafu poprzedzajacego redukt
liczby 2, 4,, dowolnie przyjetego rzedu m, przedstawialby liczbe L
z niedoborem mniejszym od

A
10:’"'
Odwrotnie, gdyby redukt 4, oznaczonej liezby dziesigtnej nie-
skontezonej 4 przedstawial liezbg L z niedoborem mniejszym od

1
10m

przy kazdej wartodei catkowitej liczby m, to liczba 4 sprawdzalaby
réwnosé¢ (1) i bylaby liezba dziesigtna normalng. Istotnie, gdyby
okolicznodé ta zachodzila, to mielibyémy

' 1
- < e s
(2) 0 o L ’am < 10“ :
skad
lim 4,, = L,

-0
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a réwnosé ta wyraza wladnie, ze zachodzi réwnodé (1). Ale jeszcze
nie mamy pewnosei, Ze liezha 2 bylaby liczba dziesigtnag normalns.
Ze zwigzkéw (1) i (2) mamy

0= d—2. <, 3

jakakolwiek liczbe calkowity oznaczylibyémy przez m, Otéz, gdyby
liczba 4 nie byla liczbg dziesigtng normalna, to pray wartodciach
na m takich, zeby cyfra rzedn m -1 i wszystkie eyfry rzedéw
wyzszych liczby 2 réwnaly si¢ dziewiceiu, jeden ze zwigzkéw (3),
mianowicie nierdwnodé

1

A—2.< 0"

juzby nie zachodzila. a natomiast zachodzilaby réwnoéé

1

A—A,= 0
Zatem przy rozwazanych zaloieniach liczba 4 bylaby rzecazy-

widcie liczbg dziesigtng normalny, sprawdzajaea réwnosé (1).

Z uwag powyzszych wynika, Zze uzasadnimy w zupelnosei
twierdzenie, o ktére chodzi, jezeli tylko wykazemy, ze zachodzi
twierdzenie nastepujace:

Kazdej liezbie rzeczywistej L, byle od zera nie mniejszej, odpo-
wiada taka liczba dziesigtna nieskonezona 4, ktérej redukt 2,, rzgdum
przedstawia liczbe L z niedoborem mniejszym od

1
0™

jakakolwiek liczhe calkowita oznaczylibyémy przez m.

Twierdzenie to uzasadnilismy juz w § H3-cim (tw. I-sze rze-
czonego paragrafu) w przypadku szezegélnym, kiedy liezba L jest
liczby wymierng.

Na tym przypadku szezegélnym musieliémy wdwezas po-
przestaé, poniewaz wtedy nie wprowadzilimy jeszeze pojecia liezby
niewymiernej. W rzeczywistosei jednak rozumowanie, przeprowa-
dzone we wspomnianem miejscu, stanowi po rozwinigeiu teoryi liczb
niewymiernych ogélny dowdd rozwazanego twierdzenia. Istotnie,
rozaumowanie to opiera sie wylacznie na twierdzeniu, ktére mozemy
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wyrazi¢ obeenie w sposéb nastepujacy: jakakolwiek od zera nie
mniejszg liczbg rzeczywisty oznaczylibyémy przez L i jakgkolwiek
liczbg calkowity dodatnis lub ujemns przedstawialby symbol m,
istnieje zawsze jedna i tylko jedna liezba calkowita X, taka, Zeby
wyrazenie

X

1o
przedstawialo prayblizenie liczbe L =z niedoborem mniejszym od
jednostki dziesietnej rzedu a ezyli wariosei 0 Otdz twierdzenie

to mozemy z latwosciy udowodnié culkiem ogdlnie w sposéb na-
stepujacy. W kazdym razie istnie¢ bedzie taka liezba calkowita
i dodatnia u, zebyémy mieli
n
L< .
10

Zatem w eciggu

L]

0 1 2

10&:! W T A

znajda si¢ dwa sysiednie wyrazy

« . a1l

T
takie, Zobyémy mieli
a a1
10" = s o™

Jezeli wige przyjmiemy

: Xm =,
to wyrazenie
X,

En&

oczywiseie przedstawiad bedazie prayblizenie liezbg L z miedoborem
muiejszym od jednostki dziesictnej rzedu m. Zatem uzasadnilimy
twierdzenie pomocnicze, o ktére chodzilo, a tem samem uzasadni-
lismy i to twierdzenie, ktére wlagciwie mieliémy udowodnié.
Uwazajmy jakgkolwiek liezbe rzeczywista I, byle od zera nie
mniejszy, i liczbe dziesigtng normalng 2, réwna liczbie L. Wyra-
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sepia: cyfra reedu m liczby L, liczba jednostel: dziesigtnych rzedu m
liezby L, wartosé prayblizona liezby L, doprowadzona do eyfry rzedu m,
i caedé catkowita liczby L omnaczajy odpowiednio cyfre rzedu m
liczhy 4, liczbg jednostek dziesigtnych rzedu s liezby 4, redukst
rzgdu m liezby 4 1 ezg8é calkowity liezby 2. Poniewaz na pod-
stawie twierdzenia dopiero co udowodnionego liezba dziesigtna
normalna 2 zawsze istnieje i okredlona jest w zupelnodei, jezeli
tylko warto$é liezby L jest dana, przeto elementy, uwazane w po-
wyzszyeh definicyach, zawsze istniejy i okreslone sg bez Zadnej dwu-
znacznosel w zaleznosei od wartosel liezby L.

Zanwyczaj wtechnice rachunkowej usilujemy wyznaczaé war-
tosei prazyblizone liezb rzeczywistych, byle od zera nie mniejszych,
w postaci reduktéw liezb dziesigtnyeh normalnych, odpowiednio ré-
wnych rozwazanym liezbom rzeczywistym, gdyz ten wlasnie sposih
postepowania jest zawsze prawie najdogodniejszy.

§ 134, Przechodzimy do blizszego zbadania problemu, pole-
gajacego na wyznaczenin wszystkich eyfr oznaczonej, od zera wigk-
szej liezby L, az do eyfry pewnego rzedu p wiacanie. Ocaywideie
winnismy zalozyé, Ze znamy pewien okredlnik (§ 68) liczby L,
albowiem z jednej strony oezywiseie nie mogn zgola istnieé Zadne
ogblue reguly do wyznaezenia okreélnika liczhy, o ktdrej wiemy
tylko, ze wartosé jej okreslona jest w zupelnodei pewnymi warun-
kami natury blizej nicokreslonej, a z drugiej — ustawienie metody
do wyznaczania eyfr oznaczonej liezby az do eyfry dowolnie da-
nego rzedu stanowi poznanie pewnego szczegdlnego okreslnika tej
liczby.

Zakladamy tedy, %e mozemy liczbowo rozwigzaé zadanie na-
stgpujace w stosunku do pewnej liezby dodatniej L: majac przes
symhol specyfiezny przedstuwiong liezhg wymierng & od zera
wigkszg, ale poza tem dowolnie dans, wyznaczyé w postaci sym-
bolu specyficznego taks liczbe wymierng w od zera nie mniejsza,
zeby liczha ta przedstawiala liczbg L z niedoborem mniejszym od
liczby e.

ZaloZenie powyzsze réwnowazne jest zaloZeniu, iz przy danej,
w postaci symholu specyficznego przedstawionej wartosci liczby &,
od zera wigkszej, ale dowolnie przyjetej, mozemy wyznaczy¢ sym-
bol specyficzny takiej liczby wymiernej ', kiéra przedstawialaby
liczhg I z nadmiarem mniejszym od liczby e.
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Istotnie, rozwigzawszy pierwsze zadanie, uzyskamy rozwigzanie
drugiego, przyjmujac
w' = - &,

jezeli zag posiadamy rozwigzanie drugiego. to mozemy uzyskaé
natychmiast rozwisgzanie pierwszego, przyjmujae

w=1w —E&;
jezeli mamy

w—e=0,
lub

W= 0,

gdybysmy mieli

w' — & < 0.

Przyjmijmy
e= 107"

oznaczajac przez k liezbe calkowits, ktdra blizej okreslimy pdiniej.
Na podstawie zaloZenia, ktére prayjelismy, mogliby$my, oznaczywszy
liczbowo liezbe calkowity k, wyznaczyé liczbg wymierng w taka,
zeby$my mieli

(1 0swsL,
oraz
(2) L—w<e=10"

Na podstawie regul zamiany liczby wymiernej na liczbg dzie-
sigtng mogliby$my, wyznaczywszy liczbg w — wyznaczyé ogélnie
kazda, eyfre liczby w. Mielibyémy tedy

o c‘,
(3) w= Yo,

=

oznaczajac przez n stosownie dobrang liczbe calkowita, na ktorg
moze wypadé jakakolwiek warto$é ujemna, dodatnia lub réwna zeru.
Gdyby przypadkowo liczba w réwnala sie liezbie dziesigtnej skon-
czonej, to, poczgwszy od pewnej cyfry ¢g dostatecznie wysokiego
rzedu, wszystkie cyfry liczby w réwnalyby sig zeru. Mozemy za-
lozyé, ze mamy

(4) n=k;

gdyby howiem okolicznodé ta zrazu nie zachodzila, to moglibyémy
Ja zawsze urzeeczywistnié, gdyz pray oznaczonej wartodei liczby w
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wartod¢, ktéra mozemy przyjaé na n we wzorze (3), podlega (§ 130)
tylko warunkowi
n=«,

gdzie @ oznacza rzad najnizszego rzedu, od zera wigkszej cyfry ¢,
liczby w. ZaloZymy wige, Ze liczba n rzerszywidcie sprawdza wa-
runek (4); zalézmy nawet, co bedzie dogodnem pézniej, ze za-
chodzi takze nieréwnosé

n=a-—2, (5)

Na podstawie zwigzkow (1)1 (2) liczba w’, okreslona réwnaniem

: 1 g
w'=uw- 0% (6)
oczywiSeie sprawdza nieréwnosé
L<w %))

i przedstawia przyblizenie liczbe I z nadmiarem mniejszym od
wartodei jednostki dziesigtnej 10~ a na podstawie wzoru (3) mamy

ze wzorn (6) . _
o G Cr “i_— 1 G
=2 10, T 10* +2 10 ®)

f=n i=k41

Gdyby$my mieli
e < 9,

e+ 1
przedstawialaby oczywiseie cyfre rzedu k liczby w’, a kazda inna
eyfra tej liezby rdwnalaby sie eyfrze réwnorzednej liezby w. Gdyby
zaé zachodzila réwnodé

to wyrazenie

&p=0
i gdyby$my jednoczeénie mieli
Ber el Y
to eyfra rzedu % — 1 liczby ' réwnalaby sig sumie
ta 11,

cyfra za$ rzedu k— zern, a kazda inna cyfra — cyfrze réwnorz¢dnej
liczby w. Zeby obja¢ zarazem wszystkie mozliwe praypadki, ozna-
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czamy przez p liezbg calkowity, byle od zera nie mniejsza, tak do-
brang, zeby w kazdym razie zachodzila nieréwnodé

(9) By 59

i zeby nadto w razie nieréwnosei

(10) w>0

zachodzily réwnosei

(11) Chmpe = 9 (t=1,2,3,.. u).

Oczywiscie zawsze istnie¢ bedzie jedna. ale tylko jedna war-
tod¢ na w, spelniajgea warunki powyzsze.

Uwzgledniwszy znaczenie litery w, spostrzegamy, e zachodzié
bedzie w kazdym razie zwinzek

(12) k—p+t+1=e,

gdzie @ ma to samo znaczenie, co w nieréwnosei (5).

Przy powyzszem okresleniu liezby u dwa przypadki szezegélne,
rozwazane wyzej, odpowiadajg wartodeiom 0 1 1 liezby w, a pray
kazdej innej wartosei tej liczby wsaystkie eyfry liczby w’, od eyfry
rzedu k—p—-1 az do ceyfry rzgdu k wlgeznie, rownaja si¢ zeru,
eyfra rzedu k — p liczby w' réwna sig liczbie

Cr—ps + 1y

wazystkie zad inne eyfry réwnaja si¢ réwnorzednym ceyfrom liezby .
Uwzgledniajage uwagi powyisze oraz nierdwnosé

k—p>n,

ktéra wynika ze zwiazkéw (12) i (B), uzyskujemy na liczbe w'
wzér nastepujacy:

kv—p.—] [
P O i o
(13) v ‘":2 TR "ﬁ%‘ 107

gdzie cyfry liezby w’ sg uwidocznione.
Ze wzordw (3) i (13) wynika, ze w liczbach w i w' eyfry
rzgdu
b—p—1

1 wszystkie cyfry réwnorzedne rzgdéw nizszych sa pomiedzy soba
Téwne,
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Zatem gdyby w pewnej liezbie dziesigtnej normalnej istniala
cyfra rzedu
—p—1,

albo rzedu nizszego, nieréwna cyfrze réwnorz¢dnej w liezbie w, to
na podstawie tw. IIl-go § 132-go ta liczba bylaby albo mniejsza
od kazdej = liezb w 1 w', albo wigkszn od kazdej z nich. Poniewaz
za$ na podstawie zwiazkdw (1)1 (7) liezba L nie jest ani mniejsza
od liczby w, ani wigksza od liczby w’, przeto zachodzi twierdzenie
nastepujace:

I W liczbie L eyfra rzedu

k—p—1
i kazda cyfra rzedu nizszego rdwna sie cyfrze rdwnorzedmej liczby w.
Powiadam, Ze zachodzi jeszeze twierdzenie nastgpujace:

IL Jedeli oznaczymy ogdlnie przez w, cyfre rzedu t liczby L, to
zachodzié bedzie albo rdwnosé

Lr—p = Cr—pry (14)
albo rdwnosé
Ly = Cr—p "i_ 1 3 (15)
zalegnie od tego, czy liczba I' okreslona wzorem

—jr—1

T N
= 16‘4——1[6;_5— (16)

i=n

i przedstawiajaca zatem redukt rzedu I — p liczby dziesiginej nor-
malnej, réwnej liczbie w', czyni zadoéé nierdwnosci

'>L, (17)
czy tez zwiqzkowi
I'<1T. (18)

W pierwszym z tych przypadkéw cyfra rzedu k i kazda cyfra
reedu nidszego liczby L réwna sie cyfrze réwnorzgdnej liczby w.

W drugim 2z powyészych przypadkéw cyfra rzgdu k ¢ kazda
cyfra mitszego razedu liczby L réwna sie cyfrze rdwnorzednej liczby w'.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zwazmy najpierw, Ze jedna
z réwnosei (14) lub (15) rzeczywidcie w kazdym razie zachodzié
Arytmetyka teorstyczna. 39
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bedzie, albowiem gdyby zadna z nich nie zachodzila, to mieli-
bysmy albo

(19) Ty < Cppy
albo
(20) Typy > Crp -+ 1.

Otdz na podstawie tw. III-go § 132-go w razie nieréwnosei (19)
mieliby$my
L<w,

w razie za$ nieréwnosei (20) —
L>w

tymezasem Zadna z tych allernatyw w rzeczywistosei zachodzié nie
moze, gdyZ na podstawie zwigzkéw (1) i (7) mamy

w=1L<w.
Zeby posungé sie dalej, przyjmijmy

k—p
C
(21) gk_p, = 1""6"' .

i=n

Ze wazgledu na (16) mamy tedy

5 1
(22) ' = I,‘_p' —I— m -

Jezeli zachodzi rdwnosé (14), to ze wzgledu na tw. I-sze i na
wzér (21) liezba [,_, przedstawia redukt rzedu k — p liczby dzie-
sigtnej normalnej 4 réwnej liezbie L. Zatem (§ 133) w tym przy-
padku zachodzié bedzie nieréwnosé (17). Gdyby natomiast zachodzila
réwnosé (15), to na podstawie tw. I-go redukt liczby dziesigtnej
normalnej 4 réwnalby sig liczbie ¥, a stad wynika, Ze w takim
razie zachodzitby zwiszek (18). Odwrotnie, w razie nieréwnosei (17)
zachodzilaby réwno$é (14), a w razie istnienia zwigzku (18) — ré-
wnodé (15), gdy# zalozenie, iz tak nie jest, oczywidcie prowadzi do
sprzecznosei.

Zalésmy, %e zachodzi réwnoéé (14), i uwazajmy redukt rzedu k,
L, liczby w. Mamy

(28) =Y
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oraz
" 1
=1 100 (24)
ze wzgledu na wzér (22) i na to, iz w razie nieréwnodei
k>0

zachodza réwnosei (11).

Poniewaz, jakedmy stwierdzili wyzej, réwnosé (14) pociaga
za sobg nieréwnosé (17), poniewaz nadto na podstawie jednego
ze zwigzkéw (1) mamy

=L

przeto ze wzoréw (23) i (24) wynika, Ze redukt J, liczby dziesig-
tnej normalnej, réwnej liczbie w, przedstawia liczbg L z niedobo-

rem mniejszym od
1

1_()k'

Zatem (§ 133) cyfra rzedu % 1 wszystkie cyfry niZszych rze-
déw liezby L réwnaja si¢ rzeczywidcie réwnorzednym ecyfrom
liczby 0.

Pozostaje jeszeze do zbadania przypadek, w ktérym zachodzi
réwnodé (15). W tym celu zwaimy, %e redukt rzedu k, I, liczby
dziesigtnej normalnej, réwnej liczbie ', sprawdza w kazdym razie
réwnosé

L=1. (26)
Istotnie, okolicznogé ta jest oczywista w przypadku, kiedy

mamy
p=0,

ale ona zachodzi i w razie nieréwnosei
uw>0,

o czem przekonywamy sie z latwoscia, 2waiywsay, Ze wéwezas eyfry
liczhy w' od cyfry rzedu k — p—1 az do cyfry rzgdu k wieznie
réwne 8s zeru.

Poniewas zakladamy, ze zachodzi réwnoéé (1), poniewa
z drugiej strony stwierdziliSmy, Ze réwnoéé ta pociaga za sobg
zwigzek (18), przeto na podstawie réwnosei (2b) zachodzi réwnosé

A (26)
89%
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Z definicyi liczby 7, i tw. II.go § 132-go wynika, Ze mamy
LSw <b+t i
Zatem na podstawie nieréwnoei (7) mamy
@) Bl

Na podstawie zwiazkéw (26) i (27) redukt [, liczby dziesigtnej
normalnej, réwnej liczbie w’, jest zarazem i reduktem rz¢du k liczby
dziesigtnej normalnej, réwnej liczbie L; innemi slowy. cyfra rzedu
i kazda cyfra rz¢dn niZszego liezby L réwna si¢ cyfrze réwnorze-
dnej liczby .

Ostatecznie uzasadnilismy w zupelnodei twierdzenie, o ktére
chodzilo.

Czytelnik przypomni sobie, Ze wlageciwym przedmiotem tego
paragrafu jest zagadnienie nast¢pujgce: wyznaezyé cyfry liczby L,
od zera wigkszej, az do cyfry danego rzedu p wlacznie, w zaloZeniu,
e dany jest jeden okreslnik liezby L.

Zeby wyniki, do ktérych doszlidmy, zastosowad do tego za-
gadnienia, czynimy uwage nastepujaca: jezeli na liczbe, ktérg w po-
wyzszych rozwazaniach oznaczyliSmy przez k, przyjmiemy jaks-
kolwiek oznaczong wartosé, to zazwyeczaj nie bedziemy mogli prze-
widzieé, jaka warto$¢ przypadnie na liczbe, ktéra oznaczyliémy byli
przez w. Poniewaz jednak najezedeiej uzyskujemy warto$é zerows
na g, przeto zazwyezaj przyjmujemy

?ﬁ:p—l— 1.

Jezeli po wyznaezeniu liczby w przy tej wartosei na k& po-
kaZe sig, ze mamy rzeczywiscie

w=0,

to na podstawie tw. I-go uzyskamy oczywiscie rozwigzanie zaga-
dnienia, o ktére chodzi.

Jezeli za$ na p przypadnie warto$é od zera wigksza, to na
podstawie tw. II-go rozwigzanie zagadnienia sprowadza sig do wy-
konania poréwnania ilodciowego liczb ¥ i L.

Dyskusya rozwinigta w § 91-szym poucza nas, ze wykonanie
tego pordwnania polgezone byé moze niekiedy z trudnoseiami, prze-
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kraczajacemi nasze sily. Zatem nic posiadamy Zadnej catkiem ogéinej
metody oznaczania cyfr danej liczby (§ 129) dodatniej. Natomiast liczne
sy przypadki szczegélne, w ktérych posiadamy metody regularne
do rozwigzywania tego zagadnienia; najprostsze z nich oméwimy
w paragrafach nastepujgcych.

§ 136. Wiemy (§ 94), e kazdej od zera wigkszej liczbie a
odpowiada dokladnie jedna liczba takze od zera wigksza x, ktéra
sprawdza réwnanie

" =a,

gdzie oznaczyliSmy przez m dang liczbe calkowity od jednodei
wigksza. Zwezajac, w interesie prostszego wyslawiania sie, znaczenie
wyrazenia pierwiastek n-tego stopnia, przyjmowaé bedziemy w dal-
saym ciggn za nazwe liczby 2 wyrazenie pierwiastek m-tego
stopnia liczby a, zamiast wyrazenia ,dodatni pierwiastek m-tego
stopnia tej liczhy“. W prazypadkach szezegélnych, kiedy liczba m
réwna sig lezbie 2, albo liezbie 3, zowiemy liczbe z odpowiednio
pierwiastkiem kwadratowym albo szesciennym liczby a.

Istnieje ogdlna metoda do wyznaczania wszystkich eyfr az do
cyfry dowolnie danego rzedu pierwiastka danego stopnia m danej
liczhy @« w przypadku, kiedy posiadamy $rodki do wyznaczania
wszystkich cyfr liczby @ az do eyfrv dowolnie danego rzedu. Zehy
podaé przyklad zastosowania ogélnych rozwazan, wylozonyeh w pa-
ragrafie poprzedzajacym, oméwimy metode tg, poprzestajac jednak
dla krétkodei na przypadkach, w ktérych chodzi o pierwiastek kwa-
dratowy lub szedcienny; ezytelnik z latwoscia sam spostrzeze, w jaki
sposéb nalezaloby postepowaé, gdyby ehodzilo o pierwiastek stopnia
jakiegokolwiek,

Jakgkolwiek liczbe, byle od zera wigkszg, oznaczylibysmy
przez L, zawsze istnieje jedna i tylko jedna liczba calkowita N,
sprawdzajaca zwigzki

N L < (N41)e

Liczba N zowie sig calkowita czgdcia pierwiastka
kwadratowego liezby I i jest oczywiscie najwigksza liczba cal-
kowita, ktérej kwadrat od liczby L wigkszy nie jest.

Réznica

L— Nt
zowie si¢ reszts z wyznaczania czedei ealkowitej pierwiastka kwa-
dratowego liezhy L.





