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nica, Ze w pierwszym przypadku wyraz suma ma zawsze pewne

okre$lone znaczenie, a w drugim, o ile do definicyi podanych juz

w tych wykladach nie dodamy nowych, jest niepozbawione tresei

tylko w razie, kiedy chodzi o sumg skladnikdw szeregu zbieznego.
§ 128. Uwazajmy dwa szeregi zhiezne

(1) Uy oty —+us ...
@ G By e

Z definicyi sumy szeregu zbieznego i twierdzenia uzasadnio-
nego w § 117-tym, wynika, Ze iloczyn sum szeregéw (1) i (2) réwna
sig granicy niezawodnie zbieznego eiagu, ktérego wyraz rzedu p, 4,,
okreslony jest ogblnym wzorem nastgpujgeym:

NI

he=1 =1
Mozemy wige zawsze przedstawié (§ 120) iloczyn sum szere-

gébw (1) 1 (2) jako sume szeregu zbieZnego, mianowicie szeregn

Agp (= op U= ) oo

Jezeli jednak jeden przynajmniej z szeregow (1) i (2) zbietny
jest bezwzglednie, to w takim razie iloczyn sumy s szerequ (1) i sumy o
szerequ (2) mozemy przedstawié w postaci sumy szerequ zbieznego ksztaltu
bardziej dogodnego, mianowicie mamy wtedy

(4) s.0 =2 Wy,
k=1
prayjmujac
k
(5) W, =2' Wpggn » D
h=1

Zehy twierdzenie to uzasadnié, zalézmy, Ze szevegi (1) i (2)
sprawdzaja zalozenia twierdzenia i przyjmijmy

P
(6) Qp — A,. _'2' Wy.
k=1
Powiadam, 7e mamy

(7 lim @,=0.

p=oa
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Stwierdzamy natychmiast, ze
@y =0.

Zamierzam dowie$é, ze przy kazdej, od jednosei wigkszej
wartodei wskaznika p, zachodzi wzdr nastgpujaey:

Q=u 2‘ ). ®

p=2  gmpl-h

Upewniamy - si¢ z latwosein, uwzgledniwszy réwnoéé (3), (b)
i (6), ze wzdr poprzedzajsey zachodzi w prazypadkach szezegélnyeh,
kiedy p réwna sig liczbie 2 albo liczbie 3. Zaléimy chwilowo,
ze wzor ten zachodzi przy pewnej, od liczby 3 nie mniejszej, war-
todei na p i usilujmy dowiedé, Ze wzdr ten zachodzilby w takim
razie jeszcze, gdybysmy liczbe p zwigkszyli o jedno§é. Ze wzoréw (8)
i (6) mamy

Qppr = (2 Uy, + m—P] (2 Yy ‘I‘ 7";»+1] —.2 Wy — Wp

ne=1 =1 k=1
skad
» AT »
=
o= 30) (319) = 3ot
h=1 =1 k=1
v »
v
+ Hyqa 2 Ir Yy + Vpta 2 Uy, + Upa¥pir— Wpa
g=1 Bl
czyli

i P
Qs = QpFtha 3 0,402 Yt tppitpia — 0 (9)

g=1 *ue=1

Ze wzoru (8) mamy

r r
0= 5 u,.ng ~+ w92,

h=8 g=p+t2-h

1) Jezeli ezytelnik napisze wyraznie wzor (3) na A, i waory na w, w,,..
w, prayjawszy na p wartodé liczbows niezbyt malg i uwxbys wielka, np. p= B
albo p =7, to droga intuicyi spostraoZe, opierajac sie na wzorze (BJ. ze wzor (8)
zawsze zachodzi, i nlatwi sobie zoryentowanie si¢ w Acislym dowodzie wzoru (8),
podanym w tekscie.
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a poniewa#

r »
2‘ Uy == VUpyon —|—2‘ v,

g=p-2—n gmp-i—h
przeto
b r r
=
= E UDpyon 5 1, 5 v, g0, ,
he=3 h=3  pmp-ti—n

co mozemy jeszeze napisad i tak:

(10) = Zwﬁu_w w,.

=1 N=B  gempbS—h
Z drugiej strony, na podstawie wzoru (5) mamy
A

Wyyr = 2, Up o1y = Upyat, + U Vpqa +2 Upyo—1V =

him=1
I

LY
= Uy ¥y - UyVpia —|—2 U Vppon-

he=2

Podstawiajage wartosé t¢ na w,,; i warto$é (10) na @, do
wzoru (9), uzyskujemy wzdér nastepujacy:

» » »
L v
Qp+] 22'“?,2 ﬂu—,_“ﬁ‘i"l 2,- vnr+

h=3  gempti—h g=1

r
Vpia 2 Uy~ Uppalps — Uppath — Uil
he=1
skad

{11) Qp—l-? 2‘“&2 _,_“HIZ + :{—12%‘,‘“&1”&1}

he=8  g=pfd=n y=2 [y

a poniewaz mamy

» P
2 Uy ==y +2‘ U,
przeto he2 n=3
» r
2‘%,.2 v, -+ vﬂ_,‘ ", _2 , {v,,H +2 I - Uy =
h=8  p=p}3—h ne=2 h=3 gmpE—h
r fay

E 21} —+ gDy -

h=m3  gmpdd—h
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Mozemy wige wzér (11) przedstawié w postaci nastepujgcej:

P 1 i3
Al u %l
Qi"l'l :2 unz v, + Hg’l’l,_k] —I— uﬂlz v, —I“ u,,,l_l'ﬂp_{_-l
. h=3  g=ppd—h =1
czyli
» ol 1
pJ
pr'l :2 uhz‘vu_{_ uﬁv}*‘|4+ “P‘H Z Yy
h=8  gmpfd=n g=12
skad
»H 1
Qpia :Zunzvu'
li=2 y:ll-l-s—?!

Jest to wzdr, w ktéry przechodzi wzdér (8) droga podstawienia:
we wzorze tym na miejsce symboln p symbolu p— 1. Dowie-
dlismy wige, ze gdyby wzdr (8) zachodzil przy pewnej wartodei
liezby p (p = 3), to wzér ten zachodzithy jeszeze 1 po zwigkszeniu
liezby p o jednodé, a poniewa? stwierdzilismy wyzej, Ze wzir (8)
zachodzi w przypadkach, kiedy liczba p réwna sig ktérejkolwiek
z liczb 2 lub 3, przeto na podstawie zasady indukeyi matematycznej
omawiany wzlr zachodzi przy kazdej, od liezby 2 nie muiejszej
wartodei liczby p.

Zwasmy teraz, ze wzér (D) na w, symetryczny jest w sto-
sunku do szeregéw (1)i(2), innemi slowy — suma, stanowigea praws
strong réwnania (b), zmianie wartodei nie ulega w razie podstawienia
na miejsce skladnikéw kazdego z szeregéw (1) i (2) skladnikéw
réwnorzgdnych drugiego szeregn;j jezeli bowiem przyjmiemy

j=k+1—h,
h=kt1—j,

to uzyskamy wzdr nastepujaey:

k k
W, = 2 Uy —y == 2 Vrpa—iths

i=1 i=1

skad

ktory oczywiscie nie rézni sig od wzoru

k
w, = z Vppg—nlly

h=1

w ktdry przechodzi wzér (D) droga wykonania we wzorze tym po--
wyZszych podstawien skladnikéw.
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Z tego za$ wynika, Ze pomigdzy przypadkiem, w ktérym-
byémy zakladali zbieznosé bezwzgledng szeregu (1), a przypadkiem,
w ktérymbysmy zakladali zbieinoéé bezwzgledna szeregu (2), za-
chodzi tylko réznica w oznaczeniach.

Wobee tego zbytecznem byloby omawiaé kazdy z tych dwéch
praypadkéw. Zalozymy tedy, ze szereg (1) jest zbiezny bezwagle-
dnie, a szereg (2) ewentualnie tylko warunkowo.

Wzér (8) mozemy oczywiScie przedstawié w postaci naste-

pujacej: L o
@ o=3u3nr 33
h=2  ge=ppi—n h=nd-l gmpd-2—n

oznaczajae przez n calkowity czedé ilorazu

p:2.
Mamy tedy
(13) 2n=p=2n-1.

Zeby posunaé sig dalej. zwazmy, ze juz z tego, i# suereg (2)
jest zbiezny, chociazby tylko warunkowo, wynika, ze istnieje pewna
taka liczba C, iz zachodzi nieréwnosé

¥,

=0
jakiekolwiek wartosei calkowite, byle od zera wigksze, mialyby
liczby @ i 8. Istotnie, przyjmijmy dowolnie od zera wigkszg liczbg I
Ze wagledu na zbieZnoéé szeregu (1) odpowiadaé bedzie liczbie [
pewna taka liczba calkowita », Zeby nierdwnodé

P>

pociggala za sobg nierdwnogé

(14) <,

"

l
2

==

<l (m>1d)

Jezeli wige przyjmiemy

0= n|+1,

k=1

o nierdwno$é (14) zachodzié bedzie, jakiekolwiek wartosei calko-
wite, byle od zera wigksze, przyjelibySmy na @ i g.
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Zwrétmy sie obecnie do szeregu (1). Poniewaz szereg ten jest
zhiezny bezwzglednie, poniewaz wiee szereg

|0 | | [ty A .o (16)

jest zbiezny, przeto na podstawie twierdzenia, polegajacego na nie-
réwnosei (14), istnie¢ bedzie pewna taka liczba dodatnia B, iz za-
chodzié hedzie przy tyeh samych warunkach, c¢o nieréwnodé (14),
nierdwnosé nastepujgea:

2
i]ﬂ,|{1?.

g=a

(16)

Ze wzgledu na zbieznosé szeregu (15) odpowiada¢ bedzie do-
wolnie przyjetej, byle od zera wigkszej liczbie u taka liczba cal-
kowita 1 dodatnia N, Zeby nieréwnosé

i>N - (17)
pociagala za soba nierdwno$é '
ik

h=i

jakakolwiek liczbg calkowity od jednodei wigkszg oznaczylibysmy
przez k.

Poniewaz z drugiej strony szeveg (2) takze jest zbieZny, przeto
droga ewentualnego zwigkszenia liczby NN, mozliwem jest osiagniceie
tego skutku, ze nieréwnoéé (17) bedzie pociggala za soba nie tylko
nieréwnosé (18), ale i nierdéwnosd

e

X0 |l < u, (19)

jakgkolwiek wartodé calkowity, byle od zera wigksza prayjeli-
bys$my na .
Uwazajmy teraz pierwsza sumg podwdjng prawej strony réwna-
nia (12), mianowicie
" P
R\ 90
33 o

[ S
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Poniewaz sumowanie co do h odbywa si¢ od 2 do #, przeto
dolna granica p— 2 — h sumy

P

@1) o,

i g=p-F2—h
sprawdza nieréwnosé

p+2—h=p+2—n.
Mamy zatem tem bardziej
(22) p+2—h=n+t2

na podstawie jednej z nieréwnosei (13).
Zakdzmy, ze liczba p sprawdza nieréwnosé

(23) p>2N-41.

W takim razie na podstawie nieréwnosei (18) zachodzié bedzie
nieréwnogé

(24) n > N,
a wige ze wzgledu na (22) takie nierdwnodé
(2h) p+2—h>N,

a poniewaZ nieréwno$é (17) pocigga za sobg nieréwnosé (19), przeto
w nastepstwie nieréwnosci (25) suma (21) sprawdzaé bedzie nie-
réwnosé

»
S| <u,

g=p-+2—h

skad wynika, ze suma (20) sprawdza nieréwnoéé

"

<n¥

# »

v wu
5 %, 2 ,

h=2 g=pfl-n

u,,|.

Nieréwnogé ta na podstawie nieréwnosei (16) pocigga za sobs
nieréwnoé¢ nastepujacy:

n »
2;“-'4 :;”H

h=2  g=pid-h

(26) < Bu.

DowiedliSmy wige, #e nieréwnoé¢ (23) pociaga za sobg nie-
réwnosé (26).



~— bHB9 —

Zwréémy sig teraz do drugiej sumy podwdjnej wzoru (12);
suma ta sprawdza nieréwnosé nastgpujaca:

<oy

h=nd-1

» P

2‘ 1, 2 v,

h=n41 g=pf2—n

) @7)

",

albowiem na podstawie nieréwnodei (14) mamy przy wszystkich
wartodciach na £
3w

| g=po—h

= 10

Poniewaz zad nieréwnosé (23) pociaga za sobg nieréwnosé (24),
a nieréwnosé¢ (17) — nierdwnoéé (18), przeto nieréwnosé (23) po-
cigga za sobg na podstawie nierdwnodei (27) nieréwnoéé

» »

PADY

| h=ntl g=pfi—g

< Cu.

Z nieréwnodci tej i nievéwnosei (26) wynika ze wzgledu na
wzor (12) nieréwnosé

| Q| < (B+C)p (28)

Oznaczmy przez & dowolnie przyjeta, byle od zera wigkszg
liczhg i wyznaczmy u z rdwnosei

(B4 C)u=ce.

Poniewaz na podstawie rozwazan poprzedzajgeych liczbie w
odpowiada pewna taka liczba calkowita

2N+-1,

iz nieréwnoéé (23) pociaga za soby nieréwnosé (28), przeto kazdej,
byle od zera wigkszej wartodei liczby &. odpowiada taka liezba
calkowita 2N -1, iz nieréwnosé (23) pocigga za soba nieréwnosé

@] <e.

Dowiedliémy wige, ze réwnoéé (7) zachodzi rzeczywiscie.
Poniewaz, jake$my to zaznaczyli na poczatku obecnego para-
grafu, mamy
lim 4,=s.0,

p=00
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przeto na podstawie réwnodei (7) mamy

lim {4,— Q,}=3s.0
Je=og

ezyli

. Y
lim : wy=25.0.
=00

-

Réwnodé ta réwnowazna jest réwnosei (4), na ktérej wilagnie
polega twierdzenie, ktére pragngliSmy uzasadnié.

Twierdzenie poprzedzajace mozemy uzupelnié uwags naste-
pujaca: jeeli katdy = szercgéw (1) i (2) jest =bieny bezwzglednie,
to i szerég (4), ktdrego suma réwna si¢ iloczynowi rozwazanych sze-
regéw, jest talkze szeregiem zbieznym bezwzglednie.

Istotnie, przyjmijmy ogdlnie

Uk=|ﬂ'ﬂ‘l: szlvtl.
W razie zbieznodei bezwzglednej szeregéw (1) i (2), szeregi

(29) U+ Ut Uy 4.

1

(30) A .

beda, szeregami zbieznymi o skladnikach dodatnich.
Na podstawie dowiedzionego dopiero co twierdzenia szereg

(81) W, + W+ Wy 4.y
gdzie przyjelismy ogélnie

k
Wx 22 Uk—[—b—h V.’n

he=1

bedzie szeregiem zbieZnym a suma jego réwnaé sig bedzie iloczy-
nowi sum szeregéw (29) i (30). Poniewaz za$ skladniki szeregu (4)
co do wartosei bezwzglednej w Zadnym razie od skladnikéw réwno-
rzgdnych szeregu (31) wigkszymi byé nie mogs, przeto w razie
zhieznodei hezwaglednej szeregéw (1) i (2) szereg (4) bedzie oczy-
widcie szeregiem zbieZznym bezwzglednie.

Moglibyémy jeszeze dowiesé, 7ze réwnofé (4) zachodzi, cho-
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ciazhy kazdy z szeregdw (1) i (2) byl széregiem zbieznym tylko
warunkowo, jezeli tylko szereg

wy = wy - wy - ...

jest zbiezny. Poniewaz jednak dowdd twierdzenia tego za dalekoby
nas zaprowadzil, przeto odsylamy w tym wzgledzie czytelnika do
podreeznikéw analizy matematyeznej?).

1) Zob, np. Picard, Traitd d’analyse, t. I.




