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Czytelnik z łatwością spostrzeże, że związki (10) i (11) zacho-
dzą bez względu na to, czy pierwszy składnik szeregu (1) jest do-
datni czy ujemny, powyższe związki wyrażają łącznie twierdzenie
następujące:

II. Suma n pierwszych składników szeregu przemiennego, w któ-
rym wartości bezwzględne składników tworzą ciąg malejący o granicy
równej zeru i który zatem jest zbieiny, przedstawia sumę szeregu
z błędem nie większym od wartości bezwzględnej pierwszego wyrazu
już nie uwzględnionego.

Związki (9) odpowiadają przypadkowi, kiedy pierwszy skła-
dnik szeregu (1) równa się liczbie dodatniej. Gdyby pierwszy skła-
dnik rozważanego szeregu był ujemny, to zamiast związków (9)
mielibyśmy związki następujące:

% ji? s ^ sv-i •

W każdym więc razie wyrazy ciągu (8) są naprzemian to nie
mniejsze, to nie większe od dokładnej wartości sumy szeregu (1).

§ 127. Żeby uwidocznić zasadniczą różnicę, która zachodzi
pomiędzy własnościami szeregów zbieżnych bezwzględnie a wła-
snościami szeregów zbieżnych tylko warunkowo, winniśmy naj-
pierw wytłómaczyó czem jest rzecz, którą oznaczamy przez wyra-
żenie z m i a n a p o r z ą d k u składników szeregu nieskończonego.

Orzeczenie, iż każdy z dwóch szeregów nieskończonych

tfc + «, + i*H-... (2)

uważany być może za wynik zmiany porządku składników dru-
giego, albo różni się od drugiego tylko porządkiem składników,
wyraża, iż pomiędzy składnikami obu szeregów ustawiona być może
odpowiedniość, która zadość czyni warunkom następującym:

1°. Jeżeli pewien składnik jednego z powyższych szeregów
odpowiada pewnemu składnikowi drugiego, to odwrotnie, wspomnia-
nemu składnikowi drugiego szeregu odpowiada wspomniany skła-
dnik pierwszego. Innemi słowy, jeżeli przyjmiemy pewien składnik wt

z szeregu (1) i pewien składnik v5 z szeregu (2), to zachodzi jedno
z dwojga: albo k a ż d y ze składników tych odpowiada drugiemu,
albo ż a d e n drugiemu z nich nie odpowiada.

2°. Jeżeli oznaczymy ogólnie przez u, i vs parę odpowiadają-
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cych sobie wzajemnie składników szeregów (1) i (2), to każdej
wartości całkowitej od jedności nie mniejszej jednej z liczb i lub j
odpowiada dokładnie jedna, i tylko jedna wartość całkowita od
jedności nie mniejsza drugiego wskaźnika.

3°. Każde dwa odpowiadające sobie wzajemnie składniki sze-
regów (1) i (2) są pomiędzy sobą równe.

Definicya powyższa może wydawać się bardziej skompliko-
waną, aniżeli wymagałaby tego istotnie natura rzeczy. Uważamy
więc za stosowne podać odpowiednie wyjaśnienia. Przedewszystkiem
mogłoby się zdawać, że pierwszy warunek definicyi mógłby być po-
minięty. Tak jednak nie jest, albowiem rozważając z jednej strony
odpowiedniość elementów pewnego zbioru (B) elementom pewnego
drugiego zbioru (A), a z drugiej strony odpowiedniość elementów
zbioru (A) elementom zbioru (B), przywiedzeni bywamy niekiedy do
ustawienia takich definicyi, iż pomiędzy tymi elementami zbioru (4),
które odpowiadają pewnemu elementowi b zbioru (B), odpowiada-
jącego znów oznaczonemu elementowi a zbioru (A), sam element a
bynajmniej nie znajduje się. Gdybyśmy na przykład oświadczyli,
że składnikiem szeregu (2), mającym być uważanym za składnik od-
powiadający dowolnie przyjętemu składnikowi ut szeregu (1) jest
składnik vt+1, a składnikiem szeregu (1), mającym być uważanym
za składnik odpowiadający dowolnie przyjętemu składnikowi vt, jest
składnik uu+1, to składnikowi vl+i szeregu (2) nie odpowiadałby
bynajmniej składnik u, szeregu (1), lecz składnik «ł+2. Należało
więc wyraźnie zastrzedz, że odpowiedniość składników w rozwa-
żanych szeregach jest taka, iż orzeczenie „składnik Vj odpowiada
składnikowi w," wyraża to samo, co orzeczenie „składnik u, odpo-
wiada składnikowi •yi".

Omawianą własność rozważanej odpowiedniości moglibyśmy
stosownie nazwać wzajemnością tejże.

Czytelnik byłby może zdania, że określiwszy termin odpo-
wiedniość wza jemna w sposób powyższy, moglibyśmy oma-
wianą definicyę zastąpić definicya prostszą, która opiewałaby, jak
następuje: Orzeczenie, iż szeregi (1) i (2) wynikają jeden z dru-
giego drogą zmiany porządku składników wyraża, iż pomiędzy skła-
dnikami szeregów tych może być ustawiona taka odpowiedniość
wzajemna, żeby każdemu składnikowi jednego szeregu odpowiadał
równy mu składnik w drugim.

Gdybyśmy mieli rozważać tylko takie szeregi, z których żaden
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nie miałby równych pomiędzy sobą składników, to proponowana
definioya byłaby równoważna tej, którą podaliśmy wyżej. Natomiast
w razie niewykluczenia szeregów, w których mogłyby być równe
pomiędzy sobą składniki, druga definicya nie byłaby równoważna
pierwszej. Załóżmy na przykład, że mamy

C 1 = = Mi

oraz ogólnie
*>!+*=:«* (^ = 1,2,3,4,..).

Według drugiej definicyi byłyby warunki te wystarczającymi,
ażebyśmy mogli uważać szeregi (1) i (2) za szeregi wynikające
jeden z drugiego drogą przemiany porządku składników, n i e zaś
według pierwszej, którą jedynie rzeczywiście przyjmujemy.

Po tej dyskusyi omawiana definioya zapewne nie będzie wy-
dawała się bardziej skomplikowaną, aniżeli wymagałaby tego natura
rzeczy. Żeby jednak lepiej jeszcze wyjaśnić treść tej definicyi,
zwracamy uwagę na następującą tejże konsekwencyę: jeżeli ozna-
czymy przez ut i v3 jedną parę odpowiadających sobie wzajemnie
składników szeregów (1) i (2), a przez ua i v» drugą parę takichże
składników, to w razie odpowiedniośei, sprawdzającej warunki defi-
nicyi, nierówność

i =]= a

równoważna będzie nierówności

gdyby bowiem zachodzić mogły jednocześnie albo związki

i =j= a oraz j = /?,
albo związki

i = a oraz j =|= /?

to ze względu na w z a j e m n o ś ć odpowiedniośei pomiędzy skła-
dnikami obu szeregów, wbrew drugiemu warunkowi, składnikowi
oznaczonego rzędu jednego z szeregów odpowiadałyby dwa odmien-
nych pomiędzy sobą rzędów składniki w drugim szeregu.

Załóżmy, że pewne dwa szeregi

Arjtmetyka teoretyczna. 36
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różnią się od siebie tylko porządkiem składników. W takim razie
mogą się zdarzyć dwa przypadki:

1°. Istnieje pewna liczba całkowita i dodatnia N taka, iż
związek
(3) i ^ N
pociąga za sobą równość

(4) U, = V,.

2°. Nie' istnieje taka liczba N, żeby związek (3) pociągał za
sobą równość (4)

W pierwszym przypadku orzekamy, że zmiana porządku skła-
dników, przemieniająca jeden szereg na drugi, obejmuje skoń-
czoną liczbę, a w drugim — n i e s k o ń c z o n ą liczbę składników.

Gdybyśmy przyjęli

oraz

to uzyskaliśmy przykład pierwszego przypadku i moglibyśmy w takim
razie przyjąć N=3\ szereg (2) miałby w takim razie postać nastę-
pującą:

Żeby podać przykład drugiego przypadku, przyjmijmy

! = Wi»+s (» = 0,1,2,3,...)

Powiadam, że w takim razie szeregi (1) i (2) tylko porząd-
kiem składników różnić się pomiędzy sobą będą. Istotnie, uważajmy
za parę odpowiadających sobie wzajemnie składników w obu sze-
regach każde takie dwa składniki vh i w, tychże, żeby istniała liczba
całkowita, od zera nie mniejsza, n, sprawdzająca jednocześnie oby-
dwa równania jednego z trzech układów następujących:

(6) fc
(7) fc = 3« + 2, ś=s=4n + S;
(8) fc = 3w + 3, i = 2n-\-2.
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Jeżeli przyjmiemy dowolnie na k jakąkolwiek, byle od zera
iększą wartość całkowitą, to pośród równańwi

znajdzie się jedno, ale tylko jedno takie równanie, które dostarczy
na n wartość całkowitą, a ta wartość całkowita na n od zera mniejszą
nie będzie i określona będzie bez żadnej dwuznaczności; rzeczone
równanie należeć będzie albo do układu (6), albo do układu (7),
albo do układu (8). W pierwszym przypadku otrzymamy na
wskaźnik i wzór

w drugim

a w trzecim

Zatem przy rozważanej odpowiedniości wzajemnej składników
szeregów (1) i (2) odpowiadać będzie każdemu składnikowi vk sze-
regu (2) dokładnie jeden składnik ut szeregu (1). Odwrotnie, przy
tejże odpowiedniości wzajemnej składników obu szeregów odpo-
wiadać będzie każdemu składnikowi ut szeregu (1) dokładnie jeden
składnik vk w szeregu (2).

Rzeczywiście, jeżeli przyjmiemy dowolnie oznaczoną, byle od
zera większą wartość całkowitą na i, to pośród trzech równań

i = 4 » - | - l , i = 4w-f-3, i = 2n -j- 2,

znajdzie się zawsze jedno, ale tylko jedno takie równanie, które
da na n wartość całkowitą, a ta wartość całkowita na n od zera
mniejszą nie będzie i będzie określona bez żadnej dwuznaczności.
Rzeczone równanie należeć będzie do pewnego jednego z trzech
układów (6), (7) i (8), a drugie równanie tego układu po podsta-
wieniu na n wartości, wyznaczonej z pierwszego, określi w zu-
pełności tę wartość na fc, która odpowiada rozważanej wartości
na i. Ostatecznie, przy rozważanej odpowiedniości wzajemnej skła-
dników szeregów (1) i (2) każdemu składnikowi któregokolwiek
z tych szeregów odpowiada dokładnie jeden składnik drugiego.

Ponieważ zaś na podstawie równości (5) odpowiadające sobie
wzajemnie składniki szeregów (1) i (2) są pomiędzy sobą równe,
przeto szeregi te rzeczywiście tylko porządkiem składników różnią
się pomiędzy sobą.

36*



— 564 —

Z drugiej znów strony, jeżeli tylko żadne dwa składniki sze-
regu (1) nie są pomiędzy sobą równe, to przy wartościach (5) skła-
dników szeregu (2) oczywiście nie będzie istnieć taka liczba całko-
wita i dodatnia N, żeby nierówność (3) pociągała za sobą równość (4);
przeto podaliśmy rzeczywiście przykład takiej przemiany porządku
składników szeregu nieskończonego, która obejmuje nieskończenie
wiele tychże.

Przykład powyższy możemy łatwo uogólnić:
Przyjmijmy dowolnie pewną od liczby 2 większą liczbę cał-

kowitą p, uważajmy jakikolwiek składnik v,t szeregu (2) i oznaczmy
przez n całkowitą część ilorazu podziału liczby k przez p, a przez r
odnośną resztę; mamy tedy

(9)

W razie

przyjmijmy
(10)

równości

h
0
11

= n
< r •

^ 0 .

r =

vk =

• pĄ-r,
< P^

= o,
= Mfc,

a w przypadku kiedy zachodzi nierówność

umówmy się, że składnik vk szeregu (2) wyznaczony ma być
z równania
(U) »* =

Przy takiem określeniu składników szeregu (2) szeregi (1)
i (2) tylko porządkiem składników 3?óżnić się pomiędzy sobą będą,
a ta przemiana porządku składników w którymkolwiek z rzeczo-
nych szeregów, która szereg ten przemienia na drugi, obejmować
będzie nieskończenie wiele składników odnośnego szeregu.

Żeby przekonać się o tem, umówmy się, że warunek, ażeby
dwa składniki M( i vk szeregów (1) i (2) uważane być miały za od-
powiadające sobie wKajernnie składniki tych szeregów, polega na
tem, żeby zachodziły jednocześnie, albo związki układu
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albo związki układu

i = 2(p — I)w-f2
, fc = P» + r,

r > 0,

(13)

gdzie oznaczyliśmy przez n i r dwie liczby całkowite.
Przyjmijmy na k jakąkolwiek, byle od zera większą war-

tość całkowitą. Jeżeli ta wartość na k jest podzielna przez p, to
związki (13) nie będą mogły zachodzić, a równania (12) określą, bez
żadnej dwuznaczności liczby całkowite n i i, dając przytem na i
wartość od zera większą. Jeżeli zaś wartość przyjęta na k przez p
podzielna nie jeat, to równania (12j nie będą mogły zachodzić,
ostatnie trzy związki układu (13) określą bez żadnej dwuznacz-
ności liczby n i r, a pierwsze równanie układu (13) da na i cał-
kiem oznaczoną, od zera większą wartość. Załóżmy teraz, żeśmy
przyjęli na i jakąkolwiek, byle od zera większą wartość całkowitą.
Jeżeli wartość przyjęta na i jest parzysta, to związki (13) nie będą
mogły zachodzie, a związki (12) dadzą oznaczoną w zupełności,
od zera większą wartość całkowitą na k. Gdyby zaś wartość przy-
jęta na i parzystą nie była, to równania (12) oczywiście nie będą
mogły zachodzić, ale stwierdzimy niżej, że związki (13) określą
w takim razie liczbę k bez żadnej dwuznaczności. Jeżeli wogóle
możliwą jest rzeczą uczynić zadość związkom (13), to liczba n
będzie równać się całkowitej części ilorazu, a wyrażenie

2r — 1

reszcie podziału liczby i przez liczbę

2 (ja — 1),

gdyż na podstawie ostatnich dwóch związków układu (13) i tej
okoliczności, źo liczby p i r są liczbami eałkowitemi, z których p
od jedności jest większa, mamy

0 < 2r — 1 < 2 (p — 1).

Oznaczmy przez n' całkowitą część ilorazu, a przez R resztę
podziału liczby i przez liczbę
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Ponieważ mamy
2(p-l)>0,

przeto liczby n' i R określone będą w zupełności.
Z drugiej strony na podstawie uwagi dopiero co uczynionej,

jeżeli wogóle zadośćuczynienie związkom (13) jest rzeczą możliwą,
to okoliczność tę możemy urzeczywistnić tylko przez to, że przyj-
miemy :

\ n~n'

Pierwsze z tych równań daje na n oznaczoną w zupełności,
od zera nie mniejszą wartość całkowitą, a ponieważ liczba i? jest
oczywiście liczbą całkowitą nieparzystą, od zera większą, przeto
drugie z powyższych równań da na r wartość całkowitą, ozna-
czoną w zupełności i od zera większą. Zatem istnieje jeden, i tylko
układ wartości całkowitych na n i r, sprawdzających trzy ostatnie
związki układu (13). Uwzględniając pierwszy związek układu (13),
wnosimy z wyników powyższych natychmiast, że w rozważanym
przypadku odpowiada liczbie k rzeczywiście jedna, i tylko jedna
taka wartość na i, przy której związki (13) zachodzą.

Z powyższej dyskusyi związków (12) i (13) wynika, że przy
tej odpowiedniości wzajemnej składników szeregów (1) i (2), którą
określiliśmy wyżej, rzeczywiście odpowiada każdemu składnikowi
któregokolwiek z rzeczonych szeregów dokładnie jeden składnik
drugiego. Ponieważ zaś na podstawie równości (10) i (11) odpo-
wiadające sobie wzajemnie składniki szeregów (1) i (2) są pomiędzy
sobą równe, przeto każdy z tych szeregów różni się od drugiego
rzeczywiście tylko porządkiem składników.

Czytelnik stwierdzi z łatwością, że przykład, w którym okre-
śliliśmy składniki szeregu (2) przez wzory (5), jest tym szczególnym
przypadkiem przykładu obecnego, w którym mamy

I. Jeżeli pewien szereg

(1) % + M, + M,+ ...
jest zbieżny bezwzględnie, a pewien drugi szereg

(2) t,i + „2 + „s + ...
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różni się od pierwszego tylko porządkiem składników, to szereg ten
jest także zbieżny bezwzględnie, a suma jego równa się sumie pierwszego.

Przedewszystkiem czynimy uwagę następującą: jeżeli przyj-
miemy p

(3)

i założymy to jedno, że szeregi (1) i (2) różnią się od siebie tylko
porządkiem składników, to każdej wartości całkowitej i dodatniej
liczby p odpowiadać będzie pewna taka liczba całkowita i doda-
tnia <J), żeby w razie nierówności

2^0, (5)
wszystkie składniki sumy sp znajdowały się pomiędzy składnikami
sumy aq. Istotnie, składnikom

w,., M2, w3,... up (6)

szeregu (1) odpowiadać będą odpowiednio pewne równe im składniki

szeregu (2); jeżeli więc oznaczymy przez Q największą z p liczb
następujących:

a i j a i j a i ; • • • a t i

to w razie nierówności (5) każdy z tych składników szeregu (2),
który należy do układu (7), znajdzie się pośród składników sumy aq,
a ponieważ liczby (7) równają się odpowiednio liczbom (6), przeto
w razie nierówności (5) i dostatecznie wielkiej wartości na Q
wszystkie składniki sumy (3) rzeczywiście znajdować się będą po-
śród składników sumy (4). Oczywiście liczba Q w żadnym razie
mniejszą od liczby p wypaść nie może.

Ze względu na naturę symetryczną związku, zachodzącego
pomiędzy szeregami, z których jeden różni Bię od drugiego tylko
porządkiem składników, odpowiadać będzie każdej wartości całko-
witej i dodatniej liczby q taka liczba całkowita i dodatnia P, iż
w razie nierówności ._ n

wszystkie składniki sumy aq znajdować się będą pośród składni-
ków sumy st.
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Przypuśćmy, że szeregi (1) i (2) sprawdzają założenia twier-
dzenia i oznaczmy przez s dowolnie przyjętą, byle od zera większą
liczbę. Ponieważ szereg (1) zbieżny jest bezwzględnie, przeto liczbie e.
odpowiadać bidzie taka liczba całkowita i dodatnia p, że nierówność

(8) i^p

pociągać będzie za sobą nierówność

O) •'H-n

jakąkolwiek wartość całkowitą i dodatnią przyjęlibyśmy na a.
Oznaczmy przez Q taką liczbę całkowitą i dodatnią, żeby

w razie nierówności (5) wszystkie składniki sumy sp znajdowały
się pośród składników sumy otJ, i uważajmy różnicę

1=1

(10) <p} = s} — ą = 2 J U>

zakładając, że zachodzi związek

(U) j^Q.

Na podstawie definicyi liczb}' Q, odpowiadać będzie w takim
razie każdemu takiemu składnikowi uk sumy Sj, którego wskaźnik h
sprawdza związek

równy mu składnik w sumie at; jeżeli więc ze wzoru (10) na ęs

usuniemy wszystkie te składniki, które znoszą się wzajemnie, to
uzyskamy wyrażenie równe sumie algebraicznej liczb, z których
każda równać się będzie pewnemu składnikowi szeregu (1) rzędu
wyższego od liczby p, a każda składnikowi odmiennego rzędu.
Jeżeli więc oznaczymy przez a liczbę całkowitą i dodatnią, dosta-
tecznie wielką, to mieć będziemy niezawodnie

(12)

a ponieważ związek (8) pociąga za sobą związek (9), jakąkolwiek
wartość całkowitą i dodatnią przyjęlibyśmy na a, ponieważ zatem
możemy przyjąć w nierówności (9) wartość p na i, a na a taką
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wartość, żeby zachodził związek (12), przeto stwierdzamy, że zacho-
dzić będzie nierówność

\<PJ\<B. (13)

Dowiedliśmy "więc, że każdej, byle od zera większej liczbie e
odpowiada taka liczba całkowita i dodatnia Q, iż związek (11) po-
ciąga za sobą związek (13). Dowiedliśmy więc. że mamy

lina cpj = 0,
j—ca

a ponieważ ze względu na zbieżność szeregu (1) mamy

lim Sj= s,
j=ao

gdzie s oznacza sumę wspomnianego szeregu, przeto mamy także

lim {sj—%} = 8.
j=aa

Ze względu na wzór (10) na q>s uzyskana równość równo-
ważna jest równości

lim a = s,

która wyraża, że szereg (2) jest zbieżny, a suma jego równa się
sumie s szeregu (1). Pozostaje tylko do udowodnienia, że szereg (2)
nie tylko jest zbieżny, ale jest bezwzg lędnie zbieżny. Okolicz-
ność tę uzasadnić możemy w kilku słowach: szereg

i., i i ., I I ., i n 4i
1 ~\ 2 3 1 * * * \ /

jest zbieżny, albowiem założyliśmy, że szereg (1) jest bezwzględnie
zbieżny. Z drugiej strony, ponieważ szereg (2) różni się tylko po-
rządkiem składników od szeregu (1), przeto szereg

różni się od szeregu (14) także tylko porządkiem składników. Ponie-
waż zaś dowiedliśmy, że szereg, który od oznaczonego, bezwzględnie
zbieżnego szeregu, tylko porządkiem składników różni się, sam jest
zbieżny, przeto szereg (15) będzie niezawodnie szeregiem zbieżnym
[o sumie oczywiście równej sumie szeregu (14)]. Zatem szereg (2)
będzie rzeczywiście szeregiem zbieżnym bezwzględnie.

Uzasadniliśmy więc w zupełności twierdzenie, o które chodziło.
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II. Załóżmy, że peurien szereg

(1) «!+«„+«„ + ...
jest zbieżny, nie będąc jednak szeregiem zbieżnym bezwzględnie; w ta-
kim razie drogą prostej zmiany porządku składników szeregu tego
możemy uzyskać nowy szereg

(2) v± + i>2 + «,+'...
który na żądanie będzie szeregiem rozbieżnym lub szeregiem zbieżnym
o sumie równej dowolnie naprzód danej liczbie.

Żeby twierdzenie to uzasadnić, zaznaczamy najpierw, że pośród
składników szeregu (1) istnieje nieograniczona liczba składników
dodatnich i nieograniczona liczba składników ujemnych, albowiem
gdyby tak nie było, to szereg ten wbrew założeniu byłby oczywiście
szeregiem zbieżnym bezwzględnie. Oznaczmy ogólnie przez ua skła-
dnik dodatni szeregu (1), a przez «« składnik ujemny, przyjmując
oznaczenia tak, żeby nierówność

pociągała za sobą nierówność

«* > «c,
a nierówność

nierówność
A>A-

Przy tych oznaczeniach symbol ua< przedstawia i-ty składnik
dodatni, a symbol Un. — j-ty składnik ujemny szeregu (1).

Celem uproszczenia oznaczeń przyjmujemy

Mamy tedy przy wszystkich wartościach wskaźników i i j , nie-
równości „ \ n

b^O.

Powiadam, że każdy z szeregów
(3) a i + a 2 + a s _ j _ . . .
i
(4) j i + j 2 + & 3 + ...

jest szeregiem rozbieżnym.
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Istotnie, ponieważ pośród n pierwszych składników szeregu (1)
znajdą się niezawodnie i składniki dodatnie i składniki ujemne,
jeżeli tylko przyjmiemy na n wartość dostatecznie wielką, przeto
mamy w takim razie

c; (5)
s-l a-i [ 3 = 1

oznaczając przez i i j dwie, stosownie dobrane liczby całkowite, od
jedności nie mniejsze, sprawdzające w każdym razie równość

Na podstawie wzoru (5) mamy

gdyby więc każdy z szeregów (3) i (4) był zbieżny, to oznaczając
przez A \ B odpowiednio sumy tych szeregów, mielibyśmy

a-l

i

mielibyśmy zatem na podstawie wzoru (5) nierówność

jakąkolwiek wartość całkowitą i dodatnią miałaby liczba «; przeto
(§ 123, tw. I), szereg

K |-HM21+ 1 %! + •••
byłby zbieżny, a zatem szereg (1) byłby wbrew założeniu szere-
giem zbieżnym bezwzględnie. Dowiedliśmy już więc, że jeden przy-
najmniej z szeregów (3) lub (4) musi być szeregiem rozbieżnym;
stwierdziwszy, że okoliczność ta zachodzi, możemy już łatwo wy-
wnioskować ze wzoru (5), że w rzeczywistości każdy z rozważa-
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nych szeregów jest rozbieżny. Istotnie, gdyby jeden tylko z szere-
gów (3) i (4) był rozbieżny, a drugi zbieżny, to na podstawie
wzoru (5) wartość sumy n pierwszych składników szeregu (1) nie
byłaby ograniczona i rozważany szereg byłby (uwaga II przy
tw. I § 121) wbrew założeniu szeregiem rozbieżnym.

Uważajmy teraz dowolnie przyjęty ciąg nieskończony

(6) \ , ht, /%,...

liczb całkowitych od zera większych. Możemy tedy, w zależności
od ciągu tego, określić inny ciąg nieskończony

(7) ffn <r2, ffBł...

przyjmując na \ pierwsze wyrazy ciągu tego wartości
h

(8) o%=^a{ (A = 1.2, 3,... A,)
i-i

i ustawiając na wyznaczenie wyrazów wyższych rzędów tegoż ciągu,
a więc dla przypadku, kiedy mamy

(9) k>h1,

regułę następującą1): wyznaczamy taką liczbę całkowitą a, żebyśmy
mieli a a+i

Ze względu na nierówność (9) liczba a zawsze istnieć będzie,
a wartość jej oczywiście określona będzie w zupełności; ale dwa
przypadki zdarzyć się mogą: 1° liczba a jest nieparzysta, 2° liczba a
jest parzysta.

W pierwszym przypadku możemy przyjąć

(10) 0 = 2^ — 1,
a w drugim
(11) a = 2p,

*) Czytelnik ułatwi sobie w znauzoym stopniu zrozumienie dalszych wywo-
dów, jeżeli dla przykłada oznaczy dowolnie liczbowo kilka pierwszych wyrazów
ciągu (6) (przynajmniej ze cztery) i wypisze wyraźnie na podstawie reguły, po-
danej w tekście, wzory na

° i ; ff2> °s--- aż do

przyjmując przytem na liczby hy, h21 ht... niezbyt małe wartości, np. ftj=3,
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oznaczając w obu przypadkach przez p pewną liczbę całkowitą,
która w żadnym razie od jedności mniejsza nie będzie. W razie
nieparzystości liczby a wyznaczamy liczbę p z równości (10)
i, przyjąwszy

a-i, (12)

•określamy wyraz ak ciągu (7) wzorem następującym:

Jeżeli zaś liczba a jest parzysta, to wyznaczamy liczbę p
z równości (11) i przyjąwszy

]'

określamy wyraz <r,. ciągu (7) wzorem

. (U)
1=1 3=1

Przyjmijmy
»i = Ci

oraz ogólnie
«k+i = O-J+J — ^ (fc = 1,2,3,...), (16)

W takim razie szereg (2) będzie wynikiem prostej zmiany
porządku składników szeregu (1). Istotnie, zważmy najpierw, co
następuje:

1°. Pierwszy wyraz ciągu (7) równa się pewnemu składni-
kowi ua szeregu (1) na podstawie wzoru (8).

2°.' Drugi i każdy dalszy wyraz ciągu (7) jest na podstawie
wzorów (8), (13) i (14) sumą pewnej liczby odmiennych pomiędzy
sobą rzędów składników szeregu (1).

3°. Na podstawie wzorów (8), (13) i (14) każdy wyraz ak+1

ciągu (7), począwszy od drugiego, wynika z wyrazu ak, który po-
przedza go bezpośrednio, przez dodanie do niego pewnego takiego
składnika szeregu (i), którego rząd jest odmienny od rzędu każdego
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z tych składników szeregu (1), za sumę których uważać należy
wyraz ak.

Z uwag tych wynika, że pomiędzy składnikami szeregów (IV
i (2) istnieje taka wzajemna odpowiedniość, iż każdemu składni-
kowi szeregu (2) odpowiada równy mu składnik szeregu (1), a ka-
żdemu inny.

Odpowiedniość tę możemy określić wyraźnie, oświadczając, że
składnikowi vx szeregu (2) odpowiada składnik ua szeregu ( l ) r

a każdemu innemu składnikowi vk (k >• 1) szeregu (2) ten skła-
dnik uq szeregu (1), który wchodzi do wzoru

określającego ffb w zależności od ffM.
Żeby okazać, że szereg (2) jest wynikiem przemiany po-

rządku składników szeregu (1), pozostaje tylko udowodnić, że przy
powyższej odpowiedniości wzajemnej składników obu szeregów
każdemu składnikowi szeregu (1) odpowiada oznaczony składnik
szeregu (2).

Otóż każdemu składnikowi um szeregu (1) odpowiada w pe-
wnym jednym z ciągów (3) i (4) dokładnie jeden wyraz, który
uważany być winien jako określony przez to, iż przedstawia war-
tość bezwzględną składnika um szeregu (1). W przypadku szczegól-
nym, kiedy rzeczonym wyrazem j est wyraz «, ciągu (3), odpowiada
składnikowi um szeregu (1) składnik

v, = o ,

szeregu (2); jeżeli zaś owym wyrazem jest pewien wyraz a{ (i > 1)
ciągu (3), to wyrazowi temu odpowiadać będzie pewna taka liczba
całkowita Je, żebyśmy mieli

ak=ak_1-\-ai,

a w takim razie wyrazowi um szeregu (1) odpowiadałby wyraz

szeregu (2); gdyby nareszcie rozważanym wyrazem był pewien
wyraz 63- ciągu (3), to wyrazowi temu odpowiadałaby pewna taka
liczba całkowita ź, żebyśmy mieli

a, = ov_a — bs,
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a w tym przypadku odpowiadałby wyrazowi um szeregu (1) wyraz

% — — bj
szeregu (2).

Zatem przy rozważanej odpowiedniośei wzajemnej składników
szeregów (1) i (2) odpowiada rzeczywiście i każdemu składnikowi
szeregu (1) jeden składnik szeregu (2). Ponieważ odpowiadające
sobie składniki szeregów (1) i (2) są, pomiędzy sobą równe, przeto
dowiedliśmy, że szereg (2) w razie wyznaczania składników jego
ze wzorów (15) i (16) stanowi rzeczywiście wynik zmiany porządku
składników szeregu (1).

W dalszym ciągu założymy, że składniki szeregu (2) wyzna-
czone zostały na podstawie wspomnianych wzorów.

Powiadam, że ciąg (6) możemy tak określić, żeby szereg (2)
był rozbieżny.

Istotnie, przyjmijmy ogólnie

}ht=l (k = 1,2, 3,...).
Mamy tedy

oraz
m p

_ V V
i=i i-i

gdzie przyjęliśmy dla krótkości

Przyjąwszy na hx jakąkolwiek, byle od zera większą wartość
całkowitą, na przykład wartość

7̂  = 1,

możemy ze względu na rozbieżność szeregu (3) wyznaczać kolejno
wyrazy ciągu ^ ^ ^

z tego warunku, żebyśmy mieli

<Vh- > V
przy każdej, byle od jedności nie mniejszej wartości całkowitej
liczby p.
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W takim razie wartości wyrazów ciągu (7) ograniczone nie
będą i ciąg ten będzie z tego powodu (uwaga II, tw. I § 121) roz-
bieżny, a ponieważ mamy

przeto szereg (2) będzie także rozbieżny. Dowiedliśmy więc, że
drogą prostej zmiany porządku składników szeregu, który jest zbie-
żny, bezwzględnie jednak zbieżnym nie będąc, możliwem jest uzy-
skanie szeregu rozbieżnego.

Powiadam, że ciąg (6) można tak określić, żeby szereg (2)
był zbieżny i żeby suma jego równała się dowolnie naprzód danej
liczbie L.

Przyjmijmy ogólnie

(17) m"

Mamy tedy

( 2 0 ) a»>M

Suma

i każda suma postaci

"ii,

i=l

gdzie k oznacza od jedności nie mniejszą liczbę całkowitą, przed-
stawia sumę pewnej liczby kolejno po sobie następujących skła-
dników szeregu (3), a suma
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jest przy każdej, od jedności nie mniejszej wartości całkowitej na k,
przez mniej jeden pomnożoną sumę pewnej liczby kolejno nastę-
pujących po sobie składników szeregu (4). Ponieważ szeregi (3)
i (4) są rozbieżne, przeto sumy postaci

rosną nieograniczenie przy nieograniczonem zwiększaniu liczb a2 i /?2,
jakiekolwiek wartości całkowite i dodatnie nadalibyśmy liczbom ay

i /?r Zatem uwzglęniając powyższe uwagi oraz wzory (18), (19) i (20)
i powołując się na zasadę indukcyi matematycznej, możemy okre-
ślić ciąg (6) w sposób następujący: na liczbę hy przyjmujemy naj-
mniejszą, od jedności jednak nie mniejszą taką wartość, żebyśmy
mieli

om^L; (21)

po wyznaczeniu wszystkich wyrazów ciągu (6) aż do wyrazu h%k_^
włącznie (Je ^ 1), przyjmujemy na /i2ł najmniejszą od jedności
jednak nie mniejszą taką wartość, żeby zachodził związek

a liczbę hii+1 określamy następnie jako najmniejszą, od jedności
nie mniejszą taką liczbę, żeby zachodził związek

Powiadam najpierw, że ciąg

OWi, % ) 0WB,.- ( 2 4 )

jest ciągiem zbieżnym o granicy równej liczbie L. Zwracając się
do związków (22) i (23), sprawdzamy, że jakąkolwiek od jedności
większą liczbę oznaczylibyśmy przez p, liczba L nie może być ani
mniejsza od mniejszej z liczb

ani większa od większej. Mamy więc

\L — < T „ , J ^ K P | - (2 5)
Arytmetyka teoretyczna. * '
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Uważajmy obecnie ciąg

(26)

Ze względu na zbieżność szeregu (1) ciąg

(27) « i , us, uz,...

jest ciągiem zbieżnym o granicy równej zeru, zatem do dowolnie
przyjętej od zera większej liczby e możemy dobrać taką liczbę
całkowitą i dodatnią JV, żeby nierówność

(28) i > N

pociągała za sobą nierówność

(29) | u, | < e,

a ponieważ każdemu wyrazowi ciągu (26) odpowiada równy mu
wyraz ciągu (27) i każdemu inny, przeto liczbie całkowitej i do-
datniej N odpowiadać będzie druga liczba całkowita i dodatnia P
taka, żeby w razie nierówności

(30) p > P

wskaźnik i tego wyrazu u{ ciągu (27), który odpowiada wyrazowi vm

ciągu (26), sprawdzał nierówność (28). Ponieważ zaś nierówność (28)
pociąga za sobą nierówność (29), przeto ze względu na równość

nierówność (30) pociągać będzie za sobą nierówność

a więc i nierówność

(31) \L~~omp\e.

Zatem ciąg (24) jest rzeczywiście ciągiem zbieżnym o granicy
równej liczbie L.

Powiadam teraz, że ciąg (7) jest także ciągiem zbieżnym, któ-
rego granica równa też się liczbie L.

Istotnie, zachowując poprzednie znaczenie dla symbolów e i P,
uważajmy taki wyraz a,, ciągu (7), którego wskaźnik h sprawdza
nierówność

(32). k>mP+J.
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Liczbie k odpowiadać będzie oczywiście pewna taka liczba p,
żebyśmy mieli

% ^ f c < m H _ i - (33)

Z drugiej znów strony, ze względu na definicyę wyrazów
ciągu (7), wyrazy

ciągu (7) stanowią ciąg skończony monofoniczny, pośród wyrazów
którego znajduje się ze względu na związki (33) wyraz ah ciągu (7).
Zatem wyraz <r„ nie może być ani mniejszy od mniejszego, ani
większy od większego z wyrazów

ciągu (24). Ponieważ zaś liczba L także nie jest ani mniejsza od
mniejszego, ani większa od większego z tych wyrazów ciągu (24),
przeto wyrażenie

\<rk — L\ (34)

nie może być większe od większego z wyrażeń

| am — L | i | am —L\. (35)r

Ale ze względu na związki (32) i (33) zachodzi nierówność (30),
która pociąga za sobą nierówność (31), a więc tembardziej i nie-
równość

Zatem każde z wyrażeń (35) mniejsze jest od liczby e. Z tego
zaś wynika, że wyrażenie (34) także jest mniejsze od e. Mamy więc

\ak-L\<e. (36)

Zatem dowiedliśmy, co następuje: każdej, byle od zera więk-
szej liczbie dodatniej £ odpowiada pewna taka liczba całkowita
i dodatnia

iż nierówność (32) pociąga za sobą nierówność (36).
Dowiedliśmy więc, że ciąg (7) jest ciągiem zbieżnym o gra-

nicy równej liczbie L. Ponieważ wyraz jakiegokolwiek rzędu k
ciągu (7) przedstawia sumę le pierwszych składników szeregu (2),
czyli redukt rzędu h tego szeregu, przeto z powyższych rozważań
wynika, że szereg (2) jest zbieżny, a suma jego równa się liczbie L.

37*
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Stwierdzamy więc. że możemy zawsze tak przemienić porządek
składników szeregu zbieżnego, który bezwzględnie zbieżny nie jest,
iżby uzyskany tą drogą szereg był szeregiem zbieżnym o sumie równej
dowolnie naprzód danej liczbie L, Uzasadniliśmy więc w zupeł-
ności twierdzenie, o które chodziło.

Dwa w tym paragrafie udowodnione twierdzenia uwidoczniają
głęboką różnicę, która zachodzi pomiędzy szeregami zbieżnymi bez-
względnie a szeregami zbieżnymi tylko warunkowo wobec prze-
miany porządku składników: jakakolwiek przemiana porządku skła-
dników w szeregu zbieżnym bezwzględnie nie tylko nie może spro-
wadzać dla szeregu zatraty własności zbieżności, ale pozostaje bez
wpływu na wartość sumy; natomiast przemieniając w szeregu tylko
warunkowo zbieżnym porządek składników, możemy według ży-
czenia uzyskać szereg rozbieżny, albo szereg zbieżny o sumie równej
dowolnie naprzód danej liczbie. Żeby jednak zapobiedz wszelkiemu
nieporozumieniu, dodajemy, że wspomniane przeciwieństwo we wła-
snościach szeregów zbieżnych bezwzględnie i szeregów zbieżnych
warunkowo zachodzi tylko wobec takich przemian porządku skła-
dników, które obejmują nieskończenie wiele tychże; natomiast jaka-
kolwiek taka zmiana porządku składników szeregu zbieżnego, która
obejmuje tylko skończoną ich liczbę, nie może w żanym razie ani
sprowadzić zatraty własności zbieżności szeregu, ani nawet wywrzeć
jakiegokolwiek wpływu na wartość sumy (porównaj ostatnie wier-
sze str. 515).

W najbliższym związku z okolicznościami, które towarzyszą
zmianie porządku składników szeregu nieskończonego, znajdują się
te, które zachodzą w razie usunięcia pewnych składników z ozna-
czonego szeregu nieskończonego; usunąć pewien zbiór składników [Z)
z oznaczonego szeregu

(37) t«i -j- «2 + ih + • • •
znaczy utworzyć nowy szereg

(38) »iH-vs+»8 + -.,
spełniający warunki następujące:

1°. Każdemu składnikowi v( szeregu (2) odpowiada pewien
jeden i tylko jeden składnik ua. szeregu (?7).

2°. Przy wszystkich wartościach wskaźnika i mamy

v, = ua(.
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3°. Nierówność

pociąga za sobą nierówność

4°. Pośród tych składników szeregu (w), które w powyższy
sposób odpowiadają składnikom szeregu (•») nie znajduje się żaden
składnik ze zbioru (Z), ale zato znajdują się wszystkie inne skła-
dniki szeregu (u).

Jeżeli zbiór (Z) obejmuje skończoną tylko liczbę składników
szeregu (M), to istnieją pewne takie dwie liczby całkowite i doda-
tnie n i m, iź nierówność

i > n

pociąga za sobą równość

skąd wynika, że szeregi (u) i (v) jednocześnie tylko zbieżnymi
szeregami być mogą, a nadto w razie zbieżności suma szeregu (w)
oczywiście równa się wynikowi dodania do sumy szeregu (y) sumy
składników zbioru (Z).

Jeżeli zaś zbiór [Z) obejmuje nieskończenie wiele składników
szeregu (u), to, jak czytelnik z łatwością udowodni, w razie zbież-
ności bezwzględnej szeregu (u) szereg (v) jest zbieżny, i to bez-
względnie; w przypadku zaś, kiedy szereg (M) zbieżny jest tylko
warunkowo, szereg (v) może być rozbieżny. Okoliczność ta nastąpi
niezawodnie w takim razie na przykład, kiedy usuniemy z sze-
regu (M), zbieżnego warunkowo, wszystkie składniki ujemne, albo
wszystkie składniki dodatnie.

Wyniki, do których doszliśmy, doskonale uwidocznią już filo-
zoficzne znaczenie mającą okoliczność następującą: pewne twier-
dzenie może być uzasadnione, jakąkolwiek wartość skończoną,
choćby jak wielką, miałaby pewna liczba, a, może jednak być błędne
w razie, kiedy wspomniana liczba nie jest skończoną. Istotnie, suma
jakiejkolwiek liczby składników rzeczywistych posiada własność
przemienności, a jednak suma nieskończenie wielu liczb rzeczywi-
stych, mianowicie suma składników szeregu zbieżnego, rozumiejąc
przez sumę tę sumę szeregu, może własności przemienności nie po-
siadać. Oczywiście zachodzi jeszcze pomiędzy sumą skończonej liGzby
składników, a sumą nieskończenie wielu tychże i ta zasadnicza róż-
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nica, że w pierwszym przypadku wyraz suma ma zawsze pewne
określone znaczenie, a w drugim, o ile do definicyi podanych już
w tych wykładach nie dodamy nowych, jest niepozbawione treści
tylko w razie, kiedy chodzi o sumę składników szeregu zbieżnego.

§ 128. Uważajmy dwa szeregi zbieżne

(1) w, 4 - M , 4 - M , 4-...
i
(2) v, 4 v,4-v, 4-...

Z definicyi sumy szeregu zbieżnego i twierdzenia uzasadnio-
nego w § 117-tym, wynika, że iloczyn sum szeregów (1) i (2) równa
się granicy niezawodnie zbieżnego ciągu, którego wyraz rzędu p, Ap,
określony jest ogólnym wzorem następującym:

(3)

Możemy więc zawsze przedstawić (§ 120) iloczyn sum szere-
gów (1) i (2) jako sumę szeregu zbieżnego, mianowicie szeregu

A, + (A - A) + (A -A) +...
Jeżeli jednak jeden przynajmniej z szeregów (1) i (2) zbieżny

jest bezwzględnie, to w takim razie iloczijn sumy s szeregu (1) i sumy a
szeregu (2) możemy przedstawić w postaci sumy szeregu zbieżnego kształtu
bardziej dogodnego, mianowicie mamy wtedy

(4) s.a—
4=1

przyjmując
k

(5) wk

Żeby twierdzenie to uzasadnić, załóżmy, że szeregi (1) i (2)
sprawdzają założenia twierdzenia i przyjmijmy

7 « = 1

(6) Qp = Ap—2,wk.

Powiadam, że mamy
(7) liro


