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Ozytelnik z latwosciy spostrzeze, ze zwigzki (10) i (11) zacho-
dza bez wzgledu na to, czy pierwszy skladnik szeregu (1) jest do-
datni czy ujemny; powyzsze zwigzki wyrazaja lacznie twierdzenie
nastgpujace:

IL Suma n pierwszych sktadnikow szeregu preemiennego, w kid-
rym wartodci bezwzgledne sktadnikéw tworzq ciag malejacy o granicy
réwnej zeru i ktdry zatem jest zbieiny, przedstawia sume szeregu
z bledem nie wigkszym od wartodci bezwzglednej pierwszego wyrazu
Jué nie wwzglednionego.

Zwiazki (9) odpowiadaja przypadkowi, kiedy pierwszy skla-
dnik szeregu (1) réwna sig liczbie dodatniej. Gdyby pierwszy skla-
dnik rozwazanego szeregu byl ujemny, to zamiast zwiszkéw (9)
mieliby$my zwigzki nastepujgce:

830 == 8 = 89y

W kazdym wigc razie wyrazy ciggu (8) sa naprzemian to nie
mniejsze, to nie wigksze od dokladnej wartosei sumy szeregu (1).

§ 127, Zeby uwidocznié zasadniezg réinice, ktéra zachodzi
pomigdzy wlasnodciami szeregéw zbieznych bezwzglednie a wla-
snosciami szeregéw zbieznych tylko warunkowo, winni$my naj-
pierw wytlémaczyé czem jest rzecz, ktérg oznaczamy przez wyra-
zenie zmiana porzgdku skladnikdw szeregu nieskonczonego.

Orzeczenie, iz kazdy z dwéch szeregéw nieskonezonych

g 1ty - 1)
oA 0y 1y . @)

uwazany byé moze za wynik zmiany porzadku skladnikéw dru-
giego, albo réini sig od drugiego tylko porzadkiem skladnikéw,
wyraza, iz pomigdzy skladnikami obu szeregéw ustawiona byé moze
odpowiedniodé, ktéra zado$é czyni warunkom nastgpujacym:

10, Jezeli pewien skladnik jednego z powyZszych szeregéw
odpowiada pewnemu skladnikowi drugiego, to odwrotnie, wspomnia-
nemu skladnikowi drugiego szeregu odpowiada wspomniany skla-
dnik pierwszego. Innemi slowy, jezeli przyjmiemy pewien skladnik
z szeregu (1) i pewien skladnik », z szeregu (2), to zachodzi jedno
z dwojga: albo kazdy ze skladnikéw tych odpowiada drugiemu,
albo zaden drugiemu z nich nie odpowiada.

20, Jezeli oznaczymy ogdlnie przez u, i v; pare odpowiadaja-
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cych sobie wzajemnie skladnikéw szeregdw (1) 1 (2), to kazdej
wartosei calkowitej od jednosei nie muiejszej jednej z liezb 4 lub j
odpowiada dokladnie jedna, i tylko jedna wartosé ealkowita od
jednosei nie mniejsza drugiego wskaZnika.

3°. Kazde dwa odpowiadajgee sobie wzajemnie skladniki sze-
regéw (1) i (2) s3 pomigdzy sobg réwne.

Definicya powy#sza moze wydawaé sig bardziej skompliko-
wang, anizeli wymagalaby tegu istotnie natura rzeczy. Uwazamy
wige za stosowne podaé odpowiednie wyjasnienia. Przedewszystkiem
mogloby si¢ zdawaé, ze pierwszy warunek definicyi méglby byé po-
minigty. Tak jednak nie jest, albowiem rozwazajic z jednej strony
odpowiedniodé elementéw pewnego zbioru (B) elementom pewnego
drugiego zbioru (d), a z drugiej strony odpowiedniosé elementéw
zbioru (4) elementom zbioru (B), przywiedzeni bywamy niekiedy do
ustawienia takich definicyi, iz pomigdzy tymi elementami zbioru (4),
ktére odpowiadaja pewnemu elementowi b zbiorn (B), odpowiada-
jacego znéw oznaczonemu elementowi a zhioru (4), sam element a
bynajmniej nie znajduje sig. Gdyby$my na praykliad oswiadezyli,
ze skladnikiem szeregu (2), majacym byé uwazanym za skladnik od-
powiadajyey dowolnie przyjetemu skladnikowi u, szeregu (1) jest
skladnik v,y , a skladnikiem szeregu (1), majgcym byé uwazanym
za skladnik odpowiadajacy dowolnie przyjetemu skladunikowi v, jest
skladnik w,.,, to skladnikowi v, szeregu (2) nie odpowiadalby
bynajmniej skladnik u, szeregu (1), lecz skladnik wu,,. Nalezalo
wige wyraznie zastrzedz, ze odpowiednioge skladnikéw w rozwa-
Zanych szeregach jest taka, iz orzeczenie ,skladnik v, odpowiada
skladnikowi w* wyraZa to samo, co orzeczenie ,skladnik w» odpo-
wiada skladnikowi o4,

Omawiang wlasnodé rozwazanej odpowiedniodei moglibysmy
stosownie nazwaé wzajemnodcig tejze.

Czytelnik bylby mozZe zdania, ze okresliwszy termin odpo-
wiednio§é wzajemna w sposéh powyzszy, mogliby$my oma-
wiang definicye zastapié definicys prostszg, ktdéra opiewalaby, jak
nastepuje: Orzeczenie, iz szeregi (1) i (2) wynikajg jeden z dru-
giego drogg zmiany porzgdku skladnikéw wyraza, iz pomiedzy skla-
dnikami szeregéw tych moze byé ustawiona taka odpowiedniosé
wzajemna, seby kazdemu skladnikowi jednego szeregu odpowiadal
réwny mu skladnik w drugim.

Gdybyémy mieli rozwazaé tylko takie szeregi, z ktérych zaden
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nie mialby réwnyeh pomigdzy soby skladnikéw, to proponowana
definicya bylaby réwnowazna tej, ktéra podaliémy wyzej. Natomiast
w razie niewykluczenia szeregéw, w ktérych moglyby byé réwne
pomigdzy soby skladniki, druga definieya nie bylaby réwnowazna
pierwszej. Zalézmy na przyklad, ze mamy

U = U
oraz ogdlnie
‘UH_L_:H. (!ﬂ: 1 21 3‘ 4,..).

Wedlug drugiej definicyi bylyby warunki te wystarczajacymi,
azebySmy mogli uwazaé szeregi (1) i (2) za szeregi wynikajgce
jeden z drugiego drogg przemiany porzgdku skladnikéw, nie za$
wedlug pierwszej, ktorg jedynie rzeczywiscie przyjmujemy.

Po tej dyskusyi omawiana definicya zapewne nie bedzie wy-
dawala si¢ bardziej skomplikowana, anizeli wymagalaby tego natura
rzeczy. Zeby jednak lepiej jesucze wyjasnié tresé tej definicyi,
zwracamy uwage na nastepujgcs tejize konsekwencye: jezeli ozna-
czymy przez u; i v; jedng pare odpowiadajacych sobie wzajemnie
skladnikéw szeregdw (1)1 (2), a przez u, i v drugg parg takichze
skladnikéw, to w razie odpowiedniodei, sprawdzajgcej warunki defi-
nieyi, nieréwnosé

i

réwnowazna hedzie nierdwnosei
J = 8;

gdyby bowiem zachodzié mogly jednoczesnie albo zwigzki

ida oraz j=2§
albo zwigzki :

i—a oraz jI=f

to ze wzgledu na wzajemnodé odpowiedniodei pomigdzy skla-

dnikami obu szeregéw, whrew drugiemu warunkowi, skladnikowi

oznaczonego rzgdu jednego z szeregéw odpowiadalyby dwa odmien-

nych pomigdzy sobg rzedéw skladniki w drugim szeregu.
Zaléimy, ze pewne dwa szeregi

Uy -ty -ty - ... (1)
oy v 0y o @)

Arytmelyka teoretyczna. 36
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réznig si¢ od siebie tylko porzgdkiem skladnikéw. W takim razie
moga si¢ zdarzyé dwa przypadki:

19, Istnieje pewna liczba calkowita i dodatnia N taka, iz
zwigzek

(3) i=N
pocigga za sobg réwnosé
(4) Wy = 1;.

20, Nie istnieje taka liczba N, Zeby zwigzek (3) pociggal za
sobg réwnosé (4)

W pierwszym przypadku orzekamy, Ze zmiana porzgdku skla-
dnikéw, przemieniajgca jeden szereg na drugi, obejmuje skoin-
czong liczhe, a w drugim — nieskonczong liczbe skladnikéw.

Gdybysmy przyjeli

V=g, UV =U
oraz
vv=1wu, (k=3,4,5,..),

to nzyskalismy przyklad pierwszego przypadku i moglibyémy w takim
razie przyjaé N = 3; szereg (2) mialby w takim razie postaé naste-

pujaca:
Uy Uy -ty -2ty - e
Zeby podaé przyktad drugiego praypadku, przyjmijmy

Vgutgs = Uanipa
®) Upys = thinys (0 =0,1,2,3,..)
Vynts = Ugnia -

Powiadam, Ze w takim razie szeregi (1) i (2) tylko porzad-
kiem skladnikéw réznié sig pomigdzy sobs beds. Istotnie, uwazajmy
za pare odpowiadajscych sobie wzajemnie skladnikéw w obu sze-
regach kazde takie dwa skladniki v, i w, tychze, zeby istniala liczba
catkowita, od zera nie mniejsza, n, sprawdzajaca jednoczeénie oby-
dwa réwnania jednego z trzech ukladéw nastepujacych:

(6) k=3n+41, i=4n-+1;

) k=38n-2, i=4n-}3;
(8) k=3n-+3, i=2n-2.
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Jezeli przyjmiemy dowolnie na k jakskolwiek, byle od zera
wigkszg wartosé calkowits, to podréd réwnan

k=3n-+41; k=3n+2 i k=38n-3,

znajdzie si¢ jedno, ale tylko jedno takie réwnanie, ktdre dostarczy
na n wartosé catkowita, a ta warto$é calkowita na n od zera mniejszg,
nie bedzie i okreslona bedzie bez zadnej dwuznaczno$ei; rzeczone
rownanie naleze¢ bedzie albo do ukladu (6), albo do ukladu (7),
albo do ukladu (8). W pierwszym praypadku otrzymamy na
wskaznik ¢ wzér

i=d4n-41,

in4ﬂ+3,
i=2n-}2.

w drugim

a w trzecim

Zatem przy rozwazancj odpowiedniosei wzajemnej skladnikéw
szeregéw (1) i (2) odpowiadaé¢ bedzie kazdemu skladnikowi v, sze-
regu (2) dokladnie jeden skfadnik w, szeregu (1). Odwrotnie, przy
tejze odpowiedniosei wzajemnej skladnikéw obu szeregéw odpo-
wiadaé bedzie kazdemu skladnikowi u, szeregu (1) dokladnie jeden
skladnik », w szeregu (2).

Rzeczywideie, jezeli przyjmiemy dowolnie oznaczons, byle od
zera wigkszs wartodé calkowits na i, to posréd trzech réwnain

i=4n-+4+1, i=4n-|3, i=2n-42,

znajdzie sig zawsze jedno, ale tylko jedno takie réwnanie, ktére
da na n warto§é calkowity, a ta warto$é catkowita na n od zera
mniejszg nie bedzie i bedzie okreélona bez Zadnej dwuznacznosei.
Rzeczone réwnanie nalezeé bedzie do pewnego jednego z trzech
ukladéw (6), (7) i (8), a drugie réwnanie tego ukladu po podsta-
wieniu na # wartodei, wyznaczonej z pierwszego, okresli w zu-
pelnodci te wartoéé na k, ktéra odpowiada rozwazanej wartosel
na i. Ostatecznie, przy rozwazanej odpowiedniosci wzajemnej skla-
dnikéw szeregéw (1) i (2) kazdemu skladnikowi ktéregokolwiek
z tych szeregéw odpowiada dokladnie jeden skladnik drugiego.
Poniewa# za$ na podstawie réwnosei (B) odpowiadajace sobie
wzajemnie skladniki szeregdw (1) i (2) sa pomigdzy sobg réwne,
przeto szeregi te rzeczywiseie tylko porzadkiem skladnikéw réznig
sig pomigdzy sobs.
36*
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Z drugiej znéw strony, jezeli tylko Zzadne dwa skladniki sze-
regu (1) nie sy pomigdzy sobg réwne, to przy wartoseiach (5) skla-
dnikéw szeregu (2) oczywidcie nie hedzie istnieé taka liczba calko-
wita i dodatnia N, Zeby nieréwnodé (3) pociggala za soba réwnoéé (4);
przeto podaliSmy rzeczywiscie prayklad takiej przemiany porzadku
skladnikéw szeregn nieskorczonego, kidra obejmuje nieskonczenie
wiele tychze.

Praykiad powyZszy mozemy latwo uogdlnié:

Przyjmijmy dowolnie pewng od liczby 2 wigksza liczbg cal-
kowitg p, uwazajmy jakikolwiek skiadnik v, szeregu (2) i oznaczmy
przez n calkowity ezgdé ilorazu podzialu liczby & przez p, a przes r
odnoéng reszte; mamy tedy

(9) k=n.p-+r,
0=r<p,
n=0.

W razie réwnosel
—l
prayjmijmy
(10J ‘vk —_ u‘lll ¥

a w przypadku kiedy zachodzi nieréwnodé

r==0,
uméwmy sig, ze skladnik v, szeregu (2) wyznaczony ma byé
z réwnania
(11) Vy = Uorp—)nt2r—1 -

Przy takiem okresleniu skiadnikéw szeregu (2) szeregi (1)
i (2) tylko porzadkiem skladnikéw réznié si¢ pomiedzy soba beds,
a ta przemiana porzgdku skladnikéw w ktérymkolwiek z rzeczo-
nych szeregdw, ktéra szereg ten przemienia na drugi, obejmowaéd
bedzie nieskonczenie wiele skladnikéw odnodnego szeregu.

Zeby przekonaé si¢ o tem, uméwmy sie, ze warunek, azeby
dwa skladniki u, i v, szeregéw (1) i (2) uwazane byé mialy za od-
powiadajace sobie wzajemnie skladniki tych szeregdw, polega na
tem, zeby zachodzily jednoczeénie, albo zwigzki ukladu

i=2n

(12)
k= pn,
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albo zwigzki ukladu

i=2(p—1)n+42r—1,
ke = pn -1, (13)
TP,

.,.>0’

gdzie oznaczyliSmy przez n i » dwie liczby calkowite.

Przyjmijmy na k& jakgkolwiek, byle od zera wigkszy war-
todé calkowity. Jezeli ta warto$é na & jest podzielna przez p, to
zwigzki (13) nie beda mogly zachodzié, a réwnania (12) okresla ez
zadnej dwuznacznodei liezby calkowite » 1 4, dajge przytem na @
wartosé od zera wigkszg. Jezeli zad wartosé przyjeta na k przez p
podzielna nie jest, to réwnania (12) nie bedsg mogly zachodzid,
ostatnie trzy zwiszki ukladu (13) okresly bez Zadnej dwuznacz-
nodei liezby n i », a pierwsze réwnanie ukladu (13) da na i cal-
kiem oznaczona, od zera wickszy wartosé. Zalézmy teraz, Zesmy
przyjeli na i jakakolwiek, byle od zera wigkszg wartoéé calkowita.
Jezeli wartosé przyjeta na i jest parzysta, to zwigzki (13) nie heds
mogly zachodzié, a zwiazki (12) dadzg oznsczong w zupelnosei,
od zera wickszg wartodé calkowity na k. Gdyby za$ wartosé przy-
jeta na i parzystq nie byla, to réwnania (12) oezywiscie nie bedy
mogly zachodzié, ale stwierdzimy nizej, %e zwigzki (13) okresls
w takim razie liczbg &k bez zadne) dwuznacznosei. Jezeli wogdle
mozliwg jest rzeczg uczynié zadosé zwigzkom (13), to liczba n
bedzie réwnaé sig calkowitej czgsei ilorazu, a wyraZenie

2r—1
reszcie podzialu liezby 4 przez liczbg
2 (P =y 1)1

gdyz pa podstawie ostatnich dwéch zwigzkéw ukladu (13) i tej
okolicznodei, ze liczby p i » sy liczbami calkowitemi, z ktéryeh p
od jednosei jest wigksza, mamy

0<2r—1<C2(p—1)

Oznaczmy przez n' calkowita czeséé ilorazu, a przez K vesztg
podziatu liczby 4 przez licabg

2(p—1)
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Poniewaz mamy

2(p—1)>0,

przeto liczby n’ i R okreflone beda w zupelnosei.

Z drugiej strony na podstawie uwagi dopiero co uczynionej,
jedeli wogéle zadoséuczynienie zwigzkom (13) jest rzeczs mozliwg,
to okolicznoéé te mozemy urzeczywistnié tylko przez to, Ze prayj-
miemy:

n=n'
(14] 2r — 1= R,

Pierwsze z tych réwnan daje na » oznaczons w zupelnosei,
od zera nie mniejszs wartosé calkowits, a poniewaz liczha R jest
oczywiscie liczbg calkowity nieparzysts, od zera wigkszg, przeto
drugie z powyiszych réwnan da na » wartoéé calkowity, ozna-
czong w zupelnosei i od zera wigkszg. Zatem istnieje jeden, i tylko
ukiad wartodei catkowityeh na n i 7, sprawdzajacych trzy ostatnie
zwigzki ukladu (13). Uwzgledniajace pierwszy zwigzek ukladu (13),
wnosimy z wynikéw powyzszych natychmiast, Ze w rozwazanym
przypadku odpowiada liczbie k rzeczywiscie jedna, i tylko jedna
taka wartosé na i, przy ktérej zwigzki (13) zachodzs.

7 powyzszej dyskusyi zwigzkéw (12) 1 (13) wynika, Ze przy
tej odpowiednio$ei wzajemnej skladnikéw szeregéw (1) 1 (2), ktdrg
okreslilismy wyzej, rzeczywideie odpowiada kazdemu skladnikowi
ktéregokolwiek z rzeczonych szeregéw dokladnie jeden skiadnik
drugiego. Poniewa# za$ na podstawie réwnodei (10) i (11) odpo-
wiadajace sobie wzajemnie skladniki szeregéw (1)1 (2) sy pomiedzy
sobg réwne, przeto kazdy z tych szeregdw réini sie od drugiego
rzeczywiseie tylko porzadkiem skiadnikéw.

Czytelnik stwierdzi z latwodciy, ze przyklad, w ktérym okre-
8lilismy skladniki szeregu (2) przez wzory (5), jest tym szczegdlnym
przypadkiem przykladu obecnego, w ktérym mamy

p=3.
L Jedeli pewien szereq
(1) wy - vy -+ ug - ...
Jest zbiegny bezwzglednie, a pewien drugi szereg

(2) v+ vy 49+ ...



— bbT —

réini sie od pierwszego tylko porzadkiem skiadnikbw, to szereq ten
jest takze 2bietmy bezwzglednie, a suma jego rdwna sie sumie pierwszeqo.
Przedewszystkiem czynimy uwage nastgpujgey: jezeli prayj-

miemy
b= ®

o= 3 (4)

i zalozymy to jedno, Ze szeregi (1) i (2) rdéznig sig od siebie tylko
porzgdkiem skladnikdéw, to kazdej wartosei calkowitej 1 dodatniej
liczby p odpowiadaé bedzie pewna taka liczba calkowita i doda-
tnia ), zeby w razie nieréwnosei

=9, (5)

wszystkie skladniki sumy s, znajdowaly sie pomiedzy skladnikami
sumy 0,. Istotnie, skladnikom

Uyy Ugy Ugyeoo Uy (6)
szeregu (1) odpowiadaé bedy odpowiednio pewne réwne im skladniki
Vays Pay: Vagye Vo (M

szeregu (2); jezeli wige oznaczymy przez Q najwigksza z p liezb
nastgpujgeych: Gl B BB
to w razie nieréwnosei (D) kazdy z tyeh skladnikéw szeregu (2),
ktéry nalezy do ukladu (7), znajdzie sig poéréd skladnikéw sumy o,
a poniewaz liezby (7) réwnaja sig odpowiednio liczbom (6), przeto
w razie nieréwnosci (5) i dostatecznie wielkiej wartosei na @
wszystkie skladniki sumy (3) rzeczywifeie znajdowaé sig bedg po-
$§réd skladnikéw sumy (4). Oczywidcie liczba @ w Zadnym razie
mniejszg od liczby p wypadé nie moze.

Ze wzgledu na naturg symetryczng zwigzku, zachodzgcego
pomigdzy szeregami, z ktérych jeden rézni sig od drugiego tylko
porzadkiem skladnikéw, odpowiadaé bedzie kazdej wartosei calko-
witej i dodatniej liczby ¢ taka liczba calkowita i dodatnia P, iz
W razie nieréwnosei p=P,
wszystkie skladniki sumy o, znajdowaé sig bedy posréd skladni-
kéw sumy s,.
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Przypusémy, ze szevegi (1) i (2) sprawdzaja zaloZenia twier-
dzenia i oznaczmy przez e dowolnie przyjeta, byle od zera wigkszg
liezbg. Poniewaz szereg (1) zbieZny jest bezwzglednie, przeto liezbie &
odpowiadaé bedzie taka liczba calkowita i dodatnia p, Ze nieréwnogé

(8) i=p

pociagaé hedzie za soby nierdwnosé
o

(9] 2‘ | Ui, | <. &

=1

jakgkolwiek wartodé calkowity i dodatniy przyjelibyémy na a.

Oznaczmy przez @ taka licsbe calkowity i dodatniy, Zeby
w razie nieréwnosci (5) wszystkie skladniki sumy s, znajdowaly
sig poéréd skladnikéw sumy o,, i uwazajmy réinice

i ]
(10) ‘P.i="“'.!"*0}=2:‘ “k"’z‘ Yy

k=1 =1

zakladajge, ze zachodzi zwigzek
(11) j=0.

Na podstawie definicyi liezby (), odpowiadaé bedzie w takim
razie kazdemu takiemu skladnikowi u, sumy s;, ktérego wskaznik k
sprawdza zwiazek

k=p,

réwny mu skladnik w sumie o0,; jezeli wige ze wzoru (10) na ¢,
usuniemy wszystkie te skladniki, ktére znosza sie wzajemnie, to
uzyskamy wyrazenie réwne sumie algebraicznej liczh, z ktérych
kazda réwnaé sig bedzie pewnemu skladnikowi szeregu (1) rzedu
wy#szego od liezby p, a kazda skladnikowi odmiennego rzedu.
Jezeli wige oznaczymy przez a liczbg calkowitg i dodatnig, dosta-
tecznie wielkg, to mieé bedziemy niezawodnie

a poniewas zwigzek (8) pociaga za soba zwiazek (9), jakakolwiek
wartosé calkowity i dodatnia przyjelibySmy na e, poniewai zatem
mozemy przyjaé w nieréwnodci (9) wartoéé p na 4, a na o taka

(12) @y

Upiy,
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wartodd, zeby zachodzil zwigzek (12), przeto stwierdzamy, 7e zacho-
dzi¢ bedzie nieréwnosé
9] <e. (13)

Dowiedlismy wige, %e kazdej, byle od zera wigkszej liczbie &
odpowiada taka liezba calkowita i dodatnia @, iz zwigzek (11) po-
cigga za soby zwigzek (13). Dowiedlismy wiee. e mamy

lim g, =0,

j=co
a poniewas ze wagledu na zbieznosé szeregu (1) mamy

lim 5;,=3,

J=c0

gdzie s oznacza sume¢ wspomnianego szeregu, przeto mamy takze
i s N
lim {s; — @} =3s.
j=ca

Ze wzgledn na wzér (10) na ¢, uzyskana réwnosé réwno-
wazna jest réwnasei
lim g, =3,
ktéra wyraza, Ze szereg (2) jest zbiezny, a suma jego réwna sig
sumie s szeregu (1). Pozostaje tylko do udowodnienia, Ze szereg (2)
nie tylko jest zbieiny, ale jest bezwzglednie zbiezny. Okolicz-
noéé te uzasadnié mozemy w kilku slowach: szereg

|y | 4 |t | 4| tas | .. . (14)

jest zbiezny, albowiem zalozylismy, ze szereg (1) jest bezwzglednie
zbiezny. Z drugiej strony, poniewas szereg (2) rézni sig tylko po-
rzgdkiem sktadnikdw od szeregu (1), przeto szereg

o [+ 20 | 1|0 |+ (15)

rézni sig od szeregu (14) takze tylko porzadkiem skladnikéw. Ponie-
waz zaé dowiedligmy, Ze szereg, ktdry od oznaczonego, bezwrglednie
zhieinego szeregu, tylko porzadkiem skladnikéw rdzni sig, sam jest
zhieiny, przeto szereg (15) bedzie niezawodnie szeregiem zbieZnym
[o sumie oczywidcie réwnej sumie szeregu (14)]. Zatem szereg (2)
bedzie rzeczywideie szeregiem zhienym bezwzglednie.
Uzasadnili§my wige w zupelnosei twierdzenie, o ktére chodzilo.
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II. Zatéemy, 2e pewien szereg
(1) y -y 1y ...

Jjest zbiedny, nie bedqc jednak szeregiem zbieznym bezwzgledwie; w ta-
kim razie droga prostej zmiany porzadku skiadnikéw szeregu tego
mozemy uzyskaé nowy szereg

(2) v, v+ 0y ...

ktéry na Zqdanie bedzie szeregiem rozbieznym lub szeregiem zbietnym
o sumie réwnej dowolnie naprziéd danej liczbie.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zaznaczamy najpierw, ze posréd
skladnikéw szeregu (1) istnieje nieograniczona liczba skladnikéw
dodatnich i nieograniczona liczba skladnikéw ujemnych, albowiem
gdyby tak nie bylo, to szereg ten whrew zaloZeniu bylby oczywicie
szeregiem zbieznym bezwzglednie. Oznaczmy ogdlnie przez u,, skla-
dnik dodatni szeregu (1), a przez ug, skladnik ujemny, przyjmujac
oznaczenia tak, zeby nieréwnosé

i >
pociggala za sobg nierdwnosé
) o = Oy,
a nierdwnosc
. i>d,
nieréwnogé
B; > By

Przy tych oznaczeniach symbol u, przedstawia i-ty skladnik
dodatni, a symbol ug, — J-ty skladnik ujemny szeregu (1).
Celem uproszezenia oznaczef przyjmujemy

& = Uy,
by=— g, .
Mamy tedy przy wszystkich wartosciach wskaznikéw 4 1 j, nie-
réwnosei 4=0
b,=0.

Powiadam, ze kazdy z szeregéw

(3) &+ ay +ay ...
@ b by by -

jest szeregiem rozbieznym.
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Istotnie, poniewaz posréd » pierwszych skladnikéw szeregu (1)
znajdg si¢ niezawodnie i skladniki dodatnie i skladniki ujemne,

jezeli tylko przyjmiemy na n wartosé dostatecznie wielka, prazeto
mamy w takim razie

Su=Fa— I, ®

k=1 o1 =

oznaczajac przez ¢ 1 j dwie, stosownie dobrane liezby calkowite, od
jednodei nie mniejsze, sprawdzajace w kazdym razie réwnoéé

Na podstawie wzoru (b) mamy

" i i
Stai= et 3ty
=1 p=l

k==l
gdyby wige kazdy z szeregéw (3) i (4) byl zbieiny, to oznaczajse
przez A i B odpowiednio sumy tych szeregéw, mielibyémy

i

Zaag‘d

%=1

i
D b =B;
=

mieliby$my zatem na podstawie wzoru (5) nieréwnosé

Jlu|=4+B,

kel
jakakolwiek wartodé calkowita i dodatnia mialaby liczba n; przeto
(8 123, tw. I), szereg

| oy | 4+ | vg | 4| 0s | -

bylby zbiezny, a zatem szereg (1) bylby whbrew zaloZeniu szere-
giem zbieznym bezwzglednie. Dowiedliémy juz wige, Ze jeden przy-
najmniej z szeregéw (3) lub (4) musi byé szeregiem rozbieinym;
stwierdziwszy, ze okolicznod¢ ta zachodzi, mozemy juz latwo wy-
wnioskowad ze wzorn (B), ze w rzeczywistofei kazdy z rozwaia-
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nych szeregéw jest rozbiezny. Istotnie, gdyby jeden tylko z szere-
géw (3) i (4) byl rozbieiny, a drugi zbiezny, to na podstawie
wzorn () warto$é sumy n pierwszych skladnikéw szeregu (1) nie
bylaby ograniczona 1 rozwazany szereg bytby (uwaga II przy
tw. I § 121) whrew zalozeniu szeregiem rozbieznym.

Uwazajmy teraz dowolnie prayjety cigg nieskorezony
(6) hyy hay by,
liezb calkowitych od zera wigkszych. MoZemy tedy, w zaleznogei
od ciggu tego, okrefli¢ inny cigg nieskonezony
(7) Opy Oy Ogyeve

przyjmujac na k, pierwsze wyrazy ciagu tego wartosei

]
(8) o=ua (k=1.23,..k)

i=1
i ustawiajaec na wyznaczenie wyrazéw wyzszych rzedéw tegoz ciagu,
a wige dla przypadku, kiedy mamy
9) k> hy,

regule nastepujges 1): wyznaczamy taks licsbe calkowity e, Zebysmy
mieli

a o1
h=k< ¥Yh.
ShEieg

Ze wzgledu na nieréwnodé (9) liczba @ zawsze istnie¢ bedzie,
a warto$é jej oczywisceie okreSlona bedzie w zupelnodei; ale dwa
przypadki zdarzyé sig mogg: 19 liczba a jest nieparzysta, 2° liczba a
jest parzysta.

W pierwszym przypadku mozemy przyjad

(10) e=2p—1,
a w drugim
(11) a=2p,

1) Cazytelnik ulatwi sobie w znaczaym stopnis zrozomienie dalszych wywo-
déw, jezeli dla przykladu oznaczy dowolnie liczbowo kilka pierwszych wyrazdw
ciagu (6) (przynajmniej ze caztery) i wypisze wyraZnie na podstawie reguly, po-
danej w tekscie, wzory na

0y, Oy Oy... 0% do Oyttt 3

przyjmujge przytem na liezby h,, h,, h,... niezbyt male wartofei, np. h, =3,
hy=5, h,=2, h, =8
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oznaczajae W obu praypadkach przez p pewns liczbe calkowits,
ktéra w Zadnym razie od jednosei mniejsza nie bedzie. W razie
nieparzystosei liezby @ wyznaczamy liczbg p z réwnodei (10)

i, prayjawszy
n= Y hi, (12)
A=l

okreslamy wyraz o, eiagu (7) wzorem nastgpujgcym:

k=Y,

Yy
0, =2‘ a, _2' by. (13)

i=1 i=1

Jezeli za$ liczba @ jest parzysta, to wyznaczamy liczbe p
z réwnodei (11) i prayjawszy

Hx :j‘ke}. )
h=1

okreslamy wyraz o, ciggn (7) wzorem

i #
e W B 4
A __2, “— 2 b. (14)

i=1 1=1
Przyjmijmy
vy = 0y (15)
oraz ogdlnie

Vp=0p— 0 (k=123,..) (16)

W takim razie szereg (2) bedzie wynikiem prostej zmiany
porzadku skiadnikéw szeregu (1). Istotnie, zwaimy najpierw, co
nastepuje:

10, Pierwszy wyraz ciggu (7) réwna sie pewnemu skiadni-
kowi Uy, szeregu (1) na podstawie wzoru (8).

2°. Drugi i kazdy dalszy wyraz ciagu (7) jest na podstawie
wzordw (8), (18) i (14) sums pewnej liczby odmiennych pomigdzy
soby rzedéw skladnikéw szeregu (1).

39 Na podstawie wzoréw (8), (18) i (14) kaidy wyraz gy
ciggu (7), pocagwsay od drugiego, wynika z wyrazu o, ktéry po-
przedza go bezposrednio, przez dodanie do niego pewnego takiego
skladnika szeregu (1), ktérego rzad jest odmienny od ragdu kazdego
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z tyeh skladnikéw szeregu (1), za sumg ktérych uwazaé naleﬁy
wyraz o,.

Z uwag tych wynika, ze pomigdzy skladnikami szevegéw (1)
i (2) istnieje taka wzajemna odpowiedniodé, iz kazdemu skladni-
kowi szeregu (2) odpowiada réwny mu skladnik szeregu (1), a ka-
zdemu inny.

Odpowiednio$é tg moZzemy okreslié wyraznie, o§wiadezajae, Ze
skladnikowi 2, szeregu (2) odpowiada skladnik w, szeregu (1),
a kazdemu innemu skladnikowi v, (k> 1) szeregu (2) ten skla-
dnik %, szeregu (1), ktéry wehodzi do wzoru

O = Oy —+ Uy,

okredlajacego o, w zaleinosei od a,_,.

Zeby okazaé, Ze szereg (2) jest wynikiem przemiany po-
rzgdku skladnikéw szeregu (1), pozostaje tylko udowodnié, Ze pray
powyzszej odpowiedniosei wzajemnej skladnikéw obu szeregéw
kazdemu skladnikowi szeregu (1) odpowiada oznaczony skladnik
szeregu (2).

Otéz kazdemu skladnikowi u, szeregu (1) odpowiada w pe-
wnym jednym z ciggéw (3) i (4) dokladnie jeden wyraz, ktéry
uwazany byé winien jako okreslony przez to, iz przedstawia war-
tosé bezwzgledng skladnika u, szeregu (1). W przypadku szezegdl-
nym, kiedy rzeezonym wyrazem jest wyraz a, ciaggu (3), odpowiada
skladnikowi u,, szeregu (1) skladnik

v =y

szeregu (2); jezeli zad owym wyrazem jest pewien wyraz g, (i > 1)
ciggu (3), to wyrazowi temu odpowiadaé bedzie pewna taka liczba
calkowita k, Zebyémy mieli

0, = 03 _l' ag,
a w takim razie wyrazowi u, szeregu (1) odpowiadalby wyraz
UV —4a; -

szeregu (2); gdyby nareszeie rozwazanym wyrazem byl pewien
wyraz b; ciggu (3), to wyrazowi temu odpowiadalaby pewna taka
liczba calkowita f, Zebyémy mieli

0=0_,— bj:
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a w tym przypadku odpowiadatby wyrazowi w,, szeregu (1) wyraz
9=—10
szeregu (2).

Zatem przy rozwazanej odpowiedniosei wzajemnej skladnikéw
szeregéw (1) 1 (2) odpowiada rzeczywiscie i kazdemu skladnikowi
szeregu (1) jeden skladnik szeregu (2). Poniewaz odpowiadajace
sobie skladniki szeregéw (1) i (2) sg pomigdzy sobg réwne, przeto
dowiedli$my, Ze szereg (2) w razie wyznaczania skladnikéw jego
ze wzordw (15) i (16) stanowi rzeczywideie wynik zmiany porzadku
skladnikéw szeregu (1).

W dalszym ciggu zalozymy, Ze skladniki szeregu (2) wyzna-
czone zostaly na podstawie wspomnianych wzordw.

Powiadam, ze ciag (6) mozemy tak okreslid, zeby szereg (2)
byl rozbiezny.

Istotnie, przyjmijmy ogdlnie

hy=1 (k=1,2,3,.).

zp'hﬂk:P1

k=1

i P
(J‘M_I_, =2‘ a; ——2‘ bj,

=1 J=1

Mamy tedy

oraz

gdzie przyjelismy dla krétkosei

Przyjawszy na kb, jakakolwiek, byle od zera wigkszg wartosé
calkowity, na przyklad wartoéé

hy=1,
mozemy ze wagledu na rozbieznosé szeregu (3) wyznaczaé kolejno
wyrazy ci
e fsy gy gy

z tego warunku, Zebyémy mieli

Um+p> p
przy kazdej, byle od jednogei nie mniejszej wartodel calkowitej
liezby p.



— B76 —

W takim razie wartosei wyrazéw ciggu (7) ograniczone nie
beds, i ciag ten bedzie z tego powodu (uwaga II, tw. I § 121) roz-
biezny, a poniewaz mamy

u
7 _—-2/ U;..’

przeto szereg (2) bedzie takze rozbiezny. DowiedliSmy wige, ie
drogs, prostej zmiany porzadku skladnikéw szeregu, ktdry jest zbie-
zny, bezwzglednie jednak zbieznym nie bgdac. mozliwem jest uzy-
skanie szeregu rozbieZnego.

Powiadam, Ze ciag (6) mozna tak okresli¢, Zeby szereg (2)
byl zbieiny i zeby suma jego réwnala si¢ dowolnie naprzéd danej
liczbie L.

Przyjmijmy ogdlnie

(17 m, :2‘&,.

Mamy tedy
Iy
(18) Om, :Z vy
i=1
Tig
v
(19) am.“= a'""lk-i-l +2’ 'umm__l—f-i;
=1
Ly
(20') Ty 2kt = Oy 2k +2‘ z’""gﬁ“ .
=1
Suma

hl
2
=1
i kazda suma postaci
hsl=+1

Y
2 vmgk+i,-

i=1

gdzie k oznacza od jednodei nie mniejsz liczbe calkowits, przed-
stawia sumg pewnej liczby kolejno po sobie nastgpujgeych skla-
dnikéw szeregu (3), a suma
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h‘n

E Ui 2 k-|—1+£

i=1

jest przy kazdej, od jednosei nie mniejszej wartodei calkowitej na k,
przez mniej jeden pomnoZony sume pewnej liczby kolejno naste-
pujacych po sobie skladnikéw szeregu (4). Poniewaz szeregi (3)
i (4) sg rozbiezne, przeto sumy postaci

Gg fa
Za, 1 ZZ),.:
J=ay i=fi
rosng nieograniczenie przy nieograniczonem zwigkszaniu liczb e, i f,,
jakiekolwiek wartosei catkowite i dodatnie nadaliby$my liczbom e,
i8,. Zatem uwzgleniajae powyzsze uwagi oraz wzory (18), (19) i (20)
i powolujae sig na zasadg indukeyi matematyeznej, mozemy okre-
§lié cigg (6) w sposéb nastgpujgey: na liezbg h, przyjmujemy naj-
mniejszg, od jednosei jednak nie mniejszg takq warto$é, Zebysmy
mieli
Om, = L; (21)
po wyznaczenin wszystkich wyrazéw ciggu (6) az do wyrazu hy,,
wlgcznie (k=1), przyjmujemy na hy, najmniejszg od jednosei
jednak nie mniejsza taks warto$é, zeby zachodzil zwigzek

Oy, =L, (22)

a liczbg hy,y; okreslamy nastepnie jako najmniejsza, od jednosci
nie mniejszg taka liczbe, zeby zachodzil zwigzek

E. 23)

Omg i1 =

Powiadam najpierw, Ze cigg
(24)

G}JRI ] aillg L] U‘!Ha ; i

jest ciggiem zbieznym o granicy réwnej liczbie L. Zwracajac sig
do zwigzkéw (22) i (23), sprawdzamy, Ze jaquolwiek od jednosci
wigkszg liczbe oznaczylibyémy przez p, liczba L nie moze by¢ ani
mniejsza od mniejszej z liczb

Ump i Ump"“_vm,?

ani wigksza od wigkszej. Mamy wige

l L— Jm‘Pl é . v-mp ] . (25)

Arytmetyka teorstyczna. 87
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Uwazajmy obecnie cigg
(26) Uneys Viigs Uinigsees

Ze wzgledu na zbieznogé szeregu (1) ciag
(27) iy ey Ugyies

jest ciggiem zbieznym o granicy réwnej zeru, zatem do dowolnie
przyjetej od zera wigkszej liezby & mozemy dobraé taks liezbg
calkowits i dodatnig N, Zeby nieréwnosé

pociagala za sobg nieréwnosd

(29) I Uy | < €,

a poniewaz kazdemu wyrazowi ciagu (26) odpowiada réwny mu
wyraz ciggu (27) i kazdemu inny, przeto liczbie calkowitej i do-
datniej N odpowiadaé bedzie druga liczba calkowita i dodatnia P
taka, zeby w razie nierdéwnosei

(30) p>P

wskaznik i tego wyrazu u, ciggu (27), kidry odpowiada wyrazowi v,
ciggu (26), sprawdzal nieréwnosé (28). Poniewaz za$ nieréwnodé (28)
pociaga za soba nierdwno$é (29), przeto ze wzglgdu na réwnosé

Um, = Ui,

nieréwno$é (30) pociggad bedzie za soba nierdwnosé
| 'Umi‘ l < €,

a wiec i nieréwnogé

(31) | L — O, | .

Zatem ciag (24) jest rzeczywidcie ciggiem zbieznym o granicy
réwnej liezbie L.

Powiadam teraz, ze cigg (7) jest takze ciggiem zbieznym, kté-
rego granica réwna tez si¢ liczbie L.

Istotnie, zachowujace poprzednie znaczenie dla symboléw & i P,
uwazajmy taki wyraz o, ciagu (7), ktérego wskaznik k sprawdza
nieréwnosé

(32) k> mpy.
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Liczbie % odpowiadaé bedzie oczywideie pewna taka liczba p,
29b}7§my mieli
m, =k < mpyyy . (33)
Z drugiej znéw strony, ze wzgledu na definieye wyrazéw
ciggu (7), wyrazy

amp: Um‘ﬁ—-l; Ump-l—*z‘-'- G'ml,_i_];

ciggu (7) stanowiy cigg skotiezony monotoniczny, podréd wyrazéw
ktérego znajduje sig ze wzgledu na zwigzki (38) wyraz o, ciggu (7).
Zatem wyraz o, nie moZe byé ani mniejszy od mniejszego, ani
wigkszy od wickszego z wyrazéw

0, i 0
”ip \Uip_l_-]

ciggu (24). Poniewaz zad liczba L takze nie jest ani mniejsza od
mniejszego, ani wigksza od wigkszego z tych wyrazéw ciggu (24),
przeto wyrazenie _
| op— L | (34)
nie moze byé wigksze od wigkszego z wyrazen
|om,— L| i |Ow,,— L] (3D)

Ale ze wzgledu na zwigzki (32) 1 (33) zachodzi nieréwnosé (30),
ktéra pocigga za sobs nierdwnosé (31), a wiee tembardziej i nie-
réwnodé ’

—L|<e.

| O,

Zatem kazde z wyrazen (3D) mniejsze jest od liczby e. Z tego
za§ wynika, ze wyrazenie (34) takze jest mniejsze od e. Mamy wige

o — L|<e. (36)

Zatem dowiedli$my, co nastepuje: kazdej, byle od zera wigk-
szej liczbie dodatniej e odpowiada pewna taka liczba calkowita
1 dodatnia

Mpyq,

iz nieréwnodé (32) pociaga za soby nieréwno$é (36).

Dowiedliémy wige, ze ciag (7) jest ciagiem zbieznym o gra-
nicy réwnej liczbie I. Poniewaz wyraz jakiegokolwiek rzgdu /&
ciagu (7) przedstawia sume & pierwszych skladnikéw szeregu (2),
ezyli redukt rzedu % tego szeregu, przeto z powyzszych rozwazan
wynika, Ze szereg (2) jest zbiezny, a suma jego réwna sig liczbie L.

byl
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Stwierdzamy wige, ze mozemy zawsze tak przemienié porzadek
skladnikéw szeregu zbieinego, ktéry bezwzglednie zbiezny nie jest,
izby uzyskany ta drogy szereg byl szeregiem zbieZznym o sumie réwnej
dowolnie naprzéd danej liczbie L. UzasadniliSmy wige w zupel-
noéei twierdzenie, o ktére chodzilo.

Dwa w tym paragrafie udowodnione twierdzenia uwidoezniajg
gleboks, rdznice, ktéra zachodzi pomigdzy szeregami zhieznymi hez-
wzglednie a szeregami zbieznymi tylko warunkowo wobec prze-
miany porzadku skladnikéw: jakakolwiek przemiana porzgdku skla-
dnikéw w szeregu zbieznym hezwzglednie nie tylko nie moze spro-
wadzaé dla szeregu zatraty wlasnodei zbieznosei, ale pozostaje bez
wplywn na warto§é sumy; natomiast przemieniajac w szeregu tylko
warunkowo zbieznym porzgdek skladnikéw, mozemy wedlug 7y-
czenia uzyskaé szereg rozbiezny, albo szereg zbiezny o sumie réwnej
dowolnie naprzéd danej liczbie. Zeby jednak zapobiedz wszelkiemu
nieporozumieniu, dodajemy, Ze wspomniane przeciwienstwo we wla-
snoSciach szeregbw zbieznych bezwzglednie 1 szeregéw zbieznych
warunkowo zachodzi tylko wobec takich przemiian porzadku skla-
dnikdéw, ktére obejmujg nieskonezenie wiele tychze; natomiast jaka-
kolwiek taka zmiana porzgdku skladnikéw szeregu zbieznego, ktdra
obejmuje tylko skonezong ich liczbg, nie moze w Zanym razie ani
sprowadzi¢ zatraty wlasnodci zbieZnodei szeregu, ani nawet wywrzed
jakiegokolwiek wplywu na wartodé sumy (poréwnaj ostatnie wier-
sze str. H1D).

W najblizszym zwigzku z okolicznodeiami, ktére towarzyszg
zmianie porzgdku skladnikéw szeregu nieskoniczonego, znajduja sie
te, ktére zachodzg w razie usunigeia pewnych skladnikéw z ozna-
czonego szeregu nieskonezonego; usungé pewien zbiér sktadnikdw ()
Z 0ZNACZONEZO SZeregu

(37 ty s - uy ...

znaczy utworzyé nowy szereg

(38) P R e E

spelniajacy warunki nastgpujace:

19 Kazdemu skladnikowi », szeregu (2) odpowiada pewien
Jeden i tylko jeden sktadnik u,, szeregu (U).

2°. Pray wszystkich wartodeiach wskaznika i mamy

V= Ug, .
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39, Nieréwnosé
J>1
pocigga za sobg nieréwnosé

o > ;.

49, Posréd tych skladunikéw szeregu (u), ktére w powyzszy
sposéb odpowiadaja skladnikom szeregu (v) nie znajduje sig zaden
skladnik ze zbioru (Z), ale zato znajdujy si¢ wszystkie inne skla-
dniki szeregu ().

Jezeli zbiér (Z) obejmuje skoriczong tylko liczbe skladnikéw
szeregu (u), to istnieja pewne takie dwie liczby calkowite i doda-
tnie » 1 m, iZ nierdwnosé

i>n
pocigga za sobg réwnesé

= um-]u(!

skad wynika, Ze szeregi (u) i (v) jednuezesnie tylko zbieinymi
szeregami byé moga, a nadto w razie zbieinodei suma szeregu (u)
oczywiscie réwna si¢ wynikowi dodania do sumy szeregu (v) sumy
sktadnikéw zbioran (Z).

Jezeli zad zbidr (Z) obejmuje nieskoriczenie wiele skladnikéw
szeregu (u), to, jak czytelnik z latwoseis udowodni, w razie zbies-
nosei bezwzglednej szeregu (u) szereg (v) jest zbiezny, 1 to bez-
wzglednie; w przypadku zas, kiedy szereg (u) zbieiny jest tylko
warunkowo, szereg (v) moze byé rozbiezny. Okolicznodé ta nastapi
niezawodnie w takim razie na przyklad, kiedy usuniemy z sze-
regu (u), zbieznego warunkowo, wszystkie skladniki ujemne, albo
wszystkie skladniki dodatnie.

Wyniki, do ktérych doszlismy, doskonale uwidocznis juz filo-
zoficzne znaczenie majaca okoliczno$é nastgpujaca: pewne twier-
dzenie moze byé uzasadnione, jakakolwiek wartosé skofczons,
choéby jak wielka, mialaby pewna liczba, a moze jednak by¢é bledne
w razie, kiedy wspomniana liczba nie jest skoficzong. Istotnie, suma
jakiejkolwiek liczby skladnikéw rzeczywistych posiada wlasnodé
przemiennosei, a jednak suma nieskonczenie wielu liezh rzeezywi-
stych, mianowicie suma skladnikéw szeregu zbieinego, rozumiejae
przez sumeg te sume szeregu, moie wlasnosci przemiennoéei nie po-
siadad. Oczywiscie zachodzi jeszeze pomigdzy sumg skoficzonej liezby
skladnikéw, a sumg nieskonezenie wielu tychze i ta zasadnicza réz-
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nica, Ze w pierwszym przypadku wyraz suma ma zawsze pewne

okre$lone znaczenie, a w drugim, o ile do definicyi podanych juz

w tych wykladach nie dodamy nowych, jest niepozbawione tresei

tylko w razie, kiedy chodzi o sumg skladnikdw szeregu zbieznego.
§ 128. Uwazajmy dwa szeregi zhiezne

(1) Uy oty —+us ...
@ G By e

Z definicyi sumy szeregu zbieznego i twierdzenia uzasadnio-
nego w § 117-tym, wynika, Ze iloczyn sum szeregéw (1) i (2) réwna
sig granicy niezawodnie zbieznego eiagu, ktérego wyraz rzedu p, 4,,
okreslony jest ogblnym wzorem nastgpujgeym:

NI

he=1 =1
Mozemy wige zawsze przedstawié (§ 120) iloczyn sum szere-

gébw (1) 1 (2) jako sume szeregu zbieZnego, mianowicie szeregn

Agp (= op U= ) oo

Jezeli jednak jeden przynajmniej z szeregow (1) i (2) zbietny
jest bezwzglednie, to w takim razie iloczyn sumy s szerequ (1) i sumy o
szerequ (2) mozemy przedstawié w postaci sumy szerequ zbieznego ksztaltu
bardziej dogodnego, mianowicie mamy wtedy

(4) s.0 =2 Wy,
k=1
prayjmujac
k
(5) W, =2' Wpggn » D
h=1

Zehy twierdzenie to uzasadnié, zalézmy, Ze szevegi (1) i (2)
sprawdzaja zalozenia twierdzenia i przyjmijmy

P
(6) Qp — A,. _'2' Wy.
k=1
Powiadam, 7e mamy

(7 lim @,=0.

p=oa



