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§ 125. Zeby lepiej zapoznaé caytelnika z naturs pojecia
zbieznosei, zamierzamy przeprowadzié blizszy dyskusye twierdzen
paragrafu poprzedzajgcego.

Przedewszystkiem wobee wspomnianych twierdzen nasuwa sie
z natury rzeczy pytanie nastepujace: ezy w twierdzeniach para-
grafu poprzedzajacego wyrazone warunki zbieznosei, wzglednie roz-
bieznodei szeregéw nieskoficzonych o skladnikach dodatnich sg ko-
nieczne ?

Zeby na pytanie to odpowiedzieé, uzasadnimy najpierw twier-
dzenie przygotowawcze, ktére opiewa, jak nastepuje:

Jezeli, oznaczajac przez a pewna jakakolwiek, byle od zera
wicksza liczbe, okreslimy ogdlnie wyraz rzedu k ciagu nieskonczonego

(1) Upy Ug,y Ugy...
réwnaniem

k
@) w=Va,

prayjmujge wartosé dodatnia na wyrazenie
k_
V"'r
to ciag (1) bedzie zbiedny, a gramica ciggu tego réwnaé sig bedzie

k
jednosci. Krdeej: wartos¢ dodatnia wyrazenia Va, gdzie a oznacea
liczbe od zera wicksza, amierza do jednosel, gdy liczba catkowita i do-
datnia k rosnie nieogramiczenie.
W przypadku szezegélnym, kiedy mamy

=1,
twierdzenie jest oczywiste, albowiem mamy, tedy
U, = 1

przy wszystkich wartodeiach wskaznika £.
Pozostajg wige tylko dwa przypadki do zbadania.
1% Przypadek, w ktérym mamy

(3) a>1.
2° Przypadek, w ktérym zachodzi nieréwnosé
(4) a<l.
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W razie nieréwnosei (3) mamy

e > 13
jezeli wige przyjmiemy
=14 a,, (5)
to zachodzié bedzie nieréwnogé
a, > 0. [ﬁ)

Mamy (str. 527) tedy
= (1} ) > 1+ ke,

a poniewaz mamy
Uk =a

na podstawie rownania (2), przeto mamy

it @

Z réwnosei (6) i (7) wynika natychmiast réwnodd

lim a, =0,

koo

ktéra ze wzgledu na réwnosé (b) pocigga za sobg réwnosé

lim w, =1, (8)

kwmoo

a ta wyraza wlasnie, Ze ciag (1) jest ciggiem zbieZnym o graniey
réwnej jednosei

Przypadek, w ktérym zachodzi nieréwnoéé (4), mozemy latwo
sprowadzié do przypadku poprzedzajjcego: przyjmijmy

T
a = .
i
Mamy tedy
1
= "/‘-;, )
oraz
a>1,
zatem
k
lim Ja’ =1, (10)
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a poniewaZ na podstawie wzoru (9) mozemy uwazaé u, za iloraz
podzialu k-tego wyrazu ciggu nieskonczonego, ktérego wszystkie
wyrazy réwnajg si¢ jednodei i ktérego granica zatem takze jednodei
sig réwna, przez k-ty wyraz ciggu, ktérego granica réwna sig ze
wizgledu na réwnanie (10) znowu jednosei, przeto (§ 117) i w obe-
enym przypadku zachodzi réwnosé (8), ktdéra pragneliémy uzasa-
dnié. Udowodnili§my wige w zupelnosei twierdzenie, o ktére chodzilo,
Uwazajmy obecnie szereg nieskonezony

(11) ty - 1ty -y - ...
o skladnikach dodatnich i zalézmy, Ze jest zbiezny cigg nieskoniezony

Uy Uy Uy
- '-’ _,—-u

(12) B

ktérego wyraz ogélny rzedu k réwna si¢ stosunkowi skladnika
rzgdu k-1 szeregu (11) do skladnika, ktéry go w rozwazanym
szeregu bezposrednio poprzedza.

Oznaczajge granicg ciggu powyzszego przez a, mamy tedy

(13) Jim 2 = g.

koo Uy

Zamierzam udowodni¢, Ze przy tych zalozeniach zachodzi
réwno$é nastepujgca:

(14) lim V"’; =,

koo

gdzie, zaréwno jak i we wszystkich dalszych rozwazaniach, winna
byé uwazana tylko dodatnia wartodé pierwiastka.

W tym celu zwazmy, Ze jakgkolwiek, byle od zera wigksza
liczbg oznaczylibyémy przez w, liczbie tej odpowiadaé bedzie w kai-
dym razie taka liczba calkowita i dodatnia m, Zeby nieréwnosé

(15) k=m

pociggala za soba nierdwnodé

(16) ]";—*f—a

< u.
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Nieréwnos¢ ta pociaga za sobs nieréwno$é nastepujaes:

11
k1
- <etu

k

skad latwo moZemy wywnioskowaé na podstawie zasady indukeyi
matematyeznej, ze zwiagzek (15) pociaga za soby zwiazek

- U, < U (@4 )" = (a —l_”)k(a—J;gz

&
4 s
= u
wy, < (a -} 1) o (17
Vi < (a4 T )
Twierdzenie przygotowaweze dopiero co dowiedzione poucza

nas, Ze mamy
k

lim =
kmoo I/ (a -k—m'"

Zatem uwazanej przed chwily liczbie p odpowiadaé bedzie
taka liczba calkowita i dodatnia N, Zeby nierdwnosé

k=N (18)

pociggala za sobg nieréwnosé

IV ’<a+~

m+mV | <

Mozemy oczywiscie narzucié liczbie N dodatkowy warunek,
polegajacy na tem, Zeby$my mieli N=m.

Zalétmy, ze liezba N i ten warunek sprawdza. W takim razie
nieréwnoéé (18) pocigga za sobs préez nieréwnosei (19) jeszcze nie-
réwnosé (10), a wige i nierdwnoéé (17). Z nieréwnosei (19) mamy

k

(a+m (a+ﬂ)m< a—+-2u,

ezyli

(19)

skad
Vi < a 20 (20)

na podstawie nierdwnosei (17).
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Zastanéwmy si¢ chwilowo nad przypadkiem szezegllnym,
kiedy mamy
(21) a=20,

Poniewaz wyznaczywszy liczbe u z réwnania
2u=z¢,

gdzie oznaczyliémy przez & dowolnie dang, byle od zera wiekszsg,
liczbg, uzyskamy na u wartodé, kiérej ze wzgledu na udowodniony
dopiero co wynik odpowiadaé bedzie taka liczba calkowita i doda-
tnia N, ‘Zeby zwigzek (18) pociagal za sobs zwigzek (20), przeto
liczbie & odpowiadaé bedzie taka wartosé liczby N, iz nieréwnodé (18)
pociggaé bedzie za sobg nieréwnosé

V“k < &,

skad ze wzgledu na nieréwnosé

*
Vu, > 0,

wynika, Ze mamy
k
lim Y, = 0.
k=co
Zatem w przypadku szczegélnym, kiedy zachodzi réwnosé (21),
uzasadnili§my juz réwnoéé (14).
Wracajge do przypadku ogélnego, mozemy ze wzgledu na
wynik poprzedzajscy zalozyé bez szkody dla ogélnosei, Ze zachodzi
nieréwnoéé

(22) a>0.

Mozemy tedy ograniczyé wybdr wartodei na liczbe u do war-
todei sprawdzajacych nieréwnosé

(23) < a.
Na podstawie nieréwnodei (16) mamy w kazdym razie
(24) M i
Uy,

jeteli tylko liczba k sprawdza nieréwnosé (15). Zwasywszy, Ze mamy
a—u>0
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na podstawie nieréwnosei (23), latwo stwierdzié mozemy drogg in-
dukeyi matematycznej, opierajgc sig na tem, ze zwigzek (15) po-
ciaga za soba nieréwnosé (24), t¢ okolicznosé, iz zwigzek (15) po-
cigga za sobg nieréwnosé

Uy > Uy, (@ — p"
ezyli
_Um
(@ — )™’

w > (0 — w)"
skad

l}“_x > (a—p) V(_a%y)”‘ ’ (25)

Poniewaz na podstawie twierdzenia przygotowawczego, uzasa-
dnionego wyzej, mamy
k

lim o =
T 00 (a' —— g&)m ?

przeto drogs ewentualnego zwigkszenia liczby N, stanowigeej praws
strone zwigzku (18), moZemy to uzyskaé, zeby zwiszek (18) po-
ciggal za sobg préez nastepstw rozwazanych poprzednio jeszeze
i nieréwnoéé nastgpujacy:

(aﬂu)l/_ _"i .F(a—n)’ﬂt,
kad (a—u)

O L

Ze wagledu na (26) mamy tedy

V> a—24. - (26)

Dowiedli$my wige, %e kazdej nieréwnodé (23) sprawdzajacej,
byle od zera wigkszej wartodci liczby u, odpowiada taka liczba cako-
wita i dodatnia N, iz nieréwnoéé (18) pociaga za soby jednoczesnie
nieréwnodei (20) i (26). Nieréwnofci te pociagaja za sobg oczywi-
Scie nieréwnoéé

Vi ol < 200 @
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Jakakolwiek od zera wigksza liczbe oznaczylibySmy przez e
mozemy przyjaé na liczbg p wartodé od zera wigkszg, sprawdza-
jacs préez nieréwnodei (23) jeszeze nieréwnosé

2u=e,

a poniewaz na podstawie uzyskanych wynikéw przyjetej w ten
sposéb wartosei na p odpowiadaé bedzie taka liczba calkowita i do-
datnia N, Zeby nieréwnosé (18) pociggala za sobg nieréwnoéé (27),
ktéra znéw przy rozwazane] wartoSei na u pocigga za sobg nie-
réwnosd

(28) l;u'; —a \ < s,

przeto stwierdzamy, ze kaidej od zera wigkszej liczbie & odpowiada
taka wartosé liczby calkowitej i dodatniej N, iz nierdwnoéé (18)
pociaga za sobg mieréwnosé (28).

Ostatecznie wiee dowiedliSmy, #e zgodnie z zapowiedsig
réwnosé (13) pociaga zawsze za sobg réwnosé (14). Ostrzegamy
jednak, ze jak si¢ przekonamy nizej, odwrécenie twierdzenia tego
byloby bledem, albowiem réwnosé (14) moze zachodzié, chociazby
réwnosé (13) nie zachodzila.

Zakladajae w dalszym ciagu, Ze szereg (11) ma wlasnosé,
ktéra wyrazié mozemy réwnodeig (13), zwréémy si¢ do przypadku
seezegdlnego, w ktérym mamy

(29) g=1

Jezeli tedy oznaczymy przez | jakakolwiek, byle od zera nie
mniejszg, ale od jednosci mniejszg liczbe, to ze wzgledu na postaé

(30) lim 28 — 1

)
kmano ‘uk

ktérg przyjmuje obecnie réwnosé (13), zachodzi¢ bedzie zwigzek
Ut
dla wszystkich od pewnej dostatecznie wielkiej, w zaleznogei od

liczby 1 okredlonej liczby wigkszych wartodei wskaznika k. Zatem,
szereg (11) nie spelnia warunku zbieZnosei, podanego w twierdzeniu

d’Alemberta.
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Poniewaz za$, jakedmy wyzej udowodnili, réwnosé (13) pocigga
za sobg réwnodé (14), przeto ze wzgledu na (30) mamy

&
lim Ju, = 1. (31)
]

Zatem zachowujac poprzednio nadane znaczenie literze I, przy
kazdej wartodei wskaznika &, byle wiekszej od pewnej dostatecznie
wielkiej w zaleznosci od liczby I okreslonej liczby, zachodzié be-
dzie nieréwnosé

l}uk>3.

Z tego wynika, ze szereg (11) nie czyni zado$é i warunkom
zbieznosei twierdzenia Cauchyego. Pomimo to jednak szereg (11)
moze, choé nie musi, by¢ zbieiny. Istotnie, przyjmijmy ogélnie

1

= (32)

oznaczajac przez r pewng liezbe od liczby calkowitej % niezalezns.
Powiadam, Ze przy wartodei (32) ogélnego skladnika szeregu (11)
szereg ten ma wlasnodé, polegajaca na réwnodei (30). Rzeczywiseie
mamy bl

)

by Tk
ina podstawie wzoru tego spostrzegamy natychmiast, ze réwnosé (30)
zachodzi przynajmniej w przypadkach, kiedy » réwna sig jednej
z liezb
—1,0 lub 1.
Przy kazdej innej wartosei calkowitej liczby » wyraZenie
(]
Je
uwazane by¢ moze za iloczyn skoriczonej liezby czynnikéw, réwnych

liczbie
;-ﬁ-ik_-l lub Jc_—T:_]t’
zaleznie od znaku liezby r, a pﬂnieWﬂﬁ mamy
hm'a‘___l__l__,hm =1,

k=00 k=co k + 1

Arytmetyka teorstyczna. =2
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poniewas wige rozwazane wyrazenie uwazane byé moze za iloczyn
réwnorzednych wyrazéw ciggéw zbieznych o wspdlnej granicy rs-
wnej jednosei, przeto rzeczone wyraZenie zmierza samo do jednodei,
Zatem przy wartosei (32) skladnika ogélnego szeregu (11) zachodzi
rzeczywiscie réwnosé (30).

Uzasadniliémy ten wynik jedynie dla wartoscei calkowitych
liczby #, z tych samych przyczyn, z powodu ktérych tylko pod
tym dciedniajacym warunkiem, dowiedlimy tw. Il-go § 123-go;
nadmieniamy jednak, Ze w rzeczywistodei zwigzek (30) zachodailby,
jakgkolwiek liczhg rzeczywisty oznaczylibysmy przez ».

Zwazmy teraz, e na podstawie tw. II-go § 123-go szereg (11),
w razie przyjecia wzoru (32) na skladnik egdlny tego szeregu, be-
dzie zbiesny pod warunkiem

>0,

a rozbieiny we wszystkich innyeh praypadkach.

Poniewaz zad stwierdziliémy przed chwils, Ze w razie réwno-
gei (30), szereg (11) nie sprawdza ani warunku zbieZnodei twier-
dzenia d’Alemberta, ani warunku zbieZnosci twierdzenia Cauchyego,
przeto na pytanie, postawione na czele tego paragrafu, winnidmy
odpowiedzieé, Ze wspomniane warunki zbieznodei nie sg konie-
cznymi warunkami zbieZnodei, leez tylko warunkami dostate-
cznymi, OdpowiedZ t¢ mozemy uzupelnié, dodajge, Ze i warunki
rozbieznodei, podane w twierdzeniach d’Alemberta i Cauchyego, sy
tylko wystarczajgeymi, nie za$ koniecznymi warunkami rozbiez-
nodei, albowiem szereg

k

kel

jest (§ 123, tw. II) rozbieny, chociaZ nie sprawdza oczywiscie Za-
dnego z rozwazanych warunkéw rozbieznodei,

Zestawmy odpowiedZ uzyskang na pytanie, postawione na czele
tego paragrafu, z uwags nastepujaca: jezeli wogdle zbieznodé lub
rozbieinodé oznaczonego szeregu o skladnikach dodatnich moze byé
stwierdzona na podstawie jednego z dwéch twierdzen paragrafu po-
przedzajacego, albo na podstawie kazdego z nich, to istnieje szereg
geometryczny, przez pordwnanie ktérego z rozwazanym szeregiem
mozemy rozstrzygnaé na podstawie tw. II-go z § 122-go, czy roz-
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wazany szereg jest zbiezny, Zestawienie powyisze nasuwa oczy-
wiécie pytania nastgpujgce:

1°. Ozy istniejsy szeregi o skladnikach dodatnich, ktérych
zbieznosé lub rozbieznoéé wogdle nie moze byé stwierdzona na pod-
stawie tw. Il-go § 122-go drogg pordwnywania tychZe z szeregami
geometrycznymi ?

20, W jakiej mierze twierdzenia paragrafu poprzedzajacego
podaja srodki do rozstrzygnigcia, czy pewien szereg o skladnikach
dodatnich, ktérego zbieznodé lub rozbieino$é moglaby byé stwier-
dzona na podstawie tw. II-go § 122-go droga poréwnywania sze-
regu tego z szeregiem geometrycznym, jest w rzeczywistoci szere-
giem zbieznym lub rozhieznym?

Jezeli zbieznosé pewnego szeregu

g~ vy -t ..

o skladnikach dodatnich wogéle moze byé stwierdzona na podsta-
wie tw. II-go § 122-go droga poréwnywania szeregu tego z pewnym
szeregiem geometrycznym, to istniejg dwie lieczby od zera wigksze
lia (a<<1) takie, zebySmy mieli

u = la*, (33)
byleby wskaznik & sprawdzal nieréwnosé postaci nastgpujacej:
k>N, (34)

gdzie N oznacza pewns, dostatecznie wielks liczbg dodatniy i cal-
kowitg. W takim razie nieréwnosé (34) pocigga za sobg zwigzek

V«T;:l/i_ (35)

gdzie mamy na wagledzie wartoei dodatnie pierwiastkéw. Ponie-
waz mamy (str. 538)
k
lish l/i =4
k=00 a

przeto oznaczajac przez a' jakgkolwiek liczbe sprawdzajacg nie-
réwnosei

a<a <1,
3b*
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mozemy drogy ewentualnego zwigkszania liczby N tego dopigd, ze
nieréwnosé (34) pociggnie za soby nieréwno$é nastepujacy:

k -
@ f(a"
a 3

a w takim razie ze wzgledu na to, iz nieréwnosé (34) pocigga za
sobg nieréwnodé (35), nieréwnosé (34) pociagaé bedzie takZe za sobg
nieréwnosé

* -—
V.u;,- '-( G-’.

Zatem w rozwazanym przypadku oznaka zbieznodel, podana
w twierdzeniu Cauchyego, bedzie istotnie zachodzi¢. Dochodzimy wiee
do wyniku nastepujacego: jezeli wogodle zbieznosé pewnego szeregu
o skladnikach dodatnich moze byé uzasadniona na podstawie tw. II-go
§ 122-go droga poréwnywania szeregu tego z szeregiem geome-
tryeznym, to zbieznosé rozwazanego szeregu moze bycé takze uza-
sadniona na podstawie twierdzenia Cauchyego.

Poniewaz stwierdziliSmy wyZej, ze istniejs szeregi zbieine
o skladnikach dodatnich, ktére cechy zbieznodei podanej w twier-
dzeniu Cauchyego nie posiadaja, przeto o ile chodzi o zbieinodé,
to na pierwsze z pytan postawionyeh wyZej. mozemy odpowiedzied,
jak nastgpuje: istniejy szeregi, ktérych zbieinoéé nie moze byé
stwierdzona na podstawie tw. II-go § 122-go drogs poréwnywania
tych szeregéw z szeregami geometryeznymi.

Co do drugiego pytania, to mozemy oezywiseie obeenie oswiad-
czyé, ze zbieznosé szeregu o skiadnikach dodatnich, ktérego zbiez-
noéé wogdle moze hyé stwierdzona na podstawie tw. II-go § 122-go
droga pordwnywania szeregu tego z szeregiem geometrycznym, moze
zawsze byd stwierdzona na podstawie twierdzenia Cauchyego.

Czy moiemy powiedzieé to samo o twierdzeniu d’Alemberta?
Z latwodcig przeckonaé si¢ mozemy, iz tak nie jest. Istotnie,
oznaczmy przez a i b dwie od zera wigksze liczby, sprawdzajgce
nierdwnodei nastepujgee:

a<1
a.b>1
i przyjmijmy ogélnie
Ugiy = Q20
Uy =ba?™' k=1,23,..
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W takim razie skladniki szeregu
Uy~ thy g - ...,
ktéry bedzie mial postaé nastepujaes:
1 4 ba +- a* - ba® - a* 4 bad ...,
beda nie wigksze od skladnikéw szeregu geometrycznego zbieznego
nastepujacego: bbb -Bad ...

gdyZz w nastepstwie zaloZen, przyjetych co do liezh @ i b, mamy b >1.
Zatem rozwazany szereg bedzie zbiezny i, ze wzgledu na
wynik dopiero co uzyskany, zbieznodé szeregu tego moglaby hyé
stwierdzona na podstawie twierdzenia Cauchyego.
Natomiast rozwazany szereg nie posiada cechy zhieznodei, po-
danej w twierdzeniu d’Alemberta, albowiem mamy:

Uy
—=pa >1,
k=1
skad wynika, Ze nie istnieje taka liczba od jednosei mniejsza, zeby
stosunek i

Uy g ?

poczynajac od pewnej dostatecznie wielkiej wartodei wskaznika n,
stale od liczhy tej byl mniejszy ).

Przekonaliémy sie wige, Ze o ile chodzi o zbieznodé, to kry-
teryum, wynikajgce z twierdzenia d’Alemberta, mniej jest ogdine,
anizeli kryteryum, wynikajace z twierdzenia Cauchyego. Winniémy
jednak dodaé, ze w przypadku najwazniejszym, a mianowicie, kiedy
cigg (12) jest zbiezny, twierdzenie d’Alemberta i Cauchyego moga
w zupelnodei zastapié jedno drugie, o ile chodzi o stwierdzenie
zbieznogei. Istotnie, jezeli ciag (12) jest zbieZny, a granica jego réwna
sig pewnej liczbie a, jezeli wige zachodzi réwnosé (13), to zachodzi
takze réwnodé (14). Z tego wynika, e zaréwno stosunek

e’

1) Rozwazany przed chwily szereg stanowi przyklad przypadku, w ktérym
zachodzi réwnobé (14), nie zaé réwnobé (13). Zatem zgodnie z uwagg uezyniong

wykej twierdzenie, wedlug ktérego rownoéé (14) jest nastgpstwem réwnoéei (13),
edwrdconem byé nie moe,
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jak i wyrazenie

k

V”k!
pozostawaé mogg, poczynajge od pewnej dostatecznie wielkiej war-
tosei wskaznika k, mniejsze od oznaczonej liezby a’ tylko w razie
kiedy pomigdzy liczbg a’, a granica a ciagu (12), zachodzié bedzie

zwigzek
a =a.

Zatem o stwierdzeniu zhieznodei szeregu (11) na podstawie
ktéregokolwiek z omawianych twierdzed moze byé mowa tylko
W razie nierdwnosci

a1,

Jezeli zas warunek ten jest spelniony, to kazdej liczbie o/,
sprawdzajacej nieréwnosci

a<a <1,

odpowiadaé bedzie pewna taka liczba calkowita i dodatnia N, iz
nieréwnosé
k> N

pociggad bedzie za sobg kazdg z nieréwnosei

k
E:;—*'~'<a’ i l/a?,(a.’.

Dochodzimy wige do wyniku nastepujpcego: jezeli cigg (12)
jest zbieiny, to zbieznodd szeregu (11), jeZeli on jest zbiezny, moze
byé¢ stwierdzona w razie nieréwnosei

a <1,

zaréwno na podstawie twierdzenia d’Alemberta, jak i na podstawie
twierdzenia Cauchyego; jezeli za$ liczba a od jednodci mniejszg nie
jest, to zbieznodé szeregu (11), jezeli szereg ten jest zbiezny, nie
moze byé wywnioskowana ani z twierdzenia d’Alemberta, ani z twier-
dzenia Cauchyego.

' Pozostajg jeszcze do oméwienia okolicznodei, ktére zachodza
przy stwierdzaniu rozbieinosci szeregu o skladnikach dodatnich
zapomocg metod, ktére stanowis przedmiot obecnej dyskusyi.



Zwazywszy najpierw, Ze natychmiastowem nastgpstwem teoryi
sueregdw geometrycznyeh, wylozonej w § 123-cim, jest ta oko-
licznodé, iz warunek konieczny i wystarczajacy zbieznodei szeregu
geometrycznego, polega na tem, zeby ciag jego skladnikéw byl
ciggiem zbieinym o granicy réwnej zeru, przekonywamy sie, Ze
rozbieznos$é oznaczonego szeregu o skladnikach dodatnich w takim
tylko razie uzasadniona byé moze na podstawie tw. II-go § 122-go,
droga poréwnywania szeregu tego z szeregiem geometrycznym,
jezeli ciag jego skladnikéw te ma wlasnoéé, iz poezgwszy od
pewnego skladnika rzedu dostatecznie wysokiego, wszystkie skla-
dniki szeregu pozostajg wigkszymi od pewnej od zera wigkszej
liczby, co oczywiscie zdarzyé sig moze tylko w razie, kiedy ciag
skladnikéw rozwazanego szeregu nie jest ciggiem zbieznym o gra-
nicy réwnej zeru. Poniewaz za$ istniejs szeregi rozbieine o skla-
dnikach dodatnich, w ktérych ciag skladnikéw jest ciagiem zbie-
Znym o granicy réwnej zeru, przeto zgodnie z tem, czego powin-
nismy byli spodziewaé si¢ ze wzgledu na uzyskane juz wyniki,
rozbieznodé szeregu o skladnikach dodatnich nie zawsze stwierdzona
byé moze drogg pordéwnania szeregu tego z szeregiem geometry-
cznym. Zwracajac sig do twierdzed d’Alemberta i Cauchyego, z la-
twoseig spostrzedz moZemy, Ze twierdzenia te, ktére oczywiscie
tylko w takich razach podaé mogg érodek do stwierdzenia roz-
bieznosei szeregu o skladnikach dodatnich, kiedy okolicznosé ta
uzasadniona byé moze na podstawie tw. II-go § 122-go drogg po-
réwnania rozwazanego szeregu z szeregiem geometryeznym, nawet
w takim przypadku nie zawsze dajg moinoé¢ udowodnienia roz-
bieznodei szeregu. Istotnie zaléZmy, ze ciag

Uy %&2, T{'-s,.-.
jest ciggiem malejgeym o granicy ¢ od zera wigkszej, ale od je-
dnodei mniejszej. W takim razie skladniki szeregu
Uy -y s - (36)

sg odpowiednio nie mniejsze od skladnikéw réwnorz¢dnych szeregu

g+9+9+9-

ktéry jest szeregiem geometrycznym o ilorazie réwnym jednoser,
skad wynika, ze rozbieznosé szeregu (37) moglaby by¢ stwierdzona
drogs poréwnywania szeregu tego z szeregiem geometrycznym.
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Jednakie rozbieinodé szeregu (36) nie moglaby byé¢ wywniosko-
wana ani z twierdzenia d’Alemberta, ani z twierdzenia Cauchyego.
Istotnie, mamy stale

s
it
oraz
. Mg im thys
(37) lim —& = 3 — ==,
koo Uy lim o, g
k=m0

skad wynika, 7e twierdzenie d’Alemberta pozostawiloby nas w nie-
pewnosei co do rosbieZnoei rozwazanego szeregu. Poniewaz zaé
z drugiej strony mamy

g 1y

przeto, poczgwszy od pewnej dostatecznie wielkiej wartosei na %,
mielibysmy
w1,

a wiee i
k..
Vi < 1,

a poniewaz z drugiej strony, na podstawie twierdzenia praygoto-
wawczego, uzasadnionego wyzej, réwnosé (37) pocigga za soba
rdwnosé
lim Vir‘k =1,
przeto i twierdzenie Cauchyego nie dostarézyloby odpowiedzi na
zapytanie, czy szereg (36) jest rozbiezny.
‘Zeby juz calkiem wyeczerpaé dyskusye twierdzen d’'Alemberta

Cauchyego okazemy, ze kiedy chodzi o stwierdzenie rozbieznosei
szeregu o skladnikach dodatnich, to Zadne z tych twierdzen nie
moze byé uwazane za ogdlniejsze od drugiego. Istotnie, jezeli okre-
$limy ogélnie skladnik w, rzedu % pewnego szeregu wzorem

k1
to mamy stale

Uy
RS 1
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i rozbieznodé szeregu wynika z twierdzenia d’Alemberta. Poniewaz
za$ mamy stale

< 1,
przeto mamy
1-._
Vur < ' ke W
] ?;(‘-’_ L 3 1
oraz Ca
J A
lim V!{,k =1 WS atN
k=oa ‘.‘- :
ze wzgledu na réwnosé
v
lim ~ =1,
Uy,

przeto twierdzenie Cauchyego pozostawiloby nas w niepewnosei, czy
rozwazany szereg jest zbiezny, czy tez rozbiezny. Gdybysmy zad

przyjeli
k41
k 2

", =
to mielibyémy stale

Bt 1, lim =1
Uy koo Uy

i twierdzenie d'Alemberta nie daloby moznodei rozstrzygnigcia

o zbieznosdei lub rozbieznosei szeregu. Natomiast, poniewaz mieli-

bysmy stale

> 1,

przeto mielibySmy takze
fu > 1,
skad wynika, ze twierdzenie Cauchyego przywiodloby nas do stwier-
dzenia rozbieznodci rozwazanego szeregu.
Przechodzimy do oméwienia pewnych ogdlnych i zajmujgeych
wnioskéw, ktére wysnué mozemy z dyskusyi poprzedzajacej.
Widzieliémy, ze klasa przypadkéw, w kiérych zbieinosé sze-
regu o skladnikach dodatnich stwierdzona by¢ moze na podstawie
twierdzenia Cauchyego, szersza jest od klasy praypadkéw, w ktd-
rych to samo uskutecznione byé moZe na podstawie twierdzenia
d’Alemberta. Poniewaz jednak zastosowywanie twierdzenia d’Alem-
berta jest z reguly daleko latwiejsze, anizeli zastosowywanie twier-
dzenia Cauchyego, przeto twierdzenie to, pomimo okolicznosei wspo-
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mnianej dopiero co niekorzysei, jest ze stanowiska zastosowan nad-
zwycezaj wazne.

Zeby jednak wytworzyé sobie nalezyte pojecie o domiostosci
twierdzenia d’Alemberta, nalezy uwzglednié okoliczno$é nastepujaca;:
te szeregi o skladnikach dodatnich, do badania ktérych bywamy prazy-
wiedzeni, posiadajg prawie zawsze te wlaseciwosdé, iz stosunek skia-
dnika rzedu k-1 do skladnika rzedu & zmierza do oznaczonej
granicy «, gdy k roénie nieograniczenie; otéz w takich razach
twierdzenia d’Alemberta i Cauchyego, uwazane jako érodki do
stwierdzenia zbieznodei szeregéw, najzupelniej mogs zastgpowad
siebie wzajemnie i prowadzs do wyniku nastgpujgcego: jeéeli liczba,
ktéra dopiero co oznaczylismy przez a, jest od jednosci mmiejsza,
to rozwazany szereq jest zbiedny.

Jezeli ehodzi o stwierdzenie rozbieZnodei szeregu o skladnikach
dodatnich, to metoda poréwnywania rozwazanego szeregu z szeregiem
geometrycznym, a zatem takie twierdzenia d’Alemberta i Cauchyego,
wielkiego znaczenia nie majg, a to z przyczyny nastepujgcej: roz-
bieznosé szeregu stwierdzona byé moze wspomniang metoda, jakesmy
widzieli wyzej, tylko w razie, kiedy skladniki szeregu, poczynajge
od skladnika pewnego dostatecznie wysokiego rzedu, pozostajs stale
wigkszymi od oznaczonej, od zera wigkszej liczby; otéz okolicznosdé
ta, ktéra ze wzgledu na tw. IIl-cie § 121-go stanowi dostateczny
warunek rozbieznosci, z reguly latwo stwierdzona byé moze hez-
posrednio. Wobec tego wielkie ma bardzo znaczenie tw. Il-gie
§ 123-go, albowiem na podstawie tego twierdzenia mozemy, postu-
gujae sie metods poréwnywania dwéch szeregdw, rozstrzygnaé, czy
pewien szereg jest zbiezny lub rozbiezny w takich przypadkach,
w ktérych twierdzenia d’Alemberta i Cauchyego pozostawialyby nas
W niepewnosci.

§ 126. Zamierzamy obecnie oméwié klasg szeregéw, ktdra
obejmuje pewne szeregi zbiezne warunkowo, nie za§ bezwzgle-
dnie, przez co udowodnimy istnienie szeregéw zbieznych, ktére
nie sy zbieznymi bezwzglednie. Szeregi, ktére mamy na mysli,
84 tak zwane szeregi przemienne, kitérych wlasnoéé charakte-
rystyezna polega na tem, iz skladniki takiego szeregu réwnaja
si¢ naprzemian liczbom dodatnim i ujemnym, co wyslowié mozemy
wyrazniej, orzekajac, Ze szeregiem przemiennym nazywamy wszelki
szereg, w ktérym kazde dwa sgsiednie skladniki réwnajg sie liczbom
o znakach przeciwnych.
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L Jezeli wartosci bezwzglgdne skiadnikéw szeregu przemicnnego
tworzg cigg malejacy o granicy réwnej zeru, to rozwatany szereq jest
zbiezny.

Istotnie zaléZmy, Ze szereg

g iy )

czyni zadod$é zalozeniom twierdzenia, MoZemy bez szkody dla ogdl-
nofei przyjad, Ze pierwszy skladnik szeregu tego jest dodatni, albo-
wiem w razie przeciwnym pierwszy skladnik szeregu

g~ uy 4ty ...,

ktéry oczywidcie jest zbiezny jednoczeénie z szeregiem (1) i spraw-
dza zaloZenia twierdzenia, réwnalby si¢ liczbie dodatniej i dowéd
zbieznosei szeregu (1) sprowadzalby si¢ do dowodu zhieznodei sze-
regu analogicznego, w ktérymby pierwszy skladnik réwnal sig liczbie
dodatniej. Zakladamy tedy, ze mamy

u, > 0. (@)

W takim razie skladniki rzedéw nieparzystyeh szeregu (1)
réwnaé sie beds liezbom dodatnim, a skladniki rzedéw parzystych —
lieczbom ujemnym. Mamy nadto stale

|| = | thga | (3)
oraz
lim 4, = 0. (4)
k=00
Przyjmijmy ogélnie
8, = 2‘ ", (5)

i uwazajmy ciagi nieskoriczone nastgpujgce:
81y 835 Sgyeee Sarqayes (6)

Sgy 84y Sgyees Spupees ()

Ciagi te majs wlasnodei nastepujgce:
1% Ciag (B) jest ciggiem malejacym, albowiem mamy

Soj48 = Sappa + (u'.n-[-ﬁ + uM‘H’)!
skad

Saxgs = S
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poniewaz mamy zwigzki

| Uappo | = | tosgy |,
?£2k+k = 0 ifg;,_.l_q — 0

z ktéryeh wynika zwigzek

Upiyn + Uaiys = 0.

20, Cigg (7) jest ciagiem wzrastajacym, albowiem mamy

S e = Sgx + (g k1 + Ugppa)y
skad wynika zwigzek

. . Saaps = i
na podstawie zwigzku

Uy pr = Mg = 0,

ktéry znéw jest nastgpstwem zwigzkéw

[ Hanga | = | tharga |,
Uapen = = 0 Ugyya =0,

zachodzgeych na podstawie zaloZen, poczynionyeh o skladnikach
szeregu (1).

3% Kazdy wyraz ciagu (7) ma wartodé nie mniejszg od war-
tosei jakiegokolwiek wyrazu ciggu (6). Istotnie, uwazajmy jakikol-
wiek wyraz sy, ciggu (6) i jakikolwiek wyraz s, ciggu (7).

Oznaczmy przez k jakakolwiek liczhe calkowits, byle czyniges
zadodé jednoezednie nierdwnogeiom

k>4, k>i.
Na podstawie wynikéw, dopiero co uzyskanyeh, mamy

Sa541 = Sarday

S0 = Sais
a poniewa’ mamy

Sgpqa = Sop -+ K-

Uapia =0,

oraz

przeto mamy
Sox = S -
Mamy wige rzeczywisdeie

80y = Sagpa s
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jakgkolwiek wartodé calkowita, byle od jednodei nie mniejszs, przy-
jelibydmy na i i jakakolwiek, byle od zera nie mniejszg wartodé
calkowits mialaby liczba j, a o to wladnie chodzilo.

Zestawiajye pierwszy 1 ostatniy z trzech uwag powyzsaych,
stwierdzamy, Ze cigg (6) jest ciggiem malejacym, ktérego zaden
wyraz nie jest mniejszy od oznaczonej liczby, za kiérs przyjaé
mozemy dowolny wyraz ciagu (7), na przyklad wyraz s,. Zatem
(§ 116, tw. II) ciag (6) jest ciagiem zbieznym. Na podstawie tegoz
twierdzenia cigg (7) jest takze ciggiem zbieznym, albowiem zesta-
wiajge drugg 1 trzeciy z uwag dopiero co uzasadnionych, stwier-
dzamy, ze ciag (7) jest ciagiem wzrastajacym, ktérego zaden wyraz
nie jest wigkszy od oznaczonej liczby, za ktérs prayjaé¢ mozemy
ktérykolwiek wyraz ciagu (6).

PoniewaZz na réznicg wyrazéw réwnorz¢dnych ciagéw (6) i (7)
mamy wzér nastepujgey:

Sappg = Sappr = Usyqa,
poniewaz na podstawie réwnosci (4) mamy

lim wgy =0,

Jewn
przeto granice ciggdw (6) i (7) maja pewna wspélng wartosé g.
Z tego za§ wynika natychmiast, Ze ciag

81y 8gy 8y, (8)

jest zbiezny, a granica jegu réwna sig¢ wspdlnej wartoéei g granic
ciggéw (6) 1 (7). Ale orzee, ze cigg (11) jest zbiezny, znaczy orzee,
%e szereg (1) jest zbiezny.
Uzasadniliémy wige w zupelnosei twierdzenie, o ktére chodzilo.
Z powyzszego twierdzenia wynika natychmiast istnienie sze-
regw zhietnych, ktdre bezwzglednie zbiesnymi szeregami nie sq. Isto-
tnie, uwazajmy szereg rozbieiny o skladnikach dodatnich

U,+ O+ Us ...
taki, zebysmy mieli
U.> Uy
oraz
lim U,=0.

k=00
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Szeregi takie istniejs, czego przykladem jest szereg
1 1 1
T‘l‘ §+ 5 + ..

Z drugiej strony, jezeli przyjmiemy ogdlnie

Ugpta = Um+: )
thyy = — Uy,

i v

zhieiny na podstawie dopiero co udowodnionego twierdzenia, be-
dzie wladnie szeregiem zbieznym, ktéry jednak bezwzglednie zbie-
znym szeregiem nie bedzie, Uzasadnilimy wige istnienie takich
szeregow.

Powréémy do szeregu (1), rozwazanego w twierdzeniu udo-
wodnionem wyzej. Poniewaz suma s szeregu tego jest wspdlng gra-
nicg ciggéw (6) i (7), poniewaz nadto cigg (6) jest ciagiem male-
jacym, a cigg (7) — ciggiem wazrastajacym, przeto mamy

(9) 891 = 8 = 8oy,

to szereg

jakiekolwiek od jedno$ci nie mniejsze wartoSci przyjelibySmy na
liczby catkowite i i j. Przyjmujac

j=if1
i uwzgledniajge zwigzek
Sgpqq = 8o + Uiy

wyprowadzamy latwo ze zwigzkéw (9), zwigzek

(10) | soe—8 | <|tguya |-
Przyjmujac zas w zwigzkach (9).
j=i
i uwzgledniajge réwnosé
S3¢ == 8oy ~} Uay

spostrzegamy réwnie latwo, Ze z nieréwnosei (9) wynika nieréwnosé

(11) |321_J—’3|<lu2||-
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Ozytelnik z latwosciy spostrzeze, ze zwigzki (10) i (11) zacho-
dza bez wzgledu na to, czy pierwszy skladnik szeregu (1) jest do-
datni czy ujemny; powyzsze zwigzki wyrazaja lacznie twierdzenie
nastgpujace:

IL Suma n pierwszych sktadnikow szeregu preemiennego, w kid-
rym wartodci bezwzgledne sktadnikéw tworzq ciag malejacy o granicy
réwnej zeru i ktdry zatem jest zbieiny, przedstawia sume szeregu
z bledem nie wigkszym od wartodci bezwzglednej pierwszego wyrazu
Jué nie wwzglednionego.

Zwiazki (9) odpowiadaja przypadkowi, kiedy pierwszy skla-
dnik szeregu (1) réwna sig liczbie dodatniej. Gdyby pierwszy skla-
dnik rozwazanego szeregu byl ujemny, to zamiast zwiszkéw (9)
mieliby$my zwigzki nastepujgce:

830 == 8 = 89y

W kazdym wigc razie wyrazy ciggu (8) sa naprzemian to nie
mniejsze, to nie wigksze od dokladnej wartosei sumy szeregu (1).

§ 127, Zeby uwidocznié zasadniezg réinice, ktéra zachodzi
pomigdzy wlasnodciami szeregéw zbieznych bezwzglednie a wla-
snosciami szeregéw zbieznych tylko warunkowo, winni$my naj-
pierw wytlémaczyé czem jest rzecz, ktérg oznaczamy przez wyra-
zenie zmiana porzgdku skladnikdw szeregu nieskonczonego.

Orzeczenie, iz kazdy z dwéch szeregéw nieskonezonych

g 1ty - 1)
oA 0y 1y . @)

uwazany byé moze za wynik zmiany porzadku skladnikéw dru-
giego, albo réini sig od drugiego tylko porzadkiem skladnikéw,
wyraza, iz pomigdzy skladnikami obu szeregéw ustawiona byé moze
odpowiedniodé, ktéra zado$é czyni warunkom nastgpujacym:

10, Jezeli pewien skladnik jednego z powyZszych szeregéw
odpowiada pewnemu skladnikowi drugiego, to odwrotnie, wspomnia-
nemu skladnikowi drugiego szeregu odpowiada wspomniany skla-
dnik pierwszego. Innemi slowy, jezeli przyjmiemy pewien skladnik
z szeregu (1) i pewien skladnik », z szeregu (2), to zachodzi jedno
z dwojga: albo kazdy ze skladnikéw tych odpowiada drugiemu,
albo zaden drugiemu z nich nie odpowiada.

20, Jezeli oznaczymy ogdlnie przez u, i v; pare odpowiadaja-



