regi, co do ktérych wogdle nie umiemy rozstrzygnaé pytania, czy
one sy czy nie sy zbiezne. Wobee tego, badajac niZej pewne
szezegllne typy szeregéw, bedziemy mieli przedewszystkiem na
celu ustawienie twierdzen, ktdre nadaja sie do rozwigzania kwe-
styl zbieznodei szeregéw w praypadkach mniej Inb wigeej szeze-
gdlnych.

§ 122. Paragraf ten poswigeamy teoryi szeregéw o skladni-
kach dodatnich, Szeregi tego rodzaju maja wyjatkowe znaczenie
juz z tej przyezyny, i% ze wzgledu na tw. IV-te paragrafu poprze-
dzajacego stwierdzenie zbieznodei szeregu o skladnikach, ktérych
znaki sg jakiekolwiek, moze byé w pewnych przypadkach osig-
gnigte przez stwierdzenie zbieZnosei pewnego szeregu o skladnikach
dodatnich, mianowicie szeregu, wynikajgcego z rozwazanego szeregu
przez podstawienie na miejsce jego skladnikéw wartodei bezwzgle-
dnych tychze. Ale w rzeczywistosei szeregi o skladnikach doda-
tnich zastugujg na szezegblug uwage i z innyeh wzgleddw: w je-
dnym z nastgpnych paragraféw przekonamy sig, ze szeregi zbieine
bezwzglgdnie wyrézniaja sie od innych szeregéw wlasnodeis,
ktéra ezyni z nich narzedzie szezegélnie dogodne; otdZ, poniewaz
szereg zbiezny bezwzglednie okreslilismy, jako szereg te wlasnodé
majaey, iz szereg, wynikajacy z niego drogg podstawienia na miejsce
jego skladnikéw wartosci bezwzglednych tychze, jest zbieiny, przeto
problem zadecydowania, czy pewien szereg jest zbiezny bezwzgle-
dnie, polega w rzeczywisto$ei na zadecydowaniu o zhieznosei ozna-
czonego szeregu o skladnikach dodatnich.

L Zeby szereg o skladnikach dodatnich

(1) Uy -ty —+ uy ...
byt zbiezny, koniecznem jest i wystarczajacem, Zeby istniala oznaczona
liczba A taka, itby 2wiqzek

"

(2) Z w=4

zachodzit, jakakolwiek wartosé catkowita i dodatnig przyjelibysmy na n.

Istotnie, szereg (1) jest zbiesny lub rozbiezny jednoczesnie
z ciggiem

@) S15 Sy Spyes
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ktdrego ogdlny wyraz s, okveslony jest wzorem

‘gn — zll u’(j

i=1

a poniewaz na podstawie uwagi IT-giej przy tw. I-szem § 116-go
koniecznym warunkiem zbieinodei ciggu nieskofczonego jest to
zeby wyrazy jego byly ograniezone, poniewaz z drugiej strony
zwigzek (2) wyraza, Ze co do ciggu (3) warunek ten jest spelniony,
przeto istnienie liczby A jest rzeczywiscie koniecznym warunkiem
zbieznodei szeregu (1). Poniewaz jednak na podstawie tw. II-go
§ 116-go wspomniany warunek jest wystarczajgcym warunkiem
zbiesnodei eciagu (3), przeto warunek ten jest takZze warunkiem
wystarczajacym zbieznodei szeregu (1). Uzasadniliémy zatem twier-
dzenie w zupelnogei.

Uwaga I Zestawiajac uwage IIl-cig przy tw. I-szem § 116-go
z uwags Il-ga przy tw. Il-giem z tegoz paragrafu i uwzgledniajae
stosunek wzajemny szeregu (1) i ciggu (3), spostrzegamy natych-
miast, %e w razie kiedy warunek (2) jest spelniony, suma s sze-
regu (1) nie moze byé ani wigksza od liczby 4, ani mniejsza od
sumy

2 i,

=1

jakgkolwiek wartosé przyjeliby$my na n; moZemy nawet dodaé,
Ze mamy

n

2-&@ 28

i=1

z wykluczeniem réwnosei, préez tylko w przypadku, kiedy poczy-
najac od pewnego skladnika dostatecznie wysokiego rzedu, wszystkie
skladniki szeregu (1) réwnaja si¢ zeru.

Uwaga IL Jezeli szereg o skladnikach dodatnich jest roz-
biezny, to suma n pierwszych jego skladnikéw rosnie nieograni-
czenie wraz z liczba n. Innemi stowy, jezeli szereg (1) o skladni-
kach dodatnich jest rozbiezny, to do kazdej, choéby jak wielkiej
liczby M mozna dobraé taks liczbg calkowity i dodatnig N, Zeby

nierdwnosdé
n>N



pociagala za sobg nierdwnosé

"

Zu“‘; M,

i=]

albowiem w razie przeciwnym moznaby bylo dobraé liczbe M tak,
zeby$my mieli

Z“ﬂgﬂa

f=1

bez wzgledu na wartosé liczby n 1 szereg bylby, whrew zaloZeniu,
zhiezny.

Bezpodrednie zastosowywanie twierdzenia poprzedzajacego by-
najmniej nie jest zawsze latwem, a nadto nawet w przypadkach,
w ktérych umieliby$my je zastosowaé bezposrednio, nie zawsze mo-
zemy z twierdzenia tego wysnué rozwigzanie problemu przyblizo-
nego wyznaczenia sumy szeregu z bledem, nie przekraczajgcym
danej granicy.

Z tych przyczyn bardzo jest wazna, na poréwnywaniu po-
migdzy sobg szeregéw o skladnikach dodatnich polegajgca metoda
badania tychze. Metoda ta opiera si¢ na twierdzeniu nastepujacem.

II. Uwazajmy dwa szeregi o skiadnikach dodatnich

(1) Uy -ty - Ug - ...
() v+ v, 05

Jezeli szereq (1) jest zbiedny, jeseli madto pewnej licabie doda-
tniej 1 odpowiada taka liczba catkowita i dodatnia m, i2by nierdwnodé

(8) i>m
pociagata za sobg zwigzel
4) =

to szereg (2) jest takse zbietny.

Jezeli zas szereg (1) jest rozbiedny, a pewnej od zera wigkszej
liczbie A odpowiada taka liczba calkowita m, éeby nierdwnosé (3) po-
ciggata za sobg nierdwnosé

(5) v, = Au,,

to wowezas szereq (2) jest rozbiesny.
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Zaléimy najpierw, Ze szereg (1) jest zbiezny, a nieréwnosé (3)
pocigga za soba nieréwno$é (4). Poniewas szereg (1) jest zbieiny,
przeto na podstawie tw. I-go paragrafu poprzedzajgcego dowolnie
przyjetej, byle od zera odmiennej liczhie u odpowiada taka liczba
calkowita 1 dodatnia N, iz nierdwnodé

i>N (6)
pociaga za soba nieréwnodé

r

Sun<a, ©)

keml

jakakolwiek wartodé calkowita, byle od zera wigksza przyjelibysmy
na liczbg p. JezZeli przy pewnej wartoSci na N nieréwnoéé (6) pocigga
za sobg nieréwnodé (7), to okolieznodé ta oczywideie zachodzié nie
przestanie, jezeli pierwotnie uzyskang wartosé na N zwigkszymy.
Przyjmijmy tedy, ze liczba N sprawdza zwigzek

N=m. ®)

W takim razie nieréwno$é (6) pociaga za sobg nieréwnosé (3),
ktéra znéw pocigga za sobs nieréwnosé (4).
Zatem nieréwnosé (6) pocigga za sobg nieréwnosdé

ZP‘?JLH § ﬂzp‘uu-kg (9)

k=1 kel

a poniewaz nierdéwnoéé (6) poecigga za sobs takie nieréwnosé (7),
przeto nierdwnodé (6) pocigga za sobs nieréwnosé

»

2”{+; = ap, (10)

kel

jakgkolwiek, byle od zera wigksza wartodé przyjelibySmy na p.
Zwasywszy, se jakgkolwiek od zera wigkszg liczbg oznaczylibysmy
przez &, mozemy zawsze przyjaé na u taks od zera wigkszg war-
to$é, zebySmy mieli

ap=e,

wnosimy natychmiast z rozwazai powyzszych, opierajge 3i:g na
tw. I-szem paragrafu poprzedzajacego, ie szereg (2) jest zbieZny.
Zeby uzasadnié drugs czeéé twiardzenia, zalézmy, Ze szereg (1)
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jest rozbiezny. a nieréwnosé (3) poeigga za sobg nieréwnodé (b).

Poniewaz mamy
A>0,

przeto zwigzek (5) réwnowainy jest zwigzkowi

=

. Bpe

o=

Gdyby wigc szereg (2) byl zbieiny, to na podstawie pierw-
szej, juz udowodnionej czedel twierdzenia, szereg (1) bylby, whrew
zaloZeniu, zbiezny.

Uzasadnilismy zatem w zupelnosei twierdzenie, o ktére chodzilo.

Uwaga. Jezeli szereg (1) jest zbiezny. a nieréwnosé (3) po-
cigga za soba nieréwnosé (4), to w razie nieréwnosei (3) mamy
oczy wiscle

(=] [==]
z"t‘-’i-i-k =u 2, Uigns
k=1 k=1

ezyli w razie mierdwnosei (3) reszta rzedu i szeregu (2) nie jest

wigksza od iloczynu przez a reszty tegoz rzedu szeregu (1). Jezeli

wige mozemy wyznaczyé liezbe i tak, Zeby redukt rzedu ¢ sze-

regu (1), ezyli suma
. 3

S

ke=]

przedstawiala przyblizenie sume szeregu tego z bledem, nie prze-

kraczajacym a priori oznaczonej granicy, to takize mozemy roz-

wigzaé to samo zadanie co do szeregu (2).

Zeby twierdzenie poprzedzajace moglo korzysé przyniesé, ko-
nieeznem jest znaé przyklady szeregéw o skladnikach dodatnich,
ktérych zbieznoéé lub rozbiezno$é moglibyémy stwierdzié niezale-
znie od wspomnianego twierdzenia. Najwazniejsze dwa typy szere-
goéw, stanowigee takie przyklady, zbadamy w paragrafie nastgpu-
jacym. '

§ 123. Szeregiem geometrycznym nazywamy taki szereg nie-
skoficzony, w ktérym, poczynajge od drugiego skladnika, kazdy
skladnik réwna sie iloczynowi skladnika, ktéry poprzedza go besz-
posrednio, przez pewns liczbe stalg; ta liczba stala zowie sig ilo-
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razem szeregu. Zeby okredlid w zupelnosel szereg geometry-
czny, nalezy tylko oznaczyé pierwszy skladnik a i iloraz »; w ta-
kim razie mamy na skladnik u, jakiegokolwiek rzedu » wzér na-

stgpujacy: 1 o
B =0 1

a sam szereg przyjmuje postaé nastepujaca:
a—-ar—+a?--..

1. Zeby seereg geometryczny, kidrego pierwszy skladnik a jest
od zera odmienny, byt zbiezny, koniecznem i wystarczajacem jest, zeby
wartosé bezwzgledna r ilorazu mniejsza byla od jednodei; gdy warunek
ten jest spefniony, to szereq zbiegny jest bezwzglednie, a na sume s
rozwaaneqo szeregu momy wdr nastepujucy :

g=——. (1)

W razie véwnosei a =0, szereq jest zawsze zhietny, a jego
suma réwna si¢ zeru.

W przypadku szezegélnym, kiedy pierwszy skladnik szeregu
geometryeznego réwna sie zeru, wszystkie skladniki jego réwnajg
sig zeru na podstawie wzoru («), zatem suma szeregu réwna sig
w takim razie oczywidcie takie zeru, Zakladamy tedy, Ze pierwszy
skladnik a rozwazanego szeregu geometryeznego jest od zera od-
mienny. Przyjmijmy

Ad=|a|, (2)
B=}; (3)

Oznaczywszy przez u, skladnik rzgdu » rozwazanego szeregu,

mamy
“n = rﬂ’ﬂ-—] 1

skad .
|, | =R .| th].

Jezeli wige zachodzi zwigzek

R=1, 4)

fo mamy
0] = [ s |

skad wynika zwigzek
|u | =4, ()



— b26 —

uwzgledniajae zwigzek (2) i réwnosd
= a.
Poniewaz zalozyliSmy, e pierwszy skladnik a szeregu jest
od zera odmienny, przeto mamy
A4>0;
poniewaz z drugiej strony, w razie zwigzku (4), zachodzi zwig-
zek (D), przeto w praypadku zwigzku (4) cigg nieskonczony

Uy, Mgy Ugyees

nie moze mieé granicy réwnej zeru, skad wynika (§ 121, tw. III),
Ze rozwazany szereg geometryczny jest rozbiezny. Dowiedlismy wige,
ze warunek zbieznosei szeregu geometrycznego, podany w twier-
dzeniu, jest konieczny. Zaldzmy, %e warunek ten jest spelniony,
Drogg indukeyi matematycznej stwierdzamy z latwoscia, Ze mamy

1—r=(1— r)Zr"" .

kel

jakgkolwiek liczbe oznaczyliby$my przez ». Mamy wige

zwazywszy, Ze réznica 1 — » jest od zera odmienna. Z réwnosei
powyZszej mamy

.?(
ar—
(I al_

k=1

skad
(6)

k=1

ar < — . R

k=1
na podstawie réwnodei (2) i (3), jakiekolwiek bylyby znaki
liczb ~ i a.

Zeby posungé sie dalej, udowodnimy najpierw ogdlnie, Ze
mamy nieréwnosé nastepujaca:

©) A+ af =1} ia,
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jakakolwiek, byle od zera nie mniejszg liczbe oznaczylibyémy
przez @ @ jakakolwiek, byle wartosé calkowits od zera wigkszs pray-
jelibysmy na ¢ W razie réwnoéei

i=1
powyzszy zwigzek oczywiscie zachodzi. Gdybyémy zaé mieli

(14 e} =14 ke,

oznaczajac przez k(k=1) pewng liczbe calkowits, to mielibyémy
(1 + @M = (1 + k) (L 0) =1 - (b 1) a -
mielibydmy wige tem bardziej
L+ =14+ D

Zatem na podstawie zasady indukeyi matematycznej zwig-
zek (7) rzeczywiscie zachodzi przy podanych warunkach

Powracajac do naszego wlasciwego przedmiotu, zwazmy, Ze
w przypadku szezegllnym, w ktérym mielibyémy

1':0‘

rozwazany szereg oczywiscie bylby zbieiny, a suma jego mialaby
zapowiedziang w twierdzeniu warto$é.

Zakladamy tedy, Ze iloraz szeregu » ma od zera odmienng
wartosé. W takim razie wartodé bezwzgledna R liczby » jest takze
od zera odmienna i mozemy przyjaé

R= L

T ®

._l_
=~

skad
1—
R

|

(9)

o=

Ze wzgledu na mnieréwnosdé
R<l,
ktérg zakladamy obecnie mamy oczywiscie
a>0.
Na podstawie nieréwnosei (7), mamy

1 1
AFa =1+’




mamy wige

b
& =1-+ic
ezyli
’ N
=R-+i(1l—R)

ze wzgledu na wzér (9).
Na podstawie zwigzku tego wynika ze zwigzku (6) zwigzek
nastepujacy:

i
a . K1
0 |-

| k=1

A

R
e 1 o

=
=1

Poniewaz zwigzek (6) zachodzi jakiekolwiek bylyby znaki
liezb » i @, przeto zwigzek (10) zachodzi takze bez wzgledu na
znaki liczb a i ». Zatem jednoczesnie ze zwigzkiem (10) mamy
zwigzek

| A i‘ }-1;< A_ ——--__._—.—-ﬂ -
) = YA St s e

| im1

Oznaczmy przez & jakakolwiek, byle od zera wigksza liczbe.
Nieréwnosé

(12) A R

=k =0

oczywiseie réwnowazna jest nieréwnosei

A R4i(1—R)
i—E>* =&»
réwnowaznej nieréwnosei
. 4.R

E+i(l—R)> F0— R
réwnowaznej znowu nieréwnosei

; AR

3(1 —R) < E'-(l_:'_-_g-)_ R,

ktéra zndw réwnowazna jest nieréwnosei

(13) is- 4.8 B
“e(l—R2 1—R
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Jezeli wige oznaczymy przez N jakskolwiek, byle od liczby

AR R
s(1—R?) 1—R

nie mniejsza liezbe calkowitg N, to nieréwnodé
i> N, (14)

ktéra poeiggaé bedzie za sobg nieréwnosé (13), pociagaé bedzie za
sobg z tejZze przyczyny i nieréwnosé (12), a poniewaz nieréwnodé (12)
pocigga za sobs, na podstawie zwigzkéw (10) i (11) kazda 2 nie-
réwnodei nastgpujgeych:

i
a
=1
— a
l1—# 2‘

k==l

<&, (15)

¢ |
A k—1
T—p— D4R % <e, (16)

Jwm]

przeto stwierdzamy, ze, do dowolnie przyjetej, byle od zera wigkszej.
ale chodby jak malej liczby & mozemy zawsze dobraé taks war-
to$é na liczbg calkowity i dodatniy N, zeby nieréwnoéé (14) pocia-
gala za sobs jednoczesnie nieréwnodei (15) i (16).

Zatem szeregi

Zm""‘ (17)

ZAR“’ (18)

=1
s4 zbiezne i sumy ich réwnaja sig odpowiednio liczbom

a . A
T =R
Poniewaz za$ skladniki szeregu (18) réwnajg sig wartosciom
bezwzglednym skladnikéw szeregu (17), przeto szereg (17) jest bez-
wzglednie zbieznym szeregiem. Zatem uzasadnilismy w zupel-
nosei twierdzenie, o ktére chodzilo.
Arytmetyka teoretyczna. 34
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1. Zeby szerég nastepujacy :
() .1
e

gdzie oznaczylismy przez r liczbe od liczby k niezalezng, byt zbieiny,
keoniecznem jest i wystareza, 2eby zachodzita nierdwnosé

(2) > 1.

Poniewaz w wykladach tych ustanowilismy pojecie potegi
tylko dla przypadku, w ktérym wykladnik jest liczha calkowits,
przeto winnismy przyjaé, #e symbol » oznacza liczbe calkowits.
Nadmieniamy jednak, ze dowdd powyZszego twierdzenia, wylozony
nizej, nie wymagatby Zadnej zmiany, gdybyémy byli okreslili po-
przednio pojecie potegi w przypadku ogélnym i gdyby$my mogli
zatem uwaza¢ symbol » za symbol jakiejkolwiek liczby rzeczywistej.

Mozemy bez szkody dla ogdlnodei zalozyé, Ze liczba » spraw-
dza zwigzek

(3) re=1,
albowiem, skoro uzasadnimy rozbieznoéé szeregu (1) dla
r=1;

to rozbiesnodé tegoz szeregu winna byé uwazana za dowiedziong
przy mniejszych od jednodei wartoeiach na #, poniewaz zmniej-
szenie liczby r powoduje zwigkszenie si¢ skladnikéw szeregu, skad
znéw wynika ze wzgledu na tw. II-go paragrafu poprzedzajacego,
e jezeli rozwazany szereg rozbieiny jest przy pewnej wartodel 7,
liezby r, to bedzie tem bardziej rozbiezny przy kazdej wartosei
mniejszej od liczby ;.

Zakladamy tedy, Ze zachodzi nieréwnoséé (3) i przyjmujemy

(@) R

oznaczajae przez p jakakolwiek, byle od jednmosei nie mniejszy
liczbg catkowits. Liczba skladnikéw w sumie poprzedzajscej oczy-
wisele réwna sig

2’—-1-——2"‘1—|—122’-—-2”'4:2’_1(2—1):2’_1,
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a najmniejszy skladnik wspomnianej sumy réwna sig liczbie

1
@1

i jest oczywidcie wigkszy od

1
2_y}1

najwigkszy za$ skladnik tejie sumy ma wartoéé

1

oG

Zatem, podstawiajge w miejsce skladnikéw sumy (4) raz

liczbe él-;r , a drugi raz liczbe ér}l; ;s uzyskujemy nieréwnodei na-
stepujace:
genlo  get |

(S T T

Qr—1

2, < o

skad
0> g0, )
v, < @ 6)
prayjmujac
g 22 0

Powiadam, Ze w razie réwnosei
r=1 (8)

szereg (1) jest rozbiezny. Istotnie, podstawiajge wartodé (8) na »
do wzoréw (5) i (7), otrzymujemy

2, > % 9)

Jezeli wige oznaczymy przez M dowolnie przyjeta liczbe
a przez n taks liczbe calkowits, od zera wigkszg, ktéra sprawdza-
laby nieréwnoéé
n> 2M,
34*
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to na podstawie nieréwnosei (9) otrzymamy

y
2 M,

pe=1

a poniewaz na podstawie réwnania (4) suma, stanowiaca lews, strong
tej nieréwnosei, przedstawia redukt rzedu

1

szeregu (1), czyli sume tylu poezatkowych skladnikéw tego szeregu,
ile wynosi liczba 2" — 1, przeto nieréwnosé
iz 21

pocigga za sobg nierdwnosé

Z“}T > M,

kel

gdzie piszge sume i pierwszych skladnikéw szeregu (1), uwzgledni-
lismy te okolicznodé, iz prayjeliSmy na » wartosé (8).

Dowiedlismy wiec (§ 122, tw. 1), Ze przy r =1, a wiec na
podstawie uwagi uczynionej powyiej i pray kazdej od jednosei mniej-
szej wartodcei liczby » szereg (1) jest rozbieiny.

Zaléimy obecnie, ze mamy
(10) r>1

W takim razie ze wzoru (7) mamy

a1,
skad wynika, na podstawie twierdzenia poprzedzajacego, ze szereg
geometryczny
l14+a-+ta*~4a®4 ..
jest zbiezny. Poniewaz za$ skladniki szeregu

(11) 0+ vy Vs .

8g na podstawie nierdwnosei (6) odpowiednio mniejsze od skladni-
kéw réwnorzgdnych poprzedzajacego szeregu geometryeznego, przeto
rozwazany szereg jest (§ 122, tw. II) zbieiny. Zatem, jakgkolwiek
liczbg, byle od zera wigksza, oznaczylibyémy przez ¢, zawsze liczbie
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tej odpowiadaé bedzie taka liczba calkowita i dodatnia m, zehy
mierdwnosé

a=m (12)
pociagala zg sobg nieréwnosd
IE_Y
du<e (13)
P

jakakolwiek, byle od liczby calkowitej @ wigkszy liczbe calkowity
oznaczylibysmy przez 8. Przyjmijmy

N =2 (14)

i wwazajmy sume¢
it

D ,: : (16)

i

Jezeli tylko liczba ealkowita ¢ sprawdza nieréwnodé
i>N, (16)

to w takim razie, jakakolwiek, byle od zera nie mniejszg wartod¢
catkowitq przyjelibyémy na #, bedziemy mogli na liczby calkowite
a i B (e <<p) wyznaczyé takie wartosei, zeby liczba e sprawdzala
zwigzek (12) i Zeby nadto po podstawieniu w sumie

j' v, (17)

p=o

wartodei (4) na v, suma ta przyjela ksztalt sumy o skiadnikach
dodatnich, poéréd ktérych znajdowalyby sie wszystkie skladniki
sumy (15). W takim razie suma (15) nie mialaby wartodci wigkszej
od sumy (17), a poniewas ze wzgledu na nieréwnosé (12) zacho-
dzilaby nieréwnoéé (13), przeto mielibysmy

i+t

5' ; <& (18)

Stwierdzamy wige, ze dowolnie przyjetej, byle od zera wigk-
szej liczbie ¢ odpowiada zawsze taka liczba calkowita i dodatnia N,
1%z nieréwnodé (16) pocinga za sobs nieréwnosé (18), _]aquolwxek
wartodé calkowits 1 dodatnig przyjeliby$my na i.
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DowiedliSmy wige, Ze w razie nieréwnosdei (10), szereg (1)
jest zbiezny, a to wlasnie pozostawalo nam jeszeze do uzasadnienia.
Uwaga I Ostatnig czgdé dowodu twierdzenia powyZszego
mogliby$my byli przeprowadzié prodeiej, rozumujge w sppsobh naste-
pujacy: poniewaz mamy w kazdym razie nieréwnosé (6), a w pray-
padku nieréwnodei (10) zachodzi jeszcze nieréwnosé
a<l,

przeto mamy

L

1—a 1
Se<izi<its

p=1

jakakolwiek wartosé calkowits i dodatnig przyjelibysmy na liezbg n.
Z drugiej znéw strony, jakgkolwiek liczbe calkowita i dodatnia
oznaczylibySmy przez i, mozemy oczywidcie zawsze do liczby ¢
dobraé taks wartodé na n, zebySmy mieli

Siese

k=1 pel

{
11
Zk'Q'iTa

kel

Mamy zatem

jakakolwiek wartosé calkowity i dodatnig przyjelibysmy na liezbg i,
naturalnie przy zaloZeniu, ze liczba » sprawdza nieréwnoéé (10).

Zatem (§ 122, tw. I) nieréwnodé (1) pociaga za sobg zbieznogé
szeregu (1). Dowdd ten nie dostarcza jednak zadnego srodka do
wyznaczania w przyblizeniu, z bledem nie przekraczajgeym naprzdéd
danej granicy sumy szeregu (1) w razie jego zbieznodei. Natomiast
dowéd, ktéremu dalismy pierwszenstwo, zapoznaje nas z faktami,
ktére prowadzg prosto do rozwigzania wspomnianego zagadnienia.
Istotnie, jezeli przyjmiemy na & oznaczons wartodé, to wyznaczenie
liczby m w taki sposéb, zeby nieréwnosé (12) pociggala za sobg
nieréwnosé (13), sprowadza sig do wyznaczenia takiej wartoéei na m,
zeby zwigzek (12) pociggal za sobs zwigzek

at < e,
p=o i
a zadanie to moZemy przy liczhowo znanych wartosciach liezb a i &
rozwigza¢ z latwodeia na podstawie wynikéw, uzyskanych w teoryi
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szeregéw geometryeznych. Wyznaczywszy liczbg m, nalezy tylko
wyznaczy¢ liezbg N z réwnania (14).

Poniewaz w takim razie nier6wnodé (16) pocigga za sobs nie-
réwnosé (18), przeto (§ 121, tw. II) suma

i
!
=
ke
przedstawia, jezeli tylko liczba i sprawdza nieréwnosé (16), sume
szeregu (1) przybliZenie, z bledem nie wigkszym od licaby e
Uwaga II. Z dowiedzionego twierdzenia wynika w szczegdl-
nosei, 7e szereg

1 TR O |
itetgT-

zwany szeregiem harmonicznym, jest szeregiem rozbieznym.
Poniewaz za$ cigg nieskonczony

1.
T Sl

| =

oczywiscie jest zbiezny, a granica jego réwna sig zeru, przeto stwier-
dzamy zgodnie z zapowiedzig uczynions, przy wystawianiu tw. III-go
§ 121-go. ze warunek, azeby ciag skladnikéw oznaczonego szeregu
byl ciagiem zbieinym o granicy réwnej zero, bynajmniej nie
jest wystarczajgcym warunkiem zbieZnosei rozwaZanego
szeregu.

§ 124. Z twierdzen przytoczonyeh w paragrafie poprzedza-
jacym mozna wyprowadzié pewne bardzo uzyteczne twierdzenia,
na podstawie ktérych moiemy cze¢sto z latwodeig rozpoznaé, czy
oznaczony szereg nieskonczony o skladnikach dodatnich jest zbiezny
czy rozbiezny. Z tych cech zbieznosei, a wzglednie rozbieinosci,
przytoczymy dwa najpowszechniej znane i najbardziej uzyteczne.

I Twierdzenie d’Alemberta. Uwatajmy szereg o skladni-

kach dodatnich:
g sy 2y ... (1)

Jezeli pewnej od jednosci mmigjszej liczbie dodainiej a odpowiada
taka liczba catkowita i dodatnia n, 2eby zwigzek

e e
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pociagat za sobq zwigzek
(3) N_H'] =a,
Uy
to seereg (1) jest zbieiny.
Jezeli za$ istnieje pewna taka wartodé liczby cathowitej n, 1%
zwiazek (2) pociqga za sobg zwiqzek

(4) =)
o rozwazany szereq jest rozbiezny.
ZaléZzmy najpierw, ze przy pewnej, dostatecznie wielkiej war-
todei liczby » nieréwnosé (2) pocigga za soba nieréwnosé (3).
W takim razie nieréwnosé (2) pocigga takie za sobs (indukeya
mat.) nieréwnosdé
u:k—}-l g uﬂ a'*-»_Ha

zatem nieréwnoéé (2) poecigga za soby zwiszek nastepujgey:

Uy = E: ot

pomigdzy skladnikami rzedéw k-1 szeregu (1) i szeregu geome-

tryeznego
l14-a-4a2+4-...,
ktéry jest zbieiny (§ 123, tw. I), ze wzgledu na nierdwnoéé
a<<1.

Z tego zad wynika (§ 122, tw. II), Ze szereg (1) jest rzecay-
widcie zbieiny.

Zeby uzasadnié i druga czedé twierdzenia, zalézmy, Ze istnieje
taka wartod¢é na liczbe », iZby nieréwnosdé (2) pociagala za sobg

wigzek (4). Spostrzegamy natychmiast, ze w takim razie zwigzek (2)
pocigga za sobg zwiazek nastepujacy:

u‘k+} g ﬂu:
zatem, gdyby nawet ciag
Uy, Ugy Ug,...
byl zbieiny, granica jego liczbie zero réwnaé si¢ nie moze, skad

wynika (§ 121, tw. III), ze szereg (1) jest rozbiezny. Uzasadnilismy
wige w zupelnodei twierdzenie, o ktére chodzilo.
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II. Twierdzenie Canchyego. Uwaiajmy szereg o sktadnikach

dodatrich:
Uy -ty -2ty |- ... (1)

Jezeli pewnej od jednosci mmiejszej liczbie a odpowiada taka
liczba catkowita i dodatnia n, Zeby nierdwnosé
k=n (2)
pociggata za soba wierdwnosé

Vi<, (3)

gdzie na pierwiastek przyjeta byé winna wartosé dodatnia, to szereg (1)
Jest zbiedny.

Jedeli zas istnieje pewna taka wartosé catlkowita i dodatnia na n,
pray kidrej wieréwnosé (2) pociaga za soba nierdwnosé

k
Vuk =1, (4)
to szereg (1) jest rozbiedny.

Jezeli nieréwnodd (2) pociaga za sobag nierdwnoéé (3), to nie-
réwnesé (2) pocigga za sobg takze nierdwnosé

k
y = a,

zatem w razie nierdwnodei (2) skladnik rzedu k szeregu (1) nie
jest wigkszy od skladnika réwnorzednego w szeregu geometryecznym

a—a, +ag ..,

ktéry jest zbiezny ze wzgledu na nieréwnodé
a<1.

Z tego wynika (§ 122, tw. II), Ze szereg (1) jest rzeczywiscie
zbieny w przypadku, kiedy nieréwnodé (2) pocigga za soba nie-
réwnoéé (3).

Zalézmy obecnie, ze zwigzek (2) pocigga za sobg zwigzek (4).
Poniewaz zwigzek (4) réwnowazny jest oczywiscie zwigzkowi

=1,

przeto w rozwazanym przypadku n-ty i kazdy dalszy skladnik
szeregu (1) nie jest od jednoéei mniejszy. Zatem (§ 121, tw. III)
szereg (1) jest rzeczywideie rozbiezny. Uzasadniliémy wige w zu-
pelnosei twierdzenie, o ktére chodzilo.



