XI1V. Podstawy teoryi zbieznosei szeregéw mieskoniezonyeh.

§ 118. Zanim przystapimy do wladeiwego przedmiotu tego
rozdzialu, oméwimy w sposéh systematyczny pewns metode symbo-
lizowania sum, ktéra w sposéb przygodny tylko mieliémy sposo-
bnoéé poruszyé poprzednio.

Zalézmy, ze na podstawie stosownej definicyi odpowiada ozna-
czona liezba F'(¢) kazdej takiej wartosei calkowitej pewne_] liczby i,
ktéra sprawdza nieréwnosei postaci

N=Zi< N, )

gdzie oznaczyliémy przez N i N’ dwie liczby calkowite jakiekol-
wiek, moggee zatem byé i liczbami ujemnemi, ale sprawdzajace

oczywiseie nieréwnosé
N=N.

Jezeli tedy oznaczymy przez n i p dwie liczby catkowite

(n = p), nalezace do zbioru wszystkich tych wartosei liezby 14, ktdre
sprawdzaja nieréwnosei (1), to w takim razie okreslamy symbol

P @

f=n

w sposéb nastgpujgcy: przyjmujemy

D F(i))=F(n) (8)

e
oraz
k41

6 ——2‘1’(@)4-}? (k4 1), 4)
i-n fmmn
jakakolwiek od liczby N’ mniejszg liczbg calkowits oznaczylibysmy
przez k.
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Na podstawie zasady indukeyi matematyeznej umowy poprze-
dzajace okredlajg oezywiscie znaczenie symbolu (2) we wszystkich
przypadkach, w ktérych liczby 2 i p sprawdzajs zwigzek

(6) n=p,

i nalezg do zbioru wszystkich tych wartodei calkowitych liezby i,
ktére sprawdzajg nieréwnosei (1).

Zeby definicyg symbolu (2) wyzwolié z ograniczenia, polega-
jacego na nieréwnosei (D), nzupelnimy definicye poprzedzajacs, okre-
Slajge znaczenie symbolu (2) w razie nieréwnosei

p<n

2" F(i) = 2‘ K ),

i=n lem=p

réwnofcig

gdzie do wyrazenia, stanowigcego prawy strong tej réwnosei, oczy-
widcie mozemy zastosowaé powyzszg definicye, uwzgledniajac natu-
ralnie przytem te okolicznoéé, iz obeenie litera p oznacza ten ele-
ment, ktéry we wspomnianej definicyi oznaczyliémy przez n,
a litera n — element, ktéryémy oznaczyli przez p.

Symbol (2) zowie si¢ sumg pojedyneza, a liczby n i p gra-
nicami tej sumy, mianowicie liczba n dolna, a liczba p gdrng.
Wspomniany symbol czytamy w sposéb nastepujacy:

sigma od i =mn do i =p, F'(i).
Oznaczmy przez n, p i q trzy liczby calkowite, nalezgce do

zhioru tych wartodei liczby 4, ktére sprawdzaja zwigzki (1), i za-
182y, ze mamy

(6) n=p<g;
w takim razie mamy

m 21«*@) -\-jp(i) :2‘ F(i).

frn i=p41 i=n

Istotnie, w razie réwnosei

mamy g=p+1

drO="F(p+1)

fmpl
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oran
]

r »
Y FO=Fi)=YFi)+F(p+i),

i=n f=n i=n

na podstawie definicyi symbolu sumy pojedynezej, z réwnosei zag
poprzedzajacych wynika réwnogé (7).

Zalézmy chwilowo, ze zwigzek (7) zachodzi jeszeze w razie,
kiedy mamy

g=p+k, (8)
oznaczajac przez k pewny liczbe calkowity, od jednosei nie mniejsza,
i przyjmijmy

g=p-+k-+1. 9
Mamy tedy ThE &
q rk
i Yl =
Jr@)=F i)+ Fp+k+1)
i=p+1 i=pf1

oraz
Ptk

FH)=J F@i)+F(p+k+1),

f=n i=n

a poniewaZ zalozyliémy, Ze mamy

P » P
> ; i

JF@e) =3 Fi)+ Y F)

i=n i=n imp41
przeto stwierdzamy, Ze przy wartodei (9) na ¢ zwigzek (7) takze
zachodzié bedzie. Na podstawie zasady indukeyi matematycznej
wnosimy z uzyskanyeh wynikéw, ze réwnoéé (7) rzeczywiscie za-
chodzié bedzie w kazdym razie.

Opierajac si¢ na uzyskanem twierdzeniu, dowiedlibysmy z la-

twodeia, ze w przypadku, w ktérymby liczby #, p i ¢ sprawdzaly

zwigzki
n=p> g,

mieliby$my zamiast réwnosei (T) réwno$¢ nastepujaca:

j‘ F (i) _;-j' F (i) =2"F(a‘).

f=n {mp—1 f=n

Przyjmijm
L i=sk - h, (10)
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oznaczajac przez s jedng z liezb
+1 albo —1,

a przez h dowolnie przyjeta, ale oznaczong liezbg calkowity. Po-
niewaz mamy
st=-1,

przeto z réwnosei (10) wynika réwnowaZna jej réwnosé
si=1F - sh,

skad

(11) k= st — sh.

Powiadam, ze mamy
v ap—al
12) S F@)=Y Fsk+h.
i=n k=gn—sh
Poniewaz réwno$¢ poprzedzajgca zachodzi lub nie zachodzi
zawsze tylko jednoczesnie z réwnoscig nastgpujaea:
(13) 2‘1«‘(3') =2‘ F (s 4+ h),
i=p k=sp—ah
przeto, zeby uzasadnié obie réwnodei (12) 1 (13), mozemy poprze-
staé na uzasadnieniu jednej z nich, Mozemy wige bez szkody dla
ogélnodei zalozyé, Ze dolna granica sumy, stanowiacej lewa strong
réwnoéei, ktérg pragniemy uzasadnié, nie jest wigksza od gérnej.
Poniewaz z drugiej strony, przemieniajgc w razie potrzeby
pomigdzy sobg znaczenia liter, moZemy zawsze to uzyskad, zeby
zachodzil zwigzek
n=p,

przeto ostatecznie mozemy bez szkody dla ogélnosei zaloiyd, ze

zwigzek poprzedzajacy zachodzi. Przyjmijmy to zalozenie. W razie
réwnosei

(14) p=n

mamy "
S FO)=F@),

ap—ih

' F(sk+ )= F (s (sn — sh) + h),

K an—ah



a poniewaz mamy
§2=1
skad wynika réwnosé ’

8 (sn — sh) 4 h =n,
przeto mamy
rp—ah

D P(hA-h)=F @)
kean—sh
Zatem w razie rownodei (14) réwnosé (12) rzecaywiscie za-
chodzi. Zatézmy chwilowo, Ze réwnosdé ta zachodzi jeszeze w przy-
. padku, kiedy mamy

p=ntw, (15)
oznaczajac przez » pewng od zera nie mniejszg liczbe 1 przyj-
mijmy

p=n-4v- 1. (16)
Mamy tedy

n-v41 -y

dFiH=NFi)=JF@)+Fntr+1). Q7

i=n i=n fen

Zeby posunsé sig dalej, nalezy osobno rozwaiyé przypadek,
w ktérym mamy

s=-+1 (18)
i przypadek, w ktérym zachodzi réwnogé
s=—1. (19)
Zaléimy najpierw, ze liczba s ma wartoéé (18). Mamy tedy
i e V1~ '
D F(sh+-h)= Y Fk+n)=
k=uni—th k=n—7
- V—h
= Y FUAN+Fn+r4+1—hth=
R —t
neb V=t
= Y FE+n+Fr+r+1),
skad i
sp—sh -V —h

ZF(sk-]—k) =ZF(sk—l— B+Futv41), © (20

ke an—af ke=n—X
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a poniewaz zalozylismy, Ze w razie réwnosei (10) réwnosé (12) za-
chodzi, przeto wnosimy z réwnosei (17) i (20), Ze réwnosé (12) za-
chodzié bedzie takze i w razie réwnosei (16), jezeli tylko liczba s
ma wartosé (18).

Zaléimy teraz, ze liczba s ma wartodé (19). Mamy tedy pray
wartodei (16) na p réwnosé nastepujgea:

ap—ah femti—=Y =1
(21) P RUCE) =Y Fh—h).
k=un—ah Reesli—nt
Mamy ¥ =1 h—n
(22) S Eh—k _2 " (ﬁ-—fc)
kemfi—n ke=fi—n—Y

7 drugiej strony, na podstawie twierdzenia, polegajacego na
réwnosei (7), mamy

h—n h—n=—Y —1 h—n
dPe—H=YFh—k+ I Fh—k=
kesh—p—= Y =] hmh—g—Yy —1 k=sl—n—Y
=F (v 1)-|-2‘1«"(h_k :
mamy wige et
S Fkthy= ‘C'Jf (h—k)+ Fn--»41)
K=san—ah I'nuh-n--v

na podstawie réwnodei (21) i (22), a poniewaz przy wartodei (19)
na § mamy

ra stV J—at
D Fk—b=3 Fisk+),
praeto mamy et
iy ane= Y=l
(28) ZF(sk-ﬁ-h):Z‘F(sk + W) Fn 44 1).

Poniewaz za§ na podstawie chwilowo przyjetego zalozenia
réwnosé (12) zachodzi przy wartodei (15) na p, przeto mamy
-V )=k n==y

D Fk+h)= Y Fi).

kman—sh fan
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Opierajac si¢ na tej réwnosci, wnosimy z réwnosei (17) i (23),
ze réwnosé (12) i w rozwazanym obecnie przypadku zachodzi.

Ostatecznie dowiedlismy: 1° Ze réwnosé (12) zachodzi przy
wartosei (14) na p; 29, Ze réwnosé (12) zachodzilaby i przy war-
toei (16) na p, gdyby tylko zachodzila przy wartodei (15).

Na podstawie zasady indukcyi matematyeznej wnosimy z wy-
nikéw tych, ze réwnosé (12) zachodzi przy wsaystkich od liczby n
nie mniejszych wartosciach na p. Poniewaz za$ przekonaliémy sig
juz poprzednio, ze dla ogélnego uzasadnienia réwnosei (12) wystar-
czajacem jest uzasadnienie réwnosei tej w przypadku, kiedy liezba p
od liczby » mniejsza nie jest, przeto stwierdzamy, Ze réwnoéé (12)
zachodzi we wszystkich przypadkach bez wyjatku.

Oznaczmy przez F) (i) wyrazenie analogiczne do wyraZenia

F(i). Mamy tedy

Z{F(e -+ F () —2Fa}+2'ff (i)

i=n i=n i=n

Réwnodé te czytelnik udowodni z najwigksza latwoscig drogy
indukeyi matematycznej. Réwnie latwo uzasadni ezytelnik, znowu
drogg indukeyi matematycznej, zwigzek nastepujacy:

2‘ (CF (i) = (,Z'If

f=n {=n

gdzie oznaczyliémy przez C jakgkolwiek od liczby i niezaleing
liczbe.

Pierwsza z dwéch réwnodei powyzszych jest w rzeczywistosel
wynikiem wlasnoéei Iaeznoéei i przemiennosei dodawania, a druga
wyraza w symbolistyce, ktérej poswigeiliémy obecny paragraf, wia-
snoéé¢ rozdzielnogei mnozenia w stosunku do dodawania,

Zalézmy, ze kazdemu z tych ukladéw wartosei calkowitych
na symbole i i j, ktére nam wypadnie rozwazaé, odpowiada ozna-
ezona liczba

F(i, ).

W takim razie. uwazajac symbol j za symbol pewnej ozna-

czonej liczby calkowitej, znaczenie wyrazenia

2 P, (24)

i
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gdzie oznaczyliémy przez n i p pewne dwie liczby calkowite, okre-
glone hedzie oczywideie powyisza definicys symboléw postaci (2);
jezeli na przyklad mamy

n < p,
to wyrazenie (24) przedstawiaé¢ bedzie sumg

Fng)+ Fn+ 1))+ ...+ I(p, ).

Samo wyrazenie (24) przedstawiaé bedzie liezbe okreslong
w zaleznosei od wartosei liczby catkowitej j. Mozemy tedy rozwa-
zad wyrazenie

) 3 ¥,

j= fmn

ktérego znaczenie znowu wynika z ogélnej definicyi symboléw po-
staci (2). Wyrazenie postaci (20) zowie sig sumy podwéjng. Mo-
zemy oczywiseie okreéli¢ analogicznie sume potréjng, po-
czwdérng i wogéle sume n-krotng. Nie tu miejsce szezegélowo
omawia¢ sumy tego rodzaju. Chodzi nam tylko o to, zeby ze wzgledu
na dalsze zastosowania uwidoeznié pewns okolicznogé natury cal-
kiem elementarnej. Poprzestaniemy przytem na rozwazanin sumy
dwukrotnej, co dla dalszyeh zastosowan bedzie wystarczajgcem;
czytelnik rozszerzy z latwodeis sam do przypadku ogélnego to, co
powiemy o sumach podwdjnych.

Zdarzyé sig moze, ze w wyraZeniu (2b) liczby » i p okre-
$lone sq w zaleznodei od tej wartosei na j, ktéry liczbie tej przy-
pisujemy w wyrazeniu

AY oy o
D F i)

ale prazypadku tego omawiaé blizej nie bedziemy i zalozymy, ze
liczby » i p okredlone sg niezaleznie od liczby j.
Powiadam, %e w takim razie mamy zwigzek nastepujgcy:

& o .
(26) 2256)=2 fﬁ“m‘),

j=0a i=n fmn et

co wyrazamy slowami, orzekajse, ze w sumie podwdjnej (2D),
w przypadku, kiedy liczby # i p od liczby j nie zalezs, porzadek
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sumowania w stosunku do ¢ i j moze uledz przemianie bez wy-
warcia wplywu na warto$é sumy.
Mozemy oczywiscie zalozyé bez szkody dla ogélnosei, ze mamy

a=p, n=p.

W przypadku szezegélnym, w ktdrym mamy

a=f, n=p (1)
mamy
X rGj) =P,
skad E

62 g :
2’“ DFaN=YFmj)=Y Fu)=F(mao. (28
j=a

j=0 i=n =t

Calkiem analogicznie uzyskujemy réwno$ei nastepujgce:

[
ZF(@;;) = I, a),

j=o

skad
I3 i ]
Ei’ Fi,j)= Y F(i,0)=F(n,a). (29)

i=n fe=o. ie=n

Z réwnosei (28) 1 (29) wnosimy natychmiast, ze réwnodé (26)
rzeczywidcie zachodzi w praypadku szezegdloym, w ktérym zacho-
dzg réwnosei (27).

Zalézmy chwilowo, ze réwnosé (26) zachodzi jeszeze w razie,

kiedy mamy

f=ua (30)
oraz

p=n-k, (31)
oznaczajac przez k pewns liczbe calkowity od zera nie mniejszy,

i przyjmijmy
p=n-+k+41 (32)

Mamy tedy
k-1 nf-k

S FG)= Flj)+Fr+E+1))

{m=n (e
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skad
ﬂ_‘ nf-k--1 o H:]_-: . .
) XY= Y FE)+Fu+k+1a).
J=o  d=n j=0 d=mn

Z drugiej strony mamy

e o wtk oo tip-k-4-1 o
W WS, \ 7 .
) II¥ren=3IF0H+Y Y Fi)=
domyy jo O * imn j=0 d=n=ifl =i
whk o
=2‘2‘ (i, j) 4+ F n+k 41, a).
imn =0

Z réwnodei (33)1 (34) wynika ze wzglgdu na chwilowo przy-
jete zalozenie, Ze w razie réwmnodei (30) 1 (32) zwigzek (26) za-
chodzi. 7 uzyskanych wynikéw wnosimy, Ze zwigzek (26) zachodzi,
jezeli tylko zachodzi rédwnosé (30), jakiekolwiek bylyby wartodei
liczb » 1 p.

Zalézmy chwilowo, %o zwigzek (26) zachodzi bez wzgledu na
warto$é réznicy liezb n 1 p, bylebysmy mieli

(35) B=a-+t,

gdzie ¢ oznacza pewny od zers nie mnicjszg liezbe calkowits, 1 prayj-
mijmy

(36) f=a-t-41.
Mamy tedy
a4l p ot p a1 p
i a U oty n Al Y e
S3ran=33rin+3 I FGj
J=a i=n Jm [m=n = ot4l d=n
37
p ol P oot » o1
\ S = \ Sy
2Y06)=3Yr0H+Y P65
jmn jegl i=n jmgl f=n Jes gt
Na podstawie chwilowo przyjetego zalozenia mamy
ot p PGt
LY & .Y S
22 6= 3 Fi.j)
Jmit A= f=n j=0t

a na podstawie jednego z wynikéw juz uzasadnionych

L e p okt

> Jrap=3 I ¥

J=04t41 imn t=n je=g-t4-1
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Whnosimy wige z réwnosei (37), ze réwnoéé (26) zachodzi przy
wartosei (36) na f, jezeli tylko réwnosé ta zachodzi przy war-
todei (30) na .

Poniewaz zad dowiedliSmy, Ze rdéwnodé (26) zachodzi przy
wartoéei (30) na @, przeto na podstawie zasady indukeyi matema-
tycznej réwnosé (26) zachodzi rzeczywiscie w kazdym razie.

PowyZsze wlasnosei sum pojedynezych i podwéjnych latwo
mogg by¢ spostrzezone intuicyjnie. Podalimy jednak szezegdlowe
dowody tych wlasnoéei, azeby uwidoeznié ten fakt, iz powolywanie
sig na intuicye w kwestyach tego rodzaju nie jest niezbegdne.

§ 119. Szeregiem nazywamy ciag

84, 185 Bag L (1)

w ktérym wyraz ogélny s, rzedu n uwazamy za okreélony wzo-

rem postaci
L
s
= 2 i (2)

w zaleznoseli od wyrazdw oznaczonego ciggu
Uyy Ugy Usgy... 3)

Wyraz u, jakiegokolwiek rzedu » w ciggu (2) zowie sig skla-
dnikiem rzedu » rozwalanego szeregu.

Wobee tego symbol s,, okreflony wzorem (2), przedstawia
sumg n pierwszych skladnikdw powyzszego szeregu.

Suma ta zowie si¢ reduktem rzedu n odnosnego szeregu.

Szereg zowie si¢ skodczonym lnb nieskofcezonym, zaleZnie od
tego, czy ciag skladnikéw jego jest skorezony ezy nieskorczony.
Wiaseiwym przedmiotem rozwaZad naszych beda szeregi mieskor-
czone,

Oznaczajac ogdlnie przez u, skladnik rzgdu » pewnego sze-
regu nieskofczonego, oznaczamy sam szereg przez symbol

t g g ... 4)

albo tez przez symbol

Zu,,. (b)

. n=1
Jezeli ciag (1) jest zbieny, to w takim razie, i tylko w takim
razie orzekamy, Ze szereg (4) jest zbiezny, a granicg ciggu (1) zo-



— b12 —

wiemy sumg rozwazanego szeregu. Szereg, ktdry zbiezny nie jest,
zowie sig szeregiem rozbieznym.

Zeby wyrazié, i% suma pewnego szeregu zbieinego réwna sig
oznaczonej liczbie, orzekamy czgsto, Ze szereg ten przedstawia
wspomniany, liczbe.

W razie zbieznodei oznaczonego szeregu uwazamy symbol
tegoz, utworzony wedlug powyzszych prawidel, za symbol przed-
stawiajgey nie tylko sam szereg, ale takze i jego sume.

Jezeli wige zalozymy, de szereg (4) jest zbieiny, i oznaczymy
przez s jego sume, to mamy w takim razie réwnoSci nastgpujsce:

§ =ty -ty -ty - ...
o0

v
fi== Su,,.

n=]1

Jezeli pewien szereg, np. szereg (4), jest zbiezny, a symbol s
oznacza jego sume, to w takim razie mozemy przyjaé

§= zn'u,—|—fi,,.

i=1
Liczba R, , okreslona tym réwnaniem, zowie si¢ reszta rzedu n
rozwazanego szeregu.
Opierajac sie na zwigzku

b W A
\J u
E u,=2 u 2 Uy
. i i=1 o pif-1
stwierdzamy, ze
[ =]
Rﬂz 2 U; .
imn1

§ 120. Jakikolwiek cigg nieskonczony
(1) Vi Uga Dhoere
uwazaliby$my, zawsze istnieje jeden, i tylko jeden szereg mieskonczony
2) L A = S

taki, seby redukt ragdu n tego szeregu (ceyli suma n pierwszych jego
skéadnikéw), jakakolwick wartosé prayjelibysmy na liczbe cadkowita
i dodatnig n, réwna? si¢ wyrazowi rzedu n ciagu (1).



— Bl —

Istotnie, spostrzegamy natychmiast, Ze okolicznoéé ta zacho-
dzié bedzie w razie, i tylko w razie, jezeli okreslimy skladniki sze-
regu (2) na podstawie wzoréw nastepujacych:

o Uy Dy (3)
oraz ogdlnie

“!l = — vll‘—l (4)

jakakolwiek, byle od jednodei wigkszy liczbe calkowity oznaczyli-
bys$my przez n.

Zestawiajac twierdzenie poprzedzajace z definicys szeregu,
spostrzegamy, Ze pomigdzy ciggami nieskonczonymi a szeregami
mozemy ustawié¢ taks wzajemng odpowiedniosé, zeby w odpowia-
dajacyeh sobie wzajemnie ciggu i szeregu wyraz n-tego rzedu
ciggu réwnal sig sumie n pierwszych skladnikéw szeregu, i to
przy wszystkich mozZebnych wartodeiach na n.

Odpowiadajacy sobie wzajemnie w ten sposéb cigg i szereg
jednoczesnie tylko moga posiadaé wlasnosé zbieznodei, a w razie
zbieznofei granica ciggu réwna sig oczywiécie sumie szeregu. Za-
tem ciggi nieskorfczone 1 szeregi nieskonczone stanowiy dwa cal-
kiem réwnorzgdne narzedzia i do wyznaczania i do przedstawiania
liczh. Wogdle ciagi nieskoficzone i szeregi nieskoniczone stanowig
oczywiseie dwie, tak ze sobg powiazane klasy tworéw umyslo-
wych, ze z kazdego twierdzenia, stosujgcego si¢ do twordw jednej
z tych klas, wynika natychmiast oznaczone twierdzenie, stosujace
sig do tworéw drugiej klasy, a kazdemu zagadnieniu (Z) z za-
kresu teoryi tworéw jednej ze wspomnianych klas odpowiada pe-
wne takie zagadnienie (Z) z zakresu teoryi twordw drugiej klasy,
iz z rozwigzania jednego z zagadnien (Z) lub (Z') wynika natych-
misst rozwigzanie drugiego zagadnienia. 7 uwag tych nie nalezy
jednak wnosié, ze pojeciowy stosunek ciggdw i szeregéw nieskon-
czonych jest symetryczny, ze innemi slowy, konstrukeya kiérego-
kolwiek z tych pojeé oparta byé moze na drugim. Zwracajac sig
do definicyi, ustawionyech w poprzednim paragrafie, spostrzegamy
natychmiast, Ze pojeciem podstawowem, ktére w Zadnym razie
pominiete byé nie moze, jest pojecie ciagu; spostrzegamy nawet
bez 7adnej trudnosei, ze teorya szeregéw niczem innem byé nie moze,
jak tylko tem, czem jest w rzeczywistodci, a mianowicie teorys
ciagéw, przedstawions zapomocy pewnej szezegdlnej terminologii.
Terminologia teoryi szeregéw okazala sig znakomicie podatng do
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wymagai nauki i na tem wlasnie polega prayczyna, dla ktérej
teorya ta ma pierwszorzedne znaczenie naukowe,

Pewne z twierdzen, ktére majg byé wylozone nizej, bedg wy-
nikami prostego przekladu na terminologig teoryi szeregéw twier-
dzed, uzasadnionych juz w teoryi ciggdw; twierdzenia te czytelnik
odrézni z latwoseig od innyeh i spostrzeze, ze dowdd kazdego  nich
polega tylko na wykazanin poprawnofei przekladu.

Opierajac sig na powyZszych wyjasdnieniach, ezytelnik prze-
lozy sam z latwoscis kaide zagadnienie i kazde twierdzenie, wy-
slowione w terminologii ciggéw lub szeregdw, na terminologie drugiej
z tyeh teoryi.

§ 121. Paragraf ten poswigeamy najogélniejszym twierdze-
niom z teoryl szeregow.

1. Zeby szereg nieskornczony

(1) Uy Uy Uy ...

byt zbietny, koniecznem i wystarczajacem jest, eby do kaddej, byle
od zera wickszej, a wiec choé¢ jak madej licsby & modliwem bydo do-
braé takg liczbe callowita i dodatniq N, zeby nierdwnosé

(2) i=N

pociggata 2a sobg nierdwnosé

r

2; 'HH._*

k=1

(3) <,

jakgkolwick, byle od jednosci nic mnicjszq wartosé catkowitq przyjeli-
bysmy na liczbe p.

Istotnie, na podstawie definicyi zasadniczych szereg (1) jest
zbiezny lub rozbiezny jednoczegnie z ciggiem

(4) Sty Say Sgyeeey

ktérego ogélny wyraz s, okreslony jest wzorem

©) = Y,

Z drugiej strony, na podstawie znanego twierdzenia (§ 116,
tw. I), konieczny i wystarczajacy warunek zbieznosei ciggu (4),
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polega na moznosei dobrania do liezby ¢ takiej liezby calkowitej
i dodatniej N, Zeby nieréwnogeci

i=N
=N (6)

pociggaly za sobg nieréwnosé
|8 — 8| <e. (7)

Poniewaz w razie réwnosei j=14 nieréwno$¢ (7) zachodzilaby
bez wzgledu na naturg ciagu (4), przeto chodzi tylko o to, Zeby
nieréwnosei (6) pociggaly za soba nieréwnodé (7) w razie nie-
réwnosei

ji.

Przyjmujae tedy oznaczenia tak, Zebysmy mieli
jzi_"?:

gdzie p oznacza liczbg calkowity od zera wigkszg, spostrzegamy,
opierajac sig na wzorze (D), ze warunek poprzedzajacy réwnowazny
jest warunkowi podanemu w twierdzeniu, a wige wlasnie warun-
kowi, o uzasadnienie ktérego chodzilo. Uzasadniliémy wige w zu-
pelnoSci twierdzenie, ktére pragneliémy udowodnié.

Uwaga I Jezeli dwa szeregi

Uy = Uy g .
bty s

znajduja sie w takim zwigzku, iz istniejs pewne dwie liezby calko-
wite i dodatnie p i ¢ takie, Zeby$my mieli

Upti = Vgt

jakakolwiek liczbe calkowita, byle od zera nie mniejszg oznaczyli-
by$my przez i, to w takim razie szeregi te oczywidcie zawsze jedno-
czesnie sg zbiezne lub rozbiezne.

Z wniosku tego wynika natychmiast, Ze jakiekolwiek zmiany
wartosei skofczonej liezby skladnikéw oznaczonego szeregu wplywu
zadnego nie wywieraja na wlasnosé¢ zbieznosei lub rozbieznodei,
ktérqg mogl mieé pierwotnie rozwazany szereg. Natomiast oczywi-
Scie zmiang wartoéei skoriczonej liczhy skladnikéw szeregu zbiez-
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nego mozemy wywolaé jakgkolwiek zmiang warto$ei sumy tego
szeregu,

Uwaga II. Jezeli pewien szereg jest zbieiny, to redukty
tego szeregu sy ograniczone; innemi slowy, istnieja pewne dwie
liezby L, i L, takie, iz mamy

Li=a=1L
bez wrgledu na wartodé liezby calkowitej i dodatniej »

Stusznoéé uwagi tej wynika hezposrednio z twierdzenia po-
przedzajacego, ale moZe byé takze uwazana za nastgpstwo uwagi II
przy tw. I-szem § 116-go.

IL. Jeieli pewien szereg, szereg (1), jest zbieiny, a do pewnej
liczhy €, od zera wigkszej, liczba N tak zostada dobrana, 2eby nie-
réwnosé (2) pociagata za soba nierdwno$é (3), to w takim razie nie-
rdwnosé (2) pociaga za soba nieréwnosé

i

_‘ 1
5 ", — 8

k=1

=¢

L — Mo |

gdzie przez s oznaczylismy sume szerequ.

Twierdzenie to jest natychmiastowem nastgpstwem uwagi I-szej
przy tw. I-szem § 116 go, a wielkie jego znaczenie polega na
tem, Zze w przypadkach, kiedy jestedmy w stanie liczbowo rozwig-
zaé problem wyznaczenia liczby N w zaleZnogei od liczby e fak,
zeby nieréwnosé (2) pociggala zau sobs nieréwnosé (3), mamy na
podstawie twierdzenia obecnego srodek do przyblizonego wyzna-
czenia sumy szeregu z bledem, nie przekraczajacym a priori ozna-
czonej granicy.

IIL. Konieczny (ale jak si¢ przekonamy o tem pdéniej nde-
dostateczny) warunek zbiednosci szerequ nieskonczonego polega na
tem, Zeby cigg skiadnildw jego byl ciagiem ebicinym o grawicy rd-
wnej zeru.

Poniewaz na podstawie twierdzenia poprzedzajaeego, w razie
zbieznodei szeregu (1) mozliwem jest dobranie do kazdej, byle od
zera wigkszej liczby &, takiej liczby calkowitej i dodatniej N na
wartosé liezby calkowitej i dodatniej p, zeby nieréwnosé (2) pocig-
gala za sobg nieréwnoéé (3), przeto w razie zhieznodei rozwazanego
szeregu moZliwem bedzie w szezegélnoéei dobraé do kazdej, byle
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od zera wigkszej wartosci liczby & taka liezbe calkowits i doda-
tnig N, zeby nierdwnosé (2) pociagala za sobg nieréwnodé

|t | <e.

ktorg wyprowadzamy z nieréwnogei (3), przyjmujae p=1.

Wynik, do ktérego doszliémy, wyraza, iz w razie zbieznogei

szeregu (1) cigg

Uy Ugy Ugsy...
bedzie ciggiem zbieznym, o granicy réwnej zeru, a o to wlaénie
chodzilo.

IV. Jedeli szereg, wynikajacy = jakiegokolwiek szeregu danego
drogu podstawienia w miejsce jego sktadnikéw ich wartosci bezwzgle-
dnych, jest zbiezny, to rozwaéany szereg takze jest zbieiny.

Istotnie, zachowujae oznaczenia. ktéremi postugiwalidmy sig
poprzednio, przyjmijmy jeszcze

U, = |u|

i zaldZmy, Ze szereg
Ui+ Uy + U - (8)

jest zhiezny. W takim razie do kazZdej, byle od zera wickszej war-
todei liczby &, mozZebnem bedzie dobranie takiej liezby calkowitej &V,
zeby nieréwnodé (2) poeciagala za soba nieréwnodé

Z Ur < &

jakgkolwiek wartosé dodatnig przyjeliby$my na liezbe calkowity p.

Poniewaz mamy
P 3
2; Mifx é 2 U;-H:

k=1 k=]

przeto przy powyiszej warto$ci na N nieréwnodé (2) pociagaé be-
dzie za sobg nieréwnosé (3), zatem na podstawie tw. I-go szereg (1)
rzeczywiseie bedzie zbieiny, co wlasnie nalezalo uzasadnié.
Przekonamy si¢ pdéniej, ze jakesmy juz zaznaczyli, twier-
dzenie poprzedzajace nie moze byé odwrdécone, innemi slowy
szereg (8) moze byé rozhiezny nawet w razie zbieznosci szeregu (1).
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Jezeli szereg, powstajacy z oznaczonego szeregu przez podsta-
wienie w miejsce jego skladnikéw wartosei bezwzglednych tychze,
jest zbieiny, to w takim razie orzekamy, Ze rozwazany szereg (nieza-
wodnie zbiezny na podstawie twierdzenia poprzedzajacego) jest b ez-
wzglednie zbieZny. Szeregi zbiezne, ktére jednak bezwzglednie
zhieznymi nie sg, zowiy si¢ szeregami warunkowo zbieznymi.

Zestawiajage z twierdzeniem § 117-go uwagi poczynione
w § 120-tym o stosunku wzajemnym ciggéw nieskoniczonych i sze-
regdw, spostrzegamy natychmiast, Ze rozwazajgec dwa lub kilka
szeregéw zbieznych, moZemy z latwodeis okreslié szereg zbiezny,
ktérego suma réwnalaby sig jakiejkolwiek takiej kombinacyi sum
szeregéw danyeh przez dzialania zasadnicze, ktéra mialaby ozna-
czony wartodé, ktéra zatem nie obejmowalaby dzielenia przez
dzielnik réwny liczbie zero. NajwazZniejsze ze zwigzkow, ktére mo-
semy uzyskaé na tej drodze, podajemy w twierdzeniu nastepujacem.

V. Jedeli kaddy 2 szeregéw

thy -ty -ty ...
v v, 4 vy ...

jest zbiezny, to w takim razie zachodza zwigzli nastepujace :

(d4) Zu‘ - "y, =Z (u - v,),

(B) zm'“i _j‘ V= y (“i — ),

Uy
(D) ( 2‘]:b= =
i=1 i=1

gdzie symbol a oznacza liczbe calkiem dowolnie przyjeta, a symbol b
liczbg od zera odmienna, ale poza tem jakqlkolwiek.

Zwigzki (4) (B) uzyskane byé mogs w sposéb tak bezpo-

Sredni drogs dopiero co wskazang, Ze wszelkie dodatkowe wyja-

Snienia bylyby zbyteczne; zwrécimy tylko uwage czytelnika na to,
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ze zwigzki te moglibyémy takZe z latwodeiy wyprowadzié bezpo-
grednio z definicyi sumy szeregu. Zwiszek (D) jest natychmiasto-
wem nastepstwem zwigzku (C), albowiem dzielenie przez liczbe od
zera odmienng b réwnowazne jest mnozeniu przez czynnik

1
b’

Pozostaje wige tylko parg stéw do powiedzenia o réwnosei (C).
Liczba a uwazana byé moze za granicg ciggu nieskonczonego, ktd-
rego wszystkie wyrazy réwnajg sig samej liczbie a. Poniewas
z drugiej strony suma szeregu

Uy + thy Uy ...
jest granica ciggu, w ktérym n-ty wyraz réwna sie sumie

E i,

=1
przeto iloczyn lieczby a przez sume powyZszego szeregu rowna sig
na podstawie twierdzenia § 117-go granicy ciagu zbieznego, w kté-
rym n-ty wyraz réwna si¢ wyrazeniu

a 2-“«:

im=1

a ktére znéw réwne jest nastgpujacemu

5 ary.

Poniewaz zaé to ostatnie wyrazenie przedstawia sumg 2 pierw-
szych skladnikéw czyli redukt n-ty szeregu

au, —+ auy - avg - ...,

przeto szereg ten jest zbiezny, a suma jego sprawdza réwnos¢ (C).
Pozostawiamy czytelnikowi wyprowadzenie zwigzku (C) bez-
posrednio z tw. I-go paragrafu niniejszego.
Bezpo$rednie zastosowywanie tw. I-go paragrafu niniejszego do
rozstrzygnigcia, czy pewien szereg jest zbiezny, polaczone jest czesto
z powaznemi trudnoéciami; niejednokrotnie nawet napotykamy sze-



regi, co do ktérych wogdle nie umiemy rozstrzygnaé pytania, czy
one sy czy nie sy zbiezne. Wobee tego, badajac niZej pewne
szezegllne typy szeregéw, bedziemy mieli przedewszystkiem na
celu ustawienie twierdzen, ktdre nadaja sie do rozwigzania kwe-
styl zbieznodei szeregéw w praypadkach mniej Inb wigeej szeze-
gdlnych.

§ 122. Paragraf ten poswigeamy teoryi szeregéw o skladni-
kach dodatnich, Szeregi tego rodzaju maja wyjatkowe znaczenie
juz z tej przyezyny, i% ze wzgledu na tw. IV-te paragrafu poprze-
dzajacego stwierdzenie zbieznodei szeregu o skladnikach, ktérych
znaki sg jakiekolwiek, moze byé w pewnych przypadkach osig-
gnigte przez stwierdzenie zbieZnosei pewnego szeregu o skladnikach
dodatnich, mianowicie szeregu, wynikajgcego z rozwazanego szeregu
przez podstawienie na miejsce jego skladnikéw wartodei bezwzgle-
dnych tychze. Ale w rzeczywistosei szeregi o skladnikach doda-
tnich zastugujg na szezegblug uwage i z innyeh wzgleddw: w je-
dnym z nastgpnych paragraféw przekonamy sig, ze szeregi zbieine
bezwzglgdnie wyrézniaja sie od innych szeregéw wlasnodeis,
ktéra ezyni z nich narzedzie szezegélnie dogodne; otdZ, poniewaz
szereg zbiezny bezwzglednie okreslilismy, jako szereg te wlasnodé
majaey, iz szereg, wynikajacy z niego drogg podstawienia na miejsce
jego skladnikéw wartosci bezwzglednych tychze, jest zbieiny, przeto
problem zadecydowania, czy pewien szereg jest zbiezny bezwzgle-
dnie, polega w rzeczywisto$ei na zadecydowaniu o zhieznosei ozna-
czonego szeregu o skladnikach dodatnich.

L Zeby szereg o skladnikach dodatnich

(1) Uy -ty —+ uy ...
byt zbiezny, koniecznem jest i wystarczajacem, Zeby istniala oznaczona
liczba A taka, itby 2wiqzek

"

(2) Z w=4

zachodzit, jakakolwiek wartosé catkowita i dodatnig przyjelibysmy na n.

Istotnie, szereg (1) jest zbiesny lub rozbiezny jednoczesnie
z ciggiem

@) S15 Sy Spyes



