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gnigeia w pewnyeh przypadkach o zbieZnosei lub rozbieznosei ozna-
czonego ciagu. .

§ 117. Rozwigzaniem drugiego z probleméw podstawowye
(§ 115) teoryi ciagdéw jest twierdzenie nastgpujace:

Oznacemy przez w, © v, wyrazy rezedu n-tego dwdch ciagéw
nieskoniczonych zbiecinych i, postugujac sie symbolistyka okreslong
w § 114-tym, prayjmijmy
(1) lim u, =«

Hem=O0

@) lim v, = b.

He=0D

W takim razie zachodzié beda zwiqzki nastepujace:

(3) lim (%, 4-v,) =a -+ b,
(4) lim (4, —v)=a—10,
(5) lim (u,.v,) =a.b,

n=ca

oraz w razie, kiedy zachodzi nierdwnosé

(6) b0,
Jeszeze i zwiazel nastepujacy:

> . un p— a'
(@ lim'((2:) =

Zwigzki (1) 1 (2) wyraZaja, %e kazdej dowolnie przyjetej, byle
od zera wigkszej liezbie & odpowiadajg dwie liczby calkowite N’
1 N” takie, Zeby nieréwnogdé

>N
pociagala za sobg nieréwnodé
lu, —a| <e,

a nierdwnosé

n> N

|o,—b] <e.

-Jezeli, wyznaczywszy w sposéb powyzszy liezby N’ i N“,
oznaczymy przez N liczbe nie mniejszg od zadnej z liczb N i N”,
to nieréwnosd

(8) n>N

nieréwnosé
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pociggaé bedzie za sobg jednoczesnie nieréwnodci

l i, —a | < £, l
9
|va—b|<e. | ©)
Zatem kazdej od zera wigkszej liezbie & odpowiada taka liczba
catkowita N, zeby nieréwnosé (8) pociagala za sobs jednoczeénie
nieréwnosei (9). Poniewaz nieréwnosei (9) pociagaja za soba nie-

réwnosel
| (w—-2,) — (a+8) | < 2, (10)
| (s —0,) — (@ — D) | < 2,

przeto nieréwnosé (8) pocigga za sobs jednoczeénie te ostatnie nie-

réwnosei. Jezeli wige oznaczymy przez u dowolnie przyjeta, byle

od zera wigkszg liczbe i wyznaczywszy liczbg & z réwnania
2e=u,

a liczbg NV tak, Zeby nieréwnodé (8) pociagala za soba nieréwnosei (9),
a wige 1 nieréwnodei (10), to nieréwnosé (8) pociagaé bedzie za
soba nierdwnogei

| (. ~+0) — (@) | < n,
| (e —0) — (@ —B) | < .

Uzyskany wynik wyraza wladnie, %e réwnosei (3) i (4) zachodza
rzeczy wiscie.

Zeby uzasadnié réwnodé (D), zwazmy najpierw, Ze na podstawie
uwagi II-giej przy tw. I-szem paragrafu poprzedzajacego istnieé
beds ze wzgledu na zbieZnodé ciagéw

Uy, Ugy Ug...
Vyy gy Vg---
takie liezby 4’, 4, B’ i B”, tebyémy mieli
A =u, g A
B g 0= B

dla wszystkich wartosei wskaznika n. Jezeli tedy oznaczymy przez L
liczbe nie mniejszg od wartoei bezwzglednej Zadnej z liezb A
A", B' i B”, to przy wsaystkich wartodciach wskaznika 2 zacho-

dzié¢ heds nierdwnoéei
PAESANENES2 (th
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Mamy oczywifeie

U, . v, —a.b=@,—a)v,-4|a@ —>h).

+|a|'|”~_"b|:

skad

|ullvn_-ab|é|uu_ai“luﬂ

skad znowu wynika zwigzek 1)

(12) |ty 0,—ab|=|u,—a|.L4|v,—b|.L

ze wzgledu na drugi ze zwigzkéw (11) oraz zwiazek
lo| =L,

ktéry znéw wynika z pierwszego ze zwigzkéw (11), réwnowaznego

zwigzkom
—L=u,=L,

ze wzgledu na uwage IIl-cig przy tw. I-szem paragrafu poprze-
dzajacego.

Poniewaz nieréwnosé (8) pociaga za sobg nierdwnosei (9),
przeto ze wzgledu na zwigzek (12) nieréwnosé (8) pocigga za sobg
takie nieréwnosé

| uw, — ab | < 2Le.

Jezeli wige, pezyjawszy dowolnie od zera wigkszg, ale chodby
jak maly liczbe w, wyznaczymy liczbe & z réwnania

2Le=u

1 wyznaczymy naste¢pnie liczhg N tak, zeby nierdwnosé (8) pocig-
gala za soba nieréwnodei (9), to nieréwnosdé (8) pociggaé bedzie za
sobg nierdwnosd

lup, —ab | < u.

Zatem ciag nieskonczony, w ktérym wyraz rzedu » réwna sig
iloczynowi
Up i Uiy

Jest zbiezny, a granica jego réwna sig iloczynowi
a.b.

Na tem wladnie polega treéé réwnosei (5), ktéra mielismy
uzasadnié.

1) Por. z tw. Il-giem § 92-go, str. 330.
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Pozostaje do okazania, ze w razie nieréwnodci (6), zachodzi
réwnosé (7). Nieréwnosé (6) stanowi oczywidcie warunek konieezny,
azeby wogdle mogla zachodzié réwnosé (7), poniewas gdyby zacho-
dzila réwnoéé

b=0

to dzielenie, zaznaczone we wzorze

a
b’

byloby niewykonalne lub prowadziloby do wyniku nieoznaczonego.
Zatem wyzwolenie si¢ od warunku ograniczajgcego, polegajgcego
na nieréwnodei (6) jest rzeczg niemoiliwg. Czy obok réwnodei (1)
i (2) nieréwnosé (6), jest warunkiem wystarczajgeym, azeby zacho-
dzila réwnosé (7)? Moznaby zarzucid, ze warunek ten dostatecznym
nie jest, albowiem chociazby nieréwnosé (6) zachodmla, mozliwem
jest, Zeby pewne wyrazy ciggu

Uy Vg, Vgyeo (13)
réwnaly sig zeru, a w takim razie wzér
ul
?)Il
na wyraz rzgdu n-tego ciggu
WA
v w v’
ktérego granicg mialaby by¢ liczba
=
b’

stawalby sig dla pewnyeh wartosei wskaznika n iluzoryeznym ezyli
pozbawionym znaczenia. Na to odpowiadamy, ze réwnosé (7) wyraza,
iz kazdej od zera wigkszej, ale chodby jak malej liczbie u odpo-
wiada taka liczba calkowita i dodatnia N, Zeby nieréwnosé (8) po-
ciggala sa sobg nieréwnodé.

< p. (14)
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Otéz, chociazby pewne wyrazy ciggu (13) réwne byly zeru,
to 1 w takim razie, jeZeli tylko, poczynajae od pewnej dostatecznie
wielkiej wartodei na n, wyraz

1?ll

pozostaje stale od zera odmienny (a przekonamy sig, ze okolieznogé
ta w rzeczywistodei zachodzi), nie jest rzeczq mniemozliwg a priori,
Zeby wspomniana odpowiednio$¢ pomigdzy wartoéciami liezb p i N
zachodzié¢ mogta.

Poniewaz cigg (12) jest zbieiny a granica jego réwna sig
liczbie b, przeto dowolnie przyjetej, byle od zera wigkszej liczhie
odpowiadaé¢ bedzie taka liezba calkowita N, Zeby nieréwnoéé

(15) n> N
pociggala za sobg nieréwnosé
(16) [ — 0| <.

Ze wzgledu na nieréwnosé (6), mozemy oczywiscie przyjaé
na 7 pewns taks wartodé, zebysmy mieli
0y |bl.

W dalszym ciggu zaloZymy, ze$my na % przyjeli pewns, nie-
réwno$¢ poprzedzajgce sprawdzajaca warto§¢ i wyznaczyli naste-
pnie N tak, Zeby nieréwnosé (15) pociggala za sobg nieréwnodé (16).
W takim razie ze wzglgdu na zwigzek

0. =(©.— )+,

nieréwnosé (1D) pociagad bedzie za sobg nieréwnosé

| o )= 18] — [0 —b],
a wiec

an 112>
gdzie przyjeliémy l=|b|—1.

Ziwazmy obecnie, Ze jezeli przy pewnej wartosci na N nie-
réwno$é (8) pocigga za sobg mieréwnoéei (9), to przy kazdej wiek-
sze] wartodei na N, nieréwnodé (8) niezawodnie takze pociggaé be-
dzie za sobg nieréwnosei (9). Wobec tego mozemy zalozyé, co tek
uczynimy, %e wyznaczajae liczbg N z warunku, Zeby nieréwnosé (8)
pociggala za sobg nieréwnodei (9), uwzgledniony zostal jeszeze wa-
runek dodatkowy, polegajscy na nieréwnodei

(18) N=N,.
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W dalszym ciggu zalozymy, Ze wskaznik n sprawdza nie-
réwnosé (8). W takim razie ze wzgledu na nieréwnosé (18) liczba
sprawdzac bedzie nieréwnodé (15), a poniewaz nieréwnosé ta pocigga
za. sobg nieréwnosé (17), z ktérej znéw wynika nieréwnodd

2,30,

u,

przeto iloraz

bedzie przyjmowal przy rozwazanych wartodciach wskasnika n,
wartodei oznaczone w zupelnoéci. Mamy

“, a__ub—uva

v, b b

skad
u, a b —a)-+tab—uv,)
v, b 0,0 :

Z réwnosci poprzedzajacej wynika nieréwnodé

Adlu,—a|+4|v,—b]|
EAREY '

u, a

b (19)

gdzie A4 oznacza liczbe nie mniejszgq od Zadnej z liczb
la| i |b].
Na podstawie nieréwnodei (17) i nierdwnosel
18] >,
ktéra wynika z definicyi liczby !, mamy z nieréwnosei (19) i (9),
w, a 24¢ 1)

v, b e

pod tym jedynym warunkiem, Ze zachodzi nieréwnosé (8). Poniewaz
moZemy, wyznaczywszy liczbe & z rdwnosei

24e

? =u,
tak wyznaczy¢ liczbe N. zeby zachodzila nieréwnodé (18), a nadto,
zeby nieréwnodé (8) pociggala za sobg nieréwnosei (9), przeto stwier-

1) Por. tw, ll-cie, str. 331.
32+
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dzamy, ze kazdej od zera wigkszej, ale choéby jak malej liczbie p
odpowiada taka warto$é liczby N, zeby nieréwnos$é (8) pociagala
za sobg nieréwno$é (14). Dowiedlismy wige réwnosei (7), ktéra po-
zostawala jeszeze do uzasadnienia.

Na podstawie twierdzenia poprzedzajgcego mozemy oczywiscie
ustawié cigg nieskoniczony zbiezny, ktérego granica réwnalaby sig
jakiejkolwiek mozliwej kombinacyi granic ciggéw zbieznych da-
nych drogs czterech dzialan zasadniezych.

Poslugujge sig wyraZeniem mozliwa kombinacya granic
ciggéw danych, pragneliémy zaznaczyé, Zze mielidmy na myéli takie
kombinacye granic ciagéw danych, ktére bylyby rzeczywiscie jedno-
znacznie wykonalne, ktérych wykonanie zatem nie wymagaloby
wyznaczania ilorazéw w przypadkach, kiedy dzielnik réwna sig zeru.




