XIIL. Pojeeie zbieznodei ciagn nieskonezonego.

§ 113. Pojgeie ciggu ezyli zbioru przedmiotéw, nastepujg-
cych po sobie w oznaczonym porzadku, nalezy do tych podstawo-
wych pojeé, ktére skonstruowanemi byé nie moga i stanowia ma-
teryal do wytworzenia innych pojeé. Opieramy si¢ na pojeciu ciggu
na samym poezgtku teoryi liczb calkowitych ), a w rozdzialach po-
przedzajgeych napotykalismy juz wielokrotnie koniecznosé postugi-
wania si¢ tem pojeciem. Elementy zbioru, stanowigcego oznaczony
ciag, zowia sig elementami lub wyrazami ciggu. W kazdym
ciggu istnieje pewien wyraz, ktéry stanowi pierwszy wyraz roz-
wazanego ciagu. Zeby wyrazié, iz pewien wyraz pewnego ciggu
jest pierwszym wyrazem rozwazanego ciggu, powiadamy, Ze liczba
porzgdkowa czyli numer tego wyrazu réwna sig jednosei. Do
kazdego innego wyrazu ciggu przywiszujemy takze oznaczong liczbe
catkowity, ktérej dajemy nazwe liczby porzgdkowej tego wy-
razu. Liczbe porzadkows jakiegokolwiek, od pierwszego wyrazu
odmiennego wyrazu oznaczonego ciggu okreslamy jako liczbe, ktdra
stanowi wynik dodania jednosei do liczby porzadkowej wyrazu,
po ktérym nastgpuje bezposrednio rozwazany wyraz.

Poniewaz okreélilidmy juz bezpoérednio liczbg porzadkows
pierwszego wyrazu ciggu, przeto na podstawie indukeyl matema-
tyeznej definicya poprzedzajgea okresla numer kazdego wyrazu
jakiegokolwiek pomyslanego ciggu. Wyrazenie rzad pewnego wy-
razu oznaczonego ciggu oznacza to samo, co numer porzgdkowy.

Zeby wyrazié, iz liczby porzadkowe dwdch wyrazéw pe-
wnego ciggu rdznia si¢ pomigdzy soba o jednogé, orzekamy, Ze roz-
wazane wyrazy sg wyrazami sgsiednimi.

1) Zaremhba. Zarys pierwszych zasad teoryi liczb calkowitych, str. 4.
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Oznaczony eciag, jak to juz wiemy z poczatkéw teoryi liczb
catkowitych, zowie sig ciggiem skonczonym lub nieskofczonym, za-
lesnie od tego, czy liczba wyrazéw jego jest skonczona czy nie-
skonezona.

W ciggu skoriczonym istnieje zawsze wyraz ostatni, ezyli wy-
raz, po ktérym nie nastgpuje juz zaden inny; w ciggn nieskonezo-
nym kazdemu wyrazowi odpowiada oczywiscie wyraz, ktéry po nim
nastgpuje, zatem w ciggu nieskoficzonym wyraz ostatni nie istnieje.

Wyrazenie ,cigg oznaczony“ oznacza w przypadku, kiedy
chodzi o cigg skonezony, ciag, ktérego kazdy wyraz uwazany byé
moze za przedmiot, okreslony specyalng definicys. Jezeli za§ chodzi
o cigg nieskofczony, to wyrazenie ,cigg oznaczony“ nie moze
mieé¢ takiego znaczenia, albowiem kazdy elemeni zbioru nieskon-
czonego specyalny definicys oczywiscie okreslonym byé nie moze.
Kiedy chodzi o cigg nieskofczony, to poslugujemy si¢ wyraze-
niem ,cigg oznaczony, zeby wyrazié, iz na podstawie pewnego
ukladu danych (U) wyraz jakiegokolwiek dowolnie danego numeru
w rozwazanym ciagu winien byé pomyélany jako przedmiot ozna-
czony w zupelnofci.

Najprostszem przykladem oznaczonego ciggu nieskoriczonego
jest cigg nataralny liezb calkowitych,

Przedmiot rozwazaf, kiére zamierzamy rozwingé w tym roz-
dziale, stanowié beda wylgeznie takie ciagi, ktérych wyrazami beds
pewne liczby rzeczywiste. Wobec tego postugiwacé sig bedziemy
wyrazem ,cigg® w znaczeniu cigg liczb.

Ciag nieskonezony symbolizujemy zwykle, umawiajac sie, Ze
oznaczaé bedziemy wyraz s-tego rzedu przez pewns litere, zaopa-
trzony w wskaznik n, jakakolwiek od jednodei nie mniejszg war-
to$¢ mialaby liczba n. Zeby wyrazié, iz oznaczamy ogdlnie przez u,
wyraz n-tego rzgdu pewnego ciggu, powiadamy, iZ rozwazamy ciag
nieskonczony

Uyy U, Ugy.on

Zeby wyslowié jakiekolwiek ogélne zdanie o wyrazach ozna-
ezonego ciagu, przyjmujemy czesto za podmiot orzeczenia wyraze-
nie ,ogélny wyraz ciggu¥; na prayklad, zeby wyrazié, iz kazdy
Wyraz pewnego ciggu oznaczamy przez litere u, zaopatrzong we wska-
Znik réwny rzedowi uwazanego wyrazu, powiadamy, i% oznaczamy
przez u, wyraz ogdlny rozwazanego ciggu.
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Jezeli chodzi o okreslenie pewnego ciagu szczegélnego, to
piszemy niekiedy kolejuno wzory na kilka pierwszych wyrazéw
ciagu, o ktéry chodzi, w ten sposdb, zeby na wzorach tych mozZna
bylo latwo spostrzedz ogélng regule do wyznaczenia wyrazu jakiego-
kolwiek rzedu n. Na przyklad, zeby wyrazié, ii mamy na mysli
ciagg nieskonczony, w ktérym wyraz n-tego rzedu réwna si¢ liezbie

1
2n)
powiadamy, Ze rozwazamy cigg nastepujgcy:
1 1 1
3 g g
§ 114. Jezeli oznaczonemu ciggowi nieskoriczonemu
Uyy Ugy Ugye.: ®

odpowiada pewna liezba g, w stosunku do ktdrej zawsze rozwig-
zalnem jest zadanie, polegajace na tem, Zeby, przyjawszy dowolnie
pewng od zera wigkszg, ale chodby jak malg liczbe e, wyznaczyd
takg liczbg calkowita i dodatnia N, izby nieréwnoséd

n>N 2)
pociggala za sobg mierdwnosé
, u—g[<e, (3)
gdzie symbol
| Uy — 9' |

oznacza, zgodnie z umows przyjeta w rozdziale X-tym, wartosé bez-
wzgledng réznicy
Wn—10

to okolicznodé tg wyrazamy, orzekajge, Ze cigg (1) jest zbiezny.
Liczba g zowie sig tedy granics rozwazanego ciagu.

Jezeli pewien cigg nieskonczony nie jest zbiezny, to w takim
razie ciag ten zowie sig¢ ciggiem rozbieZnym.

Zeby wyrazié, iZ pewien ciag

' Uy, Uy Uy

jest zbiezny, a granics jego jest pewna liczba g, piszemy réwnosé

nastepujacy K=

=0
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To samo wyrazamy takze, orzekajae, Ze wyraZenie %, zmierza
do oznaczonej granicy g, gdy liezba calkowita % roénie nieogra-
niczenie.

Jezeli ciag (1) jest oznaczonym ciggiem zbieZnym, a liezba e
ma pewng oznaczony warto$é, to w takim razie liczba N nie jest
oznaczona w zupelno$ei; jezeli bowiem przy pewnej wartoSei N,
tej liezby nieréwnosé (2) pocigga za soby nieréwnodé (3), to przy
kazdej wartodei na N, od liezby Ny wigkszej, nieréwnosé (2) oczy-
wideie takze pociggad bedzie za soba nieréwnodé (3); w rzeczywi-
stodei oznaczony bedzie tylko najmniejsza taka wartodé liczby N,
przy kiérej nieréwnosé (2) pociaga za soba nieréwnosé (3).

Spostrzegamy natychmiast, Ze tres¢ definicyi zbieznosei ciggn
nieskonezonego nie uleglaby zmianie, gdyby$my w brzmieniu tej
definicyi zastapili zwigzek (2) przez zwiyzek

@) n=N;

albowiem, jezeli przy pewnej wartosei N, na N nieréwnosé (2) po-
cigga za sobg nieréwnosé (3), to przy wartosei

N:N°+l

zwigzek (4) pociagalaby takie za soba nieréwnoéé (3); odwrotnie,
jezeli przy pewnej wartosci na N zwigzek (4) pociaga za sobg zwig-
zek (3), to przy tejze wartodci na N zwigzek (2) pociggalby za sobg
zwigzek (3). :

Réwnie latwo spostrzegamy, ze tresé omawianej definicyi nie
uleglaby zmianie, gdybysmy zastapili warunek, azeby jeden ze zwiaz-
kéw (2) lub (4) pociggal za sobg zwiazek (3), przez warunek, zeby
ten sam ze zwigzkéw (2) lub (4) pociagal za soba zwigzek

(5) Iun_.‘”ga'

Istotnie, jezeli jeden ze zwiazkéw (2) lub (4) pociaga za sobs
zwigzek (3), to tenze zwigzek pocigga za sobg oczywideie i zwig-
zek (D), jezeli zas do kaidej od zera wigksze] wartodei na & mo-
zemy dolgczyd taks wartodé na N, zeby jeden ze zwigzkdéw (2)
lub (4) pociagal za sobg zwigzek (D), to przyjawszy na & jakgkol-
wiek wartos¢ od zera wigkszg i wyznaczywszy nastgpnie liczby N
tak, zeby jeden ze zwiazkdéw (2) lub (4) pociggal za sobs zwiszek

(6)

u,,—g]__<z£’,
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gdzie oznaczyliSmy przez &' liczbe wieksza od zera a mniejszs od &,
ale poza tem dowolnie przyjets, dopniemy tego, Zeby ten ze zwigz-
kéw (2) lub (4), ktéry pociagalby za soba zwiazek (6), pociagal za
soby takze i zwigzek (3).

Twierdzenie podstawowe. Dwie nieréwne pomiedzy soba
liczby mie moga byé gramicami tego samego ciggu nieskornczonego.
Innemi slowy: grenica oznaczonego ciagu, o ile istnieje, oznaczona
jest w 2upednosei. Albo jeszeze inaczej: jedeli kaida 2z pewnych dwdch
liczb g i g' wwazana byé moze za gramice oznaczonego ciggu nieskon-
c20Neqo

Ui Yay s (7)
to liczby te sprawdzaja rdwnosé
9=9. @)

Udowodnimy twicrdzenie poprzedzajace w ostatnie] z trzech
postaci, w ktérych je wyraziliémy. Zalézmy tedy, ze kazda z liczb g
i ¢’ uwazana byé moze za granicg ciggu (7). W takim razie cigg (7)
bedzie z koniecznodci ciggiem zbieznym.

Jezeli wige oznaczymy przez e jakgkolwiek, byle od zera wigkszs,
liczbe, to ze wzgledu na to, i% liczba ¢ uwazana byé moZe za gra-
nice rozwazanego ciagu, odpowiadaé bedzie liczbie & pewna liczba
calkowita 1 dodatnia N’ taka, zeby z nieréwnosci

n>N (9)
wynikala nieréwnosé
t—g| <& (10)

Poniewas z drugiej strony liczba ¢’ takze uwazana byé moze
za granice ciagu (7), przeto liczbie & odpowiadaé bedzie pewna taka
liczba calkowita i dodatnia N, zeby nieréwnosé

n > N (11)
pociggala za sobg nierdwnosé
|t —g' | <& (12)

Oznaczmy przez N liczbe calkowity i dodatnis nie mniejsza
od Zadnej z liczb N’ i N”. W takim razie nieréwnosé

n>N (13)

pociagaé bedzie wa sobg obie nieréwnosei (9) i (11), a wige i obie
nieréwnosei (10) i (12).

Arytmetyka teoretyczna. 3L
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Mamy

9—9 =, —g)— u.—g),
skad

lg—g | =|v.—g |+ |v.—gl,

skad znéw wynika nieréwnoesd
(14) lg—9g'1<2¢

ze wzgledu na nieréwnodei (10) 1 (12), ktére zachodzié bgdg nieza-
wodnie, jezeli, co zakladamy, liczba n sprawdza nieréwnodé (13).
Poniewaz wyrazenie

l9—9'I

weale od liezby n nie zalezy, poniewaz z drugiej strony mozemy
przyjaé¢ na & jakakolwiek, byle od zera nie wigksza wartosé, po-
niewaz wige mozemy liczbe & tak dobraé, zeby wyraZenie 2& ré-
wnalo si¢ jakiejkolwiek, byle od zera wigkszej liczbie, przeto
w rzeczywistosei udowodniliSmy, co nastgpuje: warto$é bezwzgledna
réznicy
9—y9

mniejsza jest od kazdej od zera wigkszej liczby. Mamy zatem

] g—9=0
czyli

g=4g.

Dowiedlidmy wiee, ze réwnos$é (8) jest koniecznem nastep-
stwem zalozenia, iZ kaida z liczb ¢ i ¢’ uwazana byé moze za gra-
nice ciagu (7), a o to wlasnie chodzilo.

Spostrzegamy z latwoscia, ze istnieje nieskonczenie wiele cig-
géw zbieznych, ktérych granica réwna si¢ dowolnie oznaczonej
naprzéd liczbie g. Jezeli na przyklad przyjmiemy

a
w=g+2,

oznaczajge przez a dowolnie prayjets liczbg, to ciag wy, s, us...
bedzie oczywiscie zbiezny, a granica jego réwnad sig bedzie liczbie g.

§ 115. Podstawowe znaczenie ciggdw nieskoriczonych zbies-
nych polega na tem, ii zwykle poznaé mozemy liczbg, ktdrs pra-
gniemy wyznaczyé, tylko przyblizenie w postaci pewnego wyrazu
ciggu zhieinego, ktdrego granica jest wlaénie liczba, o wyznaczenie
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ktérej chodzi. Uwaga ta nie tylko tlumaczy nam znaczenie ciagéw
nieskoriczonych, ale poucza nas, ze podstawowe zagadnienia teoryi
ciggdw sy nastepujace:

1°, Ustawié takie kryteryum zbieinodei ciggu nieskonezonego,
ktérego zastosowanie nie wymagaloby wyznaczenia granicy tego
ciggu w razie jego zhieznosei.

2°, Majac dwa lub kilka ciggéw zbiesnych, wyznaczyé ciag
zbiezny, ktérego granica réwnalaby si¢ wynikowi wykonania ozna-
czonego ukladu dzialai zasadniczyeh na granicach rozwazanych
ciagdw.

§ 116. L. Konieczny i wystarczajgey warunck zbieinosci ozna-
czonego ciagi

Uyy Un, Ugyeon (1)

polega ma mozebnosci dobrania do dowolnie prayjetej, byle od zera
wigkszej, ale chobby jak matej liczby e, takiej liczby catkowitej i do-
datniej N, #eby nieréwnosci

i> N, |
i>N .
pociagaty za soba wierdirnosé

[ — | <e. 3)

1%, Podany warunek jest konieczny. Istotnie, jezeli eiag (1)
jest zbiezny, a liczba g przedstawia jego granicg, to do dowolnie
przyjetej, byle od zera wigkszej liczby w, mozebnem jest dobranie
takiej liczby calkowitej i dodatniej XV, Zeby nieréwnosé

n>N 4
pociggala za soba mierdwnosé

u,—g| < p ®)

Zastrzegajac sobie blizsze okredlenie liczby u na pézniej, za-
16zmy, #e liczba N tak zostala wyznaczona, Zeby nieréwnosé (5)
wynikala z nieréwnosei (4). W takim razie nieréwnosci (2) pocia-
ga¢ beds za soba nierdwnosci

|l —g| <a
!u_,‘__gl <au'!
a poniewaz mamy

wy— = (4 — g) — (4, — ),
31*
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skad wynika
lw—w| = |w—g|+|wu— gl
przeto nieréwnogei (2) pociagaé beda za soba nieréwnosé
|y — | < 2p.
Jezeli wige wyznaczymy liczbe w z rédwnodei
2u=c¢

i okreglimy nastgpnie liczbe N tak, Zeby nieréwnosé (4) pociggala
za sobg nierdwnosé (D), to nieréwnosei (2) pociggaé hbeds za soba
nieréwnoéé (3). Poniewaz w razie zbieZnosei ciggu (1) wszystkie
te czynnoéci sa wykonalne, przeto stwierdzamy, Ze podany waru-
nek jest rzeczywidcie koniecznym warunkiem zbieznosei rzeczo-
nego ciggu.

2°. Podany w twierdzeniu warunek zbieZnodei jest wystarcza-
jacy. Zakladam, Ze warunek ten jest spelniony i powiadam naj-
pierw, ze istniejg dwie liczby L' i L" takie, Zeby$my mieli
(6) L'=w=L"
przy wszystkich wartosciach calkowitych. od zera wigkszych wska-
znika i. Istotnie, oznaczmy przes a dowolnie przyjets, od zera

jednak wigksza liczbe i oznaczmy przez m taks liczbg ecalkowita
i dodatnia, zeby nieréwnosei

i>m,
J>m

pociggaly za sobsy nieréwnosé
ly—u | < a.

Na podstawie zalozenia, przyjetego za podstawe obecnych roz-
wazal, istnienie liczby m jest pewne. Ze wzgledu na definicye
liczby m nieréwnosé

(M i>m
pociagaé bedzie za sobs nierdwnodé

|t — ey | < @
ktéra jest réwnowazna nieréwno§ciom

‘__a‘<u"_- m--1 <av
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znéw réwnowaznym nierdwnodciom
Upyy — & < Uy < Upyy + G (8)
Oznaczmy przez L' jakakolwiek, od Zadnej z liezb
Uy Ugy Uggeee Uy Upyy — @
nie wigkszy, a przez L” jakgkolwiek od Zadnej z liezh
Ny, Ugy Ugyero Upy Upyy @

nie mniejszq liczbe. Z tej definicyi liczb L/ i L” wynika bezposre-
dnio, Ze nieréwnosci (6) zachodzi¢ beda niezawodnie dla wszystkich
od liezby m nie wigkszych wartodel wskaZnika 4. Z drugiej strony,
zestawiajge definicye liezb L/ i L' 2 tg okolicznodeis, i2 nierd-
wnosé (7) pociaga za soby nieréwnosei (8), spostrzegamy natych-
miast, e nieréwnosei (7) zachodzié beds takie i pray wazystkich,
nieréwno$é (T) sprawdzajacych wartoseiach wskaznika i. Zatem nie-
réwnosei (6) zachodzié beds pray wszystkich od jednogei nie mniej-
szych wartodciach wskaznika 4.

Uzasadnilidmy zatem istnienie takich dwéeh liezb L' i L,
zeby nieréwnosei (6) zachodzily bez wzgledu na wartodé wska-
4nika 4.

Zeby posungé sie dalej, dzielimy zbiér liczb wymiernych na
dwie klasy (G) i () w sposdb nastepujacy: jezeli do pewnej
liczby wymiernej w mozebnem jest dobranie takiej liczby calko-
witej i dodatniej I, Zeby nieréwnosé

k=N, 9)
pociggala za sobg nierdwnosd
ull —w } 0! (10)

to liczbe te zaliczamy do klasy (G,); jezeli za$ okolicznosé poprze-
dzajaea nie zachodzi, to zaliczamy liczbe w do klasy (G,).
Whszelka liczba wymierna, mniejsza od liezby L/, nalezy oczy-
widcie do klasy (@), a wszelka liczba wymierna, wigksza od liezby L",
nalezy oczywiscie do klasy (). Zatem w kazdym ze zbiordw (&)
i (@,) istnieje nieskonczenie wiele liczb. Z drugiej strony kazda
liczba wymierna, réwna pewnej liczbie zbioru (@), albo mniejsza
od pewnej liczby tego zbioru, nalezy oczywiscie sama do tegoz
zbioru. Zatem kazda liczba zbioru (G,) wigksza jest od kazdej liezby



— 486 —

zbioru (G,). Z tego zad wynika, Ze podzial zbioru liczb wymier-
nych na zbiory (&) 1 (G,) stanowi pewien przekrdj (P) zbioru
liczb wymiernych,

Oznacziny przez g liezbe na przekroju tym polozong. Powia-
dam, Ze liezbha ¢ jest granicg ciggu (1). Oznaczmy przez u pewns
od zera wigkszg, ale poza tem dowolnie prayjeta liczbe p. Do liczby
tej zawsze mozZna bedzie dobraé dwie liezby wymierne, 2 ktérych
jedna w, nalezalaby do zbioru (G,), a druga — do zbioru (@,)
i ktére sprawdzalyby nierdwnosé

(11) Wy —— Wy < Y5

jezeli bowiem oznaczymy przez w, dowolnie przyjety liczbe w zbio-
rze (G), przez p liczbe calkowity, sprawdzajacy nieréwnodé

a przez ¢ takg liczhe calkowits, zebydmy mieli

to pierwszy wyraz ciggu

1 2
W s wo—}—-}i, wu—l—?—J,... -wo~—|—§

nalezeé hedzie do zbioru (G,), a ostatni do zbioru (@,).

Zatem istnieé beds w ciagu powyZszym dwa wyrazy sa-
siednie,

hoo. h+41
?f-’u+; 1w+ :L-,

z ktérych pierwszy nalezeé bedzie do zbioru (G,), a drugi do
zbioru (@,). JeZeli tedy przyjmiemy

h
W, ='”'0+;: Wy = Wy _I_—_‘!

to liezby w, i w, sprawdza¢ beds nieréwnoéé (11) i naleZzeé beda
odpowiednio do zbioréw (G,) i (G,).

Zskladamy wige, 7e liczby wymierne w, i w, rzeczywiscie
spelniajg warunki poprzedzajsce. Poniewaz liczba ¢ lezy na prze-
kroju (P), przeto mamy
(12) 0w =g=w.
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Uwazajmy obok liczby w inng liczbe & od zera wigkszg, ale
poza tem przyjeta dowolnie, niezaleinie od wyboru liezby u i za-
l6zmy, ze liczba calkowita i dodatnia N zostala tak wyznaczona,
#eby nieréwnodei (2) pociagaly za sobg nieréwnosé (3); istnienie
liczby N jest pewne, albowiem obecne rozwazania opierajy sig na
zalozeniu, iz warunek stanowigecy wedlug brzmienia twierdzenia
warunek zbieznodei ciggu (1), jest spelniony. Poniewaz liczba wy-
mierna , nalezy do zbioru (G,), przeto na podstawie definicyi
zhioru tego odpowiadaé bedzie liczbie i, taka liczba calkowita
i dodatnia N;, zeby nieréwnosé

I>N (13)
pociggala za sobg nieréwnosé
w,—w, > 0. (14)
Oznaczmy przez N, liczbe calkowity i dodatniy nie mniejsza
od zadnej z liezb N i N,.

Pomigdzy liczbami calkowitemi wigkszemi od liezby N, istnieje
jedna przynajmniej liezba calkowita ¢ taka, Zeby$my mieli

U = 10y, (15)
gdyz w przypadku przeciwnym nieréwnoéé
t> N,
pociggalaby za sobg nieréwnodé
Uy > Wy

i liczba w, whrew zalozeniu nalezalaby do zbioru (@), a nie do
zbioru (G,). Poniewaz liczba ¢ wigksza jest od liezby N,, ktdra
znéw mniejszg nie jest od zadnej z liezb N i N, przeto liezba ¢
sprawdza jednoczesnie nieréwnosci nastgpujace:

t> N, (16)
t> N. (17)

Zwazywsuzy, iz nierdwnosé (13) pociaga za sobg nieréwnosé (14),
wnosimy z nieréwnoéei (16), i% zachodzié bedzie nieréwnosé

WU > . (18)
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7 nieréwnosei (12), (18) i (18) wynika natyechmiast, Ze mamy
(19) fUhe—g < W

Z drugiej strony, poniewaz nieréwnosei (2) pociggajg za soby
nieréwnosé (3), przeto ze wzgledu na nieréwnodé (17) nieréwnodé

(20) i>N
pociggaé bedzie za soba nieréwnosé

(21) [y —u, | < &,

a poniewaz mamy

e — g = (U — t,) _I_ (”‘f —9);

lth—g| =|w—w|+|w—gl,

skad

przeto ze wzgledu na nierdwnosé (19) i ze wzgledu na to, iz nie-
réwnosé (20) pociaga za soba nieréwnodé (21), nieréwnosé (20) po-
ciggaé bedzie za sobs nieréwnosé

22) —g| < edp.

Zwazywszy, %e liczby &€ i p s liczbami od zera wigkszemi,
ale poza tem calkiem dowolnie i niezaleZnie pomigdzy sobs przyje-
temi liczbami; zwazywszy nadto, Ze liczba N zaleiy wylacznie od
liczby & a bynajmniej od liczby u zaleina nie jest, spostrzegamy,
e uzyskany wynik mozemy przedstawié w postaci nastgpujacej:
do dowolnie przyjetej, byle od zera wigkszej liczby & mozliwe
jest dobranie takiej liczby calkowitej i dodatniej N, Zeby nierd-
wno$é (20) pociggala za sobg nierdwnosé (22), jakakolwiek od zera
wigkszg liczbg oznaczylibyémy przez p. Z tego zaé wynika, Ze nie-
réwnosé (20) pociaga za soba nieréwnodé
(23) l—g|=e;

gdyby bowiem istniala taka nieréwnoéé (20), sprawdzajaca war-
todé @ wskaznika 4, przy ktérejby zwigzek (23) nie zachodzil, to
przy tej wartosei wskaznika i mielibyémy

|u¢_91>3

i whrew temu, co$my udowodnili wyzej, istnialaby od zera wigksza
wartosé na g, mianowicie jakakolwiek wartodé, hyleby czynigea zadosé
nierdwnodciom

0<#‘<|“¢_‘9’|_£1
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przy ktérej mieréwnosé (20) nie pociggalaby za sobg bezwarunkowo
nieréwnosei (22), gdyz dla i =@, nieréwnoéé (20) zachodzilaby,
a nieréwnos¢ (22) nie bylaby spelniona. Ostatecznie kazdej dowol-
nie przyjetej, byle od zera wigkszej liczbie ¢ odpowiada taka liczba
calkowita i dodatnia N, zeby nieréwnoéé (20) pociagala za sobg
nieréwno$é (23). Zatem cigg (1) jest zbieiny, a granica ciggu tego
réwna sig rzeczywiscie liczbie g. Dowiedliémy wige, Zze warunek
zbieznosci ciggu nieskonezonego, podany w twierdzeniu, jest rzeczy-
wiscie dostatecznym warunkiem zbieznosci, a to tylko pozostawalo
jeszeze do uzasadnienia.

Uwaga L Rozwijajae dowdd twierdzenia poprzedzajacego,
dowiedliémy, Ze nierdwnosé (20) z pewnosciy pociagaé bedzie za
soba nieréwnosé (23), jezeli tylko nieréwno$é (2) pocigga za sobg
nieréwnosé¢ (3). Zatem, zeby wyznaczyé przyblizenie granice g
ciggu zbieznego (1) tak, Zeby popelniony blad nie byl wigkszy od
pewnej od zera wigkszej liczby & wystarczy w zupelnoci dobraé
tylko do liczby e tuka liczbe calkowitsy i dodatnig N Zeby nie-
réwnosei (2) pociggaly za sobg nieréwnosé (3), albowiem w takim
razie kazdy taki wyraz rozwazanego ciagu, ktérego rzad wigksay
jest od liczby N, a wige w szezegélnosei wyraz

Upiyy

przedstawiaé bedzie granicg g ciggu z Zadanym stopniem przybli-
zenia, W praktyce zastosowanie tej metody moze byé polaczone
z wielkiemi trundnosciami, zdarzyé sig nawet moze, i% zastosowanie
jej jest niemozliwe, gdyz posiada¢ mozemy dostateczne wiado-
moscei o ciggu, zeby mied pewnosd, iz ciag ten jest zbieiny, nie
posiadajac wiadomodei dostatecznych do rozwigzania zadania, pole-
gajacego na tem, zeby do liczby e tak dobraé liczbg N, izby
nieréwnodei (2) pociagaly za sobg nieréwnosé (3). Jezeli jednak
jesteémy w stanie zadanie to rzeczywidcie rozwigzaé, jakakol-
wiek od zera wigkszq wartodé przyjelibysmy na e to granicg od-
noénego ciggu nalezy uwazaé za znang w znaczeniu, okreslonem
w § 91-szym.

Uwaga II. Poniewaz warunek zbieinodei ciggu nieskoriezo-
nego, podany w twierdzeniu dopiero co udowodnionem, jest wa-
runkiem koniecznym, poniewas dowiedliémy, Ze do nastgpstw wa-
runku tego nalezy istnienie takich dwodch liezb L' 1 L, zeby
wszystkie wyrazy ciagu sprawdzaly nierdwnosei (6), przeto istnienie
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liezb L’ i L' nalezy do nastgpstw zbieznosei ciggu (1). Fakt istnie-
nia dwdeh liezb L' i L" takich, zeby wszystkie wyrazy ciagu (1)
sprawdzaly nieréwnodei (6), wyrazamy, orzekajae, Ze wyrazy roz-
wazanego ciagu sg ograniczone. Mozemy tedy powiedzied, Ze ioyrazy’
ciagu zbieznego zawsze sa ograniczone.

Uwaga IIL Jezeli zaden wyraz pewnego ciagu nieskorczo-
nego zbieznego nie jest ani mmiejszy od pewnej liczby L/, ani
wigkszy od pewnej drugiej liczby L, to granica rozwazanego ciagu
nie jest ani mniejsza od liczby L/, ani wigksza od liczby L”, albo-
wiem, gdyby liczba L' wigksza byla od liczby g, albo liezba g od
liczby L, to w pierwszym przypadku nie kazda liczba wymierna
mniejsza od liezby I’ nalezalaby do zbioru (), gdy% wszystkie liezby
wymierne posrednie pomigdzy liezbami g1 I/ nalezalyby do zbioru (G,),
a w drugim—nie kazda liczba wigksza od liezby L’ nalezalaby do
zbioru (), poniewaz liczby wymierne posrednie pomiedzy liczbami
L' i g nalezalyby do zbioru (G,).

Twierdzenie poprzedzajace podaje nam calkiem ogdlne kry-
teryum do rozstrzygania, czy pewien ciag nieskonczony jest zbie-
zny, a na podstawie tego kryteryum mozna stwierdzié zbieznodé
oznaczonego eiagu, nie wyznaczajac poprzednio jego granicy. Na-
lezy jednak dodaé, ze bezpofrednie zastosowanie rzeczonego kryte-
ryum polgezone jest czesto z wielkiemi trudnogciami. Wobee tego
wielkie uslugi oddaje twierdzenie, ktére podamy, skoro tylko po-
przednio okreslimy pewne wyraZenia,

Uwazajmy pewien cigg skonezony lub nieskonezony

Uyy Ugy Bgyeo

Jezeli przy wszystkich mozebnych wartoéciach wskaznika k

zachodzi nieréwnosé

U < U
to orzekamy, Ze rozwazany cigg jest ciggiem wzrastajgcym
W znaczeniu §cislejszem; jeZeli za$ zamiast zwiazku po-
wyZszego zachodzi stale tylko zwigzek

ukguk-l-li

to w takim razie orzekamy, iz rozwazany ciag jest ciggiem wzra-
stajgcym w znaczeniu szerszem.
Zeby wyrazié, iz zachodzi stale nieréwnodé

Uy > ul—[—la
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orzekamy, Ze rozwazany cigg jest ciggiem malejgcym w zna-
czeniu écidlejszem. W praypadku zad, kiedy mamy stale tylko

zwigzek
Uy = Upy g

orzekamy, Ze rozwazany cigg jest ciagiem malejacym w zna-
eczeniu szerszem.

Ciggiem monotonicznym nazywamy wszelki cigg, ktéry
jest albo ciagiem wzrastajacym, albo ciagiem malejacym w zna-
ezeniu szerszem lub dcidlejszem.

II. Ciag monotoniczny, kidrego wyrazy sa ograniczone, jest zawsze
ciggiem zbieznym.

Przedewszystkiem czynimy uwage nastepujaca: jezeli pewien
ciag nieskonczony

Uy, Ugy Uy (1)

jest zbieZny, a granica jego réwna sig pewnej liezbie g, to ciag
nieskornezony

Uy — Uy, — Ugy..- (2)
takze jest zbiezny, a granica jego réwna sig liezbie

—f,

albowiem, skoro pewnej od zera wigkszej liczbie & odpowiada taka
liczba calkowita i dodatnia N, Zeby nieréwnosé

=N (3)
pociagala za sobg nieréwnosé
| U, — 9’ | < f,

to nierdwnodé (3) pociagaé bedzie za sobg i nierdwnosei
[(—u)— (=g | <e.

Zwasmy teraz, e jedeli ciag (1) jest monotoniczny, to cigg (2)
takZe bedzie ciggiem monotonicznym, a nadto jeden z tych ciagéw
bedzie wzrastajacym, a drugi malejacym. Poniewaz zaé na pod-
stawie uwagi dopiero co uczynionej ciggi (1) i (2) tylko jedno-
czefnie byé moga ciggami zbieznymi, przeto twierdzenie nasze
udowodniene bedzie w podanem brzmieniu, jezeli tylko okazemy,
e cigg warastajgcy, ktérego wyrazy s ograniczone, jest zbiezny.
Zakladamy tedy, ze ciag (1) jest ciagiem wazrastajaeym, o wyra-
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zach ograniczonych. Poniewaz w takim razie Zaden wyraz ciggu (1)
od pierwszego wyrazu u, mniejszym nie bedzie, przeto warunek,
azeby ciag ten byl ciggiem o wyrazach ograniczonych, redukuje
sig do istnienia takiej liczby L, ZebySmy mieli

(4) =L

bez wzgledu na wartodé wskaznika i

Moglibyémy udowodnié zbieznoéé ciggu (1), zastosowujac do
ciggu tego ogdélne kryteryum zbieznofei wynikajace z tw. I-go;
dojdziemy jednak prodeiej nieco do celu, nie opierajge sig na wspo-
mnianem twierdzeniu.

Mozemy oczywiscie podzielié zbiér wszystkich liczb wymier-
nych na dwa zbiory (&) i (G,), podobnie jake$my to uczynili pray
dowodzie tw. I-go, o§wiadezajge, Ze oznaczong liczbe wymierng w
uwaza¢ bedziemy za element zbioru (@) lub zbioru (G,), zaleinie
od istnienia lub nieistnienia takiej liczby calkowitej N, zZeby nie-
réwnosé
(6) i>N

pocisgala za sobg nierdwnosé

w,—w > 0.

Odwolujge si¢ do rozwazan przy dowodzie tw. I-go, stwier-
dzamy, Ze rozwazany podzial zbioru liczb wymiernych stanowi pe-
wien przekrdj (P) tego zbioru. Powiadamy, ie liczba g, polozona
na przekroju (P), jest granicy ciagu (1). Istotnie, oznacamy przez &
dowolnie przyjets liczbe., byle od zera wigksza.

Owéz, podobnie jak przy dowodzie tw. I-go, mozemy wyzna-
czyé dwie liczby wymierne w, i w,, nalezace odpowiednio do zbio-
réw (G4) i (Gy) takie, zeby$my mieli

(6) wy, — wy < €.
Mamy tedy

(7) 1w, =g = w,.

Poniewaz lieczba w, nalezy do zbioru (@), przeto istnie¢ be-
dzie taka wartos¢ na N, Zeby nieréwnosé (5) pociggala za sobg nie-
réwnosdéd

(8} U > Wy
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Z drugiej strony Zaden wyraz ciggu (1) nie moze by¢ wigkszy
od liczby w,; gdybyémy bowiem mieli

Uy > Wy,

to ze wzgledu na to, i% ciag (1) jest ciggiem wzrastajgeym, nie-
réwnosdé

i>k
pociggalaby za sobg nieréwnodé

W > 10,

iliczba w, bylaby whrew zalozeniu jednym z elementéw zbioru (G,).
Mamy wige w kazdym razie

U = Wy, (9)

a poniewaz nieréwnosé (D) poeigga za sobg nieréwnosé (8), przeto
w razie nieréwnosei (B) zachodzi préez nieréwnosei (9) nieréwnosé (8),
skad wynika ze wagledu nieréwnoéei (7), Ze mamy w takim razie

o, —g|<e. (10)

Dowiedlismy wige, ze kazdej, byle od zera wigkszej liczbie &
odpowiada taka liczba calkowita N, zeby nieréwnoéé (5) pociggala
za sobgy nieréwnosé (10). Zatem ciag (1) jest rzeczywiscie ciggiem
zbieznym, ktérego granica réwna sie liczbie g.

Uzasadnilismy wige w zupelno$ci twierdzenie, o ktére chodzilo.

Uwaga I. Niejednokrotnie zdarza sig, ze zbieznosé pewnego
ciggu mozemy stwierdzié na podstawie twierdzenia poprzedzaja-
cego, nie umiejac jednak liczbowo rozwigzaé zadania, polegaja-
cego na wyznaczeniu liczby N w taki sposéb, Zeby nieréwnodé (5)
pociggala za sobg nieréwnosé (10). W takim razie mamy wprawdzie
pewne wiadomosci o granicy ciggu, ale w znaczeniu okreslonem
w § 91l-szym granicy tej za liczbe znang uwazaé nie mozemy.

Uwaga II. Granica ciagu zbieznego wzrastajacego nie jest
mniejsza od zadnego wyrazu rozwazanego ciagu, a granica ciagu
zbieznego malejacego nie jest wigksza od zadnego wyrazu tego
ciggu. Slusznodé uwagi tej wynika bezposrednio z rozwazan rozwi-
nigtyeh wyzej.

W rozdziale nastgpujacym, posSwieconym teoryi szeregéw, po-
znamy inne twierdzenia, ktére podajs érodki dogodne do rozstrzy-
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gnigeia w pewnyeh przypadkach o zbieZnosei lub rozbieznosei ozna-
czonego ciagu. .

§ 117. Rozwigzaniem drugiego z probleméw podstawowye
(§ 115) teoryi ciagdéw jest twierdzenie nastgpujace:

Oznacemy przez w, © v, wyrazy rezedu n-tego dwdch ciagéw
nieskoniczonych zbiecinych i, postugujac sie symbolistyka okreslong
w § 114-tym, prayjmijmy
(1) lim u, =«

Hem=O0

@) lim v, = b.

He=0D

W takim razie zachodzié beda zwiqzki nastepujace:

(3) lim (%, 4-v,) =a -+ b,
(4) lim (4, —v)=a—10,
(5) lim (u,.v,) =a.b,

n=ca

oraz w razie, kiedy zachodzi nierdwnosé

(6) b0,
Jeszeze i zwiazel nastepujacy:

> . un p— a'
(@ lim'((2:) =

Zwigzki (1) 1 (2) wyraZaja, %e kazdej dowolnie przyjetej, byle
od zera wigkszej liezbie & odpowiadajg dwie liczby calkowite N’
1 N” takie, Zeby nieréwnogdé

>N
pociagala za sobg nieréwnodé
lu, —a| <e,

a nierdwnosé

n> N

|o,—b] <e.

-Jezeli, wyznaczywszy w sposéb powyzszy liezby N’ i N“,
oznaczymy przez N liczbe nie mniejszg od zadnej z liczb N i N”,
to nieréwnosd

(8) n>N

nieréwnosé



