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do dodawania drogs podstawienia zamiast odjemnika symetrycznego
mu wektora.

Z uzyskanych wynikéw mozemy wyprowadzié uzyteczne pra-
widlo do wyznaczania réznicy dwéch wektordw, ktérych poezgtki
zlewajg si¢ ze soba. Istotnie, oznaczmy przez 04 i OB dwa wektory
o wspélnym poezatku O, mamy tedy

(04 — OB =04 -+ B0 = 5004
na podstawie wynikéw uzyskanych poprzednio, a poniewaz mamy
BO-+ 04— BA,
przeto mamy takze
04— 0B = BA.

Réwnosdé ta wyraza twierdzenie nastgpujace:

L Jezeli elementy, stanowiace odpowiednio odjemng i odjemmnik
pewnej réinicy, sa wspdtpoczatkowymi wektorami, to reszta réwna sig
wektorowi, ktdrego poceatkiem jest kraniec odjemmika, a krarncem —
kraniec odjemnej.

§ 110. Pojeeie kierunkn wektora i pojecie osi. Uwazajmy
dwa wektory wlaeiwe polozone na prostych réwnoleglych lub zle-
wajgeych sie ze soby AB i A’B' i wyznaczmy trzeci wektor AB
z réwnania — =

AB; = A'B'. (1)

Punkt B, polozony bedzie na prostej 4B i zachodzié bedzie
oczywiscie jeden z dwéch wykluczajgeych sig wzajemnie przypad-
kéw nastgpujgeych:

1°. Punkt 4 nie jest poloZony pomigdzy punktami B i B,

2°, Punkt A4 jest poloZony pomiedzy punktami B i B,.

W pierwszym przypadku orzekamy, Ze kierunek wektora 4'B’
réwny jest kierunkowi wektora 4B, a w drugim — zZe kierunek
wektora A’B’ przeciwny jest kierunkowi wektora AB.

Pomigdzy wszystkimi wektorami, z ktéryeh kazdy ma kieru-
nek réwny oznaczonemu wektorowi wiagciwemu 4B, znajduje sig
oezywiscie w mys$l zasad rozdzialu II-go i sam wektor AB. Zatem,
zeby powyzszg definicye usprawiedliwié, nalezy tylko uzasadnié
twierdzenia nastepujace:

A) Jezeli kierunek pewnego wektora wlasciwego A’B’ réwny
jest kierunkowi pewnego wektora wlaseiwego AB, to kierunek
wektora AB réwny jest kierunkowi wektora A'B’.

Arytmetyka teorotyczna. 30
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B) Jezeli kierunki dwéch wektoréw wlasciwyeh A'B'i A"B”
réwne sa odpowiednio kierunkowi pewnego wektora wladciwego 4B,
to kierunki tych wektoréw sa pomigdzy sobg réwne.

Zeby uzasadnié twierdzenie 4, zachowajmy oznaczenia poprze-
dzajace 1 uwazajmy wektor A'B;, okreélony réwnaniem

@) A'B,= AB.

Mamy twierdzenie nastgpujace: jezeli trzy proste (A;), (A.)
i (As), pomigdzy sobg réwnolegle, sa poloZone w tej samej plasz-
czyznie, a dwie proste (D) i (D') praecinaja odpowiednio prosts (A,)
w punktach P, i P, prosty (A,) w punktach Py i Py, a prosts (A,)
w punktach Py i Py, jezeli nadto punkt P, gdzie wskaznik ¢
oznacza pewng jedng z liezb 1, 2, 3, jest tym z punktéw P, P,, Py,
ktéry polozony jest pomigdzy dwoma pozostalymi punktami tego
ukladu, to poéréd punktéw P, Py, Py punkt P jest tym punktem,
ktéry polozony jest pomigdzy dwoma pozostalymi.

Otéz jezeli proste AB i A’B' nie zlewaja si¢ ze sobg, to na
podstawie réwnosci (1) i (2) proste

44, B\B" i BB

sg pomigdzy sobg réwnolegle (§ 108, tw. III). Z drugiej strony,
jezeli kierunek wektora A'B’ jest réwny albo jest przeciwny kierun-
kowi welktora AB, to punkt B; lezy w kazdym razie na prostej A’B'.
Zatem na podstawie wspomnianego przed chwily twierdzenia,
jezeli kierunek wektora A’B’ réwna sig kierunkowi wektora AB,
jezeli wige punkt B; poloZony jest na prostej 4B, a punkt 4 nie
jest poloZony pomiedzy punktami B i B,, to punkt B; lezy na
proste] A'B’, a punkt A4’ nie jest polozony pomigdzy punktami B’
i By, skad wynika, ze kierunek wektora AB rzeczywiscie réwna
sig kierunkowi wektora A’B’. Ale moze sig zdarzyd, ze wektory
AB i A'B' lesa na tej samej prostej (A). W takim razie przyjmu-
jemy w przestrzeni jakikolwiek, na prostej (A) nie polozony, punkt X
w przestrzeni 1 wyznaczamy punkty ¥ i ¥’ z réwnan
XY—AB
XY = AF.
Punkty X, Y i ¥” oczywideie polozone beda na réwnoleglej (D),
poprowadzonej przez punkt X do prostej (A). Na podstawie ogdl-
nego twierdzenia z teoryi réwnoleglych, na ktére powolywalidmy
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sig przed chwily, stwierdzamy, Ze w razie kiedy punkt 4 pomig-
dzy punktami B i B, polozony nie jest, punkt X nie jest polozony
pomigdzy punktami ¥ i Y7, skad wynika, na podstawie tego# twier-
dzenia, ze i punkt 4’ pomigdzy punktami B’ i B; w rozwazanym
przypadku poloZonym byé nie moze. Zatem nawet i w razie, kiedy
wektory AB i A'B poloZone sa na tej samej prostej, réwnodé kie-
runku wektora A’B’ kierunkowi wektora AB pocigga za sobg
réwnoéé kierunku wektora AB kierunkowi wektora A'B’,

Uzasadniliémy wige w zupelnosei twierdzenie A.

Zeby wyrazié, ze dwa wektory wlasciwe majs réwne pomie-
dzy sobs kierunki, orzekaé bgdziemy, Ze wektory te sy wspdlkie-
runkowe. Réwne pomiedzy sobs wektory wlasciwe sy oezywieie
zawsze wspolkierunkowymi wektorami.

Przechodzae do uzasadnienia twierdzenia B, zachowujemy ozna-
czenia, w ktérych twierdzenie to wyslowiliémy, i wyznaczamy we-
ktory AB; i AB; z réwnogei

AB,=AB, AB;=A"F". (3)

Poniewaz wektor A’B’ i wektor AB sy wektorami wspélkie-
runkowymi, przeto punkt B; polozony bedzie na prostej 4B po tej
stronie punktu 4, po ktérej znajduje si¢ B. Z przyczyny analo-
gicznej punkt B;" takie polozony bedzie na prostej 4B po tej stro-
nie punktu A4, po ktérej znajduje si¢ punkt B. Zatem punkty B
i By’ polozone beds po tej samej stronie punktu 4 na prostej 4B.
Z tego wynika, ze wektory 4”B" i AB; beds wspélkierunkowymi
wektorami, Z tego znéw wynika, Ze punkt B; wyznaczony z ré-
wnosei S -

A"By— AR, (4)
polozony bedzie na prostej 4" B’ po tej stronie punktu 4, po ktdrej
polozony jest punkt B”, a poniewaz z pierwszej z réwnosei (3)
i z réwnodei (4) wynika réwnodé

A'B' = A"B,,
przeto wektory A’B’ i A”B" beds wspélkierunkowymi wektorami.
Udowodnilismy wige i twierdzenie B.
Z definicyi réwnodei kierunkéw dwéeh wektoréw wlaseiwyceh
i z twierdzenia 4 wynika natychmiast, ze dwa wektory wilasciwe,
polozone na prostyech réwnoleglych albo na tej samej prostej, sg

albo wspélkierunkowymi wektorami, albo wektorami kierunkdw
30%
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przeciwnych; odwrotnie, dwa wektory wspélkiernnkowe, albo kie-
runkéw przeciwnych, poloZone byé moga tylko na prostyeh réwno-
leglych lub zlewajacych sig ze sobs. Dwa wektory wlasciwe, pomie-
dzy sobg symetryczne, sa oczywiscie zawsze wektorami kierunkdw
przemwnych Jezeli kaidy z pewnych dwéeh wektordw wladei-
wych A’B’ i A"B" jest kierunku przeciwnego pewnemu wektorowi
wlagciwemu 4B, to wektory te sg wspélkierunkowymi wektorami,
albowiem natychmiast spostrzegamy. Ze kazdy z nich jest wspdl-
kierunkowy wektorowi AB,, symetryeznemu wektorowi AB.

Wektor niewladciwy uwazamy za wektor pozbawiony kierunku.

JeZeli na podstawie eznaczonej definicyi (D) z dwdeh dowol-
nie przyjetych elementéw w pewnvm zbiorze (Z) pewien jeden
zawsze poprzedza drugi, jezeli nadto definicya (D) ustawiona jest
tak, zeby element, poprzedzajacy pewien drugi element, ktéry znow
poprzedza pewien trzeci element, zawsze poprzedzal ten trzeci ele-
ment, to wéwezas orzekamy, ze na podstawie definicyi (1) elementy
zbioru (Z) zostaly uszeregowane.

Orzeczenie, iz w pewnym uszeregowanym zbiorze z dwdch
elementéw pewien element e poprzedza drugi element ¢/ wyraza to
samo, co orzeczenie, iz element ¢’ nastepuje po elemencie e. Te samy
mys$l wyrazamy takze, orzekajac, Ze element e poloZony jest przed
elementem ¢, alho, Ze element ¢’ polozony jest za elementem e.

Punkty jakiejkolwiek oznaczonej prostej (A) mozemy usze-
regowaé w szezegélnodei drogs prayjecia definicyi nastepujscej:
orzeczenie, e z dwdeh jakichkolwiek nie zlewajaeych sie ze sobg
punktéw prostej (A) jeden P poprzedza drugi punkt @, wyrsaia,
te wektor PQ jest wspdlkierunkowy z pewnym oznaczonym we-
ktorem AB, ktéry oczywiscie polozony byé moze tylko albo na
prostej (A], albo na pewnej prostej, réwnoleglej do prostej (A).

Istotnie, jakiekolwiek dwa odmienne od siebie punkty pro-
stej (A) oznaczylibyémy przez X i Y, jeden z wektordéw XV i ¥X,
ale jeden z nich tylko bedzie wektorem wspélkierunkowym z we-
ktorem 4B, zatem z punktéw X i ¥ jeden polozony bedzie przed
drugim, 7 drugiej strony, jezeli zalozymy, #e pewien punkt P
prostej (A) poprzedza pewien punkt ¢, ktéry znéw poprzedza pe-
wien punkt R, to w takim razie wektory PQi QR beda welkto-
tami wspdlkierunkowymi z wektorem 4B; zatem wektory QP i QR
beds wektorami o kierunkach przemwnych skad znéw wynika, ie
punkt @ polozony bedzie pomiedzy punktami P i R; zatem we-
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- ktory P@_lfvi’ _l_leda wektorami wspélkierunkowymi, a poniewaZ
wektory PQ 1 AB sg tes wektorami wspdlkierunkowymi, przeto
wektory PR i AB beds takse wektorami wspélkierunkowymi. Stad
zas wynika, ze punkt P poprzedzaé bedzie punkt R. Rozwazania
poprzedzajace stanowia dowdd na to, Ze punkty prostej mogg rze-
czywiscie byé uszeregowane na podstawie powyzszej definicyi.

Akt uszeregowania punktéw prostej w sposéh dopiero co omé-
wiony, zowie sig skierowaniem lub nadaniem oznaczo-
nego kierunku rozwazanej prostej, a pojecie, powstajace przez
takie uszeregowanie punktéw prostej, zowie si¢ osig. Punkty pro-
stej uwazamy tedy za punkty osi, 2 wzajemny stosunek osi i pro-
stej, ktdrej punkty stanowis punkty osi, wyrazamy, orzekajge, ze
rozwazana of poloona jest na rzeczonej prostej. Zeby okreslid
oznaczong of, dostatecznem jest oczywiscie oznaczy¢ dwa punkty
tej osi, nadmieniajge przytem, ktéry z nich uwazany ma byé za
punkt polozony przed drugim. O$ okreslong przez to, iz of ta prze-
chodzi przez pewne dwa punkty A i B, z ktérych punkt 4, uwa-
zany mu byé za punkt poloZony przed punktem B, przedstawiamy
przez symbol 4B, a wige przez symbol, ktérym postugujemy sig
takze do przedstawienia prostej nieograniczonej, przechodzacej przez
punkty 4 i B. Nalezy jednak zaznaczyd, ze w przypadku, kiedy
chodzi o przedstawienie prostej, przechodzacej przez punkty 4 i B,
symbole AB i BA mogs sluzyé bez réznicy do oznaczenia tej
prostej; inny jest stan rzeezy w razie, kiedy chodzi o o§ przecho-
dzacs przez punkty A i B: oczywideie istniejy dokladnie dwie osie,
przechodzace przez punkty A i B, jedng =z tych osi przedstawia
symbol AB a drugs symbol BA4.

Orzeczenie, iz dwie osie albo o i prosta s pomigdzy sobg
réwnolegle, wyraZa, #e te dwa twory geometryczne poloZone sy na
tej samej plaszezyznie i punktéw wspdinych nie posiadajg.

Uwazajmy jakakolwiek o$ (T') i oznaczmy przez (Z) zhiér
wszystkich wektordw polozonyeh na osi (7'), ktére czynig zado$é
temu warunkowi, azeby poczatek kazdego z nich byl punktem
polozonym na osi (I') przed punktem, stanowigeym koniec tegoz
wektora.

Na podstawie definicyi osi wszystkie wektory zbioru (Z)
wspélkierunkowe beda z pewnym wektorem wiladciwym i beds z tej
przyczyny wektorami wspdélkierankowymi pomigdzy soba. Jezeli
oznaczymy przez AB jakikolwiek wektor wlasciwy, polozony na
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osi (1) albo na jakiejkolwiek prostej réwnoleglej do osi (7'), to
zachodzi zawsze jeden z praypadkéw nastgpujacyeh:

10, Wektor AB i wektory zbioru (Z) sa wspdlkierunkowymi
pomigdzy soba wektorami,

29, Wektor AB i wektory szbioru (Z) sy wektorami o prze-
ciwnych pomigdzy sobs kierunkach. o

W pierwszym przypadku orzekamy, ze wektor 4B i 0§ (T)
majy ten sam kierunek lub sy tworami wspdélkierunko-
wymi, a w drugim —Z%e wektor AB i of (1) sa przeciwnych
pomigdzy sobg kierunkdw.

Zachowujae poprzednie znaczenie dla symboléw (77) i (Z),
uwazajmy drogg of (71') 1 oznaczmy przez (Z') zbidr wszystkich na
osi (1') polozonych i z tg osig wspélkierunkowych wektoréw. Zatem
logiczny stosunek zbiorn (Z') do osi (1') jest taki, jakim jest lo-
giczny stosunek zbioru (Z) do osi (7).

Moze si¢ wydarzyé, ze kazdy wektor kazdego ze zbioréw (Z)
i (Z') wspélkierunkowy jest z kazdym wektorem drugiego zbioru;
okolicznodé tg wyrazamy, orzekajac, ze osie (1") i (1") sg wspdlkie-
runkowe, albo sg tych samych kierunkéw.

Zeby za$ wyrazid, iz kazdy wektor kazdego ze zbioréw (Z)
i (Z') jest kierunku przeciwnego kierunkowi kazdego wektora dru-
giego zbioru, orzekamy, ze osie (1) i (1") sy kierunkdw prze-
ciwnyeh.

Oznaczmy przez 4, Bi C trzy twory geometryezne, z ktdrych
kazdy jest albo wektorem wlasciwym, albo osig. W takim razie
naleza do natychmiastowych nastepstw uzyskanyeh poprzednio twier-
dzeft twierdzenia, ktére mozemy wyrazi¢ w sposéb nastgpujacy:

Jedeli twory A i B oraz twory B i C sq wspdtkierunkowymi
tworami, to twory A i C sq takze tworami wspithierunkowymi.

Jezeli twory A i B oraz twory B i C sq tworami o kierunkach
pomigdzy soba przeciwnych, to i w takim razie twory A i C sg two-
rami wspéllcierunkowyma.

Jezeli twory A i B sa tworami wspdtkierunkowymi, a twory B
¢ C tworami praeciwnych pomigdzy sobg lkierunkach, to twory A i C
sa przeciwnych sobie kierunkdw.

§ 111. Problem mierzenia wektoréw poXozonych na ozna-
czonej prostej lub na prostych, tej prostej réwnoleglyeh. —
Oznacamy przez (A) oznaczony prosts, a praez (V) zbiér wszyst-
kich wektoréw, z ktérych kazdy polozony jest na prostej (A) lub
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na prostej, do prostej (A) réwnoleglej. Po nadaniu pewnego, do-
twolnie przyjetego kierunku prostej (A) uzyskamy pewng o, ktdra
przedstawiaé hedziemy przez symbol a'z, oznaczajac przez ' pe-
wien punkt tej osi, poloZony przed pewnym innym punktem x tejze
osi. Okresliwszy 08 «'z, mozemy nadaé zbiorowi (V), ktéry jest juz
zbiorem wielkosei w znaczeniu szerszem, charakter zbioru wielkodei
w znaczeniu Scidlejszem, uzupelniajae reguly poréwnywania ilogeio-
wego elementdw zbioru (V) przez wprowadzenie definicyi nastgpu-
jacej: orzeczenie, iz pewien wektor o' zbioru (V) mniejszy jest od
pewnego innego wektora » tegoz zbioru wyraza, Zze réznica

v —1
réwna sig wektorowi wlasciwemu, wspélkiernnkowemu z osig 2.
Poniewaz, jakiekolwiek nieréwne pomigdzy sobs wektory zbioru (V)
oznaczyliby$my przez w' i w, réinice

w—uw 1 w—w'

przedstawiajs oznaczone wektory wlasciwe, pomigdzy sobg symetry-
czne, a wige kierunkéw przeciwnych, polozone na prostej (A) albo
na prostych do prostej (A) réwnoleglyeh, przeto pewna jedna z po-
wyzszych réinic réwnaé sig bedzie wektorowi wspdlkierunkowemu
osi a’r, a zatem na podstawie poprzedzajacej definicyi, zgodnie
z zasadami rozdzialu Il-go, pewien jeden z dwdch nieréwnych po-
migdzy sobs wektoréw zbioru (V) zawsze mniejszy bedzie od dru-
giego.

Zatem, zeby ze stanowiska zasad rozdzialu II-go usprawie-
dliwié rozwazana definicye, nalezy tylko dowiesé, ze zwigzki

v<v 1 <o (1)

pomigdzy trzema wektorami v, »' i v zbioru (V) pociggaja za sobg
zwigzek

] < v!!.

Spostrzegamy z latwoscig, iz mozemy bez szkody dla ogdl-
nofei zaloZyé, Ze poczatki rozwazanych wektoréw zlewajs si¢ z ozna-
ezonym punktem O osi z'z. Oznaczajac tedy przez 4, 4’1 A" konce
wektoréw v, »' 19", mamy na podstawie tw. I-go § 109-go réwnosei

OA”7 — Od'=A"A" i 04'—O0A= A4
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Punkty 4, 4’ i A" oczywidcie poloZone sg na osi a'z, a na
podstawie nieréwnodei (1) ze zwigzkdw poprzedzajgeych wynika,
ze punkt 4 poloZony jest na osi z'x przed punktem A’, a punkt 4’
przed punktem A”.

Zatem punkt 4 polozony jest na osi 2’z przed punktem A4”,
Z tego znéw wynika, ze wektor 44" jest wspolkierunkowy z osig a/a,
a poniewaz mamy

047 — 04 = A7,
przeto mamy
04 < 0A”
ezyli
0 < ‘!)”:

o co wladnie chodzilo.

Zbidr wektordw (V) jest na podstawie wprowadzonych definicyi
ciggtym zbiorem wielkosci wzglednych.

Upewnijmy si¢ najpierw, ze zbiér (V) jest zbiorem wielkodei
wzglednych ezyli zbiorem wielkodei, sprawdzajagcym warunki, wy-
szezegdlnione pod C w § 106-tym. Zbiér (V) sprawdza oczywiseie
1-szy, 2-gi i 4-ty ze wspomnianych warunkdéw. Chodzi wige tylko
o warunki 3-ci, b-ty i 6-ty. Zaléimy, ze dwa wektory o' i o
sprawdzaja nieréwnosé
(1) v < v

Na podstawie znaczenia, jakie ma ten zwigzek na podstawie
dopiero co ustawionej definicyi, mamy

v =19 d,
oznaczajae przez ¢ pewien wektor wspélkierunkowy =z osia o'z
Mamy wige
v = () =0+ )+ d,
jakikolwick wektor zbioru (V) oznaczylibyémy przez v. Zatem
v 40" —(v4v)=d,
skad ostatecznie

(2) V40" < v 0",

albowiem, jakedmy zaznaczyli przed chwila, wektor d wspdlkierun-
kowy jest z osig a’z. Przeto nierdwnosé (1) pocigga za sobg nie-
réwnosé (2). Zatem zbiér (V) posiada rzeczywidcie trzecig wlasnosé

ciaglego zbioru wielkodei. Zbidr ten posiada i piats wlasnoéé takiego
zbioru,
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Istotnie, oznacamy przez AB jakikolwiek wektor zbioru (V).
W przypadku szezegdlnym, kiedy wektor AB jest wektorem nie-
wladeiwym, kiedy wige punkty 4 i B zlewajs si¢ ze soby, mamy

AB=AB.n,
jakakolwiek liezbe calkowity i dodatnig oznaczylibyémy przez n,
albowiem w rozwazanym przypadku wektor AB réwna si¢ modu-
lowi dodawania. Zalézmy wige, ze wektor AB jest wektorem wia-
sciwym i, oznaczajae przez # dowolnie przyjeta liezbe calkowity
dodatnia, podzielmy odeinek prostoliniowy, ograniczony punktami
A i B, na tyle réwnych czesdei, ile wynosi liczba n. Oznaczajac
tedy przez B’ najblizszy punktowi A punkt podzialu, mamy oczy-
wiscie
IB = iF.n.

Zatem zbiér (V) posiada rzeczywiseie wlasnosé, o ktéra chodzi.

Pozostaje tylko do udowodnienia, Ze zbiér (V) sprawdza takze
i warunek 6-ty. Spostrzegamy natychmiast, ze zbiér wszystkich
tych elementéw zbioru (V), ktdére wigksze sg od modulu dodawa-
nia, zlewa si¢ ze zbiorem wszystkich wektoréw wiaseiwych, wspol-
kierunkowyeh z osig @'z, Zatem chodzi o to, ezv zachodzi okoli-
cznosé nastepujaca: jezeli tylko pewien wektor a zbiorn (V) jest
wektorem wlaseiwym, wspélkierunkowym =z osig 2'z, to jakikol-
wiek wektor zbiorn (V) oznaczylibySmy przez v, zawsze istnieé
bedzie liezba calkowita i dodatnia n, sprawdzajaca nieréwnosé

a.n >,

Jezeli wektor v jest wektorem niewlaseiwym albo wektorem,
ktérego kierunek jest kierunkowi osi @'z przeciwny, to powyzsza
nieréwnodé oczywideie zachodzi przy kazdej od zera wigkszej war-
toei na n. Chodzi wige tylko o zbadanie przypadku, w ktérym
wektor v jest z osia 2’z wspdlkierunkowy. Mozemy oczywiscie za-
lozyé bez szkody dla ogélnosei, e pewien punkt O osi 'z jest
wspélnym poczatkiem wektoréw a i b.

Oznaczmy przez 4, i B odpowiednio kofce rozwazanych
wektoréw i uwazajmy na osi 2’z skonczony cigg punktéw

Ay, 4dy..., 4, (1)
okreslony réwnoseiami

A A, =04, (i=238...,n).
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Wszystkie punkty ciggu (1) poloZzone beds po tej samej stro-
nie punktu O, mianowicie po tej, po ktérej lezy punkt B, a nadto
przy kaidej wartosei calkowitej i dodatniej na 4, od i=1 do
i=mn— 1, punkt 4, poloZony jest na odeinku, ograniczonym przez
punkty O i 4,.

Poniewaz przyjmujemy za pewnik (str. 23), ze o ile chodai
-0 odeinki prostoliniowe, to postulat Archimedesa zachodzi, przeto
istnie¢ bedzie taka warto§¢ na liczbe calkowits i dodatnig =,
przy ktérej odeinek, ograniczony punktami O i 4,, wigkszy bedzie
od odeinka, ograniczonego punktami O i B. Ale w takim razie
punkty O i 4, polozone bedy po réznych stronach punktu B, skad
wynika, ze wektory BA, i BO beda kierunkéw przeciwnych po-
migdzy sobg. Poniewaz za$ wektor BO jest kierunku przeciwnego
kierunkowi osi @'z, przeto wektor B4, jest z osig ty wspdlkierun-
kowy. Mamy wige

04,> 0B,

a poniewaZ mamy oczywiscie
Ojn — ml B

przeto isinieje taka warto$é calkowita i dodatnia na n, przy ktérej
mamy
(ﬁl ’ n>0_j3,
czyli
a.n>Db.

Dowiedlidmy wige, ze dla zbioru (7)) postulat Archimedesa
rzeczywiseie zachodzi.

Obecnie dowiedli§my juz, Ze zbiér (V') jest zbiorem wielkode
wzglednych. Mozemy wige dla zbioru tego rozwigzaé bezposrednio
problem mierzenia elementéw jego na podstawie ogélnej teoryi, wy-
lozonej pod C w paragrafie poprzedzajacym.

Wynik, do ktérego w taki sposéb dochodzimy jest nastepu-
jacy: zeby pewien wektor « zbioru (V) uwazany mégl byé za mia-
nownik stosunku dwéch wektoréw rozwazanego zbioru, koniecznem
jest 1 wystarezajgcem, Zeby wektor # byl wektorem wladeiwym;
jezeli warunek ten jest spelniony, to stosunek

v
'
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gdzie v oznacza jakikolwiek wektor zbioru (¥), réwna si¢ w pray-
padku szezegdlnym, kiedy wektor » jest wektorem niewlageiwym,
liczbie zero, a w kazdym innym przypadku — liczbie rzeczywi-
stej, dodatniej lub ujemnej, zaleZnie od tego, ezy kierunki wekto-
réw v i w sg réwne lub przeciwne pomiedzy soba, a w kaidym
razie, co do wartosci bezwzglednej,— réwnej liczbie dodatniej, ktéra
przedstawia stosunek odeinka prostoliniowego, ograniezonego kran-
cami wektora v, do odeinka. ograniezonego kradeami wektora u.

Opierajac sig na tw. I-saym § 64-go, stwierdzamy z latwokcis,
ze zbiér wektordw (V') jest rzeczywiscie zbiorem cigglym wielkodei
wzglednych.

Przy mierzenin wektoréw zbioru (V) dostosowujemy zwykle
do siebie wybdr jednostki miary i kierunek osi 2z w taki sposéh,
zeby wektor, przyjety za jednostke, byl wspdlkierunkowy z osig a'z.
W takim razie miara wektora wlasciwego réwna sig oczywiscie
liczbie dodatniej lub ujemnej, zaleznie od tego, ezy kierunek we-
ktora tego jest taki, jak kierunek osi #'w, czy tez kierunkowi osi
tej przeciwny.

Opierajac si¢ na uzyskanyeh wynikach, latwo uzasadnié mo-
Zemy dla zastosowan analizy matematycznej do geometryi podsta-
wowe twierdzenie nastepujace:

V. Jegeli oznaczymy przez Ay, A,..., A, uklad tylu, na pewnej
prostej () potodonych punkidw, ile wynosi jakakolwiek liczba calko-
wita n (n = 2), jedeli nadto wwakaé bedziemy symbol AA;, gdzie ozna-
ceylismy przez i i j dwie odmienne pomigdzy sobg liczby catkowite
z ukladu

102y Bley

za symbol w sposéb dopiero co omdwiony oznaczonej miary welktora,
ktdrego poczatkiem jest punkt A, a kraicem A;, przyjmujac za je-
dnostke oznaczony wektor potodony na prostej (A), to w takim razie
mamy
A A, - Ay Ayt Ay dy 4.+ Ay 4, + 4,4, =0. (1)
Istotnie, interpretujaec w sumie

A Ay Ay Ay + dgd, + .. A A, A, 4 4,4,

symbole postaci 4,4, wedlug regul przyjetych wyzej do oznaczenia
wektoréw, przekonamy sie, Ze suma poprzedzajaca réwna sig wekto-
rowi niewlagciwemu. Zatem suma miar skladnikéw rozwazanej sumy
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réwna si¢ liczbie zero, Otéz, gdy interpretujemy skladniki wspo-
mnianej sumy w sposéh okreslony w twierdzeniu, to réwnosé (1)
wladnie wyraza, e okolieznodé poprzedzajaca zachodzi. Uzasadni-
lismy wigo twierdzenie, o ktére chodzilo.

§ 112, Gdybysmy, rozwazajac zbiér (V) wszystkich wekto-
réw, polozonyeh na pewnej prostej (A) albo na prostych réwnole-
glych prostej (A), nadali charakter zbioru wielkoscei w znaczenin
§cislejszem w sposéb omdéwiony wyzZej i postawili problem mierze-
nia wektoréw zbioru (V) w tej samej postaci jak poprzednio,
a wige pray zastosowaniu zasad § 102-go, to w takim razie, gdy-
bysmy nie posiadali ogélnej teoryi liczb rzeczywistych, a tylko
teorye liezb bezwzglednych, stwierdzilibydmy ocaywiscie, Ze zbidr
liczb bezwzglednych nie wystarcza do rozwigzania tego problemu.
Do tego samego wyniku doszliby$my, rozwazajae jakikolwiek inny
zbidr wielko$ci wzglednyeh. Stawiajge sobie nastgpnie problem roz-
szerzenia zbiorn liczb hezwzglednych w taki sposéb, azebysmy
po dokonaiu tego rozszerzenis. uzyskali érodek do rozwigzania pro-
blemu mierzenia wektiordw zbioru (V), przywiedzeni bylibyémy do
ogdlnego pojecia liczby rzeczywistej. Tej drogi jednak nie obra-
lismy z przyezyn nastgpujacych. Z jednej strony i w takim razie
nie moglibysmy pomingé teoryi czysto arytmetycznej liczb rzecazy-
wistych, poniewaz uznali$my, Ze teorya wszelkiego rodzaju liczb
musi byd w postaci ostatecznej ugruntowana wylacznie na podsta-
wach czysto arytmetycznych. Zatem wspomniana droga zmudniejsza
bylaby od tej, ktéra obraliémy. Z drugiej znéw strony nie sgdzimy,
azeby omawiana droga zalecala si¢ ze stanowiska pedagogieznego,
a to juz z tego powodu, Ze nie odpowiadalaby historycznemu prze-
biegowi rozwoju teoryi liczh wzglednych, podezas gdy metoda,
ktérg przyjelismy, choé takze odbiega od historycznego rozwoju
pojecia liczb waglednyceh, jest jednak o wiele bardziej zblizona do
ewolucyi pojecia tego od tamtej.




