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wyraZal to, co wyrazal przed rozwazana zmiang zwigzek
e ¢,

W paragrafie nastepujacym podamy najbardziej typowy przy-
klad ciaglego zbioru wielkosei wzglednych. Przyklad ten oméwimy
bardzo szezegélowo ze wzgledu na jego wielkie znaczenie naukowe.

§ 107. Pojecie wektora. Wektorem zowiemy oznaczone po-
lozenie w przestrzeni zajmujgey odeinek prostoliniowy, ktérego
jeden punkt koficowy, zwany poczatkiem wektora, zostal w jaki-
kolwiek sposéb wyrdiniony od drugiego punktu kofcowego, zwa-
nego w takim razie koncem.

Oznaczajae przez jakikolwiek symbol 4 poczatek wektora,
a przez inny symbol B jego koniee, przyjmujemy za symbol sa-
mego wektora symbol

AB.
Na podstawie definicyi tej symbole
AB i BA,
gdzie 4 1 B sy symbolami oznaczonych punktéw, przedstawiajg
wektory pomigdzy soba odmienne, jakkolwiek rozwazane symbole,
kiedy uwazamy je za symbole odeinkéw prostoliniowych, oznaczajg
tenZze sam odeinek.

Poczatek i koniec wektora obejmujemy wspélng nazwg jego
punktéw konecowyeh. Za zbiér wszystkich punktéw oznaczonego we-
ktora » uwazamy zbidr wszystkich punktéw odcinka prostolinio-
wego a, ktérego punkty kofcowe zlewajg si¢ z punktami koricowymi
rozwazanego wektora. Diugodé odeinka prostoliniowego a zowie sig
dingodeia wektora.

Wektor bywa czgsto uzywany jako obraz geometryczny prze-
mieszezenia prostoliniowego punktu, a w takim razie przyjmujemy
za poezatek wektora poezgtkowe poloZenie przemieszezanego punktu,
a za koniec — polozenie koficowe tegoz punktu.

Zeby wyrazié, iz jeden i drugi punkt koicowy oznaczonego
wektora poloZone sa na pewnej prostej nieograniczonej, orzekamy, ze
rozwazany wektor polozony jest na tej prostej. Zeby wyrazié, ze prosta,
na ktérej polozony jest pewien wektor lezy w pewnej plaszezyznie,
orzekamy, Ze rozwazany wektor poloZony jest w tej plaszczyznie.

Na podstawie przyjetej definicyi, poczatek i koniec oznaczo-
nego wektora muszs byé odmiennymi pomigdzy sobs punktami.
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Jednak w interesic nadania teoryi wektoréw najodpowiedniejszej
postaci, umawiamy sig, ze zaliczaé bgdziemy do klasy przedmiotdw,
zwanych wektorami, takze pojedyneze punkty, uwazajaye w takim t:m;ia
punkt jednoczeénie za poczatek i koniee tego samego wektora. Zeby
uwydatnié¢ te okolicznodé, iz wektor, ktérego poezatek i koniee
zlewajs si¢ ze sobs, nie jest objety podana na poczatku definicys
wektora, nadajemy wektorowi takiemu nazwe wektora niewladei-
wego w przeciwienistwie do nazwy wektordw wladeciwyech, ktorg
dajemy wszystkim innym wektorom.

§ 108. Zeby okreglié tresé orzeczenia, iz dwa wektory sg
pomiedzy sobs rdwne, i tem samem nadaé zbiorowi wszystkich
wektordw charakter zbioru wielkosei w znaczeniu szerszem, zwazmy,
#e przy rozwazaniu dwéeh wektoréw v i o' zawsze wydarzyé sie
musi jeden z przypadkéw nastgpujscych:

10, Kazdy z wektoréw v i v’ jest wektorem wlageiwym, a proste,
na ktérych wektory te polozone sa, nie zlewaja sig ze soba.

20, Kazdy z wektordw v i o' jest wektorem wladciwym, ale
proste, na ktérych wektory te sy polozone, zlewaja si¢ ze soba.

3% Jeden przynajmniej z wektorédw v i »' jest wektorem nie-
wladeiwym.

W pierwszym przypadku réwnosé

@y v="1'

wyraza, e zachodzg dwie okolicznodei nastgpujace:

4) Proste, na ktérych wektory te sg polozone, sa pomiedzy
sobg rédwnolegle.

B) Prosta, przechodzgea przez poezatki rozwazanyeh wektordw,
i prosta, przechodzgca przez ich konee, sn pomiedzy soba réwnolegle.

W drugim przypadku réwno$é (1) wyraza, e istnieje trzeci
wektor wlaseiwy »”, nie poloZony na prostej, ma ktérej polozone
sq wektory » i o, réwny w znaczeniu dopiero co okreslonem kai-
demu z wektordw v i v'.

W trzecim przypadku réwnoéé (1) wyraza, ze kazdy z we-
ktoréw v i o' jest wektorem niewladciwym.

Na podstawie definicyi powyzszej réwnodé (1) oezywideie wy-
raza to samo, co rdwnosé
' v =9,

a pomiedzy wektorami réwnymi oznaczonemu wektorowi znajduje
sig oczywiscie i sam ten wektor,
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Zatem, Zeby wspomniung definicye usprawiedliwié ze stano-
wiska zasad rozdzialu II-go, nalezy tylko dowiesé, ze dwa wektory a
i b, z ktérych kazdy rdwny jest pewnemu trzeciemu wektorowi ¢,
sg takze pomigdzy sobg réwne.

Okolicznodé ta zachodzi oezywiscie w praypadku, kiedy jeden
z wektoréw a, b i ¢ jest wektorem niewlasciwym. Zakladamy wige,
2o kazdy z wektoréw tych jest wektorem wlasciwym.

Oznaczmy przez Ay, B, i C, poczatki, a przez 4y, By i G,
kotice wektoréw a, b i ¢. Chodzi tedy o okazanie, Ze réwnosei

Ady = GG, @)
01 Cg —_ 'Bl'Bﬂ

pociagaja za sobg réwnosd
4,4, =B,B,. 3)

Zalézmy najpierw, Ze trzy proste, na ktérych polozone sg od-
powiednio rozwazane wektory, nic znajdujs sie¢ w tej samej pla-
szezyznie. W takim razie prosta 4,C; z pewnodcig nie zlewa sig
z prosty B, C,, a prosta 4,0, nie zlewa si¢ z prosty B,C,.

Zatem pierwsza para prostych okresla w zupelnosci pewns
plaszezyzne (P,), przez kazdg z nich przechodzges, a drugs para —
pewns drugy plaszezyzne (F,), ktéra zndw przechodzi przesz kazds
z prostych 4,C, i B,G,.

Poniewaz mamy

4,6 || 456y, BG || By,

przeto mamy

(P2) || (Pa),
skad znéw wynika, ze mamy
A1 By || 45B,. (4)
Poniewa# na podstawie réwnofei (2) mamy takze
A4, || GGy
BB, || GGy,
przeto
A1A2 " BlBE'

Zwigzek ten w polgczeniu ze zwigzkiem (4) wyraza, Ze za-
chodzi réwnodé' (3), o uzasadnienie ktérej wlasnie chodzilo.  ~
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Pozostaje do zbadania przypadek, kiedy proste
(5) A1A2 H 'BI-BE b L"l 02

polozone sg na tej samej plaszezyznie (P).

Zolézmy najpierw, ze Zadne dwie z powyZszych prostych nie
zlewaja, sig ze soba. Przyjmijmy dowolnie w przestrzeni punkt X,
nie polozony jednak w plaszczyznie (P). W takim razie istnieje
jeden i tylko jeden wektor X, X, sprawdzajacy réwnosé

(6) XX, = 0.0,

Istotnie, jezeli wogdle istnieje wektor X, X, , czyniagcy zadodé
réwnofei  powyzszej, to kofcem jego X, moze byé tylko punkt
przecigcia si¢ prostej (D), przechodzice] przez punkt Xy i réwnole-
glej do prostej C Gy, z prosty (1), przechodzaca przez punkt C,
i réwnolegly do prostej C,X,. Poniewaz punkt X, nie lezy na pro-
stej C;Cy, przeto z latwodciy stwierdzamy, Ze proste (D) i (D)
przecinajg si¢ dokladnie w jednym punkeie. Jezeli wektor, o ktéry
chodzi, istnieje, to koricem jego, jakesmy juz zaznaczyli, moze byd
tylko ten punkt. Z drugiej strony, oznaczajge punkt ten przez X,
spostrzegamy natychmiast, e wektor X, X, sprawdza réwnoié (6).
Usprawiedliwilismy wige w zupelnodci uezynions uwage.

Oczywiseie nie istnieje plauczyma w ktérej polozone hylyby
jednoczednie wektory 4,4,, C,C; i X,X,; analogicznie nie istnieje
taka plusmzyz:lm, w ktdrej polozone bylyby jednoczefnie wektory
BB, B0 1XX.,

Zatem, zestawiajge kolejno réwnosé (6) z pierwszy i z drugg
z réwnoseig (2), spostrzegamy, ze mamy

4,4, = X, X,,
Im=x_1}?a
na podstawie wyniku uzyskanego przed chwilg.

Na tej samej podstawie i ze wzgledu na to, Ze nie istnieje
taka plaszczyzna, w ktérej lezalyby jednoczesnie wektory A Ay,
B,B; i X, X,, wnosimy z réwnodei poprzedzajacych, Ze zachodzi
réwnosé (3), o uzasadnienie ktérej wlagnie chodzilo.

Zwréémy sig obecnie do przypadku, kiedy dwie, ale dwie

t.ylko, z prostych (5) zlewaja si¢ ze sobs. Gdyby niemi byly
proste 4,4, i B,B,, to réwnosé (3) zachodzilaby bezpoérednio na
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podstawie definicyi réwnosei dwdch wektorédw i nie potrzebowa-
faby dowodu. Mamy wige tylko do zbadania przypadek, w ktdrej
prosta C,C, zlewa sig albo z prosty 4,4, albo z prosta B,B,. Te
dwa przypadki pojeciowo oczywideie nie rdzniy sie od siebie. Za-
16zmy tedy, Ze prosta C,C, zlewa si¢ z prosty 4,4,. W takim razie
na podstawie definicyi réwnodei dwéch wektordw pierwsza z rd-
wnodei (2) wyraza, Ze istnieje pewien wektor i J,, nie poloZony
na prostej 4,4,, sprawdzajacy réwnosei
i1, —FF, |

0.6, — B, [ M

Jezeli wektor B,B, na prostej KK, poloZony nie jest. to Za-
dne dwie z prostych
B\B,, G, E L,

nie zlewajs si¢ ze sobg, i w takim razie na podstawie juz uzyska-
nych wynikéw druga z réwnodei (2) w polgezeniu z drugg z réwno-
gei (8) pocigga za sobg réwnosé

a poniewaz zadne dwie z prostych
A4y, BBy, i LD,

ze soby nie zlewaja sig, przeto ostatnia réwnosé w polgezeniu
z pierwszg z rownofei (8) pocigga za soba réwnodé (3), o ktérg
wlagnie chodzilo. :

Przypu$émy, ze wektor B, B, polozony jest na prostej FE\E,.
Przyjawszy tedy punkt X; w taki sposéb, zeby punkt ten nie byl
polozony ani na prostej 4,4, ani na prostej K K, wyznaczmy
wektor X, X, tak, Zeby zachodzila réwnosé

X, X, = E,B;. (8)

Na podstawie wynikdéw uzyskanych wyzej wektor X, X, istnieje
niezawodnie, a z réwnosei (8) i rdwnosei (7) wnosimy, %e zachodzs,
réwnosei

A4, =XX,

X (9)
00,= XX,

Poniewaz wektor B,B, nie lezy ani na prostej X, X,, anl na
prostej, na ktérej poloZone sg wektory 4, 4,4, i C,C,, poniewaz nadto
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prosta X, X, nie zlewa sig z prostemi 4,4, i C,C,, przeto stwier-
dzamy najpierw, zestawiajae ze soba drugs z réwnosei (2) i drugy
z roéwnosei (9), ze mamy

Bl~B2 = *.X_J’]_*_XF% E
a nastgpnie, zestawiwszy uzyskang réwno$é z pierwszg z réwno-
éci (9), ze zachodzi réwnosé (3), o ktérg wlasnie chodzilo.
Obecnie pozostaje jedynie do zbadania przypadek, w ktdrym
wektory 4,4,, BB, i C,0, lezy na tej samej prostej (A). W takim
razie pierwsza z rownodei (2) wyraza, Ze istnieje pewien wektor K, F,

z réwnosei (2), ze istnieje pewien wektor GGy, takze na prostej (A)
nie polozony, ktéry sprawdza réwnosei

(10) Bty =Gy
0102 == Gl Gn

Poniewaz nie istnieje prosta, na ktérejby lezaly jednoczesnie

wektory C,Cy, B, By i Gy Gy, przeto z drugiej z réwnodei (7) i z dru-

giej z réwnosei (10) mamy

GGy = B, B,

Poniewaz nie istnieje takZe prosta, na ktdrej polozone hytyby
wektory B,B,, GG, i E.F,, przeto wnosimy #z ostatniej réwnosei
i z pierwszej z réwnosei (10), Ze mamy
(11) BB, = L E,.

Poniewaz dalej wektory 4,4, i B, B, poloZone sy na tej samej
prostej, a wektor K,F, na prostej tej polozony nie jest, przeto
pierwsza z réwnodei (7) 1 réwnosé (11) wyrazaja lgcznie wlasnie
to, co na podstawie definicyi réwnosei dwéch wektoréw umdwi-
lismy si¢ wyrazaé przez réwnosé (3) w tym przypadku, kiedy
wektory 4,4, i B B, poloione sy na tej samej prostej. Zatem
1 w przypadku omawianym obecnie réwnodei (2) pociagaja za soba
réwnosé (3).

Ostatecznie réwnosei (2) pociagaja za sobs w kazdym razie
réwnosé (3). Zatem usprawiedliwiliémy w zupelnodei tg definicye
réwnodei dwéeh wektoréw, ktdra przyjeliémy.

L Duwa réwne pomiedzy soba wektory, ktérych wspdlnym po-
czathiem fjest pewien ten sam punkt, zlewajq sig ze sobg w zupednosct.
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Twierdzenie to jest oczywiste w razie, kiedy jeden z rozwa-
sanych wektoréw, a wige takze i drugi jest wektorem niewlasei-
wym. Zakladamy tedy, ze okoliczno$é ta nie zachodzi, i oznaczmy
przez AB i AC dwa réwne pomigdzy soby wektory wladeiwe o wspol-
nym poezatku 4. Poniewaz na podstawie definicyi réwnosei dwéch
wektoréw proste, na ktéryech dwa réwne pomiedzy soba wektory
wladciwe sy polozone, albo zlewajs si¢ ze soba, albo sa pomiedzy
sobg réwnolegle, poniewaz dalej proste AB i AC, jako majace punks
wspdlny, mianowicie punkt 4, réwnoleglemi do siebie byé nie moga,
przeto ze wzgledu na réwnoséd

AB= 4C,
wspomniane proste zlewajg sig ze soba. Zatem réwnosé poprzedza-
Jjaca wyraza, %e istnieje pewien wektor KK, nie polozony na pro-
stej (A), na ktérej polozone sg wektory AB i AC, sprawdzajgce
réwnosgei

AB=EFI
AC = EF.

7 pierwszej z tych réwnosei wynika, ze

AL || BF,
a z drugiej, Ze
AR | CF.

Na podstawie postulatu Euklidesa i zwigzkéw powyzszych
proste BF i CF' zlewaja sig ze soba, skad wynika, Ze ich punkty
przecigeia sig¢ B i C z prosty (A) zlewaja si¢ takie ze sobg. Za-
tem wektory AB i AC rzecaywidcie zlewajg si¢ jeden z drugim.

II. Kaédemu punktowi przestrzeni A odpowiada jeden i@ tylko
jeden wektor, kidrego poczqtek ledy w tymze punkcie i ktdry rdwna
sie dowolnie danemu a priovi wektorowi v.

Twierdzenie to jest oczywiste w razie, kiedy wektor » jest
wektorem niewladciwym. Zaldzmy wige, Ze okolicznogé ta nie za-
chodzi. W razie kiedy punkt A nie jest poloZony na prostej, na
ktérej lezy wektor v, mieliémy sposobno$é unzasadnié rozwazane
twierdzenie przy rozwijaniu dowodu tego, iz dwa wektory, réwne
odpowiednio pewnemu temu samemu trzeciemu wektorowi, sg takie
pomigdzy soba réwne. Pozostaje tedy do zbadania tylko przypa-
dek, kiedy punkt 4 polozony jest na prostej (A), na ktérej lezy
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takze wektor ». Prayjawszy dowolnie na prostej (A) nie poloZony
uczynionej, zbudowaé wektor XY réwny wektorowi ». Nastgpnie,-
opierajac si¢ na tej samej uwadze, stwurdmmy ze istnied bedzie
wektor AB réwny wektorowi XV, a wige i wektorowi ». Zatem
wektor 4B o poczatku 4, réwny wektorowi v, istnieje w kazdym
razie. Dwa takie wektory, nie zlewajace sie ze soba, istnieé nie
mogy, albowiem w razie réwnosei
AB=v i AB =v,

mieliby$my _ -

AB=AB

i wektory AB i AB', na podstawie twiordzenia I-go zlewalyby
sig ze soby. Uzasadniliémy wige w zupelnodei twierdzenie, o ktére
chodzilo.

1L Jeteli pomiedzy dwoma wektorami AB i A'B’ zachodzi
réwnosé

(1) AB=A'F,
to w takim razie wektory AA' i BB’ sprawdeajq rdwnosé
2) AN = BB

kiedy wektory AB i A'B’ sy nlwlewaw‘cyml sig ze soby wekto-
rami wladeiwymi, polomnyml na tej mmw_] pmst.t,.] (). Zakiadamy

wektor 4" B", nie poJoauny na prowfq} (), sptawdz:a]s,cy réwnodei

(3) AB=A"B"
4) A'B'= A"B",

Oznaczmy przez U punkt, nie puluzony w plaszezyznie (P),
w ktdrej lesg wektory AB, A’B'i A”B”, i uwazajmy punkty prae-
cigeia sig U” i U’ plaszezyzny (@), przechodzgcej przez punkt U
1 réwnoleglej do plaszezyzny (P), z prostemi réwnoleglemi do pro-
stej AU, przechodzacemi odpowiednio przez punkty 4 i A’. Mamy
tedy

(5) AA' = TU"
Oraz

Uu U’f Au f.l'
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Z drugiej strony mamy

AA" = BB"
A_HA; BHB:
Z réwnosci tyeh i réwnosei (6) wynikaja réwnosei
Ur‘f BH
U.H U‘.f _B.-.rB.r
Z tych znéw réwnosci wynika, Ze mamy
BU || B"U,
_BHUH ” B!Un"
Zatem
BU|| B'U,
a poniewaz
BB || UU,
przeto mamy — —
BB =UU".

Z réwnoéei tej i réwnosei (5) wynika réwnodé (2), o dowdd
ktérej wlasnie chodzilo.

§ 109. Dodawanic i odejmowanie wektoréw. Zeby okreslié
wynik dodania oznaczonego wektora b do drugiego oznaczonego
wektora a, czyli sumeg

a--1b, (1)

przyjmijmy dowolnie w przestrzeni pewien punkt O i zbudujmy
wektory 04 i AB, odpowiednio réwne wektorom a i b. W takim
razie wektor OB przedstawia sume (1).

Spostrzegamy natychmiast, ze jezeli pewien wektor ¢ uwa-
zany byé moZe za sume a -} b pewnego wektora a i pewnego we-
ktora b, to ten sam wektor ¢ uwazany by¢ mozZe za sumg jakiego-
kolwiek wektora a’, réwnego wektorowi a, i jakiegokolwiek we-
ktora ¥', réwnego wektorowi b.

Upewnijmy sie teraz, ze dwa wektory O'B’i 0”B", z ktérych
kazdy na podstawie definicyi powyiszej uwaZany byé moZe za
wynik dodania oznaczonego wektora b do oznaczonego drugiego
wektora @, sy pomigdzy soby réwne. Jezeli kazdy z wektoréw O'B’
i 0”B"” uwazany byé moie za sumeg (1), to wektorom tym odpo-
wiadajg punkty 4’ i A" takie, Zeby$my mieli

(H =a, A."_B’ =1b
0"4"=a, A"B"=b.
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Z réwnogei tych mamy
A = 07 A
4B = ATR,
skad na podstawie tw. ITI-go wynikajs réwnogei

507 — A4
A — B
Mamy zatem s
OIOH — B’B”,

skad, opierajac si¢ ponownie na tw. IIl-ciem, wyprowadzamy ré-
wnosé
o ktérg wiaénie chodzilo.

Powiadam, ze dodawanie wektoréw posiada wlasnoéé 1gcezno-
§ci Twierdzenie to bedzie uzasadnione (tw. I, § 28), jezeli tylko
udowodnimy, Ze mamy

@48 e=a(4o)

jakiekolwiek wektory oznaczyliby$my przez a, b i .

Oznaczajge przez O dowolnie przyjety punkt w przestrzeni,
wyznaczamy punkty 4, B i C z réwnosei

OAd=:a
AB=1
BC=c.

Mamy tedy o
(a4 b -4c¢=0C.

Z drugie) strony mamy oczywidcie
b4-e=AC
a(b 46 = 0C,

Mamy wige

zatem mamy takze

@+ +Fe=a-G+0),

o co wiladnie chodzilo.
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Powiadam obecnie, ze dzialanie dodawania wektoréw posiada
wlasnoéé przemiennodei, Istotnie, zachowujae poprzednio na-
dane znaczenie symbolom @ i b, przyjmujemy w przestrzeni do-
wolnie pewien punkt O i wyznaczamy kolejno wektory 04 i AB
z réwnosci

Od=a
) 1
AB=15b. ®
Mamy tedy
a--b=05. @)
Uwazajmy wektor OB,, okreslony réwnoseis
OB, =b. 3)

Na podstawie réwnodei tej i drugiej réwnosei z ukladu (1)
mamy
AB = 0B,
skad
B,B=04
na podstawie tw. IIl-go.
Zestawiajge uzyskang réwnosé z pierwszg z réwnosei (1),
otrzymujemy

B,B=a.

Z réwnosci tej i rdwnosei (3) wynika réwnosé
b+ a=0B.

Z zestawienia réwnodei tej z rdwnodeig (2) wynika, ze doda-
wanie wektordw posiada wlasnodé przemiennosei w razie istnienia
dwdch skladnikéw, a poniewaz dowiedliémy przed chwils, Ze doda-
wanie wektoréw posiada wlasnoéé {gcznodei, przeto (tw. II, § 28)
dodawanie wektoréw posiada rzeczywidcie wlasno§é przemiennosei
w przypadku najogdiniejszym.

Stwierdzamy z najwigkszg latwodcis, ze w przypadku, kiedy
dwa wektory b i b’ sprawdzajg zwigzek

b=¥,
atbga4-b

jakikolwiek wektor oznaczylibySmy przez a.
Poniewaz zag dodawanie wektordw posiada wlasno$é przemien-
nodei, przeto (§ 31) istnieje jeden tylko rodzaj odejmowania wekto-

mamy zawsze
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réw, a dzialanie to, o ile jest wykonalne, jest dzialaniem jednozna-
eznem. W rzeczywistodel dziafanic odejmowania wykonalne jest na
wektorach bez zastrzeqeh, Zeby twierdzenie to udowodnié, Zwazmy
najpierw, %e wspélna wartos¢ wektoréw niewlaseciwych réwna sig
modulowi dodawania wektoréw, a nastepnie przyjmijmy definicye
nastgpujaca: orzeczenie, Ze dwa wektory sa pomigdzy sobg syme-
tryezne, wyraza, e suma tych wektoréw réwna si¢ modulowi do-
dawania czyli wektorowi niewladeiwemu. Kazdemu wektorowi AB
odpowiada wektor jemu symetryezny, a zbiér wektoréw syme-
trycznych wektorowi 4B oczywiscie zlewa sig zo zbiorem wektoréw
réwnych wektorowi BA. Zatem dwa wektory symetryezne odpo-
wiednio pewnemu temu samemu wektorowi, sa pomiedzy soba réwne.
Jezeli dwa wektory sa pomigdzy soby symetryezne, to wektory te
tylko jednocze$nie mogs byé wektorami niewladciwymi, a w takim
razie i tylko w takim razie dwa wekfory symetryezne sy pomigdzy
sobg, réwne.

Uwazajmy dwa jakiekolwiek wektory a i b, oznaczajac pray-
tem przez b’ wektor symetryczny wektorowi b. Powiadam, Ze mamy

(1) a—b=a-".

Istotnie, mamy
) (a4-)+b=at @' b),
na podstawie wlasnodci lgcznoéei dodawania, a poniewaz mamy
b -b=u,
oznaczajae ogdlnie przez p modul dodawania, przeto
3) et D) =atp=a.
Ze zwigzkdw (2) i (8) mamy rdwnosé

(@+b)4b=a,

réwnowazng réwnosei (1), ktéra pragneliémy uzasadnié. Poniewaz
wektor b’ istnieje w kazdym razie, przeto suma a-} ' istnieje te
w kazdym razie, zatem na podstawie réwnoécei (1) odejmowanie
wektoréw jest, zgodnie z zapowiedzis, dzialaniem wykonalnem bez
zastrzesen.

Ostatecznie odejmowanie wektoréw jest dzialaniem jednozna-
cznem, wykonalnem bez zastrzeZeri i moggcem byé sprowadzonem
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do dodawania drogs podstawienia zamiast odjemnika symetrycznego
mu wektora.

Z uzyskanych wynikéw mozemy wyprowadzié uzyteczne pra-
widlo do wyznaczania réznicy dwéch wektordw, ktérych poezgtki
zlewajg si¢ ze soba. Istotnie, oznaczmy przez 04 i OB dwa wektory
o wspélnym poezatku O, mamy tedy

(04 — OB =04 -+ B0 = 5004
na podstawie wynikéw uzyskanych poprzednio, a poniewaz mamy
BO-+ 04— BA,
przeto mamy takze
04— 0B = BA.

Réwnosdé ta wyraza twierdzenie nastgpujace:

L Jezeli elementy, stanowiace odpowiednio odjemng i odjemmnik
pewnej réinicy, sa wspdtpoczatkowymi wektorami, to reszta réwna sig
wektorowi, ktdrego poceatkiem jest kraniec odjemmika, a krarncem —
kraniec odjemnej.

§ 110. Pojeeie kierunkn wektora i pojecie osi. Uwazajmy
dwa wektory wlaeiwe polozone na prostych réwnoleglych lub zle-
wajgeych sie ze soby AB i A’B' i wyznaczmy trzeci wektor AB
z réwnania — =

AB; = A'B'. (1)

Punkt B, polozony bedzie na prostej 4B i zachodzié bedzie
oczywiscie jeden z dwéch wykluczajgeych sig wzajemnie przypad-
kéw nastgpujgeych:

1°. Punkt 4 nie jest poloZony pomigdzy punktami B i B,

2°, Punkt A4 jest poloZony pomiedzy punktami B i B,.

W pierwszym przypadku orzekamy, Ze kierunek wektora 4'B’
réwny jest kierunkowi wektora 4B, a w drugim — zZe kierunek
wektora A’B’ przeciwny jest kierunkowi wektora AB.

Pomigdzy wszystkimi wektorami, z ktéryeh kazdy ma kieru-
nek réwny oznaczonemu wektorowi wiagciwemu 4B, znajduje sig
oezywiscie w mys$l zasad rozdzialu II-go i sam wektor AB. Zatem,
zeby powyzszg definicye usprawiedliwié, nalezy tylko uzasadnié
twierdzenia nastepujace:

A) Jezeli kierunek pewnego wektora wlasciwego A’B’ réwny
jest kierunkowi pewnego wektora wlaseiwego AB, to kierunek
wektora AB réwny jest kierunkowi wektora A'B’.

Arytmetyka teorotyczna. 30




