Zeby zatem wszystkie twierdzenia § 102-go w zastosowaniu do
zhioru (W) byly uzasadnione. W rzeczywistosci postgpujemy zawsze
w sposéh poprzedzajaey.

Na tej wlasnie drodze wytwarzamy sobie precyzyjne pojecie
0 coraz to nowych rodzajach wielkosei, do ktérych, jak sig prze-
konywamy na podstawie nowszych badaii, nalezs pojgcia pola figury
plaskiej i pojecie objetoSci figury przestrzennej ?).

Ostatecznie, drogg uslawiania odpowiednich uméw i definicyi,
zawsze dopinamy tego, Zeby w kaidym przypadku szczegdlnym
po zupelnem opracowaniu problemu mierzenia zachodzily wszystkie
twierdzenia z § 102-go.

§ 106. Obecnie pragniemy oméwid najprostsze trzy praypadki,
w ktérych warunki § 102-go okredlaja bez Zadnej dwuznacznosei
wynik rozwigzania problemu mierzenia.

Przypadek 4). Zbiér (£), dla elementéw ktérego problem
mierzenia ma byé rozwiazany, posiada wiasnodei nastepujace:

10, Zbidér () jest zbiorem wielkodei w znaczeniu szerszem.

20, Dzialanie dodawania elementéw zbioru (£) zostalo okre-
slone zgodnie z zasadami rozdzialu II-go.

3% Kazdy element zbioru (£), jezeli nie jest ani elementem
téwnym modulowi dodawania®), ani elementem réwnym pewnemu
szczegblnemu elementowi ¢, rozwazanego zbioru, réwna sig sumie
skodezonej liczby elementdw réwnych elementowi e,.

Zulézmy chwilowo, Ze problem mierzenia elementéw zhioru (/)
Jest rozwigzalny, i oznaczmy ogdlnie przez ¢, taki element zbioru (E),
ktéry uwazany byé moze za sumg i elementéw réwnych elemen-
towl ¢.

Ze wzglgdu na tw. Il-gie i IIl-cie § 103-go mozemy na prébe
przyjad za jednostke miary tylko jeden z elementdw ¢, Oznaczmy
tedy przez n dowolnie dobrana, byle od zera wickszs liczbe catko-
witg, i sprébujmy przyjaé za jednostke miary element e,.

Na podstawie tw. IV-go § 102-go mamy tedy réwnania

n.x=1
Yy =1z,

!) Lebesguo, Intégrale, aire, surface, Annali di matematica 1092.

*) Modul dodawania elementéw zbiorn (Fl) moZe nie istnied, W takim rasie
zastrzeZenie to staje sie zhytecznem,
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oznaczajac przez x miarg elementu e,, a przez y — miarg jakiego-
kolwiek elementu ¢. Z réwnan poprzedzajacych otrzymujemy na
miarg y elementu ¢, wzér nastepujgey:

=y (1)
skad na stosunek

dwéch jakichkolwiek niezerowych elementéw zbioru (&) wynika
wzor nastepujacy
o

& P

a na stosunek elementu zerowego ¢, do jakiegokolwiek elementu
niezerowego e, — wzlr

?

‘?1'_0

e

Zatem, jezeli problem mierzenia elementéw rozwazanego zbioru
jest wogéle w mysl zasad § 102-go rozwigzalny, to problem ten
posiada jedno tylko rozwigzanie, okredlone wzorem (1). Sprawdzamy
z najwigkszg latwodeig, Ze wzér (1) czyni zadoéé wszystkim wa-
runkom § 102-go i dochodzimy do wyniku, Ze w oméwionym pray-
padku problem mierzenia jest rozwigzalny, a rozwigzanie problemu
tego okreslone jest w zupelnosei rzeczonymi warunkami. Przykla-
dem na przypadek A4 jest zbiér wszystkich skonezonych zhioréw
oznaczonej klasy przedmiotéw (np. jablek). Omodwiony przypadek
jest najprostszy, jaki wogdle zajéé moze.

Przypadek B). Zbiér (K) posiada wlasnosei nastgpujgee:

1%, Zbiér (E) jest zbiorem wielkosei w znaczenin $cislejszem.

29, Dzialanie dodawania jest dla elementéw zbiorn tego okre-
lone zgodnie z zasadami rozdzialu V-go i posiada nadto wlasnogei
1acznodei i przemiennodei.

30. Jezeli dwa elementy ¢ i ¢ zbioru (K) sprawdzajg nie-
réwnosd

¢ <,
to w takim razie mamy
ef-¢ <e-fe”,

Jjakikolwiek element zbioru (E) oznaczyliby$my przez e.
Arytmetyka teoretyczma. 28
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4°. Dzialanie odejmowania na elementach zbioru (£), jedno-
znaczne na podstawie warunku poprzedzajacego (§ 31), wykonalne
jest w razie, ale tylko w razie, kiedy odjemnik od odjemnej nie jest
wigkszy.

W nastepstwie tego warunku i warunkéw wyslowionych po-
przednio istnieje modu} dodawania elementéw zbioru (£) i przed-
stawia najmniejszg warto$é, jaks mieé moze element zbioru ().

Istotnie, powtarzajac z nieznaczna odmiang rozumowanie, ktére
wylozyliémy juz przy innej sposobnodei?), stwierdzamy, Ze wszystkie
te elementy zbioru (E), z ktérych kazdy uwazany byé moze za ré-
znicg dwdeh réwnyeh pomiedzy sobs elementéw tegoZ zbioru, sg
pomigdzy sobg réwne, a wspdlna ich wartodé przedstawia modul
dodawania elementéw rozwazanego zbioru. Z drugiej strony, jaki-
kolwiek element zbioru (4) oznaczyliSmy przez e, mamy

g'l"lu"‘—"'e:

oznaczajac przez i modul dodawania elementdw rozwazanego zbioru.
Zatem
' ¢=€¢— N,

skad wynika, Ze odejmowanie, zaznaczone we wzorze
&— W,

jest wykonalne. Skoro za$ okolicznodé ta zachodzi, to na podstawie
warunku wykonalnoéei odejmowania na elementach zbioru e mamy

e=p,

a zwigzek ten wlagnie wyraza, ze modul dodawania przedstawia
najmniejszg warto$é, jaka mie¢ moze element zbioru ().

- b°. Jakikolwiek element zbioru (E) oznaczylibyémy przes e,
zawsze mozna element ten przedstawié w postaci sumy tylu réwnych
pomigdzy sobg elementdw tegoz zbioru, ile wynosi dowolnie przy-
jeta, byle od jednodci wigksza liczba calkowita n.

“Wlasnosé t¢ elementéw zbioru (E) wyrazamy krétko, orze-
kajac, Ze elementy zbioru (£) sy nieograniczenie podzielne
na réwne czgdei, rommiejs,c przez podzielenie oznaczonego ele-
mentu ¢ na n réwnych czgdei przedstawienie go w postaci sumy n

1) Str, 861, uwaga A.
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réwnych pomiedzy sobg skladnikéw, z ktéryeh kazdy przybiera
nazwe n-tej czesel elementu e,

60. Jezeli tylko pewien element e zbiorn (B) wigkszy jest od
modutu dodawania, co na podstawie uwagi uezynionej wyzej za-
chodzi, skoro tylko element ¢ od modulu dodawania jest odmienny,
to jakikolwiek inny element tegoz zbioru oznaczylibysmy przez ¢/,
zawsze istnieje taka liczba calkowita n, zeby suma tylu skladni-
kéw réwnych elementowi ¢, ile wynosi liczba n, wicksza byla od
elementu ¢’. Warunek ten zowie si¢ postulatem Archimedesa.

Whszelki zbiér wielkosei (), sprawdzajacy warunki poprzedza-
jace zowie si¢ zbiorem wielkosci bezwzglednych,

Przekonamy sig, Ze problem mierzenia elementéw zbioru (&)
posiada jedno i tylko jedno rozwiazanie.

Orzeczenie, ze pewien element ¢ zbiorn (£) miedei sig¢ w dru-
gim elemencie ¢ tegoz zbioru tyle razy, ile wynosi pewna liczba
calkowita % od zera nie mniejsza, wyraza¢ bedzie w razie nie-
réwnosei n > 1, i% element ¢’ réwna si¢ sumie # elementéw réwnyech
elementowi e, w razie réwnosei n =1, iz mamy

¢ =e,

a w przypadku, kiedy liczba » réwna sig zeru, i% element ¢’ réwna
sig. modulowi dodawania [zbiér (E) obejmuje niezawodnie jeden
przynajmniej element réwny modulowi dodawania ze wzgledu na
warunek 4-ty.] Element ¢/ zowie sig tedy wielokrotnoseia elementu e,
a element ¢ — podwielokrotnodcig elementu ¢’.

Te okolicznodé, ze pewien element ¢ mieéci si¢ w pewnym
elemencie ¢ » razy, wyrazamy réwnoscig

e =¢e.n.

Jezeli kazdy z pewnych dwéch elementéw ¢, i ¢ zbioru (E)
jest wielokrotnoéceig pewnego tego samego elementu ¢ tegoz zbioru,
to element e zowie sig wspdlng podwielokrotnoseig elementéw ¢, 1 ¢y,
ktére w rozwazanym przypadku zowig sig¢ elementami wspol-
miernymi.

Zalézmy chwilowo, Ze problem mierzenia elementéw zbioru (E)
rozwigzany by¢ moze, oznaczmy przez u jakikolwiek, byle od mo-
dulu dodawania odmienny element zbioru (E) i, przyjawszy ele-
ment ten za jednostke, usilujmy wyznaczy¢ miare dowolnie danego
elementu ¢ zbioru ().

28%
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Zwréémy si¢ najpierw do przypadku szczegdlnego, kiedy ele-
menty % 1 ¢ sg wspélmierne. Mamy tedy

(1] u:d.p
(2) e=d.m,

oznaczajge przez d wspélng podwielokrotnosé elementéw w i ¢,
a przez p i m dwie liczby calkowite.

Poniewaz miara elementu % réwna si¢ jednosdei, przeto na
podstawie tw. IV-go § 102-go wnosimy z réwnosei (1), Ze miara
elementu d réwna si¢ liczbie

1

P
Opierajac si¢ ponownie na temze twierdzeniu, wnosimy naste-

pnie z réwnosei (2), ze ze wzgledu na uzyskany wynik miara ele-
mentu ¢ réwna sie liezbie ulamkowej
m
e
Oznaczmy przez (£') zbiér wszystkich tych elementéw zbioru (&),
ktére sy z elementem « wspélmierne i zaciedniajsc chwilowo rozwa-
sany problem do problemu mierzenia elementéw zbioru (£'), zba-
dajmy, czy uzyskany wynik sprawdza wszystkie warunki § 102-go.
Uwazajmy préez elementéw w i e zbiorn (E') jeszeze trzeci
element ¢’ tegoz zbioru. Na podstawie uzyskanego przed chwilg wy-
niku, miarg elementu ¢’ moze by¢ tylko liczba nlamkowa réwna
liczbie /
m
ﬁi ’
ktérej mianownik i licznik réwnaja si¢ odpowiednio liczbom razy,
ile miedci si¢ pewna wspélna podwielokrotnoéé w elemencie u
i w elemencie ¢’. Powiadam, Ze réwnodé

®) =
P P

i réwnosé

(4) e—¢

83 pomigdzy sobg réwnowazne. Istotnie, podzielmy element u na
tyle réwnych czgsei, ile wynosi iloczyn p.p’, i oznacamy przez &
jedna z nich,
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Stwierdzamy z latwoseig (poréwnaj § 18), Ze mieé bedziemy

e=20.(m.yp’)

€=24d.(m.p). ©)
Zalézmy, ze zachodzi réwnosé (3). Mamy tedy

m.p =, p. (6)

Jezeli wspdlna wartodé tych iloczyndw jest od zera odmienna,
to na podstawie réwnosei (5) réwnosé (4) zachodzié bedzie nieza-
wodnie. ZaléZzmy wige, e mamy

m.p' =m'.p=0
skad ’

m=m =0,

gdyz kazda z liczb p i p’ jest od zera odmienna.

W takim razie elementy e i ¢’ réwne beds modulowi doda-
wania na podstawie jednej z definicyi przyjetych wyzej.

Ostatecznie réwnosé (3) pocigga za sobg w kaidym razie
réwnosé (4). Odwrotnie, réwnosé (4) pocigga za soby rdwnodc (3).

Istotnie element d modulowi dodawania nie jest réwny, albo-
wiem, gdyby tak bylo, to element %, jako réwny sumie tylu ele-
mentéw réwnych elementowi d, ile wynosi iloczyn p.p’, bylby
takze whrew zaloZeniu elementem réwnym modulowi dodawania.
Ale skoro element ¢ modulowi dodawania nie jest réwny, to réwnosé

6. (m.p)=2.(m,p),

ktéra jest nastepstwem réwnodei (4), pocigga za sobs ze wzgledu
na wlasnodé 3-cig zbioru () réwnosé (6), a wiee i réwnosé (4).

Ostatecznie dowiedliémy rdwnowaznosei réwnodei (3) i (4).
Z tego wynika, ze liczby, ktére jedynie za miary elementéw zbiorn (£')
uwazane byé moga. czynig zadodé tw. III-mu i IV-mu § 102-go.
Kierujac sie $cisly analogia, jaka zachodzi pomigdzy rozwazaniami
obecnemi a temi, ktéredmy mieli sposobnodé rozwingé, omawiajae
problem mierzenia odeinkéw w rozdziale IV-tym. z latwodeig dowie-
dliby$my, 7ze uzyskane wyrazenia na miary elementéw zbioru (£')
czynig takZe zado§é i trzem pozostalym twierdzeniom § 102-go.
Spostrzegamy przytem z latwoseig, Ze kazdej liczbie wymiernej,
bezwzglednej odpowiada zawsze taki element zbioru (E), ktérego
miarg jest wlasnie ta liczba.
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Istnienie niewspdlmiernych pomigdzy sobg elementéw w zbio-
rze () oczywideie nie jest nastgpstwem wyszezegdlnionych wyzej
zalozen, ale nie jest takze z zalozeniami temi w sprzecznodei. Za-
l6zmy tedy, ze elementy takie w zbiorze (L) istnieja 1 usilujmy
wyznaczy¢é miarg elementu ¢ niewspélmiernego z jednostky. Kle-
mentowi ¢ odpowiada oczywidcie oznaczony przekrdj () drugiego
gatunku zbioru liezb wymiernych bezwzglednyeh, ktéry mozemy
okresli¢ w sposéb nastgpujgey: zbidér (4,) liezb wymiernych pierw-
szej kategoryl w stosunku do przekroju () stanowis liezby, ktére
sg miarami elementéw mniejszych od elementu e. a zbidr (4,) liezb
wymiernych wigkszych w stosunku do tegoz przekroju stanowis
liczby wymierne, ktére sg miarami elementéw wigkszyeh od ele-
mentu ¢.

Na podstawie tw. V-go § 102-go miary elementu e oczywi-
dcie byé moze tylko liezba 2 poloZzona na przekroju (P), a ponie-
waz zalozyliSmy, Ze problem mierzenia elementéw zbioru (/) jest
rozwigzalny w mysl warankéw § 102-go, przeto przyjmujemy liczbg
za miare elementu e.

Na podstawie uméw poprzedzajacych odpowiada kazdemu ele-
mentowi zbiorn (K) pewna liczba hez wzgledu na to, ezy problem
mierzenia elemenféw zbiorn jest, czy nie jest rozwigzalny zgodnie
z zasadami § 102-go. Przyjmnjac tedy kazda taks liczbe za miare
odnosnego elementu zhioru (E), mozemy oéwiadezyé, ze pewne
rozwigzanie problemu mierzenia elementéw zbioru (&) uzyska-
lismy; mozemy nawet dodaé, Ze jezeli wogdle problem mierzenia
elementéw zbiorn () moze by¢ rozwigzany w myél zasad § 102-go,
to ten problem posiada jedno tylko rozwigzanie, to mianowicie,
ktére uzyskalidmy. Pozostaje tedy do sprawdzenia, czy rzeczone roz-
wigzanie rzeczywiscie spelnia warunki wyszezeg6lnione w § 102-gim.
' W tym celu oznaczmy przez e i ¢ dwa jakiekolwiek ele-
menty zbioru (%), a przez x i ' ich miary. Powiadam, Ze réwnosé

(1) e—=¢

réwnowazna jest réwnosel

(2) o=,
a nieréwnodé

3) e

nierdwnosei

(4) z <l
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WidzieliSmy juz wyzej, e w praypadkn, kiedy kazdy z ele-
mentéw e i ¢’ jest z jednostky u wspdlmierny, réwnowaznoéé ré-
wnodei (1) 1 (2) z jednej strony, a réwnowazno§é nieréwnosei (3)
i (4) z drugiej sa spelnione. Te same okolicznodei zachodzs oczy-
wiscie na podstawie definieyi miary niewspélmiernego z jednostks u
elementu zbioru (K) i w tym jeszcze przypadku, kiedy jeden tylko
z elementéw e i ¢’ jest z jednostky wspilmierny. Zakladamy tedy,
ze zaden z rozwazanych elementéw =z jednostka wspélmierny nie
jest. Ta okolieznodé, ze réwnodé (1) pociaga za sobg réwnodé (2),
wynika bezposrednio z definicyi miary elementu niewspéimiernego
z jednostks. Przypusémy wiee, ze zachodzi nieréwnodé (3). Przyj-
L

a=¢—é¢.

Ze wizgledu na nieréwnodé (3) element a modulowi dodawania
réwnaé sig nie bedzie. Zatem na podstawie przyjetego przez nas
postulatu Archimedesa znajdzie si¢ liczba calkowita p, sprawdza-
jaca nierdéwnosé

a.p>u. (5)

Oznaczmy przez d taki element zbiorn (E), Zeby$my mieli

d.p=u. (6)

Na podstawie przyjetej przez nas nieograniczonej podzielnosei
elementéw zbioru (&) element d istnie¢ bedzie. Element ten nie
bedzie réwnaé sig modulowi dodawania, gdyz w takim razie z ré-
wnosei (6) wynikaloby, #e wbrew zaloZeniu element u rdwna sig
modulowi dodawania. Ze zwigzkéw (5) i(6) wnosimy latwo drogs
indukeyi matematyeznej. opierajac sig przytem na wiasnosei 3-ciej
zbiorn (#), ze mamy

d < a.

Stad za$, uwzgledniajae ponownie postulat Archimedesa i po-
slugujge si¢ rozumowaniem, ktére juz niejednokrotnie mielismy
sposobnodé poprzednio rozwingé, wnosimy, Ze istnie¢ bedzie pewna
liczba calkowita i, sprawdzajaca nieréwnosci

e<d.m< ¢ ()
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Symbol
d.m

przedstawia pewien z jednostkg miary u wspélmierny element
zbioru (). Miara tego elementu réwna sig oczywiscie liczbie

m
=
Z unieréwnosei (7) i definicyi liezb @ i ' wynika, Ze liczba

m
p

polozona jest poza przekrojem (P) zbioru liczh wymiernych, na kté-
rym polozona jest Jiczba w, ale przed tym przekrojem (P’) zbioru
lieczb wymiernych, na ktérym lezy liczba «'. Zatem przekrdj (P)
polozony jest przed przekrojem (F’), a liezby » i &' zgodnie z za-
powiedzig sprawdzaja nieréwnosé (4).

Obecnie dowiedliémy juz catkiem ogdlnie, ze zwiazki (1)1 (3)
pociggajs odpowiednio za sobs zwigzki (2) i (4).

Zalozmy, e zachodzi réwnosé (2). W takim razie elementy e
i ¢ nie mogg byé nieréwne pomigdzy sobs, bo wéwezas jeden z nich
bylby mniejszy od drugiego i na podstawie tego, co$my udowodnili
przed chwily, jedna z liezb @ i 2/ bylaby od drugiej mniejsza.
Zatem w razie réwnodci (2) zachodzi niezawodnie i réwnoéé (1).
Réwnie latwo spostrzegamy, Ze nierdwnosé (4) pocigga za sobg nie-
réwnosé (3), gdyz zaloZenie, iz tak nie jest, prowadzi do wyniku,
iz whrew zaloZeniu zachodzi zwigzek

=o'

Ostatecznie dowiedliSmy, Ze réwnodé (1) réwnowaina jest
réwnosel (2), a nierdwnosé (3) — nierdwnosei (4). Stad wnosimy
natychmiast, Ze omawiane rozwigzanie problemun mierzenia ele-
mentéw zbioru (E) czyni zadosé tw. III-mu i VI-mu § 102-go.
Kierujae sig $cisly analogia, zachodzaes pomigdzy przypadkiem
szczegélnym, w ktérym chodzi o mierzenie odeinkéw prostolinio-
wych, a przypadkiem bardziej ogélnym, stanowigeym przedmiot
obeenych rozwazah, dowiedliby$my z latwodcia, Ze omawiane roz-
wigzanie problemu mierzenia elementéw zbioru (E) czyni takze
zado$¢ trzem pozostalym twierdzeniom § 102-go. Zatem problem
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mierzenia elementéw zbioru (£) posiada zgodnie z zapowiedzia jedno
i tylko jedno rozwiszanie, sprawdzajace warunki § 102-go.

Do rozwazati poprzedzajacych nawigzujemy uwage nastepu-
jaca: Jezeli pewien zbidr (B) sprawdza warunki, przyjete za pod-
stawg tych rozwazan, to miarg elementu zbioru (£) moze byé tylko
liezba od zera nie mniejsza, a kazdej liczbie wymiernej, byle od
zera nie mniejszej, odpowiada taki element zbioru (), ktérego miara
tejze liczbie si¢ réwna; natomiast ze wspomnianych rozwazan nie
wynika bynajmniej, zeby kazdej liezbie niewymiernej odpowiadal
taki element zbioru (E), ktérego miara réwnalaby sie tej liczbie;
zdarzyé si¢ nawet moze, Zze w zbiorze (&) nie istnieje ani jeden
element. ktérego miara réwnalaby sig liczbie niewymiernej. Gdyby
jednak pokazalo sig, Ze w razie przyjecia pewnego elementn zbioru (£)
za jednostke kazda liczba bezwzgledna uwazana byé moze za
miar¢ pewnego elementu rozwazanego zbioru, to mogliby$my latwo
udowodnié, opierajac si¢ na tw. II-giem § 102-go, ze ta sama oko-
licznodé zachodzilaby, jakikolwiek inny (byle nie zerowy) element
rozwazanego zbioru przyjelibyémy za jednostke miary.

W przypadku szezegdlnym, kiedy kazda liczba bezwzgledna, byle
od zera nie mniejsza, uwazana byé moze za miarg pewnego elementu
zbioru (E), orzekamy, Ze zbidr (£) jest cigglym zbiorem wiel-
koéci bezwzglednych. Spostrzegamy z latwodeis, Ze warunek
konieczny i wystarczajacy, azeby zbidr (E), sprawdzajacy powyzsze
warunki, byl ciaglym zbiorem wielkosei, polega na tem, izby kaz-
demu podzialowi elementéw zbioru tego na dwie kategorye w taki
sposéb, zeby kazdy element pewnej jednej (K;) z tych dwéch kate-
goryi byl mniejszy od kazdego elementu drugiej kategoryi (Ky),
odpowiadal pewien taki element rozwazanego zbioru, ktdéry bylby
albo najwigkszym elementem kategoryi (K), albo najmniejszym
elementem kategoryi (K,); jednem slowem, kazdy przekrdj zbioru (£)
powinien byé przekrojem pierwszego gatunku

Zbiér odeinkdw prostoliniowyeh stanowi najbardziej typowy
przyklad cigglego zbioru wielkosei bezwzglednych, ale napotykamy
w badaniach naukowych i inne przyklady cigglych zbiordw wiel-
kosei bezwzglednych, np. masy cial materyalnych.

Przypadek C). Przystepujemy do oméwienia problemu mie-
rzenia elementéw takiego zbioru wielkosei (E), ktéry sprawdza wa-
runki nastepujace:

1°. Zbiér (E) jest zbiorem wielkosei w znaczeniu Scislejszem.
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20 Dzindanie dodawania jest dla clementéw zbioru tego okre-
glone zgodnie =z zasadami vozdzialu V-go 1 posiada wilasnodei
lgeznodei 1 przemiennosei.

3%, Jezeli dwa elementy ¢ i ¢ zbioru (/) sprawdzajs nie-
réwnosé

to w takim razie mamy
et¢ << e--e
jakikolwiek element zbioru () oznaczylibySmy przez e.

49, Dzialanie odejmowania na elementach zbioru (/). jedno-
znaczne na podstawie warunku poprzedzajgeego (§ 31), wykonalne
jest bez zadnych zastrzezen.

Podobnie jak w przypadku B i z prayezyn calkiem analogi-
cznych istnieje modul dodawania elementéw zbioru (/) i w przy-
padku rozwazanym obecnie, ale warto§é¢ modulu dodawania w przy-
padku obeecnym nie jest najmniejszg warto$cig, jaks mieé moze
element zbioru (£); przy obecnych warunkach wogéle nie istnieje
najmniejsza warto$é na element zbioru (), gdyz reszta odejmowa-
nia od jakiegokolwiek elementu zbioru (k), elementu od modulu
dodawania wigkszego, jest od tego elementu mniejsza.

50, Elementy zhioru (/) sg nieograniczenie podzielne na ré-
wne czesel.

60 Jezeli oznaczony element a zbioru (&) wigkszy jest od
modufu dodawania, a symbol ¢ oznacza jakikolwiek element zbioru (&),
to zawsze istnie¢ bedzie taka liczba calkowita bezwzgledna n, ktéra
sprawdzaé bedzie nieréwnodé

a.n>e,

innemi slowy, zbiér (/) spelnia postulat Archimedesa.

Wizelki zbiér wielkogei, sprawdzajacy warunki poprzedzajace,
zowie sig zbiorem wielkodei wzgledny ch; zbiér wielkodei wzgle-
dnych oczywiscie pod tym tylko wzgledem rézni sig od zbiorn
wielkogei bezwzglednych, i4 dzialanie odejmowania wykonalne jest
na elementach zbioru wielkosei bezwzglednych bez zadnych zastrze-
zefl, w przeciwiefistwie do tego, co zachodzi pray wielkodciach bez-
wzglednych.

Podobnie, jak w praypadkach poprzedzajadych, zakladamy
chwilowo, 4¢ problem mierzenia elementéw zbioru (£) rozwiazalny
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jest zgodnie z zasadami § 102-go, i przyjawszy pewien element u
zbioru tego za jednostke, przystepujemy do wyznaczenia miary do-
wolnie danego elementu ¢ rozwazanego zbioru.

Ze waglgdu na tw. Il-gie i III-cie § 103-go element u nie
moze réwnaé sig modulewi dodawania. Jezeli wige oznaczymy przez p
modul dodawania, to element u bedzie albo wigkszy, albo mniejszy
od elementu u.

Zalézmy najpierw, ie mamy

US> (1)
i uwazajmy jakikolwiek element ¢ zbioru (%) W razie réwnosei
e=p
miara elementu ¢ réwnalaby si¢ zeru na podstawie tw. I1I-go § 103-go.

Zwracamy sie tedy do przypadku, kiedy réwnosé poprzedzajgca nie
zachodzi, i przyjmujemy na poczatek, Ze mamy

e > u. 2)

Oznaczmy przez (E') zbiér wszystkich od elementu p nie
mniejszych elementéw zbioru (f). Zbidr (') jest oczywiscie zbio-
rem wielkosei bezwzglednych, innemi slowy, przy zbiorze tym za-
chodzi przypadek B. Oznaczmy przez z liczbg, ktéra stanowilaby
miare elementu e, gdybyémy element ten uwaZali za element
zbioru (B’). Spostrzegamy natychmiast, ze miara elementu ¢, uwa-
%anego za element zbioru (E), réwnaé si¢ musi liczbie 2.

Zwréémy sig obeenie do przypadku, w ktérym mamy

8 < lh. (3)

Otéz oznaczajac przez ¢ element symetryezny elementowi e,
czyli element sprawdzajgey réwnanie

e+ ¢ =u, 4)
e >u. (5)

mie¢ bedziemy

Istnienie elementu ¢’ nie ulega watpliwosci na podstawie wa-
runku 4-go, a ta okolicznofé, Ze zachodzié bedzie nieréwnosé (D),
moze byé uzasadniona w sposéh nastepujacy: z réwnania (4) mamy

p—e=2¢c.
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Na podstawie tej réwnosei i nieréwnodei (3) oraz 3-ciej wla-
snosei zbioru (#) mamy

et (n—e) <ues

¢ 4 n=r¢,
(e —0) -6 =,
przeto nieréwnodé (D) zachodzié bedzie niezawodnie.

Poniewaz na podstawie nieréwnodei (D) element ¢ nalezy do
zbioru (K'), przeto ze wzgledu na wyniki, uzyskane wyZej, miarg
elementu ¢’ bedzie oznaezona liczba dodatnia 2.

Poniewaz za$§ miara elementu g réwna sig zeru, przeto na
podstawie tw. IV-go § 102-go i réwnodei (D) mamy na miarg z
elementu ¢ réwnanie

2 poniewaz mamy

; z-t+a'=0,
skad
r=—u.
Zaléimy teraz, e jednostka miary u sprawdza nieréwnosé
(6) w<
i oznaczmy przez u' element symetryezny elementowi . Mamy tedy

Vi X

Zatem na podstawie wyniku, uzyskanego powyzej, bedziemy
mogli wyznaczyé miarg &' jakiegokolwiek elementu ¢ zbioru (E),
gdy przyjmiemy element u’ za jednostkg; w szezegSlnogei miara
elementu u, gdy prayjmiemy element u' za jednostke, réwnaé sie
bedzie liezbie

—1.

Z tego wynika, na podstawie tw. IT-go z § 102-go, %e miara z
elementu ¢, gdy przyjmiemy element w za jednostke, sprawdzac
bedzie réwnanie

(—1). =2,
skad

rP=—2zu.

Na podstawie poprzednich rozwazad odpowiada kazdemu
ukladowi dwdch elementdw u i ¢ zhioru (E) w przypadku, kiedy
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element # modulowi dodawania g réwny nie jest, oznaczona liczba z,
ktérej musiataby réwnaé sig miara elementu e, w razie przyjecia ele-
mentu « za jednostke, gdyby problem mierzenia elementéw zbioru (%)
wog6le mégl byé rozwigzany bez uchybienia zasadom z § 102-go,
Mozemy oczywiseie niezaleZnie od tego, czy problem mierzenia ele-
mentéw zbioru (£) jest wrzeczony sposéb rozwigzalny, przyjaé liczbe
za miarg elementu ¢ w razie przyjecia elementu u za jednostke i zba-
daé¢ a posteriori, czy takie rozwigzanie problemu mierzenia elemen-
téw zbiorn () czyni zadosé warunkom § 102-go.

Twierdzenie I-sze z § 102-go zachodzi tedy oczywisdcie.

Powiadam, ze tw. II-gie tegoz paragrafu zachodzi takze. Isto-
tnie, oznaczmy przez u i u, dwa jakiekolwiek; byle od modulu do-
dawania @ odmienne elementy zbioru (k),

przez e calkiem dowolnie przyjety element zbiorn (E),

przez 2 miarg elementu ¢, przyjmujae element u za jednostke,

przez x, miar¢ elementu ¢ W razie przyjecia elementu wu, za

jednostke,

przez A miare elementu u;, w razie przyjecia elementu u za
Jjednostke.

Chodzi tedy o uzasadnienie zwigzku

B=u A, ()]

W kazdym razie zachodzié bedzie jeden z ukladéw nieréwnosei
nastepujacych: '

s ®)
ux} (L
w >np (9)
uy <
e (10)
Hy > 6]
u < W 1
U< W ( )

Zalézmy, ze zachodzg nieréwnosei (8). Jezeli element e spraw-
dza zwigzek
e=, (12)
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to w takim razie elementy u, u, i e nalezy do zbioru (£’) wszyst-
kich elementéw zbioru (/), z ktéryeh zaden nie jest mniejszy od ele-
mentu w. Zbiér (E’) sprawdza warunki przypadku B zbadanego
wyzej, a liczby @, », i 4 réwnajs si¢ w takim razie, na podstawie
swej definieyi tym liczbom, ktére przedstawiaja wartosé stosunkdw
¢ 4

wl o 0]
w tym praypadku, kiedy uwazamy elementy w, u, 1 e za elementy
zbioru ('), wyznaczywszy wartoei tyeh stosunkéw na podstawie
regul ustawionych przy badaniu przypadku B.
Zatem w razie nierdwnodci (12) réwnosé (7) zachodzi nieza-
wodnie. Przypuéémy, e mamy

e < i,

i oznaczmy przez ¢ element symetryczny elementowi ¢, przez o' —
miare elementu ¢, przyjmujac element u za jednostke, a przez z; —
miarg elementu ¢’ w razie przyjecia elementu w, za jednostke. Po-
niewaz mamy
¥
¢ > p,

przeto mamy na podstawie uwag, odnoszgeyceh sig do przypadku,
kiedy zachodzi nieréwnosé (12), réwnosé

_ @ = .4,
a ponlewaz mamy

g=—2 oraz 2 =—a,
przeto réwnodé (7) bedzie takie zachodzid.

Ostatecznie dowiedli$my, Ze w razie nieréwnosei (8) réwnodé (7)
zachodzi rzeczywidcie,

Zal6zmy, %e zachodzg nieréwnofei (9). Oznaczmy przez u; ele-
ment symetryezny elementowi u,, przez A’ miar¢ elementu u,
przyjmujae element » za jednostke, a przes x; miarg elementu e,
przyjmujge element u za jednostke. Poniewaz mamy

Uy > W,

przeto na podstawie wyniku, uzyskanego w przypadku, kiedy za-
chodzy nieréwnodei (8), mamy

e=ua.4,



a poniewaZ mamy
€Ty = —

Rlecy s

przeto réwnosé (7) zachodzi takze i w przypadku obecnym.
Przejdzmy do przypadku, kiedy zachodzs nieréwnosei (10).

Oznaczmy przez ' element symetryczny elementowi u, przez o’ i 4’

miary elementéw ¢ i u; w razie przyjecia elementu ' za jednostke.
Mamy tedy

a poniewaz
b= —2=1, nl: = 1",

przeto zwigzek (7) zachodzi i w razie nieréwnosei (10).

Pozostaje do zbadania przypadek, kiedy zachodzs nieréwno-
$ei (11). Oznaczmy przez u; element symetryczny elementowi u,,
przez A' miare elementu «/, przyjmujac element u za jednostke,
a przez z, miarg elementu ¢ w razie przyjecia elementu u; za
jednostke. Poniewaz mamy

h > p,

przeto na podstawie wyniku uzyskanego w przypadku, kiedy za-
chodzy nieréwnoei (11), mamy

&= ,l'.a:;,
a poniewaz mamy
P=—1, u=—d,

przeto i w przypadku obeenym réwnosé (7) zachodai.

Ostatecznie dowiedliémy, ze réwnodé (7) zachodzi w kazdym
razie; innemi slowy, rozwazane rozwigzanie problemu mierzenia ele-
mentéw zbiorn (#) ezyni zadosé temu wymaganiu, Zeby tw. II-gie
z § 102-go zachodzilo.

Zeby dowiesé, ze rozwigzanie to czyni takZe zadosé i temu
adaniu, Zeby zachodzily tw. IIl-cie, IV-te i V-te z § 102-go,
zwréémy si¢ najpierw do przypadku, kiedy jednostka miary u
sprawdza nierdwnosd

u>p (13)

i oznaczmy przez ¢, ¢ ie, trzy jakiekolwiek elementy zbioru (K),
a przez x,, ¥, i @5 odpowiednio miary tych elementéw.
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Jezeli elementy e, i ¢, sprawdzaja nierdwnosei,
(14) 6=, =M,

to elementy u, e;, ¢y i ¢, nalezs do zbioru (£’) i z tej praycayny
zwigzki

(15) & = &y,
(15) € < e!:
(17 &+ s = ¢
réwnowazne sg odpowiednio zwigzkom
(18) = ¥y,
(19) g
(20) 2y - 2y = 5.
Zaléimy, ze mamy
(21) & < i
W razie réwnodei (10) mamy tedy takze i
(22) ey < t,

a element e; symetryczny elementowi ¢,, jest tez symetryczny i ele-
mentowi e, Mamy wice

’ '
==ty iy =R

oznaczajac przez «; miarg elementu e;.

Zatem réwnosé (1) pociaga za sobg w kazdym razie réwnosé (18).

Przypusémy, e jednoczesnie z nieréwnoseis (21) zachodzi nie-
réwnosé¢ (16). Jezeli tedy element ¢, od elementu g nie jest mniej-
szy, to miara jego réwna si¢ liczbie nie mniejszej od zera, a po-
niewaz ze wzgledu na nieréwnodé (21) miara elementu e, jest od
zera mniejsza, przeto w rozwazanym przypadku nieréwnosé (16)
pociaga za sobg nieréwnosé (19).

Zalézmy nareszcie, e zachodzg jednoczednie zwigzki (16), (21)
1(22), i oznaczmy przez e; i ¢; elementy symetryczne elementom ¢, i ¢,.

Na podstawie nieréwnosei (16) i 3-ciej wlasnodei zbioru ()
mamy

e+ (6 e) < e (6 &),
(6 ta) +a<(atea) e,
83'< e;:

czyli
skad
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ze wzgledu na zwigzki

ata=eatea=up wtad=a; uté=qg.

Poniewaz zag mamy

a>u, 6> Hu,
przet{) mamy

@ > ai, (23)
oznaczajac przez ) 1 x, miary elementdw ¢; i ¢;. Ale poniewas
mamy

331:-—.’01} mgz"“'xg,

przeto z nieréwnodei (23) wynika nieréwnodé (19).

Ostatecznie nieréwnosé (16) pociaga za sobs w kazdym razie
nieréwnosé (19).

Poniewaz na podstawie rozwazati poprzedzajacych, zwiazek (15)
pociaga za soby (18), a zwigzek (16) — zwigzek (19) bez Zadnych
zastrzezen co do elementéw ¢, i ¢, przeto odwrotnie, w razie istnienia
zwigzku (18) mamy zwigzek (15), a w razie nieréwnoei (19) nie-
réwnos$é (16), albowiem zaloenie, i% tak nie jest, doprowadziloby
oczywiscie do sprzecznosci. Dowiedlidmy wige, ze zwigzek (15)
réwnowainy jest zwiagzkowi (18), a zwigzek (16) — zwigzkowi (19).

Zamierzamy teraz wykazaé, e réwnosci (17) i (20) sg po-
miedzy sobg réwnowazne bez Zadnych zastrzezen co do elemen-
téw ¢; 1 ¢, W tym celu ezynimy najpierw ogdlng uwage nastepu-
jaca: jezeli oznaczymy przez ¢ i e, elementy symetryczne odpowie-
dnio elementom ¢, i ¢, to sumy

e,t+e i ata

réwnaja si¢ symetrycznym pomigdzy sobs elementom, albowiem
mamy

@+ a) + @48 = (o) 4+ d) =t p=p.

Zatem zachowujge oznaczenia poprzedzajace 1 oznaczajae
jeszeze przez e; element symetryczny elementowi ¢;, mozemy orzec,
ze réwnodé (17) réwnowazna jest réwnosei nastgpujacej:

at+ea=e. (24)
Poniewaz mamy

. '

Ty m—m{, “.,cs :h—z?'l xa —_—— x“
Arylmelyka teoretyezna. 29
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oznaczajac przez @, & i 4 miary elementdw e, ¢ i e, praeto
w razie réwnowaZnodei réwnosei (24) i réwnodei

(2) o2y =

réwnogei (17) 1 (20) beda pomigdzy soba réwnowazne, a to ze wagledu
na réwnowazno$é réwnosei (17) i (24). Gdyby$my mieli

e < 1,
to mielibySmy '

"33 > F"'s
zatem, pragnace podaé ogélny dowdd réwnowaznodei réwnodei (17)
i (20), mozemy bez szkody dla ogélnodei zalozyé, ze mamy

(26) =

Przyjmijmy to zalozenie. Mamy do zbadania przypadki, w kt6-
rych jeden przynajmniej ze zwigzkéw (14) nie zachodzi. Ze wagledu
na nieréwnod¢ (26) nie moze byé jednoczednie

o<p i ep

Zatem jedna tylko z tych nieréwnoéei zachodzié¢ moze. Przeto
przez stosowny dobdr oznaczed, sprowadzamy ogdlny przypadek do
przypadku szezegélnego, w ktérym mamy

e >p 1 g p.

Zalkmy, #e nieréwnosei te zachodzs, i oznaczmy przez ¢, ele-
ment symetryczny elementowi ¢,, a przez z; miarg elementu e,

Mamy tedy
(27) @y = — @

Spostrzegamy z latwodeig, ze réwnoéé (17) réwnowazna jest
réwnosei

(23) 31":@;—"38;

jezeli bowiem dodamy do obu stron réwnogei (17) element e, to
uzyskamy réwnosé (28); jezeli zad dodamy obustronnie do réwno-
fci (28) element ¢,, to uzyskamy réwnoéé (17). Poniewaz zaden
z elementéw e, ¢; i ¢; od elementu u mniejszy nie jest, przeto
réwnoéé (28) réwnowazna jest réwnodei

xlzx;—i—.x!!
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ktéra znéw réwnowazna jest réwnosei (20) na podstawie zwigzku (27).
Zatem réwnofei (17) i (20) rzeczywidcie réwnowaine s pomiedzy
sobg bez Zadnych zastrzezen co do elementéw e, i e,.

Uzyskane wyniki stanowig oczywiscie dowéd na to, e jezeli
jednostka miary u jest od modulu dodawania wigksza, to oma-
wiane rozwiszanie problemu mierzenia elementéw zbioru (&) czyni
zado$é wymaganiu, azeby tw. IIl-cie, IV-te i V-te z § 102-go zacho-
dzily. Z drugiej strony, jezeli zalozymy, Ze mamy

u<p (29)

i, zachowujae znaczenia poprzedzajace symboldw @,, @, 1 @, ozna-
czymy jeszeze przez &y, @y i oy miary elementéw ¢, ¢, iey, pray-
jawszy za jednostke element «/, symetryczny elementowi w, to
ze wzgledu na nieréwnosd

w' >,

ktérs sprawdzad bedzie element w/, zwigzki (16), (16) i (17) odpo-
wiednio réwnowazne beds, na podstawie uzyskanych juz wynikéw,
zwigzkom

T = Iy
@ < @
o -+ 25 = 5.
Poniewaz za$ mamy
By=—y, By =— &, By —d,

przeto zwigzki (15) i (17) odpowiednio réwnowazne bedg zwiazkom
(18) i (20) i w przypadku obeenym. Zatem, przy rozwaZanym roz-
wigzaniu problemu mierzenia elementéw zbioru (E), tw. III-cie
i IV-te z § 102-go zachodzié beds nawet w razie nieréwnosei (29).
Co sig zad tycay zwigzku (16), to w razie zakladanej obecnie nie-
réwnoéei (29), zwigzek ten nie bgdzie réwnowazny nieréwnosci (19)
leez nieréwnosei
Ty > Xy,

ale pomimo to i obecnie takZe miara elementu, poloZonego pomig-
dzy dwoma innymi elementami e i ¢/, réwnaé sig bedzie liezbie,
polozonej pomigdzy miarami z i «’ elementéw e i ¢, 1 odwrotnie,
element, ktérego miara polozona bylaby pomigdzy miarami elemen-
tow ¢ i ¢/, bylby poloZony pomigdzy elementami e i e’. Stwier-

29%



— 452 —

dzamy wige, e tw. V-te zachodzi takZe niezaleznie od tego, czy
jednostka miary mnicjsza jest, ezy wigksza od elementu pu.

Z rozwazan poprzedzajgeyeh wynika, Ze to rozwigzanie pro-
blemu mierzenia elementéw zbioru (#), ktére stanowilo przedmiot
dociekar poprzedzajacych, czyni zado$é w zupelnoSei wszystkim
wymaganiom § 102-go i jest jedynem, ktére warunki te spelnia.

Poniewaz zbidr (E') wszystkich tych elementéw zbiorn (),
z ktérych zaden od elementu p mniejszy nie jest, stanowi zbidr
wielkodei bezwzglednych, poniewaz dalej kazdemu elementowi
zbioru (E') odpowiada symetryczny mu element w zbiorze (k)
przeto uwszgledniajae rozwazania poprzedzajace oraz pod B wylo-
zong teorye zbioréw wielkodei bezwasglednyeh, dochodzimy do wy-
niku nastepujgcego: kadej liczbie wymiernej rzeczywistej odpowiada,
przy oznaczonej jednostce miary, oznaczonej wartosci element zbioru (1),
ktdrego miara jest wilasnie rozwazana liczba wymierna. Natomiast
jest rzecza mozliwg, Ze pray tychie warunkach nie kazdej liczbie
niewymiernej odpowiada taki element zbioru (#), zeby miara
jego tej liezbie byla réwna. Jezeli jednak kazdej liczbie rzeczy-
wiste] bez wyjgtku odpowiada taki element zbioru (E), ktérego
miarg jest ta liczba, to w takim razie orzekamy, Ze zhidr (E) jest
cigglym zbiorem wielkosdei wzglednyech.

Spostrzegamy z najwigkszy latwoscia, Ze warunek lkonieczny
i wystarczajqey, adeby pewien zbidr wielkosei wzglednych byé ciaglym
2biorem wielkosci polega na tem, keby katédy przekrdj rozwabanego
2biorw byt przekrojem pierwszego gatunku.

W praktyce, rozwazajae zbiory wielkosei waglednyeh, urzs-
dzamy sig zazwyczaj w ten sposéb, Zeby jednostka miary byla od
modulu dodawania wigksza. Wynik ten osiggamy albo drogs od-
powiedniego wyboru jednostki miary, albo drogs stosownej zmiany
‘uméw, okreslajgeyeh reguly poréwnywania ilofciowego elementéw
rozwazanego zhioru. Zeby sig przekonaé, Ze ostatnia droga do celu
prowadzi, nalezy tylko zwazyé, iz oznaczony zbiér wielkosei wzgle-
dnych zbiorem takim byé nie przestanie, jezeli nie zmieniajge ani
definicyi rdwnodei, ani definicyi sumy dwdch elementéw rozwaza-
nego zbioru, zmienimy reguly poréwnywania ilogciowego nieréwnych
pomigdzy sobg elementéw w ten sposéb, zeby po tej zmianie, zwigzek

e<¢
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wyraZal to, co wyrazal przed rozwazana zmiang zwigzek
e ¢,

W paragrafie nastepujacym podamy najbardziej typowy przy-
klad ciaglego zbioru wielkosei wzglednych. Przyklad ten oméwimy
bardzo szezegélowo ze wzgledu na jego wielkie znaczenie naukowe.

§ 107. Pojecie wektora. Wektorem zowiemy oznaczone po-
lozenie w przestrzeni zajmujgey odeinek prostoliniowy, ktérego
jeden punkt koficowy, zwany poczatkiem wektora, zostal w jaki-
kolwiek sposéb wyrdiniony od drugiego punktu kofcowego, zwa-
nego w takim razie koncem.

Oznaczajae przez jakikolwiek symbol 4 poczatek wektora,
a przez inny symbol B jego koniee, przyjmujemy za symbol sa-
mego wektora symbol

AB.
Na podstawie definicyi tej symbole
AB i BA,
gdzie 4 1 B sy symbolami oznaczonych punktéw, przedstawiajg
wektory pomigdzy soba odmienne, jakkolwiek rozwazane symbole,
kiedy uwazamy je za symbole odeinkéw prostoliniowych, oznaczajg
tenZze sam odeinek.

Poczatek i koniec wektora obejmujemy wspélng nazwg jego
punktéw konecowyeh. Za zbiér wszystkich punktéw oznaczonego we-
ktora » uwazamy zbidr wszystkich punktéw odcinka prostolinio-
wego a, ktérego punkty kofcowe zlewajg si¢ z punktami koricowymi
rozwazanego wektora. Diugodé odeinka prostoliniowego a zowie sig
dingodeia wektora.

Wektor bywa czgsto uzywany jako obraz geometryczny prze-
mieszezenia prostoliniowego punktu, a w takim razie przyjmujemy
za poezatek wektora poezgtkowe poloZenie przemieszezanego punktu,
a za koniec — polozenie koficowe tegoz punktu.

Zeby wyrazié, iz jeden i drugi punkt koicowy oznaczonego
wektora poloZone sa na pewnej prostej nieograniczonej, orzekamy, ze
rozwazany wektor polozony jest na tej prostej. Zeby wyrazié, ze prosta,
na ktérej polozony jest pewien wektor lezy w pewnej plaszezyznie,
orzekamy, Ze rozwazany wektor poloZony jest w tej plaszczyznie.

Na podstawie przyjetej definicyi, poczatek i koniec oznaczo-
nego wektora muszs byé odmiennymi pomigdzy sobs punktami.



