XII. Problem mierzenia,

§ 101, Ze stanowiska arytmetyki problem mierzenia polega
na tem, zeby dla danego zbioru rzeczy (&), ktére liczbami nie sa,
ustawié, zastosowujge sig do pewnych ogdlnych zasad, ktére omé-
wimy nizej, taki ukfad uméw, zeby na podstawie tych uméw, po
oznaczeniu pewnego, mniej lub wiecej dowolnie przyjetego, ele-
mentu u zbioru () jako takiego, ktéremu odpowiadaé ma liczba 1,
kazdemu innemu elementowi e rozwazanego zbioru odpowiadala
oznaczona liczba I pewnego zbioru liezb (L), obejmujgcego oczywi-
$cie w kazdym razie liczbe 1. Element u zowie si¢ tedy jednostks
miary, a liezba I zbioru (L), odpowiadajaca jakiemukolwiek ozna-
czonemu elementowi e zbioru (), — miarg elementu ¢. Na pod-
stawie definicyi tej miara jednostki miary » réwna sig jednosei.

Po rozwigzaniu problemu mierzenia elementéw oznaczonego
zbioru (E) ze stanowiska arytmetyki, powstaje problem mierzenia
elementdw tegoZ zbioru ze stanowiska przyrodoznawstwa; problem
ten polega mna tem, Zeby po dokonaniu wyboru jednostki miary
wyznaczyé na podstawie pewnego nkladu danych miarg oznaczo-
nego elementu rozwazanego zbioru. Problemy tego rodzaju prazy-
bieraja najréznorodniejsze postaci i nalezs wylgeznie do poszezegdl-
nych galezi przyrodoznawstwa, a nie do arytmetyki teoretycznej.
Wobec tego oméwimy problem mierzenia tylko ze stanowiska aryt-
metyki, nwzgledniajge przytem przypadki szezegélne o tyle tylko,
o ile to jest konieczne do nalezytego wyjasnienia ogélnej teoryi,
o ktéra jedynie w arytmetyce teoretycznej chodzi.

Rozwigzanie problemu mierzenia elementéw oznaczonego
zbiorn (K) ze stanowiska arytmetyki nie tylko stanowi pierwszy
krok do rozwiazania tegoz problemu z jakiegokolwiek innego punktu
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widzenia, alé jest takie koniecznym warunkiem do poprawnego po-
stawienia odnosnych pytan.

Mozemy powiedzie¢ bez przesady, Ze cale znaczenie pojecia
liczby dla prazyrodoznawstwa polega na tem, i% istnieja Klasy rze-
czy, mogacych ulegaé mierzeniu.

§ 102. Nawet ze stanowiska arytmetyki problem mierzenia
elementéw oznaczonego zbioru przybiera rézne postaci zaleznie od
natury tego zbioru i rodzaju liczb, ktéremi pragniemy poslugiwaé
sig przy mierzenin elementéw rozwazanego zbioru.

Przypadki, w ktéryeh postugujemy si¢ przy mierzeniu ele-
mentéw pewnego zbioru liczbami, ktére liczbami rzeezywistemi nie
sa, tak sg nieliczne, Ze nie mamy powodu do blizszego ich oma-
wiania w ogélnej teoryi; powiemy tylko, ze w takich razach za-
stosowujemy sie do warunkéw mozliwie zblizonych do tych, kté-
rymi kierujemy sig przy stosowaniu liezb rzeczywistyeh do roz-
wigzywania problemu mierzenia.

Liczby rzeczywiste, ktére majg byé miarami elementéw ozna-
czonego zhioru (K), okreslamy w kazdym razie tak, zeby zachodzily
dwa twierdzenia nastgpujgce:

I Jezeli przy oznaczonej jednostce pewna liczba 1 jest miarg
oznaczoneyo elementu e zbioru (L), to katda liczba réwna liczbie I,
i tylko liczba, sprawdzajgca te réwnosé, jest takze miara elementu e.

IL. Oz2nacemy przez w i u' kidrekolwiek dwa =z tych elementéw
2bioru (), z ktdrych kaddy przyjety byé moze za jednostke, a przez e
catkiem dowolnie obrany element rozwazanego zbioru. Jekeli tedy ozna-
caymy preez | miare elementu e, prayjmujac element w za jednostle,
a przez ' miare tegoz elementu e w razie przyjecia elementu u' za
Jednostke, przez @ miare elementu ', wreszcie przyjmujge element w
za jednostke, to liczby 1, I i ¢ sprawdzaja rdwnosé nastgpujacq:

=10

Pierwsze z powyzszych twierdzeri przywodzi nas do przy-
Jecia umowy nastgpujacej: orzeczenie, ze dwa rozwigzania problemu
mierzenia elementéw oznaczonego zhioru (£) nie rézniy sig pomigdzy
soba, wyraza, iz zachodzg okolicznosei nastepujgce:

10, Zbiér wszystkich tych elementéw zbioru (E), z ktérych
kazdy przgjety byé moze za jednostke, nie ulega zmianie przy

przejseiu od jednego rozwigzania problemu mierzenia elementéw
zbiorn (E) do drugiego.
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20, Po ustalenin jednostki miary obydwa rozwigzania daja
réwne pomigdzy sobg liczby na miarg kazdego elementu zbioru ().

Jezeli zbiér (F), ktérego elementy maja ulegaé mierzeniu, jest
zbiorem wielkosei, to wymagamy jeszeze, zeby zachodzilo twier-
dzenie nastepujace:

IIL. Przy oznaczonej jednosice miary, miary rdwnych pomiedzy
soba. elementdw zbioru (E) réwnaja sie réwnym pomiedzy soba liczbom,
ale wykluczonem przytem nie jest, Zeby w przypadku, kiedy 2bidr (B)
Jest zbiorem wielkosci w szerszent tylko znaczeniu, miary nierdwnych
pomiedzy sobg elementéw rozwazanego zbioru byly pomiedzy sobg
réwne.

W nastepstwie tego twierdzenia miara kazdego, jednostee
miary « réwnego, elementu zbiorn (&) réwna sig¢ jednosei, gdyz
miara elementu u réwna si¢ liezbie jeden.

Jezeli zbiér (E) jest zbiorem wielkodei, dla ktérych dzialanie
dodawania zostalo okreglone, to préez wymagan poprzedzajacych,
stawiamy jeszcze warunek, Zeby zachodzilo i twierdzenie naste-
pujace: '

IV. Pray oznaczonej jednostce miary, miara sumy dwdch (a wiec
i jakiejlolwick skonczonej liczby) elementdw zbioru () rdwna sie sumie
miar tych elementiw.

Jezeli nareszcie zbiér (E) jest zbiorem wielkosei w znaczeniu
$cislejszem, to wymagamy, zeby prdez poprzedzajacych zachodzilo
jeszeze i twierdzenie nastepujace:

V. Przy oznaczonej jednostce miary, miara jakiegokolwiek ele-
mentu e, polozonego pomiedzy dwoma innemi elementami e, i ey, réwna
sig liczbie, poloonej pomiedzy liczbami, stanowiacemi miary elemen-
tow e 1 e,

W przypadkach, kiedy przy wylacznem poslugiwaniu sig
liczbami od zera mie mniejszemi rozwiazanie problemu mierzenia
elementéw oznaczonego zbioru wedlug powyzszych wymagan jest
mozliwe, postugujemy si¢ zawsze tylko temi wlasnie liczbami.

Czytelnik zapyta moze, dlaczego ukladu warunkéw, wymaga-
nych przy rozwigzywaniu problemu mierzenia elementéw oznaczo-
nego zhioru, nie uzupelniamy jeszcze Zgdaniem, zeby w przypadku,
kiedy dzialanie mnoZenia dla elementéw odnosnego zbioru jest
okreslone, miara iloczynu dwéeh elementéw zbioru réwnala sig ilo-
czynowi miar tych elementéw ?

Arytmetyka teorstyczna. a7
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Na to o$wiadezamy, Ze przypadki, w ktérych moglibySmy
okreglié mnozenie dla elementéw oznaczonego zbioru, zbiorem liezh
oczywiscie nie bedacego, nie rozwigzujae poprzednio problemu mie-
rzenia tych elementéw, naleis do przypadkéw, w ktérych Zadania,
wyslowione wysej, okreflajg w zupelnoSei rozwigzanie problemu
mierzenia elementéw zbiorn, o ktéry chodzi; stad zas wynika, Ze
omawiane dodatkowe Zadanie mogloby byé albo zbyteczne, albo
uniemozebniloby problem mierzenia. Wobec tego nie naleiy oczy-
widcie Zzadania tego stawiad. Zeby jednak juz z géry uniemozliwié
przypadek, w ktérymby iloezyn miar dwdch elementéw nie byl
réwny miarze elementu przedstawiajgcego iloezyn rozwazanych ele-
mentdw, okredlamy iloezyn dwéch elementéw zbiorn, dla elementéw
ktérego problem mierzenia zostal rozwigzany, jako ten element roz-
wazanego zbioru, ktérego miara réwna si¢ iloezynowi miar czyn-
nikéw. Istota powyzszej definicyi wymaga konieeznie, zeby jednostka
miary byla poprzednio oznaczona; ale skoro warunek ten jest spel-
niony, to rzeezona definicya oczywideie czyni zadodé wszystkim wa-
runkom rozdzialu V-go.

Zeby wyjaéni¢ kwestye w zupelnodei, dodamy, Ze dawniej,
kiedy pojecie liczby nie bylo nalezycie rozwinigte, okreslano nie-
kiedy dzialanie mnozZenia dla elementéw oznaczonego zbiorn nieza-
leznie od rozwigzania problemu mierzenia elementéw tego zbioru;
ale wlaénie na tem polega jedna z najwazniejszych korzysei wyro-
bienia wspélezesnego pojecia liczby, i% obecnie rozwigzanie pro-
blemu mierzenia elementéw oznaczonego zbioru zwalnia nas od usta-
wiania podobnego rodzaju definicyi.

Z rozwazan poprzedzajgeyeh wynika natychmiast, ze w sto-
sunku do problemu mierzenia dwa izomorficzne zbiory liczb moga.
w zupelnosei zastgpowaé siebie wzajemnie. Zatem izomorficzne po-
migdzy sobg zbiory liczh stanowig zgodnie z tem, cofmy zapowie-
dzieli w rozdziale poprzedzajgeym, calkiem réwnorzgdne narzedsia
do badania przyrody.

Naturalnie nie mamy pewnosci @ priori, Ze problem mierzenia
zawsze moze byé rozwigzany zgodnie z powyiszemi zasadami. Za-
tem podajse rozwigzanie problemu tego w jakimkolwiek przypadku
szezegllnym, winnidmy zarazem podaé dowdéd na to, ze uzyskane

rozwiazanie czyni zadodé warunkom, do ktérych postanowiliémy
zasadniczo zastosowywad sie.
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§ 103, Obecnie pragniemy omdwié znaczenie twierdzer para-
grafu poprzedzajacego, ich wzajemne stosunki i wazniejsze na-
stepstwa.

Znaczenie pierwszego z rzeczonych twierdzen polega na tem,
e twierdzenie to stanowi warunek konieczny, azeby cztery dalsze
twierdzenia nie byly trefci pozbawione. Przekonamy sig¢ na pod-
stawie dalszych rozwazan, Ze z tych znéw twierdzen tw. II-gie winno
byé wyréznione od innych ze wzgledu na swoje szezegdlne zna-
czenie.

I. Jeieli na podstawie jakichkolwick wmdw kaidemu elementowi
pewnego zbioru (K) odpowiada oznaczona liczba, ktéra dla pewnych
przynajmniej elementéw zbioru (E) jest od zera odmienna, a kidrej
dla tatwiejszego wystawiania sie nadamy chwilowo nazwe wartosdei
odnosnego elementu, to uczynimy zadosé dwom pierwszym twierdzeniom
paragrafu poprzedzajacego, prayjmujac definicye nastepujace:

Miara jakiegokolwiel: elementu e rozwazanego zbioru, jezeli przyj-
miemy za jednostke oznaczony element w tegoz zbioru, rdwna sie ilo-
razowi podziatu wartosci elementu e przez wartosé elementu .

Praystepujac do dowodu twierdzenia tego, spostrzegamy naj-
pierw, Ze w razie przyjecia powyzszej definicyi kazdy element
zbioru (&), ktérego wartosé jest od zera odmienna, i tylko element,
warunek ten sprawdzajacy, moze byé przyjety za jednostke miary.
Nastepnie spostrzegamy latwo, Ze jezeli tylko zastosujemy si¢ do
uwagi poprzedzajacej przy oznaczeniu jednostki miary, to rodzaj
odpowiedniodei, wynikajgcej z omawianej definicyi, pomigdzy ele-
mentami zbioru (%) a miarami tych elementéw czyni zadodé tw. I-sze
z paragrafu poprzedzajacego. Nalezy wige jeszeze okazad, Ze wspo-
mniana odpowiedniodé czyni takze zadosé¢ tw. II-mu. UwaZajmy
w tym celu dwa jakiekolwiek takie elementy u i ' zbioru (E),
z ktérych kazdy méglhy byé prayjety za jednostke miary, i oznaczmy
przez e jakikolwiek trzeci element zbioru (E), a przez a, ' i b
wartosei eélementéw wu, « i e. Ze wzgledu na uczyniona wyZej

uwage, mamy
a0, o 0.

Na podstawie definicyi, ktéra stanowi przedmiot obeenyeh roz-
wazal, mamy Wwzory nastgpujace:

27+
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oznaczajge przez | miarg elementu ¢, w razie przyjeeia za jednostke
elementu w, przez ! miarg tegoz elementu, gdy przyjmiemy za
jednostke element ', a przez 4 miarg elementu u, gdy przyjmiemy
za jednostke element w. Na podstawie powyzszych wzoréw mamy

V=42.1.

Réwnoéé ta wyraza, ze w razie przyjecia omawianej definicyi
tw. II-gie paragrafu poprzedzajgcego rzeczywiscie zachodzi, co wla-
gnie pozostawalo jeszeze do udowodnienia.

IL. Jezeli problem mierzenia elementéw pewnego zbioru (B) zostat
rozwiazany w sposdb zgodny = zasadami paragrafu poprzedzajqeego,
to zbidr (B,) wszystlich tych clementéw zbioru (K), z kidrych kazdy
prayjety byé mode za jednostke miary, zlewa si¢ ze zbiorem (L")
wszysthich tych elementéw zbioru (E), z ktdrych kazdy po przyjeciu
za jednosthe dowolnie wybranego elementu zbioru (I,) ma miare od
zera odmienng.

Oznaczmy przez A’ miarg jakiegokolwick elementu %’ zbhioru (E,),
przyjmujge za jednostke element w, a przez 4 miarg elementu u, gdy
przyjmiemy za jednostke element w'. Jezeli tedy zastosujemy twier-
dzenie II-gie paragrafu poprzedzajgcego do przypadku szczegélnego,
kiedy element ¢ réwna si¢ elementowi w, to uzyskamy oczywiscie
réwnosé nastepujges:

1) A =T,

Z réwnodel tej wynika, e mamy
(2) 2s=0, A=)

Nieréwnodei te wyrazaja, Ze miara jakiegokolwiek elementu
zbioru (L), gdy przyjmiemy za jednostke element tegoz zbioru,
réwna sig liczbie od zera odmiennej, zatem kazdy element zbioru ()
nalezy do zbioru (A£').

Obecnie mozemy z latwoseis dowiesé, Ze zbiér (/') niezalezny
jest od wyboru jednostki miary. Istotnie, zachowujae oznaczenia
poprzedzajgce, uwazajmy jakikolwiek element ¢ zbiora (#) 1 oznaczmy
przez | miarg tego elementu, prayjmujse element u za jednostke,
a przez I miarg tegoz elementu w tym przypadku, kiedy przyj-
miemy za jednostke miary element w’, Mamy tedy

) Ul'=2~%.1,

na podstawie tw. II-go paragrafu poprzedzajacego.
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Z réwnodei poprzedzajacej i pierwszej z nieréwnosel (2) wy-
nika, ze liczby 1 i I' tylko jednoczesnie w zero obréeié sie moga.
Zatem rozstrzygnigcie, czy pewien element ¢ zbioru (£) nalezy czy
nie nalezy do zbiorn (£'), jest niezaleine od wyborn jednostki
miary. Przeto, zgodnie z zapowiedzig, zbiér (E') od wykazu jednostki
miary nie zalezy.

Stwierdzilidmy wyzej, ze kazdy element zbioru (E)) nalezy
do zhioru (FE’). Pozostaje wiee tylko do udowodnienia, Ze odwro-
tnie, kazdy element zbioru (Z") nalezy do zbioru (5,). Oznaczmy, jak
wyzej, przez u ktérykolwiek z elementow zbioru (E,), przez » jeden
z elementéw zbioru (E’), a przez g miare elementu v, przyjmujac
za jednostke element ». Gdyby element » nalezal do zbioru (E),
gdyby innemi slowy, element v przyjety byé mégl za jednostke
miary, to na podstawie tw.II-go paragrafu poprzedzajgcego miara z
jakiegokolwiek elementu e zbioru (K), w razie przyjecia elementu v
za jednostke, sprawdzalaby réwnanie nastepujgce:

pr =1, 4)

gdzie | oznacza miar¢ elementu ¢, w razie przyjgcia elementu u za
jednostke. Poniewaz na podstawie definicyi zbioru (E’) mamy

w0, ®)

przeto z réwnania (4) mieliby$my
g=1. (6)

Chodzi wige tylko o upewnienie sig, Ze nie wykroczymy prze-
ciwko Zadnemu z warunkdw, wyszezegélnionyeh w paragrafie poprze-
dzajaeym, jezeli w razie prayjecia za jednostke oznaczonego ele-
mentu » zhioru (£’), za miare jakiegokolwiek elementu e zbiorn (£
uwazaé bedziemy liczbe «, okreslong wzorem (6).

Na podstawie tw. I-go paragrafu obecnego mamy pewnosé,
ze tw. I-sze i II-gie paragrafu poprzedzajgcego zachodzié nie prze-
stana, jezeli wzér (6) uwazaé bedziemy za ogélny wzdr na miarg
elementu ¢ w razie przyjecia elementu v za jednostkg miary.

Zatem winnismy tylko sprawdzié, ze przy wspomnianym wa-
runku Zadne z trzech pozostalych twierdzen nie przestanie byé
waZne, o ile to rozwigzanie (R) problemu mierzenia elementéw
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zbioru (F), ktorego istnienie zalozyliémy, kazdemu z twierdzen
tych czyni zadosé.

W tym celu oznaczmy przez [, i l, odpowiednio miary dwdch
elementéw ¢, 1 e, zbioru (), przyjmujac za jednostke pewien ele-
ment « zbioru (E,). Gdyby$my prayjeli za jednostke element »
zbioru (E'), to na podstawie wzoru (6) mieliby$my na miary z; i o
elementéw ¢, i ¢, wzory nastepujgce:

Iy

l
(M -"‘?1-_—;1: @'s:;‘;‘-

Na podstawie tw. III-go paragrafu poprzedzajgcego réwnosé

(8) £ = €q
pociagga za sobg réwnosé
=1,

a poniewaZ ze wzgledu na (7), ostatnia réwnoéé pocigga za sobg
réwnosé

) @ =y,

przeto réwno8é (8) pocigga za sobg réwnosé (9).

Zatem, jezeli rozwigzanie (R) problemu mierzenia elementéw
zbioru (K) czyni zadosé tw. III-mu paragrafu poprzedzajgcego, to
w razie przyjecia za jednostke elementu v, a wzoru (6) na miarg z
elementu ¢, twierdzenie to nie przestanie byé wazne.

Zachowujac oznaczenia poprzedzajgce, oznaczmy przez ¢ ele-
ment zbioru (&) okreslony réwnaniem

(10) e=¢ 6.

Na podstawie tw. IV-go paragrafu poprzedzajacego réwnosé
ta pociaga za soby réwnosé nastepujaes:

=1 _I‘ Ly,
gdzie ! oznacza miarg elementu ¢, jezeli przyjmiemy za jednostke
element .
Gdybys$my prayjeli ogdlnie wzér (6) na miare elementu e

| zbioru (E), przyjawszy element v za jednostke, to réwnoéé poprze-
dzajgea pociggalaby za soba réwnogé

=z + 2,
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a to na podstawie wzordw (6) i (7), zatem réwnoéé (10) takze te ré-
wnos¢ pociagalaby za sobg. Przeto, gdyby rozwigzanie (R) problemu
mierzenia elementéw zbiorun () czynilo zadoéé tw. IV-mu para-
grafu poprzedzajacego, to rzeczone twierdzenie nie przestaloby za-
chodzié, gdyby$my element » zaliczyli do tych, z ktérych kaidy
przyjety byé moze za jednostke.

Zachowujac oznaczenia powyzsze, zaldzmy, e rozwigzanie (R)
problemu mierzenia elementéw zbioru (E) czyni zadogé tw. V-mu
paragrafu poprzedzajgcego. W takim razie, gdybyémy mieli

o e < g < &, (11)
to mielibysmy albo .
P<h <y, (12)
albo
I>h0>1. (13)
W razie nierdwnosci
#>0
mieliby$my na podstawie wzoréw (6) i (7)
v <o <, (14)
lub
>y > By, (15)

zaleznie od tego, czy zachodzilyby nierdwnodei (12) czy teZ nie-
réwnodei (13). Gdyby za$ zachodzila nieréwnosé

pn<0,

to w przypadku nieréwnodei (12) zachodzilyby nieréwnodei (15);
a w przypadku nieréwnosei (13) — nieréwnosci (14). Ostatecznie,
nieréwnosei (11) pociggalyby za sobs w kazdym razie albo nie-
réwnodei (14), albo nieréwnoéei (15). Zatem te wartoSci miar ele-
mentéw zbiorn (E), ktére wynikajs ze wzoru (6), czynilyby zadosé
tw. V-mu paragrafu poprzedzajacego, gdyby tylko rozwigzanie (R)
problemu mierzenia elementéw (F;) czynilo zadoéé wspomnianemu
twierdzeniu.

Uzasadniliémy wige w zupelnosei twierdzenie, o ktére chodzilo.

Z twierdzenia poprzedzajgcego wynika, ze wlasnosé charakte-
rystyczna elementéw zbioru, ktéry oznaczyliémy przez (E,) w rze-
czonem twierdzeniu, polega na tem, ze jakagkolwiek mozliwg jednostke
miary przyjeliby$Smy, miara kazdego elementu zbioru (E,) zawsze
réwnalaby sig liczbie od zera odmiennej. Z tego samego twierdzenia
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wynika réwniez bezposrednio, ze jezeli zbidr (£) obejmuje migdzy
innemi elementy, z ktéryeh Zaden za jednostke przyjety byé nie
moze, to kazdy taki element bedzie mial miarg réwng zeru, jaki-
kolwiek element zbiorn (E,) przyjelibySmy za jednostke.

Zatem elementy zbioru (/) mozemy podzielié na dwa zbiory:
zbiér (E,), obejmujacy elementy, ktérych miary zawsze s od zera
odmienne, i zbidr (&,) elementéw, ktérych miary zawsze réwne
sg zeru. Elementom zbioru (%), o ile takie elementy istniejs, nada-
jemy nazwe elementdw zerowych. Mozemy tedy orzec, Ze waru-
nek konieceny i wystarczajgey, azeby pewien element zbioru (E) mdigé
byé prayjety za jednostke miary, polega na tem, Z2eby clement ten
zerowym elementem nie byt

TIT. Jeteli dodawanie elementéw oznaczonegs zbioru wielkosci (1)
zostato tak okreslone, zeby dziatanie to posiadato wiasnosci tacenosci
i przemiennosci, jezeli nadto modut dodawania elementéw zbioru (')
istnieje, to w razie rozwigzalnosei problemu mierzenia elementdw
zbioru (E) w sposéh zgodny z zasadami paragrafu poprzedzajacego,
kazdy, modutowi dodawania réwny element zbioru (B) jest niezawo-
dnie elementem zerowym czyli takim, lkidrego wiara réwna sie zeru.

Istotnie, jezeli oznaczymy przez e, e i e’ trzy elementy
zbioru (E), a przez [, I’ i '’ ich miary, to na podstawie tw. IV-go
paragrafu poprzedzajaeego réwnosé

(1) e=¢ +¢’

pocigga za sobg réwnodé
(2) l=v4.
Otz g&yby element ¢’ réwnal si¢ modulowi dodawania, to

réwnosé (1) réwnowazna hylaby réwnodei

—
e=¢,

ktéra na podstawie twierdzenia paragrafu poprzedzajacego pociaga
za soba réwnodé

3) I=1.
Z réwnodei (2) i (3) wynika réwnosé
=0,

ktéra wlasnie wyraza powyzsze twierdzenie.
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Winnidmy zaznaczyé, ze twierdzenie odwrotne nie zawsze za-
chodzi: moZe sig wydarzyé, Ze element zerowy oznaczonego zbiorn
wielkogei nie jest réwny modulowi dodawania elementéw rzeezo-
nego zbioru?).

Rozwijajaec dowdd tw. II-go paragrafu niniejszego mieliémy
sposobnosé stwierdzié, ze do natychmiastowych nastepstw tw. II-go
paragrafu poprzedzajacego nalezs migdzy innemi fakta, z ktérych
jeden polega na réwnodei 4.2'=1, a drugi na tem, ze jezeli pewien
element v zbioru (£‘) przyjety by¢ moze za jednostke miary, to
w takim razie, przyjmujge rzeczywiScie za jednostke miary ten
element, mamy na miarg x jakiegokolwiek elementu ¢ zhiorn (K)
wzér (6). Fakta te mozemy oczywiscie wyslowié w postaci bardzo
wainych twierdzen nastgpujgeych.

IV, Jedeli katédy z dwich elementéw pewnego zbioru przyjety
byé moge przy oznaczonem rozwiqzaniv problemu micrzenia clementéw
rozwazanego zbioru za jednostke miwry, to miara jednego z tych ele-
mentdw, gdy prayjmiemy drugi za jednostle, rdéwna si¢ odiwrotnosei
miary pierwszego (czyli ilorazowi podziatu jednosci przez miare pierw-
szego), gdy przyjmujemy drugi element za jednostke.

V. Jezeli pray oznaczonem rozwiqzaniuw problemu mierzenia ele-
mentéw pewnego 2bioru (1) pewien element v 2bioru tego prayjety byé
moze za jednostie miary, to miara jakiegokolwiek elementu e zbioru (E),
w razie przyjecia elementu v za jednostke, rdwna sie ilorazowi

l

7

I

gdzie 1 i p oznaczaje miary elementéw e i v w razie przyjecia za
jednostle u ktdregokolwiek =z tych elementéw zbioru (E), z kidrych
kazdy za jednostke miary wogdle prayjety byé mode.

Twierdzenie IV-te oczywiscie moze byé uwazane za pray-
padek szezegélny tw. V-go; jezeli bowiem zastosujemy twierdzenie
to do praypadku, kiedy element e zlewa sig z elementem wu, to
uzyskamy wladnie tw. IV-te.

Na podstawie jednej z definicyi, ustawionych w rozdziale po-

przedzajgcym, iloraz
l

[

1) Przyklady tego rodzaju znajdujemy w problemie mierzenia zbioréw punk-
téw zob.: Labesgue, Intégrale, aire, surface, Annali di Matematica 1902.
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nazwaé mozemy stosunkiem liczby [ do liczby w, nadajac w ta-
kim razie nazwe licznika liczbie /, a nazwe mianownika liczbie p.
Ze wagledu na to wprowadzamy definicye nastepujaes:

Stosunkiem jakiegokolwiek clementu e oznaczonego 2bioru () do
innego elementu ¢ tegoz zbioru nazywamy wmiare elementu e, gdy
prayjmiemy za jednostke element ¢; element e zowie sig tedy liczni-
kiem, a element ¢’ mianownikiem rozwazanego stosunku. Na
stosunek fen przyjmujemy symbol

’

f, albo e:ée'.
¢

Mianownikiem stosunku dwdeh elementéw oznaczonego zhioru (£),
dla elementéw ktérego problem mierzenia zostal rozwigzany, oczywi-
geie moze byé jakikolwiek element zbioru i tylko element zbioru
wszystkich tych elementéw zbioru (£), z kiérych Zaden elementem
zerowym nie jest.

Z rozwazan poprzedzajacych wynika, Ze pojecie stosunku ozna-
czonego elementu e pewnego zbioru do oznaczonego elementu u tegoz
zbiorn nie rézni sig co do istoty swojej od pojeeia miary elementu e,
gdy przyjmiemy element % za jednostke. W rzeczywistosci poslu-
gujemy sig wyrazeniem ,miara elementu e, gdy przyjmujemy ele-
ment % za jednostke“ przewazZnie w tych przypadkach, kiedy uwa-
zamy element u za znany, i poslugujemy si¢ nim do oznaczania
innych elementéw przez wartosei stosunkéw ich do elemetu .

Obecnie mozemy oczywiscie wyslowié tw. V-te w sposéb na-
stepujacy:

VL. Jezeli dla elementdw oznaczonego zbioru () problem mie-
raenia zostat rozwiazany, to stosunek jakiegokolwiek elementu e do
drugiego elementu ¢', o ile naturalnie element ¢ za mianownik sto-
sunku dwich elementéw zbioru (E) prayjety byé moze, réwna si¢ przy
jakiejkolwiel oznaczonej jednostce miary stosunkowi miary licenika e
stosunku

e
o
do miary mianownika ¢'.

§ 104. Zalézmy, %e problem mierzenia elementéw pewnego
zbioru (E), ktéry charakteru zhioru wielkosei nie posiadal, zostal
rozwigzany zapomocy liczb rzeczywistych, przy przestrzeganiu za-
sad § 102-go. W takim razie, prayjgwszy za jednostke miary ktéry-
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kolwiek element nie zerowy « zbiorn (£), mozemy, nie wykraczajac
przeciwko zasadom rozdzialu II-go, jak to czytelnik latwo sam
stwierdzi, nada¢ elementom zbioru (&) charakter wielkosei w szer-
szem znaczeniu, a to na podstawie definicyi nastepujacej:

4) Orzeczenie, 2e dwa elementy zbioru (I) sg pomiedzy sobq
réwne wyraza, ze miary ich rdwnaja sie pomiedzy soba.

Réwnie latwo spostrzegamy, Ze mozemy, nie wykraczajac
przeciwko zasadom rozdzialu V-go, okreslié dodawanie dla elemen-
téw zbioru (), wprowadzajaec jednoczeénie z definicys powyiszg
jeszeze definicyg nastepujsea:

B) Swma dwéch elementéw zbioru (E) nazywamy kazdy jaki-
kolwiel element tegoz zbioru, ktérego miara przy oznaczonej jednostce
réwna sie sumie miar rozwazanych elementdw.

Wprawdzie moznaby zarzucié, ze element, ktéry wedlug defi-
nicyi poprzedzajgcej mialby przedstawiaé sume pewnych danych
elementéw, moZe nie istnieé. Oczywiscie nie moZemy odeprzeé, Ze
przypadek ten jest niemozliwy, ale mozemy zastrzedz, co tez czy-
nimy rzeczywiscie, ze rozwazaé bedziemy tylko te przypadki, w ktd-
rych wspomniana okolieznoéé nie zachodzi.

Podstawowe znaczenie ma ta okolicznodé, ze w razie prayje-
cia powyzszych definicyi rozstrzyganie o rdwnodci dwdch elementdw
zbiorw (E) i o lem, cey pewien element zbioru tego jest suma pewnych
dwdceh innych, bynajmniej nic zaledy od wyboru jednostki miary.
Istotnie, jezeli przy pewnej jednostce w miary Z, i/, dwéeh elemen-
téw e i ¢ zbioru (E) sprawdzajg réwnosé

=i, (16)
to w razie przyjecia innej jenostki o/, miary I; i I tychze elemen-
téw zwigzane beds (tw. II, § 102) z liczbami /; i I, réwnosciami
postaci

L=24l
ly = Aly,
gdzie 4 oznacza pewien od zera odmienny czynnik, i réwnosé (16)
réwnowazna bedzie réwnosei
h=4.
Na podstawie tegoz samego twierdzenia § 102 réwnosel
L=l
I'=1l+41,
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gdzie oznaczylidmy przez I, [, i l, miary trzech elementéw zbioru (E)
w razie przyjecia pewnego elementu za jednostke, a przez I, il
miary tychze elementéw w razie przyjecia za jednostke jakiego-
kolwiek innego niezerowego elementu zbioru (4), beds pomiedzy
soba réwnowazne. UzasadniliSmy zatem w zupelnogei uwage, o kidrg
chodzilo.

7 natury rzeczy nasuwa si¢ mysl dolyezenia do definicyi 4
i B jeszeze definicyi nastepujacej:

C) Orzeczenie, e pewien element e zbiorw (K) mniejszy jest od
pewnego eclementu e, wyraza, e przy oznaczonej jednostce miary u
miary 1, i 1, elementdw e, i e, sprawdzaje nierdwnosé

17 L L

Definicya poprzedzajaca, przy zachowywaniu pewnej oznaczo-
nej jednostki, oczywiseie czyni zado$é warunkom rozdzialu II-go;
ale mozemy zadaé sobie pytanie, czy w razie przyjecia definicyi
tej wynik poréwnywania ilosciowego nierdwnych pomigdzy sobg
elementéw zbioru (&) nie bedzie zalezal od wyboru jednostki miary?
W razie przvjecia za jednostke miary zamiast elementu u innego
niezerowego elementu #’ zbioru bedziemy mieli na miary 7 i I ele-
mentiw e, i e, wzory

L=Ak
H b= b,
oznaczajac przez A4 miar¢ elementu w przyjmujge element u’' za
jednostke,
W razie nieréwnosei
(19) A>0
nieréwnoéé (17) oczywiscie réwnowazna hedzie nieréwnosei
(20) b <l

Jezeli wige miara kazdego elementu niezerowego zbioru (E)
réwna sig liczbie dodatniej, jakikolwiek inny byle niezerowy element
przyjelibysmy za jednostke, jezeli innemi slowy, stosunek dwéch
elementéw niezerowych zbioru (E) réwna sig¢ zawsze liczbie doda-
tniej, to wéwezas wynik poréwnywania ilosciowego dwdch nie-
réwnych pomigdsy sobs elementéw zbioru (E) na podstawie po-
wyzsze] definicyi od wyboru jednostki miary zaleiny nie bedzie.
Zbadajmy blizej, jaki jest stan rzeczy w przypadku, kiedy oko-
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licznosé poprzedzajaca nie zachodzi. W tym celu wybierzmy do-
wolnie w zbiorze (K;) wszystkich niezerowych elementéw zbioru ()
pewien element » i przyjmijmy element ten za jednostke miary.
Gdyby tedy miara kazdego elementu zbioru (£,) réwnala sig liczbie
dodatniej, to stosunek (§ 103, tw. V) dwdch elementéw zbioru ()
réwnalby sig zawsze liczbie dodatniej, co wlagnie wykluczamy.
Zakladamy tedy, Ze w zbiorze (E;) ss elementy, ktéryeh miary
réwnajg sig¢ liczbom ujemnym, i dzielimy elementy zbioru (&) na
dwie kategorye (k;) i (Ey), zaliczajae do kategoryi (E;) wezystkie
te elementy zbioru (), ktérych miary przy rozwazanej jednostee
réwnajg si¢ liczbom dodatnim, a do kategoryi (KEj) — wszystkie
inne elementy zbioru (£)), a wige te, ktdrych miary réwnajs sig
liczbom ujemnym. Spostrzegamy natychmiast, Ze stosunek dwdch
elementéw tej samej kategoryi rownaé sie bedzie zawsze liczbie
dodatniej, a stosunek dwdch elementéw, z ktérych jeden nalezalby
do kategoryi (), a drugi do kategoryi (Fy) — liczbie ujemnej;
zatem rozwazany podzial elementéw zbiorn (f;) na dwie kategorye
(E3) i (EY) nie zalezy od wyborn jednostki miary i moze byé okre-
slony jako taki podzial zbioru (#;) na dwa podzbiory, zeby stosu-
nek dwéch elementéw tego samego podzbioru zawsze by! dodatni,
a stosunek dwdch elementéw, nie nalezgeych do tego samego pod-
zbioru — ujemny. Obecnie mozemy odpowiedzieé na pytanie, ktdre
postawiliémy sobie w sposéb nastgpujacy: jeZeli stosunek kazdych
dwoéeh niezerowych elementéw zbioru (K) dadatm nie jest, to wy-
nik poréwnywania ilosciowego dwdéeh nieréwnych pomicdzy sobg
elementdw zbioru (%) na podstawie definicyi ¢ nie jest calkiem
niezalezny od wyboru jednostki miary, ale wszelka dwuznacznosé
w tym wazgledzie zostanie usunigta, jezeli tylko oznaczymy te
z dwéeh wyzej okreélonych kategoryi elementéw niezerowych
zbioru (&), do ktérej nalezeé ma jednostka miary w razie wyko-
nywania poréwnania ilodciowego dwéch nieréwnych pomiedzy soby
elementéw zbioru (£) na podstawie definicyi C. Nadto z latwosels
spostrzegamy, Ze pomimo dopiero co oméwionej dwuznacznosci,
wszystkie twierdzenia z § 102, nie wylaezajae i tw. V-go, zacho-
dzi¢ beda w razie przyjecia deﬁmcyl 4, Bi C.

W rzeczywistofei, po rozwigzaniu problemu mierzenia zapo-
mocg liezb rzeczywistych dla elementéw takiego zhioru, ktéry przed
rozwigzaniem tego problemu charakteru zbioru wielkodel nie po-
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siadal i dla elementéw ktdrego zatem zadne dzialanie okreslonem
nie bylo, przyjmujemy zawsze definicye 4, B i C.

§ 105. Jezeli pewien zbiér (K) jest zbiovem wielkodei w zna-
czeniu fciélejszem, a problem mierzenia elementéw zbioru tego zo-
stal rozwigzany w mysl zasad § 102-go, jezeli nadto przed rozwig-
zaniem problemu mierzenia elementéw zbioru (&) dodawanie tychze
okre¢lone nie bylo, to wprowadzajae definicye B paragrafu poprze-
dzajgcego, co oczywiseie mozemy uczynié, nie wykraczajae prze-
ciwko zasadom rozdzialu V-go, urzeezywistniamy znowu to, zeby
wszystkie twierdzenia § 102-go dla rozwazanego zbioru zachodzily.
Mogloby si¢ wprawdzie zdawadé, Ze w przypadku, kiedy problem mie-
rzenia zostal rozwigzany dla pewnego zbioru (), ktéry przedtem po-
siadal charakter zbioru wielkodei tylko w szerszem znaczeniu, mogli-
by$my, przyjmujac definicye B i C paragrafu poprzedzajacego, albo
tylko definicye C, gdyby dodawanie elementéw rozwazanego zbioru
okreslone juz bylo poprzednio, znowu to osiggngé, Zeby wszystkie
twierdzenia § 102 dla zbioru (E) zachodzily. W rzeczywistodei jednak
nastrgezyé sie tu moze pewna trudnosé, kitéra nalezy blizej omdwid.
Z wprowsdzeniem definicyi B Zadna trudnoéé polaczonaby byé nie
mogla, ale inny jest stan rzeczy, kiedy chodzi o definicye C. Isto-
tnie, tw. IIl-cie § 102-go nie wyklueza przypadku, w ktérymby
miary nieréwnych pomigdzy sobg elementéw zbioru (&) byly po-
migdzy soby réwne. Zaldimy, ze ta okolicznodé wlasnie zachodzi.
W takim razie przyjecie definicyi C doprowadziloby do niezgo-
dnego z zasadami rozdzialu II-go wyniku nastgpujacego: w zbio-
rze (I) mozna byloby znalezé dwa nierdwne pomi¢dzy sobg ele-
menty, z ktérych Zaden nie bylby mniejszy od drugiego; takimi
elementami bylyby kazde dwa nierdwne pomigdzy soby elementy,
ktérych miarami bylyby réwne pomiedzy sobs liczhy. Cazytelnik
odeprze moze, ze jest to trudnosé, ktérg sami hez potrzeby stwo-
rzyli$my, stawiajac wymaganie, zeby zachodzilo tw. III-cie § 101-go
wéwezas, gdy niewielka zmiana tego wymagania caly trudnoéé mo-
glaby usungé: nalezaloby tylko tw. IIl-cie zastapié przez naste-
pujace:

Przy oznaczonej jednostee, miary réwnych pomiedzy soba
i tylko réwnych elementéw zbioru (E) sy pomigdzy sobs réwne.

W rzecaywistosei jednak mamy powaing przyezyng do za-
chowania pierwotnej postaci omawianego wymagania. Albowiem,
gdyby$my wymaganie to zmienili w my$l uwagi powyzszej, to
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usuneliby$my wprawdzie trudnosé, ktéra nas zastanawia, ale jedno-
cze$nie uniemozliwilibySémy sobie rozwigzanie 'problemu mierzenia
w pewnych waznych przypadkach ).

Nie poprzestaniemy jednak na tym njemnym wyniku i zba-
damy blizej przypadek, w ktérym powyZsza trudnoéé zachodzi.
Zakladamy tedy, Ze po rozwigzaniu problemu mierzenia elemen-
téw pewnego zbioru (&), ktéry jest zbiorem wielkoéei w szerszem
znaczeniu, okazalo sig, Ze istniejy nierdwne pomigdzy soba takie
elementy zhioru (), ktéryeh miary ss pomiedzy soby réwne. Ce-
lem ‘uproszezenia przyjmujemy chwilowo definicye nastepujaca:
jednomiernymi elementami zbioru (K) nazywamy takie elementy
tego zbioru, ktérych miary s pomiedzy soba réwne. Wlasnodé
jednomiernodei oznaczonych elementéw zbiora () niezaleina jest
od wyboru jednostki miary, albowiem zmiana jednostki miary na
podstawie tw. II-go § 102-go powoduje tylko podstawienie na
miejsca liezb, stanowigeych miary elementéw zbioru (), iloezy-
néw tych liczb przez pewien ten sam czynnik, wskutek czego za-
chodzgca przy oznaczonej jednostce réwno$é miar dwéch elemen-
téw po wprowadzeniu nowej jednostki istnie¢ nie przestaje. Zatem
obejmujacy oznaczony element ¢ zbidr (Z) wszystkich jednomier-
nych pomigdzy sobs elementéw zbioru (E) jest zbiorem wszystkich
takich elementéw rozwazanego zbioru, ktére posiadajs pewna, od
wyboru jednostki miary uniezaleing wspdlng wlasnoéé w. MoZemy
tedy uwazaé wlasnodé w za element pewnego zbioru rzeczy (W),
przyjaé za miare elementu w zbioru (W) wspdlng miare odnognych
elementéw zbiorn (E) i wprowadzié definicye 4, B i C paragrafu
poprzedzajgcego. Przez to urzeczywistnilibySmy wainos¢é wszyst-
kich twierdzed § 101-go.

Z rozwaZan poprzedzajacych wynika, ze w przypadkach, w kt6-
rych po rozwigzaniu problemu mierzenia elementéw oznaczonego
zbioru (K) wielkodei w szerszem znaczenin zachodzi omdwiona
przeszkoda do wprowadzenia definicyi C paragrafu poprzedzaja-
cego, mozemy wprowadzié taki zbiér (W) nowego rodzaju rzeczy,
zeby rozwigzanie problemu mierzenia elementéw zbioru () moglo
byé uwazane @ posteriori za rozwigzanie problemu mierzenia ele-
mentéw zbioru (W), zeby przyjecie definicyi 4, B i C paragrafu
poprzedzajacego dla zbioru (W) nie ulegalo zadnej przeszkodzie,

) Labesgue. Intégrale, nire, surface. Annali di Matematica 1902.



Zeby zatem wszystkie twierdzenia § 102-go w zastosowaniu do
zhioru (W) byly uzasadnione. W rzeczywistosci postgpujemy zawsze
w sposéh poprzedzajaey.

Na tej wlasnie drodze wytwarzamy sobie precyzyjne pojecie
0 coraz to nowych rodzajach wielkosei, do ktérych, jak sig prze-
konywamy na podstawie nowszych badaii, nalezs pojgcia pola figury
plaskiej i pojecie objetoSci figury przestrzennej ?).

Ostatecznie, drogg uslawiania odpowiednich uméw i definicyi,
zawsze dopinamy tego, Zeby w kaidym przypadku szczegdlnym
po zupelnem opracowaniu problemu mierzenia zachodzily wszystkie
twierdzenia z § 102-go.

§ 106. Obecnie pragniemy oméwid najprostsze trzy praypadki,
w ktérych warunki § 102-go okredlaja bez Zadnej dwuznacznosei
wynik rozwigzania problemu mierzenia.

Przypadek 4). Zbiér (£), dla elementéw ktérego problem
mierzenia ma byé rozwiazany, posiada wiasnodei nastepujace:

10, Zbidér () jest zbiorem wielkodei w znaczeniu szerszem.

20, Dzialanie dodawania elementéw zbioru (£) zostalo okre-
slone zgodnie z zasadami rozdzialu II-go.

3% Kazdy element zbioru (£), jezeli nie jest ani elementem
téwnym modulowi dodawania®), ani elementem réwnym pewnemu
szczegblnemu elementowi ¢, rozwazanego zbioru, réwna sig sumie
skodezonej liczby elementdw réwnych elementowi e,.

Zulézmy chwilowo, Ze problem mierzenia elementéw zhioru (/)
Jest rozwigzalny, i oznaczmy ogdlnie przez ¢, taki element zbioru (E),
ktéry uwazany byé moze za sumg i elementéw réwnych elemen-
towl ¢.

Ze wzglgdu na tw. Il-gie i IIl-cie § 103-go mozemy na prébe
przyjad za jednostke miary tylko jeden z elementdw ¢, Oznaczmy
tedy przez n dowolnie dobrana, byle od zera wickszs liczbe catko-
witg, i sprébujmy przyjaé za jednostke miary element e,.

Na podstawie tw. IV-go § 102-go mamy tedy réwnania

n.x=1
Yy =1z,

!) Lebesguo, Intégrale, aire, surface, Annali di matematica 1092.

*) Modul dodawania elementéw zbiorn (Fl) moZe nie istnied, W takim rasie
zastrzeZenie to staje sie zhytecznem,



