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7 drugiej strony, jezeli pewien zbiér liczb (Z) rzeczone wiasnodei
posiada, to obejmowad on bedzie, jako podzbidr, zbiér liczb, ktéry
oznaczylismy wyzej przez (W). Zatem, na podstawie tw. XII-go,
twierdzenie, o ktére chodzi, rzeczywideie zachodzi w podanem
brzmieniu.

§ 98. Jezeli oznaczymy przez (Z) jakikolwiek =zbiér liczb,
byle sprawdzajacy warunki wykazu z § 96-go, to twierdzenia, uza-
sadnione w paragrafie poprzedzajgcym, oczywiscie zachodzié nie
przestang, gdyz zbidr (Z) sprawdzalby w takim razie wszystkie
zaloZenia twierdzen rzeczonego paragrafu, ale wéwezas wyniki uzy-
skane w paragrafie poprzedzajgeym bedg mogly byé uzupelnione.
Takiemu wlasnie nzupelnieniu wynikéw paragrafu poprzedzajacego
poéwigeamy paragraf obecny, umawiajae si¢ jednoczeénie, Ze sym-
bol (Z) uwazaé bedziemy we wszystkich rozwazaniach para-
grafu niniejszego za symbol zbioru liczh, posiadajacego wszystkie
wlasnoéei, wyszezegdlnione w wykazie z § 96-go.

Na podstawie wilasnoéei 11° w § 96-tym (czyli postulatu Archi-
medesa) i tw. IX-go paragrafu poprzedzajacego zachodzi oczywi-
$cie twierdzenie nastepujace:

L Jedeli tylko liczba a zbioru (Z) sprawdza nierdunosé

a‘>§0:

a symbol b oznacza dowolnie przyjeta liczbe ze zbioru (4), to w takim
razie istnigje zawsze w zbiorze liczb (Ob) taka liczba ,, ktdra ceyni
zadosé nierdwnosei

a.¢,>b.

IL Jeteli oznaczymy przez a i b dwie liczby zbioru (Z), to
réwnosé

1) a=1"b
réwnowaina jest réwnosci

(2) a—b= ‘.:0 H
a nierdwnosé

(3) a>b
— nieréwnosei

(4) a—b> .

Istotnie, réwnod¢ (2) oczywiscie réwnowazna jest réwnosei

® . a=b—1G,
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a ze wzgledu na wlasno$é 4° wykazu z § 96-go i na zwigzki

(@a—b)+b=b
(b‘l_gu)“l_(_b):gny

nieréwno§é (4) réwnowazna jest nieréwnodci

a> b4 &. (6)

Poniewaz zaé zwigzki (5) i (6) sa, na podstawie definicyi mo-

dulu dodawania §, réwnowazne odpowiednio zwigzkom (1) i (3),

przeto te ostatnie sg, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, odpowie-
dnio réwnowazne zwigzkom (2) i (4).

II1. Jeteli kadda 2 dwdch liczh ai b zbioru (Z) jest od modutu.
dodawania §, odmienna, to wyratenia

ab 1 a:b

réwnaja sie odpowiednio liczbom wickszym od liczby §, w razie, kiedy
liczba G, nie jest liczbg posrednia pomiedzy liczbami a i b; jezeli zaé
liczba G, jest liczba posrednia pomiedzy temi liczbami, to kaide z roz-
wazanych wyrazen réwna si¢ liczbie mnigjszej od liczby C,.

Istotnie, jezeli liczba a nie jest wigksza od liezby §,, to liczba
symetryczna tej liczbie bedzie od liezby f, wigksza, a to na pod-
stawie uwagi B przy wlasnosei 5° wykazu z § 96-go. Zatem istnieje
pewna liczba 4, wigksza od liezby §,, ktéra jest przytem albo
réwna, albo symetryezna liczbie a. Analogicznie istnieje pewna
liczba B réwna albo symetrycezna liczbie b, ale w kazdym razie
od liezby §, wigksza.

Poslugujac si¢ tedy znakowaniem, okreslonem w paragrafie
poprzedzajaeym, mozemy przedstawié wszystkie mozliwe praypadki
w sposébh nastgpujacy: mamy albo

a=-14, b=+ B,

albo
a—— 4 bz+B
albo ! ’
a=-+4, b=—B,
albo

a=-—-.A.} bz—B.

Opierajae sig na tw. III-cim paragrafu poprzedzajgeego, spraw-
dzamy natychmiast, Ze twierdzenie, ktére pragniemy uzasadnié,
.zachodzi co do iloczynu

a.b.



Przyjawszy

mamy
z.b=a,

a stad, opierajac si¢ na tem, Ze o ile chodzi o iloczyn, udowodni-
lismy juz rozwazane twierdzenie, z latwoscia wnosimy ze twierdzenie,
to zachodzi takze i co do ilorazu.

IV. Jeeli tylko pewna liczba a zbioru (Z) sprawdza nierdwnosé

(IJ a> ;IH
to w takim razie nierdwnosé
(2) b<e,

gdzie oznaczylismy przez b i ¢ dwie nowe liczby zbiorw (Z), réwno-
wasna jest nieréwnosci

3 . ab < ac.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, przyjmijmy
(4) z=c—>.

Mamy tedy

e=b-x,

zatem
() ac = ab + az.

W razie nieréwnogei (2), mamy
(6) @ > G,

na podstawie tw. II-go. Zatem na podstawie nieréwnosei (1) i wa-
runku 9-go wykazu z § 96-go mamy i

(M ax > Gy ,
a poniewaz z réwnodei (B) mamy
(8) ac — ab = ar

przeto mamy
ac— ab > §,

ze wzgledu na (7). Opierajae sig na tw. II-giem, wnosimy natych-
miast z uzyskanych nieréwnosei nierdwnodé (3).

Zaléimy obecnie, 4e zachodzi nieréwnoéé (3). W takim razie,
na podstawie réwnosei (3) i tw. II-go mamy nieréwnosé (7).
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Ze wzgledu na nieréwnoéé (1), na tw. IIl-cie i na uwage B
przy 6-tej wilasnodei zbioru (Z) (§ 96) nieréwnosé (7) nie moglaby
zachodzié ani w razie réwnodei

4 1 —ri Cﬂ )
ani w razie nieréwnosel
@ < Cn*
Mamy wiec
z >0,

ktéra, ze wzgledu na (4) i na tw. Il-gie réwnowazna jest nie-
réwnosei (2).

Zatem uzasadniliémy w zupelnosei twierdzenie, o ktére chodzilo.

V. Podzbidr zbioru liczb (Z), ktdry oznaczylismy przez (W)
w paragrafie poprzedzajqcym, izomorficzny jest w znaczeniu Scislejszem
zbiorowi (R) wszystleich liceb rzeczywistych wymiernych.

Poniewaz na podstawie tw. XII-go paragrafu poprzedzaja-
cego zbidr (W) izomorficzny jest zbiorowi (R) przynajmniej w zna-
czeniu szerszem, przeto, zeby uzasadnié powyzsze twierdzenie, nalezy
tylko dowiesé, ze przy zachowaniu tej odpowiedniosei wzajemnej
liezb zbioru (W) i liezb rzeczywistyeh wymiernych, ktérs okre-
dlilismy w paragrafie poprzedzajacym, zachodzi okoliczno§é naste-
pujaca: jezeli oznaczymy przez w i w' dwie jakiekolwiek liczby
zbioru (W), a przez ! i I' liczby wymierne rzeczywiste, odpowie-
dnio odpowiadajgce liezbom w i ', to nieréwnosei

w<w i 1<l

sy pomigdzy sobs réwnowazne.
W tym celu udowodnimy najpierw, Ze twierdzenie zachodzi
w przypadku bardzo szezegélnym, kiedy mamy

=0, =1
Mamy tedy

— b
w=10G, w=20,
chodzi wige o uzasadnienie nieréwnosei

6> Gos 1)

ktéra wyraza, ze modul mnozenia liczb zbiorn (Z) wiekszy jest od
modulu dodawania.
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Otés, jekeli oznaczymy, zgodnie z ogdélng umows, przyjeta
w paragrafie poprzedzajacym, przez
—&1

liczbe symetryezng liczbie f;, to na podstawie tw. IIl-go rzeczo-
nego paragrafu mieé¢ bedziemy

(2} g‘l . ;1 == (_ €1] & (‘__ gl)a

a poniewai (wlasnoei 5%, uw. K przy wyk. w § 96-tym) zachodzi
niezawodnie albo nieréwnoéé

6 >0,
—5>0,
przeto (wl. 9° wykazu z § 96-go) jeden z iloczynéw
Gob i (—8).(—6)

jest wigkszy od {,. Zatem na podstawie réwnoéei (2) kaidy z tych
iloczynéw wigkszy jest od {,. Mamy wige

albo

3 b &> G
Poniewaz za$ symbol §; przedstawia modul mnozenia, przeto
Hamy
&-L=6.

Zatem nierdwnosé (3) pociaga za sobg nieréwnoéé (1), ktdrg
wlasnie pragneliémy udowodnié,

Opierajge si¢ na uwadze B przy warunku b-tym wykazu
w § 96-tym, oraz (str. 380) na réwnosei

§n+1 =, + &

i na nieréwnosei (1) stwierdzamy latwo drogg indukeyi matema-
tycznej, ze nieréwnosei

p<n i [ <L,

sy pomigdzy sobg réwnowazne. Wnosimy stad natychmiast, ze zbiér
liczh, ktéry oznaczylismy w paragrafie poprzedzajacym przez (Cb),
Jest, przy obecnych zalozeniach, izomorficzny w znaczeniu cislej-
szem zbiorowi liczb calkowitych bezwzglednych.
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UwaZajmy teraz dwie liczby u i ' tego zbioru, ktdry ozna-
ezyliSmy w paragrafie poprzedzajgcym przez (W3). Na podstawie
definicyi (str. 382) liczb tych mamy

% . CP — é’m

¥
w . p="Cu,

oznaczajac przez , 1 §, dwie od liczby £, odmienne liczby zbioru (Cb),
a przez L, i §, dwie jakiekolwiek liczby tegoz zbiorn. Rdwnodei
powyzsze réwnowazne sg odpowiednio réwnociom

u . ;,, . §,f= ._tm 'gp‘
Ul ;-,f- g,, — gm’ g c)“

cnyli g
. Cpm‘: cw'-p' o ‘:p. -fi‘
Wil =0, i o i
skad : e R

(u — ﬂ’) ;‘p.p, — ;‘m e — gmf.,.- I.'K.r;
Zwaiywszy, e mamy
;,, > gurs

wnosimy z latwosciy z powyzszej réwnosei, opierajac sig przytem
na tw. II-ciem, ze zwiszek
w < u (4)

réwnowazny jest zwigzkowi

Gy < Gyt

ktory réwnowainy jest zwiazkowi

m'.p<m.p (5)

gdyz dowiedliémy przed chwilg, ze zbiér liczb (Cb) izomorficzny
jest w znaczeniu $cidlejszem zbiorowi liczh calkowitych hezwagle-
dnych. Ale nieréwnos$é (B) jest, na podstawie teoryi liczb ulamko-
wych, réwnowazna réwnosci

m_m
St 6
PJ‘ ~ P ( )
~ Zatem, nieréwno$é (4) réwnowazna jest nieréwnosei (6). Stad
wnosimy natychmiast, ze zbiér liezb, ktéry oznaczyliémy w para-
grafie poprzedzajgeym przez (WD), izomorficzny jest w znaczeniu
$cidlejszem zbiorowi liczb nlamkowych bezwzglednych, a wige i zbio-
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rowi liezb wymiernych bezwzglednych, ktéry izomorfiezny jest

w znaczeniu $eciélejszem zbiorowi liezb wlamkowych bezwzglednych,
Uwazajmy obecnie dwie nieréwne pomigdzy sobg liczby jakie-

kolwiek zbioru (W) i oznaczmy przez w mniejszg z nich, a przez i’

drugg. Mamy tedy

(7 w<w

Oraz

w=u—7v

®) w' = —,

oznaczajyc przez u, v, %' i pewne liczby nalezace do zbioru (Wb).
Na podstawie nierdwnosei (7) i wlasnodei 4° wykazu w § 96-tym,
mamy najpierw
wto w0,

w—v+40 < w'-ov4-v
skad nareszeie
9) w0 <w-+ov,

na podstawie wzoréw (8) i regul rachunkowych, uzasadnionych
w paragrafie poprzedzajacym. Odwrotnie, jezeli zachodzi nierd-
wnoéé (9), to zachodzi takZe nieréwnodé (7), albowiem w razie prze-
ciwnym mielibyémy albo

skad znown

W= w',

albo
w > ',

Otéz w pierwszym przypadku mieliby$my wbrew zaloZeniu
U~ =u'-+}o,

a w drugim ze wzgledu na uzyskany przed chwily wynik, zacho-
dzilaby z nieréwnodeis (9) sprzeczna nieréwnodé

w0 >u' v,

Ostatecznie zwigzki (7) i (9) sa pomigdzy sobs réwnowazne.
Oznaczmy przez a, b, o’ i b liczby wymierne bezwzgledne, homo-
logiczne odpowiednio liczhom w, v, ' i v zbioru (Wb) i prayj-
mijmy
(10) l=a—1b

l'=a"—1"
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Liezby [ i I’ beda liczbami wymiernemi rzeczywistemi, homo-
logicznemi odpowiednio liczhom w i ', a na podstawie izomorfizmu
w znaczeniu Scislejszem zbioru (W)) i zbioru liezb wymiernych
bezwzglednych, nieréwnosdé (9) réwnowazna jest nierdwnosei

a-t-b <a'-4b,
ktéra znéw, na podstawie wzoréw (10) réwnowazna jest nastepujacej:
1<, (11)

zatem nieréwnosei (7) 1 (11) sa pomigdzy sobs réwnowaine.
Stwierdzamy wige, 7e zbidr liczb (W) rzeczywiscie jest w zna-
czeniu $cislejszem izomorficzny zbiorowi liczb rzeczywistych wy-
miernych.
VL. Jakakolwicek liczbe zbioru (Z) oznaczylibysmy przez x, zawsze
istnie¢ beda dwie takie liczby w i w' w podzbiorze (W) zbioru (Z), ze

w <z <w (1)
Istotnie, poniewaz mamy

&> Loy

przeto, na podstawie tw. I-go, zawsze istnieé bedzie w zbiorze (Cb)
liczba {,, sprawdzajaca nieréwnosé

. é-ﬂ s ;1 } &z,
a ponlewaz
2 ‘ gﬁ s ‘;1 == Cn!
przeto mie¢ bedziemy
L>a. (2)

Oznaczmy przez 2’ liczbg symetryezny liczbie . W takim
razie, na tychze podstawach, co przed chwily, istnie¢ bedzie w zbio-
rze (Cb) pewna liczba (,, ktéra sprawdzaé bedzie nieréwnoéd

&>t
Oznaczmy przez §, liczbg symetryczny liczbie {,. Mamy tedy

Lt+&Lta>a+L+e

na podstawie wlasnodci 4° wykazu w § 96-tym, a ze wzgledu na
wiasnodei przemiennodci i Iacznosei dodawania liezb zbioru (Z) wy-
nika stad, Ze mamy

G860+ 2> 248,
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skad
(3) x> C; 3

na podstawie zwigzkéw
gp—!-g;: .Co i :E‘ —|—.’.U= ;n.

Liczby ¢, i ¢, nalezg oczywidcie do zbiorn (W). Zatem mo-

demy przyjaé
sl w=4_, w=_,

a w takim razie, na podstawie nieréwnodei (2) i (3) zachodzié beds
nieréwnosei (1). UzasadniliSmy wiec w zupelnogei twierdzenie, o ktére
chodzito.

VII. Jezeli dwie liczby zbioru (Z4) rdwne pomigdzy soba nie sg,
lo istnieje zawsze w podebiorze (W) zbioru (Z) liczba wieksza od
mnigjszej x z rozwaianych liczb, ale mniejsza od wickszej y.

Zwréémy sie najpierw do przypadku szezegdlnego, kiedy
mamy

(4) x =10,
a zatem
®) y> G-

Ze wzgledu na te nieréwnosé i na tw. I-sze znajdzie sig
zawsze w zbiorze (Cb) taka liczba [,, Zeby$my mieli

[6) y . gll > C}.‘
Poniewaz na podstawie tw. V-go zbiér liczb (W) jest Sciéle

izomorfiezny zbiorowi liczb wymiernych, a liezby & i 2' sa odpo-

c‘“

‘wiednio homologiezne liczbom wymiernym

T 1
0 1 ;‘i,_ ]
przeto mamy
7 ;_1 >~ 0.
(™ ;

Opierajac si¢ na tej nierdwnogei i na tw. IV-tym spostrze-
gamy, Z¢ nieréwnosé¢ (6) pociaga za sobs nieréwnodé

®) v-2>00k
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Poniewaz zas mamy

yg-%=?/§|=.’/

oraz
o BBl b
& & &
przeto z nieréwnosei (8) wynika nieréwnosé
&
°y >
e

Z nieréwnosei (7) 1 (9) wynika, ze liczba

9
;:'n 3 (9)

nalezgea do zbioru (W), jest licabg posrednig pomiedzy liczby 2=,
a liczby .

Zatem uzasadnilidmy twierdzenie w tym szczegélnym przy-
padku, o ktéry na razie chodzilo.

Przechodzge do przypadku ogélnego, zwazmy (tw. II), Zze mamy

y—x>0G.

Zatem, na podstawie uzyskanego przed chwils wyniku, istnieé
bedzie w zbiorze (W) liezba a, sprawdzajsca nieréwnoéei

y—a>a> . (10)

7 drugiej strony, na podstawie tw. VI-go, istnieje niezawo-
dnie w zbiorze (W) liczba w,, sprawdzajgca nieréwnodé

wy, < . (11)

Ze wzgledu na drugs z nieréwnosei (10) i na tw. I-sze, istnieje
w zbiorze (Cb) liczba {,, sprawdzajgca nieréwnosé

& — 1wy < Caa,
z < wy + @ (12)
Uwazajmy ciag skofiezony o n--1 wyrazach

skad

Wy Wiy Wayeor Wh, (13)
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ktérego pierwszy wyraz stanowi liezba w,, a kazdy dalszy wynika
z poprzedzajscego na podstawie wzoru

(14) Wiy = W, @,
Drogs indukeyi matematycznej latwo stwierdzamy, Ze mamy

Wiy = Wy ~+ G - @,

skad wynika, Ze mamy

w, = w, + §.a,
Zatem ze wrzgledu na (12), mamy jeszcze
(15) x < w,,

Poniewaz na podstawie drugiego ze zwiazkéw (10) i réwno-
ei (14) mamy
Wipr — W > bo,y

przeto w ciagu (16) drugi wyraz i kazdy dalszy wickszy jest (tw. IV)
od wyrazu, ktéry go bezpoérednio poprzedza.

Z uwagi tej wnosimy latwo, opierajge sig¢ na nieréwnoseiach (11)
i (1b), ze w ciagu (16) znajdg si¢ dwa wyrazy sasiednie w, i w,,,
sprawdzajace zwigzki

(16) w=a
(17) w0y > @
Z pierwszej z nieréwnosci (10) wnosimy natychmiast, ze mamy
y>z+a,
a z nieréwnodei (16) — Ze mamy

wi+ta=xz-+a.

7 ostatniech dwdceh nierdwnodei mamy

ezyli wta <y
{18) Wi < ¥-

Poniewaz liczba w,y,, nalezaca do zbiorn (W), sprawdza nie-
réwnosei (17) i (18), przeto uzasadniliémy w zupelnodei twierdzenie,
o ktére chodzilo.

VIIL. Wartosé takiej liczby zbioru (Z), ktéra polodona jest na
oznaczonym przekroju (§ 90) zbioru liceb (W), oznaczona jest w zu-
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pednosei ; innemi stowy, dwie nieréwne pomiedzy sobg liceby zbiovu (Z)
nie moga byé potoZone na ftym samym przekroju zbiorw liczb (W).

Istotnie, oznaczmy przez x i y dwie nieréwne pomiedzy sobs
liezby (z < y) zbioru (). Gdyby liczby te polozone byly na tym
samym przekroju zbioru liezb (W), to whrew twierdzenin poprze-
dzajgcemu zadna liezba zbiorn (W) nie moglaby byé jednoezesnie
wigkszg od liczby @ i wigkszg od liezby y. Zatem wyslowione.
twierdzenie jest uzasadnione.

IX. Kazdej licebie zbioru (Z) odpowiada jeden przynajmniej
preekrdj zbioru (W), na ktdrym liczba ta jest polodona.

Istotnie, uwazajmy jakakolwiek liczbe  zbioru (Z) i oznaczmy
przez (X,) zbiér wszystkich tych liezb zbiorn (W), z ktérych kazda
mniejsza jest od liczby @, a przez (X,) zbiér wszystkich tych liezb
zbioru (W), z ktéryeh kazda wigksza jest od tejze liczby 2. Na
podstawie tw. VI-go kazdy ze zbioréw (Xj) i (X;) obejmowaé hedzie
nieskofcezenie wiele liezb zbioru (W). Jezeli wogdle istnieje taki
przekrdj (P) zbioru liczb (W), na ktérym polozona bylaby liczba z,
to liczby zbioru (X,) naleig do 1-szej kategoryi liczb zbioru (W)
w stosunku do przekroju (P), a liezby zbioru (X;) — do zhioru
2-giej kategoryi w stosunku do tegoz przekroju. W przypadku,
kiedy sama liczba z do zbioru (W) nie nalezy, kazda liczba zbioru (W)
nalezy do jednego ze zbioréw (X,) lub (X,). W takim razie zbiér (X;)
przedstawia zbidr liezb 1-szej kategoryi, a zbidr liezb (X,) zbiér liczb.
2-giej kategoryi w stosunku do pewnego przekroju (II) zbioru
liczb (W). Poniewas liczba z tylko na przekroju tym zbioru (W)
polozona byé moze, poniewaz z drugiej strony liezba 2 na rzeczo-
nym przekroju oczywiscie lezy, przeto w rozwazanym przypadku
istnieje jeden i tylko jeden przekrdj zbioru liezb (W), a mianowicie
przekrdj (IT), na ktérym lezy liczba .

Jeieli zag liczba x nalezy sama do zbioru (W), to ze wzgledu
na uwage uczyniong wyzej, liezba & polozona byé moze tylko na
takim przekroju zbioru liczb (W), ktéry zlewa si¢ z jednym z tych
dwéeh przekrojéw (I1,) i (I1,) zbioru (W), ktére okredlié mozemy
w sposéb nastepujacy: w stosunku do kazdego z nich kazda liczba
zbioru (X;) jest liczbg 1-szej kategoryi, a kazda liczba zbioru (X,).
drugiej, sama za§ liczba x jest liczbg 1-szej kategoryi w stosunku
do przekroju (I7,), ale drugiej w stosunku do przekroju (II;). Po-
niewaz za$ liczba @ oczywideie lezy na obu przekrojach (I7) i (11,),.
przeto w rozwazanym przypadku odpowiadaja liczbie z dwa, ale.
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tylko dwa, takie przekroje zbioru (W), Zeby ta liczba polozona byla
na kazdym z nich, a mianowicie przekrdj (I7,) i przekrdj (I7,).

Uzasadniliémy zatem w zupelnoéei twierdzenie, o ktére chodzilo,

Obecnie przechodzimy do uzasadnienia twierdzenia, o ktére
nam giéwnie chodzi, a ktére opiewa, jak nastgpuje:

X. Zbidr liczb (Z) izomorficany jest w znaczeniv $cislejszem
pewnemu podzbiorowi (R') zbioru liczb rzeczywistych, mogacemu zle-
waé si¢ z petnem zbiorem (R) tychée liczb.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, wprowadzamy najpierw defi-
nicye nastgpujacsg:

Oznaczmy przez (W) 1-sz kategorye liczb zbioru (W) w sto-
sunku do pewnego przekroju (P) tego zbioru, a przez (W,) 2-ga kate-
gorye liczb zbiorn (W) w stosunku do tegoZ przekroju; oznaczmy
dalej przez (2,) 1-sza, a przez (T,) 2-ga kategoryg liczb wymier-
nych rzeczywistych w stosunku do pewnego przekroju () zbioru
tychze liezb. Zeby wyrazid, e kazdej liczbie jednego ze zbioréw (W)
i (B,) odpowiada w drugim zbiorze liczba homologiczna ze stano-
wiska uvzasadnionego wyzej izomorfizmu $cislego zbiordw (W) i (),
.a kazdej liczbie jednego ze zbioréw ( W,) i (I,) liczba homologiczna
z tegoz stanowiska w drugim, orzekaé bedziemy, Ze przekroje (P)
i(P)sa homologieznymi przekrojami zbiordw liczh (W)i(I8).

Spostrzegamy natychmiast, ze kazdemu przekrojowi jednego
ze zhioréw (W) i () odpowiada zawsze w drugim zbiorze jeden
i tylko jeden przekr6j homologiczny rozwazanemu przekrojowi
pierwszego zbioru. Réwnie latwo spostrzegamy, ze dwie liczby ho-
mologiezne $cidle izomorfieznych zbiordw (W) i (B) zawsze uwa-
zane byé moga, jako polozone na homologicznych przekrojach tychze
zbioréw liezb.

Zeby wyrazié, e pewna liczba zbiorn (Z) i pewna liczba
zbioru liezb rzeczywistych (R) uwazane byé mogs za liezby polo-
zone odpowiednio na homologicznych przekrojach zbioréw (W) i (),
orzekamy, ze liezby te sg podobnemi pomigdzy sobg liezbami zhio-
réw (Z) i (R).

Na podstawie tej umowy dwie liczby homologiczne zbio-
réw (W) i (B) przedstawiaja oczywiécie pare liczh podobnyech
zbioréw (Z) i (R'). Kazdej liczbie zbioru (Z) odpowiada na podsta-
wie tw. IX-go pewien przekrdj zbiorn (W), na ktérym ona jest
poloZona, a poniewaz do ka#dego przekroju zbioru (W) nalesy prze-
kréj homologiczny zbioru (), przeto do kazdej liczby zbioru (Z)
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nalezy podobna jej liczba w zbiorze (R), gdyz kaidemu przekro-
jowi zbioru liezb rzeczywistych wymiernych odpowiada polozona
na przekroju tym liczba rzeczywista, ale oczywiscie niekoniecznie
nalezy odwrotnie do kazdej liczby zbiorn (R) podobna jej liczba
w zbiorze (Z), poniewaz nie prayjelismy zadnych takich zalozen,
z ktérych wynikaloby, Ze na kazdym przekroju zbioru (2B) lezy
pewna liczba zbioru (Z).

Oznaczmy przez (R') zbiér wszystkich tych liczb zbioru (R),
z ktérych kazda ,podobna® jest pewnej liczbie zbioru (Z).

Powiadam, ze zbiory liczb (Z) i (R) sg $ecisle izomorficzne,
a za liezby homologiczne w tych zbiorach uwazane byé mogsg
w znaczenin dopiero co okreflonem podobne pomigdzy sobg liczby
rzeczonych zbioréw.

Rodzaj odpowiedniodei podobnych pomiedzy sobg liezb zbio-
réw (Z) i (R') sprawdza oczywiscie dwa pierwsze warunki izomor-
fizmu. Chodzi wige tylko o okazanie, ze odpowiedniodé ta takze
czyni zado$é 3-mu i 4-mu warunkowi.

Oznaczmy tedy przez a iv dwie jakiekolwiek liczby zbioru (Z)
a przez a i v liezby zbioru (R’), podobne odpowiednio liezhom a 1 v

Zaléimy, Ze zachodzi réwnosd

a=mv. (1)

Jezeli tedy jedna z liezb a lub v naleizy do zbioru (W), to
druga takze nalezy do tegoz zbioru, a liczby n i v sa, na podsta-
wie uwag poczynionych wyzej, liezbami wymiernemi, homologi-
cznemi liczbom a i v.

Mamy tedy ze wzgledu na izomorfizm zhioréw (W) i (%)

a="o. 2)

Jezeli zag jedna z liezb a i v do zbioru (W) nie nalezy. to
druga do tego zbioru takie nie nalezy, obie te liczby sq w takim
razie polozone na pewnym tym samym przekroju (P) zbioru (W),
a kazda z liczb a i b poloZona jest na homologicznym przekrojowi (P)
zbioru (W) przekroju zbiorn (¥8).

Poniewaz tylko réwne pomiedzy soba liczby rzecaywiste po-
lozone byé mogs na tym samym przekroju zbioru liczb wymier-
nych, przeto i w obeenym przypadku zachodzié bedzie réwnosé (2).
Zatem w kazdym razie réwnosé (1) pociaga za sobg réwnodé (2).

Zalézmy obecnie, ze zachodzi rownosé (2). Jezeli tedy jedna
Arytmetyka teoretyczna. 26
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z lieczb a lub b jest liczbg wymierns, to druga jest takie liczbg
wymierns, a liczby @ i » naless w takim razie do zbioru (W)
i ze wzgledu na izomorfizm zbioréw (W) i (2) réwnosé (1) bedzie
spelniona. Jezeli zaé jedna zliczb a lub v jest liczbg niewymierns,
to druga jest takze liczbs niewymierng i obie sg poloZone na pe-
wnym tym samym przekroju () zbioru liezb wymiernych. Zatem
liczby a i » polozone s3 na pewnym tym samym przekroju liczb
zbioru (W), a mianowicie na przekroju homologicznym przekro-
jowi () zbioru (W). Z tego wynika, na podstawie tw. VIII-go, ze
zachodzié bedzie réwnoéé (2). Ostatecznie réwnodei (1) 1 (2) sg po-
migdzy sobs réwnowaine.

Zalbzmy teraz, e liczby @ i v sy nierbwne pomigdzy sobg,
i przyjmijmy oznaczenia tak, Zeby$my mieli

(3) a <.

Przypudémy najpierw, ze liczba a nalezy do zbioru (W).
W takim razie nieréwnosé (3) wyraza, Ze liczba a jest liczba
1-szej kategoryi w stosunku do tego przekroju (P) zbioru (W), na
ktérym polozona jest liczba v. Zatem podobna liczbie a liezba a
zhioru (W) nalezeé bedzie do 1-szej kategoryi liezb w stosunku do
homologicznego przekrojowi (P) przekroju () zbioru () liczb wy-
miernych. Liczba a na przekroju () polozona byé nie moze, ho
liczha v na tym preekroju lezy i zachodzilaby zatem rédwnodé (2),
ktéra, na podstawie juz uzyskanych wynikéw, pociggnelaby za soba
niezgodng z nieréwnoseig (3) réwnoséé (1).

Skoro liezba a na przekroju () polozona nie jest, to jako
nalezgea do 1-szej kategoryi liczb wymiernych w stosunku do prze-
kroju (%), mniejsza by¢ musi od liezby b, polozonej na przekroju ().
Mamy wige
4) a<bv.

Calkiem analogicznie dowiedliby$my, Ze nieréwnoéé (3) pociaga
za sobg nieréwnosé (4) i w tym razie, kiedy mamy pewnodé, Ze
liezba v nalezy do zbioru (W). Pozostaje wige tylko do rozwazenia
praypadek, w ktérym Zadna z liczb a i v do zbioru (W) nie nalezy.
Mozemy tedy, na podstawie tw. VII-go, wyznaczyé taks liczbe w
zbioru (W), ktéra sprawdzalaby nieréwnoéci

a < w
w < v.
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Oznaczmy przez w podobng liczbie w liczbe zbioru (W). Na
podstawie uzyskanych przed chwily wynikéw, nieréwnosei poprze-
dzajaee pociggaja za sobg nieréwnodci nastepujace:

a<ty

m<v,

skad wynika nieréwnoéé (4). Ostatecznie, nieréwnodd (3) pociaga
za sobg w kazdym razie nieréwnodé (4). Odwrotnie, jezeli zachodzi
nieréwnoéé (4), to zachodzi niezawodnie i nieréwnosé (3), gdyz na
podstawie uzyskanyceh jui wynikéw przypuszezenie, iz zachodzi

albo rdwnodé
g=19,
albo nierdwnosé

a4 >0

doprowadza do nastgpstw niezgodnych z nieréwnoseis (4).
Dowiedlimy wige, ze nieréwnodei (3) i (4) sa pomigdzy sobs
réwnowazne. Zatem trzeci warunek dcislego izomorfizmu zbioréw (Z)
i (R') jest spelniony.
Przechodzge do warunku czwartego, oznaczmy przez g i g
dwie liczby ,podobne¥, nalezgce odpowiednio do zbiordw (Z) i (R’);
zalézmy nastepnie, ze zachodzi nieréwnosé

g=a+to, ®)

i oznaczmy przez (W,) zbiér wszystkich tych liczb zbioru (W),
z ktérych kaida albo réwna si¢ sumie dwdceh liczb zbioru (W) od-
powiednio mniejszych od liczb a i », albo jest mniejsza przynaj-
mniej od jednej takiej sumy. Kazda liczba zbioru (W,) mniejsza
jest oczywiscie od liezby g. Powiadam, Ze odwrotnie, kazda liczba
zbioru (W), ktéra mniejsza jest od liczby g, nalezy do zbioru (W)
Istotnie, oznaczmy przez w jakakolwiek taks liczhg zbioru (W),
sebyémy mieli

. w<g, ®)
i przyjmijmy
b=w—a.
Mamy tedy
V—b=v—(w—a)=a-|+v—w,
skad
v—b=g—w (7

na podstawie réwnosei (D).
26*
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Poniewaz mamy

g—w> &
na podstawie nieréwnosei (6) (tw. II), przeto z réwnodei (7) mamy
. v—b> &,
czyli (tw. II) s b

Zatem (tw. VII) w zbiorze (1) istnieje pewna liczba o', spraw-
dzajgca nieréwnosei
(8) >0 >0b.
Przyjmijmy
9) o =w—v'.
Mamy tedy
«—a =a+v—w,

w=a-b,

a—a =v'—b,

a poniewaz mamy

przeto

skad, ze wzgledu na jedng z nierdwnodei (8), wynika nieréwnosé
ezyli a—a'>%,

(10) a>a.
Z réwnosei (9) mamy

w=a'-v,
a poniewaz liczby a’ i o' sg liczbami zbioru (W), sprawdzajgcemi
nieréwnosé (10) oraz, na podstawie jednej z nieréwnodei (8), nie-
réwnosé
v < v,
przeto liezba w rzeczywiscie nalezy do zbioru (W,).

Z rozwazan tych wynika natychmiast, e suma ¢ liczb a i v
ledy na tym przekroju (P) zbioru (W) w stosunku do ktérego
zbiér (W,) stanowi zbiér liczb 1-szej kategoryi liczb zbioru (W),
a zbiér (W) wsaystkich innyeh liezb azbioru (W) — zbidr liezb
2-giej kategoryi. Oznaczmy odpowiednio przez (2B,) i (¥8,) zbiory
liezb wymiernych 1-szej i 2-giej kategoryi w stosunku do prze-
kroju (%) liczb wymiernych, homologieznego przekrojowi (P)
zbioru (W) i uwazajmy sume

a—f-v.
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Oznaczmy przez ' jakakolwiek liczbe zbioru (28,), a przez g’
liczbg homologiczng w zbiorze (W). Ze wzgledu na homologicznoéé
przekrojéw (P) i (%B), liczba ¢’ nalezeé¢ bedzie do zbioru (W)
Mamy wige

y=d+
oznaczajge przez ' i v dwie liezby zbioru (W), odpowiednio
mniejsze od liczb a i v. Jezeli wige oznaczymy przez o' iv' liczby
wymierne homologiczne liczbom o' i ' zbioru (W), to ze wagledu
na uzyskane juz wyniki i na izomorfizm w znaczeniu $cislejszem

zbiordw (W) i () mieé bedziemy
o <<a, v<lv
g =a 0.
¢ <a-b.

Zatem kazda liczba zbioru (2;) mniejsza jest od sumy
liczb a i v.

Zalézmy obecnie, Ze pewna liczba w zbioru () sprawdza
nieréwnosé

oraz

Mamy wige

w < a-b.

" W takim razie bedziemy mogli wyznaczy¢ takie dwie liczby
W, i w, zbioru (W), Zebysmy mieli

=, -} w,
oraz
w, <a, Wy <.

Oznaczmy przez w, w; i w, liczby zbioru (W) odpowiednio
homologiczne liczbom w, w, i W, zbioru (W). Ze wzgledu na po-
wyZsze nierdwnosei, na scisly izomorfizm zbioréw (W) i () oraz
na to, zesmy juz dowiedli, iz rozwazana odpowiednio$é wzajemna
liczb zbioréw (Z) i (R’) sprawdza trzy pierwsze warunki Scistego
izomorfizmu, mamy

W= w; -+ w,
< a, w,<v,

skad wynika, ze liezba w nalezy do zbioru (W;). Ale skoro liczba w)

nalezy do zbioru (W;), to liczba v naleze¢ musi do zbiorn (2B,)-
Zatem kazda od sumy liczb a i b mniejsza liczba zbioru () nalezy
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do zbioru (2,). Z tego zad wynika, ze wszelka liczba wymierna g,
nalezgea do zbioru (¥B,),"sprawdza zwigzek

¢ =a+v.

Ostatecznie suma liczb a i v polozona jest na przekroju (%)
zbioru liczb (3) homologieznym przekrojowi (P) zbioru liczb (W),
na ktérym polozona jest suma liczb a i v. Zatem réwnosé (B) po-
cigga za sobg réwnodé

(11) g=a-b.

Odwrotnie, jezeli i w dalszym ciggu oznaczaé bedziemy przez ¢
i g dwie ,podobne“ pomigdzy sobg liczby, nalezgce odpowiednio do
zbioréw (Z) 1 (R'), to réwnodé (11) pociggad bedzie za sobg réwnosé (b).
Istotnie, przyjmijmy
(12) fr=a-v

i oznaczmy przez (, liczby zbioru (R’) podobng liczbie g, zbioru (Z).
Na podstawie uzyskanych juz wynikéw mamy
g =a _f‘ b,

zatem
(13) gi=4¢

ze wzgledu na (11). Poniewaz zaé rozwazana odpowiedniodé waza-
jemna liezb zbioréw (Z) i (R') sprawdza trzy pierwsze warunki
geistego izomorfizmu, przeto réwnoéé (13) pociaga za sobs réwnoéé

Hh=49,

ktéra znéw, ze wzgledu na (12), poeiaga za soby réwnosé (5).

Dowiedlismy wige, ze rozwazana odpowiedniodé wzajemna liczb
zbioréw (Z) i (R') sprawdza czwarty warunek izomorfizmu, o ile
chodzl o dodawanie. Zeby dowiedd, iz warunek ten spelniony jest
i co do mnozema, zachowajmy poprzednie znaczenie dla symboléw
a, v, aiv izakladajae na poczgtek, se mamy

(14) a>8, v> 6,
przyjmijmy

(16) p=a.v
[16) Y=nqa.b.

Oznacamy praes (W,) zbid wesystkich tych lezb zbioru (W)
z Ktérych kaida albo réwna jest iloczyrowi dwéeh liczh zbioru (W)
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odpowiednio mniejszych od liezb a i v, ale wiekszych od
liezby &o, albo mniejsza jest od tegoz iloczynu.

Kazda liczba w, zbioru (W,) mniejsza jest od liczby ¢, okre-
lonej réwnaniem (15). Istotnie, mamy

w =d.v, (17)

oznaczajge przez a' i o' pewne dwie takie liczby zbioru (W), ktére
sprawdzajg nieréwnodei

Lh<ad<a

Lo << <. (18)

Na podstawie tw. IV-go i nieréwnosei powyzszych, mamy
av' < a'v < av,
a z nieréwnosei tych i zwigzkéw (15) i (17) wynika nieréwnosé

wy < @, (19)

ktéra wladnie wyraza, iz kazda liczba zbioru (W) mniejsza jest
od liezby ¢.

Odwrotnie, kaida liczba zbioru (W), mniejsza od liczby ¢,
nalezy do zbioru (W)). Twierdzenie to wymaga oczywiécie dowodu
tylko o tyle, o ile chodzi o liezby wigksze od liczby §,; zalézmy
wige, ze pewna, od liezby §, wigksza, liczba w, zbioru (W) spraw-
dza nieréwnosé (19) i przyjmijmy

a’' =w, v,

co mamy prawo uezynié, ze wzgledu na drugs z nieréwnodei (14).
Mamy tedy
w,=a".v, (20)

oraz ze wzgledu na tw. III-cie
a'’ > & (21)
PoniewaZ na podstawie zwigzkéw (15), (19) i (20) mamy
a’.v<a.v,
przeto ze wzgledu na drugs z nieréwnosei (14) i na tw. IV-te mamy

a’ < a;
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Na podstawie tw. VII-go istnieé bedzie w zhiorze (W) taka
liczba a’, ktéra sprawdzaé bedzie nieréwnodci

(22) ' <a<a,

a wige 1 nierdwnosé

(23) ¢ >0

ze wagledu na (21). Mozemy zatem prazyjaé

skad v=1 . a,

(24) w,=a'. v,

Poniewaz zalozylidémy, Ze liczba w, sprawdza nieréwnogé

wy > oy

przeto ze wzgledu na nierdwnosé (23) i na tw. IIl-cie zachodzié
bedzie nierdwnosé '

(25) v' > G
Z drugiej znéw strony, na podstawie tw. IV-go, jednej z nie-
rownodei (22) i jednej z nieréwnodei (14), mamy
(26) a.v<a.v,
a poniewaz z réwnosei (20) i (24) wynika réwnodé
a.v=a". v,
przeto, ze wzgledu na (26), mamy
a v <a v,

skad, opierajac si¢ na tw. IV-tem i na nieréwnofei (23), wnosimy,
Ze mamy

(27) v < v.

Zestawiajae nierdwnosé te z nieréwnodeis (25), a nierdwnodé (235
z nierdwnoseis

a<a,

ktéra jest jedng z nieréwnodei (22), uwzgledniajge przytem ré-
wnosé (24), stwierdzamy natychmiast, ze liczba w, rzeczywidcie na-
lezy do zbioru (W)).

Powiadam, ze liezba ¢ polozona jest na tym przekroju (P)
zbioru liezb (W), waglgdem ktérego zbiér lieczb (W,) stanowi zbiér
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liezb 1-szej kategoryi, a zbidr wszystkich innyeh liezb zbioru (W) —
zbidr (W,) liezb 2-giej kategoryi zbioru (W). Istotnie, dowiedlidmy
wyzej, Ze kazda liczba zbioru (W;) mnuiejsza jest od liczby ¢,
a z drugiej strony zadna liezba zbiorn (W,) nie moze byé mniejsza od
liczby @, boémy dowiedli przed chwila, Ze kazda liczba zbiorn (W),
mniejsza od liczby ¢, nalezy do zbioru (W)). Zatem liczba ¢ lezy
rzeczywidcie na przekroju (P).

Oznaczmy przez (P) przekrdj zbioru liezb (W) homologiczny
przekrojowi (P) zbioru liezb (W), przez (2B,) zbiér liezb 1-szej ka-
tegoryi zbioru (W) w stosunkn do przekroju (P), a przes (T,) zbidr
liezh 2-giej kategoryi zbiorn (W) w stosunkn do tegoz przekroju.

Kazda liczha (v,) zbioru (28,) mniejsza jest od liczby v, okre-
$lonej réwnaniem (16). Istotnie, oznaczmy przez w, liezbe zbioru (W)
hemologiczng, liczbie v, zbioru (28). Liczba 1w, nalezeé bedzie do
zbioru (W,). Zatem znajda si¢ w zhiorze (‘W) dwie liezby a' i o',
sprawdzajgce nierdwnosei (17) i (18).

Liczby wymierne a’ i v, odpowiednio homologiczne liezbom
a’ i v’ zbioru (W), sprawdzaé bedy ze wzgledu na to, Ze rozwa-
zana odpowiedniodé liezb zbioréw (Z) i (B’) czyni zadosé trzem
pierwszym warunkom dcislego izomorfizmu tyeh zbioréw liezb
i ze wzgledu na nieréwnodei (18), nieréwnosei nastepujgce:

o< <a, OV <y, (28)

a poniewaz zbiory liezb (W) i () sa pomigdzy sobg izomorficzne
w znaczeniu Sciflejszem, przeto nieréwnosé (17) pociggaé bedzie

za soba nieréwnosé
w, =a.v. (29)

Ale z nierdwnosei (28) wynika nieréwnosé
a'. ' <a.b.
Zatem, na podstawie wzoru (16), mamy

w, <Y, (30)
o co wiladnie chodzilo.

Odwrotnie, jezeli pewna liczba wymierna w, sprawdza nie-
réwnosé (30), to liezha ta nalezy do zbioru (28,). Istotnie, w razie
nieréwnosei (30) istnieé beda liczby wymierne o' i v/, sprawdza-
jace nieréwnoéei (28) i (29). Liczby o/, ' i w' zbioru (W), odpo-
wiednio homologiczne liezbom o/, v’ i, zbioru (W) sprawdzaé bedy



— 410 —

zwigzki (17) i (18). Zatem liczba w, nalezeé bedzie do zbioru (W,
a wiee liezba w,, zgodnie z zapowiedzig — do zbioru (28)).

DowiedlisSmy wyzej, %e liczba ¢ wigksza jest od kazdej liczby
zbioru (3,), a kazda liczba mniejsza od liczby v nalezy do zbioru (28,).
Z tego wynika, #e zadna liczba zbioru (28,) od liezby 1 mniejsza
byé nie moze. Zatem liczba ¢ lezy na przekroju (B) i jest z tej
przyczyny liczbie ¢ podobng liezby zbioru ().

W dalszym ciagu nie bedziemy juz zakladaé, Ze zachodzg
nieréwnosei (14), i uwazaé bedziemy liezby aiv za dwie dowolnie
przyjete liczby ze zbioru (Z).

Jakiekolwiek liezby zbiorn (Z) oznaczalyby symbole a i v,
mozemy zawsze przyjaé
31) f a=da, —

l V=1 — 1y,

0ZNACZAJAC PIZOZ (y, Uy, vy 1 vy pewne liczby zbioru (Z) od liezby &,
wigksze. Oznaczmy przez 0, ay, b; i b, liczby zbioru (R’) odpo-
wiednio podobne lieczbom poprzedzajacym zbioru (Z).

Poniewaz dowiedlismy juz, ze rozwazana odpowiednio$é wza-
jemna liczb zbioréw (Z) i (R') sprawdza trzy pierwsze warunki
gcislego izomorfizmu oraz, o ile chodzi o dodawanie, i warunek
czwarty, poniewaz nadto liezba ,zero“ zbioru () homologiczna jest
liczbie {, zbioru (W), przeto zachodzg okolieznosei nastgpujace:

10 Kazda z liezb a,, a,, b, i b, jest od zera wigksza.

20, Réwnosei

a4 a=a,

v, =1,
wynikajace z réwnodei (31), pociggajg za sobg réwnoei

Oy =y,

b0, =1,
ktére znéw réwnowazne sa réwnofeiom
(32) ﬁ = ll_l . ng
b — Dl =it ng-

Zatem réwnodei (31) pociagaja za sohg réwnodei (32).
Na podstawie wzordw (31) mamy

33) w= G, — G,
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przyjmujac
G=ua,.9,+a,.v
Gy=a, .0+ a, .v,. (3%)

Oznaczmy przez ©, i ¢, elementy zbioru (R’) odpowiednio po-
dobne elementom G, i G, zbioru (Z). Poniewaz kazda z liczb ay,
@y, v, 1 vy zbioru (Z) wigksza jest od liezby ,, a kazda z liczb
homologieznyeh ay, ay, b, i b, ze zbioru (R') wigksza jest od zera,
przeto, na podstawie wynikéw uzyskanych wyzej, liczby zbioru (%)
przedstawiajace odpowiednio wartosei iloczynéw

By, GV, 40, 1 a0y

sg odpowiednio podobne liezbom zbioru (R'), przedstawiajgeym od-
powiednio wartodei iloczyndw

a0y, Dy, @by 1 (b,

a poniewaz rozwazana odpowiedniodé wzajemna liczb zbioréw (7)
i (R') sprawdza trzy pierwsze warunki izomorfizmu dwéch zbiorow
wielkosei oraz, o ile chodzi o dodawanie, takze i czwarty warunek,
przeto réwnosei (34) pociagaja za sobg réwnosei

@1 — ﬁ]_b]_ "l_ ﬂ'gna
- 35
@g = (Ilbg _|— ﬂlbl . ( )

Na podstawie wzoréw (32) i (3b) mamy
ﬂ-b=@51_'_®g- (36)

Oznaczmy teraz przez g i g dwie liczby podobne pomigdzy
sobg, nalesace odpowiednio do zbioréw (Z) i (R'). Gdybyémy zalo-
zyli, Ze mamy

§=id.1, 37

to na podstawie réwnodei (33) mielibyémy
g+ G =06, (38)

a réwnosé ta pociggalaby za soba réwnosé
g+6,=0, (39)

gdyz ten rodzaj odpowiedniodei wzajemnej pomigdzy elementami
zbioru (Z) a elementami zbioru (R’), przy ktérej uméwilismy sig,
ze odpowiadajace sobie wzajemnie elementy obu zbioréw nazywaé



bedziemy elementami ,podobnymi* czyni zadodé, jakesmy widzieli
wyZej, trzem pierwszym warunkom izomorfizmu rozwazanych zbio-
réw oraz, o ile chodzi o dodawanie, i warunkowi 4-temu. Zwa-
Zywszy teraz, Ze réwno$é (32) réwnowazna jest réwnosel

(40) §=06,— &,
ktéra znéw na podstawie réwnosei (36) pociaga za sobg réwnosé
(41) g=a.v,

stwierdzamy, Zze réwnosé (37) pocigga za sobg réwnosé (41). Gdy-
byémy zalozyli, Ze liczba g sprawdza réwnanie (41), to stwierdzili-
byémy kolejno, opierajge sig przytem na tychze podstawach co
przed chwily, ze réwnosei (41) i (36) pociagajg za sobg réwnosé (39),
ze réwno$é (39) poeigga za sobg réwnoéé (38), z ktérej znéw wynika
réwnoéé (37). Zatem réwnosé (41) pociaga za sobg réwnodé (37).
Poniewaz zaé dowiedliémy wyzej, Ze réwnosé (37) pociaga za sobg
réwnosé (41), przeto stwierdzamy ostatecznie, Ze réwnosei (37) 1 (41)
sg pomigdzy sobg réwnowazne. Ale to tylko pozostawalo do stwier-
dzenia, Zeby okazaé, iz ustawiona przez nas odpowiedniodé wza-
jemna elementéw zbioru (Z) i elementéw zbioru (R’) ezyni zadoéé
wszystkim warunkom geislego izomorfizmu tych zbioréw.

Poniewaz zbiér (R’) jest podzbiorem =zbioru (R) wszystkich
liczb rzecaywistych, poniewaz nadto wydarzyé sie moze, ze zbiér (R')
zlewa si¢ ze zbiorem (R), gdyz okolicznoéé ta nastapilaby nieza-
wodnie juz w razie, gdyby, co wykluezonem oczywiseie nie jest,
zbiér (Z) zlewal sig ze zbiorem (R), przeto uzasadniliémy w zupel-
nosei twierdzenie, o ktére chodzilo.

§ 99. Paragraf ten podwigeamy zestawieniu gléwnych wyni-
kéw, uzyskanych w dwdch paragrafach poprzedzajacych.

Twierdzenie X-te paragrafu poprzedzajacego oczywiseie réwno-
wazne jest twierdzeniu wyslowionemu w § 96-tym. Zatem twier-
dzenie to winniSmy uwazaé za uzasadnione.

Jezeli tedy uméwimy sie, ze zbiory liczb pomiedzy soba écidle
izomorficzne uwazaé bedziemy za odmienne postaci tej samej rze-
czy, to mozemy wyslowié twierdzenie nastepujace:

L Pelny zbidr liceb rzeczywistych jest najszerszym zbiorem liczb,
sprawdzajacym warunki § 96-go. :

Zwaimy obecnie, Ze w paragrafie poprzedzajgecym przekona-
lidmy sie, Ze zbidr liczb, sprawdzajacy warunki § 96-go, zawsze.
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obejmuje pewien zbidr liezb (W) écisle izomorfiezny zhiorowi liczb
rzeczywistych wymiernych i sprawdzajacy sam wszystkie wspo-
mniane warunki. Mamy zatem twierdzenie nastepujace:

IL. Zbidr liezb rzeczywistych wymiernych jest najwedseym zbio-
rem liczb, sprawdzajacym warunki § 96-go.

Poréwnywujae wlasnodei zbioru liezb calkowitych bezwzgle-
dnych z wlasno$ciami zbioru (Z), wyszezegdlnionemi w § 96-tym,
spostrzegamy natychmiast, Ze wspomniany zbiér posiada wszystkie
rzeczone wiasnosei z wyjatkiem trwalosei odejmowania i dzielenia.
Mozemy wige orzec, ze urzeczywistnienie wlasnodei trwalodei odej-
mowania i dzielenia drogs rozszerzenia, pierwotnie do pojecia
liczby calkowitej bezwzglednej zacieénionego pojecia liezby, z ko-
niecznoséei prowadzi do pojecia liczb ulamkowyeh i liczh ujemnych.

Oczywidcie nie istnieje koniecznodé jednoczesnego wprowa-
dzania wlasnodci trwatodei odejmowania i wlssnosei trwalosei dzie-
lenia. MoZemy sobie postawié problem rozszerzenia zaciednionego
pierwotnie pojecia liczby do pojecia liczby calkowitej w taki sposéb,
zeby urzeczywistniona byla tylko ktérakolwiek jedna z wlasnodei
poprzedzajacych.

Gdybyémy pragneli urzeczywistnié tylko wlasnosé trwalodei
dzielenia, to najprostsze rozwigzanie problemu stanowilby zbiér
liczh wymiernyeh bezwzglednyeh., Gdyby$my natomiast zapragneli
urzeczywistnié tylko wlasnosé trwalosei odejmowania, to najprostsze
rozwigzanie problemu stanowilby zbiér liezb calkowitych rzeczy-
wistych (dodatnich, zerowych i ujemnyech).

Calkiem inna jest droga, ktdra prowadzi od ogélnego pojgeia
liczby wymiernej do ogélnego pojeeia liczby rzeczywistej: docho-
dzimy do ogélnego pojecia liczby rzeczywistej, stawiajae sobie pro-
blem ustawienia mozliwie szerokiego, pierwotnie do liczby wymier-
nej zaciesnionego pojecia liezby w taki sposéb, zeby nowemu pojeciu
liezby przyslugiwaly pewne podstawowe wlasnodei liczb wymier-
nych. Uwage te wystawiamy krdtko, orzekajge, ze od pojecia liczby
wymiernej dochodzimy do ogdlnego pojecia liezby rzeczywistej,
urzeczywistniajge wlasnoéé zupelnodei zbioru liczb, sprawdzajy-
cych oznaczone waranki.

§ 100. Przy wprowadzeniu jakiegokolwiek zbioru liczb (Z),
ktéry nie bylby izomorficzny ani zbiorowi liczb rzeczywistych,
ani zadnemu podzbivrowi tego zbioru liczb, stosujemy sig zwykle
do tej zasady, zeby w znaczeniu, okreslonem w § 96-tym, zbiér (Z)



— 414 —

nalezal do kategoryi najszerszych zbioréw liczb, sprawdzajgeych
pewien uklad warunkéw (U) bardziej szerokich, ale nie sprzecznych
z ukladem warunkéw (U,), wyszezegélnionych w § 96-tym i na
podstawie tw. X-go § 98-go, charakterystycznych dla zbioru liezb
rzeczywistych. Natychmiastowem nastepstwem powyzszej zasady
i definicyi wyrazenia ,kategorya najszerszych zbioréw liczh, spraw-
dzajacych pewne warunki®, jest ta okolicznosé, ze zbiér liczb
rzeczywistych (R) izomorficzny bedzie pewnemu podzbiorowi (R,)
zbioru (Z). Poniewai tedy, na podstawie tw. II-go § 95-go, mo-
Zemy, nie powodujge zmiany natury zbioru (%), zespolié ze zbio-
rem tym zbiér (B), przeto w rzeczywistosei zawsze dokonywamy
tego zespolenia, z czem lgezy sie ta korzydé, iz pray rozwazaniu
zbioru (Z) mozemy postugiwaé si¢ liczbami rzeczywistemi w miejsce
liezb zbioru (R), dla ktérych, wobee tego, wyrabianie odpowiedniej
terminologii i symbolistyki staje si¢ rzecza zbedna.

Konezymy rozdzial obeeny na tych ogélnych uwagach, odkla-
dajac dalsze rozwijanie pojecia liczby do jednego z pdzniejszych
rozdzialéw.




