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gejacego na tem, ze 2bidr liczh rzeczywistych nalezy do kategoryi naj-
szerszych zbiordw liczb, posiadajacych wlasnosci wyszezegélnione w po-
wysszym wykazie.

Zbiér liczb rzeczywistych oczywiscie posiada wszystkie wla-
snofci wyszezegllnione w powyZszym wykazie. Chodzi wige tylko
o podanie dowodu na to, Ze zbidr ten jest typem najszerszych
zbioréw liczb, posiadajgecyeh wspomniane wlasnosel. Zeby przy rozwi-
janiu tego dowodu nalezycie uwidocznié znaczenie wzgledne wa-
runkéw twierdzenia, zbadamy najpierw wlasnosei, jakie mialby zbiér
liczb (Z) w przypadku, w ktérymby spelnial tylko czg¢éciowo wa-
runki powyzszego wykazu, Przedmiotowi temu podwigeamy para-
graf nastgpujacy. )

§ 97. Zaznaczamy przedewszystkiem, Ze rozwazania, ktérym
poswiecamy paragraf niniejszy, nie beds oparte na zalozeniu, ze
zbidér liezb (Z) sprawdza pierwszy warunek w wykazie z paragrafu
poprzedzajgcego. Nie wykluezamy wige przypadku, z ktérym zbidr (Z)
bylby zbiorem wielkoéci tylko w znaczenin szerszem. Wobec tego
4-ty 1 9ty z warunkéw wspomnianego wykazu muszg albo odpasé
catkiem, albo byd zastgpione przez warunki inne, a mianowicie takie,
ktérym méglby czynié zadosé i taki zbiér liezh, ktéry bylby zbio-
rem wielkosei tylko w znaczeniu szerszem. W rzeczywistosei po-
stawimy na miejscu tych dwdch warunkéw inne bardziej ogdlne.

Co do warunkdéw pozostalych, to wyjawszy warunek 11-ty,
ktéry usuniemy, zachowamy je wszystkie bez zmiany. Nie poprze-
staniemy jednak na wyslowieniu warunkéw, przez ktére zamie-
rzamy zastapié 4-ty i 9-ty warunek wykazu z paragrafu poprze-
dzajacego, a podamy natomiast pelny wykaz zalozen o zbiorze
liczb (Z), na ktérych jedynie opieraé bedziemy nasze badania
w paragrafie niniejszym, dolgezajae przytem do niektéryeh z tych
zalozen pewne uwagi. W taki sposéb kosztem niewielkiej liczby
dodanych wierszéw w tekscie usuniemy mozebnoséé wszelkiego nie-
porozumienia.

Zakladamy tedy, ze zbior liezb (Z) sprawdza warunki naste-
pujgee:

1°. Dodawanie liczb zbioru (Z) jest, zgodnie z zasadami roz-
dziatu V-go, dzialaniem jednoznaczmem, wykonalnem bez zastrzesen.

2. Dodawanie liczb 2bioru (Z) posiada wiasnodé przemiennosci
bez wzgledu na liczbe skiadnilkéw.
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Zatem na tychze podstawach, co w paragrafie poprzedzajgcym,
zachodzg okolicznosei nastepujgce:

A) Dodawanie liczb zbioru (Z) posiada wiasnosé tacenosei.

B) Dla liczb zbioru (Z) istnieje jeden tylko rodzaj odejmowania.

30, Jezeli dwie liczby b i b’ zbioru (Z) sprawdzaja nierdwnosé

b,
atbFatb,

jakakolwiek liczbe zbioru (Z) oznaczylibysmy przez a.

Zatem z tychze przyezyn, co w paragrafie poprzedzajacym,
odejmowanie w teoryi liczb 2bioru (Z) jest, w razie wykonalnosci, dzia-
daniem jednoznacznem.

49, Odegjmowanie liczb zbiovu (Z), jednoznacene na podstmwvie
warunku poprzedzajacego, wykonalne jest bez zastrzeten.

Mozemy dowie§é, rozumujge tak samo, jakesmy rozumowali,
uzasadniajac uwagi uczynione przy b-tym warunku wykazu z para-
grafu poprzedzajgcego, Ze zachodzg okolieznodei nastepujace:

A) W zbiorze (4) istnieje modut dodawania.

Modul dodawania liczb zbioru (Z) oznaczymy przez u, jak
w paragrafie poprzedzajgeym.

B) Kazdej liczbie | zbioru(Z) odpowiada symetryczna jej liczba U,
czyli laka, kidra sprawdza réwnanie

I+ =p.

C) Jedeli dwie liczby zbioru (Z) sa pomiedzy soba symetryczne,
to liczby te sa albo obie rdwne liczbie w, albo obie od tej liczby od-
mienne ; dwie liczby, symelryczne pewnej tej samej licebie, sq pomie-
dzy sobq réwne.

b9, Mnozenie liczb 2bioru (Z) jest zgodnie z ogdlnemi zasadami
rozdziatu V-go dziataniem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzeden.

69. Mnozenie liczb zbioru (Z) posiada wiasnosé rozdzielnosci
w stosunku do dodewania.

Mozemy dowieéé, rozumujac znowu calkiem tak, jake$my
rozumowali w paragrafie poprzedzajacym, Ze zachodzg twierdzenia
nastepujace:

A) Mnosenie liczb zbioru (Z) posiada wlasno$é rozdzielnodci
w stosunku do odejmowania.

B) Jekeli cholby tylko jeden z czynnikdw iloczynu jakichkolwiek

240k

to w takim razie mamy
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liczb, nalezacych do zbioru (Z), réwnat si¢ modudowi dodawania u, to
i sam tloczyn réwna sie u.

C) Jeseli w iloczynie jakichkolwiek liczb zbioru (Z) zastapimy
jeden z czynnikéw przez liczbe czynnikowi temu symetryczna, to liczba,
preedstawiajgea wartosé rozwasanego iloczynu, przemieni si¢ na liczbe
jej symetrycznag.

70, Mnozenie liczb zbioru (Z) posiada wlasnodci przemiennodei,
bez wagledu na liczbe czynniko.

Whosimy stad, opierajac si¢ na tychze podstawach, co w para-
grafie poprzedzajacym, Ze zachodzy twierdzenia nastepujace:

A) Mnozenie liczb zbioru (Z) posiada wlasnosé {geznodei.

B) Dia liczb zbioru (%) istnieje jeden tylko rodzaj dzielenia.

80, Jeseli Zadna z pewnych dwdch liczb zbioru (Z) modulowi
dodawania w réwna nie jest, to iloceyn tych liczh takie bedzie od w
odmienny.

Poniewaz stwierdziliSmy w paragratie poprzedzajagcym, ze wla-
snoéé ta iloczynu dwdeh liczb zbioru (Z) zachodzilaby niezawodnie,
gdyby zbiér (Z) spelnial warunek 9-ty wykazu, podanego w tymze
paragrafie, poniewaz z drugiej strony dyskusya, ktérg bedziemy
mieli sposobno$é przeprowadzié pdiniej, wykaze, ze istniejs zbiory
liczb, spelniajgce waranki wykazu z paragrafu poprzedzajacego ai
do warunku 8-go wigeznie, i czynigce nadto zadoéé obecnie rozwaza-
nemu warunkowi wykazu obecnego, ale nie sprawdzajgce wa-
runku 9-go wykazu paragrafu poprzedzajgcego, przeto mozemy stu-
sznie powiedzieé, Ze warunek 8-my wykazu obecnego szerszym jest
od warunku 9-go wykazu z paragrafu poprzedzajscego.

W paragratie poprzedzajsecym dowiedlismy, ze uwagi wyslo-
wione pod 4 i B pray warunku 9-tym stanowis nastepstwa tej
okolicznodei, iz rozwazany tam zbiér liczb posiada wlasnoéé 8-msg
wykazu obecnego. Zatem mamy i obecnie twierdzenia nastgpujace:

4) Iloczyn jakichkolwiek od liczby w odmiennych liczb zbioru (Z)
rdwna sig licebie od liczby w odmiennej.

B) Jeteli przy dzieleniu liczb zbioru (Z) daielnik jest liczba od
liczby w odmienng, to dzielenie jest, w razie wykonalnosci, dziataniem
Jednoznacznem.

9°. Dzielenie liczb zbioru (Z) jest, w razie kiedy dzielnik nie jest
rdwny modutowi dodawania p, zawsze wykonalne.

Z tych samych przyezyn, co w paragrafie poprzedzajgeym,
dajemy wlasnodei tej nazwe trwalo$ci dzielenia.
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Zestawiajae warunek ten z uwaga B przy warunku 6-tym,
z uwags B przy warunku 7-ym oraz z uwaga B przy warunku 8-ym,
spostrzegamy natychmiast, Ze mamy twierdzenie nastepujgee:

Jezeli przy deieleniu liczh zbioru (Z) dzielnik jest od liczby p
odmienny, to dzielenie jest dziadaniem jednoznacznie wykonalnem; jeseli
zas dzielnik - réwna sig licebie w, to dzielenie jest wykonalne tylko
w razie, kiedy dzielna takze réwna sie liczbie u, ale wéwezas iloraz
Jest catkiem mnieoznaczony.

Nie zastanawiajac sig na razie nad zwigzkami natury logicznej,
ktére zachndzié mogs pomigdzy wlasnoseiami zbioru (%), wyszczegdl-
nionemi w powyzszym wykazie, ktéry w dalszym ciggu zawsze
cytowaé bedziemy pod nazws wykazuw z § 97-go, przechodzimy
do wysnuwania nastepstw logicznych tych wiasnosei.

Wynik kolejnego wykonania oznaczonego ciggu skonczonego
dzialan zasadniczych na skofczonej liczbie oznaczonych liczb nazy-
wamy zgodnie z umows, przyjeta w § 31-szym., wymierng kombi-
nacysq tych liczb. Jakikolwiek rodzaj liezb rozwazalibyémy, mozemy
zawsze przeksztaleié oznaczong kombinacye wymierng liczb rozwa-
zanego rodzaju na inne, réwnowartosciowe kombinacye wymierne
tychze liczb, chociazby zadna z nich liczbowo oznaczona nie byla.

Odnosne reguly stanowig to, co nazwaé mozemy formalng
strong teoryi rozwaZanego rodzaju liczb.

Zwracajac sie do zbioru liezb (Z), sprawdzajacego wyszezegdl-
nione dopiero co warunki, omdéwimy najpierw formalng strong
teoryi tych liezb, o ile ona nie jest natychmiastowem nastgpstwem
wlasnodei, lacznosei i przemiennosci dodawania i mnozenia oraz
wlasnoéei rozdzielnodei mnozenia w stosunku do dodawania; ale
przedtem uwydatnimy pewne ogélne fakty.

Uwaga A przy wl. 7° zbioru (Z) jest oczywiscie szezegdlnym
przypadkiem ogélnego twierdzenia, ktére opiewa jak nastgpuje:

I. Jezeli dzialanie dodawania na elementach jakiegokolwiek zbioru
wielkosci (@) zostato okreslone w taki sposéh, Zeby samo to dziatanie
posiadato wlasnosci tgcanosei i przemiennosei, a dzialanie odejmowania
byto dziataniem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzezen, to w zbio-
rze (D) istnieje modut dodawania.

Czytelnik sam uzasadni z latwodcig to twierdzenie, uprzyto-
mniwszy sobie dowéd uwagi 4 przy wl 5% wykazu paragrafu po:
przedzajgcego.

Jezeli pewien zbiér wielkosei (W) sprawdza zaloZenie tego
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twierdzenia, to w takim razie dwa elementy zbioru (D) zowis sig
symetrycznymi pomigdsy sobyg elementami, jezeli suma ich
réwna si¢ modulowi dodawania. Uwagi, podane pod B i C pray
wlasnosel 4° liczb zbioru (Z), pozostaja oczywidcie sluszne i w tym
przypadku, kiedy podstawimy na miejsce elementéw zbioru (Z)
elementy zbioru (®).

I Oznacemy przez (@) jakikolwick zbidr wielkosci, sprawdza-
jacy zalozenie twierdzenia I-go, a wiec 2bidr, ktdrego seczegdlnym
preypadkiem jest 2bidr liceb (Z). Jedeli tedy oznaczymy przez o i §
dwa jakiekolwiek elementy zbioru (W), a przez (' clement symetry-
czny elementowi 1, to w lakim razie zachodzi rdwnoesé nastepujaca :

M) a—p=a+p.
Istotnie, przyjmijmy

@) r=a}p.
Mamy tedy

e+ p=(+p)+pf=a+(F+p)

a poniewaz suma
F+8

réwna si¢ modulowi dodawania, przeto
&L “J!_ f=«,

r=a—f.

skad

Z réwnosei tej wynika na podstawie réwnosdei (2) réwnodé (1),
o uzasadnienie ktérej wlasnie chodzilo.

Spostrzegamy natychmiast, Ze na podstawie tw. I-go i II-go
mozemy W teoryi sum algebraicznych liczb wzglednych, rozwinigtej
w § 83-cim, na miejsce wyrazenia ,liczba wzgledna“ podstawid
wyrazenie ,element zbioru (@)%, oznaczajace przez (@) jakikolwiek
zbidr wielkofei, sprawdzajycy zalozenie tw. I-go, a wige w szezegdl-
nosei i zbiér liezb (Z). Rozszerzamy tedy rzeczywidcie w taki spo-
8éb teoryg § 83-go i w szezegélnodei umawiamy sig, ze w teoryi
zbioru (@) znakom (4-) i (—) nadawaé bedziemy, obok znaczenia
symboléw dodawania i odejmowania, jeszcze =znaczenie jako-
sciowe, polegajgce na tem, zeby w razie, gdy pewien symbol S
oznacza pewien element zbiorn (@), symbol

+ 8

oznaczal ten sam element,
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a symbol
—8
element temu elementowi symetryczny.
Powracajac do zbioru liezb (Z), spostrzegamy z latwoicia, ze
z uwagi B przy wl. 7° wynika twierdzenie nastgpujace:
IIL. Jakiekolwiek liczby zbioru (Z) oznaczylibys$my przez a i b,
mamy, jak w teoryi liczb rzeczywistych, zwiazki nastepujace:

(+) (+8) =+ ab
(— @) () =(+a) (— ) =—a.b
(— a) (— b) =+ ab.

Réwnoéei te wyrazajg w najogélniejszej formie tak zwang
regule znakéw.

Omawiajae formalng strong rachunku liezb zbioru (Z), win-
ni§my jeszcze wprowadzié pojecie stosunku dwdéch liezb i uzasadnié
reguly rachowania ze stosunkami.

Wogéle, jezeli mnozenie liczh oznaczonego rodzaju (R) posiada
wlasnoéé przemiennodei, jezeli wige dla liezb rodzaju (R) istnieje
jeden tylko rodzaj dzielenia, to iloraz podzialu oznaczonej liczby a
rozwazanego rodzaju przez drugy liczbe b tegoz rodzaju zowie sig
w przypadku, kiedy rozwazany iloraz oznaczony jest jednoznacznie,
stosunkiem liczby a do liezby b; liczba a zowie sig tedy liczni-
kiem, a liczba b mianownikiem stosunku.

Réwnosé

dwéeh stosunkdéw zowie sig proporcya, liczby a i &' stanowig tak
zwane wyrazy skrajne, a liezby b i J'— wyrazy $rednie proporcyi.

Na podstawie powyzszej definicyi stosunku dwéeh liezb i uwagi
dolgezonej do 9-go warunku spelnionego przez zbiér liezb (Z), ilo-
raz dwéch liezb zbioru (Z) stanowi stosunek dzielnej do dzielnika
w razie, kiedy dzielnik modulowi dodawania u réwny nie jest.

IV. Warunek konieczny i wystarczajacy na to, zeby zachodzida
réwnosé stosunkiw

a_ a
_b_ — ! ) (l)
gdzie oznaczylismy przez a, b, &' i b' liczby zbioru (Z) polega na

réwnosci
ag.b'=a'.b 2)



Istotnie, przyjmijmy
a ’

(3) =y &g
Z réwnosei tych mamy
eb=aqa, ¢V =d,
skad znowu wynikajg réwnodei
4) obl' = ab’, o'bb'= a'b.
W razie réwnoéei (1) mamy
(5) e=10"

z réwnodei (4) wynika tedy, ze réwnoéé (2) zachodzi.

Odwrotnie, w razie réwnosdei (2), réwnodei (4) pociggaja za
sobg réwnosé (b), a to z przyczyny nastepujgcej: poniewaz sym-
bole b i b’ oznaczajs mianowniki pewnych stosunkéw, przeto na
podstawie wyzej podanej definicyi mamy

b & PR
b.b = pu.

Zatem iloraz podzialu jakiejkolwiek liczby zbioru (Z) przez
iloczyn bb' jest jednoznacznie oznaczony, a poniewaz na podstawie
réwnosei (2) i (4) kazda z liezb ¢ i o' uwazana byé moze za iloraz

a.t
b 3 b;!

skad

przeto réwnoei (2) rzeczywiscie pociagajs za sobg réwnosé (D),
a wige i réwnowaing tej réwnodei réwnodé (1). Ostatecznie réwno-
gei (1) i (4) jednoczesnie tylko zachodzié mogs, a o to wlaénie
chodzilo.

Z twierdzenia poprzedzajacego z latwodeis wnosimy, Ze war-
to$¢ stosunku dwéch liczb zbiorn (Z) zmianie nie ulegnie, jezeli
pomnozymy licznik i mianownik, albo podzielimy te dwa elementy
przez jakgkolwiek od liezby p odmienns liczbg zbioru (Z).

Na podstawie uwagi poprzedzajacej mozemy zawsze jakakol-
wiek skorczons liczbe stosunkdéw liezb zbioru (Z) sprowadzié do
wspélnego mianownika, réwnego dowolnie przyjetej, byle od
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modulu dodawania odmiennej liczbie /, czyli zastapié przez réwne
im stosunki o tym samym mianowniku /.

V. Suma jakiejkolwiek liceby stosunkéw liczb zbioru (Z), o mia-
nownikach rdéwnych pomiedzy sobg, réwna si¢ stosunkowi sumy liczni-
kéw do wspdlnego mianownika.

Istotnie, przyjmijmy

=l e
= k=1,2,.n,
oznaczajae przez m od liczby u odmienng liczbe zbioru (7), a przez
a,, ay,... a, n jakichkolwiek lieczb tegoz zhioru. Mamy

o-m=a, (k=1,2,..n)

e(ete+..+e)m=a-+4a+..4a,

skad ostatecznie

9‘+92+---+Q.=al+“‘2‘i:---“‘|‘ﬂu‘

o co wlasnie chodzilo.

VI. Iloczyn jakiejkolwiek skonczonej liczby stosunkdw liczb
2bioru (Z) réwna sig stosunkowi iloczynu licenikéw do iloczynu mia-
nownikdw. '

Oczywiscie uzasadniliby$my natychmiast twierdzenie to w po-
danem brzmieniu drogs indukcyi matematycznej, gdybyémy tylko
uzasadnili je w razie iloczynu dwdch stosunkéw. Poprzestajemy
tedy na tym przypadku szezegdélnym i przyjmujemy

skgd

!

a
o=y €=z,

skad
ob=a, @V =d,

(eb) (@) = a.a"

Opierajgc si¢ na wlasnodciach Igcznodei i przemiennodci mno-
zenia liezb zbioru (Z), mamy stgd

(¢¢). (Bb)=a.d,

b’ 3=

zatem

4 poniewaz mamy
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ze wzgledu na nieréwnosci

U

przeto mamy

o co nam wlaénie chodzilo.

VIL Iloraz podzialu stosunkw dwdch liczb zbioru (Z) przez
drugi stosunek, naturalnie od liczby p odmienny, réwna sie iloczy-
nowi pierwszego stosunku przez stosunek, ktdrego licznik i mianownik
réwnajg si¢ odpowiednio mianownikowi i licznikowi drugiego stosunlku.

Istotnie, przyjmijmy

jak poprzednio, i zalézmy, ze prdez nieréwnodei

bku, Vp
zachodzi jeszeze nieréwnodd
o Fu

Mamy tedy
a 4= u

1 moZzemy przyjgé

9 ¥
=g
Mamy stad

-

T O=T T
czyli

p Bl

Rl = o

na podstawie twierdzenia poprzedzajacego.
Opierajac sie na twierdzeniu III-cim, upewniamy si¢ z latwo-
fcig, Ze mamy

albowiem mamy :
(@.b.a).b=(b.a".b)a

na podstawie wiasnofci przemiennofei mnozenia liczb zbioru (Z).
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Oméwiwszy formalng strong rachunkéw na lieczbach zbioru (Z),
przechodzimy do twierdzen, ktére blizej uwydatniaja naturg liczb
tego zbioru.

VIIL. Wsaystkie te liczby zbioru (Z), z ktérych kazda przed-
stawia stosunck pewnej, od modutu dodawania w odmiennej liczby
zbioru (Z) do siebie samej, sq pomie¢dzy soba réwne, a wspdlna ich
wartodé, oczywiscie od modutu dodawania odmienna, stanowi modul
mmozenia liczb rozwazanego zbioru.

Istotnie, na podstawie tw. III-go mamy

a b

a b
jakiekolwiek, byle od x odmienne liezby zbioru (Z) oznaczylibyémy
przez a i b, a z uwagi tej wynika: 1° Ze wszystkie te liczby
zbioru (Z), z ktérych kazda réwna si¢ stosunkowi pewnej od mo-
dulu dodawania odmiennej liezby tego zbioru do siebie samej, sg
pomigdzy soba réwne; 2° zZe jezeli oznaczymy przez u iz dwie liczby
zbioru (Z), to réwnosé

w.%=u

zachodzi, przy oznaczonej wartosei na z, ale bez wagledu na war-
tod¢ liczby u, w takim i tylko w takim razie, kiedy liczba x réwna
sig wspdlnej warto$ei tych stosunkdéw liezb zbioru (Z), z ktdrych
kazdy jest stosunkiem odmiennej od liczby g liczby do siebie
samej. Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu,

W dalszym ciagu oznaczaé bedziemy przez §; modud mnodenia
liczb zbioru (Z).

Poniewaz dodawanie liczb zbioru (Z) wykonalne jest bez za-
strzezen, przeto do zbioru (Z) nalezeé hedzie zbiér wszystkich liczb,
z ktérych kazda jest sums pewnej liczby skladnikéw réwnych
liezbie £, .

Zbiér wszystkich takich liezb zbioru (Z), po dolsezeniu do
niego liezby &, i modulu dodawania g, oznaczaé bedziemy przez
symbol (Cb).

Zatem liczbg zbioru (Cb) jest liczba, ktéra réwna si¢ albo
liczbie p, albo liczbie §;, albo sumie skonczonej liczby skladnikéw
réwnych liczbie §; za liczbe réwng takiej sumie o » skladnikach,
przyjmiemy symbol f,, nadto uwazaé bedziemy symbol &, jako
réwnowazny symbolowi u.
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IX. Jakgkolwiek liczbe zbioru (Z) oznaczylibysmy przez a, iloczyn

@ Gis

gdzie symbol [, ma znaczenie dopiero co okreslone, réwna sie, w razie
nieréwnosci n > 1, sumie tylu skladnikow réwnych liczbie a, ile wy-
nosi liczba catkowita bezwzgledna n.

Istotnie, twierdzenie zachodzi w przypadku, kiedy mamy

?z=2?

§2=§1+€1:

a na podstawie wlasnoéei rozdzielnosei mnozenia i definicyi liezby g,

m
— a.f=ual +al; =0a-+a.

Oznaczmy teraz przez k jakakolwiek, byle od liczby 2 nie
mniejszg liezbg calkowity, Mamy tedy

ﬂ§l+1 =a (§k+ §1) = al, + aty
= af; |- a.

Zatem, gdyby twierdzenie, ktére pragniemy uzasadnié, zacho-
dzilo przy n=1k, gdyby wige iloczyn al, réwnal sig sumie k skla-
dnikéw réwnych a, to iloczyn af,,, réwnalby si¢ sumie (k- 1)
skladnikéw réwnych a i twierdzenie zachodziloby pray n =k -+ 1.

Z wynikéw uzyskanych wnosimy, na podstawie zasady in-
dukeyi matematyecznej, ze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu,

X. Zbibr liczb (Cb) jest, przynajmniej w znaczenin szerszem,
izomorficany zbiorowi liceb catkowitych bezwzglednych, a odpowiedniosé
wzajemna liczb tych zbiordw, sprawdzajaca warunki izomorfizmu, mose
byé wrzeczywistniona, jedeli sie wumawiamy, 2e liczba T, zbioru (Cb)
i liczba calkowila n wwazane byé majq za odpowiadajgce sobie wza-

Jemnie elementy rozwadanych zbioréw w razie i tylko w razie, kiedy
zachodzi’ réwnosé

albowiem

=p.

Istotnie, rozwazana odpowiednioéé wzajemna liczb zbioru (Cb)
i liczb calkowitych bezwzglednych oczywiseie sprawdza dwa pierwsze
warunki izomorfizmu. Nadto spostrzegamy natychmiast, %¢ réwnosei

n=mun'

;n: n'

84 pomigdzy sobg réwnowazne,
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Z drugiej strony latwo dowie$¢ mozemy drogs indukeyi ma-
tematycznej, Ze mamy
§n+§n= ntp

jakiekolwiek liczby calkowite, byle od zera nie mniejsze, oznaczyli-
byémy przez » i p. Wnosimy stad bez trudnodei, Ze izomorfizm
zbioru liezb (Cb) i zbioru zwyklyeh liezb calkowityeh bezwzgle-
dnych bedzie uzasadniony, jezeli jeszcze okazemy, Ze mamy

GG =20, (1)

jakiekolwiek liczby catkowite, byle od zera nie mniejsze, oznaczyli-
by$my przez n i p.
Zwrb6émy sig najpierw do przypadku szezegélnego, kiedy mamy

p=0.
Mamy tedy
gp == “,
a zatem
é-n . gp = “‘
Z drugiej strony mamy obecnie
n.p=20,
przeto
gll,p =Lt = 1"'

Stwierdzamy wige, Ze réwnosé (1) zachodzi w razie, kiedy
mamy

p=0,
Zalézmy chwilowo, ze réwno$é ta zachodzi, jezeli tylko mamy
r=k,

gdzie k oznacza pewng liezbg catkowita, od liczby zero nie mniejszg,
1 przyjmijmy e
gH-i =0 ‘I‘ E1s
Co B =80+ (Gt 8) =864 Gy

a poniewaz liczba §; réwna si¢ modulowi mnoZenia, przeto mamy

£uGy = G-

Mamy

zatem
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Mamy wige
Lulon = L0+ G-

Ale zalozyli$my, e twierdzenie, o ktére chodzi, jest uzasadnione,
kiedy mamy p = k; zatem

gn‘ §.=§'ﬂ.n
Cn‘ §:+1 =§u.l+§lr!

s §x+s — E.. eden = Sutkf)

skad wynika, Ze

zatem

na podstawie wyniku odnoszacego sig do dodawania.

Z tego, cosmy dowiedli, wynika na podstawie zasady indukeyi
matematyeznej, ze réwnosé (1) rzecaywideie zachodzi w kazdym razie,

Ostatecznie zbiér zwyezajnych liezb calkowitych bezwzglednych
jest rzeczywidcie w szerszem znaczeniu przynajmniej izomorfiezny
zbiorowi (Cb).

Ze wzgledu na wlasnosé trwalodei dzielenia liczb zbioru (Z),
zapewniong nam warunkiem Y-tym, do zbioru tego naleZed hedzie
zbiér (Wb) wszystkich liezb, z ktérych kazda uwazana byé moze

za iloraz podzialu pewnej liczby zbioru (Cb) przez druga, byle od p
* odmienng liezbe tegoz zbiora (Cb). Zbidr liezb (Cb) stanowi ocazy-
wideie podzbidr zbioru (Wh).

X1, Zbidr liczb (WD) izomorficeny jest, w znaczeniu szerszem
preynajmniej, zbiorowi liczb utamkowych bezwzglednych, a za liczbe
utamkowa homologiczna jakiejlolwiek liczbie w zbiorze (W) wwaana
byé moze kazda liczba wlambiowa, ktdrej licenilk i@ mianownilk sq w zbio-
rze liczb calkowitych bezwzglednych elementami homologicznemi odpo-
wiednio tym liczbom zbioru (Cb), ktdre stamowiq dzielng i deielnik
w dzieleniu o ilorazie liczb zbioru (Cb) rdwnym liczbie w.

Istotnie, odpowiedniodé powyzsza sprawdza oczywiscie dwa
pierwsze warunki izomorfizmu. Zeby dowiesé, ze ona sprawdza takie
warunki 3-ci i 4-ty, oznaczmy przez w i w' dwie jakiekolwiek
liczby zbioru (W8). Mamy tedy

(1) u:%‘, 2.*.’:%2’1

oznaczajae przez L, G, £, i 0, catery liezby zbiorn (Cb), z kté-
ryeh §, i §, sa w kazdym razie od modulu dodawania {, od-
mienne.
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Liczbom u i #' odpowiadaé beds oczywideie liczby

I

m . m

P
w zbiorze liczb ulamkowych.
Na podstawie tw. III-go réwnosé

u=u (2
réwnowazna jest réwnosei

gm' cp"=€m' . Cp!

ktéra, ze wzgledu na izomorfizm zbioru (Cb) i zbioru liezb calko-
witych bezwzglednych i na to, ze liczby m, p', m' i p’ homologi-
czne sg liczbom &, ., §. i §,, réwnowaina jest réwnosei
m.p ' =m'.p,

a poniewaz rdwnosé ta réwnowazna jest rdwnosei

m_ m'

—_— = o] 3

i (3)
przeto réwnosei (2) i (8) sg pomiedzy sobs réwnowazne, skad wy-
nika, ze trzeci warunek izomorfizmu jest spelniony

Na podstawie réwnosei (1) i tw. IIl-go i IV-go mamy

T C-n gp‘ _I_ gm' .Z.v:g — gm.p’+“"-r
u + = Cp * Cp’ gp-p' '

a poniewaz liczbie o zbiorn ( Wb) odpowiada liczba nlamkowa

pp’

mp’ + m'p
pp'

r
réwna sumie liezb ulamkowych % i %, przeto, zwazywszy, i% oma-

wiana odpowiedniodé wzajemna liczb zbioru (Wb) i liczb ulamko-
wych bezwzglednych sprawdza trzy pierwsze warunki izomorfizmu,
spostrzegamy, Ze réwnosci

Ca __ 7
;;-—“4‘“

1] m , m
ﬁﬁp+#’
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odpowiednio réwnowazne réwnosciom

gnr. gﬂlpl'i-l'{f

_ &g -7

i
a __mp' -+ m'p
B pp'

sy takie pomiedzy sobg réwnowaine. Zatem rozwazana odpowie-
dnios¢ wzajemna liczb zbioru (Wb) i liczb ulamkowych bezwzgle-
dnych sprawdza 4-ty warunek izomorfizmu, o ile chodzi o doda-
wanie. Zeby przekonaé sig, ze warunek ten spelniony jest i co do
mnozenia, zwazmy, iz na podstawie wzoréw (1) mamy

% u":g”' ' c'ffzg"—‘“—'.
' ;,-;p' gﬂ-?‘
G-

Poniewa? liczbie T zbioru (Wb) odpowiada w zbiorze liezb

ufamkowych bazwzglqdny'ch liczba

m . m'
p-p’
réwna iloczynowi
W e
‘ P s P )
przeto réwnodei ;
_gi‘ = g;" g'"'
i S
a m w
8 p 0

odpowiednio réwnowazne, ze wzgledu na uzyskane juz wiyniki,
réwnodciom

La — ot
5 gﬁ .Cp-y'

o _m.m

B p.p”

sy takie pomiedzy sobg réwnowazne, a to tylko pozostawalo jeszcze
do uzasadnienia, zeby udowodnié w zupelnoéci twierdzenie, o ktére

chodzilo.
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Poniewaz zbiér wszystkich liezb wymiernych bezwzglednych
jest oczywidcie izomorfiezny zbiorowi wezystkich liczb ulamkowyeh,
przeto do bezpodrednich nastgpstw twierdzenia poprzedzajgcego na-
lezy twierdzenie nastepujace:

XIL. Zbidr liczb (WD) jest, przynajmniej w znaceeniu szerszem,
izomorficany zbiorowi liczh wymiernych bezwzglednych.

Poniewaz liczhom zbioru (Z) przysluguje wlasnodé podana
pod 5° w wykazie, umieszezonym wyzej (str. 361), a wszystkie liczby
zbioru (W) nalezs do zbioru (Z), przeto zbidr (Z) obejmuje w kaz-
dym razie zbiér (W) wszystkich liczb, z ktéryeh kazda przedsta-
wiona by¢ moze w postaci reszty odejmowania pewnej jednej liczby
zbioru (Wh) od pewnej drugiej.

XIIL. Zbidr liczb (W) jest, praynajmniej w 2naczeniu szerszem,
izomorficany zbiorowi liceb wymiernych rzeczywistych, a za liczbe
wymierna rzeczywista, homologicanq jakiejkolwiek oznaczonej liczbie w
w zhiovze (W) wwatana byé moze liczba 1, okreslona wzorem

l=a—0,

gdzie oznaczylismy przez a i b dwie liczby wymierne bezwzgledne, od-
powiednio homologiczne tym liczbom u i v zbioru (W), ktére okreslaja
liczbe w na podstawie wzoru nastepujgcego :

W=u—7u.

Istotnie, powyzsza odpowiedniodé {wzajemna liczb zbioru (W)
i liezb wymiernych rzeczywistych oezywiscie sprawdza dwa pierwsze
warunki izomorfizmu.

Zeby dowiesé, ze dwa pozostale warunki takze sy spelnione.
oznaczmy przez w i w' dwie jakiekolwiek liezby zbioru ( W)
Mamy tedy
e

w=u—2v
w=u—1v

oznaczajac przez u, v, w' i v’ catery liczby zbioru (Wb). Oznaczmy

przez a, b, a’ i b’ liczby wymierne bezwzgledne, odpowiednio ho-
mologiczne lieczbom u, v, %' i v/, i przyjmijmy

l=a—1b .

2

I'—=a — . } { )

Arytmetyka teorstycena. 26



— 386 —

Z réwnosei (1) mamy
w-4v=u
(3) ! _w-" _|_ ,Bf — u.r’
skad, uwzgledniajac wlasnodei lgeznodei i przemiennosei dodawania
liezb zbioru (Z), mamy

w+ (o4 v) =u 4
w4 —4v') =u'4v.

Opierajac si¢ na jednoznacznodei dodawania i odejmowania
liczh zbioru (%), wnosimy natychmiast z rdwnodei poprzedzajgcych,
ze réwnosé
(4) w=1w
réwnowazna jest réwnosei

(5) w—v'=u'+ v,

ktéra na podstawie izomorfizmu zbioru liczb (Wd) i zbioru liczb
wymiernych bezwzglednych réwnowazna jest réwnosei

(6) =1

Stwierdzamy wige, Ze rdwnosci (4) i (6) sa pomiedzy sobg
réwnowazne. Zatem trzeci warunek izomorfizmu jest spelniony.
Z réwnodei (3) wyprowadzamy z latwoscis, Ze

0+ 0) - 04 o) = uf-u,
w4 w' = (u-w)— (v 4 2'),
a poniewaZ, na podstawie teoryi liczb rzeczywistych i wzoréw (2),

mamy
11 =+ a) — (b+-b),

poniewaz nadto symbole

skad

a—+a i b4V

przedstawiaja dwie liczby wymierne bezwzgledne, odpowiednio ho-
mologiczne liczhom zbioru (W), jakie przedstawiajs symbole

u4-u' i v,

przeto liczba zbioru (W), przedstawiajaca sume w - w’, i liczba
rzeczywista wymierna, réwna sumie I, sy odpowiadajgcemi



— 387 —

sobie wzajemnie liczbami zbioru (W) i zbioru liezb rzeczywistych
wymiernych. Zatem, co do dodawania 4-ty warunek izomorfizmu
jest spelniony. -

Opierajae si¢ na oméwionych wyzej wlasnosciach formalnej
natury rachunku liezb zbioru (Z), wnosimy natychmiast ze wzo-
réw (1), Ze mamy

w . w' = (un' -+ v') — (v’ - w'v),
a poniewaZz mamy
' = (aa’ - bb') — (ab'+} a'b),
na podstawie wzordéw (2), poniewaz nadto wartosei wyrazen
ad'-bb" i ab’+a'b

przedstawié¢ moZna przez liczby wymierne bezwzgledne, odpowie-
dnio homologiczne pewnym liczbom zbioru (W), réwnym odpo-
wiednio wyrazeniom
ww' oo’ 1w u'v,

przeto stwierdzamy, ze iloczyny ww' i II' réwnaja sie odpowia-
dajacym sobie wzajemnie liczbom w zbiorze liczb (W) i w zbiorze
liczb wymiernych rzeczywistych. Zatem warunek 4-ty izomorfi-
zmu jest spelniony w rozwazanym przypadku i co do iloczynéw
dwéeh liczb.

Z uzyskanych wynikéw wyplywa, Ze rozwazana odpowiedniodé
wzajemna liezb zbioru (W) i liezb rzeczywistych wymiernych spel-
nia wszystkie warunki konieczne, azebysmy mogli orzec, Ze zbidér
liczh (W) jest, przynajmniej w znaczeniu szerszem, izomorficzny
zbiorowi liczb wymiernych rzeczywistych.

Zeby wyrazié, iz oznaczony zbidr liezb (L), posiadajacy sam
oznaezony ukiad wlasnosei (U), izomorficzny jest pewnemu pod-
zbiorowi kazdego takiego zbioru liczb, ktéry tez posiada uklad
wlasnodei (U), orzekadé bedziemy, ze zbiér (L,) jest typem naj-
weiszych zbioréw liezb, posiadajacych rzeczony uklad wlasnosei.
Przyjawszy te definicyg, mamy twierdzenie nastgpujgce:

XIV. Zbior liczb rzeczywistych wymiernych jest typem najwes-
szych 2biordw liczb, posiadajacych wlasnosci, wyszczegdlnione w wy-
kazie, podanym na czele tego paragrafi.

Istotnie, sprawdzamy z latwoscig, ze zbidr liezb wymiernych
rzeczywistych posiada wszystkie wlasnodei wspomnianego wykazu.

256*
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7 drugiej strony, jezeli pewien zbiér liczb (Z) rzeczone wiasnodei
posiada, to obejmowad on bedzie, jako podzbidr, zbiér liczb, ktéry
oznaczylismy wyzej przez (W). Zatem, na podstawie tw. XII-go,
twierdzenie, o ktére chodzi, rzeczywideie zachodzi w podanem
brzmieniu.

§ 98. Jezeli oznaczymy przez (Z) jakikolwiek =zbiér liczb,
byle sprawdzajacy warunki wykazu z § 96-go, to twierdzenia, uza-
sadnione w paragrafie poprzedzajgcym, oczywiscie zachodzié nie
przestang, gdyz zbidr (Z) sprawdzalby w takim razie wszystkie
zaloZenia twierdzen rzeczonego paragrafu, ale wéwezas wyniki uzy-
skane w paragrafie poprzedzajgeym bedg mogly byé uzupelnione.
Takiemu wlasnie nzupelnieniu wynikéw paragrafu poprzedzajacego
poéwigeamy paragraf obecny, umawiajae si¢ jednoczeénie, Ze sym-
bol (Z) uwazaé bedziemy we wszystkich rozwazaniach para-
grafu niniejszego za symbol zbioru liczh, posiadajacego wszystkie
wlasnoéei, wyszezegdlnione w wykazie z § 96-go.

Na podstawie wilasnoéei 11° w § 96-tym (czyli postulatu Archi-
medesa) i tw. IX-go paragrafu poprzedzajacego zachodzi oczywi-
$cie twierdzenie nastepujace:

L Jedeli tylko liczba a zbioru (Z) sprawdza nierdunosé

a‘>§0:

a symbol b oznacza dowolnie przyjeta liczbe ze zbioru (4), to w takim
razie istnigje zawsze w zbiorze liczb (Ob) taka liczba ,, ktdra ceyni
zadosé nierdwnosei

a.¢,>b.

IL Jeteli oznaczymy przez a i b dwie liczby zbioru (Z), to
réwnosé

1) a=1"b
réwnowaina jest réwnosci

(2) a—b= ‘.:0 H
a nierdwnosé

(3) a>b
— nieréwnosei

(4) a—b> .

Istotnie, réwnod¢ (2) oczywiscie réwnowazna jest réwnosei

® . a=b—1G,



