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XI. Ogélne pojecie liczby.

§ 95. Wyraz liczha oznacza kazda rzecz, stanowigca jeden
z elementéw takiego zbioru (Z), ktérego elementom, ze wzgledu na
pewne ogélne warunki, przez zbidr ich spelnione, dajemy nazwe
liczb oznaczonego rodzaju; warunki te sg nastgpujgce:

10, Elementy zbioru (Z) powinny byé, o ile nie sg liczbami
calkowitemi bezwzglednemi, tworami umystowymi, powolanymi do
istnienia przez definicye oparts, mniej lub wigeej bezposrednio, ale
w kaidym razie wylgcznie, na pojeciu liczby calkowitej oraz na
tych ogdlnych i oderwanych pojeciach, ktére razem stanowig ogélne
warunki logicznego myslenia.

20, Zbidér (Z) powinien byé, na podstawie definicyi, ustano-
wionyeh zgodnie z zasadami rozdzialu II-go, zbiorem wielkosei
przynajmniej w szerszem znaczeniu tego wyrazu.

30. Dla zbioru (Z) powinny byé ustawione definicye, stwa-
rzajace teorye dzialan zasadniczych na jego elementach.

Zeby uzyskaé érodki do poréwnywania pomigdzy soby réznych
rodzajéw liezb, wprowadzamy ogélne pojecie izomorfizmu dwéch
zhioréw wielkosei, dla ktérych dzialania zasadnicze zostaly okre-
dlone.

W tym celu zalézmy, Ze pomigdzy elementami pewnych dwéch
zbioréw wielkodei mozna ustawié taks odpowiedniodé, zeby spelnione
byly warunki nastgpujace:

10, Jezeli pewnemu elementowi e zbioru (Z) odpowiada pewien
element ¢’ zbioru (Z’), to elementowi ¢ zbioru (Z') odpowiada ele-
ment ¢ zbioru (Z). Zeby wyrazié, iz dwa elementy nalezgee odpo-
wiednio do zbioréw (Z) i (Z’) odpowiadajg sobie wzajemnie w oma-
wiany sposéb, orzekaé bedziemy, Ze elementy te sg homologi-
cznymi elementami rozwazanych zbioréw.



— 352 —

20, Do kazdego elementu kazdego ze zbioréw (Z) i (Z’) nalezy
zawsze w drugim zbiorze przynajmniej jeden element homologiczny
pierwszemu.

80, Jezeli oznaczymy przez a i b dwa elementy jednego
ze zbioréw (Z) lub (Z’), a przez a’ i 0’ elementy homologiczne
drugiego zbioru, to réwnosei

sy pomiedzy sobg réwnowazne.

40, Jezeli oznaczymy przez a, b, 21y catery elementy zbioru (Z)
odpowiednio homologiezne oznaczonym elementom «', V', ' i ' zbioru
(Z"), to réwnosé

r=a-+b
rownowazna jest réwnosei

w.r — a: _}_ br:
a réwnogd

y=a.b
rdwnosei

3/! — a! . b!'

Jezeli odpowiedniosé wzajemna elementéw dwéeh zbioréw wiel-
kosei (Z) i (4') tak moze by¢ okreslona, zeby spelniala précz cazte-
rech warunkéw poprzedzajacych, jeszeze warunek dodatkowy, pole-
gajacy na tem, Zeby w razie, kiedy oznaczymy przez a i b dwa
elementy zbioru (Z) lub zbioru (Z’), a przez o’ i ' elementy od-
powiadajace odpowiednio w drugim zbiorze elementom a’ i 5’ pierw-
szego, nieréwnosci

a<lb i o<V

byly pomigdzy sobg réwnowaine, to zbiory (Z) i (Z’) zowig sie
$cisle izomorfiecznymi zbiorami wielkoéei, albo zbiorami wiel-
kodei izomorficznymi w znaczeniu Scislejszem.

Zeby wyrazié, ze oznaczona odpowiednio$é wzajemna elemen-
téw dwéeh zbioréw wielkosci (Z) 1 (Z’), sprawdzajaca dwa pierwsze
warunki izomorfizmu, czyni jeszcze zados¢ warunkowi, polegaja-

cemu na tem, zeby przy oznaczaniach, ktére okredlilismy dopieroco,
zwigzki

a=b 1 a { b
byly odpowiednio réwnowazne zwigzkom

=V i o<V,
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orzekaé bedziemy, Ze rozwazana odpowiednio$é wzajemna elemen-
téw zbioréw (Z) i (Z’) sprawdza trzeci warunek $§cislego
izomorfizmu rzeczonych zbioréw.

Bezpoéredniem nastepstwem powyzszych definicyi jest oko-
licznodé nastepujgca: jeseli kazdy z pewnych dwdch elementéw c,
i ¢, oznaczonego zbioru wielkosci (Z) wwazany byé mode za element
homologiczny oznaczonemu elementowi e pewnego zbioru wielkosci, izo-
morficznego zbiorowi (Z), to w takim razie zachodzi réwnosé

6 ="y

Drugie, réwniez bezposrednie nastepstwo powyzszyceh definicyi
polega na tem, 2e dwa zbiory wielkosci, 2z ktdrych kazdy izomor-
Jiceny jest pewnemu trzeciemu zbiorowi wielkosei, sa takie pomiedzy
soba izomorficzne.

I. Uwazajmy dwa izomorficzne pomiedzy soba zbiory wielko-
dci (4) ¢ (4"), oznacamy przez ay, a,... a, tyle elementow zbioru (Z),
ile wynosi pewna liczba catlowita n (n = 2), a przez a,, ay,... a, ele-
menty zbiorw (Z') odpowiednio homologiczne elementom a,, ay,... 4,
2bioru (Z). Oznaczmy nadto przez f(a,, a,,... a,) oznaczona kombi-
nacye wymierna (§ 31) elementdw ay, ay,... a, i wwazajmy wyrazenie
S (a1, aa,... @;), na ktdre przemienia sie wyraenie f (a,, ay,... a,) przez
podstawienie elementéw ay, ay,... a, na miejsce elementéw a,, ay,... a,.
Jezeli mamy tedy pewnosé, e dzielenia, zagnuczone w wyrazeniy
[ (ay, ay,... @) albo w wyrateniu f (a;, ay,... a,), sa wykonalne i pro-
wadza do wyniku o wartosci oznaczonej jednoznacenie, to deielenia,
zaznaczone w drugim z rozwatanych wyrazéw, takze sa wykonalne
i takze prowodza do wyniku o warlosci oznaczonej jednoznacznie,
a nadto, jedeli oznaczony przez x element zbioru (4) homologiczny
Jjest pewnemu elementowi x' zbioru (Z'), to rdwnania

= L0y Bygisa ) (1)

2= f (a1, ;... @) (2)

beda pomiedzy sobg réwnowaine.
Upewnijmy si¢ najpierw, Ze twierdzenie zachodzi w przypadku
szezegdlnym, kiedy mamy

n=2,
Arytmoetyka teoretyczna. 23
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Jezeli symbol f (4, a,) przedstawia jedng!) z sum

a, +a, albo a,-}a,,
albo jeden z iloczyndéw
a,.a, lub a,.ay,

to rozwazane twierdzenie zachodzi bezposrednio na podstawie 4-go
warunku izomorfizmu, a nadto dlatego, Ze dzialania dodawania i mno-
Zenia sy dzialaniami jednoznacznemi, wykonalnemi bez Zadnych za-
strzezen. Zalézmy wigc, Ze dzialanie, zaznaczone w wyrazeniu f(a,, a,),
jest odejmowaniem albo dzieleniem,

Na podstawie zaloZeri twierdzenia dziatanie, oznaczone liters f,
wykonalne jest niezawodnie w jednem przynajmniej z wyrazen
f (&, a) i f(a,a), powiedzmy w wyrazenin f(a,, @,) i okrefla
wartosé tego wyraZenia jednoznacznie,

Drogy ewentualnej zamiany wzajemnej znaczenia symbolu a,
i znaczenia symbolu @, moZemy oczywiscie zawsze tego dopigé,
zeby réwnanie

®3) z = f (o, ap)

réwnowazne bylo réwnaniu postaci

(4) @ (a1, %) = ay,

gdzie @ (a,,) oznacza jedno z wyrazen

o+, z40a, a.z lub x.a,.

Na podstawie 4-go warunku izomorfizmu dwéeh zbiordw wiel-
koéci réwnanie (4) pociggajs za sobg réwnanie

(6) ' (a;: @) = ay.

Zatem dzialanie, zaznaczone w wyrazeniu f (a, a;), jest wyko-
nalne. Wynik dzialania tego oznaczony jest jednoznacznie; gdyby
bowiem dwie pomigdzy soba nieréwne wartodei na ' mogly spraw-
dzaé réwnanie (), gdyby innemi slowy, kaidy z pewnych dwéch
pomigdzy sobs nieréwnych elementéw zbioru (Z’) uwazany byé

Y Ze wzgleda na calkiem ogdlue stanowisko, ktére zajmujemy obeenie, nie
zakladamy, Zeby dedawanie albo mnoZenie posiadaly wlasno#é przemiennoéei albo
Jjakgkolwiek inng wlasnoéé, nie bgdaca nastepstwem ogélnych, w rozdziale V-tym
podanych definicyi tych dzialan,
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mégl za jedng z wartoei wyradenia f(a;,ay), to elementy homolo-
giczne zbioru (Z) przedstawialyby dwie wartodei na x, z ktérych
kazda sprawdzalaby réwnanie (4) i, wbrew zaloZenin, wyraZenie
f(ay,a,) nie byloby wyrazeniem jednowartodeiowem. Ale skoro
wyrazenie f'(ay, as) jest jednoznaczne, to réwnanie

o' = f(ay, a) (6)

réwnowazne jest réwnaniu (5). Poniewaz zad réwnanie (3) pocigga za
sobg réwnanie (4), przeto réwnanie (3) pocigga za sobs réwnanie (6).

Gdybysmy byli zalozyli wykonalno§é dziatania zaznaczonego
w wyrazeniu f(a;,a;) a zarazem jednoznacznosé tegoz wyrazenia,
to w sposéb calkiem analogiczny stwierdzilibySmy wykonalnosé
dzialania, zaznaczonego w wyrazeniu f(a,, a,), oraz jednoznaczno$é
tegoZ wyraZenia i t¢ okolicznodé, Ze réwnanie (6) pocigga za sobg
réwnanie (3).

Ostatecznie uzasadniliémy twierdzenie w przypadku szezegdl-
nym, kiedy mamy =

Poniewas zaé z latwoscia stwierdzilibyémy, Ze twierdzenie
zachodziloby przy n=pt+1 (p=2),

gdyby tylko ono zachodzilo w razie istnienia zwigzku
n=p,

przeto na podstawie zasady indukeyi mwatematycznej, twierdzenie
zachodzi w podanem brzmieniu.

II. Oznacemy przez (A) ¢ (B) takie dwa zbiory wielkodei, Zeby
dziatania zasadnicze na elementach lkaddego z nich bydy okreslone,
naturalnie w sposéb zgodny z zasadami rozdziatéw IT-go i V-go, i za-
dsmy, e zbidr (A) izomorficzeny jest pewnemu (ze zbiorem (B) moga-
cemu zlewaé sie) podzbiorowi (A') zbioru (B). Jedeli tedy oznaczymy
przez (Z) zbidr, uzyskany przez polaczenie ze soba zbiordw (d) i (B),
to w takim razie moemy, nie wykraczajac ani prezeciwko zasadom
rozdziatu Il-go, ani przeciwko zasadom rozdziatw V-go, nadaé zbio-
rowi (Z) charakter zbioru wielkodci i okreslié dzialania zasadnicze na
elementach tego zbioru, przyjmujac umowy nastgpujace:

19, Jezeli dwa elementy zbioru (Z) naleta obydwa do zbioru (4),
to pordwnanie ilodciowe tych elementéw wylkonywaé bedziemy na pod-
stawie requl, prayjetych w teoryi zbioru (A); jezeli za$ dwa elementy
zbioru (Z) naleza obydwa do zbioru (B), to pordwnanie ilosciowe tych

23%
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elementéw wykonywaé bedziemy na podstawie requt, przyjetych w teoryi
zbioru (B); jekeli nareszcie pewien element o zbioru (Z) nalety do
zbioru (A4), a pewien drugi element B zbioru (Z) — do zbioru (B),
to oznaczywszy przez o« element homologicany 1w zbiorze (A') elemen-
towi a zbioru (A), orzekaé bedziemy, e zachodzi rdéwnosé

skoro tylko mamy

nadto, gdyby zbiory (A) i (A') izomorficene byly w znaczeniu Scislej-
szem, to nierdwnosci

alf 1 a>p
naledatoby uwazaé za zwiazki odpowiednio réunowazne nierdwnosciom
d<p 1 d>E

20 Zeby olreslié dodawanie i mnogenie na dwdch elementach e
i B zbioru (Z) i stworzyé tem samem teorye dziatan zasadniczych na
elementach tego zbioru, rozrdémiamy, jak przed chwila, tray jedynie
mozliwe praypadki nastgpujace:

A) Elementy « i 8 naleta do zbioru (4).

B) Elementy a i f§ naleéa do zbioru (B).

C) Jeden z elementéw, powiedzmy o, nalezy do zbioru (4),
a drugi § do 2bioru (B).

W pierwseym prezypadku przyjmiemy za sume i iloczyn w ozna-
czonym porzadku uszeregowanych elementéw « i § elementy zbioru (Z)
odpowiednio réwne tym elementom zhioru (A), kidre wedlug teoryi
zbioru (A), przedstawiaja odpowiednio sume i iloczyn elementéw a i f,
uszeregowanych w rozwakany sposdb.

W drugim przypadku przyjmiemy za sume i iloczyn elementéw
a i B, uszeregowanych w oznaczonym porzadku, elementy zbioru (Z)
odpowiednio rdwne tym elementom zbioru (B), kidre wedéug teoryi
tego zbioru przy rozwazanem uszeregowaniu elementéw @ i § przed-
stawiaja odpowiednio ich sume i ich iloczyn.

W trzecim przypadlu nareszcie uwaiamy homologiczny elementowi &
element o' zbioru (A') i umawiamy sie, e wyznaczaé bedziemy wartosci

wyrazen atpB fte, a.p i .o
z réwnan nastepujacych:

atp=a' 48, p+a=p+o
a.f=a'.g, f.a=p.d.
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Zeby twierdzenie to uzasadnié, uwazajmy jakikolwiek element 2
zbioru (Z) i oznaczmy przez § element, ktéry, w razie gdy element 2
nalezy do zbioru (B), zlewa sie z elementem 2z, a w razie, gdy ele-
ment z nalezy do zbioru (4), jest elementowi 2z homologicznym ele-
mentem zbioru (B). Elementy 2z i §, z ktérych g oczywiscie zawsze
nalezy do zbioru (B), nazywaé bedziemy homologicznymi elemen-
tami zbioréw (Z) i (B).

Oznaczmy przez z iz’ dwa jakiekolwiek elementy zbioru (Z)
a przez B i f’ elementy im homologiczne w zbiorze (B). Spostrzegamy
z latwoscia, opierajge sieg na zalozemiach twierdzenia i na regulach,
wedlug ktérych poréwnywanie ilodciowe elementéw zbioru (Z) ma
byé wykonywane, Ze réwnosei

2=z i ﬁ - ﬁ :
83 pomiedzy sobg réwnowazne, a nadto, w razie gdy zbiory (4)
i (B) s zbiorami wielkodei w znaczeniu écislejszem i jezeli przy-
tem izomorfizm zbioréw (A4)i (A’) zachodzi w znaczeniu dcislejszem,
nieréwnosé

22
réwnowazna jest nieréwnosci

g <,
zad nierdéwnoéé

z >z
nieréwnosei

B>p.

Z uwagi tej wnosimy z najwigkszg latwoscia, Ze te reguly
poréwnywania ilosciowego elementéw zbioru (Z), o ktére chodzi,
czynig zadosé zasadom rozdzialu II-go.

Zachowujae powyZsze oznaczenia, stwierdzamy natychmiast,
ze wyslowione w twierdzenin definicye dodawania i mnoZenia na
elementach zbioru (Z), pociggaja za sobg réwnoéel nastgpujgee:

o=+
sz =p
2.=p.f
Z.2=§.8,
a z twierdzen, polegajacych na tych réwnosciach, latwo wywnio-

skowaé mozemy, Ze definicye, o ktére chodzi, spelniajs warunki
rozdzialu V-go.
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Zatem twierdzenie winno byé uwazanie za uzasadnione w zu-
pelnosei.

Zeby wyrazié, ze dwa zbiory wielkodei, ktére sprawdzaja za-
lozenia twierdzenia poprzedzajgcego, laczymy w jeden zbidr wiel-
kosei w sposéb oméwiony w rzeczonem twierdzeniu, orzekamy, ze
zespalamy rozwazane zbiory ze sobs.

W rozdzialach poprzedzajacych napotykamy dwa przyklady
tworzenia nowego zbioru liezb droga zespolenia dwdch zbio-
réw liezb, z ktérych jeden byl izomorficzny cze¢éei drugiego. Pierw-
szy przyklad tego rodzaju stanowi utworzenie zbioru liczb bezwzgle-
dnyeh wymiernych przez polgczenie ze zbiorem liczb ulamkowych
zbioru liczb ealkowitych bezwzglednych. ktéry, jakesmy dowiedli,
nie poslugujge si¢ co prawda wyrazeniem ,zbiory izomorficzne®,
izomorficzny jest tej czgsci zbioru liezb ulamkowyeh, ktéra obej-
muje liczby ulamkowe o licznikach podzielnyeh przez mianowniki;
drugi taki przyklad stanowi utworzenie zbioru liczb rzeczywistych
przez zlgezenie zbioru liczb bezwzglednych, ktéry izomorficzny jest
zbiorowi liczb wzglednyeh dodatnich, z pelnym zbiorem liczb
wzglednych.

W rozdziale, ktéry poswigeimy teoryi mierzenia, przekonamy
sig, Ze dwa izomorficzne zbiory liezb stanowis takie narzedzia do
badania przyrody, Ze kaide z nich w zupelnodci zastapié moze
drugie. Ze stanowiska za§ oderwanej teoryi zachodzi oczywiscie
okoliczno$é nastepujgea: Jezeli dwa zbiory lieczb sa izomorfiezne,
a mozemy przytem rzeczywiscie wyznaczy¢ w kazdym z tych zbio-
réw liczbg homologiczng liczbie dowolnie danej w drugim, to w ta-
kim razie mozemy natychmiast sprowadzié wszelkie do jednego
z rozwazanych zbioréw odnoszgce sig zagadnienie, polegajace na
poréwnywaniu ilo§ciowem pewnych liczb lub na wykonaniu pe-
wnych dzialafi zasadniczych na tych liezbach, do zagadnienia tego
samego rodzaju, odnoszgcego si¢ do liezb homologieznych w drugim
zbiorze.

Uwaga poprzedzajaca moglaby wydaé si¢ niezupelnie uzasa-
dniong w razie, kiedy dwa zbiory liczb bylyby zbiorami izomor-
ficznemi tylko w znaczeniu szerszem. W rzeczywistosei jednak
wspomniana uwaga jest uzasadniona we wszystkich przypadkach.
Istotnie, jezeli najpierw chodzi o zbiory liezb, z ktéryeh kazdy jest
zbiorem wielkodei tylko w znaczeniu szerszem, to réwnowaznosé ich
w razie istnienia izomorfizmu, ktéry wtedy moze byé tylko izomor-
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fizmem w znaczeniu szerszem, oczywiscie watpliwg nie jest. Jezeli
za§ jeden, albo kazdy z pewnych dwéch zbioréw liczh, wzajemnie
izomorficznych w znaczeniu szerszem, jest zbiorem wielkosei w zna-
czeniu fcislejszem, to w takim razie moZemy oczywiscie zawsze,
drogg uzupelnienia, albo zmiany regul poréwnywania ilociowego
liczb dla jednego z rozwazanych zbioréw liezb, urzeczywistnié izo-
morfizm w znaczeniu Scislejszem.

Z wyjasnieti powyzszych wynika, ze izomorficzne zbiory liczb
nie sg rdzennie od siebie odmienne, a cala rodzina izomorfieznych
pomigdzy sobg zbioréw liczb uwazana byé moze za znang, skoro
jest znany jeden ze zbioréw rodziny. Zatem kaidy zbiér liczb
rodziny izomorficznych pomigdzy soba zbioréw liezb uwazany byé
moze za typ tej rodziny.

Na podstawie tychze wyjasnieri uwazamy za wlasnoscei cha-
rakterystyczne oznaczonego zbioru liezb (Z) te, ktére przyslu-
guja wszystkim zbiorom izomorficznym zbiorowi (7) i tylko takim
zbiorom, rozumiejge przytem izomorfizm w znaczeniu Scislejszem
lub szerszem zaleznie od tego, czy zbidr (Z) jest zbiorem wielkodei
w znaczeniu $cislejszem, czy tez szerszem.

Jezeli zespolimy z oznaczonym zbiorem liczb (Z) zbidr liezb (Z7),
izomorficzny (w znaczeniu szerszem lub éciflejszem, zaleznie od tego,
czy zbidér (Z) jest zbiorem wielkosdci w znaczeniu szerszem czy ei-
dlejszem) pewnej czedei zbiorn (Z) albo calemu temu zbiorowi, to nowy
zbidr liezb ({), ta droga uzyskany, oczywiscie bedzie izomorfiezny
zbiorowi (Z) i bedzie mdgl by¢ uwazany za typ tej samej rodziny
izomorfieznych pomiedzy sobsy zbioréw, za ktérej typ uwazany
méglby byé zbiér (Z).

Odwrotnie, jezeli zbiér (Z) rozdzelony byé moze na dwa
zbiory (Z;) i (Z;) tak, zeby kazdej liczbie zbioru (Z,) odpowiadala
réwna jej liczba w zbiorze (Z,), to zbidr (Z,) oczywidcie izomor-
ficzny bedzie zbiorowi (Z) i prayjety byé moze zamiast zbioru (Z)
za typ rodziny zbioréw izomorficznych temu zbiorowi.

§ 96. Ze wzgledu na podstawowe znaczenie zbioru liczb rze-
czywistych nasuwa sig problem ustawienia wykazu wlasnodei cha-
rakterystycznych tego zbioru liczb.

' Na podstawie wyjasnien, podanych w paragrafie poprzedzajacym,
nalezy problem ten rozumieé w sposéb nastgpujacy: ustawié taki
uklad warunkéw, Zeby ukladowi temu ezynil zadoséé¢ zbidr liezb rze-
czywistych oraz kazdy zbidr liczb jemu izomorficzny, ale zaden inny.
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Zeby wyslowi¢ twierdzenie, stanowiace rozwiazanie problemu
poprzedzajacego, okreslamy najpierw wyrazenie ,typ najszer-
szyech zbioréw liczb czynigeychzado$§d oznaczonemu
ukladowi warunkdéw (U)“; przez wyraZenie to oznaczamy
wszelki taki, warunki ukladu (U) sprawdzajacy, zbiér liczh (Z),
ktéry ma wlasnodé nastepujaca: kazdy zbiér liezb, sprawdzajacy
warunki ukladu (U), jest izomorficzny albo samemu zbiorowi (Z),
albo pewnemu podzbiorowi tego zbioru.

Twierdzenie, ktére mieliSmy wyZej na myéli, opiewa, jak na-
stgpuje:

Zbibr licgb rzeczywistych jest typem najszerszych takich zbioréw
liczb, 2 ktérych kaédy (Z) posiada wszysthie wlasnodci, wystowione
w wykazie nastepujacym :

10. Zbidr liczb (Z) jest zbiorem wielko$ci w znaczeniu $cislejszem.

2°, Dodawanie liczb zbioru (Z) jest, zgodnie z ogdlnemi zasa-
dami rozdziatu V-go, dziataniem jednoznacznem, wykonalnem bez
zastrzeden.

3% Dodawanie liczb zbioru (Z) posiada wiasnosé przemiennosei,
bee wzgledu na licehe skiadnikdw.

Zeby usunaé wszelkie nieporozumienia przy pojmowaniu dal-
szych warunkéw wykazu, ktérym czynié ma zadodé zhiér (Z),
zaznaczamy, ze na podstawie ogélnych twierdzen rozdzialu V-go,
koniecznem nastgpstwem wlasnodci przemiennosei dodawania liczb
zbiorn (Z) sa okolicznodei nastgpujgce:

A) Dodawanie liczb zbioru (Z) posiada wlasnoéé fgcznosei.

B) W stosunku do liczb 2bioru (Z) istnieje jeden tylko rodzaj
odejmowania.

4% Jakickolwiek liczby zbioru (Z) oznaczylibysmy przez a, b iV,
nieréwnosé

b ¥

pociaga za soba nierdwnosé.
atb<a-b.
Do warunku tego nawigzujemy uwage nastepujacs:
Nawet gdybyémy warunek ten zastgpili przez warunek mniej

daleko idgcy, a polegajacy na tem, zeby koniecznem nastgpstwem
nieréwnosei
e

at-ba¥,

byla tylko nieréwnoéé
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to juz i w takim razie (§ 29, tw. I i II) jednoznacznoéé odejmowania
dla liezb zbioru (Z) bylaby, w razie wykonalnosei tego dzialania,
zapewniona w zupelnusei.

5. Odejmowanie w teoryi liceb zbioru (Z), jednoznaczne na
podstawie warunku poprzedzajacego, wykonalne jest bez dadnych za-
strzezen.

Warunek ten wyrazamy krétko, orzekajae. ze w teoryi liczb
zbioru (Z) odejmowanie posiada wlasnosé trwalosei.

Do tego warunku takie nalezy nawigzaé pewne uwagi:

A) Wszystkie takie liczby zbioru (Z), 2z ktérych kazda przed-
stawia rdéénice dwdch rdéwnych pomiedzy sobg liczb tegod zbioru, sq
pomiedzy sobg réwne, a wspdlna ich wartoéé stanowi modut (str. 93)
dodawania liczb zbioru (7).

Ze wzgledu na wlasnoéé trwalodei i jednoznacznodei odejmo-
wania liezb zbioru (Z), odejmowanie na liczbach zbioru tego wy-
konalne jest w szczegdlnosei takze w razie réwnoscei odjemnej i od-
jemnika. Zatem liczby, stanowigce przedmiot twierdzenia, o ktére
chodzi, niezawodnie istniejs w zbiorze (Z). Oznaczmy przez a i b
dwie dowolnie wybrane liczby ze zbioru (Z). Mamy tedy:

b+4(a—a)={(b — a) +a) + (a —a).

Opierajac si¢ na wlasnoéciach przemiennoéei i lacznosei do-
dawania liczb zbioru (Z), wyprowadzamy z réwnosdei poprzedza-
jacej réwnoéé

b(a—a)=0b—a)+{(a—a)+a),
(@—a)+a=a,
b+(a—a)=(b—a)+a
bt (a—a)="b.

Na podstawie definicyi odejmowania réwnoéé ta réwnowazna
jest réwnosci

a poniewaz
przeto

skad

a—a=b—b,

a z réwnodei tej wynika, e wszystkie te liczby zbiorn (Z), z kté-

rych kaZda uwaZana byé moze za réznicg dwéch réwnyeh pomig-

dzy sobg liczb tegoz zbioru, sa rzeczywiscie pomigdzy sobg réwne.
Oznaczmy przez p wspdlng wartodé tych liczb.
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Jeseli oznaczymy praez a i x dwie liczby zbioru (Z), to rdwnosci

(1) r=p
i
@) atz=a
beda pomiedzy sobg réunowagne, bez wzglgdu na wybdr elementu a.
Istotnie, mamy
b—b=up,

jakakolwiek liczbe zbioru (Z) oznaczylibyémy przez b; mamy wige
w szczegdlnosel
a—a= M.

Zatem réwno$é (1) réwnowazna jest réwnodei
r=a—a,

ktéra znéw réwnowazna jest réwnosei (2) na podstawie definicyi
odejmowania. Stwierdzamy wige, ze réwnosei (1) i (2) rzeczywiscie
sy pomigdzy sobs réwnowazne bez wzgledu na wybdr elementu a.
Zatem symbol g przedstawia modul dodawania liczb zbioru (Z)
a o to tylko jeszeze chodzilo.

B) Oznacemy preez a i b dwie liczby zbioru (Z), a przez p, jak
wyzej, modut dodawania liczb zbioru (Z). Nierdwnodé

1

(1) b>p
réwnowazna jest nierdwnodci

(2) a+t+b>a,
a nierdwnosé

3) b<n
nierdwnosci

(4) a4b<a.

Istotnie, na podstawie wlasnosei 4° zbioru (Z), nieréwnosé (1)
pocigga za sohg

a+b>a--p,
a+b<a+tp,

bez wzgledu na wartoéé elementu a. Poniewas zas mamy

& nieréwnosé (2)

a4 pu=a,
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przeto nieréwnosé (1) pociaga za soba nierdwnodé (2), a nierd-

wnosé (3) — nieréwnoéé (4). Zwazywszy, i4 w razie nieréwnosei
at+ba
réwnosé
b= 122

zachodzi¢ nie moze, wnosimy latwo, ze w przypadku, gdy mamy
nieréwnosé (2), zachodzié musi nieréwnosé (1), a w przypadku, gdy
mamy nierdwnosé (4) — nieréwnosé (3). Zatem uzasadniliémy w zu-
pelnodei twierdzenie, o kiére chodzilo.

C) Kaddej liczbie 1 zbioru (Z) odpowiada, ze wezgledu na trwa-
d08¢ 1 jednoznacznosé odejmowania liczh zbioru (Z), druga liczba U,
ktdrej wartosé okresla w zupetnosci réwnanie

IV =p, )

gdzie oznaczylismy, jak wykej, przez u modut dodawania liczb zbioru(Z).

Poniewaz stosunek pojeciowy liezby ¢ do liczby I’ oczywiscie
nie rézni sig od stosunku pojeciowego liczb I do liczby 7, przeto
wyrazamy stosunek wzajemny tych liezh, nazywajac je symetry-
cznemi pomigdzy sobg liezbami zbioru (Z).

D) Oznaczamy przez I, U i " trzy liczby 2zbioru (Z). Jedeli
liczba 1 symetryczna jest liczbie I') a liczba U liczbie U, to {fatwo
stwierdzi¢ mozemy. #e liczba I' rdwna sie liczbie 1. Jeseli zas liczba 1
rowna sie lezbie I, a liczba U jest, jak prezed chwila, liczba syme-
trycena liczbie I, to rdwnie datwo stwierdzamy, 2e liceby 1 i 1" sq
pomiedzy soba symetryczne.

E) Jekeli dwie liczby 1 i I! zbioru (Z) sa pomiedzy soba syme-
tryczne, to w takim razie zachodzi jedno z dwojga: albo liczby 1 i U
sa pomiedzy soba réwne, a wspdlna ich wartosé réwna si¢ modulowi
dodawania p, albo jedna z nich jest od modutu dodawania p mniejsza,
a druga — wigksza.

Istotnie, mamy w kazdym razie

I4-T=p; (1)
gdyby wige jedna z liczb [ i I/, powiedzmy V', réwna byla liczbie g,
to mieliby$my
I+l=l4+p=l,

a zatem na podstawie réwnogei (1) mieliby$my

l=u.
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Zaléimy, e jedna z liezb I i V', powiedzmy I, jest od modulu
dodawania u odmienna. Mamy tedy albo

(2) 1>,
albo :
3) < u.

Na podstawie wlasnodei 4° zbioru (Z) mielibydmy w razie
nieréwnosdei (2)
140> pt,

a w razie nierdwnodei (3)

U <uttl.
Poniewaz za$§ rownosé (1) zachodzi w kazdym razie, a ze
wzgledu na definicye modulu dodawania mamy

Vu=r,
przeto nieréwnosé (2) pocigga za sobg nieréwnodéd

r<u,
a nieréwnosé (3) nieréwnosé
> .

Z tego cofmy uzasadnili wynika bezpoérednio twierdzenie,
o ktére chodzilo.

Poniewa? w zbiorze (Z) istnieje nieskonczenie wiele liczb od
modulu dodawania odmiennych, a to na podstawie ogdlnej definieyi
pojecia liezby, przeto z twierdzenia, ktérego dowéd podalismy do-
piero co, wynika, 2e w zbiorze (Z) istnieje nieskonczenie wiele liczb
od modudu dodawania mniejszych i nieskonczenie wiele liczb od mo-
dudu dodawania wiekszych.

6°. Mnozenie liczb zbioru (Z) jest, zgodnie z ogdlnemi zasa-
dami rozdziadu V-go, dziataniem jednoznaczmem, wykonalnem bez za-
strzeden.

1% Mnozenie liczb zbioru (Z) posiada wlasnoéé rozdzielnosci
w stosunku do dodawania.

Powiadam, ze stad wynikajs konsekwencye nastgpujace:

4) W stosunku do odejmowania mmozenie liczb zbioru (Z) po-
siada wlasnodé rozdzielnosci.

B) Jekeli praynajmniej jeden z caynnikéw iloczynu oznaczonych
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liczb zbioru (Z) réwna si¢ modutow: dodawania u, to sam iloczyn
réwna sie takze modudowi dodawania w. _

C) Jeseli w iloczynie jakichkolwiek liceb 2bioru (Z) zastapimy
jeden z czynnikéw przez liczbe ceynmikowi temu symetryceng, to liczba,
przedstawiajaca wartosé iloczynu, przemieni sie na liczbe jej syme-
tryczna.

Stusznosé uwagi 4 wynika bezposérednio z tw. II-go z § 82-go.
Zeby uzasadnié uwage B, uwazajmy dwie jakiekolwiek liczby a i b
zbioru (Z). Na podstawie wlasnofci rozdzielnodei mnozenia w sto-
sunku do dodawania, mamy:

a(b+4pu) =ab+ apu
(b + w) a = ba— pa,

b4+u=1b,

a(b-+u)=ab

a poniewaz mamy

przeto mamy

(b4 ) a = b,
mamy wige :

ab -+ ap = ab

ba - pa = ba,

skad wynika (wl. B°, uw. 4), ze kazdy z iloczynéw

ap 1 pa

réwna sig modulowi dodawania g Uzasadnilismy wiec twierdzenie B
w razie istnienia dwéch czynnikéw.

Zalézmy chwilowo, Ze twierdzenie zachodzi jeszcze, kiedy
liczba czynnikéw nie jest wigksza od oznaczonej liczby & (k= 2)
i uwazajmy iloczyn P tylu czynnikéw, ile wynosi liczba £ - 1.
Oznaczajace przez a iloczyn k pierwszych czynnikéw, a przez b ostatni
czynnik, mozemy przedstawié rozwazany iloczyn P przez iloczyn

a.b

dwéeh tylko eczynnikéw. Jezeli jeden z ¢zynnikéw iloczynu P réwna
si¢ u, to zachodzi jedno z dwojga: albo jeden z czynnikéw iloczynu,
ktérego wartosé oznaczyliSmy przez a, jest réwny x i w takim razie
mamy

&=t
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na podstawie chwilowo przyjetego zatozenia, albo liczba b réwna sie
liczbie w. W obu przypadkach mieliby$my

a.b=u

na podstawie juz uzyskanego wyzej wyniku. Zatem na podstawie
zasady indukeyi matematycznej twierdzenie B zachodzi w podanem
brzmieniu.

Zaby usprawiedliwié i uwage wyslowiong pod C, oznaczmy
przez a i b dwie jakiekolwiek liczby zbioru (Z), a preez o' i b
liczby liczbom tym odpowiednio symetryczne. Mamy

ab~+a'b = (a+a') b= ub
ab+tab =a (b4 V)= au,

a to na podstawie wlasnosei rozdzielnoéei mnozenia w stosunku do
dodawania i ze wzgledu na réwnosei

a+td=p
b0 =p.

Poniewaz za$ na podstawie uwagi B mamy
ph=ap=p,
ab-+ta'b=p, ab-ab' =y,

zatem twierdzenie C usprawiedliwione jest, o ile chodzi o iloezyn
dwéeh tylko czynnikéw.

Zalézmy chwilowo, ze twierdzenie zachodzi, gdy liczba czyn-
nikéw iloczynu nie jest wigksza od pewnej liczby & (k= 2), i uwa-
2ajmy iloczyn P tylu czynnikéw, ile wynosi liezba k1. Mamy

P=a.b,

przeto mamy

oznaczajac przez a iloczyn k pierwszych czynnikéw iloczynu P,
a przez b ostatni czynnik. JeZeli zastapimy jeden z czynnikéw
iloczynu P przez liczbe jemu symetryczns, to w takim razie zajdzie
jedna z dwdeh okolicznosei nastepujgeych: albo czynnik, zamiast
ktérego ma byé podstawiona liczba jemu symetryczna, jest jednym
z czynnikéw iloezynu réwnego liezbie a i w takim razie, na pod-
stawie chwilowo przyjetego zalozenia, liczba @ przemieni sig na
liczbe jej symetryczng, a liezba b nie ulegnie zmianie; albo wspo-
mniany czyonik jest ezynnikiem b i w takim razie liczba a w ilo-
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czynie a.b zmianie nie ulegnie, a miejsce liczby & zajmie syme-
tryczna jej liczba. W obu przypadkach na podstawie juz uzyskanych
wynikéw liezba, réwna wartosei rozwazanego iloczynu, przemieni
si¢ na liezbe jej symetryczng. Zatem na podstawie zasady indukeyi
matematycznej usprawiedliwiliémy w zupelnosei twierdzenie, o ktére
chodzilo.

8°. Mnozenie liceb zbioru (Z) posiada wiasnosé przemiennodci
bez wzgledu na liczbe czynnikdw.

Na podstawie znanych twierdzen rozdzialu V-go wlasnogé ta
pocigga za sobg konsekwencye nastgpujace:

A) Mnokenie liczb 2bioru (Z) posiada wiasnosé tacznosci.

B) Dia liceb zbioru (Z4) istnicje jeden tylko rodzaj dzielenia.

90, Jezeli dwie liczby a i b sprawdzajg nierdwnosei

a>p 1 b>p,

gdzie oznaczylismy przez u, jak wyzej, modut dodawania, to ick ilo-

czyn sprowdza nierdwnosé
a.b>p.

Do warunku tego nawigzujemy uwagi nastepujgce:

4) Iloczyn odmiennych od modutu dodawania p liczb zbioru (Z)
réwna si¢ zawsze liczbie od p odmiennej.

B) Jekeli przy dzicleniu liczb zbioru (Z) dzielnilk jest liczbg od
liczby p odmiennag, to dzielenie w razie wykonalnodei jest dzialaniem
jednoznacznem.

Zeby uzasadnié uwage 4, uwaZajmy najpierw iloczyn dwdeh
czynnikéw. Jezeli kazdy z nich jest od liezby p wigkszy, to wspo-
mniana uwaga oczywiscie jest stuszna, Mamy wige tylko do zba-
dania dwa przypadki: przypadek, w ktérym jeden czynnik o' jest
mniejszy, a drugi b jest wigkszy od liezby u oraz przypadek,
w ktérym obydwa czynniki @’ i &' sa od liczby u mniejsze.
Zwréémy sig do przypadku pierwszego i oznaczmy przez a liczbe
symetryczng liczbie a’. Na podstawie uwag, uczynionych przy wa-
runku D-tym, liczba ¢ wigksza bedzie od liezby a. Mamy przeto

a.b>u.
ale ze wzgledu na uwage B, uczynions przy warunku 7-ym, ilo-
czyny a’. b i a.b réwnajg si¢ symetrycznym pomiedzy sobg liczbom.

Mamy wige
a.b<u
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na podstawie jednej z uwag uczynionych przy waranku 5-tym.
Przejdzmy do przypadku, kiedy obydwa czynniki &’ i 3" rozwaza-
nego iloczynu dwoéch liezb zbioru (Z) sy mniejsze od u i oznaczmy
przez a i b liczby liezbom a' i b’ odpowiednio symetryczne. Na
podstawie tego, co zostalo juz udowodnione, mamy

a.b<p,

a poniewas na podstawie uwagi, podanej pod B przy warunku 7-ym,
iloezyn a’.b’ réwna si¢ liczbie symetrycznej tej liczby, ktdra przed-
stawia iloczyn a’. b, przeto mamy

a . b > u.

Uzasadnilismy wige uwage 4 w razie gdy chodzi o iloczyn
dwéch liezb zbioru (Z). Zalézmy chwilowo, ze uwaga ta jest sluszna
w razie iloczynu, w ktérym lieczba ezynnikéw nie jest wigksza od
pewnej liczby & (k= 2) i uwazajmy iloczyn P tylu liczb zbioru (Z),
ile wynosi liczba k - 1. Tloczyn z, k pierwszych czynnikéw bedzie
na podstawie chwilowo przyjetego zaloZenia od liczby u odmienny,
przeto iloczyn P réwnaé si¢ bedzie iloczynowi dwéeh od liczby w
odmiennych liczb, mianowicie liczby « i tej liezby, ktéra przed-
stawia ostatni czynnik rozwazanego iloezynu. Zatem iloezyn P be-
dzie mial wartodé liczbie g nieréwng. Stgd wnosimy na podstawie
zasady indukeyi matematycznej, ze uwaga A uzasadniona jest w zu-
pelnosei.

Zeby uzasadnié takze uwage B, zaléimy, ze dwie liczby 1y
zbiorn (Z) sprawdzajs réwnania

bxr=a
by =a,

gdzie b oznacza liezbe zbioru (Z) od liczby p odmienns, a a jaks-
kolwiek liczbe tegoz zhioru.
Z réwnosei poprzedzajgeych mamy

bx—by:p?

& poniewaz, ze wzgledu na uwage 4 przy wilasnoéei 7° zbiorn (Z),
mamy
bz——by =1 [:Tu“"—y),
przeto mamy
b.(x—y)=u.
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Ze wzgledu na nieréwnodé

b u

i na uwage 4, dopiero co uzasadnions, powyzsza réwnosé pocigga
za soba réownosé

. T— Y=,
skad wynika réwnodé
r=Y,

ktéra wlasnie wyraza twierdzenie, o ktére chodzi.

10°. Dzielenie liczb 2bioru (Z) jest wykonalne, jezeli tylko dzielnik
jest od modutu dvdawania odmienny.

Do warunku tego dolgezamy uwage nastepujaea:

Poniewaz iloczyn dwéeh liezb zbioru (Z) sam réwna sig liczbie u
(wl. 7% uw. B), byleby jeden przynajmniej z ezynnikéw réwnal si¢
liezbhie p, przeto w razie, kiedy przy dzieleniu liezb zbioru (Z) daziel-
nik réwna sig¢ liczbie u, dzialanie jest wykonalne tylko pod warun-
kiem, zZeby dzielna takze réwnala si¢ liczbie u, ale iloraz jest wtedy
calkiem nieoznaczony. Zatem, stawiajac warunek, Zeby dzielenie liczb
zbioru (Z) bylo wykonalne, byleby dzielnik byl od liezby u od-
mienny, zapewniamy dzieleniu liczb zbioru (Z) mozliwie najszersze
warunki wykonalnosei. Z tej przyeczyny wyraZzamy krétko oma-
wiany warunek, orzekajge, Ze dzielenie liczb zbioru (Z) posiada
wlasnodei trwalodel.

110, Jezeli pewna liczba a zbioru (Z) sprawdza nierdwnosé

a >,

to jakakolwiek od liczby a wighsza liczbe rozwazanego zbioru ozna-
czylibysmy przez b, zawsee istnieé bedzie taka licaba calkowita bez-
wagledna n (n > 1), 2e suma tylu skéadnikéw réwnych liczbie a, ile
wynosi liczba n, wigksza bedzie od liczby b. Warunek ten nazywamy
postulatem Archimedesa.

W dalszym ciaggu, przy odwolywaniu si¢ do wykazu poprze-
dzajgcego, cytowaé bedziemy ten wykaz, jako wykaz z § 96-go.

Wykaz powyiszy z natary rzeezy przywodzi do pytania na-
stgpujgcego: czy pewne wlasnosei zbioru (Z), wyszezegdlnione w tym
wykazie, nie stanowig logicznych nastepstw pozostalych wlasnodei
tegoz zbioru? Zbadanie tego pytania byloby na razie przedwezesne.
Wobec tego odkladamy ten przedmiot do ostatniego rozdzialu i zwra-
camy sig bezposrednio do twierdzenia wyslowionego wyzej, a pole-
Arytmetyka teoretyczna. 24
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gejacego na tem, ze 2bidr liczh rzeczywistych nalezy do kategoryi naj-
szerszych zbiordw liczb, posiadajacych wlasnosci wyszezegélnione w po-
wysszym wykazie.

Zbiér liczb rzeczywistych oczywiscie posiada wszystkie wla-
snofci wyszezegllnione w powyZszym wykazie. Chodzi wige tylko
o podanie dowodu na to, Ze zbidr ten jest typem najszerszych
zbioréw liczb, posiadajgecyeh wspomniane wlasnosel. Zeby przy rozwi-
janiu tego dowodu nalezycie uwidocznié znaczenie wzgledne wa-
runkéw twierdzenia, zbadamy najpierw wlasnosei, jakie mialby zbiér
liczb (Z) w przypadku, w ktérymby spelnial tylko czg¢éciowo wa-
runki powyzszego wykazu, Przedmiotowi temu podwigeamy para-
graf nastgpujacy. )

§ 97. Zaznaczamy przedewszystkiem, Ze rozwazania, ktérym
poswiecamy paragraf niniejszy, nie beds oparte na zalozeniu, ze
zbidér liezb (Z) sprawdza pierwszy warunek w wykazie z paragrafu
poprzedzajgcego. Nie wykluezamy wige przypadku, z ktérym zbidr (Z)
bylby zbiorem wielkoéci tylko w znaczenin szerszem. Wobec tego
4-ty 1 9ty z warunkéw wspomnianego wykazu muszg albo odpasé
catkiem, albo byd zastgpione przez warunki inne, a mianowicie takie,
ktérym méglby czynié zadosé i taki zbiér liezh, ktéry bylby zbio-
rem wielkosei tylko w znaczeniu szerszem. W rzeczywistosei po-
stawimy na miejscu tych dwdch warunkéw inne bardziej ogdlne.

Co do warunkdéw pozostalych, to wyjawszy warunek 11-ty,
ktéry usuniemy, zachowamy je wszystkie bez zmiany. Nie poprze-
staniemy jednak na wyslowieniu warunkéw, przez ktére zamie-
rzamy zastapié 4-ty i 9-ty warunek wykazu z paragrafu poprze-
dzajacego, a podamy natomiast pelny wykaz zalozen o zbiorze
liczb (Z), na ktérych jedynie opieraé bedziemy nasze badania
w paragrafie niniejszym, dolgezajae przytem do niektéryeh z tych
zalozen pewne uwagi. W taki sposéb kosztem niewielkiej liczby
dodanych wierszéw w tekscie usuniemy mozebnoséé wszelkiego nie-
porozumienia.

Zakladamy tedy, ze zbior liezb (Z) sprawdza warunki naste-
pujgee:

1°. Dodawanie liczb zbioru (Z) jest, zgodnie z zasadami roz-
dziatu V-go, dzialaniem jednoznaczmem, wykonalnem bez zastrzesen.

2. Dodawanie liczb 2bioru (Z) posiada wiasnodé przemiennosci
bez wzgledu na liczbe skiadnilkéw.



