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oraz zwigzki
|z —u| =7
ly—v|=n. @

Poniewaz ze szwigzkéw (2) i z definicyi liesb L wynikajy
zwigzki

I[‘!GlgL, 1U|§L:

przeto na podstawie zwigzkow (1), (3), (4), 1 ze wagledu na tw. ITl-cie
zachodzié bedzie nierdwnodé

[
v

=&

x
Yy

Ziwigzek ten wyraza, ze w razie kiedy posiadamy symbol
specyficzny liczby wymiernej od zera wigkszej, mogacej byé uwa-
zang za dolng granice wartoci bezwzglednej dzielnika, jestesmy
w stanie rozwigzad zadanie Ill-cie.

Z tej dyskusyi trzech zadad, wyslowionych wyzZej, wynikaja
bezposrednio konsekweneye nastepujgee:

Mozemy ,wyznaczyc® wynik wszelkiej kombinacyi liczb rzeczy-
wistych ,danych* droga dodawania, odejmowania i mnozenia. Jeleli
za$ chodzi o taka kombinacye liczh rzeczywistych danych droga dzia-
dan zasadwiczych, do ktérej wehodzi jeden lub kilka iloraziw, to nie
tylko nie zawsze mozemy ,wyznaczyé® wynik rozwatanej kombina-
eyi, ale nmwet mozemy wnie wmiet rozstrzygnaé, czy wynik wogdle
istuieje. Jezeli jednak jestesmy w posiadanin symboléw specyficanych
liczh wymiernych, od zera wigkszych, mogacych byé wwazanymi za
dolne gramice wartosci bezwzglednych dzielnikéw prazy tych ilorazach,
ktdre wehodzg do rozwaéanej kombinacyi liczh raeczywistych, to w takim
razie mozemy nwyznaczylt wynik kombinacyi, o ktdra chodzi.

Ta metoda wyznaczania wyniku kombinacyi liezb ,danych®,
ktéra wyplywa bezposrednio z tego. cosmy uzasadnili w paragrafie
niniejszym, wogdle nie najszybciej do celu prowadzi. Metody ko-
rzystne ze stanowiska techniki rachunkowej do rozwiazywania
zagadnien tego rodzaju naleza do teoryi rachunkéw przyblizonych,
ktérej ze wzgledu na cele natury teoretycznej tego dziela, wykladaé
tu nie bedziemy.

§ 93. Rozszerzenie pojecia potegi, Czesé wynikdw uzyska-
nych w § 33-cim mozZemy wyslowié w sposéb nastepujacy:
Aryimelyka teoretyczna, 22
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Oznaczmy przez (Z) jakikolwiek zbidr wielkogei, byle spel-
niajgey warunki nastgpujgce:

10, Wszystkie liczby calkowite bezwzgledne nalezg do zbioru (Z).

20, MnoZenie elementéw zbioru (Z) posiada wlasnoéei laeznodei
i przemiennosci.

39, Iloezyn dowolnie przyjetego elementu a ze zbiorn (Z) przez
jedno$é réwna si¢ samemu elementowi a.

40, Tloezyn elementéw zbioru (Z) réwna si¢ zeru w razie, ale
tylko w razie, kiedy jeden czynnik przynajmniej réwna si¢ zeru.

59, Dzielenie elementéw zbiorn (Z) wykonalne jest jednozna-
cznie, jezeli tylko element, przyjety za dzielnik, jest od zera od-
mienny.

Jezeli tedy oznaczymy przez « i b dwa elementy zbioru (Z),
to mie¢ bedziemy réwnodei nastgpujace:

1) g P =at*
@ @y = =
(3) a” "= (a.b"
(4) atigh=ga**
(5) a":b" = (a:b)",

gdzie oznaczylidémy przez m i p dwie liczby catkowite, od zera nie
mniejsze, ktére, o ile chodzi o réwnodé (4), spelniajg jeszeze zwigzek

(6) m=p.

Jezeli zadna z liezb calkowityeh m i p od jednodei mniejsza
nie jest, jezeli nadto, o ile chodzi o réwnosé (4), liczby calkowite m
i p sprawdzajg zwigzek
m—p=1,

to réwnofei (1), (2) i (3) zachodzg bez Zadnych zastrzezed co do
wartosci elementéw a i b, réwnoéé (4) przy «==0, a réwnosé (b)
przy b==0; jezeli zas wartosé zero na liczby calkowite m i p, a nadto,
o ile chodzi o réwnodé (4), i na réinice

m—p

wykluczona nie jest, to wartodei elementéw @ i b podlegajg ogranicze-

niu, polegajgcemu na tem, Zeby Zaden z nich zeru réwny nie byl
Pojgcie liczby calkowitej ujemnej, ktére posiadamy obecnie,

przywodzi nas z natury rzeezy do pytania nastgpujgcego:
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Czy pojecie potegi nie mogloby byé rozszerzone tak, Zeby

przy zachowaniu symbolu

al

na potege o zasadzie a i o wykladnikn ¢, réwnodci (1), (2), (3), (4)
i(5) zachodzily, jakiekolwiek wartodci calkowite dodatnie, ujemne lub
zerowe przyjeliby$my na liezby m i p?

Juz w § 33-cim, przy okresleniu poteg o wykladnikach ré-
wnych zeru przywiedzeni byliémy do ograniczenia wartosei zasady
potegi przez warunek polegajacy na tem, Zeby zasada nie byla
zeru réwng. Wobee tego zalozymy przy rozwazaniach, majacych na
celu uzyskanie odpowiedzi na powyZsze pytanie, przynajmniej na
poczatek, Ze element, przyjety za zasade potegi, jest od zera
odmienny.

Zaléamy chwilowo, %e nalezy odpowiedzieé twierdzgco na py-
tanie, o ktére chodzi. W takim razie, byleby zachodzila nieréwnoéé

a0,

mogliby$my przyjaé¢ na m i p w réwnodei (1) jakiekolwiek war-
todei calkowite dodatnie lub njemne. Przyjmijmy na m jakakolwiek
wartos¢ calkowity ujemns, a na p wartos¢ okreslong réwnaniem

p:——ﬂl.

W takim razie symbol p oznaczatby pewng liczbe calkowity
i dodatnig, a réwnosé (1) przyjelaby postaé nastepujges:

a" . —=a’=1,
skad
a" = pri

Réwnoséé ta wyraza twierdzenie nastgpujgce:

1. Jezeli wogdle modliwa jest rzecza podaé taka definicye potegi
o wyktadniku ujemnym, a o zasadzie od zera odmiennej, 2eby réwno-
sei (1), (2), (3), (4) ¢ (B) zachodzidy, jakiekolwick liczby catkowite, do-
datnie, wjemne lub zerowe, oznaczatyby symbole m i p, byleby tylko
daden z elementdw a i b zeru rdwny nie byi, to definicya taka réwno-
wasna byé musi nastepujacej:

Potega o wyktadniku réwnym dowolnie przyjetej liczbie catko-
witej wjemnej t jakiegokolwiek, byle od zera odmiennego, za zasade
potegi przyjetego, elementu a zbioru (Z) zowiemy iloraz podzialu je-

22%
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dnodei przez taka potege elementu a, ktdrej wylktadnik véwna sie liczbie
catkowitej dodalniej, przedstawiajacej wartosé bezwzgledna liceby .

Powiadam, Ze definicya poprzedzajgca czyni zado$é w zupel-
noéei warunkom pytania, na ktdére pragniemy odpowiedzieé. Zeby
sie 0 tem przekonad, naleiy tylko dowiesé, Ze w razie przyjecia
tej definicyi zachodzg réwnosci nastepujgce:

) a" V="t
®) @ =a
(9) a. b= (a.b)"
(10) @ir=a""
(11) a b* = (a: by,

gdzie oznaczylismy przez @ i b dowolnie przyjete. byle od zera
odmienne elementy zbiorn (Z), a przez x i y dwie liczby calko-
wite, z ktérych kazda mie¢ moze jakgkolwiek wartosé dodatnia,
ujemny, lub zerows.

Uzasadnimy najpierw réwnosé (7), przyjmujae w tym celu

m:}x|,
r=lyl.

Na podstawie tych réwnan kazdy z symboléw m i p oznacza
pewng od zera nie mniejszg liczbe calkowits. Poniewaz na podsta-
wie wynikéw uzyskanych poprzednio réwnos$é (7) zachodzi nieza-
wodnie, jezeli Zadna z liczb z iy mniejsza od zera nie jest, przeto
winnismy tylko zbadad praypadki, kiedy jedna przynajmniej z tych
liczb jest liczbg ujemny. Zwazywszy, ze ze wzgledu na wlasnodé
przemiennosei mnozenia przypadek, kiedy liczba @ ma znak (—),
a y — znak (4), tylko pod wzglgdem oznaezen rézni sig od przy-
padkn, w ktérymby liczba # miala znak () a y — znak (—), win-
nidmy dwa tylko przypadki uwzglednié, a mianowicie przypadek,
kiedy zachodzg wzory

(12) ‘ BE=em

Y==—105
i przypadek, kiedy mamy

(13) l r=—m
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W razie wzoréw (12) mamy

at=a"
at=lza;
skad
O R -
skad znowu
a.a. 0" =a". |{1l:0%}.0") =a",
mamy wige

a*. o' =a™:a?, ' (14)
z drugiej za$ strony mamy
a;v-l—‘r — q"P, (1 5)
W razie zwiazku
m=p

réwnoéé (7) wynika z réwnodei (14) i (15) na podstawie réwnosei (4).
Jezeli zas zachodzi nierdwnosé

m < p,
to z réwnosei (1) wynika réwnosé
A =107
réwnowazna réwnosel

e — 1

skad
at gt gt e g

a ta réwnosé jest na podstawie twierdzenia, polegajgcego na réwno-
sei (1), réwnowazna réwnosei

a*tv, a* =g,
z ktérej wynika wzdr
atV=a": a’.

Poréwnywujac wzér ten ze wzorem (14), stwierdzamy, ze
réwnoéé (7) zachodzi i w tym przypadku. Zatem, Zeby dowiedé, iz
réwnodé (7) zachodzi we wszystkich przypadkach, pozostaje tylko
do okazania, e réwnodé ta zachodzi w razie, kiedy na z i y mamy
wzory (13). Mamy tedy -

a""lf — a—(m+PJ =1: a’“‘+‘? (16)
oraz
gL =™ ar=iae").(1:a%),
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glkad
at.a'. a". a*={(1:a").a").{(1:0").a") = 1.

Zwracajac sig do réwnosci (1), wyprowadzamy natychmiast
% réwnosei poprzedzajacej réwnosé

(a*. )= a** =1,
ktéra oczywidcie rdwnowaina jest réwnosei
& @=L,

Réwnosé ta i réwnoéé (16) pociagaja za sobs réwnodé (7).
Ostatecznie wige, rdwnoéé (7) zachodzi rzeczywideie, jakiekolwiek
wartosei dodatnie, ujemne lub zerowe mialyby liezby catkowite z i y.

Zeby uzasadnié réwnosé (8), nalezy uwzglednié préez pray-
padkéw, w ktérych zachodzg wzory (12) lub (13), jeszcze i prazy-
padek, kiedy mamy

17 r=-—m
( ) y:_i_pa
albowiem, gdy chodzi o réwnosé (8), bynajmniej nie mozemy drogs
prostej zmiany oznaczen sprowadzié praypadku wzoréw (17) do
przypadku wzoréw (12).

W razie wzoréw (12) mamy

(18) ot Vg™ P ] pgiep
oraz

o | I bl —1':1: ym F’
skad =t )

(=21 sa~"

na podstawie rdwnodei (2). Zatem ze wzgledu na (18), réwnodé (8)
zachodzi niezawodnie w rozwazanym przypadku.
Zalbimy teraz, ze zachodza wzory (17). W takim razie ré-

wnosé¢ (18) oczywiéeie znowu zachodzié bedzie. Z drugiej zaé
strony mamy

@y=@*)r=(:a""
skad

@Y i=1%:(a")*=1:[(a")*

na podstawie twierdzenia, polegajacego na réwnosei (D).
Uwzglgdniajae réwnoéé (2) i zestawiajac réwnosé poprzedza-
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jaca z réwnoscig (18) stwierdzamy natychmiast, Ze réwnosé (8) za-
chodzi i w przypadku obecnym.
Zalézmy nareszeie, ze na wykladniki z i y zachodzg wzory (13).
Mamy tedy
ey == gt (19)
oraz
(e P=(a)™= Lz(l:a")7

a poniewaz, opierajac sig kolejno na twierdzeniach, polegajaeych
odpowiednio na réwnoseiach (5) i (2), stwierdzamy latwo, Ze mamy

(Lia*)P=1ia""%
przeto mamy
(aV=1 (1 2a""")

skad
(@l ia® A =1,
skad znowu
(o). (L va™?) aRr= g™
ezyli

(@) =an-7.

Zestawiajge réwnodé te z réwnodeig (19), nzyskujemy znowu
réwnoéé (8). Poniewaz réwnos$é (2) wyraza, ze rownosé (8) zachodazi
w tym przypadku, kiedy mamy

z=-+m, y=-+p,

przeto na podstawie tego, cosSmy juz uzasadnili, réwnos$é (8) zachodzi
rzeczy wiseie, jakiekolwiek wartosei ujemne, zerowe lub dodatnie
miatyby liezby calkowite = i .

Zwréémy sig teraz do uzasadnienia réwnosei (9). Réwnosé (3)
wyraza, ze réwnosé (9) zachodzi w przypadkn, kiedy liczba calko-
wita z od zera mniejsza nie jest. Wobee tego winnismy tylko zba-
daé przypadek, w ktérym mamy

z=—m,
gdzie oznaczylismy przez m liczbe calkowity dodatnig. Mamy tedy

(a.bFp=(a.by™=1:(a.b)", (20)
oraz
@' = =5 a") s (120%);
skad
(o=.5%) . (a=. " ={(1 : a™) . 0"} . {1 : 1) . "} =1,
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mamy wiee
y ﬂ"r- hy _— 1 ' (ﬂ.m. bm).
a poniewaz mamy
a”. bm — (fl - b)m

na podstawie réwnosei (3), przeto
o r=1(a. 0"

Zestawiajge réwnosé te z réwnodeig (20), uzyskujemy réwnosé (9),
o ktéry wiadnie chodzilo.

Dowiedlismy wige, Ze réwnodé (9) zachodzi, jakakolwiek war-
tosé ujemna, zerowa lub dodatnia mialaby liezba calkowita w.

Réwnosei (10) i (11) wyplywajy odpowiednio z twierdzen,
z ktérych jedno polega na réwnodei (7), a drugie — na réwnosei (9),
drogs rozumowania, nie réznigeego si¢ niczem od rozwazan, ktéremi
postugiwaliémy sig w § 83-cim, Zeby wysnué twierdzenia, polega-
jace odpowiednio na rdwnosciach (4) i (5), » twierdzen, ktére pole-
gajg odpowiednio na réwnoseiach (1) 1 (3).

Obecnie mozemy juz daé odpowiedZ na pytanie, ktérve za-
dalismy sobie wyzej, a mianowicie nastgpujges: pojecie potegi
moze byé rozszerzone w ten sposéb, zeby spelnione byly warunki
wspomnianego pytania. o ile chodzi o przypadek, w ktérym zasada
potegi jest od zera odmienna, ale ze wzgledu na tw. I-sze, takie
rozszerzenie pojecia potegi uskutecznione byé moze tylko definicys
réwnowazng definicyi nastepujgce):

Potega o wylladnikn rawnym  dowolnie prayjetej liczbie cathko-
witej wjemnej t jakiegokolwick, byle od zera odmiennego, za zasade
potegi prayjetego elementu a zbioru (Z4), zowiemy iloraz podziatu je-
dnosci przez takg potege elementu a, ktorej wylkdadnik rdwna sie liczbie
catkowilej dodatniej, przedstawiajacej wartodé bezwzgledna liczby 1.

Ze wrgledu na taki wynik naszych badan przyjmujemy osta-
tecznie tg definicyg i tem samem uzyskujemy twierdzenie naste-
pujace:

IL Jeteli oznaczymy przez a i b dwa jakiekolwiek, byle od zera
odmienne elementy takiego zbioru wielkosci (Z), kidry spetnia warunki
wyszezegdinione na poczatku tego paragrafu?), to w takim razie za-

1) Mozemy wiee w szczegdlnobei rozumieé pod a i b dwie jakiekolwiek,
byle od sera odmienne liczby rzeczywiste,
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chodza réwnosci (7), (8), (9), (10) @ (11), jakickolwiek liczby catko
wite, ujemne lub dodatnie, oznaczylibysmy przez x i y.

Uzyskana przez nas odpowiedZ na pytanie moznosei takiego
rozszerzenia pojecia potegi do wykladnikéw réwnych jakimkolwiek
liczbom catkowitym ujemnym, Zeby réwnosei (7), (8), (9), (10) i (11)
zachodzily przy wszystkich wartosciach calkowityeh ujemnych, zero-
wych i dodatnich wykladnikéw 2 i g, niezupelnie jest wyczerpujaea,
gdyz z rozwazai naszych wykluezylismy przypadek, w ktérymby
zasada potegi réwnala sig zeru.

Zwracamy si¢ tedy do zbadania tego praypadku szezegdlnego.
Powiadam, ze nic istnieje taka definicya potegi liczby zero o wylkta-
dnilw ujemnym lub zerowym, zeby spetniata w zupetnosci wszystkie
warunki pytania. Istotnie, najpierw tuka definicya poteg liezby 0,
przy ktdrej wyrazenie

0:

mogloby przyjmowaé chociazby przy jednej tylko od zera nie wigk-
sze] wartosei calkowitej
B,

wykladnika z od zera odmienng wartod¢, niezawodnie warunkdéw
pytania spelniadhy nie mogla, albowiem, gdybysmy mieli

0% = 0, 1)

0%, 00 = %+ = Q=

to z réwnosel

wynikalaby réwnosé
00=1, (22)

a poniewaZ na podstawie teoryi poteg o wykladnikach dodatnich
mamy

0=%=0,
przeto, przyjmujae w réwnosei (7)
e=0, z=@a, y—=——a,
uzyskaliby$my réwnosé

0%—% — 0% —2
czyli
00 = 0%, 0_“,
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ktéra poeiggalaby za sobg réwnodé

0=,
sprzeczng z réwnoscig (22).
Pozostaje wige tylko do zbadania, czy mogliby$my prayjaé

=0

bez wrgledu na wartosé wykladnika x. W takim razie réwnosei (7),
(8) i (9) oczywieie zachodzilyby przy wszystkich wartosciach cal-
kowityeh na a i y, chociazby nawet jeden z elementéw a 1 b, albo
i obydwa te elementy réwnaly sig zeru, ale w razie réwnosci

a=1{
réwnosé (10) juz nie zachodzilaby, gdy? iloraz
a*:a

bylby postaci
0:0,

skad wynika, Ze rozwazany iloraz posiadalby nieskoniczenie wiele
wartosei, z ktérych nie kazda réwnalaby sie wyraZeniu

=y
a

réwnemu zeru w rozwazanych warunkach,

Wobee takiego stanu rzeczy nie wprowadzamy do nauwki Zadnej
definicyi takiej potegi liczby zero, kidrej wykladnik réwnalby sie zeru,
albo byt od zera mmiejszy i wwazamy symbol

Ot
za pozbawiony znaczenia, skoro tylko mamy

z=0.

§ 94. Teorya poteg przywodzi z natury rzeczy do zagadnienia
nastepujgeego: Oznaczajac przez a i n dwie liczby dane, z ktdrych
liczba @ moze byé jakakolwiek liczbs rzeczywists, a liczba n tylko
liczbg calkowits, wyznaczyé liczbe « z réwnania nastgpujacego:

(1) a"=aq.

Gdybyémy mieli =0, to réwnodé poprzedzajaca moglaby
zachodzié tylko w razie, kiedy liczba a réwna sig jednodei, ale
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w tym przypadku réwnodé ta zachodzilaby przy kazdej od zera
odmiennej nartogei na z. Gdyby zaé liczba calkowita n byla ujemna,
to réwnosé (1) bylaby réwnowazna réwnosei

o
r =a,

bylebys$my przyjeli ' =—n, o' = i, i zagadnienie sprowadzone

byloby do przypadku, kiedy mamy n > 0. Wobec tego zbadamy
réwnanie (1) w zaloZeniu, ze liczba # jest od zera wigksza.

Liezba z, o ile istnieje, zowie sie tedy pierwiastkiem n-tym
liczby a; liczbe @ nazywamy w takim razie osnows —, a liczbe n —
wskaznikiem lub stopniem rozwazanego pierwiastka; na pierwia-
stek n-ty oznaczonej liczby a przyjmujemy symbol

Va. (2)

W przypadku szezegdlnym, kiedy liczba a réwna sig zeru,
istnieje dokladnie jedna warto§é na z, ktéra sprawdza réwnanie (1),
mianowicie

=0

Pozostaje wiee do zbadania przypadek, kiedy zachodzi nie-

réwnosé
a=£0. (3)

Oznaczajae tedy przez 4 wartose bezwzgledns liczby a, a przez X
wartodé bezwzgledng liczby , o ile liczba ta wogdle istnieje, mamy
z réwnania (1)

X =4 (4)
8 7 nieréwnodei (3) nieréwnosé
4> 0. (5)

Najpierw zbadajmy blizej réwnanie (4). Powiadam, Ze istnieje
najwyzej jedna tylko wartosé na X, ktéra sprawdza to réwnanie.
Istotnie, uwazajmy dwie nierdwne pomiedzy sobg liczby, od zera nie
mniejsze, 1 oznaczmy przez ! mniejsza z tych liczb, a przez I drugs.

M ted :
Y yes ®)

albowiem w razie, kiedy liczba n réwna sig¢ jednosci, nieréwnosé
poprzedzajaca zachodzi niezawodnie, a gdybySmy mieli

z!k > Jlr,
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to mielibysmy
E»‘Hﬂ =l } &l > ZH-I’

skad
i k1 > l;"1.--|-‘l

i nieréwnosé, o ktéry chodzi, bylaby spelniona i przy wartosei

n=Fk-}1

na n. Zatem nieréwnosé (6) zachodzi w kazdym razie na podstawie
zasady indukeyi matematyeznej. Gdyby wige jedna z wartosei

X=1 lubh X=V

na X sprawdzala réwnanie (4), to juz druga wartosé réwnaniu temu
nie moglaby ezynié zadodé. Zatem istnieje rzeczywiscie najwyiej
jedna tylko wartosé na X, czynigca zado$é réwnaniu (4). Powia-
dam, ze taka wartodé na X zawsze istnieje.

Istotnie, jezeli zadna wartos¢ wymierna na X rdwnania (4)
nie sprawdza, to n-ta potega jakiejkolwiek liczby wymiernej jest
albo mniejsza, albo wigksza od liezby A. Z drugiej strony istnieje
nieskonezenie wiele liczb wymiernyeh, ktérych n-te potegi mniejsze
sy od liczby 4 i nieskonczenie wiele liczb wymiernyeh, ktérych
n-te potegl wigksze sa od A; jezeli howiem oznaczymy przez C
liczhe calkowity jakakolwiek, byle sprawdzajaca nieréwnosei

oSl | c>jll,

to w takim razie n-ta potega kazdej liczby wymiernej wigkszej od
liczby C, wigksza jest od samej liczby C, a wige i od liczby 4,
" a m-ta potgga liezby wymiernej dodatniej mniejszej od liczby ulam-
kowej

1

Ca

ktdra oczywiseie mniejsza jest od liczby 4, bedzie mniejsza od liczby

c’
mniejszej od liczby é, i bedzie zatem mniejsza od liczby A.

MozZemy wige okredlié pewnie przekrdj (P) zbioru liczb wy-
miernych dodatnich, ofwiadczajge, Ze zbiér liczb wymiernych
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1-szej kategoryi (K,) w stosunku do przekroju tego jest zhiorem
wszystkich liczb wymiernyeh, ktéryeh n-te potegi mniejsze sa od
liczby A, a zbidr liczb 2-giej kategoryi (K,), w stosunku do tegoz
przekroju — zbiorem wszystkich liczb wymiernych, ktérych a-te
potegi wigksze sa od liczby A. Jezeli oznaczymy przez L liczbe
polozong na tym przekroju, to wartosé
X=L ©)

na X sprawdzaé bedzie réwnanie (4),

Istotnie, oznaczmy przez (4,) zbidr n-tych poteg liczb zbioru (Kj),
a przez (4,) zbiér n-tych poteg liezb zbioru (K,). Na podstawie teoryi
mnozenia liezb bezwzglednyeh zbidr (4,) przedstawia pierwszy czgsé,
a zhidr (4,) drugs czeéé pewnego okreslnika |(4,), (4,)} liczby vé-
wnej wyrazeniu

I,

a poniewaz, na podstawie definicyi zbioréw (K,) i (K,) liczba A4
wigksza jest od kazdej liezby zhiorn (4,), ale jest mmiejsza od
kazdej liezby zbiorn (d,), przefo

=4 5
skad wynika, ze warto$é (7) na X rzecsywiseie sprawdza réwnanie (4).
Obecnie powracamy do rdwnania (1). Z rozwazan poprzedza-
jacych wynika, Ze proez wartosdei

r=-X (8)
r=—X, 9)

gdzie X oznaeza liezbg, okreslona réwnaniem (7), nie moze istnied
zadna inna taka wartosé rzeczywista na , ktéra sprawdzalaby rd-
wnanie (1).

Jezeli liczba n jest parzysta, aliczba @ od zera wigk-
sza, to kazda z wartosei (8) 1 (9) na z oczywiscie réwnanie to
sprawdza; jezeli za$ liczba n jest parzysta, ale liezba a od
zera mniejsza, to Zadna wartosé rzeczywista na & réwnaniu (1)
czynié zadosé nie moze, gdyz w takim razie, jakakolwiek wartosé
mialaby liczba rzeczywista x, zachodzi zwigzek

@ =0,

i

ktéry znajduje sie w sprzecznosei z réwnaniem (1), skoro tylko liczha a
sprawdza nieréwnosé

a6 < 0.
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Jezeli nareszeie liczba n jest nieparzysta, to jedna z wartodei (8)
lub (9) na z, ale tylko jedna z nich ezyni zadoéé réwnaniu (1),
a wartoscig tg jest oczywidcie ta, ktérej znak gatunkowy zlewa
sie ze znakiem gatunkowym liczby a.

Z tej dyskusyi réwnania (1) wynika, Ze zaleznie od tego, czy
liczba calkowita n jest parzysta czy nieparzysta, i od tego, ktéremu
ze zwigzkow

a0, a=0 i a>0

czyni zado$é liczba a, symbol

n

(10) Va

moze nie oznaczaé zadnej liczby rzeczywistej, moze oznaczaé pewng
liczbe rzeczywisty okreslong w zupelnosei, albo przedstawiaé bez
réznicy ktérgkolwiek z dwdeh liezb rzeczywistych.

Jezeli symbol a oznacza liczbe rzeczywista, nie mniejszg od
zera, to usuwamy zwykle ewentualng dwuznaczno$é symbolu (10),
nadmieniajge, Ze symbol ten uwazamy za symbol liczby nie mniej-
szej od zera.




