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w rozwazanym przypadku w zbiorze liczb rzeczywistych 2-giej kate-
goryi w stosunku do przekroju (P) liezba najmniejsza iatnieé.nie moze.

Zwréémy sig teraz do drugiego przypadku. W tym razie liezba »
oezywideie moze byé tylko najmniejszg liczby w 2-giej kategoryi
liczh rzeczywistych w stosunku do przekroju (P), a zbior liezb rzeczy-
wistych 1-szej kategoryi w stosunku do tego przekroju oczywiscie
moze byé okreslony jako zbidr wszystkich liczb rzeczywistyeh,
mniejszych od liezby ». Poniewasz w zbiorze wszystkich liczb rze-
czywistyeh, mniejszych od oznaczonej liczby rzeczywistej, liezba
najwigksza na podstawie tw. II-go istnie¢ nie moze, przeto w obe-
enym przypadkun w zbiorze liezb rzeczywistych 1-szej kategoryi
w stosunku do przekroju (P) nie moze istnie¢ liczba najwigksza.

Uzyskane wyniki oczywidcie wyrazaja lacznie twierdzenie,
o ktére wlasnie chodzito.

§ 91. Ze wzgledn na réZne rozwazania, oparte na pojeciu
liczby rzeczywistej, koniecznem jest, Zebysmy dokladnie okreslili
tres¢ zdania postaci nastgpujacej: ,taka a taka liczba rzeczywista
jest znana lub dana‘.

W pierwszej chwili mogloby si¢ wydawad, Ze tresé zdania,
o ktdre chodzi, moglaby byé okreslona w sposéb nastepujgey: liczba
rzeczywista uwazana byé winna za dang lub znang, skoro znak
jej jest dany, a wartoé bezwzgledna jest w znaczeniu, okreslonem
w § 68-ym str. 217, liczby bezwzgledng znang. W rzeczywistodei
jednak przyjmiemy inng definicyg, ktéra, jak si¢ przekonamy, jest
bardziej szeroka.

Przedewszystkiem uzasadnimy twierdzenie nastepujace:

L. Oznacemy preez (2,) i (2,) takie dwa zbiory liczb wymier-
nych rzeczywistych, zeby zbiory te spelniaty warunki nastepujace:

1% Zadna liczba zbioru (8,) nie jest wicksza od Zadnej liczby
zbioru (Q,).

2°. Jakgkolwiek, byle od zera wieksza, liczbe rzeczywista oznaczy-
libysmy przez e, zawsze istnieé bedq dwie liczby wymierne w, i w,, na-
lezace odpowiednio do zbioréw () i (2y), a praytem takie, zeby zacho-
dzita nierdwnodé

Wy — wy < E.
W takim razie istnieje jedna i tyllo jedna liczba razeczywista ') ,

!) Zgodnie z prawem, ktérefmy sobie zastraegli, zakladamy milezaco, %e
réwno pomiedsy soba liczby nie 84 uwazane za régne od siebie przedmioty.
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ktéra nie jest ani mniejsza od Zadnej liczby zbioru (2,), ani wicksza
od Zadnej liczby zbioru (£2,). Ukladowi zbioréw (2,) i (2,) nadajemy
nazwe okredlnika liczby =, zbiér (2,) zowiemy pierwszg
czgseia, a zbidr (2,) drugs czesciy tego okredlnika; na sam okresl-
nik przyjmujemy symbol

(), (2,)).

Zeby udowodnié istnienie liczby =, oznacamy przez (4,) zbiér
wszystkich liczb wymiernych rzeczywistych, z ktérych Zadna nie
jest wigksza od kaZdej z liczb zbioru (£,), a przez (4,) zbidr wszyst-
kich pozostalych liczb wymiernych rzeczywistych, Ten podzial
zbioru liezb rzeczywistych wymiernych na dwa zbiory stanowi
oczywiscie pewien przekréj (P) zbioru tych liczb. Oznaczmy przez I
liezbe polozons na przekroju (P). Liczba ! oczywidcie nie jest
mniejsza od zadnej liczby zbioru (£,), a nadto latwo stwierdzié
mozemy, ze liczba I nie jest wigksza od Zadnej liczby zbioru (£,).
Istotnie, gdyby$my zaloiyli, ze liczba ! wigksza jest od pewnej
liczby w, zbioru (£,) i oznaczyli przez w liczbe wymierng posre-
dnig pomiedzy liczbami ! i w,, to liczba w nalesalaby w stosunku
do przekroju (P) do 1-szej kategoryi liczb wymiernych, a ponie-
wai liczba ta wigksza jest od liezby w,, od ktérej zadna liczba
zbioru (£,) wigksza nie jest, przeto jedna z liczb wymiernych
1-szej kategoryi w stosunku do przekroju (P), mianowicie liczba 1w,
wbrew definicyi przekroju (P), wigksza bylaby od kazdej liezby
zbioru (£,). Zatem wartosé _

=1 (1)
liczby z ezyni zadoéé warunkom twierdzenia i istnienie liczby @
jest udowodnione.

Wynik ten uzyskaliSmy, opierajac si¢ tylko na pierwszem
z dwéch zalozen prazyjetych co do zbioréw (&,) i (&2;). Opierajgc
sie¢ na drugiem, udowodnimy, Ze warto$é¢ na =z, okreslona réwna-
niem (1), jest jedyna, ktéra warunki twierdzenia spelnia.

Istotnie, zaldzmy, Ze wartodé

g=7
na z takze warunkom tym czyni zadosé.

Jezeli tedy oznaczymy przez w, i w, takie dwie liczby wy-
mierne, zeby pierwsza nalezala do zbioru (&,), druga do zbioru (£2,),
i zeby nadto zachodzila nieréwnosé

Wy — W) < &, :
21+
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gdzie ¢ oznacza od zera wigksza, ale poza tem dowolnie przyjets
liezbg dodatnis, to ze wzgledu na zwigzki

0SS
w, SU=wy,

2 ktérych wynika zwigzek
1=V S w— s,
- <e.
-

mielibysmy

Zatem rdznica

jest, co do wartodei bezwzglednej. mniejsza od kazdej od zera od-
miennej liczby dodatniej. Mamy wige

| —lI'=0,
zyli
™ =
a o to tylko chodzilo.

Oznaczmy przez (4,) 1-szg kategorye a pruez (4,) 2-ga kate-
goryg liczb rzeczywistych wymiernyeh w stosunku do pewnego
praekroju (P) zhioru wszystkich liezh rzeczywistyeh wymiernych.
Oznaczmy nadto przez a liczbe poloiony na przekroju (P). Oeczy-
widcie zbidr (4,) uwazany byé moZe za pierwszy, a zbiér (4,) za
drugs czedé pewnego okrvedlnika liczby a. Poniewaz kazdej liczbie
tzeczywiste] odpowiada przynajmmiej jeden taki przekrd) zbioru
liczb wymiernych (§ 90, tw. V). na ktérym ona jest poloZona,
przeto kaida liczba rzeczywista posiada jeden przynajmniej okreslnik.
W rzeczywistodei kazda liczba rzeczywista posiada nieskoniczenie wiele
okresinikdw. Istotnie, zachowujac symbolom (4,), ai(4,) znaczenie,
ktdre im nadalismy przed ehwils, spostrzegamy, de z kaidego ze zbio-
10w (4,) i (4;) mozemy usungé nieskonczenie wiele liezb w taki
sposéb, zeby zbiory (4;) i (4)), ta droga wyprowadzone ze zbiordw
(4;) i (4,), uwazane hyd mogly odpowiednio za pierwszg i drugs
czg8¢ pewnego okredlnika liczby a; mozemy na prayklad usungé
ze zbioru (4,) wsaystkie liczby mniejsze od jakiejkolwiek liczby ay,
muiejszej od liezby a, a ze zhioru (4,) — wszystkie liezby wicksze
od dowolnie przyjetej, byle od liczby a wigkszej, liczby a,.

Podobnie, jak w teoryi liezh bezwzglednych, orzekamy, e pe-
wna liezha rzeczywista @ jest znana, kiedy znany jest jeden
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z jej okredlnikdw, a okreilnik pewnej liezby uwazamy za
znany, jezeli mozemy, o ile nam czas na to pozwala, rzeczywi-
fcie rozwigza¢ kazde zadanie typu nastgpujacego:

Oznaczywszy przez symbol specyfiezny liczbe wymierng do-
datnig &, od zera wigkszq, ale chodby jak mala, wyznaczyé sym-
bole specyfiezne!) dwdéch liczb wymiernych takich, zeby jedna
z nich w; nalezala do pierwszej czgsei rozwazanego okreslnika,
a druga 1w, do drugiej, i zeby nadto zachodzila nieréwno#é

Wy — Wy < E.

Podobnie jak w teoryi liczb bezwazglednyeh, powyZsza de-
finicya wyraZenia pliezba znana® réwnowazna jest nastepujscej:
orzeczenie, ze pewna liczba rzeczywista x jest znana, wyraza, ze,
o ile rozporzgdzaliby$my przeciggiem czasu dostatecznie diugim,
mogliby$my zawsze, przyjawszy dowolnie pewng liczbe & od zera
wigkszg, ale choéby jak maly, rzeczywiscie wyznaczyé symbole spe-
cyficzne dwdch liczb wymiernych w, i w,, sprawdzajgeych zwigzki
nastepujgce:

W =2,
Wy =

wy — wy; < .
Jezeli dwie liczby rzeczywiste 2 1 2’ sprawdzajg nieréwnodé
z-—a' | < e,

gdzie ¢ oznacza pewng od zera wickszg liczbe, to orzekamy, Ze kazda
z liczb 2 i &' przedstawia drugs z nich z bledem bezwzglednym
mniejszym od &

Okredliwszy znaczenie wyrazenia ,liczba znana“, tem samem
okredliliSmy, na czem polega wyznaczenie liczby nieznanej:
wyznaczy¢ pewnsa liczbe znaczy zdobyd o niej takie wiadomosel,
zeby po ich zdobyciu ta liczba stala sig liczbg ,znang‘.

Jezeli pewna liczba rzeczywista « jest znana, to mozemy oczy-
wikeie, o ile mamy do rozporzadzenia dostatecznie dlugi przeciag

1) Za symbol specyficzny liczby wymiernej dodatniej nwazamy symbol po-
staci - %, a za symbol specyficzny licsby wymiernej njemnej symbol — g, ozna-

czajae w obu przypadkach przez m i p dwie w dziesictnej numeracyi przedsta-
wione licaby calkowite.
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czasu, wyznaczyé symbol specyfiezny takiej liezby wymiernej, ktéra
przedstawiataby liczbe  z blgdem bezwzglednym mniejszym od
dowolnie danej, przez symbol specyficzny oznaczonej, liezby wy-
miernej & od zera wigkszej. Powiadam, Ze odwrotnie, jezeli, majac
liczbg wymierng p od zera wigkszg, przez symbol specyficzny przed-
stawiong, ale poza tem dowolnie dang, moZemy zawsze wyznaczyd,
o ile czasem skrepowani nie byliby$my, symbol specyficzny liczby
wymiernej w, przedstawiajacej liczbe # z bledem bezwzglgdnym
mpiejszym od g, to liczba x, w znaczeniu okre$lonem wyzej, jest
znana. Istotnie, skoro mamy

|a—w| < u,
to mamy takze

w— p <

w—+u> 2.
Jezeli wige oznaczymy przez & liczbg wymierng, od zera wigk-

szg, przez symbol specyficzny przedstawions, ale poza tem dowolnie
dang i przyjmiemy

oraz

2ule wy=w— i, Wy :10-—}—‘#,
to liezby w, i w, sprawdzaé beda zwiazki

w, < =z, Wy >
0 <w, —w, <,
a poniewaz liczby w, i w, z latwodcig zdolamy przedstawié przez
ich symbole specyficzne, przeto stwierdzamy, 7e liczba 2 rzeczywi-
deie bedzie liczbg ,znang“.
Obecnie pragniemy uwydatnié tg okolicznodé, ze liczba znana
w znaczeniu naszej definicyi bynajmniej nie jest znana bezwzgle-
dnie; innemi slowy ,znajac‘ pewns liczb¢ w omawiunem zna-
czeniu, nie zawsze bedziemy mogli odpowiedzie¢ na wszystkie
pytania, jakieby moZna co do tej liezby postawié. Zeby poznaé
granice tych wiadomofei o pewnej liczbie x, ktére posiadamy
zawsze, skoro liczba @ jest ,znana‘, zwréémy sig do zagadnienia
nastgpujacego:
Oznaczajac przez w w postaci symbolu specyficznego dana
liezbg wymierns, rozpoznaé, ktéry z trzech awigzkéw nastepujacych

(1) wle w=z WwW>x
jest tym, kiéry zachodai rzeczywitcie?
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Jakakolwiek liczbe wymierny ¢ byle wigkszg od zera, przedsta-
wilibyémy przez jej symbol specyficzny, zdolamy zawsze, poswigeajace
na to przecigg czasu dostatecznie dlugi, wyznaczyé symbole specy-
ficzne dwéch liczb wymiernych w, i w,, sprawdzajgcych zwigzki

WM =x, W= |
w, 1wy < E. | (2)

Jezeli zachodzi jeden ze zwigzkéw

w<z albo w>u,

to drogg préb kolejnych zdolaliby$my rozpoznaé, ktéry mianowicie
z tych dwéch zwigzkéw zachodzi w rzeczywistosei.

Préby, ktére mamy na mysli, moglibyémy na przyklad wyko-
nywaé¢ w sposéb nastepujacy: moglibySmy przyjmowaé kolejno
na & wartosei '

RO
gt gy 4! §r”
wyznaczajge kazdym razem liczby w, i w, tak, zeby one spraw-
dzaly zwigzki (2), i badajae przy kazdorazowym ukladzie wartodei
na w, i w,, czy zachodzi jeden ze zwiazkow
i <w, albo 1> w,. (3)

Skoro dojdziemy do takiej wartosei na &, azeby$my mieli

el x—w|,

a do takiej wartoel zawsze dojdziemy wskazang drogg, skoro,
jake$my zaloiyli, zachodzi nieréwnosé

» 3= w,
to oczywidcie jeden ze zwiazkéw (3) i tylko pewien jeden z nich
zachodzié bedzie i wowezas dowiemy sie, ezy liczba w jest mniejsza,
czy wigksza od liczby «. Winnidmy jednak z naciskiem zaznaczycd,
%e nie zawsze potrafimy oszacowaé a priori ilodei préb konieeznyeh,
nie zawsze wiee zdolamy okreslié. ile czasu wymagaloby wykonanie
takich préb.
Przypusémy teraz, ze w rzeczywistosei zachodzi réwnosé

Tr=w.
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W takim razie omawiang drogy oczywiscie weale nie zdo-
lamy napewno stwierdzié, Ze powyzsza réwnosé rzeczywiscie zacho-
dzi, gdy ilekolwiek préb wykonaliby$my, stwierdzilibyémy tylko
w sposéb pewny, Ze wartosé bezwagledna réénicy

r—w

jest mniejsza od najmniejszej z tych wartosci na ¢, ktéry przy proé-
bach naszych na te liczhe przyjmowali$my, ale naturalnie nie posia-
dalibyémy dowodu na to, ze réznica

T—w ;
dokladnie réwna sig zeru.

Z dyskusyi tej wynika, Ze chociazby pewna liczba rzeczy-
- wista  byla nam ,znana¥ w znaczeniu okredlonem wyzej, to jednak
nie zawsze umielibyémy zadecydowaé, czy liezba wymierna w,
ktérej symbol specyficzny jest nam znany, jest mniejsza od liczby z,
réwna sig tej liczbie lub jest od niej wigksza. Z tego wynika, Ze
tembardziej mozliwy jest rzecza, iz nie umieliby$my wykonaé po-
réwnania ilodeiowego dwdeh liezb rzeezywistych x i a’, chodby
nawet liczby te byly nam ,znane“. Z tyeb samych powoddw
moze sig wydarzyd, iz nie mogliby$my upewnié sie, czy pewna
pznana® nam liezba rzeczywista jest wymierna czy teZ niewy-
mierna.

7Z tychie jeszeze przyezyn mozemy nie umied da¢ odpowiedszi
w szczegélnodei na pytanie, czy dana liczha rzeczy wista jest mniejsza
od zera, réwna zeru lub jest od zera wigksza; innemi slowy, mozemy
pie byé w stanie stwierdzié, jaki jest znak liczby rzeczywiste)
pdanej“. Ta ostatnia uwaga poucza nas, Ze, zgodnic z zapowiedzis,
uczyniong na poczgtlu tego paragrafu, znaczenie, ktére nadalismy
wyrazeniu ,liczba rzeczywista znana‘ jest szersze od znaczenia,
jakie mialoby to wyrazenie, gdybyémy byli oéwiadezyli, ze liczbe
rzeczywisty uwazamy za znang w razie, kiedy znany jej znak, oraz
(w znaczeniu okreélonem w § 68-ym) te liczbe beszwzgledna, ktéra
réwna sig jej wartosci bezwzglednej.

Z rozwazan powyiszych wynika, ze wiadomogei, jakie posia-
damy o liczbie rzeczywistej, ktéra nam jest yznana’ tylko w zna-
czeniu okreflonem wyzej, bynajmniej nie sy wyczerpujgce, jedna-
kowoz uméwilismy sig, e wiadomosei te uwazaé bedziemy za
wystarczajace do tego, Zeby orzee, i% rozwazana liczba jest znana
z przyezyn nastgpujacych:
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10, Ze stanowiska prayrodoznawstwa te wiadomosei, ktore po-
siadamy o liczbie rzeczywistej, w znaczenin przyjetem przez nas,
pznanej, sa z reguly wystarczajace,

2°, Jezeli pewne liczby rzeczywiste sg ,znane, to, jak sig
przekonamy w przyszlym paragrafie, i wartosé wszelkiej kombinacyi
tych liczb drogg dzialan zasadniczych zawsze moze byé ,wyzna-
czona* z wyjatkiem jednego tylko przypadku.

3°% Wyjatkowo tylko mozemy, pray wyznaczanin liczb rze-
czywistych, zdobyé glebsze wiadomosei od tyeh, jakie posiadamy
o liezbach nam ,znanych“ w znaczeniu przez nas przyjetem.

4% Jakkolwiek wiadomosei nasze o liezbach ,znanych“ nie sg
wyczerpujace, to jednakowoz, ze wzglgdu na tw. I-sze, ,znajge
dwie liczby, moglibysmy wykonaé w zupelnodei poréwnanie ilo-
$ciowe tych liezb, gdybysmy tylko posiadali dostateczna potege
logicznego myslenia i rozporzadzali dostatecznie dlugim czasem.

§ 92. Gléwny cel tego paragrafu polega na wykazaniu, e
wynik jakiejkolwiek kombinacyi drogg dzialai zasadniczych liczb
aznanych“ w znaczeniu, okreslonem w paragrafie poprzedzajagcym,
moze byé ,wyznaczony“ wyjawszy jeden tylko przypadek, kidry
naturalnie dokladnie okreslimy. Ale najpierw zwrécimy sig do pe-
wnych ogdlnyeh rozwazan.

Jezeli mamy pewnosé, Ze liczba rzeczywista @, ktérg pra-
gniemy blizej zbadaé, sprawdza zwigzek

s=a, o)
albo zwigzek
=0, (2)

gdzie oznaczyliSmy przez @ i b znowu pewne dwie liczby rzeczy-
wiste, to orzekamy, w razie zwigzku (1), ze liczba a jest dolng
granicyg liczby 2, a w razie zwigzku (2) — Ze liczba b jest gérng
granicy liezby #. Oczywidcie wszelka liczba rzeczywista » po-
siada nieskoriczenie wiele dolnych granic i nieskonczenie wiele
gérnych granic, gdyz kazda liczba mniejsza od dolnej granicy
liczby @ jest nows dolng granicy tej liczby, a kazda liczba wigksza
od jej gérnej granicy jest nowa gérng granics rozwazanej liczby.

Jezeli zachowamy poprzednie znaczenie na symbol « i ozna-
czymy jeszcze przez ! nows liczbe rzeczywists, to nazywamy réznicg

z—1
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bledem, z ktérym liezba ! przedstawia liczbe z; w przypadku
kiedy zachodzi zwigzek
x—1=0,

nadajemy nazwe niedoboru bledowi, z ktérym liczba | przed-
stawia liczbe x, a w razie nierdwnosei

z—1=0,

nazywamy blad ten nadmiarem, w ktdeym liczba | przedstawia
liezbe 2.

Wyrazenie granica bledu, z ktérym przedstawia pewna
liezba rzeczywista I pewna inng liczbg rzecaywists x, oznacza gorng
granice wartosei bezwzglednej bledu, w ktdrym przedstawia liczba 7
liczbe .

1. Jedeli oznaczymy przez u gravice bledéw, z kidremi dwie
liczby w i v przedstawiaja odpowiednio dwie inne liczby = iy, to suma

U4
2ty

2 bledem, ktdrego grawica jest w kaddym razie liczba 2 pu.
Istotnie, jezeli przyjmiemy

z=u-a,
y=0v+8,
(@+y) — (utv)=a+8,
e|=un |Bl=n,
[(E+y) —ut0) | =24,

& zwigzek ten wyraia wlagnie twierdzenie, o ktére chodzi.

IL. Jeeli oznaczymy przez x i y dwie liczby rzeceywiste jalie-
kolwiek, przez L jedna ze wspdlnych gdrnych gramic wartosci bezwzgle-
dnych liczb z, y, a przez wiv dwie liccby, sprawdzajgee nierdwnosci

przedstawia sume

to mie¢ hedziemy

a poniewaz mamy

przeto mamy i

lu<L i |v|<L

i przedstawiajace odpowiednie liceby x i y 2z bledami co do wartosci
bezwzglednych, nie wigkszemi od pewnej liczby w, to iloczyn % .v
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przedstawia iloczyn x .y = bledem, ktdrego granica jest w kasdym
razie liczba 2 Lpu.
Istotnie, przyjmijmy
r=u-t e,
y=v+8;
mamy tedy

v.y—u.v=>u-ta)(@+p — uww=al@-p) 4 up,
a poniewaz mamy

lot8l=ly =L
=L

e =u, [Bl=u

przeto zachodzi nieréwnosé

oraz

|z.y —u.v|=2Lu,

wyrazajgca wladnie twierdzenie, o ktére chodzilo.

IIL Jezeli oznaczymy przez x i y dwie liczby, z ktérych y zeru
véwne nie jest, przez L jedna ze wspdlnych gdrnych granic wartosci
bezwzglednych liczb @ i y, prezez d od zera odmienna dolng granice
liczby y, a przez w i v dwie liczby sprawdzajace nierdwnosci

fu =L, »|=L, |v|=d (1)
i przedstawiajace odpowiednio liczby x iy z bledami, ktérych wspdlna
granica jest pewna liczba dodatnia w, to w takim razie iloraz
w:io
przedstawia iloraz
ziy
z bledem, ktdrego granica jest w kaddym razie liczba
2L
ax
Istotnie, przyjmijmy znowu

r=u-t a,
y=v+4.
Mamy tedy

z u__uda u __ve—up @)

RS

¥ 8 8
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Jeieli uwzglednimy zwigzki (1) oraz zwiazki
ly|=lv|pl=d
la|=u, [Bl=4

ktére wynikajg z zalozen twierdzenia, to wyprowadzimy latwo

z réwnosei (2) zwiazek
T 2Lu
by e @

wyrazajacy wladnie twierdzenie, o ktdre chodzilo.

Zwracajace sie do wlaseiwego przedmiotu tego paragrafu, uwa-
ajmy kolejno kaide z zadai nastgpujacych:

Zadanie 1. ,Wyznaczyé“ sume ulgebraiczng dwéeh liezb ,da-
nych®.

Zadanie 1. ,Wyznaczyé“ iloezyn dwdeh liezb ,danych®.

Zadanie III. , Wyznaezyd® iloraz w przypadku, kiedy ,dane
83“ dzielna i dzielnik.

Przystepnjge do zadania I-go, czynimy najpierw uwage na-
stepujaca: jezeli pewna liczba rzeczywista jest ,znana“, to liczba
jej symetryczna jest oczywiscie réwniez ,znana“. Poniewa? zaé
wazelka suma algebraiczna uwaZana byé moze za sumg zwykls,
ktérej kazdy skladnik réwna sig pewnemu skladnikowi sumy alge-
braicznej, albo jest liczbs pewnemu skladnikowi sumy algebraicznej
symetryczng, przeto, bez szkody dla ogélnosei, moZzemy przyjacé, ze
chodzi o wyznaczenie sumy zwyklej dwdch liczb danych., Oznaczmy
liezby te przez x i y, a przez & dowolnie przyjeta, byle od zera
wigkszg liczbe wymierns. Jezeli tedy wyznaczymy liezbe p z xé-
wnania

2u=1,

a nastepnie wyznaczymy dwie liczby wymierne wiv w ten sposéb,
zeby one przedstawialy odpowiednio liczby # i y z bledami nie
przekraczajgeymi graniey x, to (tw. I) liezba

u-v

da nam rozwigzanie zadania, o ktére chodzilo.

Poniewa? wyznaczenie symboléw specyficznych liczb u i v
stanowi zadanie, ktére mozemy rozwigzaé, skoro liczby x i ¥ s4
dane, przeto z tego, co poprzedza, wynika, Ze mozemy wyznaczyé
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sume algebraicza dwdeh liezb danych, skoro kategorya (§ 83), do
ktérej nalezy kazdy skladnik, jest oznaczona.

Zanim przejdziemy do zadania II-go i III-go, uzasadnimy
uwagi nastgpujace:

Uwaga L Jeieli pewna liczba  jest znana, to motemy wy-
znaczyé gérng granice wartodei bezwzglednej tej liezby w postaci
liczby wymiernej dodatniej, okreslonej przez jej symbol specy-
ficzny.

Uwaga II. Jezeli pewna liczba rzeczywista « jest nam ,znana“,
to, przyjawszy dowolng, byle od zera wigkszg liczbg wymierng g,
mozemy wyznaczy¢ symbol specyfiezny takiej liezby wymiernej u,
ktéra sprawdzalaby zwiazek

]

iIA

|z

i przedstawila jednoczesnie liczbe x z bledem bezwzglednym, nie
przekraczajgeym liczby wymiernej .

Uwaga III. Poniewaz, jake$my stwierdzili w paragrafie po-
przedzajaecym, nie zawsze mozemy rozstrzygnaé, czy liczba rzeczy-
wista ,dana® z jest od zera odmienna, przeto nie zawsze zdolamy
upewni¢ sig, czy istnieje od zera wigksza dolna granica wartogei
bezwzglednej liczby «, a wige tem bardziej nie zawsze zdolamy rze-
czony element wyznaczyé. Jezeli jednak posiadamy symbol specy-
ficzny takiej od zera wigkszej liczby wymiernej d, ktéra uwazana
byé moze za dolng granice wartodei bezwzglednej ,danej liczby
rzeczywiste] x. to w takim razie mozemy rozwigzaé zadanie naste-
pujace: Okredliwszy dowolnie przez symbol specyficzny od zera
wigkszg liczbe wymierny u, wyznaczyé symbol specyficzny takiej
liczby wymiernej u, seby liczba ta sprawdzala zwigzki

ul=d i (u|=|z]

i przedstawiala jednocze$nie liczbe « z bledem, ktérego wartosé bez-
wzgledna nie przekraczalaby liczby u.

Uzasadniamy najpierw uwage I-szq. PoniewaZ liczba 2 jest
znana, przeto, przyjgwszy dowolnie pewns liczbg wymierns, po-
wiedzmy jedno$é, zdolamy wyznaczyé symbole specyficzne dwéch
liczb wymiernych a’ i o, sprawdzajaeych zwigzki
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a poniewas wartos¢ bezwsgledna tej z liczb o’ 1 a”, kiéra jest
wigksza od drugiej, ocaywidcie uwazana byé moze za gérngy gra-
nicg liczby @, przeto stwierdzamy, Ze uwaga I-sza jest uzasadniona.

Zeby uzasadnié uwagg II-ga, zwazmy, Ze bedziemy mogli wy-
znaczyé symbole specyficzne takich dwéch liezb wymiernych a1 &,
zeby liczby te sprawdzaly zwiszki

o ém é ﬂ”,
a — aféﬂ-

Otéz, jezeli liczby @i & maja ten sam znak, to dostatecznem
bedzie oczywideie oznaczyd przez u te z tych liezh, ktérej wartodé
jest mniejsza, zeby uzyskad rozwigzanie zadania, stanowigeego przed-
miot uwagi Il-giej, jezeli zas liczby e’ 1 @/’ majq znaki przeciwne,
to warto$é zerowa na u sprawdza¢ bedzie warunki zadania,

Zuhy uzasadnié i uwage IIl-cis, oznaczmy przez ' symbol
specyficzny takiej liczby wymiernej, ktéra czyni zadodé jednocze-
énie zwigzkom nastgpujgeym:

wW>0, p=u p<d,

Poniewaz liczba 2 jest znana, przeto zdolamy wyznaczyé sym-
bole specyfiezne dwéch liczh wymiernyeh w’ i '/, sprawdzajacych
jednoczeénie zwigzki nastepujace:

1) w=z=w'
w’ —w' < .

Mamy tedy
v=uw 4 0’y

x :w”"'— BH i"

oznaczajge przez 0' i 0" dwie liczby rzeczywiste, z ktérych zadna
co do warto$ei bezwzglgdnej od jednoSei wigkszg byé nie moze.
Z réwnati poprzedzajgecych mamy

w = — 0w

poniewaz za§ mamy

przeto kaida z liczb w' i w" jest od zera odmienna, a znak jako-
dciowy Zadnej z nich nie rézni sie od znaku jakosciowego liczby .
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Ze wzgledu na zwiazki (1) i na to, Ze znaki jakosciowe liczb
w' i w"” nie réznig si¢ pomigdzy sobs, jedna =z nich, ktérg ozna-
czymy przez w, jest co do wartofei bezwzglednej niezawodnie nie
wigksza od liezby . Gdyby pokazalo sig, ze mamy

0| =d,

to moglibydmy rozwigzaé zadanie, rozwazane w uwadze III-ciej,

przyjmujac
u=w.

Zalézmy wige, Ze mamy
[w| < d.
Dwa tylko przypadki mogg zachodzié: albo
w >0,
w<0.
W pierwszym przypadku wartosé
u=d

albo

stanowilaby rozwiazanie zadania, o ktére chodzi, a w drugim —
uzyskalibySmy oczywiscie rozwigzanie tegoz zadania, przyjmujgc

v=—uq.

Ostatecznie usprawiedliwiliSmy w zupelnosei i uwage II-cig

Zwracajac sie do zadania II-go, oznaczmy przez x iy liczby,
o iloczyn ktérych chodzi. Poniewaz liczby te sg ,dane“, przeto na
podstawie uwagi I-szej zdolamy wyznaczyé symbol specyficzny takiej
Jiczby wymiernej L, ktéra moglaby byé uwazana za gérna graniee
wartodei bezwzglednej kazdej z liczb « i y. Wyznaczywszy w taki
sposéb liczbg L, oznaczmy przez & zapomocg symbolu specyficznego
dang liczbg wymierng od zera wigkszg, ale poza tem dowolnie

przyjets. Przyjgwszy
&
= 2.’ } (1)

zdolamy zawsze (uwaga II) wyznaczyé symbole specyficzne dwéch
liczb wymiernych % i v, sprawdzaja,cycsh zwigzki

II/\ IJ/\

iE )
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oraz zwigzki
3 | Sp

lx—vl=ep
Poniewas ze zwigzkéw (2) i z definicyi liezby L wynikajs
zwigzki u
J
o]

przeto na podstawie tw. Il-go i wzoru (1) mamy

H/\ H/\

2.y —u.v| <e&

Zatem zadanie II-gie moZemy zawsze rozwigzaé.

Przystepujac do zadania III-go, natychmiast spostrzegamy, Ze
nie tylko nie zdolamy zawsze tego zadania rozwigzaé, ale nawet nie
zawsze zdolamy stwierdzié, czy wogdle rozwigzanie zadania tego
jest mozliwe, gdyz mozemy nie umie¢ zadecydowaé, czy dzielnik
jest od zera odmienny. Oznaczmy jednak dzielng przez @, a dzielnik
przez y i zaléimy, Ze posiadamy symbol specyficzny takiej liczby
wymiernej, od zera wiekszej d, ktéra uwazana byé moze za dolng
granice wartosci bezwzglednej dzielnika y.

W takim razie zadanie, o ktére chodzi, oczywideie jest roz-
wigzalne. Powiadam nadto, ze latwo mozemy zadanie to rozwiazaé.
Istotnie, wyznaczmy najpierw symbol spe{:'yﬁcn)y liezby wymier-
nej L, mogacej byé uwazang za goérns granice warto$ci bezwzgle-
dnej kaidej z liczb 2 1 y; na podstawie uwagi I-szej nie napotkamy
zadnej trudnodei przy wyznaczeniu liezby L.

Nastepnie oznaczmy przez e liczbg wymierns, przez symbol
specyficzny dang, od zera wigkszy, ale poza tem dowolnie przyjeta
i okredlmy liczhe pu przez wzér

2
(1) p= fL e.
Poniewaz liczby 21 y s dane, przeto ze wzgledu na uwage II-g8

i Ill-cig zdolamy wyznaczyé symbole specyficzne dwéch liczb wy-
miernyeh % i v, sprawdzajacych zwinzki

2) lu| = ||,

o | =11
S I=lyl,

(3) 0| =d,
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oraz zwigzki
|z —u| =7
ly—v|=n. @

Poniewaz ze szwigzkéw (2) i z definicyi liesb L wynikajy
zwigzki

I[‘!GlgL, 1U|§L:

przeto na podstawie zwigzkow (1), (3), (4), 1 ze wagledu na tw. ITl-cie
zachodzié bedzie nierdwnodé

[
v

=&

x
Yy

Ziwigzek ten wyraza, ze w razie kiedy posiadamy symbol
specyficzny liczby wymiernej od zera wigkszej, mogacej byé uwa-
zang za dolng granice wartoci bezwzglednej dzielnika, jestesmy
w stanie rozwigzad zadanie Ill-cie.

Z tej dyskusyi trzech zadad, wyslowionych wyzZej, wynikaja
bezposrednio konsekweneye nastepujgee:

Mozemy ,wyznaczyc® wynik wszelkiej kombinacyi liczb rzeczy-
wistych ,danych* droga dodawania, odejmowania i mnozenia. Jeleli
za$ chodzi o taka kombinacye liczh rzeczywistych danych droga dzia-
dan zasadwiczych, do ktérej wehodzi jeden lub kilka iloraziw, to nie
tylko nie zawsze mozemy ,wyznaczyé® wynik rozwatanej kombina-
eyi, ale nmwet mozemy wnie wmiet rozstrzygnaé, czy wynik wogdle
istuieje. Jezeli jednak jestesmy w posiadanin symboléw specyficanych
liczh wymiernych, od zera wigkszych, mogacych byé wwazanymi za
dolne gramice wartosci bezwzglednych dzielnikéw prazy tych ilorazach,
ktdre wehodzg do rozwaéanej kombinacyi liczh raeczywistych, to w takim
razie mozemy nwyznaczylt wynik kombinacyi, o ktdra chodzi.

Ta metoda wyznaczania wyniku kombinacyi liezb ,danych®,
ktéra wyplywa bezposrednio z tego. cosmy uzasadnili w paragrafie
niniejszym, wogdle nie najszybciej do celu prowadzi. Metody ko-
rzystne ze stanowiska techniki rachunkowej do rozwiazywania
zagadnien tego rodzaju naleza do teoryi rachunkéw przyblizonych,
ktérej ze wzgledu na cele natury teoretycznej tego dziela, wykladaé
tu nie bedziemy.

§ 93. Rozszerzenie pojecia potegi, Czesé wynikdw uzyska-
nych w § 33-cim mozZemy wyslowié w sposéb nastepujacy:
Aryimelyka teoretyczna, 22



