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kiedy rozwazamy liczbg rzeczywista o wartosel bezwzglednej, réwnej
zeru, wszelki znak gatunkowy w symbolu specyficznym takiej liczby
jest zbyteczny, gdyz liczba taka mozZe byé uwazana wedle upodo-
bania za liczbg znaku (4), albo (—) 1 réwna si¢ w kazdym razie
zeru. Zeby uzupelnié te wskazéwki o sposobie poslugiwania sig
znakami () i (—) w znaczeniu znakéw gatunkowych, nadmie-
niamy jeszeze, co nastgpuje: jezeli pewna liczba rzeczywista w
przedstawia wartosé pewnego wyrazenia arytmetyeznego S, to two-
rzymy symbol réwnowazny symbolowi uzyskanemu, kladge po lewej
stronie symbolu w znak gatunkowy () lub (—) przez to, ze kla-
dziemy ten znak gatunkowy przed symbolem S, zamknigtym w na-
wiasie; jezeli jednak symbol S przedstawia iloczyn lub iloraz i nie jest
juz zaopatrzony w pewien znak gatunkowy, to nawias opuszezamy.,

§ 88. Paragraf obecny po$wigeamy ustawieniu regul do wy-
konywania poréwnania ilosciowego dwdch liczb rzeczywistych i dzia-
laf zasadniczych na dwdch liczbach rzeczywistych w przypadku,
kiedy te liczby przedstawione sg przez ich symbole specyficzne.

Uwazajmy tedy dwie liczby rzeczywiste jakiekolwiek » i #/,
dobierajac oznaczenia tak, Zeby w przypadku, kiedy rozwazane liczby
nie majg tego samego znaku, symbol » oznaczal liczbe znaku (4-).
Jezeli jeszcze oznaczymy przez d wartosé bezwzgledng liczby 7,
a przez d' wartodé bezwzgledng liczby +/, to w takim razie mieé
bgdziemy na liczby r i " albo wzory

) ‘ r="d
albo
)

albo nareszcie

@ { re=d

Przy zachowaniu tych symholéw na liczby wzgledne, ktére
wprowadzilismy w § 79-tym, wzory (1) réwnowazne ss wzorom:
r =(d,0),

g V= @,0;

wzory (2) — wzorom:

5) r =(d, 0),
v'=(0,d);
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a wzory (3) — wzorom:
,.
?.f

(0,d)
©0,), ©)

Opierajac sig na tej uwadze oraz na tych regulach poréwny-
wania iloseiowego liczb waglednych, ktére ustawiliémy w § 79-tym,
spostrzegamy z latwodcis, iz zachodzi twierdzenie nastgpujace:

1. Zeby dwie liczby rzeczywiste byly réwne pomiedzy soba, konie-
cznem jest, eby ich wartosci bezwzgledne réwnaly sie sobie; warunek ten
Jest wystarczajgcey tylko w praypadku, kiedy wartoéé bezwzgledna jednej
praynajmniej z rozwazanych liczb rdwna sie zeru, jeseli za$ okolicznodé
ta nie zachodzi, to dwie liczby rzeczywiste o rdwnych sobie wartosciach
bezwzglednych sa sobie réwne w razie, ale tylko w razie, kiedy i 2naki
ich nie réénia si¢ od siebie. Jezeli liczby rzeczywiste nie sq sobie vd-
wne, to zeby zadecydowaé, ktdra z wich jest mmiejsza, naledy rozrdénié
trzy przypadki:

1% Rozwakane liczby majq znak ().

20, Liczby te majg znak (—).

3%, Jedna z rozwazanych liczb ma znak (—), a druga znak ().

W pierwszym przypadku wartosci bezwzgledne rozwazanych liczb
sa od siebie odmienne, (gdyz w razie przeciwnym liczby te bylyby sobie
réwne), a ta z rzeczonych liczb, kidrej wartosé bezwzgledna jest mniej-
sza, jest sama mmiejsza od drugie).

W drugim przypadicu takie wartosci bezwzgledne pordwnywa-
nych ze soba licab rzeczywistych sa od siebie odmienne z tejée przy-
czyny, co w praypadku picrwszym, ale mnigjsza @ rozwazanych liczb
rzecaywistych jest ta, kidra ma wiekszq wartosé bezwzgledna.

W trzecim przypadlu mniejsza 2z dwdeh rozwazanych liczh jest
zawsze ta, kiéra ma znak (—).

Na sume liezb » 1 »' zachodzié bedzie wzdér

?‘—,—f’:?"—‘—?.:(d_}—dflo)’
1._,_1.;:,.:_'_?.:(@’ d’),
’__I__?,!:’J_i__,-x(‘),d",—d’)f

zaleznie od tego, czy zachodzy wzory (4), (5), czy (6).
Wnosimy stad natychmiast, iz mamy twierdzenie nastepujace:
II. Wartos¢ bezwegledna sumy dwdch liezb rzeczywistych réwna
si¢ sumie lub réimicy bezwzglednej ich wartosci bezwzglednych zaleinie
Arytmetyka teoretyczna. 20

Il

albo wzdér

albo wzor
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od tego, czy rozwazane liczby sa tego samego znaku czy ted znakdw
preeciwnych. Jedeli liczby, o kiérych sume chodzi, sa tego samego
Znaku a sama swma nie jest réwna zerw, to znalk sumy wie rééni sig
od wspdlnego znaku shtadnikéw; jebeli zas rzeczome liczby sa znakdw
preeciwnych, jezeli nadto ich wartoici bezwzgledne nie sq sobie réwne,
jedeli wiee ich suma nie réwna sic zerw, to znakiem sumy jest znak
tego sktadnika, ktérego wartosé bezwzgledna jest wicksza.

Juz w paragrafie poprzedzajgeym mielismy sposobno$é zazna-
czyé, ze na podstawie tw. II-go z § 82-go, prey odejmowaniu liczh
rzeczywistych resztn rowna sie sumic odjemnej i liczby symetrycznej
odjemnikowi. Z tego za$ wynika, ze w razie, kiedy wartosci bez-
wazgledne i znaki odjemnej i odjemnika sa dane. reszta réwna sig
sumie dwéeh liezb rzeezywistyeh, ktdryeh wartodei bezwzglgdne
i znaki sg znane, gdyz kazds liczbe rzeczywists przemieniamy na
liczbg jej symetryczng drogg prostej przemiany jej znaku na znak
przeciwny.

Zatem wszelka regula szczegdlna do wykonywania odejmo-
wania w przypadku, kiedy wartosci bezwzgledne i znaki odjemnej
i odjemnika s dane, jest zbyteczna, gdyz to zagadnienie sprowadza
si¢ bezposrednio do dodawania, ktére moze byé wykonane na pod-
stawie tw. II-go.

Oznaczmy przez p liczbg bezwzgledns, stanowiges iloczyn liczh
bezwzglednych d i d'; w takim razie na iloczyn liczb # 1+ mamy
zaleznie od tego, czy zachodzg wzory (4), (B) lub (6), wadr

ror’'=1r.r=(d.d,0)=-p,
Wzor

ro'=1.r=(0,d.d)=—np,
lob wzér

ro'=r.r=(@.d,0) =-+p.

Mamy wiee twierdzenie nastgpujace:

IIL. Wartosé bezwzgledna iloczynu dwéch liczb rzeczywistych od
zera odmiennych réwna si¢ iloczynowi wartosci bezwzglednych ceynni-
kéw, a sam iloczyn réwna si¢ liczbie dodatniej lub wjemnej, zaletnie od
lego, cay czynniki sa tego samego znaku, czy znakéw przeciwnych;
Jekeli zas jeden preynajmmiej z czynmikéw réwna sie zeru, to iloczyn
rowna si¢ takie zeru.

Przechodzae do dzielenia liczb rzeczywistych, wnosimy na-
tychmiast z twierdzenia poprzedzajacego, co latwo byloby takie



— 307 —

wyprowadzié i z tw. I-go z § 8b-go, Ze zachodzi twierdzenie, ktére
opiewa, jak nastepuje:

IV. Jezeli przy deieleniu liczb rzeczywistych dzielnik réwna sie
zeru, to dzielenie jest wykonalne tylko w przypadku, kiedy i dzielna
réwna si¢ zerw, a w takim razie loraz jest catkiem nicokreslony, gdys
kazda liczba rzeczywista wwazana byé moze za iloraz. Jeseli zad dziel-
nik jest od zera odmienny, to deziclenie jest dziataniem jednoznacznem
i zawsze wykonalnem; 1w tym przypadku wartosé bezwzgledna ilorazu
rdwna sie ilorazowi podziadu wartosci bezwzglednej dzielnej przez wanr-
tosé bezwzgledna dzielnika, a sam iloraz, gdy jest od zera odmienny,
jest dodatni lub ujemny, zaletnie od tego, czy dzielna i dzielnik tego
samego sa znaku, czy tez znakéw przeciwnych.

§ 89. Jezeli uwzglednimy tg okolicznosé, ze mozemy dobrad
do kazdej liczby rzeczywistej liczbe wzgledng tej liczbie réwng
(a nawet i nieskoriczenie wiele takich liczb), to natychmiast spostrze-
Zemy, %e mozna uzyskaé twierdzenia, wyraZajace wlasnosei podsta-
wowe dzialan zasadniczych na liczbach rzeczywistych drogg pro-
stego podstawienia wyraZenia ,liczba rzeczywista® zamiast wyrazenia
pliczba wzgledna“ w twierdzeniach, ktére wyrazaja wlasnosei pod-
stawowe dzialad zasadniczych na liezbach wazglednyeh.

Zwracajgce sig najpierw do § 81-go, uzyskujemy na tej dro-
dze twierdzenie nastgpujgce:

1. Dodawanie liczb rzeczywistych posiada wiasnodei tacznoset i prze-
miennosei, a nadto nieréwnosé

b < ¥,

réwnowazna jest nierdunosc
atb<al ¥,
jakqkolwick liczbe rzeczywisty oznaczylibysmy przez a.

Zestawiajac to twierdzenie z tw. Il.giem z paragrafu poprze-
dzajacego, latwo stwierdzamy, co nastepuje: jezeli wszystkie skiadniki
jakigikolwiek sumy liczb rzeczywistych sa tego samego znaku, to war-
tosé bezwzgledna samej sumy réwna sie sumie wartosci bezwzglednych
skiadnikéw, a znak sumy, jezeli suma nie jest réwna zeru, nie rdzni sie
od wspélnego znaku skiadnikéw; jezeli zas nie wszysthkie skiadniki roz-
wazanej sumy sa tego samego znaku, to wartosé bezwzgledna sumy réwna
sie ré&nicy bezwzglednej sumy d wartosci bezwzglednych skladnikéw do-
datnich i sumy u wartodci bezwzglednych skladnikéw wjemnych, a znak
jej, w razie nieréwnosci

d¥u

20%
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jest dodatni lub ujemny, zaleznie od tego, czy mamy

d > u,

czy
d <u;

w praypadiku szezegdlnym, kiedy zachodzi rdwnosé
d=u,

rozwasana suma liczb rzeczywistych réwna sie zeru. W tem twier-
dzeniu naleiy oczywideie przez wyraZenie ,suma pewnych liczb
rozumieé, w razie kiedy uklad tych liezb obejmuje jedna tylko
liezbe I, sama liczbe L

Opierajac si¢ na twierdzeniach, uzasadnionych w § 82-gim,
spostrzegamy natychmiast, ze zachodza twierdzenia nastgpujace:

II. Odejmowanie liczb rzeczywistych jest dziataniem jednozna-
cznem, wykonalnem bez zastrzeden, a wynik dziatania tego réwna sie
sumie odjemnej i liczby symetryczne] odjemnikowi.

III. W zbiorze liczh rzeceywistych istnicje modud dodawania
i posiada wartosé réwna 2zeru.

Z twierdzenia tego i definicyi modulu dodawania wynika bez-
posrednio, Ze réwnosei

a—b=0
a=>0,

gdzie oznaczylismy przez a i b dwie liczby rzeczywiste, sg pomig-
dzy soby réwnowazne. Z tych samyeh przyczyn zachodzy ré-
wnosel

¢+0=a—0=a,

jakgkolwiek liczbg rzecaywista oznaczylibysmy przez a.

Pojecie sumy algebraicznej liczb wzglednyeh, wprowadzone
w § 83-cim, rozszerzamy do liezb rzeczywistych jakichkolwiek,
podstawiajge w definicyi wyslowionej na czele § 83-go, wyrazenie
pliczba rzeczywista® na miejsce wyrazenia ,liczha wagledna¥;
wogdle, jezeli w pewnym zbiorze wielkosei (W), ktérego elementy
moga ulegaé¢ dodawaniu, istnieje modul dodawania, to w ta-
kim razie uwazamy za sumg algebraiczng skoticzonej liczby ele-
mentéw, nalezgeych do zbioru (W), rzecz, ktdrej definicye uzy-
skujemy, podstawiajge we wspomnianej przed chwily definicyi
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§ 83-go, wyragenie ,element zbioru (W)“ na miejsce wyrazenia
pliczba wzgledna®.

Sposéb symbolizowania sum algebraicznych, ktérysmy wy-
snuli ostatecznie w § 83-cim, zachowujemy bez zmiany i w tym
przypadku, kiedy chodzi o utworzenie symbolu sumy algebraicznej
jakichkolwiek liczb rzeczywistych, zatem, 2eby przedstawié sume alge-
braicena liceb rzeczywistych, piseemy skiadniki kolejuo w jednym
wierszu, ktadac po lewej stronie kazdego skiadnilka 1-szej kategoryi
znak (), a 2nak (—) po lewej strowie kazdego sktadnika 2-giej kate-
goryi; praytem zastrzegamy sobie prawo opuszezania znaku gatunko-
wego przy pierwszym skiadniku w razie, kiedy sktadnil ten naledy
do 1-szej kategoryi.

Suma algebraiczna s liczb rzeczywistych moze (na podstawie
tw. I-go 2 § 83-go) byé uwazana za sume zwykta s' tyln skiadni-
kéw, ile wynosi liczba skladnikéw 7 rozwaZanej sumy algebrai-
cznej s, jezeli tylko okreslimy kazdy skladnik sumy s’ jako liczbe
rzeczywista réwng lub symetryezny réwnorzednemu skladnikowi
sumy algebraicznej s, zaleznie od tego, czy skladnik ten nalezy
do 1-szej kategoryi czy do 2-giej. Z tego wynika najpierw (co
moglibysmy takze wywnioskowaé i z tw. II-go z § 83-go), Ze do-
wolna przemiana porzadku sktadnil:dw sumy algebraicznej liceb rze-
czywistych pozostaje bez wplywu na jej wartosé, jezeli tylko Zaden
skéadnik nie zostaje przeniesiony z jednej kategoryi do drugiej. Nadto,
spostrzegamy jeszeze, uwzgledniajae tw. IT-gie obecnego paragrafu,
ze w symbolu sumy algebraicznej liczb rzeczywistych, utworzonym
w spos6b okredlony wyzej, znak (4-) lub (—), znajdujacy sie po lewej
stronie jakiegokolwiek skladnika «, byle nie pierwszego, uwazany
byé moze wedlug upodobania albo za znak dzialania, ktérem liczba a
skombinowana ma byé ze skladnikami nizszych rzeddéw, albo za
znak jakosciowy, okreslajacy, ktéra z liezb

+a lub —a

ma byé skombinowana drogg dodawania ze skladnikami nizszych
rzedow.

Na podstawie tw. III-go z § 83-go zyskujemy wazZne ze stano-
wiska techniki rachunkowej twierdzenie nastepujace: jezeli w sym-
bolu S sumy algebraicznej oznaczonych liczh rzeczywistych przemienimy
znak jakosciowy kazdego skiadnika na znak jakosciowy przeciwny,
to wartosé sumy algebraicenej, ktdra przedstawiaé bedzie symbol S',
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ueyskany w taki sposdb, réwnaé sie bedzie liczbie symelrycznej war-
todei sumy S.

Na podstawie trzech pierwszych twierdzen z § 84-go zachodzi
twierdzenie nastgpujace:

IV. MnoZenie liczb rzecaywistych posiada wiasnodé tqcznosei
1 przemiennosci oraz wtasnosé rozdzielnosci w stosunku do dodawania
i odejmowania.

Uwzgledniajac te okolicznodé, ze modul dodawania liczb rze-
ezywistyeh réwna sig zeru, wyprowadzamy natychmiast z tw. IV-go
i V-go z § 84-go twierdzenia nastgpujace:

V. Zeby iloczyn liczh rzecaywistych rdwnad sie zeru, koniecznem
jest i wystarczajacem, zeby jeden czynnilk przynajmniej réwnat sie zeru,

VI. Jezeli oznaczymy przez v. v’ i 4 trzy liczby rzeczywiste, to
warunek konieczny i wystarczajacy, zeby zwiazek

r==
(W

i 2wiazek

bydy pomiedzy sobg réwnowazne, polegu na mieréwnose
A3=0.

Z tw. VII-go § 84-go wynika twierdzenie nastepujace:
VIL. Jakiekolwiek liczby rzeczywiste oznacaylibysmy przez r i v/
to po oznaczeniu ich iloczynu przez p, zachodzié beda rdwnosci na-

stepujace:
(+7)- (Fr) =+
(—7r).(Hr)= (—'—- N.(—r)=—p
(—7).(—r)=+»

Twierdzenie to obejmuje w sobie oczywidcie jako przypadek
szczegblny tw. Ill-cie z § 88-go, gdyi staje sig ono réwnobrzmig-
cem z tem twierdzeniem w przypadku szezegdlnym, kiedy sym-
bole 7 i ¢ oznaczajg liezby bezwagledne; pomimo to jednak po-
wyisze twierdzenie stanowi nastepstwo logiczne wspomnianego
twierdzenia z § 88-go. Istotnie, z tw. III-go § 88-go z latwoscis
wyprowadzi¢ mozemy, Ze zmiana znaku jednego czynnika w ilo-
czynie dwdch liczb rzeczywistych, od zera odmiennyeh, pociaga
za sobg zmiang znaku iloczynu bez zmiany jego wartodei bez-
wzglednej; otéz, opierajac si¢ na tem i zwasywsay, i% zwigzek

nNHr)=+>p
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Jest bezposrednio oezywisty, z latwoseig uzyskujemy réwnosei, ktére
wyrazajs razem to twierdzenie obeenego paragrafu, o ktére chodzi.

Znaczenie tw. VII-go jest natury techniczno-rachunkowej. Ze-
stawiajac to twierdzenie z tw. IV-tem i uwzgledniajae te okolicznosé,
iz w sposéb oméwiony poprzednio suma algebraiczna uwazana byé
moze za sumg¢ zwykls, uzyskujemy nowe, w technice rachunkowej
wazne twierdzenie nastgpujace:

VIIL. Tloczyn jakiejkolwiel: sumy algebraicznej S liczb rzecay-
wistych przez jakgkolwiek liczbe rzeczywista r réwna sie takiej sumie
algebraicznej iloczyndw skladnikdw sumy S przez liczbe », w kidrej
kazdy z tych iloczyndw wwazany jest za skéadnik 1-szej lub 2-giej
kategoryi, zaleinie od tego, czy sktadnil ten jest iloczynem liczby r
prezez sktadnik 1-szej czy tez przez skitadnik 2-giej kategoryi sumy S.

Na podstawie tw. I-go z § 85-go mamy, w tw. IV-tem § 88-go
juz zawarte twierdzenie nastepujace:

IX. Jezeli pray dzicleniu liczb rzeczywistych dzielnik rdwny jest
zeru, to deielenie jest wykonalne tylko pod warunkiem, zeby i dzielnik
réwnal sie zeru, a w takim razie wartosé ilorazu pozostaje catkiem
nieoznaczona. Jekeli za$ dzielnik jest od zera odmienny, to dzielenie
jest zawsze wykonalne, a wartosé ilorazu oznaczona jest w zupeénosci.

Na podstawie tw. III-go z § 85-go mamy twierdzenie naste-
pujace:

X. W zbiorze liczb rzeczipvistych istnieje modud mnozenia, a mo-
dut ten réwna sie jednoscei.

Na zakorniczenie zaznaczamy, Ze bezposredniem nastgpstwem
tw, VII-go i tw. IX-go jest nastgpujace, w technice rachunkowe;
wazne twierdzenie:

X1, Jezeli oznaczymy przez » i v dwie liczby rzeczywiste jakie-
kolwiek, byle zachodzita nierdwnosé

Y a=0,
Jezeli wiec wartosé q ilorazu

vk

oznaczona jest w zupetnodci, to w takim razie zachodzq zwiazki na-
stepujace:
() () =41
HN:(=r)=(=n:Hn=—1¢
(=i (—r)=+¢



§ 90. Zeby opracowaé w zupelnosei pojecie liczby rzeczywi-
stej, winnismy jeszcze obeznaé sig z pewnemi ogdlnemi wlasno-
geiami zbioru wszystkich liczb wymiernych. Przedmiotowi temu
poéwigcamy niniejszy paragraf.

L. W zbiorze liczb rzeczywistych nie istnieje ani liczha najmniejsza,
wni liczba najwicksza.

Zeby uzasadnié to twierdzenie, nalezy tylko zwaiyé, co na-
stepuje: jezeli oznaczymy przez d jakakolwiek liczbg rzeczywists
wieksza od zera, a przez r liczbe rzeczywista, przyjets calkiem

dowolnie, to wyrazenie
r—d

przedstawia¢ bedzie liczbe rzeczywisty mniejsza od liczby », a wy-
razenie _
r—+d

liczbe rzeczywisty od tej liczby wicksza.

Liczby rzeczywiste, ktérych wartosci bezwzgledne sg liczbami
wymiernemi, zowig sig liczbami rzeczywistemi wymiernemi;
liezby rzeczywiste wymierne, ktérych wartosci bezwzgledne sg
liczbami calkowitemi, zowig si¢ liczbami rzeczywistemi calkowi-
temi, a liezby rzecsywiste, ktérych wartosei bezwzgledne sa nie-
wymierne, zowig si¢ liczbami rzeczywistemi niewymiernemi.

II. Pomiedzy dwiema liczbami rzeczywistemi nierdwnemi istnicje
nieskonczenie wiele liczb posrednich wymiernych i liczb posredwich nie-
wymiernych pomiedzy soba nierdwnych. Inmemi stowy, jezeli dwie
liczby rzeczywiste nie sa pomiedzy sobg rdwne, o istnieje nieskon-
czenie wiele pomiedzy soba nierdwnyeh liczb wymiernyeh i wieskon-
czenie wiele pomiedzy sobq nierdwnych liczb niewymiernych, z ktérych
kazda wieksza jest od mnicjszej = rozwazanych liczb, ale mniejsza od
wiekszej z nich.

Istotnie, uwazajmy dwie liczby rzeczywiste jakiekolwiek a1 b
(a < b). Jezeli liczba zero nie jest polozona pomigdzy liczbami a i b,
jezeli wige liczby te (chociazby jedna z nich réwng byla zeru)
uwazane byé mogg albo za dwie liczby znaku (), albo za dwie
liczby znaku (—), to wszelka liczba rzeezywista [, dodatnia, jezeli
liezby @ i b nie sg ujemne, ujemna, jezeli liczby a i b nie sa dodatnie,
a przytem taka, zeby jej wartos¢ bezwzgledna |I| podrednis byla
pomigdzy wartosciami bezwzglednemi |a| i |6 liezb a i b, sama bedzie
liczbg posredniy pomiedzy liczbami a i b, a poniewaz pomigdzy



— 313 —

liczbami bezwzglednemi [a| i [b] istnieje (§ 74, tw. IX i X) nieskon-
czenie wiele posrednich, pomiedzy soba nieréwnyeh liezb bezwzgle-
dnyeh wymiernych i liezb bezwzglednych niewymiernych, przeto
w rozwazanym przypadku istnieje pomiedzy liczbami ¢ i b nieskon-
czenie wiele 1 liezb wymiernych i liczb niewymiernych.

Pozostaje jeszeze do uwszglednienia przypadek, kiedy liczba 0
poloZona jest pomiedzy liczbami a i b.

Mamy tedy

a <0< b.

Poniewaz liezba zero uwazana byé moze wedlug upodobania
za liczbg znaku () lub (—), przeto liczby a i 0 nwazane by¢ mogs
za dwie liczby znaku (—), a liczby 0 i b— za dwie licaby znaku ().
Na podstawie tego, co juz zostalo udowodnione, liczba liczb wy-
miernych 1 liezby liezb niewymiernych, polozonyeh pomiedzy
liczbami a i O Iub pomiedzy liczbami 0 i b, jest nieskonczonoseis,
a poniewaz kazda liczba polozona pomiedzy liczbamia i 0 i kazda
liezba polozona pomiedzy liczbami 0 i b. a nadto i sama liczba 0,
sg liczbami polozonemi pomigdzy liczbami a 1 b, przeto pomiedzy
liczbami a i b istnieje i w przypadkn obeenym nieskonczenie wiele
liczb podrednich niewymiernych, Udowodnilismy wige w zupelnogei
twierdzenie, o ktére chodzilo.

111, Jakiekoliek nierdwne pomiedzy soba liczby rzeczywiste ozna-
czylibysmy przez a i b (a <_b) i jakqgkolwiel od zera wickszq, ale choéby
jak mada liczbe dodatnia & przyjelibysmy, zawsze moiemy wyznaczyé
taki ciag skonczony :

By Wy < Ty yenn T, (0

liczb rzeczywistych, polozonych pomiedzy liczbami a i b, zeby w ciagu
a, J‘l, .t'2=..- Ty b, (2)

rdznica wszelkich dwdch sasiednich wyrazéw byla co do wartosci bez-
wzglednej mniejsza od &; mozemy nawet cigg (1) tak wlozyé, zeby sto-
sownie do #adania, z gory wyrasonego, wyrazy ciagu (1) byly liczbami
wymiernemi albo niewymiernemi.

Istotnie, przyjawszy dowolnie jakgkolwiek liczbe &, wigkszg
od zera, ale mniejszg od &, wyznaczajmy kolejno liczby

zl’ x’, xs...
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w sposéh nastgpujacy: na z; przyjmijmy jakgkolwiek liczbe, byle
sprawdzajacs nieréwnosel

a4 <o <ate,

a wyznaczywszy , (k= 1), przyjmijmy na @,,, jakakolwiek war-
todé, byle czynigcs zado$é nieréwnosciom

Bt <y <un-e

0o, —ale

Mamy tedy

oraz
0<e<ay—un<e (t=1223..)
Mamy wige
Ty —a>(E+1)¢.
Oczywidcie istnie¢ bedzie pewna najmniejsza taka wartodé
p na t, zeby$my mieli

(p+1é&=b—a.
W takim razie zachodzié bedzie nierdwnoéé
E,_H i ;"‘ b — Q.

Z tego wynika, Ze istnieé bedzie pewna najmniejsza, od liezby p
nie wigksza, taka liczba calkowita », ZebySmy mieli

Tory = b,

Przy takiem oznaczeniu wartosci wyrazéw ciagu (1) wszystkie
wyrazy ciggu tego polozone beds pomigdzy liczbami a i b, a réznica
wizelkich dwéch wyrazéw sasiednich w ciggu (2) bedzie, co do
wartosei bezwzglednej, mniejsza od liczby e Poniewaz na pod-
stawie twierdzenia II-go moZemy oczywidcie przy tworzeniu w po-
wyiszy sposdh wyrazéw ciggu (1) przyja¢ wedlug upodobania, przy
oznaczeniu wartosei jakiegokolwiek wyrazn wspomnianego ciggu war-
toéé wymierng lub niewymierng na ten wyraz, przeto stwierdzamy
ostatecznie, Ze cigg (1) moZemy rzeczywiscie tak utworzyd, azeby
zadosé uezyni¢ wszystkim zgdaniom, wymienionym w twierdzeniu.

Rozszerzajae znane juz nam z dwdeh rozdzialow poprzedza-
jacych pojecie przekroju zbioru liezb wymiernych bezwzglednych
podajemy definicye nastepujaca:

Przekrojem jakiegokolwiek zbioru wielkodei w &ciélejszem
znaczeniu nazywamy taki jego podzial na dwa zbiory, zeby kazdy
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element jednego z tych dwdch zbioréw, zbioru (4,), zwanego zbio-
rem elementéw pierwszej kategoryi w stosunku do rozwazanego
przekroju, mniejszy byl od kazdego elementu drugiego zbioru,
zbioru (4,), ktéry zwie si¢ zbiorem elementéw drugiej kategoryi
w stosunku do rzeczonego przekroju.

Jezeli pewien element ¢ oznaczonego zbioru wielkodei (Z) nie
jest ani mniejszy od zadnego elementu 1-szej kategoryi w stosunku
do oznaczonego przekroju (P) zbioru (Z), ani wigkszy od zadnego
elementu 2-giej kategoryi w stosunku do przekroju (P). to w takim
razie orzekamy, Ze element ¢ polozony jest na przekroju (P).

Jezeli istnieje pewien element w, ktdry jest albo najwigkszym
elementem zbioru (4,), albo najmniejszym elementem zbioru (4,),
to odnosny przekrdj zbioru (Z) zowie sig¢ przekrojem pierw-
szego gatunku, a w razie przeciwnym —drugiego gatunku.
Jezeli rozwazany przekrdj jest przekrojem zbioru liczb rzeczywi-
styeh wymiernych, to przypadek, w ktérymby istnialy jednoczeénie
liezba najwigksza w zbiorze (4,) i liczba najmniejsza w zbiorze (4,)
zachodzié nie moze, jezeli bowiem pewna liczba wymierna w jest
najwigkszg liezba zbioru (4,), to jakakolwiek liezbg zbioru (4,)
oznaczylibysmy przez a,, zawsze istnieé¢ beda w zbiorze (4,) liczby
od liczby a, mniejsze; temi liczbami bylyby na podstawie tw. II-go,
nieskonczenie liczne liezby wymierne polozone pomiedzy liczbami
w1 a,; gdyby zas pewna liczba wymierna w najmniejszg byla liczbg
zbioru (4,). to w zhiorze (A,) liczba najwieksza nie istnialaby, po-
niewa? jakakolwiek liezbe zhioru (4,) oznaczylibysSmy przez a,,
istnialyby w tym zbiorze liczby od liczby @, wigksze: liczbami temi
bylyby na podstawie tw. II-go, nieskoiczenie liczne liczby wymierne,
polozone pomiedzy liczbami a, i w.

Wezelka liczba rzeczywista, ktéra nie jest ani mniejsza od
zadnej liczby wymiernej rzeczywistej, nalezqeej w stosunku do
oznaczonego przekroju do pierwszej kategoryi, ani wigksza od Za-
dnej liczby rzeczywistej wymiernej drugiej kategoryi w stosunku
do tegoz przekroju, jest na podstawie ogélnej definicyi. podanej
wyzej, liczbg na rozwazanym przekroju polozons.

IV. Oznaczonemu preekrojowi (P) zbioru liczb rzeczywistych
wymiernych odpowiada zawsze jedna i tylko') jedna liczba rzeczy-
'—mamy to z prawa, ktéreimy sobie zastrzegli wyraZnie str. B2 i 53

do takiego wyslawiania sig, jak gdyby réwne pomiedzy soba elementy nie byly
odmiennymi pomiedzy soba przedmiotami,
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wista « na tym przekroju polozona. Liczba a bedzie wymierna lub
niewymierna, zalesnie od tego, czy przekrdj (P) bedzie przekrojem
pierwszego czy drugiego gatunkw zbioru liczh wymiernych rzeczy-
wistych.

Upewnijmy si¢ najpierw o istnieniu liezby a. Jezeli prze-
kréj (P) jest pierwszego gatunku przekrojem zbioru liezb wymier-
nych rzeczywistych, to istnieje pewna liezba wymierna w, ktdra
jest albo najwigksza z liczh rzeczywistych wymiernych pierwszej
kategoryi w stosunku do przekroju (P), albo najmniejsza z tych,
ktére naleza, w stosunku do rozwazanego praekroju, do liezb rze-
czywistych wymiernych drugiej kategoryi. Liczba w lezy oczywi-
deie w kazdym razie na przekroju (P).

Zalézmy obecnie, ze przekrdj (P) jest drugiego gatunku prze-
krojem zbioru liczb wymiernych rzeczywistych i oznaczmy przez (4,)
zbiér liczb wymiernych pierwszej, a przez {4,) — zbidr liezb wy-
miernych drugiej kategoryi w stosunku do przekroju (P). W takim
razie nie istnigje ani liczba najwigksza posréd liczb zbioru (4,),
ani liczba najmniejsza poéréd liczb zbioru (4,). Dwa przypadki
sg tedy mozebne:

19, Liczba zero nalezy do zbioru (4,).

2°, Liczba zero nalezy do zhioru (4,).

W pierwszym przypadku mozemy oczywiseie podzielié zbidr
liczb wymiernych bezwzglednych na dwa nieskonezenie liczne
zhiory (4;) i (4), zaliczajge do zbioru (4;) kazds liezbe wymierng
bezwzgledna, ktéra nalezy do zbioru(4,), a do zbioru (4;) — wszystkie
liezby wymierne bezwzgledne, nalezace do zbioru (4,).

Ten podzial zbioru liezh wymiernych bezwzglednych na zbiory
(4y) 1 (ds) stanowi oczywidcie pewien przekréj drugiego gatunku
zbioru liezb bezwzglednych, a liezba bezwzgledna niewymierna, na
tym przekroju poloZona, oczywiscic polozona jest takze na rozwa-
zanym przekroju zbioru liezb wymiernych rzeczywistych.

W drugim przypadku mozemy oczywiseie podzielié zbior liezb
wymiernych na dwa zbiory (4;) i (43) w sposéb nastepujacy: do
zbioru (4;) zaliczamy wartosé bezwzgledng kazdej od zera nie wigk-
szej liezby zbioru (4,), a do zbioru (4;) — wartoéé bezwzgledna
kaidej liczby zbioru (4,). Spostrzegamy natychmiast, Ze ten podzial
zbioru liezb wymiernych bezwzglednych stanowi pewien przekrdj
drugiego gatunku zbioru tych liczb. Oznaczmy przez L liczbe bez-
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wzglegdng niewymierng, na tym przekroju polozong. Stwierdzamy
z latwodeia, Ze liczba ujemna

— L

lezy na rozwazanym przekroju zbioru liczb wymiernych rzeczy-
wistych.

Ostatecznie, na kazdym przekroju pierwszego gatunku zbioru
liczb wymiernych rzeczywistych lezy przynajmniej jedna liczba
rzeczywista wymierna, a na kazdym przekroju drugiego gatunku —
przynajmniej jedna liczba rzeczywista niewymierna. Pozostaje wige
do udowodnienia, %e dwie liczby rzeczywiste a i a’, polozone na
tym samym przekroju (P) zbioru liczb wymiernych rzeczywistych,
sg pomiedzy sobg réwne.

W tym celu przyjmijmy pewns liczbg wymierng a, ze zbioru(4,)
i pewna liczbe wymierng a, ze zhioru (4,). oznaczmy nadto przez &
liczbe od zera wigkszy, ale poza tem dowolnie przyjets. Na pod-
stawie tw. I1I-go moZemy wyznaczyé taki cigg skofiezony

Zy < yyenn < X,

liczb rzeczywistych wymiernyceh, zeby wszystkie te liczby polozone
byly pomiedzy liczbami a, i «a,, i Zeby nadto w ciggu

(g Ty Lawen. Ty, Uy

réznica dwéeh wyrazéw sasiednich stale mniejsza byla od liezby e.
Pierwszy wyraz ciggu tego jest liczbg ze zbioru (4,), a ostatni —
ze zbioru (4,). Zatem w ciggu powyzszym znajdg si¢ pewne dwa
wyrazy sasiednie a; i a;, z ktérych pierwszy naleze¢ bedzie do
zhioru (4,), a drugi do zbioru (4,). Mamy tedy

a—a < &
oraz

Gn=0=a

n=d=a.

Ze zwigzkéw poprzedzajgeyeh wnosimy z latwoseiy, ze
la—a'l <e&.
Dowiedlismy wiee, ze wartos¢ hezwzgledna réznicy

’

a—a
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mniejsza jest od kazdej, byle od zera wigkszej liezby. Mamy wige

a—a =0,
skad
a=a'

Uzasadniliémy wiee w zupelnodei twierdzenie, o ktére chodzilo.

V. Kadej liczbie raeczywistej r odpowiada przynajmniej jeden
praekrdj zbioru liczb rzeceywistych wymiernych, na ktdrym ona jest
polotona. Jekeli liczba » jest liczba niewymierna, to istnieje jeden tylko
taki przekrdj, a przekrdj ten jest drugiego gatunkw przekrojem zbioru
liczb wymiernych. Jeteli zas liczba r jest liceba wymierna, to isinieja
doktadnie dwa takie przekroje zbioru liczh wymiernych, e na kazdym
z mich polotona jest liczba »; kazdy 2 tych dwdch przckrojéw jest
pierwszego gatunku przekrojem zbiorw liczb wymiernych, a liczba r
Jjest w stosunku do jednego z wich najwigksza liczba pierwszej katego-
ryi, a w stosunkw do drugiego — najmniejsza liczbg kategoryi drugiej.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zalézmy najpierw, ze liczba »
jest liczba niewymierns. Jezeli wogéle istnieje taki przekrdj (P)
zbioru liczb wymiernych, zeby liczba » na przekroju tym byla po-
lozona, to kazda liczba rzeczywista wymierna 1-szej kategoryi w sto-
sunku do przekroju (P) mniejsza byé musi od liczby », a kazda
liczha wymierna 2-giej kategoryi w stosunku do tegoz przekroju
musi byé wigksza od liczby 7. Z jednej strony warunki te oczy-
wiscie okreslaja przekrdj (P) w zupelnosei, a z drugiej, jezeli prze-
kréj (P) zbiorn liezb rzeczywistych wymiernyeh warunki te spel-
nia, to liezba » oczywiscie na przekroju tym jest poloZona. Zatem,
o ile chodzi o przypadek, w ktérym liczba r jest liczbg niewy-
mierng, uzasadniliSmy twierdzenie.

Zaldzmy obecnie, e liczba » jest liczba rzeczywists wy-
mierng. Jezeli wogéle istnieje taki przekrdj (P) zbioru liczb rzecay-
wistych wymiernych, Zeby liczba » na przekroju tym byla polozona,
to kazda liczha wymierna mniejsza od liczby #» nalezeé bedzie
do 1-szej, a kazda liczba wymierna wigksza od liczby » nalezeé
bedzie do 2-giej kategoryi liczb wymiernyeh w stosunku do tego
przekroju; co sig zad tyczy samej liczby 7, to ona bedzie mogla
nalezeé¢ do ktérejkolwiek z powyzszych dwéeh kategoryi liczh wy-
miernych i bedzie mogla byé zatem albo najwigkszg liczbg 1-szej
kategoryi, albo najmniejszg 2-giej. Poniewa? zaé liczba oczywiseie
poloZona begdzie na przekroju (P), jezeli przekrdj ten spelnia wy-
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mienione warunki, przeto twierdzenie zachodzi i w razie wymier-
nosei liezby », a o to tylko jeszeze chodzilo.

Okreglilismy wyzej pojecie przekroju jakiegokolwiek zbioru
wielkogei w znaczeniu Scislejszem. Zatem, przystepujac do rozwa-
zania przekrojéw zbioru liezb rzeczywistych, zwolnieni jestesmy
od podawania osobnej definicyi takich przekrojéw.

Uwazajmy jakikolwiek przekrdj (P) zbioru liczb rzeczywi-
stych. Jezeli istnieje taka liczba rzeczywista @, ktéra nie jest ani
mniejsza od zadnej liczby rzeczywistej 1-szej kategoryi w stosunku
do rozwazanego przekroju (P), ani wigksza od zadnej liczby rze-
czywiste] 2-giej kategoryi w stosunku do tegoz przekroju, to na
podstawie jednej z definicyi, podanych wyZej, mozemy wyrazié
wzajemny zwigzek liczby 2 i przekroju (P), orzekajge, ze liczba z
poloZona jest na przekroju (P).

VL. Kazdemu przekrojowi (P) zbioru liczb rzecaywistych odpo-
wiada dokladnie jedna taka wartosé na liczbe rzeczywista, 2eby liczba
rzeczywista x tej wartosci potozona byla na tymée przekroju.

Oznaczmy przez (4,) zbidr wezystkich liezb wymiernych, z kté-
rych kazda nalezy do zbioru (K)) liezb rzecaywistych 1-szej kate-
goryi w stosunku do przekroju (P), a przez (4,) zbidr wszystkich
liczb wymiernyeh, z ktérych kazda nalezy do zbiorn (K,) liczb
rzeczywistych 2-giej kategoryi w stosunku do tegoz przekroju. Zbiér
liezb (4,) oezywiseie uwazany byé¢ moze za zbiér liezb wymiernych
1-szej kategoryi, a zbiér liczh (4,) — za zbidr liczb wymiernych
2-giej kategoryi w stosunku do oznaczonego przekroju (P’) zbioru
liczh wymiernych.

Na podstawie tw.IV-go istnieé bedzie pewna liczba rzeczywista a,
poloZzona na przekroju (P’), a warto$é liezby tej oznaczona bedzie w zu-
pelnosei przez to jedno, ze ma byé polozona na tym przekroju.

Z drugiej strony spostrzegamy natychmiast, ze wszelka liczha
rzeczy wista, polozona na przekroju (P) zbioru liczb rzeczywistych,
o ile istnieje, polozona byé musi i na przekroju (P’) zbioru liczb
wymiernych.

Zatem, zeby pewna liczba rzeczywista « poloZona byla na
przekroju (P) zbiorn liczb rzeczywistych, koniecznem jest, ze-
bysmy mieli . 0

Warunek ten jest wystarczajacy. Istotnie, zaldZmy, Ze jest
spelniony, i oznaczmy przez [, jakakolwiek liczbg rzeczywists
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1-szej kategoryi w stosunku do przekroju (P). Gdyby zachodzila
nierdwnosé

@) @< b,

to wszelka liczba wymierna w,, posrednia pomigdzy liczbami x i [,
(a takich liczb wymiernych istnieje na podstawie tw. II-go nieskon-
czenie wiele), jako sprawdzajaca nieréwnoscé

wy < h,
nalezalaby do zbioru (K), a wige i do zbioru (4,), a poniewaz
mamy

T < W,
przeto w razie réwnodci (1) zachodzilaby nieréwnosdé

a << w,
whrew definicyi liczby a. Zatem zwigzki (1) i (2) jednoczeénie za-
chodzié nie mogs. Z tego wynika, %e w razie réwnodei (1) mamy
zwiazek

& % Zl 3
ktéry wyraza, Ze liczba x nie jest mniejsza od zadnej liczby rze-
czywistej 1-szej kategoryi w stosunku do przekroju (P). Uwazajmy
teraz jakakolwiek liczbe rzeczywista l, 2-giej kategoryi w stosunku
do przekroju (P). Gdyby zachodzila nieréwnosé

(3) x> 1y,

to (tw. II) istnialoby nieskoriczenie wiele liczh wymiernych mniej-
szych od @, ale wigkszych od I,. Oznaczywszy jedna z tych liezb
wymiernych przez w,, mielibysmy

(4) wy, < @,

(5) wy > 1.

Na podstawie nieréwnosei (b) liczba wymierna w, nalezalaby
do zbioru liczb rzeczywistych 2-giej kategoryi w stosunku do prze-
kroju (P) i z tego powodu nalezalaby ona takze i do zbioru (4y)
liczb wymiernyeh 2-giej kategoryi w stosunku do przekroju (P)
zbioru liezb wymiernych. Ale # drugiej strony zwiazki (5), (4) i (1)
pociggalyby za soba zwigzek

a1,

sprzeczny z definicyy liczby a. Zatem zwigzki (1) i (3) zostajs
ze soba w sprzeeznosei.
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Jezeli wigo zachodzi réwnoéé (1), to zachodzié musi zwigzek
2=y,

ktéry wyraza, ze liczba x nie jest wigksza od zadnej liczby rzeczy-
wistej 2-giej kategoryi w stosunku do przekroju (P). Zatem ré-
wnosé (1) jest rzeczywiscie warunkiem wystarezajacym, azeby
liczba & poloZona byla na przekroju (P) zbioru liezb rzeczywistych.
Poniewas za$, jakesmy juz spostrzegli wyzej, warunek ten jest ko-
nieezny, poniewa’ nadto warunek ten okresla w zupelnofci wartosé
liczby @, przeto twierdzenie, ktére mieliSmy uzasadnié, zachodzi
w podanem brzmieniu.

VIL. Jakikolwiek przekrdj zbioru liczb rzeczywistych oznaczyli-
bysmy przez (P), zawsze zachodzi jedna 2 ewentualnosci nastgpujacych:

10, W zbiorze liczh rzeczywistych pierwszej kategoryi w stosunku
do tego przekroju istwicje pewna liczba najwigksza 1, albo

2°% w zbiorze liceb rzeczywistych drugiej kategoryi w stosunku
do rozwazanego przekroju istnieje pewna liczba najmniejsza .

Kazda z tych ewentualnosei wyklucza druga, o liczba polodona
na przekroju (P) réwna sig w piecrwszym praypadku liczbie v, a w dru-
gim — liczbie »".

Twierdzenie to wyslawiamy krdcej w sposéb nastgpujgcy:
Wszelki przekrd] zbiorw liczb rzeczywistych jest przekrojem pierto-
szeqo gatunku.

Twierdzenie to wynika z tw. VI-go.

Istotnie, na podstawie tw. VI-go istnieje w kazdym razie
pewna liczba rzeczywista », polozona na przekroju (P) zbioru liezb
rzeczywistyeh., Oczywiscie dwie tylko alternatywy sg mozliwe:

10 Liczba » jest liczby rzeczywisty 1-szej kategoryi w sto-
sunku do przekroju (P), albo

20, liezba » jest liczba rzeczywisty 2-giej kategoryi w sto-
sunku do rozwazanego przekroju.

W pierwszym przypadku liczba » jest z konieeznoéei naj-
wigksza liczbg rzeczywists 1-szej kategoryi w stosunku do prze-
kroju (), a poniewaz w tym przypadku zbidr liczb rzeczywistych
2-giej kategoryi w stosunku do tegoz przekroju zlewa sig ze zbiorem
liezb wigkszyeh od liezby #, poniewaz nadto w zbiorze wszystkich
liczb rzeezywistych, wigkszych od oznaczonej liezby rzeczywistej,
ze wzgledu na tw. II-gie liczba najmniejsza istnieé nie moze, przeto
Arylmelyka teoretyczna. a1
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w rozwazanym przypadku w zbiorze liczb rzeczywistych 2-giej kate-
goryi w stosunku do przekroju (P) liezba najmniejsza iatnieé.nie moze.

Zwréémy sig teraz do drugiego przypadku. W tym razie liezba »
oezywideie moze byé tylko najmniejszg liczby w 2-giej kategoryi
liczh rzeczywistych w stosunku do przekroju (P), a zbior liezb rzeczy-
wistych 1-szej kategoryi w stosunku do tego przekroju oczywiscie
moze byé okreslony jako zbidr wszystkich liczb rzeczywistyeh,
mniejszych od liezby ». Poniewasz w zbiorze wszystkich liczb rze-
czywistyeh, mniejszych od oznaczonej liczby rzeczywistej, liezba
najwigksza na podstawie tw. II-go istnie¢ nie moze, przeto w obe-
enym przypadkun w zbiorze liezb rzeczywistych 1-szej kategoryi
w stosunku do przekroju (P) nie moze istnie¢ liczba najwigksza.

Uzyskane wyniki oczywidcie wyrazaja lacznie twierdzenie,
o ktére wlasnie chodzito.

§ 91. Ze wzgledn na réZne rozwazania, oparte na pojeciu
liczby rzeczywistej, koniecznem jest, Zebysmy dokladnie okreslili
tres¢ zdania postaci nastgpujacej: ,taka a taka liczba rzeczywista
jest znana lub dana‘.

W pierwszej chwili mogloby si¢ wydawad, Ze tresé zdania,
o ktdre chodzi, moglaby byé okreslona w sposéb nastepujgey: liczba
rzeczywista uwazana byé winna za dang lub znang, skoro znak
jej jest dany, a wartoé bezwzgledna jest w znaczeniu, okreslonem
w § 68-ym str. 217, liczby bezwzgledng znang. W rzeczywistodei
jednak przyjmiemy inng definicyg, ktéra, jak si¢ przekonamy, jest
bardziej szeroka.

Przedewszystkiem uzasadnimy twierdzenie nastepujace:

L. Oznacemy preez (2,) i (2,) takie dwa zbiory liczb wymier-
nych rzeczywistych, zeby zbiory te spelniaty warunki nastepujace:

1% Zadna liczba zbioru (8,) nie jest wicksza od Zadnej liczby
zbioru (Q,).

2°. Jakgkolwiek, byle od zera wieksza, liczbe rzeczywista oznaczy-
libysmy przez e, zawsze istnieé bedq dwie liczby wymierne w, i w,, na-
lezace odpowiednio do zbioréw () i (2y), a praytem takie, zeby zacho-
dzita nierdwnodé

Wy — wy < E.
W takim razie istnieje jedna i tyllo jedna liczba razeczywista ') ,

!) Zgodnie z prawem, ktérefmy sobie zastraegli, zakladamy milezaco, %e
réwno pomiedsy soba liczby nie 84 uwazane za régne od siebie przedmioty.



