— 288 —

na podstawie réwnosci (1). Na podstawie tw. IV-go réwnosé (2)
pocigga za sobg réwnosé

P4+ P =y,

wyrazajaca (§ 82, tw. VII) wladnie twierdzenie, ktére pragnelidmy
uzasadnid,

VII. Jakiekolwiek liczby wzgledne oznaczylibysmy przez A i B,
to jeseli przyjmiemy

P=4.B,
zachodzié¢ beda rdwnosei nastepujace:
W) (+4) B =+P=P
@ (—4)(+B=—P
3) (—4)(—B)=—+P="P
(4) (—4)+B)=—PF

gdzie oczywiscie znaki () i (—) majq znaczenie jakosciowe, okreslone
w § 83-cim.

Istotnie, réwnosé (1) zachodzi bezposrednio na podstawie zna-
czenia znaku (+4-) w symbolach

4+4 i +B,

a réwnosei (2), (3) i (4) wynikajg kolejno z réwnosei (1), (2), (3),
na podstawie tw. VI-go.

§ 86. Dzielenie. Ze wzgledu na wlasnosei mnozenia liczb
wzglednych istnieje jeden tylko rodzaj dzielenia liczb wzglednych
(§ 31), a dzialanie to polega na wyznaczeniu liczby wzglednej (=, y)
z rownania

@) (@, 0) . (2, ) = (¢ d),

gdzie (c.d) i (a,b) oznaczaja dwie licaby wazgledne dane, z ktérych
(¢c,d) prayjeta jest za dzielns, a druga (a,b) — za dzielnik;
przy tych oznaczeniach liczba wzgledna (z,y), o wyznaczenie ktdrej
chodzi, stanowi na podstawie ogdlnyeh zasad rozdzialu V-go, ilo-
raz podzialu liezby (c. d) przez liczbe (a,b).

Przystgpujemy obecnie do dyskusyi réwnania (1). Gdyby
dzielnik (a, b) réwnal si¢ modulowi dodawania, to w takim razie
(tw. IV-te z paragrafu poprzedzajacego) iloczyn

(a, ) (2, )
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takze réwnalby si¢ modulowi dodawania, bez wzgledu na wartosé
liczby (w,y). Zatem, jezeli pray dzieleniu liceb wzglednych dzielnik
réwna si¢ modutowi dodawania, to dzielenie wykonalne jest tylko
w praypadku, kiedy dzielna rdwna sie takie modulowi dodawania,
a w takim razie wartodé ilorazu jest calliiem nicoznaczona, gdyz w tym
preypadku kazda liczba wegledna wwaiana byé moke za iloraz.

Pozostaje do zbadania przypadek ogélny, w ktérym zachodzi
nierdwnosé

(@,8) = u, (2)

gdzie oznaczyliSmy przez g modul dodawania.

Zestawiajge tw. V-te z paragrafu poprzedzajacego z tw. I-szem
iIl-giem § 29-go, stwierdzamy natychmiast, ze w razie nieréwnosei (3)
dzielenie, o ile jest wykonalne, jest dzialaniem jednoznacznem;
powiadam, Ze w rzeczywistodci, w rozwazanym przypadku, dzielenie
jest zawsze wykonalne.

Istotnie, mamy

(a, ) (2, y) = (az + by, bz - ay),
zatem, réwnanie (1) réwnowazne jest réwnaniu
arby+d=botaytc. )

Z drugiej strony ze wzgledu na nieréwnodé (2) liczby bez-
wzgledne a i b sprawdzajs albo nieréwnodé

a>b, (4)
a < b. (5)

Zalézmy najpierw, ze zachodzi nieréwnodé (4). W takim razie
réwnosé (3) oczywiscie réwnowazna jest réwnosei

(az + by + d) — bw = (ay + bz +-¢) — bz
(@—bz+by+d=ay+c,
ktéra znéw réwnowaina jest nastgpujacej:
{@—b)a—+by+d)—by=(ay 1) —by
(@—ba+t+d=(@—by+e. (6)

Arytmoetyka teorstycena. 19

albo

czyli

czyli
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Zatem réwnosci (3) 1 (6) sg pomiedzy sobg réwnowaZne. Przyj-
mujge

(7

Y¥=a—b

oczywidcie uczynimy zado$é réwnosei (6), a wige I réwnowaznym
pomiedzy sobg réwnodeiom (1) i (3). Z tego wynika, Ze w razie
nierdwnodei (4) dzielenie jest wykonalne, a liczba

3 5

a—b’ a—b

jest jedna z tych, z ktérych kazda uwaZana byé moze za iloraz
(¢, d): (a,b); poniewaz za dowiedlismy poprzednio, ze w przypadku
obecnym dzielenie, o ile jest wykonalne, jest dzialaniem jednozna-
eznem, przeto, chociaz istniejg od ukladu (7) odmienne uklady war-

tosei na « i y, sprawdzajace réwnanie (6), mamy mimo to pewnosé,
%e w rozwazanym przypadku wzdr

® = (25 75)

jest ogélnym wzorem na wartodé ilorazu (c, d): (a, b).
Przejdzmy do przypadku, kiedy zachodzi nieréwnoéé (5). Ro-
zumowanie calkiem analogiczne do tego, ktére dalo nam moinosé
stwierdzenia, iz w razie nieréwnosei (4) réwnanie (6) réwnowazne jest
réwnaniu (3), z latwodeig doprowadzi nas do wyniku, iz w przy-
padku nieréwnosei (5) réwnanie (3) réwnowazne jest nastepujg-

cemu.
b—a)y+d=@b—a)ze,

kiéremu mozemy uezynié zado8é, przyjmujac

yzb—a-

Zatem i w razie nieréwnodei (D) dzielenie jest wykonalne,

a liezba wzgledna
ST
b—a’ b—a
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jest niezawodnie jedns z tych, z ktérych kazda uwazana byé moze
w rozwazanym przypadku za iloraz, o ktéry chodzi. Poniewaz zaé
stwierdzilidmy juz poprzednio, ze w omawianym obecnie przypadku,
zaréwno jak i w przypadku nieréwnodei (4), dzielenie jest w razie
wykonalnodei dzialaniem jednoznacznem, przeto mamy pewnod,
ze wzor
d ¢

(e, d):(a,b)-—*(b—_:}—x, m) (9)
jest wzorem ogdlnym na warto$é ilorazu (c,d): (a,b) w przypadku
nieréwnosei (D).

Whszystkie wyniki, do ktérych doszliémy, badajge réwnanie (1),
mozemy przedstawié w postaci twierdzenia nastgpujacego:

I Jeteli przy dzieleniu liczb wzglednych dzielnil; jest od modulu
dodawania odmienny, to dzielenie jest wykonalne i jednoznaczne; ozna-
czajac przez (¢, d) dezielna, a przez (a,b) dziclnik, mamy tedy na ilo-
raz wzdr (8) lub wadr (9), zaleznie od tego, czy mamy a>>b, czy tez
a < b. Jeeli za$ dzielnik réwna sie modulowi dodawania, to dzielenie
jest wykonalne tylko pod warunkiem, zeby dziclna takze rdwnala sie
modutowi dodawania, ale w takim razie iloraz jest catliem nie-
oznaczony.

Przypadek szezegélny, w ktérym dzielnik réwna si¢ dzielnej
i jest od modulu dodawania odmienny, zasluguje na blizsze zbadanie,
Zachowujac oznaczenia, ktéremi poslugiwalidmy si¢ wyzej, mamy tedy:

at+d=b-+e (10)
Z drugiej strony réwnanie (3) oczywidcie jest réwnowazne
réwnaniu
ax+by+d+a=br+ay+4c-+a
ar+-by+b+c=br+ay+c+-a, (11)
na podstawie réwnodei (10). Réwnanie (11) oczywiécie réwnowazne
jest rdwnaniu
ax+by+b=bx+ay+a,
by 41)=br+aly+1).
W razie nieréwnodei (4) réwnanie to pocigga za sobg réwnodé

(a—bz=(a—0b)(y+1),

skad

czyli

19+
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a w razie nieréwnodei (B) — rdwnosé

b—a)z=(>b—a)y+1),

zatem w obu przypadkach mamy

z=y+1,

a réwnodé ta wyraza, ze zachodzi réwnoéé nastgpujgea:
(z, y) = (1,0).

Na podstawie tego wyniku i znanych wlasnodei modulu do-
dawania mozemy wyslowié twierdzenie nastgpujace: '

II. Jeteli przy dzicleniu liceb wzglednych dzielna réwna sig
dzielnikowi, a wspdlna wartosé dzielnej i dzielnika jest od modudu
dodawania odmienna, to wartosé ilorazu réwna sie liczbie weglednej
(1, 0); jeseli za$ iloraz réwna sie liczbie (1.0), to deielnik rdwna sie
zawsze dzielnej, chociatby nawet dzielna rdwnata sie modutowi doda-
wania.

Twierdzeniu temu moZzemy nada¢ inng, bardzo uwagi godng
postaé, ale w tym celu winni$my wprowadzié pojecie modulu
mnoZenia.

Uwazajmy chwilowo jakikolwiek taki zbiér wielkodci (Z), Zeby
elementy tego zbioru podlegaé mogly dzialanin mnozenia i zeby
nadto dzialanie to na elementach zbioru (Z) nie tylko ezynilo za-
dodé ogélnym zasadom " rozdzialu V-go, ale jeszeze posiadalo wila-
snosé przemiennosei. Jezeli istnieje taki element ¢ w zbiorze (Z),
zeby réwnosé

A X=:A,

gdzie oznaczyliémy przez 4 i X dwa elementy zbioru (Z), zacho-
dzila bez wzgledu na wartoéé elementu 4 w razie, ale tylko
w razie, kiedy zachodzi réwnosdé

X:Q,

to w takim razie zowiemy wspdlng warto$é wszystkich elementowi @
réwnych elementéw zbiorn (Z) modulem mnozenia elementéw
zbioru (Z2).

Zbiér liczb bezwzgigdnych dostarcza nam przykladu zbioru
wielkosel, w ktérym istnieje modul mnozenia, gdyz wartodé liezby
jeden oczywiscie stanowi modul mnozenia liczb bezwzglednych.
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Poslugujac si¢ wyrazeniem ,modul mnozenia, mozemy oczy-
widcie wystowié tw. Il-gie w sposéb nastepujacy:

IIL. W zbiorze liczh wzglednych istnieje modut mnozenia, a mo-
dut ten réwna si¢ liczbie wazglednej (1,0).

Taka jest wladnie postaé tw. II-go, ktérs mieliémy wyzej
na mysli.

Zestawiajac definicyg dzielenia z tw. VII-em z paragrafu po-
przedzajacego, spostrzegamy natychmiast, ze zachodzi twierdzenie
nastepujgee:

IV. Oznaczmy przez A jakgkolwiek liczbe wzgledng, przez B
liczbe wzgledna od modutu dodawania odmienna, i przyjmijmy

Q= 4:B.
W takim razie zachodzg réwnodci nastepujace:

(+4):HB=+¢=2¢

(— 4): (4 B)=—¢Q
(—4):(—B)=~+¢=¢
-+ 4A):(—B)=—2¢@.

§ 86. Ogélne pojecie liezby rzeczywistej. Droga, ktéra
przywiodla nas do pojecia liczby wzglednej, do regul poréwnywa-
nia ilodciowego tych liczb i do definicyi dzialan zasadniczych na
nich, przywodzi nas jeszeze do utworzenis. nowego zbioru wiel-
koéei (Z) przez dolaczenie do zbioru liczb wzglednych zbioru liczb
bezwzglednych i przez okreflenie regul poréwnywania iloéciowego
elementéw zbiorn (Z) i dzialah zasadniczych na tych elementach,
czyli tak zwanych liczbach rzeczywistyeh, w sposéb na-
stepujacy:

10, Umawiamy si¢, e pordwnywanie ilosciowe dwdch takich liczb
rzeczywistych, ktére sa liczbami bezwzglednemi, wykonywaé bedziemy
weddug requt przyjetych w teoryi liczb bezwzglednych.

20 Umawiamy sie, ze poréwnywanie ilosciowe dwdch takich liczb
reeczywistych, kidre sa liczbami wzglednemi, wykonywaé bedziemy we-
diug requd, przyjetych w teoryi liceb waglednych.

30 Oznaczajac przez | dowolnie przyjeta liczbe bezwzgledna,
a przez p i q odpowiednio pierwszy i drugi wyraz jakigjkolwiek liczby
wzglednej, umawiamy sie, ze zwiqzki

1<(»9
t=(p,9)
1> (7 )
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wwazal bedziemy za réwnowazne odpowiednio zwiazkom naslepujacym:

¢,0) < (p 9
% 0)=(p, 9
10) > (, 9)-

49, Sume i iloczyn dwdch liczb rzeczywistych, bedacych liczbami
bezwzglednemi, okreslamy jako dwie liceby rzeczywiste, odpowiednio
rdwne tym liczhom bezwzglednym, kidre w teoryi liczb bezwzglednych
przedstawiaja sume i iloceyn rozwadanych liczb.

59, Sume © iloczyn dwdeh liczb rzeczywistych, bedacych liczbami
wzglednemi, okreslamy jako liczby rzeczywiste odpowiednio réwne tym
liczbom wzglednym, kitdre w teoryi liczb wzglednych przedstawiaja
sume i iloczyn rozwatanych liczb.

6° Oznaczajac, jak wyzej, przez 1 dowolnie prezyjetq licebe bez-
wzgledng, a przez p i q odpowiednio pierwszy i drugi wyraz jakiej-
kolwiek liczby waglednej, umawiamy sie, %e wwadaé bedziemy za wy-
nilk wykonania dodawania na liczbach rzeczywistych 1 i (p, q) wszelkg
liczbe rzeczywistq, rdwng liczbie wzglednej, przedstawiajacej wartosé

sumy
(4, 0) 4 (», 9),

a za wynik wykonania mnozenia na nich — kaéda liczbe rzeczywista
réwna liczbie wzglednej, przedstawiajacej wartodé ilocaynu

(. 0). (p, 9)-

Obecnie winni$my usprawiedliwié powyzsze definicye, podajae
dowdd na to, Ze one czynig zadodé wszystkim tym warunkom, do
ktérych postanowiliémy zawsze zastosowywad sie przy ustawianiu
regul poréwnywania ilodciowego elementéw jakiegokolwiekhadz
zbioru i przy okredlaniu dzialari zasadniezych, jakiegokolwiek ro-
dzaju bylyby rozwazane wielkosei. W tym celu wprowadzamy po-
Jgeie liczby wzglgdnej homologicznej dowolnie przyjetej liczbie
rzeczywistej r, okreslajac to pojecic w sposéb nastepujacy: jezeli
liczba rzeczywista » jest liezby wzgledna, to wyrazenie liczba
wzgledna homologiczna liczbie » oznacza sama liczbe r; je-
zeli za$ liczba rzeczywista » jest jakgkolwiek liczbs bezwzgle-
dng I, to naledy rozumieé przez wyraZenie ,liczba wzgledna
homologiczna liezbie »¢ liczbe wagledng (7, 0).

L. Jeieli oznaceymy preez r i +' dwie jakickolwick licby rzeczy-
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wiste, a przez h i b' liczby wagledne, odpowiednio homologiczne liczbom
r i v, to w takim razie swiazki

r<e, pe=¢ 1 r> (1)
réwnowaine sq odpowiednio zwigzlkom
h< W, h=H i B H. (2

W przypadku, kiedy jedna przynajmniej z liezb rzeczywi-
stych » i #* jest liczbs wagledns, powyzsze twierdzenie stanowi
jedno z bezposrednich nastepstw, przyjetych przez nas regul do
poréwnywania ilodciowego liczb rzeczywistyeh.

Zatem blizszego zbadania wymaga tylko przypadek, kiedy
obie liczby rzeczywiste + i+’ sg liczbami bezwzglegdnemi. Oznaczmy
liezby te odpowiednio przez a i a’. W takim razie, na podstawie
definieyi 1° podanej wyzej, zwiazki (1) réwnowaine sg odpowiednio
zwigzkom nastgpujgcym:

a<a, a—a 1 a>d. (3)

Z drugiej strony, poniewaz symbole h i k' oznaczajs odpo-
wiednio liezby wzgledne (a,0) i (@/,0), przeto zwigzki (2) sg na
podstawie regul poréwnywania iloSciowego liezb wzglednych réwno-
wazne odpowiednio zwigzkom

a+-0<a'40, a+0=a'40 i ad0>a'40

ktére znéw oczywiscie réwnowazne sg odpowiednio zwigzkom (3).
Ostatecznie zwigzki kazdego z ukladéw (1) i (2) sa odpowiednio
réwnowazne zwigzkom (3). Zatem zgodnie z brzmieniem twierdze-
nia zwigzki (1) sa odpowiednio réwnowaine zwigzkom (2).

Zwazywszy, 2e juzedmy poprzednio stwierdzili, iz reguly po-
réwnywania ilo$eciowego liczb wzglednych czynig zadosé wymaga-
niom wyszezegélnionym w rozdziale II-gim, wnosimy natychmiast
z twierdzenia poprzedzajacego, Ze reguly poréwnywania iloSciowego
liezb rzeczywistych takze wymaganiom tym eczynig zado$é. Zatem
usprawiedliwiliémy w zupelnoéci prayjete przez nas reguly do po-
réwnywania ilofciowego liczb rzeczywistyeh i chodzi juz tylko
o usprawiedliwienie definicyi dzialaii zasadniezych.

Upewnijmy si¢ najpierw, zZe rzeczone definicye czynig zadodé
tym dwom w § 26-tym podanym warunkom, ktérym wedlug umowy,
raz na zawsze przez nas przyjetej, winna czynié zados¢ definicya
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jakiegokolwiek dzialania arytmetycznego wogéle. Owéz, zZe drugi
ze wspomnianych warunkéw jest spelniony, wynika bezposrednio
z samego brzmienia definicyi dodawania i mnoZenia liczb rzeczy-
wistyeh. Zeby zaé dowiedé, iz pierwszy warunek jest takie spel-
niony, uzasadnimy najpierw twierdzenie nastgpujace:

11, Jedeli oznaczymy, jak w tw. I-szem, przez r i »' dwie liceby
rzeceywiste jakiekolwiek, a przez h i k' liczby wzgledne odpowiednio
homologiczne liczbom rzeczywistym » i r', to w takim razie zachodzié
bedzie réwnosé
(1) r-++=h-H
oraz réwnosé
2) riv'=h.l.

Ze wzglgdu na samo brzmienie H-tej i 6-tej z definicyi, po-
danych wyzej, twierdzenie nie jest bezposrednio oczywiste tylko
w przypadku, kiedy kazda z liczb rzecaywistych » i #/ jest liczbg
bezwzgledns. Oznaczmy przez a i a’ te liczby bezwzgledne, kté-
remi sg odpowiednio w takim razie liczby rzeczywiste » i 7/, a przez
s i p liezby bezwzgledne, okreslone réwnosciami

s=a-}d
p=a.d,
gdzie dzialanie zaznaczone w wyrazeniach
ata i a.d

winno byé wykonane wedlug regul teoryi liczb bezwzglednych. Po-
niewaz symbol A oznacza liezbe wzgledna (a,0), symbol A’ liczbe
wizgledng (a,0), przeto na podstawie H-tej z definicyi, podanych
WyZej, mamy
®) l h-+ k: f (5,0)

b K = (p,0).

Z drugiej za$ strony, na podstawie definicyi 4-tej, mamy

@) I r-r=s

r.r'=p,
a poniewaz na podstawie definicyi 3-ciej mamy
0)=s
® | s
(p0)=p,
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przeto z réwnosei (3) i (4) wynikaja réwnosei (1) i (2), o uzasa-
dnienie ktérych wlasnie chodzilo.

Na podstawie twierdzenia poprzedzajacego latwo juz okazaé
mozemy, %e znane definicye dzialan zasadniczych na liezbach rze-
czywistych, spelniajg 1-szy z warunkéw § 25-go.

Istotnie, zachowujge oznaczenia rzeczonego twierdzenia uwa-
zajmy dwie liezby rzeczywiste », i 7;, sprawdzajgce réwnania

o= ] (6)

ry=r

i uwazajmy liczby wzgledne k£, i % odpowiednio homologiczne
liczbom rzeczywistym 7, i ;. Na podstawie tego twierdzenia mamy

ryr=h M } 0

’ '
f‘l.?’1=k_‘.}i1.

Poniewaz na podstawie definicyi liczby wzglednej homologi-
cznej oznaczonej liczbie rzeczywistej i ze wzgledu na 3-cig z defi-
nicyi, podanych wyzej, kazda liczba rzeczywista réwna sig tej
liczbie wzglednej, ktéra jest liczba wzgledng jej homologiczna,
przeto mamy

r =k, y =k1 l (8)
‘}":k', Ti:hi I

Poniewaz dowiedliSmy juz wyzej, Ze przyjete przez nas reguly
poréwnywania ilosciowego liczb rzeczywistyeh spelniajs warunki
‘rozdzialu II-go, przeto z réwnodei (6) i (8) wynikajs réwnodei

h =h
M = }l; )

z ktérych znéw, na podstawie teoryi liczb wzglednych wynikajg
réwnodci
h—H=h +" 9)
h . kt — hl . k'; .
Ale réwnosdei (1), (2), (7) 1 (9) pociagaja za sobg réwnosé
r_l_r’:rl_l_rl } (10)

r.rf=r.1n.

Ostatecznie dowiedlimy, Ze jezeli tylko cztery liczby rzeczy-
wiste r, 'y ry i ry sprawdzaje réwnosci (6), to w takim razie zachodzg
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réwnodei (10). Z twierdzenia tego wynika, Ze pierwszy z warunkéw
wyslowionych w § 2b-tym, a polegajjey na tem, Zeby wynik dzia-
lania arytmetycznego zalezal wylaeznie od wartoéei elementéw, ule-
gajacych dzialaniu, jest przez nasze definicye dzialan zasadniczych
na liezbach rzeczywistych spelniony, a to tylko pozostawalo do
udowodnienia, Zeby okazaé zgodnosé powyiszych dzialan zasadni-
czych na liezbach rzeczywisiych z zasadami § 25-go. Ale winnidmy
jeszeze stwierdzié, ze rzeczone definicye spelniajg takze i te
szezegdlne warnnki, ktérym na podstawie ogdlnej teoryi, rozwinig-
tej w rozdziale V-tym, winny eczynié zawsze zado$¢ definicye do-
dawania i definicya mnozenia. Warunki te polegajg na tem: 1) zeby
rzeczone dzialania wykonalne byly bez zastrzezen, 2) Zeby dzialania
te byly dzialaniami jednoznacznemi.

Pierwszy z warunkéw tych oezywiscie spelniony jest bezpo-
érednio na pndstawie samego brzmienia definicyi dodawania i mno-
zenia liczb rzeczywistych, a twierdzenie, polegajace na tem, ze
réwnosei (6) pociagaja za sobs réwnosei (10), wyrazajg wlasnie,
Ze rozwazane definicye spelniajs 1 drugi warunek.

Ostatecznie usprawiedliwiliémy w zupelnosei wszystkie defi-
nieye, o ktére chodzilo,

§ 87. Symbole speeyfiezne liezb rzeczywistych. Oznaczmy
przez a pierwszy wyraz, a przez b drugi wyraz jakiejkolwiek liczby
wzglednej (a,b). Mamy tedy

(a, b) = (a,0) — (&, 0),

a poniewaz, na podstawie definicyi, podanych w paragrafie poprze-
dzajacym, mamy

(4,0 =a

(b, 0)=1,

poniewaz nadto przy wykonywaniu dzialan zasadniezych na liczbach
rzeczywistych moZemy zastapié kaida liezbe rzeczywista przes
liezbg jej réwna, nie powodujac przez fo zmiany warto$ei wyniku
dzialania, przeto mamy

) (@, b) =a —b.

Réwnodé ta wyraza oczywifeie twierdzenie nastepujace:

L Kaida liczba wegledna wwazana byé moze za reszte odejmo-
wania liczby bezwzglednej, stanowiqceej drugi wyraz rozwatanej liczby
wzglednej, od liczby bezwzglodnej, ktéra stanowi pierwszy jej wyraz.
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Na podstawie twierdzenia tego mozemy uwazaé za symbol
lieczby wzglednej, ktérej pierwszym i drugim wyrazem sg odpowie-
dnio jakiekolwiek liczby bezwzgledne a i b, wyrazenie

a—b.

BliZsze zastanowienie si¢ nad tym wynikiem przywiedzie nas
do oznaczania liczb wzglednych przez symbole bardziej dogodne.
Oznaczmy przez d liczbg bezwzgledng, okreflong w sposéh naste-
pujacy: jezeli liczby bezwzgledne a i b sprawdzaja zwigzek

a=b, @)
to przyjmujemy
d=—a—2>b, (3)
jezeli za$ mamy
a<b, (4)
to wyznaczamy liczbg d z réwnania
d=b—a. ()

Liczbe d nazwiemy rdéZnicg bezwzgledng liczb bezwzgle-
dnych a i b,

Zwréémy si¢ najpierw do przypadku, kiedy wyrazy a i b
liczby wzglednej (a,b) sprawdzaja zwigzek (2). Poniewaz w takim
razie zachodzi réwnnéé (8), przeto ze wzgledu na réwnosé (1) mamy

(a,5) = d.

Na podstawie réwnosei tej mamy twierdzenie nastgpujgee:

II. Wspdina wartosé wszystkich liczb rzeczywistych, réwnych
liczbie wzglednej, w ktdrej pierwszy wyraz od drugiego nie jest mniej-
s2y, réwna sie réinicy bezwzglednej wyrazdw tej liczby wzglednej.

Oznaczajac w dalszym ciqgu przez a pierwszy. a przez b
drugi wyraz liczby wzglednej, przyjetej dowolnie, zalézmy, Ze za-
chodzi nieréwnodé (4). Spostrzegamy natychmiast, e mamy

(a,0) =(0,d), (6)

gdzie d oznacza, jak wyZej, roznice bezwzgledng liczb bezwzgle-
dnych a i b, gdyz w rozwazanym przypadku zachodz réwnosé (5),
réwnowazna réwnosei

atd=1b,

ktéra wladnie wyraza, iz zachodzi réwnodé (6).
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Zeby posungé sig dalej, nalezy uprzytomnié sobie tres¢ § 82-go.
W paragrafie tym wprowadziliémy pojecie symetryi dwdéch liezb
wzglednych. Okoliezno$é ta prazywodzi nas do wprowadzenia pojecia
symetryi dwdch liezb rzeezywistych, okreslajac to pojeeie w sposéb
nastepujgey:

Zeby wyrazié, i& dwie licgby rzeczywiste réwnaja sie odpowiednio
dwom liczbom wzglednym symetrycznym pomiedzy soba, orzekamy, e
liczby te sa same pomiedzy sobg symetryczne.

Spostrzegamy natychmiast, Ze na podstawie tej definicyi
w twierdzeniach, wyslowionych pod 4, Bi € w § 82-gim, mozemy
zastgpid wyrazenie ,liczha wzgledna® przez wyraZenie ,liczba rze-
czywista®, Mamy wige twierdzenia nastepujgce:

A) Jezeli pewna liczba rzeceywista » symetryczna jest pewnej
liczbie rzeceywistej v, to liczba ' symetrycena jest liczbie r.

B) Jezeli pewna liczba rzeczywista r symebryczna jest pewnej
drugiej liczbie rzeceywistej v/, ktdra znéw symetrycana jest pewnej trze-
ciej liczbie rzeczywistej "', to liczby r i »'' sa pomiedzy soba rdune.

C) Kazda liczba rzeczywista », réwna drugiej liczbie rzeczywi-
stej ', symetrycenej liczbie +"', jest sama symetrycena liczbie r".

Zwréémy si¢ teraz do réwnosei (6). Poniewaz liczba wzgle-
dna (0,d) oczywidcie symetryczna jest liczbie {d,0), ktéra znéw
réwna sig liczbie bezwszglednej d, przeto liczba (0,d) jest symetry-
czna liczbie hezwazglednej d.

Zatem mna podstawie réwnodei (6) mamy twierdzenie naste-
pujace:

IIL. Wspdina wartosé wszystkich liczb rzeczywistych, réwnych
liczhie waglednej, kidrej pierwszy wyraz mniejszy jest od drugiego,
réwna sig liczbie rzeczywistej, symetrycenej tej liczbie bezwzglednej,
ktéra réwna sig riénicy bezwzglednej wyrazéw rozwaianej liceby
wzglednej.

Twierdzenia II-gie i III-cie uwydatniajs znaczenie, jakie pray
okreslaniu wartodei liczby rzeczywistej ma liczba bezwzgledna d,
kiérg okresli¢ mozemy jako réznice bezwzgledng wyrazéw jakiej- -
kolwiek, byle rozwazanej liczbie rzeczywistej » réwnej liczby wzgle-
dnej. Liczbe bezwagledng d zowiemy wartodcig bezwzgledng
liczby rzeczywistej ». Obecnie mozemy wyrazié tresé obu powyi-
szych twierdzed w postaci jedynego twierdzenia nastgpujacego:

IV. Jakgkolwiek liczbe rzeczywista r rozwadalibysmy, zawsze
zachodzi¢ bedzie jedna przynajmniej z dwdch okolicznosci nastepujacych:
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10 Liczba r réwna si¢ swojej wartosci bezwzglednej.

20, Liczba r symetrycena jest swojej wartoici beawzglednej.

Spostrzegamy z latwoéeia, Ze ewentualnogei wymienione w tem
twierdzeniu wogéle wykluczajs siebie wzajemnie, a warunek ko-
nieczny i wystarczajacy na to, Zeby one zachodzily jednoczednie
polega na tem, Zeby liczba » byla sama sobie symetryezna czyli
byla liczbg rzeczywists autosymetryezna, a wige (tw. I) réwng zeru.

Wnosimy stad natychmiast, Ze ewentualnosei wymienione
w naszem twierdzeniu zachodzq jednoczesnie w razie, ale tylko w ra-
zie, kiedy wartosé bezwzgledna liczby », a wiec i sama ta liczba rd-
wna si¢ zeru.

Jezeli jakikolwiek symbol S przedstawia oznaczong liczbe
rzeczywisty »r, to w takim razie przedstawiamy zazwyczaj przez

symbol
| 8]

wartosé bezwzglednga liezby r.

W § 83-cim umdwiliémy sie, Ze poslugiwaé sig bedziemy zna-
kami () i (—) w teoryi liczb wzglednyeh nie tylko do oznaczania
dzialai dodawania i odejmowania, ale jeszcze i w innem znaczeniu,
ktére nazwali$my znaczeniem jakosciowem. Na podstawie tej umowy
symbol

+a

gdzie a oznacza jakgkolwiek liczbe wzgledns. przedstawia samg
liczbe wzgledng a, a symbol

-0

liczbg wzgledna symetryczng liezbie a. Jezeli uprzytomnimy sobie
tresé § 83-go, to latwo spostrzezemy, Ze wlaseiwy powdd do przy-
jecia wspomnianej umowy polega na tw. II-giem z § 82-go. Ale,
jezeli w twierdzenin tem zastagpimy wyrazenie ,liczba wzgledna®
przez wyrazenie ,liczba rzeczywista®, to omo i po tej zmianie
brzmienia oczywidcie zachodzié nie przestanie. Wobec tego nadajemy
znakom (4) i (—) w teoryi liczb rzeczywistych, obok znaczenia
symboléw dobrze znanych dzialad, jeszcze znaczenie znakéw jako-
sciowych, umawiajqe sie, ze symbol

+a,
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gdzie a oznacza jakakolwiek licebg rzecaywisty oznaczaé ma sama lg
liczbe, a symbol
=

liczbe tej liczbie symetrycang.
Na podstawie tej umowy i tw. IV-go mozemy przedstawié
wartosé jakiejkolwiek liczby rzeczywistej przez jeden z symboléw

+d lub —d,
oznaczajage w kazdym razie przez d wartosé bezwzgledns rozwa-
zanej liczby rzeczywistej i przyjmujac na nig symbol
+4,
jezeli ona réwna si¢ liczbie d, a symbol
il

jezeli rozwazana liczba rzeczywista réwna sig symetrycznej liczbie d.

Jezeli warto$é pewnej liczby rzeczywistej », ktérej wartosé
bezwzgledna réwna sie pewnej liezhie bezwzglednej d od zera
wigkszej, mozemy przedstawié przez symbol

+d,
to ta liczba rzeczywista zowie sig liezbg dodatnig, jezeli zas war-
tosé jej mozemy przedstawié przez symbol

=4

to rozwazana liczbha zowie si¢ liczba ujemnas.

Do nadania tych znaczen wyrazeniom ,liczba dodatnia®
i pliczba ujemna“ sklania nas okoliczno$é nastepujaca: jezeli, za-
chowujae powyisze znacznie na symbole » i d oznaczymy jeszeze
przez | jakgkolwiek liczbg rzeczywists, to symbol

I+r

bedzie mégl byé uwazany za symbol wyniku dodania liczby d do
liczby 1, lub za symbol wyniku odjgeia liczby d od liczby 7, za-
leznie od tego, czy zachodzi réwnosé

r=-d,

r——d.

czy tez réwnodé
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Na podstawie powyZszych definicyi istnieja trzy rodzaje liczb
rzeczywistych: liezby dodatnie, ujemne i réwne zeru.

Wyrazenie znak gatunkowy liczby rzeczywiste]
albo wyrazenie krétsze znak liczby rzeczywistej oznacza

ten ze znakdw
(+) lub (_‘)1

ktérym zaopatrzyé nalezy symbol wartosei hezwzglednej tej liezby, zeby
wartosé jej przedstawié w sposéb zgodny z umowami poprzedniemi.
Zwracajge si¢ do uwagi, nawigzanej do tw. IV-go, spostrzegamy z latwo-
gcig, Ze liczby réwne zeru wyrdzniajg si¢ od wszystkich innych liezb
rzeczywistych przez to, ze uwazaé mozna za znak gatunkowy ktérej-
kolwiek z mich, ktérykolwiek z obu znakéw gatunkowych.

Ze wzgledu na dwa podstawowe warunki (§ 25), do ktérych
zawsze zastosowujemy si¢ przy okreslaniu dzialai arytmetycznych
na wielkodciach, tylko wartosci wielkosci, ulegajgeych takim
dzialaniom, majg istotne znaczenie. Otéz z jednej strony mozemy
okreslié w zupelnosei wartosé liczby rzeczywistej, oznaczajac jej
wartosé bezwzgledng i jej znak, a z drugiej, jak sig przekonamy
niebawem, ustawié mozemy bardzo proste prawidla na wyznaczanie
wartodei bezwzglednych i znakéw wynikéw wykonania dzialan za-
sadniczych na liczbach rzeczywistyeh, ktérych wartodei bezwzgle-
dne i znaki sa dane.

Z tej przyczyny uwazamy za wlasciwy symbol liczby rzeczy-
wistej ¢zyli za symbol specyficzny liczby tego rodzaju symbol,
utworzeny przez postawienie znaku gatunkowego rozwazanej liczby
po lewej stronie symbolu jej wartodei bezwzglednej.

Poniewaz na podstawie uméw, przyjetych wyzej, znaczenie

symbolu
+r

nie rézni si¢ od znaczenia symbolu
r?

jakakolwiek liezbe rzeczywists oznaczylibyémy przez r, przeto liczne
sy przypadki, w ktérych bez obawy nieporozumienia mozemy opu.
gei¢ znak gatunkowy (4-) w symbolu specyficznym liczby dodatniej;
w takich razach oczywiscie opuszezamy ten znak. Znak gatun-
kowy (—) oczywiscie nie mozZe byé opuszezany w symbolu specy-
ficznym liczby rzeczywistej ujemnej, ale w przypadku szczegélnym,
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kiedy rozwazamy liczbg rzeczywista o wartosel bezwzglednej, réwnej
zeru, wszelki znak gatunkowy w symbolu specyficznym takiej liczby
jest zbyteczny, gdyz liczba taka mozZe byé uwazana wedle upodo-
bania za liczbg znaku (4), albo (—) 1 réwna si¢ w kazdym razie
zeru. Zeby uzupelnié te wskazéwki o sposobie poslugiwania sig
znakami () i (—) w znaczeniu znakéw gatunkowych, nadmie-
niamy jeszeze, co nastgpuje: jezeli pewna liczba rzeczywista w
przedstawia wartosé pewnego wyrazenia arytmetyeznego S, to two-
rzymy symbol réwnowazny symbolowi uzyskanemu, kladge po lewej
stronie symbolu w znak gatunkowy () lub (—) przez to, ze kla-
dziemy ten znak gatunkowy przed symbolem S, zamknigtym w na-
wiasie; jezeli jednak symbol S przedstawia iloczyn lub iloraz i nie jest
juz zaopatrzony w pewien znak gatunkowy, to nawias opuszezamy.,

§ 88. Paragraf obecny po$wigeamy ustawieniu regul do wy-
konywania poréwnania ilosciowego dwdch liczb rzeczywistych i dzia-
laf zasadniczych na dwdch liczbach rzeczywistych w przypadku,
kiedy te liczby przedstawione sg przez ich symbole specyficzne.

Uwazajmy tedy dwie liczby rzeczywiste jakiekolwiek » i #/,
dobierajac oznaczenia tak, Zeby w przypadku, kiedy rozwazane liczby
nie majg tego samego znaku, symbol » oznaczal liczbe znaku (4-).
Jezeli jeszcze oznaczymy przez d wartosé bezwzgledng liczby 7,
a przez d' wartodé bezwzgledng liczby +/, to w takim razie mieé
bgdziemy na liczby r i " albo wzory

) ‘ r="d
albo
)

albo nareszcie

@ { re=d

Przy zachowaniu tych symholéw na liczby wzgledne, ktére
wprowadzilismy w § 79-tym, wzory (1) réwnowazne ss wzorom:
r =(d,0),

g V= @,0;

wzory (2) — wzorom:

5) r =(d, 0),
v'=(0,d);



