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VI Modué dodawania liczb wzglednych istnieje i réwna si¢ wspil-
nej wartosci liczb wzglednych autosymetrycanych.

Caytelnik # latwodeiy sam udowodni twierdzenie nastgpujace:

VIL Suma dwéch liczb wzglednych, pomiedzy soba symetrycznych,
rdwna sie modutowi dodawania; odwrotnie, jeseli suma dwdch liceb
wzglgdnych réwna sie modudowi dodawania, to te liczby sa pomiedzy
sobq symetryczne.

§ 83. Pojecie sumy algebraicznej. Oznaczmy przez g mo-
dul dodawania liczb wzglednyeh i uwazajmy skofiezony eigg do-
wolnie prayjetych liezb waglednyceh

1) (y, Ogy Oy ye.. .

Nastgpnie oznaczmny przez s, liczbe wagledna, okredlong vé-
wnaniem

@ =t

a przez s, (1 =k = n) liezbe wzgledng, ktéra zaleznie od wartodei
wskaznika £, na podstawie dowolnie prayjetveh umdéw, ma byé wy-
znaezona albo z réwnania

(3) &= 85 0
albo z rdwnania

(4) 8 == 8§y — 0.
W takim razie wartodé kazdego wvrazu ciagu

Sor 1y Bggers 8ay
a wige w szezegdlnodei i wyrazu s,, vznaczona bedzie w zupelnogei
na podstawie zasady indukeyi matematycznej. Przy takiem okre-
$leniu liczba s, zowie sig sumy algebraiczny liezb (1),
a same te liczby — jej skladnikami. Przy oznaczeniach, ktéremi
postugiwali$my si¢, symbol a, oznacza to, co zowiemy skladnikiem
rzgdu k sumy algebraicznej s,; skladnik @, zowiemy skiadnikiem
pierwszej lub drugiej kategoryi sumy algebraicznej zaleznie
od tego, ezy zachodzi wzdr (8), czy wzdr (4) przy rozwazonej war-
todei wskaznika k. Zeby przy ukladaniu symbolu na sume alge-
braieczng z uwidoeznieniem skladnikéw uniknaé potrzeby wpro-
wadzania tych nawiaséw, ktore na podstawie ogélnych regul two-
rzenia wzoréw arytmetycznych, powinnyby byé wprowadzone,
umawiamy si¢, Ze bedziemy stosowaé sig do reguly nastepujgcej:
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przedstawiwszy liczbe s, (zgodnie z ogdélnemi prawidlami) przez
symbol
u+ta

H—

lub przez symbol

zaleznie od tego, czy przy k= 1 zachodzi wzér (3), czy tez wzdr (4),
tworzymy, po uzyskaniu juz symbolu na s, ; (k = 2), symbol na s,,
dopisujge po prawej stronie tego symbolu, lecz nie zamykajse go
w nawiasie, symbol

+ @

lub symbol

— g,

zaleznie od tego, czy przy rozwazanej wartosei na  zachodzi wzdr
czy wzér (4), a wige zaleZnie od tego, czy przy rozwazanej war-
toei wskaznika k, skladnik a, nalezy do pierwszej czy tez do dru-
giej kategoryi skladnikéw sumy algebraicznej, ktéra pragniemy
przedstawié.

Uwazajmy dla przykladu sumg algebraiczng s czterech skla-
dnikéw, oznaczajge pierwszy skladnik przez a, drugi przez b, trzeci
przez ¢, a czwarty przez d. Zeby okresliéc w zupelnodei sumg
algebraiczng, o ktdra chodzi, przyjmijmy, ze dwa pierwsze skla-
dniki i skladnik 4-ty naleis do drugiej kategoryi, a skladnik 3-ci
do 1-szej. W takim razie, na podstawie powyzszej umowy, bedziemy
mieli na wartodé sumy algebraicznej s wzér nastgpujgey:

s=p—a—b+c—d,
a wzdr ten réwnowazny bedzie wzorowi

s=[{(n— a) — by -+ — d,

jakibysmy wyprowadzili na liezbg s z ogélnych regul tworzenia
wzoréw arytmetycznych.

1. Zachowwjac oznaczenia, ktéremi postugiwalismy si¢ przy wy-
stowieniu definicyi sumy algebraicznej, oznaczmy ogdlnie przez a, liczbe
rowng lub symetryceng liczbie a,, zaleznie od tego, cay skiadnik a,
sumy algebraicznej s, jest skladnikiem pierwszej czy drugiej kategoryi.
W takim razie liczba s, réwnaé si¢ bedzie zwyklej sumie liczh

a;'l ﬂ;, G';’.,... Ay - (5)‘
Arytmetyka teorelyczna. 18
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Innemi stowy bedziemy wmieli

(6) s,=a4atay+...}a..

Zeby twierdzenie to uzasadnid, przyjmijmy

oraz ogdlnie
8) =t a(l=k=<n)

Z réwnodei (2) i (7) mamy

So = S8y,

a gdybySmy mieli
(9) Sy — 811
przy pewnej od jednofci nie mniejszej wartosei na k, to mieli-
byémy i
(10) =gl

Istotnie, gdyby skladnik a, byl pierwszej kategoryi skladni-
kiem sumy s,, to mielibyémy

(1) a=a,
oraz
(12) =51+

i réwnodel (8), (9), (11) i (12) pociagalyby za sobg réwnosé (10),
gdyby zad skladnik a, byl drugiej kategoryl skladnikiem sumy
algebraicznej s,, to mielibydmy

(13) Sp = Sj—y — Oy
oraz
(14) Sy — ) = S3y + a

ze wzgledu na symetrye liczb @, i @, i na tw. I-sze z paragrafu
poprzedzajgcego, a poniewaz réwnosei (8), (9), (13) i (14) pocisgaja
za sobg réwnodé (10), przeto i w przypadku omawianym réwnosé (9)
pociggalaby za sobg réwnosé (10).

Z uzyskanych wynikéw wnosimy, na podstawie zasady in-
dukeyi matematycznej, Ze mamy

’
&‘::3”

a réwnosé¢ ta réwnowazna jest réwnodci (6), na ktdérej wlasnie twier-
dzenie polega.
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AL Dowolna przemiana - porzadku skiadnikéw sumy algebrai-
cenej s, pozostaje bez wplywu na jej wartosé, byleby zaden sktadnik
nie byl preeniesiony z pierwszej lkategoryi do drugiej, albo z drugiej
do pierwszej.

Istotnie, oznaczmy przez S, sume algebraiczng, na ktérg prze-
mienilaby si¢ suma algebraiczna s,, gdybyémy w jakikolwiek spo-
s6b przemienili porzadek skladnikéw tej sumy, nie przenoszac jednak
zadnego skladnika z 1-szej kategoryi do 2-giej, albo z 2-giej do
1-szej. Na podstawie tw. I-go sumy algebraiczne g, i S, réwnajs
si¢ odpowiednio dwom zwyklym sumom, ktére tylko porzadkiem
skladnikéw réZnié si¢ od siebie mogs. Poniewasz te dwie zwykle
sumy sa sobie réwne, przeto sumy s, i S, takie sg sobie réwne,
a na tem wlasnie polega twierdzenie, o uzasadnienie ktérego chodzilo.

Oznaczmy przez a jakgkolwiek liczbg wzgledng i przyjmijmy
umowe polegajaca na tem, Zeby symbol

_a‘

ktéry czytamy: mniej a, uwazany byl za symbol liczby symetry-
cznej liezbie a, a symbol
+a,

ktéry czytamy: wigee) a, za symbol oznaczajaey te samg liczbe, co
sam symbol a?). Na podstawie tej umowy znaki () i (—) beds
mogly wechodzié do wzoréw matematycznych nie tylko, jak dotych-
czas, w znaczeniu symboléw pewnych dzialad (mianowicie doda-
wania i odejmowania), ale jeszeze w znaczeniu nowem, okre¢lonem
umows, ktéra przed chwila przyjeliémy. Zeby wyrazié, iz jeden
ze znakéw (4-) albo (—) ma byé rozumiany w tem nowem zna-
czeniu, orzekaé bedziemy, iz rozwazany znak ma byé rozumiany
jako znak jakosciowy. Znaki ({) i (—) zowia si¢ w kazdym
razie przeciwnymi sobie znakami.

Zwr6émy sig obecnie do pojgcia sumy algebraicznej i, zacho-
wujac bez zmiany oznaczenia, ktéremi poslugiwaliémy si¢ przy defi-
nicyi tego pojecia, oznaczmy jeszcze przez S symbol takiej sumy,
utworzony w sposéb omdéwiony wyzej.

W symbolu zloZzonym S kaidy ze sladnikéw

ay, Ug,...

1) Zamiast wyrazeh ,mniej a¢* i ,wigee] a“, uiywane sa czesto wyralenia
2plus a“ i  minus a*.

i8*
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sumy algebraicznej, ktéra symbol ten przedstawia, opatrzony he-
dzie jednym ze znakéw - lub — 1, a znak taki okreflaé bedwie
czy wyraz s, (1 =k =n) ciggu

(15) ""l), 311 33,... sll)

ktérego pierwszy wyraz s, réwna si¢ modulowi dodawania u, a osta-
tni przedstawia wartosé rozwazanej sumy algebraicznej, réwna
sig wynikowi dodania, czy tez wynikowi odjgeia liezby a, od
liczby s,._,.

Na podstawie umowy przyjetej, mozliwa jest jeszcze inna inter-
pretacya symbolu S; mozemy prayjaé, ze symbol ten oznacza ostatni
wyraz ciggu

Toy Opy Ogyeee Oy

ktérego pierwszy wyraz réwna sig, jak w ciggu (15), modulowi do-
dawania u, ale kazdy dalszy, 0, (1 =k = n), przedstawia wynik
dodania do wyrazu o, liczby

“+a, lub —a,

zaleinie od tego, czy znak, znajdujgey si¢ po lewej stronie symbolu a,
w symbolu zlozonym S jest znakiem () ezy tez znakiem (—).

Przy tej nowej interpretacyi symbolu S, symbol ten przed-
stawiaé bedzie pewns sume zwykly. Oznaczmy te¢ sume zwykls
przez T,. Latwo stwierdzié mozemy, Ze zwykla suma T, réwna sig
tej sumie algebraicznej s,, ktorg przedstawia symbol S przy pier-
wotnem znaczeniu tego symbolu. Istotnie, suma 7, jest sumg tylu
liczb, ile wynosi liczba n -+ 1; jeden ze skladnikéw sumy zwy-
klej T, mianowicie pierwszy skladnik, réwna si¢ modulowi doda-
wania u liczb wzglednyeh, a zbidr wszystkich ‘innych zlewa sig
ze zbiorem wszystkich skladnikéw

' ' ' '
(ly, (g, Q... s

ktérych suma zwykla s, rowna sig sumie algebraicznej s, na pod-
stawie tw. I-go. Z tego wynika, Ze mamy

Tu = & + 3:-:
a poniewaz na podstawie definicyi modulu dodawania mamy

ut 8 =8,



zgodnie z zapowiedzia zachodzi rédwnosé
1“ = SN A

Obecnie pragniemy jeszeze oméwicé pewne uproszezenia, ktére
wprowadzamy do symboléw sum algebraicznych. Pomiedzy elemen-
tami, ktére na podstawie wyZej podanej definicyi symbolu S sumy
algebraicznej wchodza do symbolu S, znajduje si¢g symhol x mo-
dulu dodawania liczb wzglednych. Okolicznosé ta byla naturalnem
nastepstwem brzmienia definicyi sumy algebraicznej. Ukladajac te
definicyg, postugiwaliSmy si¢ modulem dodawania w tym celu, zeby
nie zaciesni¢ pojecia sumy algebraicznej w ten sposéb, izby pierwszy
skladnik mégl byé tylko skladnikiem pierwszej kategoryi. Obecnie
jednak, korzystajge z moznosei nadawania znaczenia jakosciowego
kazdemu ze znakéw () i (—), mozemy usungé z symbolu zlozo-
nego S symbol modulu dodawania u i przyjaé w ten sposéb uzy-
skany symbol S’ za symbol tej sumy algebraicznej, ktérs przedsta-
wial symbol S, okreslajac jednoczesnie znaczenie symbolu S’ w sposéb
nastepujacy: symhol S' przedstawia liczbe wzgledng. réwng osta-
tniemu wyrazowi o, ciggu

G105y Ogyeve Oas
ktdrego pierwszy wyraz g, réwna sie liczbie
+a lub —a,,

zaleznie od tego, czy po lewej stronie symbolu «, w symbolu §*
znajduje si¢ znak (-}) czy znak (—), a kazdy dalszy o, (1<<k=n)
wynikowi dodania do wyrazu o,_, liczby

+ @

—ﬂ}?

lub

zaleinie od tego, czy po lewej stronie symbolu a, w symbolu zlo-
zonym S’ znajduje si¢ znak (4-) ezy znak (—). Istotnie, przy tej
interpretacyi symbolu S8’, symbol ten przedstawia oczywiscie tg
zwykly sume, ktérej réwna sig. na podstawie tw. I-go, suma
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algebraiczua, ktéra przedstawilismy poprzednio przez S'i moze zatem
rzeczywideie hyé przyjety za symbol tej sumy.

MoZzemy wprowadzi¢ jeszcze jedno drobme uproszezenie do
symbolu sumy algebraicznej; uproszczenie to polega na opuszezaniu
przy pierwszym skladniku znaku jakodciowego w tym przypadku,
kiedy znak ten mialby byé znakiem —|-. Ostatecznie stosujemy sig
przy symbolizowaniu sum algebraicznych do reguly nastgpujacej:
piszemy w jednym wierszu sktadniki sumy algebraicznej, ktérg pra-
gniemy praedstawié, kladac po lewej stronie kaidego skéadnika dru-
giej kategoryi znak jakosciowy (—), a po lewej stronie kaidego skéa-
dnika pierwszej kategoryi, ktdry nie jest pierwszym sktadnikiem roz-
wazanej sumy algebraicznej, znak jakosciowy (-); jezeli pierwszy
skdadnik sumy algebraicenej maledy do pierwszej kategoryi, to kia-
dziemy po lewej stronie jego znak jakosciowy. () tylko w przypadku,
kiedy pragniemy z naciskiem zaznaczyé, 2e skiadnik ten naledy do
pierwszej kategoryi, zwykle za$ opuszczamy ten znak,

Jezeli np. oznaczymy przez a, b. ¢ i d catery jakiekolwiek
liezby wzgledne, to symbol

—a—b+c—d

przedstawiaé bedzie sume algebraiczng, w ktérej pierwszy, drugi
i czwarty skladnik naleza do 2-giej kategoryi, a trzeci do 1-szej;
przy tymze znaczeniu symboldw a, b. ¢ i d, symbol

a—b-tec—d

przedstawialby sumeg algebraiczng, w ktérej pierwszy i trzeci skla-
dnik nalezalyby do 1-szej kategoryi, a drugi i ezwarty do 2-giej.

Uwazajmy symbol S jakiejkolwiek sumy algebraicznej, ulo-
Zony na podstawie ostatecznej reguly, dopiero co podanej. Znak (+-)
lub (—), ktéry moze znajdowaé sie po lewej stronie pierwszego
skladnika, moZna oczywiscie rozumied tylko jako znak jakodeiowy,
natomiast znak (+4-) lub (—). oddzielajgey jakikolwiek inny skla-
dnik b od skladnikéw nizszego rzedu, méglby byé przyjety i za
znak dzialania, ktérym licsba b ma byé skombinowana ze skladni-
kami nitszego rzedu.

Otéz na podstawie wynikéw uzyskanyeh poprzednio wartosé
symbolu S niezalezna jest od tego, ktéry-z tych interpretacyi
W rzeczywistodei przyjmiemy, i ta okolicznosé usprawiedliwia na-
danie znakom (-}-) i (—) znaczenia jakosciowego, zachowujge jedno-
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czeénie znaki te i nadal do oznaczania dzialan dodawania i odej-
mowania,

IOII. Oznacemy przez S symbol jakiejkolwiek sumy algebraicznej,
utworzony na podstawie ostatecznej requty podanej wyiej, a przez S’
symbol, na ktdry przemienitby sie symbol S, gdybysmy znak jakosciowy
kazdego sktadnika w symbolu S przemienili na znak przeciwny, wwadajae
przytem naturalnie pierwszy sktadnik i symbolu S za skiadnik o znaku
Jakosciowym (-1), w preypadku, w kidrymby w rzeczywistosci ten skla-
dnik w symbolu S nie byl zaopatrzony w Zaden znak jakosciowy.
Przy tych warunkach symbol S' przedstawialby sume algebraiczna,
ktdrej wartosé bylaby symetryczna wartosci sumy S.

Zeby twierdzenie to uzasadnié zwazmy. iz sumy algebraiczne
S 1 8’ uwazane byé mogs na podstawie wynikéw uzyskanych po-
przednio, za sumy zwykle, w ktérych skladniki réwnorzedne 'ss,
ze wzgledu na sposéb, w jaki kaida z tych sum przemieniona byé
moze na drugs, symetryceznemi pomigdzy soba liczbami wzglednemi.
Zatem twierdzenie, o ktére chodzi, zostanie uzasadnione, jezeli sig
tylko udowodni twierdzenie nastgpujgce:

IV. Jezeli w dwdch sumach s i s' liczb wzglednych sktadniki
rdwnorzedne sq stale symetrycznemi pomiedzy soba liczbami wzglednemi,
to liczby wagledne, przedstawiajace odpowiednio wartosci tych sum, sa
takze symetrycznemi pomiedzy soba liczbami wzglednems.

Otéz twierdzenie to mozemy latwo uzasadni¢. Oznaczmy ogdl-
nie przez a, skladnik rzedu k sumy s, przez a; skladnik tego sa-
mego rzedu sumy s/, a przez n wspdloy liczbg skladnikéw kazdej
z sum § i 8. W praypadku szezegblnym, kiedy mamy n =2, za-
chodza wzory nastgpujace:

§ = a‘l + Uy,
8'=a; 4 a.,
s+ 8" = (a, + ay) + (¢ + @),
a poniewas kazda z sum
ay+a; i aytas

réwna sie (§ 82, tw. VII) modulowi dodawania u, poniewaz nadto
na podstawie definicyi modulu dodawania, mamy

skad

w =g,
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zeto mamy
prze bl bl s
skad wynika (§ 82, tw. VII), %e liczby s i s’ s3 sobie symetryczne.
Zatem twierdzenie zachodzi w przypadku szezegélnym, kiedy mamy
n=2. Zalésmy chwilowo, Ze twierdzenie zachodzilchy, gdybysmy
mieli
n=p, (p=2)

n=gp-1.

s =84 Gy

' =8, a1,
oznaczajac przez s, sumg p piecwszych skladnikéw sumy s, a przez s,
sume p pierwszych skladnikéw sumy "

Poniewaz liezby s, i s, sg pomigdzy sobg symetryczne na podsta-
wie chwilowo przyjetego zalozenia, a liczby @, 1 @,,, ze wzgledu na
zalozenie twierdzenia, takZe sy pomigdzy sobg symetryczne, przeto
i liczby s i s’ sg pomigdzy soba symetryczne, a to z tej przyezyny,
iz uzasadnilidmy jui wyiej twierdzenie w przypadku szezegdlnym,
kiedy chodzi o sumy, z ktérych kazda jest sumg dwéeh tylko
skladnikéw.

Z uzyskanych wynikéw wnosimy na podstawie zasady indukeyi
matematycznej, ze twierdzenie, ktére pragneliSmy uzasadnié, za-
chodzi w podanem brzmieniu. Ale, skoro zachodzi to twierdzenie, to
ze wzgledu na wyzej zaznaczony zwigzek tw. III-go z twierdzeniem
udowodnionem obeenie, a wige z twierdzeniem IV-tem, twierdze-
nie IIl-cie takZe niezawodnie zachodzi.

Twierdzenie III-cie ma wielkie znaczenie ze wzgledu na te-
chnikg rachunkows, gdyz twierdzenie to umozebnia oczywidcie prze-
ksztalcenie wszelkiej kombinacyi liczb wzglednych drogs dodawania
i odejmowania (a wige i wszelkiej kombinacyi sum algebraicznych
droga dodawania i odejmowania) na jedns sume algebraiczng tych
liczb, ktére rozwazanej kombinacyi ulegajs.

§ 84. Mnozenie. Oznaczmy przez a, b, o’ i ¥’ catery liezby

bezwzglgdne i, zakladajae na poczatek, ze liczby te sprawdzajg
nierdwnoéei

i przyjmijmy
Mamy tedy

a =0b
=V,

uwazajmy iloezyn (a —b). (a' — b'),
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Mamy

fa—b)(«'—b)=(a—b)a'— (a—b).V
=(a.a"—b.a)—(a.b'—0b.})
=(@.a'—b.a)4+(b.b'—a.b)
={a.a' —b.a)4b.V/})—a.V
={a.a'4b.¥) —b.a'y—a.l
=(@.a'"+b.V)—@b.a+a.b)

Mamy wiege

(@e—b@—b)=(a.a/4+b.V)—(b.a' 4 a.b)

Kierujge si¢ tedy mysly takiego okre$lenia mnozenia, izby
tw. Il-gie z § 80-go zachodzilo co do mnozenia, dochodzimy do
nastgpujgeej definicyi mnozenia liczb wzglednych:

Oznaczajac przez (a, b) liczbe wzgledna, przyjeta za mnoina,
a preez (a',0") liccbe wzgledna, przyjetq za mnoznik, okreslamy odno-
sny iloceyn jako wszelka liczbe wagledna, rdwna liczbie nastepujacej:

(a.a"4b.0, a.b'—a'bd).

Przedewszystkiem obowigzani jestesmy dowiesé. ze definicya ta
ezyni zados¢ tym warunkom, do ktérych postanowilismy stosowaé
sig (§ 2b6) przy okresleniu jakiegokolwiek dzialania. W tym celu
winniémy upewnié sie. ze powyzsza definicya prowadzi do konse-
kwencyi nastepujacych:

A) Jezeli pewna liczba wegledna X wwazana byé moze za ilo-
czyn pewnej liczby wzglednej A. przyjetej za mnoina, przez pewng
liczbe A', przyjeta za mnoznik, to wszelka liczba wzgledna X', réwna
liczbie X, mode takde byé wwatana za iloceyn A . A’

B) Jezeli pewna liczba wzgledna X uwwasana byé moze 2za ilo-
cayn A . A" dwdch liczb wzglednych A i A', to liczba X moze fakze
byé uwazana za iloczyn B . B wszelkich dwdch liczb wzglednych B i B,
sprawdzajacych rdwnosci

g" = j’. )

Warunek 4 oczywiscie zachodzi na podstawie samego brzmie-
nia definicyi iloezynu dwéeh liezb wzglednyeh. Chodzi wige tylko
o udowodnienie, e warunek B jest takze spelniony. Uwidoczniajge
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pierwszy i drugi wyraz kazdej z liczb wazglednych 4, 4', B i B,
przyjmijmy

A == (a, IJ)
A= (a, V)
B = (¢, d)
B'= (6', d")

Mamy tedy

@ ! A. A = (ad’ - bb', ab’ - a'b)
B.B = (c¢' 4 dd’, cd' - c'd)
oraz
3) % . a+d=c-|b
ad=c+b

na podstawie réwnosei (1).

Oczywiseie ndowodnimy twierdzenie B, jezeli tylko dowie-
dziemy, ze réwnosci (3) pociagajy za soba réwnoéé iloczynéw A, A’

i B.B'. W tym za§ celu nalezy tylko upewnié sig, Ze wskutek
réwnosei (3) wyrazenia P i (), okreslone wzorami

@ P=aa'+4bb'+cd' 4 ¢'d
Q = ¢’ - dd’' -+ ab’ +- a'b,
sg takZe pomigdzy sobg réwne. Z réwnodci (3) mamy

d=(c+b—a
(.5) l = ({!"—}- b!) - a.f’

Podstawiajac wartodci te na d i d’ do wzorn (4) na P, otrzy-
mujemy:

i P=ad'+-bb'+ ¢ (¢ + b') 4 ¢ (¢ + b) — (a’e + ac’),
ezyli
(6) P= aa’' 4 bb' 4 b’ ¢'b - 2¢c’ — (a'c + ac').

Podstawiajac zas wartosei (b) nadid : do wzoru (4) na Q,
otrzymamy
Q@ =cc'4ab’ 4 a'b 4 (¢ 4 b) (¢! b') + aa’ —
—{a(@+b)+a (c+ D)}
skad
= 2¢c! +ab’—|—a bbb+ eb’ + ¢'b+ aa’ — ,
— {ac' 4 ab’' 4 a'c —}-a’b}
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a z tego i
Q = aa’ - bb' - cb' -+ ¢'b - 2¢c’ — (ac' 4 a'e). (7
Z réwnosei (6) i (7) wynika réwnodé

P=10.

Réwnodé ta nie tylko stanowi dowdd twierdzenia B, ktére
pozostawalo do uzasadnienia, Zeby ze stanowiska zasad rozdzialu V-go
(§ 25) powyzsza definicya mmozenia liezb wzglednyeh wogéle mogla
byé uwazana za definicyg pewnego dzialania na wielkodciach ozna-
czonej kategoryi, ale nadto wyraza jeszeze, iz podana przez nas
definicya mnozZenia liezb wzglednyeh okresla mnozenie tych liczb
jako dzialanie jednoznaczne. Poniewai dalej, na podstawie
samego brzmienia definicyi tej, mnozZenie liczb wzglednyeh oezy-
widcie wykonalne jest bez zastrzezen, przeto omawiana defi-
nieya czyni zadosé i temu szezegélnemu warunkowi, Zeby mnozenie
bylo zawsze dzialaniem jednoznaceznem, wykonalnem bez za-
strzezen.

Ostatecznie, ze stanowiska ogdlnej teoryi, rozwinietej w roz-
dziale V-tym, usprawiedliwilismy w zupelnodci powyzszg definicye
mnozenia, a ze wzgledu na droge, ktéra przywiodla nas do tej de-
finicyi, mamy pewnodé, iz co do mnozenia, tw. Il-gie z § 80-go
zachodzi¢ bedzie niezawodnie,

1. Mnotenie liczb waglednych posiada wlasnosé lacznosei.

Na podstawie znanego twierdzenia (§ 28, tw. II) uzasadnimy
w zupelnosei powyisze twierdzenie, jezeli tylko podamy dowdd
na to, iz ono zachodzi w przypadku trzech czynnikéw. W tym
celu oznaczmy przez (a,b), (¢/,0’) i (a”, ") tray liczby wazgledne.
Mamy

(a, b). (a'y b') = (ad’ - bY', ab’ 4~ a'b),
zatem
{(a, b) . (a, b)) (a”,b") = (aa’ - bb', ab’ -+ a'b) . (a", "),
skad
(@ b) (@, ) (a",b") =
= (ad'a’ -+ a'’bb’' 4 ab'b" + a'bb", aa"b’'+ a'a”’b+ aa’b" - bb'b"). (1)

Z drugiej znéw strony mamy

(a.r’ bf) (au, bn) — (arau_{_ brb!f‘ ﬂ’lb{, + a.ﬂ'bi‘)’
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zatem
(a, b) {(a', ') (a", b)) = (a, b) (@@ = BB, @'+ a'B'),
przeto
@ (&) {@ ) (@ b)) =
{aﬂ"a”—}—ab'b"—l— ﬂv‘bb”+ l']'-”b’b! aa!bu_l_ ﬂﬂ”br—l— a-'ar”b +' bb:bu)'
Ze wzoréw (1) i (2) wynika réwnoéé

{(a B) - (@ B} (@, 1) = (@, B) . {(as ) (@, )

Réwno$é ta wyraza, ze w razie trzech ezynnikéw mmoZenie
liezb wazglednych rzeczywiscie posiada wlasnosé lacznodel, a o to
tylko jeszeze chodzilo.

II. Mnozenie liczh weglednych posiada wiéasnosé przemiennosei.

Istotnie, z samej definicyi mnozenia liczb wzglednych wynika
bezpodrednio, ze iloczyn dwdéch liezb wzglednych posiada wlasnosé
przemiennodei. Zatem na podstawie tw. I-go obecnego paragrafu
i tw. II-go z § 28-go, mnozenie liczb wzglednych posiada wlasnosé
przemiennosei bez wzgledu na liczbe czynnikéw.

III. Mnozenie liczh wzglednych posiada wilasnosé rozdzielnosei
w stosunku do dodawania i odejmowania.

Ze wagledu na tw. I-sze z § 30-go i na tw, Il-gie z § 32- go,
udowodnimy powyzsze twierdzenie w calej ogélnosei, jezeli tylko
podamy dowdd na to, Ze ono zachodzi przy iloczynie sumy dwéch
skladnikéw przesz jakgkolwiek liczbe wzgledna. Otéz, oznaczajae
przez (a,b), (a',b) i (a”.b") trzy liczby wzgledne jakiekolwiek,
mamy

(a,0) (¢, V) = (a + o', b+ b"),

{(ayB) 4 (@', B} (", ") = (a o, b B) (@, ),
mamy wige
(1) {(a, b) 4 (a', b)) (a”, b") =

— (aau __|_ a:an _|_ bb”-‘l— b!bn‘ a-b”—|— arbu _|_ ﬂ”h'—l— ﬁ”b,}-
Z drugiej strony mamy
(G., b) (an‘ bu) — (Gﬂ” + bbu‘ abu __I_ a”b),
(a!, b!) (aH" b!f) - (afa!f _|_ ba‘b-ﬂ‘ aa‘bh’ + a-‘fbf)’

(ﬂ, b) (a”, &u) _l__ (ﬂ-', bi') (ﬂ”, bn) -
=1 (aan+ bb"—}- a;au + bfbn’ abu_‘_ ﬂ”b-l— ﬂ"b”—i—- aub!).

zatem

skgd
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Na podstawie réwnodci tej i réwnosei (1) mamy

{(a,8) + (a, b)) (a”, b") = (a, b) (a", b"") + (a’, I') (a”", b".

Ze wzglgdu na tw. II-gie réwnosé ta stanowi zupelny dowéd
na to, Ze mnozenie liczb wzglgdnyeh posiada wlasnoéé rozdzielnoser
w tym przypadkua szezegélnym, do ktérego sprowadzilibysmy wszyst-
kie inne przypadki.

IV. Warunek koniecany i wystarczajacy, azeby iloczyn jakiej-
kolwiek skonczonej liczby liczb wzglednych réwnat sie modutowi doda-
wania, polega na tem, Zeby przynajmniej jeden czynnik tego iloczynu
sam réwnad sie modutowi dodawania.

Powiadam najpierw, ze twierdzenie zachodzi w praypadku
iloczynu dwdceh tylko czynnikéw. Istotnie, jezeli jeden z czynnikéw
(a,b) iloczynu P dwéch liezb wzglednyeh modulowi dodawania
réwny nie jest, to liczby bezwzgledne a i b sprawdzajg albo nie-

réwnosé
a>0, (1)

a<b. (2)

albo nierdwnosd

Z drugiej strony, jezeli oznaczymy drugi ezynnik przez (a’, I')
to ze wagledu na wlasno$é przemiennosei mnozenia liezb wzgle-
dnych ktérgkolwiek z liczb (a.b) lub (a’, b') przyjelibyémy za mno-
znik, mamy

P = (ad' 4 bV, ab’' 4 a'b).

Zatem warunek konieczny i wystarczajacy, Zeby iloczyn P
réwnal si¢ modulowi dodawania, polega na réwnosei

aa' -+ bb' = ab’ 4 a’b. (3)

W razie nieréwnosei (1) réwnosé poprzedzajaca réwnowazna
jest réwnosei

(@a—bya'=(a—0b)V, 4)
a w razie nieréwnosei (2) — réwnosel
b—a)a'=0b—a)b". 6)]

Otéz zadna z réwnodei (4) lub (5) nie moglaby zachodazié
(§ 77, tw. VII), gdybySmy mieli

a v,
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a poniewaz jakiekolwiek wartodei, chociazby i réwne sobie, mia-
lyby liezby bezwzgledne a i b, réwnosé

a = b

zawsze pocigga za sobs réwnodé (3); poniewaz wige iloczyn dwéch
liezb wzglednych niezawodnie réwna sig modulowi dodawania, jezeli
jeden z czynnikéw temu modulowi sig réwna, przeto w razie dwéch
czynnikéw twierdzenie zachodzi z pewnoseia.

Zalézmy chwilowo, ze twierdzenie zachodzi jeszeze i W tym
razie, kiedy liezba czynnikéw ma pewns wartosé /&, 1 oznaczmy
przez P iloczyn jakichkolwiek k 4 1 liezb wzglednych. Oznaczajse
jedns z tych liezb przez («,b), a przez P’ iloczyn k liezb pozo-
stalych, mamy

P=P".(a.b)

Poniewaz uzasadniliémy juz twierdzenie w przypadku dwéch
czynnikdéw, przeto warunek konieczny i wystarczajacy, zebysmy
mieli

P=u.

gdzie oznaczyliSmy przez p modul dodawania, polega na tem, Zeby
zachodzila jedna przynajmniej z réwnodei

P'=pu albo (a, f!)zju.

Z drugiej znéw strony na podstawie chwilowo przyjetego za-
Ipzenia warunek konieczny i wystarczajacy, zeby zachodzila réwnodé
Pl=p,
polega na tem, zeby jeden przynajmiej z k czynnikéw iloczynu P’

réwnal si¢ modulowi dodawania.

Zatem, gdyby twierdzenie zachodzilo przy tylu ezynnikach,
ile wynosi liczba %, to ono zachodziloby i w przypadku, w kté-
rymby liczba tychze byla o jednodé wigksza. Z uzyskanych wy--
nikéw wnosimy na podstawie zasady indukeyi matematycznej, ze
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

V. Jekeli oznaczymy przez (a.b), (c,d) i (¢, d') tray liczby wegle-
dne, to nierdwnosé
1) 6+ (¢, )

réwnowazna jest nierdwnosci

@) @h)- () (0,0). (¢, @),
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w razie, ale tylko w razie, kiedy zachodzi nierdwnosé

b u, (3)

gdzie oznaczylidmy znowu przez p modut dodawania.
Istotnie, na podstawie wlasnodci rozdzielnodei mnozenia w sto-
sunku do odejmowania mamy:

(e d) . (@, b) — (¢, &) (a, b) = {(¢, &) — (¢, @)} (a, b),

zatem ze wzgledu na definicye modulu dodawania zwiazek (2)
réwnowazny jest nastgpujgcemn:

ey @) — (¢, d} (@ 0) F w0,

ktéory znéw na podstawie tw. IV-go réwnowainy jest ukladowi
nieréwnosei, jaki tworza razem nieréwnofé (3) 1 nieréwnoséd

(e, d) — (¢, d') F m.

Poniewaz zaé ta ostatnia nierdwnoéé réwnowaZna jest nie-
réwnosei (1), przeto ostatecznie nieréwnosé (2) réwnowazna jest
ukladowi nieréwnosei, jaki tworza razem obie mierdwnosei (1)1 (3)
a na tem wlaénie polega twierdzenie, o ktére chodzilo. '

VI. Jedeli w iloczynie P dwdch liczb wzglednych zastapimy jeden
czynnik przez liczbe czynnikowi temu symetrycena, to uzyskamy nowy
iloczyn P’, ktdry rdwnaé sie bedzie liczbie symetrycznej wartodci ilo-
czynu P.

Jeteli oznaczymy przez A wspdlny czynnik iloezynéw Pi P/,
przez B drugi czynnik iloczynu P, a przez B’ drugi ezynnik ilo-
czynu P, to (§ 82, tw. VII) mie¢ bedziemy

B—‘—B’zﬂ, (1)

oznaczajac przez u modul dodawania.
Z drugiej strony ze wzgledu na wlasno$é przemiennosei mno-
zenia mamy w kazdym razie

P=d.B
PP=A. B

P+ P'=A(B+ B),
P4P=4A.u @)

skad

skgd znowu
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na podstawie réwnosci (1). Na podstawie tw. IV-go réwnosé (2)
pocigga za sobg réwnosé

P4+ P =y,

wyrazajaca (§ 82, tw. VII) wladnie twierdzenie, ktére pragnelidmy
uzasadnid,

VII. Jakiekolwiek liczby wzgledne oznaczylibysmy przez A i B,
to jeseli przyjmiemy

P=4.B,
zachodzié¢ beda rdwnosei nastepujace:
W) (+4) B =+P=P
@ (—4)(+B=—P
3) (—4)(—B)=—+P="P
(4) (—4)+B)=—PF

gdzie oczywiscie znaki () i (—) majq znaczenie jakosciowe, okreslone
w § 83-cim.

Istotnie, réwnosé (1) zachodzi bezposrednio na podstawie zna-
czenia znaku (+4-) w symbolach

4+4 i +B,

a réwnosei (2), (3) i (4) wynikajg kolejno z réwnosei (1), (2), (3),
na podstawie tw. VI-go.

§ 86. Dzielenie. Ze wzgledu na wlasnosei mnozenia liczb
wzglednych istnieje jeden tylko rodzaj dzielenia liczb wzglednych
(§ 31), a dzialanie to polega na wyznaczeniu liczby wzglednej (=, y)
z rownania

@) (@, 0) . (2, ) = (¢ d),

gdzie (c.d) i (a,b) oznaczaja dwie licaby wazgledne dane, z ktérych
(¢c,d) prayjeta jest za dzielns, a druga (a,b) — za dzielnik;
przy tych oznaczeniach liczba wzgledna (z,y), o wyznaczenie ktdrej
chodzi, stanowi na podstawie ogdlnyeh zasad rozdzialu V-go, ilo-
raz podzialu liezby (c. d) przez liczbe (a,b).

Przystgpujemy obecnie do dyskusyi réwnania (1). Gdyby
dzielnik (a, b) réwnal si¢ modulowi dodawania, to w takim razie
(tw. IV-te z paragrafu poprzedzajacego) iloczyn

(a, ) (2, )



