X. Liczby wizglgdne,

§ 79. Uwaiajmy catery liczby bezwazgledne «, b, a’ i b, spraw-
dzajace zwigzki

=
o Vv
i przyjmijmy
= —
(2) { .:::'_—_ z'- - :J’
Ziwinzki
(3) s<la, r=a" 1 2>,

sg. odpowiednio réwnowazne zwigzkom nastgpujacym:

a+b <d4b
(4) ad- b =a -+
a0 >a b
Istotnie, zalézmy, ze zachodzi pierwszy ze zwiazkéw (3).
Mamy tedy
w40 <a -
ezyli
(a—b) b <(a"—V)4V =0
Mamy wige
(a—b)-+b < o

(a—b)+b)+b<a b

Poniewa zas na podstawie wlasnodei przemiennodei doda-
wania mamy

(@—B) by +-b={a—b) + b+ =a+¥,

a zatem
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przeto stwierdzamy ostatecznie, Ze pierwszy ze zwigzkéw (3) po-
ciaga za sohn zwigzek
a4 b <a 0.

Analogiceznie stwierdziliby$my. zZe w razie istnienia drugiego
z mwigzkéw (3) zachodzitby drugi ze zwiazkdw (4), a w razie trze-
ciego — trzeci. Odwrotnie, jezeli zachodzi pierwszy ze zwigzkéw (4),
to musi zachodzié pierwszy ze zwinzkdw (3), albowiem, w razie prze-
ciwnym, zachodzilby drugi Inb trzeci ze zwiazkéw (8). a zatem
wbrew zaloZeniu zachodzithy na podstawie tego, cosmy juz uzasa-
duili, drugi lub trzeci ze zwigzkéw (4). Analogicznie dowiedlibysmy,
¢ w razie istnienia drugiego ze swiazkdéw (4) zachodzilby drugi
ze zwigzkéw (3), a w razie trzeciego ze zwigzkéw (4) — trzeci
ze zwigzkdw (3). Stwierdzamy wige. ze zwiazki (3) 1 (4) rzeczywi-
seie sq odpowiednio réwnowazne.

Twierdzenie o réwnowaZnosei zwiazkéw (3) 1 (4) utraciloby
tresé, gdyby choé jeden ze zwiazkéw (1) nie zachodzil, albowiem
w takim razie jedna przynajmniej z liczb z lub &' przestulaby
istnieé, gdyz dzialanie zaznaczone w jednym przynajmniej ze wzo-
réw (2) byloby niewykonalne. Natomiast jakiekolwiek wartodei mia-
lyby liczby @, b, a' i b’, a wige hez wzgledu na to, ezy one spra-
wdzajs zwiazki (1) czy nie, liezby te zawsze sprawdzaé bedy jeden
i tylko pewien jeden ze zwigzkdw (4).

Fakt ten daje nam moznosé wprowadzenia nowego rodzaju
wielkogei, ktorym nadajemy nazwe liczb wzglednyeceh, okre-
dlajge je przesz definicye nastgpujyea:

Wyraz liezba wzgledoa oznacza wszelki uklad dwdch
liezb bezwzglednyeh, uwazany za element takiego zbioru wszyst-
kich dwdjek liezh bhezwzglednyeh, ktory. na podstawie pewnej
umowy, podanej nizej, stanowi oznaczong klase wielkosel w Sciglej-
szem znaczeniu. Poniewaz w stosunku do rzeczonej umowy kazda
z dwdeh liezb bezwzglednych, ktdre lpcznie stanowia jedna liezbe
wzgledng, ma wladeiwa sobie role. przeto odréZniamy te dwie liczby
bezwzgledne jedna od drugiej odrebnemi nazwami; jedny z nich
zowiemy pierwszym, a drugs drugim wyrazem liczby wzgle-
dnej. Tymezasowo przyjmiemy za symbol liczby wezglednej, ktorej
pierwszym wyrazem bylaby pewna liczba bezwzgledna a. a dru-
gim — pewna liezha bezwzgledna b. svmbol

(a, b).



Charakterystyezna dla liesh wzglgduyeh umowd. nadajaca
lieczbom tym charakter wielkosei, brzmi jak nastgpuje:

Dowolnie przyjeta liczbe wegledna (a. b) wwazamy za :najdujaca
si¢ w pierwszym, w drugim lub w trzecim ze zwiazkdw

I (a, b) < (@', ")
(5) (a, b) = (a’, b")
{ (@, b) > (', b)

2 jakghkolwiek drugq liczba wzgledna (o', V'), zalezmic od tego, c2y
liczby bezwzgledne a, b, a' i V' sprawdzaja pierwszy, drugi, czy tizeei
ze zwigzkéw (4).

Obecnie winni§my udowodnié, ¢ powyzsza umowa spelnia
wszystkie te warunki, do ktéryeh w rozdziale Il-gim postanowi-
liSmy zawsze zastosowywaé si¢ przy ustawianin regul poréwny-
wania ilofciowego elementéw jakiegokolwiok zbioru. Spostrzegamy
natychmiast. Ze pewne z tych warunkéw oczywiseie sy spelnione
tak, iZ pozostaje jeszeze tylko blizej zbadaé, czy, oznaczajsc przez
(a,b), (@', ") i (a”,0") trzy liezhy wzgledne, moZemy slosznic twier-
dzié, ze

A) Rownosei

(6) (a,b)=(a’.b') i (a',b')=(a".b")
pociagaja za sobg réwnosé
0 (a,8) = (", b").

B) Zwiazki
8) (a,0) < (@, b)) i (a, )< (a"b")
pociggaja za soba zwiazek ')
(9) (a, b) < (a’’, b").

Zaléimy najpierw, ze liczby (a,b), (@', b') i (' ") sprawdzaja
zwigzki (6). Mamy tedy

a4t =a +b
a"l‘b": ﬂ.“—: br:

(@) @ )= (@ + b) (@ 4-5)
@) @) =@ b+ @ ¥,

!) Obacs uwage w odsylacsa na str. 97,

skad
czyli
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a to na podstawie wlasnoéei lacznosei i przemiennodei dodawania
liczb bezwzglednyceh. Z réwnodei powyzszej mamy

a+0"'=a"-+410.

Zatem réwnosei (6) rzeczywiseie pociggaja za soby réwnodé (7).
Zalézmy obecnie. Ze zachodzy zwigzki (8). Mamy tedy

a b <a b
ar_l_ bu< H”+ bn‘.’

skad, nwzgledniajae wlasnodei tacznodei i przemiennosei sum liezb
bezwzglednyeh. natychmiast wyprowadzamy nieréwnosé

(@ 4-b") A (@ - 5) < (@ b) (@ 4B

a—+b" < a'+b

skad

Zatem twierdzenie B rzecaywiseie zachodzi.

Ostatecznie umowa. okreslajgca reguly poréwnywania iloscio-
wego liezb bezwzglednveh, czyni zado$é wszystkim warankom,
o ktére chodzilo.

Bezposredniem nastepstwem regul pordéwnywania ilogeiowego
liezb wazglednveh jest twierdzenie nastgpujace:

Wartosé liczby wzglednej nie nlega zmianic awi wskutek do-
dania dowolnie przyjetej tej saincj liczby bezwzglednej do kazdego z jej
wyrazéw, ani wskutek odjecia tej samej liczby bezwzglednej od kaz-
dego z nich. naturalnie pod warunkiem, Zeby w razie odejmowania
dziatanie to bylo wykonalne.

§ 80. Stwierdzamy z latwoscia, Ze w nastepstwie przyjetych
przez nas regul poréwnywania ilosciowego liczb wzglednyeh za-
chodzi twierdzenie nastepujace:

I Oznacamy przez a, b, o’ i U’ czter.’; liczby bezwzgledmz wwa-
2ajmy liczby wzgledne (a,b) i (a',V'). Jedeli liczby a, b, a' i b’ spraw-
dzaja zwiqzki

a=b i o=
to zwiazki
(a,d) < (a',b)
(a,b) =(a’, ¥)
(a, b) > (a’, ")
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¢ odpowicdnio réwnowaine zwiqzkom nastgpujacym:

n—b<la—10
a—b=a —¥
a—b>ad—".

Wobec tego powstaje mysl o przyjeeiu takich definieyi dzia-
lati zasadniczych na liczbach wrglednych, Zeby zachodzilo twier-
dzenie nastgpujace:

II. Jedeli, przy zachowaniu oznaczet twierdzenia poprzedzaja-
cego, oznaczymy jeszcze przez ¢, f, g i h cztery nowe liczby bezwzgle-
dne, to w razie nierdwnosci

réwnosé _
(a,6) (o', b) = (e, )
pociagaé bedzie 2a soba zwiazck
e=f

i réwnowasna bedzie riwnosc
6=+ @ —t)=c—f,
(a,) . (@, V) = (g, h)
pociggaé bedzie za soba zwiazek
g=h

a réwnosé

i rdwnowasna bedzie rdwnosci
(@a—b).(a" —b')=g—h

Oczywiscie nie mozemy mied z géry pewnosei, czy ustawienie
takich definicyi dzialati dodawania i mnoZenia na liezbach wagle-
dnych, azeby twierdzenie poprzedzajace zachodzilo, jest mozliwe,
ale mozemy chwilowo zaloiyé, Ze tak jest, prayjmujac na siebie
obowigzek zbadania a posteriori, ezy definicye, do ktéryeh pray-
wodzi to zalozenie, nie uchybiajs ani ogélnym zasadom logiki, ani
zasadom rozdzialu V-go; nadto zaznaczamy, Ze na podstawie zasad
eméwionych w rozdziale V-tym, ugruntowanie calej teoryi dziatan
zasadniczych na jakichkolwiek wielkoéciach, a wige i na liczbach
wzglednyeh, wymaga wprowadzenia definicyi dodawania i mnozenia
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tylko w praypadku szezegélnym. kiedy dwie tvlko liezby dzialanin
ulegaé maja.

§ 81. Dodawanie. Zakladajac. ze liczby bezwzgledne a, b,
a’ i & sprawdzajy zwigzki

mam_\'
(@ —b)+ (0" —b) =(a+d)— b+

Kierujue sie tedy mysla przewodniy, zaznaczong w paragrafie
poprzedzajacym, przyjmujemy na dodawanie liezb wzglednyeh de-
finicye nastepujacs:

Suma

(a. b) 4 (a', &)

dwdch liczb wzglednych (a,b) i (@', b") nazywamy wszella liczbe wagle-
duna, réwna liczbie wzglednej

(a4-d', b4 b')

Zehy z¢ stanowiska ogélnych zasad. preez nas przyjetych
(§ 2D). definicya ta wogdle nwazana byé mogla za definicyg pe-
wuego dzialania, koniecznem jest i wystarczajacem. Zeby zacho-
dzily dwa twierdzenia nastepujace:

10 Jezeli pewna liezba wzgledna (2, y) uwazana byé moze
Z4 SUmME

(a,0) 4 (a'. )

pewnyeh dwdch liczh wagleduyeh (a, ) 1 (a/,8"), lo i kazda liezha
wzgledna, réwna liczbie », za tei sume¢ uwazana byé moze.

2° Jezeli pewna liezba wzglgdna (z.y) uwazana byé moie
Zi BOmeg

(a. b) - (a', b') (10)

liczh wzglednyeh (a.b) i (¢, V'), to liezha ta moze hyé takze uwa-
Zana za sumg

(c. d)+ (¢, ') (11)
liezb wzglgdnyeh (c.d) i (¢ d'). jezeli tylko zachodzn réwnosel
0 &)= (0,8 I

(¢ &) = (a. b, |
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Poniewaz pierwsze z tych dwdeh twierdzed zachodzi ovezy-
wideie na podstawie samego bramienia definicyi dodawania liezh
waglednych, chodzi wice tylko o uzasadnienie drugiego. Z ré-

wnodei (12) mamy
c4b=a-4d
¢+ b'=a | d.

skad wynika rdwnosé

(e ¢) 4 (b4 b) = (d + d) + (a + o'

ktéra wyraza, ze mamy

(a + ayb —i—- 0y = (¢ IT o —i~ d' .
Jezeli wige pewna liczba wrzgledna (z, ) uwazana byé move
Z8 SUme

(a, b) = (a’. )

i réwna si¢ zatem liezbie (a—fa’,0-F0') to w razie réwnoel (12)
ta sama liezba réwna si¢ liezhie (¢ - ¢'. d4d') 1 z tej prayezyny
uwazana byé moze za sumg

(evd) +- (¢, ).

Rozumowanie poprzedzajgce nie tylko stanowi dowod twier-
dzenia, ktére praguelismy uzasadnié, ale préez tego oezywidele jest
jeszeze dowodem jednoznaczno$ei dodawania liezh waglednyceh.

Ostatecznie powyzsza delinieva dodawania liezb bezwzglednych
jest rzeczywiscie ze stanowiska ogdlnyeh zasad rozdzialu V-go de-
finicyg pewnego dzialania. a nadto dzialanie, okredlone tgy definicya.
jest dzialaniem jednoznacznem. Poniewaz za$ na podstawie
rozwazanej definieyi dodawanie liczb wuglodnyceh oezywideic wy-
konalne jest bes zadnyeh zastrzezen, przeto definicya ta ezyni
zado$é i temu warunkowi (§ 31), zeby dodawanie bylo dzialaniem
wykonalnem bez zastrzeien. Zatem ze stanowiska ogélnej teoryi,
rozwinigte] w rozdziale V-tym, usprawiedliwilismy w zupelnosei
naszy definicye dodawania liezb wzglednych. Ze wzgledu na droge.
kiéra przywiodla nas do definicyi dodawania liezb wzglednyeh,
twierdzenie II-gie paragrafu poprzedzajacego zachodzi niezawodnie
¢o do dzialania dodawania. Nadlo, spostrzegamy natychmiast, %e
dodawanie liczb wazglednyeh posiada wlasnosei 1acznodei i prae-
mienno$eci. Powiadam, ze nierdwnoss

(13) ¢ u < w
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pociaga 2a soba 2awsze nierdwnosé
vu v, (14)

gdzie oznaczylismy przez w, w' i v liczby wzgledne.
Istotnie, Zeby uwidocznié pierwszy i drugi wyraz kazdej z liczb
wrglednyeh w, #' i », przyjmijmy

n = (a,b)
u' = (a'b’)
v = (¢, d).

Na podstawie nieréwnosei (131 mamy tedy
a+-b <a b,
(a—c) (b + d) < (a’ +¢) 4 (b + d).

a nieréwnodé ta wyraza, %Ze mamy
(e b4-d) < (a4 ¢ b d),

skad wynika, ze nieréwnos$é (14) rzeczywiseie jest nastgpstwem ko-
niecznem nieréwnosei (13).

§ 82. Odejmowanie. Poniewa’ dodawanie liczh wzglednych
posiada wlasnodé przemiennosei. przeto (§ 31) istnieje jeden tylko
rodzaj odejmowania liczh bezwzglednyeh, a reszia odejmowania
jakicjkolwiek liczby wuglednej (a, '), prayjetej za odjemnik, od
jakiejkolwiek liezby wzglednej («, ). przyjetej za odjemna, jest
liczba wazgledna (2. y). sprawdzajgea réwnanie

mamy wiee

(@', ) (2, ) = (a, b). (1)

Poniewaz na podstawie twierdzenia, na ktérem zakonczyliSmy
paragraf poprzedzajgcy, nierdwnoscé

w==u,
gdzie oznaczylidémy przez w i w' dwie liczby wzgledne. pocigga za
soba nieréwnosé
vusofu,

jakgkolwiek liczbe wzgledna oznaczylibysmy przez v, przeto (§ 29,
tw. I i II) odejmowanie liczb wzglednych jest (w razie wykonal-
nosci) dzialaniem jednoznacznem.
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Poniewaz
(@' b") "i’ (@, y) = (o' + &y ‘6:**- y)"

przeto réwnodé (1) réwnowazna jest rownosei
(@) bt t+u=a-tb+y,

ktérej zawsze mozemy uczyni¢ zadodé, prayjmujac

_ z==a - b’
3) { y=ua'—b.

Z tego wynika, e odejmowanie liezh waglgdnyeh jest whrew
temu, co zachodzi pray tych rodzajuch liczh, » ktdremi obeznalidmy
sig poprzednio, dzialaniem wykonalnem bez zastrzezen.

Uzyskane juz wyniki mozemy wyslowié w postaci twierdzenia
nastgpujacego:

L Odegjmowanie liczb wzglednych jest dziataniem jedroznaczncem,
wykonalnem bez zastrzeden.

Zpznaczmy, Ze précz wartosei (3) na x i y, istnieje nieskod-
czenie wiele innych takich ukladéw wartoei na liczby bezwzgle-
dne & i y, ktére sprawdzajg réwnaunie (2). Istotnie, przyjawszy
na z jakakolwiek wartosé

2=,
byle taks, ’ebysmy mieli

bta 4 A=a+ ¥,

uczynimy zado$é réwnaniu (2), przyjmujac

y=b-4a" 42— (ab)

Poniewaz jednak juz wyzej stwierdzilismy, #e odejmowanie
liczb wazglednyeh jest w razie wykonalnofei dzialoniem jednozna-
cznem, przeto, pomimo iz précz wartodei (3) na » i y istnieje nie-
skoficzenie wiele innych, réwnanie (2) sprawdzajaeych ukladiw
wartosei na te liezby bezwzgledne, mamy niezawodnie

(4) (ayb) — (0. 0") = (a 4+ V', b+ a').

Réwnodé ta wyraza oczywiseie ogélng regule odejmowania
liezb wzglednych. Zeby recule te wyrazi¢ w sposéb majodpowie-
dme_]szy, okreflimy najpierw pojeeie symetryi dwdeh liezb wzglv
doych i nawigZemy pare uwag do tego pojecia.
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Kazda liczba wzgledna, réwna tej liczbie wzglgdnej (y, z), kidra
wynika 2z liczby wzglednej dowolnie przyjetej (v,y) droga zamiany
pierwszego wyrazu na drugi. a drugicgo na pierwszy, zowie sie liczba
symetryczng liczbie (z,y).

Eatwo okazaé mozemy, Ze zachodzy twierdzenia nastepujgce:

A) Jezeli pewna liczba wegledna (w, v) symelryczna jest liczbie
wzqglednej (x,y), to liczba (w,y) jest symebrycina liczbie (u,v).

B) Liczba wzgledna (u, v), symetryczna liczbie waglednej (x, y).
ktéra jest symetrycena pewnej trzeciej liczbic wzglednej (p,q), jest
rdwna liczbie (p, q).

C) Kazda liczba wzgledna (u,v), rdwna liczbie waglednej (@, y),
symetrycznej pewnej trzeciej liczbic wzglednej (p,q). jest sama syme-
tryczia liczbie (p, q).

Istotnie, jezeli zalozenie tw. A jest spelnione. to mamy

(H’ V) = (y: z).

Ale réwno$é ta rownowazna jest réwnosdei

uta=n4y,
réwnowazne] zndw réwnosei
(0, y) = (v, u),

ktéra wyraza. iz zgodnie z brzmieniem twierdzenia A liezba (z,y)
symetryezna jest liezbie (u, ).
Przypuéémy. ze spelnione sy zaloZenia twierdzenia B. W takim
razie mamy
(4, ) = (5, %) (@)
oraz

(@ y) = (g, p)-

Ze wzgledu na twierdzenie 4, ostatnia réwnosé réwnowaina
jest réwnosei
(P, ) = (9, 2)-

Zestawiajac réwnosé tg z réwnodeig (@), zyskujemy réwnodé
(u, v) = (P, 9):

ktéra wladnie wyraza twierdzenie B.
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Przypuéémy nareszeie, %e liczby (u, ), (2,y) i (p,q) spraw-
dzajs zalozenie twierdzenia C. Mamy tedy

(4, v) = (=, ¥)
(2, y) = (¢, p),
skad

(1, v) = (¢: p),

a ta réwnoéé wyraza wlasnie twierdzenie C.
Powréémy obeenie do réwnosei (4). Mamy

(a0, b+a')=(a,b) 4 (', a'),
(a,b) 4 (' a") = (a, b) 4 (u. v).

jezeli tylko hiezba (u, v) sprawdza réwnanie

a poniewaz

(u, v) = (V', a).

przeto rvegule, ktéra wyraza réownosé (4), mozemy wyslowié w po-
staci twierdzenia nastepujacego:

II. Przy odejmowaniu liczb weglednych reszta réwna sie sumie
odjemnej i liczby symetrycznej odjemnikowi.

Spostrzegamy z latwodeia, Ze dwie liczby symetryczne wogéle
nie s pomiedzy sobs réwne, a warunek konieczny i wystarcza-
jacy. aZzeby dwie liczby, symetryezne pomiedzy sobs, byly préez
tego i réwne sobie, polega na tem, izby w kaidej z nich pierwszy
wyraz véwnal sig drugiemu. Innemi slowy ogélng postaé liczby
wzglednej, symetrycznej samej sobie, moZemy przedstawié przez
symbhol

(a,a),

gdzie a vznacza dowolnie przyjets liczbe bezwzgledny. Uwaga fa
prowadzi nas do definieyl nastepujacej:

Kazda liczba wzgledna, symetryczna samej sobie, zowie sr.@ cuto-
symetryczng liczba wzgledna.

Spostrzegamy z najwigkszy latwoscis, ze wszystkie liezby
autosymetryczne sy pomigdzy sobg réwne, a kazda liczba wagledna,
réwna liczbie wzglednej autosymetryeznej, jest sama liezby auto-
symetryezng. :

Zwracajac sig do réwnosei (4), spostrzegamy natyelimiast, ze
zachodzi twierdzenie nastgpujace: '
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1L Przy odejmowaniu liceb wzglednych reszta rdwna sie wspdlnej
wartosci liczb wzglednych autosymetrycznych w razie, ale tylko w razie,
kiedy odjemnil i odjemna sq réwnemi pomiedzy soba liczbami.

Na podstawie definicyi odejmowanin twierdzenie to réwno-
wazne jest twierdzeniu nastepujacemu:

IV. Zeby wynik dodawania pewnej liczhy wzylednej = do do-
wolnie prayjetej diugiej liczby wzglednej 1 réwnad sie liczbie [, konie-
cenem jest i wysiarczajacem, zeby liczba x rdwnata sie wspdlnej war-
lodei liczb waglednych autosymetrycznych.

W § 39-tym przyjelismy ogélna definicye nastgpujacs: Jezeli
w pewnym zbiorze (Z) dodawanin mogaeyeh ulegaé wielkosel
istnieje taki element g, Zeby po oznaczeniu przez a iz dwdch ele-
mentéw zbioru (Z) réwnosel

z=pn 1 atur=a,

byly sobie réwnowazne, to w takim razie zowiemy wspélng war-
tosé wszystkich. elementowi g réwnych elementéw zbioru (Z) mo-
dulem dodawania elementéw zbioru (Z). Ze wzgledu na dalsze
zastosowanie podajemy ogdlne twierdzenie nastepujace:

V. Jezeli istnicje modué dodamwania elementéw pewnego  zbioru
wielkosci (4), a element u zbioru teyo rdwna sie modutowi dodawania,
lo w takim razie, oznaczywszy przez « dowolnic przyjety element
2bioru (Z), nie tylko mamy

a—t+pu=ua, (1)

a4 —p=ua. 1'2}

ale i

Istotnie, na podstawie ogélnej definieyi odejmowania ré-
wnosé (2) réwnowazna jest réwnosei

a=atu,

ktéra znow rownowazna jest réwnosei (1). Zatem réwnosé (2) rowno-
wazna jest réwnosei (1), a poniewaz ta réwnosé zachodzi na podsta-
wie definicyi modulu dodawania, przeto zgodnie z brzmieniem twier-
dzenia, réwnosé (2) takze zachodzié musi.

Powraeajac do teoryi liezb wzglednyeh, spostrzegamy natych-
miast, Ze teorya ta daje nam nowy prayklad istnienia modulu do-
dawania, gdyz tw. IIl-cie i réwnowazne mu tw. IV-te oczywifecie
réwnowazne ‘sg twierdzeniu nastgpujacemu:
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VI Modué dodawania liczb wzglednych istnieje i réwna si¢ wspil-
nej wartosci liczb wzglednych autosymetrycanych.

Caytelnik # latwodeiy sam udowodni twierdzenie nastgpujace:

VIL Suma dwéch liczb wzglednych, pomiedzy soba symetrycznych,
rdwna sie modutowi dodawania; odwrotnie, jeseli suma dwdch liceb
wzglgdnych réwna sie modudowi dodawania, to te liczby sa pomiedzy
sobq symetryczne.

§ 83. Pojecie sumy algebraicznej. Oznaczmy przez g mo-
dul dodawania liczb wzglednyeh i uwazajmy skofiezony eigg do-
wolnie prayjetych liezb waglednyceh

1) (y, Ogy Oy ye.. .

Nastgpnie oznaczmny przez s, liczbe wagledna, okredlong vé-
wnaniem

@ =t

a przez s, (1 =k = n) liezbe wzgledng, ktéra zaleznie od wartodei
wskaznika £, na podstawie dowolnie prayjetveh umdéw, ma byé wy-
znaezona albo z réwnania

(3) &= 85 0
albo z rdwnania

(4) 8 == 8§y — 0.
W takim razie wartodé kazdego wvrazu ciagu

Sor 1y Bggers 8ay
a wige w szezegdlnodei i wyrazu s,, vznaczona bedzie w zupelnogei
na podstawie zasady indukeyi matematycznej. Przy takiem okre-
$leniu liczba s, zowie sig sumy algebraiczny liezb (1),
a same te liczby — jej skladnikami. Przy oznaczeniach, ktéremi
postugiwali$my si¢, symbol a, oznacza to, co zowiemy skladnikiem
rzgdu k sumy algebraicznej s,; skladnik @, zowiemy skiadnikiem
pierwszej lub drugiej kategoryi sumy algebraicznej zaleznie
od tego, ezy zachodzi wzdr (8), czy wzdr (4) przy rozwazonej war-
todei wskaznika k. Zeby przy ukladaniu symbolu na sume alge-
braieczng z uwidoeznieniem skladnikéw uniknaé potrzeby wpro-
wadzania tych nawiaséw, ktore na podstawie ogélnych regul two-
rzenia wzoréw arytmetycznych, powinnyby byé wprowadzone,
umawiamy si¢, Ze bedziemy stosowaé sig do reguly nastepujgcej:



