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predkodci unoszenia w odpowiednich przekrojach
atrugi. Zapamiqtad naleiy, ze te wysokodci winny
byé od je te ododpowiednich stron réwna-
nia. -

Wynik ostatnio otrzymeny znajdzie sastosowanie
przy badaniu ruchu cieczy w pompach sdérodkowych,
oraz w turbinach wodnych réznych systeméw.

128. TWIERDZENIE D. BERNOULLI'ego DLA CIECZY
RZECZYNISTYCH,

Ciecz doskonala tem sig zasadniczo réini od
cieczy rzeozywistych, Ze mnie posiada lepkosfoi.
Lepko#é beds ie tym czynnikiem, ktéry zmusza nas
do wprowadzenia pewnych smian w réwnanin, wyraia-
jaoem twierdzenie D.Bernoulli'ego, octrzymanem dla
cieczy doskonalej.

Lepkodé powodnje to, 2e possozegélne ozgstki
cieczy, znajdujgoe] sig w strudse, dosnajg od sg-
siednich czgstek cieczy - w sgeiednich strugach -
preeszkody w ruchu w postaci tarcia.

Skutkiem tego oalkowite oddzialywanie na po-
wierzchnié boosng strugl badamej od strony tej
ciooay,lktﬂra odrzucilidny, jui nie mofe byé nor-
malne do poszgsegélnych elementiw boosgnej po-
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wierzchni, jak to bylo w‘cieczy dbakonalej,‘iucz
bedzis o d kierunknu normal-
nego odochylone w gstron Q
rrzeciwng ruchowi.

Jezeli prazy tych waruakach sechoenmy zbadad
ruch strugi elementarnsj, sfosujao do niej twier.
dzenie o zmianie energji kinetycznej, jak fo po-
przednio ozynilidmy, wtedy naleﬁy przy obliczeniu
pracy sit, dziatajacych na struge, uwaglednié pra-
cg owych oddzialywai,

Badajae cieck doskonatg, mogliémy prayjad, ze
oddzialywania te, mierzone oifnieniami hydrodyna-

?mioznemi..byly do praesunigé normalne i praca ich
" byla réwna zeru, Obecnie zad, ﬁajac do czynienia
z cieczs raeczywists, kiedy oddzialywania pOwWyZ-
sze normalnemi nie sg, mozemy pracq tyoh oddzialy.
wall waiaé w rachubq. Ze wzgledu na kierunek od-
dziatywan do kiérhnkn ruchu, praca ta bedzie ujenm.
na, Zatam-rdwﬁanie, ktére ma’wyraéaﬁ tﬁierdzenie
- 0 zmianie energji kinetycanej w zastosowanin do_f

r'tru.gl Leczy rzecaywibtej, quzie nastepujaca.;‘
ACTES ;—- = Py lfichs, ~pucli % +M’a<s//f-ﬁé/-ﬁ' -

J:ta%ﬂi w;zzﬂ F ra ozmmczaé wluanlo prac
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wykonang, powledzmy wprost, przez tercie na po- -
wierzchni bocznej podczas przesunigoia sig strugi
w clemencie czasu 7.

Powyzsza praca .8 jest tem wigksza, im wigk-
sza jest boczna powierzchnia strugi i im wigksza
bedzie lepkosé ciscay. Zrozumialem stad tez be-
dzie, %e Z  'hedzie tem wieksze, im dalej bgdg
wzigte przekroje 1 i 2, ograniczajgce badang czedé
strugi. Ostatnie réwnanie mozemy uproscié, dzie-
lac, jak poprzednio, obie stromy przez cé{aﬂﬂjw

wéwoz as otrzymaayo

Z);:L /b /z, __.__E
2 i? Lk AL DA,
2albo
P uT i 3? o
/1 “‘”;F“'*;f A7 7> 2y 7 g ds

Ostatni wyraz winisn byé jednorcdny z pozosta-
temi, wohodzgcemi w réwnanie. Poniewaz wszystkie
te wyrazy oznaczajq wysokodci,zaten i
ostatni wyraz tez musl byé nwazany jako pawna wy-
sokof6, -Oznaczny j§ przex ﬁ%// , gdzie znaczek Z
winien praypominaé, e to jest wysbkoﬁﬁ stracona
na pokoﬁanie tarqia'przedewsz}s%kieﬁ, a jak podnie}
.siqiprzakonamyﬁ i na inne opory, liczby zas 1,2

majs przypominaé, ze ta dofyrzy oporéw na odle tos-
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Wéwomae otrzymamy réwnania, wypowiadajgoce

twierdsenie D.Bernoulli'eyo, w pestaei :
:. A .

Py oy P, Y

Hogi=ag =Mov s R e s I

Zwrdcié nalesy nwage, Ze wyram /4%// jest do-
dany do tej strony rdéwnania, ktéra dotyczy p 6 4.
aie jBregoe polrozenia ougstki
w strudze eircmy. _

Jezelibydmy bedali omedé strugi cieozy rzeczy-
wiste] niedzy pmekrojami 1 i 3, moglibydmy napi-
saé réwnanie powyiose w poﬂtaai:

g P e %’
dre " - Hy B, / )

Badajgs czedé etrugi miedsy przekrojami 2-3,
zastosajeny réwaanie:

R TR .1 -tak dale
Aé'*a” +‘%? —”ﬁ;f-]¥¢}%j +5Zw£ s | J

Jodliby oieoz porussala sig w strudse w kierun-
ku prssciwnym, naprz,ed przekroju 3 do przekroju 2,

viody naleialoby ulotyﬁ x6wnanis w taki gposéh:

' /7‘?—*/03 {?’_/7;* _——+//£t/

Jedng s tradnie&snyuh.qp:aw v zastosowaniuch
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praktyoznych jest dokladne obliczenie wysoknsui
i, , giy% ta zalezy od wielu przytem ni;uchwyt-
nyoh rachunkowo wlgsnoéci cieczy rzecaywistej.
zaswyczej wysokosS /4, bedziemy wyraseli jako
funkeje predkosci ¢ i'najczeéoiaj w postacis
k2
eg
129. Pop;zednio wekazana gzostata droga, ktérg
nalezy postepowaéd, jedli w trakcie rozwigzywania
zagadnienia mamy uwzglédnid warmnek, Ze ciecz jest
rzeczywista, Niekiedy pqstépewaé bedzismy odmien-
nie: zagadnienie pewne, dotyczgyoe civezy rzeozy-
wistej, roswigiemy dla cieczy doskonalej, co ozgs-
to sprawe bardeo uprodol. Otxsymany wynik teore-
tyozny, ktéry, oosywisdcie, zgstoaowaﬁia wprost nie
bedzie mégl mnalefé, poprawiamy, wprowadzajge od-
powiednie sp6losynniki praktyozne, ktére znajduje-
my, porbéwnywujgc wynik teoretycszny z resultatami
dodwiadozenia.

130. Réwnanie D.Bernoulli'ego, otrsysame po-
'przodnip dla bardso a.j*a}an.i e j
 strugi cieozy rzeczywistej, wymagaé bedzie pewnej
poprawki, skoro fylko_zeohoemy-rﬁwnqhie to zasto~
'aoiadpdo strumienia ciecty rz:zcaywistej o smaos-
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nie jszym przekroju poprzecznym. Ciecz razscmywista,
piynac jakimkolwiek przewodem, doznaje prrzeszkéd
w ruchu skutkiem tarcia o Sciarki przewodu. Naj-
wigceej odczuwajg dzialanie Scianek czgstki strumis.
niz, piyngce tuz pray sclankaoh czgstki te, dzig-
ki lephogcl cieczy, oddzialywuja na sggsiednis
czgstki, te na nastepne i t.d,; in czastka qu51e
dalej od écianki, tem mniej bedzie odozuwany wplyw
$oianek. dynik stad bedzie ten, Ze czystki w danyn
przekroju strumienia plyng z réineni predkosoiami:
najoniejszemi pray Sciackach przewodu i coraz wigk-
szemi w uwiarg coraz wigkszej odlégloé&i od dc ianek
przewodu. | |

# wielu zagadnisniach hydraulicsznych niema'ﬁo-
trzeby liczenia si¢ z réinemi wartoéoiami-predk&éci
w résnych punktach danogO-przekroju; wystarcza nie-
rez prayiaé, e wszystkie czastki w danym praekrojn
strumienia rajg jakby jednakows predkodé, ktérg na-
gywamy predk osc ig - ednig. Pred
kosé ta winna ozynié zadosé nastepujacemu warunkowi
ilodé oleoczy, ktéra pruez dany przekrdj strumienia
rzeozywi»c:e przaplywa, posiadajao predkoéol rﬁzne
w réenych miﬂwseach przakroju, joat taka Bama, jak
ﬂl;by ¢ evz plynela nrzez dany przckr61 ty “lﬁﬁ
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nie predkoscig Srednig, jednakows we wszystkich
punktach przekroju. Matematyocznie ujmiemy ten wa-
runek w taki sposéb: niech a7’ begdzie dowolnym
elementem pola przekroju F‘ strumionia; w elemen-
cie tym niech bedzie predkosé cieczy ¢ ; wéwezes
ilosé ciecay, przepiywajqesj w jedmnostke czasu
przez ten element = -0/, Zrébmy takie samo
obliczenie 'dlla wszystkich elementiw pola praekroju

F7 , wéwozas calkowita 11lo4é cieczy plynaeej._..lw
danym strumisniu /00"}7’ , gdzie calka winné, ob-
jgé cate pole 7 przekroju, '

Oznaczny érednig predkosd preex 2 ; wéwezas
11066 cieczy przeplywajacej w.strurmieniu w jednost-
ke ozasu, otrzymamy: /.73 - | ‘

" Na pdcl’a'tawiia- okreélani‘a' predktdei Sredniej win-
no zatem byé i

/vdﬁ’ é’;F’,

LR e o JOdFT
Prgdkodé rzeczywista w réinych punktach przekro-

ju, Jak méwilidmy, bedzie r6inié sig od predkodei

6redniej. Hozomy prmeis vipimad: =05+ & | miuie

afqud7

€ oznwat rowne winlkoet daddtrie 1ub wjeme,
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ré2ne w réinych miejscach przekroju. Z okredlenia
predkosci Srednicj wynika, Ze:

/('us+5).df"’=z_z;F' ,
Mg . |

/z;.d/"_'+ edf” =y . F .

4

/o
poniewas

/vo’F-  [df = UF

wiqo wielkodei & winny ozynié zadodé warunkowi

1 :
/c.d/’_’=o
. ,

131, Rogpatrzmy teraz, jak sie wyrazi twierdze-
nie D.Bernoulli'ego, jeéli bedziemy badali yuch cie
ozy rseczywistej, plyngcej szerokim strumieniem,
kiedy satem w rdéinych punktach jednegdli tego same-
go przekroju pOprzéosnago beda réséne predkosdoi.

Prsypudémy, e mamy tu do osyniemia z ruchem
trwalym i oigglym. |

Poatépownﬁ bedziemy tak samo, jak to uomynilisdmy
prsy badanin ruchu nieskoficzenie cienkie] strﬁgi;' |
obieramy onéﬁé strunienia, zawartq migdzy prsqkrbje;
I 11IIo poldoh 7 i /& ;'po osasie '/ osastki,
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bedgce w przekroju’
I, piynge z r & Z-
nemi prédkoé-
ociami, knajdg sie
na pewnej po-
wiergchni krzywej
I'; jednoozesnie -
czgstki, ktére byly
w przekroju II,

znajda sig po cza-
sie &/ na po-
rys.. 8l. wierzchni II'.

Zmiana energji kinetyosnej ocieozy migdzy prze-
krojemi I i II w ozasie 0/5' bedzie réwnaé sig
/w praypadku ruchu trwalego/:

[energji kinetyoznej wzigte} mlgdsy prsekro-

joml /I - II'{/}Z e [e'nargja kinetycszna, wzig-
ta niedzy przekrojemi /I - I‘/_’/

Energje kinatyl_on‘na‘ oieozy miedsy prsekrojami
/1T - IXY/ znajdziemy w taki sposéb: dsielimy po-
le /, na dostatecznise male pél-
ka C%' ; niech tutaj ozgetki posiadajs prediodd
Y; . W osmsie O/ omastki praejda droge 4o
Mesa elementarnej strugi o przekrajn & , stano-



s

winea] tylko czgéé strumienia zawartego miedzy
/1T ~ T1Y/, bedaie: Y90 dF 7 |, a energja

kivotyczna tej ozedéci bLedaie: ;- dz‘aﬁf'
3

¥ takim razie energja kinetyozna strumienia
zawartego miqdzy ptaszozyzng IX i powierzchmig IT!
otrayma sig jzko: ‘

-a;’-c/lf.c,%’._@f-l.ﬂij
VAR

-
gizie calka jest rozszerzona na cale pole j; i

Czas Of jest dla wszystkich elementarnych
strug jednakowy; zatem ostatnia calka moze byé tak

napisansa:
t L

3
‘Eg' af_f/_ % g .
% .
Oizﬁaczﬁy fredniy pre.dltoéé cieczy w przekroju II
0 polu | .'zf.?" praez’ U, . Ponlewai predkosé & ,
wzigta w dowolnym punkcie przekroju F jeat wial
kodoig rdzna, mozamy. .sgodnie = tem, jak postgpi-
l-iémy % poprzednim ariykuls, napisa.é, se:
G giee s

a}’/[v le)? X/

Zatem
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po obtworzeniu nawiagéw manmy:

J = 2 e - 3 .
/?{.-;,-% f/sa;:z-a-a’ﬁ 7& Y £y v[E
2 2 Fp A

Poniewas U, jest wielkodcia stalg dla wsayst-
kich elementarnych strug, wigc poprzednie wyrazenie
przybierze postaé:

o i S I - [

albeo, poniewai zgoduic 2 popraedninm artykuiem,

/// /a , Wige ostatni wielomian bedzie:
%
2 3
_ 5 L

Wracajge teraz do otrﬁymanej wyzej wartosSci ener-
gji kinat.ozgséci strumienia, zawartego miedzy II i
IT', 1 uwzgleduniajac ostatnie wyrazenis, znajdziemy,
ze szukana energja kinetyczna:

J‘d/my Jra/c/ar 3y ao;f aa;f/

Vyraz zaﬁarty w nawiasie jsst wigkszy, niz %& /Z:

mozemy zatem napisaé zamiast nawiasu wyraz<¥ 41}?

gdzie oK >/ i zaleiy od tego, w jaki sposcd zmie-
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nliajq sié predkosci w rdznyéh punktach tego same-
go przekroju. Dla spélozynnika =C , tu wprowadso.
nego, prayjmaje ai§ ezgato wartodé 1,1; w rurkach
wioskowatyoch moZe praybred wartosé=2 i nieraz wie
cej, saleznie od chropowatofici dcian,

Otrzylnjomj 'iéo, 2e¢ energja kinetyozna ozedei
strumienia, gawartego miédzy II 1 II' =

. L
= pdlx 1425’, albo = pdf.f y, X%
" 209' 3-6?

W podobny zupelnie sposéb znajdeiemy energje
kinetycsng cieosy, zawartej w strumieniu miedzy
IilI'; energja ta = ro’fﬁi 2, %__v.,_f_
glzie U5, oznaczas A redn dig {rédkoﬁé' w
rrsekroju I o polu ./T

Poniewat rogkiad predkodoi w przekroju E i f;’
mogy byé réizne, zatem mga, tet byé réine i spll-
osynniki X w tjch preekrojach. Uwidooznimy to,
ognaczajse spéiesynnik tem dla prsekroju I przez
o, , 8 dla II prazekroju przez oC, ,

Many zatem, %o #miana energji kine-
tyczne] atr'eu}iienia ﬁﬂqdzy i3 ﬁrsakiojon w oEa-
ste hédzia aig réwnad: |
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FllEly, S5t P,

- Jedli uwzglednimy, e ruch ciecay w strumieniu
jest clagly, bedziemy misli

j agry, bedziemy misli, ze jzfq; =4%:12£c,
zatem powyzsza zmiasna energji

2 2
T o N e R oc,%(}/
= i 7 4 2 % 2 Usn / .
A L4 e ( 2q 2
Gdybysmy nastepnie obliczyli sumg prac wykonanych

w czasSie O./f przez siXy zewngtrzne, przyXoione
do czgstek strumienias migdzy przekrojyami [ i II
i przyrownali te sum¢ do znalezionej poprzednio
zmiany energji kinetycznej i dokonali wreszcis od- -
powiednich redukcyj, otrzymalisbysmy réwnanie D,Ber-
noulli’ ego podobne do poprzedniego z t3 réinica,ze
zamiast predkosci czgstek w danych przekrojach, mie-
libyémy pregdkosei €Erednie , wpre
wadzone z pewna poprawka.

Réwnanie to bedzie miako ksztakt:

; Z 2 2
DT . e )

7 23?. - Y o iﬁy

W nastepsiwie , dla uproszczenia pisania, bedzie-

my oznaczali predkosci Srednie

- —————————— T T —

UYDRAULIKA. Nr.199. . . - Arkusz 16-ty.



W praekrojach I i IT gtrumienia wprost przes o~
/

i ¥, i wéwezas réwnavie D.Bernouili’ego napisge
mys
2 ; 2 2
.Z o+ /O G{’ 4 iz Xy Us,

. ¥ _— z - _._F_-E_' -t = e }—' H
N 4 Zf 2 4 3;’ 7 /szf
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WYPLIN CIECZY PRZEZ OTWORY,

132, Niech bgdzie naczynie ,napeinione ciecza
ci¢zka dc pswmej wysokosei, Niech poziom cieczy be-
dzie staiy. W deiance naczynia mamy ofwér o niewiel-
kiem polu / .

Zngleété predkosé wypdywau
i wydatvetk vody w jJednostce
czZasu.,.

Przypuddny, %e na reszie

| F v mamy ciecz doskonaka. Wy-
_ " obrafmy sobie struge bar-
dzo cienka, ktéra sieg 58

L o ¢zyna na swobodnej pe -

,r% pz Wierzechni, bgdacej na wy-
 sokodei /7, nad poziomem
rys. 82, zasadniczym; mamy tu po-

le o przekroju ATy cignienie zewnetirzne Jﬁk'; ko*

niee shrugi niech bedzie w otworze f’ , ktdrego



