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O KONSTRUKCJI INWERSOROW.

Inwersorem nazywamy przyrzad, zlozony z drazkéw, lezgcych na jednej plaszczy-
znie (lub na plaszczyznach réwnoleglych) i tak ze soba przegubowo polaczonych, ze przy
zmianie formy przyrzadu trzy punkty O, M i N, z ktérych kazdy nalezy do innego drazka,
zmieniaja swe wzgledne polozenie, pozostajgc zawsze na jednej prostej i dajqc staly iloczyn
odlegtosci OM i ON. Warto$¢ tego stalego iloczynu nazywamy potegq inwersora; zaleznie
od tego, czy potega ta jest dodatnia lub ujemna, t. j. czy punkty M i N leza po tej samej
stronie punktu O, czy po przeciwnych jego stronach, odré6zniamy inwersory hiperboliczie
i eliptyczne. Jezeli unieruchomimy punkt O ukladu i zmusimy punkt M do opisywania
dowolnej figury plaskiej (ograniczonej jedynie skofczonemi wymiarami przyrzadu), to punkt

N opisze figure przeksztalcong przez inwersje; — jezeli np. punkt M opisywaé bedzie jakie-
kolwiek kolo nieprzechodzace przez punkt O (ktéry jest srodkiem inwersji), to punkt N
opisze réwniez kolo, — jezeli wszakie kolo opisywane przez punkt M przechodzi przez

érodek inwersji O, to punkt N opisywaé bedzie prosta. Zapomoca inwersor6w mozemy
wiec przeksztalcié ruch obrotowy na ruch prostolinjowy i nawzajem.

Powszechnie znane sa dwa inwersory: szesciodrazkowy Peaucellier'a i czterodraz-
kowy Hart’a (Rys. 7 i 5), mniej znany jest inwersor Perrolaz’a (fig. 11). Czyzby nie bylo
wigcej mozliwych inwersoré6w ?, — a jezeli sa, to w ilu istniejg odmianach i jaka jest ogélna
zasada ich konstrukcji? — oto pytania, na ktére zamierzam daé tutaj odpowiedz.

Z podanej wyzej definicji inwersora wynika, ze zmiana jego formy zaleze¢ musi
od jednego parametru; jezeli bowiem z trzech punktéw O, M, N unieruchomimy dwa ktére-
kolwiek, to trzeci réwniez zostanie unieruchomiony. Oté6z najprostszemi ukladami przegubo-
wemi, ktérych odksztalcanie zalezy od jednego parametru, sq czworoboki przequbowe; to tez
kazdy inwersor sklada¢ si¢ bedzie albo z jednego tylko czworoboku przegubowego (inwer-
sory czterodrqzkowe), albo z dwéch czworobokéw przegubowych, spojonych ze soba dwiema
parami bokéw przyleglych (inwersory szesciodrqzkowe).

Jezeli jednak zrezygnujemy z postulatu jednoparametrowej zmiennosci formy inwer-
sora, to mozna bedzie wskaza¢ przyrzgdy znacznie prostszej budowy, bo zlozone z frzech
tylko drazkéw tak ze soba przegubowo polaczonych, ze punkty O, M, N, z ktérych kazdy
nalezy do innego drazka, — o ile bedq zmuszone pozostawaé na jednej prostej, — zacho-
wywaé beda staly iloczyn odleglosci OM i ON. Przyrzady takie nazywam inwersorami nie-
zupeinemi; ich poprawne dzialanie wymaga bowiem pewnego dodatkowego urzadzenia,
zapewniajacego sp6llinjowos¢ punktéw O, M, N.



[nwersory niezupelne moga byé tylko dwéch typéw:

Typ A (fig. 1) sklada sie z drazkéw OL, LM i LN, polaczonych przegubowo w spél-
nym punkcie L, przytem drazki LM i LN sa réwnej dlugosci LM = LN = b, podczas gdy
dlugos$é¢ a drazka OL jest albo wieksza od b (inwersor hiperboliczny h,), albo mniejsza od b

(inwersor eliptyczny e,). — Jezeli punkty O, M i N leza na jednej prostej p, a punkt L’
jest rzutem prostokatnym punktu L na te prosts, to w obu przypadkach:

OM= 0L+ L'M, ON = OL' — NL',
skad zwazywszy, ze L'M = NL', znajdziemy
OM-ON = OL"”? — ['M? = OL* — LM? = a* — b

Typ B (fig. 2) sklada si¢ z drazkéw PQ, PM i QN réznych dlugosci o przegu-
bach P i Q; przytem punkt O jest takim punktem drazka PQ, ktéry go dzieli w stosunku
dlugosci PM i QN wewnetrznie (h, i ¢',) lub zewnetrznie (k' i e,), tak, ze jezeli PM = q,
OP = b, to QN = ma i QO = mb. Poprawne dzialanie przyrzadu wymaga 1° aby punkty
O, M, N pozostawaly na jednej prostej p i 2° aby w polozeniu poczatkowem drazki PM

i QN nie byly réwnolegle. Gdy te dwa warunki sa spelnione, to oznaczajac literami P'i Q'
rzuty punktéw P i Q na prosta p, mamy

OM = P'M+ OP), ON = QN — Q'0.
Gdy punkt O lezy miedzy punktami P i Q (h, i €'5), to
Q'N=m-P'M, Q0 =m- 0P,

skad
OM-ON =m (P'M* — OP"?) = m (PM? — OP?) = m (a® — b?).
Gdy punkt O lezy poza punktami P i Q (4, i e,), to
QN=—m-P'M, Q0= —m- 0P,
skad

OM - ON =m (OP"? — P'M?*) = m (OP?* — PM?*) = m (a*® — b%).
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W obu wiec przypadkach iloczyn OM - ON ma warto$¢ stala, — w pierwszym przy-
padku warto$é ta jest dodatnia, gdy @ > b, — w drugim, — gdy a < b. Ze wzgledéw prak-
tycznych (dla unikniecia t. zw. ,martwych” polozen) bierzemy zazwyczaj a << b;' w przy-

Fig 2.

padku hiperbolicznym, t. j. gdy OM- ON > O, punkt O lezy wéwczas miedzy punktami
Pi Q (hy), — w przypadku eliptycznym, t. j. gdy OM- ON < O, punkt O lezy poza punk- -
tami P i Q (&?). :

Q

Fig. 3.

Zauwazmy, ze prosté PM i QN tworza z prosta p katy spelniajace. Stad wy-
nika nastepujaca ogélna konstrukcja inwersora niezupelnego typu B o danej potedze
(dodatniej lub ujemnej): Obrawszy na jakiejkolwiek prostej p (fig. 3) trzy punkty O, M, N
w taki sposéb, aby iloczyn OM - ON réwnal sie danej potedze, wystawiamy w $rodku S
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odcinka MN prostopadla s do prostej p i na tej prostopadiej obieramy gdziekolwiek
punkt L; laczymy LM i LN, poczem z punktu O prowadzimy jakakolwiek sieczng r prostych
LM i LN; punkty przeciecia P i-Q wraz z punktami O, M i N wyznaczajg jeden z inwerso-
réw niezupelnych- typu B o danej potedze.

Dla danego polozenia punktu L na prostej s dwa sa szczeg6lnie wazne polozenia
siecznej r: ’ ‘

Fig. 4.

1° gdy sieczna r przecina proste LMi LN w punktach P i Q symetrycznych wzgle-
dem punktu O (Rys. 4); dla wyznaczenia takiego polozenia prostej » nalezy zbudowaé réwno-
leglobok, ktérego $rodkiem jest punkt O, a bokami proste LM i LN; otrzymany inwersor
sklada sie z trzech drazkéw, z ktérych dwa sa réwne: PM = QN = a, a trzeci PQ = 2b
albo jest mniejszy od ich sumy (h,), albo od niej wiekszy (e';); potega inwersora w kazdym
przypadku réwna jest a® — b2,

2" gdy sieczna r przechodzi przez punkt L; punkty P i Q sg wéwczas zebrane
w tym punkcie; otrzymamy w tym przypadku inwersor niezupelny typu A. (Rys. 1). Typ A
inwersora niezupei{nego jest przeto przypadkiem szczegolnym typu B.
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Aby teraz z inwersora niezupelnego typu A lub B uczyni¢ inwersor zupelny, trzeba,
jak to juz zaznaczyliSmy, dolaczyé do niego urzadzenie, ktéreby zapewnialo spéllinjowosé
punktéw O, M, N. — Ot6z najprostszem takiem urzadzeniem jest drugi inwersor niezupelny
o tej samej potedze; przez polqczenie dwdch inwersorow niezupeinych o lej samej potedze
mozna otrzymad wszystkie mozliwe inwersory zupeine tej samej polegi, — cztero i szescio-
drazkowe.

Polaczenie takie mozna osiaggna¢ dwoma sposobami:

I sposob da sie zastosowaé tylko do inwersoré6w niezupelnych typu B. Jakikolwiek
inwersor tego typu ustawiamy tak, aby punkty O, M i N lezaly na prostej p (fig. 5); figura
symetryczna z tym inwersorem wzgledem prostej s, prostopadlej do p w érodku S odcinka

MN, bedzie takim samym inwersorem P'Q'O'M'N'; oba inwersory spojone w punktach
M= N'i N = M, utworza razem t. zw. przeciwréwnolegtobok przegubowy PQP'Q’; punkty
O, M i N sa przecieciem trzech jego bokéw prosta p, prostopadla do jego osi symetrji s.
Jest to powszechnie znany, ze wszystkich najprostszy inwersor czterodrqzkowy Hart'a-Kem-
pe’go, zarazem hiperboliczny (H) i eliptyczny (E), zaleznie od tego, czy punkt O wezmiemy
poza punktami M i N, czy tez miedzy niemi. Dodajmy, Zze nic nie stoi na przeszkodzie,
aby prosta p wraz z punktami O, Mi N lezala poza czworobokiem PQP'Q’, — t. j. aby punkty
O, M i N byly wziete na przedluzeniach bokéw PQ, PQ' i P'Q.
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Il spos6b. Dwa inwersory niezupelne, jednakowe lub réine, tego samego typu lub
réznych typéw, ale zawsze tej samej potegi, ukladamy na jednej plaszczyinie tak, aby
punkty O i O, M i M, Ni N parami do siebie przystaly i w tych punktach laczymy je
przegubowo. W ten sposéb otrzymaé mozemy wszystkie mozliwe formy inwersoréw zupet-
nych szesciodrqzkowych. Ogéina metoda konstrukcji inwersora zupelnego tego typu jest
nastepujaca (fig. 6): Na jakiejkolwiek prostej p obieramy znowu punkty O, M i N w taki
spos6b, aby iloczyn OM - ON réwnal sie danej potedze (dodatniej lub ujemnej); w $rodku S
odcinka MN wystawiamy prostopadla s do prostej p i obieramy gdziekolwiek na tej prosto-
padlej dwa punkty L i L' rézne od siebie wzajemnie i od punktu S; kazdy z tych dwéch
punktéw laczymy z punktami M i N, — poczem wyprowadzamy z punktu O jakgkolwiek
sieczng r — OPQ prostych LM i LN i jakakolwiek sieczng r' = OP'Q’ prostych L'M
i L'N. Uklad przegubowy, zlozony z dwéch inwersoréw niezupelnych PQOMN i PQ'OMN,

Fig. 7.

polaczonych przegubowo w punktach O, M i N, jest najogélniejszym inwersorem szeécio-
drazkowym; — uklad ten mozna zreszts rozwazaé takze, jako zlozony z dwéch czworobo-
k6w przegubowych OPMP'i OQNQ, ktére maja po dwa przylegle boki parami spojone:
OP z 0Q i OP z 0Q'. Od wyboru punktéw L i L' na prostej s i siecznych r i r', wycho-
dzacych z punktu Q zalezeé bedzie niezmiernie wielka réznorodnos$é form tych inwerso-
réw; latwo sie przekonaé, ze dla danej potegi istnieje co® rozmaitych form inwersora. Naj-
prostsze sg trzy nastepujgce:

(Typ AA). Prosta r przechodzi przez punkt L, prosta r' przez punkt L' (fig. 7);
forma ta szczegélnie bedzie dogodna wéwczas, gdy punkty L i L' beda symetryczne wzgle-
dem prostej p; jest to powszechnie znany inwersor Peaucellier’a, zfozony z dwéch inwer-
soréw niezupelnych typu A.
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(Typ AB). Prosta r przechodzi przez punkt L; prosta r' réwnolegla do prostej LM
ma odcinek PQ w punkcie O podzielony na polowy (fig. 8); inwersor sklada sie
z dwéch inwersoré6w niezupelnych: jeden typu A, drugi typu B. Przez zastagpienie drazka

Fig. 8.

OL, albo drazka PM, r6wnoleglym do niego i réwnym mu drazkiem QR otrzymujemy dwie
ciekawe modyfikacje tego typu (fig. 9 i 10).

Fig. 9.

(Typ BB). Zaréwno punkty L i L', jak proste r i r' sa symetryczne wzgledem
prostej p, — przytem punkt O jest $érodkiem zaréwno odcinka PQ, jak odcinka P'Q’
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. (Perrolaz, fig. 11). Inwersor ten sklada sie z dwéch réwnych i symetrycznie wzgledem
prostej p polozonych inwersoréw niezupelnych typu B.

Fig. 11.

Z tych trzech najprostszych form na uwage zasluguje zwlaszcza forma AB i jej
modyfikacje (fig. 8, 9, 10), gdyz ma ona ,martwe” polozenie jedynie w przypadku gra-
nicznym, gdy caly przyrzad uklada sie na jednej proste;j.
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Sur la construction des inverseurs.
RESUME.

On appelle inverseur un systéme articulé plan, déformable de telle sorte que trois
points O, M, N, liés a trois différentes tiges, restent toujours en ligne droite et donnent
le produit constant OM - ON; la valeur constante, positive ou négative, de ce produit
s'appelle la puissance de l'inverseur.

Si l'on fixe le point O et si l'on asujettit le point M a décrire une courbe quel-
conque, le point /V décrit la courbe inverse a la premiére, O étant le centire d’inversion.
L'inverseur peut donc transformer le mouvement circulaire en mouvement rectiligne ou
inversement.

On connait depuis longtemps les inverseurs de Peaucellier (Fig. 7), de Hart (Fig. 5)
et de Perrolaz (Fig. 11); je me propose ici de démontrer qu’il existe une infinité des
autres inverseurs, construits toujours sur un seul principe général.

Il résulte de la définition méme d’inverseur que sa forme dépend d’un seul para-
métre, — or les plus simples systémes articulés dont la forme dépend d'un seul para-
métre sont les quadrilatéres articulés; en effet tout inverseur sera composé ou d’un seul
quadritatére articulé (inverseurs a quatre tiges) ou bien de deux quadrilatéres articulés,
liés entre eux de maniére que deux cotés adjacents de l'un sont invariablement liés aux
deux cotés adjacents de l'autre (inverseurs a six tiges).

Or, si 'on renonce au principe de la déformation & un seul paramétre, on peut
indiquer les appareils beaucoup plus simples, composés de trois tiges seulement dont les
points O, M, N, appartenant chacun a l'autre tige, conservent le produit constant O/ - ON,
— a condition que ces points restent en ligne droite. Ces appareils, que j'appelle inverseurs
incomplets, peuvent présenter deux formes seulement 4 et B.

La forme A (Fig. 1) est composée de tiges OL, LM, LN articulées par leur
extremité commune L, — si les longueurs de ces tiges sont a, b, b et les extrémités
O, M, N glissent sur une droite, le produit OM - ON posséde la valeur constante a’® — b2,

La forme B (Fig. 2) est composée de tiges MP, PQ, QN articulées entre elles
dans V'ordre cité; si I'on prend sur la droite PQ le point O de sorte que

a0 _an_
OP MP
et si les points O, M, N sont en ligne droite, on trouve facilement
OM-ON=m (MP? — OP?) ou m (OP? — MP?

suivant que le point O est intérieur ou extérieur au segment PQ.

Pour une valeur donnée du produit OM - ON on peut construire une infinité des
inverseurs incomplets de la forme B (Fig. 3): si O, M, N sont trois points en ligne droite
tels que le produit OM - ON a la valeur donnée, on méne du point O une sécante quel-
conque d’'un triangle isocéle LMAN construit sur la base MN. Si la sécante issue
du point O passe par le sommet L de ce triangle, on retombe sur la forme A qui
est par conséquent un cas spécial de la forme générale B. "

Pour arriver maintenant a I’inverseur ,complet” il faudra ajouter a Pinverseur
incomplet un dispositif ayant pour but de retenir les points O, M, N en ligne droite.



Le plus simple dispositif de ce genre est un autre inverseur incomplet de la méme
puissance; — je dis que fout inverseur ,complet” peut étre composé de deux inverseurs
»incomplets” de la méme puissance.

Or cette composition peut é&tre effectuée de deux maniéres: la premiére nous con-
duit a Pinverseur de Hart, composé de quatre tiges seulement (Fig. 5), l'autre donne
une infinité des inverseurs a six tiges (Fig. 6) dont les plus connus sont les inverseurs de
Peaucellier (Ffg. 7) et de Perrolaz (Fig. 11). En méme temps on arrive aux formes
nouvelles (Fig. 8, 9, 10) qui sont tout aussi simples, mais ne présentent pas de ,posi-
tions mortes” (sauf les cas limites quand les six tiges de I'appareil se couchent sur une
méme droite).




