O zastosowaniu rzutu stereograiicznego do
gieometrji kota.

8 1. Badanie figur ptaskich zapomocg figur przestrzeni, od ktorych
tamte pochodza, jest jedng z najpotezniejszych metod gieometrji ptaskiej.
Niebywaty rozwdj gieometrji w czasach nowszych zawdzieczamy w znacznej
czeSci powstaniu w zaraniu XIX wieku gieometrji wykreslnej. Wedtug stow
Chasles’a, kazdy rysunek z gieometrji wykreSinej jest twierdzeniem gieo-
metrji ptaskiej. Dos$¢ wspomnieé, naprzykiad, twierdzenie o tréjkatach per-
spektywicznych, ktérego dowdd otrzymujemy niejako bez rozumowania, przez
sam tylko prosty rysunek w rzucie $rodkowym lub réwnolegtym piramidy tréj-
katnej, przecietej ptaszczyzng. Zwazmy, iz twierdzenie to, jako prowadzace
do witasnosci harmonicznych czworoboku zupetnego, jest zasadniczym dla ca-
tej gieometrji rzutowej. Moznaby powiedzie¢, ze Zrodio gieometrji rzutowej
ptaskiej nietylko historycznie (Desargues), ale i logicznie (Staudt) znajduje
sie w gieometrji przestrzeni.

Gieometrja wykresSlna przeksztatca zasadnicze utwory gieometrji prze-
strzeni, to jest punkt i ptaszczyzne, na zasadnicze utwory gieometrji ptas-
kiej, t. j. na punkt i prostg. Nadaje sie ona zatym do studjowania rzuto-
wych wiasnosci figur ptaskich prostokre$inych, natomiast dla gieometrji kota
na ptaszczyznie niema tu dogodnych obrazow w przestrzeni. W celu zara-
dzenia tej potrzebie obmys$lit W. Fiedler*) metode wykres$lng, ktérg na-
zwat cyklografja, a polegajacag na tym, ze kazdemu punktowi przestrzeni od-
powiada na ptaszczyznie rysunku koto (a raczej cykl), ktore jest Sladem
stozka obrotowego o osi prostopadiej do ptaszczyzny, z odchyleniem tworzg-
cej od osi =45°. Metoda ta daje bardzo dogodne wykres$lenia (np. wykres$-
lenie osi pierwiastnej dwuch kot) i nadaje sie do tatwego rozwigzania wielu
zagadnien o kotach, ale nie jest do$¢ elementarna dla szkoty $redniej, wyma-
ga bowiem teorji przenikania sie dwuch stozkéw jednoktadnych.

*) W. Fiedler. Die darstellende Geometrie in org. Verbindung mit der Geo-
metrie der Lage, Lipsk 1904, tom |, oraz tegoz autora: Cyklographie oder Konstruk-
tion der Aufgaben iiber Kreise und Kugeln und elementare Geometrie der Kreis und
Kugelsysteme, Lipsk 1882.
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Natomiast, zdaniem moim, nie zwrécono nalezytej uwagi na nadzwy-
czaj elementarny charakter rzutu stereograficznego na kuli. Celem niniegj-
szej rozprawki jest naszkicowanie na podstawie tego rzutu twierdzehA zasad-
niczych gieometrji kota, teorji inwersji i teorji biegunowych w tym zakre-
sie, w jakim te teorje pozadane sg w programie szkoty Sredniej.

§ 2. Twierdzenie 1. Rzut A'T stycznej do kota O z dowolnego punktu
S tego kota na prostg p, prostopadta do Srednicy OS jest rowny stycznej Al
(rys. 1).

(Styczng nazywam tutaj odcinek linji stycznej od punktu styczno$ci do
punktu przeciecia z osig rzutéw).

W samej rzeczy, trojkat A'i.Tjest rownoramienny, bo -“:Af= "cA. Latwo
sie przekonaé, ze twierdzenie jest niezalezne od tego, z ktérej strony pro-

stej p znajduje sie punkt A, oraz od tego, czy prosta p przecina koto,
lub nie.

Twierdzenie 2. Rzut A'T stycznej do kuli O z dowolnego punktu S tej
kuli na ptaszczyzne P, prostopadtg do $rednicy OS, jest rowny stycznej AT (rys. 2).
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(Styczng nazywam odcinek linji stycznej, od punktu styczno$ci do punktu
przebicia z ptaszczyzng rzutow).

Niech bedzie punkt A na kuli, A' jego rzut z punktu S na plaszczyzne
P prostopadtg do OS, AT jakakolwiek styczna do kuli w punkcie A. Popro-
wadzmy wielkie koto przez S i A oraz styczng At do tego kota. Plaszczyzna
TAt jest styczng do kuli, a wiec prostopadtg do ptaszczyzny SAO, stad wy-
nika, ze linja Ti jest prostopadia do ptaszczyzny SAO, gdyz jest to linja
przeciecia dwuch ptaszczyzn (P i TAt), prostopadtych do ptaszczyzny SAO;
zatym Tt jest prostopadta do At i do A't. Poniewaz, na mocy twierdzenia
1-go A’t=At, wiec trojkaty Alt i A’Tt sg rowne, skad AT=A'T.

Jest oczywistym, ze twierdzenie to jest niezalezne od konfiguracji, sko-
ro twierdzenie 1-sze- od niej nie zalezy.

Okres$lenie. Rzutem stereograficznym punktu A kuli nazywa sie rzut $rod-
kowy A' z dowolnego punktu S kuli na pthszczyzne P, prostopadlg do Sredni-
cy OS.

Z twierdzenia 2-go wynikajg natychmiast obydwie wiasnosci rzutu stereo-
graiicznego.

Wniosek 1. Kat przeciecia dwuch krzywych na kuli zachowuje sie w rzu-
cie stereograficznym. Niech beda dwie krzywe na kuli cli ¢, (rys. 3), prze-
cinajgce sie w punkcie A. Katem miedzy temi krzywemi nazywamy kat

HNAT2 miedzy stycznymi do tych krzywych w punkcie A. Rzutem kata NATz
z punktu S jest kat TXA'Tv ktéry bedzie katem rzutédw stereograficznych
c\ i ¢2 krzywych cx i c2. Otéz kat TIA'T2—katowi T{AT2 z powodu réw-
nosci tréjkatow TxAI\ i TIA'Tr

Whniosek 2. Rzut stereograficzny kota k na kuli jest kotem k'. Srodek K'
kota k! jest rzutem wierzchotka K stozka opisanego na kuli wedtug kota k.

Przez wierzchotek K (rys. 4) poprowadZzmy plaszczyzne p, rownolegia
do P. Poniewaz wszystkie tworzgce stozka K sg to styczne do kuli, przebi-
jajace ptaszczyzne p w punkcie K, wiec ich rzuty z punktu S na ptasz-
czyzne p bedg im rdwne, a poniewaz wszystkie styczne do kuli z punktu
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K sg sobie réwne, wiec rzutem stereograficznym kota k na ptaszczyzne p be-
dzie réwne mu koto k. rzut kota k na ptaszczyzne P, réwnolegtg do p, musi
by¢ figurg podobng do kv to jest kotem.

S

Z powyzszego wynika odrazu, ze kota styczne muszg sie rzucaé jako
kota styczne, kota ortogonalne jako kota ortogonalne i t. d.

Twierdzenie 3. Linja przeciecia ptaszczyzn dwuch kot na kuli jest miej-
scem gieometrycznym punktéw, z ktorych styczne do dwuch két sg réwne (oS pier-
wiastna dwuch kot na kuli).

Niech bedg dwa kota k1 i k2 na kuli, ktorych ptaszczyzny i Q2
przecinajg sie wedlug prostej r. Styczne z jakiegokolwiek punktu M tej
prostej do kot k1 i k2 sg zarazem stycznemi do kuli, a wiec sg rdwne.

Poniewaz styczne do k&t kl i k2, jako rowne styczne do kuli, wycho-
dzace z jednego punktu, rzucajg sie na ptaszczyzne P, prostopadig do OS,
jako rowne styczne do kot k\ i 12, wiec mamy:

Whniosek. Miejscem gieometrycznym punktdw, z ktorych styczne, wyprowa-
dzone do dwuch két na ptaszczyinie, sg rowne, jest linja prosta (0§ pierwiastna
dwuch k6t na ptaszczyznie).

Twierdzenie o $rodku pierwiastnym trzech k&t na plaszczyznie wynika
stad, ze 3 ptaszczyzny trzech két na kuli przecinajg sie w jednym punkcie.
Koto ortogonalne do trzech kot danych na ptaszczyznie, jest rzutem stereo-
graficznym kota stycznosci kuli ze stozkiem, w ktorego wierzchotku przeci-
najg sie ptaszczyzny trzech kot odpowiednich na kuli.

§ 3. OkreSlenie. Dwa punkty a i a' na plaszczyinie P sg w inwersji
wzgledem kota k, jezeli sg to rzuty stereograficzne punktu A na kuli, przechodzg-
cej przez k, z dwuch koncéw S i S' Srednicy prostopadtej do P (rys. 5).

Twierdzenie 4. Zwigzek punktow a i aljest inwolucyjny, to jest, jezeli
punktowi a odpowiada punkt a’, to i nawzajem, punktowi «' odpowiada
punkt a.
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Niech rys. 5 przedstawia przekrdj kuli ptaszczyzng, przechodzacg przez
0$ OS i punkt A. Jezeli potagczymy punkt a z punktem S' i punkt przecie-
cia A' prostej aS’ z kula potagczymy z punktem S, to prosta A'S przejdzie
przez punkt a', gdyz trzy wysokosci trojkata SS'a spotykajg sie w jednym
punkcie.

Twierdzenie 5. lloczyn Ka.Ka réwna sie kwadratowi promienia kola
k (rys. 5).
W samej rzeczy, A SKa~ A S'Ka, skad

~ = a czyli Ka.Ka = KS.KS'= Kk2=r2 .

Poniewaz przy rzucie stereograficznym kat dwuch krzywych zostaje
zachowany, oraz koto przeksztatca sie na koto, wiec te same wiasnosci posiada
przeksztatcenie przez inwersje.

S

Rys. 5

Ze tinja prosta przeksztalca sie na koto, przechodzace przez $rodek inwersji,
i nawzajem, jest, przy powyzszym okresleniu inwersji, oczywistym.

SzczegOlnie dogodng bedzie ta teorja dla krzywych analagmatycznych,
to jest nie zmieniajgcych sie przez inwersje. Mozna z tatwoscig okaza¢ na
mocy powyzszego, ze wszelka krzywa analagmatyczna jest rzutem stereogra-
ficznym przeciecia kuli z dowolnym stozkiem, ktdrego wierzchotek znajduje
sie w biegunie ptaszczyzny P.

Jezeli ptaszczyzna P nie przecina kuli O, to i wtedy, jak tatwo wi-
dzie¢, istnieje odpowiednio$¢ inwolucyjna punktow a i jakkolwiek koto in-
wersji jest urojone. Mamy wtedy t. zw. inwersje lewa, przy ktorej punkty
a i a sg po przeciwlegtych stronach punktu K\ iloczyn Ka . Ka' rowna sie
wtedy kwadratowi stycznej do kuli, wyprowadzonej z punktu K.

Aby daé¢ przykiad wdziecznego zastosowania powyzszych twierdzen,
zwrd¢my sie do zagadnienia inwersoréw, to jest narzedzi, skladajgcych sie
z pretéw stawowato potgczonych, a stuzacych do wykreslania figur znajdu-
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jacyeh sie w inwersji. Sa dwa rodzaje linji, ktérych rzuty na plaszczyzne
P z pewnego punktu S nie zmieniajg swojej wielkoSci: po pierwsze, linje

w tej ptaszczyznie potozone, powtére, styczne do kuli, ktérej osig jest pro-
stopadta z punktu S na plaszczyzne P. Jezeli wiec obmyslimy mechanizm
stawowaty, sktadajagcy sie tylko badz z pretow, potozonych w ptaszczyznie
P, badZz z pretéw stycznych do kuli, i jezeli jeden z punktéw stycznoscilbe-

Rys. 7.

dzie opisywat kule, to rzuty tego mechanizmu z punktu S tej kuli i z prze-
ciwlegtego mu punktu 8' dadzg nam réwniez mechanizm stawowaty, potozo-
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ny na ptaszczyznie P, a rzuty stereograficzne punktu, opisujacego kule, da-
dzag nam dwa punkty mechanizmu, opisujagce figury, znajdujgce sie w in-
wersji.

Ot6z jednym z najprostszych mechanizméw, opisujagcych kule, a skta-
dajacych sie tylko z pretow powyzszych dwuch Kkategorji, jest nastepujacy:
Niech bedzie trojkat réwnoramienny TtT2K (rys. 6), ktérego boki sg preta-
mi, pofaczonemi stawowato tylko w wierzchotku R i w $rodku A podstawy TAT2
Poniewaz katy T~AK i T2AK sa proste, wiec prety ATXi AT2 bedg stycz-
nemi do kuli, ktérej S$rodkiem jest K, a promieniem KA (rys. 7). Rzuty mecha-
nizmu z punktu S i z punktu S' dadzg nam romb (Tw. 2), ktérego wierz-
chotki a i albedg w inwersji. W ten spos6b otrzymujemy stynny inwersor
Peaucelier’a na ptaszczyznie P, skladajgcy sie z czterech rdwnych pretdw
aTt, (i'Tlt aT2 i a'T2, potgczonych stawowato, i dwuch roéwnych pretow
i KT2 taczacych punkt nieruchomy K z wierzchotkami przeciwlegtymi 2\
T2 rombu.

8 4. Jezeli w plaszczyZnie P (rys. 8) dane jest koto k, jezeli przez koto
k poprowadzono jakakolwiek kule O, a w niej $rednice OK, ktérej korice
niech beda 8 i S', to kazdemu punktowi A odpowiada prosta a, zwane bie-
gunowg punktu A wzgledem kota k, ktdrg otrzymujemy w sposéb nastepujacy:

taczymy dany punkt A z punktem S' i do prostej AS' przez punkt
S prowadzimy ptaszczyzne prostopadig Q\ $lad a tej ptaszczyzny na plasz-
czyznie P bedzie biegunowg punktu A wzgledem kota k.

Przy takim okre$leniu biegunowej otrzymujemy nadzwyczaj tatwo twier-
dzenie zasadnicze o biegunowych:

Jezeli punkt A porusza sie po linji prostej to jego biegunowa a obraca
sie dokota punktu A', ktérego biegunowa jest a'.

W samej rzeczy, ptaszczyzna Q (rys. 8), prostopadta zawsze do pro-
stej S'A, pozostaje prostopadtg do ptaszczyzny S'a’, gdy punkt A porusza sie
po prostej a'\ a wiec ptaszczyzna Q obraca sie dokota prostej, prostopadiej
do ptaszczyzny S'a’, a wychodzacej z punktu S. Prosta ta przebija ptasz-
czyzne P punkcie A', ktérego biegunowg jest a'.
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Jedng z zalet takiej definicji biegunowych, jest mozliwo$¢ elementar-
nego okre$lenia pola biegunowego nawet wtedy, gdy koto k jest urojone. Mia-
nowicie teorja ta (podobnie jak i teorja inwersji) bynajmniej nie zalezy od
tego, czy ptaszczyzna P przecina kule O, czy nie. Aby okresli¢ pole biegu-
nowe na ptaszczyznie P, wystarcza poda¢ dwa punkty S i S' znajdujgce sie
na wspolnej prostopadtej do P.

W kohcu zaznacze, ze dowolnie przesuwajgc punkty S i S' w prze-
strzeni, a zachowujac pole biegunowe P, wykonamy deformacje kuli na po-
wierzchnie og6lng 2-go stopnia. Tego rodzaju rozwazania wychodzg jednak
poza zakres programu szkoty Sredniej.

S. Garlicki.



