Kilka przyktaddéw zastosowania metod gieometrji
przestrzeni i poja¢ mechaniki do zagadnien gieo-
metrji ptaskiej.

W jS? 3 ,Wektoran (z r. z.), w artykule ,,Kilka twierdzehA o prze-
krojach ptaskich powierzchni 2-go stopnia i niektore icli
zastosowania'ipodatem rozwigzanie zagadnienia Apolonjusza: ,,Do trzech
két poprowadzi¢ koto styczne"™ zapomocg sformutowania odpowied-
niego zagadnienia gieometrji na kuli i rozwigzania go przez zastosowanie
rzutu stereograficznego przy uzyciu metod gieometrji wykre$lnej (rzut pro-
stokatny i klady). Takie przesuwanie zagadnien gieometrji ptaskiej do odpo-
wiednich zagadnieri gieometrji przestrzeni jest, zdaniem moim, nietylko bar-
dzo potezna metodag poszukiwan, ale przedewszystkim zaleca sie ze wzgledow
dydaktycznych, dzieki mozno$ci postugiwania sie wyobraznig plastyczng tam.
gdzie inaczej zmuszeni bylibySmy positkowaé sie raczej tylko logika. Zapew-
ne wychodzac z tych zalozen. Fiedler w swojej Cyklografji wyltozyt o0gdélng
metode rozwigzywania wszelkich zagadnieh o kotach na ptaszczyznie zapomo-
ca odpowiednich zagadnien o punktach w przestrzeni. Wszakze metoda Fie-
dlera jest tylko jedng z wielu mozliwych podobnych metod; w wyzej wspom-
nianym artykule okazatem, ze do tego samego celu stuzy¢ moze np. rzut ste-
reograflczny. Moze nie bedzie zbytecznym okaza¢, ze zagadnienie Apolonju-
sza, ktére przeciez nalezy do najtrudniejszych zagadnien gieometrji ptaskiej,
moze byC jeszcze na innej drodze rozwigzane zapomocg gieometrji przestrze-
ni. Sposob, ktéry zamierzam opisa¢, jest, jak sadze, jezeli nie najprostszy pod
wzgledem wykreslenia, to moze najtatwiejszy pod wzgledem interpretacji.

Niech A, B i G (rys. 1) beda trzy dane kota. Bedziemy te trzy kota
uwazali za przeciecia trzech kul A, B i G ptaszczyzng, poprowadzong przez
ich srodki, a pare kot do nich stycznych uwaza¢ bedziemy za przeciecie cy-
klidy Dupina, w ktérg te kule sg wpisane. Wiadomo, ze cyklida Dupina mo-
ze byé uwazang albo za obwiednie rodziny kul, majagcych wspélng o$ podo-
bieistwa i prostokatnie przecinajacych pewng kule, albo za obwiednie rodzi-
ny kul stycznych do trzech kul danych. Te kule styczne majg tez wspélng
0$ podobienstwa, tak ze cyklida ma dwie osie podobiefstwa do siebie prosto-
padte. Jedna z nich jest do ptaszczyzny rysunku prostopadta, druga lezy na
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tej ptaszczyznie i jest poprostu osig podobienstwa kot A, B i C. Wiadomo
réwniez, ze kazda ptaszczyzna, przez o$ podobieristwa poprowadzona, przeci-
na cyklide wedtug dwuch kot; w szczeg6lnosci ptaszczyzna styczna do jednej
z kul tworzacych, przez o$ podobieristwa poprowadzona, jest styczna do
wszystkich kul tworzgcych tej rodziny, przytym znowu linjg stycznosci tej
ptaszczyzny z cyklidg, jest koto. Zadaniem naszym bedzie przedewszystkim

wykre$lenie z posréd rodziny, do ktérej nalezg A, B i C, tych dwuch kul,
ktérych $rodki lezg na osi symetrji cyklidy. Dokonczenie zadania nie spra-
wi potym zadnych trudno$ci.

Wykreslmy zatym najpierw 0§ podobienstwa SS trzech danych koét. Ze
Srodkéw A, B i C spusémy prostopadte na SS i ze spodkdéw a, b i c tych
prostopadtych wyprowadzmy styczne aa, b$ i ¢( do kot A, B i C. Jezeli te-
raz dtugosci tych stycznych odmierzymy na prostopadtych Aa, B> i Cc, to
otrzymamy trzy punkty a', p' i 7', przez ktdre prowadzimy koto K. Koto to
jest kitadem kota stycznosci cyklidy z ptaszczyzng przez SS przechodzaca, na



Wektor. 11

ptaszczyzne rysunku naokoto SS. Prostopadta z K na SS jest osig symetrji
eyklidy, na niej wiec leza szukane S$rodki; odcinki \'s J i sg to dhlugosci
stycznych do tych kul z punktu m wyprowadzonych. Poniewaz styczna do
szukanych kul jest pod tym samym katem w nachylona do linji mK, co stycz-
ne aa, 63 i < do linji Aa, Bb i Cc (co jest katem dwusciennym plaszczyzny
stycznej do eyklidy z ptaszczyzng rysunku), wiec na réwnolegtej aa odmie-

rzamy = i = , z otrzymanych za$ punktéw [} i |x prowa-
dzimy prostopadte do az do przeciecia z prosta Km w punktach Ml i M2.
ktore sg Ssrodkami kul szukanych. Promieniami M1 i M2i2 zakreSlamy ko-

ta, ktore przecinajag 0$ symetrji Km w punktach P i Q, wzgl. B i T. Dzie-
lac na potowy QB i PT otrzymujemy S$rodki O i O kot stycznych do A, i
i C, wreszcie promieniami OQ i 0'P zakreSlamy owe kota.
Jako godng uwagi osobliwo$¢ tego sposobu podnies¢ nalezy pominiecie
wykre$lenia $rodka pierwiastkowego trzech k6t danych. W razie, jezeli uzy-
cie ekierki jest dozwolo-
ne, sposéb ten jest, zda-
je sie, najprostszy pod
wzgledem gieometrogra-
ficznym ze wszystkich zna-
nych mi sposobow rozwig-
zania zagadnienia Apolo-
njusza.
Na przyktadzie tw.
Menelaosa chciatbym
pokazac, jak naturalng in-
terpretacje wielu twier-
dzen gieometrji ptaskiej
moze da¢ rozwazanie figur
gieometrji przestrzeni.
Rys. 2 Twierdzenie to jest pro-
stym wnioskiem z tych
dwuch pewnikéw gieome-
trji przestrzeni: 1) trzy punkty nie lezace na jednej prostej wyznaczajg pta-
szczyzne i 2) dwie ptaszczyzny przecinajg sie wedtug linji prostej. W samej
rzeczy niech bedzie trojkat ABC (rys. 2) na ptaszczyZnie P i sieczna SS,
ktéra przecina jego boki w punktach a, b i c. Przez prostg SS poprowadzmy
ptaszczyzne jakagkolwiek Q i z wierzchotkbw A, B i C wyprowadzmy trzy
rownolegte a, [3 y w dowolnym kierunku do przeciecia z ptaszczyzng Q
w punktach A', B' i C.
Z trojkatow podobnych mamy trzy nastepujgce proporcje:
Ab B Bc a Ca y
Ch y ’ Ac B’ Ba Q
skad po pomnozeniu otrzymamy
Ab.Bc . Ca
Cb.Ac.lin ! U)

Odwrotnie, jezeli réwno$¢ (1) ma miejsce, mozna zawsze znalez¢ takie
trzy dlugosci a. @i vy, zeby byio:



12 Wektor.

Ab [ Bc= a Ca_ vy

Ob 7' Ar Il 7 Ba ~V . e 1;
Prowadzac przez wierzchotki A, B i C trzy rownolegte w dowolnym
kierunku i odmierzajagc na nich dlugosci «, [i i otrzymujemy trzy punkty

A', B' i C\ ktore wyznaczajg ptaszczyzne Q, przecinajaca ptaszczyzne trojka-
ta wedtug tinji prostej > Poniewaz z proporcji (2) wynika, ze punkty A\
C ib AL Blicoraz B', C’i alezg na prostych, wiec punkty a, b, c
znajdujg sie na plaszczyznie ty, muszg one zatym leze¢ na linji SS, jako na
krawedzi przeciecia ptaszczyzn P i Q.

Latwo spostrzec, ze twierdzenie Menelaosa wyraza réwniez nastepujaca
zasade kinematyczna: jezeli trzem punktom ptaszczyzny nadamy trzy dowrolne
predkosci, prostopadie do ptaszczyzny, to ruch plaszczyzny mozemy w pierw-
szej chwili uwaza¢ za obro6t jej okoto osi chwilowej, w tej ptaszczyznie po-
tozonej. Wszakze w tym przypadku positkowanie sie pojeciami zapozyczone-
mi z mechaniki nie nadaje twierdzeniu wigkszej przejrzystosci, ze wzgledéw
za$ dydaktycznych bynajmniej nie moze by¢ zalecone. Inaczej rzecz sie ma
z twierdzeniem Cevy. Positkujgc sie pojeciami mechaniki, a w szczegélno-
§ci stosujac teorje S$rodka ciezkosci, mozna da¢ niezmiernie tatwy i zupetnie
elementarny dowdd tego twierdzenia. Do$¢ wspomnieé tylko twierdzenie Gu I-
dina i spdtrzedne barycentryczne Moebiusa, aby uzna¢ wielkag uzytecz-
nos¢ teorji Srodka ciezkosci w gieometrji. W wykladzie szkolnym gieometrji
nie tylko nie naiezy unika¢ takiego zapozyczania poje¢ z mechaniki i fizyki,
ale owszem jaknajusilniej o nie sie stara¢, o ile, naturalnie, na tym nie tra-
ci Scistos¢ wyktadu. Co do positkowania sie Srodkiem ciezkosci w gieometrji
powinnismy mie¢ tym mniej skruputéw, ze, zdaniem wielu, jest to pojecie
czysto gieometryezne, gdyz do .jego okre$lenia nie jest niezbednym ani poje-
cie sity, ani masy, chociaz i jedno i drugie czyni $rodek ciezkoSci pojeciem
nadzwyczaj intuicyjnym.

Niech bedzie trojkat ABC. Umiesémy w wierzchotkach tego trdjkata
trzy masy dowolne p, €i r. Ten uktad trzech mas posiada $rodek ciezkosci,
ktérego potozenie jest oczywiscie niezalezne od sposobu jego wyznaczenia.
Mozemy za$ okresli¢ potozenie Srodka ciezkoSci trzech mas trzema sposoba-
mi, znajdujac najpierw Srodek ciezkosci dwuch mas, a plzniej przytaczajac
trzecig.

1°. Srodek ciezkosci mas i /j znajduje sie, jak wiadomo, na linji AB
w takim punkcie c, ze

Be S — 3)

Srodek ciezkosci trzech mas musi sie zatym znajdowaé w pewnym
punkcie linji Cc.

2°.  Srodek ciezkosci mas q i r znajduje sie na linji BC w takim punk-
cie ze

R — (4)

Srodek ciezkosci trzech mas musi sie zatym znajdowa¢ w pewnym punk-
cie linji Au.
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3°.  Woreszcie $rodek ciezkosci mas r i p znajduje sie na linji CA w ta-
kim punkcie b, ze

Zatym S$rodek ciezkosci trzech mas znajdowaé sie musi w pewnym punk-
cie linji Bb.

Poniewaz $rodek ciezkosci znajduje sie na kazdej z trzech linji Cc, Aa,
Bb, wiec te trzy linje muszg spotka¢ sie w jednym punkcie, ktdry jest wia-
$nie $rodkiem ciezkosci uktadu trzech mas p, q i r.

Mnozac proporcje (3), (4) i (5), mamy jednak

Ac .Ba.Cb ani
Bc . Ca.Ab pqr (6)

Warunek (6) jest zatym konieczny i wystarczajgcy, aby trzy proste
Aa, Bb i Cc spotkaty sie w jednym punkcie. Jak widzimy, réwno$¢ (6) wy-
raza poprostu te zasade, ze trzy masy dowolne majg zawsze S$rodek ciezko-
Sci, ale tylko jeden.

£6dz, w maju. Stallistaw Gaiiiclii.



