Kilka twierdzen o przekrojach ptaskich powierzchni
drugiego stopnia i niektore ich zastosowania.

Twierdzenie I. Przez kazde dwa przekroje ptaskie
powierzchni drugiego stopnia mozna poprowadzi¢ dwa
stozki drugiego stopnia. Wierzchotki tych stozkdw
oraz bieguny przekrojow ptaskich leza na jednej pro-
stej.

Niech bedzie dana powierzchnia drugiego stopnia wraz z dwoma
przekrojami ptaskiemi i niech punkty A i B beda biegunami tych dwuch
przekrojéw ptaskich. Przez te dwa punkty poprowadzmy plaszczyzne
sieczng jakagkolwiek i niech C (fig. 1) bedzie stozkowa przeciecia
tej ptaszczyzny z powierzchnig dang. Cieciwy pq i rs sg to przeciecia
danych ptaszczyzn przez plaszczyzne sieczng; styczne Ap, Ag, Br i Bs
sg to tworzace dwuch stozkdw, opisanych na powierzchni z punktéw
A i B. Potgczmy pr, gs, ps i gl otrzymamy dwa punkty 8 i S'. Po-
wiadam, ze A, B, 8 i 8' lezg na jednej prostej; w samej rzeczy, biegu-
nowe tych czterech punktéw, mianowicie: pq, rs, OS' i 08 przechodza
przez jeden punkt 0. Poniewaz A i B nie zalezg od potozenia pta-
szczyzny siecznej, wiec prosta, przechodzaca przez te cztery punkty,
jest stata; tatwo okazac, ze punkty S i 8' nie zalezg réwniez od poto-
zenia ptaszczyzny siecznej. W samej rzeczy, przypomnijmy znane twier-
dzenie o czworoboku, wpisanym w stozkowa: sieczna jakakolwiek prze-
cina dwie pary bokoéw przeciwlegtych, dwie przekatne i stozkowg w czte-
rech parach punktow, znajdujagcych sie w inwolucji. Zastosujmy to
twierdzenie do czworoboku wpisanego pqrs i siecznej AB: punkty S i S'
sg to punkty podwdjne inwolucji, pozostate za$ cztery L, M, K, N sg
stale, to jest niezalezne od potozenia ptaszczyzny siecznej, a poniewaz
dwie pary punktow odpowiednich wyznaczajg inwolucje, wiec i punkty
podwojne S i S' sg state.
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W ten sposob na kazdej ptaszczyznie siecznej, przechodzacej przez
AB, otrzymujemy dwie pary prostych, poprowadzonych z punktéw sta-
tych S i S' do otrzymanych w przecieciu punktéw dwuch przekrojow
ptaskich. Pek ptaszczyzn, przechodzacych przez AB wyznacza zatym
dwa peki prostych, czyli dwa stozki, przechodzgce przez dwa przekro-
je ptaskie, ¢ b. d. o

Uwaga. Z dwuch wierzchotkéw stozkéw jeden musi byé wewnatrz
powierzchni (S), drugi nazewnatrz; dla krétkosci nazwiemy pierwszy
wierzchotek wewnetrznym, drugi zewnetrznym.

Twierdzenie Il. Dwa stozki, opisane na powierzchni
drugiego stopnia, przecinajg sie wedtug dwuch stoz-
kowych.

Niech beda dwa stozki A i B, opisane na powierzchni drugiego
stopnia (fig. 1). Plaszczyzny biegunowe punktow A i B przecinajg sie
wedtug statej prostej (punkt O jest Sladem tej prostej na ptaszczyznie
siecznej); ta prosta oraz punkt staty S (wzgl. S') wyznaczajg ptaszczy-
zne staty, ktérej Sladem jest OS (wzgl. OS'). Ot6z punkty P i Q (wzgl.
P' i Q) wspolne obu stozkom, lezg na prostej OS (wzgl. OS), gdyz bie-
gunowe czterech punktéw 0, S, P, Q (wzgl. 0, S', P', Q) czyli proste
AB, OS', pr, gs (wzgl. AB, OS, gr, ps) przechodzg przez jeden punkt S'
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(wzgl. &. Tak wiec, wszystkie punkty, wspdlne obu stozkom opisanym,
lezg na dwuch ptaszczyznach, zatym krzywa przeciecia dwuch stozkéw,
ktora jest czwartego stopnia, przywodzi sie do dwuch krzywych pta-
skich. Poniewaz zadna z nich nie moze by¢ prostag, wiec muszg to
by¢ dwie stozkowe, potozone na dwuch ptaszczyznach, przechodzacych
przez biegunowa wzajemng prostej AB. Te dwie ptaszczyzny sg to bie-
gunowe punktéw S i S

Uwaga. Z dwuch plaszczyzn, wyznaczonych przez przeciecie
dwuch stozkéw opisanych, jedna przecina dana powierzchnie, druga nie;
nazwiemy dla krotkos$ci pierwszg ptaszczyzne wewnetrzng, drugg—
zewnetrzng. Plaszczyzna wewnetrzna jest biegunowg wierzchotka
zewnetrznego (£'), ptaszczyzna zewnetrzna jest biegunowa wierzchotka
wewnetrznego (8).

Twierdzenie Ill. Jezeli dane sg trzy przekroje pta-
skie powierzchni drugiego stopnia, to wierzchotki sze-
§ciu stozkow, z ktorych kazdy przechodzi przez dwa
przekroje ptaskie, lezg na jednej ptaszczyznie, two-
rzagc na niej czworobok zupeiny tak, ze kazde dwa
wierzchotki wewnetrzne ijeden zewnetrzny, oraz trzy
zewnetrzne lezg na jednej prostej.

Pierwsza cze$¢ tego twierdzenia jest oczywista, wszystkie bowiem
sze$¢ wierzchotkdw lezg na ptaszczyZnie trzech biegundéw danych przekro-
jow ptaskich. Niech Zbedzie przecigciem powierzchni przez ptaszczyzne
ABC (fig. 2); pq, rs, tu—S$ladami przekrojow ptaskich. Aby okaza¢ dru-
ga cze$¢ twierdzenia wystarcza zastosowac twierdzenie Pascala o sze-
$cioboku, wpisanym do czterech nastepujacych szesciobokdw:

pstqrup,
psu gr tp,
prtqgsup}
prugsip,

Z szeScioboku pstqrup widzimy, ze punkty S, S'u <82 jako
punkty przeciecia trzech par bokow przeciwlegtych, leza na jednej pro-
stej; podobniez z pozostatych trzech wnioskujemy, ze punkty S', S2 $§{,
sr,, S, S\'i S\, S, S2 lezg na trzech prostych. Te cztery proste sg za-
tym bokami czworoboku zupeinego, ktérego wierzchotkami sg punkty
S\ S\, S22 SD S2 Ss.

Zwazywszy, ze plaszczyzny wewnetrzne sg to biegunowe wzajem-
ne wierzchotkéw zewnetrznych, ptaszczyzny za$ zewnetrzne sg to biegu-
nowe wierzchotkdw wewnetrznych, otrzymujemy metoda biegunowych
wzajemnych twierdzenia nastepujace:
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Twierdzenie IV. Trzy stozki, opisane na powierzchni
drugiego stopnia, wyznaczajg sze$¢ ptaszczyzn prze-
ciecia, z ktérych trzy sg zewnetrzne, trzy za$ wewnetrz-
ne. Kazde dwie zewnetrzne i jedna wewnetrzna, oraz
trzy wewnetrzne przechodzag przez jedng prosta. Te
cztery proste przechodzg przez jeden punkt, ktory jest
zatym wspolny wszystkim sze$ciu ptaszczyznom.

Twierdzenie V. Jezeli dane sg cztery przekroje pta-
skie powierzchni drugiego stopnia, to wierzchotki sze-
§ciu stozkéw zewnetrznych, z ktérych kazdy przecho-

c 3

dzi przez dwa przekroje ptaskie, lezg na jednej pta-
szczyznie, tworzac na niej czworobok zupeiny.
Oznaczmy cztery dane przekroje ptaskie przez a, b, e d. Uwaza-
jac tylko trzy przekroje ptaskie, np. a, b, ¢, widzimy, ze trzy odpo-
wiednie wierzchotki zewnetrzne (tw. Ill) lezg na prostej. Oznaczmy je
przez (be), (ca), (ab). Jezeli zamiast przekroju a wezmiemy d, to trzy
odpowiednie wierzchotki zewnetrzne (be), (cd), (db) lezg znowu na pro-
stej. Te dwie proste przecinajg sie zatym w punkcie (be). Podobniez
bedzie, gdy zamiast przekroju a zastgpimy przekréj b lub ¢ przekrojem
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d, tak ze te cztery proste przecinajg sie¢ po dwie w szeSciu wierzchot-
kach zewnetrznych, tworzac czworobok zupetny.

Przeksztatcajagc to twierdzenie metodg biegunowych wzajemnych
otrzymamy twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie VI. Cztery stozki, opisane na powierzch-
ni drugiego stopnia, wyznaczajg sze$¢ wewnetrznych
ptaszczyzn przeciecia. Kazde trzy stozki wyznaczaja
trzy ptaszczyzny, przechodzgce przez jedng prostg; te
cztery proste przecinajg siewjednym punkcie, ktory
jest zatym wspoélny wszystkim szeSciu ptaszczyznom.

Widzielismy (tw. 1), ze przez kazde dwa przekroje ptaskie po-
wierzchni drugiego stopnia mozna poprowadzi¢ dwa stozki. Jak wia-
domo, ptaszczyzny réwnolegte do kazdego z tych przekrojow przeci-
naja stozki wedtug stozkowych, podobnych do danych przekrojéw. Wia-
sno$¢ ta zachowuje sie nawet wtedy, gdy jeden z tych przekrojow jest
punktem lub dwiema prostemi. W tym przypadku oczywista, przez po-
zostaty przekrdj ptaski i punkt na powierzchni (wzgl. dwie proste) mo-
zna poprowadzi¢ tylko jeden stozek, ktorego wierzchotek bedzie w da-
nym punkcie (wzgl. ktoérego dwie tworzace bedag prostemi danemi).
Kazda ptaszczyzna sieczna, rownolegta do ptaszczyzny stycznej w punk-
cie obranym na powierzchni, przecina stozek wedtug krzywej, podobnej
do nieskonczenie matej elipsy (wzgl. dwuch prostych), utworzonej przez
ptaszczyzne styczng na powierzchni; ta za$ nieskonczenie mata elipsa
(wzgl. dwie proste) jest podobna do przekroju powierzchni ptaszczyzng
sieczng. Stad mamy wazne twierdzenie:

Twierdzenie VII. Rzut jakiegokolwiek przekroju pta-
skiego powierzchni drugiego stopnia z punktu tej po-
wierzchni na ptaszczyzne rownolegta do ptaszczyzny
stycznej wtym punkcie (lub co to samo: na ptaszczyzne
sprzezong ze $rednicg, przechodzgcg przez ten punkt)
jest figurg jednoktadng ze stozkowg, wyznaczong przez
powierzchnie na ptaszczyznie rzutow.

Wniosek I. Rzuty przekrojéw ptaskich powierzchni
drugiego stopnia z punktu kotowego powierzchni na
ptaszczyzne odpowiedniego przekroju kotowego sg
kotami.

Wniosek Il. Rzuty przekrojow ptaskich kuli z punk-
tu tej kuli na ptaszczyzne prostopadta do S$rednicy,
przechodzacej przez Srodek rzutéw, sg kotami.

Te ostatnie rzuty noszg nazwe stereograficznych. Majg one do-
nioste znaczenie w kartografji i znane juz byly w starozytnosci. Rzut.
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stereograficzny kuli jest szczegélnym przypadkiem przeksztatcenia przez
promienie odwrotne i dzieki temu posiada jeszcze wiasno$¢ zachowa-
nia katow, ktorej wogdble nie posiada rzut stereograficzny powierzchni
drugiego stopnia.

Twierdzenie VIIlI. Srodek kota, ktére jest rzutem
przekroju ptaskiego powierzchni drugiego stopnia
z punktu kotowego tej powierzchni na ptaszczyzne,
rownolegtag do przekroju kotowego, jest rzutem wierz-
chotka stozka, opisanego na powierzchni wedtug dane-
go przekroju ptaskiego.

(To twierdzenie w zastosowaniu do kuli podat Chasles).

W samej rzeczy, weZmy na powierzchni drugiego stopnia dwa
przekroje ptaskie, z ktérych jeden niech bedzie przecieciem kotowym;
wedtug tych przekrojéw opiszmy na powierzchni dwa stozki P i Q (fig. 3)
i poprowadZzmy stozek 8 przez oba przekroje. Punkty Q, P i S lezg
na prostej (Tw. I). Jezeli przekréj kotowy zbliza¢ sie bedzie do pta-
szczyzny stycznej, to punkty P i S zbliza¢ sie bedaq do S$rodka prze-
kroju kotowego, ktéry bedzie zresztg malat nieograniczenie. Gdy punkt
P zejdzie sie z punktem S i $rodkiem przekroju kotowego, ptaszczyzna
przekroju kotowego bedzie ptaszczyzng styczng; kazda ptaszczyzna k,
rownolegta do ptaszczyzny stycznej przetnie stozek wedtug figury jed-
noktadnej z nieskonczenie matym przekrojem kotowym, t. j. wedtug ko-
ta K, ktorego S$rodek bedzie na przedtuzeniu nieskonczenie matego od-
cinka SP, czyli na prostej PQ c.b.d. o

Zagadnienie Apolonjusza.

Rzut stereograficzny moze mie¢ rozliczne zastosowania w gieo-
metrji kot i stozkowych jednokiadnych, oraz moze stuzy¢ do wypro-
wadzenia wzorow trygonometrji kulistej ze wzoréw trygonometrji pta-
skiej. Zastosujmy np. powyzszg teorje rzutu stereograficznego do za-
gadnienia Apolonjusza:

Poprowadzi¢ koto, styczne do trzech két danych.

Niech A, B i C (fig. 4) bedg trzy kota dane. Znalazszy S$rodek
pierwiastny tych trzech két B, poprowadZzmy z tego punktu, iako ze
Srodka, kule o promieniu, rownym stycznej z punktu R do jednego
z trzech kot danych. Niech koto K bedzie Sladem tej kuli na pia-
szczyznie rysunku. Z jednego z punktéow kuli P lub P, ktorych rzu-
tem prostokatnym na ptaszczyzne rysunku jest E, rzu¢my na kule trzy
dane kota. Poniewaz katy przeciecia dwuch kot przy tym rzucie zo-
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stang zachowane i poniewaz koto K przecina prostokatnie kota dane,
wiec trzy kota otrzymane na kuli bedg przecinaty prostokatnie koto K,
t. j. ich plaszczyznjr bedg prostopadte do ptaszczyzny rysunku. Niech
ab, cd, ef bedg rzutami prostokagtnemi tych két. Wyobrazmy sobie na

Fig. 3.

kuli koto, styczne w jednakowy sposéb do trzech tych kot, naprzyktad
zewnetrznie. Poniewaz kota styczne pozostajg stycznemi przy rzucie
stereograficznym, nasze zagadnienie sprowadza sie do rzutu stenogra-
ficznego na ptaszczyzne rysunku tego kota z punktu P lub Pv To ko-
to na kuli musi nam da¢ przez rzut stereograficzny z punktu P lub PI
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dwa kota styczne do trzech kot A, B, C, jedno zewnetrznie, drugie we-
wnetrznie. Aby te rzuty znalezé, mozna zastosowaé twierdzenie Il
lub 1V. Stosujac nap. twierdzenie 1V, zauwazmy, ze punkty A, B
i C sg wierzchotkami stozkéw, opisanych na kuli, dla ktérych kota ab,
cd, ef sg kotami stycznosci. Na mocy twierdzenia VIII Srodki két stycz-
nych do kot A, B i C na ptaszczyZnie sg rzutami wierzchotka 8 stozka
opisanego na kuli wedtug kota stycznego na kuli do trzech kot ab, cd,
ef. Ale ten wierzchotek 8 jest to zarazem punkt wspolny trzem stoz-

kom A, B i C, na mocy za$ twierdzenia IV, prosta, wedtug ktérej spoty-
kaja sie ptaszczyzny przecie¢ trzech stozkéw A, B i C, przechodzi przez
8. Poniewaz ptaszczyzna rysunku jest plaszczyzng symetrji, wiec pro-
sta owa jest do niej prostopadta. Nader tatwo znalez¢ $lad tej prostej
na rysunku, kreslac slady wewnetrznych ptaszczyzn przeciecia stozkéw
-4, B i C. Wspolny punkt przeciecia tych $ladoéw S' bedzie $ladem szu-
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kanej prostej. Poniewaz wedlug twierdzenia IV trzy stozki opisane
wyznaczajg cztery takie proste, kazda za$ z nich prowadzi do dwuch roz-
wigzan, nalezy wiec oczekiwaé¢ 8 rozwigzan w przypadku ogdélnym. Mo-
zemy teraz z tatwoscig znalez¢ odlegtosé wierzchotka S od jego rzutu
S'. Poprowadzmy przez prostag SS' (ktérej Slad jest punktem $') iprzez
jeden z trzech punktow .4, B, C, np. przez *4 ptaszczyzne i wyko-
najmy klad tej plaszczyzny na plaszczyzne rysunku naokoto prostej AS'.
Aby wykresli¢ potozenie linji AS, t. j. wspoOlnej tworzacej stozka A
i stozka S, w punkcie D wystawmy prostopadig do AS'; punkt E prze-
ciecia tej prostej z kotem tgczymy z punktem A i przedtuzamy do prze-
ciecia z prostopadig S\S) do AS1w punkcie S1 Punkt (S) jest kladem
punktu S. Nalezy teraz znalez¢ tylko rzut punktu S z punktu P lub
P’ W tym celu zauwazmy, ze prosta, rzucajaca punkt S ze Srodka rzu-
téw, dzieli odcinek ES' wewnetrznie (jezeli $rodek rzutéw jest pod ry-
sunkiem w punkcie P) lub zewnetrznie (jezeli $rodek rzutéw jest nad
rysunkiem w punkcie P") w stosunku S'(S) do promienia kuli. Stad
wynika fatwe wykreSlenie obu punktéw 0’ i 0". Z R prowadze (P)(P")
rownolegle do S'(S) i tacze punkt ($) z P i z P', w ten sposob otrzy-
muje na przecieciu z S'E dwa S$rodki kot szukanych O' i 0". Znale-
zienie trzech innych par rozwigzan nie sprawia juz zadnych trudnoéci

Wzory trygonometrji kulistej, otrzymane ze wzorow try-
gonometrji ptaskiej przez rzut stereograficzny trdjkal
sferycznego na ptaszczyzne.

W Bulletin de TAcademie des Sciences de Belgigue za rok 1905
(thum. polskie w ,,Wiadomos$ciach Mat. fiz. rok 1907 str. 61J. Ces aro
wyprowadzit wzory trygonometrji kulistej bezposrednio ze wzoréw try-
gonometrji plaskiej. Ciekawg rzecza jest okazac, iz trojkat, ktérym po-
stugiwal sie Cesaro, jest w spos6b nader prosty zwigzany z rzutem
stereograficznym trojkata sferycznego.

Niech bedzie na kuli O trojkat sferyczny jakikolwiek ABC. Z punk-
tu P, Srednicowo przeciwlegtego jednemu z wierzchotkéw, np.
(fig. 5), rzu¢my ten trdjkat na ptaszczyzne Q, styczng do kuli w punk-
cie A. Poniewaz boki b i ¢ przechodzg przez $rodek rzutéw P, wiec
rzuty ich beda prostolinjowe, trzeci za$ bok a rzuci sie jako tuk kota,
na zasadzie wiasnosci rzutu stereograficznego. Poniewaz katy zacho-
Wujg sie przy rzucie stereograficznym, wiec kat A' pozostanie rownym
katowi A, podobniez katy miedzy tukiem C'B' i prostemi ¢ wzgl. b' be-
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dq réowne katom B wzgl. C. Potgczmy punkty C' i B' (*fig. 6). Odci-
nek C'B' bedzie rzutem odcinka CB. W punktach B' i C' prowadzimy
styczne do tuku B'C, tak ze B'—B i C—C (fig. 6).

Jezeli od sumy trzech katow trojkata sfer}’cznego odjgé 180° to
réznica daje tak zwane speinienie sferyczne. JeSli wiec od sumy Kka-
tow A\ A'CD' i A'B'D' odja¢é sume katow tréjkata A'C'B', to roznica
= S, a ze tréjkat B'D'C' jest réwnoramienny, wiec C'B'D'—B'C'D'—

tak wiec w trojkacie AIB'C kat A'=A, B'=B— C—C— ~.

Zwrdémy sie do bokéw. Z tréjkata AC'P (fig. 5): A'C'=APtangAPC"\
t. j. jesli $rednica kuli =1,

A’O—tang ™,
podobniez z tréjkata ABP.
A'B'= tang

Bok B'C' znajdziemy z tréjkatow podobnych PBC i PC'B’
B'C' B'P
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ale BC jest to cieciwa tuku a w kole, ktérego promien

BC=SinA
B'P okre$la sie z trojkata AFB'
B'P—
Cos ’
[\

CP jako cieciwa tuku CMP= 2. 1 .Sin CMP

BB sin 18U G P

Al
Podstawiajgc te wartosci w (1) mamy:
B'C _ 1  skad
Sin-~ Cos £ Cos R
Sin 3
B'C
Cos — Cos

Tak wiec w trojkacie A'B'C mamy:

A'=A B'=B - C'=C-1



Ni 3

158 W ektor.
Te trzy boki mozemy pomnozy¢é przez stalg dowolng, co sprowa-
ktéra jest dowolng. Mnozymy za-

dza sie do zmiany promienia Kkuli,
tym trzy boki przez Cos b—Gos—c— i otrzymamy ostatecznie trojkat A"B"C",

ktorego katy iboki sg (fig. 7):
LI J— L L J— | | J— S
A—A,,B—B—j,G—C—0

a"= Sin -, b"= Sin » N et — Sin éfos »

Fig. 7.

ptaskiej otrzymamy

Stosujagc do tego trdjkata wzory trygonometrji
Tak

wszystkie wzory trygonometrji kulistej dla trojkagta ABC na kuli.
np. stosujac znany wzdr trygonometrji plaskiej:
a

Sin -
o = tang?—, c’= tang ¢

CotA
bll_Cl
2
otrzymamy przez podstawienie natychmiast analogje Napiera:
S+c cot A
0

<Sm b—c tang
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Stosujagc wzory Mollweide’go

B"— C" B"—C"
H'+ ¢< 6V- 2 6" -c"
a glm A a COSA
otrzymamy wzory Delambre’a
sm PTC (B & sm BTC jsmBTC
2 2 2 2
tftn 8 O* Sm 8 Cos O"

Stosujgc twierdzenie o kwadracie boku w trojkacie:
am _ 6,i™ K 3 2b"e?'Co8A"

znajdziemy po tatwych przerébkach t. zw. zasadniczy wzo6r trygono-
metrji kulistej:
Gosa— CosbCosc-\-SinaSinbCosA i t. d.

t6dz, w sierpniu 1911 r. Stanistaw Garlicki.
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