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Podstawiając wszystkie te wartości w powyżej 
otrzymane równania otrzymamy po odpowiedniem skrócę-

J9 
4 
2 %• 5 i -ł^A -fff,f.jL-p=^^ 

Odejmując drugie równanie od trzeciego otrzymamy: 
H- ffitff • A o d Q J ^ J a c t r z e c i e od 
pierwszego wyznaczymy /}- fj^ a nadto: y ^ - - ^ / ^ _ 

Ma tem kończymy dział prętów krzywych a rozpo-
c zynamy: 

ROZDZiAŁ DZIESIĄTY. 
NACZYNIA KULISIE I CYLINDRYCZNE. 

§ 1. USTALENIE POJĘĆ ZASADNICZYCH. Rozpatrywać 
będziemy wyłącznie NACZYNIA KULISTE oraz CYLINDRYCZ
NE jako jedynie spotykane w praktyce. Ulegać mogą 
one nadciśnieniu wewnętrznemu jbiV oraz nadciśnieniu 
zewnętrznemu^ lub też jednemu z nich jeno; zwykle 
stan pierwotny odpowiada obustronnemu ciśnieniu atmo
sferycznemu. ODKSZTAŁCENIA NASTĄPIĄ DOPIERO WTEDY 
GDY CIŚNIENIE ZEWNĘTRZNE LUB WEWNĘTRZNE WZROŚNIE STA 
JAC SIE WYŻSZEM OD ATMOSFERYCZNEGO, CZYLI NADCISNIE-
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NI EM. 

§ 2. NACZYNIA KULISTE. /RYS. 369/. Zewnętrzny 
promień naczynia oznaczamy przez Jd » wewnętrzny 
przez 7° ; z wnętrza ścianki wykrawamy myślowo ko s t 

y p y ^ . 369. 

kę elementarną /S$S. 370/ prowadząc cztery płaszczy-
zny środkowe tworzące ostrosłup prawidłowy i p r z e c i 
nając go dwiema powierzchniami kulistemi o promieniach 

f i 
Ogólny wiciok kostki podaje RYS. 371, obok wid

nieje j e j przekrój środkowy przez oś <?£ .• Krawędzie 
boczne kostki tworzą kąty wierzchołkowe dy? , ścianki 
boczne przeciwległe pochylone są ku sobie pod tyra sa
mym kątem,cała kostka zatem joet symetryczna wzglę
dem osi OZ przechodzącej przez środki obu ścianek 
ku l i s t y c h k o s t k i . Wobec zupełnej symetryczności ob
ciążenia k u l i nie mogą w j e j ściankach powstawać 
skrzywienia, świadczące o działaniu napręż.eń tnących, 
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należy przeto ściankom naszej kostki przypisywać wy
łącznie naprężenia normalne, będziemy m i e l i zatem na. 
czterech bocznych ściankach płaskich naprężenia cv i 
6£, i 6^ a na wypukłej k u l i s t e j eg , wreszcie na 
k u l i s t e j wklęsłej 6^ . Wspomniana wyżej symetrja ob
ciążenia k u l i zmusza do uznania zupełnej symetrji na
prężeń bocznych należy przeto założyć ć%'=&=fr'=ćC = 6^ 
nadto 61 -&+C?ĆL== &+-jźd<? ponieważ niewątpliwie <P w 

Z Z -Z Z ćfc<P ^ 
danym wypadku stanowi jedyną zmienną. Pod działaniem 
tylko co nazwanych naprężeń kostka pozostaje w równo
wadze należy zatem wypisać równa :ia s t a t y k i przecho
dząc od naprężeń do sił jednostkowych. Dość będzie 
przytem rozpatrzyć jedynie sumraę rzutów na. oś j e j po
dłużną OZ w innych bowiem kierunkach zgóry możemy 
się upewnić o i s t n i e n i u równowagi rzutów wobec syme
t r j i obciążenia k o s t k i . Zatem na boczne cztery ściaui-
k i działają jednakowe siły jednostkowe ĆA^ćĆyćAt® po
wierzchnia bowiem bocznej ścianki j e s t oczywiście rów
na ^ety?C?^ . W rzucie na oś środkową każda z tych 
sił da składową c ^ ^ ^ ^ c ^ - ^ - ^ ^ ^ ^ ^ s k i e r o w a n ą ku 
środkowi k u l i . Składowa wszystkich czterech sił bocz
nych będzie przeto Jf c/fd^2 . Te siły równoważyć 
musi różnica sił jednostkowych obu pozostałych ścianek 
kostki - na dolną wklęsłą działa oczywiście siła 
6^fdyfJf = ̂ f2df2n^ górną 
W ten sposób ujęliśmy już siły wszystkie. Warunkiem 
ich równowagi będzie: &z$2cłf2 + cł/G£f*df>*J--
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-(^f^f^Z&fdfcfyi s t ą d bezpośrednio: ci[Af2d^2J= 
^c?y&[(^$2]~ć^^dy?2 e po skróceniu przez dy2 i 
podzieleniu przez c?f - będziemy m i e l i 2f&= ̂ z/Cf*?~» 

Tyle daje statyka. Chcąc skorzystać z tego równa
nia, należy wprowadzić odkształcenia. Oznaczmy p r z e z -
przesunięcie się punktu /9 W kierunku promienia /20=<§ 
ujawnione przy odkształceniu. Będzie ono pewną funk
cją promienia f , którą należy wyznaczyć z warunków 
zadania. Zatem W=jTfJ \ wobec tego przesunięcie się 
punktu Z , końcowego punktu promienia j®+df' = ć7J? bę
dzie odpowiednio ?y''=y:fa+dty=jAfJj-ó^^ 

stąd, że odcinek ć/<P wydłuży się o W-W=c&ć% zatem 
wydłużenie jednostkowe odcinka cćę będzie P^- £ za-
chodzi bowiem w kierunku o s i naszej kos t k i rozpa
trywanej. Aby wyznaczyć pozostałe wydłużenia zważmy, 
że wszystkie punkty, które pierwotnie przed odkształ
ceniem leżały na kole promienia @ , po odkształceniu 
znajdą się na kole promienia inaczej bowiem kula 
musiałaby się skrzywić lub sfałdować co j e s t nie do po
myślenia wobec symetryczności obciążenia. Obwody tych 
kół obu mają się jak promienie zatem obwód odkształco
ny będzie miał się do obwodu pierwotnego jak 
Zatem obwód pierwotny ujawni wydiużenie jednostkowe 
równe różnicy obu obwodów dzielonej przez obwód p i e r 
wotny nieodkształcony. To wydłużenie poprzeczne nie za
leży oczywiście od kierunku, możemy go przeto oznaczyć 
przez lub £y dowolnie. Stąd £̂=<fy= £±0Ż&^ JŚ-t 
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A zatem e - ^ o ć f e - # - l*J=«fc-2£j; ejC = Sf 

^Y=u^~^~^=^m~^~^' 1 tych dwóch równan 

z łatwością wyznaczyć możemy ć£ = ~& — ?^^^^>/%"y" 

Po podstawieniu w wyżej otrzymane równanie otrzy-

c z y l i po skróceniu stałej i podstawieniu wartości 
dla % i £ g^^^f^/^k^0^^ 
różniczkując ^ r ^ | ^ ^ ^ ^ 
+ £zł+s?<p^;Qstatecznie po skróceniu Uprzęż f?n-lj 

Gałka tego równania j e s t U =/3f —ęfs 9 

Stąd kolejno ą ^ ^ A ^ r ^ ; ez = <gk=J9-^ oraz 

Ma obu powierzchniach naczynia naprężenie fS£ musi 
równoważyć odnośne ciśnienia zewnętrzne musimy mieć 
zatem następujące dwa równania warunkowe dla. wyznacze
nia /i i 8 

Stąd otrzymamy ~ ^ I L . . ̂ b ^ ^ ; = 
= - ^ 7 & % P ^ i o - H t a t e c z n i e T<5> = - JZfe* + 

Stąd otrzymamy wydłużenia: 
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Otrzymane tu wzory rozwiązują zagadnienie w ca
łej rozciągłości. W wypadku CIŚNIENIA WEWNĘTRZNEGO 
należy w nich założyć ft = 0 stąd: Hs^ =J?£r=2^.-0^,+ 

ZTTZ 'fó*-r3Jf3 7 z. Ąs-rs '** Yps~r3J fs' 
G^ĆV^2-^Ć>^ U wewnętrznego skraju ścianki przy fss2m 

wydłużenia zachodzą największe możemy zatem upodob
nić tym skrajnym wydłużeniom naprężenia zastępcze 
ilr=2Z€„„Jf/MI,Ar Te naprężenia zastępcze nie mogą jak 
wiemy przekraczać skrajnych dopuszczalnych współczyn
ników dla danego tworzywa. W danym wypadku będziemy 
m i e l i przeto i . 

r% TTi+i PA _ /T _ 

rSS m \3-r3 m 'pf-r3 —9 

ponieważ pierwsze naprężenie zastępcze j e s t niewąt
pliw i e dodatnie a więc rozciągające, a drugie oczywi
ście ujemne a więc ściskające. Stąd mamy warunki ko
nieczne: mm 

Oba te warunki należy wypełnić. Ponieważ d l a 
tworzyw, z których zwykle robią naczynia k u l i s t e 
/Z\JC przeto miarodajnym j e s t pierwszy warunek, 

71'''' f 

jako dający większy wymiar średnicy zewnętrznej w 
stosunku do wewnętrznej. Możemy przeto drugi warunek 



- 672 -
pominąć. Nadto być musi / ^"^ > *r/t~foy inaczej bo
wiem nie da się wyznaczyć ze wzoru. Stąd wnioskuje
my, że WYTRZYMAŁOŚĆ NACZYŃ KULISTYCH MA CISNIENIRJJE-
WNETRZNE MA SWE GRANICE musi być b o w i e m ^ f f ' ^ 

W wypadku natomiast CIŚNIENIA ZE?/NETRZNEGO k i e 
dy J2w = 0 będziemy m i e l i podobnie zupełnie: 

ponieważ pierwsze naprężenie zastępcze j e s t oczywi
ście ujemne a drugie dodatnie. Stąd znów: 

I tu również oba warunki muszą być wypełnione. 
Ponieważ d l a tworzyw, z których zwykle robią naczy
niu k u l i s t e /C~przeto miarodajnym j e s t pierw-
szy warunek jako dający większą wartość stosunku -—-. 
Możemy przeto i w danym wypadku pominąć drugi waru
nek. Nadto być musi -4* Jg. i tu zatem widzi-
my, iż wytrzymałość naczyń k u l i s t y c h na ciśnienie zo-
wnętrzne j e s t ograniczona, musi być bo w i em fi •<(~^/?7"^k.0 

Wszystko to cośmy wyżej powiedzieli dotyczy NA
CZYŃ KULISTYCH GRUBOśCIENNYCH, dla CIENKOŚCIENNYCH 
wzory te można znacznie uprościć. Zważywszy że r/rzy 

_/~ różnica zachodząca pomiędzy wartościami ... 
skrajnemi naprężeń zaciera się, jak to bezpośrednio 
widać ze wzorów. Rozkład naprężeń k u l i cienkościennej 
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zbliża się do typu jednostajnego. Weźmy więc pod uwa
gę naczynie k u l i s t e pozostające pod ciśnieniem JDW , 
cienkościenne o grubości ścianki JS znikomej w sto
sunku do promienia wewnętrznego T . To naczynie roz
cinamy płaszczyzną środkową na dwa naczynia półkoli
ste i aby je utrzymać w równowadze przykładamy do po
wierzchni przekroju Jćfr+j) - - ^ r ^ ^ ^ W jednostajny 
układ naprężeń . Ich wypadkowa -^fjZJ^ zrównowa
ży wypadkową P prężności JDW całego naczynia półko
listego. Gdybyśmy je p r z y k r y l i płaską pokrywą i rozwi
nęli wewnątrz prężność Jd^, to równowaga byłaby zacho
wana, zatem wypadkowa ciśnień na powierzchnię JTT2 

pokrywy płaskiej musi być równa P , stąd mamy P~ 
=J7T'y^. Ostatecznie więc mamy Ej/Zr^SG" — <JćZ*SjfoJy 9 

stąd A5- ~P• -~E/hv , ponieważ oczywiście & j e s t na-
prężeniem rozciągającem przeto czyniąc w tym &=/C 
otrzymamy wzór £-'"^^^'» wyznaczający bezpieczną 
grubość ścianki. Nadto ze względu na możliwość osła
bie n i a wytrzymałości ścianki przez n i t y wprowadzamy 
zazwyczaj współczynnik poprawczy pisząc: J - > 
gdzie Y J e s - t mniejsze od j edności._s> 

Rozumowanie powyższe nie t r a c i oczywiście swej 
mocy, gdy na kulę działa prężność zewnętrzna foz . Zu
pełnie w ten sam sposób otrzymamy wzór - -jf-^-Ą^, tu -
taj bowiem ciśnienie działa na zewnętrzną powierzchnię 
kulistą naczynia o promieniu , powodując napręże
nie ściskające w przekroju płaskim środkowym. I tu 
WYTRZYMAŁO SC MATOT i - ABKUSS 3 X / H L 
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również wprowadzić należy współczynnik y uwzględnia
jący osłabienie blachy przez n i t y . Mimo to wzór tylko 
co otrzymany nie j e s t pewny, nigdy bowiem NIE MOŻEMY 
ZGORY PRZEWIDZIEĆ, CZY KSZTAŁT KULISTY NACZYNIA JEST 
DOSKONAŁY. Każde choćby najdrobniejsze zaklęśnięcie, 
pochodzące z niestarannego wyrobu zwiększa się pod 
ciśnieniem zewnętrznem i powoduje spłaszczenie się ku
l i , a w tym wypadku wzór powyższy przestaje oczywiście 
być prawdziwym. Zupełnie inaczej zachowuje się naczy
nie k u l i s t e pod ciśnieniem wewnętrznem, sprzyjającera 
samem Bwęm działaniem zachowaniu kształtu ściśle k u l i 
stego, to też wzór poprzedni j e s t pewny zupełnie. Z te
go względu w wypadku prężności zewnętrznej l e p i e j na
dawać n i s k i e wartości współczynnikowi w tylko co 
otrzymanym wzorze.—s> 

§ 5. NACZYNIA CYLINDRYCZNE. /RYS.572/ Zewnętrzny 
promień naczynia oznaczamy przez "J% , wewnętrzny przez 
jftżi Obustronnie zamykamy je dnami I? i ZĄ dość dale

ko od si e b i e , aby środkową częśó rury uniezależnić od 
zjawisk wtórnych, ponieważ najwidoczniej w pobliżu dna 
ścianki rury rozszerzać się swobodnie nie mogą. Dno 
etanowi przeto usztywnienie naczynia cylindrycznego. 
Jak i poprzednio wykrawamy myślowo z wnętrza ścianki 
naczynia kostkę elementarną /RYS. 373/ prowadząc dwie 
płaszczyzny poprzeczne prostopadłe, do osi naczynia 00 

podłużnej znikomo odległe o , dwie płaszczyzny 
osiowo nachylone pod kątem c&fi, oraz dwie powierzch-
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nie cylindryczne o promieniach f i f+d<^> . w ten 
sposób otrzymana kostka oć/3cPf posiada cztery boczne 
ściany płaskie oraz dwie cylindryczne - wklęsłą i wy

pukłą. Dwie ściany boczne są równoległe, dwie tworzą 
kąt zawarty między swemi płaszczyznami. Y/obec zu
pełnej symetryczności obciążenia względem o s i podłuż
nej naczynia 00 nie mogą w j e j ściankach oddalo
nych od obu denek powstawać skrzywienia, świadczące 
o i s t n i e n i u naprężeń tnących, należy przeto ściankom 
naszej kos t k i przypisywać wyłącznie naprężenia, norma"' -
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ne, a mianowicie równoległym ściankom bocznym er i 

? pochylonym ściankom bocznym i a c y l i n 
drycznym i ̂ '/RYS. 374 i 375/. Wspomniana powyżej 
syme-tryczność obciążenia względem osi podłużnej na-
czynią zmusza nas do uznania zupełnej symetrji naprę
żeń i O należy zatem założyć <5~- 6". Nadto 
symetrja obu den upoważnia do wnioskowania o symetrji 
naprężeń ć£, i ć£ również należy zatem założyć ćC=ćy\ 
Pozostałe ć£ i ć£A różnią się nieco, oznaczmy przeto 

+ d(A — 6^. + df , ponieważ niewątpliwie w 
danym wypadku <p etanowi jedyną zmienną. Pod działa
niem tylko co nazwanych naprężeń kostka pozostaje w 
równowadze, należy zatem wypisać równania s t a t y k i 
przechodząc od naprężeń do sił jednostkowych. Dość bę
dzie przy tom rozpatrzyć sumraę rzutów na środkową oś 
CdZ przecięcia się płaszczyzn symetrji k o s t k i , w i n 
nych bowiem kierunkach naprężenia znoszą się wzajem
nie. Zatem na boczne ścianki równoległe do tej o s i 
działają siły jednostkowe Ć^fdf?df znoszące się 
wzajemnie a prostopadłe do CO Z , możemy je przeto 
chwilowo pominąć. Na- boczne ścianki pochylone ku so
bie pod kątem d& działają siły jednostkowe G^dfcty 

dające w rzucie na oś CO Z składowe t^dfd^ oJm 

= ~&>(dfć&/d'cfuwypadkowa tych składowych będzie więc 
(^d^d/yd^ , skierowana ku osi <?& naczynia. Tę s i -

cd 

łę równoważyć musi różnica sił jednostkowych obu po
zostałych ścianek kostki - na wklęsłą działa siła 
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- G^^dfdy •—- na wypukłą ^fd^dj^dfo^fd^c^J-. 
Równowaga zatem wymaga aby %f'^^^ + /^^^^^f^ 
=:Cx'dj><^'dy. Stąd bezpośrednio df677fd^d^J = 
-dfófjdyd^ = t^dfdfdjf . Po skróceniu przez Afdy 
i podzieleniu przez df mamy 6j' = ~T~~/^f7• *y^e 

tu daje statyka* Nadto powtarzające słowo w słowo ro
zumowania przytoczone w ustępie poprzedzającym dojdzie
my do przekonania, że tutaj również 8Z - or&z >^.=~ 

gdzie 11 oznacza przesunięcie się punktu A- końca pro
mienia <p w kierunku, tego promienia; t r z e c i e wydłuże
nie jednostkowe tymczasowo pozosta-wiamy bez uwagi. A 
satammamy: g =«/C- - At]=-f i £y = *Ą-

m, TPZJ" * i z m ?ri J df 

Z równań dla i z łatwością wyznaczymy = 

Ponieważ warunek równowagi kostki Q^d&i^<y' 
naprężeń (o nie zawiera, przeto mamy zupełne*prawo 
przypuścić, iż nie zależy ono od - inaczej mó
wiąc mamy, prawo rozpatrywać przekroje poprzeczne na-
czynią, jako jednostajnie naprężone. W samej rzeczy 
Weźmy pod uwagę jakikolwiek przekrój poprzeczny J1J\ 

wskazany na RYS. 37.'?.. Panują w nim naprężenia (C nie
zależne od ^ a zatem jednostaj nie "rozłożone po całym 
przekroju $£JQ —JET* , Wypadkowa tych naprężeń 

•^yi^Aa -JTTy musi oczywiście równoważyć wypadkową 
prężności działających na lewe dno, -a ta j e s t równa 
JrJfc*jbz -Jrr^. stąd mamy - ^ / ^ P - ^ ^ - ^ ^ - ^ c o 
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- 678 -

>K —A, 7. r 7^2 

konieczny, bo gdy wypadkowa prężności zewnętrznych 
J T - z t ? j e s t większa od wypadkowej prężności wew
nętrznych JTtr^Jbry - rura j e s t oczywiście ściskana 
wzdłuż swej OBi O'O zatem musi byó 61<C<? mimo to, 
że i ^ ^ ^ - ^ 5 r ^ % o r a i J%J^Jt2*?>Ó\ Ostatecznie 
Wię°>_ E t n f ^ J l + Jul %%-r% , •; 

i po podstawieniu w równanie wyżej otrzymane: 

= £m c/u £rrz2du , ńjfit&jti&c _ ^ A ^ ^ . 

m*-* df ~m£Z'd$ m2-l 3 c/f2 (m-ijfóf-i?*) ' 

skąd po skróceniu przez ^ f i ^ otrzymamy ^ > 
--^.= 0 . Całka tego równania j e s t -U=/3f+~- stąd ̂  = 
= £=.4łL = /i---Ą a zatem: (?=-J^/£+Ąi. 

+ M A - S — - MŁMA +&-^&7+JŻL SJBSQL 

A^g J& , ^ — ,—? Na obu powierzchniach ścian 
k i naczynia naprężenie C- winno równoważyć odnośne 
ciśnienie. Muszą zatem zachodzić następujące warunki 
równowagi: * +fa>7 ~ 2> + + S- = <y 

Stąd mamy: A=-^- ^ f " ~ f C / ^ ^ f ^ ^ t ^ s 
tatecznie: ^-r2^._ 7&^.JĘ*g~ 1 os 
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Zatem wzory d l a wydłużeń jednostkowych otrzymają na
stępującą postać ostateczną: 

Jfjp 77Z-2 JS*A= -T*£* . 
^^^-—M Ąf-s* ' 

r z ?n J^-r^ i"~^r~' jęf-r*'"~y* "— 

I tu znów w wypadku CIŚNIENIA WEWNĘTRZNEGO należy 
uczynić = C? a otrzymamy: = + j^/^j + 

Ponieważ oczywiście w danym wypadku W^d0^^^Ęj^ za* 
tern wystarczy założyć ^<^^y=/*3>-~ • n a c * t o również 

< , a przeto skrajne naprężenia zastępcze bę-
dą tu: ^ 

Stąd mamy warunki konieczne: 

Pierwszy warunek daje większą wartość stosunku y za
tem mosemy drugi pominąć zupełnie. Nadto byd«musi 

^ / ^ > ^ . skąd otrzymujemy warunek / 4 < - ^ ^ 
wskazujący, że wytrzymałość naczyń cylindrycznych ma 
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swoje granice. 

W wypadku CIŚNIENIA ZEWNĘTRZNEGO, kiedy fr=0 bę
dziemy m i e l i znów: 2 2 

/V _ m-s „ 

Ponieważ oczywiście: — A - E ć « oraz 
J><? zatem w danym wypadku należy założyd;: 

<t^**? 771 jg-r2 ' jęA-r* ~ 77' 
^ - ^ ^ y _ ĄA ^ 

^z„f)X w j^ip m JC^-r* r 

Skąd mamy znowu nowe dwa warunki konieczne: 

JP= A " oraz* /p— A s> 

Ponieważ d l a tworzyw, z któryoh budujemy rury 
/^^•/^ przeto miarodajny j e s t pierwszy-warunek jako da 

7P 

jacy większy stosunek - ~ . Możemy przeto i w danym 
wypadku pominąć zgoła warunek drugi. Nadto być musi 
/-AfH*Ć » co, daje nowy warunek A~j~^Ay wska-/C ' ; r J J ' x ^ - y 
żujący, że wytrzymałość naczyń cylindrycznych na ciś
nienie zewnętrzne również ma swoje granice. Podobne 
warunku mieliśmy również, i dla naczyń k u l i s t y c h . Pora 
wyjaśnić i c h rolę. W tym celu bierzemy przykład typo
wy rury o średnicy wewnętrznej 8 cm. i zewnętrznej 24 
cm. Prężność wewnętrzna wynosi 1500 kg./erai3 Po podsta
wieniu wartośoi T ^ f e ^ i j J^J* .12 cm. oraz^^ASoa^a 
w odnośne wzqry otrzymamy /£^/ . =2134 "Jgf*y lE^J^ 
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-623 sY» wreszcie f=ś$f# Odnośny wykres 
wartości podaje RYS. 376.— 

Wnioskujemy zeń o nader nierównomiernym rozkła
dzie naprężeń zastępczych. Zewnętrzne 
cząsteczki materjału są nader słabo na
prężone, podczas gdy wewnętrzne wytrzy
mują naprężenia prawie sześókroć razy 
większe. Tworzywo j e s t źle wyzyskane, 
pracuje nieodpowiednio. Stąd jasnem 
się staje dlaczego dalszo zgrubianie 
ścianki nie prowadzi do celu: im ścian
ka grubsza tem różnica pomiędzy naprężeniami zastępcze-
mi wewnętrznerai i zewnętrznemi staje się wybitniejsza 
tem tworzywo gorzej pracuje. To też zazwyczaj rury ar
matnie, narażono na. wysokie ciśnienia wewnętrzne bu
dują z k i l k u t u l e i nasadzonych jedna na drugą pod ciś
nieniem dość znacznym. Promień wewnętrzny t u l e i zewnę
trznej, robią przytem nieco mniejszym od promienia ze
wnętrznego t u l e i następnej wewnętrznej - przy ..nasadza)* 
niu zewnętrzna wywiera, znaczny nacisk na wewnętrzną 
tworząc w ten sposób przeciwciśnionie w kierunku do-
arodkowym. Istnienie tych ciśnień pierwotnych umożliwi 
lepszy rozkład naprężeń w chw i l i strzału. Powstająca 
nagła prężność wzbuchu udziela się przedewszystkiem tu 
l e i wewnętrznej, uciskanej przez zewnętrzne dalsze tu
l e j e . Ten j e j nacisk zewnętrzny przeciwstawia się we
wnętrznej prężności wzbuchu obniżając naprężenia ścian 
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k i wewnętrznej. Korzystając ze wzorów wyżej podanych 
łatwo można wyliczyć różnicę średnic jaką otrzymać na
leży przy toczeniu t u l e i w celu prawidłowego działania 
całości ,~s> 

Podane powyżej wzory nadają się do o b l i c z a n i a na
czyń cylindrycznych grubościennych. Dla naczyń cienko
ściennych możemy j e znacznie uprościć. Oznaczmy przez 
JS grubość ścianki, wtedy J^=J~+A? . W wypadku prężno
ści wewnętrznej fi„ działającej na dna będziemy m i e l i 
naprężenie C = ~",/~" » = • Nadto w kierunku 
prostopadłym do promienia będziemy m i e l i naprężenie 
6^.y prężność bowiem wewnętrzna stara się rozerwać na

czynie wzdłuż płaszczyzny przechodzącej przez oś podłu
żną naczynia. Wyobraźmy sobie pierścień ̂  długi wykra-
jany z naczynia /RYS. 37^/ dworna poprzecznemi przekro
jami EE i m . Rozkrajmy go myślowo na dwie części, 
Płaszczyzną przechodzącą przez oś /'RYS. 377/. Z łatwo
ścią można się przekonać, że wypadkowa wszystkich ciś

nień JE* równa się j°= 

=Erć/yj3w . W i s t o c i e roz-
krajane naczynie możemy 
przykryć z boków dwoma 
płaskiemi ściankami bocz-

nemi /RYS. 378^ oraz górną & również płaską pokrywą. 
Całe to naczynie zamknięte pozostaje w równowadze pod 
ciśnieniem wewnętrznem Jb^ , ponieważ nacisk wywiera
ny na boczne ścianki płaskie j e s t jednakowy i znosi się 

Rys. 377. #ys. 378. 
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wzajemnie, przeto ciśnienie na pokrywę górną musi rów
noważyć wypadkową ciśnień na.powierzchnią półcylindry-
czną, co da P= £rcty^)w% Stąd bezpośrednio otrzymamy 
P rcZyjb^ Q> zważywszy, że oba przekroje wy
noszą razem . Stąd C = "jffi" =^C>. Stąd 
bezpośrednio czyniąc 6^=^ otrzymamy wzór ostateczny 
jS= wyznaczający grubość ścianki według większe
go naprężenia jakim j e s t oczywiście £.s> 

Ten sam wzór najwidoczniej stosuje się również 
i w wypadku prężności zewnętrznej. Wtedy jednak mamy 
do czynienia z naprężeniem ć£ ściskającem i wzór wy
pisany być winien w postaci A = . Wszelakoż w 
tym wypadku BACH radzi w obawie, spłaszczenia rury 
pod jarzmem prężności zewnętrznej - stosować wzór czy
sto doświadczalny: 

+ A L 

gdzie L oznacza długość swobodną naczynia pomiędzy 
dnami, lub pomiędzy wzmocnieniami poprzecznerai, a 
współczynnik Jł wyznacza się doświadczalnie. 

Prócz rur i naczyń cylindrycznych możemy również 
według powyżej podanych wzorów obliczać: 

§ 4. OGNIWA. Trzpień. O ochwytuje wzdłuż łuku do
tyku £oć ogniwo . Połowę ogniwa z przekrojem 
t r z p i e n i a widzimy na RYS. 379. Nacisk wywierany na 
ogniwo niech będzie P . Na t l e działania tej siły w 
powierzchni dotyku Q^ rozwija się ciśnienie ̂ odśrod-
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kowe i jak się okazuje z prób - jednostajnie rozłożo
ne wzdłuż całej powierzchni dotyku. Chcąc wyznaczyć 
wartość rozpatrujemy siłę j ed.no stkową ć€^^*przy-
należną do elementarnej powierzchni dotyku Srdyogni

wa. Rzut j e j 
na oś działa
n i a s i ły 
będzie ^r/<^z^ 
a wypadkowa 
wszystkich 
tych sił równa 
oczywiście s i 
l e JP będzie: 

°^Stąd:<^- —. • I ten sposób wzdłuż powierz-

p 
2 

chni dotyku 9 9 ogniwo można upodobnić do naczynia cy
lindrycznego grubościennego, d l a którego fy, = ̂ Jgpjgjfó^ 
oraz />z ~ O . Ponieważ na boczne ścianki ogniwa nie 
działa żadne obciążenie, prz e t o : fcęjĄ A = -<b wreszcie 

stad: (k 
P 

Według tego wzoru należy•óbliosac ogniwaJest on ścisły 
jedynie d l a ogniw o:;;przekroju prostokątnym. Dla ogniw 
łańcuchowych spawanych z drutu okrągłego możemy rów
nież korzystać z tego wzoru rozpatrując f i k c y j n y prze
krój kwadratowy ogniwa. Wysokość tego przekroju bie
rzemy równą średnicy przekroju ogniwa, a szerokość & 

http://ed.no
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dobieramy tak, aby pola o b u przekrojów były jednakowe. 
Musi być zatem =&/&tą&: & -. Podstawiając 
we wzór wyżej wyprowadzony, zważywszy, że dla łańcu
cha T=-^-; 2^=*?r +d=ĄSd otrzymamy: 

Wyniki otrzymane z t e g o w z o r u są zgodne z doświadcze
niem. 

ROZDZIAŁ JEDENASTY. 

PŁYTY I POWŁOKI. 

§ 1, U S T A L E N I E POJĘĆ Z A S A D N I C Z Y C H . 

Dział płyt najmniej wyczerpująco został opracowa
ny w wytrzymałości tworzyw ze względu na olbrzymie t n * 
dności całkowania, a wzory po dziś dzień znane niezbyt 
ściśle odpowiadają danym doświadczalnym. Podajemy wo

bec tego teorję przybliżoną płyt C. v. BACHA, jako sto
sunkowo najprostszą, a bodaj czy nie n a j l e p i e j odpowia
dającą wynikom doświadczalnym. 

§ 2. PŁYTA OKRĄGŁĄ /RYS. 380/. Rozpatrujemy płytę 
okrągłą o promieniu , podpartą na całym obwodzie, a 
obciążoną jednostajnie w stosunku ć[ KIO. na centymetr 
kwadratowy pola koła współśrodkowo zatoczonego ze środ
ka płyty promieniem Przetnijmy płytę średnico-
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wo wzdłuż AB na dwie półkoliste części. Obciążenie 
jednej z n i c h stanowić będzie siła^0sfr2 zogniskowa* 
na w środku ciężkości Cd połowy kręgu o promieniu T , 

a więc w punkcie leżącym 
na średnicy prostopadłej 
do AB w odległości ̂  = 
Nadto płyta podparta na ca
łym obwodzie ulega działa
niu sił odporowych, jedno
stajnie po całym obwodzie 
rozsianych. Że tak j e s t 

i s t o t n i e , nie wiemy - tylko przypuszczamy y braku* i -
nych danych dokładniejszych. Zatem na półkole AB 
przypada połowa wszystkich sił odporowych o wypadko-
wej ±-cfj£r zogniskowanej w środku ciężkości półko
l a , a więc w punkcie Cł łożącym no średnicy prosto
padłej do AB w odległości OQ = a Te dwie wypad
kowe dają zatem w stosunku do AB momenty różnoskręt-
ne: odporowy E^sTr*-^—- i odkształcajwy jff^^j-jp-* 
Ich wypadkowy moment Al=yZlr2^-^- ~§"j^J stanowi nie
wątpliwie obciążenie gnące płyty w stosunku do prze
kroju AIS . Ten przekrój stanowi oczywiście prosto
kąt o powierzchni 2j^xA , gdzie przez k oznaczyli
śmy grubość płyty. Moment wytrzymałościowy tego prze
kroju będzie: = ~A^Ź* , możemy przeto napi
sać: j-K^/j =J^fJtrs^ź - przyczem wobec JA,-/ & 
zbytniej dorywczości całej tej t e o r j i wprowadziliśmy 



- 667 -
we wzór tylko co wypisany współczynnik M> , czysto do
świadczalny, aby w ten sposób ściślej- dostosować się 
do warunków i s t o t n i e zachodzących, niewątpliwie bowiea 
siły odporowe nie są rozłożone jednostajnie po obwo
dzie płyty, jakeśmy to zakładali; 

Zatem: if^M0^^0Ę^^J 
przyczem j ak z doświadczeń BACHA wynika ̂ 1=4,5, 
W szczególnym wypadku gdy płyta jeBt obciążona jedno
s t a j n i e na całej swej oowierzchni T.-M^ a wtedy: /śT~ 

R2 ' =^ćl-^-(^ , gdzie M =0,8 d l a płyt wspartych, oraz 
jU = ifj2 t dla płyt zamocowanych na obwodzie. 

W obu wypadkach strzałka ugięcia płyty pośrodku, 
jak to BACH ustalił za pomocą doświadczeń_,może być 

r I?2 2 wyznaczona ze wzoru f = UT Ć^Ł- , przyczem gdy 
r<J£ wtedy 0,4 -f- ąS . Gdy zaś !sr̂ g wtedy f= 

= V^]f^Z=-&j^?Z> 6 d z i e &= °^6^ d l a w P P Q r -
tych, oraz '̂ ? = &,& d l a płyt zamocowanych na obwodzie. 
•- § 3. PŁYTA PROSTOKĄTNA. Doświadczenie uczy ,p.ij 
płyta prostokątna obciążona, jednostajnie lub siią, sku
pioną po środku - łamie się mniej więcej wzdłuż prze
kątni. Zatem należy wyznaczyć obciążenie płyty w sto
sunku do j e j przekątni AB , przy obciążeniu jedno-
stajnem & KG. na jednostkę pola płyty. Całkowite ob
ciążenie płyty cZ długiej i i szerokiej będzie te
dy ^<Z<o 7 a przeto obciążenie trójkąta A3D wynie
sie ^c^aio . Siła ta będzie oczywiście skupiona w 
środku ciężkości trójkąta, a więc w odległości od 



przekątni JlJS . Da ona przeto moment odkształcający 
•~-<JTCI<D £/j[..-£> Aby otrzymać moment odporowy zakłada
my, iż płyta podparta j e s t na całym swym obwodzie, a 
siły od.porowe jednostajnie wzdłuż obwodu rozsiane. 

W ten sposób wypadkowa 
odpór skupionych wzdłuż 
boku AD działać będzie 
pośrodku w punkcie £2 , 

a wypadkowa odpór dzia
łających na bok MA w 
punkcie CO środkowym 
tego boku. Odległości 
obu tych punktów o&A£ 
są równe: £j£ zatem 

RUS. 382._ odpory dadzą moment 

2 
& ci£>-fjj — ^fcz/o/f , Wypadkowy moment będzie więc 

JĄ= ~<g.a&H-^gcz&/f=j~gai/I. Ponieważ pole pły
ty j e s t równe cz<o oraz Jf-*AB c z y l i 7/ycz2+<o2 zatem 

U C7 cc2£2 

ft=77^7^lP 1 ostatecznie JU^-^-•~r-y-^ . Ten mo-
ment wypadkowy stara się złamać płytę w przekroju AB 

po przekątni. Oznaczmy przez /i - grubość płyty, a 
wtedy moment wytrzymałości przekroju AB wyrazi się 
w postaci: ~*A£X&>.= -g-k*)/a,*+ &2'. Mdżęmy przeto na
pisać —•/ts\/a2+ &2•-—^iŁp . gdzie również wpro-
wadziliśmy współczynnik poprawczy ySf ze względu na 
pewną dowolność naszych założeń dotyczących rozkładu 
sił odporowych na obwodzie płyty, które oczywiście 
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nie są rozsiane jednostajnie wzdłuż boków.^s> 

Stąd mamy: / ^ 

gdzie d l a płyt opartych Jć =Cj^S\ oraz 41=4,42 dla 
płyt zamocowanych na obwodzie. s> 

Gdy obciążenie płyty stanowi s i i a skupiona JP dzia 
łająca po środku płyty w punkcie O będziemy m i e l i , z a 
chowując te same założenia co do sił odporowych: A4-
jf£$&f zatem jak poprzednio : ̂ ^aA-f-^ =yU-^-^=p\ 

Stąd mamy: ^fftja +. W]$* ' P r z y C 7 e m ^ - ^ / ^ d i a 
płyt opartych i =J!fjoo-&\& płyt zamocowanych na obwo 
ozie. W szczególnym wypadku gdy ćZ~ć> otrzymujemy: 

^ a P^*'? kwadratowej podpartej^ oraz 
dla płyty kwadratowej zamocowanej na obwodzie.~S> 

§ 4. PŁYTA OWALNA. W wypadku jednostajnego obcią
żenia w stosunku na jednostkę pola płyta owal 
na /RYS. 2>&2/ zachowuje się jak prostokątna c tych aa-
mych wymiarach -zasadniczych - długości CZ i szeroko
ści ^ , możemy zatem napisać: ̂ ^^^~^A^~^A^J przy
czem j/Ct = ą6j7 dla płyty owalnej o p a r t e j , a y U ^ Ą U 

dla płyty owalnej zamocowanej na obwodzie. Gdy jednak 
płyta j e s t obciążona siłą skupioną J^. działającą po
środku w punkcie O , wtedy jak głoszą doświadczenia 
BACHA: • , , 

J+A§+3Ą aiWl 

gdzie ^/i = Z,S d l a płyty owalnej podpartej, • ^~A,6f 

WYTRZYMAŁOŚĆ MATEPJAŁOw • ARKUSZ X L I V . 
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dla płyty zamocowanej na całym obwodzie. Na tem koń
czymy teorj"ę płyt.—£> 

ROZDZIAŁ DWUNASTY. 
NA PRB Ż fi NI A RUCHU. 

§ I. USTALENIE POJEC ZASADNICZYCH. Dotychczas 
rozpatrywane wypadfci obciążeń wyłącznie DOTYCZYŁY 
CIAŁ POZOSTAJĄCYCH w SPOCZYNKU, a więc pozbawionych 

• 

całkowicie* przyspieszeń. Obecnie, należy zoadae wytrzy
małościowo ciała obdarzane ruchem, a więc podlegle 
działaniu sił powstających na t l e przyspreszeri. Te s i 
ły powodują odrębny rodzaj naprężeń, które nazwiemy 
krótko NAPRĘŻENIAMI RUCHU. NAPRĘŻENIA RUCHU FOWSTAJA 
POD DZIAŁANIEM SIŁ BEZWŁADNOŚCI, ORAZ PRZY UDERZE
NIACH i DRGANIACH. Teorja i c h wobec niesłychanych 
trudności doświadczalnych nie j"esfc j-oszcze opracowa
na wyczerpująco i-jak''dotąd opiera się na założeniach 
dosyć wątpliwych. Podamy jej" główne podstawy, rozpo
czynając od'naprężeń powstających pa t l e sił bezwład
ności ciał ruchomych. 

§ 2 . NAPRĘŻENIA RUCHU POCHODZĄCE OD SIŁ BEZWŁAD
NOŚCI . 1 jawią j a eie* one w uptrojach ruchomych jako 
clciążenia ruchu ogniw ustroju. Łatwo je rachunkowo 
ująć wyznaczywszy wax»tości sił bezwładności. Niestety 
jednak tego mechanika nie umie, BADA ONA BOWIEM WY -
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ŁĄCZNIE CIAŁA SZTYWNE, NIEISTNIEJĄCE. Z konieczności 
więc zmuszeni jesteśmy przy wyznaczaniu przyspieszeń 
pomijać odkształcenia ogniw, rozpatrując je jako c i a 
ła zupełnie sztywne. To założenie KAZI ISTOTĘ RZECZY, 
a jednak nie daje wyników sprzecznych - ponieważ dopu 
szczalne odkształcenia ogniw są jak wiadomo stosunko 
wo nadei nieznaczne. Przy badaniu naprężeń tego rodza
ju kolejno rozróżniamy: 

§ 3 . NAPRĘŻENIA PODŁUŻNE, pojawiające się na t l e 
sił bezwładności działających W KIERUNKU OSI PODŁUŻNEJ 
PRĘTA PROSTEGO.Weźmy pod uwagę ^ Y S . 3 8 5 / pręt prosty 
pionowy poruszający eię pionowo pod działa
niem siły P uczepionej pośrodku przekroju 
górnego pręta. Oznaczmy przez ^"ciężar wła
ściwy tworzywa pręta, przez %3 j-egc nr z ek rój I i /-

i i 

fO. 
Ryj. 385. 

poprzeczny, przez X jego diugcsć. Wobec po
łożenia pionowego pręta w górnym jego prze
kroju działa siła rozrywająca ftJZ, ciężaru 
pręta, niezależna od P . Oznaczmy przez JfL 

przyśpieszenie pręta; każdy element długo
ści pręta o masie -£óciz sprzeciwiać się bę 
dzic ruchowi z siłą bezwładności fV-gO<zZ. zatem w 
górnym przekroju pręta będziemy m i o l i siłę rozciągają
cą Jfj^-yjL+f-%£5d-Z. Jeżeli nadto u dolnego przekro 
j u zawiesimy ciężar Ci w postaci masy -g- skupionej*, to 
niewątpliwie obciążenie górnego przekroju wzrośnie do 
Rz-[fóL + Qjfe'i'~£rJ, dając naprężenie ruchu 
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W podobny zupełnie sposób działa siła masowa.pręt 

"̂RYS. 384/ obracający się z szybkością kątową stałą ćć? 
wokół środka przekroju AA , uloga działaniu siły od

środkowej ; każdy element długości pręta o 
masie -^3dx rozpatrywany w odległości JC od c> 
swobodnego skrajnego przekroju pręta BJ3-
rozwija siłę odśrodkową -g Jdr. co2(/L~ocJt 

zatem w przekroju górnym tego^ elementu pa
nować będzie składowa Jdz~-jf-^ód^ćcf3^). 
Dla pręta o stałym przekroju JXZ= ̂ ^6)i*J2,~jJ. 
Ta siła osiowa rozciągająca osiąga swą war
tość najwyższą w przekroju - podstawo-
wym pręta, gdzie ~-*jc*)2L =j-gJv*'gdzie 

przez V=ćuL oznaczyliśmy szybkość linjową przekroju 
SB, pręta. Składowa JŹ2 daje naprężenia 7^.-J£''J> powo
dujące wydłużenie płytki c&lr =ĆTcć»x= -g-CĆJC. Wydłuźe-
nie całego pręta będzie więc zlZ^'• Jf—Jco^E'^;^. 
'Dla pręta o stałym przekroju : AL =/-lf^f%x{Z-jr)d^ = 

Tego samego typu naprężenia podłużne występują 
W PRZEKROJACH POPRZECZNYCH WĄSKICH PIERŚCIENI WIRUJĄ
CYCH ZE STAŁĄ SZYBKOŚCIĄ KITOWĄ Cć . Wązkim nazywamy 
pierścień o grubości nieznacznej w stosunku do śred
niego promienia pierścienia /''RYS. 38^/. Oznacznfy przez 
^ średni promień pierścienia, p r z e z - jego stały 

przekrój poprzeczny, oraz przez ^ ciężar właściwy 
•tworzywa. Massa znikomego wycinka o kącie środkowym^3 



- 693 -
będzie -£<j<Qdv> a siła odśrodkowa tego wycinka dC = 
= ̂ J^2df&=^Jo>ty&&z\-z przez 1/ oznaczyliśmy szyb
kość liniowa aśerścienia na o s i 
przekroju. Układ sił dć zupełnie 
zresztą symetryczny względem 
środka, stara się zwiększyć proi-
mień ^ o df a zarazem - wydłu-
zyć obwód pierścienia i tym sa
mym stosunku. Inaczej mówiąc w 
przekrojach poprzecznych pierś
ci e n i a muszą powstawać siły-/̂ . 
podłużne osiowe równoważące 
działanie sił dC'. Rzut siły 
J&z na kierunek dC będzie 
J^&m^-J.Ąd~f> zatem wo >ec 
i s t n i e n i a trwałej równowagi musi \>ytćjRzdf=d(7=-Ajv,&y> 

W założeniu nieznacznej grubości *f prerście-
« 6 

nia możemy oczywiście założyć, iż siła j-ednostajnie 
się rozłoży wzdłuż przekroju poprzecznego pierścienia 
dając naprężenie rozciągające T = —l 3 5 - ^ Naprę-
żenią te rosną jak widzimy nader szybko; powodują one 
wydłużenie jednostkowa pierścienia £= -ŚL=A^d zwięk-

A £" j f i 

szające jego średnią długość Z, = J?JTś> o przyros 
= & i / 2 ^]?^ oraz wydłużające jego średni promień o AJ> = 
~JLi>*~$-k Gdy więc zaopatrzymy pierścień szybko wirują-6 Ł 

cy w ramiona to wydłużenia tych ramion będą trzykr o t 
nie mniejsze, zgodnie z tem cośmy wyżej otrzymali. Ra-
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miona hamują swobodne rozszerzanie się pierścienia, da
jąc dodatkowe naprężenia gnące - nader szybko rosnące, 
jak to wkrótce zobaczymy. 

I bez tych naprężeń dodatkowych wytrzymałość pi er-; 

ścienia jes t stosunkowo dość słaba; Dla s t a l i zlewnej 
T= Z 8 i = -M. ^sapiaafohulw. już 
przy W-l-kOfifc otrzymamy T^Ź&fO HJ%w*- na prężenie 
wogóle niedopuszczalne w ustrojach, W tych wypadkach 
lepsze wyniki dają tarcze wirujące, o których wkrótce 
powiemy. Z k o l e i rozpatrzymy; 

§ 4. NAPRĘŻENIA GNĄCE pojawiające się na t l e sił • 
bezwładności DZIAŁAJĄCYCH PROSTOPADLE DO OSI PODŁUŻNEJ 
PRĘTA PROSTEGO. Weźmy pod uwagę ŁAUZNIK KORBOWY sprzę
gający koła prowadzone parowozu /RYS, 386/. Promienie 
obu korb oznaczmy przez , długość łącznika przezJ£. 
Wobec ruchu postępowego ustroju KAŻDY PUNKT ŁUCZNIKA 
PORUSZA SIE TOŻSAM0SCI0W0 Z SZYBKOŚCIĄ. l^^dJf i przy-
śpieszeniem dośrodkowem W - CO f , przyczem CO ozna
cza szybkość kątową obu korb, W założeniu stałej warto* 
ści CO kąt y" odchylenia obu korb będzie równy co~ł> . 

Wyznaczmy w odległości Z cd lewego łba łącznika zniko
mą płytkę dz o masie -—-tJdz gdzie przez *5 oznaczy
liśmy poprzeczny przekrój łącznika, a przez ^ - jak 
zwykle ciężar właściwy tworzywa. Ta masa da siłę bez
władności pochyloną pod kątem ku osi po
dłużnej łącznika. Słowem łącznik możemy rozpatrywać 
jako pręt obustronnie podparty, a obciążony jednostaj-
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me na całej długości w stosunku <p =~^Jćd*f na |eU- ' 
nostkę długości.To 
obciążenie działa 
pochyło, składowe 
jego podłużne^ótfć* 
dadzą naprężenia \ J Z, 

podłużne póprzod- ^ Ryj. 3 86. 

nio rozpatrywane, a składowe ^e&z •& —naprężenia ru
chu gnące. Skrajną wartość tych ostatnich otrzymamy 
prssy Będzie to obciążenie prostopadłe do osi 
podłużnej pręta,-do niego dochodzi waga własna łączni
ka, zatem pręt będzie obciążony jednostajnie w stosun
ku ~ć^*^* ~~-— a a jednostkę długości Naj wyższy 
moment gnący będ z i e po ś ro d ku pręt a ^ P^*^I> 
jak to już wiemy z ustępu dwudziestego działu piątego. 
Wzór ten dotyczy łączników c stałym poprzecznym prze
krój u. 

Nieco zawilej się rzecz ma w wypadku ZWYKŁEGO 
KORBOftODU / f e s . 38?/, tutaj bowiem PRZYSPIESZANIA PO
SZCZEGÓLNYCH PUNKTÓW^ K0RB0W0DU NIE SĄ JEDNAKOWE. 
Oznaczmy odpowiednio prz^z.V i ̂  odległości jakiego
kolwiek przekroju poprzecznego .M korbowodu od o s i 
czopa korbowego -/K* T krzyżulcowego A^ . Cata' długość 
korbowodu niech więc będziw ^Ź+T^^ZJ , V? założeniu 
stałoj szybkości kątowej CO kąt odchylenia korby OfiP 

od l i n j i martwych punktów będzie . Odłóżmy 
OQ~?^ i poprowadźmy TnJtf. - prostopadle do tfJs^* 
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W stosunku do otrzymanego w ten sposób punktu £2 wspól-
fi ęene ruchomego punktu M będą: Qm =j>r=fćbj#+g£>2/3-

=<°ćoówi-y(/-&/3)Q raz mA=^= -^-fcfm=^j-^cSc^i&źyrzy 

C2e:n jak to widać z trójkąta będziemy m i e l i 

nadto oJi^y3 - y-of(*ićt/~£> Zazwyczaj \i ustrojach korbo-
wych stosnnek f:Z ~£~ ' a n aJczCŚciej- Z, ~ £> f . 

Dla tych wartości kąt jest nader nieznaczny, s k r a j -
na. jego wartość wynosi bowiem odpowiednio 14°J0, ZJ°JO' 

i 3°30' zatem wartości skrajne najmniejsze 
będą ąfć<?, ą&fo i 4 ^ ? < £ a więc prawie równe j e 
dności, możemy przeto napisać wprost ^f^/^ćOT9 y= 

=~S-oJmcc>ti co odpowiada przybliżeniu ~ 0 . A za-
Lem pr zyśpi esz eni e —Ą=jc"--- @ćt) ćoóćdł winno być uwa-
żane jako równolegle do osi podłużnej korbowodu, a 

/ . di/_ %$ i i i ' przyspieszenie j =tfffi~~~2J—M^mć<J^y panuj ące wprnk-
cie Ztf. korbowodu , jako doń prostopadle. Przyspieszę-
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nia Jadają NAPRĘŻENIA RUCHU PODŁUŻNE uprzednie rozpa
trywano, natomiast przyspieszenia ^"powodują NAPRĘŻE
NIA hUCHU GNĄCE. Aby je wyznaczyć rozpatrujemy w odle
głości % od prawego końca korbowodu dwa sąsiednie 
przekroje poprzeczne, tworzące płytkę, znikomo gruba. 
Massa j e j będzie ^r-$$%, a odnośna siła bezwładności 
' — -4r-JVf-y—ćocjłhcor* Skrajną wartość tej siły otrzymu-

<s _ _ 
jemy gdy #=ćdł^-FT^ wtedy mamy bowiem — cla 
punktu ^ . Inaczej mówiąc korbowód możemy rozpatrywać 
jako belkę opartą obustronnie a obciążoną na jednostkę 
długości siłą:-^J^y^zmieniającą się linjcwo według 
prawa trójkąta od O dla skrajnego punktu J£ do--gcfa/ f 
d l a drugiego końca korbowodu Odnośny wykres ob-
ciążonia podaje RYS. 387 w; założeniu stałego przekro
j u poprzecznego t 5 korbowodu. Chcąc wyznaczyć skrajną 
wartość momentu gnącego określamy odpór Jv • W tym ce
l u wypisujemy wartość całkowitego obciążenia b e l k i w 
postaci C-j£^[~-góC<J2^=-j^<Jć(j^Z. Stąd bezpośred
nio Jc^—CŁ^-^-^o^ćd^Z jak to zresztą n a j l e p i e j widać 
z rysunku. W podobny sposób obciążenie prawej części 
korbowodu AX będzie g^gt/L^afa^^-g^^gi 
zatem obu tych sił i & względem środka przekroju 
poprzecznego M będzie: Ji =J^% ̂ fT ~ ~ź -C^60 ¥~~ 

Czyniąc równą ieru pócnodhą=^=^-M^£if^/LS^J^O 
otrzymujemy dla ̂ "TŻT" skrajna wartość momentu gną-

=• - w e g iJW ŚWJ sy? g % — 
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która da najwyższe obciążenie ruchu gnące t przyna
leżne do danego wypadku. Wobec niezbyt ścisłych zało
żeń i uproszczeń j a k i e czyniliśmy, wzór tylko co wy
prowadzony może być również użyty w wypadku zmienne
go przekroju ~ należy jeno miasto $ podstawić śred
nią jego wartość. Z k o l e i jako typowy przykład wystę
powania łącznego naprężeń obu rodzajów wyżej wyznaczo
nych rozpatrzymy: 

§ 5. NAPRĘŻENIA KÓŁ ZAMACHOWYCH. Jak to już 
uprzednio zaznaczyliśmy RAMIONA HAMUJĄC ROZSZERZANIE 
SIE PIERŚCIENIA WIRUJĄCEGO POWODUJĄ. W NIM DODATKOWE 
NAPRĘŻENIA GNA.CE. Pochodzi to stąd, iż pierścień swo-
bortny znacznie aię mocniej rozszerza - pociągając za 
»obą ramiona z siłą «X/RYS. 288/* Poprowadźmy £ prze
krojów średnicowych płaskich przecinających wieniec 
pośrodku pomiędzy ramionami. Wobec zupełnej .symetrj i 
obciążeń koła swobodnie wirującego naprężenia tylko 
L.O otrzymanych przekrojów wieńca, dają wypadkową siłę 
podłużną prostopadłą do przekroju a przyłożoną do
jęto środka masy oraz rcoment M0 leżący w płaszczyźnie 
przekroju a równologły do o s i obrotu koła zamachowego. 
Nadto S T l a tnąca przekroju musi być równa zeru, ina
czej bowi cm musiałaby byc skrępowana odśrodkowo d l a obu 
przekrojów jednej połowy koła i dośrodkowo dla obu 
przekrojów drugiej połowy, co psułoby symetrję obciąże
ni a . Ostatecznie więc (2o = O . Prócz tylko co wymię 
nionych sił J£ i M0 wieniec ulega działaniu ściągające-
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mu ramienia - oraz masowym siłom odśrodkowym.Oznaca 
my przez <J poprzeczny stały przekrój wieńca, przez ̂> 
promień jego środka ciężkości, przez 9? kąt pomiędzy 
osią rozpatrywanej szprychy, a płaszczyzną tego prze
kroju przechodzącą przez oś obrotową koła. Prowadzaj 

przekrój sąsiedni otrzymamy wycinek wieńca odpowiada
jący różniczce kąta środkowego c£y> - o masie ^Jfd^ 
gdzie przez oznaczyliśmy ciężar właściwy tworzywa 
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wieńca. Ta M i s i da siłę odśrodkową = ~<J<o*ct>2cćy 

o której t y l k o co była mowa. Wobec zupełnej symetrji 
obciążenia dwa równania, s t a t y k i wypełniają się saine 
przez się, pozostaje przeto jedyny warunek ••równowagi 
sił równoległych do c s i podłużnej ramienia. Daje on: 

skąd otrzymujemy: 7^ =-^of<P2co8
 s - . Zatem moment 

pozostaje statycznie niewyznaczalnym. Aby go zna
leźć, wyznaczamy pracę sprężystą rozpatrywanej części 
koła, W tym celu oznaczamy przez 2^ podłużną siłę ob
ciążającą poprzeczne przekroje o£ ramienia. Rozpatru
jąc OBWÓD JAKO PRCT 0 SŁABEJ KRZYWIZNIE W STOSUNKU DO 
PROMIENIA* możemy napisać: II=ś/P^ffi+ *f CN^* fZpj/- T *4. 2EJ Ja Ć£J / pir ct Sf~z*e przez c/ oznaczyliśmy moment i n e r c j i prze 
kroju wieńca względem o s i głównej, równoległej do osi 
obrotu przez E współczynnik sprężystości tworzywa 
wieńca i przez EJ^ — takiż współczynnik dla tworzywa 
ramienia, które niekiedy bywa wykonywane z innegc ma
terjału. Nadto pomijając wymiary piasty długość szpry
chy czynimy równą & . W danym wypadku mamy oczywiście 

-JZe fc/-y>J] °+ ~E<Juj2fsf- £rtfoć-f>J -h //= 

Jak to zresztą n a j l e p i e j z rysunku spostrzec się daje. 
Na mory poprzednio otrzymanego wzoru dla J£ możemy 
nadto napisać ostatecznie jtf =ytf0~i~~ ^fef^s^—5 

Podobnież mamy: J^J^af^-jpJ^^Jco^d^^^^-
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Na mocy zasady o najmniejszej pracy możemy oczy^ 
wiście napisać JŁH — O oraz = 0 ; pierwsze 
z tych równań daje" 5¥L = £/^jĘ^£=$ stąd: 

ĆS^OĆ *y 2 loszce W' 
I ostatecznie: Jj=~JC±Lj- *L7+ ̂ f 4 

_ <&,Co<:-r)L J£f 71 ćoóć*-r>) 7_ r > 

Chcąc skorzystać z równania ~£~&&J0'9 należy wy-
znaczyć wartość siły /̂S, , biorąc pod uwagę siły od
środkowe ramienia, W tym cej,u w odległości ^ od środ
ka przekroju wieńca /RYS. 389/ prowadzimy przekrój po
przeczny AA ramienia . Znikomo od4n odległy 

v 

przekrój sąsiedni utworzy płytkę o masie d%'» 

gdzie /f oznacza ciężar właściwy odnośnego tworzywa. 
/V-

Ta mafia rozwinie siłę odśrodkową ^^co*(f-%)(/j? 
Niech będzie nadto -2f'- ^ . Przekrój AA odległy o 

• Z od os i koła ulegać przeto będzie s i l e rozciągają
cej %X\ craz wypadkowej sił odśrodkowych tylko co 
wyznaczonych a przynależnych do wszystkich płytek górnej części szprychy. Możemy przeto napisać, że siła 
podłużna tego przekroju j^-JC-ł-j'~ĘJ^Ct)2^f"fJ^^ — 
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Ostatecznie wiec: *2IŁ = £ J Ł f , > 9 j g , 

^ c i ^ 

2ZJL<* & "2Jirfbć * źeS^cćJ s £J 
+ 

,3 

Stad mamy. 
Y-*>Y. e-sAi; 2> 

° dóón2oC c/J 2cćJ 
Dla ułatwienia wyliczeń podajemy tu tablicę wartości 
y- = 6 3m2cć— rożnych ilości ramion C\ 

TABLICA 3fZZ?EMMA2TA. 
• 4 6 3 10 12 

&m 0,/3$3?62 0,S235?J8 

0,6427004 iB?3?30Ó 

Tylko co otrzymany wzór można, również stosować 
w wypadku zmiennego przekroju ^ ramienia, bforąc 
średnią wartość przekroju. 

Cała powyższa teorj a wyprowadzoną była w założe
niu stałej.kątowej szybkości Cd koła zamachowego. 2La-
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zwyczaj jednak przyśpieszenie =ć= O . Wywołu
je ono dodatkowe naprężenia ruchu, które można wyzna
czyć w podobny sposób, nadto uwzględnić należy wszel
kie zgrubienia wieńca, w których.tkwią śruby i k l i n y 
łączące. Wszystko to przekracza ramy naszego kursu, 
stanowiąc treść CZESCI MASZYN.; "Pełną teorję podaje 

Naprężenia gnące powstające na t l e moment, 
wzrastają wraz z CO <p , a <«nęc> .proporcjonalnie-do 
kwadratu szybkości 1.1 nj owej środka przekroju wi.eńca, 
rosną więc nader chyżo wraz z liczbą obrotów koła za
machowego. Winne leniu ramiona - to też kolo szybko w i 
rujące nalsży budować bez. ramron w postaci tarcz pew
nych* 2 k c l e i przeto poznamy: 

% 6. HAPRĘŹEMIA WIHHIK^W. e z y l i TAHCZ SZYBKCWIRU-
JACYCH. lfcezray pod uwagę wi mik /RYS. 390/ j a k i zazwy
czaj pracujG r turbinach . 
de LAl/AL A. Oś obrotową $vP°*M 1 P i ! 

myślowo kostkę prowadząc 
dwit powierzchnie c y l i n 
dryc7n« o promieniach ^ 

\r 
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i <ś>+dę oraz dwie środkowe płaszczyzny przekroju pod . 
kątem dy przechodzące przez oś obrotu. Wytworzona 
w ten sposób kostka będzie miała objętość df-fafy^.A 

i massę -^rAfdfd^. Rozwinie ona siłę odśrodkową 
^Afdfdyco* , która wywrze nacisk na górne włókna 
wirnika. Oznaczmy naprężenie panujące'na dośrodkowej 
ścianie wyodrębnionej kostki przez 6£ , na odśrodko
wej będzie więc .6^ . Na bocznych ściankach że wzglę
du na symetrję obciążenia będziemy m i e l i &.f wreszcie 
na ściankach zewnętrznych kostki 6^ ~ <2 tu bowiem n i e 
ma obciążenia zewnętrznego /RYS. 3 9 l / . Wobec skończo
nej wartości wymiaru powinniśmy właściwiej wziąść 
pod uwagę cały szereg kostek przebijający na wylot 
wirnik w punkcie rozpatrywanym, a wtedy ćy=ś? miałoby 
miejsce jeno d l a ścianek zewnętrznych obu skrajnych 
kostek szeregu, dla pozostałych miałoby wartość 
zmienną i d l a głębszych kostek szeregu dość znacznie 
wogóle różną od zera. Chcąc jednak zadanie uprościć 
zakładamy, iż dla wszystkich kostek „ umożliwia 
to nam rozpatrywanie całego szeregu miasto jednej kost
k i składowej. Przy nieznacznych grubościach wirnika 
je-st to zupełnie dopuszczalne i niewątpliwie tym praw
dziwsze im wirnik cieńszy. W tym założeniu na boczne 
ścianki szeregu działają dwie równe siły 6?Ad(® dają
ce składową wspólną w kierunku działania naprężeń 
Cg równą 2 CA df: Sin &**<ZAd?df . Na dośrodko-
wą ściankę kost k i działa siła ĆTA^ĆZ7^ , wreszcie 
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na ściankę odśrodkową siła 

ó>.Afdy> •/- elfa A fdff? 
Wobec i s t n i e n i a trwałej równowagi odkształconej możemy 
wypisać równania s t a t y k i . Dwa z nich wypełniają się sa
me przez się na t l e symetrji obciążenia - pozostałe da
je warunek równowagi sił rzuconych na kierunek naprężeń 
ó£ i & • To równanie daje: 

-ŹAdpda?* -£.Af*df)dy>cć* =*0 B k ą d ; 

6x&jf+j^Af*cj*-df = 0 
Tyle nam daje statyka. Dalsze wyniki zależą od 

kształtu wirnika. Weźmy pod uwagę przedewszystkiem 
A . WIRNIK 0 STAŁFJ WYTRZYMAŁOŚCI, Załóżmy <£*Ćf= 

= ó"t a będziemy m i e l i wirnik o tworzywie jednakowo na-
tężonem w kierunku promienia i prostopadłym do niego. 
Wtedy równanie da nam: 

Skąd: jLd^-- F co*P > C A f 
4 0(f £ ' Stąd całkując otrzy-mamy: ' U.pŁ£ś£$% 

Zazwyczaj stała całkowania określa się z warunków 
wykonania wirnika, który u góry znagła się rozszerza 
/RYS. 390/ tworząc obwód nieco szerszy, dźwigający wie
niec łopatek. Szerokość tego obwodu 3 zależy od ro- '• 
dzaju łopatek. Oznaczmy promień wewnętrzny pierścienia 
obwodu przez J 2 ? - tutaj wirnik rozszerza się znagła 
przechodząc od grubości do i , przyczem czysto 

WYTRZYMAŁOŚĆ liATERJAŁÓW - ARKUSZ ZKJUlT. 
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praktyczne*względy stanowią o właściwej dopuszczalnej 

wartości stosunku G?."AR. 
zatem 

stąd dzieląc otrzymamy: 

Tego rodzaju w i r n i 
k i zazwyczaj są pełne, a 
więc nie posiadają otwo
ru środkowego. Czyniąc 
przeto fit* O' otrzymamy 

ze wzoru ich grubość środkową: - -

która przy znacznych szybkościach obrotowych coH.*- V 
wirnika przestaje być "nieznaczną". Dobrze o tem pamię
tać naleęy, w ten sposób bowiem stajemy w sprzeczności 
jaskrawej z założeniem zasadniczem i wzory tracą-swą 
wartośd. 

Wobec równości naprężeń ć£ = Sy — £ otrzymuje? 
my wydłużenia główne (S^Ćy = *'f6~mj~£^i&rzć 
jednakowe d l a wszystkich kostek, wirnika. Należy przeto 
obliczać wymiary wirnika, biorąc pod uwagę naprężenie 
zastępcze: j&g = 

Wobec stałej wartości wydłużeń jednostkowych <5* 
wirnik rozszerza się jednostajnie w kierunku promienia, 
a ujawniając przyrost A IŁ ~/Ł6 — <fJŁ . Xo 
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samo wydłużenie musi dać również i pierścień zewnętrz--
n y i aby się wirnik mógł rozszerzać swobodnie. Zazwy
czaj grubość pierścienia j e s t nader mała w stosun-
ku do jego średniego promienia T —2Ł + jg / możemy, 
go więc uważać jako wirujący wazki pierścień uprzednio 
już przez nas badany. Pierścień, tego rodzaju pracuje 
wyłącznie i l i tylko na rozciąganie, każdy bowiem jego 
przekrój poprzeczny obciąża siła podłużna - i S ^ , j a k to 
już zresztą udowodniliśmy poprzednio. Wyodrębniwszy 
myślowo dwa jogo przekroje sąsiednie* płaskie pochylo
ne 'pod kątem dy> 9 a tworzące kostkę znikomą o objęto
ści Td!p> X & *A . Boczne ścianki tej kostki są 
pozbawione obciążenia, na środki obu przekrojów dz i a 
łają siły JŁS rozciągające; na ściankę wewnętrzną wklę
słą wywiera nacisk wirnik z siłą 6"/S.j^Ii.clyCs» 
~&Ax{r~j^J3y~ 6AArdy>; zewnętrzna wypukła ścianka dźwi
ga na sobie łopatki, podlega więc jarzmu siły: 
6"b(r+^rJcZy?~ równomiernie rozłożonej po 
całym obwodzie w postaci ciśnienia 6' odśrodkowego, 
wreszcie massa ~^-57zTdxP kostki rozwija siłę 
odśrodkową -^rbh.Ta'<^ c£y> ^ Wszystkie te siły 
równoważą się wzajemnie dając jedyne równanie s t a t y k i 

w którem siły odśrodkowe znakujemy dodatnio a dośrod-
kowe ujemnie. Napięcia przekrojów poprzecznych będą 
tu fz ~J^-z 1 • h?z założeniu jedno-
stajnego rozkładu, odpowiadającego jak wierny mniej wie-
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cej warunkom istotnym dla wąskich pieścieni o nieznacz 
nych wymiarach 2z , c z y l i tak zwanych pierścieni wąs
kich . Stąd 

co daje ^ ^-^TSOJ^b"f-6^±-

To naprężenie rozciągające da wydłużenie jednost
kowe &~ a Promień pierścienia średni JF ujaw
ni przyrost A r 3 = 8 ^fjf-f*^**-

musimy zatem mieć zgodnie z tem, cośmy powie
d z i e l i wyżej ć± to j e s t 

. Stąd ostatecznie -~TZGJz-f- — 

t^^k^ 0 0 da równanie^, 

uzależniającej^ od b . W ten sposób możemy obliczyć 
wszystkie ważniejsze wymiary wirnika. Tylko co podany 
wzór oparty j e s t jednak na założeniu milcząco wyklucza-
jącera pojawianie się naprężeń dodatkowych w przekroju 
tyczącym wirnika z pierścieniem^ a niewątpliwie i s t n i e 
jących wobec nagłego uskoku grubości. Należy przeto 
ovo przejście od do £ złagodzić zaokrągleniami 
odpowiedniemi, inaczej bowiem wzory tu wyprowadzone bę
dą w aprzeczności z warunkami zachodzącymi i s t o t n i e . 

Z k o l e i bierzemy pod uwagę 
JB . WIRNIK 0 STAŁEJ GRUBOŚCI. 
Czyniąc we wzorze zasadniczym ^ = stałej otrzy

mamy po podzieleniu przez jD^C^jo : "^"/^"^C^ 
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.-f-~g~CL> (p—O , Podobnie jak to czyniliśmy przy 
rozpatrywaniu naczyń walcowych grubościennych, możemy 

, i tu, wobec & napisać, zachowując odnośne 
znakowania O* — o\£ Ox ~~jgpfy ~~ JT > J/~ £—2x1 J 
ćx — "^fj-ś^r Stąd bezpośrednio możemy otrzymać 

i podstawiając w równanie wyżej otrzymane: 

-t-Jp-p cif f* J ^ S / 
Oznaczmy przez o^JL.222 JL*-.)* a otrzymamy 

J* J g SlZl* 

równanie ^jf~Z*- jz0r~~f&r ^"ff ~ ® » którego całka 

Stąd mamy: $x^Jpg-f-ZgŚgfV^4* 
Aby wyznaczyć stałe całkowania rozpatrujemy ogól

ny wypadek wirnika nasadzonego pod ciśnieniem lub na 1 

gorąco na wał, a więc pozostającego pod ciśnieniem 
równomiernie obciążającęm obwód wirnika wewnętrzny. 
Nadto w i r n i k i zazwyczaj dźwigają na obwodzie zewnętrz
nym wieńce łopatek. Siła odśrodkowa łopatek stanowi 
obciążenie rozciągające wirnika, równomiernie na obwo-

i 

dzie zewnętrznym rozłożone w postaci ciśnienia u . 

Oznaczmy przez T promień wewnętrzny, a przez JŁ pro 
mien zewnętrzny wirnika. Warunki równowagi odkształco
nej wymagają aby: 
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Stąd rnamy 

A -4*»«* O/R+T*J+ &k^£* 

A zatem wydłużenia: s 

fco2/. 
271 

Z tych wzorów odrazu spostrzec się daje bezwzglę-
dna wartość H£ j e s t większa od pozostałych. Należy 
przeto przy o b l i c z a n i u wirnika uczynić J^śź-^^dz^ 

mamy tu bowiem niewątpliwie do czynienia Z NAPRĘŻENIA
MI ZASTĘPCZMI rozciągającemi. Ponieważ skrajna wartość 

niewątpliwie zachodzi d l a wewnętrznego obwodu, 
gdzie ^>-T" przeto d l a wirników wytoczonych po środ
ku mamy; 

podczas-gdy na obwodzie zewnętrznym, gdzie ^>~2\ mamy 
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jeno: . . 

Gdy otwór środkowy j e s t nieznaczny JT~0 , zatem 
dla przedziurawionego środkowo wirnika będziemy m i e l i 
d l a ścianek owego nieznacznego otworu środkowego: 

- 0,6SS-£-A3ca^£tr* 4J/ż 
podczas gdy dla obwodu zewnętrznego: 

-• <M/s-flć<»*+ ą/f. 
przyczem założyliśmy 277-- -j. 

I tu zatem obwód wewnętrzny just najbardziej na
prężony. 

Wogóle więc w i r n i k i o stałej grubości środkowo 
wytoczone są najbardziej naprężone na obwodzie we
wnętrznym. To nam nasuwa myśl o wirniku pełnym bez 
otworu wewnętrznego. Dla takiego wirnika należy stałe 
całkowania JŁJ3 wyznaczyć ponownie. Wykonamy to z 
łatwością, zważywszy, że w środKu tarczy nieprzedziu-
rawionej musi być 6JC ~ Sy ze względu na zupełną 
symetrję obciążenia tan-o punktu. Nadto środek tarczy 
jako ośrodek ruchu obrotowego nie zmienia swego położe
nia podczas odkształcania się wirnika, musi być prze-
to //Kjp-0 ~& • &ba te warunki dają jeden i ten sam 
wynik - wymagają bowiem, aby Jj O' , jak to z ła
twością możemy zauważyć rozpatrując wzory d l a Ćhc i 
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6y . Nadto na zewnętrznym obwodzie pełnego wirnika 
panuje obciążenie 6> zatem: 

Tylko co otrzymane wzory wskazują przedewszyst-
kiem, iż obciążenie zewnętrzne 6* , równomiernie roz
łożone po całym obwodzie zewnętrznym wirnika pełnego 
przenika wgłąb tarczy jako składowa obu naprężeń 6x 

i 6y , jednakowa d l a wszystkich kostek wirnika. Nad
to wychodząc z tych wzorów możemy napisać: 

I tu znów bezwzględna wartość j e s t wyższa 
od pozostałych, a /-^JŹ^A* zachodzi dla środka 
wirnika, gdzie p-O . Stąd 

podczaB gdy d l a obwodu zewnętrznego 

przyczem i tu założyliśmy 277-
Porównanie wyżej otrzymanych wyników pozwala wy

powiedzieć następujące wnioski ogólne. 
Nacisk wału na wirnik zwiększa naprężenie two-



rzywa. Tak sarno działa obciążenie pochodzące od łopa
tek na obwodzie zewnętrznym* 

£ ° . Naprężenia wzrastają ku środkowi. 
<2 Wirnik przedziurawiony po środku ujawnia wyż

sze naprężenie na ściankach otworu niż wirnik tożsamo
ściowy pełny. 

Wszystko to świadczy o zgubnem oddziaływaniu otwo
rów środkowych wirnika, to tsż zazwyczaj w i r n i k i szyb
ci e j wirujące są pełne. Czyniąc 6= 61 = O otrzymamy 
wirnik wirujący swobodnie, a ujawniający własności zu
pełnie podobne. 

Wywody powyższe posiadają jednak pewną wadę, za
zwyczaj bowiem w i r n i k i o stałej grubości 2\ posiada
ją zgrubienia u nasady i wieńce w postaci wąskich pieu-
ścieni /RYS. 392/. Oznaczmy średni promień zewnętrzne-

go pierścienia przez 2i.t 

r ; 11 , _ t 
r—-WM n 

7 
szerokość przez 23 i wy
sokość przez 22 , podob
nież średni*promień we-
wnętrznego niech będzie 
F , szerokość 3 i wy
sokość Jz . Prowadząc 
dwie średnicowe płaszczy 
zny pod kątem afjp wytnie 
my z obu pierścieni po 

kostce. Obciążenie kostki pierścienia zewnętrznego 
obejmuje naprężenie i siły następujące: na zewnętrzną 

mm 
F f f -

ty 
.-/ 
/ / 

i 
I 
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wypukłą ściankę kostki działa siła 
jaką łopatki chcą się oderwać od wieńca; wewnętrzną wklę
słą ściankę ściąga na szerokości A wirnik z siłą: 
ó^A^i-^Jd^—ÓzAJ^.^^ ni& dając pierścieniowi roz
szerzać się swobodnie, wreszcie kostka rozwija siłę od
środkową -j~23Hff?co*dy> . Wypadkową tych wszystkich 
sił równoważą składowe naprężeń bocznych ścianek kostki, 
gdzie panują naprężenia rozciągające fz , jako że pier
ścień je8t wąski. Te wypadkowe są a zatem 
równanie równowagi będzie: 

stąd otrzymamy: + 
To naprężenie da wydłużenie jednostkowe <f ~a£?z 

całego wieńca; na jego tłe otrzymamy orzyrost 
AA = ĆR - ^ f ^ ^ Ą A K j 

Zupełnie w podobny sposób ustalimy obciążenie kostki 
wieńca wewnętrznego.NB. j e j ściankę wewnętrzną wklęsłą 
ciśnie wał z siłą Ś&fa-^Jol&ss. ó£$JtfjjP-: na ściankę zev. 
nętrzną wypukłą na szerokości A wywiera swój nacisk tar 
cza wirnika, hamując swobodne rozszerzenie się pierście 
nia z siłą ó^aA fr-f ̂ /\<Źj?'fi* (faĄfwW ', wreszcie sama 
kostka rozwija siłę odśrodkową -^?-6A r*cj*c?y? t możemy 
przeto wypisać jak pierwej wzór Ą9 - ŷ y- Ł°^£ — 

—^*5jfc^ dający naprężenie rozciągające pierścień. Od
nośne wydłużenie jednostkowe będzie niewątpliwie <f*<S&<> 
da ono przyrost: i . ^ 

AT ĆT=4r S^£7 



z o. 
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Oba te przyrosty ujawniać oczywiście również mu 

s i i sama tarcza wirnika, który tu rozpatrujemy jako 
wirnik stałej grubości ^ o promieniu zewnętrznym 
J*L i wewnętrznym T , obciążony dodatkowo od we
wnątrz ciśnieniem 6*0 , od zewnątrz 6^ . Wyżej już 
mieliśmy wzory d l a /^z^Jf^r */~^tj^>=ii. należy 
przeto jedynie zmienić w nich & na i 61 na 
aby otrzymać wydłużenia jednostkowe /&-x/2- J' 
jednakowe d l a wszystkich kostek odnośnych obrotów. Na 
t l e tych wydłużeń zwiększą się odpowiednio obwody, a 
zarazem i promienie tych obwodów w tym samym stosunku 
będziemy m i e l i przeto dS.^ ~/~ćy^/£T oraz /S-R. — 

^(^^ -JR^ a przeto otrzymamy dwa. równania 

Pozostałe równania otrzymamy z warunków wytrzyma
łości tworzywa,należy bowiem naprężenie zastępcze , 
/ ~ ~ ~ ^ * X y ^ A X ^ a r c £ y uczynić rówąem skrajnemu dopu

szczalnemu naprężeniu rozciągającemu J^- tworzywa. Da 
to 

2^2_2~s> ujstałe dwa 
otrzymamy czyniąc podobnież: ~ Cze ̂ Jzjr 

+ — ś JźiT r * /'Ji e SA -Kris 
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Te pięć równań wiąże niewiadome zadania dk, &zo, 
. 4Ći, b, 7I,23>JF£ promienie bowiem 2~ i JFL należy 
uważać jako dane zadadnicze.. Widzimy przeto, iż dwie 
niewiadome są dowolne - okoliczność nader szczęśliwa, 
możemy bowiem dobrać odpowiednio podług wymiaru 
łopatek,oraz 6 według przestrzeni rozporządzalnej na 
wale turbiny. Tylko co wyprowadzone wzory dotyczą wir
ników o stałych wymiarach Ji i J~f - w tym bowiem za
łożeniu rozpatrywaliśmy oba pierścienie licząc j e jako 
"wąskie". Odpowiada to zazwyczaj i s t o c i e rzeczy w sto
sunku do wieńca zewnętrznego, - wewnętrzny nieraz wy
konywany bywa jako krzepka piasta, c z y l i pierścień 
szerbki. Oznaczmy promień otworu piasty przez i£,a pro
mień zewnętrznego styku z wirnikiem przez J~ . Nacisk 
wału na obwód wewnętrzny piasty niech będzie jak daw
niej & a nacisk tarczy wirnikowej <£o'-^~ , za-
chodzi bowiem nie na całej szerokości h p i a s t y , a na 
j e j części środkowej równej /\ . W danym wypadku prze
to wartość Z~~~źfJ dla obu obwodów piasty otrzymamy 
z. ogólnych wzorów, pisząc w nich JT miasto /i. , JT0 

miasto T oraz 6la miasto & a W ten sposób 
zamiast równania fej otrzymamy: ^JTIJ-R* 

Równania f&J^SJi jfClfypozostaną w swej mocy, na-
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tomiast zamiast równania [3/ będziemy m i e l i : 

Znowu więc mamy pięć równań wiążących niewiadome 
, dwie z nich możeny obrać 

dowolnie. Godzi się t u zaznaczyć, że s t y k i tarczy wir
nika z. piastą i wieńcem należy wykonywać stopniowo ła
godząc ostre przejścia za pomocą odpowiednich zaokrą
gleń. Na tem kończymy teorje wirników, ciał, d l a któ
rych siła odśrodkowa była źródłem naprężeń ruchu -
obecnie poznamy inne przyczyny tych samych zjawisk. 

§ 7. NAPRĘŻENIE CIAŁ UDERZONYCH. 
Obciążenie zewnętrzne, znagła w pełnym natężeniu 

przyłożone, wywołuje naprężenia ruchu, zupełnie różne 
od naprężeń zwykłych, kiedy to samo obciążenie wzrasta 
stopniowo od zera do pełnej swej mocy. Mówimy zwykle 
krótko, że ciało j e s t uderzone. Uderzeniu towarzyszą 
naprężenia ruchu. Możemy j e w każdym poszczególnym wy
padku wyznaczyć, skoro założymy, że massa ciała uderzo 
nego nie sprzeciwia się uderzeniu, to j e s t , gdy nie 
bierzemy zupełnie massy ciała uderzonego pod uwaga. To 
założenie daje wyniki zgodne z istotą rzeczy l i tylko 
w tym wypadku, gdy massa owa j e s t niewielka w stosunku 
do massy ciała uderzającego. Rozróżniamy przytem dwa 
rodzaje uderzeń: podłużne, w kierunku o s i podłużnej 
pręta uderzanego i poprzeczne zachodzące prostopadle 
do owej o s i . 
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Zawieśmy pręt o stałym przekroju *F pionowo /RYS. 

&<3/. Długość pręta Z liczymy od umocowanego górnego 
przekroju aż do dolnego skrajnego zakończonego płytką 
kołnierzową, na którą opada ciężar J^L z wysokości 
sunąc po pręcie na dół bez t a r c i a . Gdy dolny skraj cię' 

żaru dotknie płytki na
stąpi uderzenie podłuż
ne pręta, bo zachodzące 
w kierunku jego osi po
dłużnej. Ten sam pręt 
ułożony poziomo na pod
porach /RYS. 394/ może 

1 ulec uderzeniu poprzed
niemu o i l e ciężar za

wieszony dajmy na to ponad środkowym przekrojem pręta 
znagła nań spadnie z wysokości 2l . I s t o t a zjawiska 
pozostanie zresztą bez zmiany, gdy ciężar./! uderzy w 
jakikolwiek inny przekrój pręta, wzory jeno tłoraaczące 
zjawisko będą nieco złożeńsze. 

Wrębu wyżej omówionych wypadkach szybkość, jaką" 
ciężar rozwinie w moment dotyku będzie jak wiadomo 

IS— , a siła żywa jego będzie -jg-lf*sJŁJi 

Ta siła żywa spowoduje przesunięcie ./"uderzonego miej
sca w kierunku spadku ciężaru, przyczera, zgodnie z za
łożeniem, massa pręta nie sprzeciwi się uderzeniu. Ina
czej mówiąc pręt uderzony utożsami się szybkościo»o z 
massa uderzającą, która w ten sposób opadać będzie da-
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l e j swobodnie, jakby na drodze j e j pręta nie było zu
pełnie i w końcu, przebiegłszy drogę J2+2~ u t r a c i 
ruch, powstrzymana sprzeciwem sprężystym pręta, które
mu odmawiamy wprawdzie massy i s t o t n e j , lecz uznajemy 
jego własności sprężyste. Tutaj więc cała energja spad
ku jFLfli+rJ przechodzi w siłę żywą ^/^gY^+rf/ 

massy spadającej, a tu energja ruchu przetwarza się w 
pracę odkształceń pręta. Zatem J7' = JYŁfjh +jrj . Aby 
wypisać wartość pracy sprężystej /? rozpatrujemy siłę 
urojoną JP , która stopniowo rosnąc od zera wywoła 
owo przesunięcie T~ . W pewnym wypadku wyznaczymy ją 
z równania ^ ~ 2 ? J S ? ** P 0 8 * ^ ! ^Ta^*-7 , w dru-
gim z Js ~£Q£j a więc jr~JTy £*' zgodnie z 
ustępem dziewiętnastym działu piątego. Oznaczmy nadto 
przez przesunięcie jakieby miało miejsce w odnoś
nym wypadku, gdyby siła JŁ działała na pręt stopniowo 
rosnąc od zera do swego najwyższego natężenia. TSftedy 
mielibyśmy A> ~~g>,y " W pierwszym i 2Z = j. a r^r w 
drugim wypadku. Zatem możemy napisać JP=£&- d l a 
wypadków, jakoteż niewątpliwie: /7 -~^-jzP= j^-

^R(h*l). Stąd mamy Ts- £ TCT-J2 ToT? - O co daje niewąt
pl i w i e JT=J£+ 1r0*+2r0h - To//•/- VJ+J?X = 
^ro/j^}(zY^J^^ro^ w pierwszym i ^ ^ ^ f 

w drugim wypadku. Z tego wzoru otrzymujemy bezpośred
nio: 

W n i o e e k p i e r w s z y . Pręt prosty o 
stałym przekroju poprzecznym uderzony podłużnie lub po-
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przecznie ciałem ważkiem, ujawnia odnośne odkształce
nie, rosnące wraz z szybkością massy uderzającej* 

Nadto gdy VS O to j e s t gdy pręt obciążymy zna
gła siłą JŁ w pełnem natężeniu wtedy 2~=J?2Z stąd 

W n i o s e k d r u g i . Pręt prosty o stałym 
przekroju poprzecznym obciążony znagła siłą podłużną 
lub poprzeczną o pełnem natężeniu, ujawnia odkształce
nie dwukrotnie większe od zwykłych, zachodzących w wy
padkach obciążenia stopniowo rosnącego od zera do peł
nej siły. 

Naprężenia towarzyszące owym odkształceniom będą 
w wypadku uderzenia podłużnego równe : y_—— 

Stąd bezpośrednio otrzymujemy 
W n i o s e k t r z e c i . Pręt prosty o sta

łym przekroju poprzecznym, uderzony podłużnie ciałem 
ważkiem ujawnia naprężenia tem wyższe, im większa mas
sa i szybkość ciała uderzającego, im wyższy współczyn
nik sprężystości tworzywa pręta; natomiast im pręt 
dłuższy, a przekrój jego większy, tym owe naprężenia 
są mniej sze. 

Podobnie d l a wypadku uderzenia poprzecznego be-
dziemy m i e l i : ^ ^ r f ^ ^ ^ 
y- Y*+JĘ >/?^S^^yT stąd otrzymamy 

W n i o s e k c z w a r t y . Pręt prosty o 
stałym przekroju poprzecznym, uderzony poprzecznie 
ciałem ważkiem, ujawnia naprężenie tem wyższe,im wiek-
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sza massai 3zybkości ciała uderzaj ącego, oraz im wy&azy 
współczynnik sprężystości tworzywa pręta, Nadto przy 
dużych szybkościach massy uderzającej owe naprężenia 
są tem mniejsze im pręt dłuższy?a jego przekrój po
przeczny znaczniejszy. 

Oba ostatnie wnioski wyraźnie podkreślają zgubny 
wpływ wszelkich zwężeń przekroju prętów,narażonych na 
uderzenia poprzeczne lub podłużne. Podtoczenia, s z y j k i , 
zmiany nagłe przekroju skupiają poniekąd całe działa
nie uderzenia,powodując w tych miejscach nadmierny 
wzrost naprężeń ruchu. 

Pręty uderzane powinny być stałego przekroju,ina
czej bowiem wszelkie zwężenie d z i e l i pręt na części -
na pręty krótsze o mniejszej długości i słabszym prze
kroju, a więc z dwóch względów gorzej wytrzymujące ude
rzenia. 

Wychodziliśmy dotąd z założenia, że massa ciała 
uderzonego nie sprzeciwia się uderzeniu, a więc, gdy jesł 
nieznaczna w stosunku do massy uderzającej, i jako take 
może byó pominięta bez znaczniejszego błędu. W razie 
przeciwnym szybkość 2̂ = ciała uderzającego 
w moment dotyku gwałtownie zmienia swą wartość - zacho
d z i s t r a t a szybkości. Po uderzeniu ciężar fi. będzie 
miał jeno szybkość "Włącznie z tą częścią pręta, która 
uległa uderzeniu. Ta szybkość Vjaką otrzyma owa część 
pręta u d z i e l i się innym, zgodnie z pwnym prawem, które
go jednak nie znamy zupełnie; prawo rozkładu zazwyczaj 

WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW - ARKUSZ X L V I 
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więc zakładamy, że "rozkład szybkości nabytych w chwi
l i uderzenia zachodzi wzdłuż pręta zupełnie tak samo, 
jak rozkład odkształceń, towarzyszących s i l e zwolna ro
snącej od zera a.ż do pełnego natężenia, równej ciężaro
wi uderzającemu i przyłożonej do punktu uderzonego." 

Zatem w wypadku uderzenia podłużnego przekrój po
przeczny JU\, gdziekolwiek w odległości X od górnego 
przekroju obrany, otrzyma szybkość "W£ = W " , gdzi€ 
przez TX oznaczyliśmy wydiużenie górnej części pręta 

r ac /^ff zatem w^^L-w. Siła żywa całego pręta Dędzie 

przez O oznaczyliśmy wagę pręta. Stąd wnioskujemy, że 
w danym wypadku w moment uderzenia pręt zachowuje się 
tak, jak gdyby t r z e c i a częśó jego massy skupiona była 
w jego dolnym przekroju uderzonym, możemy przeto pręt 
zastąpić skupioną massa , którą tu należy uważać 
jako zupełnie swobodną, zatem opierając się na zasadzie 
ilości ruchu możemy napisać V = t^L Gl . w 
stąd w ~ 

Tutaj więc ciężar H. spadający rozwinie siłę ży
wą ^a^Z P 8 ^^ a żywa masy zastępczej wyniesie 

6 , nadto ciężar H. po uderzeniu da przesunięcie T m 
rozwijając przytem pracę JtT ... Te wszystkie prace prze 
mienią się w energję sprężystą 77, i tu bowiem pozo
staną'w, pręcie s i i y sorężyste, które powstrzymają dal -
szy spadek ciężarur Ponieważ jak dawniej /7=-a/ prze-
to f~Ą? '^QJJ^~hfir=:-^r^' lmiCze^ jeszcze; 
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S Ą^=0 0 0 d a J e 

Podobnie zupełnie w wypadku uderzenia poprzeczne
go wyżej rozpatrywanym obieramy w odległości X od l e 
wej dajmy na to podpory, jakikolwiek przekrój poprzecz
ny- A.A . Otrzyma on szybkość "W^-^-w, gdzie przez 
Tx oznaczyliśmy strzałkę ugięcia owego przekroju,przy-
czem Tx s= - f - " ^ ^ j \ na mocy wzoru poprzed 
nio przytoczonego ustępu. Zatem; 

a siła żywa całego pręta będzie, ze względu na zupełną 
symetrję obciążenia: 

2fłi 'W'^'~ l/ś w^^W^W^ 

Tu znowu pręt zachowuje się tak, jakgdyby Ąfr jego 
masy skupione było pośrodku pręta zupełnie swobodnego. 
Dla takiego pręta możemy, opierając się na zasadzie i l o 
ści ruchu napisać # y = m^S^Jigr 3kąd ~w= 

W danym wypadku zatem ciężar jf. rozwinie s i r 
łę żywą » z&&tępcza. massa -J- da siłę żywą 
JLL jĘ—w* nadto ciężar Jt po uderzeniu da przesu-

•iiięcie i " rozwijając przytem pracę J l r . Łączna 
energja tych trzech prac przetworzy się w pracę spręży
stą pręta, a dalszy spadek ciężaru zostanie uniemożli
wiony na t l e pojawienia się sprzeciwu sprężystego. Bę
dziemy m i e l i przeto f/t *• J§GJJ^"^7~ Jf c z y l i 

r *- g 2ir- = O 
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co daje ostatecznie 

Kształt wzoru j e s t więc ten sam co i w poprzed
nim wypadku, możemy więc wypowiedzieć ostatni 

WIOSEK PIATY. PRĘT PROSTY 0 STAŁYM PRZEKROJU PO

PRZECZNYM, UDERZONY PODŁUŻNIE LUB POPRZECZNIE CIAŁEM 
KAZKIEM UJAWNIA TYM NIEZNACZNIEJSZE ODKSZTAŁCENIE,IM I 
WIĘKSZA JEST MASSA PRĘTA. . 

wzór r= r0fii-fc+^e-źr^J 
podobny wyżej wyprowadzonym, lecz różny co do współ
czynnika, otrzymamy w ogólnym wypadku zawsze ilekroć 
tylko przesunięcie f rośnie proporcjonalnie do cięża
ru Jt - uderzającego. 

Pozostałe wnioski nie tracą więc mocy obowiązują
cej i w danym wypadku. 

W rozważaniach powyższych badaliśmy sam przebieg 
uderzenia, nie troszcząc się o następstwa, obecnie po
znamy dalszy szereg zjawisk zachodzących w kolejnem na« 
stępstwie, poznamy tak zwane 

§ 8. DRGANIA SPRĘŻYSTE. Naprężenia ruchu ciała 
uderzonego przechodzą zwykłą miarę naprężeń, j a k i e wy
wołuje ciężar uderzający w sposób zwykły działaniem 
statycznem. Wchodzi tu w grę siła żywa spadku, dająca 
owe naprężenia nadmierne. Po wygaśnięciu t e j siły ży
wej ciężar pozostaje w dotyku z belką, działa więc już 
tylko statycznie, nie może przeto zrównoważyć sił sprę 
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żystych pręta odkształconego. Wobec braku równowagi od 
kształconej rozpoczyna się odkształcenie zwrotne,odby
wa się ono nader gwałtownie, przyczem poszczególne 
przekroje pręta poruszają się w kierunku odwrotnym 
rozwijając siłę żywą, która ponownie zniewala do prze

kroczenia stanu równowagi odkształconej. Następuje więc 
nowy ruch cząsteczek pręta, nowe odkształcenie zwrotu, 
pręt poczyna drgać, sprężyście odkształca się w obie 
strony, dając szereg obustronnie zachodzących odchy
leń od położenia równowagi. Te drgania sprężyste za
mierają powoli, pręt odchyla się coraz słabiej, 
energja drgań wyczerpuje się bowiem,ginąc zwolna na 
t l e wewnętrznego t a r c i a międzycząBteczkowego. Mogą tu 
zresztą działać czynniki zewnętrzne jako to ośrodek 
hamujący, lub siły zewnętrzne w pewien spoBÓb okreso--
wy rosnące. Te czynniki powodują gwałtowne zamiera
nie drgań, t a r c i e niweczy drgania powoli, możemy 
przeto działanie t a r c i a pominąć, jako nieznaczne przy 
najmniej w pierwszych chwilach zjawiska i rozpatrywać 

§ 9. DRGANIA WŁA&CIWB c z y l i SWOBODNE, zachodzące 
bez udziału ośrodków i sił hamujących. Mogą one zacno 
dzić po uderzeniu, lub też na t l e działania znagła 
przyłożonej i odjętej siły u Weźmy pod uwagę dwa 
uprzednio już rozpatrywane typowe wypadki pręta £ 
długiego o przekroju stałym zawieszonego piono?;d 

/RYS.395/i podpartego obustronnie /RYS.39ó/obciążamy cię
żarem Ji skupionym w dolnym przekroju pręta pionowe-
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go i w środkowym przekroju - poziomego, ^od jarzmem te-

s z 
s A^WLEM i 

go ciężaru pręt pionowy wydłużył się o 2~0 =. -j^if- » po 
ziomy natomiast ugiął się 
dając strzałkę środkową 

oznacza odnośny moment 
bezwładności pręta. Te od 
kształcenia sprowadzą no
wy stan równowagi, który ' — -X. 

bo 
Q 7777777* 

KY/S.JS6.możemy zakłócić siłą lf 

znagła przyłożoną. W wypadku wyżej rozpatrywanym rolę 
eiły £T grała siła żywa spadku. Otrzymamy więc nowe od' 
kształcenie JF na t l e łącznego działania sił Ji + ZTl 
nie odpowiada ono jednak równowadze odkształconej, po
nieważ siła tP natychmiast przestaje działacza pręt 
znagła obciążony odkształcać się pocznie w kierunku od 
wrotnym, przyczem środek massy O przekroju dźwigające 
go ciężar H. podąży znowu w kierunku 0o pierwszego 
swego położenia, odpowiadającego równowadze trwałej. 
Uchwyćmy jakikolwiek moment tego ruchu i oznaczmy chwi 
Iową odległość środka przekroju O od położenia równo
wagi Q przez Z * przyczem dodatnie Z obliczać bę
dziemy na dół, w kierunku działania siły j\ . Ruch j a 
ko przyspieszony zachodzi tu pod wpływem sił spręży
stych, skierowanych ku górze oraz siły Ji skierowanej 
w dół. Wobec zupełnego braku czynników hamujących, te 
dwie siły dadzą przyśpieszenie £fei? . Dla pionowe-
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go pręta siły sprężyste będą oczywiście równe 

d l a Poziomego faz/d^.fc+Zj^R+Z^ 
W obu przeto wypadkach możemy napisać pomijając massę 
pręta wobec maesy ciężaru równanie ruchu w posta
c i ^ j a 2 y - R-R- - Stąd otrzymamy bezpo-

Cc C " _____ 

średnio %0:~-J?£&, gdzie oznaczyliśmy przez 2?=^MI 

Ca .a tego równania j e s t , jak wiadomo => A.£i272??-t-

-t-Jfcojj??, przyczem stałe całkowania należy określić z 
warunków początkowych, pzas poczynamy liczyć od chwi
l i zaniku siły Q , zatem wartości początkowej 1= O 

odpowiedzą wartości Z0 = f-JZ^f> oraz 2£=f~jfJ= O 
jako, że d l a punktu zwrotnego ruchu szybkość przecho
dzi przez zero. Stąd mamy równanie warunkowe J5-0 

oraz jd-JL t ostatecznie więc będzie Z= ycojni. 

W ten sposób otrzymane równanie ruchu wskazuje, że 
ruch j e s t okresowy. Skrajne wartości % zawarte są 
w granicach __t p = ^ff-izj, a okres powrotu tożsa
mościowych wartości % wynosi T= - J f ^ ̂ ^j/-^- . słowem 
mamy tu do czynienia z ruchem wahadłowym, pręt drga 
podłużnie lub poprzecznie. Okres drgań podłużnych wy
nosi T=^y^, poprzecznych r^Zrf^jj^^ obu wy
padkach możemy przeto wypowiedzieć: fi 

WNIOSEK PIERWSZY. OKRES DRGAŃ WŁAŚCIWYCH PODŁUŻ
NYCH LUB POPRZECZNYCH PRCTA PROSTEGO 0 STAŁYM PRZEKRO
JU, DŹWIGAJĄCEGO ZNACZNY CIĘŻAR JEST TYM WYŻSZY, IM 
WIĘKSZA DŁUGOŚĆ PRĘTA i MASA CIĘŻARU ORAZ IM MNIEJSZY 
PRZEKRÓJ PRĘTA. 

Zupełnie te same wyniki otrzymamy, wychodząc z 
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zasady zachowania en e r g j i . 
Energja potencjalna układu, odpowiadająca odkształce
niu T0-t~Z , składa się z pracy sprężystej, przyna
leżnej do owego odkształcenia, od której należy odjąć 
stratę onargji położenia ciężaru PL , pozostałe na t l i 

obniżania się jego środka ciężkości o , c z y l i dodać 
en erg je PL.% . Praca sprężysta,odpowiadająca odkształ
ceniu 2Z + iZ równa się jL-P/jr+zJ , gdzie P ozna
cza odnośną siłę wywołującą przesunięcie •M¥-'^f- . 

W pierwszym wypadku p = {?. +%J=-^k*ĄĄ w drugim 
P ~§0Źr-§ffM) w obu więc potencjalna 

energja będzie równa ~R<z . Energja ruchu 
układu złożona j e s t z energji: t uchu ciężaru M. oraz 
energji rucnu międzycząsteczkowego pręta. Pierwsza 
jest '2~^L~31J * d r u S $ zazwyczaj pomijamy zakła
dając massę pręta równą zeru, co nie pociąga za sobą 
błędu wyraźnego l i tylko wtedy, gdy massa pręta j e s t 
znikoma w stosunku do maesy M»J? , W tym założeniu bę 
dziemy mogli napisać na nocy prawa zachowania energji 

Stąd różniczkuj ąc mamy : ^fj-^ + -Jf & 
odnajdujemy przeto wyżej otrzymacie równanie róż-

niczkowe: —^•=-nz? gdzie ,r?^j/jC. . 
di* ° r ~Ę 

Inaczej jednak rzecz się uat gdy massę pręta bie 
rzemy pod uwagę, wtedy bowiem energja pręta kinetycz
na pominąć się nie da. Stanowi to poważną, trudność 
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nie mamy rodzaju drgań poszczególnych części pręta. 
Najczęściej przeto określamy typ drgań i s t o t n i e zacho
dzących doświadczalnie, lub też opieramy się na założe
niu, z któregośmy już k o r z y s t a l i uprzednio przy rozwa
żaniu odkształceń prętów uderzanych. To założenie po
zwoliło wyznaczyć siłę żywą pręta pionowego, przyczem 
okazało się, iż można uwzględnić siłę żywą pręta waż
kiego o stałym przekroju, skupiając trzecią część jego 
massy w przekroju uderzonym. Podobny wynik otrzymali
śmy również i dla pręta poziomego, gdzie,jak się okaza 
ło należy skupić w środkowym poprzecznym przekroju ^ j -
całkowitej massy pręta, aby uwzględnić jego siłę żywą. 
W obu wypadkach będziemy m i e l i przeto siłę żywą układu 
pisząc j^/R+y£jf-g^ przyczem d l a rozpatrywanego wy
żej pręta pionowego o staiym przekroju i wadze O. Rl 

współczynnik = a dla tegoż pręta obustronnie 
podpartego poziomo (u • Zatem na mocy zasady za
chowania, energj i : 

Stąd różniczkując mamy: n^fjjkjJj?^ + A.zf-§f]= O, 

skąd otrzymamy znowu równanie różniczkowe poprzednie-
go typu - ^ 3 ^ — — -??^ z tą jednak różnicą, że w da 
nym wypadku współczynnik 22=l/-=L. Ł _ , . Wszystkie 
więc uprzednie nasze rozważania zachowują swą moc obo
wiązującą. I tu również równanie ruchu będzie ^ = 
:-~yCcj~:?t gazie j> -= jr—Z . Są tc wiec drgania 
sprężyste, okres ich wyraża się wzorem.: 



Zatem w wypadku drgań podłużnych T^^flfL^^^ 
podczas gdy w wypadku drgań poprzecznych 

Stąd mamy bezpośrednio 
WNIOSEK DRUGI. OKRES DRGAŃ WŁAŚCIY/YCH PODŁUŻNYCH 

LUB POPRZECZNYCH WAŻKIEGO PRĘTA 0 STAŁYM PRZEKROJU, 
D2WIGAJA.CEG0 CIĘŻAR JEST TYM WYŻSZY IM WIĘKSZA DŁU
GOŚĆ PRĘTA I MASSY CIĘŻARU i PRĘTA, ORAZ IM MNIEJSZY 
PRZEKRÓJ POPRZECZNY PRĘTA i NIŻSZY WSPÓŁCZYNNIK SPRĘ
ŻYSTOŚCI TWORZYWA. 

Powyższy wzór jest^prawie zupełnie ścisły, gdy G 
j e s t niezbyt wiel k i e w stosunku do 72 , w razie prze
ciwnym daje wyniki jeno przyhliżjone .Gdy JZ — O otrzymamy 
OKRES DRGAŃ WŁAŚCIWYCH PRĘTA 0 STAŁYM PRZEKROJU OBCIĄ
ŻONEGO w postaci T^2Jf}^frs oraz r^^J/j/^^^ 
Dotychczas nie uwzględnialiśmy czynników hamujących, 
należy zatem obecnie rozpatrzyć 

§ 10. DRGANIA W OŚRODKU HAMUJĄCYM. 
Drgania prętów, pugrążonycn w ośrodki hamujące,za

mierają zwolna. Tak samo działa t a r c i e wewnętrzne mię-
dzycząsteczkowe, rozwijając siłę oporową Q . Prawa 
zmienności sił oporowych ośrodków nie są dostatecznie 
zbadane, zazwyczaj od biedy zakładamy, że 
gdzie przez ^ oznaczyliśmy współczynnik proporcjo-* 
nalnosci. Ta siła hamująca daje sprzec-iw siłom czynnym 
możemy przeto wypisać zasadnicze równanie w postaci 
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J££jtŚk-d-M=. — AL-z— Q Ą$. c z y l i inaczej jeszcze 

2 di* _ J dl 
-h 2r7n.-t-7i2z=0, gdzie oznaczyliśmy przez 

Yn' i+f$ oraz przez ^m=r ' Całka te* 
go równania różniczkowego jest: 

I t u znów przy 1=0 ., Z~ j> oraz @ e t ^ d 

dotrzymamy równanie warunkowe d l a określenia stałych 
całkowania. Obecność mnożnika sta l e maleją
cego zabiegiem czasu, wyraźnie podkreśla zamieranie 
drgań. Rozwartość drgań zmniejsza się dążąc do-zera 
wraz z e.""-7^ d l a dużych ? , czynnik bowiem 
A#in?yn-2Ti*-s-Jtcojf^?^-posiada wartości wahające się 
okresowo w dosyć szczupłych granicach. Są to więc drga
nia gasnące. Okres i c h T — — J ~ ~ r ^ — ^ — 
zależy od wartości 221 .a więc od oporu ośrodka. Stad 

WNIOSEK TRZECI. OKRES DRGAŃ WŁAŚCIWYCH PODŁUŹr 
NYCII LUB POPRZECZNYCH WAŻKIEGO PR^TA 0 STAŁAM PRZKKRO-
Jtf, DŹWIGAJĄCEGO CIĘŻAR, WZRASTA WRAZ Z OPOREM CZYNNI-
KA HAMUJĄCEGO, W KTÓRYM TKWI PRĘT. 

Opór powietrza j e s t nader nieznaczny,to t e i j a g p . 
zdolność hamowania j e s t praktycznie biorąc równa zeru 
dla powietrza możemy przeto napisać*że 7^=-^^-= T 

Jest to więc ośrodek prawie obojętny. natomiast d l a 
cieczy lepkich 222 posiada znaczne wartości, może się 
przeto zdarzyć, że Z-^z będzie równe zerw.W tym ra
zie okres drgania wzrasta bez miary w razie zaś, gdy 
232* j e s t większe od /?* przestaje istnieć zupełnie -
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ruch staje s i e APERJODYCZNYM. Drgania właściwe są więc 
wprost niemożliwe. Mogą one zachodzić jednak nawet j 
w tych ośrodkach jako 

§ 11. DRGANIA WYMUSZONE, powstające na t l e sił, 
działających okresowo. Siły tu mogą dajmy na to dzia
łać na górny przekrój C pręta pionowego, lub też na 
podstawę, c z y l i odrazu i jednakowo na obie podporyu\B 

% pręta poziomego, powodując drgania przekrojów oporo-

wypadku uprzednio otrzymane t r a c i swą moc obowiązującą 
należy je napisać nieco inaczej.Niech więc jak dawniej 
Pt oznacza ciężar obciążający, G. wagę samego pręta,, 
którą pragniemy uwzględnić. Pod jarzmem siły 2\ układ 
odkształcił się. Zapanował stan równowagi odkształcone; 
przyczem środek przekroju, obciążonego siłą ujaw
nił odkształcenie pa . Załóżmy nadto, iż jakakolwiek 
przyczyna uboczna, dajmy na to siła ~\T znagła przyło
żona i niezwłocznie odjęta, wywołała drgania sprężyste 
układu i w moment rozpatrywany ów przekrój obciążony 
siłą A ujawnia DODATKOWE odkształcenie Z , które 
odmierzamy od położenia równowagi przynależnego do od
kształcenia T0 . Pragnąc uwzględnić raa3sę pręta sku
piamy w owym przekroju , w ten sposób utworzona 

dek owego przekroju działa tu siła Ji ciężaru oraz opór 

wych układu według prawa ^ = afzn 6ł'. W danym 

massa składowa 

ośrodka — , wreszcie wypadkowa sił spręży-
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stych pręta. W danym wypadku przesunięciu % rozpatry
wanego przekroju towarzyszy niezależnie odeń przesu
nięcie przekrojów oporowych z^ajinhł. Zatem pręt mo
cniej się jeno odkształci, wzniecając siły sprężyste 

^(To + &x) możemy przeto napisać ^jf^clłfr~ 
= (ś+Z+Z*)^ stąd mamy - J ^ + "gjń&+ 
ZizZ+ jiJm&f^O gdzie oznaczyliśmy przez 2zn= j^f^a 

•t,y (n^m^Ł^CQg^ gdzie stałe _4 i - 5 
należy wyznaczyć z warunków początkowych d l a f=0 

Pierwszy wyraz tego wzoru daje nam dobrze znane 
drgania zamierające, powstałe pod wpływem siły wszczy
nającej "Y* i zamierające na t l e oporu ośrodka hamują
cego. 

Dwa drugie wyrazy stanowią o drganiach nowego ty-
pu, powstających na t l e drgań Z^ przekrojów oporowych 
pręta. Te drgania % t udzielają się przet« rozpatrywa
nemu przekrojowi, dźwigającemu ciężar Jt na sobie. Są 
to drgania WYMUSZONE. Łącznie z zamierającemi dadzą one 
złożone drgania przekroju co wyrażamy pisząc &x*zw 

Oznaczmy -^^^^^^J^^^^^^czw. 
oczywiście ^ ^ Ę ^ ^ ^ ^ m ^ ^ ^ S ^ 

, a n Z : . ^-JiĄĘ*¥ °^z A . Stąd 
mamy z^ = C#inbieosw-Ccofi6tfm^Cfz2?fit--w). Widzimy stąd 
bezpośrednio, iż okres drgań wymuszonych T = rw~ 
a zatem, mamy'. 

WNIOSEK CZWARTY. OKRES Dl&l TOTTFZOIJTCH P0DŁUŻ1JYCH 
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LUB POPRZECZNYCH" WAŻKIEGO PRĘTA O STAŁYM PRZEKROJU, 

DŹWIGAJĄCEGO CIĘŻAR JEST TOŻSAMOŚCIOWY Z OKRESEM DRGAŃ 
PRZEKROJÓW OPOROWYCH PRCTA, PODLEGŁYCH BEZPOŚREDNIO 
DZIAŁANIU SIŁ OKRESOWYCH WYDUSZAJĄCYCH DRGANIA. 

. Ponieważ okres drgań właściwych TTT przi 
to, gdy 27 > b , a zatem gdy T< 7^ wtedy w><?» 
gdy zaś 27 < 6 wtedy w < 0 co zresztą widać bezpo
średnio ze wzoru dla w • Stąd mamy nawy 

WNIOSEK PIATY. GDY OKRES DRGAŃ WŁAŚCIWYCH PODŁUŻ
NYCH LUB POPRZECZNYCH WAŻKIEGO PRĘTA 0 STAŁYM PRZEKRO
JU fcWIGAJACEGO CIĘŻAR JEST MNIEJSZY OD OKRESU DRGAŃ 
WYMUSZONYCH, WTEDY DRGANIA WYMUSZONE SPÓŹNIAJ4 SIE W 
STOSUNKU DQ DRGAŃ PRZEKROJÓW OPOROWYCH PRĘTA. PODLE
GŁYCH BEZPOŚREDNIEMU DZIAŁANIU SIŁ WYMUSZAJĄCYCH, GDY 
ZAŚ OKRES DRGAŃ WŁAŚCIWYCH~JEST WIĘKSZY OD OKRESU 
DRGAŃ WYMUSZONYCH, WTEDY DRGANIA WYMUSZONE WYPRZEDZA
JĄ DRGANIA PRZEKROJÓW OPOROWYCH PRĘTA. W WYPADKU RÓW
NOŚCI OKRESÓW DRGAŃ WŁAŚCIWYCH i WYMUSZONYCH DRGANIA 
WYMUSZONE ZACHODZĄ O ÓWIERC OKRESU PÓŹNIEJ LUB WCZEŚ
NIEJ OD DRGAŃ PRZEKROJÓW OPOROWYCH PRĘTA. 

Wynika to bezpośrednio ze wzoru,mamy bowiem ?yw*<*=> 
gdy stąd -w = ztz -j^f- . JW tym szczególnym wypadku 
środek przekroju dźwigającego ciężar przechodzi przez 
położenie średnie, przynależne do odkształcenia 2% , 
gdy przekroje oporowe znajdują się w jednera ze s k r a j 
nych odchyleń. Z k o l e i biorąc pod uwagę wzór d l a C 

łatwością zauważymy, że przy nieznacznem 5 rozwarto 
ści drgań C i 5 eą prawie równe. Stąd 
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WNIOSEK SZÓSTY. ROZWARTOŚĆ DRGAŃ WYMUSZONYCH PO

DŁUŻNYCH LUB POPRZECZNYCH WĄZKIF1GO PRĘTA O STAŁYM PRZE 
KROJU, DŹWIGAJĄCEGO CIĘŻAR, ROŚNIE PROPORCJONALNIE DO 
ROZWARTOŚCI DRGAŃ PRZEKROJÓW OPOROWYCH TEGO PRĘTA, PO
DLEGŁYCH BEZPOŚREDNIEMU DZIAŁANIU SIŁ WYMUSZAJĄCYCH I 
ZBLIŻA SIĘ DO NIEJ WARTOŚCIĄ PRZY DUŻYM OKRESIE DRGAŃ 
WYMUSZONYCH. 

Gdy więc siły wymuszające powodują drgania powol
ne to wtedy ciężar drga tak samo,jak przekroje oporowe 
pręta.Natomiast,gdy drgania tych przekrojów są szybkie, 
a więc przy dużych wartościach 3 , rozwartość. C 

zbliża się do zera. Stąd 
WNIOSEK SIÓDMY. SIŁY WYMUSZAJĄCE KRÓTKOOKRESOWE 

DAJĄ NIEZNACZNE ROZWARTOŚCI DRGAŃ WYMUSZONYCH PODŁUŻ
NYCH LUB POPRZECZNYCH PRĘTA WAŻKIEGO O DANYM PRZEKRO
JU. DŹWIGAJĄCEGO CIĘŻAR. 

Biorąc pochodną i j ? = - r z y m u j e m y 
szczególną wartość h- j/j?*-£zn£ daj ąć^maximum rozwar-
ioścj. drgań wymuszonych. Wobec znikpmości 227 dla zwyk
łych ośrodków skąd otrzymujemy 

WNIOSEK ÓSMY. ROZWARTOŚCI DRGAŃ WYMUSZONYCH PODŁU-
ŻNYCH LUB POPRZECZNYCH WAŻKIEGO PRĘTA O SŁABYM PRZEKRO
JU. DŹWIGAJĄCEGO CIĘŻAR JEST TEIi WIĘKSZA IM BARDZIEJ 
ZBLIŻAJĄ SIĘ DO SIEBIE OKRESY DRGAŃ WŁAŚCIWYCH I WYMU
SZONYCH TEGO PRĘTA. 

Wzrastanie rozwartości drgań wymuszonych występuje 
tem s i l n i e j im mniejszą wartość m ujawnia dany ośrodek 
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Gdy 227*0 ih*n wtedy drgania powodują pęknięcie prę
t a . Na tem polega zjawisko oddźwięku c z y l i rezonansu 
sprężystego."Występuje ono bardzo często w zagadnieniach 
technicznych,zwłaszcza przy ustawianiu silników.powodu
jących drgania różnych typów.Łatwo to udowodnimy,zwa
żywszy, że cała powyższa t e o r j a pozostaje w swej mocy.giy 
unieruchomimy przekroje oporowe pręta, a na przekrój, 
obciążony ciężarem 75. będziemy działać siłą okresową 

A. — <zJZ2?, a właśnie tego rodzaju siły dają ruchc 
me masy silników zwłaszcza spalinowych. Taki więc s i l - . 
nik, ustawiony na belce poziomej pocznie ją kołysać 
wzniecając ruchy b e l k i poprzeczne, powtarzające się 
okresowo za każdym obrotem wału. Tutaj więc ó=^w gdzie 
przez w oznaczaliśmy stałą szybkość kątową s i l n i k a . 
Gdy nadto okres tych drgań wymuszonych równy j e s t okre
sowi drgań właściwych b e l k i obciążonej ciężarem s i l n i 
ka, wtedy rozwartość drgań wzrasta niepomiernie zagra
żając całemu ustrojowi. Trzeba więc aby JI^-W , co 
można łatwo uczynić zmieniając przekrój b e l k i . Podobne 
zjawiska oddźwięku sprężystego zachodzą podczas prze
marszu wogóle przez mo.Bt, to też dla uniknięcia nad
miernego rozbujania moBtu zazwyczaj wojsko i d z i e tłu
mem bezładnym a nie w szyku, obawiać się bowiem należy 
miarowego tupotu nóg kroczących rytmicznie. To samo nie 
raz sprawiają przeciwwagi kół parowozu, spłaszczone 
bandaże kół wygonowych, a zwłaszcza miarowe uderzenia 
powstające na stykach szyn niedość równo ułożonych. 
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Podobne zagadnienia spotykamy również przy budowie dłuż
szych wałów. Rozpatrzmy je pokrótce-. 

§ 12. DRGANIA PRĘTÓW SKRĘCANYCH. Weźmy pod uwagę ni» 
ważki pręt długi o stałym przekroju $ . Ciężką tarczę 
kołową J5 nasadzono na jego koniec dolny /RYS. 397/,u gó
ry pręt zamocowano i wywołano obrót tarczy o k ą t ^ dzia
łaniem pary sił, którą niezwłocznie odjęto.Pasostawiony 
samemu sobie układ,pocznie odkształcać 
się w kierunku odwrotnym,przyczem czą-
steczki tarczy nabiorą rozpędu,tarcza 
przekroczy położenie równowagi nieod-
kształconej,pręt pocznie skręcać się 
ponownie póki jego siły sprężyste nie 
zrównoważą rozpędu tarczy. To samo 
zjawisko powtórzy się znowu,lecz już 
w kierunku odwrotnym nastąpi nowy zwrot,słowem otrzymamy 
szereg skręceń po sobie następujących,a zachodzących w 
kierunku przeciwnym,pręt ujawni drgania obrotowe,jak wa
hadło zegarka kieszonkowego.Uchwyćmy jakikolwiek moment 
tego ruchu„odpowiadający pośredniej wartości kątu ̂ t a 
k i e j , że &Ąff^ O . Siły naprężeń przynależne do tego 
skręcenia dadzą moment yA/l= T° f sprężysty u dolnego 
końca pręta. Bierzemy go wyłącznie pod uwagę,pomijając 
rozciąganie pręta,wywołane ciężarem tarczy i wypisujemy 
równanie ruchu tarczy dla tego wypadku w postaci R^^rf 

+ ś~J%=01 gdzie Ji oznacza moment bezwładności t a r c z y c 
względem osi obrotu,a więc względem osi pręta. Oznaczmy 
WYTRZYMAŁOŚĆ MATERJAŁÓW - ARKUSZ X L V I I 
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przez zi^jYi^L. ,a wtedy -dlK- — ri*y> . Całka tego rów
nania j e s t &BŻ A.£Tn71?f.jBeoJnt* przyczem stałe cal 

, kowania należy w ni e j wyznaczyć z warunków początkowych 
ruchu. Ponieważ w moment początkowy f=0 mieliśmy ffaffi 
oraz [ijfif/-O , jako, że dla punktu zwrotnego rucnu/prze-
to będziemy m i e l i dwa równania warunkowe ff-JŹ oraz 
/-Ztf-J=Ali=0 . Stąd ostatecznie ̂ = ̂ cofu? .Są to więc 
drgania okresowe sprężyste właściwe prętu skręconego 
dźwigającego ciężar.Okres i c h T- - £jr ' j 

Nadto,gdy na górny przekrój oporowy działa okresowy 
moment wymuszający, powodujący drganie tego samego rodza
j u , podczas których następują skręcenia górnego przekro
j u oporowego o kąt %=ajt276? , a opór ośrodka hamują
cego jest proporcjonalny,do Bzybkości drgania tarczy we
dług prawa j.wtedy możemy wypisać równanie rucfhu 
tarczy: ftś^ + y^A^^+a$fll&?- O . Chcąc nadto : 

uwzględnię massę pręta skręcanego wyznaczamy jego siłę 
żywą w założeniu podanym wyżej w ustępie siódmym. W tym-
założeniu szybkość kątowa poprzecznego przekroju AA od
ległego o X od przekroju górnego zamocowanego,będzie , 
COK—^-Q£ Nadto niech JA oznacza, moment bezwładno-* i* cif 
ści całego pręta względem osi obrotu, a wtedy siłą żywa 
pręta będzie •» \ 

możemy więc i tu również uwzględnić massę pręta doda,-
j.ąc trzecią część jego momentu bezwładności TT do 
momentu bezwładności tarczy względem tej samej o s i obr'o 
towej. Ostatecznie w ęc będziemy m i e l i równanie xii et 
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- i ' . * postaci (R+fUJ^+.fffi+ ajinl?=0 . Czy-

otrzymamy ^'m~ćtF~ ~*~ ̂ fy^S/WJ^Ć równanie zupeł
nie takie jak poprzednie. Wynikają zeń zupełnie te sa
me wnioski, które tu pomijamy dla uniknięcia powtarza
n i a się, zaznaczając jedynie, iż w danym wypadku drga
ni a wymuszone wzrastają gwałtownie, gdy okresy drgań 
właściwych i wymuszonych zbliżą się wartościowo. I tu
taj więc zachodzi zjawisko ODDŹWIĘKU sprężystego. • 

V**,-? Tylko co rozpatrywane zagadnienie ma zastosowanie 
praktyczne nieco w innym układzie, a mianowicie » po-

-oi=staci wału ważkiego, dźwigającego obustronnie na koń-
~\- cach ciężkie tarcze zamachowe. Odpowiedni układ łożysŁ 
-.« pozwala pominąć obciążenia gnące i rozpatrywać wałek, 

-'jako -jedynie skręcany /RYS. 398/. Skręćmy obie tarbże 
, . . . v . 

•• w kierunku przeciwnym i pozostawmy sobie - poczną Bię 
one rozkręcać i wahać w odwrotnych kierunkach, przy

wieź em oczywiście musi być 
• pewien pośredni przekrój 

JUK stały, nie ulegają
cy skręcaniu ani w tę ani 
W ową stronę. Oznaczmy od
ległość tego przekroju od 
obu tarcz przez Z,t i ̂  całą długość pręta przez 4 
moment bezwładności jego przekroju przez Jo , wresz
c i e przez J i J t J i x i ZJ momenty bezwładności obu tarcz 

o I wałka względem osi obrotowej. 
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Wobec unieruchomienia przekroju A.A. możemy obu

stronnie zastosować wzory uprzednio wyprowadzone pisząc 
wartości odnośnych okresów dla obu części układu w ppsta» 

/ 6-6 * *fz • 7 GZ 
Wobec tożsamości wahnięć obu tarcz 27=^ c z y l i 

4 / Ą ^ ^ = y ̂  Wobec mamy 
liT'1^/ 5? * -r |^ - §$*Wf&ty& bezpośrednio 

T : ^ . , — Ą ^ - K y JF oraz & A 4 ^ j r a S 
podstawiając te wartości otrzymamy ostatecznie 

1 * G Z fR.z + iiz + £• er/ 
W ten sposób wyznaczamy okres drgań właściwych ukła« 

du. W wypadku pręta różnych średnic należy we wzorze t y l * 
ko co wypisanym miasto podstawić długość urojoną wyli
czoną podług następującej zasady: Każde zgrubienie wału 
zwiększa jego oporność na skręcanie,czyli zmniejsza kąt 
skręcania,który jak wiadomo je s t proporcjonalny do dłu
gości i odwrotnie proporcjonalny do momentu biegunowego 
bezwładności przykroju,możemy więc zgrabiony odcinek wa
łu o średnicy c/x i długości 4 odrzucić i na jego miejsce 
wstawić odcinek średnicy d i długości <f=4rw • Całko-
wita urojona, długość wału będzie więc Z s 2^ ć7,--~~/0 .gdzie 
c/o oznacza średnicę,a ?a długość którejkolwiek części 
wału. Tylko co rozpatrywany wypadek ma bezpośrednie za
stosowanie do wałów długich,przenoszących ruch silników 
obrotowych na śrubę. Gdy okres drgań s i l n i k a stanie sie 
równym okresowi drgań właściwych T wału,nastąpią gwał
towne drgania o w i e l k i e j rozwartości.mogące wywołać pak-



- 741 -
nięcie wału.Nastąpi to oczywiście wtedy,gdy s i l n i k pra
cować będzie przy i?=-f? obrotach na minutę.W tym wypadku 
nie pozostaje nic innego jak tyl k o zmienić przekrój wału 
Można go przytem śmiało zmniejszyć,a będzie mimo to wy
trzymalszy, nie. będzie bowiem działał nar! oddźwięk sprę
żysty .Różnica stosunkowo dość nieznaczna k i l k u obrotów 
na minutę wystarczy, aby stłumić niepożądane zjawisko od
dźwięku, jak uczy doświadczenie.Podobne zjawiska zachodzą-
również w wałach turbin,gdzie nadto trafiają się wypadki 
wygięcia wirowego. Najczęściej ulegają mu 

§ 13. WAŁY GIBKIE,używane są w turbinach DE LAVALA 
Weźmy pod uwagę wałek £ długi o stałym przekroju stosufi 
kowo nieznacznym.Moment bezwładności tego kołowego prze
kroju niech będzie J . Pośrodku wałek dźwiga ciężki w i j 
nik ważący QAl* Ponieważ środek raassy co wirnika nie 
leży ściśle na osi wałki a tworzy lekką mimośrodowość 
227 ,przeto przy wirowaniu wałka w łożyskach A i 3 pio-
nowem,rozwija się dość znaczna siła odśrodkowa /i powo
dująca wygięcie wałka.Połóżmy wałek poziomo na podpory 
umieszczone po obu końcach,a pod ciężarem wirnika ugnie 
się on,dając środkową strzałkę Ą przyczem T9 -~M~-T 

gdy wałek jes t jeno oparoy ha podporach lub re~ Gz** 

w wypadku obustronnego zamocowania w łożyskach.Gdy wa
łek ustawimy pionowo jak na /RiS.399/ i wprawimy go w 
szybki obrót,wtedy siła odśrodkowa J^L ,o której wyżej 
była mowa da również ugięcie wałka,przyczem strzałka 
środkowa będzie niezależnie od sposobu zamocowa-
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nia w łożyskach.Wypływa to bezpośrednio z pierwszego pra
wa -H00KE*A. Wobec i s t n i e n i a initaośrodowości 222 wygięcie * 
to j e s t konieczne i zajść musi w kierunku działania si'ły 
odśrodkowej H, a więc w kierunku 272 .Inaczej mówiąc odeii» 
k i 2n i 2~ ułożą się na jednej prostej,a środek masy^ 
. >*& wirnika co zajmie położenie naze-

£~ _^ V",7" wnątrz wypukłej odkształconej osi 
r C O ^ t pręta.Wobec tego Ji = -§~G2*//^27?J 
•̂ jBliil lillllll | JilHIIIII • i / 

— -44" gdzie przez co oznaczyliśmy kąto-1 

j / j / wą szybkość wirowania. Stąd 
iTj j c y ^ \JB $co*{rtm]=&fi ostatecznie otrzymam 

my dla strzałki ugięcia wzór Z"=—J^2??OJZ ,z którego i 
^ — Jo Cii-

z';łatwością wywnioskuj emy o i s t n i e n i u szybkości krytycz,-
nej Cd^ = .dla której strzałka ugięcia wału .sta
je się nieskończenie wielką.Ta szybkość odpowiada okre
sowi jednego obrotu T= -^~£^(^p~równemu okresowi po
przecznych drgań właściwych układu. Stąd 

, WNIOSEK PIERWSZY. WAŁEK 0 STAŁYM PRZEKROJU NIEWAŻ-C 
KIM Z OSADZONYM POŚRODKU WIRNIKIEM - ULEGA WYBOCZENIU -
WIROWEMU.GDY OKRES JEDNEGO OBROTU STAJE SIĘ RÓWNYM OKRE
SOWI JEGO DRGAŃ WŁAŚCIWYCH POPRZECZNYCH. 

Zatem wałek,by najmocniejszy,ulec musi pęknięciu 
przy t e j szybkości krytycznej,gdy jednak zdołamy za po
mocą odnośnych urządzeń powstrzymać poczynające się wy< 
boczenie wirowe i nagłym wstrząsem zakłócić przebieg ' 
zjawiska,wtedy mw z emy otrzymać r>-. . stta® -równowagi! s .* 
odkształconej pręta,lecz już przy wyższych szybkościach 
kątowych OJ ycJ^ .Napozór wydaje się to nif?możliwe.Stwier 
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,..dxa to jednak bezpośrednie doświadczenie.Teoretycznie łatwo, 
wyjaśnić to zjawisko, swa-żywszy, że wstrząs o którym tylko 
ao była mowa powtarzać się winien dopóty, póki mimośro-
>dowość 222 nie ułoży się wewnątrz odkształconej, a więc 
między odkształconą i pierwotną.osią pręta na l i n j i 
st,rzałki _*~ , jak to na j l e p i e j zresztą uwypukla rysunek, 
Wtedy = -j^GJ*fr-m) a zatem ^CcJ*fT--mj=-Qf stąd 

Otrzymany wzor wskazują nawet, że strzałka ugięcia 
dąży do zera grzy nieograniczonem wzrastaniu & , co 
zresztą stwierdza doświadczenie. Stąd 
i r .WNIOSEK DRUGI. NIEWAŻKI WAŁEK 0 STAŁYM PRZEKROJU 
& OSADZONYM POŚRODKU WIRNIKIEM MOŻE WIROWAĆ BEZPIECZNIE 
Z SZYBKOŚCIĄ KĄTOWA WYŻSZA OD KRYTYCZNEJ. ______ 

ki Ponieważ G£ - j/Z^0^ lub ̂ = f ^f7jS * ! 
zatem: 

WNIOSEK TRZECI. NIEWAŻKI WAŁEK 0 STAŁYM PRZEKROJU 
Z OSADZONYM POŚRODKU WIRNIKIEM MA SZYBKOŚĆ KĄTOWA TYM 
NIŻSZA IM MNIEJSZA POSIADA WARTOŚĆ MOMENT BEZWŁADNOŚCI 
PRZEKROJU WAŁKA 

Należy zatem dawać mały przekrój, używać wałków gibkich chcąc, 
korzystać z szybkości kątowych wyższych od krytycznej. 
- W wypadku wielu wirników -okadzonych na tyra samym 
wałku.dobre wyniki daje wzór doświadczalnie stwierdzony 
DUNKERLEYXA wyznaczający szybkość kątową krytyczną 
wałka w. postaci — ^ ~^Je . gdzie 6Ą- oznacza szybko-
BiS . kątową kry tyczną, tego samego wałka, gdy zeń zdjęto 
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wszystkie wirników prócz 7- tego. 

§ 14. WYBOCZENIE WIROWE wałków obciążonych wirują
cych. Weźmy pod uwagę pręt / długi o stałym kołowym 
przekroju $ , ustawiony pionowo w łożyskach. Pręt ten 
wiruje z szybkością kątową Cc/ i jak doświadczenie wska
zuje przy dostatecznie w i e l k i e j krytycznej wartości^ 
ulega wyboczeniu wirowemu,to je s t znagła wygina się i \ 
pęka. Poprowadźmy przez oś obrotu pręta jakąkolwiek pła 
szczyznę, która wirować będzie wraz z wałem. Wobec nie
możności otrzymania zupełnej jednorodności tworzywa 
oraz wobec niezupełnej prostolinjowości wału środki, mas 
poszczególnych jego przekrojów poprzecznych będą leżały 
na krzywej przestrzennej, wogóle różnej od osi obrotu 

(/O. c z y l i od geometrycznej osi panewek. .Ta krzywą . 
środków mass- i s t o t n a oś podłużna wału w rzucie na t y l 
ko co poprowadzoną płaszczyznę da krzywą znikomo 
odchylającą się od osi obrotu, zakładamy bowiem, że wał 
jes t praktycznie doskonały c z y l i możliwie w granicy na
szych środków technicznych prosty i z jednolitego two
rzywa odkuty. Jeżeli więc pewne mimośrodowości istnieją 
przypisać to należy jedynie nieudolności naszych środ
ków technicznych. W odległości X od górnej dajmy na to 
panewki obieramy dowolny przekrój poprzeczny o środku 
u*asy rzutującym się w punkcie ó na owej płaszczyźnie, 
gdy pręt pozostaje w odpoczynku. Punkt <5 j e s t zarazem 
rzutem środka massy znikomo ważkiej -płytki, jaką o t r z y 
mamy, prowadząc sąsiedni przekrój odległy o <Zx od po-
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przedzającege. Gdy pręt p o c z n i e wirować*, massa t e j p ł y t * 

lei -Ę—3dx j a k o raiiAOŚrodo- £i 
wa względem o s i obrotu, roz- ' * \*o 
winie siłę odśrodkową. Łącz
ne działanie wszystkich tych l 
sił elementarnych wygnie 
pręt a ostateczna l i n j a wy
gięcia da w rzucie na.rozpa
trywaną wyżej płaszczyznę no- JCl^y 4-oo 

wą krzywą a&o . Rzut mimośrodowości będzie więc 

d l a naszej płytki,a składowa s i ł y odśrodkowej panującej 

w przekroju rozpatrywanym będzie co*-^- Sdx fzn+yj*~ 

CO*-Ł-Szzdx' C a * y P r ? t możemy t e d y rozpatrywać j a k o ob-
ciążony siłami gnącemi, rozłożonemi w s t o s u n k u —£-Sz£ 

na jednostkę długości pręta. One to powodować będą u g i ę 

cie pręta. Oznaczmy siłę tnącą przynależną do rozpa
trywanego przekroju przez Q w sąsiednim odległym o dx 
siła t a będzie Q-^clQ , przyczem oczywiście p r z y r o s t 

siły tnącej dQ=GJ^£z*dx, tylko ta bowiem s i ł a panuje 

na długostce ć/x . Stąd mamy -^^-Cit2-^^^* ponieważ zaś 

^ g ^ p r z e t o 4M=J^=^*Ar^Z* g d z i e o z n a c z a 
moment panujący- w rozpatrywanym przekroju. Nadto jak wie
my ^ ^ ^ c z y l i różniczkując dwukrotnie będziemy m i e l i 
4 ^ = ^ oraz /?Sy''=<^^AĘjz* wobec tego, że 
Z=**n+y mamy ,z""^=.y"" rzut bowiem mimośrodowości xn za

leży jeno od przypadku, a bynajmniej w zależności od X 
wyrazić aię nie da, musi być przeto rozpatrywany j a k 
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zmieniła warjacyjna od X niezależna. Stąd mamy ostatecz-
nie ^Zr^jn*Z gdzie oznaczyliśmy przez J c^aT 
Całka tego równania _ f _ . i 4 e f l ^ " ^ j 7 J w / ^ w zawiera 
cztery stałe całkowania, które należy wyznaczyć z warun-
ków zamocowania wału. W tym celu rozpatrujemy kolejno 

WYPADEK „ A " Oba łożyska _£ i _^ należą do t y 
pu SELLERSOWSKICR wałiliwych łożysk, tutaj wiec przy MP 

.aamy Zo^2i?c oraz /s20-yJ'~ O nadto przy JT-/ będzie 
%j.=S2?£ oraz ^y^= O . Te warunki dadzą równania 

0=AenkBen-Cjwx?-J>cąfx/. Z pierwszych dwuch równań wyni-
ka, i e -_5=^ oraz A.+j8=-^ . Dodając dwa ostatnie -/ 
równania będziemy m i e l i _4e"" stąd ostateoB-
nie otrzymamy. 

Nadto dwa- ostatnie równania dają (?rfkM-+J)W/rf*r$ł 
__ -v-> » yr*» 

stąd <K= ^i^^^L i ostatecznie otrzymamy 

Widzimy stąd, że ̂  staje się nieskończenie w i e l 
kie gdy «y/>?7?A<? to j e s t gdy J?S=J? , c z y l i gdy 

i'-'^ . , , , ..... • .e-j, iv 
Oznaczmy massę wału przez a w^edy będziemy 

m i e l i d l a szybkości kątowej krytycznej wzór <ty=J?*/7-~j 
' ' • ' y" ć 

Z k o l e i rozpatrujemy 
. . WYPADEK kiedy oba łożyka £. i 4» są nieru-
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chome, tutaj więc ••poniekąd pręt jest zamocowany obustron-
nie to;znaczy, że krzywa aoa tworzy u obu koncow. z osią 
obrotu kąty teoretycznie równe zeru, praktycznie zaś 
-bardzo nieznaczne. Tutaj więc przy Jt*0 , mamy .z; =z<v# 

oraz = cĄ0 , podczas, gdy przy będzie -2>-^ 
oraz = ̂  Te warunki dają równania A+Ji+j*JX'pjA£+C*i(0 

Z pierwszych dwuch równań many bezpośrednio 
j&^JTia-ArM'* C=a{0-A+3 zatem z dwuch ostatnich po podsta-
wieniu otrzymamy: • -

Oznaczmy d l a skrócenia: 

a rtedy będziemy W i A ł ^ f f l ^ j W S a M 
gdzie oznaczyliśmy nadto przez 

A — S¥Q-J>JV - fe 73 - Sznrł7-cosnffie~"+f?rinf+cojn^-^ 

'Z tylko cb otrzymanych wzorów wynika, że"y a za
razem' i staje śię nieskończenie wielkim,, gdy A~Ó/~* 
to j e s t gdy cofAnfcoj??/*/. Ma to miejsca gdy 7?/=/,&ŚJf~i 

AJ7 . Stąd'mamy i ostatecznie dla' szyb-
, Taft ,' ' \ , . , ia ioidv.A- . i klstsa kości kątowej krytycznej otrzymamy wzor: 

wYPADKK'„kiedy wał tkwi w jednem łożysku-zamoco 
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weny, drugi zaś jego koniec swobodnie wiruje niczem nie 
podparty. W tym wypadku dla X~o będziemy m i e l i jak wy
żej Zo=22?9 osaz *ć = «c0 -natomiast d l a JC = ? będzie 
S%=ixZ=o oraz <%ą&Z'^.0 . Te warunki dają rów
nania A+J5-*j3 = TZ?0 ; A-<B+C~o(0 i Aen/+Ae"-Cfznjrf-
~MWn/=OiAe"-^e^-Cco^7?^^Aril i tu znów A~m»-A~j5> 
C=^C0"A^B zatem z dwuch ostatnich równań.po podsta
wieniu otrzymamy 

jAe fznnt7+COJ#CA fwnf-cojsi/Js - A0 Jinnł 
Oznaczmy dla skrócenia przez 

Ai=e cojnA Af-e~ "t-jznnć-t-^oSnA, P~ e" -

-f- moWn/ ; W= 0C<>c>oj7<A-j7?0jc-'xxć' 
a wtedy będziemy m i e l i ^ - ^ ^ o r a z M= 

gdzie nadto oznaczyliśmy przez 

I tu więc również y a zarazem i Z staje się nieskoń
czenie wielkim, gdy A^O , to j e s t gdy £,0jArtfoojx7-~J 

. Ma to miejsce gdy j?/= 0,J94Jł a zatem d l a 
szybkości kątowej krytycznej otrzymamy wzór 

We wszystkich trzech powyżej rozpatrzonych wypad
kach istnieją więc .szybkości kątowe krytyczne. Są to 
tak zwane szybkości pierwszego rzędu równania bowiem 

fiina/^oĄ CojArtteoćjit7^ A o r a z m^/W/?/*-/ 
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mają również inno wyższe p i e r w i a s t k i , którym odpowiada
ją szybkości kątowe krytyczne wyższych rzędów. I s t n i e 
nie tych szybkości można zresztą stwierdzić doświadczal
nie, należy tylko za pomocą odpowiednich urządzeń po
wstrzymać wyboczenie wirujące przy szybkości kątowej 
pierwszego rzędu. Gdy szybkość kątowa zbliżę się do kry
tycznej pierwszego rzędu, wał poczyna wirować niespokoj
nie, poczyna bić tem s i l n i e j im bardziej zbliżamy się 
do szybkości krytycznej, skoro ją jednak raz przekroczy
my przy zahamowaniu wyboczenie, wał znowu wiruje zupeł
nie spokojnie. Zazwyczaj jednak wały sztywne pracują po
niżej szybkości kątowej, krytycznej pierwszego rzędu. 

'wreszcie należy tu zaznaczyć, iż we wszystkich 
trzech powyżej rozpatrywanych wypadkach wał może dźwi
gać Bzereg równomiernie ustawionych wirników. Nie zwięk
sza to jego momentu bezwładności JT , natomiast pomna
ża masę wału, należy bowiem we wzorze dodać do masy wa
łu masę wszystkich wirników,- aby otrzymać ^ * 

afesam ć7^&xft<?e i:---.T——• 

STANISŁAWA PATSCHKEGO 
* 
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