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a d l a DRUTU PROSTOKĄTNEGO, gdy A OZNACZA WYSOKOŚĆ, 
a f ~ SZBROKOŚC PROSTOKĄTNEGO PRZEKROJU DRUTU możemy 
napisać*według BACHA: //- &%:/j*-<?pf fmjj 0 r a z 

~[4??ó'-O?S#?0$ffigdzie 7?2 = yŚ--S. Wzory te 
były wyprowadzone czysto doświadczalnie. 

Na tym koiiczyray teorję skręcania. Odnośne przykra 
dy podajemy w KURSIE ĆWICZEŃ, tutaj zaś rozpoczynamy 
ogólną teorję zginania. 

R O Z D Z I A Ł P I Ą T Y . 

O G 6 L ii A T El 0 R J A Z G I N A N I A . 

§ 1. WYZNACZANIE SKŁADOWYCH NAPRĘŻEŃ JEDNOSTKO-
WYCH^ 

Rozpatrujemy zaznaczone w koiicowym ustępie zaga
j e n i a kursu ostatnie dwa wypadki, a mianowicie: 

l- o . \vYPADSK7/^7 , kiedy zewnętrzny układ J^ sił 
odkształcających sprowadza się do pojedynczego momen
tu y ^ ^ / / V ^ v ^ ł , leżącego w przekroju, oraz: 

2^o WYPADEK,^'' kiedy zewnętrzny układ sił 
odkształcających sprowadza się do pojedynczego momen
tu -V/)f*i-/f*'—'t leżącego w przekroju płaskim i 
do pojedynczej siły y C , prostopadłej do tego przekro
ju,a przyłożonej do środka jego masy. 

Oba wypadki są tożsamościowe d l a szczególnej war
tości ; ponadto, gdy AL=0- w y p a d e k ^ t r a c i 
swą rację bytu, zaś wypadekf/jZ przechodzi w wypadek 
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•Ji , stanowiący podwalinę t e o r j i rozciągania i ścis
kania. W ten sposób W Y P A D E K ^ ^ Ł A G Z Y W S O B I E N I E J A K O 

O B A poszczególne W Y P A D K I A"I 2/".' ' 
D L A WYPADKU^y? "MAMY Ę=A>y = % Afx=0, 

przeto wzory zagaj enia my możemy napisać w następują
cej prostej postaci: 

W W Y P A D K U , g d z i e 7r^=7f^ =0, mamy: 

t^/jX, tx-Ay, S ^ ^ l J Ę -ą >' 
W obu tych wypadkach N A P R Ę Ż E N I E J E D N O S T K O W E może być 
więc rozpatrywane, jako suma składowych: 

l-o Z ? — P R O S T O P A D Ł E J DO P R Z E K R O J U , a złożonej 
ze składników; 

t m m . /Z-Z4 A~ 777 *y x x * / 
stąd C - Z / r y s . 180/. 

2-0 LEŻĄCEJ W PRZEKROJU, na osi promienia 
wodzącego punktu Af. SKŁADOWE <^=/£r=^ , ir=/Jy=£^~ 
wyznaczają wartość d^-J^h Zyf =AY*X*+y*=Af. Stąd 
więc 7^:=Ł/':^> . Mimo to, wartości ć7^ nie znamy, ponie
waż nie umiemy wyznaczyć STAŁEJ $ z równań AA?) • 

W danym wypadku, jak wierny, statyka j e s t bezsilna; j e 
dynie doświadczenie może podać wartość t e j składowej 
naprężenia. Natomiast wartość składowej "Ẑ  z łatwo
ścią daje się wyznaczyć, jako suma ^L^A^A w za-
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leżności od Jtfp i . Ponieważ 
naprężenia znamy juz z teo
r j i rozciągania i ściskania, na
leży zatera poznać ^ . W tym ce
l u musimy przedewszystkiem możli
wie uprościć wzór, wyznaczający 
te naprężenia jednostkowe. 

Dotychczas nie robiliśmy 
żadnych ograniczeń co do wyboru 
os i OJ(\ Oy , leżących w prze
kroju, a przechodzących przez 
środek jego masy; obecnie należy 
obrać NAJWYGODNIEJSZY układ tych 
o s i , aby możliwie najbardziej 
uprościć współczynniki wzoru d l a 

^ niewątpliwie zależne od wyboru o s i ć2X} Oy . 

Oka żuje się, że t a k i ukł&d i s t n i e j e , należy zatem roz
patrzyć: 

§ 2. WYZNACZENIE NAJWYGODNIEJSZEGO UKŁADU OSI 
WSPÓŁRZĘDNYCH LEŻĄCYCH W 
PRZEKROJU. 

Weźmy pod uwagę j a k i 
kolwiek PRZEKRÓJ PŁASKI, JE
DNOLITY /Rys.161/ c z y l i POLE 
/S ograniczone pewną ściśle 
określoną KRZYWĄ jY> którą 
OBWODEM POLA zwać będziemy. 

jryj. 181, 
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Krzywą wyznaczamy zazwyczaj równaniem y ? ^ ^ - ^ 
w układzie zupełnie dowolnych prostokątnych o s i współ
rzędnych OJC/% , leżących w p r z e k r o j u . W ukła
d z i e t y c h o s i wyznaczamy następujące całki, brane 
wzdłuż całego p o l a yj , a mianowicie: 

/afy c z y l i POLE PRZEKROJU; 
fpcfy f f / ^ r - c z y l i MOMENT STATYCZNY PRZEKROJU 

WZGLĘDEM OSI QX( j 

yl^c/j^J^'— c z y l i MOMENT STATYCZNY PRZEKROJU 
WZGLĘDEM OSI O,ty'; 
^y/afo, — "

 c'*yli MOMENT BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU 
WZGLĘDEM OSI Ć?JC ; 

c ^ Y l i MOMENT BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU 
WZGLĘDEM OSI tffl. l wreszcie 
/Orty c/ó, ==f — c z y l i MOMENT ODŚRODKOWY PRZEKROJU 

WZGLĘDEM UKŁADU OSI PROSTOKĄTNYCH , Q%. 

Ze wzorów podanych w ustępie szóstym z a g a j e n i a 
wyznaczamy współrzędne %Xaf& - ŚRODKA MASY r o z p a t r y 
wanego p r z e k r o j u , pisząc JC - y J 7 : / J ~ ~ oraz ^ - y f 7 :/2> 

i UMIESZCZAMY W TYM PUNKCIE POCZĄTEK NOWYCH OSI WSPÓŁ
RZĘDNYCH OJi\ Oy , RÓWNOLEGŁYCH DO STARYCH, a 
więc również prostokątnych. W układzie t y c h nowych o s i 
wyznaczamy ponownie całki wyżej wyszczególnione:yc/j^S^ 

jfay<z/3=Z/ ^ ^ e m o s i OJC, oy.~ 
Ponadto opierając się na wzorach przejścia od s t a 

rych do nowych o s i współrzędnych JC-jf+jcy=y^y— 



- 251 -
możemy poprzednio rozpatrywane całki wyrazić za pomo
cą tylko co wypisanych, zważywszy, że c/<5, - ć/rfafo — 

~ciOcc^y-ć&>* Będziemy zatem m i e l i : 

y^y&fm —-

Wyżej widzieliśmy, że ^-y^./J^-oraz X ^ ~ P r z e ^° 
•Ę^s^y* - oraz ^ f ^ T o f | zatem J^^J^^O . Po
nieważ wobec dowolności osi Q<^C i $f , kierunek 
osi OJCjO!/ j e s t również najzupełniej dowolny,przeto 
ną mocy tylko co otrzymanych wzorów możemy wypowie
dzieć następujący : 

WNIOSEK PIERWSZY. MOlłĘNT STATYCZNY PRZEKROJU,BRA
NY WZGLĘDEM OSI PRZECHODZĄCEJ PRZEZ ŚRODEK MASY PRZE
KROJU, RÓWNA CIĘ ZERU. 

Ponadto wobec J^=^=ć? mamy ^ =^/^/S^ oraz 
<J^=Jy tySjT^. I tu również wobec zupełnej dowolności 
kierunku o s i OJCyOy możemy wypowiedzieć następujący; 

WNIOSEK DRUGI. MOMENT BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU 
WZGLĘDEM DOWOLNEJ OSI RÓWNY JEST MOMENTOWI BEZWŁADNO
ŚCI WZGLĘDEM OSI RÓWNOLEGLE PRZEZ ŚRODEK MASY PRZEKRO
JU PRZEPROWADZONEJ, DODANEMU DO POWIERZCHNI PRZEKROJU 
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POMNOŻONEJ PRZEZ 'KWADRAT OBŁJ3C^©SCI TEJ DOWOLNEJ OSI 
OD ŚRODKA MASY PRZEKROJU. 

Wreszcie wobec A~/l7=0 maray 
stąd bezpośredni znowu: 

WNIOSEK TRZECI. MOMENT ODŚRODKOWY PRZEKROJU WZGLĘ
DEM DOWOLNYCH PROSTOKĄTNYCH OSI WSPÓŁRZĘDNYCH RÓWNY 
JEST MOMENTOWI ODŚRODKOWEMU WZGLĘDEM NOWYCH OSI RÓWNO
LEGLE PRZEZ ŚRODEK MASY PRZEKROJU PRZEPROWADZONYCH,DO
DANEMU DO POWIERZCHNI PRZP1KROJU, POMNOŻONEJ PRZEZ ILO
CZYN ODLEGŁOŚCI TYCH DOWOLNYCH OSI OD ŚRODKA MASY 
PRZEKROJU. 

Idąc w dalszym ciągu po drodze t u wyznaczonej, 
bierzemy pod uwagę NOWY UKŁAD OSI OX'}Oy PRZECHODZĄ
CYCH PRZEZ ŚRODEK MASY PRZEKROJU i oznaczamy przez GC 
KĄT, JAKI TWORZY t a nowa oś ze starą wyżej rozpa
trywaną osią OJT. -—" 

W układzie t y c h nowych o s i znów wyznaczamy całki: 

względem o s i OJT, 0¥.' ' 

D l a t y c h nowych o s i , jako przechodzących przez 
środek masy p r z e k r o j u J7. -/T^ć?, ponadto, ponieważ 
współrzędne o s i OJC,0!/f wyrażają się przez współrzęd
ne o s i 0*%.\O¥-\<i p o s t a c i ^ J ^ c ^ ^ ^ ó r a i s & — 
— -Mthof+y&tf-fąnhA^s c/ó-^c&cc/y =c/j. Stąd: 
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^^^^^^ y^Ja?S±jić^ 

W ten sposób otrzymujemy w zależności-
o#••'/ /. y -poprzednio rozpatrywanych, oraz KĄTA 
OC ZMIENNEGO W DOWOLNYCH GRANICACH. Pierwsze dwie 
całki, jako sumy składników RDZENNIE DODATNICH JCc/SJ 

y'*ćZ<3- NIE MOGĄ BYĆ NIGDY RÓWNE ZERU, natomiast 
całka f może mieć wartość zerową przy, pewnej war-
tości kąta or-oT. UKŁAD .OSI CUT^ OV\o TEJ WARTOM 
KĄTA PRZYNALEŻNY ZOWIEMY UKŁADEM OSI GŁÓWNYCH PRZE
KROJU; DLA OSI GŁÓWNYCH MOMENT ODŚRODKOWY PRZEKROJU 
RÓWNA SIĘ ZERU. Ta własność stanowi cechę wyróżniają
cą os i głównych, Dla tego układu o s i : 
L , =ff£+U<JmJ%Ą &JĆaro~0— co daje : 

Wyznaczmy kąt OCa czyniący zadość temu równaniu; 
prócz- OĆQ czynić mu będzie zadość jeszcze i ^ / J ; 
wtedy bowiem ^r^oĄ- yyfóoC+rfJ. Możemy zatem zawsze 
znaleźć dwie wartości kąta (X t różniące się o wy
znaczające prostokątny układ OSI GŁÓWNYCH przekroju. 
Dla tych xvartości kąta OC całka j£, /~&. Ta wartość 
całki wyróżnia układ o s i głównych z pośród wszystkich 
innych, przynależnych do różnorodnych wartości kątaOf. 
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I s t n i e j e ponadto druga również nader ważna włas
ność o s i głównych p r z e k r o j u , Wyznaczmy pochodne fun
k c j i y7/ y7"/ po OL . Będziemy m i e l i k o l e j n o ; 

x / 

ffff'- -2CcnoCo/rtzoCZ *• J?Qfwt>oC CbaoC Z - 7COQ 2?oc 7, = Z~Z# ~~ c/rx ~ x / ' 
-j^jfcy ćbC^7oć - y~7f~~'/ - ~ OĆ ćpać*. Z-2&0 cć ą/m u/y* 

*~ć&ćoć/ł'Z7- ło&KJoćf - - 47 6* CIZTTTL+??7oćL 

Widzimy stąd, że drugie pochodne Ty,po Oć są zawszę 
RÓŻNYCH znaków, a pierwsze STAJĄ SIE ZERAMI d l a szcze
gólnej wartości kąta Oć, czyniącej ze.dość równaniu : 
2y2cZ=77Xy • ̂ 7y "Tcj-. Ta wartość wyznacza układ o s i 
głównych p r z e k r o j u . Odwrotność znaków drug i c h pochod
nych 7, . I, f łącznie z wartościami serowarni pierw
szych pochodnych d l a kątów oćQ i OĆ9 + -JST wyraźnie 
wskazują, że mamy t u do c z y n i e n i a z NAJWIĘKSZGŚCIĄ i 
NAJMNIEJSZOŚCIĄ t y c h całek. Stąd wniosek: 

WNIOSEK CZWARTY. MOŻEMY ZAWSZE ZNALEŹĆ DWIE WAR

TOŚCI K Ą T A (7, RÓŻNIĄCE SIĘ 0 WYZNACZAJĄCE DWA 

KIERUNKI N A J W I E K S 2 0 Ś C I I NAJMNIEJ SZÓŚCI MOMENTÓW BEZ? 
WiADNOŚCI PRZEKROJU, 

Obie wartości kąta OĆ wyznaczaj ą jeden i ten 
sam układ o s i głównych p r z e k r o j u , z tą. jeno różnicą, 
że wartość kąta OĆ=% wyznacza DODATNIE OSIE OJC^Oi^ 
/ r y s . 1 8 2 / T A M, gdzie wartość kąta GĆ==c£ + odpo
wiednio wyznacza UJEMNĄ OŚ 6/7/i DODATNIĄ 0/j(j7> 
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jak to aresztą n a j l e p i e j uwy
datnia rysunek. Ponieważ jed
nak przemianowanie o s i powoduje 
przemianowanie całek ^ ^/ na 

7?YS. M A 

Źtf ' ffx'7 ~~ przeto' kąt OĆQ wyzna
czy kierunek największości i naj -
mniejszości tych całek w sposób 
odwrotny, niż kąt oS + ̂ r. Widać 
to również bezpośrednio z powyżej wyprowadzonych wzo
rów, mamy bowiem < & / ^ - - ( ^ / ^ ' ' L / ^ co powoduje 
zmianę znaku obu drugich pochodnych przy przejściu 
od wartości Ót do OĆQ +»-jf , Stąd mamy bezpośredni 

WNIOSEK PIĄTY. ; NiJWipSZO-Śer I NAJMNIEJ SZÓŚCI 
CAŁEK 7A., , ̂ /-WYZNACZAJĄ KIERUNKI OSI GŁÓWNYCH PRZE
KROJU, TWORZĄCYCH PROSTOKĄTNY UKŁAD OSI GŁÓWNYCH 
PRZEKROJU, DLA KTÓRYCH Z,„,-0.~ 

X 2/' 
7 Widzimy więc, że te osie" stanowią najwygodniejsży 

układ o s i przekroju, bo dla nich znika Dalsze 
badanie znacznie ułatwia tak zwana 

§ 5. ŚRODKOWA ELIPSA BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU.Przy-
puśćmy, żeśmy już wyznaczyli kierunki OSI GŁÓWNYCH 
OJC\ tW£cS.ła dawnego przekroju płaskiego. Pomijając 
dla prostoty znaczki mamy w ten sposób układ prosto
kątny osi głównych O*X,0yprzekroju. Dla tego układu 
J7-^ =Z,.-ć?. Oznaczmy przez Z Z wartości całek 
momentów bezwładności, będą to główne momenty bezwład
ności układu. 



- 256 -
Dla j akiegoko,łwiek nowego układu osi prostokąt

nych O^Ulć przechmzących przez środek masy prze
kroju wyznaczamy kąt ̂  pomiędzy Ozr o OJ(, a zatem 
ir±^ćixiy>•t-yo/ć^y; -U = ~urJÓTo^y^y. Dla tych no
wych o s i wartość momentu bezwładności względem osi (kr 
będz i e.- JZyfa^afe yfejzJó/zy+yónrfate F= - e % ^jp/Orf 

W ten sposób możemy, znając wartość Ą^Jy momentów 
bezwładności dla os i głównych, wyznaczyć moment bez
władności przekroju względem dowolnej o s i UŁTę prze
prowadzonej przez środek masy przekroju pod kątem y 
do o s i OJC . Stąd wniosek: 

SKRAJNE WARTOŚCI MOMENTÓW BEZWŁADNOŚCI, PRZYNA
LEŻNE DO GŁÓWNYCH OSI PRZEKROJU CAŁKOWICIE OKREŚLAJĄ 
RODZAJ ZMIENNOŚCI MOMENTU BEZWŁADNOŚCI BRANEGO WZGLĘ
DEM DOWOLNEJ 'OSI, PRZECHODZĄCEJ PRZEZ ŚRODEK MASY 
PRZEKROJU. 

Wyliczanie momentów podług tego wzoru j e s t jed
nak dosyć kłopotliwe, prościej daje się to uskutecz
nić wykreślnie za pomocą tak zwanej ELIPSY BEZWŁADNO
ŚCI ŚRODKOWEJ danego przekroju. W tym celu tworzymy 
pojęcie RAMIENIA BEZWŁADNOŚCI 2 CZYNIĄCEGO ZADOŚĆ 
RÓWNANIU <J&*=f . Stąd wzór Óf\(*&, OKREŚLAJĄCY 
'R MIĘ BEZWŁADNOŚCI, PRZYNALEŻNE DO DANEGO MOMENTU 
BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU, JAKO ODCINEK RÓWNY PIERWIAST
KOWI KWADRATOWEMU Z ILORAZU MOMENTU DZIELONEGO PRZEZ 
POLE PRZEKROJU. 
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o raz ćy = Oznaczmy przez <|. = 1 / /^? , ^ " " ^ ^ Ą 
a wtedy wyżej wyprowadzony wzór przyjmie 

nową postać - 2). ćaj^y? + oJon, *f . Aby go wykreś
lić, zbudujmy w układzie o s i głównych środkową elip
sę bezwładności przekrój u,określoną równaniem: 

7?yj. 183. T' 

/z 

n/ 
r 

A 
2, 

Elipsę tego rodzaj u wykreślamy z łatwością zwa
żywszy, że j e j PÓŁOS WIELKA j e s t Ł , a KAŁA - 4-
Aby za pomocą t e j krzywej wyznaczyć ^ d l a dowolnej 
o s i Ozr przechylonej względem o s i OJC pod kątem ^ 
/rys.163/ należy zbudować styczną / el i p s y bez
władności, tworzącą z osią ć2xT ten sam kąt ̂  co i oś 

Ta styczna wyznacza punkt dotyku /f e l i p -
By o współrzędnych prostokątnych JC/y \xxx> bieguno-
wych <© i u . Przedłużając promień wodzący <p punktu 
WYTRZYMAŁOŚĆ MATERJAŁÓW - ARKUSZ XVII. 



w obie strony nieograniczanie, otrzymuj omy nową 
oś Ołf , pochyloną ku o s i OJC pod kątem & . Oś 0v 
przecina elipsę bezwładności w punktach r i Y° , oś 
' Ou w punktach hTi W3'. ŚREDNICE Y*V*\ WW'TWORZĄ, 
jak wiadomo PARĘ ŚREDNIC SPRZĘŻONYCH ELIPSY, będzie
my więc nadal nazywali osie Ovt0hn OSIAMI SPRZĘŻONFr 
MI ELIPSY BEZWŁADNOŚCI. 

Budowa stycznej -ź7^ nie nastręcza żadnej trudno
ści. W tym celu ze środka e l i p s y bezwładności wykre
ślamy koło promieniem równym półosi w i e l k i e j Su . 

Prosta AV , równoległa dc o s i Ć2X, a przechodząca 
przez punkt ¥~ przecięcia eli p s y z osią wyzna
czy odpowiedni punkt na kole tylko co wykreślo-
nem. Budując styczną do koła w jego punkcie V/ i 

przedłużając j ą do przecięcia się z osią ĆVC w punk* 
cie l£ m wyznaczamy punkt 1C na OJC„ przez który 
przechodzi STYCZNA 7^ e l i p s y bezwładności, przy
należna do punktu r . Łączymy więc V° z prostą 
j ^ 7 , prowadzimy przez środek el i p s y prostą Oyf rów
noległą do stycznej 7^ i wyznaczamy punkty Jy° i 

przecięcia się t e j prostoj z elipsą bezwładno
ści przekroju. Wreszcie przez punkty JY° i W prowa-
dzimy proste równoległe do dar.ej o s i obie te 
proste będą niewątpliwie stycznemi e l i p s y bezwład
ności, a jedna z nich będzie tworzyła kąt c( z osią 
OJC \ druga kąt JSO —oC . Ponieważ jednak zazwy
czaj d l a wszelkiej krzywej zamkniętej przyrost i-u-
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ków przynależnych do współrzędnych ty dodatnich 
ustalamy w kierunku rosnących współrzędnych JC , 
a dla łuków przynależnych do współrzędnych^^ -
ujemnych - w kierunku malejących współrzędnych^, 
przeto w danym wypadku kierunek stycznych, owija
jących elipBę bezwładności zachodzi przeciw strzał
ce zegara - szukaną zatem styczną el i p s y będzie 
pro sta T7, przechodząca przez punkt W° przecięcia 
się o s i ćh/' z elipsą bezpośrednio tuż za punktem 
V leżący w kierunku rosnących kątów biegunowych 

Dzięki tej uwadze możemy obecnie już wyznaczyć 
równanie stycznej T , przechodzącej przez punkt 
JffafJ W p o s t a c i y-y^&r^/Of-^). Różniczkuj i 
lamy z równania el i p s y : -^^- + ̂ ^.=0 ; stąd & ± 

j iż" • • 1 A • K 7 

— j 
mamy z równania eli p s y : •—¥- + J(X =0 ; stąd 2/ = 
~~7ztf~r7/QS?> ostatecznie.- J-z/ 
jest inaczej jeszcze : 

.'Mamy więc 'm/^ = J~ 
równanie stycznej J . Wyznaczmy odległość Z t y l k o 
co wyznaczonej stycznej od środka współrzędnych. 
W tym celu oznaczamy punkt przecięcia się stycznej 
Tz osią OJC przez ftC . Współrzędne tego punktu 

nioch będą *JCQ i <̂ =ć?. Ponieważ czynią one zadość 
równaniu stycznej, zatem --^CJC-S^ skąd: tXO=Ły:jC^ 

i przeto Z^J&thf^ifafafłJC*. Stąd mamy .• Z*' = 
= <b*o/<JrtyJC^ Ponadto wyżej mieliśmy ^rf=~ ^ j y " , 
stąd co podstawiwszy w równanie7elip-
sy mamy; gj* _J?f___~4 skąd otrzymujemy o s t a t e c i -

ej, 
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*«$$ + jL]=l. Stąd mamy J ^ / . ^ , a za-
tem : Z* =<jŁ^/~tf+ -/^J=Ą^f+tf^f* 2 tylko co otrzy
manego równania na mocy i^. — Ą^^+&y<Jwz^> wnioskuje
my, że Z = (o^ . Mamy więc: 

RAMIĘ MOMENTU< BEZWŁADNOŚCI, PRZYNALEŻNEGO DO DA
NEJ" OSI, PRZECHODZĄCEJ PRZEZ ŚRODEK MASY PRZEKROJU, 
WYZNACZA SIĘ ODLEGŁOŚCIĄ TEGO ŚRODKA OD STYCZNEJ ELIP 
SY BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU, RÓWNOLEGŁEJ DO DANEJ OSI. 

Jest to tak zwana PIERWSZA WŁASNOŚĆ ELIPSY BEZ
WŁADNOŚCI, aby otrzymać j e j drugą własność, wyznacza
my współrzędne biegunowe wyżej rozpatrywanego punktu 
jiC , a mianowicie jego PROMIEŃ WODZĄCY f^OIr" i KĄT 
BIEGUNOWY & .Wtedy niewątpliwie Jf~f&i?fy=^teĄ 
skąd ̂ 7=~~^"^^^^ co daje znówi S/-fS^^yCi9-=Or 

Mnożąc wzor tylko co otrzymany przez /o> mamy : 

żej mówiliśmy, że średnice V¥ i JfW. wyznaczają k i e 
runki osi sprzężonych eli p s y Odr i OW? , możemy więc 
wypowiedzieć następującą DRUGĄ j e j 'WŁASNOŚĆ w posta
c i : 

ZALEŻNOŚĆ of+<z/~ Hyy-^&^O ~ WYZNACZA KIERUN
KI OSI SPRZĘŻONYCH ELIPSY BEZWŁADNOŚCI DANEGO PRZE
KROJU. W szczególnym wypadku, g'dy oba główne momenty 
przekroju są równe G / " " ^ " 0 ^ - e l i p s a bezwładności 
staje się kołem bezwładności o średnicy 7ćZ , gdzie 
u=Y^S / r y s . 184/ . Tę wartość €1 będzie mj«ł nie
wątpliwie promień wodzący ^ punktu J/7 przez który 
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prowadzić należy styczną 7\ 
równoległą do danej o s i Oir 
pochylonej ku osi OJl pod ką
tem y . Zarazem tutaj Z ~ 
=f-<Z% stąd of^jSa4'=o/m 

Ten sam wynik można otrzy
mać czysto a n a l i t y c z n i e z 
równania G £ =żfax)J*y> -t-o^o/cnty = oZ/ćb^y + oSórt. *y7=oT.' ' 
Stąd wniosek: 

DLA PRZEKRÓJUe UJAWNIAJĄCEGO JEDNAKOWĄ WARTOŚĆ 
OBU GŁÓWNYCH MOMENTÓW BEZWŁADNOŚCI, WSZYSTKIE MOMEN
TY BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU POSIADAJĄ WARTOŚÓ STAŁĄ, 
NIEZALEŻNĄ OD KIERUNKU ICH OSI, PRZECHODZĄCYCH PRZEZ 
ŚRODEK MASY PRZEKROJU. 

Może to mieć miejsce niewątpliwie l i t y l k o i wy
łącznie d l a PRZEKROJÓW GEOMETRYCZNIE SYMETRYCZNYCH 
WZGLĘDEM ŚRODKA, a więc d l a KÓŁ, PIERŚCIENI KOŁOWYCH 
i WSZELKICH WIELOKĄTÓW PRAWIDŁOWYCH. W tych wypadkach 
kierunek o s i głównych j e s t niewątpliwie obojętny i 
każda para ooi prostokątnych może być rozpatrywana, 
jako osie główne, dla każdej bowiem oJćy—O , o czem 
przekonać możemy się z łatwością, zważywszy, że każda 
oś j e s t osią symetrji tego rodzaju przekrojów A OŚ 
SYMETRJI JEST ZARAZEM JEDNĄ Z OSI GŁÓWNYCH PRZEKROJU. 
Aby to udowodnić rozpatrujemy /rys.185/ jakikolwiek 
przekrój, posiadający oś symetrji. Tę oś nazwijmy 
osią OX , a oś OY prowadzany do niej prostopadle 
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jeys. 185. przez jakikolwiek punkt 
przekroju leżący na OJCt a 
nawet i przez punkt o s i OtA\ 

+- lezący poza przekrojem. Bio
rąc pod uwagę całkę 
=s^ d l a tych o s i , i rozpa

trując ją jako granicę sumy składników zauwa
żymy natychmiast, że G X = 6 ? . Wynika to bezpośrednio 
z geometrycznego określenia osi jako osi syme-
t r j i , należy bowiem symetrję przekroju rozumieć jako 
symetrję wszystkich poszczególnych punktów przekroju 
względem t e j o s i . Możemy więc zawsze wyznaczyć d l a 
punktu 'Jtffey)przekrój a - punkt symetryczny względem • 
os i OeX również należący do przekroju —sy/Cc-f/J\ każ
dej zatem różniczce JCW&fó odpowiadać będzie różnicz
ka —JCyo//> pod znakiem całki. W ten sposób całka 
musi mieć wartość równą zeru. 

To rozumowanie dotyczy wszelkiej całki typu : 
^^m^ncfó przy Zl nieparzystem, różniczki bowiem 
Jf^ycYy wyznaczone d l a punktów Jl&t/J i sy

metrycznych, będą różnego znaku i przy całkowaniu z g i 
ną wszystkie co do jednej na t l e symetrji przekroju 
względem o s i 02C, Mamy więc - ^ ~ ^ V ^ ^ c o świadczy, 
że Ś R O D E K M A S Y P R Z E K R O J U J E D N O L I T E G O L E Ż Y N A O S I SYME
T R J I P R Z E K R O J U . 

Natomiast przy Zl parzystem różniczki MT^' ófó 

wyznaczone d l a punktów JffayJ i Ąp^^j będą jedna 



kowego znaku i całka £f y a& brana wzdłuż całego 
pola będzie niewątpliwie sumą dwuch jednakowych ca
łek tego samego typu, branych dla obu części syme
trycznych przekroju. Ułatwia to wyliczanie całek 
przekrojów symetrycznych. Odnośne przykłady wraz z 
tablicą momentów częściej spotykanych przekrojów po
dajemy w KURSIE ĆWICZEŃ.— 

Mimo 4-,o wszystko w przeważającej większości wy
padków wyliczanie całek , nastręcza dosyć 
poważne trudności, a. d l a przekrojów bardziej złożo
nych j e s t nieraz wprost niewykonalne, gdy krzywa ob
wodu nie może być wyrażona równaniem analitycznym. 
W tym wypadku jedynie możliwera j e s t : 

§ 4. WYLICZANIE MOMENTÓW PRZEKROJU WYKR3§LNE, 
za pomocą różnorodnych metod, stanowiących przedmiot 
g r a f o s t a t y k i , dokąd odsyłamy czytelników, tutaj zaś 



podajemy nader prosty sposób N E E L S* A mnożenia 
wykreslnego w zastosowaniu do wyznaczania momentów bez 
władności przekroju. Niech KRZYWA ZZ/Z wyznacza w 
układzie prostokątnych osi współrzędnych OJC^ (?y— POLE 
yS DANEGO PRZEKROJU, zresztą zupełnie dowolnego. Wy-
znaczmy d l a tego przekroju całki• j^^yt/ź ̂z/o/^ć/^— 
^/^c^Zćdr, oraz c / j / ^ ^ j / ^ ^ r ^ ^ ^ ^ ^ / r : T y l k o co 
napisane całki należy sprowadzić do pojedyńczych:Z7= 
j ^ ^ o r a z o/^/^ircZy, które należy brać WZDŁUŻ OB
WODU c7777 POLA yć> . W ten sposób przeinaczone całki z 
łatwością możemy wykreślić w postaci NOWYCH PÓL WTÓR
NYCH e2 i 7^ /rys.166/, za pomocą sposobu wykreslnego 
NEHLS%A. W tyra celu równolegle do osi. budujemy pro
stą AJ3 W ODLEGŁOŚCI OA=fU Q& początku o s i współrzęd
nych i prowadzimy przez zupełnie dowolny punkt Zf/óc^J 
leżący na. obwodzie pola /S prostą rówiioległą do os i 
oy do przecięcia się z prostą A23 w punkcie 7™ 
Prowadząc ponadto prostą ?7zJf T ÓW no le g i e do osi OJC , 
otrzymujemy współrzędne punktu 7f w postaci odcinków 
?nAf=jC, oraz 0?rć=y* Z k o l e i prowadzimy prostą, prze
chodzącą przez początek o s i współrzędnych i przez Z7 

aż do przecięcia się z prostą ??zJf w punkcie , wy
znaczającym odcinek 7?l trójkątów podobny cii 
MFOcsitArą mamy: ̂ ^ / ^ - ^ f e t ą d : * = j&• 
Wobec tego, że przeto geome
tryczne miejsce punktów V , przynależnych do wszyst
k i c h punktów obwodu Z/flwyznaczy obwód cZ^ZZ NOWEGO PO-



LA &, które niewątpliwie wyraża się całką Q^JZ&y, 
jak to zresztą widać od pierwszego rzutu oka na rysu
nek. MAMY WIĘC tutaj 4?*/*^ . Stąd wniosek: POLEĆ? 
DAJE W SKALI A WARTOŚĆ MOMENTU STATYCZNEGO PRZEKRO
JU WZGLĘDEM OSI OJC.—' 

Chcąc w dalszym ciągu otrzymać wykreślnie QZ , 
należy ponownie przez punkt x przeprowadzić prostą 
równoległą do os i ClY\ aż do przecięcia się z osią 
AB w punkcie . Prowadząc znowu prostą, przechodzą* 
cą przez początek os i współrzędnych i przez punkt 77 
aż do przecięcia się z prostą mjfotrzymujemy na mJf 
punkt wyznaczający odcinek 7?z]7=6J. Z trójkątów 
podobnych A m k°cOcOAAHOy mamy : co = /n JY°=AZ7*077-i :OA -
filft^yi =g^Ul , ponieważ niewątpliwie Ać7=mp/=^. 
Wobec tego, że JZ=tX3/yCC, mamy ostatecznie.- i0=yśrj&>. 
Wyżej widzieliśmy, że a/yfćh/f/, a zatem • o/=A//^:Ć4= 

= iLyćd&v% i przeto znowu geometryczne^ punktów W przy
należnych do wszystkich punktów Jf obwoduc<^^wyzna
czy obwód c/WZ NOWEGO POLA 7? . które niewątpliwie wy
raża się całką Jf^/coc/y> jak to zresztą widać na ry
sunku. Mamy więc o£yu4/^ . Stąd wniosek: POLE 7? 
DAJE W SKALIy^WARTOŚĆ MOMENTU BEZWŁADNOŚCI PRZEKRO
JU ̂  WZGLĘDEM OSI^łC 

Na zakończenie wskażmy, jak można uogólnić wyżej 
podany sposób, aby módz wyliczać MOMENTY ODŚRODKOWE 
przekroju jS . Niech krzywa ZJ%/T/ry*.\&7/ wyznacza 
w układzie prostokątnych o s i współrzędnych ćLC#Xpole 
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danego przekroją, 
zresztą zapełnię 
d OT.o Inego. V/y zna
czmy d l a tego 
przekroju całkę 

^faajryCraźr. •—-
Ta całka daje się 
z łatwością spro
wadzić do pojedyń 
czej całki a/" = 

którą, 
należy brać wzdłuż obwodu pola 7> . W ten sposób prze
inaczoną całkę z łatwością można wykreślić w postaci 
nowego POLA za pomocą sposobu, przypominającego 
nieco sposób poprzednio przytoczony. W tym celu przez 
punkt 7f , leżący na obwodzie pola prowadzimy 
prostą j¥A , równoległą do osi i budujemy proetą 

równoległą do tejże osi Oy w odległości Oć^Tfa 

od początku os'i współrzędnych, Prowadząc ponadto pro
stą r/tJ^r ów no le g i e do osi otrzymujemy współrzęd
ne punktu Jf w postaci odcinków ^JyiJTj oraz Opn^y . 

Z k o l e i na prostej J?C , począwszy od punktu ć2 od
kładamy 7Z2=^T=??z7fm Łącząc 27 z O prostą, otrzymuje
my punkt przecięcia 77 na prostej jfi4 . 7/ dalszym 
ciągu budujemy prostą M7 równolegle do osi ax w 
odległości Oj^ytt, od początku współrzędnych i na-



niej począwszy od punktu P odkładamy PP^^ZJ . pro-
wadząc prostą przechodzącą przoz początek osi współ
rzędnych i przez punkt , aż do przecięcia się z 
prostą TTtJf, otrzymujemy na punkt JZ , wyznacza
jący odcinek ??zZ=%. Z trójkątów podobnych ; 
AZ<ZO CXJ> A PA O, mamy J?A =J?ćr*C!4: 0CT= 

ponadto, równiej z trójkątów podobnych A mZć?(rOAjWt? 

•będziemy m i e l i ^=?nZ=^Op?t^/^=/C£yyi='^~^, 

Wyżej widzieliśmy, że ^ / ^ ^ / ^ ^ l ' ^ ^ ^ ^ ^ -
A zetem geometryczne miejsce punktów JZ , przynależ 
nych do wszystkich punktów Zf obwodu PfZ, wyznaczy 
obwód JZL NOWEGO POLA P , które niewątpliwie wyra
z i się całką P^/^^/f^ jak to widaó od pierwszego 
rzutu oka na rys. 167. Mamy więc oj^ -yCC4P , Btąd 
wniosek: POLE Z7 DAJE W SKALIWARTOŚĆ MOMENTU OD
ŚRODKOWEGO PRZEKROJU /d? WZGLĘDEM PROSTOKĄTNYCH OSI 
OtXyOyi'-~—" W ten sposób dają eię wyliczać 

- wykreślnie wszystkie momenty dowolnego przekroju, 
ponadto możemy również wykreślnie wyznaczać kierun
k i o s i głównych, oraz wartości momentów do tych osi 
przynależnych, stosując WYKRESLNY SPOSÓB MOHR*A,bio
rący za T)unkt wyjścia: 

§ 5. KOŁO BłC'?ŁADNOŚCI PRZEKROJU. Przypuśćmy, 
żeśmy wyznaczyli kierunki głównych os i OJC,oydla 
danego przekroju /rys. 188/ oraz wartośei głównych 
momentów bezwładności G ^ G ^ przekroju. Jeżeli po
nadto wyprowadzimy ze środka masy O przekroju nową 
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/TSŹ? 288 Parę osi prostokątnych Otf, 
On i oznaczymy przez Y 

kąt pomiędzy osiami OJC i 
0Pi. , to na mocy wzorów 
przejścia dla tych no* 
wych osi będziemy m i e l i : 
^2-^CCo-jy + yo/^y^ 

Zl^—^Cofonsy+y&ay, skąd ^j/^W^y^^^y^^ 
=o7&>ó'ey ̂ o/o/z^y-^o/y/o^y^y=c£G& y^-o^of^yj Ć??/?Z: 
^vjyu^&=yfc^<Jifo,y+y &jyJCrćhjy t yo/^yy^y = 
^^^/o/my^y^/^yo^^-/o/-oyf/of/^zy ćbjy, 
ponieważ o£ -O, jako że dla osi głównych, wzór d l a 
e/ pomijamy, możemy go bowiem każdorazowo wypisaó 
wprost, zmieniając we wzorze dla e£ kąt y n&y+So* 
co się tłumaczy samo przez się. Na mocy wzorów: 
£§#?fc^0$£y, i &fo&=/-<ax>fy mamy;(^-//^>^ 
+ j£-/'Q?'--Q£7<$MJy, oraz z/^-ffit^Jl^Jy. Te 
wzory wyrażają myśl przewodnią sposobu wykreślnego 
M0HR*A, który tu podajemy: 

Odkładamy na prostej AJ3 odcinki i A2?=o7y. 
Ma różnicy tych odcinków Ć27 % jako na średnicy bu
dujemy koło, przyczem niewątpliwie 
gdzie przez O oznaczyliśmy środek koła. Ponieważ 
promień koła równy j e s t jr^//1 zatem y=Z<2J7=-j-^/y^ 
przyczem znak górny bierzemy wtedy,gdy <&£7><^ 
a dolny gdy QZ> of. 
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W obu wypadkach odkła
dając od punktu C kąt Cć?£= 
T " ^ i prowadzimy 2ZZUA&, 
wyznaczając w ten sposób 
odcinek AZ=AO^OJr

f 

gdzie O^Jf*^ ty, Kemy 
zatem AZ = ^Z>£+Q/T/+ 

Aby otrzymać wykreśl-
nie wartość c£ , należy 

cc •> 

miasto Z brać kąt jPfJO°f 

c z y l i miasto ty-kąt ^ + 1 8 0 ° , inaczej mówiąc nale
ży przeprowadzić średnicę koła ZJ& oraz ćjZIyĄAy'. 
W ten sposób wyznaczamy odcinek A/Y^Z. Ponadto 
ponieważ &Ń=J?£=Jf&lnty>, zatem ćx/?=j¥J

T=Q£zr. 
Wiazimy więc, że za pomocą tylko co zbudowa

nego koła bezwładności możemy otrzymać wykreślnie 
momenty G ^ , G / ^ ( 2 / ^ , majq.c dane momenty główne : 
G/, QZ . ODWROTNE ZAGADNIENIE również nie nastrę-
cza trudności - możemy bowiem zawsze znaleźć WAR
TOŚCI momentów głównych O^,^ , oraz kierunki osi 
głównych, mając dane &/, ^ir, dla j akiejkolwiek 
pary o s i "prostokątnych, przechodzących przez śro
dek masy przekroju. W tym celu odkładamy na prostej 
AS t począwszy od punktu ̂ 4 odcinki ^ ^ / " ^ i 
AjY=tZ\ budujemy w punktach Z7i ./Ż^prostonadłe do 
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ABi na tych prostopadłych odkładamy odcinki 
^/Yfc-o^tir* kierując ku górze odcinek bliżej punktu 
A leżący, ku dołowi zaś odcinek, leżący dalej od-4., 
Łącząc 77 z (7 prostą wyznaczamy środek O koła wy
trzymałości, jako punkt przecięcia się prostych 27& 

Promieniem równym ̂ L^ 7 zataczamy więc krąg, 
który przetnie prostą ABit (7 i 77, wyznaczając w ten 
sposób momenty główne 7-^9(7^ o^=A77', oraz kąt od
chylenia <7 o s i Ov od głównej o s i 07C, mierzony po
łową łuku (TB . Kąt ten należy odliczać ed Ozr w kie
runku odwrotnym do ruchu strzałki zegara. 

Rzut oka na rys. 189 pozwoli nam wyprowadzić 
nader ciekawą własność momentów bezwładności danego 
przekroju. Ponieważ QĄ =rf-/AC+A27/ = -j-fĄF+A/Ćj, 

zatem G / ^ C ^ - C ^ G ^ . Ten eam wynik możwmy również 
otrzymać rozpatrując jakikolwiek punkt Af przekroju 
/rys.188/. Oznaczmy promień wodzący p u n k t u j przez 
.f=OAf< W układzie osi <7Jt,obędziemy m i e l i : f4= 

=jc*+yt a w układzie jakichkolwiek innych osi ć?zrf 

Ozz f*=ir*+lZ£. stąd wynika, że J^l^±iiy2&* 
a zatem yźife v y ^ ' ^ j ^ ^ ^ / ^ S ^ i ostatecznie: 
< I / ^ = G / +Q£ . SUMA MOMENTÓW BEZWŁADNOŚCI PRZEKRO
JU, PRZYNALEŻNYCH DO DWUCH PROSTOPADŁYCH DO SIEBIE 
OSI WSPÓŁRZĘDNYCH, PRZECHODZĄCYCH PRZEZ ŚRODEK PRZE
KROJU, JEST WIELKOŚCIĄ STAŁĄ, NIEZALEŻNĄ OD KIERUN
KU TYCH OSI W PRZEKROJU. 

Na tem kończymy badanie momentów, które nam da-
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ło najwygodniejszy układ o s i , możemy więc obecnie 
już rozpatrzeć'.* 

§ 6. UKŁAD NAPRffŻEfl PRZEKROJU. 
Rozpatrujemy przekrój płaski ciała jednolitego, 

c z y l i POLE/3^/ry8.190/ ograniczone pewną zamkniętą 
krzywą A* , którą OBWODEM POLA zwać będziemy. Wyzna-
czarny środeP O tego pola i określamy kierunki jego 
os i głównych 0*sft OY. Ponieważ dla tych o s i J^=^7= 
~c/7l=Ot zatem w danym wypadku wzór.-

Q%y -Oto/y C/ -o^oZ / ^ 

Oyi oZ * 
a pozostałe wzory 7^=/9JC, iy-Ay przepisujemy bez 
zmiany. Badanie układu naprężeń, panujących w po
szczególnych punktach rozpatrywanego pola eprowadza 
się do badania tylko co wypisanych wzorów; pierwszy 
wyznacza naprężenia, prostopadłe do przekroju, czy
l i tak zwane NAPRĘŻENIA NORMALNE, - pozostałe wzory 
wyrokują o naprężeniach leżących w przekroju, które 
na razie pozostawiamy bez uwagi. Wzór d l a ̂ 5 dotyczy 
jakeśmy to wyżej zaznaczyli, wypadku £ , JUEEY 
NA PRZEKRÓJ DZIAŁA MOMENT yf{ . LEŻĄCY W PRZEBOJU 
I SIŁA Jf , PRZYŁOŻONA DO ŚRODKA MASY PRZEKROJU, A 
PROSTOPADŁA DO PRZEKROJU. Dla szczególnej wartości 
yg=ć> a więc d l a WYP&TOJ 1/ , kiedy na przekrój 
działa l i t ylko moment AL LEŻĄCY W PRZEKROJU bo
dziemy m i e l i wzór t\ = "^^^^Z~f ~y • odpowia-
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/ZXS. ISO. daj ący .wartości 

ve wzorze po -
przędzaj ącyra. 

Kozpoczyna-
j ąc badanie na
prężeń <̂  , pod
kreślamy j esz-
cze raz wyraź
nie, że 
we wzorach po
wyższych ozna
czają WBPOłłRZET 
NB punktu Jf, , 
dowolnie ns da-
nera polu obrane
go; <ffx,żfy są 
to składowe mo
mentu A , M0-

MENT /ifi wyobrażać bodziemy przez odpowiedniej dłu
gości ODCINEK OAf , nadając mu stale t a k i kierunek, 
aby UMIEŚCIWSZY OKO W POCZĄTKU WSPÓŁRZĘDNYCH i SPO
GLĄDAJĄC W KIERUNKU ODCINKA, WYOBRAŻAJĄCEGO MOMENT. 
WIDAÓ BYŁO OBRÓT, JAKI SIĘ STARA WYWOŁAĆ PARA MOMEN
TU DANEGO ZAWSZE W KIERUNKU ODWROTNYM DO RUCHU 
STRZAŁKI ZEGARA. W ten sposób określamy KIERUNEK OD
CINKA OAf tworząc ego z dodatnim kierunkiem o s i OLK katcL 
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Stosowanie się do powyższego prawa pozwala ści

śle każdorazowo wyznaczyć kąt OC~ t oraz zasadniczo 
uniknąć gmatwaniny, wynikającej z rozpatrywania mo
mentów dodatnich i ujemnych, wszystkie bowiem, podług 
powyższego prawidła wyznaczone momenty mogą być uważa 
ne za dodatnie, JAKO JEDNOKIERUNKOWE, to j e s t należą
ce do tego samego TYPU OBROTOWEGO. ZAWSZE PRZETO NA
DAL PISAĆ BĘDZIEMY J£ > O. ~ 

Pozostaje nam jeszcze tylko określić położenie 
osi OZ względem o s i głównych 02Cf Oyt kierunek bowiem 
tej o s i nader ważną odgrywa rolę w danym wypadku. Ma
rny tu prawo: WSKAZÓWKA ZEGARA, LEŻĄCEGO POŚRODKU PO
LA TARCZĄ ZWRÓCONĄ W KIERUNKU DODATNIEJ OSI ^ . S P O 
TYKA W SWYM RUCHU NAPRZÓD DODATNIĄ 05 0JC% A POTEM 
DOPIERO DODATNIĄ OŚ OV.-

Ustaliwszy w ten sposób pojęcia zasadnicze, bie
rzemy pod uwagę OBCIĄŻENIE TYPU ̂ złożone z Zf i 

siły dodatniej lub ujemnej. Działanie momentuy^ 
możemy niewątpliwie zastąpić działaniem PARY SIŁ RÓW
NYCH 7^ , A RAMIĘ T tej pary, możemy wyznaczyć z 
równania M~ ±7jfz . skąd: r-*^-'J%*\ PODWÓJNY 
ZNAK JEST TU KONIECZNY, BO RAMIĘ MOMENTU, JAKO RDZEN
NIE DODATNIA WIELKOŚĆ, MUSI BYĆ RÓWNE 2~=-0*- DLA 
^><?, oraz r*-M± DLA s%<0 . ABY ZAWSZE Jf^ MO
GŁO BYĆ DODATNIE w myśl tego cośmy wyżej mówili. 

Gdy WYPADKOWA Jf OBCIĄŻENIA ZEWNĘTRZNEGO JEST 
DODATNIA, a więc gdy działa w kierunku dodatniej o s i 

WYTRZYMAŁOŚĆ MATERJAŁÓW - ARKUSZ XVIII. 
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0Z%wtedy para J^~jĘ/\ łącznie z tą siłą daje WYPADKOWA 
JP RÓWNIEŻ DODATNIĄ, A PRZYŁOŻONĄ DO PUNKTU O. o współ-
rzędnych biegunowych PROMIENIU WODZĄCYM ̂ =M^ i KĄCIE 
BIEGUNOWYM F=C<f^?2*k t o zresztą widać na rys. 191. 
Natomiast,gdy WYPADKOWA M, j e s t UJEMNA,wtedy para Jf=-
-~TiL% łącznie z tą siłą daje wypadkową Jj? również uj eni-
ną, a przyłożoną do punktu £2 o współrzędnych bieguno
wych - PROMIENIU WODZĄCYM r=-JfyRz i KĄCIE BIEGUNOWYM 
*f — OĆ + -JT , jak to również widać na rys. 192. Wyni
ka to bezpośrednio z omówień wyżej poczynionych. Niechaj 
płaszczyzna P ZAWIERA W SOBIE PARĘ MOMENTU Jf .W prze
cięciu z polem przekroju płaszczyzna P OZNACZY ŚLAD 
w postaci prostej AB > przechodzącej przez środek masy 
przekroju, a prostopadłej ao odcinka wyobrażające
go dany momsnt. Ponieważ zawsze QAf >Q , zatem patrząc 
na płaszczyznę P od strony odcinka momentu WIDZIMY JE
GO PARĘ JAKO PRAWOSKRĘTNĄ. 

Jedną z sił pary możemy niewątpliwie przyłożyć do 
punktu O ,ABY PRZECIWDZIAŁAŁA WYPADKOWEJ Pz OBCIĄŻENIA 
ZEWNĘTRZNEGO. Druga siła pary, jako skierowana przeciw
nie, otrzyma wobec tego KIERUNEK WYPADKOWEJ fŚL 

, o e u z i e 
więc jednego z nią znaku, a ramię pary T*~AP^OŻY 
SIĘ NA PROSTEJ AB W POSTACI ODCINKA OQ=2* , tworzącego 
z ODCINKIEM OM K Ą T ^ , GDY J^>Ó':%lub też odcinka 
OQ^ r /tworzącego z 6 ^ KĄT ; , GDY Ę<Oy jak to 
zresztą wyraźnie widać na rysunku. W obu wypadkach 
OBCIĄŻENIE PRZEKROJU STANOWIĆ BĘDZIE POJEDYN* -
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CZA ZlŁkJ? DODATNIA, LUB UJEMNA, MlkOŚRCDOWO PRZYŁO-
ŻONA DO PUNKTU Q ,LUB O. o współrzędnych biegunowych 
i ? P l u b ^ ' Wyznaczmy współrzędne prostokątne tych 
punktów 0=S2&fi ^ - / i & z / f GDY 2fz>0, wtedy T=J^J^, 
oiaz ^ z a t e m j0kcte/&+£)=-^er6n.oć, 
oraz; ^=^-ofa('oć+^)=^€teaf. Kiedy zaś 7C<^,wte
dy 7*-- ^jSirS oraz y?'= oć-t-^-śT, a zatem J " ^ = 
- ^£^|^-#J?<oraz y=~^&ri^f^~k Cncć. 
Ponieważ ponadto niewątpliwie: _y^<^ox~*-^.,oraz y^of^oi^ 

W OBU WYPADKACH mamy ^-J/]^ , ^=7%:-^C> 
stąd - , =" - . W ten sposób otrzymujemy 
bezpośredni wniosek: OBCIĄŻENIE PRZEKROJU SIŁĄ DOŃ 
PROSTOPADŁĄ, A PRZYŁOŻONĄ DO JEGO ŚRODKA, ORAZ MOMEN
TEM W PŁASZCZYŹNIE PRZEKROJU LEŻĄCYM, MOŻNA ZASTĄPI6 
ODPOWIEDNIM OBCIĄŻENIEM SIŁĄ POJEDYNCZĄ, RÓWNOLEGŁĄ I 
RÓWNĄ POPRZEDZAJĄCEJ', A PRZYŁOŻONĄ MIMOŚRODOWO DO PEW
NEGO PUNKTU, LEŻĄCEGO W PŁASZCZYŹNIE PRZEKROJU. Tego 
rodzaju obciążenie Zawsze nadal zwać będziemy OBCIĄŻE
NIEM MIMOŚRODOWEM SIŁĄ fj^ *>0 , a punkt Q przyłoże
nia bej siły - ŚRODKIE>i NAPH?ŻEŃ PRZEKRÓJ U, PRZYCZEM 
6k JAKO OŚRODEK SPROWADZENIA SIŁ MOŻE NIE LEŻEĆ W 
PRZEKROJU. W szczególnym wypadku, gdy JPsO mamy % = 
=-/7 = oo - ŚRODEK NAPRĘŻEŃ LEŻY W PUNKCIE NIESKOŃCZE
NIE DALEKIM, a więc poza przekrojem. Kie należy się 
temu dziwić - bowiem w danym wypadku obciążenie sta
nowi moment jedynie, c z y l i para sił, którą możemy 
rozpatrywać jako siłe iówną Zeru działającą na ramię 
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nieskończenie w i e l k i e . 

Ostatecznie zatem rozpatrywać będziemy dwa wy
padki obciążenia; OBCIĄŻENIE J7 oraz które może 
my zastąpić OBCIĄŻENIEM MIMOSRODOWEM. Rozpatrujemy 
przedewszystkiera wypadek J7, jako prostszy: 

§ 7. BADANIE ROZKŁADU NAPRĘŻEŃ W PRZEKROJU 
PŁASKIM, CBCIĄŻOHYM MOMENTEM, LEŻĄCYM W PRZEKROJU, 
sprowadza się do badaiiia wyżej ustalonego wzoru d l a 
Ł--4&JC+^-</= -ZMr^^^^Y,NAPRĘŻENIA NORMAL-
N̂EGO, występującego w punkcie 2'{(*JC?yj danego pola 
yS odkształconego pod jarzmem momentu , leżące 
go w p r z e k i o i u . ^ — — * 
Przedewszystkiem zauważamy, że dla POCZĄTKU WSPÓŁ
RZĘDNYCH, to j e s t d l a punktu Jf/Ó,oJ będzie -O. 
Stąd bezpośredni: 
WNIOSEK PIERWSZY. NAPRĘŻENIE Ł MA WARTOŚĆ ZEROWĄ 
DLA ŚRODKA MASY DANEGO POLA. 
Wyznaczając z k o l e i średnią wartość naprężenia ^ , 

ponieważ ^^afoj/jfófó'=0 dla naszych osi głównych. 
Stąd oczywisty: 
WNIOSEK DRUGI. ŚREDNIA WARTOŚĆ 14APREŻEŃ Ł DANEGO 
POLA ZAWSZE JEST RÓWNA ZERU. 

Dając naprężeniu Ł OKREŚLONĄ WARTOŚĆ zL- f to 
je s t inaczej mówiąc, uważając 4? w równaniu za 
wielkość stałą, mamy ; .J%>6x>ay= / , m Jest 

to, jak widzimy, równania pr o s t e j , którą zwać bę-
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dziany LINJĄ RÓWNEGO NAPRĘŻENIA Ł , inaczej mówiąc, 
otrzymujemy równanie MIEJSCA GEOMETRYCZNEGO tych 
wszyBtkicb punktów y^^^J^danego pola , w któ
rych naprężenia są jednakowe. ftąd mamy: 
WNIOSEK TRZECI. PUNKTY, W KTÓRYCH PANUJE NAPRĘŻENIE 

Ł£ STAŁE, LEŻA WSZYSTKIE NA PROSTEJ, ZWANEJ„LINJĄ 
RÓWNEGO NAPRĘŻENIA Ł f ~ 

Ponieważ zmiennej ^ możemy nadawać coraz to 
inne wartości, a każdej z tych wartości odpowiadać 
będzie l i n j a równego naprężenia, nachylona ku osi 
OJC pod kątein/?= ^ ^ f ^ ^ - ^ ^ p r z e -

to mamy: 
WNIOSEK CZWARTY. L1NJ2 RÓWNYCH NAPRĘŻEŃ Ł PRZEKRO
JU, TWORZĄ RÓJ PROSTYCH RÓWNOLEGŁYCH, NACHYLONYCH 
K U GŁÓWNEJ OSI BEZWŁADNOŚCI OJC PRZEKROJU POD KĄTEM 

Rozpatrując wyrażenie dl a yd, widzimy, że 
w pierwszej mierze zależy od Z^oC , zatem d l a 
skrajnych wartości Ć^oć-O i i^oć^oo mamy odpo
wiednio •/a,/3=0 i -1&y3-oo stąd: 
WNIOSEK. PIĄTY. NACHYLENIE LINJI RÓWNYCH NAPRĘŻEŃ KU 
GŁÓWNEJ OSI BEZWŁADNOŚCI OJC DANEGO POLA ZALEŻY OD 
NACHYLENIA MOMENTU KU TEJ OSI. RÓJ JEST RÓWNOLEGŁY 
DO GŁÓWNEJ OSI POLA, GDY NA TEJ OSI LEŻY MOMENT DA
NY. 

Przypuśćmy, że proste, przynależne do roju, 
przecinają, oś OJC /rys. 193/ w punktach JfóCfoJ. 



z prostych roju Z^,/^^...^...-^^ możemy wobec 
tego wyznaczać oociętą J^.^ , ?ńyż niewątpliwie war
tość naprężenia t\ d l a punktu Ź7 wyliczona, panować 
będzie WZDŁUŻ całej l i n j i równego naprężenia. Ta 
wartość będzie &:ąs- danym np. wypadku, 
gdzie najwidoczniej QJi#zoOO największą dodatnią 
wartość <JC,/f, otrzymamy d l a skrajnej l i n j i równego 
naprężenia JM stycznej do przekroju, a najmniejszą 
wartość uj amną dla skrajnej l i n j i równego na
prężenia Af również stycznej do przekroju. Warto
ści te wyznaczą odpowiednio UJEMNĄ NAJMNIEJSZOŚÓ 
naprężenia z,^ panującą wzdłuż l i n j i Skrajnej -Z^ 
i DODATNIĄ NAJWIĘK.8Z0ŚÓ & , panującą wzdłuż l i n j i 
skrajnej Z-> przekroju. Pomiędzy teiai skrajnemi war
tościami naprężeń, z£ zmienia się w sposób linjowy 
jak o tem świadczy wzór dla . Stąd mamy mewątpli-

WNIOSEK SZÓSTY. WARTOŚCI NAPRĘŻENIA £ ZMIENIAJĄ 
SIĘ CIĄGLE I OCZYWIŚCIE LINIJNIE W GRANICACH ŚCIŚLE 
OKREŚLONYCH DLA DANEGO POLA, • PRZYT3M SKRAJNE WARTOS-
Cl DAJĄ DODATNIĄ NAJWIĘKSZOŚĆ 1 UJ3MNĄ NjJWuEJSZOW 
NAPRĘŻEŃ PULA.~-

Wyznaczanie tych skrajnych wartości w każdym 
poszczególnym wypadku, nie nastręcza żadnych trudno
ści. Geometrycznie naprężenia przedstawić można 
jako odcinki JhDy- które otrzymamy, wykreśliwszy pro-
eta. ZL} =• it—r ; BjEr&jjire oacmki tej pro-



stej , miorzaue o u o s i dadzą skrajne wartości 
naprężeń ^ . 

W rozpatrywanym bu wy pac ku zawsze uauy ^^-Ą 

jako że skrajne nanręzeuia są rożnycn znaków. Haieci 
POLE /iAWSZL D « a , - : L I I iĘ NA DWA OBHZaEY TAKIE, ŻE WE 
WSZYSTKICH P U N K T A C H O B S Z A R U P I E R W S Z E G O P A N U J Ą N A P R Ę -

NAPREZE* ŻENI A JEDN.tSGO Z N A K U * W D R U & I M OBSZARZE -
NIA ZNAKU PRZECIWNEGO, NA GRaKICY ZAŚ TYCH 0 3 S Z A R Ó W 

PANUJĄ NAPRĘŻENIA RÓWfJE ZEBU. 
C-ranicę tę otrzymamy kładąc » co daje -

T4|^ PRO-

ST E j f ZWANEJ OSIA OBOJĘTNĄ, dlatego, bo we wszyst
k i c h j e j punktach panują naprężenia iL-O . Warto-
ści iZ=y=:0 czynią zadość temu równaniu, stąd ma-



my więc: 
W N I O S E K S I Ó D M Y . OS O B O J Ę T N A Z A W S Z E P R Z E C H O D Z I 

P R Z E Z Ś R O D E K M A S Y P O L A . 

Ponieważ oś obojętna należy do wyżej rozpatry
wanego roju prostych, przeto pochyla się ku o s i 
cZiTpod kątem /3 = OM. ^ AyafJ. Stąd ^ ? / ^ = 

=^-^OĆt co dowodzi, ŻE OBA WSPÓŁCZYNNIKI KĄTOWE 
MAJĄ ZAWSZE TE SAME ZNAKI, stąd: 

WNIOSEK ÓSMY. OS OBOJĘTNA i ODCINEK MOMENTU LE
ŻA ZAWSZE W TYM SAMYM KĄCIE OSI WSPÓŁRZĘDNYCH. 

Tylko co wypowiedziany wniosek, t r a c i całkowi
cie swą wartość wtedy, gdy moment leży na jednej z 
głównych o s i bezwładności, a więc gdy iźfof-O, lub 
AtfoS^oo. W tym wypadku otrzymujemy odpowiednio 

lub Ać£,yd=oot ponieważ zaś równanie l i n j i obo
jętnej, jako p r o s t e j , przechodzącej przez początek 
osi współrzędnych możemy napisać w postaci 
zatem w pierwszym wypadku otrzymamy 

O . w dru
gim tZT^O , stąd: 

WNIOSEK DZIEWIĄTY. GŁÓWNA OS P O L A S T A J E S I Ę L i -
N J Ą O B O J Ę T N Ą , G D Y NA N I E J L E Ż Y M O M E N T . 

Wyobraźmy sobie płaszczyznę, przechodzącą przez 
środek masy danego pola, a prostopadłą do odcinka, 
wyobrażającego dany moment. Będzie to niewątpliwie 
płaszczyzna pary sił momentu. W przecięciu z płasz
czyzną przekroju płaszczyzna pary momentu wyznaczy 
ŚLAD, v postaci PROSTEJ 0£ , którą O S I Ą S I Ł MOMEN-



TU lub wprost OSIĄ SIŁ zwać będziemy. Ponieważ oś sił 
j e s t prostopadła do odcinka.momentu, a zatem KĄT 
j a k i OS SIŁ TWORZY Z OSIĄ <&TjEST ^t**^- Stąd: 
Qfo7z^= ćcttcćj ćtoJCz-af&taC.Równanie osi obojętnej po wpro
wadzeniu doń kąta T otrzyma postać ^^l^-^£y^o. 

Stąd, zważywszy, ze is -^tW/o3 mamy równanie: 
o^+a/^^== Oy uzależniające współczynnik kierun
kowy o s i sił od współczynnika kierunkowego osi obojęt
nej. Dowodzi ono, że os obojętna i oś sił to dwie sprzę 
żone śreanice środkowej elipsy bezwładności przekroju. 
Stąd: 
WNIOSEK DZIESIĄTY. OS OBOJĘTNA 1 OŚ SIŁ DANEGO POLA OD
KSZTAŁCONEGO POD JARZMEM MOMENTU, LEŻĄCEGO W POLU, STA
NOWIĄ PARĘ OSI SPRZĘŻONYCH ŚRODKOWEJ ELIPSY BEZWŁADNO
ŚCI TEGO POLA, 

Stąd łatwy sposób budowania osi obojętnej. W sa
mej rzeczy, niech prosta O27 będzie daną osią sił, 
prostopadłą do odcinka 37% momentu i pochyloną ku o s i 
głównej OJ('pod kątem^, Odłóżmy na części dodatniej 

JBKS: 734. 

A \ 

lub uj emnej osi ć2̂ f*3EZ-
P O Ś R E D N I O Z A 02LEŻĄCEJ 
odcinek OA =G>T . Budu-
jąc w punkcie A prosto
padłą JBIOjf^ż co 
przecięcia się z osią 
sił 02 w punkcie 773 
otrzymuj emy ̂ ^M-=Z^.; 
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Z k o l e i na o s i ^-^odkładamy odcinek OC=A23 TEGO Sit-
MEGO ZNAKU CO i AJ3% a wtedy budując z punktu^ównc-
l e g i e do OSA Oj/ odcinek ĆĆZ^oJ SKIEROWANY V. STROłf 
ODCINKA - OJfp , prowadzimy prostą &S2, przechodzącą 
przez P r o s t a za będzie szukaną osią oooj ętną prze
k r o j u . Łatwo to udowodnić. Kąt pochylenia zbudowanej 
t y l k o co o s i OS2 c z y n i zadość równaniu €p/3--
=jjjj}atądt zważywszy, ż e k ą t y j3i^ l e « ą z a w s z ą w in
nych ówiartkacn mamy ^^••^^^^^^e^^^^^S^ji djHą-
t e c z n i e ; ̂ ^ ' ^ f i ^ T ^ Ą co n a l e ż a ł o u d o w o d n i ć . Ż K o l e i 

ro zpat ru j emy * WYPADEK „JŹ? obciążenia przekroju; obcią
żenie to zawsze daje się sprowadzić' do OBCIĄŻENIA MIMO 
ŚRODOWEGO. W tym c e l u wyznaczamy WSPÓŁRZĘDNE ŚRODKA ha 
prężeń w po s t a c i ^'^-Ąy:^ i Ź&%t£9okr*ala
my stąd -J^=2Ę, % i/fclfc??, i podstawiamy we wzór d l a «c 
naprężenia normalnego, wyżej wyprowadzony. Otrzymujemy 
w ten sposób WZÓR ZASADNICZY DLA & = —yKj^$L\%_ 
Ą ̂ Z ^ V J ^ j ^ : / NAPRĘŻENIA NORMALNEGO £ 

§^7. BADANIE ROZKŁADU NAPRĘŻEŃ W PRZEKROJU PŁAS
KIM, OBCIĄŻONYM MIMOŚRODOWO. 

Niech więc ukiad sił odkształcajądych dany PRZE
KRÓJ c z y l i POLEPO /rys.195/ sprowadza się do wypadko
wej Jf » działającej w punkcie c z y i i ŚRODKU 
NAPRĘŻEŃ,prostopadle do po l a . 

W dowolnym punkcie zero p o l a powstają na
prężenia normalne ^'^Śy^y^'-f^.'*g£2 , które tu zbadać 

^ -z t <iy ety joj 
należy. Przedev.szystkiem zauważamy, że d l a początku 
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współrzędnych, to jesL dla punktu ftfógwarny ~~p>' 
Stąd bezpośredni: 
WNIOSEK P I E S Z Y . NAPRĘŻENIE ^ , PANUJĄCE W ŚRODKU 
MASY POLA,JEST NIEZALEŻNE OD POŁOŻENIA ŚRODKA NAPRĘŻA 
I RÓWNA SIĘ SILE, PRZYŁOŻONEJ DO ŚRODKA ŃAP3RĘ2EŃ, DZIE
LONEJ PRZEZ POLE PRZEKROJU. 

Wyznaczając z k o l e i średnią wartość naprężenia^ 
w postaci 
źzrA^'/Ź, ponieważ dla naszych osi głównych całki 

j^ć/oyCrc/j = 0. s t ąd: 
WNIOSEK PRUCI• ŚREDNIA WARTOŚĆ NAPRĘŻEŃ 4 DANEGO PO
LA JEST NIEZALEŻNA OD POŁOŻENIA ŚRODKA NAPRĘŻEŃ I RÓW
NA SIĘ NAPRĘŻENIU PANUJĄCEMU W ŚRODKU MASY POLA. 

Dając naprężeniu ̂  pewną określoną STAŁĄ wartość 
W~£, to j e s t inaczej mówiąc, uważając w równaniu za 
wielkość stałą, mamy: A =^/^^^^^~'/'Jjy^^e*t to, jak 
widzimy, RÓWNANIE PROSTEJ, którą zwać będziemy LINJĄ 
RÓWNEGO NAPRĘŻENIA', inaczej mówiąc otrzymujemy równa
ni® MIEJSCA GEOMETRYCZNEGO tych wszystkich punktów 
Jj^^yjcoopatrywanego pola, w których naprężenia Z^-i^-
aą jednakowe. Stąd: 
WNIOSEK TRZECI. PUNKTY; W KTÓRYCH PANUJE PEWNE NAPRĘ
ŻENIE Ł STAŁE, LEŻĄ WSZYSTKIE NA PROSTEJ, ZWANEJ LIN-
JĄ RÓWNEGO NAPRĘŻENIA zf . 

Ponieważ zmiennej z2 możemy nadawać coraz to inne 
wartości, a każdej z tych wartości odpowiadać będzie 
l i n i a równego naprężenia, nachylona ku o s i zZ-ł̂ pod ką-
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t e r n y ^ - < « ^ ^ / ^ ^ / ^ / p r 2 e t o otrzymujemy: 
WNIOSEK CZWARTY. LINJE RÓWNYCH NAPRĘŻEŃ DANE&O POLA TWO
RZĄ RÓJ PROSTYCH RÓWNOLEGŁYCH, NACHYLONYCH KU GŁÓWNEJ 
OSI BEZWŁADNOŚCI OX PRZEKROJU POD K Ą T E M y ^ ^ ^ ^ ^ * 

Rozpatrując wyrażenie d l a J3 widzimy, że Ę 

pierwszej mierze zależy od stosunku współrzędnych 
środka naprężeń. Gdy l ^ t f ^ - ^ ^ ^ ^ o r a z gdy ^ o o . 
Stąd mamy: 
WNIOSEK PIĄTY. NACHYLENIE LINJI RÓWNYCH NAPRĘŻEŃ KU 
GŁÓWNEJ OSI BEZWŁADNOŚCI OX DANEGO POLA ZALEŻY OD PO
ŁOŻENIA ŚRODKA NAPRĘŻEŃ NA TEK POLU. RÓJ JEST PROSTOPA
DŁY DO GŁÓWNEJ OSI BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU, GDY ŚRODEK 
NAPRĘŻEŃ LEŻY NA TEJ OSI. 

Przypuśćmy, że proste, przynależne do roju p r z e c i 
nają oś OtX\ punktach Aj^Cf^J% Każdą z prostych Z/J 

, .... -A,... AL roju możemy wobec tego wyznaczać od-
ciętą <JC, punktu J\ gdyż oczywiście wartość naprężenia 
zl dla tego punktu wyliczona, panować będzie wzdłuż 
całej l i n j i równego naprężenia. 

Ta wartość będzie "^&^Ct^^^ widzimy więc, 
że zmienia się ona linjowo wraz z W danym np. wypad
ku, zakładając. ̂ >OjOĆ</f naj większością będzie war
tość naprężenia ĆZ1 WYKAZANA DLA LINJI Z,y? stycznej do 
pola, a najdalej posuniętej w stronę ujemnych*-^, to 
je s t mającej najmniej sze ^C.uj emne. Naj większością za
tem będzie Z ^ - ^ / ^ ^ ^ ^ J ^ ^ a zaś wartość = 

—żE,/-i-jC+^-7. wyliczona d l a l i n j i stycznej do p o l a / 
KZ oy F/f f, 7 
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a posiadającej największą wartość dodatnią - będzie 
najmniejszością. Stąd mamy niewątpliwy: 
WNIOSEK SZÓSTY, WARTOŚCI NAPRĘŻENIA^ ZLIENIAJĄ SIĘ CIĄ
GLE I OCZYWIŚCIE LINIJNIE W GRANICACH ŚCIŚLE OKREŚLONYCH 
DLA DANEGO POLA. 

Wyznaczenie tych skrajnych wartości w każdym po
szczególnym wypadku nie nastręcza żadnych trudności. 
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Geometrycznie naprężenie Ćz przedstawić można, jako od
c i n k i , które otrzymamy wykreśliwszy prostą 7? • — 

^^z/yr^C-Skrajne wartości ^ i ̂  dają skrajne 
wartości naprężeń zarazem. Przy danem położeniu środka 
naprężeń w polu , to j e s t przy danej PARZE WARTOŚCI 
może się okazać, że: ^r/iP^y 3 a K t i 0 m a w i e j s c e na 
rys.195. Z k o l e i może być 4̂,. j ak to widzimy na 
rys.196, wreszcie ^3~/ .£ <C.O , jak to Wskazuje rys.197. 

\v pierwszym wypadku we w s z y s t k i c h punktach nasze
go p o l a panują naprężenia jednego znaku, mamy t u więc 
do c z y n i e n i a z układem naprężeń l i t y l k o dodatnich,lub 
l i t y l k o ujemnych.- -

w drugim wypadku we wsz y s t k i c h punktach naszego 
p o l a panują naprężenia jednego znaku, to j e s t mamy t u 
również cio c z y n i e n i a z układem naprężeń l i t y l k o dodat
n i c h , lub l i t y l k o ujemnych, za wyjątkiem jednej t y l k o 
gromady punktów pol a / l u b też pojedynczego punktu/, l e 
żących na jednej z dwóch skrajnych l i n j i równego naprę
żenia, przynależnej do naprężenia ^z

=0.r^~' 

W t r z e c i m znów wypadku pole d z i e l i się na dwa ob
szary t a k i e , że we w s z y s t k i c h punktach, pierwszego ob
szaru panują naprężenia jednego znaku, w drugim obsza
rze - naprężenia znaku przeciwnego, na granicy zaś 
ty c h dwóch obszarów panują naprężenia równe zeru. Stąd 
mamy: 

WNIOSEK SIÓDMY. NAJYJĘKSZOSÓ I NAJMNIEJS£Q$Ć NAPRĘŻEŃ 
4 DANEGO POLA CĄŁKOWIClI OKREŚLAJĄ ROZKŁAD UAPRĘŻES 
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PO CAŁEK POLU, 

Tylko co wypowiedziany wniosek t r a c i swą wartość 
w tym szczególnym wypadku, kiedy środek naprężeń leży 
w środku masy p r z e k r o j u , to j e s t kiedy obciążenie s t a j tj 
się grodkowem. Wypadek L e n , jako rozpatrywany H t e o r j i 
rozciągania i ściskania, możemy całkowicie pominąć. 
WSPÓŁRZĘDNE § i V ŚRODKA NAPRĘŻEŃ NIE MOGĄ WIĘC RÓWNAÓ 
SIĘ ZERtf' RÓWNOCZEŚNIE.-——; 

Wyżej wspomnianą GRANICĘ różnoimiennych obszarów 
naprężeń otrzymamy, kładąc w równaniu co daje 
ZUk^j&+2 = o—RÓWNANIE PROSTEJ, zwanej LINJĄ 0B0JĘT-
ty Q% y5 
NĄ u l a tego, że we ws z y s t k i c h j e j punktach panuje naprę
żenie^-^. Ponieważ wartości ^c=i/=o n i e czynią zadość 
temu równaniu, przeto otrzymujemy: 

WNIOSEK ÓSMY. LINJA OBOJĘTNA NIE MOŻE PRZECHODZIĆ PRZEZ 

ŚRODEK POLA. 
Oznaczmy prostą r o j u wyżej rozpatrywanego, przyna

leżną do wartości i^O przez Za . Będzie to LINJA OBOJĘT
NA /rys.195/. P r z e c i n a ona o s i e współrzędnych odpowied
nio w punktach ćro i j£ odległych od początku o s i 
współrzędnych o j£ i J(0 . Odcinki jC i j£ otrzymuj e-
my czyniąc J^C? i <X=0 w równaniu l i n j i obojętnej. Stąd 
zawsze RÓWNYCH ZNAKÓW; stąd mamy: 

WNIOSEK DZIEWIĄTY. LINJA OBOJĘTNA PRZECINA 30K1 
iĄTA OSI WSPÓŁRZĘDNYCH WIERZCHOŁKOWO PRZECIWLEGŁEGO KĄ
TOWI TYCHŻE OSI, W KTÓRYM LEŻY ŚRODEK NAPRĘŻEŃ. 
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Tylko co otrzymane wzory dają ^ ^ o S f ̂ Y=~<Jy ' 

Stąd łatwy sposób wykreślania współrzędnych .ma
ło zresztą używany w praktyce. 

Ten wniosek t r a c i zupełnie swą wartość, gdy śro
dek naprężeń leży na jednej z głównych o s i bezwładno
ści. Wtedy bowiem W pierwszym wypad
ku równanie I i n j i obojętnej, będzie: - i 7^V-|- = O ,a w 
drugim: i~~^f~= 0 • ? samego kształtu tych równań wy
nika następujący: 

WNIOSEK DZIESIĄTY. ŁINJA OBOJĘTNA JEST PROSTOPAD
ŁA DO GŁÓWNEJ OSI BEZWŁADNOŚCI, GDY NA TEJ OSI LEŻY 
ŚRODEK NAPRĘŻEŃ. 

Aby udowodnić jeszcze jedną nader ważną własność 
I i n j i obojętnej, prowadzimy prostą 02 ,/rys.195/ 
przechodzącą przez środek naprężeń ^? i początek współ 
rzędnych O . Tę prostą OSIĄ SIŁY * g » lub wprosfOSJĄ 
SIŁW zwać hędziemy. 

Rozpatrujemy ponadto linję równego naprężeniayC, 
przechodzącą przez środek masy przekroju,-oraz l i n j e 
obojętną jZQ , którą przypuszczamy leżącą w przekroju 
lub styczną doń. Obie te proste, jako należące do t e 
go samego roju, są niewątpliwie równoległe, obie po-
.chylają się ku o s i ć&fpod kątemy3 = 'j^jj 
jak to zresztą widzieliśmy już wyżej. Niech będzie 
jak dawniej kąt biegunowy J ^ 7 środka naprężeń 
Ponieważ niewątpliwie ^ / ^ j p zatem, wobec 
mamy O/^t^jSz^y-O ,co dowodzi, że proste OSi Olę-



to dwie sprzężone osie elipsy bezwładności przekroju, 
którą myślowo budujemy ze środka O jako środka współ
rzędnych. Stąd: 

WNIOSEK JEDENASTY. OS DANEJ NORMALNEJ SIŁY.ODKSZm 
CAJACEJ POLE 1'IMOŚRODOWO,1 OŚ RÓWNOLEGŁA DO LINJI OBO
JĘTNEJ -— STANOWIĄ PARĘ OSI SPRZĘŻONYCH ELIPSY BEZWŁADNO
ŚCI PRZEKROJU. 

Możemy więc budować linję obojętną według danej 
osi sił, w. sposób wskazany w ustępie poprzedzającym. 
Nieco trudniej wyznacza się środek naprężeń, przynależ
ny do danej l i n j i obojętnej. Najprędzej daje się to 
uskutecznić rachunkowo w sposób następujący. Weźmy na 
danej l i n j i obojętnej Z*Q / r y s . 195/ dowolny punkt Jlffjry). 
Równanie l i n j i obojętnej, przez ten punkt przechodzącej 
będzie y~ y=mfX-J()} c z y l i ; mJ£~yr-l-fy-~mjr}*óJ gdzie 
= 7yy3* Tylko co wypisane równanie różni się. postacią 
jedynie -od równania zwykłego ^^Z* =^ l i n j i 
obojętnej, a więc współczynniki obu tych równań tożsamo
ściowych winny być proporcjonalne, to j e s t czynić win
ny zadość równaniom m:f~jLj== ~l:fffl~{y-W**)fg/, z któ
rych otrzymuj eray bezpośrednio wzory ^-(^?z :/J,f/y-?ri,x)^ 

7^=-(^:sZ(y-/?lJ(),^]iznaczające współrzędne środka naprę
żeń, przynależnego do danej l i n j i obojętnej. 

Ponieważ między współrzędnemi obranego punktu 2^ 

* współrzędnemi jakiegokolwiek innego punktu - ^ / ^ J ^ l e -
zącego również na l i n j i obojętnej, zachodzi związek 
y+ TTlJC^y-mjr, , przeto możemy wypowiedzieć nastę-

^TRZYMAŁOŚÓ MATERIAŁÓW - ARKUSZ X I X . 
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puj ący: 

WNIOSEK DWUNASTY. WSPÓŁRZĘDNE ŚRODKA NAPRĘŻEŃ,PRZY
NALEŻNEGO DO DANEJ LINJI OBOJĘTNEJ, MOGĄ BYÓ WYRAŻONE 
W FUNKCJI WSPÓŁRZĘDNYCH JAKIEGOKOLWIEK PUNKTU, LEŻĄCEGO 
NA LINJI OBOJĘTNEJ ORAZ JEJ WSPÓŁCZYNNIKA KĄTOWEGO. 

Rozumowanie powyższe stosuje się do wszelkiego/?^ 
skończonego, gdy jednak l i n j a obojętna j e s t równoległa 
do o s i OY , wtedy 77t=cot a równanie tej l i n j i obojęt
nej, przez punkt y^^^przechodzącej będzie •l-vr=<?;wa-
runki proporcjonalności współczynników będą tu zy-¥y= 
~^:f<JJ~ :/~~^z/9 skąd otrzymujemy bezpośrednio 
wzory Jf =• —Q£:/J!X, ?7=0, określające położenie środka na
prężeń d l a danego poszczególnego wypadku, kiedy 772=co. 

Wyniki powyższe można również otrzymać bezpośrednio,kła 
dąc ^ = 0 0 we wzorach ogólnych: 

y /- O/TTZ 7 _ / g/ 7_ 4 . n - pd. _/ - n • 

' m=oo 
Stąd:WNIOSSK TRZYNASTY. WZORY DLA WSPÓŁRZĘDNYCH ŚRODKA 
NAPRĘŻEŃ NIE TRACĄ SWEJ WARTOŚCI NAWET I DLA 77Z = c>o~ 

Teraz, kiedyśmy już udowodnili zupełną ogólność 
wzorów wyżej wyprowadzonych, przypuśćmy, że nieskończo
na ilość l i n j i obojętnych przechodzi przez dany punkt 
J^fcy) przekroju. Każdej z tych l i n j i obojętnych,a ra
czej każdej poszczególnej wartości współczynnika 77Z we 
wzorach odpowiada pewien określony środek naprężeń; ze
spół tych wszystkich punktów tworzy miejsce geometrycz 
ne środków naprężeń, odpowiadających różnym wartościom 
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kątowego współczynnika 771 . Z łatwością znajdziemy rów
nanie tego geometrycznego miejsca, rugując /?2 z*równań 
dla ^ i ̂  . W tym celu mnożymy J f przez JC}a 77 przez 
f .oo daje; yj^F/>y=J^t^J- Dodając, mamy: 
feŁy^Łgar-f alcyj:jpL+X*i^£.-0 . T ą drogą otrzymujemy 
więc równanie prostej tworzącej kąt ^^e^LJy-^yyz or-ią 
0X Stąd bezpośredni: 

WNIOSEK CZTERNASTY. NIESKOŃCZONEJ ILOŚCI LINJI OBO
JĘTNYCH, PRZECHODZĄCYCH PRZEZ DANY PUNKT POLA, ODPOWIA
DA NIESKOŃCZONA ILOŚĆ ŚRODKÓW NAPRĘŻEŃ, TWORZĄCYCH LI -
NJĘ PROSTĄ, CZYLI GEOMETRYCZNE MIEJSCE ŚRODKÓW NAPRĘŻEŃ, 
ODPOWIADAJĄCYCH RÓŻNYM WARTOŚCIOM WSPÓŁCZYNNIKA KĄTOWE
GO POSZCZEGÓLNYCH LINJI OBOJĘTNYCH, PRZECHODZĄCYCH PRZEZ 
DANY PUNKT. 

Dalsze własności l i n j i obojętnych poznamy rozpatru
jąc tak zwany: 

§ 8. RDZEŃ PRZEKROJU. Niechaj w układzie głównych 
osi OJC,OY danego przekroju c z y l i POLA \S/rys. 198/ 
równanie J$MJfe 
=0 WYZNACZA 
WYPUKŁĄ KRZY
WĄ bez punktów 
osobliwych,sta
nowiącą OBWÓD 
naszego pola. 
Przypuśćmy,że 
l i f t j a obojętna 

jsys. i9 8. 

1 I ^ 

•V 
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j e s t ETYCZNĄ T obwodu w pewnym j sgo punkcie JffjCy). 
W danym wypadku współrzędne środka naprężeń Ą^^przy-
należnego do l i n j i obojętnej i będą odpowiednio: 

boWiem tutaj współczynnik kątowy danej l i n j i obojętnej 
T,~7n=zq:/3 wyznaczy się z równania obwodu pola, jako 
pochodna ^=y=^y3=/?Z w pos t a c i : y 

Rozpatrzmy cały układ l i n j i obojętnych 7* ,tworzą
cych rój stycznych obwodu danego pola. Każdą z prostych 
tego roju w zupełności określają współrzędne JC,y punk
tu styczności ,ora£ współczynnik kątowy, to j e s t 
wartość pochodnej y dla punktu yy^jcyj'. Do każdej l i 
n j i obojętnej - stycznej obwodu,przynależy pewien okre 
ślony środek naprężeń, bo krzywa obwodu9 jak to wynika 
z.samego założenia-punktów osobliwych nie posiada,każ
dej więc parze wartości y czyniącej zadość równaniu 
JY^yJ-O odpowiada pewna wartość pochodnej y' >a 0 0 

za tem i d z i e i ściśle określona para wartości Jf, ^7 
współrzędnych odpowiedniego środka naprężeń. G-eome -
trycznym miejscem wszystkich tych środków naprężeń bę
dzie krzywa RDZENIEM PRZEKROJU danego zwana. 

Równanie rdzenia otrzymamy, wyznaczając z równań 
określających % i ̂  - ZMIENNE JCy w f u n k c j i jfj ,to 
je s t wyznaczając z równań ^ ^ c ^ ^ ^ ^ ^ ^ - ^ r ^ y ^ 7p = 

=-JT''y>(y-xy'J,m*vfarzędne ^=^(7ź,$y=fl$%)i podsta
wiając j e w równanie obwodu. Tą drogą otrzymamy równa
nie YiC^y^ =Jff§??^J = 0 rdzenia naszego pola. 



Istnieć ono będzie zawsze,o i l e tylko krzywa obwodu 
będzie ciągła* bez punktów osobliwych/i Stąd: 

WNIOSEK PIERWSZY. UKŁADOWI LINJI OBOJĘTNYCH, TWO
RZĄCYCH RÓJ STYCZNYCH OBWODU DANEGO POLA, ZAWSZE ODPO
WIADA PEWNA ŚCISŁE OKREŚLONA KRZYWA - TAK ZWANY RDZEŃ 
PRZEKROJU, CZYLI GEOMETRYCZNE MIEJSCE ŚRODKÓW NAPRĘ
ŻEŃ, PRZYNALEŻNYCH DO POSZCZEGÓLNYCH LINJI OBOJĘTNYCH 
STYCZNYCH DO OBWODU POLA. 

Weźmy pod uwagę jakikolwiek punkt O/S^Jrdzenia 
danego pola /rys.198/,przynależny do l i n j i obojętnej 
T'\ stycznej do obwodu danego pola w pewnym określo

nym punkcie JffofJ* PUNKTY Q i Jf w ten sposób wy
znaczone zowiemy ODPOWIEDNIMI. 

Oznaczmy przez CO - KĄT, JAKI TWORZY z osią CVC 
STYCZNA RDZENIA, .-PRZECHODZĄCA PRZEZ PUNKT ̂ ? .Róż
niczkując, znajdziemy ze wzorów dla i : 

Stąd mamy bezpośrednio; ?i'=°cgr= £rćO =—r—^ri 

i możemy wypowiedzieć: 
WNIOSEK DRUGI. WSPÓŁCZYNNIK KĄTOWY STYCZNEJ RDZE

NIA DANEGO POLA, PRZECHODZĄCEJ PRZEZ.DANY ŚRODEK NA
PRĘŻEŃ, LEŻĄCY NA RDZENIU, JEST FUNKCJĄ WSPÓŁRZĘDNYCH 
ODPOWIEDNIEGO PUNKTU NA OBWODZIE. 

Z k o l e i oznaczmy przez t9 KĄT, JAKI PROMIEŃ WO
DZĄCY OAf /rye.198/ TWORZY z osią OOC . Ponieważ 
y&fcj^-Ą zatem wobec $ =^^=^^mamy;(^y^^^<y*r^ 
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co dowodzi, że promień wodzący OAf=<p leży na średni
cy el i p s y bezwładności naszego pola, sprzężonej k i e 
runkowo ze średnicą, równoległą do stycznej rdzenia 
pola. Stąd: 

WNIOSEK TRZECI. STYCZNA RDZENIA, PRZECHODZĄCA 
PRZEZ DANY ŚRODEK NAPRĘŻEŃ, JEST RÓWNOLEGŁA DO ŚREDNI
CY CENTRALNEJ ELIPSl BEZWŁADNOŚCI DANEGO POLA, SPRZĘ
ŻONEJ ZE ŚREDNICĄ, PRZECINAJĄCĄ OBWÓD POLA W PUNKCIE 
ODPOWIEDNIM. 

Dzieląc wzory d l a ̂  i ̂  , otrzymujemy y'—ś^y3=± 
- ~ 7 ~ . Ponieważ kąt biegunowy środka naprężeń czyni 
zadość równaniu ^ i ^ - j r * zatem mamy bezpośrednio; c/V 
+c/^/^'-^y'= O , stąd otrzymujemy zupełnie w podob
ny sposób: 

WNIOSEK CZWARTY. STYCZNA OBWODU JEST RÓWNOLEGŁA 
DO ŚREDNICY ELIPSY BEZWŁADNOŚCI POLA, SPRZĘŻONEJ ZE 
ŚREDNICĄ, PRZECHODZĄCĄ PRZEZ PRZYNALEŻNY DO DANEJ 
STYCZNEJ ŚRODEK NAPRĘŻEŃ. 

Widzimy tu uderzające podobieństwo ostatnich dwuia 
wniosków - nie j e s t ono przypadkowe. Aby to udowodnić 
określamy z równania d l a - dwumian y-^y'=-(A: A>?7~ 
Stąd y-Jfy'=y(y-yy'J=-o£Wyżej widzieliśmy, 
. ^ z o/ś . x* ^ :e ^,=z~^"y~ • o r a z Y^ty W}zatem : ~ 
-yfi~yY'J— y/^~* s t a t e c z n i e mamy 

Stąd ^==-0^'^- %??JJ. 
Ponieważ dalej JC= -̂ y?' zatem r̂=yy'*/f/fy 

Tylko co otrzymane wzory p o z w a l a j ą ustalić: 



WNIOSEK PIĄTY. POMIĘDZY ŚRODKIEM N A P R Ę Ż E Ń , L E Ż Ą 

C Y M NA RDZENIU POLA, A PUNKTEM O D P O W I E D N I M OBWODU ZA
CHODZI WZAJEMNOŚĆ, POLEGAJĄCA NA T E M , IŻ W S P Ó Ł R Z Ę D N E 

PIERWSZEGO WYRAŻAJĄ SIĘ W FUNKCJI WSPÓŁRZĘDNYCH D R U G I E 

GO T A K , JAK WSPÓŁRZĘDNE DRUGIEGO W Y R A Ż A J Ą S I Ę P R Z E Z 

WSPÓŁRZĘDNE PIERWSZEGO, 
Tem się objaśnia podobieństwo dwuch wniosków po

przedzających. Sięga ono znacznie dalej nawet. Równanie 
stycznej w punkcie %7 rdzenia danego pola j e s t 
niewątpliwie A/~^= ??'(Ćz ~%)> gdzie 3,H , oznaczają 
bieżące współrzędne stycznej. Wobec tego, że ty=-^-7f> 

7 t—t ) 9y ' mamy YY-7p-———-^-fS^B/ • Ponadto niewątpliwie: 

skąd: z^Jj^^a*^ 
ol. QĄ - o 

Otrzymane równanie stycznej rdzenia niczem się nie róż
n i od równania l i n j i obojętnej P R Z Y N A L E Ż N E J DO Ś R O D K A 

NAPRĘŻEŃ JlffayJ* leżącego na obwodzie pola. Stąd: 
W N I O S E K S Z Ó S T Y . L I N J A O B O J Ę T N A , P R Z Y N A L E Ż N A DO D A 

N E G O S P O D K A N A P R Ę Ż E Ń , L E Ż Ą C E G O ' N A O B W O D Z I E P O L A , S T A 

NOWI STYCZNA RDZENIA TEGO POLA W PUNKCIE O D P O W I E D N I M . 

I w tym wniosku widzimy wzajemność zachodzącą po
między rdzeniem a obwodem danego pola. Wyżej otrzyma
ne wzory a l a JC,y pozwalają łatwo wyznaczyć równanie 
rdzenia. Niechaj jak dawniej równanie /Y(JT,yJ=ć> wyzna
cza obwód danego pola. Podstawiając w nie wartości 

• otrzymujemy równanie różniczkowe flfts, hfj = o .zawiera-
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jące J><̂  któremu, oczywiście, winno CZYNIĆ ZADOŚĆ 
RÓWNANIE RDZENIA, jako jedna z całek. Aby ją otrzymać 
użyjmy SPOSOBU CAŁKOWANIA PRZEZ RÓŻNICZKOWANIE. 1 tym. 
celu wyznaczamy pochodne —grał— oraz ; ; 

Stąd ostatecznie: 2^WŹ ~^ŚBCin»= O, a zatem 
7f'=0, co daje 7£'=CL. 

Całka ogólna równania różniczkowego Jłfyji/fa)po
siada zatem poBtaó Af^^Zg^ ,

yś^Zg^)J=0, s k r * a o s t a -
tecznie, rozwiązując względem (ry-^jz) mamy 7/?-'§<x= i>y 

bo właściwie mówiąc tylko co otrzymane równanie ma w 
rzeczywistości tylko jedną niewiadomą 7f-^<Z . W ten 
sposób znaleziona całka ogólna 7j/-^a. = <D wyraża oczy
wiście RÓJ PROSTYCH, w którem stałe całkowania i 
<S odgrywają rolę parametrów. . 

Z łatwością możemy zdać sobie sprawę, że rój ten 
stanowi UKŁAD STYCZNYCH RDZENIA. W samej rzeczy funk
c j a jFZ(j>C,y) staje się zerern tylko i wyłącznie d l a 
współrzędnych JC,y punktów,, leżących na obwodzie po
l a ponieważ zaś mamy /f/(it;hc)=0\ przeto koniecznie mu
szą zachodzić równości jr=zr = o^oc •/Yf^~^<%J, oraz 
y=j/>= /$(y~%<zj, skąd mamy bezpośrednio y-^Cć — 

=-Jr-=£,or&z dzieląc —^--^- = €1, i ostatecznie : 
77-Za-i> = 7? + ' = 0 a zatem 
( * C Jy Y £y oj o/y 



- O , Ogólną całką rozpatrywanego rówpania. r.óżniez-
kowego j e s t więc równanie: -4— -h^ =0 , wyraża-ją-
ce RÓJ STYCZNYCH R D Z E N I A ; w równaniu tym j f i,7? są 
współrzędnymi bieżącerni, a zmienna <JC odgrywa rolę pa
rametru, zmieniającego się nagle w pewnych, ściśle 
określonych granicach wraz z y , zależnym od 0C na 
zasadzie równania /Cj0c,yJ=O, W ten sposób otrzymane 
równanie j e s t tożsamościowe z wyprowadzonym wyżej RÓW

NANIEM STYCZNEJ RDZENIA. Ponieważ więc równanie same
go rdzenia nie daje się otrzymać z całki ogólnej rów
nania Mv;KrJ=0 DROGĄ ZMIANY STAŁEJ C A Ł K O W A N I A , a 
mimo to jednak czynić musi mu zadość, przeto RÓWNA

NIE R D Z E N I A O T R Z Y M A M Y J A K O CAŁKĘ OSOBLIWĄ, RUGUJĄC^' 
Z RÓWNAŃ JĆfc*rJ=0} oraz ^^/^=&•••, co da szukane 
RÓWNANIE jp(%,yj=(? R D Z E N I A D A N E G O P O L A . . 

Tą samą drogą również otrzymujemy R Ó W N A N I E OWI
J A J Ą C E J R O J U PROSTYCH ^-f#=<§ , które to proste na 
zasadzie wniosku szóstego, możemy uważać za LINJE OBG 
J Ę T N E , PRZYNALEŻNE DO ŚRODKÓW N A P R Ę Ż E Ń , L E Ż Ą C Y C HMA 

OBWODZIE POLA. Stąd mamy: 
W N I O S E K S I Ó D M Y . . R D Z E Ń D A N E G O . P O L A STANOWI OW.JJA-

J 4 C Ą R O J U L I N J I O B O J Ę T N I C H , P R Z Y N A L E Ż N Y C H DO ŚRODKÓW 

N A P R Ę Ż E Ń , L E Ż Ą C Y C H N A O B W O D Z I E P O L A . . 

Podany ty l k o co sposób wyznaczania rdzenia szyb-
C Ł e J prowadzi zazwyczaj do c e l u . % „samej rzeczy^ezii-
kajiny naprzykład równania rdzenia d&nego pola, które-
£° obwód wyraża^ się równaniem drugiego stopnia . 
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j/ipCf/= OJr*+i&JCy +C'f?'J.£$lx7tff$*fmM* Kładąc w tem 
równaniu JC=ir, y=jf> i mnożąc j e przez A^f??-???/* 

otrzymujemy ^Jr/^^^^^'^^^^ gdzie JV=(Z<ł^^— 

7^= CoP-Zy^o^y ' P o z a t e m różnicz
kując bezpośrednio mamy: ^^^^^^4^'-ZJ^f-O, Skąd : 

Zatem równanie rdzenia będzie: m =J\Lflf !jV— 
-JM(*:/r+]f = ft-Jtf^J^O, i o s t a t e c z n i e : 

Otrzymany tut a j wzór pozwala wypowiedzieć: 
WNIOSEK ÓSMY. RDZEŃ POLA, OGRANICZONEGO KRZYWĄ 

DRUGIEGO STOPNIA JEST TEŻ KRZYWĄ DRUGIEGO STOPNIA. 
Z k o l e i niech teraz znowu będzie dane równanie 

rffóffi? RDZENIA POLA, ograniczonego KRZYWĄ J&cyjs& 

Kładąc w równaniu fflStfJ-^ > wartości =/7Z = 
-J^y^^y-^ry'^ oraz y=7z = -o/^(y--ry'J,otrzymujemy 
równanie różniczkowe 7fft?z>7z)=<3> któremu niewątpliwie 
winno czynić zadość równanie obwodu pola, jako jedna 
z całek. Równanie Tffhz^J^O rozwiązane zupełnie 
tak, jak to wyżej robiliśmy,- daje jako ogólną całkę 
rÓWUanie ^6^^9Jgf^r} = 0 9 ^ r e i m i odpowia 
da RÓJ STYCZNYCH OBWODU POLA. 

Ponieważ najoczywiściej równanie obwodu, nie da
je się otrzymać z całki ogólnej przez nadanie stałej 
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całkowania wartości szczególnej, a mimo to jednak 
czynić musi mu zadość, przeto równanie obwodu danego 
pola otrzymujemy, jako całkę osobliwą równania Tfft??,/?)— 

=0, RUGUJĄC y' Z RÓWNAŃ Jffa/zJ^O oraz ^Ę&wŁ*£ 

Tą samą zupełnie drogą otrzymujemy RÓWNANIE OWIJAJĄCEJ 
ROJU PROSTYCH, STANOWIĄCYCH UKŁAD STYCZNYCH OBWODU DA
NEGO POLA, które to styczne przynależą, jako l i n j e obe 
jętne do środków naprężeń, leżących na rdzeniu pola. 
Stąd: 

WNIOSEK DZIEWIĄTY. OBWÓD DANEGO POLA STANOWI OWI
JAJĄCA ROJU LINJI OBOJĘTNYCH, PRZYNALEŻNYCH DO ŚROD
KÓW NAPRĘŻEŃ, LEŻĄCYCH NA RDZENIU POLA. 

Wniosek ten można również wyprowadzić wprost na 
zasadzie wzajemności pomiędzy obwodem, a rdzeniem,bio
rąc za punkt wyjścia wniosek poprzedzający. 

Dotychczas rozpatrywaliśmy jedynie krzywe obwodów 
pozbawione•punktów osobliwych; obecnie należy rozsze
rzyć nieco obszar badań biorąc pod uwagę część obwodu 
danego pola ZŁOŻONĄ Z DWUCH ŁUKÓW AM i MB krzywych 
nie posiadających punktów osobliwych, a zbiegających, 
się pod kątem w punkcie JffcyJ .który PUNKTEM ZESPO
LENIA zwać będziemy. 

Styczne obu gałęzi jĄM,MB tworzą w punkcie ze
spolenia kąt oC różny od zera. Rozpatrując rój stycz
nych tej części obwodu, z łatwością dojdziemy do wnio
sku na zasadzie już znanych własności, że /Rys. 199/ 

l-o . KAŻDEMU ŁUKOWI KRZYWEJ OBWODU, A WIĘC ŁUKOM 
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AM i M3 ODPOWIADAJĄ RÓWNIEŻ ŚCIELE OKREŚLONE ŁUKI? 
AM i A ^ / r y s . 200/ RDZENIA. 

2-o. NIESKOŃCZONEJ LICZBIE RZEKOMYCH STYCZNYCH, 
TO JEST PROSTYCH ZAWARTYCH WEWNĄTRZ•KĄTA OC \ A PRZE
CHODZĄCYCH PRZEZ PUNKT ZESPOLENIA ODPOWIADA PROSTA T, 

STANOWIĄCA ODPOWIEDNIĄ CZĘSC RDZENIA I ZWANA PROSTĄ 
ZESPOLENIA. TA PROSTA STANOWI WSPÓLNĄ STYCZNĄ WYŻEJ 
WSPOMNIANYCH DWUCH ŁUKÓW RDZENIA, RÓWNANIE BOWIEM 

RZłS. ĆOO. —y— -r—f1— + -7T - Cs 
%r Q/x yO 
WYZNACZA ZARÓWNO 
PROSTĄ ZESPOLE
NIA 7? JAKO TEŻ 
I STYCZNE ŁUKÓW 
XMqiMp'\i PUNK
TACH M i-M„, 

DLA KTÓRYCH PUNKT Ai JEST ODPOWIEDNIM PUNKTEM•OBWODU. 
Stąd warny: 

WNIOSEK DZIESIĄTY, GDY JAKAKOLWIEK CZĘSÓ OBWODU 
POLA SKŁADA SIĘ Z DWUCH GAŁĘZI ZBIEGAJĄCYCH SIĘ W 
PUNKCIE ZESPOLENIA, TO ODPOWIEDNIA CZjSC RDZENIA BĘ
DZIE ZŁOŻONA Z DWUCH ŁUKÓW PRZYNALEŻNYCH DO OWYCH 
KRZYWYCH GAŁĘZI OBWODU, POŁĄCZONYCH ZE SOBĄ PROSTĄ 
ZESPOLENIA STYCZNĄ OBU ŁUKÓW. PROSTA ZESPOLENIA STA
NOWI ODPOWIEDNIK PUNKTU ZESPOLENIA. 

Zupełnie w podobny (sposób możemy udowodnić na
stępujący odwrotny: 

" WNIOSEK JEDENASTY. GDY JAKAKOLWIEK CZĘŚĆ RDZE-



NIA POLA SKŁADA SIE Z DWUCH KRZYWYCH ŁUKÓW, POŁĄCZO
NYCH ZE SOBĄ PROSTĄ ZESPOL?;riA, ICH WSPÓLNĄ STYCZHA.-
TO ODPOWIEDNIA CZĘŚÓ OBWODU POLA BĘDZIE ZŁOŻONA Z 
DWUCH KRZYWYCH LUKÓW, ZBIEGAJĄCYCH SIĘ W PUNKCIE $8* 
SPOLENIA. 

Na mocy prawa w z aj emności obwodu i rdzenia mamy 
ponadto: 

WNIOSEK DWUNASTY. GDY JAKAKOLWIEK CE$$Ó RDZENIA 
SKŁADA SIĘ Z DWUCH KRZYWYCH GAŁĘZI, ZBIEGAJĄCYCH SIĘ 
W PUNKCIE ZESPOLENIA, TO ODPOWIEDNIA CZĘŚĆ OBWODU BĘ
DZIE ZŁOŻONA Z DWUCH ŁUKÓW PRZYNALEŻNYCH DO OtfYCH 
KRZYWYCH GAŁĘZI RDZENIA, POŁĄCZONYCH ZE SOBĄ PROSTĄ 
ZESPOLENIA STYCZNĄ OBU ŁUKÓW. PROSTA ZESPOLENIA STANO
WI ODPOWIEDNIK PUNKTU ZESPOLENIA. 

Wniosek odwrotny również j e s t słuszny: ę 

WNIOSEK TRZYNASTY. GDY JAKAKOLWIEK CZĘŚÓ OBWODU 
POLA SKŁADA SIĘ Z DWUCH KRZYWYCH ŁUKÓW, POŁĄCZONYCH 
ZE SOBĄ PROSTĄ ZESPOLENIA STYCZNĄ DO TYCH ŁUKÓW, TO 
ODPOWIEDNIA CZĘŚĆ RDZENIA TEGO POLA BĘDZIE ZŁOŻONA Z 
DWUCH KRZYWYCH ŁUKÓW, ZBIEGAJĄCYCH SIĘ W PUNKCIE ZE
SPOLENIA. 

Tylko co wypowiedziany wniosek pozwala zbudować 
rdzeń d l a dowolnego przekroju, WSZELKI BOWIEM OBWÓD 
POLA SKŁADA SIĘ Z POSZCZEGÓLNYCH KRZYWYCH ŁUKÓW.ZBIE-
GAJĄCYCH SIĘ W PUNKTACH ZESPOLENIA, LUB POŁĄCZONYCH 
PROSTEMI ZESPOLENIA. Weźmy więc pod uwagę j a k i k o l w i e k 
przekrój, ograniczony krzywą/Ć' stanowiącą QBWÓD jego 



- 302 -

pola i wyznaczmy elipsę bezwładności £ i rdzeń 7£ 
przekroju. Współrzędne jakiegokolwiek punktu na obwo
dzie czynić więc będą zadość równaniu J^(0(\Z//=O OB
WODU, współrzędne punktów rdzenia - równaniu Jf(U;yJ=0 
RDZENIA, a współrzędne jakiegokolwiek punktu na e l i p -
sie bezwładności - jej równaniu .--̂ -̂-C- _ </ fktóre,dzie 
ląc przez pole /S przekroju przepisujemy w postaci 

ft-7f~~-^r- = O. wiemy bogiem, że 0/1= ^f/^, oraz 

Wyznaczmy ponadto jakąkolwiek OS SIŁ OZJ, a na 
ni e j dowolny ŚRODEK NAPRĘŻEŃ Q o współrzędnych pro
stokątnych J f , ^ i biegunowych — promieniu wodzącym 
0<2=r, i kącie biegunowym 9^ . L i n j a obojętna przy
należna do tego środka naprężeń wyznaczy się równa
niem:^ r * ~ ^ ' 0 z n a c z m y P**zez z od
powiednim znaczkiem - punkt przecięcia się l i n j i obo
jętnej z osią sił OU . Współrzędne tego punktu będą 
niewątpliwie czyniły zadość równaniu l i n j i obojętnej 
oraz równaniu o s i sił, które wypiszemy w postaci «̂ == 
=/7lJCt gdzie 771= Ą^; * 

Niech więc JC^j z odpowiednim znaczkiem oznaczają 
współrzędne prostokątne p u n k t u j , pozatem u niech oz
nacza jego kąt biegunowy, a. <f=^OAl — promień wodzący. 
Mamy więc niewątpliwie 7^=7?z%3 gdzie 77Z = ^y?, 
a zatem i ostatecznie na mocy równa
ni a l i n j i obojętnej; 
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co daje narn bezpośrednio: 

W dalszym ciągu mamy r= Yź*+%* =yf^V=?ł^9z? 
oraz f w VX*+y*'= }Ćfr/7&?== ̂ y / ^ / e t ą d : 

Z równań tylko co otrzymanych możemy wyprowa
dzić daleko sięgające wnioski o wzajemnem położeniu 
środków naprężeń i l i n j i obojętnych przekrój u.Prze-
dewszystkiem zważmy, że gdy środek naprężeń Q posu
wa się po osi OZJ— przynależna doń l i n j a obojętna 
również zmienia położenie, pozostając równoległą 
óo o s i elipsy bezwładności przekroju kierunkowo 
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sprzężonej.z daną osią sił. Stąd: 
WNIOSEK CZTERNASTY. LINJE OBOJĘTNE, PRZYNALEŻNE DO 
ŚRODKÓW NAPRĘŻEŃ, LEŻĄCYCH NA DANEJ OSI PRZEKROJU,TWO
RZĄ RÓJ PROSTYCH RÓWNOLEGŁYCH DO OSI ELIPSY BEZWŁADNO
ŚCI PRZEKROJU.., SPRZĘŻONEJ Z DANĄ OSIĄ. 

Ponieważ 7C=tZ:/§,J//R=£:?71 zatem w wypadku OB
CIĄŻENIA^". GDY ŚRODEK NAPRĘŻEŃ leży nieskończenie 
daleko, to j e s t gdy mamy ^T=J/= O. Stąd: 
WNIOSEK PIĘTNASTY. LINJA OBOJĘTNA PRZECHODZI PRZEZ 
ŚRODEK MASY PRZEKROJU, GDY PRZYNALEŻNY DO NIEJ ŚRODEK 
NAPRĘŻEŃ LEŻY W NIESKOŃCZONOŚCI. 

Gdy środek naprężeń wychodzi z nieskończoności i 
posuwa się po o s i 02Jdążąc ku początkowi osi współ
rzędnych— Jf'i 77 maleją, powodując wzrost Ji i Z równo
cześnie więc l i n j a obojętna wychodząc ze środka prze
kroju oddala się odeń pozostając st a l e równoległą do 
siebie samej. Gdy środek naprężeń wkroczy na obwód w 
punkcie O. /RYS. 201/, l i n j a obojętna dotyka rdzenia 
w punkcie odpowiednim ./ii^lub całej gromadzie punktów, 
przyczem dotyk tu należy pojmować już to jako stykanie 
się, już to jt<ko wspólność punktu bez wyraźnej styczno
ści w zwykłem tego słowa znaczeniu, jak to< właśnie ma 
miejsca na RYS. 201. Stąd; 
WNIOSEK, SZESNASTY. LINJE OBOJĘTNE, PRZYNALEŻNE DO ŚROD
KÓW NAPRĘŻEŃ, LEŻĄCYCH.NA DANEJ OSI POZA PRZEKROJEM, 
TWORZĄ .UKŁAD PROSTYCH RÓWNOLEGŁYCH; JEDNA SKRAJNA PRO
STA TEGO UKŁADU PRZECHODZI PRZEZ POCZĄTEK OSI WSPÓŁ-
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RZĘDNYCH, DRUGA DOTYKA RDZENIA PRZEKROJU. 

Gdy z k o l e i środek naprężeń porzuca obwód i dąży 
ku e l i p s i e bezwładności przekroju, przynależna doń 
l i n j a obojętna oddala się jeszcze b a r d z i e j ; gdy śro
dek naprężeń wkroczy na elipsę bezwładności w punkcie 
^(^e^-K/ l i n j a obojętna staje się styczną do tej 
elip s y w punkcie jAfef-JCe-^) ŚREDNICOWO* PRZECIWLEG
ŁYM. Łatwo można to udowodnić. Ponieważ punkt Q.e leży 
na e l i p s i e , przeto jego współrzędne czynią zadość j e j 
równaniu, mamy więc gŁa. zś. ±—=Q,— 

Z drugiej znow strony równanie l i n j i obojętnej, "przy
należnej do środka naprężeń Qef<J£-e)3£)będzie: 

Z porównania obu tych równań wypływa, że *X=-Jfe oraz 
y~ -ye , co należało udowodnić. Ponadto w danym wy
padku l i n j a oboj ętna,- jako sprzężona kierunkowo z osią 
sił STANOWI niewątpliwie STYCZNĄ ELIPSY. Stąd: . *V 
WNIOSEK SIEDEMNASTY.LINJE OBOJĘTNE, PRZYNALEŻNE DO 
ŚRODKÓW NAPRĘŻEŃ, LEŻĄCYCH f?A DANEJ OSI POMIĘDZY OB
WODEM PRZEKROJU A JEGO ELIPSĄ BEZWŁADNOŚCI, TWORZĄ 
UKŁAD PROSTYCH RÓWNOLEGŁYCH. JEDNA SKRAJNA PROSTA TE
GO UKŁADU DOTYKA DO RDZENIA PRZEKROJU - DRUGA JEST 
STYCZNĄ*ELIPSY BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU W PUNKCIE PRZE
CIĘCIA SIĘ ELIPSY Z OSIĄ. 

Widzimy stąd, że rdzeń przekroju zawarty jest 
całkowicie wewnątrz elipsy bezwładności przekroju, -ta 
zaś w całości leży wewnątrz obwodu pola przekroju. 

WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW - ARKUSZ X X . 
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Gdy więc z k o l e i środek naprężeń porzuca elipsę bez
władności i dąży ku krzywej rdzenia, przynależna doń 
l i n j a obojętna jeszcze się bardziej oddala; gdy śro
dek naprężeń wkroczy na rdzeń w punkcie l i n j a obo
jętna dotknie obwodu, t . j . stanie się styczną, obwodu, 
lub przejdzie przez jego punkt bez wyraźnej stycznoś
c i , jak to ma miejsce w rozpatrywanym wypadku. W każ
dym razie l i n j a obojętna będzie miała l i tylko JEDEN 
PUNKT WSPÓLNY Z OBWODEM, co wyrażamy pojęciem "dotyka 
do obwodu" w odpowiednim punkcie }jf, Stąd: 
WNIOSEK OSIEMNASTY. LINJE OBOJĘTNE, PRZYNALEŻNE DO 
ŚRODKÓW NAPRĘŻEŃ, LEŻĄCYCH NA DANEJ OSI POMIĘDZY ELE* 
SĄ BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU A JEGO RDZENIEM,TWORZĄ 
UKŁAD PROSTYCH RÓWNOLEGŁYCH. JEDNA SKRAJNA PROSTA TE
GO UKŁADU JEST STYCZNA DO ELIPSY BEZWŁADNOŚCI W PUNK
CIE PRZECIĘCIA SIE TEJ KRZYWEJ Z OSIĄ, DRUGA - DOTYKA 
OBWODU. 

Wreszcie, gdy środek naprężeń porzuGa rdzeń i 
zbliża się do środka masy przekroju, przynależna doń 
l i n j a obojętna porzuca obwód i oddala się w nieskoń
czoność, mamy bowiem d l a %zl?^=0 odpowiednio: 

JC=^ = <=x>, y=A = c>c> stąd: 
WNIOSEK DZIEWIĘTNASTY. LINJE OBOJĘTNE, PRZYNALEŻNE 
DO ŚRODKÓW NAPRĘŻEŃ, LEŻĄCYCH NA DANEJ OSI POMIĘDZY 
RDZENIEM PRZEKROJU A ŚRODKIEM MASY, TWORZĄ UKŁAD 
PROSTYCH RÓWNOLEGŁYCH. JEDNA SKRAJNA PROSTA TEGO 
UKŁADU DOTYKA OBWODU POLA - DRUGA LEŻY W NIESKOŃCZO-
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NOSCI. 

Na zasadzie wyżej wypowiedzianych wniosków z 
łatwością możemy ustalić sposób wykreólnego budowania 
l i n j i obojętnej, przynależnej do danego środka naprę
żeń Q /ftYS.202/. W tym celu przez dany środek<£?pro
wadzimy oś 
022, która 
przetnie 
elipsę bez
władności 
przekroju 
J£W punk
tach Qe i/^. 

Przez punk-
ty O i Q.e 

prowadzimy 
proste równoległe do jednej z głównych os i przekroju. 
Kreśląc łuk 2^2^ promieniem ', wyznaczamy na pro
stej tylko co przez punkt O przeprowadzonej, punkt 2f 
który z k o l e i łączymy prostą z początkiem o s i współ
rzędnych. Przedłużenie prostej OJf3 przetnie w punkcie 
W prostą uprzednio przez punkt Qe przeprowadzoną,za
toczmy więcjtuk JV2d promieniem OP/i a otrzymamy na osi 
00. szukany punkt '/"l,przez który przejdzie l i n j a 
obojętna, przynależna do danego środka naprężeń Q . 
Aby ją ostatecznie wykreślić, należy zbudować stycz
ną eli p s y bezwładności, przechodzącą przez punkt F£ 
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i przeprowadzić prostą, .Z równoległą do T^przez punkt 
Jrf.. W ten sposób otrzymujemy szukaną linję obojętną, 
przynależną do danego środka naprężeń ̂ 2. 

Zupełnie tak samo można wyznaczyć środek naprę
żeń, przynależny do danej l i n j i obojętnej W tym 
celu prowadzimy styczną j^do elipsy bezwładności Zl 

przekroju, równoległą do danej l i n j i obojętnej. Ta 
styczna wyznaczy na e l i p s i e punkt styczności 7^\ Łą
czymy Jj? z początkiem o s i współrzędnych prostą OŹJ, 

która wyznaczy drugi punkt średnicowo przeciwległy 
Qe na e l i p s i e , oraz punkt JM. przecięcia się z daną 
linją obojętną. Przez punkt Qe prowadzimy prostą rów
noległą Ho jednej z osi głównych przekroju. Zatacza
my łuk JiW promień i em OM ze środka O i łączymy WzO * 

Kreśląc z k o l e i łuk JeZ* promieniem GĘ- ze środka O, 
wyznaczamy punkt Ic na prostej OWI Prosta Jf(2 równole
gła do prostej OJ/ przetnie nam oś OU w punkcie Q$ 

który będzie szukanym środkiem naprężeń, przynależnym 
do danej l i n j i obojętnej. 

Aby dowieść słuszności obu tych sposobów wykreśł-
nych, oznaczamy promienie wodzące OO^T^ , OQ = r, 

OJf=<f>e oraz OAl=<^> . Wyżej widzieliśmy, że styczna 
.Z7 e l i p s y bezwładności stanowi linję oboj ętną, przy
należną do środka naprężeń Qe , mamy więc Tf=2lfe = C 

To samo wynika z podobnych trójkątów AQSWO<^DAQ/fO, 

v-dzio OQWQ=OW:OJl=OM:OJ2to j est 2e'^=f-fc , 

i ostatecznie Cj«> = ?*<ó; co należało udowodnić. 
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Na zasadzie oowyżej wyłuszczonych wniosków z 

łatwością daje się zauważyć, że skoro środek naprę
żeń leży POZA RDZENIEM - przynależna doń l i n j a obo
jętna PRZECINA PRZEKRÓJ, a obciążenie przekroju skła 
da się z naprężeń RÓŻNYCH ZNAKÓW. W BUDOWNICTWIE te
go rodzaju rozkład!w naprężeń NALEŻY UNIKAĆ, wobec 
nader małej wytrzymałości na rozciąganie kamieni na
turalnych i sztucznych, a zwłaszcza zapraw i cemen
tów. Należy przeto przekroje OBCIĄŻAĆ JEDNOIMIENNEMI 
NAPRĘŻENIAMI CISNĄCYMI. Stąd wskazówka praktyczna,że 
ŚRODEK NAPRĘŻEŃ nie powinien wychodzić poza rdzeń 
przekroju, a zatem powinien leżeć WEWNĄTRZ lub NA 
RDZENIU danego przekroju. Jest to więc warunek KO
NIECZNY. Czy zarazem i DOSTATECZNY? Tak, o i l e stycz 
ne obwodu nie przecinajs pola przekroju, wtedy bo
wiem każda ze stycznych przynależy, jako l i n j a obo
jętna do odpowiedniego środka naprężeń, leżącego na 
rdzeniu. Na stycznych obwodu panują wtedy naprężenia 
normalne równe zeru - przekrój j e s t zatem obciążony 
naprężeniami jednego i tego samego znaku. Inaczej 
jednak rzecz się ma, gdy styczna obwodu przecina po
le przekroju. Jako l i r , j a obojętna, należy ona do 
środka naprężeń, leżącego w odpowiednim punkcie rdze 
n i a - na nie j panują naprężenia równe zeru; skoro 
więc przecina pole przekroju, przeto d z i e l i go na 
dwa .obszary o naprężeniach różnych co do znaku. 

Ma to miojsce w tym wypadku, gdy ną obwodzie 
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przekroju zaznacza się zaklęśrdęcie,słowem,kiedy obwód 
nie j e s t krzywą wypukłą względem środka swych osi głów
nych. Jest to samo przez się zrozumiałe: STYCZNA 7^ 
{mS. 203/ d anego pola,przechodząca przez jakikolwiek 
punkt fllo zaklęśnięcia obwodu MUSI PRZECIĄĆ POLE prze
kroju. Z tego powodu przy budowie rdzenia należy wyłą
czyć z pod rozpatrywania WSZYSTKIE STYCZNE ZAKLĘŚNIĘ
CIA i ograniczyć się do wyznaczenia środka naprężeń, 
przynależnego do stycznej obwodu w punktach i -^,,to 
j e s t dc PROSTEJ ZESPOLEMA obu bocznych łuków obwodu. 
Ponieważ prostej zespolenia jTi obu j e j punktom stycz
ności odpowiada jeden tylko punkt rdzenia, zatem pomi
nięcie stycznych zaklęśnięcia nie przerwie ciągłości 
rdzenia. Stąd prawidło praktyczne: CHCĄC WYZNACZYĆ 
M I E J S C E GEOMETRYCZNE S K R A J N Y C H ŚRODKÓW NAPRĘŻEŃ,PRZY
NALEŻNYCH DO LINJI OBOJĘTNYCH STYCZNYCH PRZEKROJU,NIE 
PRZECINAJĄCYCH JEGO POLA, NALEŻY P0.!.'IINĄĆ WSZYSTKIE 
STYCZNE ZAKLĘŚNIĘÓ OBWODU I OGRANICZYĆ SIĘ DO ROZPATRY
WANIA PROSTYCH ZESPOLENIA, PRZERZUCONYCH PONAD ZAKLĘŚ-
NiĘCIAMI. Czyniąc tak wysączamy z pod rozpatrywania 
część rdzenia, odpowiadającą zaklęśnięciu J^^Af^J^^ 

KTÓRA STANOWI PĘTLĘ ZEWNĘTRZNĄ, UCZEPIONĄ DO PUNKTU 
ZESPOLENIA DWÓCH ŁUKÓW oćyl ict^JU- RDZENIA,ZBIEGAJĄ
CYCH SIĘ W PUNKCIE ZESPOLENIA,PRZYNALEŻNYM DO PRO
STEJ ZESPOLENIA T1 OBWODU. Łuki rdzenia oC^ytl 
i C^/^ przynależą oczywiście do łuków jś^zńj* i 

obwodu. Pętlica rdzenia, przynależna do za-
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klęśnięcia j e s t zaw
sze zewnętrzna 
względem rdzenia,bo 
zaklęśnięcie 
jako bliż.ej począt
ku współrzędnych l e 
żące, niż prosta Tl 

przynależy do środ
ków naprężeń DALEJ 
OD POCZĄTKU WSPÓŁRZĘDNYCH POŁOŻONYCH NIŻ PUNKT 
PRZYNALEŻNY DO PROSTEJ T. Stąd mamy: 
WNIOSEK DWUDZIESTY. JEŻELI OBWÓD DANEGO POLA POSIADA 
ZAKLĘŚNIĘCIE, TO ODPOWIEDNIA CZĘŚÓ RDZENIA SKŁADA SĘ 
Z PĘTLICY, LEŻĄCEJ NA WEWNĄTRZ PUNKTU ZESPOLENIA,. 
PRZYNALEŻNEGO DO PROSTEJ ZESPOLENIA, PRZERZUCONEJ PO
PRZEZ WKLĘSŁOŚĆ OBWODU. 

Praktycznie zadanie dotyczące znajdowania rdze
n i a danego pola możemy jr..ż obecnie uważać za rozwią
zane w całej rozciągłości. Kolejność postępowania 
winna być następująca: :•:ależy przedewszystkiem wyzna
czyć d l a głównych osi wartości Q^,Q^3/S9 następnie prze
rzucić ponad wszystkiem: zaklęśnięciami obwodu dane
go pola proste zespolenia i wyznaczyć rdzeń dla uwy
puklonego sztucznie w ten sposób obwodu. 

W FURSIE ĆWICZEŃ podajemy proste przykłady w y l i 
czania rdzenia, ponadto odsyłamy cz y t e l n i k a do PRZE
GLĄDU TECHNICZNEGO z roku 1909, gdzie na stronnicy286 



można znaleźć rdzeń pola PARABOLICZNEGO, tuta j zaś 
rozpatruj emy: 

§ 9. WYZNACZANIE SKRAJNYCH NAPRĘŻEŃ NORMALNYCH 
PRZEKROJU ZA POMOCĄ. JTtoO RDZENIA. 

Weźmy pod uwagę pewien przekrój piaski/&YS.204/ 
odkształcony pod działaniem sił zewnętrznych, spro
wadzających się do pojedynczego momentu-/^, leżące
go w orzekroju pod kątem OĆ względem o s i OJC. Będzie 
to więc WYPADEK,,// obciążenia. Wyznaczmy oś sił mo
mentu, jako ślad OJJ przecięcia się z polem przekroju 
płaszczyzny P\ zawierającej parę sił danego momen
t u , ! zbudujmy rdzeń i ? przekrój u. Siad 0£ przetnie 
rdzeń w punktach Q i Q'„ wyznaczając PROMIENIE RDZE
NIA OQ=W i 0<2~W/

t które zawsze nadal tak zwać bę-
• dziemy. 

Rozłóżmy dany moment M-^ na parę sił, leżących 
w płaszczyźnie P\ Jedna z.f.ił pary niechaj działa 
w środku masy przekroju - (i.ruga - na. rdzeniu w (2 lub 
O. tylko co wyznaczonych. W pierwszym wypadku otrzy

muj emy parę sił J£ i = 7 ^ z a ś w drugim parę 
sił J?3 i JĘ^/^—Pyh^^ przyczem siły y C i fl^ będą nie
wątpliwie dodatnie, a siłyyCi/?- ujemne - wszystkie 
zaś będą prostopadle do pola przekroju. 

Rozpatrzmy początkowo pierwszy wypadek, kiedy 
siła, przyłożona do Q j e s t / ^ ^ ^ j a k to widaó na na
szym rysunku. TEN WYPADEK ODPOWIADA ZAWSZE WARTOŚCI 
KĄTA Ą OOJf^-jf+c*, co bezpośrednio wypływa ze sposo-



bu wyzna
czania kie
runku mo
mentów w 
przekrój u. 
Tutaj więc 
zustąpili-
śmy d z i a 
łanie mo
mentu dzia
łaniem pa
ry sił.Jed
na z tych 
sił DODAT
NIA ufyJ^jW 
działa mi
mo środowo 
w punkcie Q 

rdzenia,j a-
ko środku 
naprężeń -
druga równa 
s i l e Zcź l e c z UJEMNA, przyłożona j e s t do środka masy 
przekroju. L i n j a obojętna, przynależna do środka na
prężeń O., stanowi niewątpliwie STYCZNA obwodu,kie
runkowo sprzężoną z osią sił, a przechodzącą przez 
odpowiedni punkt M obwodu. Na t e j prostej napręże-

206. 
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nie, pochodzące od siłybędzie oczywiście równe 
zeru, a cały przekrój będzie s i e d l i s k i e m naprężeń te
go samego znaku, co , a więc DODATNICH. Aby wyzna
czyć rozkład tych naprężeń d l a całego przekroju, bu
dujemy drugą skrajną STYCZNĄ T* przekroju, równoległą 
do T', wyznaczamy punkty AiQ i Al^ przecięcia się tych 
stycznych z osiąćłT- wreszcie, prowadząc PODSTAWĘ 77??7i} 

WYKRESU NAPRĘŻEŃ /RYS.205/ równolegle do OJCt notujemy 
punkty MoiO,Mo na /^o d p o w i e d n i o w m,0* i 77i\ Po
nieważ naprężenie normalne przynależne do siły 2^ ma 
wartość y^v^X d l a środka masy przekroju, przeto, od
kładaj ąc OO"=jYt łączymymz O"PROSTĄ WYZNACZA
JĄCĄ TRÓJKĄT mym'' SZUKANY WYKRES NAPRĘŻEŃ SIŁY /C. 
Z k o l e i , aby otrzymać wykres naprężeń, pochodzących 
od siły środkowej Jj? ujemnej, można skorzystać z od-
cinka OO , prowadząc przez jego koniec prostą 7Z7Z 'rów
noległą do MTTll t u t a j bowiem wszystkie naprężenia są 
równe JfL:/$ =Jf*:*S i tego samego znaku co i siła Jf t a 
więc UJEMNE. W ten sposób otrzymujemy PROSTOKĄTNY 
mnnm- WYKRES NAPRĘŻEŃ SIŁY Uwzględniając różni
cę znaków naprężeń obu gromad, z łatwością wyodrębni
my WYKRES WYPADKOWY 7i'%'&km, wyznaczający rozkład na
prężeń przekroju, przyczera d l a SKRAJNEJ LINJI OBOJĘT
NEJ T7, a więc d l a punktu Al styczności z obwodem, wy
znaczona z wykresu wypadkowego wartość naprężenia bę
dzie niewątpliwie i^=7nn=Ob%Ą :^=A1-f> ->JV , jak 
to zresztą widać z RYS.205. Będzie to wartość ujemna. 
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Z k o l e i możemy rozłożyć moment na parę sił, 

z których jedna ujemna 2r?3=AyJy',' będzie działała 
mimośrodowo w punkcie CL rdzenia, jako w środku naprę
żeń, a druga równa s i l e , lecz dodatnia, będzie 
przyłożona do środka masy przekroju. W danym wypadku 
skrajna styczna J gra niewątpliwie rolę l i n j i obo
jętnej, przynależnej do środka naprężeń CL'tna niej 
więc panować będzie naprężenie równe zeru, pochodzą
ce od siły JT? , a cały przekrój będzie naprężony na-
prężeniami tego samego znaku, co i 2f^t a więc ujem-
nemi. Ponieważ w środku masy przekroju wartość naprę
żenia, pochodzącego od siły JT! j e s t równa /Y.:AT za-
tern, budując Ot> łączymy 772' z ć? prostą 
wyznaczającą TRÓJKĄTNY WYKRES NAPRĘŻEŃ SIŁY 

Pozostaje więc jeszcze tylko przez koniec odcin
ka O O'" przeciągnąć prostą ĄfyZ równoległą do 771771', 
aby otrzymać prostokąt 7nfainn —WYKRES NAPRĘŻEŃ siły 
7^yte naprężenia bowiem wszystkie są równe -^:y7= 

7t^7)=0'o''/ i. tego samego znaku, co siła środkowa 7d3 , 

a więc dodatnie. Uwzględniając różnicę znaków tych 
naprężeń i tu znów możemy wyznaczyć WYKRES WYPADKOWY-
^'"TTZO'^^", dający znowu ten sam rozkład naprężeń 
przekroju, przyczem d l a skrajnej l i n j i obojętnej T % 

a więc d l a punktu M styczności z obwodem otrzymamy 
tu i=7l>:sS-Al^/Jy/', jak to zresztą widać na rys.206. 

^ , 7 7' 
Będzie to wartość dodatnia. Wartości naprężeń c i Zr 
stanowią SKRAJNE NAPRĘŻENIA- przekroju i wyznaczane 
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być mogą w zależności od promieni rdzenia. Stąd: 
WNIOSEK PIERWSZY. SKRAJNE '-WARTOŚCI NAPRĘŻEŃ, UJAW

NIONE W PRZEKROJU NA TLE MOMENTU W NIM LEŻĄCEGO, MOŻE
MY WYZNACZYĆ, DZIELĄC MOMENT ODKSZTAŁCAJĄCY PRZEZ ILO
CZYN POLA PRZEKROJU, MNOŻONEGO PRZEZ ODNOŚNE PROMIENIE 
RDZENIA, LEŻĄCE NA OSI SIŁ MOMENTU. 

Należy zwrócić uwagę, że promień rdzenia ft/,PRZY
NALEŻNY DO KĄTA BIEGUNOWEGO: oC+-jf- daje skrajną war
tość naprężeń Ẑ , - UJEMNĄ, ponieważ zaś zgodziliśmy 
się rozpatrywać momenty l i t y l k o dodatnie, przeto na
leży pisać J = ~Pl-b

 :/SiŻm — Natomiast drugi promień 
rdzenia W'> PRZYNALEŻNY DO KĄTA BIEGUNOWEGO: oć+j-f - , 
daje skrajną wartość naprężeń normalnych DODATNIĄ: 

. Łącząc oba wzory w jeden, możemy 
wprost napisać wartość skrajnego naprężenia normalne
go w postaci V- = ± Aź^ • y S , gdzie przez - ozna
czyliśmy KTÓRYKOLWIEK z promieni rdzenia, leżących na' 
os i s i i momentu . Znak PLUS dotyczy promienia po
chylonego pod kątem biegunowym oC+-3~- ,a znak MI- . 
NUS - promienia pochylonego pod kątem <X' + 4f- wzglę-
dem o s i OJ*C . 

Jeżeli teraz przejdziemy od wypadku 
,.z> obcią

żenia przekroju do wypadku „P , doda.jąc siłę środ
kową /C ^ O , to naprężenie normalne stanowić 
będzie sumę naprężeń ~fc - tyl k o co wyznaczonego, j a ~ 
wiącego się na t l e działania momentu oraz naprę
żenia :/S , POCHODZĄCEGO OD SIŁY ŚRODKOWEJ 
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JŹz . Będziemy m i e l i zatem i~z = + i, skąd otrzy

mujemy ostatecznie i = ~F ± UOGÓLNIAMY WZÓR 
BARRE* ' DE SAINT VENANTA, w którym W oznacza promień 
rdzenia, leżący na osi sił momentu odkształcającego . 
M~ , znak PLUS należy brać, gdy kąt biegunowy promie-
n i a W wynosi oć+ój- , - a MINUS, gdy ten kąt je s t 
Oć • W obu wypadkach OC oznacza kąt nachyle
n i a momentu JrL k u o s i OJ£. Stąd; 

WNIOSEK DRUGI. SKRAJNE WARTOŚCI NAPRĘŻEŃ, UJAWNIO
NE W PRZEKROJU,OBCIĄŻONYM WYPADKOWĄ DOŃ PROSTOPADŁĄ, A 
PRZYŁOŻONĄ DO ŚRODKA JEGO MASY, ORAZ MOMENTEM, LEŻĄCYM 
W PRZEKROJU, MOŻEMY WYZNACZYĆ, DZIELĄC PRZEZ POLE PRZE
KROJU SUMĘ I RÓŻNICĘ WYPADKOWEJ I MOMENTU, DZIELONEGO 
PRZEZ ODNOŚNE PROMIENIE'RDZENIA PRZEKROJU, LEŻĄCE NA 
OSI SIŁ MOMENTU. 

Tylko co wypowiedziany wniosek jeszcze raz potwier
dza to, cośmy na początku działu niniejszego zaznaczy
li, że wypadek^A7nie me cech odrębności swoistej, sta
nowi bowiem połączenie wypadkówA i Jj\ a zarazem uogól
nienie i c h obu. Jes t to pierwszy przykład OBCIĄŻENIA 
ZŁOŻONEGO, ujawniającego naprężenie i =JJ?:jŹ na t l e 
działania siły środkowej normalnej do przekroju, 
oraz i na t l e momentu, leżącego w przekroju. Napręże-
ma te dodane algebraicznie tworzą NAPRĘŻENIE ZŁOŻONE 
£z = ć + z^ , cechujące wypadek JS. OBCIĄŻENI? DOŃ PRZY
NALEŻNE ZAWSZE PRZTTTO ROZŁOŻYĆ SIĘ DAJE NA DWA WSPÓŁ
ISTNIEJĄCE OBCIĄŻENIA PROSTSZYCH TYPÓW. Z tych jeden 
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zbadaliśmy już dawniej, drugi znamy z naprężeń,ja
kie wywołuje w przekroju. Z k o l e i należy więc przejść 
do odkształceń, aby doświadczalnie Bprawdzić i ugrun
tować jego podstawy. 

§ 10. ODKSZTAŁCENIA GNĄCE. 
Weźmy pod uwagę jakąkolwiek bryłę, odkształconą 

pod jarzmem sił zewnętrznych. Dowolny przekrój płas
k i ZJ0 /RYS.207/ d z i e l i j e j obciążenie zewnętrzne na 
dwa układy 777^ i ̂  sił odkształcających, które w roz
patrywanym wypadku 77 sprowadzają się do momentów, 
leżących w przekroju. To znaczy, że układ spro
wadzić się daje do pojedynczego momentu , a 
układ 77^ do momentu 7^2^ " °hu leżących w przekroju. 
Ponieważ 77! +77 = O zatem i Jft +M=0, c z y l i że 

cc S3 /OoC /O/S ' J 

momenty te są równe, lecz różnoskrętne, a więc skie
rowane przeciwnie, przyczem moment 

równoważy 
układ naprężeń 7^ y dolnej warstwy cząsteczek prze
kroju, a więc s i e d l i s k u j e w górnej warstwie cząste
czek, oodczas gdy moment 

równoważący układ na-
prężeń J/^ górnej warstwy cząsteczek Drzekroju -
s i e d l i s k u j e w jego dolnej w a r s t w i e cząsteczek. Momen
ty 7i^^ i -^Cg mówiąc nieco ściślej, n i e leżą w prze
kroju, ponieważ moment 7>L , jako wypadkowa górnego 
układu sił, leży na górnej oowłoce, a moment 7H_ — 
wypadkowy dolnego układu sił - w dolnej powłoce prze
kroju. 

W ten sposób właściwie mówiąc, miasto przekroju 
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płaskiego, rozpatrujemy myślowo wyodrębnioną w b r y l e 

płytkę y^/RYS.208/, płaską o znikomej grubości tf^, ob
ciążoną ne powłoce górnej momentem '^M^ na dolnej mo
mentem AL^- obu leżącymi w odnośnych powłokach. Oba 
te momenty są równe i .równoległe, lecz różnoskrętne, a 
więc skierowane nrzeciwnie; oś sił momentu A7 , "orze-
c h o d z i p r z e z środek mesy górnej powłoki, oś sił momen-

t u . ^ / - p r z e z środek masy-dolnej. Wobec znikomej 

wartości «2T obie powłoki stanowią właściwie jeden i 
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ten sam przekrój materjalny, przeto środki OO' 

leżeć na wspólnej prostopadłej do obu przekrojów, a 
osie sił obu momentów pokrywają się w rzucie. To samo 
można powiedzieć i o głównych osiach bezwładności obu 
p o w ł o k . Jeżeli więc osie główne bezwładności dolnej 
powłoki przekroju weźmiemy za osie współrzędnych*^^ 
a oś OJŹ skierujemy w stronę górnej powłoki, to war
tości całek r=y^i^j>'foJ~^XGftv będą prawie tożsamoś
ciowe d l a obu powłok. 

Oznaczmy przez OĆ kąt, j a k i tworzy moment 
osią (2X - nachylenie momentu ku tej samej o s i 
będzie wobec tego oC +7l, a zatem d l a powłoki dolnej 

Wnioskujemy stąd, że naprężenia obu powłok będą 
tożsamościowe, lecz różne co do znaku, a więc skiero
wane przeciwnie DLA WSZYSTKICH PUNKTÓW ^ ^ P R Z E 
KROJU PP\ Wyznaczmy w punkcie Al kostkę elementarną 
C/JCKC/Z/KC/Z; . NAPRĘŻENIA ^ i STANOWIĄ OB
CIĄŻENIA TEJ KOSTKI ROZCIĄGAJĄCE LUB ŚCISKAJĄCE. Pod 
i c h jarzmem kostka, wydłużyła się lub skróciła z pi e r 
wotnej swej długości c/z do o/z - odkształconej.. Po
dobnym odkształceniom ulegają również i pozostałe 
kostki przekroju, za. wyjątkiem prostolinjowego szere
gu kostek, przynależnego do pokrywających się w rzu
c i e o s i obojętnych obu powłok przekroju, gdzie, jak 
wiadomo, j f ^ ~ ^ # ~ ^ » 3 zatem k o s t k i żadnym odkształcę-



niom uledz nie mogły. Pozostałe kostki przekroju uja?.w 

niają w stanie odkształconym WYDŁUŻENIA JEDNOSTKOWE 
<^= /c/z — c/zoJ:afe0, zależne od natężenia i znaku od
nośnych naoreżeń , obciążających górne ścianki ko
stek - poletka górnej powłoki i /,3 - obciągających 
dolne ich ścianki - poletka powłoki dolnej. ZACHODZĄ 
tu więc dobrze nam znane ZJAWISKA ROZCIĄGANIA I ŚCIS
KANIA podległe prawom HOOKE 'A, lub SCHULE-BACHA. 
W § 19 działu drugiego zaznaczyliśmy, że w obu razach 
i s t n i e j e zależność 6=<x/. z tą jedynie różnicą, że w 
pierwszym wypadku oC ma wartość stałą, a w drugim zmie
nia się, przechodząc przez cały szereg wartości dla 
różnych dziedzin.zmienności naprężeń, możemy więc na
pisać w sposób ogólny £ =oc/ y ze znaczkiem & dla 
rozpatrywanego wypadku. Ten wzór pozwala wyznaczyć od
kształcenia kostek przekroju. Aby go zbadać wyznaczmy 
osie obojętne obu powłok przekroju. Wobec znikomej róż
nicy obu powłok osie te będą się pokrywały w rzucie 
płaskim AJ3. 

Krając płytkę ̂ płaszczyzną środkową, prostopadłą 
DO OBU osi obojętnych - PRZECINAMY PROSTOPADLE CAŁY 
RÓJ PROSTYCH STAŁEGO NAPRĘŻENIA, równoległych do o s i 
obojętnych obu powłok. Wzdłuż każdej prostej roju pa
nować będzie naprężenie normalne pewnej, ściśle okreś
lonej wartości; wierny już, jak budować wykres I i n j owy 
tych naprężeń £ /RYS.209/*; należy przez środki O i/f 
przeprowadzić proste jednakowo pochylone ku krawędziom 
WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW - ARKUSZ XKS. 
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Ćj7 i Cl? przekrój u płytki, prostopadłego do l i n j i obo
jętnych AJ3 i A.'JB' obu powłok. Z wykresu wynika, że 
część płytki j e s t ściskana - druga rozciągana,ponadto 
widać zeń wyraźnie, że wzdłuż l i n j i równych naprężeń 
PANUJĄ NAPRĘŻENIA STAŁE, WPROST PROPORCJONALNE DO OD
LEGŁOŚCI TYCH LINJI OD OSI OBOJĘTNEJ. Stąd wniosek 
bezpośredni, że KOŃCE ODCINKÓW, WYOBRAŻAJĄCYCH POSZCZE
GÓLNE NAPRĘŻENIA OBU POWŁOK, LEŻĄ NA PŁASZCZYŹNIE, 
PRZECHODZĄCEJ PRZEZ OŚ OBOJĘTNĄ DANEJ POWŁOKI, A PO
CHYLONEJ KU POWŁOCE POD PEWNYM KĄTEM, JEDNAKOWYM DLA 
OBU POWŁOK, jak to zresztą oćraau spostrzec się daje 
z rysunku. Oznaczmy przez 7^ odległość danej l i n j i 
stałego naprężenia ^ od o s i obojętnej. Na mocy tyl k o 
co wypowiedzianego wniosku naprężenie 7^ j e s t wprost 
proporcjonalne do 7^ , co oznaczamy, pisząc 
gdzie A j e s t pewien stały współczynnik jednakowy d l a 
wszystkich wartości naprężeń przekroju. Stąd £ —ot^sty.. 
Ponadto wyżej widzieliśmy, że faz-a^Jzofr, stąd: 
afe0-cfe:-t-S^J =c/zfe-£g +ły-....J. Oznaczmy przez & 0 = 
=<*£r-a4,zatera &0=-S^2o = atz/<^-ć^+£i

ć-...J. : 

Wobec nader znikomych wartości możemy napisać 
wprost <^0

=^<r(^% co daje wzór ostateczny; d ^ = <S<̂ fe= 
= oćZo/z==aćA??o/z, świadczący o tem, że ODKSZTiŁ-
CENIĄ KOSTEK PRZEKROJU SĄ WPROST PROPORCJONALNE DO OD
LEGŁOŚCI KOSTEK OD OSI OBOJĘTNYCH OBU POWŁOK, 0 ILE 
OĆ MA WARTOŚĆ STAŁĄ DLA CAŁEGO OBSZARU NAPRĘŻEŃ JO
NUJĄCYCH W PRZEKROJU. TO OZNACZA WPROST BEZPOŚREDNIO, 
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ŻE I PRZED ODKSZTAŁCENIEM OBIE POWŁOKI PŁYTKI BYŁY 
PŁASKIE, PŁASZCZYZNY ICH PRZECHODZIŁY PRZEZ ODNOŚNE 
OSIE OBOJĘTNE, TWORZĄC PEWIEN KĄT MIĘDZY SOBĄ. 

To wynika wprost z następującego rozumowania. 
Niech l i n j a ĆZ? wyznacza, jak dawniej ślad dolnej płas
kie j powłoki płytki, tym razem jeszcze NIE ODKSZTAŁCO
NEJ, a C"jJ - ślad płaskiej powłoki górnej tej pły
t k i . Załóżmy, że odkształcenie kostek płytki zaszło 
w t a k i sposób, że obie powłoki stały 8ię równoległe, 
to znaczy, że powłoka C*2?"WYKONAŁA WOKÓŁ OSI OBOJĘT
NEJ OBRÓT WZGLĘDEM POWŁOKI <$$\ stając się prostopa
dłą do l i n j i środków 00\ Tego rodzaju odkształcenie 
je s t tylko wtedy możliwe, gdy wydłużenia poszczegól
nych kostek płytki pierwotnej ukośnej, są wprost pro-
porcjonalne do odległości kostek od osi obrotu powło-
k i JJC , co wprost wynika z rysunku, mamy bowiem z 
podobnych trójkątów £z

0
:%~^h:fy » 0 0 należało udo

wodnić. Słowem,stwierdzamy n i e z b i c i e , że w rozpatry
wanym przez nas wypadku OBIE PŁASKIE POWŁOKI PŁYTKI, 
PIERWOTNIE POCHYLONE KU SOBIE POD KĄTEM c/f>=jr7'0'Z?" 
STAŁY SIĘ RÓWNOLEGŁE. PŁYTKA PIERWOTNIE UKOŚNA PRZE
SZŁA W PŁYTKĘ PROSTĄ. Stąd również wniosek bezpośred
n i , że PŁYTKA PIERWOTNIE PROSTA M/?'c'C ODKSZTAŁCI 
SIĘ W UKO&NĄ JJjDifC, o i l e zmienimy kierunek działa
nia momentów na odwrotny, to j e s t o i l e przestawimy 
momenty odkształcające. 

Spróbójmy uogólnić tylko co otrzymane wyniki, 
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rozpatruj ąc: 

§ 11. ODKSZTAŁCENIA PRZEKROJU PŁASKIEGO BRYŁY DO
WOLNEGO KSZTAŁTU NA TLE OBCIĄŻENIA GNĄCEGO. 

Weźmy pod uwagę bryłę dowolnego kształtu, pozo
stającą pod jarzmem sił zewnętrznych i załóżmy, że w 
bryle t e j po odkształceniu można wyznaczyć DWA PRZE
KROJE PŁASKIE A RÓWNOLEGŁE, ZNIKOMO ODLEGŁE O o/z, aby 
/fcYS.208/: 

1- o. ŚRODKI MAS OBU TYCH PRZEKROJÓW LEŻAŁY NA 
WSPÓLNEJ PROSTOPADŁEJ DO OBU PRZEKROJÓW, aby: 

2- o. UKŁADY SIŁ ZEWNĘTRZNYCH ODKSZTAŁCAJĄCYCH 
SPROWADZAŁY SIĘ DO MOMENTÓW Al —Al,, ORAZ A4=Al+(/AL% 

RÓWNOLEGŁYCH, LECZ RÓŻNOSKRĘTNYCH, A PRZYŁOŻONYCH DO 
ŚRODKÓW MASY OBU PRZEKROJÓW, wreszcie,aby: 

3- o. KONTURY OBU PRZEKROJÓW NIEZNACZNIE TYLKO RÓŻ
NIŁY SIĘ MIĘDZY SOBĄ, INACZEJ MÓWIĄC, ABY OBWÓD GÓRNE
GO POLA yS' PRAWIE POKRYWAŁ W RZUCIE OBWÓD POLA DOLNEGO 
/S, A RÓŻNICA PÓL J-J BYŁA PORZĄDKU c/A. 

Wyznaczmy główne osie bezwładności CAC,oddolnego 
pola /S'. Te osie będą zarazem rzutami głównych o s i bez
władności górnego pola /S , różnica bowiem p ó l ^ i A 
j e s t nader znikoma,- a zatem kierunki o s i głównych obu 
pól znikomo się tylko mogą różnić między sobą. Os OZ 
kierujemy ku środkowi masy O pola j&{— 

W tych warunkach jakiekolwiek poletko o^=o/jC.c/y 
w dolnem polu leżące, będzie rzutem górnego poletka 
o/3=o/jr.o/y polacy'. Ma to miejsce d l a wszystkich po-
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letak obu przekrojów, prócz skraj nych' poletek, doty
kających konturów, gdzie Cifc> mogą się różnić od ofó 
o małe wyższych rzędów na t l e nieznacznej różnicy 
kształtu obu pól i konturów. Widzimy więc, że ilości 
poletek obu pól są jednakowe, możemy zatem płytkę W] 

wyodrębnioną z bryły, rozpatrywać myślowo, jako zło
żoną z kostek ofa*0^*0/2;, podległych działaniu na
prężeń 2^a - przyłożonych do górnych ścianki - do 
dolnych ścian k o s t k i . Naprężenia te nader nieznacznie 
różnią się między sobą. Aby to udowodnić, oznaczmy 
przez OĆ kąt, j a k i tworzy moment AyL z osią OJC, 

wtedy moment będzie niewątpliwie pochylony ku 
tejże o s i pod kątem oC+7ć. Stąd: 

OJ?AZ: 

foC T 7» Mc/y Q£ J 
gdzie przez B j f , ^ oznaczyliśmy główne momenty bez
władności pola^J^, a przez G / , ^ - momenty pola / $ ' 
Wobec znikomej różnicy obu tych pól (L/=QA, oraz oZ= 

— c/C, możemy zatem napisać ostatecznie: 

Tylko co wyznaczone naprężenia stanowią obciążenie 
kostk i c?jcxa/yxc/z ; w dolnej j e j ściance e/jf<Zy s i e -
d l i s k u j e naprężenie £ — w górnej £ ; oba te 
naprężenia są znikomo różne od s i e b i e , a skierowane 
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przeciwnie. I t u więc zachodzą zjawiska rozciągania 
i ściskania elementarnych kostek przekroju. 

Wyznaczmy osie obojętne AJ3 i AS przynależ
ne do momentów odkształcających Al i Al +c/Al^ . Wo-
bec znikomej różnicy obu pól yS i yS osie te będą 
się pokrywały wzajemnie w rzucie. Rozdzielą one płyt
kę W° na dwie dziedziny - panowania naprężeń cisną
cych i rozciągających - rozgraniczone prostolinjowym 
układem kostek, przynależnych do obu o s i obojętnych. 
Ten szereg kostek nie uległ żadnym odkształceniom, 
bo naprężenia wzdłuż obu l i n j i obojętnych są równe 
zeru. Pozostałe k o s t k i - uległy wydłużeniu w dzie
d z i n i e naprężeń jednego znaku, - skróceniu - w dzie
d z i n i e naprężeń drugiego znaku. Rozumując zatem zu
pełnie w t a k i sam sposób , jak wyżej, dochodzimy i 
tu do przekonania, że rozpatrywana płytka W° przed 
odkształceniem musiała byó ukośna, to znaczy, że 
PRZED ODKSZTAŁCENIEM OBIE JEJ POWŁOKI BYŁY RÓWNIEŻ 
PŁASKIE, CHOÓ POCHYLONE KU SOBIE POD PEWNYM KĄTEM. A 
PŁASZCZYZNY ICH PRZECHODZIŁY PRZEZ ODNOŚNE OSIE OBO
JĘTNE. I t u więć odkształcenie sprowadza się do obro
tu jednej powłoki płytki względem drugiej o kąt ć/y 

/frYS. 210/; PŁYTKA PIERWOTNIE UKOŚNA - PRZECHODZI W 
PROSTĄ, a zatem płytka pierwotnie prosta odkształca 
się w ukośną, o i l e zmienimy kierunek obrotowy mo
mentów na odwrotny, to j e s t o i l e przestawimy momen
ty odkształcające. WSZYSTKIE TYLKO CO WYPOWIEDZIANE 



- 327 -
WNIOSKI DOTYCZĄ TWCRZYw O STAŁEJ WARTOŚCI ĆC WE WZO
RZE DLA CAŁEGO OBSZARU NAPRĘŻEŃ ^, PANUJĄ-
CYCH W PRZEKROJU. 

W obu tylko co opisanych wypadkach dochodzimy 
zatem do jednakowych wniosków, źe płyta prosta musia
ła być ukośną przed zgięciem, i że płyta prosta staje 
Bię ukośną po zgięciu. To ostatnie prawo pozwala usta
lić: 

§ 12. ZASADNICZE WZORY ZGINANIA. Weźmy pod uwa
gę płytkę CJ?J?(7 pierwotnie prostą, która po zgięciu 
przeszła w płytkę ukośną ĆV'2?2/Aby ułatwić zrozu
mienie zjawisk zachodzących w danym wypadku, rysujemy 
ją w przekroju środkowym płaskim, prostopadłym do o s i 
obojętnych obu powłok płytki /RYS.211/. 

zawarte nie ulegają odkeztał 
ceniom, zatem długość o/z włó-
kienka OO j e s t niezmienna 

Wiemy już, że włókienka 
pomiędzy osiami obojętnerai 

przed i po odkształceniu, na
tomiast długości włókien pozo
stałych ulegają zmianom na 

podczas odkształcania się 
płytki W ukośną. Wszystkie 
górne włókienka 2^7* odległe 1 QJ°^ m& 

7/ 
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od O Ol* 71 WYDŁUŻĄ SIĘ przytem o /T, a wszystkie dolne, 
odległe od 0(7 o SKRÓCĄ SIĘ o 7?7Z'je.k to zresztą zu
pełnie wyraźnie postrzec się daje z rysunku. Oznaczmy 
odkształconą długość tych włókienek przez c/Zr^I] oraz 
ck^7ljl', a wydłużenia i c h przez ck^-ZT''i óZ=7Z7l[VisT-
wotna,nieodkształcona długość tych wszystkich włókien 
była I^r^7lJt=0O=o/Z ,jeżeli oznaczymy więc WYDŁUŻENIE 
JEDNOSTKOWE włókienek przez & ,to d l a włókienek, 
które uległy wydłużeniu będziemy m i e l i o/z^ =c/zft+s);i 

a d l a włókienok,które uległy skróceniu <̂źr, =afe(i-ć^y. 
Stąd <^Z„~a/z-ć/z=ćZc/z, oraz o&^^-^=<T^. Oznaczmy 
odpowiednio przez p. i Ł NAPRĘŻENIA, KTÓRE TE OD
KSZTAŁCENIA SPOWODOWAŁY; wiemy już,że tego rodzaju 
naprężenia są wprost proporcjonalne do odległości 

77 od o s i oboiętnej. W danym wypadku więc mamy 
i'" 77 ^ -* 77 . ponadto jeszcze £ = Q/ 1 oraz 
£ = C ^ p . Przedłużmy ślady 6'Z7 i C27"ohxx. powłok 

PŁYTKI ODKSZTAŁCONEJ UKOŚNEJ aż do przecięcia się w 

punkcie ,a zauważymy odrazu,że kąt OS20=a/y.Ozna
czając przez <p=OŹ2, będziemy m i e l i z podobieństwa 
trójkątów AOOfo^AKrtOc^DArrtf' z początku: OO':0S2= 
^Tin^Oh^rr^Oi) c z y l i : c/z:f 7^=^(6$i ostatecz-
nie,ponieważ odkształcenia spotykane w praktyce są 

stosunkowo nieznaczne,a kąt znikomo mały,możemy 
zatem napisać z&fć/fj==0/^,0,0 da nam wreszcie: 

<_ - c/y _ j. - / c Ł ^ 

Stąd: 4r-^ ś= ̂ ----C^-
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c z y l i ^ - . . e y - ^ - — f ^ — 0 ^ - ^ - , 

i ostatecznie,wobec tego że, jakeśmy to wyżej m i e l i 

=f fałjh ~ b ^ : « m i e l i Ófy&#$CX ' " o b e c 

zupełnej dowolności wyboru tylko co rozpatrywanych 
włókienek, będziemy m i e l i wogóle, d l a jakichkolwiek/* 
i /Z — oć^== cć^n=OĆ. Stąd oczywisty wniosek: PŁYTKA 0 
PŁASKICH RÓWNOLEGŁYCH POWŁOKACH PRZECHODZI PO ZGIĘ -
C1U W PŁYTKĘ UKOŚNĄ 0 PŁASKICH POWŁOKACH, POCHYLONYCH 
KU SOBIE POD KATEM c/y , LECZ JEDNAK TYLKO WTEDY,GDY 
WSPÓŁCZYNNIK OĆ MA WARTOŚĆ STAŁĄ DLA CAŁEGO OBSZARU 
NAPRĘŻEŃ, PANUJĄCYCH W POWŁOKACH PŁYTKI ODKSZTAŁCO
NEJ. 

Gdy ten wypadek zachodzi i s t o t n i e , wtedy możemy 
dalej rozwinąć wyżej wypisane wzory. W tym celu 
określamy oś obojętną powłoki C"j7" przechodzącą 
przez środek O' masy t e j powłoki równaniem — <-2fefo?<X+ 

+ y^y^~-Q^ w którem e/, êT oznaczaj ą wartości głów
nych momentów bezwładności powłoki w układzie j e j 
głównych o s i oznacza kąt, j a k i two
rzy moment w powłoce z osią ć2X,a JT.$^-t 
współrzędne bieżące o s i obojętnej. To równanie pozwa
l a wyznaczyć odległość Ę jakiegokolwiek punktu Jlfafy 
leżącego w powłoce, od osi obojętnej powłoki w postaci: 

/ jm&noć, zyćhócć/. lAĄM + °^ i—-
ryl o/ A / J - K gf 4* 

Jeżeli teraz rozpatrywać będziemy włókno płytki,prze
chodzące przez tylko co rozpatrywany punkt Ji/jryJ',to 
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d l a tego włókienka będziemy m i e l i w z ó r . - A r = - ^ i i , 

f a7% % 
w którym 77 posiadać będzie wartość tylko co wypica-
ną, a £ wyrazi się w postaci: 

jak to zresztą wiemy z t e o r j i naprężeń gnących. Stąd 
ostatecznie otrzymujemy WZÓR ZASADNICZY: 

który, łącznie z tyl k o co wypisanym wzorem d l a naprę-
żenią B n ą cego £ r o z w ^ u j e w caiej r o z c i ę c i 
wszelkie zagadnienia z t e j dziedziny. 

Wszystko to, cośmy dotychczas powi e d z i e l i , daje 
nader cenne wyniki praktyczne w zastosowaniu do prę
tów pierwotnie prostych przed odkształceniem. Stano
wią one tak Zwane ; 

§ 15. ZAŁOŻENIE BERNOULLI*EG0. 
Weśmy pod uwagę pręt prosty /RYS.21 ij dowolnego 

zresztą przekroju poprzecznego, stałego lub zmiennego, 
i wyznaczmy na tym pręcie szereg przekrojów poprzecz
nych Ad,j8<7>,Ccy J?c/,... i t.d. znikomo oddalonych od 
si e b i e . Środki maBy tych przekroj ów oć^y^c?i t.d. le
żeć będą niewątpliwie na osi podłużnej pręta. Nazwij
my wzajemne odległości przekrojów mierzone na osi po
dłużnej pręta nieodkształconego przez OĆ/3 =ĆAZJ 

jGy^c/zlj^^o/z;" \ t.d. W ten sposób wyznaczyliśmy 
myślowo na pręcie szereg płytek A,//,/// i t.d.PIER
WOTNIE PŁASKICH przed odkształceniem. Po odkształce
niu gnącem płytki te przejdą w ukośne; aby zdać sobie 
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sprawę ze zjawisk 
tut a j zachodzą
cych, rozpatruje-
my zrazu płytkę 
2 i zakładamy, 
że tylko TA JEDY
NA płytka rozpa
trywanego pręta 
uległa odkształ
ceniu, a pozosta
łe zachowały swój 
kształt pierwot
ny /RYS.213/. 

Po zgięciu 
powłoka 73& płytki 
/ obróciła się 

względem powłoki 
Az o pewien kąt 
- nachyliła się 
ku ni e j NA TLE 
OBROTU 0K0L0 OSI OBOJĘTNEJ, przechodzącej przez śro-
dek masy J3 powłoki y j 6 , pozatera pozostała płaską, 
słowem s t a ł 8 się płytką ukośną A3'£ćL', przyczem 
niewątpliwie włókienko oCy3 łącznie z innemi, leżą-
cerai między osiami obojetnemi obu powłok, zachowało 
swe pierwotne wymiary, czyli,, że 0(^3 = 06/3-o/z, Tylko 
co omówiony obrót powłoki 75& spowodował niewątpliwie 

1 

Al 
/ / 
oc" U 

1 

S?XS. J/4. 
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pochylenie się DALSZEJ CZĘŚCI PRĘTA /7, przyczem OŚ 
PODŁUŻNA PRĘTA OSTRO SIE ZAŁAMAŁA W PUNKCIE/3 'pod 
kątem o/y po zostając nadal Drostą od tego punktu po
cząwszy. To samo należy słc^o w słowo powtórzyć,roz
patrując odkształcenie następnej płytki 77, która zu
pełnie w t a k i sam sposób stała się płytką J3(?'c"S" 
ukośną /RYS.21^1/. Oś podłużna pręta ulega przytem 
powtórnemu załamaniu, tym razem już w punkcie^-*;po
chyla się w tym punkcie o kąt c/y' na t l e OBROTU PO
WŁOKI Cc ' WOKÓŁ OSI OBOJĘTNEJ, przechodzącej przez 
środek masy ¥ t e j powłoki. Gdy t a obojętna oś obro
towa drugiej płytki równoległa j e s t do obojętnej o s i 
obrotowej płytki pierwszej, wtedy oczywiście OBA KĄTY 
c/y i <7y' LEŻĄ W JEDNEJ PŁASZCZYŹNIE; niewątpliwie 
jednak w ogólnym wypadku obojętne osie obrotu nie są 
równoległe do s i e b i e i k ą t y ^ i ć ^ L E Ż Ą W PŁASZCZYZ
NACH RÓŻNYCH. W każdym jednak razie włókienko y&&*£ 
leżące pierwotnie na osi podłużnej pręta nieodkształ-
conego w yy , nie ulegnie żadnemu odkształceniu i 
pozostanie równe o/zJ'. Powtarzając to samo rozumowa
nie w stosunku do dalszych płytek, dochodzimy do wnio
sku, że PRĘT PIERWOTNIE PROSTY UJAWNIA PO ZGIĘCIU NA
STĘPUJĄCE ODKSZTAŁCENIA: 

l - o . OŚ PODŁUŻNA PRĘTA STAJE SIĘ W OGÓLNYM WYPAD
KU KRZYWĄ PRZESTRZENNĄ - W SZCZEGÓLNYM KRZYWĄ PŁASKĄ, 
KIEDY OBOJĘTNE OSIE OBROTOWE SĄ DLA WSZYSTKICH PŁYTEK 
RÓWNOLEGŁE DO SIEBIE; W TEN SPOSÓB ODKSZTAŁCONĄ OŚ PO-
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DŁUŻNĄ PRĘTA ZOWIEMY WPROST ODKSZTAŁCONĄ. 

2- o. DŁUGOŚĆ ŁUKÓW OSI PODŁUŻNEJ PRĘTA NIE ULEGA 
ZMIANIE PRZY PRZEJŚCIU TEJ OSI W ODKSZTAŁCONĄ, co bez
pośrednio wypływa z niezmienności odcinków <&^flsf&&" 

i t . d . przy odkształcaniu się pręta, wreszcie: 
3- o. WSZYSTKIE POPRZECZNE PRZEKROJE PŁASKIE PRĘ

TA, PROSTOPADŁE DO JEGO OSI PODŁUŻNEJ, POZOSTANĄ PŁAS-
KIMI PO ODKSZTAŁCENIU I SĄ PROSTOPADŁE DO ODKSZTAŁCO
NEJ. To ostatnie j e s t wprost oczywiste, ponieważ kąty 
a!'oĆ'/3", <DJ3"y", C'^"^"— są proste, a w granicy odle
głości o/zjo/z^afe" i t.d. dążą do zera. 

Ten szereg punktów stanowi tak zwane ZAŁOŻENIE 
BERNOULLI*EGO, które właściwiej może należałoby 
ochrzcić nazwiskiem MARIOTTE*A, ten bowiem uczony po
dał j e w 1680 r., nieco wcześniej, niż JAKÓB BERNOUL
LI. Nie od rzeczy będzie jeszcze raz podkreślić, że 
prawo to stosuje się w wypadku „2? ' DLA TWORZYW O STA 
ŁEJ WARTOŚCI WSPÓŁCZYNNIKA OĆ DLA CAŁEGO OBSZARU 
NAPRĘŻEŃ WCHODZĄCYCH W GRĘ, A WIĘC DLA TWORZYW,ZACHO
WUJĄCYCH SIĘ PODŁUG PRAWA HOOKE'A, JEDNAKOWEGO DLA 
OBU DZIEDZIN ROZCIĄGANIA I ŚCISKANIA. 

Żelazo i s t a l czynią temu zadość poniżej grani
cy proporcjonalności, to też dla tych tworzyw prawo 
powyższe stosuje się bez zastrzeżeń, jednak tylko po
niżej owej granicy, jak o tera świadczą wszystkie do
świadczenia. Dla innych tworzyw prawo to można rów
nież stosować w pewnych,nieraz dość szczupłych gra-
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nicach, jakoprzybliżony obraz rzeczywistości, zupeł
nie jednak wystarczający dla celów praktycznych, jak 
to zresztą stwierdziły l i c z n e a wyczerpujące doświad 
czenia BAUSCHINGER'A, BACHA, FOPPLA i TETMAJERA. 
W ten sposób cała wyżej wyłuszczona te o r j a gięcia zo
staje poparta doświadczeniem, należy uznać ją zatem, 
jako wystarczającą i podać zastosowania praktyczne. 
W tym celu należy rozpatrzeć zasadnicze rodzaje gię
c i a , a przedewszystkiem poznać najprostszy, c z y l i 
tak zwane: 

§ 14. CIECIE PŁASKIE. 
WYGIĘCIE PRĘTA PIERWOTNIE PROSTEGO NAZYWAMY PLASKIEM, 
GDY OS PODŁUŻNA PRĘTA STAJE SIC ODKSZTAŁCONĄ PŁASKĄ. 
Płaszczyznę, w której leży odkształcona, zowiemy 
PŁASZCZYZNĄ GIĘCIA. Wiemy już z poprzedzającego ustę 
pu, że tego rodzaju gięcie j e s t możliwe wówczas jedy 
nie, gdy obojętne osie obrotowe wszystkich poprzecz
nych przekrojów pręta są równoległe, a zatem prosto
padłe do płaszczyzny gięcia, w której leży odkształ
cona. Stąd wniosek bezpośredni, że ODCINKI MOMENTÓW 
GNĄCYCH WINNY LEŻEĆ ?'A OBOJĘTNYCH OSIACH OBROTOWYCH 
POPRZECZNYCH PRZEKROJÓW PRĘTA. Jest to oczywiste: 
wiemy, że oś sił momentu j e s t kierunkowo sprzężona 
z osią obojętną, a odcinek momentu i oś obojętna l e 
żą w tej samej ćwiartce osi głównych bezwładności 
przekroju poprzecznego. Ponieważ przekroje poprzecz
ne pręta odkształconego pochylają się ku sobie pod 
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pewnemi kątami, zatem odcinki momentów, leżących w 
poszczególnych przekrojach poprzecznych pręta odkształ
conego nie mogą być do sie b i e równoległe. Wymagałoby 
to nader skomplikowanego obciążenia pręta - przystoso
wanego do odkształcenia. 1 ogólnym wypadku tego rodza
j u obciążenie pomyśleć się nie daje, a stąd prosty 
wnioseke że momenty muszą leżeć na obojętnych osiach 
obrotowych przekrojów, w tym bowiem wypadku NIE ZALEŻĄ 
OD POCHYLENIA PRZEKROJU, KTÓRE WYWOŁUJĄ1. 

Z ogólnej t e o r j i gięcia wiemy, że gdy moment leży 
na o s i obojętnej, wtedy t a oś je s t jedną z głównych 
osi bezwładności przekroju. Stąd wniosek bezpośredni: 
OBOJĘTNA OS OBROTOWA JAKIEGOKOLWIEK PRZEKROJU POPRZE
CZNEGO JEST JEGO OSIĄ GŁÓWNĄ. 

Oznaczmy ją przez OJC\ druga oś główna ^ l e ż y 
niewątpliwie zatem w płaszczyźnie gięcia. Ponieważ mo
ment leży na OJC% przeto oć=Oy albo oC-Jć %& zasadni-
cze wzory będą miały postać: ^ -— ̂ 7 ^ ^ oraz 7- -

c/£=t¥iA d l a GIĘCIA PŁASKIEGO. Taki sam układ o s i 
głównych będą miały również i przekroje poprzeczne 
pręta nieodkształconego. Przekroje te bowiem odkształ
cają się na tl» drobnych obrotów wokół osi prostopa
dłych do płaszczyzny gięcia. Jeżeli zatem oś główna 
ć?«y~ przekroju poprzecznego pręta nieodkształconego 
leżała pierwotnie w płaszczyźnie gięcia, to i po od
kształceniu w ni e j leżeć będzie. Słowem PRfT PROSTY 
ULEGA GIĘCIU PŁASKIEMU, GDY JEDNOIMIENNE OSIE GŁÓWNE 
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WSZYSTKICH JEGO PRZEKROJOM POPRZECZNYCH LEŻĄ W JEDNEJ 
PŁASZCZYŹNIE, A SIŁY ZEWNĘTRZNE ODKSZTAŁCAJĄCE, SPRO
WADZONE OBUSTRONNIE DO ŚRODKA MASY JAKIEGOKOLWIEK I-/ZE 
KROJU POPRZECZNEGO PRĘTA ODKSZTAŁCONEGO, DAJĄ DWA NI
WECZĄCE SIE WZAJEMNIE WENTY PROSTOPADŁE DO TEJ PŁA-
SZCZYZNY. W tych jedynie warunkach zachodzi gięcie 
płaskie. Stanowią one zarazem i o rodzaju sił zewnętrz
nych odkształcających. Majprostszym,a zarazem ponie
kąd i jedynym ścisłym orzykładem urzeczywistnienia po-
wyżej wyłuszczonych założeń jawi się: 

§ 15. WYGIĘCIE LAMARLE *A. Weźmy pod uwagę pręt 
odkształcony pod jarzmem czterech sił, leżących w jed
nej płaszczyźnie. Dwie z nich jednokierunkowe wawnętrs 
ne działają w odległości ^ w punktach 23 i ^ p o z o s t a 
łe skierowane są odwrotnie i przyłożone w punktach 
pręta A i 13, odległych od A3 i C o JŁ23=C2?=s/.Wszyst
kie cztery siły są równoległe, równe _P i prostopadłe 
do osi podłużnej pręta przed odkształceniem AQA70.^ 
/ftYS.215/' Stanowią one dwie pary sił RÓŻNOSKRĘTNE, o 
momentach prostopadłych do płaszczyzny sił p. I jed
na i druga dają w jakimkolwiek punkcie płaszczyzny 
sił J~~^ pojedynczy wypadkowy moment A/^J^^, o wartoś
c i stałej i niezależnej od położenia punktu sprowadzę 
ni a . 

Aby rozpatrywany tu pręt pierwotnie prosty uległ 
gięciu płaskiemu pod jarzmem sił tylko co opisanych, 
musimy go tak zbudować, aby główne osie ć^J^jego po-
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przecznych 
przekrojów l e 
żały w płaszczy
źnie sił Z7.Wte
dy momenty 
jako prostopa
dłe do t e j pła
szczyzny będą 
leżały na osiach 
ćł^Tprzekroj ów 
- i c h obroto
wych osiach 
oboj ętnych.Pod 
działaniem tych 
momentów prze
krój e będą po
chylały się ku 
sobie, a środki 
i c h mas O nie 
zejdą z płasz
czyzny sił P\ która w danym wypadku gra tu rolę 
płaszczyzny gięcia. W ten sposób wszystkie warunki 
gięcia płaskiego są spełnione, każdy z poprzecznych 
przekrojów pręta odkształconego ulega działaniu mo
mentu Mp-Psl, leżącego w przekroju na jego głównej 
osi 0*X% Możemy tu zatem wypisać zasadnicze wzory 
gięcia w postaci: 
WYTRZYMAŁOŚĆ MATERJAŁÓW - ARKUSZ XXII. 
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w zastosowaniu do przekroju poprzecznego, przechodzą
cego przez jakikolwiek ounkt O, leżący na środkowym 
łuku J5C płaskiej ODKSZTAŁCONEJ wygiętego pręta. 
Zwróćmy przy sposobności uwagę, iż w pozostałych czę
ściach pręta warunki obciążenia będą zupełnie inne, 
to też tych części obecnie nie bierzemy pod uwagę, a 
rozpatrzymy j e później, w jednym z następnych przy
kładów. Tutaj zaś mogą zajść dwa wypadki: 

WYPADEK A . POPRZECZNY PRZEKRÓJ PRĘTA JEST STAŁY, 
jego moment bezwładności ma zatem wartość stałą cf= 
~°xo * ' wYPa (*ku naprężenie gnące £ , panujące w 
danym punkcie y ^ ^ ^ / p r z e k r o j u poprzecznego odkształ
conego^ j e s t wprost proporcjonalne do odległości^ te
go punktu od o s i OJC. Niech skrajna wartość^ będzie 

. Punkt przynależny do t e j wartościuj będzie 
niewątpliwie leżał na obwodzie rozpatrywanego prze
kroju W NAJWIEKSZEM ODDALENIU OD OSI ć2X\ panować w 
nim będzie skrajne naprężenie I^^A^^ . Zazwy
czaj d l a danego przekroju oznaczamy i l o r a z ^:Jfa~7iA 
i nazywamy MOMENTEM WYTRZYMAŁOŚCI przekroju. W arku
szu dodatkowym "WSPÓŁCZYNNIKÓW I Y/ZORÓW WYTRZYMAŁOŚ
CIOWYCH" podajemy t a b l i c e wartości h^dla. przekrojów 
najczęściej spotykanych w praktyce, wziętą z "Techni
ka". W danym wypadku d l a pręta o stałym przekroju 
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poprzecznym h^jest stałe i równe 

Oznaczmy przez /€ skrajną praktycznie dopuszczał-
ną wartość naprężenia gnącego - możemy więc uczynić 
i^^/ź co da wzór Hćo=-^: /C> określaj ący mo-
ment wytrzymałości przekroju stałego rozpatrywanego 
pręta, a zatem określający jego wymiary. Aby z k o l e i 
d l a tego pręta ustalić postać odkształconej wypisuje
my Y=oć^P/l:cl0, co daje f=&£0

:o^&ł =STAŁEJ. OD
KSZTAŁCONA JEST ŁUKIEM KOŁA W SWEJ CZĘŚCI ŚRODKOWEJ 
HCGIĘCIE LAMARLE'A JEST KOŁOWE DLA ŚRODKOWEJ CZĘ
ŚCI PRĘTA 0 STAŁYM PRZEKROJU. W tej części pręta od
kształconego, d l a dowolnego przekroju poprzecznego 
mieliśmy Mm0&tĄ^ Stąd wniosek, że SKRAJNA WARTOŚĆ 
NAPRĘŻENIA GNĄCEGO JEST JEDNAKOWA DLA WSZYSTKICH PRZE
KROJÓW POPRZECZNYCH PRĘTA ODKSZTAŁCONEGO. JEST T0WIE£ 
PRĘT 0 STAŁEJ WYTRZYMAŁOŚCI NA ZGINANIE, bo wszystkie 
jego przekroje poprzeczne są jednakowo wyzyskane wy-
trzymałościowo. 

Z łatwością możemy wyliczyć STRZAŁKĘy^WYGIĘClA 
pręta d l a danego wypadku, c z y l i najwyższą odległość 
pomiędzy pierwotną osią podłużną pręta - prostą Z?ct 

łukiem t*J?(?\odkształconej. Rzut oka na RYS.215, pozwa
l a wypisać zależność jZ=<P~~J^—fóJ^które. daje (<^-jf) 

i ostatecznie: 

-%FA LJ f7 (J?cćtf>Ą/-J' 



- 340 -
W ten sposób otrzymujemy wszystkie zasadnicze warto
ści tego wygięcia, które zazwyczaj służy za punkt 
wyjścia do prób wytrzymałościowych. Z k o l e i , gdy: 

WYPADEK B. PRZEKRÓJ POPRZECZNY PRĘTA JEST ZMIEŃ 
NY, jego momenty e£ i fyCnie są wielkościami stałemi, 
wtedy iM-P^:^C oraz ̂ ^a^Jł]:^. PROMIEŃ KRZY
WIZNY JEST ZMIENNY - WYGIĘCIE LAMARLE'A PRZESTAJE BYÓ 
KOŁOWEM. Ten wypadek jako nie spotykany w technice, 
pomijamy, przechodząc z k o l e i do innych rodzajów ob
ciążeń. • 

§ 16. OBCIĄŻENIE GNĄCE. 
Należy tu t a j zaznaczyć, że tylko co rozpatrywa

ny układ sił LAMARLE'A j e s t jedynym rodzajem obciąże
ni a dającego po sprowadzeniu pojedynczy moment, leżą
cy w poprzecznym przekroju pręta odkształconego w myal 
naszych założeń. Inne obciążenia gnące t e j własności 
nie posiadają, dają bowiem w przekrojach prócz momen-
tów gnących jeszcze i siły tnące. J e s t to zupełnie 
zrozumiałe. Chcemy otrzymać obciążenie gnące bez do
mieszek rozciągania, ściskania lub skręcania, gmatwa
jących pierwotną częstość zjawisk gięcia, dlatego też 
z góry WYŁĄCZAMY przedewszystkiem wszelkie SIŁY, TWO
RZĄCE Z PODŁUŻNĄ OSIĄ PRĘTA NIEODKSZTAŁCONEGO KĄT RÓŻ
NY OD PROSTEGO, ponieważ tego rodzaju siły muszą dać 
składową prostopadłą do przekroju poprzecznego pręta— 
a zatem spowodować jego rozciąganie lub ściskanie. 
Ponadto z sił pozostałych,, a więc prostopadłych do os: 
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podłużnej pręta nieodkształoonego ODRZUCAMY wszelkie 
SIŁY, LEŻĄCE POZA OBRANĄ PŁASZCZYZNĄ GIĘCIA, jako da
jące momenty skręcające,- których pragniemy uniknąć. 
BĘDZIEMY ZATEM ROZPATRYWALI OBCIĄŻENIA GNĄCE, ZŁOŻO
NE WYŁĄCZNIE Z SIŁ PROSTOPADŁYCH DO PODŁUŻNEJ OSI 
PRĘTA MIEODKSZTAŁCOHEGO. Każda z sił tego rodzaju, 
sprowadzona do środka masy danego przekroju, daje mo
ment gnący, równy SILE MNOŻONEJ PRZEZ JEJ ODLEGŁOŚĆ 
OD PUNKTU SPROWADZENIA - oraz SIŁĘ TNĄCĄ, przyłożoną 
do tego środka, RÓWNĄ DANEJ SILE, RÓWNOLEGŁĄ I KIE
RUNKOWO DZIAŁAJĄCĄ JAK ONA. Jeżeli sprowadzamy k i l k a 
t a k i c h sił, to otrzymujemy moment wypadkowy, równy 
summie poszczególnych momentów i siłę tnącą, wypadko
wą, równą summie wszystkich sił tnących. W tym szcze
gólnym wypadku, kiedy t a wypadkowa siła tnąca równa 
j e s t zeru - otrzymujemy obciążenie gnące o pojedyn
czym wypadkowym momencie, leżącym w przekroju. Ma to 
miejsce jedynie w wypadku LAMARLE#A, który w ten spo
sób stanowi jedyne obciążenie, czyniące zadość teore
tycznym wymogom. 

Mimo to wzory gięcia stosujemy i do innych obcią
żeń gnących, POMIJAJĄC DZIAŁANIE SIŁ TNĄCYCH. Czyniąc 
tak, popełniamy błąd, który jednak na ostateczny wy
nik obliczeń w zwykłych warunkach ma wpływ n i e w i e l k i . 
Inaczej mówiąc,w zjawisku wytrzymałościowo złożonem 
pomijamy część podrzędną - CIĘCIE, oddając pierwszeń
stwo głównej - GIĘCIU. W jednym z następnych działów 
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kursu rozpatrujemy ową część pominiętą - poznamy WY
TRZYMAŁOŚĆ PRĘTÓW NA GIĘCIE POŁĄCZONE Z CIĘCIEM i 
ustalimy wzajemny stosunek odnośnych odkształceń. 
Przekonamy się wtedy, że w większości wypadków cię
cie może być pominięte zupełnie. Co też i tu czyni
my, rozpatrując kolejno następujące przykłady obcią
żeń: 

§ 17. PRĘT OSADZONY JEDNYM KOŃCEM U DRUGIEGO 
OBCIĄŻONY SIŁĄ GNĄCĄ. 

Pierwotnie prosty pręt, jednym końcem osadzony 
nieruchomo, obciążamy sił a F w drugim,prostopadłą 
do o s i podłużnej AA?Q pręta nieodkształconego. Pod 
jarzmem tej siły pręt ugnie się wdół - jego oś po
dłużna, pierwotnie prosta - wykrzywi się, stanie się 
krzywą A23 - PŁASKĄ. Część osadzoną pręta oznacz
my przez AS. Od punktu s począwszy pręt ulega 
gięciu, j e s t to więc skrajny punkt nieruchomy pręta. 
Poprowadźmy zeń stałą oś WZDŁUŻ o s i podłużnej 
pręta nieodkształconego, oś SHy ułóżmy w płaszczyź
nie siły - trzecią oś erujeray prostopadle 
do płaszczyzny gięcia ku patrzącemu na RYS.316. 
W odległości % od początku współrzędnych na od
kształconej obieramy dowolny zresztą punkt O - śro
dek masy odnośnego poprzecznego przekroju pręta od
kształconego. Współrzędne punktu O będą odpowiednio 
% i yT. Niech ć^J^oznacza główną oś leżącą w płasz
czyźnie siły J p i t y l k o co wyznaczonego przekroju 
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JM ćUC-oś główną,pro

stopadłą do Odf* 
Trzecią oś ćẐ Tkie-
rujeray w lewo po 
stycznej, przepro
wadzonej w punk
cie O do odkształ
conej . Tylko co 
opisaną budowę bę
dziemy stosować we 
wszystkich następ
nych wypadkach gię 
c i a - opisu więcej 
powtarzać nie bę
dziemy. 

Po sprowadze
niu, siła Z 7 da w 
środku O MOMENT M=J?/-g), leżący w poprzecznym 
przekroju, oraz siłę tnącą, którą wyłączamy z pod 
rozpatrywania. Moment jff możemy również wyznaczyć wy-
kreślnie, sposobem już raz wspomnianego PROFESORA 
HOLZERA. 

W tym celu na prostej /kYS.217/ odkładamy 
dowolny odcinek JJ\C'=IŁ ; w C budujemy prostopadle 
do odcinek WYZNACZAJĄCY W SKALIsiłę 
P, Łączymy^ z P prostą i przedłużamy j ą do prze
cięcia się z osią £2yr w punkcie y^. Odcinek PPrów-
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nolegle do w odległości 2?£2=% przeprowadzony, 
wyznaczy w pewnej s k a l i wartość momentu Al^. W samej 
rzeczy z podobnych trójkątów AA?CA7COAA^AJ/*7 mamy: 

* 1 . o o 
Oznaczmy skalę długości przez A, , będziemy zatem 

m i e l i — oraz . Stąd ostatecznie: 

doczniej 77i=y>AlZ oznacza skalę momentów. TRÓJKĄT 
£oQH BĘDZIE WIĘC WYKRESEM MOMENTÓW At t skraj na 
wartość, odpowiadająca wartości %=ć? będzie więc 

Mamy tu przedewszystkiem: 
WYPADEKAt . PRZEKRÓJ POPRZECZNY PRĘTA JEST STA

ŁY. Tutaj więc o/ =G/= STAŁEJ, oraz PtA=J\Z= STAŁEJ. 
Skrajna wartość naprężenia gnącego d l a jakiegokol
wiek przekroju poprzecznego pręta ̂ ^^f£=Zyf^£j'k£ 
j e s t więc proporcjonalna do 'JL. DLA PRZEKROJU OSA-
DOWEGO, odpowiadającego ^dotrzymujemy zatem MAXI-
MUM MAHMORUM naprężeń Ł^^f^^ . Czyniąc 
= ^ 9 otrzymuj eray h£Q —A^Ó/C, wartość momentu, WYZNA
CZAJĄCĄ STAŁY PRZEKRÓJ POPRZECZNY PRĘTA. DLA PRZE
KROJU PROSTOKĄTNEGO 0 WYSOKOŚCI W I SZEROKOŚCI A3 MA-
MY J\A=j£j3H -P/z/c skąd wyznaczamy JA, lub A3 % za-

<̂  

łożywszy i c h stosunek 77l=/f:J3.—— 
Wyznaczywszy w ten sposób przekrój poprzeczny 

pręta,możemy ze wzoru 7y/if—^J-A7Q/(oy otrzymać 
równanie f7=/^0 ODKSZTAŁCONEJ, pisząc-
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gdzie f=jf oraz = - ^ : ^ 

Wyznaczone tylko co równanie różniczkowe j e s t 
nrder trudne do zcałkowania, możemy go jednak uproś
cić. Ponieważ skrajne dopuszczalne naprężenie /{A^ est 
stosunkowo n i z k i e , przeto praktycznie dopuszczalne 
wygięcia prętów są nader NIEZNACZNE - ODCHYLENIA OD
KSZTAŁCONEJ OD OSI Q% ZNIKOME. To znaczy, że stycz
ne odkształconej tworzą kąt nader mały z osią 
MOŻEMY ZATEM WOBEC JEDNOŚCI POMINĄĆ <̂ 'w MIANOWNIKU, 
pisząc wprost DLA MAŁYCH WYGIĘĆ ^ ^ = < ^ / ^ £ ^ c o 

znacznie ułatwia całkowanie tego równania. Wyniki, 
j a k i e tą drogą otrzymamy nie będą ścisłe, będą nato
miast wystarczająco przybliżone dla małych wygięć 
pręta. Wprowadźmy oznaczenie oć^=Z^P ; współczyn
n i k ^ będziemy nazywali WSPÓŁCZYNNIKIEM SPRĘŻYSTO^-
CI NA ZGINANIE. Stąd ±ZyŹo7*"=P//i?--źJ . Ponieważ ca
ła odkształcona leży pod osią <Q%i JEST WZGLĘDEM TEJ 
OSI WYPUKŁA, siła JP bowiem stara się wygiąć pręt ku 
dołowi, zatem możemy napisać OZNAKĘ WYPUKŁOŚCI w po
st a c i yftyr"/>Q , W danym wypadku współrzędne wszyst
kich punktów odkształconej są dodatnie, musi być za
tem również i ŁLT">0, sitąd':: £yfoyr"=PA'P-Zj.-^-

Całkując dwukrotnie mamy: A^^^ć^-—-^^-/—^J"^, 
oraz •^A0^=Z^C^^(//-Z)S. Stałe C i J7 całkowania 
określimy z łatwością, zważywszy, że w punkcie £2 OD
KSZTAŁCONA MUSI BYĆ STYCZNĄ DO OSI £g , co niewąt
pli w i e wypływa bezpośrednio ze sposobu zamocowania 
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pręta, którego koniec <£M tkwi w ścianie i nie ulega 
żadnym odkształceniom, jako osadzony trwale. W punk
ci e S2, d l a mamy więc yf=0 oraz iif=0% co da-
je C-f-/=0^oraz Z>+-£tf=6> . Stąd C=^f- oraz 
.Z?- g;— i ostatecznie: 

Widzimy stąd bezpośrednio, że najwyższej wartości 
odpowiada najwyższa wartość , c z y l i 

y* p/3 

tak zwana STRZAŁKA WYGIĘCIA PRĘTA, przyczemy^p^-J 
Dla wyżej rozpatrywanego PRĘTA PROSTOKĄTNEGO q/ = 
~S? zatem tutaj będziemy m i e l i /- jjjyó • Z ko
l e i rozpatrujemy: ? 

WYPADEK 13. PRĘT 0 STAŁEJ WYTRZYMAŁOŚCI. 
Tylko co widzieliśmy, że w danym wypadku pręt 

o stałym przekroju poprzecznym posiada jedyny prze
krój wytrzymałościowo wyzyskany - PRZEKRÓJ OSADOWY 
- pozostałe zaś są zbyt sowite. Pręt j e s t przełado
wany tworzywem. Aby tę wadę usunąć, należy wykonać 
pręt stałej wytrzymałości o przekroju poprzecznym 
ZMIENNYM, w t a k i sposób, aby panujące f nim skrajne 
naprężenia gnące iŁ^ miały wartość stałą—4fe wszyst-
k i c h przekrojów i równą skrajnemu dopuszczalnemu na
prężeniu /C. Mamy więc ̂ =/C="0^=-^&^ . Stąd ma
my WZÓR V/>=Al^:/^. wyznaczający wartość momentu 
wytrzymałościowego dowolnego poprzecznego przekroju, 
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a więc określający i wymiary przekroju w zależności 
od momentu w nim leżącego. Ponadto ^==c^ Z^.~ °^?/f^.' 

Te dwa wzory rozwiązują zagadnienie. 
Dla pręta o przekrojach poprzecznych PROSTOKĄT- , 

NYCH & SZEROKICH I Ą WYSOKICH , ̂ '^f&4&J$git^ 
=/^^/^fzałóżmy, że wysokość/^jest STAŁA d l a 
wszystkich przekrojów i równać. W tym wypadki n a j -
oczywiściej ̂ yf=-g-J7 j e s t również stałe dla wszyst
ki c h przekrojów, stąd wynika, że 

J f 7 
STANS. I tu więc wygięcie j e s t KOŁOWE, jak w wypadku 
LAMARLE'A. Ten wynik nie j e s t jednak ścisły - pomi
nęliśmy tu bowiem siły tnące, które uwzględnić należy 
przy wyznaczaniu odkształconej, 
Rzeczywiste wygięcie nie bę
dzie więc ściśle kołowe. Za
zwyczaj jednak wpływ sił tną
cych j e s t nader nieznaczny, 
to też wynik powyższy należy 
uważać za dostatecznie ścisły. 

Aby wyznaczyć zmienną 
szerokość i) poszczególnych 
przekrojów, piszemy = 
=ćA?{t/LŹj:^>/Y*. Ten wzór 
wyraźnie wskazuje, że £ za
leżne j e s t linjowo od £ - bo
czny p r o f i l pręta będzie więc 
PROSTOLINIJNY, jak to zresztą 

— ' 'h J ff 

^ • 

• 1 i i 
— • 

r 
p WĄ 

m u t i B i i 
_ J 

L / * 
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w dostatecznej mierze wskazuje RYS.218. Skrajną war
tość i>=23, przynależną do osadowego przekroju otrzy
mujemy ze wzoru powyższego, czyniąc w nim — Co 
daje 27— ~ • Chcąc wreszcie otrzymać strzałkę 
ugięcia danego wypadku, pis z emyy^f-y^*-^ po
dobnie, jak to miało miejsce w wypadku LAMARŁE'A.Stąd 
^-jfJ^ipJ-zf^ i ostatecznie; 

Wyznaczmy z poprzedniego wzoru 
a bę-

dziemy m i e l i - — g j j ^ p r ' Otrzymana tu strzałka j e s t 
zatem 1,5 razy większa od. strzałki pręta o stałym 
przekroju poprzecznym j3xJ~/ 

Załóżmy z k o l e i , że szerokość j e s t STAŁA 
dl a wszystkich przekrojów i równa Tutaj więc 
l£=4£A*=J¥Ć-Z):£ skad d^eP//-?J:£B. J e s t 
to równanie paraboli - wyznaczające boczny p r o f i l 
pręta w postaci t e j krzywej, jak to zresztą n a j l e p i e j 
uwidoczni RYS.219. Skrajną wartość 

przynależ
ną do osadowego przekroju wyznaczamy ze wzoru powyż
szego, czyniąc w nim , co daje J/ = 

skąd /£=^Ć?P-£:23/V4 i o s t a t e c z n i e : 
Chcąc wyznaczyć równanie odkształconej dla danego wy
padku, p i 8 żerny: 
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Stąd ostatecznie ar — C ^Rtf3—(^~~->/ oraz : 
Y + ggjjsfZ-y&wieważ i tutaj przy bę
dzie ZZf=0 ^zatem możemy wyznaczyć stąd stałe całko-
wania pisząc: CV ~ = O, oraz: 
co daje: f 

7 / /" 

Z tego wzoru otrzymujemy strzałkę ugięcia^^ czyniąc 
Z=-£j mamy tutaj więc: 

c / ' Ę m ^ K^m A m 3 -

Tutaj więc strzałka j e s t dwa razy większa od strzałki 
pręta o stałym przekroju PROSTOKĄTNYM 23*/f . Ten wy
nik dziwić nie powinien, ponieważ przekroje pręta sta
łej wytrzymałości są mniej sowite, choć l e p i e j wyzys
kane, a więc uboższe w tworzywo; przeto strzałka ugię
c i a takiego pręta musi być większa. Ten wniosek po
siada znaczenie ogólne d l a wszystkich wypadków. Z ko
l e i rozpatrujemy: 

§ 18. PRET OSADZONY JEDNYM KOŃCEM I OBCIĄŻONY JE
DNOSTAJNIE NA CAŁEJ DŁUGOŚCI. 

Tego rodzaju obciążenie możemy sobie wyobrazić, 
jako warstwę piasku stałej grubości, cisnącą na całą 
długość pręta równomiernie /RYS.22o/. Oznaczmy całko-
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wity ciężar t e j warstwy przez J^kg.; na jednostkę dłu
gości pręta wypadnie zatem y = V jf . Będzie to 
więc ciężar jednostkowy, który zazwyczaj wyznaczamy 
w KILOGRAMACH NA JEDNOSTKĘ DŁUGOŚCI PRĘTA, a więc na 
METR BIEŻĄCY lub CENTYMETR. Pod jarzmem tego obciąże
nia pręt ugnie się wdół, jego oś podłużna - pierwot
nie prosta, wykrzywi się, stanie się krzywą A.23 -
płaską. I tu również częśó osadzoną pręta oznaczamy 
przez A fi i Od punktu S2 pręt ulega wygięciu. Przez 
ten punkt prowadzimy oś S2Z po o s i podłużnej pręta 
nieodkształconego, oś układamy w płaszczyźnie ob
ciążenia, a trzecią oś |f kierujemy prostopadle do 
tej płaszczyzny ku patrzącemu na RYS.220. W odległo
ści % od początku współrzędnych na odkształconej 
wyznaczamy punkt środek masy poprzecznego prze
kroju pręta odkształconego o głównej o s i ̂ P^leżącej 
w przekroju. Obciążenie tylko co wyznaczonego prze
kroju stanowią siły cisnące na częśó (23 pręta odksz
tałconego. Wypadkowa i c h Ę=/b*0B . Przy n i oznacz-
nem wygięciu możemy napisać, że OJ3= skąd 
y/^źj^yf"£~źj• Ponieważ mamy tu do czynienia z 
obciążeniem jednostajnie cisnącem na całą długość 
pręta, zatem punkt przyłożenia siły musi leżeć 
pośrodku odcinka po sprowadzeniu siły A~^ do 
punktu O otrzymamy więc moment: 
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oraz SIŁĘ TNĄCĄ, którą 
wyłączamy z pod rozpatry
wania. 
I tu mogą zachodzić dwa */ ̂ J3 

wypadki: 
WYPADEK A . PRZE-

PCRÓJ POPRZECZNY PRĘTA 
JEST STAŁY. Tutaj więc 
oj=nj = STAŁEJ, oraz 
j/*= W\= STAŁEJ. Ponie-
waż skrajna wartość mo-
mentu MjJfz~JT przynależy 
do osadowego przekroju, 
gdzie C^Ó, zatem w tym 
przekroju panować będzie 
skrajne naprężenie gną
ce, które czynimy rów-
nem pisząc /C=^r: 

Stąd otrzymuj emy H^^jg/f?* 
wartość momentu, wyznaczającą stały przekrój pręta. 
Dla przekroju prostokątnego o wysokości £T i szeroko-
ści M mamy t£= fBtf^A/:£, 

Aby z k o l e i wyznaczyć równanie odkształconej, p i 
szeray -ź- - J3ć£-ĘL ̂  gdzie kładziemy znak plus, 
ponieważ i tu niewątpliwie yfyf >0, a cała odkształ
cona leży ponad osią Stąd mamy: 
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oraz:: ĘfgtfT^J?^^^^f/- ?J*m> 
Ponieważ i tu d l a mamy yf=Ot oraz Zir^o zatem 

Z tego wzoru otrzymujemy strzałkę ucięcia / f czyniąc 
Kamy v;iec: f ^ / = - ^ S r ^ . , s t * d / -

=8£ o/~ * ̂ a w y ^ e J rozpatrywanego przekroju pro stok ąt-
nego c£o= jgJ&f, zatem d l a tego pręta : Ł X/ ł= = 

k o l e i rozpatrujemy: 
WYPADEK 3 . PRĘT 0 STAŁEJ WYTRZYMAŁOŚCI. 

W danym wypadku, d l a zmiennego przekroju poprzecz-
nego pręta mamy ^ = - # - - ^ ^ p o n a d t o , ^^k=-*L-, 
gdzie Dla pręta o przekroju prostokątnym, 
wysokim 7i i szerokim <o mamy: n^-^o^, =—j>~?y / 
Załóżmy, jak i poprzednio początkowo, że wysokość ?® 
j e s t stała d l a wszystkich przekrojów i równa 
W tym wypadkuj£=^skąd f^tf^-'^/^ = STAŁEJ, 
znowu więc otrzymujemy wygięcie kołowe, o i l e pominie
my działanie sił tnących, zazwyczaj nader nieznaczne. 
Aby wyznaczyć szerokość i) poszczególnych przekrojów 
poprzecznych, piszemy: 

Jes t to 
równanie paraboli wyznaczające boczny p r o f i l pręta w 
postaci t e j krzywej, jak to zresztą n a j l e p i e j spo
strzec się, daje z RYB.221. Skrajną wartość ^=^przy-
należną do osadowego przekrój u,otrzymujemy ze wzoru 
tylko co wypisanego, czyniąc %"-Of co daje 
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Chcąc wreszcie otrzymać strzałkę ugięcia^*dla da

nego wypadku piszemy znowu tak samo jak w ustępie po-

p r z ę d z o ^ j * r V ? * - 7 -m^-; 
Z poprzedniego wzoru mamy . /£ =OJpt^2rfzBXevii ostatecz-
nie możemy napisać f=-jfr> ~ o2P-c : AJ P/i .Otrzy-
mana tu strzałka j e s t wie/c dwa razy większa od strzał
k i pręta o stałym przekroju poprzecznym 23*1/. Załóż
my z k o l e i , że szerokość ó j e s t stafa dla wszystkich 
przekrojów i równa 23 . Tutaj więc hC=-^SA=j^-f^-^JJl 

B k ą d &<jpf£0£if£, co daje ^(/-ijy^jgf:)• 
, . 7 $ Ten wzor wyraźnie wskazuje, że /Z j e s t zależne l i n j o -

wo od 6 , boczny p r o f i l pręta będzie więc p r o s t o l i n i j 
ny, jak to widzimy na RYS.222 . Skrajną wartość 7l=Jf 

d l a osadowego przekroju otrzymujemy, czyniąc we wzo-
rze 5=c9 , mamy więc /7r=skąd bezpośrednio: 
JP*2y£*/fi'Ą a zatem J%Y/- ŹJ4: ̂  i ostatecz
nie mamy: A-///Tr-^J'Ty , Ponieważ = W'"=A&T- = 

o/? rt % ^ -źcy* 
~ $ f zatem, wyznaczywszy z tyl k o co otrzymanych 
wzorów m a m Y ostatecznie: 

mmi? i = 6P7*:/££jfsf/-
Stąd bezpośrednio całkując mamy zzT=C- ^ ^ ^ T ^ / ^ | / > o r a , I fr-f ^ - AffS-?j4m;f-
1 znów przy %=0 mamy y7*-Ot oraz ^r=Ot a zatem: 

co daje równanie odkształconej w następującej ostatecz
nej postaci, wobec ^ - J ^ ^ j ^ ^ f o r a z g^^/^&J, 
WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW - AWTTS-7 Y V m ^ 
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2 tego wzoru otrzymujemy strzałkę ugięcie, czyniąc 
co daje: 

V a t l iiia&iće "is't aniłm; 

i ostatecznie W danym wypadku strzał
ka j e s t aż cztery razy większa od strzałki pręta o ste 
łym przekroju prostokątnym J5. Z k o l e i rozpatruje
my: 

§ 19. PRKT OBU KOfiCAtol SWOBODNIE gPOCZY^J^CY HA 
PODPORACH I OBCIĄŻONY SKUPIONĄ SIŁĄ GNĄCĄ. 

Pierwotnie prosty pręt podpieramy u obu końców 
podporami w kształcie ostrzy w skrajnych punktach A 

i 23 pręta tak, aby oś podłużna pręta była pozioma, i 
obciążamy pionową siłą Af, gdziekolwiek do pręta 
przyłożoną. Pod jarzmem t e j Ei*y pręt ugnie się w dół, 
jego oś podłużna stanie się krzywą płaską, odkształ
coną, przechodzącą przez punkty A. i23 niezmienne w 
ewem położeniu, jako leżące na podporach. Jeden z tych 
punktów, dajmy na to prawy 23 - niech będzie począt
kiem iQ stałych o s i współrzędnych; wyprowadźmy zeń 
poziomą oś £2% wzdłuż pierwotnej o s i podłużnej prę* 
ta nieodkształconego; oś P/JZ^T układamy w płaszczyź
nie rysunku - trzecią oś kierujemy prostopadle 
do t e j płaszczyzny ku patrzącemu. Odległość siły gną
cej P od nieruchomego punktu A oznaczamy przez <2 -
od J8 przez ^ , przyczem zakładamy, że ćl f a ca-
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Z 

i / O 
^y.J^d / 7 

_ y / 

oznaczamy przez L 
Os aiły gnącej 
d z i e l i płaszczyznę 
gięcia na dwa ob-
szary-LEWY oznaczo 
ny przez / , obej-
aujący podporę A i 
PRAWY, oznaczony 
przez // z podporą 
J3'. Siło/^wywołu
je ODPORY A ijff 
STATYCZNIE WYZNA
CZ AL NE. Dla okreś
l e n i a tych odpór, 
piszemy Bummę rzutów 
sił na oś S?'<y w postaci A+J-3~ O, oraz sum
uję momentów sił względem staiego punktu 
==4^co daje A=-P~T oraz B=-B-£. Odpory A i£> 
jako różniące się znakiem od siły Z , winny mieć za
tem kierunek przeciwny, w danym wypadku skierowane są 
więc ku górze, ponieważ siłę jako dodatnią k i e r u 
jemy w dół jak i dodatnią oś Sś?^T. /IYS-22$/. 

Odpory A i B mogą być również wyznaczone za po 
mocą metody PROFESORA H0LZKR'A opisanej w ustępie j e 
denastym działu czwartego niniejszego kursu. 

Na l i n j i AB / 'RYS.224/ od punktu CF dajmy na to 
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wlewo odkładamy zupełnie zresztą dowolny odcinek 
77C=lć - 1 punkcie 77 prostopadle do AJ5 budujemy s i 
łę w skali:M , to j e s t i n a c z e j mówiąc odkładamy 
A7AJ—A-^:y<) m/m. Prowadzimy prostą ćAA7 aż do przecię
c i a się z osią odpory A i łączymy A7 z i ? prostą. Ta 
prosta PA) przetnie oś siły A7 w punkcie . Łączymy 
A z -prostą. Wreszcie odkładamy A77 =<z/A?=17 i prowa
dzimy prostopadle do - odcinki /7/Y i e/£ 

Oznaczmy przez st skalę długości, wtedy AC= 
-e?-./?^y, Ć2?~S''/1%QT&Z AB=^:A m/m, Z podobnych trój
kątów wynika, z*z AP=2&*Af:j7<? = -f-f-^ oraz 
Af==JL^AS:o^=^-fZ. stąd (i/A=^r-§- • OdcinekG£T 

wyznacza za,tem odporę .2? w s k a l i sił Podobnie 
znów możemy napisać SĆ*=<A£*CA?':QA&^JT/A^AC :7L77 ̂ 
skąd mamy Afft=<jL*Ć2?-'Af? = y^-f--j- ^ j ^ p - odcinek 
yyyT wyraża zatem odporę ̂  znowu w tej samej s k a l i 
sił. 

W ten lub w inny sposób wyznaczywszy odpory, mo
żemy znaleźć wartość momentu gnącego d l a dowolnego 
przekroju poprzecznego, przechodzącego przez j a k i k o l 
wiek punkt obrany na odkształconej pręta w odległości 
% od początku stałych współrzędnych. Dla współrzęd

nych % , zawartych w granicach <£̂ > ̂  , a więc 
dla punktów 0; , leżących w połaci Z , wartość momen
tu będzie niewątpliwie 

pod
czas gdy d l a współrzędnych 2̂ , y zawartych w granicach 

, a więc d l a punktów (2> połaci AA będziemy 
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Pomijając znaczki u , możemy oba te wzory połą
czyć w jeden, pisząc A%~—^fZ-'źJ/ +J^/r£— %J.W pra-
wej części tego wzoru pionowa kreska,,/ dzieląca wy
razy nie może być pominięta, wskazuje ona bowiem gra
nicę stosowalności wzoru d l a obu połaci, przyczem 
dla połaci _/ należy każdorazowo ODRZUCAĆ WYRAZ 
ftP$-A£/T stojący poza kreską, jako przynależny wy-
łącznie do połaci // , d l a której należy brać wzór 
całkowity. 

Gdy wyznaczamy odpory wykreślnie, możemy skorzy
stać z wykonanego rysunku podkreślając w nim trójkąt 
AB Z' KTÓRY STANOWI WYKRES MOMENTÓW Atf. W samej 
rzeczy, prowadząc 0(21 AAA w dowolnej odległości od 
punktu , możemy napisać z podobnych trójkątów: 
OQ =M*Ad :AAł =J//r*yAZ? - as/ -'AT/ = 

~J7AAZ % 7ZL- A'6/S*') k Ai 
Oznaczmy przez yU=ylut wtedy 0Q=-A>lyU>t co ozna
cza, że odcinek Od , odległy o ^ £ od punktu 23 , 

wyznacza w s k a l i ̂  wartość momentu Atf d l a dowolne
go przekroju poprzecznego, rozpatrywanego na pręcie 
odkształconym w odległości §T od początku stałych 
współrzędnych. Powtarzając to samo dowodzenie d l a 
drugiej połowy trójkąta, przekonamy się, iż odcinki 
prostopadłe do podstawy u4JS , ograniczone łamaną 
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AS23', wyznaczają odpowiednie wartości, momentów gną
cych, panujące wzdłuż rozpatrywanego pręta, Z wykresu 
widzimy, że skrajna wartość momentu leży na osi siły 
gnącej i odpoviada wartości ^=S . Ta wartość j e s t 
przeto A^-—P^/A-^ . Tutaj mogą zachodzić dwa 
wypadki: 

WYPADEK y j . PRZEKRÓJ POPRZECZNY PRĘTA JEST STAŁY* 
Zatem ę£=§£?ff, CONSTANS,oraz CONSTANS.Skraj
na wartość naprężenia gnącego d l a jakiegokolwiek prze
kroju poprzecznego pręta ^ = = ^ ; % 0', j e s t więc pro
porcjonalna do Al + Uazimun mazimorum naprężeń zf 
otrzymamy więc pisząc ^ j ^ A ^ ^ - ^ 0 ^ Ęgi 
Czyniąc ^ ^ / ^ , otrzymujemy ^A=^%:^ wartość 
momentu bezwładności, wyznaczającą stały przekrój po
przeczny pręta. Dla walca prostego kołowego o stałej 
średnicy A? mamy hCo — = — ^ ^ / ^ ~ ^ » wyzna
czymy Z/ z łatwością. Wyznaczywszy w ton sposób prze
krój poprzeczny pręta, możemy otrzymać równanie od
kształconej, pisząc: -A^ ^^'Lc^Al:o£0 . Stąd mamy: 

gdzie jednak należy określić znak. W danym wypadku od<> 
razu zauważyć się daje, że cała odkształcona lezy POD 
OSIĄ £2% i je s t wklęsła względem t e j o s i ; musi być 
zatem yry"< O, oraz ^P>ć? . co daje 2^<Q.Ponie-
waż d l a pierwszej p."wci Al=--~^(A- %y<0, j akoteż 
i d l a drugiej A^-M*~^^i^ 
zatem we wzorze należy zachować znak plus, pisząc 
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wprosi: I&of*"^-^^AJ/^A/S-^J . I nadal zawsze 
dla uniknięcia tego rodzaju żmudnych rozpatrywań - pi
sać będziemy we wzorze znak PLUS, zachowując odnośne 
znaki sił w ógólaeni wyrażeniu d l a momentu gnącego, a 
więc UWAŻAJĄC ZA DODATNIE SIŁY KIERUNKOWO ZGODNE Z 
OSIĄ Qf> A ZA UJMIE - SIŁY SKIEROWANE PRZECIWNIE. 

Całkując dwukrotnie wzór otrzymany mamy: 

ora.: J><fyr-J+CC~ j^S-Sf/'* ?J*~ 
Stałe całkowania z łatwością określimy, zważyw

szy, że dla obu punktów NIEZMIENNYCH A i 23 ODKSZTA* 
CONA MUSI PRZECINAĆ PIERWOTNĄ OŚ PODŁUŻNĄ PRĘTA NIE-
ODKSZTAŁCONEGO. Mamy więc d l a punktu A w połaci f 

, » co daje 0=/?+?/ , a d l a punktu 
£ w połaci // f i = 0, Ż =0, skąd: 0=_Z7 — 

-j£-§±- + Ag— • Zatem 27=^-- ^ o r a z : 
77=- -gP&Z + ~^P£>Ć:ź: 1 ostateczne równanie odkeztał-

C 0 n e j : 4 ^ - - ^ - ^ - - ^ % ^ -

Z tego równania możemy wyznaczyć UGIĘCIE PRĘTA 
W OSI SIŁY P\ c z y l i tak zwane OBNIŻENIE PUNKTU 
PRZYŁOŻENIA SIŁY A , jeszcze inaczej STRZAŁKA SIŁY 
^'AJ^ ' ^ C f c ^ u c z 5 n ^ m y we wzorze, co da
j e * 
°j>.r ./- Pif* M-3 JVVw Pó* SS//źJ± 
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Ś/A „ )7 77^2?£ 

Stąd mamy ostatecznie y£ =2^^^• ̂ ^ZJQ7 
Ody a = &=Z , to wtedy £= Z-Z^43Z7c7 

W ogólnym wypadku tylko co znaleziona strzałka 
siły NIE DAJE najwyższej wartości współrzędnej 
- nie j e s t więc STRZAŁKĄ UGIĘCIA PRĘTA. Aby tę otrzy 
mać, należy uczynić yr/=0 , co daje:—^-/ z ^ ?€ / ^ 
/ ^ ^ ^ ^ - ^ / ^ ^ ^ ^ / ^ ^ ^ - C y ^ s t ^ d mnożąc przez 

. mamy d l a 7/ połaci: 

co daj e :-S/iSiJS/-ćć/£+JSgt-J/£i ćć/^-j/g^O, 

stąd %f=Z/-&{/+&J i ostatecznie Ę=V§0-Ę^ 
Dla rozpatrywanej połaci // musi być i?^ £o , mamy 
więc zatom warunek konieczny 

stąd: 
<3<cf>'£ł?i>-ś , to je s t 7*/?lf&f co daje ostatecznie 

- WNIOSEK NIEZGODNY Z RZECZYWISTOŚCIĄ. 
W te j połaci // nie możemy zatem oczekiwać najwyż
szej wartości & - strzałki ugięcia pręta, piszemy 
wobec tego d l a połaci I tę samą zależność : 

+Pl(?-%)*:J'/=0, 

to j 6 8 t : - / ^ ^ £ / W t ą d . - /-Z^yTfffW i 
ostatecznie-- % Q — 

W danym wypadku musi być /^ 0̂-^>& .Pierwsza 
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nierówność j e s t zgoła oczywista należy więc tylko udo-
wodnic, że ^ ^ ^ J Ł ^ ^ , Pisząc tę nierówność w po-
s t a c i A-&^}/j-(7£--&£) mamy J/jf-Sj*-^2 -<̂ 7 Po skróce
niu przez mamy tu h£?&'$>

3 skąd J*t? 
i ostatecznie 7^2^, Warunek ten nie przeczy założe
niu, wnioskuj erry więc, że tylko co otrzymana wartość 
ZQ daje i s t o t n i e szukaną STRZAŁKĘ UGIĘCIA jf ,którą 
niewątpliwie otrzymamy z ogólnego wzoru, czyniąc w nim 
^=^ = ^-j/yc^^<tZ/ . Stąd więc otrzymujemy bezpośred* 

*$T*S/ ó o 6 4. i J 

"62 

Stąd ostatecznie mamy: 

W szczególnym v/ypadku, gdy = £ ,to j e s t 
gdy siła działa pośrodku Z~^~~J^/^^^> zatem 
strzałki ugięcia należy również szukać pośrodku pręta. 
Wartość j e j podaliśmy wyżej. Dla walca prostego o sta-
łej średnicy 2? mamy CLX= y/J3 , co daje : 

Z k o l e i rozpatrujemy: 
WYPADEK Bs PRĘT 0 STAŁEJ WYTRZYMAŁOŚCI. 
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Wyżej widzieliśmy, że w danym wypadku, pręt o 

stałym przekroju poprzecznym posiada jedyny przekrój 
poprzeczny wytrzymałościowo wyzyskany - przekrój, 
gdzie j e s t przyłożona siła 2~?» Pozostało są zbyt e%-
wite - pręt j e s t przeładowany tworzywem. Aby tę jego 
wadę usunąć, należy wykonać pręt stałej wytrzymałości 
o przekroju poprzecznym zmiennym w t a k i sposób, aby 
panujące w nim skrajne naprężenia gnące ZT,. miały 
wartość stałą d l a wszystkich przekrojów i równą . 
Mary więc % —jtf:fif=/V)L :&t. Stąd mamy wzór: 
-J*i:P wyznaczający wartość momentu wytrzymałościo-
wego dowolnego poprzecznego przekroju, a więc okreś
lający zarazem i same wyiniary przekroju. Ponadto ''M- = 

M 6? Z7 - * 
sfĄrwJCTe dwa wzory rozwiązują zagadnienie. 

y Dla pręta o przekroju poprzecznym kołowym,śred
nicy o/zmiennej , mamy J^-j^= 
Stąd wyznaczymy c/ w zależności od % . Je s t to rów
nanie paraboli sześciennej, wyznaczające p r o f i l prę
ta w postaci DWtJĆH KRZYWYCH tego typu, przecinają
cych się 2ia o s i siły tnącej jak to zresztą n a j l e p i e j 
uwypukla RYS. 225. Z k o l e i bierzemy pod uwagę: 

§ 20. PRĘT OBU KOŃCAMI SW0B0DMI?! PODPARTY i OB
CIĄŻONY JEDNOSTAJNIE NA CAŁEJ DŁUGOŚCI. 

Niech jednostajne obciążenie pręta wynosi 
KILOGRAMÓW NA JEDNOSTKĘ DŁUGOŚCI. Całkowite obciąże
nie pręta będzie więc Pod jego jarzmem 
pręt ugnie się Ku dołowi; oś podłużna pręta stanie 
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się krzywą plaeką-odkształeoną, przechodzącą przez 
punkty A i J3 NIEZMIENNE w ewem położeniu, jako l e 
żące na pod po rach * /RYB. 22ć/. Przez te punkty prowa
dzimy stałą oś OĆ^ T a przez Jj? osie £2ryr i £2^, 
tak, jak to czyniliśmy w ustępie poprzedzającym. Ob
ciążenie zewnę
trzne wywołuj e 
ODPORY A ,j& nie
wątpliwie jedna- -Y 

kowe, o czem z 
łatwością prze
konywamy się,zwa
żywszy na supeł* 

Mm* 226. 
A 

l liii II MM ..fflL.E O? 

top 
ną symetrję obciążenia. Mamy więc A -23——7^:2?, po
nieważ wiemy, ze s t a t y k i , że A +23+2^= O . Wyzna -
czywszy w ten sposób odpory, piszemy wartość momentu 
gnącego d l a dowolnego przekroju poprzecznego, prze
chodzącego przez jakikolwiek punkt obrany na oclkształ-
conej pręta w odległości t> od początku stałych 
współrzędnych • Ai =A(Y~0 
==—^/K-'źy+^(A^V>\&. pręta o stałym przekroju po
przecznym, gdzie OA=QA — stałej oraz ~ 
stałej, moment bezwładności przekroju j e s t proporcjo
nalny do AŹ , należy więc znaleźć najwyższą wartość 
Al . W tym celu wyznaczamy £^.S^LJS^^4ott da-

je Z~/:A . Skrajna wartość momentu P =~ ~4--~+-
^ ^ - • ^ z a c h o d z i pośrodku. Pisząc >^ =-J?A:Órf^,wy-
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znaczamy stały przekrój poprzeczny* W dalszym ciągu 
możemy zatem wypisać 

1/ 

Po dwukrotnem całkowaniu da to nam: 

orazf Ąa/oy^J7^~^^-pJi- ^ Btaie całkowania z łatwością określimy, zważyw
szy, że d l a punktów niezmiennych A i odkształco
na przecina pierwotną oś poałużną pręta. Dle.A będzie 
więc C = ^ k * ^ c o d a j e 0=Ć+J?/ ,a d l a J3~%,-0, 

oraz yJ^^O, stąd 0=J7-~ *-^~_Mamy więc J? = 
= oraz C7 = — -=f-~ i możemy wypisać równanie 
odkształconej w postaci: 

Wobec zupełnej symetryczności obciążenia - strzałki 
ugięciaoczekiwać należy pośrodku pręta, dla 
co daje: 

Stąd ostatecznie :̂ j/= ~j§^~^~^p' 
Z k o l e i rozpatrujemy: 
§ 21. PRĘT JEDNYM KOŃCEM OSADZONY, W TOUaiM SWO

BODNIE PODPABTY, A OBCIĄŻONY SKUPIONĄ SIŁĄ GNĄCĄ. 
Niech oś Q-% stanowi kierunek pierwotnej o s i 

podłużnej pręta, zamocowanego wJ£?C.* Odległość siły 
gnącej P od podpory P oznaczamy przez cl, od S2 
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przez <b . Całą. długość pręta oznaczamy przez 2> . Oś 
siły gnącej d z i e l i płaszczyznę gięcia na dwie połacie 
l e w a c y , obejmującą podporę A , i prawą^// . Siła/7 

wywołuje odpory A i 23 , ponadto zamocowana część prę
t a ^ ? ulega działaniu MOMENTU OSADOWEGO AŹB , SPRZE
CIWIAJĄCEGO SIE wszelkim ruchom obrotowym osadowej 
części pręta wokół punktu £2 . Para tego momentu l e 
ży oczywiście w płaszczyźnie gięcia, c z y l i w płaszczy
źnie siły AZ S i l n e zasiśnięcie pręta w uchwytach,za
murowanie b e l k i - oto praktyczne urzeczywistnienia 
osadzenia pręta, mające na celu unieruchomienie jego 
części końcowej. Na t l e tego unieruchomienia odkształ
cona wybiega z punktu JQ. STYCZNIE DO OSI £}A . Aby 
wyznaczyć A^A^Al^ mamy równania s t a t y k i obierając 

jako ośrodek momentów: A+JB+I>=0, oraz 
-P&+ĄrO. Skąd ̂ =-A-P oraz Ji=-A/-J°S. Pozostaje 
zatem odpora A , jako statycznie niewyznaczalna,któ
rą należy wyznaczyć ze wzorów wytrzymałościowych. Aby 
to uskutecznić wyznaczamy moment gnący Al d l a prze
krojów przechodzących przez dowolny punkt O ,leżący 
na odkształconej w odległości $ od początku współ
rzędnych. Dla A^%^-& mamy Aź,=ZAA^~AJ » a d l a 
&ź%&0, w t a k i sam sposób Af=A/&Ś?+J?£-$y'.ObG. 
te wzory łączymy w jeden: A-AfA-^J/^P/^-^/. Dla po
łaci / wyraz 7f&4&/ jako stojący poza kreską należy 
odrzucić; natomiast d l a połaci AA brać cały wzór. 

Dla pręta o STAŁYM PRZEKROJU e/^e/ = stałej, za-
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tem fJ^f^Af/-^F/S-Z/{^ daje: 

oraz: pfA £fź-

Stałe całkowania określimy tu z łatwością, zwa
żywszy, że odkształcona j e s t styczną do osi /Q£* £2 
i przechodzi przez AL I zatem d l a ?A'^ć?ore.zy~ć>, 
a d l a < ~t &r*>j0% Stąd mamy ; 

oraz O M n o ż ą c drugie równanie przez t/. doda
jemy do pierwszego— a od tej summy odejmujemy równa
nie t r z e c i e : 

co daje A = — -JJyc/€ - &J . Podstawiając tę wartość 
w pierwsze równanie mamy AA~^-g-(t3ć-Ą) -h = 

— •^~/^/~S/\ z trzeciego zaś równania A- — ™ = 
=• — A/y7-A'. Możemy zatem wypisać równanie odkształco-

--^-/^-&)AVA^A-^3, 

które daje STRZAŁKĘ SIŁY j£ » c z y l i ugięcie pręta w 
punkcie przyłożenia 17 siły przy ź=2 \ to 
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W szczególnym wy

padku, gdy cL=6 = z:£ 
7 

Aby z k o l e i wyzna
czyćy' STRZAŁKĘ 
UGIĘCIA PRĘTA, czyni 
my &?=0 , co daje 
dl a obu połaci: C 

PA 

= Ć? . Dla /poł aci; 
c- 4M g)*±o to 
j est: 

L 
'A y /i ^ r . _ 

stąd g-=/±'Ą2f^ i oczywiście - 4 ^ ^ P ^ 4 P O -
nieważ d l a połaci/ g musi być większe od_ć t . j . 
^ ^ ć 7 . W wypadku skrajnym 5 ^ = ^ - ^ - ^ ^ - J - c o daje 

^ # ; # ^ # ^ t o j e s t 
= ̂  co daj e ^ s k ą d $ = # ± l t y * e-
waż najoczywiściej <g= ̂ - / ^ z a t e m d l a wszelkich 
£<^-f^szukany punkt będzie leżał w połaci / . Na
tomiast, gdy ̂ >z^?-f^należy go szukać w połaci ̂  . 

Stąd mamy wobec f~^Z~-4r<D = 0 wprost: 
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wtedy strzałka ugięcia: 

J3^ 

f 
Gdy więc CZ=£ =?Aj? wtedy na mocy tylko co otrzymane
go wzoru strzałka ugięcia będzie '/43}Sj7(>f7 

W drugim wypadku, gdy h>Ć/2?--~f/c'j:) można również 
otrzymać wyrażenie d l a , podstawiając we wzór od
kształconej : 

Wreszcie gdy £=&-jć?f=Ć^SSoS'/wtedyj*==fa ,tu
taj bowiem ^= 3 . Strzałka ugięcia j e s t więc strzał
ką siły . Z k o l e i chcąc wyznaczyć punkty przegię
c i a odkształconej czynimy jD""=<A, co daje A{7-27j/+ 
•^7^7^--^)= O, Ponieważ to równanie daje d l a połaci 
7 pierwiastek ^~^f% gd^io oczywiście oczekiwać 
punktu przegięcia nie należy, przeto dla połaci 7/ma-
my A/-AK +J°&-J°Z = O, skąd: 

Tylko co otrzymana wspóirzędna wyznacza zarazem punkt 
o zerowej wartości momentu gnącego, W pierwszej poła
c i moment j e s t ujemny ponieważ mamy A7 =A7ż7-^7j— 

•&/Ć-<D/. Jego wartość maleje linjowo aż do 



Ponieważ jakieśmy t y l k o co udowodnili, w dru
g i e j połaci d l a wartość momentu s t a j e się zerem, 
a moment śmienia się l i n j o w o podług prawa AŹ-J4/^&+ 
+ J0/^' — ̂ / p r z e t o wykres momentów będzie miał kształt 
zaznaczony na RYS. 228, a d l a skrajnego punktu h2 otrzy
mamy dodatnią wartość Ten to moment wy
wołuje w zamocowanej części pręta moment oporowy A^ , 
przyczem oczywiście A1Q ~*~J^B = ^ * Wykres momentów 
ujawnia zatem dwie skrajne wartości, aby wyznaczyć róż
nicę i c h bezwzględną, piszemy: 

Różnica t a j e s t zerem, gdy ći'-4M+łr=o, co da
je //A-yP/=ć7SSSs/.^Yoro więc S<(ćy^-y^ntedy 
A^>0 i najwyższą wartość bezwzględną AL uj awnia moment 

; gdy zaś i>>$?~}^/r.\,Q&y znów Af^—A^ ; w skraj-
nym wypadku, gdy &=OyJss&/wtedy A =-Ai=J^ Czyniąc 
y ^ T / ^ / ^ * wyznaczamy przekrój bezpieczny pręta w 
danym wypadku, Z k o l e i bierzemy pod uwagę: 

§ 22. PRĘT JEDNYM KOŃCEM OSADZONY, W DRUGIM SWO
BODNIE PODPARTY A OBCIĄŻONY JEDNOSTAJNIE NA CAŁEJ DŁU
GOŚCI . 

Zachowując znakowanie omówione w ustępie poprze
dzającym i oznaczając przez ?o=A?: A cząstkę całkowi
tego obciążenia, przypadającą na jednostkę długości 
WYTRZYMAŁOŚĆ MATERJAŁÓW - ARKUSZ X X I V . 
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pręta pisaerny równania s t a t y k i : A -t-j^+J^^O oraz 
Ać+^P/+,%=0, stąd J^-A-P oraz Al^-Aif-fA</.^ 
W danym wypadku dla całego pręta; Aftf= A(7.'— -fr 

Zakładając stały przekrój poprzeczny pręta mamy; 

skąd pc dwukrotneic całkowaniu: 
£ ^ R = ^ ^ A - A A / - P ° — 

I znów VT=fr=0 dla ?=0 oraz ^T=tf d l a 

-hć7-Z }fnożąc drugie równanie przez & . dodajemy do 
A2 A AQ ML 

pierwszego, a od tej sumy odejmujemy t r z e c i e : 
+^--2^=0, co daje A~~£Ą a zatem J3=--§A?^ 
Podstawiając tę wartość w pierwsze równanie mamy -Z7= 
=y-^-Z-~A= - » z trzeciego zas równania ć=~-4^ — 
--/A możemy więc napisać równanie odkształconej: 

^oP-48 48 48 ( J / A H ( ^ 48/1T A3 f~?*J \ 

Chcąc znaleźć strzałkę ugięcia czynimy <^T=o 

co daje nam.- O =• Ć- -4-(A~ ?J ~^f%?-f£J "— 

43 + *ą~A ^ , ^ 
Stąd mnożąc prz-ez 48Ź:A^ mamy: 

co ifeje: , > TT? A 
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"utaj najwidocz

ki 
n i e j mamy: 

? 3 

<t+v<f3 J 
2o Podstawiając tę 

wartość w równa
nie odk B z tał r: one j 
mamy STRZ AŚJKE 

UGIĘCIA : f.PALfĄ0-jPtjĘ^^^±^% 

PA />1<J3 ' 

A -3 

>Seó 
A?Ao 

y JM* W przybliżeniu:' jA^ ysĄ*Jfr<£ 
Chcąc z k o l e i znaleźć punkt przegięcia odkształconej 
czynimy ^T=0 co daje Af/-źJ+^A-Z)=OM j e s t AA= 

±-J?MĄ skąd Z^P+JAt^ A-£A= & W tym punk
cie ponadto panuje moment równy zeru. Chcąc wreszcie 
wyznaczyć skrajne wartości momentu bierzemy - y j ^ - — Ą— 

-f-A^J^B-fA^^ claje A= f / ! ma tej 
wartości otrzymuj emy minimum PI ~~A-pA Ar -A/ — 
=--A~-- Skrajną wartość dodatnią AL otrz/mamy czy-
niąc '£=0 i ogólnym wzorze d l a momentów .• A^ = — ~gPA+ 
+AA— -A— co zarazem stanowi bezwzględne ma^imum 
wartości momentów, Czyniąc zatem A^rAL ~~o~= fAP , 
możemy wyznaczyć dostateczne wymiary pręta. Z k o l e i 



rozpatruj emy 
§ 23. PHST OBYDWU ]iQuC*ki CCADZOrJY A OBCIĄŻONY 

SKUPIONA SIŁĄ GNĄCĄ. 
Ni ech AB /$TYS. 230/ oznacza swobodną cześć pręta 

u 1 egającą gięciu pod j ar zmem ziły A7 , nieoh A i 
- oznaczają osadzone końce tego pręta. Nazwijmy 

przez "fi, odległość siły A7 od Al , przez $ - odleg
łość j e j od/f?. Stałą oś A? % prowadzimy przez nie
zmienne punkty A i A?* przez A? prowadzimy ponadto oś 
^p^leżącą w płaszczyźnie gięcia i 2? do t e j pła
szczyzny prostopadłą, a skierowaną ku patrzącemu. Wo
bec niezmienności punktów A i 23 silą. A7 wywołuje w 
nich odpory A i A 

ponadto osadzone końce pręta ule
gają działaniu momentów odpcrowych A/^ i A^f . Od
kształcona pręta wybiega zatem, z A i 2? STYCZNIE do 
pierwotnej o s i podłużnej pręta - zawdzięczamy to osa
dzeniu obu końców pręta. Pisząc w danym wypadku równa' 
nia s t a t y k i mamy Ał+23+J^^O , a obierając ośrodek 
sprowadzenia momentów w S? mamy: Al +A/+A7£*AJ=Q^ 

Stąd £=-AJĘ:AR oraz 21=^^/-^ . W danym wy-
padku mamy więc aż dwie wielkości statycznie niewyznaj 
czalne A i Ai , które należy określić wytrzymało
ściowo. W tym celu dzielimy osią Biły A7 płaszczyznę 
gięcia na dwie połacie. Dla połaci lewej A mamy mo
ment gnący Jti^A^+AfY-%J9 a d l a połaci A/9 prawej : 
Al^A^AfAŹj+AtAS-Zj. Łącząc oba wzory, Al =AŹA + 
+A1(L:- QJ/ĄA^~ĘI&dzie wyraz A^/%'%) należy pomijać 
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uia ooiaoj. / 

a cały w z ó r 

• o r a ć d l a p o 

ł a c i 77 . Dla 

p r e t a o p r z e— 

k r o j u stałym; 

oo daje Ą^f'= 

oraz .• ^ ^ m ^ m ^ A *#®$&9£*ś^i& 
W danym wypadku odkształcona wybiega z punktów A i 23 

e t y c z n i e do pierwotnej o s i podłużnej 277^ p r ę t a , mamy 
v*ięc YT=yr=o po pcfc&EWaze d l a %=0 o r a z a l a ^-tf. 
Dla wyznaczenia s t u i y c h otrzymujemy z a t e m równania 
O^-fAf^; 0=27^-A+fś>J, oraz 0 = Ć°+/¥A/; 

O - 27+ <?A+ -jr-ćf. Pomnóżmy piorv. cZe z t y c h równań 
przez # i dodajmy do d r u g i e g o : J7+ć>^- + -g —^-^-^ 
ponadto o o mnóżmy i- r z e c i e przez — ̂  i do da j my do czwap 
tego: J/+ć>jr=0 . Różnica t y l k o c o otrzymanych rów-
nań: 'c£Se%g£-JŚ$£* da nam: e=-^-£j. Stąd 
bezpośrednio 27 = ~C^ ®2- Dalej mamy z dru
giego równania 2^=-^- — J^^fASj, a p i e r r s z e aaje 
nam A=^(C-£g?)=-^^/-ć#TfarLsxAs odkształconej mo-



- 3 7 4 

żerny w i ę c napisać w p o s t a c i : ~ 

To równanie daje wprost strzałkę siły^/^" ,gdy 
uczynimy w nieia ; ^ 

Wtedy mamy: Ma^M^^^^^^^^ (2/ <fi = - 3 / t f - K / / - : > 

V.r szczególnym wypadku, kiedy ct=i£=2:2> mamy 
jź-itonr •!J : Aby z k o l e i wyznaczyć strzałkę ugięcia 
pręta czynimy y?'=o . Dla A połaci da to nam: 

To ^ leży w // połaci musi być więc i 
co daje ^.A^/.Y/^jAj stąd 7^2^>: 2>7 i o s t a 

tecznie 
Wobec zupełnej dowolności oznaczeń 

odległości i , zakładamy, że » takim r* 
zi e zawsze c^Za , inaczej mówiąc w połaci // 
strzałki ugięcia spodziewać się nie należy. Zatem d 
połaci /mamy: .. ..^ £ _ ,| ̂  6y, i0A 

Stąd Ć-Ą~+€ -f?-~ i ostatecznie ̂  
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= / ^ ^ ^ - ^ ^ 4 ^ A ^ ^ ^ - Ponieważ to % le-
ży w połaci / zatem tfeś^f co daje 
to j e s t tf-J&+Jbfi>o. To samo można jeszcze napi
sać c \ co wypełnia się dla t2r> z? .Pod
stawiając tylko co otrzymane ^ we wzór d l a odkształ
conej, otrzymujemy: 

Aby z k o l e i wyznaczyć punkty przegięcia odkształ
conej, czynimy ?yr=o . Dla pierwszej połaci daje 
to 'Ą *A p*o, stad j g = 4' 

co daje 
o to j e s t o . W połaci / i s t n i e 

je więc punkt .ZT przegięcia odkształconej. W połaci 
drugiej ^ tA(^3r£J+J>&-^0, co daje ^ = 
- -#-> . Tutaj znów musi być ̂  £ co 
daj. e Ponieważ t a nierówność zawsze się 
wypełnia, przeto i w połaci I I i s t n i e j e punkt ̂  prze 
gięcia odkształconej. W wypadku szczególnym, kiedy 

—~//-'A - oba punkty przegięcia są zatem symetryczne 
względem środka, czego zresztą należało oczekiwać zgó-
ry.- W punktach przegięcia panuje wartość y^-ć?,na 
mocy tego możemy już obecnie wyznaczyć wykres momen
tów /RYS.231/. W punkcie A mamy Ji^^-^-^^O; 



- 376 -
w połaci _/ Moment maleje według prawa 
a więc l i n j o w o , aż do wartości Jł2^Al^+s4ft-2y'=^Ać>)-

panującej w punkcie przyłożenia siły gnącej, f punk
cie A prosta wykresu przecina podstawę - j e s t to za
razem punkt przegięcia odkształconej. Z k o l e i w połaci 
// moment rośnie w edług prawa A^+A^AAPM-Aj 

Si 

a więc znów linjowo aż do swej skrajnej wartości 
przechodząc ponownie przez zero w 

punkcie J? o współrzędnej ź , którą wyżej wyznaczyli-
śmy dla drugiego punktu przegięcia odkształconej. Mo
ment Ai>0 równoważy moment oporowy JUL, , o czem mo-
żerny się przekonać biorąc pod uwagę wzór dla Af . Mo
menty są zatem różnoskrętne. Krzywa wykresu 
momentów j e s t więc łamaną, wyznaczającą trzy skrajne 
wartości momentów. Aby określić, która z nich najwięk
sza* porównywamy przedewszystkiem dwie skrajne dodat-
nie JQĄ 
= -ZZF^fó~~^J)2~^JO. Stąd •snioskujeiay, ż a w 

A^ 

ogólności A^ >A^ , chyba że A^Pa^^Aó, bo wtedy 
Ai^ —Alą . Pozostaje więc tylko różnica bezwzględnych 
wartości momentów.-

'^2fiA^k^A^AAMM^A> a~ 
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Stąd wniosek, że Z ^ j e s t wogóle największą wartością 
momentu gnącego, chyba że Z—^Aai. - 77 \ bc wtedy 
Ą - Ą t - Ą , * - ^ - ^ - ; C z y n i e J % - ^ ^ / C , 

możemy wyznaczyć dostateczne poprzeczne wymiary prę
t a . Z k o l e i c i arzemy pod uwagę: 

§ 24. FftgT OBYDY/U KOJCAMI OSADZONY, A OBCIĄŻONY 
JEDNOSTAJNIE NA CAŁEJ DŁUGOŚCI.. 

Zachowując znakowanie, omówione w ustępie poprze-
Z7 7 

dzającym i oznaczając przez A&j4 'ć cząstkę całkowi
tego obciążenia, przypadającą na jednostkę długości 
pręta, piszemy równania s t a t y k i 7 2 o r a z 
jy„+Ał+P^+7&=0 stąd J&^-A-J? oraz 77^=7/-

Z4 

W danym wypadku dla całego pręta 7{=A^-t/łA7-ć7' 
+ ,M7&=7* Jfój&$Q$?" Zakładając stały 
przekrój po
przeczny prę
ta mamy; 

73 

co daj e : 
Pol iir^c+Tźz-
A /A P/7? 

I znów yT-O 

co daje równania: 0=C--y-A- C~Aj °=7?+^ć-i^ 
# 7rf /\<? oraz O- 0=J7+c'A+ -y~-ć- - Knożyy piorraze 

^T-=c? ar* 
Tl 
*4 

A 
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z równań przez i dodajemy do d rugi ego: O-Ćy*27" 

"-£+^4 ' ' Ponfetó'to mnożymy t r z e c i e przez —~-
i dodajemy co czwartego: O-21 + -jr. Bóżnica tylko co 
otrzymanych równań Ć>-'C -Vr ecie nam l^:~yp 

* jpfó -> * /* 
oraz I7--ć%r = -ś>jr . Ponadto z trzeciego równania raaiay 

~P.-_Pf Ponadto oczywiście 25--Ar/*^^^A.iby 
wyznaczyć strzałkę ugięcia pręta 2- \ czynimy 
co d a i e ; ^ z-^s-zf-£Ax)±-4r+ 0 5 . -

Stąd: (A^j-lf./pyJ^-A^O co daje: 
ALr--A./± ̂ /TTJT^P^ 

Ostatecznie więc A-Z-A ̂7.^ • Ponieważ oczywi-
scie należy tu brac znak minus, przeto skąd 
1? Strzałka ugięcia zaciiodzi pośrodku, czego 
zresztą należało zgóry oczekiwać. Aby ją wyznaczyć 
czyni my |j - ~>r- w r ów nan i u odkształconej: &f= 

co daje nam ^ ^ - ^ ^ g f L ^ ^ l ^ 
mamy F V ^ C r . Chcąc z k o l e i znaleźć punkty prze-
gięcia odkształconej, czynimy — 9 co daje : 

* ^ /ł"- ̂ / ^= O. Stąd mamy {<f-.^j-4i-„r/*-f = 

lą a MĆĄ-ft/g- f--/#W=/2*}£2-
Punkty te zatem są symetryczne względem środkowego 
punktu pręta. Panują W nich zerowe wartości rnomentiŁ. 
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Chcąc wreszcie wyznaczyć skrajne wartości momentów,, 
czynimy °j§' =-A-4-2^JJ, M daje -j/=4 
i ostatecznie $ • Pośrodku mamy zatem s k r a j -
ną wartość momentu AL~AiA - 5 - 'o* ~ ~5A — 

Jest to więc minimum. W danym wypadku moment zmienia 
się parabolicznie, wykazując raazimum w skrajnym punk
ci e pręta d l a ^=<? - to j e s t AŹQ =Aią *Ą/ / 
=^-Y+J-=0>O. T u t a J z a t e m AI^^^^A, • UOMEIT 

Ai równoważy niewątpliwie moment oporowy Ai , co 
wypływa wprost ze wzoru d l a Ai^. Momenty oporowe 
i są zatem różnoskrętne i największe, a więc rów
ne AtM. Czyniąc A/ = -^^= JA^/f wyznaczamy dostatecz-
ne wymiary pręta. Z k o l e i rozpatrujemy: 

§ 25. PRĘT WYSTAJĄCY POZA OBIE PODPORY, A OBCIĄ
ŻONY U OBYDWJJ KOŃCÓW SKUPIOHEMI SIŁAMI GNACEMI. P i e r 
wotnie prosty pręt układamy poziomo na dwóch podpo
rach A i 23 i obciążamy u obu końców skupionemi s i 
łami 2f i AZ przyłożonemi do skrajnych przekrojów 
pręta w odległościach tZ i 6 od podpór A i 23 . 
Oznaczmy odległość podpór przez £ i wyprowadźmy z 
punktu .2? , jako początku współrzędnych oś stałą 2/2% 
wzdłuż pierwotnej osi podłużnej pręte., oś £2y? r* dół 
w płaszczyźnie gięcia i oś £2'% prostopadle do t e j 
płaszczyzny ku pa.trzącemu (/RYS.232/'. Pod działaniem 
sił gnących powstaną odporyy4 i 23 - pręt ugnie się, 
jegc pierwotnie prosta podłużna OŚ stanie się od-
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kształconą o niezmiennych punktach A i J3T jako pod
partych, a v>ięc nieruchomych. I tu płaszczyznę gięcia 
dzielimy osiami kił ikupionych - odpór A i J51 na 
trzy połacie - PIERWSZĄ,zawierającą lewy zwieszający 
się poza podporę A. koniec pręta* - DRUGĄ środkową 
i TRZECIĄ, obejmującą prawy koniec pręta wystający 
poza podporę Aby wypisać wzory momentów dla tych 
trzech peła&i należy wyznaoafć ODPORY-^ i $9 . 2 rów* 
nań s t a t y k i mamy: A t£> +T£- O~ a obierając punkt 
sQ jako ośrodek sprowadzania raom entów j^fcz+ć^+sl/-
J£&=0, co daje A $~A^f&-+Aj/sA zatem z pierwsze
go równania mamy J?=-A-%-Jg=/fc+gS-g&rgS-jffl£ 

również wyznaczyć odpory za po
mocą wyżej podanego sposobu PROF. H0LZER*A. W tyra ce-

0 

l u odkładamy AJ£ = n a osi Al0-ZJ pręta nieod
kształconego i w końcach tych odcinków prostopadle do 
AOJ3O budujemy odcinki AŹP-AAĄ* oraz CZP^J^:^ A gdzie 
przez /£> oznaczamy skalę sił. Łącząc At z A7 oraz 
^ z ̂  prostemi,otrzymujemy w przecięciu z osiami 
podpór punkty przecięcia A; i A? które łączymy z pod 
porami, prowadząc proste A^A? i A23Y , Chcąc okreś
lić odpory, prowadzimy AlAf-AfM—lt i budujemy pro
ste A7& i Ailł, prostopadłe do AT)JĘ> . ProBte te wy
znaczą odcinki Mf ora* AA&f A^Aoraz A^f', dające w 
s k a l i c ŚLADOWE, szuk&nycfl odpór. W samej rzeczy, 
niech siłfe A*? wywołuje odpory A^ i A^ , a zaś siła 
/^niezależne od tamtych odpory A i AA przynależne 
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odpowiednio 
do podpór 
A i B. Tyl
ko c c wypi-
tanę odpory ^ 
możemy sta
tycznie wy- ^ f 
znaczyć, p i 
sząc równa
nia momentów 
względem oś
rodków A i 
A> w posta
c i Ba^ĄĆ, 

B = B ^ . 

oraz 4 ^ ^ ; 
Ponadto z równań s t a t y k i A^+J^+2% - O, o raz ^ A i J ^ 
=6? co daje AA +ĄJ, oraz u.nac; 
my przez A skalę długości wykresu, wtedy s9Ał=ćZ:A 
A£' -"źf'A , oraz A?A?~. 2 trójkątów podob
nych mamy BA*/JA:ĄŻ = /Mf = Af/A*AB : BAi, oraz 
.ćB*J5Bo:AFc-BĄ =/vAr*/U?.'AA* To znaczy, że fAffa 

.fa:2):U = AJ/AY/:słJ:U, oraz fefijfósA):u ^MffĄ 
:UT s t ą d AttP^ga •* ̂  = ̂  -'A o r a 2 ^^ć>:ft=43 

. Ponadto widzimy wprost, że tfć =&A+ji/Y= BB 

Ib = ~AA :j&J oraz BJ?=JfQ + <2J3=ć&+#er=-j* + 
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+4g-_^^co należało udowodnić. Ponieważ zaś na mocy 
prawa o niezależności działania sił A oraz 
lJ=Ą , zat em A :/<? =& « o raz 27yZ>= 

zfe+J^t^Mf-ZlĘ. Należy więc wprost wykonać wykreśl-
ne odejmowanie tych odcinków,, p i l n i e bacząc na i c h 
strzałki, aby otrzymać w s k a l i obie odpory. 

Wyliczywszy lub wykreśliwszy odpory,, możemy wy
znaczyć momenty gnące. Dla połaci _/ , dla punktów , 
o Y/spółrzędnych ^+ ^/mamy M =J?fa+S-$J\ d l a 
połaci // , a więc d l a punktóf/ ćł o współrzędnych 

4 ^ ^ ^ mamy ^ = ^ / ^ > ^ ^ > ^ ^ V r e s z c i e 
dl a połaci to j e s t d l a punktów ć2 odległych©-^ 
od siły smarny Ai3=J%fa+/-^+A&-ą)-J5% ^ 

Pomijając znaczki możemy wszystkie te t r z y wzory połą
czyć, pisząc Ji=A?fa+/-?J/+s9(i7?Jf-/JŹ> gdzie d l a poła-
c i _/ należy pominąć oba końcowe wyrazy, jako stojące 
poza pierwszą kreską podziałową, d l a połaci u - pomi
nąć wyraz o s t a t n i , stojący za drugą kreską rozdziało
wą, wreszcie d l a połaci brać cały wzór. W założe
niu pręta o stałym przekroju możemy napisać A7oA0^r = 
^ ^ i f ^ ^ ł ^ ^ ^ o i daje wprost Ą&0yr'= C~ 

- / ^ 4 ^ - ^ ^ f c r a z ̂ ^^mf^^ 
^ ^ ^ / ^ ^ y ^ f w o b e c niezmienności punktów A i 23mamy 
^-<? d l a ̂ -ć? oraz Ż= tf co daje wprost O =2? + ^-faffi 
y - ^ o r a z O =J7<x*JSX& mamy ; 27=-^~ ̂ će+tf)3, 

Na mocy tylko co wyznaczonych stałych całkowania otrzy 
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*3 9Ćf T~~) 

mujemy równanie odkształconej: /T7 n/" ^ n /£ 

Czyniąc w nim ^^-tZ + źf możemy wyznaczyć STRZAŁKĘ SI-

5 ^ & 
-„3 

Stąd ostatecznie mamy strzałkę ugięcia siły P w po-
e t a c i ^ f ^ ^ - C J B g y i Ź Ł ^ W szczególnym 
wypadku, kiedy J^=J^—J:7 oraz -cz^A^/l, a więc d l a 
wygi ęc i a LAMARLE *A mamy: » 

Tak samo zupełnie, czyniąc ?f—-& w ogólnym wzorze 
dl a odkształconejf wyznaczamy STRZAŁKĘ SIŁY w po-
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+ €//&/ 9BP-/ Y/? £ 6/ z 

+ "5 -f- 5 + ~b + — 3 g f 3 (O-ftrJ^. 

Stąd o stateczni 8 :
t y $ - ^ ^ / / — ^ 7̂  - — y 

Wzór ten możne, również"otrzymać bezpośrednio ze wzoru 
d l a r pisząc zamiast ćZ—o , a zamiast terc 

A 

wymaga syraetrja, I tu znów w szczególnym wypsdku8kie
dy <Z=2>—Ó2> mamy 2sT^=BA/^^^~/^'^ * , e n S P 0 B 0 D u a u -

~^yAo 
pełniliśmy poprzednio już rozpatrywany wypadek ugię
c i a LAMARLE*A podając wzory strzałek bocznych. W ogól
nym wypadku, pozostaje tylko jeszcze określić STRZAŁ
KĘ UGIĘCIA PRĘTA w dr u g i e j , środkowej połaci. W tym 
celu czynimy yr'=Oj co daje: f-yfa+7-Z~)-4^fó-Ź')= 
Oznaczmy przez & =A*2%= ̂ /§^~7?ĆZ_7 przez A[3=^A= 
=JP(ĆZ+AJ+AI? wreszcie przez ^ J 3 " - 0- -̂ L

(̂ >-/--̂ -2"*— 

Mąl mamy równanie $f-2£ f-A-^-O, które 
d l a <2^<? daje ^o=//F^\^^J^/:ć2. Znak w tern 
równaniu należy obrać w t a k i sposób, aby wyznaczona 
wartość jako przynależna do połaci dr u g i e j , środ
kowej, czyniła zadość warunkom: 7^^^-O • W szcze
gólnym wypadku, gdy Q=0 t y l k o co wypisane równanie 
nie ma miejsca, wtedy bowiem mamy wprost: —2Jf>5£~2?S:= 
=0 co daje bezpośrednio ó0

==~>7:^> .Tutaj wobec 
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Q=A+J^=0, marny j j ^ ^ z r / ^ a zatem o s t a t e c z n i e wobec 

tego, że ^ f ^ - J 7 ^ mamy = ̂ -'^- Podsta-

wiając- $ w równanie odkształconej wypisane d l a dru

g i e j po .i a c i dirzymamy d l a ogólnego wypadku strzałkę 

ugięcia A rozpatrywanego pręta. % wypadku szczegól

nym, kie d y jffa=Agś\ to j e s t gdy A o. C - V m i e l i ^ / . . ^ ^ ^ A ^ 
będ z iemy 

£3 #0. 

WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW - ARKUSZ X3€¥. 
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^tąd ostatecznie^=-jfe Z^ : ^Ap£<lA ̂ żśli P r s y 4? 

=^ 7 2' jeszcze ponadto i ć&^&^A to wtedy J^=^7=:A orat 
strzałka / i ~AAAS: S£oA . A 

Aby v? ogólnym wypadku wyznać żyd dostateczne wy 
miary pręta, musimy prśedewszystkiem zbudować wykres 
momentów. Będzie to iamana AoĄA?A> /PYS.235/. W same 
rzeczy zdawna już wiemy, że prosta AQAf stanowi wy
kres momentów siły , obciążającej pręt swobodnie stel 
czący poza A . Dla drugiej, środkowej połaci mamy Z ^ 5 

= ^ ^ ^ ^ c o daje d l a punktu ̂ 4 wartość Ąfffi 
a d l a punktu JS wartość AJ=AA+#+AA= A^A. Wyżej wi 
dzieliśmy, że 4Ay =Z/r^/łA0:/?o£ ̂ Afa :A^U' T a k B a m o 

BĄ=Az?*ŹŹBc
 :ĄĆ=j&-£:yl?A U. Oznaczmy p r ż e z ^ ^ ^ l 

wtedy /M^jPa^ĄyU,*. zaś ̂ ^ / ^ - y ^ ^ . Odcinki 
dają zatem w skal 1/^ wartości szukane momentów d l a di1 

g i e j połaci. Ponieważ nadto moment zmienia się l i n j o * 
wraz z 3 , zatem prosta^-4*będzie linją wykresu mo
mentów d l a drugiej połaci tak, jak prosta AoA/ byia 
nią d l a połaci pierwszej. Dla t r z e c i e j połaci A4 — 

+]^ %^A^AA+ Dla ̂ - ^ t o j e s t d l a punktu ten 
wzór daje A^=J^Aj^A *Aj a d l a t o J 6 8 ^ d l a 

punktu .^f otrzymuiemy At —O, Ponieważ nadto w połaf 

t r z e c i e j momenty zmieniają się linjowo wraz z o ,pr 
to prosta AJ^A^ • B ^ a n 0 ' * i H N J C wykresu d l a t e j połać 
Widać stąd bezpośrednio, że moment nigdzie nie jeBt 
rvwhy zeru o i l e Al, i M. są jednakowych znaków, to 



- 367 -
je s t o i l e siły P i y^ działają w jednym kier' kuf. 
Można to dowieść również i an a l i t y c z n i e . Przypuśćmy,że 
JP>0 oraz -^->ć^' Przypuszczenie to w niczein ogól
ności rozpatrywanych warunków nie uszczupla, siły bo
wiem /^7"< O oraz ^*śó wyginają pręt zupełnie tak Ba
rn*) jak siły oraz yj^ > 0 t jeno w stronę przeciwną 
Rzut oka na wzór momentów odrazu wskazuje, iż jedynie 
w środkowej połaci może być P=P^P-^pA/Ap^6' 
mamy i ostatecznie : 

0^ = ^A£:/~^A—2%-&J. Ponieważ z założenia 2?>OI 

za'tem musi być J^^2>2^ĆZ, inaczej bcwiem mielibyśmy 
'&^Óf co przeczy warunkom i s t n i e n i a ^ w drugiej 
połaci, gdzie Źp^O . Wobec tego, że j g O , 

tylko co omówiony warunek daje -g^^-PćzA^.jgrfA>:09 skąd 
otrzymujemy —J?tzl?^0? wniosek oczywiście fałszywy. 
Zerowa wartość momentu może więc iftnieć jedynie wów
czas, gdy siły i są skierowane przeciwnie. Na
zwijmy siłę skierowaną w dół przez J^>0^ wtedy yJ?<c-« 
a więc P^-/iz<0, a samo Z=&f:/P£-2fe/s*0 *'V 

nym wypadku warunek z > - —^ O, spełnia się.rze-
czywiście mamy bowiem rattoząc przez ujemny mianownik,a 
więc zmieniając znak równości ~ AJ^ćZ Ą A&Z, co 
daj e — wynik, nie zawierający sprzeczności. 
W danym wypadku, jak to zresztą n a j l e p i e j uwypukla 
RYS.234, odkształcona posiada punkt przegięcia 22, od
legły o £ od ; ponadto równanie j '"'-O wyznacza 
dla połaci środkowej aż DWA pierwiastki dodatnie i 



- ?JQS -

mniejsze od/? a więc v, niej leżące: ̂  i % . 
ści wyznaczają skrajne strzałki ugięcia A i 

Te warto-
w 

tym c e l u należy j j równania odkształconej uczynić 

I t u t a j również możemy wykreślnie wyznaczyć odpo
ry oraz zbudować odnośny wykres momentów, należy tylko 
zachować odpowiedni kierunek sił gnących, jak to naj
l e p i e j uwypukla RYS.235, gdzie postawiono te Ramie l i 
tery co i na RYS.253, czyniąc > ten sposób zbytecznem 
powtarzanie opisu i dowodzenia. Gdy porównamy oba wy
kresy, to spostrzeżemy z łatwością, że momenty odporo-
we Ad i Ad„ stanowią skrajne wartości momentów. Wo-
bec tego, że A^=ćz/~7 oraz 7dB-&d%> przeto bezwzględ
nie większa z tych dwóch wartości daje najwyższy mo
ment AH, który wyznacza stały przekrój pręta równa
niem szczególnym wypadku, gdy ĆZA^-3J^,WO-
ment gnący j e s t stały d l a całej połaci środkowej. Jest 
to tak zwany uogólniony wypadek LAMARLE'A. Wtedy Al = 

l e siły tnącej - wygięcie będzie ściśle KOŁOWE w tej 
części pręta. Rozpatrzmy jeszcze jeden przykład tego 
typu. 

§ 26. Pk&I WYSTAJĄCY POZA OBIE PODPORY, A OBCIĄ
ŻONY JEDNOSTAJNIE NA CAŁEJ DŁUGOŚCI. 

Zachowując znakowania omówione \ ustępie poprze--' 
dzaj ącym i oznaczaj ą.c przez -fe ~A^:A cząstkę całkowi '.-a 
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go obciążenia, przypadającą na jednostkę długości Z, 
pręta, piszemy równania s t a t y k i A3 ̂ JŹ+B^O oraz -A 
t^^^^^^m Stąd mamy^—§0&4^%§, " 
oraz B=-A-J^=jffa + 4jŁ7y -ś^a+/+ = 

sie tylko co wyznaczonych podpór dzielą płaszczyznę 

j?xs. £36. 

gięcia na trzy połacie. W pierwszej, obejmującej lewą 
/RYS. 236/ zwisaj ąćą część pręta, padzie (Z^/^o^^ ma
my: A^^^/^J^^^^ ^u^Z-^f, v d r u g i e j , gdzie 

Ą %ŻO, mamy 
wreszcie w trze

c i e j ^ prawej połaci, dla ośrodków odległych od £2 o — £ 
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mamy Ad.=j-{óć^ć-^y^A/Azj^A^^^ Łącząc te t r z y wzory 
w jeden mamy j ak zw y k 1 e 5 /l-jAćz+ź-gJ 7*21 (A-A2 S 7&&&b 
gdzie d l a połaci pierwszej należy pominąć końcowe dwa 
wyrazy, d l a połaci d r u g i e j pominąć wyraz o s t a t n i , a 
d l a połaci t r z e c i e j brać cały wzór. Dla pręta o s t a 
łym p r z e k r o j u poprzecznym mamy: AQ/IO£C =• 
+A(ł-tf/-i%, co daj rMfacit •-g£A-zjf-&-zJ%Azf 
o r a , .• Ź^f*2?^$Yx^-&y+£&-0'- gtf. 
Ponieważ w punktach Al i 23, jako podpartych, a więc • 
niezmiennych zatem d l a $=0 oraz mamy 
a=J?+£{<Z*$*+^-£Soraz: 0=J?+ć?A2^U daje 
wproś\ : ^ 0 C ^ 0 ^ S t S f J oraz--
— ~ygt~*^('<^+22>jS~~ Korzystając z tych 
wartości możemy wypisać równania odkształconej. -Czy
niąc w niem otrzymujemy strzałkę lewego 
zwisającego końca pręta , mamy bowiem: 2^AA~ 

Tak samo zupełnie, czyniąc o~~^ogólnym wzorze dla 
oci E *tałconej , moglibyśmy wyznaczyć strzałkę^; pra
wego zwisaj cjoego końca, prościej jednak można wypisać 
wzor ten bezpośrednio na mocy prawa s y m e t r j i , przeste-
wiając l i t e r y tZ i 6 co daj e: A-~/°S y/JŹ^Aó A— 



- 391 -
/ — £, — J $ szczególnym wypadku, kiedy ćZ=b=/l mamy ; 

Aby z k o l e i w ogólnym wypadku wyznaczyć strzałkę 
d l a połaci środkowej, czynimy jrJ*^o co daje ; 
ć^-^/^^^--^J~-j~f^-'XJ^—O. Równanie to ma wogóle t r z y 
p i e r w i a s t k i % % 7 o, " wyznaczające odpowiednie strzał-
k i ugięcia w punktach /RYS.236/. Będą to 
strzałki £7% 1 / . Świadczą one o I s t n i e n i u DWOGH 
punktów przegięcia poórodnich J7 i y y na odkształconej. 
Współrzędne Łych punktów J/ i otrzymamy z równania 
^ * % f P , to j e s t a równania £fa+^~^)+Atf£^)= 

3 t , a mamy: ^M^^^mM 
Gdy fS^A-Cć^J]A^AA mamy dwa punkty przegięcia ̂  i y ^ b 

rc pół rzędnych -fT i ̂ £ pomiędzy punktami JŹ.jfłjf, co od-
powiada trzem rzeczywistym pierwiastkom równaniayr=o 

wyżej wypisanego, to j e s t współrzędnym ^ ~Q ,któ
re ponadto muszą być dodatnie i mniejsze od Gdy 

^-ć^ś*, wtedy środkowa, połać punktów przegię
c i a n i e ujawniana równanie *0*~=*O daje t y l k o jeden pier
wiastek czyniący zadość warunkowi % ^ O, a wyzna
czający skrajną strzałkę ugięcia d l a połaci środkowej; 
wr e s z c i e , gdy wtedy ^ ^ f ~ ^ £ 
Poiiieważ i t u musi być d l a jako przynależnego do 
środkowej połaci: tfź-Jj^^O7 zatem musi być ̂^A-ĆZ^O, 
skąd. 6^7=7/^f o s t a t e c z n i e więc Z^^Ptf&tJ^^T? , 

"W bym wypadku zatem "ć+d-cz^&tĄ c z y l i (A-tśj^—CZ"y to 
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jest. — Biorąc pod uwagę niewyzyskaną dotych
czas nierówność , która daje ź^ćf widzimy, że 
Z~&^.0, a zatem ostatecznie ćZ=c-o. Otrzymany t y l 
ko co punkt j e s t punktem podwójnego przegięcia - w je
go sąsiedztwie odkształcona PROSTUJE SIE, nie zmienia 
jednak krzywizny względem o s i jak to n a j l e p i e j 
zresztą na RYS.237 postrzec się daje, gdzie / ^ f / ^ ^ S f ; 
I w danym również wypadku równanie j£fc==Py ma jeden t y l 
ko pierwiastek czyniący zadość warunkom tf-> ̂ >^0.^. 
W szczególnym wypadku, gdy cz= mamy dwa punkty 
przegięcia, gdy ZP>^€A^ to j e s t gdy 
gdy ^=221- wtedy punkty te zlewają się w jeden po
dwójny punkt przegięcia, leżący pośrodku, wtedy bo
wiem -yb=A= 2 . Wreszcie, gdy A<£s/ - środkowa 
część pręta odkształconego punktów przegięcia odkształ
conej nie ujawnia. 

Aby wyznaczyć dostateczny przekrój pręta, szuka
my skrajnych wartości momentów gnących, a przedewszyst
k i em wyznaczamy momenty odporowe, jako niewątpliwie 
skrajne d l a obu połać i bocznych, Marny zatera A^~?jrfa+ 

-^-•/^^Zazwyczaj jeden z tych momentów daje wartość 
najwyższą , niekiedy jednak należy zbadać czy w 
połaci środkowej niema skrajnej wartości momentu. 
W tym celu o J ^ ź a ^ ^ ^ 
Stąd mamy a+/- $^~70- oraz ^ = - ^ ^ / ^ ^ ^ ^ ^ ; ^ P o d s t a -
wiając tą wartość we wzór dla momentów mamy skrajną 
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W pewnyah warunkach t a wartość może być bezwzględnie 
największa. Tak naprzykład gdy CZ=p=A. mamy Ad^ =AŹ-

oraz j^^^ 
//^A^-f^/Ji Znów gdy 7>AA, to wtedy A^O, gdy 
źfert? wtedy wreszcie gdy A^J^l^-AŹ —O. W tym 
szczególnym wypadku skrajną najwyższą wartością momen
tu j e s t więc ALrjŁ=AL =AL. Gdy /<AA, wtedy do-
datnie -7i/n j e s t zawsze niższe od Adj . W samej rze -
czy „tedy ̂ = - | ^ ^ - ^ k | ^ ? skąd JŹ^-A-^KO. 
Największością momentu j e s t tu znów A =A^% Gdy zaś 
i^AA wtedy bezwzględna wartość momentu /^/^/ / / = = 

=7^--Ąf- będzie większa od skoro ^ ^ - ; / ^ > / J ^ 
to j est gdy Słowem d l a wartości ma-
my Am=--ffa*--4Ay=-fAi-Ą=Ą; dla będzie 
/ ^ . / ^ a d l a -/<YSy( będzie A=Aj. Czyniąc 
^AA^O^Y> wyznaczymy bezpieczny przekrój pręta. Tu
taj kończymy szereg przykładów prętów wyginanych. We 
wszystkich tych przykładach, tam, gdzie rozpatrywaliś
my pręty o stałym przekroju poprzecznym - miarodajny
mi dla wyznaczenia bezpiecznych wymiarów były wartości 
najwyższe momentów gnących. Należy więc umieć je zgó-
ry wyznaczać. W tym celu rozpatrujemy: 

§ 27. ZALEŻNOŚĆ MIEDZY SIŁA TNĄCA, A MOMENTEM 
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CNACYM PPZ^KROJU. 
Układ sił gnących, po oprowadzeniu do środka ma

sy danego p r z e k r o j u poprzecznego pręta odkształconego 
daje WYPADKOWY MOMENT Af I BILĘ TNĄCA P, równą alge
b r a i c z n e j summie sił gnących i do n i c h równoległą. 
Dla wyznaczenia Aj i T* należy brać, jak wiadomo, 
WSZYSTKIE SIŁY, LEŻĄCE PO JEDNEJ STRONIE rozpatrywane
go PRZ EF ROJ U pręta odkształcone go. Wiemy, że skraj n e 
naprężenie jakiegokolwiek p r z e k r o j u ^ =Af:j/f prze
t o , aby wyznaczyć NAJWYŻSZE NAPRĘŻCIE GNĄCE, panują
ce |£ pręcie, NALEŻY WYZNACZYĆ PRZEKRÓJ, ODZIE ILORAZ 
Ą:fA STANOWI MAX1MUM. PRZEKRÓJ t e n , PRZYNALEŻMY DO 
NAJWYŻSZEJ WARTOŚCI y^^ZOWIEMY NIEBEZPIECZNYM, pa
nuje w nim bowiem najwyższe naprężenie pręta. <^V/V~ 
=/Af'^(Jm , gdzie znaczkami A oznaczyliśmy odnośne 
wartości najwyższe. Dla prętów o stałym pr z e k r o j u bę
d z i e to niewątpliwie PRZEKRÓJ, PRZYNALEŻNY DO NAJWYŻ
SZEJ WARTOŚCI MOMENTU GNĄCEGO Aź . Ponieważ v większo
ści wypadków mamy do c z y n i e n i a z prętami o stałym 
przek r o j u poprzecznym, należy więc umieć wyznaczać Af 

Rozwiązanie togo zadania otrzymamy najłatwiej, o p i e r a 
jąc się ha zależności rui ędzy 7*1 Af, Aby ją poznać 
bierzemy pod uwagę pręt w j a k i k o l w i e k sposób odksżtał-

eony poc jarzmem układu sił gnących 
obciążających pręt Po JEDNEJ STRONIE rozpatrywanego 
o r z e k r o j u poprzecznego o środku masy O , leżącym na 
odkształconej. Siły P . . . . fi) leżą więc ws z y s t k i e 
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w płaszczy
źnie gięcia 
prostopadle do 
pierwotnej o s i 
podłużnej 
pręta nieod-
keztałconego. 
Po sprowadzeniu do środka O, odległego o % od począt
ku o s i £2%, siły te dadzą fOMSNT SPADKÓW A=±2)°ćf$k 

W^Ai£ # : SSfi WSAAM 
gdzie przez ^ oznaczamy odległość siły ̂  od począt
ku o s i S? . Ponieważ siły A leżą po jednej stronie 
przekroju, zatem oś ^*Oj należy więc uwzględnić k i e r u 
nek momentów składowych piaząc symbolicznie -A(&~%jj 
w zależności od kierunku*siły. Wyżej wyznaczyliśmy 
prawo określania kier u n k u obrotowego momentów leżą
cych w przekroju. Tutaj więc momenty sił dodatnich, 
bo skierowanych ku dołowi będą leżały na ujemnej osi 
O.X w przekroju poprzecznym pręta, która to oś j e s t 
prostopadła do płaszczyzny gięcia, natomiast momenty 
sił ujemnych na dodatniej o s i ć£Tskierowanej ku pa
trzącemu* Te momenty, jako różnokierunkowe dadzą mo
ment wypadkowy leżący na dodatniej lub ujemnej osi OA 
Ponadto siły A, sprowadzone do ośrodka O dadzą wy-

" P7 r? 
padkową siłę tnącą 7^*Ę±J*i:jg±.M±g= X ~ ^ f . _ 
Kierunek t e j siły j e s t sam przez 3ię oczywisty. 

Weźmy z k o l e i pod uwagę przekrój sąsiedni, nieco 



- 395 -
dalej od sił Pf w k i e r u n k u j leżący. SroHek jego 
masy będzie więc leżał na odkształconej w O odległym 
od £ o 69(9/Załóżmy, że między 6? i £>'NIE DZIA
ŁA ŻADNA SIŁA SKUPIONA J% . Po sprowadzeniu do tego 
nowego ośrodka O' siły J~? dadzą moment wypadkowy 
^ - ' ^ - ^ - ^ ^ 1 ' - ^ - ^ ^ - ^ - ^ ' --

tg/Ź-fr^ ±m-xJ^%- -źM * 

Stąd mamy y ^ - ^ ^ / J j ^ o s n a o s m y =ai/>i, a setem 
y 7 ^ Zupełnie ten sam wynik możemy otraymac 

rozumując w następujący sposób: Ukiad Eił po spro-
wadzeniu do ośrodka zastąpiony został wypadkowemi 
Ją i T','można więc nadal miasto sił 7? rozpatrywać wy
łącznie układ Jeżeli tedy chcemy oprowadzić s i 
ły do środka O j e s z c z e bardziej od tych sił od-
ległego, to miasto sił 7? możemy brać jeno moment 7tf. 
i siłę. tnącą 7* przyłożoną do punktu O. Koment jako 
wektor noż^ być bezpośrednio przeniesiony z O w <P , na
tomiast siła 7^ oo przeniesieniu do £?da. taką samą siłę 
tnącą 7* oraz dodatkowy moment 7^7%— zatem całkowity 
moment w O będzie 71 =Tl-ł-7h7'%' zupełnie tak, jak wy
żej . 

Otrzymany wzór zawodzi, gdy między O i O działa 
na pręt skupiona siła 7~^ w odległością*^'' od środka 
O' przyczem niewątpliwie -Z-^ć/AW tym wypadku 
71' =J%+7Ó7%+J^^<?7ZA? a zatem zależność poprzednia nie 
da się utrzymać, mamy bowiem fj^~Z^J'(^^=-^~=P^^P.^ 
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Tylko co przytoczony sposób rozumowania pozwala ustalić 
zupełnie taką samą zależność w wypadku obciążenia cią
głego, jednostajnie rozłożonego wzdłuż pmta w stosun
ku KILOGRAMÓW NA JEDNOSTEK długości pierwotnej 
pręta nieodkształconego. Oznaczmy przez £2 % kierunek 
osi podłużnej pręta nieodkształconego. Na odkształconej 
w odległości % od początku osi £2 , obieramy punkt O 

- SKODEK l^ASY PRZEKROJU POPRZECZNEGO pręta odkształco
nego i sprowadzamy do tego środka, obciążenie jednostaj
nie rozłożone wzdłuż jednej części pręta, leżącej poza 
przekrojem punktu O w kierunku rosnących współrzęd
nych J> , a więc lewej części pręta. To sprowadzenie da 
wypadkowy moment Jtf i siłę tnącą T% przyłożoną do 
środka O. 

Weźmy pod uwagę z przeciwnej, a więc prawej st r o 
ny leżący sąsiedni punkt O , odległy od punktu poprze
dnio rozpatry
wanego o 00= 

-c/^ Obciąże
nie lewej czę-

PfiĘT/l CZĘ5C LEWP 

% m m 

O] 

S? 

o' 

ści pręta wzro
śnie o siłę 

4 

działającą pomiędzy O i O v; odległości ̂ y^-^-<^§^ bę
dziemy m i e l i zatem d l a punktu O wartość momentu 
^ / ^ ^ ^ / ^ • ' ^ - ^ ^ ' ' f P o m i j a j a c małe wyższych rzędów i oz
naczając znowu przez cM =J1-M będziemy mreii dM-jP^ 
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Stąd otrzymuj emy następuj ące: 

TWIBRBZMIB PIERWSZE. SIŁA TNĄCA PRZEKROJU PBETA 
PŁASKO WYGIĘTEGO STANOWI POCHODNA, MOMENTU GNĄCEGO 
PRZEKROJU PO ę/% , PRZYCZEM Z OZNACZA ODLEGŁOŚĆ ŚROD
KA MASY TEGO PRZEKROJU, klERZONA WZDŁUŻ OSI PODŁUŻNEJ 
PRĘTA NIEODKSZTAŁCONEGO OD PEWNEGO POCZĄTKOWEGO PUNKTU 

Całkując mamy Aj^/Th/o + możemy zatem wyzna
czyć wartość momentów gnących, gdy znamy siły tnące 
przekrojów. Najlepiej to uskutecznić wykreślnie, całku
jąc wykres sił tnących. Z tego wykresu możemy również 
wyznaczyć przekrój o skrajnej najwyższej wartości mo
mentu gnącego Ai^ . Ponieważ wtedy niewątpliwie 
zatem d l a tego przekroju 77=0 , a l i n j a wykresu prze
cina swą podstawę. Stąd: 

TWIERDZENIE DRUGIE. SKRAJNE WARTOŚCI LOkENTU GNĄ
CEGO PRZYNALEŻĄ DO POPRZECZNYCH PRZEKROJÓW PRĘTA PŁAS
KO FYGIĘTEGO, DLA KTÓRYCH SIŁA TNĄCA RÓWNA JEST ZERU. 

Aby więc znaleźć Atf należy wyznaczyć wykres sił 
tnących pręta wygiętego,, buduj ąc kolejno d l a poszczegól
nych jego przekrojów poprzecznych w należytej s k a l i 
wartości sił tnących A-^-Jf . Punkty przecięcia się 
otrzymanej w ten sposób l i n j i wykresu z jego podstawą 
wyznaczą przekroje poprzeczne pręta, dla których moment 
osiąga swe minimum,lub marimum. Dodatkowe badanie wy
znaczy z pomiędzy tych skrajnych wartości momentów -
wartość najwyższą . Przy wyliczaniu momentów zna-
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§ ,28. T\?1KRD2SNIB O TRZECH MOMENTACH. 
Rozpatrujemy pewną częśó pręta wygiętego, spoczy

wającą nr dwóch sąsiednich oporach 'A'/J& /RYS. 2 4 l / . 
?oz cBtatjph czę
ści prętasłącz-
nie z ódhósneini 
podporami nie 
bierzemy wcale 4» H*—Z 

Ą 
pod uwagę.Obie- ja
rając punkt/?, jako początek współrzędnych,prowadzimy 
zeń oś w kierunku pierwotnej o s i podłużnej prę
t a , a oś w dół i wyznaczamy odkształconą. Na od
kształconej obieramy dowolny zresztą punkt O odleg
ły o A of^ punktu 23 - będzie to środek masy poprze
cznego przekroju pręta odkształconego 

Niechaj obciążenie całkowite lewej części pręta 
sprowadza się do ośrodka A , dając moment gnący 
i siłę tnącą . Podobnie również całkowite obciążę 
nie lewej części pręta po oprowadzeniu do ośrodka B 

niech daje moment gnący Afl i siłę tnącą 71 w tym 
punkcie. W punkcie (2 niech ponadto panuje moment 
Oznaczmy siły skupione, panujące wzdłuż części AB 

pręta przez / ^ / j ^ ^ oraz przez 2%,<P. 2f— 
siły przyłożone wzdłuż pozostałej części pręta pomię-
dzy (A i 23 . Wyodrębniona przez nas częśó pręta poz> 
staje więc pod jarzmem sił 2^,^, 
działających w odległościach 2? ?2 A . X X....Al. 
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od A? . Siły te zresztą nie są wskazane na rysunku. 
Wyznaczmy Af, . Obciążenie lewej części pręta składa 
się z obciążenia panującego pomiędzy A i - c z y l i z 
sił Aj\ Ajj J^fj oraz z sił przyłożonych do pręta po
za punktem AL . Siły AA, Aj, ^ dają więc moment wy-
padkowy -2/( ~ %J * Ponadto należy jeszcze uw-

Ć'-./ c o s 

zględnió obciążenie pręta z poza punktu które spro 
wadzone zostało do momentu JłŁ i siły tnącej Af ,a 
ten układ po sprowadzeniu do ośrodka Ć daje znów mo
ment Al , siłę tnącą Af oraz dodatkowy moment 
Tffff^~~ff) » gdzie o oznacza odległość S125'% Ostatecz
nie więc w C panować będzie moment Af =AjL f" 

fi Tff f^f- %jj+^fA żJf(A^ ~%J. Ponieważ przy Z=o naj oczy-
wiściej Af=A/7ztem AC=A£ +jtf+JF*\Ą ^ 
taj znakiem summy należy objąć tym razem już wszyst-
kie siły jP,j£9 Aj . Stąd mamy Af=—~~ 
-fg^.,i ostatecznie: A2 = A/^/A^-^~^- + 
/•^^^"^-•^^^?O c łybyśmy rozpatrywaną część AA" 

pręta przepiłowali wzdłuż przekrojów^ i _2?, to 
otrzymalibyśmy belkę AB opartą swobodnie na dwuch 
podporach, a obciążoną układem sił JA,-^ A?. Siły 
te dałyby odpórę A=-rz: ^±Ao{ i która po sprowadzę-
niu do ośrodka ćj wyznaczyłaby moment Al— jjjf)~ 
= ~IA T7f A % Ponadto pomiędzy .Al i -działają, j a -
kośmy to założyli siły ^C,A, AA\ łączny ich moment 
po sprowadzeniu do ośrodka ^ wynosi A^L$Ś>~~fjJA» 
Ot tatecznie więc w 6 panować będzie mcyęnt 
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/*= 27 *J?f<?. ±Ę& gdy pręt roze-

tniemy"**A i £,? Zatem y>/-y^ f ~4%&i 
co daj a następujące: 

TWIERDZENIE 0 TRZECH MOMENTACH. MOMENT GNĄCY 
PRZEKROJU POMIĘDZY DWOMA PRZEKROJAMI POPRZECZNYMI PPvE-
TA PŁASKO WYGIĘTEGO RÓWNY JEST SUMIE TRZECH MOMENTÓW: 
l- o . MOMENTU OPOROWEGO LEWEGO - 2-o. RÓŻNICY MOMENTÓW 
OPOROWYCH, PRAWEGO MNIEJ LEWEGO,MNOŻONEJ PRZEZ ODLE
GŁOŚĆ TEGO PRZEKROJU OD PODPORY LEWEJ I DZIELONEJ 
PRZEZ ODLEGŁOŚĆ POMIĘ
DZY PODPORAMI - WRE-
SZCIK - 3-o.MOMENTU, 
JAKIBY PANOWAŁ W DA
NYM PRZEKROJU,GDYBY 
PRĘT KOŃCZYŁ SIE NAD 

0 

OWEMI PODPORAMI I PO
ZOSTAWAŁ POD JARZMEM 
SIŁ DZIAŁAJĄCYCH MIĘ
DZY NIEMI. 

Jako przykład 
weźmiemy pręt prosty 
A 13 , na dwóch pod-
porach A i J5 oparty, 
a jednakowo wystają
cy poza niw. Gdy ob
ciążymy go sił? 
działającą pośrodku 
WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW - *Wtm Y\VI 
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pręta, ulegnie on wygięciu, jak to wskazuje RYS. 242. 
W danym wypadku odpory będą Al=2? — — A7

 t aby więc 
wykreślić linję wykresu sił tnących -/^/RYS.243/ na
leży pod jĄ zbudować AL<Z=-Ay=iA% Ponieważ ta sama 
siła tnąca panować będzie we wszystkich przekrojach 
aż do C zatem należy przeciągnąć prostą uc/2AcBo 

aż do tego punktu. W €> przyłożona j e s t siła ̂^y-7 skie 
rowana odwrotnie - należy więc wykreślić cA=AP i za
kończyć wykres prostą ^2 22AoBi , aby móc w punkcie 

powrócić do podstawy budując ostatnią siłę - odpo
rę A>=-2J-£BM Wykreślanie znacznie ułatwiają strzaJ 
k i sił. Widzimy stąd, że l i n j a wykresu przecina pod
stawę w punktach 2ł.jr i 23 . W punktach A i 23 mo
ment j e s t równy zeru, niema bowiem na wystających koń 
cach pręta żadnego obciążenia - przeto punkt AA odpo
wiada najwyższej wartości momentu A^f . W danym wy
padku ^A~J/^B~^'' ^° n a z a 8 a d z i e tylko co dowie 
dzionego twierdzenia Al=yU> . Moment umiemy wyzna 
czyć wykreślłiie - można go również otrzymać całkując 
wykres sił tnących, to j e s t wyznaczając wykreślnie po 
wierzchnie zawartą między podstawą wykresu sił tną-
cych, a linją łamaną tego wykresu AlćZco222* Otrzymu 
jemy w ten sposób wykres momentów AeB wyznaczaj ą-
cy skrajną wartość 2^1 momentu dla punktu A gdzie 

Jeżeli ten sam pręt obciążymy zewnętrznie w od
ległości -l od obu podpór jednakowemi siłami A^ , to 
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odpory pozostaną te same A = 23 = —2~? ; bodzie to 
znane nam wygięcie LALIAHLE^A. Kreśląc d l a danego wy
padku wykres sił tnących /RYS.244/ należy /RYS.245/ 
zbudować linię A<Z ćzAł236oA3 która dla, środko-

o o o o I 

wej części pręta A23 daj u A=O, co oznacza, że 
dla t e j części pręta wartość momentu gnącego j e s t 
najwyższa, a zarazem stała. Z łatwością się o tern 
przekonać możemy, rysując wykres momentów. W tym ce
l u mierzymy powierzchnię prostokąta AQ<zo<xA i odkła
damy ją w należytej s k a l i jako odcinek Aćł'. Prowa
dząc <Z-'A 2/Ao23o i łącząc &Ą\ A z AŁ0 i A3o otrzy
mujemy szukany wykres. Dla części środkowej pręta ma
my na mocy wyżej dowiedzionego twierdzenia A' —Aź^ 
+ -^~fa3~Aj/

lC , bowiem niewątpliwie Aź = 
=Au'=Afg=23-6 ponieważ prostokąty AaAa i A£&23 
są równe. Ponadto w danym wypadku środkowa część prę
t a j e s t pozbawiona obciążenia zatemyU = c , zatem 
Al=AiA= POWIERZCHNIAJA^uA/^AA , wynik, który 
już dawniej otrzymaliśmy nieco inną drogą. 

Wyprowadzone wyżej twierdzenie l e p i e j się uwy
datnia w oświetleniu wykreślnerc. Niechaj odcinek Acz-

~ALt a zaś 232>=2HIi ; ponadto niechaj krzywa A (223 

stanowi wykres momentów^/^ rozpatrywanej części prę
t a . Obierzmy dowolny przekrój pręta o A odległy od 
prawej podpory 23 . Prowadząc 2°ul równolegle do Aź 

A 
lub do MB w odległości od 23 i łącząc prostą punkty (Z i A mamy najwidoczniej A6}—A2 ~A% 
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+ -^rJty"/^/oraz OQyit. Stąd m =Ą p& =A~ 
odcinek AU wyobraża moment obranego przekroju. Momen-

ms. ty A. i Aź_ zazwyczaj 
nazywamy MOMENTAMI 0DP0- \ 
EOWYM. Są one wygodniej
sze w rachunku niż odpo
ry, a zwłaszcza w wypad

kach bardziej złożonych. Istnieją ponadto zagadnienia 
dotyczące prętów STATYCZNIE NIEWYZNACZALNYCli, które 
inaczej rozwiązać się nie dają - jenc z pomocą momen
tów odporowychf łącznie z nader prostem twierdzeniem, 
Które zazwyczaj znane j e s t jako: 

$ 2.9. li.Zófi CLERC^A. 
Wyżej otrzymaliśmy wzór 2 o/g w któ' 

f c/Ż 4 ^ 
rym o/Z oznacza różniczkę łuku odkształconej pręta pła
sko wygiętego, a kąt nacnylenia dwóch sąsiednich je
go odkształconych przekrojów poprzecznych. Niech prost* 
£2A oznacza pierwotną oś podłużną danego pręta.Po ob
ciążeniu układem sił gnących pręt wygnie się, jego oś 
podłużna przejdzie w odkształconą. Weźmy pod uwagę do
wolny łuk odkształconej o skrajnych punktach A}f%'>/%) 
i > /^ Y S y&Jh\ Wygięcie pręta z założe
nia nader nieznaczne pozwala utożsamić element rozpa
trywanego łuku odkształconej CC'—cAz—z przyrostem c/% 
współrzędnej % punktu co daje c/z =o/jf* Jest to 
dopuszczalne, bo przy słabem wygięciu odkształcona nie
wiele różni się od pierwotnej o s i podłużnej pręta.Przez 
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A' 

/ 
•r / 
• *\ 7* i? 

łff>8 ^^^^ łff>8 ^^^^ 

5 

obrane sąsiednie punk
t y Ci 7 prowadzimy sty
czne łuku A-ff—utwo
rzą one kąt PA', który 
możemy wyznaczyć z rów
nani a * = 
- A A n>-
—rrr T — w ktorem 
JU oznacza moment gną
cy przekroju poprzecz
nego, przynależnego do 
punktu ^odkształconej^ 

a - moment bezwładności tego przekroju względem 
osi prostopadłej do płaszczyzny gięcia, a przechodzą
cej przez punkt C - środek nr.sy przekroju. Kąt c/?0wy
znacza zarazem pochylenie odkształconych przekrojów, 
poprzecznych, przynależnych do sąsiednich punktów C 

i C odkształconej, a zarazem i kąt pomiędzy dwiema 
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sąsiedniemi norrnalnemi odkształconej. Biorąc summę 

Ai / 
tych kątów d l a całego łuku mamy )A — / ~/B~~7~a1?> 
wzór, który wyznacza kąt, j a k i tworzą skrajne styczne 
rozpatrywanego łuku. Oznaczmy przez KAT POkl^DZY 
OSIA a styczną łuku w skrajnym jogo punkcie Aj 

przez t/J takiż kąt pomiędzy osią u styczną łuku w 
B , wtedy ^ -^"^-/^jrf ć&y&k to z łatwością 
postrzec się daje na rysunku. Kąt cAA można wyrazić 
jeszcze w inny sposób. Podzielmy łuk AB na elementy 
A^BA • Gdybyśmy pręt znagła w A rozcię
l i i po zamocowaniu w AJ- JOO zbawi 1 i obciążenia zewnętrz 
nego, to rozpatrywana część AB pręta odgięła by się 
i wyprostowała. Z początku rozgiąłby się skrajny ele
ment A2 , przechodząc w prostą AcA styczną do łuku 
AB w jego punkcie A ; z k o l e i po wyprostowaniu się 
drugiego elementu AA - odgięta część boku y^iC^prze-
c z i a by w prostą A/ó , styczną do łuku AB w punkcie 
A . To samo zjawisko zachodziłoby przy odginaniu się 
dalszych elementów łuku, który ostatecznie ułożyłby 
się cały rozgięty na stycznej skrajnego punktu AA w 
postaci odcinka BA\ Przez ten cały czaB skrajny 
punkt A łuku przechodziłby kolejno z A do cA > do '/%Ą 

wreszcie zatrzymałby się w A , zakreśliwszy łuk AA* 

Przeprowadźmy proste BAoAA?%cra.z AAo/AA?yr a 
otrzymamy BĄ-^-^ craz BoB-y^~^ . Wobec nader 
nieznacznego wygięcia pręta możemy niowątpliwie rozpa
trywać odcinek A AA t jako łuk koła o promieniu 
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•M<P0 • Stanowi tc założenie CLERC%A, zupełnie uzasad
nione dla prętów wygiętych nieznacznie. Ponieważ kąt 
/]'2?A = & zatem, jako łuk koła AA/l'=^x& = 

P c n a d t c 4M t=M ^9 
Aby wyznaczyć niewiadoma Sj/j' rozpatrujeiay element 

łuku przynależny do punktu C odkształconej. 
Budując w C i ć styczne i cdkształconej, 
oraz prowadząc CC //22^ możemy ponownie rozpatrywać 
odcinek (C/Sc) , jako łuk koła o promieniu CCf 

Jest bo oczywiście to samo założenie CLERC^A co i 
pierwej - pozwala cno wypisać wartość cząstki J$ te
go łukuj odpowiadającej wartości kąta c/P , w posta-
c i —'ófJ&A. Oały łuk y jako złożony z 
elementów /"o będzie oczywiście równy: y (/A~ 

=/ r*T To-ZJt&$i& ostatecznie : 7%-%/%=?£lfc+-

Ten wzór łącznie z wyżej otrzymanym znany j e s t 
jako W(m CLEKU " i i , ^yżej było: -=^*A£±ę/g, 

- ^ m A A m - ^ W ******* 
Wobec tegc, że punkt ^5* może być zupełnie dowol

nie na odkształconej obrany, oznaczamy jego współrzęd
ne wprost przez p>, ̂ * ; a wtedy mamy WZÓR CLERCXA w 
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a* f 3/7 & A 

Jest to najoczywiściej RÓWNANIE ODKSZTAŁCONEJ 
PRĘTA PŁASKO WYGIĘTEGO. W wielu wypadkach prowadzi 
ono szybciej do celu niż zwykły wzór dotychczas przez 
nas wyłącznie używany. Jako przykład tego rodzaju wy
padku bierzemy pod uwagę przypadki statycznie niewy-
znaczalne, które, jakeśmy to wyżej już w i d z i e l i roz
wiązują się metodą zwykłą z pewnemi trudnościami - tu
taj metoda CLERC^A da nam wynik prosty i bezpośredni. 
Rozpatrujemy więc: 

§30- PRĘT JEB NYU KOŃCEM OSADZONY, DRUGIM WYSTA
JĄCY POZA PODPORĘ, A OBCIĄŻONY DOWOLNYM UKŁADEk SIŁ 
GNĄCYCH. 

Pręt A02?o pierwotnie prosty, osadzono końcem 
i podparto w punkcie A . Oznaczmy przez A i 

2? odpory wywołane obciążeniem gnącem odpowiednio w 
punktach przez A^ i Ai^ - odnośne momenty. 
Pozostałe znakowania znamy już z ustępu dwudziestego 
pierwszego, gdzie rozpatrywaliśmy podobny wypadek. 
Niech obciążenie zewnętrzne składa się z niż. 2? od
ległych o ^ od początku stałych współrzędnych 'j2 . 

Równania s t a t y k i dają Al + 2? + Z! 2?=Ot oraz dla oś
rodka momentów Q ' J&A+ 22J?Ate *AŹffAA- * gdzie 
przez 2tf oznaczyliśmy moment osadzenia pręta a sumo
wania winny ogarnąć wszystkie siły układu. Stąd 22= 

— ~AĘ~A oraz A-'-fA^jg + JjJg-^JU,Jeat to ?/ypa-
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dek statycznie 
niewyznaczalny 
- nie możemy 
bowiem otrzymać 
AL z rownan 
s t a t y k i . Nato
miast wzór CLEH-
CSA daje 0% 

wprost. 

E 

v 4 ł i 

Zastosujmy wzór CLERć^A do części AA?pręta; 
wobec osadzenia pręta w A3 mamy niewątpliwie ; j ^ - < ^ 7 

f ^ = & , oraz Ałg = G , odkształcona bowiem j e s t stycz
na do o s i £2% w tym punkcie, Ponadto d l a p u n k t u ^ 
jako podpartego mamy 2C. oraz óJ], •= O, stąd: 

<7 
gdzie: Ji=Ą^-^^-A(JYi.^ 

Tutaj przez j^f oznaczyliśmy moment panujący w 
dowolnym punkcie pośrednim C oddalonym o 3 od począt
ku współrzędnych £2 , a leżącym w rozpatrywanej czę
ści AA? prętat Wzór d l a AA stanowi wyżej dowiedzie 
ne prawo o trzech momentach. Stąd: 

7 f . r ^ A f i ą m 7 ^ ° : -

Tutaj należy zauważyć, że moment Atf^ możemy zaw
sze wyznaczyć, sprowadzając do p u n k t u ^ , jako ośrod
ka, siły przyłożone do wystającego ^ońca A^A? pręta. 
Ten układ A7 stanowi cząstkę całkowitego układu gną-
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cego; zatem jedyną niewiadomą równania jes t moment 
który wyznaczamy: /}/ = 7Al / ( ^ -^y -̂

M szczególnym wypadku* gdj pręt ^ończy się ponad 
podporą to jes t gdy układ / f 7 nie i s t n i e j e( mamy 
M^o . stąd więc A„=-c/^p^y^:p^%^:_ 

Ponadto d l a pręta jednorodnego o stałym przekroju 
wszędy J QSJi stałe, możemy więc napisać : A^ — 
=-t//*(ć-$/ć/5 'A / / - ^ / " v ^ f . Tylko co wyprowadzony 
wzór dotyczy wypadku rozpatrywanego w § 22* Obetnijmy 
pręt jednostajnie obciążony A-& na jednostkę długo
ści w punktach B i A? t a otrzymamy odpory A=A?~ 

stąd: =A*r-fi-óy-y^i-AA-^A-- mm 

— T J - — liA~7r~7£^~-P°NACIT0 aamjO^ ̂ ^ _ ^ / ^ y - — 
i ostatecznie mamy •=.-•' — w y n i k , który już 
znamy z § 22• Z k o l e i bierzemy pod uwagę: 

§ 31. PRĘT OBYDwU KOfrCAkl OSADZONY, A OBCIĄŻONY 
D0V/0LNYk UKŁADEM SIŁ GNĄCYCH. Zachowując znakowania § 
23 i oznaczając przez Z/7 siły ukiadu gnącego, odle
głe o od początku A? współrzędnych możemy wypi
sać równania s t a t y k i Al +2Ź53 + HAl I? =0, oraz dla punktu 
/$?jako ośrodka momentów Aź +Atf^AAA^^+AŹS=OJ gdzie 
przez AH i Ai oznaczyliśmy momenty odporowe, c z y l i 
momenty osadzeń pręta. Stąd A? -/-ytf^ —A^—ŹA?y^J-ly 
oraz: . A?^ź3Af-A£ 
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J-est to za

tem wypadek pod
wójnie niewy zna-_^; 
czalny statycz
nie, nie możemy 
bowiem otrzymać 
z równań s t a t y k i 
ani ani Ai , Zaetbaujmy oba wzory CLERC%A do da 
nego wypadku - wobec osaczenia pręta w A i 23 mamy 
niewątpliwie 4 ffi =Oj &:=Oy oraz ~OV jfe -

-O , — O , odkształcona bowiem j e s t styczna 
do o s i £2% w punktach Zl i 2? jako osadzonych. Pierw 

" ° Z^i o/ 
szy wzór CLERC^A da nam zatem 0=^2, ~ r ,drugi: 

d i a dowolnego punktu C0 odkształconej, odległego o 
od początku współrzędnych. Stąd: &&zf£~ef * 

a oonadto: M fMźk&l A Ą ^ o 

W ten sposób otrzymujemy dwa równania linjowe 
względem y^/ i i 2 których wyznaczymy wartości 
obu momentów odporowych. V« szczególnym wypadku, d l a 
pręta jednorodnego o przekroju stałym, 2%^c/f j e s t sta
łe, a zatem będziemy m i e l i znowu: 

ZL 
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As P, £* rijfjZ--^ Af / y r i / i ^ 

~T~T?~ J ^U&W^^^ 

f-%)cŻ%=0. Stąd: ^ - ^ / > ^ 5 " , oraz: 

Ą+AĄ;^J^.r£źM/?' i o e t a t e c z n i e : y ^ ^ ^ ^ 4 

r 
Tylko có wyprowadzone wzory dotyczą również wy

padku rozpatrywanego w § 24. Obetnijmy pręt 
a otrzymamy, przy jednostajnem obciążeniu fi^ą na je
dnostkę, moment^--/^^/^^J~ ^^"P"- Ponieważ 
niewątpliwie: 

t^-f=J^ff+^-^f; ponadto: 

Stąd ostatecznie: A=-A-A~ + -£JL _ ^£f9 

oraz y ^ — T ^ T - * •r^^/-^//= ~~ zW" > Te r>Tilkl 

znany już z § 23. 
Wzór CLEKC'A daje zwłaszcza nader cenne wyniki 

przy badaniu wypadków wielokrotnie niewyznaczalnych 
statycznie. Aby to udowodnić rozpatrujemy tak zwane: 

§ 32> BELKI W1KL0PRZĘSŁ0WE. 
Pierwotnie prosty pręt, swobodnie oparty na 72+ź 

podporach stanowi tak zwaną BELKĘ ?Z~ PRZĘSŁOWA,Skraj 
ną prawą podporę obieramy za początek stałych współ
rzędnych. Oś prowadzimy wzdłuż pierwotnej o s i 
podłużnej pręta nieodkeztełconego, oś S2^2 kierujemy 
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pionowo w dół, a $2'/} prostopadłe dc płaszczyzny , 
/JRYS.25ł/ ku patrzącemu. Oznaczmy podpór pręta 
nieodkształcone-
go przez At K&s. 251. 

a odległość 
tych podpór od 
początku współ
rzędnych przez 

W stanie 
odciążonym pod
pory te leżą wszystkie w poziomie QA * P° obciąże
niu pręta pewnym ściśle określonym układem sił gną
cych, prostopadłych do A> , a leżących w płasz
czyźnie gięcia ^ 2 ? ^ , podpory mogą uledz obniżeniu 
lub podwyższeniu o <2~<3̂ ..../2r przyczem zakradamy 
zgóry, iż odległości i c h od początku współrzędnych 
żadnym zmianom nie uległy /RYS,252/. Oznaczmy przez 
Ą z'=ą ź,Ą....?Z, ODPORY, a przez M£ MOMENTY 0DP0-
ROWE, przynależne do podpór jC. pręta odkształcone
go. Równania s t a t y k i w zastosowaniu do ośrodka 
dadzą IJ~Ą-+ EJ?=O, oraz %?+£J&/*0% gdzie 
przez j& oznaczyliśmy poszczególne s i i y układu gną-

J 

cego, a przez . i c h odleŁ ."ości od Irć—• 
Te równania wyznaczają dwie odpory, pozostałe 

72-f nie dadzą się statycznie wyznaczyć - mamy tu 
więc do czynienia z wypadkiem /^-//-krotnie niewyzna 
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czalnyra. Weźmy pod uwagę jakiekolwiek trzy sąsiednie 
podpory A ,-A^,, pręta odkształconego, określa: 
jące dwa sąsiednie PRZĘSŁA - przęsło^/JT pomiędzy 
jĄfr iAA oraz przęsło MA^2 pomiędzy i A^a. 

Rozpiętości tych przęseł nieci; byuą odpowiednio ̂  i 
^ , j ak to zresztą najlepiej wskazuj o RYS. 253. Za
stosujmy wzór CLERBnA kolejno do obu tych przęseł. 

Aby upro
ścić wzo-J?xs. 253. 

ry wprowa
dzamy po
mocni czą 
zmienną 
"2-wy ra»a-
jącą odle

głość j akiegokolv/iek punktu C odkształconej od osi 
skrajnych podpór. Będziemy m i e l i zatem dla PRZĘSŁA 
„JT+f* współrzędne łcfcjr*? j &rtKt o ras r ^ f 5 

=uit=W95F?b* ^ g d z i e przez ć£ oznaczyliśmy 
kąt, j a k i tworzy odkształcona w punkciG B^, z osią 
£2%+ Przypisujemy mu wartość dodatnią, bok jego bo
wiem bieży w dół. Mamy więc tutaj wzór CLERCXA: 
&g- -/"/ Y>+ / / r ć&ćfój.lBk. samo zupełnie ma-
my dla PRZĘSŁA k/ł* ^współrzędne %=^A°; 

oraz •^Jr<Ar^/Y?fJ^=f-A-y ponieważ w danym wypadku 
bok kąta skierowany j e s t ku górze, aczkolwiek rozwar
tość kąta j e s t ts sama. Stąd łięc: - - F^^A"-' 
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A ; '*K/!Ź / 

/- / ->/ -rćłJc/ćł). Na mocy twierdzenia o trzech momen-
tach będziemy ponadto m i e l i dla dowolnego punktu C 
leżącego w przęśle „ A*+1 — wartość momentu gnącego 
*l=/l^jh (AJ^ JyU ; a dla takiego samego 

punktu w przęśle „ /i" wartość 4 ^ f d ^ s / t : ^ ^ ^ ^ % f ^ ! p ^ ' 

Biorąc wszystkie tu wypisane wzory pod uwagę piszemy: 

Zbierając podobne wyrazy mamy stąd ostateczny 
wzor: 

Ź 7 u A^lA^J £cA 

_ ff"**cv U<; Z Af Mr 7Zfm> , __A 'fSdgźh 
W i « A ^' r ° /•> " **A<* 

Ź?A 4 ^ y 

+7A^AA¥*T7ŁAAAL-:O. h 
Cd A?^ 

Zawdzięczamy go pracom CLERC%A - ochrzcimy mia
nem CLERC-BRESSKVA, ponieważ BRESSE zapoczątkował ten 
dział WYTRZYMAŁOŚCI. Ten wzór wiąże w sposób linjowy 
trzy sąsiednie momenty odporowe. Ponieważ mamy 7% 

przęseły możemy go zatem wypisać kolejno dla 1 i 2-go 
przęseł, następnie d l a 2 i 3-go, potem d l a 3 i 4-go5 

wreszcie dla i /2-go przęsła: słowem otrzymać//-/ 
zależności linjowo wiążących momenty odporowe. Z tych 

ó h a mv wvznaczvć //-/ momentów odi»orowych daj-
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my na to AJ7A9, ALA* » pozostałe dwa momenty 
AiQ i JM?, określimy z warunków końcowego obciążenia 
be l k i wieloprzęsłowej. Tutaj mogą zachodzić następu
jące wypadki: 

1- o. BELKA KOŃCZY SIE TUŻ NAD PODPORAMI A0 i 
An . W danym wypadku A^M^O.^ 

2- e. BELKA ZWISA POZA PODPORY SKRAJNE /RYS.254/ 
a wystające końce ulegają jarzmu układów 2?0 i -ł£j~ 
sił gnących. Tutaj momenty A i AL otrzymujemy bez
pośrednio, sprowadzając owe układy A0 i -4,vdo ośrod* 
ków A0 i 

3- o. BELKA JEST ZAMOCOWANA U OBU KOftCOW ̂ YII 
255/. W tym wypadku wzór CLERC*A pozwoli wyznaczyć 
brakujące momenty. Aby uprościć wzory wprowadzamy 
zmienną CO- wyrażającą odległość jak i e g o k o l w i e k punk
tu c odkształconej pręta od osi podpór A. i A 

/RYS. 256/. Dla przęsła PIEHWS713GO 5 * < ^ f , 
oraz %,-H = 4> fi=%=°> ̂ ~%^0> t u bowiem 
punkcie odkształcona j e s t styczna do osi £2%, Mamy 

Zif* 2 A^AL 7co więc wzór CLERC^A W postaci ^"A~A \~ĘAA~~~'~ 

Tak samo zupełnie d l a przęsła OSTATNIEGO lA^^szA0* 

-?^*AAPbnadto, na mocy orawa o trzech 
4 *Ao Ąf<A 

momentach, dla'dowolnego punktu C pierwszego przęsła 
A^A + f-pAAj^, a d l a ostatniego przęsła 
A=An^Ai/^A~^A/Aj 0 0 Podstawiwszy w poprzednio 
wypisane równanie, otrzymamy dwa dodatkowe równania. 
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o.trz ymąmy d w a i 
dodatkowe rów
nania, l i n j o -
we względem 

° r a z A — ^ i n 
Słowem wzory 
CLERC-BRES-
SEXA i CLER-
C*A pozwala
ją we wszyst
k i c h wypadkach obciążenia i zamocowania b e l k i wielo-
przęsłowej wyznaczyć wszelkie momenty, panujące po
nad podporami, c z y l i momenty odporowe. 

Oznaczmy z k o l e i przez 7J Ź=l,2?....7b SIŁY TNĄ
CE ponad podporami. Do podpór , /%, przynale
żą zatem siły tnące , JCT y^7Ł/ . Niechaj ponadto 
/^oznacza którąkolwiek z sił gnących przęsła,,/Podle
gł ą o A o d o s i podpory /?£ .Moment panujący po
nad tą podporą będzie więc + , 
stąd % ~//% ~A1^_~2]PAjf:£. W ten sposób wyznaczy
my wszystkie siły tnące pręta i wyrysujemy ich wykres 
USKOKI LINJI TEGO WYKRESU ponad podporami dadzą nam 
niewątpliwie wartości odnośnych ODPÓR.Sposób CLERC*A 
daje zatem odpowiedź na wszelkie zagadnienia,dotyczą
ce wypadków statycznie niewyznaczyinych.Jako zastoso
wanie tego sposobu podajemy tu: Wytrz.Mater. Arkusz XXVII 
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§ 33, RÓWNANIE CLAPE;RON*A. 
Weźmy pod uwagę jednorodny pręt o stałym przekro

j u , pierwotnie prosty e oparty na podporach uszeregowa
nych na tym samym poziomie. Poszczególne przęsła tej 
wieloprzęsłowej b e l k i obciążamy jednostajnie w stosun
k u / ^ KILOGRAMÓW na jednostkę DŁUGOŚCI PRZĘSŁA „// 
Wzór CLERC-BRESSEXA, zastosowany do danego wypadku da-
jjks. 256. J e zależność 

zwaną WZOREM 
_ CLAPEYRON*A. Za-
7 
W-/ chowując znako

wanie ustępu po
przedniego wy

znaczamy yU, d l a któregokolwiek przęsła dajmy na to 
dla /Y obciążonego fi /Y&. na jednostkę długości. 
W punkcie pośrednim C fr po rozcięciu pręta ponad pod
porami /t^t l , panować będzie moment — 
= -jg-fy ̂ &--g-fyCjO?T)\a. przęsła +J&:4> ' odpowiedni mo
ment będzie ftAJ^fy+i^r+t^ ~~jf/^f+i^* f danym wy
padku zgodnie z założeniem ~ j ^ r ~ * a a a ~ 
tern dwa pierwsze wyrazy wzoru CLERC*A będą równe zeru, 
a cały wzór po skróceniu przez A -'JCo/c otrzyma po-

co Ł 

stać następującą: 
M /-/- Meto, 

4 

' /-f/^>^- % +J- //tac/co= 

W// z 
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co s t u n o w i WZOR CLAPEYRON*A. Wzór ten stanowi B z c z e -
gólny wypadek wzoru CLERC-BRESSE*A. Niejaką trudność 
przy stosowaniu praktycznem tych wzorów stanowią zna
k i momentów odporowych. Należy więc bliżej omówić: 

§ 34. PRAWO ZNAKOWANIA MOMENTÓW 0DP0R0WYCH. 
W ogólnej t e o r j i ustanowiliśmy prawo o kierunku 

momentów, leżących w przekroju. Tutaj mamy wyłącznie 
do czynienia z momentami prostopadłymi do płaszczyzny 
gięcia, która, jak wiadomo, j e s t prostopadła do głów
nej o s i bezwładności OJC przekroju. Momenty gnące 
leżą więc na tej OBi - możemy j e przeto znakować,roz
patrując jako dodatnie, gdy łeią na dodatniej o s i OJC„ 
ujemne - na ujemnej. Dodatnią oś przekroju poprze
cznego pręta płasko wygiętego kierujemy ku patrzącemu 
- momenty prawokrętne są zatem dodatnie, lewoskrętne-
- ujemne, zazwyczaj bowiem przy wyznaczaniu momentów, 
bierzemy pod uwagę całkowity układ sił gnących LEWEJ 
części pręta i sprowadzamy jego siły do środka masy 
obranego przekroju poprzecznego, jako do ośrodka spro
wadzenia. Siły dodatnie, skierowane w dół dadzą zatem 
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momenty lewoskrętne ujemne - natomiast siły dodatnie 
skierowane ku górze dadzą momenty prawo skrętne - do
datnie. Stąd prawo pamięciowe znakowania: 

PRZY WYZNACZANIU KOIiENTU SIŁ GNĄCYCH PRZYNALEŻ
NYCH DO LEWEJ CZESCI PRĘTA. NALEŻY BRAĆ SIŁY ZE ZNA
KIEM ODWROTNYM I MNOŻYĆ PRZEZ ODLEGŁOŚĆ OD ŚRODKA 
SPROWADZENIA. Tern prawem rządziliśmy się przy wyprowa
dzeniu obu powyższych wzorów- tutaj ponownieśmy go 
uw y p u k l i l i . Jako wniosek bezpośredni mamy również na
stępujące prawo: POD JARZMEM MOMENTU DODATNIEGO PRET 
WYGINA SI? WYPUKŁOŚCIĄ KU DOŁOWI, WKLĘSŁOŚCIĄ KU GÓ
RZE. WYGIĘCIE NA TLE MOMENTU UJEMNEGO UJAWNIA WKLĘS
ŁOŚĆ OD DOŁU, WYPUKŁOŚĆ OD GÓRY ODKSZTAŁCONEJ PRĘTA 
PŁASKO WYGIĘTEGO. 

Oba te prawa mogą rządzić również znakiem momen
tu w uproszczonem równaniu odkształconej, które nale-

2% 
ży jednak pisać w postaci: —yr ~ J £ * 8 a m e J 
rzeczy załóżmy, że A1>0 wtedy i lewa część równania 
musi być dodatnia. Moment A1>0 nadaje w myśl dru
giego prawa kształt odkształconej, uwypuklonej ku do
łowi w rozpatrywanym punkcie. Gdy punkt ten leży pod 
osią Q% - p ierwotną osią podłużną pręta, wtedy od
kształcona w sąsiedztwie punktu rozpatrywanego j e s t 
wklęsła względem osi £2% - musi być zatem j?yr'k;0 
przy pr> O . Gdy znowu punkt leży ponad J?^f-od-
kształcona względem o s i £2% j e s t wypukła i musi 
być CZJ'V'''->C przy ZzT< O ,W obu wypadkach zatem 
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lewą część równania należy przeto zaopc-

trzyó w znak minus, bo wtedy — ̂  = jr y > O 

Korzystając z tylko co podanego 'prawa znakowa" 
nia momentów odporowych, bierzemy pod uwegę, jako 
najprostszy przykład zastosowania WZORU CLAPEYRON'A, 
tak zwany: 

§ 55. PR$T MA TRZECH PODPORACH. 
Weźmy pod uwagę j ednorodny pręt o stałym prze

krój u poprzecznym, pierwotnie prosty, oparty na 
trzech podporach rf0 /P uszeregowanych pozio-. 
mo. Niech będzie osią podłużną pręta nieod-
kształconego - początek 9 współrzędnych umieszcza-

/Jkjtf my w . Mamy tu więc 
•* B /~) Ast 

™okM=0 do czynienia z BELKA 
Q DWUPRZĘSŁOWA jednostaj

nie obciążoną, przyczem 
A =/4 kilogra
mów na jednostkę długo
ści tej b e l k i . WZÓR CLA-

PEYRON^A, zastosowany do danego wypadku da nam: 

przez Al , oznaczyliśmy momenty odporowe 
podpór /907 ty 9 /9g , a przez Ó i ̂  odległoś o s c i 
r) /9 i /% ć? .W założeniu, że pręt urywa się po-

nad podporami i /90 mamy Ji^=Al0=0 skąd: 

Ą - 4 / & & ! / M J * * * * 
ODPORY pręta przez A ty Ą> . wtedy pisząc wartość 
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ĄT44-S-?=-£/&J!*+: ą-¥*ĄZ7 
+ ltf

9_/-~~^ • Ponadto pisząc d l a ośrodka równania 
st a t y k i mamy: % +Ą O; ~^^C-p(~ 
--7^/<C+ ̂J$źO* z których z łatwością możemy wyzna
czyć r70 i fig . ten sposób obliczywszy wszystkie 
t r z y odpory, wyznaczymy momenty gnące. Skrajna war
tość momentu gnącego określi nam, dostateczne wymia
ry pręta. 

W szczególnym wypadku, gdy Z^ = = 7>'£ mamy: 

= Oy skąd /?/=-fić-J>/92=-fi/+^fjć = -£.fići osta
tecznie PQ

=~ źl!r/fi ~* Równanie0 momentów będzie 

tu: jj=AAYS-Z)-f^-ź)y + f/>U^-x)~ 
dla lewego przęsła ostatni wyraz należy pominąć, dla 
prawego przęsła brać cały wzór. Weźmy = — zL^fr/j. 
+ft/P-%J/-jffi^== O, stąd wyznaczymy : l5' =J§~<£ 

lewego przęsła i ~T6~ ~1T ~~7G prawego, 
Obio te -rtoocj. dają skrajne momenty 2% = ̂/>7/^-0tfl-

-^-{§łf=^f^, ora, ^%^Amm-

Aż do tych skrajnych wartości dodatnich rośnie PARA
BOLICZNIE moment gnący, następnie znów maleje, staje 
się zerem w punktach o współrzędnych, czyniących za
dość równaniu 2H = O— ę które d l a lewego przę
sła daje pierwiastek a d l a prawe
go % =F r ^ ~ ^ r ^ * i wreszcie d l a środkowego punktu 
pręta, gdzie ^'~' ~g~ mamy ujemną naj mniej szośó 
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momentu Ai^ ~ - ~^~/~Q~ ̂ ltJ~ ~ * która, j ako t % z -
względnie najwyższa wyznaczy bezpieczne wymiary prę
ta . 

Zupełnie tak samo moglibyśmy wyznaczyć wartości 
momentów i odpór dla b e l k i wieloprzęsłowej. W wypad -
kach prostszych, przy dwóch a najwyżej trzecn przę
słach możemy otrzymać te same wyniki inną drogą, któ
rą otwiera: 

§ 36. ZASADA NIEZALEŻNOŚCI DZIAŁANIA SIŁ W WY
TRZYMAŁOŚCI TWORZYW. 

Drugą ZASADĘ NEWTONA, wyrokującą o niezależności 
działania poszczególnych sił, możemy rozszerzyć rów
nież i na świat międzycząsteczkowy, gdzie działanie 
siły zewnętrznej odkształcającej ujawnia się w posta
c i odkształcenia. Tutaj więc DRUGĄ ZASADĘ NEWTONA na
leży wypowiedzieć w następującej postaci: 

ODKSZTAŁCENIA, POWSTAŁE W CIELE NA TLE DZIAŁANIA 
POSZCZEGÓLNYCH SIŁ ZEWNĘTRZNYCH, SĄ NIEZALEŻNE OD SIE 
BIE, 0 ILE SAME SIŁY OD SIEBIE NIE ZALEŻĄ. 

Na t l e odkształceń jawią się naprężenia w c i e l e 
odkształconem, jako nowy czynnik działania sił zew
nętrznych, możemy więc wypowiedzieć tę samą zasadę je 
szcze i w tak i e j postaci: 

NAPRĘŻENIA, POWSTAŁE W CIELE NA TLE DZIAŁANIA PO 
SZCZEGÓLNYCH SIŁ ZEWNĘTRZNYCH, SĄ NIEZALEŻNE OD SIE
BIE. 0 ILE SAME SIŁY OD SIEBIE NIE ZALEŻĄ. 

Każda więc siła zewnętrzna odkształcająca, nieza 
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leżna od innych sił układu/ wywołuje w c i e l e swoiste 
odkształcenia i naprężenia niezależnie od pozostałych 
sił zrównoważonego układu odkształcającego, W ten 
sposób druga zasada NEWTONA zostają uogólniona i roz
szerzona na obszar wytrzymałościowych zjawisk. Fowołu 
je ona do życia odkształcenia, złożone z poszczegól
nych odkształceń składowych, powstających na t l e dzia
łania odnośnych sił układu odkształcającego. Odkształ
cenia złożone powstają zgodnie z DRUGIM PRAWEM HOO
KE^, które tu podajemy: 

§ 37. DRUGIE PRAWO ROBERTA HOOKE]A. 
NIEZNACZNE ODKSZTAŁCENIA DODAJĄ SI$ DO SIEBIE-

JEDNOKIERUNKOWE ALGEBRAICZNIE, RÓŻNOKIERUNKOWE - GEO
METRYCZNIE. To prawo łącznie z poprzednimi pozwoli wy
znaczyć statycznie niewyznaczalną odporę pręta rozpa
trywanego w § 35. W tym celu odrzucamy środkową pod
porę pręta ^ , czyniąc go tym samym statycznie nie-
wyznachalnym i rozpatrujemy kolejno dwa różnorodne ro
dzaje obciążenia. PO PIERWSZE zakładamy, że pręt jak 
da?/niej j e s t jednostajnie obciążony w stosu -\-:.\"ó k i l o 
gramów na jednostkę długości. To obciążenie w miejscu 
skąd odrzuciliśmy podporę, da odkształcenie - strzał
kę ugięcia ̂ JtC , którą s łatwością wyznaczymy cąyniąc 

we wzorze § 20 /str.Só^/ w postaci %~jf^f:^f'~ 
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Z KOLEI przypuszczamy, że pręt nasz obciążony j e s t 
skupioną siłą /^przyłożoną w odległości %=lC9&. więc 
w miejscu, skąd odrzuciliśmy podporę. Czyniąc /'^Aź, 
upodobnimy działanie tej siły do działania podpory, o 
i l e ponadto s i l e nad aray kierunek ODPORY/f. Określa-
jąc dla tego wypadku strzałkę siły j£,f mamy,, zgodnie 
a ^ 19 /str.360/: J§?Ą 4A% 1 JfA&o/^• P! spadku , 
rozpatrywanym w § 35 oba te obciążenia DZIAŁAJĄ RÓWNO
CZEŚNIE, bowiem w /? mamy odporę /9 ̂ A7* Ponieważ 
wszystkie t r z y podpory są z założenia na jednym pozio
mie i podczas wygięcia obniżeniu nie ulegają, zatem 
strzałki £ i ^wzajemnie s i e znoszą dai a c 0 = strzałki ^Jfg wzajemnie się znoszą dając: o=-t 

3^^0f&^tĘ^ Skąd: 4^MS 
Jak wyżej z równań s t a t y k i mamy: 

J <T 2T * ó A1/ * ysć ~~~'P AB'7' 

Ten wynik otrzymaliśmy w § 35 inni? drogą. Tak samo zu
pełnie możemy opracować na mocy praw tu wy > u a z cz o ny c h: 

§ 36, PFET NA CZTERECH PODPORACH. 
Weźmy pod uwagę jednorodny pręt o stałym przekroju po
przecznym, pierwotnie prosty, oparty na czterech pod-
po rach Ao/^/C0/^ y usze r egowany ch po z i orno. Ni ech £?>T 
stanowi oś podłużną pręta nieodkszt^łccnego, początek 
Q współrzędnych umieszczamy w A) . Mam;/ tu więc do 
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czynienia z belką o trzech przęsłach, jednostajnie ck-
ciążoną w stosunku / t ? kilogramów na jednostkę długości 

/ 

b e l k i . Oznaczmy przez ^ ^ ^ ^ ODPORY BELKI, a przez 
^ ^ odległości $o$j \ Af/?^ i ty/jc . X> stosunku do 
ośrodka wypiszemy równania s t a t y k i : Ą+Ą+fij+^+ftAo, 
oraz.- -^t^~A^fl^^'^J--Ą^-r^-::0Jz których możemy określić 
dajmy na to odpory i f pozo stałe zaś Z?^ i m są 
statycznie niewyznaczalne. Aby je wyznaczyć odrzucamy 
obie środkowe podpory i zakładamy, że pręt, jak daw
n i e j , ulega jednostajnemu obciążeniu^? kilogramów na 
jednostkę długości. To obciążenie w miejscach skąd ob
rzuciliśmy podpory, da strzałkii^j/^ , które z ła
twością wyznaczymy, czyniąc oraz ^~^^> we wzo
rze § 20 tylko co wyżej używanym. Będziemy m i e l i : 
^^^^'^-////-(J^ff-^J, oraz S4^40j£ 

Z k o l e i przypuszczamy, że pręt 
nasz obciążony j e s t skupioną siłą ffy przyłożoną w 
punkcie/^ i wyznaczamy strzałkę tej s i ł y - > / *- ^ 

oraz strzałkę j£ ugięcia pręta w punkcie 
/? ,czyniąc % = '^*'{? oraz'"^=<^w odnośnym wzorze d l a 
odkształconej § 19/str.359/ co da: - yz ̂  -

2 
ostatni zakładamy, że pręt obciążony j e s t skupioną s i 
łą /90 przyłożoną v rlh i określamy strzałkę siły w pob 
s t a c i ^ = / ^ ^ | ^ f ^ ^ _ ^ y ^ ^ ^ o r a z strzałkę gjgfsC 
ugięcia pręta w punkcie rŁ czyniąc w tylko 00 wspomnianam 
równaniu odkształconej "5=<^ oraz ^~^*^> c o ^nJ° 
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&$&f* ą/m * 4J- m* 4) - m#t$k 

W wypadku tu rozpatry-
wanym wszystkie te 
obciążenia działają 
równocześnie, bowiem 
w punktach & i po-
wstaj ą ODPORY '&fi*£gi 

Ponieważ wszystkie 
podpory są na jednym poziomie i podczas wygięcia żad-

. . . . y s" s> 
nym obniżeniom nie ulegają, zatem: Ź+ń = c / * oraz 
f+l£+j£"=0, co daje DWA RÓWNANIA linjowo względem 
ty i ̂ , z których te brakujące odpory wyznaczyć możemy. 
Widzimy, że wypadek tu rozpatrywany j e s t znacznie trud
ni e j s z y od poprzedniego. Trudności te rosną wraz z i l o 
ścią przęseł. Dlatego też sposób oparty na prawach wy
żej wyłuszczonych jest niepraktyczny - równania CLA-
PEYRON^A szybciej bowiem prowadzą do celu. 

W szczególnym wypadku, gdy tt=Ł=Ć=yl=i'S mamy 
~LWJ~IŹ3"1 -V-dć"P '^Aco, 
£'=Jk/JP:£oIn i wreszcie f'=7^%Ć3:£A^ 

I Damy więc tutaj z równania ° pc skróceniu 
, t/z t/Z iSZ 

przez i l o r a z / • &&&Ęco równanie *6/9t+/4/9p+&ftf=Cm 

W podobny sposób z A & otrzymamy 24ty+"I€/9P + 
+&'ńzk&i Rzut oka na te równania wystarcza, aby zauważyć 
że Aj-tyc co daje c70ty=-flfifi ostatecznie ty=/^:= 
— — 0r/o l. W ten s p osób w y z n a c z ymy b rak u j ąc e podpory, a 
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następnie i momenty gnące. Największy z nich u s t a l i 
dostateczne wymiary pręta. Na tern urywamy badanie 
belek wieloprzęsłowych. W podobny sposób opracować 
również możemy: 

| 39. PRĘT OBCIĄŻONY UKŁADEM ZŁOŻONYM Z KILKU SIŁ 
GNĄCYCH. 

W danym wypadku każda siła gnąca wywołuje swoiste 
odpory i momenty odporowe i gnące oraz swoiste wygię
c i e pręta. Summa i c h stanowi obraz łącznego działania 
wszy s t k i c h sił układu. Chcąc dajmy na to wyznaczyć 
strzałkę ugięcie, w pewnym punkcie pręta - określamy 
d l a tego punktu składowe strzałki ugięcia przynależne 
do poszczególnych sił układu i dodajemy j e a l g e b r a i c z 
n i e . Wynik da szukaną strzałkę ugięcia. Faroy t u przeto 
nowy przykład zastosowania drugiego prawa H00KE 'A , TO 

samo prawo znacznie ułatwia zadanie, gdy rozpatrujemy: 
§ 40. GIĘCIE UKOŚNE. 
Gdy moment gnący JŻf^ leżący w j a k i e k o l w i e k prze

k r o j u poprzecznym pręta tworzy kąt ai z główną csią 
bezwładności p r z e k r o j u , vtedy zachodzi gięcie ukośne 
pręta - pręt wygina się wichrowate - jego oś podłużna 
przechodzi w krzywą przestrzenną - ODKSZTAŁCONĄ. W tym 
ogólnym wypadku rozkład naprężeń w dowolnym p r z e k r o j u 
no o rzecznym po a aj e wzcr z — >r—+ —^r~y. w * emy j u z 
że skrajne naprężenia z-^ panować będą w punktach 
/^jC^*^fi stycznych ^ p r z e k r o j u , równoległych do OSI 
OBOJĘTNEJ PRZEKROJU i ? ; należy j e więc wyznaczyć d l a 
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wszystkich przekro
jów - w T J I E B E Z P I ROŻ
NYM panować będzie 
ich wartość najwyż
sza / - n i i t t U i 
M A X D / Ó R U M naprężeń. 
To skrajne napręże
nie nie oo w inno prze
kraczać dopuszczalnego naprężenia gnącego. W ten spo
sób możemy S P R A W D Z I Ć wytrzymałość pręta. Aby wyznaczyć 
jego^ W Y G I Ę C I E , korzystamy z ogólnego wzoru: = 

' ^ - ^ > / ^ ? 7 L ^ % ^ O K R E I I L A J ; ł c e 6 0 P R O I H E Ń K R Z Y W I Z N Y OD-

K S Z T A Ł C O N E J i kąt o/y pomiędzy dwiema j e j sąsiedniemi 
nonnalnemi. Ponadto równanie y=^-^,oc'<JCwyznaczy l i - -
nję.pbojętną,a więc i kierunek pochylenia się względem 
siebie przekrojów poprzecznych. 

Dużą trudność stanowi tu wyznaczenie momentów gną
cych. Afo7 które zgóry muszą być wyznaczone d l a pręta 
już odkształconego. Dla wygięć nieznacznych, spotyka
nych jedynie w praktyce, ta trudność da się łatwo omi
nąć, możemy, bowiem WYZNACZYĆ MOMENTY GNĄCE DLA PRĘTA 
NIEODKSZTAŁCONEOO W FUNKCJI"PIERWOTNYCH WYFIARÓW; wo
bec znikomości odkształcenia wymiary te pozostaną pra
wie te same a wyznaczone momenty będą MIARODAJNE I DLA 
PRĘTA ODKSZTAŁCONEGO. W każdym razie wypadek tu omawia-
ny"nie należy-do łatwych - na szczęści? prawie nie spo
tykamy go w praktyce. Spotykane jedynie wypadki' gięcia 
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ukośnego dotyczą wyłącznie prętów prostych 0 JEDNAKOWO 
USTAWIONYCH PRZEKROJACH POPRZECZNYCH. Tak nazwiemy 
pręt, gdy GŁOwp OSIE JEGO PRZEKROJÓW POPRZECZNYCH LE
ŻĄ W DWÓCH WSPÓLNYCH PŁASZCZYZNACH, A SĄSIEDNIE PRZE
KROJE ZNIKOMO TYLKO RÓŻNIĄ SIE POMIĘDZY SOBĄ. Płaszczy
zny, w których leżą główne osie bezwładności przekro
jów poprzecznych zowiemy GŁÓWNEMI PODŁUŻNEMI PRZEKROJA
MI PRĘTA. Gdy t a k i pręt obciążymy siłami gnącemi pro-
stopadłemi do osi podłużnej nieodksztEłconej, a leżące-
mi w różnych przekrojach podłużnych pręta, wtedy pręt 
ulega wygięciu ukośnemu. Aby wyznaczyć bezpieczne wy
miary pręta i ugięcie, ROZKŁADAMY WSZYSTKIE SIŁY GNĄCE 
NA SKŁADOWE, LEŻĄCE W GŁÓWNYCH PODŁUŻNYCH PRZEKROJACH 
PRĘTA - otrzymujemy zatem DWIE GROMADY SKŁADOWYCH SIŁ, 
leżących w dwóch prostopadłych do siebie PŁASZCZYZNACH 
GIĘCIA. Na mocy prawa o niezależności działania sił 
obie te gromady będą działały niezależnie od s i e b i e , 
a każda z nich da momenty gnące, leżące na jednej z 
głównych osi jakiegokolwiek przekroju poprzecznego prę 
ta. Każda więc z dwu gromad WYGNIE PRET PŁASKO - otrzy 
mamy dwie odkształcone pręta, leżące w głównych podłuż 
nych przekrojach pręta - w dwóch prostopadłych płasz
czyznach gięcia. Ponieważ obie gromady gnące działają 
jednocześnie i łącznie, zatem ODKSZTAŁCONĄ RZECZYWISTĄ 
OTRZYMAMY, SUMUJĄC GEOMETRYCZNIE RZEDNĘ OBU ODKSZTAŁCO 
NYCH PŁASKICH, KTÓRU STANOWIĄ JEJ RZUTY UA OBIE PŁASZ
CZYZNY GIĘCIA. W ten prosty s-osdb SPROWADZAMY" GIĘCIE 



UKOŚNE DO DWÓCH GIEĆ PŁASKICH jednoczosnyeh. Szeroko 
stosujemy ton sposób rirsy o b l i c z a n i u o s i , wałów a 
zwłaszcza PŁATW, ustawionych na wiązarach ukośnie. 
W KURSIE ÓWICZEŃ podajemy odnośny przykład gięcia ukoś
nego - tutaj zaś jako ostatni przykład możliwości za
stosowania praw wyżej wyłuszczonych rozpatrujemy: 

§ 41. GIĘCIE MIMOŚRODOWE. 
Gdy przekrój poprzeczny pręta pierwotnie prostego 

ulega działaniu osiowej siły /p niezależnie'bd mbraen-
tu Aij^ w nim leżącego, nachylonego pod kątem OĆ ku 
jodnej z głównych osi przekroju, wtedy zachodzi gięcie 
mimośrodowe pręta, W tyra wypadku rozkład naprężeń w 
przekroju poda nam znany wzor c~= -/-y——d-h—*p ̂ py-
+ J^y" y jak bo zresztą wiemy z ogólnej t e o r j i gięcia. 
I tu również SKRAJNE NAPRĘŻENIA <łk PANOWAĆ BSDĄ W 
PUNKTACH, LEŻĄCYCH NA STYCZNYCH PRZEKROJU, RÓWNOLEGŁYCH 
DO OSI OBOJĘTNEJ PRZEKROJU, należy je więc wyznaczyć 
dl a wszystkich przekrojów - w NIEBEZPIECZNYM otrzymamy 
KAXIMUM MAIIMORUH tych naprężoń , które nie po
winno przekraczać doouszczalnego naprężenia gnącego /t^. 

W ten sposób możemy SPRAWDZIĆ wytrzymałość pręta. Aby 
z k o l e i wyznaczyć jego odkształcenie rozpatrujemy dwa 
sąsiednie przekroje uoprzeczne pręta pierwotnie proste
go, znikomo odległe o c/z> a raczej, właściwiej mówiąc, 
DWIE POWŁOKI PŁYTKI #°PRE/TA i wyzm?czarny ich łinje obo-
ic i n e z równania: -»- / > — v z > — r o. Aby 
• -cwanie, płytkę Wrysujeray w przekroju pro-



stopadłym do l i n j i obojętnych o b u 
powłok płytki,a. przechodzącym przez 
ich środki O i O , Powłoki płytki 
dają na płaszczyźnie przekroju śla
dy <T2?i CA'/m2,*?,60/, a l i n j e obo
jętne ślady.Q i Q. Na jednej z po
włok obieramy dowolny zresztą punkt 
Ai(x\y) odległy o 7/ od. prostej £2Q\ 
a więc i od l i n j i obojętnej powłoki. 
Wiadomo z analitycznej geometrj i , że: 

al •* oA * 

fdhrjs. 2? 6 O. 

T P 

OŹc 7 fi f o/f f QP 

gdzie oznacza naprężenie panujące 
w owym punkcie/?/. Stąd bezpośrednio 

wskazuje,że NAPRĘŻENIE ROŚNIE PRO
PORCJONALNIE DO ODLEGŁOŚCI OD LI
NJI OBOJĘTNEJ, A ZATEM WE WSZYSTKICH 
PUNKTACH JEDNAKOWO ODLEGŁYCH OD LI
NJI OBOJĘTNYCH BĘDĄ MIAŁY MIEJSCE 
TE SAME WARUNKI OBCIĄŻENIA,A WIĘC I 
ODKSZTAŁCENIA.Wobec tego możemy zwę
zić zakres rozpatrywanych punktów. 
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biorąc pod uwagę l i tylko należące do przekroju-wszy-
stko to, co o nich powiemy dotyczyć będzie całych 
gromad punktów, uszeregowanych w proste równoległe 
do l i n j i obojętnej a przechodzące przez odnoine punk
ty naszego przekroju..ffezmy więc pod uwagę j a k i e k o l 
wiek wićkienko /^^odległe o Z? od Q&>\ pierwotna 
nieodksztalcona,.jego długość* n?z'=ć/z % po odkształce
n i u stanie się n?z"= c/z/A-f-^), gdzie <^ oznacza 
WYDŁUŻENIE JEDNOSTKOWE, dodatnie lub ujemne powstają
ce na t l e naprężeń obustronnie działających na 
włókienko, bo przynależnych do obu powłok. Niech bę-
dr i e Śz^?t'ri''=d&fB^J-ć^=^^. Gdy tworzywo- pręta 
zachowuje się według PIERWSpGO PRAWA HOOKE 'A wte-

Dla włókna środkowego 00', gdzie ^=^-0 

mamy ij3 a zatem $=%fk =o$£f& 
'^P^^i^f/^rft^r » S d z i e przez ^ oznaczyli-
•y odległość środkowego włókna od 'a przez 

odnośny współczynnik' ROZCIĄGLIWOŚCI. Po odkształce
ni u środkowe włókno przejdzie w 00"=00'+<?b"=:ć&+ 
^(Z^/A-K^^J.^ Bezpośrednio dzieląc mamy Ć?'<?":K'K^ 

Gdy wtedy (?'o":7i?t"= ̂  .'y ,z:atem 
po odkształceniu końce włókienek ułożą się w płaszczy 
źnie przechodzącej przez £2<Q' - a pochylonej ku po
włokom płytki nieodkształconej pod kątem c/y? . I t u 
więc ZAŁOŻENIE BERNOULLI^BGO wypełnia się dla two
rzyw, zachowujących się według prawa HOOKE" A, l e c z 
WYTRZYMAŁOŚĆ MATERJAŁOW - ARKUSZ X X V I I I . 
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jednak ty l k o wtedy, gdy współczynnik oć '.'A WARTOSfc! 
STAŁA DLA CAŁ£GQ 0332ARU NAPRjSŻEfr ; PANUJĄCYCH W PO
WŁOKACH PŁYTKI ODKSZTAŁCONEJ. Powłoka &$PA % od-
kształceniu pozostanie wiec płaską, jeno się nieco 
pochyli względem powłoki A/7 - WYKONA 03R0T 0 KAT 
afe .70K0Ł0 OSI OBOJETNcJ X?' . S i a d jej na pła
szczyźnie przekrojti będzie *ĆZf* Pr zedłu.żamy ślady 
<£2? i C'J7/ŻQ przecięcia sie w y i / ^ i oznaczamy przez 

Oj/*. BędiYe to niewątpliwie promień KRZYWIZNY 
ODKSZTAŁCONEJ PRgTA,w y/^ bowiem przecinaj:;, się pła
szczyzny dw'ch sąsiednich przekrojów pręta odkształ
conego a ięc .1 dwie sąsiednie normalne CtA^1 i 
odkształconej. Ż podobnych trójkątów JćjY1ć?<^^o/jQob^<> 
c^>jQ Wn? m amy ? # ^ ' = & ̂  ^ - ^ 
7/obec togO, że odkształcenia spotykane w praktyce są 
nader nieznaczne^ możemy przeto napisa.ć wprost c^m\9: 
sto $2?cAjP , co da po podstawieniu odnośnych^ warto-
Soi ^ ^ f j - f m - f ^ i p ^ ^ ^ ^ 
Stąd ostatecznie mamy; ^ £. 

W20B, określający P$08f4§R KRZYWIZNY odlształconef 
i \?iX ć/y^ pomiędzy dwiema .lej sąsiedniemi norraalne-
mi. Ponadto równania LINJI OBOJĘTNYCH wyznacza, k i e 
runki pochylania się ku sobie .sąsiednich przekrojów 
- będziemy zatem mogli ściśle określić ODKSZTAŁCONĄ 

JL ii , 
$ szczególnym wypadku, gdy aŹ— o, to jest gdy 



we wszystkich p r z e k r o i a c h poprzecznych pręta moment 

równoległą, do o s i główne-.5 p r z e k r o j u . Ponadto wtedy 
cÓfL °f^l jfjg . Czyniąc w tym wzo-

r z e ^.=±<£s"- , możemy dwukrotnem całowaniem wy
znaczyć równanie odkształconej płaskiej, podobnie, lak 
to-miało miejsce d l a gięcia zwykłego płaskiego.W ogól 
nym wypadku jednak to uproszczenie .jest nie dopuszcza! 
ne - należy więc stosować wzór wyżej wyprowadzony. 
Gdy noprzeczne przekroje pręta są JEDNAKO7/0 USTAWIO-

wtedy wyznaczamy odkształcone płaskie w obu głów
nych podłużnych prz e k r o j a c h nręta, zupełnie tak samo 
jak przy gięciu ukośnym; rzeczywistą odkształconą 
otrzymamy, na mocy drugiego prawa HOOKE* A., dodając 
geometrycznie rzędne t y c h krzywych - płaskich rzutów 
odkształconej._ 

Poznaliśmy więc już t e r a z wszystkie t r z y rodza
je gięcia. Widzimy, że cała i c h t e o r j a stosuje się 
wyłącznie do tworzyw zachowujących się według pierw
szego prawa HCCKE* A, wymaga bowiem 3TALEJ A A R T O S C I 

^ DLA CAŁEGO OBSZARU NAPRĘŻ3&, PANUJĄCYCH W PRZE
KROJU POPRZECZNYM P R Ę T A WYGINANEGO. Należy przeto 
zbadać, kiedy warunek ten i s t o t n i e j e s t zachowany. 

§ 42. WSPÓŁCZYNNIKI ROZCIĄGLISTOSCI i ŚCIŚLIWO
ŚCI P R Z Y WYGINANIU FRETÓW PROSTYCH, 

nąnie LINJI 030JETNEJ 

gn a cy 1 e z y fi a .i e dn e i z o s 
CIE ŁłMOMODOfl PŁASKIE. 

*"0 wyznacza prost 
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Weźmy pod uwagę dwa sąsiednie przekroje poprzecz

ne, a raczej dwie powłoki płytki W- pręta wyginanego 
w jakikolwiek sposób. Płytkę, ffi krajemy p r 2 e z środki 
obu powłok płaszczyzna prostopadłą do l i n j i nbojętnej 
i wyznaczamy naprężenia włókisnek płytki-. Przypusz
czamy t u , a założenie to r niczem ogólności naszych 
wywodzeń nie u s z c z u p l i , że l i n j e obojętne przechodzą 
przez i r o d k i O i 0/ powłok,'słowem, że mamy tu do 
czynienia z OSIAMI OBOIETNEMI, Wyznaczmy naprężenia 
panujące, w powłokach, a proporcjonalne,jak wiadomo, 
do odległości o d o s i obojętnej. Otrzymujemy przy-
tem WYKRES PRGSTGLINJOWY /^Y3.E6l/, wyznaczający 
skrajne naprężenia 2? - rozciągające i ^ciskają
ce. 

GDYBY POSZCZEGÓLNE WŁ&KIENKA PŁYTKI UŁOŻONE BY
ŁY LUŹNO OBOK SIEBIE I WZAJEMNIE NA SIS3IE NIE ODDZIA 
ŁYWAŁY. TO ICH WYDŁUŻENIA DODATNIE I UJEMNE ZACHODZI
ŁYBY WEDŁUG ODNOŚNYCH WYKRES&I PRuBEK ROZCIĄGANYCH 
I S-CISKANYCH. W samej rzeczy, jeżeli tworzywo zacho
wuje się według pierwszego prawa H00KSvA aż do skraj
nego naprężenia ^f^y? rozciągającego i - ściska
jącego i , gdy ponadto oraz / ^ ^ C ^ słowem, 
gdy całkowity obszar naprężeń obu płytek nie wykracza 
poza granicę proporcjonalności, to wtedy odnośne wy
dłużenia włókienek płytki, jako proporcjonalne do na
prężeń, są proporcjonalne dc odległości & od. o s i 
obojętnej. Górne włókienka, ponad osią leżące wydłu-
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f?xs. 26/. /?xs. 262. s?ys. £&£ 264. 

żą się dajmy na to - dolne skrócą - powłoka CZ7 wy
kona obrót -około c s i pochylając się ku powłoce 
AS . pozostanie jednak przy ten niezmiennie płaską 
- i przejdzie w ĆJ?' , jak to wskazuje RYS.262. 

Inaczej rzecz s i e będzie miała, gdy ^ 
oraz Zl - > / i ^ y , to je s t gdy całkowity obszar na
prężeń wykroczy za granice proporcjonalności. W tym 
wypadku środkowo włókna pozostające pod działaniem 
naprężeń Zś-Jc^ rozciągających oraz /•^•/^-ści
skających, wydłużą si'^ lub skrócą proporcjonalnie 
do- odległości od osi obojętnej - skrajne natomiast 
włókna., leżące poza temi granicami, ulegną wydłuże
niom i skróceniom ZNACZNYM, jak i e widzimy na wykre
sach wytrzymałościowych, poza granicami, proporcjonal
ności. Tutaj więc powłoka' otrzyma kształt <ZŻ?\i-
n j i wykresu zjednoczonego danego tworzywa, jak to 
zresztą n a j l e p i e j Uwypukla RYS.263. 

Z k o l e i , gdy tworzywo s t o i w sprzeczności z pra-
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wem HOOKS* A, włókienka-wydłużać się, będą i skracać 
nieproporcjonalnie d&.!naprężeń i powłoka Cj? otrzy
ma kształt ć7^/linji wykresu zjednoczonego dla roz
patrywanego tworzywa /RYS,264/, Z tych wywbaz. n wy
pływa, ze ZAŁOlSHlS EERNGULLI* EGO j edynie w pierw* żyra 
wypadku pcytizsnp mieć miejsce i s t o t n i e , tymczasem l i 
czny materjał doświadczalny n i e z b i c i e dowodzi, że za
łożenie 3ER;Tt)ULLT EGO posiada znacznie SZERSZY ZA
KRES stcsowalnoi-ei, bx> przekroje poprzeczne pręta za
chowają swój płaski pierwotny kształt nawet, gdy 
znacznie przekroczymy granice proporcjonalności przy 
zginaniu tworzyw, zachowujących się podług pierwsze
go prawą HCOKBa. Nie dosyć na tern. założenie BER-
NOULLI V EGD sprawdza się doświadczalnie W DOSYfSCI-
3Ł£M PRZYBLIŻANIU nawet dla. tworzyw, nieulegających 
temu prawu, jak to stwierdziły l i c z n e doświadczenia 
BAU3CHIN§46Rii, BftCHA i innych badaczów tej «u.ary ̂ Przy
czyna i s t o t n a t e j sprzeczności leży w ne.sżem założe
niu zgruntu oczywiście fałszywein. Włokienka płytki 
nie są bowiem luźno ułożone, a ?0#IAZANE ZE SGBA W 
3PGS0B NADER ŚCISŁY, a i ako takie WZAJE^IE DZIAŁAJĄ 
NA SIEBIE PRZY NIJ£J£DNAKOWj£M ODKSZTAŁCENIU. DWA SĄ
SIEDNIE WŁÓKNA, NIEJEDNAKOWO ŚCISKANE LUB ROZCIĄGANE 
HAMUJks WZAJEM 13 812 ODKSZTAŁCENIA, starają się je 
wyrównać, zmniejszyć ich różnicę ńa t l e wewnętrznego 
t a r c i a o s i e b i e . Należy zatem włókna znacznie wyżej 
obciążać przy wyginaniu pręta niż przy rozciąganiu 
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lub ściskaniu, chcąc otrzymać- to serno wydłużenie. 
W pierwszym przeto wypadku /I1YS.262/ i s t o t n y kształt 
odkształć one.i powłoki będzie Cli?" a nie przj*-
ezerc. niewątpliwie t y l k o co omówiona zdolność hamowa
ni, a wy 31 ąp i, we z ę dz i e z j e dnak o w ą siłą, PO 7/ŁO KA PO -
ZOSTANIE 7*1̂ 0 PŁASKA. Ę drugim wypadku miasto 
otrzymamy /HT3 .26^/-również Ć"jy"— kształt powłoki 
wyrainie płaski w środkowej części, a lekko sk r z y 
wiony na s k r a j a c h gdzie zd.o'lność hamowania odkształ
ceń występuje z wielką siłą na t l e o s t r y c h równic 
pomiędzy sąsiedniemi naprężeniami. To samo widzimy 
w wypadku t r z e c i m /RiR3.26^/, gdzie miasto wyraźnie 
krzywei 1 in.i i esowej ć?'/?' otrzymujemy znacznie mniej 
T o i ^ , ^ 1 i n j ę C^J?'.. Tylko co opisane zjawisko hamo
wania, PROSTUJĄC LINJE WYKRSSbw* WYTRZYMAŁOŚĆ IOWYCH 
NA ^CISKANIE I PODCIĄGANIE, OPÓŹNIA POJAWIENIE SIE 
FAZ 7»TKRK3GtYY0H, NALEŻ i ZATEŁJ OCZEKIWAĆ PRZY WYGIŃA: 

NIU PR£TA8 ZNACZNIE V7£ŻSZ£J" GRANICY PROPORCJONALNO
ŚCI I CIASTO\YATQ&CI niż przy ściskaniu lub rozciąga
niu, oraz ZNACZNIE WYŻSZEGO NAPRĘŻENIA ROZRYWAJĄCEGO. 
Wszystko to n i e z b i c i e stwierdziły l i c z n e doświadcze
n i a wyże i wymienionych badaczów. j-ONSIDERE s t w i e r 
dził., że g r a n i c a proporcjonalności Jśl przy z g i n a 
niu PŁASKIEJ j e s t o JO+4(?%wyższa od fCj. lub -
Kf^ DLA OKRĄGŁEGO PRĘTA ZLEWNEGO, l e c z t y l k o o 
/(^wyższa d l a DWUTEOWNIKA z tego samego tworzywa. 
Te wyniki stwierdzają nasze przewidywania, a zara-
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zera wykazują panną i c h zależność od kształtu po
przecznego przekroju. Nie może być inaczej: włó-
kienka dalej od o s i obojętnej leżące ulegają 
WIĘKSZYM ODKSZTAŁCENI 011 - HAMOWANE SĄ ZATEM 
PRZEZ WŁÓK1ENKA BLIŻEJ OSI OBOJĘTNEJ LEZĄCE. 
Zjawisko przez nas przewidziane POWINNO Z/»T2M ZALEZEt 
I OD KSZTAŁTU POPRZECZNEGO PRZEKROJU i występować tym 
s i l n i e j , iinistosunkowo wiecej.cząsteczek skupia się 
koło os i obojętnej przekroju. N a j s i l n i e j zatem zjawi
sko to występować winno d l a przekroju kwadratowego, 
gdy oś obojętną stanowi jedna z jego- przekątni;• sła
bie j d l a przekroju kołowego, tu bowiem cięoiwy równo
ległe do osi obojętnej l e p i e j są w cząsteczki uposa
żone - i najsłabiej dla dwuteownika. 

Załączona niżej TABLICA DWUNASTA stwierdza to 
n i e z b i c i e . Podaje ona STOSUNEK NAPRĘŻENIA ŁAMIĄCEGO 
PRET ŻELIWNY ZGINANY 1% DO NAPRĘŻENIA ROZRYWAJĄCE-
GO x\r . Widzimy, że aczkolwiek wszędzie Yl^,>./Ci,to 
jednak stosunek PC : AL^, zależy wybitnie od -feezt&ł-

' SJ3 O0S >Ą4£i 2,36 

tu przekroju. T a b l i c a ta j e s t wynikiem prób C v .BA
CHA, dokonywanych na próbkach ŻELIWNYCH. Stwierdza 
ona teoretyczne przewidywania^'w całej rozciągłości. 
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Te sarno wyniki dały próby innych tworzyw, ujawniają
cych wyższą wytrzymałość na ściskanie niż na rozcią
g a n i e Dla tych bowiem tworzyw pęknięcie rozpoczyna 
się; od skrajnego włókna rozciąganego przy wyginaniu. 
Wyjątek stanowi DRZE00, które j e s t znacznie wytrzy
malsze na rozciąganie - przy wyginaniu zniszczeniu 
ulega włókno, ściskane, to też.dla drzewa miarodaj-
nym j e s t stosunek JA:J^ . Średnią wartość jego 
podaje TETMAJER 22 : 22 =2^S, I tu więc zjawiska 
zachodzą zupełnie tak samo. 

Biorąc pod uwâ gę wszystko to, cośmy tu powie
d z i e l i , dochodzimy do przekonania, iż współczynnika. 
C*6g ..nie należy utożsamiać ze współczynnikami roz-
ciągliwości tworzywa - posiada on bowiem ZNACZNIE 
WIĘKSZĄ WARTCSC. To samo.powiedzieć można i o WSPÓŁ
CZYNNIKU SPRĘŻYSTOŚCI 2? = 2:c2 , którego wartość 
je s t wogóle MNIEJSZA od wartości jB i 2L . Dla 
określenia o2 lub 2? poddaj omy pręty o atałvra prze

cz 2 
kroju wykonane z danego tworzywa PRETOW NA ZGINANIE, 
kładąc je na dwóoh podporach, i obciążając układem 
sił, jak w wypadku LAMARLE^A,, lub wprost skupioną 
siłą przyłożoną pośrodku pomiędzy podporami. Obcią
żenie LAMARLE^A l e p i e j się do tych .pr.ób nadaje - nie 
daje bowiem wcale sił tnących* które należy wprowa
dzać do rachunku w wypadku obciążenia siłą skupioną. 
W obu razach pomiary dotyczą STRZAŁKI UG-ISCIA pręta 
pośrodku między podporami, Odnośne wzory wyznaczą 
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lub ex W ten sposób wyliczone jest mniej-• • 
/ P r-Y 2 

sze od J>- lab 2L^ , określanych dla tego samego two
rzywa przy próbach na rozciąganie lub ściskanie i A za
tem to samo naprężenie SILNIEJ ODKSZTAŁCA WŁÓKNO PRZY 
ROZCIAttaNItf ŁUB\ ŚCISKANIU, ŃM PRZY''^]pifl. Stwierdza 
to wyże j wyłusęczonę ..przewidywania. Zazwyczaj iednak, 
wobec braku dostatecznego materiału doświadczalnego, 
używamy iednej i tej.samei wartości 2? we wszystkich 
rachunkach wytrzymałościowych. Kończąc dział cięcia 
należy jeszcze uzupełnić dotychczasowe ba.dania i roz
patrzyć 

y 45. NAPRfiUEŁ\iIA,LEŻĄCE j PRZEKROJU POPRZECZNYM 
PRET/i ZGINANEGO.-

• Ma samym początku -działu niniejszego doszliśmy 
do przekonania, że prócz naoręż.oń normalnych gnących, 
w przekroju poprzecznym pręta zginanego powstaje, na
prężenia leżance nakosi promieni wodzących poszcze
gólnych punktów przekroju. Nie umiemy'wyznacz}/:* z rów
nań s t a t y k i składowych &~=£^/ijC oraz ^ =23 & 

•* -* / 2 <2 
tych naprężeń, należy je zatem eba.dać' doświadczalnie. 
Naprężenia V jako dośrodkowe mogą wyłącznie świad
czyć o skróceniach lub wydłużeniach promieni wodzących 
przekroju. Tego rodzaju ziawisko spotkaliśmy już ^ 
t e o r j i rozciągania i ściskania, wiemy, że pret r c z c i a -
g.any kurczy się poprzecznie, a ściskany - pęcznieje, 
spróbujmy tę naszą wiedzę zastosować do danego wypad
ku, gdzie włókna rozciągane przekroju winny się zwę-



skan© -roz
szerzać po
przecznie. 
W t j n celu 
bierzemy 
pod uwagę 
pręt o nie-*"* 
złożonym 
przekroju, 
n a j l e p i e j 
kwadrato
wym /RYS. 
26§/ i wyginamy go zupełnie, tak aby w miejscu wygię
c i a utworzyła się wypukłość /RYS.269/> a óba końce 
pręta zeszły się z sobą. Przekrój poprzećzny AĄ przed
stawiony na RYS 267, wykazuje znaczne rozszerzenie 
górnej części, gdzie włókna były ściskane, oraz wyraź
ne zwężenie dolnej, gdzie włókna- były rozciągane.Prze
krój przestał być kwadratowy, stał 3i$ wycinkiem p i e r 
ścienia kołowego o kołowych prawie zarysach krzywych 
boków, podzielmy pierwotny kwadratowy przekrój pręta 
na elementarne kwadraciki. Pierwotnie proste szeregi 
tycb kwadracików utworzą Ł U K I WBPÓŁSRODKOWE, jak to 
naj l e p i e j uwypukla R Y S . 267. 

To zjawisko j e s t zupełnie zrozumiałe,skoro zważymy 
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że-każdy kwadracik górnej czećei przekroju - ściskany 
- pęcznieje, w dolnej zaś chudnie poprzecznie. Kwadra 
c i k i osi obojętnej pozostają niezmienne przy odkształ
ceniu - szeres; i c h jednak wygina się końcami ku doło
wi , wywołując wyżej opisane odkształcenie przekroju. 
Podany t u rysunek dotyczy próbki kauczukowej,badanej 
przez MARTEN3 sk. 

Wobec symetryczności przekroju odkształconego 
względem płaszczyzny gięcia Oy , oś pozostanie 
główną osia. i po odkształceniu. Przez środek ciężko
ści przekroju odkształconego prowadzimy oś (7jfclOy~— 

będzie to niewątpliwie oś obojętna przekroju odkształ
conego. Ta oś ćUC obojętna przetnie boczne proste 
ścianki przekroju w punktach jf^&CJ 'zbliżonych do 
górnych krawędzi pręta. Stąd mamy wniosek* 

PRZY" 'ODKSZTAŁCENIACH ZNAOTYCH PRZEItROJ PROSTO
KĄTNY PRĘTA WYGIĘTEGO BRZECHODZI W WYCINEK PIERSCIE-
11IA KOŁOWEGO, ZWYPUKLONY' PO STRONIE WŁÓKIEN ŚCISKA
NYCH, A SLAD 031 OBOJĘTNEJ NA PŁASKICH BOCZNYCH 
ŚCIANKACH PRĘTA POSUWA SIE-KU SKRAJNYM wŁbKNdM.ŚCI
SKANYM. 

Zjawiefca t u opisane występują przy wygięciach 
znacznych - razwyczaj przeto nie bierzemy i c h pod 
uwagę przy rozpatrywaniu prętów wyginanych - dopusz
czalne bowiem wygięcia są nader nieznaczne. Na tern 
kończymy teorję gięcia i rozpoczynamy badanie GICCIA 
POPRZECZNEGO, c z y l i /OTOCZENIA PRETOW PROSTYCH. 
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