




r r CZĘSC BRV&A. 

R O Z D Z I A Ł ÓSMY. 

P R A CA ODKSZ TA Ł C$Ń. 

§ 1. PRACA SIŁY ZEWNĘTRZNEJ. Przyłóżmy w punkcie 
A ciała sprężystego siłę P . Ciało odkształci Bię; 
punkt przejdzie w - nastąpi stan równowagi 
odkształconej. Rzut odkształcenia Jdjfil na kierunek 
siły P oznaczamy przez J? i nazywamy krótko - PRZESU
NIĘCIEM SIŁY P . Jest ono zależne od siły odkształ
cającej. Wobec u s t a l e n i a się równowagi odkształconej 
możemy skorzystać ze wzorów wytrzymałościowych, wyzna
czyć naprężenia ciała odkształconego powstałe na. t l e 
siły P , oraz odnośne odkształcenia, wśród których 
znajdziemy również i przesunięcie . Czyniąc to dla 
różnych wartości P możemy wyznaczyć krzywą $Pokre
ślającą zależność p od P . 
nej tej krzywej odpowiada 
szczególna wartość odciętej 
JD , cechująca odnośny stan 
równowagi odkształconej w ? 
sposób jednoznaczny.W szcse-
gólnym wypadku gdy krzywa OB 
j e s t prosta, ciało ulega pra
wu HOOKE*A - j e s t WZOROWO 

Każdej wartości P 

XKK 306. 

WYTRZYMAŁOŚĆ MATERJAŁÓW - ARKUSZ X X X V I . 
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SPRĘŻYSTE. Gdy Z3wzrośnie o dP- przesunięcie otrzy
ma przyrost oljD% przyczem s i i a odkształcająca wykona 
elementarną pracę Skoro ? 
więc siła rosnąć będzie zwolna od zera do najwyższego 
natężenia P - to oczywiście wykona pracę PZ^ = 

— TOW fOAPj. Będzie to praca siły odkształcającej, 
odpowiadająca stopniowemu obci-ążaniu ciała sprężyste
go. Przy obciążaniu stopniowem wraz z siłą rosną prze
sunięcia od zera doJd również stopniowo a wolno i 
zawsze po każdej nowej dawce ustala się nowy stan 
równowagi odkształconej na tlę. odpowiedniego przyro
stu ćp^> . Obciążając ciało w ten sposób nie schodzi
my z OB, KRZYWEJ RÓWNOWAGI ODKSZTAŁCONEJ Jest to za
razem KRZYWA NAJMNIEJSZYCH WARTOŚCI SIŁY ODKSZTAŁCA
JĄCEJ PRZYNALEŻNYCH DO PRZESUNIEÓ ODNOŚNYCH, j e s t to 
więc również KRZYWA NAJMNIEJSZEJ PRACY SIŁY ODKSZTAŁ
CAJĄCEJ P , WYWOŁUJĄCEJ OSTATECZNIE DANE PRZESUNIE
CIE Jo . 

W samej rzeczy - przesunięcie z samej natury 
rzeczy musi wzrastać w sposób ciągły od O do swej 
wartości końcowej y& , natomiast rodzaj zmienności 
siły odkształcającej może być dokonany dowolnie, za
tem nie według krzywej 0AJ3 , możemy bowiem rozwi
nąć nadmiar siły /'niedomiar nie da odkształće^/zmie-
niając ją podług krzywej OP. W ten sposób możemy 
niewątpliwie otrzymać przesunięcie Jo przy pewnej 
wartości siły P-PP , nie będzie ono jednak trwa-
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łe, bo B i l a <7J? prowadzić będzie dalej dzieło od
kształcenia PÓKI N i l ZAPANUJE STAN RÓWNOWAGI ODKSZTAŁ
CONEJ , tej bowiem s i l e odpowiada przesunięciefit^OC" 

a nie Jo =Oó . Aby zatem otrzymać przesunięcia 
należy siłę zmieniać jakkolwiek od O do skrajnej war 
tości J-3=A-Cf odpowiadającej owemu przesunięciu we
dług krzywej OJ3 . Siła może zatem zmieniać się 
wzdłuż krzywej OEA z nadmiarem dla pośrednich 
odkształceń. Przez cały czas przebiegu równowaga we
wnętrzna będzie s t a l e zakłócona .- NADMIAR PRACY PRZE
MIENI SIC W ENERGJĘ RUCHU CZĄSTEK - NASTĄPIĄ DRGANIA 
CZĄSTECZKOWE, które trwać będą, dopóty, póki wreszcie 
na t l e t a r c i a wewnętrznego międzycząsteczkowego nie 
ścienną, dając wzamian straconej energji ciepło, któ
re wypromieniuje ciało w następstwie. 

W ciepło przetworzy się cały nadmiar pracy siły 
zewnętrznej wyobrażonej powierzchnią, na 
naszym wykresie. W tym wypadku krańcowy stan równowa
gi j e s t zatem możliwy - możemy go jednak osiągnąć 
MNIEJSZYM WYDATKIEM PRACY ZWIĘKSZAJĄC SIł,E STOPNIOWO 
wzdłuż OA3 , e więc unikając nadmiaru pracy, dają
cego ciepło. 

Powierzchnia OAĆ stanowi zatem KONIECZNE MI
NIMUM PRACY. Ciało sprężyste pochłania ją i przecho
wuje w postaci ENERGJI UTAJONEJ - gdy bowiem znów 
stopniowo poczniemy zmniejszać natężenie siły, ciało 
zwolna zacznie powracać do stanu pierwotnego nieod-
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kształconego, przesunięcia wystąpią w kierunku odwrot
nym zwracając całą pracę sprężystą odwracalną. Praca 
sprężysta [OA&J będzie zarazem JEDYNĄ ODWRACALNĄ 
CZĄSTKĄ PRACY SIŁY ODKSZTAŁCAJĄCEJ ZMIENIANEJ WEDŁUG 

KRZYWEJ OED , resztę bowiem pracy wydatkowanej 
przejdzie w ciepło na t l e drgań wewnętrznych między-
cząsteczkowych, Dla ciał wzorowo sprężystych PRACA 
SPRĘŻYSTA jako pole trójkąta będzie /Z= -^j&M^ 
Poprzyjmy to przykładami. 

$ 2. PRACA SPRĘŻYSTA PRZY ROZCIĄGANIU LUB ŚCI
SKANIU, PRZY ŚCINANIU, GlECIU i SKRĘCANIU PRĘTÓW PRO-
STYCH. Wyodrębnijmy myślowo płytkę elementarną prowa
dząc dwa sąsiednie przekroje poprzeczne pręta proste
go znikomo odległe o . Możemy ją obustronnie ob
ciążyć siłami podłużnemi JS i = + ć/Jd ,l\i\> 
poprzecznerai ./P i 2d .+ć/J3r , momentami gnącemi 
M i M=M+dM lub skręcaj ącemi ^Ap^ĄfiC^Ą. 
W pierwezym wypadku na bocznych ściankach płytki pa-
nują naprężenia jednostajne i. = , a pod i c h 
działaniem każde włókno płytki wydłuża się lub skró
cą o cfiź^Sc//'i ~jfi<d/~* Wydłużenia Sćl^mo
żemy oczywiście rozpatrywać, jako przesunięcia sił 
cząsteczkowych <̂£2/J>' przekroju; zatem praca spręży
sta każdej ta k i e j siły będzie: ffić&datf=~-j0?afrćtf. 
Dla wszystkich włókien płytki praca t a wyniesie; 

. Dla całego pręta długiego będziemy 
^ rr /*ZJ 2f!* //? 

m i e l i przeto ^ / T'£~Jf ^ • a d l a p r c t a 0 sta'' 
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łym przekroju obciąaionego dwiema siłami JP podłużne-
mi będziemy m i e l i JJ = gjjffi • - • •• 

•RVS. 308. 

W wypadku obciążenia płytki siłami poprzecznemi 
na j e j ściankach bocznych panują naprężenia =~ 
powodujące jednakowe dla wszystkich włókien odkształ-

A 7 TT} . 

cenią tnące A =^cAc =^cAA OZ . I t u znów £ 
stanowi przesunięcie, siły cząsteczkowej Ẑ ć̂ ĵ , której 
praca sprężysta będzie ^ 

. ./a 
wszystkich włókien płytki t a praca będzie j - ^ ź 

TT /*Z 2?S A> 

a d l a całego pręta 7 / = y ^ czć>. 
Gd;v z k o l e i na płytkę działają momenty gnące -

możemy j e rozłożyć na momenty składowe leżące na 
osiach głównych przekroju. Na t l e i c h działania pow
staną na ściankach bocznych płytki naprężenia gnące, 
powodujące odkształcenia gnące włókienek. Włókienko 
w odległości Z od środka przekroju obrane, podlegać 
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będzie działaniu naprężeń - —j~ Z , powodujących 
przyrost Scłź= £ćć/= -r^c$=-dh&d&* Ten przyrost 
stanowi zarazem przesunięcie siły cząsteczkowej ł c2f, 

.1 ' której praca sprężysta będzie przeto TrSćT/^c//?' = 

B wszystkich włókien płytki t a praca 

a d l a całego pręta 77- / 7.~yrć27. * 
Gdy wreszcie na płytkę kołową działają momenty 

skręcające, powstają na je j bocznych powierzchniach 
JM 

układy naprężeń wirowych ir = -y2--(p . Powodują one 
odkształcenia wirowe kostek J =^2/= f1*^* 

stanowiące przesunięcia sił cząsteczkowych T^cZj. 
Praca Biły cząsteczkowej ~£ ć//> będzie przeto: 
j J ^ ^ = ̂ ^ ^ f*ćŹ7c&.~ Dla wszystkich kostek 
płytki t a praca będziey/f-^j^ ^ f ^ - f ^ c ^ / f h ^ ^ 

= 2~ — a r s ć f __p> , a dl a całego pręta o przekro-
• TT 7Z M 2

 7/> 

ju kołowym będziemy m i e l i 77-/ ~ / c77 

Te same wyniki otrzymamy dla płytki rozpatrując 
przesunięcia sił i w d w u pierwszych wypad
kach. Przesunięcie siły 7z? będzie niewątpliwie 

a przesuniecie siły I f ^ będzie A =-pęk Praca sprężysta wyniesie o r z e t o < ^ ^ r - | 1 ^ ^ ^ < ^ C 

oraz -^-2^A = cc7 ~ w tych dwu wypadkach d l a 
płytki. 

Podobnież rozpatrując miasto sił MOMENTY PŁYTKI, 
c z y l i SIŁY UOGÓLNIONE, możemy otrzymać pracę spręży
s t ą d l a płytki rozpatrując k ą t obrotu pary sił raomen-
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tu jako przesunięcie tej siły uogólnionej. Zatem 
przesunięciem siły ./^f "będzie kąt ćA^ obrotu ścianek 
bocznych płytki, a przesunięciem siły uogólnionej 

takiż kąt Cor skręcenia. 
/ 7 M 7/ 

W pierwszym wypadku ay? = jp j- ćAA , w drugim-
, praca sprężysta wyniesie przeto od

powiednio'*±.Jd'cZf= J 1 'cć/, oraz £jĄcty>=^-^±dć, 

d l a płytki w obu wypadkach. 
§ 3. PRACA SPRĘŻYSTA SIŁ TNĄCYCH PRZY WYGINANIU 

PRĘTÓW PROSTYCH. Całkując równania różniczkowe dzia-
łu siódmego otrzymaliśmy wzór ~y r • dla naprę-
żenią tnącego powstającego przy wyginaniu prętów. 
Można go również otrzymać wprost, rozpatrując warun
k i równowagi cząstki pręta AAfCAA myślowo wyodręb 
nionej. Pozostaje ona w stanie trwałej równowagi pod 

jarzmem naprężeń gnących, panujących na obu j e j bocz
nych przekrojach, oraz naprężeń <C tnących, rozłożo
nych jednostajnie po całym dolnym przekroju AłAtAA?-

Wypadkowa naprężeń tnących równoważyć 
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powinna wypadkową naprężeń gnących, inaczej bowiem 
wyodrębniona płytka nie będzie w równowadze. Wzdłuż 

scianct 

ścianki J3JZ panują siły cząsteczkowe A ćfe t na 
;e ej*7 - siły z^cc^musi być zatem : 

Weźmy pod uwagę jakiekolwiek 
włóki enko długie w odległości 2/ od os i pręta. 

Ai „7 

Pozostaje ono pod jarzmem sił gnących £ <AA= -j^j/ćA? 
oraz łfo=^ydj=*^ydg.l&^ S^-pe^^ 
==^^^^ć/jf . W ustępie rozdziału piątego udowodni
liśmy, że dAl^Td^ zatem r/d/=y~^^y^ = 
—^c^A^ć2j = -/^^—cA/t gdzie J** oznacza oczywiście 
moment statyczny powierzchni przekroju A232Z lub 

prawie tożsamościowego z •AJtJS . bo sąsiedniego. 
Ostatecznie CP . W ten sposób wyznaczy-

Rys. 314. 

F 

liśmy tak zwane naprężenie rozwarstwiające. Powstaje 
ono na tle'sił tnących j i J = 2 Cc J przyłożo
nych do środków sąsiednich przekrojów pręta J£& i 

Szereg kostek elementarnych 
ćzćcc) /RYS.314y będzie tyra właśnie 
naprężeniom ulegał. Siedliskiem 
i c h będą gczywiście ścianki wś i 

kostek, a na t l e i c h działania 
powstaną dodatkowe naprężenia tną
ce na ściankach pionowych <Zć), Ac 

równe rozwarstwiającym, a stanowiącg łącznie ź nie
mi naprężenie tnące k o s t k i . Pod jego wpływem kostki 

u 

.9 

i 

c 
de 

u 

.9 
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kostk i staną się ukośne8 a płytka odkształci się po
dobnie jak na RYB. 308. I tu również przesunięciem 
siły cząsteczkowej fdf będzie 4 = fićć/=-g-ććft a 
pracą j e j sprężystą Z A ZWfi = ^ ^c^Zcćf. Dla całej 

2 G-
płytki będziemy m i e l i a dla całego 

. ' /Z, y/p , . //// /"rorz' 7<rV . pręta I l f i ^ / z ^ f i ^ 
kowaó należy wzdłuż przekroju. '~ 

i e cał-

Działanie naprężeń tnących ^UZEWNĘTRZNIA SIE 
przesunięciem siły J 7 ^ SKRZYWIENIEM PŁYTKI z pręta wy
odrębnionej. W ten sposób SIŁY TNĄCE WSPÓŁDZIAŁAJĄ 
GNĄCYk: Aby zdać sobie sprawę z doniosłości tego 
współdziałania rozpatrzmy pręt /RYS.31§/ zamocowany 
jednostronnie , 

. ^ r * 
a obciążony u 
końca siłą P\ 

Po sprowadzeniu 3ź 

siły P do środka przekroju 77Z71, 

otrzymamy moment PJC i siłę tnącą 
Praca sprężysta momentów Pcc bę-

/*Ł'7&r$^r ^ Z s 

dzie d l a całego pręta / = , a praca sił 
t n ą c y c h f i ^ ^ y ^ ^ f i f i ^ ^ ^ . Dla pręta o przekroju 
prostokątnym J~= fi? J?ZZJ^ o raz ^ ^ j f i / f i ^ j f i ^ y ^ ^ 

£6- £ZZ ze Zr +zZŃ=*Z, 
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Porównywując otrzymany wynik ze wzorem dla pracy 

otrzymanym w ustępie poprzedzającym dochodzimy do 
przekonania, że obs te wzory są jednakowe różnią się 
jeno o stały współczynnik A,/?. Nadal więc zawsze 
pracę sił tnących przy gięciu wyznaczać będziemy we
dług wzorui^0kA?£^ » g d z i e /^"^ d l a 

przekroju prostokątnego. Dla dwuteownika ̂  waha się 
w granicach od ^ & aż do =<<?<7 d l a 
JV^ JO . Ostatecznie więc mamy: 

+ mm ~ żEBM/< &s t m &j— 
Z drugiej znów strony zważywszy, że strzałka, 

ugięcia końcowa stanowi przesunięcie siły JP .mo
żemy napisać 7Z= ^~7~^f* Porównanie obu wzorów da 

będziemy m i e l i ostatecznie :/ =^BJ^^~yV/ ^^jo-— 

Gdybyśmy pominęli pracę sił tnących, to wtedy 
należałoby odrzucić drugi wyraz nawiasu. Ten zatem 
wyraz wyznacza wpływ Biły tnącej na strzałkę ugięcia 
pręta. Przy a więc dla bardzo krótkiego pręta 
pierwszy wyraa nawiasu równa się i/tfć? - w tym zatem 
wypadku SIŁY TNĄCE POWIĘKSZAJĄ ZALEDWIE 0 3% STRZAŁ
KĘ UGIĘCIA POWSTAŁĄ NA TLE DZIAŁANIA SIŁ GNĄCYCH. 
Stąd wniosek, że DZIAŁANIA SIŁ TNĄCYCH MOŻNA NIE 
BRAĆ POD UWAGĘ PRZY ROZPATRYWANIU WYGINANIA PRĘTÓW 
DŁUGICH, j e s t ono bowiem wyraźne l i tylko d l a prętów 
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krótkich. 

§ 4. PRACA SPRĘŻYSTA UKŁADU SIŁ. Ciało sprężyste 
nieodkeztałcone obciążamy układem sił odkształcają
cych. Po odkształceniu zapanuje trwały stan równowa
g i odkształconej na t l e przesunięć *jty,J$>) sił 
odkształcających^^ ajj układu. W szczególnym 
wypadku przesunięciay^y^, y^ zależą wyłącznie 
i l i tylko od siły pojedyńczej - w ogólnym zależą od 
wszystkich sił układu. W pierwszym wypadku którekol
wiek przesunięcie dajmy na to y£7, j e s t funkcją siły 
odkształcającej ogólnym wypadku : = 
= f(P J° . . ...2°) ^ 

Gdy zatem przesunięcia zależą wyłącznie od siły 
pojedynczej układu, możemy niewątpliwie uogólnić dla 
wszystkich sił układu to wszystko, cośmy w ustępie 
pierwezym dla jednej siły u s t a l i l i . PRACA ELEMENTARNA 
UKŁADU BĘDZIE WIĘC (221 =2^ Ęć2fe , A PRACA SPRĘŻY
STA /Y^Źjgfe DLA CIAŁA WZOROWO, SPRĘŻYSTEGO W STO
SUNKU DO WSZYSTKICH SIŁ UKŁADU. 

W ogólnym wypadku ̂  ^jff^^.... 2%)- G d Y *szyśi> 
kim siłom układu nadamy przyrosty dĘ,dg, cł% RÓW
NOWAGA ZOSTANIE ZAKŁÓCONA, ciało odkształcać się bę
dzie "dopóty, PÓKI NA TLĘ PRZYROSTÓW 
NIE USTALI SIĘ PONOWNY STAN TRWAŁEJ RÓWNOWAGI OD- . 
KSZTAŁCONEJ. Przez ten czas KAŻDA SIŁA UKŁADU WYKONA 
PRACĘ Ędp£ ; ELEMENTARNA PRACA CAŁEGO UKŁADU BĘDZIE 
PRZETO RÓWNA cć/7=ŹĘcJfe NIEZALEŻNIE OD KSZTAŁTU 



- 574 -
FUNKCJI . Ten wzór dla pracy elementarnej sił od
kształcających, ogólny dla wszelkich obciążeń ciała 
sprężystego w i s t o c i e rzeczy stanowi tak zwane: 

§ 5. PIERWSZE TWIERDZENIE CASTIGLIANO. 
aa 

Tylko co otrzymany wzór ogólny CŁ71= JE7 A^czb- WY -
ZNACZĄ PRACĘ ELEMENTARNA UKŁADU SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH, 
JAKO SUMĘ ILOCZYNÓW SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH PRZEZ PRZY
ROSTY ODNOŚNYCH PRZESUNIĘĆ. Dzieląc obustronnie przez 
którykolwiek przyrost Ab otrzymamy — PJP^3^-; 
Tym wzorem wyraża się również PIERWSZE PRAWO CASTIGLIA-
NO: CZĄSTKOWA POCHODNA PRACY SPRĘŻYSTEJ PO JEDNEM Z 
PRZESUNIĘĆ RÓWNA SIĘ SUMMIE ILOCZYNÓW SIŁ ODKSZTAŁCA
JĄCYCH PRZEZ CZĄSTKOWE POCHODNE PRZESUNIĘĆ TYCH SIŁ PO 
OWEM PRZESUNIĘCIU. Gdy przesunięcia są niezależne od 
siebie otrzymujemy wprost ^^ = 7^—; wtedy bowiem 
rw r/W 

^ = 0 przy: i =Ą2 .?2 a 
CZĄSTKOWA POCHODNA PRACY SPRĘŻYSTEJ PO JEDNEM Z 

PRZESUNIĘĆ DAJE ODNOŚNA SIŁĘ W WYPADKU PRZESUNIĘĆ NIE
ZALEŻNYCH OD SIEBIE. Te tr z y odmiany pierwszego twier
dzenia CASTIGLIANO stosują się do wszelkich ciał sprę
żystych. Pierwsze twierdzenie CASTIGLIANO j e s t przeto 
zupełnie ogólne. 

§ 6. CIAŁO WZOROWO SPRĘŻYSTE. Gdy przesunięcia 
wyrażają się funkcjami linjowerai sił odkształcających 
Ę,Ę M ciało nazywamy WZOROWO SPRĘŻYSTEM. W tym 
wypadku ~ ^ / ^ ^ ^ ^ ^ . . . 7 L ^ 5 % ^ ? . J"est to tak zwane 
UOGÓNIONE PRAWO HOOKE*A, które głosi, że ODKSZTAŁCENIA 
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SIAŁA ..WZOROWO SPRĘŻYSTEGO STANOWIĄ FUNKCJE LINJOWE Sił 
ODKSZTAŁCAJĄCYCH. Ciało ulegające temu prawu musi nie
wątpliwie ulegać PIERWSZEMU PRAWU H00KE*A w stosun
ku do każdej z oBobna siły odkształcającej, oraz DRU
GIEMU PRAWU H00KEvA o niezależnem działaniu sił. Dla 
ciał wzorowo sprężystych siły odkształcające mogą być 
również wyrażone JAKO FUNKCJE LINJOWE PRZESUNIĘĆ. Aby 
to udowodnić wypisujemy szereg równości: 

$ = + f^M 

Rozwiązując te równania względem sił otrzyma-

my: W* 

Pierwszy szereg tylko co wypisanych równań wska
zuje, że przesunięcia^?- d l a ciał wzorowo sprężystych 
są zależne od sił odkształcających, a więc niezależą 
od s i e b i e . Stosując przeto w drugim wypadku pierwsze 
prawo CASTIGLIANO w postaci 5^ = m o ż e m y , ko-
rzystając z drugiego szeregu równań tylko co wypisa
nych, wyznaczyć pracę sprężystą 7T układu. W tym ce
l u wypisujemy: 

^=P = i> 7J +6 A+ +6 i 



Stąd marny całkując kolejno bezpośrednio: 

Ponieważ jak to z samego całkowania wynika 
nie może zawierać wyrazów z jb^ a - wyrazó?/ zy^, 
przeto na mocy koniecznej tożsamości wyników wszyst
k i c h całkowań kolejnych musi być 4L~^ly * w 0 S ° i 0 

£ przy jakichkolwiek Ać ftt z szeregu ^f...?2/. 
m 771AZ n 7 7 7 

Zatem TT^Sf-Ó^Ą-+IJĄmŁfi>m gdzie przycumowaniu 
w drugim wyrazie należy brać ja.kiekolwiek dwie cyfry 
szeregu ^7? 4 d l a / f i ?7c< równocześnie. WYRA-
ZU STAŁEGO TT ZAWIERAĆ NIE MOŻE PONIEWAŻ PRACA SPRĘ
ŻYSTA CIAŁA NIEODKSZTAŁCONEGO Z NATURY RZECZY WINNA 
SIĘ RÓWNAĆ ZERU, to jest inaczej mówiąc przy / f y ^ f " ^ 
=fy = =/\=0 m u s i ^yć TT-(2.— 

Wyraźmy we wzorze d l a TT przesunięcia przez 
jR a otrzymamy znów FUNKCJĘ JEDNORODNĄ TT DRUGIEGO 

STOPNIA. Stąd wniosek: PRACA SPRĘŻYSTA CIAŁA WZOROWO 
SPRĘŻYSTEGO JEST JEDNORODNĄ FUNKCJĄ DRUGIEGO STOPNIA 
SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH LUB ICH PRZESUNIĘĆ. Odwrotne 
twierdzenia niewątpliwie również są słuszne. A więc:, 
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GDY PRACA SPRĘŻYSTA WYRAŻA SIĘ FUNKCJĄ JEDNORODNĄ DRU
GIEGO STOPNIA SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH LUB ICH PRZESUNIĘĆ 
- CIAŁO JEST WZOROWO SPRĘŻYSTE. Przekonywamy się o tai.. 
z łatwością drogą różniczkowania bezpośredniego. 

Jako przykład zastosowanie pierwszego prawa CAST.-
GLIANO rozpatrujemy obciążenie gnące b e l k i momentem 
działającym tuż nad pod-

porą /RYS. 317/ ?eu BO- ^ »/* l,T f ?/„ 
'S chce wygiąć j g l -*+-x-<— 

belkę ku dołowi. Wywołu- u 4 -A u 

je on o d p o r y ^ ^ ^ . - A f ^ l l _ J ^ ł WL MŁ 

tworzące równoważącą pa
rę. Ponieważ w odległości JC od końca A b e l k i wartość 
momentu będzie oczywiście Ai--AjC= — y^-JTJ przeto dla 
rzędnej odkształconej y będziemy m i e l i PcA^/"=—AjF^s 
co da kolejno: HAy^-fy^^^ (A; IJ^-^-^JrU 
+ CL>c + Z?s Przy iX=C? ^ = (y s - t ^ d A?=ć? .nadto d l a 
jr=L ^=0 zatem C^-g-foŁ . Oznaczmy przez A^ kąt 
pomiędzy pierwotną osią pręta a styczną odkształconej 
w punkcie A .przez ^ takiż kąt u drugiego końca p:v 
t a . Wobec nieznacznej wartości obu tych kątów, możemy 
oczywiście napisać że $~Uf — AJFJ'> oraz 2^ -

' =~Y7%aAm obciążymy nadto belkę tuż nad podporą 
Ał momentem kierunkowo p r z e c i w n y m , wtedy bę-

Zważywszy, że przesunięcia ̂  i ̂  zachodzą w kierun
ku uogólnionych sił odkształcających i mo-
THIYTRZYMAŁOSĆ 1USTERJAŁÓW - ARKUSZ X X X V I I . 



- 578 -
żerny oczywiście pominąć znak minus. Mnożąc przez ^ f i ^ 
mamy: ŚJ^=jUĄ + 2/^ , - ^ § ^ = $yfifr , stąd: 

Ponieważ w danym wypadku pierwsze prawo CASTIGLIA-
NO daje ~F^T i Mg =/^j3 przeto całkując 
otrzymuj IT=AMf^*ĄĄ + , „ Ł l b o 

też podstawiając wartości iA i l£ '. 

z 
Prawie wszystkie wypadki odkształceń sprężystych 

należą do tego typu. Są jednak wyjątki, gdzie PRACA 
SPRĘŻYSTA PRZESTAJE BYC JEDNORODNA FUNKCJA DRUGIEGO 
STOPNIA SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH LUB ICH PR^SUNICC. Nastę
pujący przykład wyjaśni to w dostatecznej mierze. Haki 
zakończone przegubami wbito w ściany przeciwległe i po' 
łączono prętami .L —g zczepionerai przegubowo pośrodku. 
Środkowy przegub 
dźwiga ciężar ^.Wo
bec zupełnej nieru
chomości ścian od
kształcenie może na
stąpić wyłącznie i 
l i tylko na t l e wydłużenia się obu prętów A . Długość 
prętów wzrośnie więc do P, punkt przyłożenia siły obni
ży się dając przesunięcie ̂ > . Równowaga odkształcona 
możliwa j e s t niewątpliwie l i tylko wtedy gdy składowe 

RUJ. 3/3. 

RXS. 320. 
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J~* siłyy^ułożą się na oaiach prętów pochylonych o kat 
c ^ j a k to zresztą na j l e p i e j uwypukla RYS..320. Mamy 
więc Z'=Z: jb=ZJ(A^ioc'=ZjfOĆ, -P =3°<L>7ncć'.Nadto: 

W danym wypadku zatem siła NIE JEST FUNKCJĄ 
LINJOWĄ PRZESUNIĘCIA - UKŁAD NIE JEST WZOROWO SPRĘ
ŻYSTY. Wobec zupełnej ogólności pierwszego twierdzenia 
CASTIGLI.ANO mamy tu ^-=Z?^^~PJ, skąd y ^ J ^ / P ? 
Ten sam wynik otrzymać można również bezpośrednio,zwa
żywszy, że oba pręty wzorowo są sprężyste. Będziemy 
m i e l i przeto dla obu prętówZI= £jZD'/Z~Zj —-jj^Z— 

Zatem UKŁAD ZŁOŻONY Z OGNIW WZOROWO SPRĘŻYSTYCH 
MOŻE NIE BYĆ WZOROWO SPRĘŻYSTYM JAKO CAŁOŚĆ. DLA CIAŁ 
WZCROWO NIESPRĘŻYSTYCH PRACA SPRĘŻYSTA NIE JEST JEDNO
RODNĄ FUNKCJĄ DRUGIEGO STOPNIA SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH 
LUB ICH PRZESUNIĘĆ. Jako wynik bezpośredni.pierwszego 
twierdzenia CASTIGLIANO otrzymujemy: 

§ 7. TWIERDZENIE CLAPEYRON'A. Woźmy pod uwagę cia-i 
ło wzorowo sprężyste odkształcone układem siłẐ Z?. J^. 

Praca sprężysta w danym wypadku będzie, jak wiemy, rów-
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na: 77 = Ż 4~ Cł.. fa* + ZJa ^7 2 ^~~xmf*p* — 

Korzystając ze wzorów ustępu poprzedniego wyz.ua-
czających siły układu jako linjowe funkcje przesunięć 
fifif- ••/% korzymy, mimuę: ZJ -PĄ- = §}j$*f 

+ŁM + f4f/P 
Wobec tego. że 4̂ A-= i a 0 żerny napisać że: 

9*f. 
Stąd many więc 77 — 2r 7, P fo- . Ten wzór wyraża 

istotę, twierdzenia CLA?EYR0N'A. PRACA SPRĘŻYSTA CIAŁA 
WZOROWO SPRĘŻYSTEGO RÓWNA JEST POŁOWIE SUMMY ILOCZYNÓW 
SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH PRZEZ ODNOŚNE PRZESUNIĘCIA. Ten 
sam wynik otrzymaliśmy już pierwej bezpośrednio dla po
jedynczej siły odkształcającej oraz w wypadku przesu
nięć .zależnych od jednej tylko siły. Zastosowanie tego 
twierdzenia widzieliśmy już w ustępie trzecim, przy wy
znaczaniu strzałki ugięcia; obecnie opierając się na 
twierdzeniu CLAPEYROII'A udowodnimy: 

§ 6. DRUGIE TWIERDZENIE CASTIGLIANO. Weźmy pod 
uwagę ciało wzorowo sprężyste odkształcone układem sił 
Ę7^ 7^\ Praca sprężysta układu będzie na mocy 
twierdzenia CLAPEYRON^A 77= p- 7°7?. . Różniczku-
jąc bezpośrednio otrzymujemy; c77T=^ ZjfydT^ + 

Pierwsze twierdzenie CASTIGLIANO ula wy-
padku tu rozpatrywanego da c277 = Z71? ćT^fy c z y l i 
^d7T=f£7?c7p£ zatem ć777=2?7ft ć77? . Otrzymany 
wzór stanowi istotę drugiego twierdzenia CASTIGLIANO. 

http://wyz.ua-
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Podobnie jak pierwsze, WYZNACZA ONO PRACĘ ELEMENTARNA. 
UKŁADU SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH CIAŁO WZOROWO SPRĘŻYSTE, 
JAKO POŁOWĘ S U M ILOCZYNÓW PRZESUNIĘĆ PRZEZ PRZYRO
STY ODNOŚNYCH SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH. 

Dzieląc obustronnie przez którykolwiek przyrost 
€lPotrzymamy ^ — r - — £Jft£ n J,- . Tym wzorem wyraża się 

* oĘ &*J. ć/Ź 
również drugie prawo CASTIGLIANO. 

CZĄSTKOWA POCHODNA PRACY SPRĘŻYSTEJ PO JEDNEJ Z 
SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH RÓWNA SIĘ SUMMIE ILOCZYNÓW PRZE
SUNIĘĆ PRZEZ CZĄSTKOWE POCHODNE ODNOŚNYCH SIŁ PO OWEJ 
OBRANEJ SILE ODKSZTAŁCAJĄCEJ. 

Gdy wszystkie siły są od siebie niezależne otrzy-
r\7T . g /? mu jemy wprost ^ - = / ^ , wtedy bowiem — @ 

przy W-j£Jp& Ti a Z-g = 2 . Cząstkowa po 
chodna pracy sprężystej po jednej z sił odkształcają
cych daje odnośne przesunięcie w wypadku sił od niebie 
niezależnych. Te t r z y odmiany drugiego twierdzenia CA
STIGLIANO stosują się wyłącznie do ciał WZOROWO SPRĘ
ŻYSTYCH. 0 i l e zatem pierwsze twierdzenie CASTIGLIANO 
jest zupełnie ogólne - o t y l e drugie DOTYCZY TYLKO PEW 
NEJ GROLADY CIAŁ, opiera się bowiem na twierdzeniu 
CLAPEYRON*A. 0 doniosłości tego twierdzenia n a j l e p i e j 
przekonamy się rozpatrując odnośne przykłady: 

Pręt jednostronnie zamocowany w ścianie, drugc-' 
stronnie obciążony siłą P , W danym wypadku strzałka 
końcowa ugięcia / będzie przesunięciem siły jr* < Po-
nieważ jak to już wiemy jff—jRfC zatem fl=/-Mś&^^LLir' 
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i na mocy drugiego twierdzenia CASTIGLIANO: 

Ten sam' pręt obciążony u korca swobodnego momen
t e m ^ prawo skrętnym odchyli się ku dołowi podobnie 
jak w wypadku działania siły JR * Wzorując się na sta

tyce możemy moment rozpa
trywać jako uogólnioną s i 
łę. Przesunięciem tej uo
gólnionej siły będzie 
oczywiście kąt obrotu pa
ry momentu odkształcają
cego, a więc w danym wy
padku kąt v pomiędzy 
styczną końca pręta od
kształconego a pierwotnym 
kierunkiem osi pręta nie
odkształconego. Kąt & wy-

znaczymy z łatwością pisząc 
stąd •^ = ^~=7/rr 

J?£<Z ' 

/p^j- • Możemy łatwo sprawdzić, że tak 
jest w i s t o c i e . Stosując zwykły wzór dla odkształconej 
będziemy m i e l i JŹofy^yU stąd ^Jo/y^-^^ 
oraz J?(>7y = — yjg-JC2+ /źbr-rj?. Wobec osadzenia pręta będzie* 
my m i e l i y=y'^0 przy J>C = Z , stąd -/ć/,+Zl=0 oraz 
-^£ty?Ą*$~Ą{ c z y l i JlyUl j3=-jfill? Stąd osta
tecznie yl-J^fi(Z-JCJ oraz y=-2^j-fZ-fi)i Ponieważ 
oczywiście zatem T^--^^, co otrzymali
śmy uprzednio. Gdybyśmy dla danego wypadku c h c i e l i zna-
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leźć skrajną strzałkę ugięcia pręta j/£ , to należałoby 
wprowadzić dodatkową siłę - działającą w koiicu b e l k i 
niezależnie od 0 # . Wtedy przy wspólnera działaniu sił 
jtt i J? mielibyśmy dla jakiegokolwiek przekroju roz
patrywanego w odległości jC od swobodnego końca pręta 
JłyM+JŹC B zatem M*/jr^f'~/Jk^^. Koniec 
pręta pod działaniem tych sił przasunąłby się ku doło
wi na S-Mz, fd^tM TATC - : >M1 

Ponieważ jednak siła nie działa należy zatem 
założyć w wyniku otrzymanym co da szukaną 
strzałkę ~^jj^r' Jaką ujawni pręt pod działaniem 
siły uogólnionej yCC . 

Gdybyśmy dajmy na to c h c i e l i wyznaczyć kąt j a 
k i tworzy w jakimkolwiek środkowym punkcie pręta -stycz 
na jego odkształconej z kierunkiem pierwotnej osi prę
ta, to należałoby wprowadzić siłę uogólnioną odpowia
dającą temu przesunięciu ẑ " - inaczej mówiąc trzebaby 

odkształcający pręt w owym punk
ci e . Oznaczając przez ĆZ i i? odległości rozpatrywanego 
punktu od obu końców pręta z łatwością zauważymy,iż dla 
h^-JKwartość momentu j e s t stała i równaj pod
czas gdy v/ odcinku 'jEp$&C0L& panuje moment y^ć-^/ć . 

Korzystając z drugiego twierdzenia Gastigliano z 
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taowością wyznaczymy przesunięcie przynależne doyCt 
v. postaci ~ ~ = i^JL & . p o n i 

eważ w i s t o c i e rze-
czy ̂ LO-O zatem tr — 1'ofifi-A /7A?eA' ™ e n s a m w y n i * otrzy 
rramy zważywszy, że & =fi' == ̂ ^fi (2,-£)= /gf^~Gdybyśmy 
wreszcie c h c i e l i znaleźć strzałkę^/"'ugięcia pręta w 
odległości , to należałoby wprowadzić odpowied
nią siłę J ? d l a której owa strzałka grałaby rolę 
.przesunięcia. W odcinku SA^-A Z panować będzie za-
tem po dawnemu moment , natomiast dla A^-JC^-ź war
tość momentu będzie fit + Aj//(x'-Ą) . Stąd: 
I t u znów dla przesunięcia przynależnego do siły jp 
otrzymamy: 3~j - t & ^ (Ar-źjgfc Wobec n i e i s t n i e -
n i a f i k c y j n e j siły otrzymamy przy A^=c? szukaną 
strzałka: r _ - 7 /?r^ >> j * 

Tep sam wynik otrzymamy czyniąc we wzorze 

Rozpatrzmy jeszcze jeden przykład zastosowania te-
gp samego twierdzenia. Uchwyty przegubowe wbito w 
ścianę pionową nieruchomą 1 połączono prętami Al (A i 

fi?iZ\ 322/, Na przegub środkowy działa siła-^pio-
nowa. Wyznaczmy j e j przesunięcie fi c z y l i obniżenie się 
przegubu C w kierunku pionowym. W tym celu znajdziemy 
składowe siły A* dla obu prętów AĆi J3Ć* 7. łatwością 
zadważyć da się, że górny pręt będzie rozciągany a dol-

Jp 
ny - ściskany siłą — — , przyczem zakładamy oba 
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L 

Pr©ty jednakowej długości 
Z=/iCi-J5C/ i nazywamy przez 
ct=4BAĆ=^2}£ć'. Poni eważ 
ściana j e s t doskonale sztyw
na, przeto jedynie oba prę
ty mogą uledz odkształceniu, 
a praca sprężysta będzie ; 

- . .. W ten sposób 
otrzymaliśmy składową piono
wą przesunięcia przegubu Ur \ 

aby otrzymać poziomą wprowadzimy siłę fikcyjjią ć2 pro
stopadłą do P i skierowaną, dajmy na to, ku ścianie. 

Q 
Ta siła da składowe -TTŻ 7 ściskające oba pręty. 

Zojmot 
Przy łącznem działaniu sił JP i w górnym pręcie 
będzie działała siła rozciągająca -5—; hr Z & 
w dolnym siła ściskaj ąca - 5 - ^ —zatem: 
/7=JLI £L g 7* z . * r z? a 7 Z 
, • ^ a przesunięcie poziome przegubu środkowe-
go 

GL ;' .. W i s t o -
cie siła O. nie i s t n i e j e , zatem poziomą składową prze
sunięcia przegubu C? otrzymamy czyniąc <£ = 0 co da 
7i= £ — O . Przegub środkowy obniża się jeno 
nie schodząc z l i n j i działania siły^27. 

Chcąc, dajmy na to, znaleźć kąt obrotu pręta^ć^ 
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c z y l i , inaczej mówiąc, przyrost ĆACA kąta należy 
wprowadzić fikcyjną parę sił 2^ przyłożoną do obu koń
ców pręta. Obrót tej pary da szukany przyrost ćAać. 
Oznaczmy moment tej pary przez A2=2F^L1 szukany przy
rost ć2^*^będzie niewątpliwie przesunięciem pary PH . 

Siła 2^=J^~ przyłożona do przegubu ̂  wywołuje w nim 
odporę; druga natomiast siła pary daje składową piono
wą A^JlAoó i poziomą Aj^Otioć , Tkładowa AJ^ĆÓHOĆ da 
siły rozciągające oba pręty podczas gdy na t l e 
działania składowej Tj^ofżrlOĆ górny pręt będzie ściska-
ny a dolny rozciągany siłą —s~>—~~7~• Ostatecznie przy 

» >ć CcrfoC ją 

łącznem działaniu siły jR i pary sił Jf*--^— górny pręt 
będzie rozciągany siłą: - g - + 1 ^ 7 ^ = ^ ^ + 

+ M Q»<bć-o)oTzcć^ d o l n y ściskany siłą: -J^ + F&r* - / - g ^ 
JJ JQ Gxjc7<ifónc7 " xru&oć ćcJdzoć ćtbóoc 

= — h-Z^-- — ;Zatem praca sprężysta: 
7T - <Lf Z* JKL COH^oć-OJon -fccT ?AA_ , 

a przesunięcie uogólnionej siły Ai będzie: 

+r P g ? /W: ... . 
C ĆCrfcć Z £ ćbj cćofon> oć J A A AG77^ cććbócć 

W i s t o c i e jednak para ^/ nie i s t n i e j e , zatem czy-
niąc Ai=0 otrzymamy szukany przyrost ĆACA = /' / = 

i 2 7 Cod^cA-cfóróiA - 4 _ PofmcA 

Znak ujemny wskazuje, że obrót pary zachodzi w 
kierunku odwrotnym do kierunku działania sił, co zresz
tą widocznem j e s t samo przez się, bo przegub (A opuszcza 
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się w dół. 

Drugie twierdzenie CASTIGLIANO je s t przeto nader 
SPRAY/NEM NARZĘDZIEM RACHUNKU. Oba powyższe przykłady 
wystarczająco to uwypuklają. Oddaje ono NIEOCENIONE 
WPROST USŁUGI w zastosowaniu do układów statycznie nie-
wyznaczalnych. Tego rodzaju 

§ 9. UKŁADY STATYCZNIE NIEWYZ N AC Z ALNE są dwóch ro
dzajów. Przadewszystkiem l i c z b a podpór, na których spo
czywa układ, może być zbyt wielka, nie można więc z rów, 
nań s t a t y k i wyznaczyć wszystkich odpór. Tu zatem UKŁAD 
JEST STATYCZNIE NIEWYZ NAC Z ALMY PRZEZ NADMIERNĄ ILOŚĆ 
WIĘZÓW. W ogólnym wypadku układu przestrzennego mamy 
sześć równań s t a t y k i , możemy przeto wyznaczyć sześć od
pór układu, pozostałe 72 odpór będą więc statycznie n i e 
wyznaczalne - UKŁAD BĘDZIE 71 -KROTNIE STATYCZNIE NIE-
WYZNACZALNYM PRZEZ WIĘZY. Nadto UKŁAD MOŻE BYĆ STATYCZ
NIE NIEWYZNACZALNY PRZEZ NADMIERNĄ ILOŚĆ OGNIW LUB ZBY
TECZNĄ SZTYWNOŚĆ POŁĄCZEŃ. Tego rodzaju UKŁADY ZOWIEMY 
STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEMI WEWNĘTRZNIE. W obu wypad
kach mamy przeto pewną ilość czynników równowagi sta
tycznie niewyznaczalnych, które z łatwością wyznaczyć 
możemy stosując drugie twierdzenie CASTIGLIANO a raczej 
tak zwaną ZASADĘ NAJMNIEJSZEJ PRACY SPRĘŻYSTEJ, c z y l i 
TWIERDZENIE MENABRE^l, stanowiące prosty wynik drugiego 
twierdzenia CASTIGLIANO i z tego powodu mylnie czasami 
trzeciem twierdzeniem CASTIGLIANO zwane. 

§ 10. ZASADA NAJMNIEJSZEJ PRACY MENABRÊ A. - Weźmy 
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pod uwagę układ statycznie niewyznaczalny, pozostają
cy w równowadze pod jarzmem sił zewnętrznych odkształ
cających. Wobec statycznej niewyznaczalności układu 
pewna ilość czynników równowagi pozostanie niewyzna
czona statycznie, jfiągą to być odpory zbyteczne lub 
więzy wewnętrzne, o czesi tylko co była mowa. W pierw
szym wypadku, gdy ilość odpór j e s t nadmierna, nie zdo
łamy wyznaczyć 72 czynników równowagi tego rodzaju. 
Oznaczmy te statycznie wyznaczalne odpory przez <jCy, 

X X Gdybyśmy usunęli podpory układu wywołu-
jące siły AC.(ż= i[J?....?zJ równowaga odkształcona została-
by zachwiana - i aby ją nadal utrzymać bez zmiany nale 
żałoby wzamian odrzuconych podpór przyłożyć dodatkowy 
układ sił zewnętrznych ^A^yzastępuj ących działanie od
nośnych podpór, a więc tak samo działających jak one. 
E ten sposób siły odkształcające pomnożą się o 71 sił 
«yC j a coddy układ rozpatrywany, pozbawiony podpór 
zbytecznych stanie się statycznie wyznaćzalnym, będzie 
my mogli przeto wyznaczyć siły działające w jego ogni
wach, oraz wszystkie konieczne odpory, na mocy równań 
s t a t y k i . Nadto będziemy mogli wyznaczyć pracę spręży
sta 71 ukł adu, jako smarne prac wszystkich jego składo
wych ogniw w postaci f u n k c j i od sił zewnętrznych ukła
du oraz dodatkowych sił Weźmy pod uwagę jedną z 
tych ostatnich, dajmy na to AC^. Przynależy ona do od
rzuconej podpory A' zastępując j e j działanie na układ. 
Zatem gdy owa podpora przy odkształceniu pozostaje 
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nieruchoma lub porusza się prostopadle do działania 
swej odpory, punkt przyłożenia zastępczej siły <JC^ wi
nien pozostać również nieruchomy lub przesunąć się 
prostopadle do*JC* W obu wypadkach przesunięcie siły 
zastępczej c^Cjest zerem, a zatem na mocy drugiego 
prawa CASTIGLIANO będziemy m i e l i = O . W ten 
sposób otrzymujemy dodatkowe równanie,umożliwiające 
wyznaczenie brakującego czynnika równowagi - odpory 
ê C. W szczególnym wypadku podpory ruchomej, ujawnia
jącej podczas odkształcenia przesunięcie ^C, w kierun
ku odpory, punkt przyłożenia zastępczej siły <j£ winien 
dać również przesunięcie JC„ , należy zatem na mocy 
drugiego twierdzenia CASTIGLIANO napisać S^T-^C.Jest 
to równanie dodatkowe umożliwiające wyznaczenie braku
jącego czynnika równowagi odpory przesunięcie bo
wiem winno być zgóry znane z warunków zadania. W 

/ * O) 7/" 
ten sposób otrzymamy 72 równań _ - - - ̂ <c. , gdzie pew-
na część, lub wszystkie przesunięcia iX- będą równe ze-
ru. Te równania łącznie z równaniami sta t y k i pozwolą 
wyznaczyć wszystkie odpory układu. Aby uniknąć dłuż
szych omówień będziemy nadal zwali odporę NIERUCHO
MĄ" siły tJC dla której odpowiednie przesunięcie ^ 
je s t zerem. 

Z k o l e i układ może być statycznie niew.yznaczalny 
wewnętrznie przez nadmierną ilość ogniw lub zbyteczną 
sztywność i c h połączeń. Ze s t a t y k i wiemy naprzykład, 
że ustrój prętowy trójkątna o przegubowem łączeniu 
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prętów j e s t statycznie wyznaczalny. Podwojona l i c z b a 
węzłów takiego ustroju mniej t r z y winna dać liczbę j e 
go prętów. Dodajmy jeden pręt, a układ stanie się nie-
wyznaczalnym - równania st a t y k i wtedy nie wystarczą 
przy wyznaczaniu sił prętów. To samo okaże się wtedy 
gdy połączymy jakiekolwiek dwa pręty układu, nie prze
gubowo a trwale. VJ złączeniu powstanie moment statycz
nie niewyznaczalny. W obu wypadkach będziemy przeto 
n i e l i czynniki równowagi statycznie niewyznaczalne. 
Zważmy, że w obu wypadkach możemy odrzucić ogniwo zby
teczne, lub usztywnione połączenia, czyniące ustrój 
statycznie niewyznaczalnym i zastąpić ich działanie 
przez odpowiednie siły uogólnione* w tyra celu należy 
wykonać odpowiednią ilość przekrojów; ogniwo zbyteczne 
przeciąć u obu końców w przykładzie wyżej przytoczonym, 
a przegub usztywniony - odsztywni6 rozcinając jeden z 
prętów łącznych tuż u łączenia. Działanie wyciętego 
ogniwa, zbytecznego należy zastąpić układem sił, a zby
tecznego usztywnienia rozciętego - parą i siłą. W ten 
sposób zewnętrzny układ sił pomnoży się o owe siły za
stępcze przyłożone do przecięć dokonanych, a cały 
ustrój stanie się statycznie wyznaczalnym. Zważmy, że 
każde przecięcie obnaży dwie powłoki przekroju; uprzed 
nio były one w ścisłym dotyku - dotyk tu niewątpliwie 
należy utrzymać i nadal inaczej bowiem ustrój przesta
nie być sobą - należy zatem do jednej powłoki przyło
żyć zastępcze czynniki równowagi . do drugiej 
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zaś - <JCy Siły te równoważące się wzajemnie po
mnożą układ sił zewnętrznych odkształcających, czyniąc 
zarazem ustrój statycznie wyznaczalnym. Będziemy prze
to mogli wyznaczyć obciążenia poszczególnych ogniw 
ustroju i pracę i c h sprężystą. Praca sprężysta całości 
będzie niewątpliwie summa prac. poszczególnych ogniw 
ust r o j u . Oznaczmy ją przez 77. Będzie to funkcja sił 
zewnętrznych P, @. odkształcających oraz sił do
datkowych <X-JC7 przynależnych do przecięć 
wykonanych. Zważmy, że punkty przyłożenia sił *X.i-J%., 
yi ~~>y* i t.d. są zawsze tożsamościowe, zadaniem bo
wiem owych sił dodatkowych - utrzymać powłoki przekro
ju w ścisłym dotyku, aby w ten sposób zachować istotę 
ustroju pierwotnego, w którym owe^przecięcia nie i s t 
niały zupełnie. Zatem przesunięcie <-X siły^^fi <^r/3iły 

są tożsamościowe, w i s t o c i e bowiem mamy tu do 
czynienia z j ednem i tern samem przesunięciem wsj)ólneni 
dla obu sił TC i ~TC . Na mocy drugiego twierdzenia 
CASTIGLIANO możemy oczywiście napisać R~^=J^+T^$L 

waż tylko te dwie siły zewnętrzne odkształcające się 
są zależne od~siebie. Stąd, wobec tożsamości przesu
nięć y i -V będziemy m i e l i CT7L - . Pisząc 
równania F^-^y p^y' ~ &y i t.d. dla wszystkich 
sił dodatkowych <̂ c>f.... otrzymamy w ten sposób odpo
wiednią ilość równań, z których wyznaczymy wszystkie 
czynniki równowagi odkształconej statycznie niewyzna-
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czalne. 

Wszystko to cośmy wyżej powiedzieli dotyczy jedy
nie i wyłącznie ustrojów wzorowo sprężystych zachowu
jących się podług uogólnionego prawa H00KE'A, wtedy 
tylko bowiem drugie twierdzenie Castigliano może być 
stosowane bez błędu. Z rozważań tych wynika tak zwane 
twierdzenie MENABREA., które głosi, że: 

f/ 
ISTOTNE WARTOŚCI STATYCZNIE NIWYZNACZALNYCH ODPÓR 

NIERUCHOMYCH LUB WIĘZÓW WEWNĘTRZNYCH USTROJU WZOROWO 
SPRĘŻYSTEGO ODPOWIADAJĄ NAJMNIEJSZOSCI PRACY SPRĘŻYSTEJ 
CAŁEGO USTROJU. 

To twierdzenie,zwane inaczej jeszcze ZASADĄ NAJ
MNIEJSZEJ PRACY SPRĘŻYSTEJ j e s t wprost oczywiste, wo
bec i s t n i e n i a równości typu C2JZ — & dla odpór nieru-
choraych i sił dodatkowych przecięć wyżej rozpatrywa
nych. Praca Bprężysta sił zewnętrznych odkształcających 
jako rdzennie dodatnia może mieć jeno minimum, zatem 
ta j e j najmniejszośó odpowiada istotnym wartościom 
statycznie niewyznaczalnych czynników równowagi od
kształconej . 

Przykłady naj l e p i e j uwypuklą istotę nowego twier
dzenia. Weźmy pod uwagę belkę zamocowaną jednostronnie, 
a drugostronnie opartą na podporze ruchomej, umożliwia
jącej l i t y l k o posuw podłużny w kierunku o s i pręta nie-
odkształconej. Jest to tak zwana PODPORA NA ROLKACH,da
je ona odporę pionową \.X. na t l e jednostajnego obcią
żenia w stosunku O Kilogramów na jednostkę długości pręta. 



- 593 • 
Osada pręta da nadto odporę . 
pionową Al, p o z i o m a m i mo

ment, zamocowania ^Ct /^HYS.32^ 

Na mocy st a t y k i będziemy mie
l i przeto d l a sił p i o nowy cii: 
A+JC+fiL^ O , d l a sił po % 
ziomych A3=0 i dla momentów 
względem przekroju osadczego; 

i ? W 323. 

M+g-jr + XL=0. Z tych r ow-
nan możemy jeno określić w funkcj i ,który 
to czynnik pozostanie statycznie niewyznaczalnym. 
Chcąc go wyznaczyć odrzucamy podporę i wprowadzamy si
łę— ̂ niewiadomą, zastępującą j e j działanie. Aby wy
znaczyć wartość t e j siły rozpatrujemy w odległości^ 
od podpory - przekrój poprzeczny pręta. Dla tego prze-
kroju będziemy m i e l i moment gnący j^=+^%>~hfi—g-\i*'° 
tem praca sprężysta pręta > y y - t e = / A L ^ ^ ^ / z 

Na. mocy zasady o najmniejszej pracy mamy w zało
żeniu odpory J[ nieruchomej : = /iM^&^M. 

A ^JC fi £J 9JC 
4- -i-

Stąd bezpośrednio AC = — ~-<fiA. Możemy również 
moment osadzenia^/^ uważać jako odpcrę statycznie r.ie-
wyznaczalną, wtedy otrzymamy z równań s t a t y k i Al i 
w f u n k c j i tego czynnika ̂ £ . Ciicąc go wyznaczyć od
rzucamy zamocowanie i wprowadzamy ncwą siłę uogólnio
ną - moment /£, zastępczy - będziemy zatem m i e l i belkę 

WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW - ARKUSZ X X X V I I I . 
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unieruchomioną przegubowo u jednego końca, a u dru
giego wspartą na podporę rolkową. Obciążenie jedno
stajne k l g . na jednostkę długości b e l k i łącznie 
z momentem M> wywoła odpory pionowe oraz po
ziomy 23 /KIS. ZZA/. Równania s t a t y k i dadzą d l a sił 
pionowych JC+2! -+-<7-£s = O, poziomych 2?= O , oraz d l a 

-i* 

momentów w stosunku do prawej podpory ^-Ąy + ^£Lyt£ = 0. 

Stąd mamy PC = — ~^~£fi o r a S 5 ^~?z > zatem w 
odległości % od podpory rolkowej będziemy m i e l i war
tość momentu P= JL^_ 9pZ 7 z a tem; W^0§^Ł 

Na mocy zasady najmniejszej pracy wobec unieruchomie
nia osadczego przekroju możemy napisać: 
^ T / EJ JC EJ L ^~ 

ŚEJ PsPP^ ~&£<p ~~ " L ż 

Stąd bezpośrednio mamy 2U ^^łP * ^ ^Q w^n:""" 
k i otrzymaliśmy już pierwej w ustępie dwudziestym 
drugim działu piątego,, 

Z k o l e i rozpatrzymy belkę dwuprzęsłową c '.ocz
nych podporacn rolkowych i środkowej - przegubowej 
/̂RYS. 325/. Jednostajne obciążenie w stosunku & k l g . 
na jednostkę długości b e l k i wywoła pionowe odpory 
boczne 21 i (2 oraz dwie odpory - p i o n o w a l i pionową 
CB środkowe. Równania st a t y k i dadzą dla sił piono
wych + C+ e?L~ O , poziomych J3 = 0 oraz momen-
tów względem dajmy na to skrajnej podpory prawej; 21L+ 
*JCL2?^^0. Stąd mamy: 21=-¥f~X-j? oraz: 
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~ *J£ ' ŻE tera v. odległości od lewej skrajnej podpory 
panować będzie mc- a %. "'~ A c 

ległoś c i od pra
wej Ekrajnej podpo
ry moment Ji^-^-ć)-
-jIiLco+Zf?. s t ą d : 

Na mocy zasady 
pracy najmniejszej 

QX J UJ 9JC 
możemy nnpiRsn; — / ŚJSŁZZ r &ug. /-

TŹEJ * 3EJI? 8HJL ' 3EJZf 8EJL 

Stąd bezpośrednio JC-Łj^^LtM. . Ten sam 
wynik otrzymaliśmy w ustępie trzydziestym siódmym dzie-
łu piątego. 

Zamiast odpory cA* możemy wprowp.dzió inny czynnik 
statycznie niewyznaczalny, dajmy na to, moment odporo-
w y ^ panujący ponad podporą środkową (/HYS. 325/.Chcąc 
zastosować w danym wypadku zasauę najmniejszej pracy, 
rozcinamy pręt ponad podporą środkową i obciążamy do
datkowo znoszącymi się wzajemnie momentami"JU różno-
skrętnemi. Zatem miasto jednego statycznie niewyzna-
czalnego pręta, otrzymamy dwa statycznie wy znaczelne, 
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a obciążone w sposób wskazany na RYS.326. Tak obciążo
ny pręt rozpatrywaliśmy już pierwej w przykładzie po
przednim i wyznaczyliśmy jego pracę sprężystą. Korzy
stając z otrzymanych wzorów możemy przeto napisać na 
mocy twierdzenia Menabraa : 

i _ 4$+ J±L+- i 1 -z^i -- -JŁL + 
9M svj. YSJ ^ŚW ^I&J ~JV& 
+ U^Ej^Mm 0^~— Stąd bezpośrednio^-^-^2 J ^ y . 
Ten sam wynik otrzymaliśmy w ustępie trzydziestym pią
tym działu piątego.. 

W obu tylko co rozpatrywanych przykładach prze
krój b e l k i był z założenia stały. Jako TRZECI PRZYKŁAD 
weźmiemy pod uwagę BRAMĘ DŹWIGOWA, obciążoną jednostaj
nie w stosunku k l g . na jednostkę długości połaci po* 
ziomej górnej, sztywno na węgłach połączonej•ze st o j a 
kami pionowymi /RYS,- 32?/. Wysokość stojaków niech bę
dzie H , szerokość bramy 23 . Stojaki przegubowo u 
dołu unieruchomione spoczywają na podporach J2. i 
Obciążenie górnej połaci wywołuje pionowe odpory «X.xJC.' 

wzdłuż osi sto j aków, oraz odpory poziome y i 3^0 i s t 
nieniu tych ostaLnich przekonamy się z łatwością, zwa
żywszy w j a k i sposób brama ulega odkształceniu /fłYS. 
328/ . Wooec usztywnienia węgłów górna połać zachowa się 
jak belka obustronnie zamocowana, a s t o j a k i - jak prę
ty zamocowane jednostronnie. Odnośny wykres momentów 
podaje RYS. 329. W danym wypadku równania s t a t y k i daczą 
dla sił pionowych JC + J£' + fi-^- & , poziomych 
oraz momentów względem podpory dajmy na to lewej : 
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%&+x'J3=0. Stąd ^ r - - ^ = X o r a z y=-<X. Odpora 
J ^ j e e t zatem statycznie niewyznaczalną. Aby ją zna-

RYX 32 7. RYS. 3 2 8. RYS. 329. 

leźć rozpatrujemy przeKrój poprzeczny stojaxa f o d l e 
głości JC od podpory. Dla tego p r z e k r o j u moment gną
cy będzie Jji ~ .3̂ T . jjadto na górnej połaci bierzemy 
pod uwagę przekrój poprzeczny odległy o tT od węgła. 

Z3 „Z* 2:S Dla tego p r z e k r o j u ^ = ^ ^ ^ 5 / ^ = ^ - / ^ ^ ^ _ 
Wobec tep;o oraca sprężysta bramy będzie 77=2/ X^FPT * 
fj ——TTT * gdzie J?&% dotyczy obu stojaków a JSeT \Z J? Łój 
połaci górnej. Stosując zasadę najmniejszej pracy 
otrzymamy dla odpory nieruchomej Y: C ~ = Z/^7^^C^^ 

+ SM, - Pf yx*dr, 7?Z4ł^y°l nZ-

Stąd bezpośrednio: y=-jgZg jj&f 

Jako OSTATNI TYP0\/Y PRZYKŁAD rozpatrzymy wiązar 
możliwie najprostszego kształtu, wsparty na podpory 
przegubowe a więc nieruchome. Obciążenia obu węzłów 
bocznych przenoszą się bezpośrednio /RYS.330/ na pod-
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pory nie mogą więc odkształcić wiązem; pozostaje t y l 
ko siła. /^górnego węzła dajmy na oo pionowa, stanowią
ca całkowite obciążenie wiązaru odkształcające. Wywo
łuje ona w podporach przegubowych odpory pionowe 21 i 
A'i poziome 23 i JE>'. Równania sta t y k i dadzą dla sił 
pionowych _P + M +• 21 ' — C! , 

330. 

Rys. 333. 

poziomych 23+jB ~ ć? i 
dla momentów wzglę
dem, dajmy na to,pod
pory 1 ewej : Pl+JP^- = o, 

stądv4=-^/3 B = -JB\ 

Odpora J3=J£ j e s t za
tem statycznie nie-
wyznaczalna. Aby ją 
znaleźć odrzucamy 
obie podpory i mjh-

sto nich wprowadzamy 
odpory A,22yJ5 i ̂ ' j a 
ko dodatkowe siły ze
wnętrzne, w ten spo
sób uczyniliśmy 
ustrój statycznie wy-
znaczalnym, możemy 
przeto zbudować dwa 
wykresy CREHONA;/dla 
sił zewnętrznychP,M 

i A* i U dla dodat
kowy en sił 23 i JS\ 
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Pierwszy wykres /RYS.332/ j e s t zupełnie określony po
nieważ siły P Zł i J2' mają ściśle określoną war
tość, natomiast drugi może być zbudowany jeno w ska
li, nie mamy bowiem dotąd jeszcze iBtotnej wartości 
sił dodatkowych B i P* . Zbudujmy go tedy d l a 
tX~A /fefS. 333/. Z pierwszego wykresu z łatwością 
znajdziemy na mocy prawa sinusów * = -r~- - » 

oraz — o)i<7iy6 , Uważając siły rozciągające j a 
ko dodatnie, a ściskające jako ujemne, wyznaczymy s i 
ły w prętach w sposób następujący: P— ~ • ? ' ^ f f i 
%=-JT-nC *P S^ĄŚgMk* Oznaczmy-/T%^-- = 

=U * 4*<* = a., - ^ ^ g ^ f r - = ^ , a będziemy 
m i e l i : Ę^-cz^P, ^ć^P, Ę=asP Podobnież zupełnie 
z drugiego wykresu maray - j r — ~ — - - — ^ . — ^? oraz 
£QS — QoAtfi(X',u zatem uwzględniając znaki =A££&Łc-

bezpośrednio przechodząc od s k a l i do istotnej wartości 
odpowiadającej s i l e odkształcającej mamy Q=Q*Z£f 

&2JC 9 &3 - ̂  . Oznaczmy przez JC^ siłę j a 
kiegokolwiek pręta & przez jS^ jego przekrój poprzecz
ny, przez Z. ~ j ego długość, wreszcie przez /:T. -współ-
czynnik sprężystości odnośnego tworzywa. Y/tedy: -/P.= 
tf^P+t^JC & praca sprężysta tego pręta • 
Praca sprężysta wiązaru będzie więc 7T=^-j-- 'ffife ar 
= ^ f Ę£jz2uJkiM gdzie należy sumować na wszyst-
kie pręx.y wiązaru. w a mocy zasady najmniejszej pracy 
mamy d l a odpory JCnieruchomej ~ ~ = P ^ Ś *^~~^ŁL-~O 
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Stąa oezpośrodnio: v YJ 

udypyeiny jedną z podpór dajmy na to prawą zmie
n i l i na rolkową, uetrój stałby się statycznie wyzna-
czalnym o wartości odpory Jj - c?. Natomiast gdybyśmy 
dodali pręt zbyteczny ć?ć? /RYS.33l/ ponownie m i e l i 
byśmy do czynienia z ustrojem statycznie niewyzna-
czalnym, bo siły J>C tego pręta, nie można wyznaczyć 
z równań s t a t y k i . Chcąc otrzymać wartość istotną t e 
go czynnika przecinamy pręt zbyteczny MQ gdziekol
wiek, dajmy na to pośrodku w ?727l« Obie powłoki prze 
kroju utrzymujemy w dotyku za pomocą sił dodat
kowych równych eyV i Z łatwością postrzec się daje, 
że i v, tym wypadKu dla wszelkich prętów prócz roz
ciętego ./P'. - ĆZ'. VĄ.<JC , a zatem również 17,= 

~~2'~~ź£~cA " ^ u P r ( ^ a -F natomiast. y P - ^ T a zaś 
JI0=^-^Zę.^ s t ą d d l a całego wiązaru U^JJf g M f f + 

+ y fi- i na mocy zasady najmniejszej pracy: 
^JT° f.fcP+bJCJtjr , JTZ* _„ stad 

bezpośrednio: ^C~~ £ i A - 7? 

„ 6 . . . . ^X+4f^fi^ 
nasada najmniejszej pracy stanowi nader sprawne na-
rzędzie rachunku. Widać to z przykładów powyżej przy
toczonych. W pewnych jednak wypadkach lepsze wyniki 
daje tak zwane 

§ 11. TWIERDZENIE BETTI c z y l i tak *.wana ZASADA 

W Z A J E M N O Ś C I . Istotę tego twierdzenia poznamy najłat-
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wiej biorąc pod uwagę, że dla ustrojów wzorowo sprę
żystych praca sprężysta stanowi jednorodną funkcję 
drugiego stopnia 1 lub przesunięć odnośnych. Zatem może
my napisać dla ustrojów wzorowo sprężystych 77- ĆZP$-

+mPa + npą+. +*<2j^+. 

Na zasadzie drugiego twierdzenia CASTIGLIANO, które 
niewątpliwie możemy zastosować w tym wypadku, będzie
my m i e l i : 

y& = Ęjjr = £aP+. + m, (7 + nj&r 
if*G§ =^^t 
r = ^ § = ^ 4 c * • 
Bierzemy pod uwagę dwa stany równowagi odkształ

conej ustroju rozpatrywanego. 
Stan j , kiedy ustrój pod jarzmem zrównoważo

nego układu sił odkształcających 7^,(^,7^... ujawnił 
odnośne przesunięcia , ^, '0, oraz--

Stan // nacechowany wartościami przesunięóyZ^ 
ć?^ , 2^ przynależnemi do sił 77?y <Q,7^... układu 

odkształcaj ącegc. 
Ponieważ mamy bezpośrednio: 

H ^Ę^^Ęi^ • • 3 

oraz podobnież: 
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przeto możemy napisać na zasadzie tożsamości prawych 
części wzorów tylko co wypisanych, równanie: Ęfe+^fó-
+J(>

1?£->-..... - Ę>% + stanowiące istotę twier 
dzenia BETTI c z y l i ZASADY WZ AJET/NOŚCI. 

SUMLA SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH PRZYNALEŻNYCH DO PIERW
SZEGO STANU RÓWNOWAGI USTROJU WZOROWO SPRĘŻYSTEGO MNO
ŻONYCH PRZEZ ODNOŚNE PRZESUNIĘCIA DRUGIEGO STANU RÓW
NA JEST SUMIE ILOCZYNÓW SIŁ DRUGIEGO STANU PRZEZ OD
NOŚNE PRZESUNIĘCIA PIERWSZEGO.. 1> 

W wypadku działania tylko dwu sił rozpatrujemy 
zazwyczaj układ /^ż&f-tf stanu pierwszego wraz z od-
nośnemi przesunięciamijfĉ  i ^ ' , t oraz układ A^-(2\ sta
nu drugiego z przesunięciami j&2 i • Na mocy zasady 
wzajemności -̂ y&> = Cfe. Gdy nadto jC=(2g wtedy ^Ą^-
Poprzyjmy to przykładami. 

B**lka jednostronnie zamocowana, a drugostronnie 
obciążona zrazu siłą ^=JD a potem momai 

Obie te siły wywołują podobno ugięcia pręta, w ecu 
wypadkach otrzymamy końcowe strzałki ugięćia^y^ •*,

t/^ 
oraz skrajne kąty i "Ẑf nachylenia końcowych stycz
nych odkształconej ku pierwotnej osi pręta /RYS. 334 i 
335/. Na mocy zasady wzajemności będzie P^ ~ tyjf ̂ ° 
j est Jt~^~Ai^t ^jdy nadto liczbowo siła obędzie rów
na uogólnionej s i l e Ai, to wtedy również liczbowe war
tości oanośnycli przesunięć będą równe - będziemy więc 
m i e l i •*£ =* -ćr, . Łatwo się o tem Jiz^konać bezpośrad-

^ A, A MI? 
nio na mocy wyprowadzonego wzoru d l a Jź^~~^^^r • Czy-
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mąc w nim M=P odnajdź i emy znany a t e o r j i gięcie wzór 
dla 7^ ..—o 

Weźmy nadto pod uwa
gę dowolny zresztą prze-
kiój poprzeczny w odle
głości E od osady pręta 
i oznaczmy przez ̂  strzał
ko jfcg 0 ugięcia w wypadku 
działania siły Z* ,oraz 
przez pochyłonie od
nośnej stycznej odkształ
conej ku p i e r w o t n e j 
osi pręta w wypadku dzia- R y s 

l e n i a momentu Zi u skraju pręta, jak zresztą na j l e p i e j 
wskazują RYS. 334 i 335. Przenieśmy siły Z3 /f?YS.336)/ 
ponad ów przekrój obrany - pod j e j działaniem pręt 
ujawni końcową strzałkę^/ ; -Przesuńmy /f^YS. 337/mo
ment Zi w płaszczyznę przekroju obranego, a styczna 
końcowa odkształconej .utworzy kąt ^ z pierwotną 
osią pręta. Zasada wzajemności wymaga tego, zresztą 
można to udowodnić i wprost, wychodząc z równania od
kształconej . 

Jako drugi przykład bierzemy pod uwagę pręt opar
ty na dwóch podporach i obciążony siłą pionową Z>-prty-
łożoną w odległości Ed od lewej podpory pręta. 
Oznaczmy przez Z: strzałkę ugięcia tego pręta * odle
głości E2 od tejże podpory. Na mocy zasady wzajemno-
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ści możemy natychmiast udowodnić, że ten sam pręt ob-

Zasada wzajemności oddaje nader cenne usługi w za
stosowaniu do BELSK WISLOPRZESŁOWYCH. Weźmy pod uwagę 
belkę dwuprzęsłową wspartą na trzy podpory, lewą -prze 
gubową, dwie pozostałe rolkowe /RYS.539/. Obciążenie 
b e l k i stanowi siła Ppionowa działająca dajmy iw tc 
v odległości ZJQ od prawej podpory. Wywoła ona odpory 
pionowe ĄJC^C'i poziomy 23. Równania st a t y k i dadzą 
d l a sił pionowych /j+JK+C+P^Oi poziomych - z ^ ^ i mo
mentów względem dajmy na to odpory prawej y^fŻ^Z^J^TZ 

PLQ
 = O . Z tych równań z łatwością wyznaczymy /} i 

ćT\ w zależności od czynnika ./Tstatycznie niewyznacza] 
nego. Aby go wyznaczyć odrzucamy środkową podporę i n; 
tem miejscu dajemy siłę pionową równą jedności. Pod 
je j działaniem pręt odkształci się. Ponieważ po odrzu
ceniu środkowej podpory stał ?ię on statycznie wyzna-
csalnym, przeto z łatwością wyznaczymy odnośną odkszta? 
coną, a co za tem i d z i e i strzałki ugięcia^/* w odległe* 
ści L,Q od prawej podpory ^9* miejscu przyłożenia s i 
ły odkształcającej, a więc t*a, gdzie pierwej tyła pod
pora środkowa. Zatem możemy założyć 2^=P, jakc 
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* jedyne dwie siły zewnętrzne pierwszego stanu równowagi 
pręta,oraz Ę-O i Qs4 dla stanu drugi ego, gdzie nadto 

• mamy przesunięcia JDg =jf- i »podczas gdy niewątpli
wie w założeniu nie- Ryj. 339. j g | " ĵL— 
ruchomej podpory 
środKowej fi^ = O % Na 
mocy zasady wzajem
ności możemy tedy 
napisać Pf+Jt^J.O^O, 

skąd bezpośrednio 
A^= — —P^ Ponieważ 
P . / 

-^r j e s t stałe prze
to tylko co wyzna- P •czona odkształcona daje w s k a l i y wszystkie wartości 
odpory jSC dla jakiegokolwiek położenia obciążenia y 2 3 

na belce. ODKSZTAŁCONA STANOWI zatem tak zwaną LINJĘ 
WPŁYWU SIŁY P NA ODPORĘ JC . Ta Krzywa oddaje cenne 
usługi w wypadku działania OBCIĄŻENIA RUCHOMEGO. Gdy 
działa XL sił odkształcających pionowych P 2= f,ś?...7Z-

będziemy m i e l i oczywiście X=-^XJ£p%gdzie przez P. 
oznaczyliśmy .——' strzałki odkształconej przynależne 
do sił odkształcających, to j e s t leżące pod niemi. 

Gdybyśmy miasto czyąazka JC c h c i e l i wprowadzić 
jako statycznie niewyznaczalną - moment jPto .panujący 
ponad podporą środkową, to w tym wypadku mielibyśmy 
Ę=P oraz ć^=Aio% Aby otrzymać stan drugi równowagi od
kształconej ustroju,rozcinamy belkę tuż nad podporą 
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środkową i obciążamy obie j e j rozcięte połowy różno-
skrętnemi momentami równemi jedności. Pod ic h jarzmem 
rozcięte połowy b e l k i wygną się obie ku górze lub ku 
dołowi jednocześnie ujawniając kąty i nachylenia 
skrajnych stycznych ich odkształconych ku pierwotnej 
osi b e l k i . Nadto w odległości JLQ od skrajnej prawej 
podpory rozciętej b e l k i otrzymamy strzałkę ugięcia^/^ 
/RYS. ZAO/. Zatem d l a stanu drugiego 3^3= 0 a (2S=J, 
przyczem pod (2 rozumiemy tu siłę uogólnioną złożoną 
z obu par odkształcających różno skrętny eia a równych 
jedności. Ta siła uogólniona powoduje pochylenie się 
powłok przekroju rozciętego, zatem ^ ^ ^ ^ ^ » n a d t o 
Jz>2 . W i s t o c i e jednak przekrój ponad podporą środ
kową nie i s t n i e j e zatem odnośne przesunięcie bo 
niewątpliwie w nierozciętej belce obie powłoki przekro
j u pozostaną w dotyku. Zatem na mocy zasady wzajemno
ści, możemy napisać dffffif&Ji*!Rfa^.f^i^Ą stąd bezpo-
średnio Jl - - ̂  •. I tu znów mianownik nie zależy od 
umiejscowienia siły /-? na belce, możemy przeto łatwo 
wyznaczyć linję wpływu Biły P na moment ,Hk.razie 
działania 71 sił pionowych P &=/,£...7Z będziemy m i e l i 
oczywiście Al=—-^—"J^SS-M W podobny sposób możemy 
wyznaczyć odpory JC,y b e l k i trójprzęsłowej /RYS. 341/ 
obciążonej siłą Pv odległości Z*Q od skrajnej podpory 
lewej. W założeniu lewej podpory przegubowej a pozosta
łych rolowych będziemy m i e l i równania s t a t y k i dla sił 
pionowych /ł+tJC+y+JB+P^tft poziomych £=0.% momentów 
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względem dajmy na to podpory \^Qy.^CLi-i-PL0

+yfl,ii-L^J+ 

^J3L=0» Z tych równań wyznaczymy /} i w zależności od 
t/Y^- czynników sta
tycznie niewyzna-
czalnych w danym wy
padku. Chcąc je 
określić bierzemy 
pod uwagę tr z y sta
ny równowagi t e j 
belki-pierwszy 
istotny z tą j eno 
różnicą,że miasto środKowych podpór, Które odrzucamy, 
rozpatrujemy zastępcze odpory J£ i 2/"9 drugi stan rów
nowagi odkształconej tejże b e l k i , lecz bez podpór 
środKOwycn, obciążonej siłą ~ 7 , oraz podobny 
ostatniemu stan t r z e c i gdy działa siła 

Dla obu tych stanów równowagi z łatwością wyzna
czymy odkształcone, jako że belka po odrzuceniu podpór 
środkowych staje się statycznie wyznaczalną; będziemy 
zat6m mogli wyznaczyć strzałki ugięcia b e l k i w miej
scach podpór odrzuconych oraz strzałki w przekroju siły 
JP'. Odnośne oznaczenia n a j l e p i e j postrzec z KYS. 341. 
Zatem w danym wypadku będziemy m i e l i dla stanu pierwsze
go Ę=P,QŹ=JCFĘ=y-&\& stanu drugiego 
wreszcie dla stanu trzeciego 2?=(7, 7d.-7 .Odnośne 
przesunięcia będą oczywiście wobec nieruchomości podpór 
t / l j y d l a stanu pierwszego &Ź~A\ C = & , drugi ego /%̂//C= 
^ J T ^ / i t r z e c i e g o ^=^^=2,7^=71.^ zastosowaniu do 
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etanów pierwszego i drugiego zasada wzajemności da: 

~J*0—(y a do pierwszego i trzeciego: P??z + 
+J£-l+-yn=Jx(?=(?% Z tych równań wyznaczymy czynniki JF i 

w postaci ułamków o mianownikach niezależnych ani 
o&jf ani od ?7l i tu zatem z łatwością znajdziemy l i n j e 
wpływu obciążenia ruchomego JP na wartość odpór JC i«X^> 

Jako ostatni przykład rozpatrzymy ustrój mostowy 
wsparty na dwie podpory przegubowe a więc sta

tycznie niewyznaczalny, prócz bowiem odpór pionowych, 
które z łatwością znajdziemy z równań s t a t y k i , będziemy 
mi e l i nadto odpory poziome - czynniki <JC statycznie nie-
wyznaczalne. Zakładamy, że obciążenie pionowe działa na 
górne węzły. Obciążenie to może być stałe lub ruchome. 
To ostatnie wymaga wyznaczenia l i n j i wpływu na wartość: 
czynnika AC . Chcąc ją wykreślić obciążamy kolejno górne 
węzły siłą równą jedności i wyznaczamy odnośne wartości 
<JC znacząc je wykresowo pod odpowiedniemi węzłami. Wy
znaczony w ten sposób wykres służyć może dla wszelkiego 
JP9 da bowiem wartości «xTw s k a l i 4JP\ Zatem obciążamy 
dajmy na to węzeł JA siłą równą jedności, rozpatrując 
ją jako stan pierwszy równowagi ustroju. Jako stan dru
g i rozpatrujemy wypadek działania dwóch sił AL= y na wę
zły / i JC///, przyczem obie podpory odrzucamy zupeł
nie czyniąc w ten sposób ustrój statycznie wyznaczalnym. 
Pod jarzmem tych dwóch sił węzły / i Xtf/ zbliżą się ku 
sobie. Oznaczmy tc przesunięcie przez m . Korzystając 
z wykresu YILLI0.Ł.A /patrz CZASOPISMO KOŁA MECHANIKÓW 
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z roku 1917/ z łatwością możemy nadto znaleźć dla te-
tego obciążenia s i 
łami <X= <t% przesu
nięcia pionowe .ją 
górnych węzłów 
us t r o j u . Na mocy 
zasady wzajemności 
będziemy m i e l i 
+ *fS=0 , stąd 
bezpośrednio J£?= 

czynnik j est 

343. 

stały dla wszyst
kich 'węzłów, prze
to wykres przesu
nięć^ wyznacza w 
skali-—wartości odpory tZ" d l a siły ruchomej ̂ k o l e j n o 

fi 
obciążającej wszystkie górne węzły ustroj u . L i n j a wy
kresu przesunięć j/g stanowi zatem szukaną linję wpływu Gdybyśmy ten sam ustrój mostowy o p a r l i na podporę 
przegubową i r o i ową /RYS.. 343/, stał by się statycznie 
wyznaćzalnyin, natomiast łącząc dolno jego węzły ścią
gaczem poziomym otrzymujemy ustrój o jednym pręcie zby* 
tecznym, obciążenie bowiem *JL tego pręta nie da się 
wyznaczyć z równań s t a t y k i . s 

I t u również rozpatrujemy obciążenie odkształca
jące, w postaci układu sił pionowych, działających na 
WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW - ARKUSZ X X X I X . 
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górne węzły. Może ono być stałe lub ruchome. W wypadku 
obciążenia ruchomego należy wykreślić LINJĘ WPŁYWU dla 
odpór J% . W tym celu obciążamy kolejno wszystkie wę
zły górne siłą równą jedności. Towarzyszący każdemu z 
tych obciążeń stan równowagi odkształconej mianujemy 
pierwszym. Pod jarzmem sił zewnętrznych pręt zbytecz
ny ujawni wydłużenie równe , gdzie przez •£ ozna-
czyliśray długość ściągacza, przez^clT j ego przekrój po
przeczny, a przez PJ współczynnik sprężystości odnoś
nego tworzywa. Drugi 3tan równowagi odkształconej 
otrzymamy po odrzuceniu obu podpór, wycięciu ściąga
cza i obciążeniu dolnych węzłów siłami . Pod. 
jarzmem tych sił dolne węzły ustroju ujawnią przesu
nięcia poziome Tl a węzły górne - przesunięcia piono
we , zupełnie zresztą tak 3amo jak w wypadku uprze
dnio rozpatrywanym. Tutaj więc P=Z oraz nie-
wątpliwie ^ ~ i^jT" a**^° $Mz yS, 
<^£h zatem ns mocy zasady wzajemności możemy napisać 
JCk + tójjtf - P. J2TJ • Stąd bezpośrednio; JC= — ^ %ź—•; 
Ponieważ mianownik prawej części wzoru j e s t sta^y^dla 
wszystkich węzłów przeto wykres przesunięć :y§ / f o r s . 

343/wyznacza w s k a l i P^^'^^j] wartości odpory -Xdla 
siły P ruchomej, kolejno obciążającej wszystkie górne 
węzły ustroj u . I tu więc l i n j a wykresu przesunięć 
stanowi szukaną linję wpływu dla czynnika cPT..—b 

Wszystkie te przykłady jaskrawo uwypuklają spraw
ność zasady wzajemności w wypadku obciążeń ruchomych, 
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spotykanych na każdym krcku w t e o r j i mostów. Tam też 
twierdzenie BETTI gra nader ważną role, zwłaszcza, że 
zasada najmniejszej pracy nie daje dobrych wyników w 
wypadkach obciążenia ruchomego, trzeba bowiem d l a każ
dego położenia siły ruchomej rozwiązywać coraz to nowe 
układy równań, czego unikamy szczęśliwie stosując 
twierdzenie BETTI. 

W większości wypadków te dwie zasady dopełniają 
się wzajemnie. Zalety obu łączy w sobie poniekąd tak 
zwana : 

§ 13. ZASADA MOHR*A, która w i s t o c i e swej sprowa
dza się do znanej zasady prac przygotowanych.^ 

Weźmy pod uwagę ustrój sprężysty pozostający w 
równowadze pod jarzmem układu sił odkształcających 7£ 
i=l,£,<3....?Z, Na t l e działania tych sił powstał wewnąuz 
ciała odkształconego układ naprężeń -̂ J=7,£,J c o , 
Odnośne przesunięcia sił odkształcających 2g oznaczamy 
przez J&> , a odkształcenia wewnętrzne c z y l i właściwiej 
mówiąc przesunięcia naprężeń i- przez iC- . Wobec i s t -
niema trwałej równowagi ustroju odkształconego, musi 
wypołniać się na mocy zasady prac przygotowanych rów
nanie Ę<fy+$$fe ̂^Ą^+Ą^ * ̂ SS^t 
"t\^7^'c/^- f= O , w którem przyrosty warjacyjne prze
sunięć mają oznaczać przesunięcia przygotowane, c z y l i 
możliwe dla danydh warunków obciążenia. Is t o t a tylko 
co wypisanego równania nie ulega wątpliwości bo siły 
odkształcające /? równoważą układ sił wewnętrznych T̂.-
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a wielomian skończony -Ę1^ +?c/3>'/~••••• wyraża pracę 
sił zewnętrznych c z y l i pracę czynną, podczas gdy wie-
lomian o nieskończonej l i c z b i e składników ^c^"7''^c^^.. 
- pracę sił wewnętrznych - pracę bierną, a. więc różną 
co do znaku od poprzedzającej. NA î OCY PRAWA ZACHOWA
NIA ENERGJI SUMLIA TYCH PRAC HUSI BYC RÓWNA ZERU, W WY
PADKU GDY CAŁKOWITA PRACA SIŁ ODKSZTAŁCAJĄCYCH PRZE
CHODZI W PRACE SPRĘŻYSTĄ A WIĘC DLA CIAŁ SPRĘŻYSTYCH. 
Równanie tu otrzymane, aczkolwiek ścisłe,zupełnie się 
nie daje zastosować praktycznie wobec trudności summo-
wania nieskończonej l i c z b y składników, natomiast może 
oddać cenne usługi tam gdzie to summowanie wypełnić 
się uda, a więc przedewszystkiem w wypadku ustroju zło 
żonego z prętów połączonych przegubowo. Gdy siły ze
wnętrzne działają l i tylko na węzły - wtedy pręty 
ustroju pracują wyłącznie na ściskanie lub rozciąga
nie pod jarzmem sił wewnętrznych ustroj u , c z y l i sił 
W prętach Jc.+ To siły zastępują układy naprężeń panu-
jące w prętach, a zatem powodują wydłużenia prętów 
Jr^=cf!L^t gdzie przez poznaczyliśmy długość odnośne
go pręta. W wypadku rozciągania -fi^>0 oraz c(^>^, 
w wypadku ściskania P*\0 i aClf&l Zatem dla ̂ prę
tów ustroju będziemy m i e l i równanie:^Z^cfó. +^2?.d%=ą 

stanowiące istotę zasady IiOHR*A w zastosowaniu do 
ustrój ów. Ma ono zastosowania r o z l i c z n e . 

W wypadku ustroju prętowego statycznie wyznaczal-
nego może służyć do wyliczania sił prętów . Łatwo 
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to udowodnić zważywszy, że w ustroju prętowym statycz
nie wyznaczalnym wydłużenia prętów są zupełnie dowol
ne. Istotnie skoro odrzucimy jeden pręt wtedy dwa są
siednie trójkąty ustroju utworzą czworobok o NIEMATE
RIALNEJ PRZEKĄTNI w miejscu owego odrzuconego pręta. 
Możemy więc nie zmieniając reszty ustroju skrzywić 
czworobok w sposób zupełnie dowolny i wstawić nowy 
pręt - krótszą lub dłuższą przekątnie. ZATEM PRZYRO
STY d c USTROJÓW PRĘTOWYCH STATYCZNIE WYZNACZALNYCH 
SA NIEZALEŻNE OD SIEBIE, A NADTO ZUPEŁNIE W PEWNYCH 
GRANICACH DOWOLNE. Uczynimy je przeto wszystkie równe 
zeru prócz jednego zresztą zupełnie dowolnego, które
mu damy wartość zgóry określoną o7£ =M\ Na t l e t e 
go przyrostu węzły ustroju prętowego przesuną się nie
co, ujawniając przesunięcia <4^V opowiadające 
będziemy m i e l i zatem ^y^^&y^^c/jT-^.^Stąd bezpo-
średnio: J% = - f 0'^dfew 

Gdy natomiast ustrój ma pręty lub więzy zbytecz
ne, dowolność wszystkich przyrostów j e s t oczywi
ście niemożliwa, bo pręt zbyteczny wymaga ściśle okre
ślonej długości między odnośnemi węzłami, które łączy. 
Podobny warunek narzuca również wszelki więź zbytecz
ny. Inaczej mówiąc i s t n i e j e zawsze pewna ilość przy
rostów CPT} zależnych od pozostałych, uwarunkowana 
obecnością prętów lub więzów zbytecznych.—o 

Wobec wzajemnej zależności przyrostów d/^ tylko 
co wyżej wskazany sposób rachunkowy zupełnie zawodzi, 
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trzeba v,ięc nieco inaczej stosować zasadę MOHR*A aby 
wyznaczyć siły w prętach ustroju.-—p 

Weźmy przedewszystkiem pod uwagę ustrój o jednym 
pręcie zbytecznym. Ma t l e działania sił zewnętrznych 
odkształcających panuje w nim siła AC* Odrzućmy go i 
na to miejsce dajmy dwie siły zastępcze tXi-ACzwięk
szając w ten sposób układ sił zewnętrznych S • Tak 
powiększony układ sił odkształcających mianujemy pier* 
szym. Wywoła on siły JP. w prętach, zależne od ̂  i od 

Aby te siły określić budujemy dwa wykresy CREMO
NT. Jeden dla sił Ag. z którego wyznaczymy siły w 
prętach JP°zależne wyłącznie od A?, drugi zaś dla sił 
tAL=A , da on dodatkowe siły w prętach AA . zależne 
od sił <AL=A. Budowa obu tych wykresów nie nastręczy 
żadnych trudności, ponieważ PO ODRZUCENIU PRĘTA ZBY
TECZNEGO USTRÓJ STAŁ SIĘ STATYCZNIE WYZNAĆZALNYM. Za
tem będzi y mi c l i y f 3 = Ad AA£2?£ . Pod dzi ałanlem 
tych sił pręty ujawnią wydłużenia =/^°^J^J^^AgA^ll^J 

a wydłużenie odrzuconego pręta zbytecznego będzie dh= 
•=ACL :A?A** Aby otrzymać drugi układ sił odkształcają
cych zakładamy wszystkie siły J£ równe zeru, odrzucamy 
pręt zbyteczny i na jego miejsce dajemy dwie siły *X=Ź. 
Będą to jodyn* siły zewnętrzne układu drugiego. Dadzą 
one siły 2c. w prętach wyznaczone z pomocą drugiego 
wykrosu CP.EUONY. W stosunku do sił układu drugiego ze
wnętrznych AC=Ź i wewnętrznych A?- przyrosty dr i dl^ 
gra.ją niewątpliwie rolę przesunięć przygotowanych bo 
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przecież i s t o t n i e możliwych, zatem na mocy zasady 
MOHR A będziemy mogli napisać Zof + JtJj!?s «£=^to j e s t 

Gdy miasto pręta zbytecznego mamy ZL'+jf^^j£Zi ' 
zbyteczną podporę nieruchomą to dla niej a raczej cllą 
je j odpory obędziemy m i e l i Jhai wtedy odpora nieruchome: 
jC ' Wreszcie, gdy mamy k i l k a czynni-

J ^ 7 JfiZfi ków statycznie niewyznaczalnych 
<JCfijZ. budujemy kolejno wykresy CREIiONY jeden d l a 
sił zewnętrznych drugi dla <-̂T-:/, t r z e c i dla Jr= Z , 
czwarty dla. źZ=Z i t.d. Te wykresy dadzą odpowiednio 

Jpfj Tc*' , 2£z. i t .d., zatem-dla sił w prętach bę
dziemy m i e l i Jp. = ̂  *v"ZTJ?̂  ^ -3Ś^///7Ł*-

Siły < przynależą do obciążenia zewnętrznego 
złożonego z sił JB zewnętrznych oraz zastępczych sił 
,*u*i i sine ś$ ŁQQW 

<JC,y^Z..... Ten układ sił mianujemy pierwszym. Budowa 
wykresów CREMON.Y nie nastręczy żadnych trudności po
nieważ ODRZUCAMY ZBYTECZNE PRĘTY i PODPORY, zastępu
jąc i c h działanie dcdatkcwemi siłami odkształcającemi 
ZC,y~Z CZYNIMY PRZETO SZTUCZNIE USTRÓJ STATYCZNIE 
WYZNACZALNYM s> 

Aby otrzymać drugi układ sił odkształcających 
czynimy wszystkie siły j£ równe zeru, odrzucamy wszy
st k i e podpory i pręty zbyteczne i obciążamy ustrój s i 
łami cZC^Z . Podobnież d l a sił JZ=Z otrzymamy 'trze
c i , d l a sił Zr fu. czwarty układ odkształcający i t.d 
W stosunku do tych układów przyrosty chC przynależne 
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do układu pierwszego będą oczywiście grały rolę prze 
sunięć przygotowanych, bo i s t o t n i e możliwych. Zatem 
będziemy mogli wypisać na mocy zasady MCIIR*A szereg 
równań : 

linjowych względem 2 » z których z łatwością 
wyznaczymy te brakujące czynniki . _-—̂s> 

Po określeniu wszystkich czynników możemy wyzna
czyć wydłużenia prętów pod jarzmem sił Jd. oraz długo-
ści prętów odkształconych. Według tych danych możemy 
znów określić przesunięciaYsił obciążenia zewnętrz-
nego, stanowiącego łącznie z siłami zostępczemi t^T^Z.^ 

tak zwany układ pierwszy sił odkształcających. Chcąc 
dajmy na to wyznaczyć przynależne do tego układu prze
sunięcie JoK możemy zastosować zasadę MOHR'A rozpatru
jąc odkształcający układ sił zewnętrznych, który tu 
drugim z*ać będziemy, obejmujący jedyną uogólnioną s i 
łę Jj~ równą jedności. P c i j e j jarzmem powstaną siły w 
prętach Ju. , które z łatwością wyznaczymy w wypadku 
ustroju statycznie wyznaczalnego. \" razie przeciwnym 
odrzuciwszy pręty i podpory zbyteczne zastąpimy ich 
działanie odnośnemi siłami JCpZ.... a układ stanie się 
statycznie wyznaczalnym i znów z łatwością wyznaczymy 
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siły 2d* powstałe w prętach aa t l e działania jedynej 
siły odkształcającej Jfeżl układu drugiego. Oznaczmy 
przez c[^?łydłużenia prętów pod jarzmem sił 2&. działa
jących w prętach ustroju w wypadku obciążenia układem 
pierwszym. Te wydłużenia w stosunku do sił ^tr- ukła
du drugiego będą oczywiście grały rolę przesunięć 
przystosowanych bo przecież i s t o t n i e możliwych,tx prze
sunięcie węzła bK przynależne do siły JĘ£ pierwszego 
układu będzie niewątpliwie przesunięciem przygotowauem 
dla siły ^-./układu drugiego. Stąd na mocy zasady 
MOKITA: ŹĄ+J?tf/Ą = <?, co da J?^= -STĆ/JT}.^, 

Rozważania powyższe jaskrawo podkreślają różno
rodność zastosowań zasady MOHR*A. Aby ją jeszcze mo
cniej uwypuklić rozpatrujemy typowy PRZYKŁAD RAMY ZŁO
ŻONEJ Z SZEŚCIU PRĘ- x y x Ryj J4f£ 

TCW POŁĄCZONYCH 
PRZEGUBOWO. Dolne 
węzły spoczywają 
na podporach l e 
wej przegubowej i 
prawej rolkowej 
/RYS.34y. Na pra
wy węzeł górny 
działa pozioma s i 
ła P . Wywołuje 
ona odpory pionów 

poziomy jY i podpórzą przegubowej oraz pionowy 
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w podporze rolkowej. Równania s t a t y k i dają dla sił 

pionowych J/^W^fy'"poziomych Pf+PD=ć? i momentów 
względem podpory prawej PZ + lAL^oć = ć? h gdzie ^ozna
cza wysokość bramy, a kąt nachylenia przekątni ku 
połaci dolnej. Stąd mamy: //=-.-JP, V=-J°i^c€, -TkP^c^c 

Ten ustrój posiada pręt zbyteczny, dajmy na to No.6. 
Oznaczamy siłę tego pręta przez j£ . Stanowi ona czyn
nik statycznie mewyznaczalny. Zgodnie z ten cośmy wy
żej nadmienili ten pręt zbyteczny należy odrzucić i 
zastąpić jego działanie przez siły zastępcze <J£ dzia
łające po osi odrzuconego pręta w przegubach górnym 
prawym i dolnym lewym. Wobec braku jakichkolwiek da
nych co do tych sił kierujemy j e dajmy na to do si e 
bie, W ten sposób ustrój stał się statycznie wyznaczał 
nym, możemy przeto wyznaczyć siły Jt^ jego prętóŵ ,budu
jąc dwa wykresy CREMONY dla siły .Z 7 i s t o t n i e działają
cej poziomej, oraz dla sił zastępczych <J£ równych jed
ności. Z pierwszego wykresiU odpowiadającego obciąże
niu wskazanemu na RYS.345 otrzymamy następujące siły 
v prętach "ĘZMf*, JF;=7>,Z;=0, ŚĘ&P,'* <Zr--£ć-

Drugi wykres odpowiada obcićiżemiu wskazanemu na RYS. 
346, kiedy po odrzuceniu obu podpór przyłożono siły 
zastępcze ^ równe jedności skierowane ku sobie po 
osi odrzuconego pręta. Z. tego wykresu otrzymamy nastę
pujące siły w prętach: --ifc^zcć, 2?g=-ćh?oC3 y^/--J^?c^9 

Jdc = -Cbjoć, JC. = y Zatem przy łącznem działaniu siły 
zewnętrznej P i sił zastępczych J£ otrzymamy nastepu-
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jące siły T. prętach: JE^=Pć^oć-JC<Jwzoć} Zd^-P^^—P— 

—J^ćhćoćjPj^-^Atizećj Af=-^C

+^C, a nadto jeszcze pręt 
wycięty będzie pozostawał pod jarzmem sił JP^> 

Zważywszy, iż długości odnośne prętów wynoszą 
Zrisź&i Z£=Zk = Z J ^ * T M Ps-=Z^j^ będziemy 
mi e l i odpowiednio wydłużenia: 

2 l J^Pe QZU*CC 7 i £ J ' 

podczas gdy pręt wycięty ujawni wydłużenie ̂ Z=- PfZ—f 

stanowiące zarazem miarę rozsunięcia się węzłów // i 
/// . Zatem fi wzięte ze znakiem odwrotnym będzie 

o 

grało rolę przesunięcia siły PC zastępującej działa* 
nie pręta. St^d na mocy zasady M)RR*A będziemy m i e l i : 
^PjcfZ^ +ACdZ€ ==0 — to j est: -J^/PrCcć-JCofórtccJ^--
-&*oć[P-JC&}oć]£

 lJPff- ~oZ^ccf-jC(J^toc]J=~^ -CoicćfP-

JĘg^ęŁ 'APL ̂ JŁĄ PfjPfh- 7= 
Sti+d bezpośrednio1. 

T/C_ P P,sX E2P2 PttAjL PfZff . . — - O 

Gdy wszystkie pręty są jednakowego przekroju i z tego 
samego tworzywa wtedy: 

a dla ramy kwadratowej J£= P— ——==-..— 
Ponieważ w ten sposób otrzymana wartość siły za

stępczej j e s t oczywiście dodatnia, przeto obra.ny kie-
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runek tych sił był właściwy a sarn pręt zbyteczny jako 
ulegający działaniu sił odwrotnego znaku pracuje na 
rozciąganie, co zresztą można było zgóry przewidzieć. 

Jako drugi przykład rozpatrujemy KRATOWY DŹWIGAR 
MOSTOWY wsparty na dwie podpory - lewą przegubową i 
prawą rolkową /^YS. 347,/. Ten ustrój przy dziesięciu 
węzłach przegubowych posiada siedemnaście prętów,jest 
więc statycznie wyznaczalny. Niech obciążenie jego 
składa się dajmy na to z sił ZJJ^JPJ pionowych obcią
żających dolne węzły dźwigara. To obciążenie nazwiemy 
piertfszem i wyznaczymy d l a niego siły w prętach Jd. a 
następnie i wydłużenia prętów <£n — " j * . Chcąc da 
l e j jeszcze określić pionowe przesunięcie któregokol
wiek węzła, dajmy na to // , w którym działa siła Z} 
a więc przesunięcie Jfe , rozpatrujemy obciążenie dru
gie, kiedy wszystkie siły zewnętrzne są równe zeru 
prócz jednej tylko Z^ , którą czynimy równą jedności 
i wyznaczamy dla tego układu odnośne siły w prętach 

. Na mocy zasady MOHR A będziemy m i e l i dla tego 
ypadku: ^ f ^ . ' ^ = o skąd y&, - -^J?Joh .^o 

Gdybyśmy dajmy na to c h c i e l i wyznaczyć pochyle
nie się c z y l i kąt obrotu t9~ przekątni Z, pod jarzmem 
obciążenia pierwszego, to należałoby wprowadzić odpo
wiednią siłę uogólnioną d l a której owo pochylenie czy
l i elementarny obrót przekątni grałby rolę przesunię
c i a . Ta siła uogólniona to moment Ti o parze sił Zz> 
przyłożonych do skrajnych przegubów przekątni. Zatem 

w 
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w danym wypadku trzeba wziąć pod uwagę uogólnioną s i 
łę Al ~ 2f*L równą jedności i dla tego "obciążenia dru
giego" wyznaczyć siły w 
prętach JZ. u s t r o j u . Na 
mocy zasady M)HR%A bę
dziemy mogli wtedy napi
sać: 4.&+IJĄ?Jh «steiU 

Gdybyśmy c h c i e l i 
wreszcie wyznaczyć zmianę, j a k i e j przy odkształceniu 
uległ kąt OC pomiędzy przekątnią Z a stójką JJ ,pod 
jarzmem obciążenia pierwszego, to należałoby oprowa
dzić aż dwie pary sił 2?L i TH różnoskrętne o siłach 
J£ działających na skrajne przeguby przekątni Z i s i 
łach ^obciążających skrajne przeguby stójki JZ .Szu
kana zmiana <Zoć grałaby wtedy rolę przesunięcia w sto-
Bunku do owej uogólnionej siły złożonej z dwóch tylko 
co wymienionych par. W tym wypadku należy przeto wziąć 
pod uwagę uogólnioną siłę złożoną z dwóch par jYZ=rH 
równych jedności i dla tego "obciążenia drugiego" wy-
znaczyć siły w prętach Wg ustroju. Wtedy na mocy zasa
dy M0HR%A będzie»y m i e l i : Z- cZoć+J^Mfiwg = <?-skąd wy-
znaczymy 

Na tem kończymy rozpatrywanie zastosowań zasady 
MOHR*A. Niejakie podobieństwo wyników ujawnia ostatnia 
tego działu : 

§ 13. ZASADA LEVY, oparta na czysto geometrycz
nych podstawach. Istotę j e j poznamy najłatwiej rozpatru 
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jąc jakikolwiek ustrój prętowy statycznie niewyzna-
czalny, złożony z /^prętów połączonych przegubowo. 
W t e j l i c z b i e 7^"prętów j e s t zbytecznych. Odrzuciwszy 
je otrzymamy ustrój statycznie wyznaczalny, w którym 
podwojona l i c z b a węzłów daje liczbę prętów zwiększo
ną o t r z y . Odwrotnie cncąc powrócić' do pierwotnego 
ustroju statycznie niewyznaczalnego należy te prę
tów zbytecznych ponownie założyć, ponieważ jednak przj 
tem l i c z b a węzłów nie może ulodz z r i a n i e inaczej bo
wiem otrzymalibyśmy nowy ustrój o mniejszej l i c z b i e 
prętów zbytecznycn, przeto należy łączyć węzły i s t 
niejące dodatkowo owemi /C prętami. Stąd wniosek oczy
wisty, że długość każdego pręta zbytecznego zależy od 
prętów koniecznych. I s t n i e j e przeto & równań ̂ -(Z^Z^,.. 

więzów czysto geometrycznych uzależniających pierwot
ne nieodkształcone długości prętów zbytecznych od pier
wotnych nieodkształconych długości prętów pozostałych 
ustroju . Po obciążeniu przegubów ustroju siłami od
kształcaj ącemi pojawią się siły JP- w prętach ustroju 
i spowodują wydłużenia prętów ZZ^ Wobec z n i 
komej wartości tych przyrostów długości prętów od
kształcone Z^+ZZ^ również w przybliżeniu czynić bę
dą zadość wyżej wypisanym równaniom, będziemy m i e l i 
przeto newy układ równań:ZZ^ZZ^, 2^+cćZ^, ....Z+dL^ 

= o J(2, r4i,, z, ̂ 4 , &&*Jmk ? 
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które po rozwinięciu w rząd dadzą odpowiednio nowy 
szereg równań: 

Pomijając małe wyższych rzędów możemy na zasadzie rów
nań pierwotnych napisać: 

^dfy+M^Ą* 
??? 

Ponieważ nadto mamy c£L-= Z Z d * a 'dt prze-
to ostatecznie otrzymamy & równań: 
gk , ̂  / y 2 ^ ^ ^ ^ 0 

ój$ Mi,' hz M4° 1 ' ' 
z których wyznaczymy M sił czynników yS. statycznie 
niewyznoczalnych. Stanowi to istotę zasady LEVY. Sto
sować ją należy zawsze w tych wypadkach, 'gdy ustale
nie równań wiążących długości pierwotne prętów j e s t 
możliwe.—o 

Poprzyjmy to przykładami. W szjjywną a nierucho
mą połać poziomą wbito trzy haki, a na nich przegubo
wo zawieszono pręty złączone u dołu wspólnym przegu
bem. Środkowy pręt j e s t pionówyj dwa boczne pochylają 
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eię ku niemu odpowiednio pod kątami oć iytf/fclS,346/. 
U dolnego przegubu w i s i ciężar JP . Wyznaczyć siły w 

prętach. Oznaca-
my siłę działa
jącą wzdłuż osi 
pręta środkowe
go przez JP~ 2 

przez JCi Z s i 
ły w prętach bocznych. Będą to zarazem odpory górnych 
przegubów ustroju. Ponieważ w danym wypadku wszystkie 
siły schodzą się w jednym punkcie, przeto statyka da
je jedno dwa równania równowagi: sił pionowych JCCo3oć+ 
+y^+Z£rf/3 +P = Ć7 , i poziomych <ZIgf&icfc* =^01^/^ z 
których nie zdołamy wyznaczyć wszystkich odpór. Zasadę 
IŹTf daje owo brakujące równanie. Oznaczmy odległości 
przegubów górnych przez cZ i <o a pręty odpowiednio 
przez P2 i PJJ wtedy L/+LJ? -ZZ^cz3^Stąd róż
niczkując otrzymamy P/(ZZ/ ̂ -Z^<ZZj=ZZ^ZZ^ należy bo-
T.iera rozpatrywać ćŁ i £> jako stałe, wobec sztywności 
bezwzględnej połaci górnej. Poniewsż oczywiście <ZZ^ = 
=J$^i5^Jf' przet° ostatecznie*^f'^4f= 

=AZ-w^- *- "tyci1 trzech równań możemv wyznaczyć wszyst-
kie odpory. W szczególnym wypadku ustroju symetryczne
go mamy Z=£3=Z, CL=Z/ £/ ¥MjZf-/^ =fi nadto ozna
czymy Zz=Le ,^=A?,Z^ ~£0, a wtedy wobec Z^a^= =J&, 
dft^t oć -oZitz/3' = -jL będziemy m i e l i układ równań -j^fc+Z}*-
+y+p=oy JL=Z, ^zj^~ = zy^~f~^^ 
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Skąd otrzymamy natychmiast: 

Jako drugi przyKład rozpatrzymy belkę wzmocnio* 
ną /1ŚYS.349/ wspartą na dwie podpory lewą przegubową 
1 prawą rolkową. Obciążenie-belki stanowi pionowa s i 
ła ./^działa-
j ąca na węzeł 

Równania 
s t a t y k i pozwo
lą wyznaczyć 

obie odpory &Ł jf^ J^^jr 
pionowe 

oraz poziomą 7 n\ * • ggŁ 3SO. 
odporę lewą, która najwidoczniej równa jest zeru. Mi
mo to belka j e s t statycznie niewyznaczalna wewnętrz
nie zawiera bowiem jeden środkowy pręt zbyteczny.Łat
wo się o tern przekonać zważywszy,, że podwojona l i c z b a 
węzłów daje liczbę prętów zwiększoną o dwa8 a nie c 
trzy jak należałoby oczekiwać. Ponieważ obie odpory 

i Q są wyznaczalne statycznie, przeto i siły w 
prętach Ko. 1, 2, 9, 10 mogą być określone z łatwo
ścią z trójkątów CREMONY, natomiast siły pozostałych 
prętów są w l i c z b i e nadmiernej: nie starczy dla nicłi 
równań s t a t y k i . W i s t o c i e w węzłach J3C21E zoiega 
się sześć prętów, a równań s t a t y k i będziemy m i e l i j e 
no pięć /podwojona l i c z b a węzłów mniej trzyy/ jedna a"&2 

WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW ARKUSZ X L . 



- 626 -
tom z sił j e s t statycznie niewyznaczalna. Wypiszmy w 
postaci ogólnej wszystkie te równania. Przedewszyst-
kiem /1^YS.350/ prowadząc przekrój ftM pionowy' odcinamy 
lewą częśó b e l k i a działanie j e j zastępujemy układem 
sił JC/FiPjP, odnośnych prętów rozciętych^ Rozpatrując 
momenty lewoskrętne jako dodatnie będziemy m i e l i w sto, 
sunku do punktu JŹ równanie • momentów: P.Zł+Z^Zs

/<x/3+ 

+%Ly = 0. Podobnież w stosunku do punktu 27 równanie 
mome ntów da: - y ^ - i C ^ ^ ^ i ^ M Nadto,rozpatruj ąc 
siły pionowe, skierowane w dół jako dodatnie, będziemy 
m i e l i , rzucając na DJE} równanie t r z e c i e : 
—2^-0. Pozostałe dwa równania s t a t y k i otrzymamy rzu
cając na Z>JZ siły zbiegające się w węzłach 1? i -5" co da 

oraz X+2?oft??/3+P=ć?. Tyle da nam statyka; 
brakujące równanie szósto możemy otrzymać na mocy zasa-
dy LEYY, zważywszy, że d l a środkowego kwadratu Z3+Zc + 

+Z +ZD =Z +L , Różniczkując stąd otrzymamy: Z,<ZZ,+Z,fłjif 

+ LydLy*Zsc7Zg—Zsf{Zs + Z^cćZc . Ponieważ oczywiście; 
L=L=Ji,Z^ZzZ^VB.z ZfZ-Z^ będziemy m i e l i * Jffó£*c/$ 

+Z. fóZj,+ZZ)=Z,(c£Zc/£)Xri^Qzsż jeszcze wobec <ZZ= ?l j & 

gdzie z = JfaS, fy/ będziemy m i e l i szóste równanie braKu-
jące: 

u tych równań wyznaczymy wszystkie sześć sił Z?^. 
Na zakończenie pozostaje nam jeszcze tylko rozpa

trzyć tak zwane: 
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§ 14. NAPRĘŻENIA WTÓRNE USTROJÓW STATYCZNIE NIK-

WYZNAĆZALNYCH. Wyżej udowodniliśmy, iż w ustrojach 
statycznie wyznaczalnych, długość jakiegokolwiek prę
ta nie zależy od wymiarów prętów pozostałych, zatem 
zmiana długości jednego pręta nie wywołuje żadnych na
prężeń w pozostałych. Inaczej rzecz się ma w ustro
jach statycznie niewyznaczalnych, gdzie pręty koniecz
ne są powiązane dodatkowo w przegubach za pomocą prę
tów lub podpór zbytecznych. Zbyteczny pręt No. 6 ustre 
j u podanego na RYS. 349 - musi mieć wymiar ściśle okre 
ślony, inaczej bowiem nie mógłby łączyć przegubów C i 
Z) dodatkowo. Należałoby wtedy uprzednio cały ustrój 
odkształcić odpowiednio, aby go założyć, Zatem pręty 
zbyteczne o i l e nie są ściśle dopasowane wywołują od
kształcenia pewnycn prętów ustroju, a zatem wywołują 
w men tak zwane NAPRCŹENIA WTÓRNE. Wiązar dajmy na to 
wsparty na dwie podpory przegubowe winien ściśle t r z y 
mać miarę w rozstawieniu dolnych węzłów oporowych, w 
przeciwnym bowiem razie już przy ustawianiu ulegnie 
odkształceniu zanim poczną nań działać siły obciąże
nia właściwego. 

Weźmy jako przykład SIEKPOWNICC /RYS. 351/ o roz
piętości L+Snieco większej od rozstawienia JL odnoś
nych podpór przegubowych a więc nieruchomych. Nie da
je się przeto ustawić bez uprzedniego ściśnięcia siła
mi poziomemi *XT które muszą być tak dobrane, aby s t r a 
ciły rozpiętość wiązaru o S . Oznaczmy przez J^/siły 
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w prętach sierpowmcy obciążonej i i tylko siłami ̂ rów-
nemi jeoności. Ko żerny je łatwo wyznaczyć budując wykre 
sy CREGONY. Zatem przy AC rożnem ou jedności odnośne 
siły w- prętach będą A^.= ACJ^[\ a praca sprężysta wiar 
zaru: ]T-yJP<Jr'^-j=—£-* Stąd na mocy drugiego twierdze-

f. -A-^s P O/T ^° )2 Z, • 
nia CASTIGLIAIJO oędziemy m i e l i 6=;— = ^JFM 
ponieważ o gra tutaj oczywiście rolę przesunięcia siły 
AC. Stąd łatwo o b l i c z y m y ^ a zatem i NAPRĘŻENIA VftÓR-
NE prętów powstałe na t l e działania sił J^- w wiąza-
rze nieobciążonym. 

^AAjk—JKJ^ Ta sama sierpowni-
• / 7 \ / ' xt \ X y S , e a z e ściągaczem cC& 

C J^Z^C PĄA^ 77 stanowi ustrój s t a -

tycznie mewyznaczal-
4±JC ~JsAń\ NJ wewnętrznie. Dłu-

ę gość j e j pręta zby
tecznego CD -musi być ściśle dopasowana clo rozpiętości 
wiązaru. Gdy pręt j e s t dajmy na to o Ć zbyt Krótki na
leży uprzeciiio cały wiązar ściskać siłami PC, ćziAła-
jącemi wzdłuż osi ściągacza, które muszą być oczywi
ście tak dobrane, aby skróciiy rozpiętość ĆD-A+d 

wiązaru o o[ wtedy dopiero będziemy mogli założyć 
ściągacz na węzły C i B , poczem siły ściskające jako 
już zgoła niepotrzebne mogą być usunięte. V,' ten sposób 
odkształcony wiązar nie pozostanie jednak w równowadze, 
a będzie ouks2tałcał ściągacz aopóty póki nie u s t a l i 
się trwaiy etan równowagi, na t l e pewnego wydłużenia 
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c£ ściągacza. To wydłużanie <£ odpowiada s i l e równo-
ważącej siłę odkształcającą wiązaru. W -cen sposób wią-
zar nie powróci do pierwotnego stanu, a pozostanie czę
ściowo naprężony Bilami JZJT Odkształcenie me znile
nie więc całkowicie, część jego c£ trwać będzie nadal 
pod jarzmem siły <J£Q. Inaczej mówiąc pierwotne przymu
sowe ściśnięcie wiązaru częściowo pokryje się wydłuże
niem ściągacza, częściowo zaś nadal pozostanie, będzie
my m i e l i zatem 0 - S + e^, . Praca sprężysta wiązaru 
jest oczywiście JJ^^IJ^.J^.JT-Ł, a praca ściągacza 
//--^-^^ . Zatem na mocy drugiego prawa CASTIG-LIANO 
będziemy m i e l i £f\ -2-3- . = o r a a c£ft»«2Ś»a 

nfi^Mh cod*: ó>=ff+ija;-f-f-.^> 
Stąd łatwo obliczymy , a zatem 1 naprężenia 

wtórne prętów powstałe na t l e działania sił 2&'=A£e&' 

w wiązerze nieobciążonym jeszcze. Te naprężenia wtórne 
oczywiście nie mogą powstawać w ustrojach statycznie 
wyznaczalnych. To też ustroje statycznie niewyznaczal-
ne należy wykonywać znacznie staranniej, a zwłaszcza 
nader dokładnie pasować pręty zbyteczny przy zbiórce. 
Każdy błąd, najsłabsza niedokładność, wywołują nieraz 
dość znaczne naprężenia wtórne nie brane 'oczywiście 
ft iticnubę przy o b l i c z a n i u ustrojów; to toż zazwyczaj 
USTROJE STATYCZNIE NIEWYZ N AC Z ALNE, RZADZIEJ SA STOSOWA-
NE-JAKO DAJAUE MNIEJSZA. RĘKOJMIE PEWNOŚCI. 

,7 podobny sposób powstają w ustrojach statycznie 
niewyznaczalnych naprężenia wtórne na t l e zmian tempe-
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ratury poszczególnych prętów ustroju. Aby to udowod
nić powróćmy- do naszej sierpownicy wspartej na poapo-
ry przegubowe /P.YS.352/' i załóżmy, że temperatura wszy 

T s t k i c h prętów ustroju 
I 7 ° 

v > - ^ r — 1 wzrosła o T , każdy 
J \ / \ C i zptem pręt winien otrzy 
<^Z ^ ^ 4 ^ maćfdIugosci aćZ,.~r a 

- jfffff J ^ i * . -fr cała rozpiętość wiąza-
ru winnaby wzrosnąć o 

cćcIj-t. Podpory nieruchome stoją temu na przeszkodzie 
zmuszając wiązar do zachowania rozpiętości pierwotnej. 
Na t l e tego przymusu rozwijają się siły ^V poziome, a 
z niemi eiły Z?. =csT2ć,- w prętach wiązaru. Z łatwością 
to można udowodnić. Rozgrzany wiązar rozszerza się i 
ciśnie na podpory, wywołując w nich sprzeciw w posta
c i odpory J T l i t y l k o poziomej, wszelka bowiem piono
wa jako niezrównoważona nie może oczywiście istnieć. 
Praca Bprężysta ustroju będzie więc równa \ff=jJZ^^t~F~«> 
Gdyby rozgrzany wiązar wyskoczył nagle z podpór, to je 
go rozpiętość wzrosłaby o cćcZ~ć i należałoby go 
uprzednio ścisnąć o ten przyrost aby móc ponownie usta 
wić na podpory. Za:em przyrost gra tu rolę 
przesunięcia siły <Z£ i na mocy drugiego twierdzenia CASTIGLIANO możemy napisać oćeZć=~^=cA*JA2S^^y-

skąd z łatwością wyznaczymy a zatem i naprężenia 
wtórne prętów, powstałe na t l e działania sił j^.=JC7&£ 

w wiązarze ogrzanym do Z? . Należy tu jednak zazna-
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czyć, iż tego rodzaju jednostajne rozgrzanie wiązaru 
rzadko kiedy zachodzi i s t o t n i e . Zazwyczaj rozgrzewa 
się jeno pewna grupa prętów, a czasem nawet jeden t y l 
ko pręt. W wypadku rozgrzania się tylko jednego pręta 
zbytecznego w pozostałych powstają naprężenia wtórne 
zupełnie tak sarno jak przy zakładaniu źle dopasowane
go pręta zbytecznego. Ogrzany pręt je s t zbyt długi,na
leży przeto odnośne przeguby rozszerzyć o przyroat 
ssoCcL'i działając siłami (̂ T w kierunku osi owego prę
ta. Wtedy dopiero możemy założyć ów pręt ogrzany, a 
siły,y?f usunąć jako zbyteczne. W ten sposób odkształ
cony ustrój nie pozostanie jednak w równowadze, a bę
dzie odkształcał pręt założony siłami cisnącemi dopóty 
póki się nie u s t a l i trwały stan równowagi na t l e odpo
wiedniego skrócenia c£ owego pręta nagrzanego. To wy
dłużenie ujemne ć£ ̂ rzynuleży do siły JCS równoważącej 
siłę cisnącą ustroju, który w ten sposób do stanu 
pierwotnego nie powróci a pozostanie częściowo naprę
żony siłami Zatem odkształcenie nie zni
knie całkowicie, część jego cf trwać będzie nadal 
pod jarzmem siły t^^przyczem jak dawniej cT,i-cT= cf= 

Ponieważ-i t u praca sprężysta ustroju j e s t : 
/Z ~XTY JC^P^-a praca sprężysta pręta nagrzane
go JT$= fjc^t przeto na mocy drugiep^o twierdzenia CA
STIGLIANO cf=^=jjjr£*J^ oraz c f = ^ P £ zatem 
ostatecznie cćJA=- f^R.wsś skąd łatwo o b l i -
czymy tA^ a zatem i naprężenia wtofne prętów ustroju, 
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które powstają na t l e działania sił Jd - ̂ C3Jł^ wywoła
nych nagrzaniem jednego pręta zbytecznego. 

Pozostaje nam jeszcze zbada.ó wypadek wzrostu tem
peratury całej gromady prętów ustroju statycznie niewy-
znaczalnego. W tym celu bierzemy pod uwagę ustrój sta
tycznie niewyznaczalny pozostający pod jarzmem układu 
sił odkształcających . W zamian odpór i prętów zby-
tocznych wprowadzamy siły zastępcze J^^Z.... czyniąc 
w ten sposób ustrój statycznie wyznaczalnym. Siły w prę. 
tach takiego ustroju wyznaczymy z łatwością budując od
powiednią liczbę wykresów CREKONY. Będą to, jak t o już 
zresztą wiemy R~2£*+^K!+yfi!'+Z2£-'+ a wydłużę-
nia prętów przy łącznem działaniu sił odkształcających 
zastępczych i nadwyżki temperatury Z?, będą odpowiednio: 
cfy - 2{j * -•/- cCc JL^ . To obciążenie zowiemy pierw-
szem. Aby otrzymać obciążenie dr*ugie odrzucamy siły ze
wnętrzne oraz siły zastępcze i miasto jednej z nich daj
my na to ̂ "wprowadzamy siłę równą jedności. To obciąże
nie drugie da siły Jd. w prętachustroju, będziemy prz6-
to mogli napisać na mocy zasady MOHR*Ar jfym ^ ^ c A A 
+2JEcO7j=0 gdzie •—^• + oC~cL.j( oznacza wydłuże
nie odrzuconego pręta zbytecznego pod. działaniem siły 
JC \ przyrostu temperatury i- - Czyniąc kolej no y=l, Z=l 

i t.d. wypiszemy cały szereg równań tego typu i wyzna
czymy z nich jC,y,Z~ a wtedy wyliczymy siły Jd^ znaj
dziemy wartości naprężeń wtórnych d l a prętów ustroj u . 

Praktycznie naprężenia wtórne ustrojów statycznie 
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niewyznaczalnych zazwyczaj są pomijane w rachunku, 
aczkolwiek ich wartość bywa niekiedy poważna. 

Na tem kończymy dział pracy odkształceń. Korzy
stać zeń będziemy wielokrotnie w następstwie. 

ROZDZIAŁ DZIEWIĄTY. 

WYTRZYMAŁ oJc PPfyTÓW KRZYWYCH PŁASKICH. 

§ 1. USTALENIE jPOJEC ZASADNICZYCH. Rozpatrywać 
będziemy wyłącznie tylko pręty krzywe płaskie, czynią
ce zadość następującym wymaganiom: OŚ PIERWOTNA NIEOD-
KSZTAŁCONA PRĘTA KRZYWEGO PŁASKIEGO STANOWI KRZYWA PŁA
SKA.*- W JEJ PŁASZCZYŹNIE LEŻA. JEDNOIKIENNE OSIE GŁÓWNE 
WSZYSTKICH PRZEKROJÓW POPRZECZNYCH PRĘTA A ŚRODKI KRZY
WIZNY JEGO OSI PIERWOTNEJ mŻĄ. POZA PRĘTEM. To ostat
nie omówienie j e s t konieczne inaczej bowiem sąsiednie 
Przekroje poprzeczne pręta Krzywego płasKiego miałyby 
punkty wspólne, a naprężenia tych punKtow nie mogłyby 
mieć wartości ściśle określonej, należąc do dwóch prze
krojów jednocześnie. 

ponieważ praktyka innych prętów nie używa, zatem 
t e o r j a niżej podana wystarczyć winna w zupełności. Ja
ko następstwo powyżej poczynionych założeń należy roz
patrywać jeno układy sił odkształcających leżące w pła
szczyźnie pierwotnej osi pręta krzywego, inaczej bowiem 
po- odkształceniu pręt uległ by zwichrzeniu. Zatem cb-
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ciążenia prętów krzywych płaskich winny być również 
płaskie. Należy przeto rozpatrzyć zginanie, rozciąga
nie lub ściskanie oraz ścinanie prętów płaskich z po
minięciem zupełnem skręcania. Wyboczonie j e s t tu oczy
wiście zgoła niemożliwe, jako t a k i e , wobec krzywizny 
pręta. W tym celu weźmy pod uwagę pręt krzywy płaski 
/kYS. 353/ a w nim dwa sąsiednie przekroje poprzeczne 
AB i ĆD. Ich płaszczyzny przetną się wzdłuż prostej 
znaczącej ślad na płaszczyźnie osi pręta w punkcie Q 

środku krzywizny tej 0 B i . Kąt pomiędzy płaszczyznami 
przekrojów sąsiednich oznaczamy przez cfa a odległość J»?V* :"'u-: - ̂ Jj? •..' _ między temi płaszczyznami mierzoną po łuku Cdco' o s i 
pręta przez cA(A , wtedy promień krzywizny osi f=£2ćO~ 
= CĆ(A)AŚ^LT p 0 ustaleniu tych pojęć zasadniczych zba
damy: 

§ 2. ZGINANIE PRĘTÓW KRZYWYCH PŁASKICH. Rozpatru-
jemy wypadek szczególny, kiedy układ sił zewnętrznych 
odkształcających lewej części pręta po sprowadzeniu do 
środka Ct) przekroju poprzecznego płaskiego da mo
ment Al łożący w płaszczyźnie tego przekroju na jego 
osi głównoj, a więc prostopadłej do płaszczyzny krzy
wizny pręta. Nadto układ sił zewnętrznych odkształcają 
cych prawej części pręta po sprowadzeniu dc środka &/ 
przekroju ĆD da moment Ai znikome oczywiście różny 
od Ai leżący w przekroju ĆJj na o s i głównej tego 
przekroju prostopadłej do płaszczyzny krzywizny pręta 
Wychodząc z założenia BERNOULLI%EG0 zakładamy, iż prze-
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kroje poprzeczne płytki pozostają płaskie i po od
kształceniu - płytka zatem ABĆD odkształci się w 

przyczemjej ściana obróci się w sto-

sunku do ścianki sąsiedniej JiB o kąt cG^wokołc pew
nej o s i tymczasem bliżej nieokreślonej. Ta oś da ślad' 
na płaszczyźnie krzywizny pręta w punkcie O odległym 
od środka krzywizny o QO=T \ nadto niech będzie 
0ćo'-7^ a zatem f = 7*+g. Zatoczmy ze środka krzy
wizny łuk 00o=cź6'o% Ponieważ obrót przekroju za
chodzi około punktu O , przeto łuk nie od
kształca się wcale w czasie obrotu, podczas gdy j a k i 
kolwiek łuk pierwotnie długi dowolnie zresztą w 
odległości Z ponad łukiem obrany po odkształcę- ' 
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niu wydłuży się o . Łuki niżej od affi' leżą-
ce ulegną natomiast skróceniu - łuk _B£ stenie s i e 
równy BJ?' po odkształceniu. Nazwijmy przez Sc/y ele
mentarny kąt obrotu przekroju Cl? , wtedy przy wszel
kim Z^O będziemy m i e l i <PĆ/G£ =-Zś*cćf? , będzie to 
wydłużenie włókna które j e s t oczywiście rów
ne Z)a?y> ; jego więc wydłużenie jednostkowe £= 
— -^T^-—£ To wydłużenie jednostkowe wyłącz-
nie przypisujemy działaniu naprężeń z i t~T^-cz,-& pa
nujących u końców oć iyS włókienka . Inaczej mó
wiąc krzywe włókienko o przekroju poprzecznym 

rozpatrujemy jako pręt prosty rozciągany siłami 
j ednostkowomi ~7cćj? i ^ćZjf^Ta?,? popełniając w ten 
sposób świadomie błąd, krzywo włókienko bowiem ciśnie 
na włókna sąsiednie. Z łatw ością to można udowodnić 
zważywszy, że siły t:cćj) i jako pochylone pod ką
tem ołf dają składową w płaszczyźnie przekroju. Pomi
jamy ją jednak, jako znikomą w stosunku do owych sił. 
Zatem na mocy prawa HOOKE^A mamy w wypadku ściskania 
lub rozciągania S' = c^t1'= — stąd ^=T~zz~^~'~~J^Z> ^ e n 

wzór pozwala zbudować wykres naprężeń przekroju /IRYS. 
35^. Dla Z>OT a więc d l a włókien ponad osią obro
tu O naprężenia są dodatnie i rosną stale od zera aż 
do najwyższej wartości —51̂" ^ ° przynależ
nej do skrajnego włókna, przekroju odległego od o s i 
obrotu c z y l i tak zwanej osi obojętnej o /l^ . Dla O B I 
obojętnej gdzie Z=Q mamy 7=o . Dla Z<C.O to j e s t dla 
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włókien pod osią obrotu naprężenia stają się ujemne, 
stale malejąc od zera^ do najniższej wartości z£/V -
=-jr—^—ŚyEf>O dla skrajnego włókienka orzekroju od-
ległego o od osi obojętnej. Wszystko to cośmy tu 
r z e k l i dotyczy obrotu zwiększającego krzywiznę 
pierwotną, gdy prawa część pręta CJ3oZ?2? . pochyla się 
ku Q przy odkształceniu przechodząc w ĉ Ĵ Ź̂7.z7/Gdy 
moment Zif działa w kierunku odwrotnym obrót zachodzi 
również w kierunku odwrotnym a odkształcenia i naprę
żenia zmieniają znak, przyczem"odkształcenia jednd-
imienne zawsze zachodzą po jednej stronie osi obrotu, 
druga odkształca się wprost odwrotnie. Zawsze j edna.k 
wydłużeniom włókien jednej gromady towarzyszą skróce
nia włókien drugiej i naodwrót. Najlepiej prawo zmien
ności naprężeń uwypukla krzywa wykresu. 

Tylko co wyznaczone skrajne wartości naprężeń na
leży każdorazowo brać pod uwagę przy wyznaczaniu bez
piecznych wymiarów pręta krzywego płaskiego. Czyniąc 
/ C ^ ^it/t* l u b ^^~if/W z 3 ó r y zabezpieczamy 
przeciwko wszelkim nadmiernym naprężeniom tworzywa. Z& 
tem należy jeszcze wyznaczyć 2* oraz aby moc KO-
rzystać z tych wzorów. W tym celu sumujemy wszystkie 
siły jednostkowe Tdfi. Suma i c h musi być równa zeru bo 
w przekroju panuje tylko moment z założenia, to znaczy 
żeytdj'=y^_J=L—cLĘ£dfi=0. Nadto summa momentów tych 
sił jednostkowych względem o s i obojętnej winna równo
ważyć moment Zl^M inaczej bowiem odkształcenie trwa-
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łoby d a l e j , a kąt obrotu (fćły?wzrastałby nadal bez 
przerwy. Wobec i s t n i e n i a trwałej równowagi odkształ
conej możemy przeto napisać: ^Z7ć//f=^J~~-ZZ^c^f^ 

= jH'-=AL + ĆZZV = Pi 9. Stąd bezpośrednio: 
JSJ^/kf*g=Ąf ponieważ nie-

wątpliwie dla wszystkich włókien przekroju Z, „ Z P°~ 
~ = Ć7 nad tu mamy: 

W^Z^A^/^p^-p-fZZ= 
"zcZj — J7 <• — — 7 ^gdzie przez P oznaczyli-o 

śmy moment statyczny przekroju względem osi obojętnej. 
Zważywszy, że Z^^jtYlg gdzie przez P) oznaczy l i śmy 
pole prsekroju, będziemy m i e l i JZ-^&= - -ZŁ . Stad 7 JX Z fr ^JlWz bezpośrednio L=-^ZT-~-- oraz zr, = .** — i 
# - - - ^ ^ ^ 

Te wzory rozwiązują zagadnienie, ponieważ całka 
fzcZZ*^0 każdorazowo pozwala wyznaczyć położenie 

Jr+z, 
0Ei obojętnej w przekroju. Zooaczmy jak to się usku
tecznia praktycznie. 

§ 3 . WYZNACZANIE OSI OBOJĘTNEJ dla przekrojów 
prostszych, częściej używanych. Na pierwszem miejscu 
rozpatruj emy: 

A. PRZEKRÓJ PROSTOKĄTNY jako najprostszy /RYS. 
3 5 5 / . Oznaczmy jego wysokość przez ff podstawę przez 
J3 . W odległości y od o^i §i obieramy podłużny 
paseczek ZSc/y = dt^\ przyczem zgóry zakładamy, iż 
płaszczyzna gięcia j e s t równoległa dó wysokości prze
kroju pręta. Ponieważ niewątpliwie Z-Zf-T dla dane-



- 639 -
go wypadku p r z e t o ^ y C f ^ ^ / " - ^ 5 ^ ^ ^ ^ " ^ - - ^ ^ ^ e " 
-^yoJ=£J/-rJ5l^-^r=(7* gdzie przez yo oznaczyliśmy od-

K¥£. 355. j?tfs. 356. 

ległość podstawy przekroju od osi £2 a zaś * 
jak to zresztą na j l e p i e j wskazuj e ^/frlS. 35^/. Stąd: 

7f 
" 

^JSPRZEKRÓJ KOŁOWY /RYS.35ó/ O promieniu J£=£tf. 
I tu znów odległości skrajnych włókien przekroju od osi 
£2 oznaczymy odpowiednio przez ^ i ̂ =^22^=^^-^^ 
a w odległości tf od tej o s i poprowadzimy cięciwę 7/ 
równoległą do £2 . Jako różniczkę pola obieramy wą
z i u t k i pasek Wety = cljS, Zatem i tutaj będzie Z=^-2~ 

niewaz oczy 
*iście^£<^=/£fe=ifJ'= Ĵ Cfprzetó* 7*= /w^ąp 

Wprowadźmy nową zmienną c^^^""^^ dl?a niej <azV*= 
~ ^ o r a z * ^ = ^ - - g j J C , j c^-^-af nadto W*£y2C*ź& a prze
to .r=* 

Wobec tego iż: 

c 7/ jfz^y^r^/' 
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orzeto ostatecznie: 
C. PRZEKRÓJ TRAPEZU /RYS. 357/ często używany 

przy obliczaniu haków. Podstawy trapezu równolegle do 
osi SP oznaczamy odpo-
wiednio przez -££ wewnętrz
ną i JE> - zewnętrzną w 
stosunku clo t e j o s i . Od
nośne odległości tych pod
staw od osi niech bę-
d ą y, 1 %=%+rf 6 d z i e 

M oznacza wysokość tra
pezu. I tu również w odległości y od osi Z? obiera
my wąziutki pasek c/A \ T/ćAy równoległy do tej o s i , 
a wtedy jak dawniej /-^^~/A^-IVĆAZ/= /ńk y 
=yAj-^~&=0. PonieważjAA^=P=^/^>tz0przeto 
^^'ry^tcfy^i W danym wypadku odrazu daje się 
zauważyć, iż W=^+/l?0-ĄjA^X zatem: 

Hti3o +&kł 
2 

-A 
~2 -Vb ..JL-Jfk fy-y-) 

/ - j Ł ~-̂ 5V -> 

Już z tych przykładów -iatwo zauważyć można, iż 
otrzymane wzory dają wątpliwe wyniki przy dużych sto-



sunkowo wartościach <p w stosunku do J/.^> 

Ta okoliczność stanowi dość poważny szkopuł prak
tyczny. Zazwyczaj przeto,gdy odległości <f> i T nie
wiele się różnią od siebi e , a więc przy znacznych g5 
wprowadzamy nową zmienną y~Z-7? przyczem ?7 = 
Ponieważ Zf=J/+?£: oraz - 2 ^ v ^ ? = j j ^ p r z e t o : 

Wprowadźmy tymczasowo oznaczenie /ZJĆ^Z.—— gdzie 
jj- pole przekroju; nadto niewątpliwie: /k^~ 

-]^=i-f//-$=4^?>J, a przeto: 

Cała rzecz sprowadzą się do wyznaczenia całki 
.-B Można to uskutecznić rachunkowo ze wzoru: 

spj- -/- .JcźjZ.s*Szereg całkowy j e s t dość szyb
ko zbieżny, to też za
zwyczaj można poprze
stać na pierwszych k i l 
ku wyrazach szeregu. 

Prościej jednak 
otrzymać można ten sam 
wynik za pomocą całko
wania wykreślnego, które z łatwością sprowadzić można 
do zwykłego wyznaczania pola, zmniejszając rzędne >X 
przekroju /)BCZ> danego w stosunku 57*sj ./RYS.358/. • 
W-ten sposób otrzymujemy rzędną U — .2^- nowej krzycz 3 

WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW - ARKUSZ X L I . 
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wej ZłEcóFĆ. Pole zakreskowane JlJScojFCćoJl da nam 
szukaną wartość całki fiY • Z łatwością to udowodni-
rny, zważywszy, że to pole wyraża ^ęfi^Zfi^-y+—JCa^= 

~(J^^ę~ P o r * i e w a ^ oczywiście w danym wypadku. 
Zatem wyznaczenie promienia s° nie nastręcza wybitnych • 
trudności, wzory podane w ustępie poprzednim dotyczą 
prętów o znacznej krzywiźnie, natomiast możemy je 
znacznie uprościć, gdy bierzemy pod uwagę: 

§ 4 . PRĘTY 0 NIEZNACZNEJ KRZYWIŹNIE. Dla prętów 
o nieznacznej* krzywiźnie, promień <p posiada znaczne 
wartości w stosunku do wymiarów przekroju, zaciera się 
poniekąd różnica pomiędzy <p a2° c z y l i inaczej mówiąc 
•n r=<o-2°== O. Zatem będziemy m i e l i : 

Jr+z ~rji+Jfi ~ 9~J •f+df : fd 
gdzie oczywiście odległości iT" należy brać tym razem 
już od osi pręta ponieważ czyniąc z3-^ tem sa
mem założyliśmy ?g=f-r>^0. Wobec tego całka^/^iz^sta-
nowi moment bezwładności przekroju poprzecznego o/ 

względom osi głównej prostopadłej do płaszczyzny krzy
wizny pręta. Zatem dla prętów o krzywiźnie nieznacznej 

tu zwykły wzór, j a k i wyprowadziliśmy dla prętów pro
stych zginanych. Stąd mamy prosty wniosek: pręty pła
skie o znacznej krzywiźnie należy liczyć podług wzo
rów ^ '=^L'J^~ gdzie r wyznacza się na n i o c y ^ ^ ^ ^ ^ 
natomiast pręty płarskie o krzywiźnie nieznacznej można 
liczyć według zwykłych wzorów gięcia -£=^zy. obu wzo-
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rach Z oznacza, odległość od osi oboj ętnej,_^9 

§ 5. ODKSZTAŁCENIA ZGINANYCH PIATÓW KRZYWYCH 
PŁASKICH. Po n i eważ, j ak w i emy , afr^fć/f? z a t era j|~d 1 a 
pręta krzywego płaskiego nieodkształconego. Po od
kształceniu przekrój Ć2? pochyli się względem A3 o 
kąt &dły*% sąsiednie zatem przekroje poprzeczne pręta 
ZlJB i Ć'Z>' utworzą kąt (Zy + dtZje pomiędzy sobą.,-s> 
Płaszczyzny tych przekrojów przetną, się wzdłuż pro
stej znąpzącęj ślad na płaszczyźnie krzywizny pręta 
w punkcie S2 , przyczem da nową wartość pro
mienia krzywizny pręta odkształconego. Odległość 
przekrojów JiJB i mierzona wzdłuż łuku odkształco
nej osi pręta wyniesie c/P+dctS' gdzie, jak to z 
RYS.353 łatwo się daje zauważyć c£Z6*=^<fiZ]e a przeto 
d& == f'(o?f>+ Stąd bezpośrednio:'c>~~^-^^~== 

= Zatem dalfrj : '£ £ = 

^,4v » fet? i + f 

f-Ą- fM ~Mfh" 
Stąd dla prętów o krzywiźnie n i e z n a c z n e j ' i ^ - ^ - 3 ^ ! -

Czyniąc w tym wzorze 
<P == c o odnaj duj emy 

l AL $ znany wzor = — — — 
gięcia prętów prostych.- B 

Oba powyżej wyprowadzone 9 < r o 

wzory dla prętów krzy-
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wych płaskich są nader niewygodne w użyciu to też zazwyczaj 
nie korzystamynz.nich wcale, ¥ szczególnym wypadku,kiedy oś 
pręta pierwotna j e s t kołem, możemy lewe części wzorów 
nieco uprościć. W układzie biegunowych osi współrzęd
nych /KfS.Z59/ pierwotna kołowa oś pręta wyrazi się 
równaniem: <^=J£, Po odkształceniu t a oś pierwotna AB 

stanie się odkształconą AB' O promieniu wodzącymT^yf^ 
Jej promień krzywizny wyrazi się znanym wzorem: 

Ponieważ oraz Ś=£ = - f % p r z e t o : 

Dla odkształceń nieznacznych nadto -fi^—O a 

I ostatecznie: ^ e>i <^^ e> 

Ponieważ nadto element łuku odkształconej JEafe 
przeto: ^ 7 — 7 7 $ Q 

Wkrótce poznamy zastosowanie tego wzoru, obecnie 
zaś rozpatrzymy: 

§ 6. ROZCIĄGANIE LUB ŚCISKANIE PRĘTÓW KRZYWYCH 
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PŁASKICH. Bierzemy pod uwagę wypadek szczególny, kie 
dy układ sił zewnętrznych, odkształcających lewej czę
ści pręta po sprowadzeniu do środka CO przekroju po
przecznego płaskiego AB da siłę Jfc styczną do osi 
pręta a prostopadłą do przekroju. Nadto układ sił ze
wnętrznych odkształcających prawej części pręta, po 
sprowadzeniu do środka a)/ przekroju CJ7 da siłę J£'= 

znikomo oczywiście różną od , styczną do 
osi pręta i prostopadłą do przekroju. I tu również za
kładamy, że przekroje pozostaną płaskie i po odkształ
ceniu, płytka zatem Afićj!? przekształci się w APCJP'* 
Aby nadto upodobnić ten wypadek rozciągania lub ścis
kania do podobnego, rozpatrywanego dla prętów prostych 
zakładamy, iż oba sąsiednie przekroje są naprężone j e 
dnostajnie odpowiednio naprężeniami oraz z?=-&tz$£ 
~^fd^ ~ £M J ^ i e k o l M e k zatem włókienko o przekroju 
poprzecznym d£ r* odległości ,M od osi pręta rozpatry
wane, a więc a?ć^ -ff+yJ<Ay> długie ulegać będzie j a r z 
mu sił podłużnych JafJt które spowodują wydłużenie 

tego włókienka. Stąd wydłużenie jednostkowe 
e=*&=Ą+yjA<*r=j£& j e s t jak widzimy stałe d l a 

c&y Cf>+y)dy> 
całego przekroju, be niezależne od M . Zatem pod dzia
łaniem sił osiowych dwa sąsiednie poprzeczne przekro
je pręta pochylają się ku sobie pod kątem nieznacznym 
na t l e obrotu elementarnego dookoła środka krzywizny 
pierwotnej. Z łatwością można to udowodnić prowadząc 
płaszczyzny przekrojów AB £2, ći?S2 i C2?S29 które się 
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przetną wzdłuż jednej o s i m znaczącej na płaszczyź
nie o s i pręta ślad - środek krzywizny £2 o s i pręta 
nieodksztaiconego. 

' / 7? 

Na mocy prawa HOOKE A a przeto mamy 
A d? ~ .ZZy?, przyczem zupełnie pomijamy we wszystkich 
dotychczasowych rozważaniach poprzeczną składową sił 

i -^'leżącą w przekroju pręta poprzecznym jako z n i 
komą w stosunku do owych sił podłużnych, Wynika stąd, 
że siły podłużne n i e zmieniają krzywizny pierwotnej 
pręta krzywego, jeno wydłużają go lub skrócają. Miarą 
tych zmian może służyć wydłużenie o s i Ad6'=jll^c&=j^c?y>m_ 

Pozostaje nam j e s z c z e rozpatrzeć: 
§ 7 . ŚCINANIE PKSTOW KRZYWYCH PŁASKICH, które 

zachodzi wtedy, gdy siły zewnętrzne lewej części prę
t a po sprowadzeniu do środka CO p r z e k r o j u J9B dadzą 
wypadkową Q leżącą w płaszczyznach p r z e k r o j u i gię
c i a , a siły prawej części pręta dadzą takąż siłę (3 == 

Q+c£(2 znikomo różną od poprzedzającej a skierowaną 
odwrotnie. Pod działaniem tych sił elementarna płytka 
BBć'B skrzywi się, przechodząc w płytkę ukośną-^ć^.' 
Wskaźnikiem tego s k r z y w i e n i a zazwyczaj bywa przesu
nięcie s i e poprzeczne środka pr z e k r o j u ĆZ? w sto
sunku do środka CO sąciedniego p r z e k r o j u TQBTo prze
sunięcie c<i'co"- V możemy wyrazić w zależności od kąta 
skr z y w i e n i a się o s i pręta 2" p i s z ? o r ^ r o ^ ^ ^ f i ^ 
Gdyby p r z e k r o j e BB i C7'B' były naprężone j e d n o s t a j n i e 
naprężeniami y- i i = l+di} ~^J^dtf = ^% ^° w*1 ody 
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mielibyśmy na mocy prawa Ilooks 'a ̂ = =-J^ skąd V = 
-J2&= Wiadomi) jednak z t e o r j i prętów nrostych, Gej 

że naprężenia tnące towarzyszące gnącym obciążają 
przekrój poprzeczny pręta niejednostajnie, należy 
przeto wprowadzić poprawkę pisząc J ^ j ^ 

Określenie właściwej wartości ̂  nastręcza duże 
trudności, ponieważ te o r j a sił tnących prętów krzywych 
jeszcze nie została opracowana- zupełnie. W braku więc 
dokładniejszych danych stosujemy i tu wyniki, j a k i e 
otrzymaliśmy dla prętów prostych. Mis popełniamy przy 
tern znaczniejszego błędu, bo siły tnące, towarzyszące 
gnącym, nieznacznie tylko wpływają na odkształcenie 
pręta. Wyniki tu otrzymane pozwalają wyznaczyć pracę 
sprężystą w wypadkach oowyżej rozpatrywanych. 

§ 8. PRAGA SPRĘŻYSTA PRĘTÓW KRZYWYCH PŁASKICH. 
Wyznaczmy ją dla trzech powyżej omówionych obciążeń 
prętów krzywych płaskich, opierając się na pierwszem 
twierdzeniu CASTIGLIANO. W tym celu bierzemy pod uwa
gę płytkę JQBĆZS wyodrębnioną w pręcie krzywym płaskim 
dwoma sąsiednimi przekrójami poprzecznymi, znikomo od-
ległemi o d&y mierzonem po łuku osi nieodkształconej 
pręta. Obciążenie odkształcające tej płytki stanowią 
siły uogólnione: podłużne rozciągające lub ściskające 
J£i JF^Jf+dJfc poprzeczne tnące Q i <3=6?+d(2 i momenty 
gnącej i M^Zi+dM. Z tych siły Jfc,Q i SI jako od
kształcające przekrój AB nie ujawniają żadnych prze-, 
sunięć, rozpatrujemy bowiem odkształcenia płytki w sto-
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Bunku do tego przekroju, natomiast siły pozostałe ma
ją przesunięcia następujące. Do siły J£'=Jd+dJC przyna
leżą przesunięcia środka co' przekróju zachodzące 
w kierunku stycznym do osi pierwotnej pręta, a więc 

Ad6 

przedewszystkiem Ad?= ~^JAA~ o r a z ^d&=?gcP<Ayp. 
Pierwsze sprawiają siły TJ?£J?' drugi 8 /RYS.353/ momen
ty A i Al'. Ponieważ i f - ^ o r a z ^^JJ^^^fy 
przeto całkowite przesunięcie siły JP/=Jt'+<AJ& będzie: 

AL_ 
'(O £J AZĘ 

Z ko l e i do siły Cl' przynależy /f?YS. 3 6 l / przesu
nięcie poprzeczne J —M~?eA6' środka orzekroju CM za-
tern przesunięcie siły &'= &+<Ać2 będzie 'gTp "^"-^ 

Wreszcie do siły uogólnionej Al przynależą oba elemen
tarne obroty przekroju AT? a więc przedewszystkiem 
/fors. 353/ <£łf=~<Ay>= Aize' 

£JSf 
oraz 'JSjf 
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Pierwsze sprawiają momenty Al i M'drugie zaś /RfS. 

Z6o/ Biły Ę i Ę\ C łkowite przeto przesunięcie siły 
Al'=M+dM będzie: mmć-JL + -JjL 7<rfs&xa 

Oznaczmy przez Jle pracę sprężystą dla płytki ele
mentarnej JjBĆZ? pręta krzywego płaskiego, a otrzymamy 
na mocy drugiego twierdzenia CASTIGLIANO: 

e _ 

Stąd bezpośrednio całkując mamy: 77= -/- • {?^-/a'£'+ 

Porównanie tych trzech wyników całkowa
nia daje odrazu dla płytki: 

{{* lg£J M%f 2EĘę V 

zatem d l a całego pręta, nazywając przez i długość j e 
go o s i pierwotnej otrzymamy pracę sprężystą: 

11J£ Jg£S + £Jf 2EF.ę + ~ 
W tym wzorze zazwyczaj pomijamy pracę sił tnących j a 
ko nieznaczną w stosunku do składników pozostałych, 
oiazac- J 7 M • Idf' ' 

i £2£J ' %Tf ' 2£Ęf 
środkowy wyraz całki we wzorze tylko co wypisanym 

możemy zupełnie pominąć dla prętów o nieznacznej krzy-
wiźnie, wtedy bowiem <p posiada znaczną wartość. Nadto 
dla prętów tego rodzaju jak wiemy F^=~- zatem d l a prę 
tów o nieznacznej krzvwiźnie będziemy m i e l i wprost: 

o 



- 650 -
Opierając się na oych wzorach z łatwością możemy 

wyznaczać: 
§ 9. ODKSZTAŁCENIA PRĘTÓW KRZYWYCH PŁASKICH. Weź

my pod uwagę jakikolwiek krzywy pręt płaski a^c^^ 

dajmy na to zamocowany jednostronnie i obciążony pew
nym układem sił odkształcających leżących w płaszczyź
nie osi pręta /RYS.362/. Aby zdać sobie sprawę, jak 
się pręt odkształci, rozpatrujemy dowolny zresztą prze
krój AoJ3o pręta o współrzędnych środka w sto
sunku do osi OJC <#y wyprowadzonych ze środka O prze
kroju osadzenia pręta &o 4fi tak, aby oś OJT leżała w 
przekroju osadczym a oś była styczna do pierwotnej 
osi pręta. Nadio obie osie współrzędnych winny leżeć 
w płaszczyźnie pręta. Ze środka C0o prowadzimy prosto
padłą coóTo do płaszczyzny przekroju. Będzie to zarazem 
styczna osi pierwotnej pręta w punkcie &>o. Oznaczmy 
przez £ kąt nachylenia C0oJ£ ku osi ĄX. Te tr z y warto
ści , <j£ łącznie z wymiarami geometrycznemi 
przekroju AQB0 w zupełności określają pręt nieodkształ-
eony w punkcie OJo jego o s i . Na t l e odkształcenia ujaw
nią się przyrosty cG^; Ó2fo j , które należy wyznaczyć 
dla Każdego przekroju, aby zdać sobio sprawę o wielko
ści i typie odkształceń pręta. W tym celu wprowadzimy 
siłę AC fikcyjną przyłożoną do punktu &Ą,, a równole
głą do kierunku o s i OAC\ takąż siłę. j£ równoległą do 
kierunku osi OP, wreszcie f i k c y j n y moment \M leżący 
w przekroju A^BQ a prostopadły do płaszczyzny pręta. 
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zględem tych sil 
uogólnionych przyrosty 
Ą, % fyo 6 R A Ó B $ D C * 

rolę przesunięć. Nad
to niezależnie od 
przekroju AoBo rozpa
trujemy przekrój bie
żący AB o współrzęd
nych środka Pro
wadząc ^^ p r o s t o p a d l e 
do tego przekroju wyznaczymy kąt y j a k i tworzy w punk
cie co z kierunkiem osi OJC styczna COJ osi pierwotnej 
pręta. Po sprowadzeniu do środka co tego przekroju 
wszystkich sił i s t o t n i e odkształcających, a działają
cych na część pręta AB^ci. otrzymamy moment/# leżą
cy w przekroju AB a. prostopadły do płaszczyzny pręta, 
siłę podłużną T^leżącą na COJOT&Z R i ł ę poprzeczną <2 
leżącą w przekroju AB i w płaszczyźnie pręta. Nadto 
uprzednio wprowadzone siły fikcyjne dadzą, po sprowa
dzeniu do środka co - dodatkowo: 

siłę podłużną ZC^C^^-t- Yofm^^ leżącą na coT, 
siłę poprzeczną 2f<^f-JC2vn<y> prostopadłą do po

przedzającej a skierowaną podobnie jak siła wroezcie . 
moment A^^/^-^J-^fOr^jrJ.^ 

Ostatecznie więc w przekroju ĄB działać będzie: siła 
podłużna Ić+tX0 Chć^ + yoojbn & , poprzeczna £ 
i moment M +Mo * Ą {*?0J-'J - Źfc .• 
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Zatem dla prętów o dużej krzywiźnie: 

a dla prętów o krzywiźnie nieznacznej: 

przyczem jak zwykle przez 7? oznaczyliśmy całkowitą 
długość pręta mierzoną po łuku jego osi pierwotnej. 
Stąd na mocy drugiego prawa CASTIGLIANO meany:J!z=f~^-/ 

W tych wzorach po wykonaniu różniczkowania należy 
uczynić każdorazowo JC=%=A10 — O siły bowiem AźoJCj£ 
w rzeczywistości nie istnieją. Tę czynność oznacza 
właśnie zerowy znaczek u dołu nawiasów. Zatem d l a 
prętów o znacznej krzywiźnie: 

+—q—~mf —tw-m 

'jai^r+- £jf ĄS "^sU 
podobnie zupełni^ możemy napisać w oostaci ostatecznej: 

Su =/% Alfo-*) , Atcfar KfSr-jc) Je*r**p. 
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W wypadku pręta o krzywiźnie nieznacznej będziemy 
znowu m i e l i : , 

c O o O <> 
i ostatecznie, ponieważ cłG'6xif>'=c&x', a zaś ć/6ąfvnY>=dy 

TLm sof 
możemy napisać : 

'O o 
Podobnie otrzymamy: 

Prosty przykład naj l e p i e j uwypukli doniosłość otrzyma
nych wyników. 

§ 10. PIERŚCIEŃ KOŁOM. Rozpatrujemy pierścień 

P 363. 
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kołowy lub odcinek rury ckeiążony siłami P średnico
wo przeciwległami rozciągającemi lub ściskającemi 
/fcYS.363/. Krajemy go średnicowo prostopadle co Z 
wzdłuż CJE>O i aby utrzymać równowagę obu połówek przy
kładamy do środków OJQ przekrojów siły J£ równoległe 
do P, prostopadle do nich cxC i momenty JyLo /RYS. 365/. 
Ze względu na zupełną symetrję obu rozciętych połówek 
prawe i lewe siły i momenty winny być jednakowe, nad
to rnuai być niewątpliwie JC0=0 inaczej bowiem syme-
t r j a me mogła być zupełna d l a obu połówek. Równania 
st a t y k i dadzą w dodatku =P» pozostaje zatem j e 
dynie niewyznaczalny statycznie moment AiQ . Chcąc go 
wyznaczyć rozpatrujemy jakikolwiek przekrój A3 /RYS. 
363/ pochylony pod kątem & względem A0£>0 i sprowa
dzamy do jego środka CO siły odkształcające górną po
łówkę pierścienia. W przekroju AB będziemy m i e l i po 
sprowadzeniu siłę podłużną =J^ćatf » poprzeczną 
Qfr*%<Smf> i moment Mf = M+JC/f-f&srft gdzie przez 
@ oznaczyliśmy promień pierścienia pierwotny. Zatem 
będziemy m i o l i rozpatrując pierścień jako pręt o krzy-
wiźnie znacznej: 
/r_ / f A ^ - ^ fĄ +Xfft- G*r)Jf Xć*yJ + 

Wobec zupełnej symetryczności obciążenia d l a wszy 
s t k i c h czterech ćwiartek możemy napisać: 

J 0 l ' 2£Ąf + 
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J J f SJSJ R 8 ^ JS R 

ponieważ najwidoczniej cćr&'= ̂ ó?9? • Stąd na mocy zasa
dy najmniejszej pracy: 

a % " li ł EĘf Mm* r ' 
Wypełniając całkowanie otrzymujemy dla pierścienia o 
stałym przekroju: 
*JL. * Pf - F<? + P - o sud- Al = 

Ujemny znak momentu Ji0 wskazuj e, żo kierunek 
obrotu wskazany na rysunku nie odpowiada warunkom 
istotnym w wypadku działania sił rozciągających. Łatwo 
to pojąć zważywszy że siły rozciągające starają się 
pręt w sąsiedztwie przekroju -B0 rozpłaszczyć dzia
łają zatem momenty innego znaku8 niż jak to podaje 
RYS. 363. Wyznaczywszy w ten sposób statycznie niewy-
znaczalny czynnik Al rozwiązaliśmy zadanie całkowi
c i e , odkształcenia cKxo } d*yg f dowolnego przekroju 
poprzecznego z łatwością bowiem będziemy mogli otrzy
mać w sposób wskazany w ustępie poprzedzającym. Pozo
staje nam przeto jeszcze tylko wyznaczyć przesunięcie 
jh sił P odkształcających pierścień. To przesunię
cie otrzymamy wprost na mocy twierdzenia CASTIGTJANO 
pisząc ostateczny wzór pracy sprężystej pręta: 
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Stąd bezpośrednio mamy: 

W szczególnym wypadku, kiedy przekrój boczny prę
ta j e s t stosunkowo nieznaczny w porównaniu do promienia 

<p będziemy m i e l i pracę: 

Stąd podobnie jak pierwej na mocy zasady najmniejszej 
pracy: 

o 
a d l a pierścienia o stałym przekroju poprzecznym: 

jty= ~6x^J<• Ostatecznie więc : 

Stąd otrzymamy przesunięcie : 

ł*»r+& *r}<tr+fS & i li i fp 
Pf - P<?3 P^? °2 ) . Pf J? 
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Pomijając działanie siły podłużnej będziemy mie

l i jfo~J^^J-~(ip~Jf~)% ^ e n s a L- wynik otrzymamy drogą 
znacznie dłuższą całkując równanie odkształconej zna-
ne nam z ustępu piątego: •• j£ •/ = = 

==•'— —jlrf 2J9 O Z Y L ± i n a c z e 0 wobec tego, ze 
df^edy^ Całka tego równa-
ni a j e s t następująca ̂ j90vf^e^/^^^hf~- J^F^i 
Wobec zupełnej symetrji wszystkich ćwiartek pierście
ni?, przekróje prostopadłe do kierunku działania sił 
oraz przekroje zawierające te siły w swej płaszczyź
nie nie ulegają skrzywieniu przy odkształceniu. Zatem 
w COQ i punktach na krzyż leżących odkształcona j e s t 
styczna do pierwotnej osi pręta, skąd wnioskujemy, że 
i r | r = 0 przy f=0 i y=jr. Wobec &=-j9iJ*n/v+J8&fe 
+^^e>«^^^/?o^otrzyinuj emy natychmiast Jf=0 oraz Z* = 
= ̂ ^ z k ą d : ^ ^ ^ ^ ^ / ^ . Z tego równania czy
niąc J F natychmiast otrzymamy odkształcenie pierś
cie n i a : 7J~J?/Z// = --dr-/ wzdłuż osi działania 
sił P.^> R ' 8 

Podobnie zupełnie czyniąc w równaniu otrzyma-
my zwężenie się pierścienia w kierunku prostopadłym 
do sił odkształcających pisząc: tf^^l2// = 

Wynik o wiele dokładniejszy otrzymaliśmy korzy
stając z twierdzeń CASTIGLIANO. 

W ogólnym wypadku jakiegokolwiek obciążenia nie
symetrycznego otrzymamy w przekroju obranym aż t r z y 
WYTRZYMAŁOŚĆ MATERIAŁÓW - ARKUSZ X L T E . 
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czynniki statycznie niewyznnczalne /RYS, Z6A/ siłę po
dłużną Wt poprzeczną Q i moment jtf , które z łatwo
ścią wyznaczymy stosując zasado* najmniejszej pracy. 
T + 4 • * v • *- A C^J7 i . Q/7 „ Istotnie z tra.ech rownąn —— , ^ - r - = 6? i -^f = 09 

będziemy mogli wyznaczyć wszystkie trzy niewiadome 
czynniki. 

Wyłożona wyżej teorja piętów krzywych płaskich 
najczęściej stosowana bywa przy obliczaniu łuków bu
dowlanych. Jako drugi przykład bierzemy przeto pod 
uwagę: 

§ 1 1 . ŁUK WSPARTY na podporach przegubowych a ob
ciążony układem sił pionowych 1*4,2, /^YS/36^. 
Odległości i y c h sił od lewej podpory niech będą odpo-
wioonio równe £• , Rozpiętość c z y l i odległość poziomą 
podpór oznaczamy przez L , pionowe odpory nazywamy 
przez Jł i JB , poziome Ż% i jjg . Ponieważ sił od
kształcających poziomych niema zupełnie zatem równa- -
nie s t a t y k i da HA+H — O , możemy zatem pominąć 
znaczki dolne znakując wprost odpór poziomy literą 
I~£ . Dwa pozostałe warunki równowagi dadzą dla sił • 
pionowych /Ł +J3 + £r% = O i momentów w stosunku do 
lewego przegubu SŁ ^ ŹJJĘ V ~ & • Z tych dwóch rów
nań wyznaczymy obie odpory pionowe. Pozostanie więc 
jeden statycznie niewyznaczo.lny czynnik - odpora po
zioma H . Aby ją wyznaczyć rozpatrujemy zazwyczaj 
łuk jako pręt o nieznacznej krŻywiŹnie, dla którego 

TT- / 7 SI* 
pracę sprężystą otrzymamy W postaci: / lA]p7^~ 
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Jz 7 

PP <V ./cćć?. Zatem na mocy zasady najmniejszej pra-

Jednak podpory nie są zupełnie sztywne i rozsuwają 
Iż jpyj. 365. 

c?L . W danym wypadku wartość 

lub ; .zsuwają się 
na podczas od
kształcenia to wte-
. dy. aależy stosować 
drugie prawo CASTI
GLIANO pisząc: 
momentu określamy łe.two rozpatrując jakikolwiek po
przeczny przekrój pręta poprowadzony w punkcie ćf o s i 
pierwotnej pręta odległym od lewej podpory na J>C. 
Niecki nadto W oznacza strzałkę pręta w tym punkcie, 
•jak.-to zresztą- naj l e p i e j uwypukla RYS. 365. Wtedy 
jJ^Ź^Zi ~Hz/~-gdzie, przez Al oznaczyliśmy moment po-
. chodzący od odpory Zj i sił A- zawartych między l e 
wą. podporą a przekrójem rozpatrywanym , Jest to więc 
mprąent j a k i byśmy otrzymali dla przekroju C" b e l k i 
prostej ułożonej na tych samy cli podporach. Do tego 
momentu dochodzi różnoekrętny moment odpory ^Y* J a ^o 
różnftskrętny - wchodzi ze znakiem minus. Nadto _4f = 
=-#£04^. Znak minus j e s t tu konieczny bo odpory /I 
najwidoczniej powodują ściskanie łuku. Łatwo to udo
wodnić zważywszy, że łuk swobodny pod jarzmem sił c i -
. snących pionowych rozgiął by się i wystąpił, obustron
nie poza podpory, któro go jednak utrzymują przy sta
łej rozpiętości ściskając z dwóch stron. Zatem: 
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ni 

Wobec tego, że a<oZbó^=d^C będziemy m i e l i ostatecz-

o Yc o 

Gdy łuk wykonamy z jednego tworzywa i damy mu 
przekrój stały wtedy będziemy m i e l i HPJl yeti?://'y2eł&'+ 

T /•? 7 A> "v i 
+ J / " D l a ^ u k ° w n i e z ^ y t ostrych Chojen Z 
ostatecznie w\ąQ\H^J%y^d&:j/^^&&+^/^gdzie przez 
ZT oznaczamy długość łuku mierzoną wzdłuż jego osi 
pierwotnej. Ten wzór w przybliżeniu zupełnie Wystarcza-
jącem nadaje się do wszelkiego łuku. 

Łuk tego typu j e s t oczywiście nieswobodny i przy 
ogrzaniu na ir nie może się rozszerzać w kierunku po
ziomym/^YS.367,^. Gdyby jedna z podpór była ruchoma 
to rozpiętość łuku nagrzanego wzrosłaby o C^JZJ. 

Aby więc powrócić do warunków istotnych należy z n i 
szczyć ów przyrost działając na końce łuku siłami po
ziomom'; Hj_ . W rzeczywistości rzecz -się ma nieco ina-
cz a j . Łuk nagrzany chce wyskoczyć z podpór, ciśnie za
tem chcąc je rozeprzeć. Na t l e tego parcia powstają w 
podporach odpory ff^ . Te siły stanowią obciążenie łuku 
odkształcaj ące, pod i c h jarzmem łuk AC^B zwiększy swą 
krzywiznę /'RYS.368/ przechodząc w /9C"-8 , jego s k r a j 
ne styczne zmienią swe pcłożenie - obrócą się o kąt 

ku górze. Wobec braku właściwych sił zewnętrz
nych możemy oczywiście nr pisać ala przekroju poprzt.cz-

http://poprzt.cz-
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nego w ć"-wartość i Al=-Ą~z/ oraz Jd^-B^f. Stąd 
na mocy drugiego prawa CASTICLIANO, zważywszy, że 
przesunięcie sił 7^ j e s t w i s t o c i e równe CĆc7ZJ bę
dziemy m i e l i : 

Przy łącznem działaniu ogrzania i -ił zewnętrznych 
odkształcających wartość odpory poziomej wyniesie: 

Wszystkie te całki obliczamy zazwyczaj wykreśl-
nie. W szczególnym wypadku łuku parabolicznego o 
strzałce ~jr pośrodku, gdy obciążenie jednostajnie 
się rozkłada wzdłuż rozpiętości łuku w stosunku^fz^. 
nu jednostkę j e j długości, będziemy m i e l i A*=2?=-g-gZ,. 
Równanie o s i łuku będzie tu oczywiściey=̂ Ẑ-JcJ 
na d t o Ap = -j^JC- ^f^- T^fi-jrJ z at em Jf= ̂ r j K . St ąd 
dla łuku o stałym przekroju poprzecznym 

gdzie przez ś oznaczyliśmy promień 
bezwładności stałego przekroju poprzecznego pręta. 
Zazwyczaj w większości wypadków wyraz je s t sto
sunkowo nieznaczny w stosunku dô J"y2cZ6' możemy zatem 
z wystarczaj ącem przybliżeniem napisać stosu-

oj 

jąc ten wzór do wszystkich łuków jako pierwsze przy
bliżenie przy ocenianiu doraźnem wartości II . 

Z k o l e i rozr ritrzymy : 
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§ 12. ŁUK OBUSTRONNIE ZAMOCOWANY /RYS.366/ a ob

ciążony układem sił pionowych. Zachowujemy znakowanie 
ustępu poprzedniego dodając dwa nowe znaki J% i Aź^ 
d l a momentów, odporowych. I tu znów z równań s t a t y k i 
przekonamy się o tożsamości obu odpór poziomych Jf , 
Równania sił pionowych i momentów pozwolą wyznaczyć., 
odpory prawe w zależności od lewych, pozostaną więc, . 
statycznie niewyznaczalnemi odpory lewe A/^AZ.iA^. 
Chcąc je wyznaczyć obieramy jakikolwiek przekrój po
przeczny łuku poprowadzony przez punkt C na jego 
osi w odległości JC od podpory lewej. Dla tego przekro. 
j u będziemy m i e l i Al=A1^+Af^-gdzie przez Al^ 
oznaczamy moment sił odkształcających i odpór pionpr 
wych - a więc moment b e l k i prostej zastępczej, j a k i 
już braliśmy zresztą pod uwagę w wypadku wyżej roz-

H Ę Ryj. 366. 

H 

patrywanym. Ponie
waż jednak wchodzi 
weń czynnik A prze 
to należy go wypi
sać w postaci n^e-

co innej Al ~A1^(-A1 gdzie Al oznacza moment obciążeń 
r 

zewnętrznych pionowych beż uwzględnienia odnośnych od 
pór. Zatem Al=]AJA;l. przyczem sumowaniem należy 
objąć wszystkie siły zewnętrzne działające między l e 
wą odporą a przekrojem C . Nadto 7£=-AAm¥'-A<&f>+J£tl 

Tutaj znów J£ oznacza siłę podłużną jaką otrzymamy 
po sprowadzeniu do środka przekroju C wszystkich 
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Stąd w założeniu łuku o 
słabej krzywiźnie: ^^'^-^J^* Na mocy 
zasady najmniejszej pracy: 

O o 

*t 7 EJ tyjJ 
3g 

Stąd otrzymujemy szereg równań: 

o 

d l a wyznacze
nia czynników 
ĄHiMA s t a 
tycznie nicwy- H^~*Ą 

znaczalnych. 
Łuk tego typu 
przy ogrzaniu 

7 o 

na t • stara 
się rozsunąć 
podpory. Gdyby 

Rys. 367. 

ĘspAi. 
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jedna z nich dajmy na to prawa była ruchoma, to pod 
wpływem ogrzania rozpiętość łuku wzrosłaby o przyrost 
OÓciL, jak to wskazuje RYS. 367. W i s t o c i o jednak 
ten przyrost j est ni onożliwy ponieważ podpory nie da
ją się rozsunąć. Aby zatem powrócić do warunków istot
nych należy zastosować siły cisnące poziome 'H^ .któ
re przesuną z powrotem końce łuków na miejsce p i e r 
wotne. Przesunięciem siły M będzie więc przyrost 
cććL . Nadto jak to już wiemy z poprzedniego przy
kładu po sprowadzeniu końców, łuk wygnie się mocniej 
dając większą strzałkę, przyczem styczne jego s k r a j 
ne wyprostują się o pewien kąt ^ . W i s t o c i e poja
wienie się kątów tych j e s t niemożliwe, zatem aby ką
ty ^ i zniszczyć, należy zastosować odpowie
dnio działające momenty Zi^ po obu końcach łuku. 
Łączne działania tych oczywiście z konieczności rów
nych momentów pokrywają się wzajemnie: =1^q~"^~ 

— O przecunięcie zatem obu tych momentów j e s t zerem. 
Tutaj więc dla przekroju C będziemy mieli Af=J^L^J^t 

oraz 7^=r~//^ćbó^' wobec zupełnego braku właściwych 
sił odkształcających. Stąd otrzymamy: 

Stąd otrzymujemy dwa równania; —Jź,/^3@L2- + /// /JC— + 

d l a określenia czynników ff^ i0/^.. 9 
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W szczególnym wypadku dla rozpatrywanego wyżej 

łuku parabolicznego o niezbyt znacznej krzywiźnie mo
żemy założyć w przybliżeniu zupełnie wystarczającem 
praktycznie, iż cZP^djf czyli,- że Zb^y^J stąd 
oJvri<jPz=0 . Nadto możemy oczywiście wobecvtego pomi
nąć zupełnie JĘ , a wtedy po staremu Z^= AZ^A^C-Zry-

-M\ natomiast J[=-ZZ. Stąd ^=/Y^J ^JAjfe 
ponieważ t=Ł w danym wypadku. Stąd: 

^A . 

Dla łuku o stałym przekroju, w założeniu jednego 
tworzywa: / E^A - Z • f - Z • Ąjvd*x _ Zf . 

Z EJ £j'J_AA ~EJ7 J EJ ~ ć£J> 
EJ 

- Łf fjf_ Zf/_ °J_.JL • fhźk-^.Jć/fZx°-x*7xaZjr= 
JZJZfl 2 J Z' J £J > J EJ EJ Lyl J 

_ &S*fzf jZ+ E% _JL.JZL^ ° 
'EJttL 3 2 l sZ i$ 'EJ ' 

Nadto, ponieważ tutaj zgodnie z.założeniem na łuk 
działa obciążenie jednostajnie rozłożone wzdłuż rozpię
tości łuku w stosunku <7 ttL&, na jednostkę długo-

J^ŚL^S .4 AŹiU* <? Z1?. <7J3 u przeto 'M^^mmf^s^A 
J EJ Mjf 8ŹJ J £if -2£mP-Jv*m s &r> 
o o u o 
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Podstawiając wszystkie te wartości w powyżej 
otrzymane równania otrzymamy po odpowiedniem skrócę-

J9 
4 
2 %• 5 i -ł^A -fff,f.jL-p=^^ 

Odejmując drugie równanie od trzeciego otrzymamy: 
H- ffitff • A o d Q J ^ J a c t r z e c i e od 
pierwszego wyznaczymy /}- fj^ a nadto: y ^ - - ^ / ^ _ 

Ma tem kończymy dział prętów krzywych a rozpo-
c zynamy: 

ROZDZiAŁ DZIESIĄTY. 
NACZYNIA KULISIE I CYLINDRYCZNE. 

§ 1. USTALENIE POJĘĆ ZASADNICZYCH. Rozpatrywać 
będziemy wyłącznie NACZYNIA KULISTE oraz CYLINDRYCZ
NE jako jedynie spotykane w praktyce. Ulegać mogą 
one nadciśnieniu wewnętrznemu jbiV oraz nadciśnieniu 
zewnętrznemu^ lub też jednemu z nich jeno; zwykle 
stan pierwotny odpowiada obustronnemu ciśnieniu atmo
sferycznemu. ODKSZTAŁCENIA NASTĄPIĄ DOPIERO WTEDY 
GDY CIŚNIENIE ZEWNĘTRZNE LUB WEWNĘTRZNE WZROŚNIE STA 
JAC SIE WYŻSZEM OD ATMOSFERYCZNEGO, CZYLI NADCISNIE-
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