





CZESC DRVGA.
ROZDZIAE OSMY.

PRACA ODKSZTAZCEN.

§ 1. PRACA SI+Y ZEWNETRZNEJ. Przy4dimy w punkcie
Mciata sprozystego side );7. Claio oaksztaI01 slg;

punkt M przejduzie w JQZ - nastgpi stan rdwnowagi
odksztatconej. Rzut odksztaicenia /%QQZ ne kierunek
8idy F oznaczany pfzezlz7 i nazywamy krétko - PRLESU-
NIECIEM SIxY /7 . Jest apo zalezne od sity odksztal-
‘cajgcej. Wobec ustalenia sig réwnowagi odisztadcone]
mozemy skorzystaé ze wzordéw wytrzymalosciowych, wyzne
czy¢ naprezeniea ciala odksztalconego powstate ne tle
sily /, orez odnosne odksztalcehia, wiro¢ ktorych
znejdziemy réwniez i przesuniecieljb . Czynigc to dle’
réﬁnych wartosci 2 mozemy wyznuczyd kruﬁwa¢227okre-
slaaaca zaleznoscjﬁ7 od 127 Kazdej wart0501zz7rhed-

nej tej krzywej odpowiada '
- RYS, 306.

szczegdlna wartosé odcietej
- ]J. cechujaca odnosny stan £ D/__/ z
. r' | dk "t l . % " . dPi_"-‘Z -I-— ; IH”
ownowagli odksztaiconej w : . i 2 A |
sposdb jednoznaczny.W szcse- P .
gélnym wypadku gdy krzywa aB l c,kw .
Jest prosts, cieto ulega pra- 0~e_yb——;¢L—l
X ) ; D
wu HOOKE A - jest WZOROWO

WYTRZYMALOSC MATERJAZOW - ARKUSZ XXXVI.
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SPREZYSTE. Gdy /~ wzrosnie o @F - priesuniecie otray-
ma przyrost ) » przyczem sita odksztalcsjgca wykona
glementarna prace CZQ§7=1Z%§27==f%ﬂfng4t7ﬁjz Skoro
wiec sila rosngc bedif; zwolna od zera do najwyiszegb
natezenis P 2 %o oczywiscie wykona prace /2; —
=7P0M/Z/CLQCz/t Bedzie to praga sily odksztalcajscej,
odpowiadajgca stopniowemu obcigzaniu ciada sprezyste-
0. Przy obcigzeniu stopniowem wraz z siig rosng pree-
guniecia od zera do A réwnieﬁ_étopniowo_a wolno 1
zawsze po kazde] nowej d&wée_aﬁf7ustala‘sie nowy stan
rownowagi odksztalconej na tle odpowiedniego przyro-
stu B . Obciszajac ciao w ten sposdb nie schodzi-
my 2 OB, KRZYWR] ROWNOWAGI ODKSZTAELCONELJest to ze-
raizem KRZYWA NAJUNIBJSZYCH WARTOSCI SILY ODKSZTAZLCA-
JACEJ PRZYNALEZNYCH DO PRZESUNIEC ODNOSNYCH, jest to
wigc réwniez KRZYWA NAJMNIRJSZEJ PRACY SIZY ODKSZTAd-
CAJACEJ 117’ WYWOLUJ ACEJ OSTATRCZNIE DANE PRZESUNIE-
CIE . '

W samej rzeczy - przesuniecie 2z same] natury
rzeczy musi wzrastaé¢ w sposdb ciaggly od O do swej
wartosdci koﬁcowej./b , natomiast rodzaj: zmiennosci
sity odksztatcajgcej moze byé dokonany déwolnie, za-
tem nie wedlug krzywej OAJ , moiemy bowiem rozwi-
ngé nadmiar sily /ﬁiedomiar nie da;odkgztaléeé/%mie-
niejgc ja podiug krzywej OF. W ten spoééb o Z ey
niewgtpliwie otrzymad przesuniecie'jZ? przy pewnej

wartosci esity JZL=CfZ7, nie bedzie ono jednak trwa-
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te, bo siia €7 prowsdzié bedzie dalej dzielo od-
keztalcenia POKI NIE ZAPANUJE STAN ROWNOWAGI ODKSZTHE
CONREJ, tej bowiem sile odpowiada przesuniecie/Z}=C7 i
a nie -/b =) A Aby_?atem'qt;zymaé przesuniecrelﬁ>
nalezy site zmieniaé jakkolwiek od ¢ do skrajnej waxn
tosci _/9=y4670dpowiadajqcej owemu przesunieciu we-
diug krzywe] OF5 . Sita moze zatem zuieniad sie
wzdtuz krzywej OFA 1z nadmisrem dle posrednich
odksztalcen. Pruez caty czas przebiegu rownowage we-
wnetrzna bedzie stale zaklécona - NADMIAR PRACY PRZE-
MIENI SIE W BNERGJE RUCKU CZASTEK - NASTAPLA DRGANIA
CZASTECZKOWE, ktdre trwaé beds dopdty, pdki wreszcie
na tle tarcia wewnetrznego miedZyczasteczkowego nie
§cichng, dajgc wzamian stracunej energji ciepto, ktod-
re wypromieniuje cialo w nastepsbwise.

W ciepio przetworzy sig¢ caly nadmiar pracy sily
zewngtrznej wyobrazonéj powierzchnig. /QZAQ/ na
naszym wykresie.ﬂw‘tym.wypadku kfaﬁcoﬁy stan réwnowa-
gi jest zateﬁ'hoiliwy - moZeuy o jednak osiggngé
MNIEJSZYM WYDATKIEM PRACY ZWIEKSZAJAC SILE STOPNIOWO
wzdiuz OJAZL , c wiec unikajac nadmiaru pracy, dajg-
cego ciepdo. '

Powierzchnia JAC stenowi zatem KONIRCZNE KI-
NIMUM PRACY. Ciato sprezyste pochiania jg i przecho-
wuje w postaci ENERGJI UTAJONEJ - gdy bowiem zndw
stopniowo poczniemy zmniejszadé natezenie sily, cialo

zwolna zacznie powracaé¢ do stanu pierwotnego nieod-
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ksztatconego, przesuniecia wystgpig w kierunku odwrot-
nym zwrecajgac calg prace sprezystag odwracalng. Praca
sprezysta /Q24¢37 bedzie zarazem JEDYNA ODWRACALNA
CZASTKQ PRACY SI4Y ODKSZTALCAJACEJ ZMITWNIANEJS WEDLZUG
KRZYWES QL' , reszte bowiem pracy wydatkowanej
przejdzie w ciepio na tle drgenl wewnetrznych miedzy-
czgsteczkowych, Dla ciat wzorowo sprezystych PRACA
SPREZYSTA jako pole tréjkata bedzie /Z;= -}ﬁPN
Poprzyjmy to przykiadami.

§ 2. PRACA SPREZYSTA PRZY ROZCIAGANIU LUB 8CI-
SKANIU, PRZY SCINANIU, GIRCIU i SKR@CANiU PRETOW PROJQ
STYCH., Wyodrebnijmy myslowo piytke elementarna prowa-

dzyc dwa sgsiednie przekroje poprzeczne pfeta proste=-
go znikomo odlegie o &fif . Mozemy ja obustronnie ob-
cigzyé sitami podluznemi /T i @I=;@+d’4@,lub

4
. e B - ! .
poprzecznemi @Y 1 ﬁ;,—ﬁ; +627/@ , momentami gngcemi

/ ; y : ey
M i MM+ 1ub skrecajgcemi ﬁleﬂ;=/’fz+a//z
W pierwszym wypadku na bocznych sciankach ptytki pa-
nujg naprezenia jednostajne. %:='jz?1 , & pod ich

dzialeniem kazde widkno ptytki wydiuza sie lub skré-
ca o M&‘dlj ZI/-—ZJQ% Wydiuzenia O()ﬂ/mo-

zemy oczywidcie rozpatrywaé, jako przesunigcia sid

czasteczkowych zfczlf przekroju; zstem praca sprezy-

"ste kazde] takiej sity bedzie: -«zza’,)’é)a// -+ f’g’*’ L S,
Dla wszystklch widkien plytki praca te wyniesie: -
x?

Z a&f . o cale 0 Pr ta lc ﬁlu iego b dz;em
2——5— a8 gpe giego be Yy

mieli przeto ]7' -i , a dla preta o sta-.
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Iym przekroju obcigdionego dwiema siltemi /Z~ podiuzne-

2
mi bedziemy mieli /A =?‘—%,§.~

W wypadku obcigzenia plytki silemi poprzecznemi
na jej sciankach bocznych panuja napresenia é S
powodujgce jednakowe dla wezystkich wiékien odksztal-
cenia tngce A=/a£[=—z:‘*'—a//=——£ﬁ a’/ I tu znéw 4

™ G G5
stanowi przesunigcie sily czgsteczkowej éﬂ,’!", ktorej
9 2
praca sprezysta bedzie —"idéa/,)"=—1 —i?z—a,(fa/ Dla
' ' <

2 Z a2
wszystkich widkien ptytki ta prace hedzie £ =< J.‘

- z 2 Z &S
a dle catego preta /7=/%_§%%~

Gdy 2 kolei na plytk% dzialajg momenty engee -

mozemy je rozlozyé na momenty skladowe lezgce na
osiach gidwnyoch przekroju. Na tle ich dzialania pow=
stang na éciankach bocznych piytki naprezenia gngce,
pbwodujace odksztalcenia gnace widkienek. Widkienko

w odlegtodci Z od érodke przekroju obrane, podlegaé
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T
bedzie dzietaniu naprei en zl ——~——-Z » powodujacych
przyrost S - s/ - af/ Mz(//. Ten przyrost
stanowi zarazem DI‘ueSU.leCle sﬂy czasteczkowej zza’/.}'
k*ore,] praca sprezysta bedzie przeto opﬂzza/,f—
fwma wszystkich widkien piytki- ta praca

. »?Z’J"
bedzie ‘,Zfaf/a/,f—fﬁjg cz’y def- %
T dla calego preta /= ;[‘ﬁzd/

Gdy wreszcle na piytke kolowq dzietajg momenty

skregcajgce, powstajg na jej bocznynh powierzchniach -

f
odksztalcenia wirowe. kostek 4 /d/ a// ‘/y"fd//

stanow:tqce przesuniecia sil czysteczkowych zzaﬁ}”

Praca Blty Céq,BtueCZKOWGJ zzafj'/ bedzie pruzeto:

uktady naprezen wirowych zz = . .Powodujg one

g 2
-’-(Zzlafj’z?f—é/}; 50262/,5"%/ Dla un}’Stleh kostek
,”.{ 2 e -/ys
ptytki ta praca bedz1% Jec/ a//S'~4,, e /a/s"._

2 dla cal t k
»?GJd/N ! la ca ego preaoprze ro-

Ju. kckowym bedziemy mlell o= 3 Gg c?///

Te seme wyniki otrzynsmy dla piytki rozpatrujac
przesuniecia si2 /?' /_f;/ w dwu pierwszych wypad-
kach. Przesunigcie sidy ﬁ? bedz1e nlewqtpllwmog’f

a,//a przesunieie rthy A’ bedzie 4=
Prace sprezysta wyniesie pruzeto ——ﬁ?op :ziz-?}é%
oraz zf—z?x/A = ‘-??_% L~ tych dwu wypadkach dla
peytki.

Podobniez rozpatrujgc miasto sii MOMENTY PLYTKI, |
czyli SItY UOGOLNIONE, mczemy otrzymaé prace Bprezy- |

stg dla ptytki rozpatrujac kgt obrotu pary sit momen-:
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tu jeko przesuniecle tej sily uogdlnionej. Zatem
przesunigciem sily JQZ”bedzie kgt aﬁz’obrotu scianek
bocznych plytki,’a przesunieciem sily uogdlnione]
jzgltakii kat‘C%?7 sk;ecenia. /%‘ | :
W pierwszym wypadku &§”=’2§;f"dé(,, w drugim -

62}”==C£395Z27 » Praca sprezysta wyniesise przeto od-

lednio L Mudy= % ‘zyecZZZ '-1/Y&Z —ig'ﬂﬂ;éf'
powiednio Z. aéﬂ—z T , oraz 3.7 /_'2'6&/0" .
dla piytki w obu wypadkach, '

S Ba PRACA SPREZYSTA SI% TNACYCH PRZY WYGINANIU
PRETOW PROSTYCH. Caikujac réwnania rézniczkowe dzia-

tu siédmego otrzymalismy wzér T = é{}f7 dla napre-

zenia tnacego powstajgcego przy wyginaniu pretow.
MozZna go rdéwniez otrzymal wprost, rozpatrujgc warun-
ki réwnowagi czastki prete AL5C7  myélowo wyodreb

nionej. Pozostaje ona w stanie trwalej rdéwnowagi pod

RYS. 313,
E F
2 ’
A 7
M M’
T T'
LG

jarzmem naprezen gnacych, panujgcych na obu jej bocz=-

- I » rd /-’ . - '
nych przekrojach, oraz naprezei (¢ tnacych, roziezo-
nych jednostajnie po caiym dolnym przekroju A5C7=
=gdij. Wypadkowa naprezen tnacych ng// rownowazyé.
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powinna wypadkowa'népr§Zeﬁ gngcych, inaczej bowiem
wyodrebniona ptytka nie bedzie w réwnowadze. Wzdiusz
§cianki ZZ panujg sily czasteczkowe 562;5’ , Na
dcience (/4 - sily é,/a’/j’, musi byé zatem :

Zﬁz ‘ZZ//,J/ /{@7/,\. Wezmy pod uwage jakiekolwiek

wloklenko %dlugle W adlegloéc:. ? od osi preta.
Pozostaje ono pod jarzmem sit gnacych zzaff' ﬁ—yﬂ{f’
oraz zzafs’ ﬁya])’— ﬁ+dﬂ7,§"Zatem E/Zz %/a,’s’_
/J ya’:é" W ustepie rozdziatu pigtego udowodm-
1ismy, 26 dM =7/ zatem Z'/d// 762/,.5/— :

jaﬁ'-— 7L LL gdzie A’ ouznacza oczywidcie
momen'b stat.yczny powierzchni przekroju AFZ 1lub
DPC premie tozsemosciowego z AFZ , bo sasied-
niego. ,

Ostatecznie f=27“ . W ten sposdb wyznaczy-
lismy tak zwane naprezenie rozwarst.w:.a,) gce. Powstaje

.DZ/#t/?/V/H
ono na tle‘sil tngcych ,.7_' i 77 T+ 7 przyiozo-

nych do érodkow sgsiednich przgkroaow preta A6 i

By, 314 FH , szereg kostek elementarnych
o V2 @éeD /RYS.SIQ/ bedzie tym wlaénie.'
- = ' naprezeniom ulegatl. oiedliski'em
o | 2iF | * ich bedg qczywmcm dcianki dg i

?—ca’/ I 6‘9 kostek, a na tle ich dzialania

Par powstang dodatkowe naprezenia tng-

G A ce na sciankach pionowych ﬂ?, 4c
réwne rozwarstwiajgcym, a stanowiace tycznie £ nie-

mi naprezenie tnace kostki. Pod jego wpiywem kostki
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kostki stany sie ukosne, a plytka odksztaici sig po-
dobnie jak nes RYS. 308. I tu réwniez przesunieciem
sily czgstedzkowe] s bedzie 40-&?‘ rean -
pracg je] sprezystg 2{412723’- c%ﬁQzQ/ Dle caiej
piytki bea21emy mieli aé/, 27{443’ a dla catego

preta Z7:>//1 cZ%i//'ézzﬁyb//igb///ﬂ J/%@S’ gdzie cai-
kowad nalezy wzdiusz pruekrOJu.

Dziaianie naprezen tngcych ZrﬁZEWNETRZNIA SIE
przesuniecien siy 7/, SKRIYWIENIEM PEYTKI z preta wy-
odrgbnionej. W ten sposdb SILY TNACE WSPOLDZIALAJA
GNACYl: Aby zdaé sobie sprawe z donioslosci tego
wspoldzialania rozpatrzmy pret /ﬁYS.Sl@/ zamocowany

jednostronnie 7 P c 2
N 7
a obcigzonyiu §§§ *____ﬂ-——_J i’ i_// T
(P d L : z B ¥4 Bl H
kofca pitg 2. :j;j] f Tw_—- =

Po sprowadzeniu RYs. 315 B I
sity Z do 8rodka przekroju 7727 =

.otrzymemy wmoment Px i site tngcg " Rrus 346

/~ Praca sprezysta momentow,fbrbg- 3-
ZPJ% Pz[ , & praca sit
PET  6ET
tnacychu/éé u//ﬂ J/ s . Dla prete o przekrogu
Prostokatnym c/ .5’/1"3 é=5 oraz/_'p///’/%///
jaér P/"*’
Z/:"'-—— zatem - =
B
L 15*" A/" 2
/ [ e z7 Ea/fz'

Ll 36 /7“ HEL oz
2G Bﬁ/ s Z/.Hf_/”p 2&3/9’“5‘/

dzie dla calego preta
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Pordéwnywujac otrzymany wynik ze wzorem dla pracy
otrzymanym w ustepie poprzedzajgcym dochodzimy do
przekonania, Ze oba te wzory sg jednakowe réznig sig
jeno o staiy wspdiczynnik :/Q?. Nadal wiec zawsze‘
prece sid tnacych przy Ll@blu wyznaczaé bedziemy we-
diug wzoru// , gdzie /lé=f~’ . dla
przekroju prostoxatnego. Dla dwuteomqlka‘/lé waha sie
w granicach od /% =54 dla NS az do /é =47 dla
/¢é?éf27- Ostatecznie wiec wmamy:

ifj
167—- £ 7L4/i3//ﬂ 2955
H 2 Serr =< FeaT

.c"
+ = [ 22 E

7 drugiej znow strony Zzwazywszy, ze strzatke
ugiecia koﬁcowau//aqtanowi przesuniecie sily_257.mo-
Z emy naplﬁac 457-3233fﬂ Pordwnanie obu wzordw da

L
+f,2 / Wobec tego, ze G =2 Q44
E’BH// 5%

. 20)2
bedziemy mieli ostateczn;e 152399/77 c{V{,~
Gdybysmy pomineli prace sit tnacych, to wtedy

nalezaloby odrzucié drugi wyraz nawiasu. Ten zatem
wyraz wyznacza wpiyw 811y tngcej na strzalke ugiecia
preta. Przy %—-.f/ya wiec dla bardzo krdotkiego preta
pierwszy wyres nawiasu rowna sig¢ ZJ7 - w tym zatem
wypadku SILY TNACE POWIEKSZAJ4 ZALEDWIE O 3% STRZAL-
KE UGIECIA POWSTAZA NA TLE DZIALANIA SI& GNACYCH.
Stgd wniosek, ze DZIALANIA SIL TNACYCH MOZNA NIE
BRAC POD UWAGE PRZY ROZPATRYWANIU WYGINANIA PRETOW
DLUGICH, jest ono bowiem wyrasne li tylko dla pretéw
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krotkich.
§ 4. PRACA SPREZYSTA UKEADU SI%. Cialo sprezyste

nieodksztaicone obcigfamy ukiadem siz odksztalcajg-

cych. Po odksztaiceniu zspanuje trwaty stan rdwnowa-

gi odksztalconsj na tle przesunied /é, ..otk 5, sit
odksztalcajacych.éngi }7 ukdadu. W szczegdlnym

wypadku przesunleqla/é?/b,”,_,2]% zalezy wylgcuznie
i 1li tylko od siiy pojedynczej - w ogdlnym zaleza od
wszystkich 8it ukkadu. W pierwsuym wypadkd ktérekol=-
wiek przesunlecie ‘dajmy na toj/a, jest funkcjg sity
odksztalcajacej JZ7 w ogdlnym wypadku : z/b{

= £6Z, 2,.....5}.~

‘ Gdy zetem .pruzesunigcia zaleig wylacznie od sily
pojedynczej ukigﬂu,'MOzemy niewgtpliwie uogdlnié dle
wszystkich sit ukzadu to wszystko, cosmy w ustepie
pierwezym dla jednej sily ustalili. PRACA ELTMENTARNA
UKLADU BEDZIE WIRC 0667-—25712227 , A PRACA SPREZY-
STA .Z7E;272£f}% DLA CIALA “4Z0ROWO,_ SPREZYSTEGO W STO-
SUNKU DO WSZYSTKICH SIk UKLADU.

Wogélnymﬁypadkuﬁ/ P }7) Gdy wszysh

4
kim sitom uklady nademy- przyros{o;za’zy @’5 ﬂ]f? ROW-
NOWAGA ZOSTANIE ZAKEOCONA, cialo odksztaicad sig be=
dzie dogpty. POKI NA TLE PR%YROSTOW z/?,//? ol /z%
NIE USTALI blE PONOWNY STAN TRWALEJ ROWNOWAGL OD= .
KSZTALCONEJ]. Praea ten czas KAZDA SILA UKEADU WYKONA
PRACE /7%, ; TLEMENTARNA PRACA CALEGO UKELADU BEDZIE

PRZETO ROWNA 4427'45i}°a/ NIRZALEZNIE OD KSZTAETU
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FUNKCJIc/zf . Ten wzdr dla pracy elementdrnaj 8it od-
ksztatcajgcych, ogdlny dla wszelkich obciagzenn ciala
sprezystego w istocie rzéczy stenowi tak zwane:

§ B PIERWSZE TWIRRDZENIE CASTIGLIANO.

Tylko co otrzymany wzdr ogdlny &ZZZ=£§%jpéﬂﬁﬁW-
ZNACZA PRACE ELEMENTARNA UKZADU S5I% ODKSZTALCAJACYCH,
JAKO SUMME ILOCZYNOW SI%L ODKSZTALCAJACYCH PRZEZ PRZY-
ROSTY ODNOSNYCH PRZESUNIEC. Dzielgc obustronnie przez
ktorykolwmk przyrost aﬁ otrzymamy 2]] zfv—’—’*p%
Tym wzorem wyraza si¢ réwniez PIERWSZE PRAWO CASTIGLIA
NO: CZASTKOWA POCHODNA PRACY SPREZYSTRJ PO JEDNWM Z
PRZESUNIEC ROWNA SIE SUMMIE ILOCZYNOW SI% ODKSZTALCA-
JACYCH PRZEZ CZASTKOWE POCHODNE PRZESUNIEC TYCH SI1Ii PO

OWEM PRZESUNIECIU. Gdy pruesunlec1a 8g niezalezne od-

siebie otrzymugemy wprost 'CQZT )@?--, wtedy bowiem
%%é O przy: s sth P 4//-6144/ 8 _ﬁ 7.

CZASTKOWA POCHODNA FRACY SPREZYSTEJ PO JFDNFM A
PRZFSUNIEC DAJE ODNOSNA SIZLE W WYPADKU PRZESUNIBE NIR-
ZALEZNYCH OD SIEBIE. Te trzy odmiany pierwsuego twier-
dzenia CASTIGLIANO stosujq sie do wszelkich ciat spre- 
zystych. Pierwsze twierdzenie CASTIGLIKNO jest przeto
zupelnie ogdlne.

§ 6. CIALO WZOROWO SPREZYSTE. Cdy praesunigcia 4

wyrasajg sig funkcjemi linjowemi si? odksztalcajacych-

L£Z......20 cialo nazywsmy WLOROWO SPREZYSTEE. W tym
wypadkuﬂ, = P*dm?va 7 P Jest to tak zwane

- UOGONIONE PRAWO HOOKE'A, ktdére glosi, ze ODKSZTALCENIA
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©IALA.WZOROWO SPREZYSTEGO STANOWIA FUNKCJE LINJOWE SIX
ODKSZTALCAJACYCH. Ciato ulegajace temu prawu musi nie-
watpliwie ulegaé PIERWSZEMU PRAWU HOOKE'A w stosun-. .
ku do kazdej z osobna sity odksztaicajacej, oraz DRU-
GIEMU PRAWU HOOKE'A o niezaleznem dzialaniu sii. Dla
ciat wzorowo sprezystych si2y odksztaicajace mogy byé
réwnies wyrazone JAKO FUNKCJE LINJOWE PRZESUNIEC. Abyi
to udowodnié wypisujemy szereg réwnosci: |

[ 657157*“%éf§7+”' TGl

=% G G * %, 4%

=G B 4G, Bt ...+ ]

Rozwigzujsc te réwnania wzgledem sii 1%? otrzyma-

" my: Gk 4
4 457"‘é¢é'+ A@zZ*- """ '*é; 72

Pierwszy szereg tylko co wypisanych réwnan wska-
wuje, ze przesunieciajﬁz dla cial wzorowo sprezystych
8 zaleine od sii odksztaicajgacych, a wiec niezalezg
od siebie. Stosujgc przeto w drugim wypadku pierwsze
prawOVCASTIGLIANOAﬁ postaci 2/

o
rzystejgc z drugiego szeregu rownan tylko co wypisa-

==)€? mozemy, ko-

nych, wyznaczyé prace sprezystg /7 ukiedu. W tym ce-
lu wypisujemy:

CIF b o b '
O _ D4 B+ G Freinent Gy By

fa/o, b4 77/7 2
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Qﬂ = éZf 77 722 e VL %é;mﬁ%
Stgd mamy caikujge kolejno ueapoérednio
i 1 2
7-%4 +§ﬂ/z; ..... m/”/, - o418, j....ﬁ)
VE éﬂ/;b +46, /5/g;f-;d7€2, o
|1l 7 2
éfz//}ﬂz *éfzzﬁz‘é """ %2 ézzzﬁ +5f/7’27/§ ”‘f)
Poniewaz jak to z samego caikowania wynika fzf
nie moze zawieraéd wyrazow z ﬁ/ a 5[5 - wyrazow zﬁa
przeto na mocy konleczneJ tozsamosci wynikow wsz yst-
kich calkowan kolejnych musi byé é =7 "1 wogéle

2 ML

é/{muém/( przy jakichkolwiek & #2 z suzeregu 7<...72.

Zatem ﬂ“zﬂ'jé/ +2>, mﬁ’ﬁm gdzie przy-""s'izmowianiu
v drugim wyrazie nalezy braé jakiekolwiek dwie cyfry
' BZEregu 7L e /72 dla A& i 772 réwnoczesnie. WYRA=
2U STALEGO // ZAWIERAC NIE MOZE PONIEWAZ PRACA SPRE-
ZYSTA CIALA NILODKSZTALCONEGO 7 NATURY RZECZY WINNA
HE ROWNAC ZERU, to jest inaczej méwige prayﬁ /5~
/7 ﬁ =0 1musi byc =0,
Wyraiumy we wzorze dla 7 przesuniecia /36 przez

£ e otrayuamy andw FUNKCJE JEDHORODN4 /7 DRUGIEGO
STOPNIA. Stgd wniosek: PRACA SPREZYSTA CIALA WZOROWO
SPREZYSTEGO JEST JEDNORODNA FUNKCJA-DRUGIEGO STOPNIA
SIL ODKSZTALCAJACYCH LUB ICH PRZESUNIEC. Odwrotne

twierdzenia niewagtpliwie rdéwniez sa siuszne. A wigc:



TR T =
GDY PRACA SPREZYSTA WYRAZA SIE FUNKCJ4 JEDNORODNA DRU-
GIEGO STOPNIA SIt ODKSZTALCAJACYCH LUB ICH PRZWSUNIRC
- CIALO JEST WZOROWO SPRRZYSTE. Przekonywamy sie o tei
z latwoscig droga rézniczkowania bezposredniego.
Juko przykiad zastosowanie pierwszego prawa CAST.-
GLIANO rozpatrujemy obcigzenie gngce belki momenten

dziatajgcym tuz nad pod-

pora /RYS'.’ 517/ Ten mo- /‘p(,, »/4 4,/7 3

ment /3 chce wygigd g W& - Al

L —»
belke ku dotowi. Wywoiu- s & 4, Ju
A
je on ~odporyﬂ=_3=/¢{s:[,’ AR RYS, 318.

tworzgce rdéwnowazgcy na-

re. Poniewaz w odleglosci & od konca .4 belki wartosé
momentu bedzie oczywiscie /lf——ﬂx——-/é-x przeto dla
rzednej odksztatconej y bedziemy mieli Z’Jf”——;‘g‘x
co da kolejno: EJy = %-./\"’4-6" Z’af% 7&.,#’"’

+ Coc+ .. Pray X=0 =0 stad J=0 ,nadto dla‘
e2 f=o zatem C'= Z—{—/{,Z . Oznaczmy przez é‘ kat
pomiedzy pierwotns osig preta a stycznag odksztalcons]
w punkcie A4 ,przez é; takiz kgt u drugiego kolica pry-

ta, Wobec nieznacznej wartosci obu tych katow, mozemy

OCZ}’W].Sule napisaé ze ﬁ/ —;%é, orsz f; =3
= ——-3-71%7‘ Gdy obcigzymy nadto belke tuz nsd nodporg
ﬂ momentem/é kierunkowo >rzecnwnyn//é yWwhady be-
dziemy mieli 9= /—[‘é 2 Ul orez &= ]ﬁ?—é
A 6 K JZJ’ o JZJ WA
lwezywszy, Ze przesuniecia 29 i 19 zachodzg w kierun-
ku uogolnionych sil odksztatcajgcych /l,q /dﬁ mo -
WYTRZYMAZOSC METERJALOW - ARKUSZ XXXVII,
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Zemy oczywiscie poming¢ znak minus. Mnozac przaz-—"-%:é’;Z
| 6L /G

namy _éi’_efl%z/éﬁ + 2/(/% . ——[,_;_: 2/43 +/% , B8tad:
_ 2B [op g ] _ 28 [0 h
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Poniewaz w danym wypacdku pierwsze prawo CASTIGLIA

. VL _ s w22 lBi 3 ) s
NO daje - 7 -7/4; 1 = 'VAé* przeto calkujge

otrzyuujemy: //= %—J/g‘?—fé.g % z_%f/ zlbo

tez podstawiajgc wartodci qﬁ ! éﬁ ;

1= ZT 83 45 b 1 B
V& ;
e %Lgéf (% Ve s s

Prawie wszystkis wypadki odksztalcerl sprezystych

nalezg do tego typu. 83 jednak wyjgtki, gdzie PRACA
SPREZYSTA PRZESTAJE BY( JRDNORODNA FUNKCJA DRUGIEGO
STOPNIA SI.L ODKSZTAZCAJACYCH LUB ICH PRITSUNIEC. Naste
pujacy przykisd wyjasni to w dostatecznej mierze. Haki
sakonczone przegubami wbito w sciany przeciwlegle i po
igczono pretami 45 —Zczepionemi przegubowo posrodku.

Srgdkowy praegul

O ok ¥ o 11 I 7 | -Z———M-(—-Z v
déwiga cigzer /2~ .Wo- %"— /li'.VJi 279
z

bec zupeinej nieru-
chomos$ci &cian od-

ksstatcenie moze ns=- .

stapié wytgcznie i |
li tylko na tle wydiuzenia sig obu pretéw £ . Diugosd
pretdow wzrosnie wigc do_Zy,punkt przytozenia sily obni-
2y sig dajgc przesuni@ciezﬁ5 . Rownowaga odksztealcona

mozliwsa jest riewgtpliwie 1li tylko wtedy gdy skiedowe
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/
JE’SiZYszﬂloaa 8i¢ na osiach pretéw pochylonych o kgt
CXf'Jak to zresztg najlepiej uwypukls RYS.320. Meny
w1ec[[ éfcv _Zefmol—[ af -;—72: Pelind Radto:
L' z/z;ej L(/ -[//MJ d/ Stad: 2 =
S " i
4uzv“d ciﬁaxp ,JZUhayf 7/ = é&@?&ﬁfy
‘””‘Yl’%“/—;/f—” /‘ ;; b"///“—“"e /Z- |
o
L1 VZ+ 57 L
_{7753;/2 J_Z"og Y
W danym vaadhu zatem qlia.fj NIE JEST FUNKCJQ
LINJOVWA PRZESUNIECIA /26 - UK&LAD NIE JEST WAOROWC SPRI-
ZYSTY. Viobec zupelnej ogdlnosci pierwszego tw1er323n1a
CASTIGLIANO mamy tu -24&- PN*’Z /a skgd /=4 /a
; /7 [J

Ten sam wynik otrzyuad mozna rowniesz bGZpOBTGdﬂlO,uWE‘

zywgzy, ze oba prety wzorowo sg sprezyste. Bgdulemy

mieli przeto dla obu pretdw: [7—4252342'4;/—— <174{~_

P 2 ﬁj;ae
Ui Jéfbﬁ’efm ZZ e / e e z/ =
g gyl

Zatem UKLAD ZZOZONY Z OGNIW WZOROWO oPREZYQTYCH
MOZR NIE BYC WZOROWO SPREZYSTYN JAKO CALOS(. DLA CIAL
WZCROWO NIRSPREZYSTYCH PRACA SPREZYSTA NIR JEST JRDNO-
RODN4 FUNKCJ4 DRUGIEGO STCPNIA SIt ODKSZTALCAJACYCH
LUB ICH PRZESUNIRC. Jako wynik bezpoéredni_pierwszégo
twierdzenia CASTIGLIANO otrzymujemy:

f§ 7. TWIERDZENIE CLAPEYRON A. WeZuy pod uwage ciaw
‘%o wzorowo sprezyste odksztaicone ukiadem sil4ﬂ§1."“é?

Praca spreszysta w danym wypadku bedzie, jak wiemy, row-



- BRO -
72

. 77__ Y
r "orzy th@c ze wzorow ustepu poprzedniego wyzna-
czajgcych sity ukiadu jeko linjowe funkcje przesunigd

ﬁﬁ? ,,,,, ), tworzymy swnue: 2;27 5)/'2 = Z ﬁe"/_

Wobec tego. Ze Ve TOZOIMY napisaé ze:
/7+Z m/7”z IR

qtad muﬁj wviee [/ = ‘ZTJZiZ5 . Ten wzdr wyraza
istote twierdzenia CLAPFYROW “A. PRACA SPREZYSTA CIAZA
WZOROWO SPREZYSTEGO ROWNA JWST POLOWIE SUMMY ILOCZYNOW

8I% ODKSZTALCAJACYCH PRZEZ CDNOSNE PRZESUNIECIA. Ten

sem wynik otrzymslismy juz pierwej bezposrednio dla po-
jedyiriczej sily odksztaicajgcej oraz w wypadku przesu-
nigc¢ zaleznych od jednej tylko sity. Zastosowsnie tego
twierdzenia widzielismy juz w ustepie trzecim, przy wy-
snaczaniu strzadki ugiecis; obscnie opierajgc sie na
twierdzeniu CLAPEYRON ‘A udowodnimy:

§ 8. DRUGIE TWIERDIWNIE CASTICGLIANO. VWezmy pod

uwage cialo wzorowo eprgfiyste odksztaicone ukiadenm =il

é?é? ....... ég. Praca sprezysta ukladu hedzie na mocy

twierdzenia CLAPEYRON'A /J/=#%2) 1/6 . Rézniczku-
e=7

jac bezposdrednio otrzymujemy: aZZT—n—- /5¢Q£ZD-+

+‘§71171;5 Pierwsze twierdzenie CA TIGLIANO ¢la wy=-

padku tu rozpatrywanego da dI~Z’/D ﬁ czyli
1 A7 = 4Z’Pa/ zatem d’]“ / Q/P . Otrzymany
3=/

wzor stanowi 1stote drugiego t\l“rdHEHLb CASTIGLIANO.


http://wyz.ua-

=/ =
Podobnie jak piorwsze, WYZNACZA ONO PRACE FELFLENTARNA
KLADU SIL ODKSZTALCAJACYCH CIALO WZOROWO SPREZYSTE,
JAKO POLOWE SUMMY ILOCZYNOW PRZESUNIREC PRZEZ PRZYRO-
STY ODNOSNYCH SI4 ODKSZTALCAJACYCH.
Dzielgc obustrone}e pé;;f ktorykolwiek przyrost
Ci?yotIuVMde o7 -%§7=) o Tym wzorem wyraZs 8i€

rowniez drugie prawo CASTIGLIANO.

CZASTXOWA POCHODNA PRACY SPREZYSTEJ PO JEDNRS 2
SIL ODKSZTALCAJACYCH ROWNA SIE SUMMIE ILOCZYNOW PRZE-
SUNIEC PRZFEZ CZASTKOWE POCHODNE ODNOSNYCH SI% PO OWRJ
OBRANEJ SILE ODKRZTALCAJACEJ.

Gdy wszystkie sily sg od siebie niezalezne otrzy-

mujeray wprost S%éf;/@p , wtedy bowiem CD/D
- A A Y - 72 B L 4 (‘zqstkowa po

9f7

chodna pracy sprezystej pc jednej 2 si2 odksztadcaja-
cych dsje odnodne prresuniecie w wypadku siz od siebie
niezaleznych, Te trzy odmieny drugiego twierdzenia CA-
STIGLIANO stosujg sie wydgcznie do ciat WZOROWO SPRE-
ZYSTYCH., O ile zatem pierwsze twierdzenie CASTIGLIAKO
jest zupeinie ogdlne - o tyle drugie DOTYCZY TYLKO PRW
NBEJ GROLADY CIAL, opiers sie bowiem na twierdzeniu
CLAPEYRON'A. O doniosiosci tego twierdzenia nsjlepiej
przekonamy sie rozpatrujgc odnosne przykiady:

Pret jednostronnie zsmocowany w scienie, drugc=-'
etronnie obcigzony siilg e & denym wypadku strzaika

koncowa ug1901aU/[’b¢dz1e przesunieciem slly # « Po-

niewaz jsk to jus wiemy =/ zatem/]/y 55’3,




=

i na mocy drugiego twierdzenia CASTIGLIANO:
= i e
Pie DS b Ty

Ten sam pret cbcigzony u koi'ce swobodnego momen-
tem M prewoskretnym odchyli sie ku doiowi podobnie
jek w wypedku dzisZania sify . Wzorujgc sie na sta-

tyce rozemy aoment rozpas

: * Ny R Ty
9 Y i, | brywad jako uogolniong sk
// re—X —>| t¢. Przesunieciem tej uo-
S ik R s .J
7///4 el golnione] sity bedzie

B/// | -<—x———>‘i oczywiscie kgt obrotu pa-

7 \‘F_‘“ N gy momentu odksztatceja-
?/ _,‘/\-“?52\' \/“\“'i é cego, & wigc w danym wy-
/7% ?ﬁ@  padku kat & pouiedazy
Yo l ,(L styczng konca prets od-
7 T A ] I S X, P :
> i i ksztatconego a pierwotnym
077 I W i o (o )
7 wL — kierunkiem osi preta nie-
Phs na i

odksztazconego. Kgt 7 wy=
L, , 2 2
znaceynmy 2 4atwosclyg piszac ﬂ—’-‘//ﬁéﬁ?z’r: % L /
o7 st T T 1 2L ,.
stgd 61:9 ='TE'J . MozZzemy itatwo sprswdzic, 2ze -tak

jest w istocie. Stosujgc zwykly wzdr dla odksztaizconej
bedziemy mieli E’nyz—‘—/ﬂ stad E(/'y’=7¢x+ﬂ
oraz Jfééyzm—zgia”izékmjﬂ Wobec osadzenis prete bedzie
my mieli y:y’:a przy x =/ , stad —;/[Zf-ﬂ:ﬂ orez
_72&[‘?+ﬂ[+_/5’=(7, czyli A’7ZJZ ,5’:—4.%/(4[.2 Stad qsta.-
tecznie ‘;/rzé%r[thg/ oraz ;V=-—2255F/2?z§f€ Poniewaz
oczywiscie t92§fé=0 zatem tQ:ZZf%%Z' co otrzymali-

dmy uprzednio, Gdybysmy dla dsnego wypadku cheieli zne



= b
ledé skrajng strzadke ugiecia‘pretac/fq, to nalezaloby
wprowadzid dodetkows side Jl7dziakajaca'w koficu belki
niezaleznie od//z'; Wtedy prazy wspélnem dziafaniu sit
//Z i A mielibydmy dla jekiegokclwiek przekroju roz-

patrywanego w odlegtosci X od suobodneyo kolica preta
"y //2f /DJQz}
= '/'P 28 o ﬂ- = ﬂ* . -
/@;/Z X 8 zatem oy Koniec
preta pod d21alanlem tvcn gid pruesun11b5 sig ku doto-

i = A=
w nav7[ ;r /25 ezﬁ%f

Pon;ewaz Jednak sita /Z~ nie dziata nale7j zatem

zatozy¢ w wyniku oE;zymanym =0 o da szukang
strzaike uyf: .éﬂi%? jekg ujawni pret pod dzialaniem
sidy uogdlnionej .

Gdybysmy dajmy na 4o choieli wyznaczyé kat & je-
ki tworzy w jakimkolwiek dredkowym punkcie preta -stycz
na jego odkeztafconej 2z lLi-~runkiem pierwoinej osi pre-
ta, to nalezaloby wprowadiil sile uogdlniong odpowia-
dajacg temu przesunieciu 6;/- inaczej mowige tréebaby
wprowadzi¢ moment//zlodksztalcajaqy' pret w owym punk-
cie. Oznaczajac przez ¢ i é;odlegloéci rozpatrywanego
punktu od obu koricow prete z Zatwoscig zsuwazymy,iz dle
b6>X>0 wertosé momentu jest stala i rown%/vaod-
czas gdy w odcinku LJ7,21>4g panuge uoment//zjﬂz

A prazeto: 2%
/f/zﬂ/mf /" L=

4%, )27 g7 A ‘6 éﬂ ’/3
12T 2P //Z,c/ % b kol o

Korzystajgc 2z drugiego twierdzenia Castigliuno 2

&
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o b = 3 S ’
tebwosSclyg wyznaczymy pruesunlecm przynalezzne do/d
R

v. postaci ﬂ - Ponlewaz w 1stocie rze-

Cé/ﬂ’
¢y /ﬂ—-ﬂ zdtem &= /Q/t/u = ZJ’ Ten sam wynik otrzy
wely LWEZYWSZY, 26 = 7 7157%/[“5/ 72%—..“Gdybysmj
vieszcie cliciell znalezé strzalkevjf ugiecia preta w
odlegiosci X=6G , to naleizadoby wprowadzié odpowied-
nig sike }7/ dla ktdrej. owa struatke graiaby role
')rze°uniecia. W odcinku Z/)./Y'>ﬂ panowsaé bedzie zao-

po dawnemu moment/d natomiast dla ZQ.X)éwar-
todd momentu bedzie & ad -/l"—g/ Stad:

/w / 7,%’7 / Gl U .

I tu znéw dla przesumema or‘.ynalevne{ro do sity 2’

otrzymamy: @P’ /jéf-ﬁ/—g// g/& Wobec nieistnie-
nia flkchneJ suty otrzymany pray /D—ﬂ szukang

S st

Tn 3eia wynlk otrzymauy czynige X=6 we wzorze

gls 700 da/-:_jj’pf K[—Z/fz— 749%%;9.~

Rozpatrzmy jeszcze jeden priykiad zZastosowanie te-

£0 samego twierdzenia. Uchwyty pruegubowe 4 Zwbito w
sciane pionowg 'nieruchoma 1 poiiczono pretami Al i
BC /ﬁYS'. 322/. Na przegub srodkowy dziate sita ./ pio-
nowa., Wyzneczmy jej przesuniecieﬁ czyli obnizenie sig
przegubu C w kierunku pionowym, W tym celu znajdziemy
sktadowe sily .~ dla obu pretéw AC'i BC. I tatwoscig

weawszyé de sie, ze gorny pret bedzie rozciggeny a dol-
ny = Sciskany silg —~—— , przyczew zakladamy oba
: . & 3k
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prety jednakowe] diugosci

14 rpysd22

L=ACEBC i nazywamy przez
=4 BAC'= 245, Poniewaz
sciana jest doskonale sztyw-
na, przeto jedynie oba pre-
ty mogg uledz odksztaiceniu,
a praca sprezysta bed21e:

- 2%(2%) 7s

P‘Z 3 @_/Z*
4@%{.&,}. Stad/ﬁ —

4
Ao
=22t . W ten sposob
otrzymallsmy skiadowg piono- i el

%§ przesunigcia przegubu 67;

aby otrzymad poziomg wprowadzimy site fikcyjng & pro-
stopa&la do 2 i skierowansg, dajmy na to, ku scianie.

Te sita da skiadowe ———— dciskajgce oba prety.

Lofina
Przy tycznem dziataniu sil Z i & w gérnym precie
: ] : . . &
bedz ziatal —
edzie dzialala sita rozciggajaca e Y B a
w dolnym sila Sciskajgca .3&;;( é%ﬁga{zatem:
PEELE @ 727 //m gy N
Pl Zinct) ES T 2P Bhnoll 2S5

& przesunlec1e poziome przegubu érodkowe-
‘DZ?

— LRkt W to-
eefmd] Mvamav .2E,5'Qfm‘5’a( s

cie sila & nie istnieje, zatem poziomg skladowg prze-

suniecia przegubu (" otrzymamy czynige &=2 co da

%/90 . Przegub drodkowy obniza sig jeno
X@=0

nie schodzgc z linji duialania sity Z.

Chcge, dajmy na to, znaleizé kgt obrotu preta446:
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czyli, inaczej méwigc, przyrost o@X kate BIC nalezy
wprowadzi¢ fikcyjng pare sis J_ﬁ prz‘ylozona do obu kon-
céw preta. Obrdét tej pary da szukeny przyrost e .
Ozneczmy moment tej pary pruez _/.7=ZEZ, szukany prazy-
rost a/%bedzie niewgtpliwie pruesunieciem pary M.
Sita jf-:z/;—y przyiozona do przogubu 4 wywoluje w nim
odpore; druga netomiast sita pary daje skiadowg piono-

fc/'a}zcé i poziomg Jfﬁfod . “ktadowa T@o( da
sily Lo rozciggejace oba prety podczas gdy na tle

Lefer o
dziaetania skiadowe] ]fdma,/ gorny pret bedzie sciska-
ny & dolny rozciggany siig fgd?;" Ostatecznie przy

tgcznem dzialaniu sily /i pary sil =7 gérny pret
) Lol _ R _ L

bedzie rozciggany siktg: Zéya,/+ 1T gy Y s
M—QM& dolny sciskany silg: —2615(-’—??6; ,fz&ig
4 (¢4

.5 an/de
= =3 ;Zatem praca sprezysta:
z’@mf Z Cogotsin o’
TN R w: M cotiel—c)in 2[
2 /:M .c”C'oJ?KO/ma,/ g it

Z(rfz&yp( A 7 _g;y’
a przesunlecm uogdlnionej sity A bedzie:

_Zf ﬂ Cog “ol —Jere ot ol —Jere B
2&4@-’ _Z ’@da(ofma’ P.Z’,‘f@:/afef

R 2 Pl Z, Zé)m,’ofm w} ijfo/'maf@.f@’

W istocie jednak para 4 nie istnieje, zatem czy-

nige M=¢0 otrzymamy szukeany przyrost A7 —-/9/7/—'

+

0 o

b i _Covm e —Z LXir
2E,S G &L sl i A LS s

Znak ujemny wskazuje, ze obrot pary zachodzi w
kierunku odwrotnym do kierunku dziaiznia siZ, co zresoe

tg widocznem jest samo przez sie, bo przegudb  opusuczs
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Drugie twierduenie CASTIGLIANO jest przeto nader
SPRAVNEM NARZEDZIEM RACHUNKU. QCba powyZsze priykiady
wystarczajgco to uwypuklajg. Oddaje ono NIEOCENIONRE
WPROST USLUGI w zastosowaniu do ukZeddéw statycznie nie-
wyzneczalnych., Tego rodzajd

§ 9. UKZADY STATYCZNIE NIFWYZNACZALNE sg dwdoch ro-

dzajéw. Przedewszystkiem licuba podpér, ne ktérych spo=
czywa uktad, moze byé zbyt wielka, nie mozna wigc 2z row,
nai statyki wyznaczyc¢ wszystkich odpdr. Tu zetem UKLAD
JEST STATYCZNIE NIRWYZNACZALNY PRZ®Z NADMIERNA ILOSC
WIEZOW. W ogélnym wypadku ukiadu przestrzerinego maumy
s8ze8¢ rownal statyki, mozemy przeto wyznaczyé szesé od-
poér uktadu, pozostale 7Z odpor bedy wigc statycznie nie
wyznaczalne - UKzAD BEDZIE /Z -XKROTNIE STATYCZNIE NIR-
WYZNACZALNYM PRZEZ WIRZY. Nadto UXKEAD MOZE BYC STATYCZ-
NIE NIEWYZNACZALNY PRZEZ NADMIERNA TLOSC OGNIW LUB ZBY-
TECZN4 SZTYWNOSC POLACZEN. Tego rodzaju UKLADY ZOWIEMY
STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEMI WEWNETRIZNIE. W obu wypad-
kach mauy przeto pewnsg ilosdé czynnikdw réwnowagi sta-
tycznie niewyznaczalnych, ktdre z latwéécia wyznaczyd
mozemy stosujgc drugie twierdzenie CASTIGLIANOEﬁraczej
tak zwang ZASADE NAJMNIDRJSZEJ PRACY SPREZYSTEJ, czyli
TWIERDZENIE MﬁNABREA, stanowigce prosty wynik drugiego
twierdzenia CASTIGLIANO i z tego powodu rmylnie czasani
trzeciem twierdzenliem CASTIGLIANQ zwane.

§ 10. ZASADA NAJMNIEJSZEJ PRACY MENABREA.. Wezuy
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pod uwage ukiad statycznie niewyznaczalny, pozostajg-
cy w rownowadze pod jarzmem sii zewngtrznych odksztat-
cajgeych. Wobec stutycznej niewyznaczalnosci ukiadu
pewna ilos¢é cuzynnikow rdwnowagi pozostanie niewyzna-
czona stabycznie. Moga to byé odpory zbyteczne lub
wiewy wewnetrzne, o czem tylko co byta wmowa. W pierw-

szyum wypadku, gdy ilosé odpor jest nadmierne, nie zdo-
tamy wyznaczyé 77 cuynnikéw rownowesi tego rodzaju.
Oznaczmy te stetycinie wyznaczslne odpory przez,yl;,
02;......932. Gdybysmy usungli podpory ukiadu wywodu-
jace sily uxi/gzgfl"%y réwnowega odksztzlcona zostala-
by zuchwiuna - i eby jg nadal utrzymsdé bez zmiany nale
zatoby wzamian odrzuconych podndér przyiozyé dodatkowy
uktad giit zewnetrznych bX;,zastepujacych dziatanie od-
nosnych podpér,'a wiec tek samo dziafajgcych jak one.
I ten sposdb sity odksutealcajgyce pomnozg sig o /Z eil
UX;, & cody ukied rozpuatrywany, pozbswiony podpor
zbytecunych stanie sig stabycznie wyznaczalnym, bedzi
wy mogli pruzeto wyunacuy¢ sidy dziadejyce w jego ogni-
wach, oraz weeystkie konieczne odpory, n&é mocy rownan’
statyki. Nedto beduiewmy mogli wyznaczyC prace sprezy-
stg /7 ukiedu, j sko summe pruc wszystkich jego skiado-
wych ogniw w postaci funkcji od sid zewngtrznych ukie-
du orez codatkowych sid UX;. WeZiiy pod uwage jedng &
tych ostutnich, dajuy na to VX;. Przynalezy ona do od«
rzuconej oodpory.ﬁf zastepujac jej dziatanie na ukiad.

Zatem gdy owa podpora./ilprzy odksztetceniu pozostaje
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nieruchoma lub porusza sie prostopadle do dziatania
swej odpory, punkt pruylozenie zastepczej sily QZ; wi-
nien pozostad rdwniez nieruchomy lub przesungé sie
prostopadle douX;. W obu wypadkach przesunigcie sily
zastepczej vi;jest zerem, a zetem na mocy drugiego
prawa CASTIGLIANO bedziemy mieli ;%§£==<7 . W ten
sposdb otrzymujemy dodatkows rdéwnanie,umozliwisjace
wyznaczenie brakujycego czynnika rdownowagi - odpory
cZ;.'W ssczegdlnym wypadku podpory ruchomej, ujawnia-
jacej podczas odksztalcenia pruesuniecie ~, W kierun=-
ku odpory, punkt przylozenia zastepczej sily'vl;winien
da¢ réwniez przesuniecie X, , nalezy zatem na mocy
drugiego twierdzenia CASTIGLIANO napisad %:4,&@
to rownanie dodatkowe umozliwiajgce wyznaczenie breku-
jacego czynnike rdwnowagi odpory uaz,lprzesuniecie bo-

wiem X, winno byé zgory znane z warunkow zadanis., W
/4 |
X,
na czes¢, lub wszystkie przesunigcia .x. bedg rowne ze-

ten sposdb otrzymemy /Z rdéwnan

=.; , gdzie pew-

ru, Te rownania igcznie z rowneniami statyki pozwolg
wyznaczy¢ wszystkie odpory ukiadu. Aby uniknaé diuz-
szych omdéwien bedziemy nadal zwali odpore "NIERUCHO-
MA"  Bily UE;,dla ktorej odpowiednie przesunigcie ¥
jest serem. .

¢ kolei uktad moze byé statycznie niewy£naczalny
wewnegtrznie przez nadmiernyg ilosdé ogniw lub zbyteczng
sztywnosé ich polgczen., Ze statyki wiemy naprzykdad,

ze ustréj pretowy trdjkatny o pruegubowem Zgczeniu
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pretow jest statycznie wyznaczalny, Podwojona liczbe
wgzléw tekiego ustroju mniej trzy winne daé licabe je-
go pretow. Dodajuy jeden pret, a ukiZasd steanie sie nie-
wyznaczalnym - roéwnania ststyki wtedy nie wystarczg
przy wyznaczaniu sii pretow., To semo okaze sig whedy
gdy potycaymy jekiekolwiek dwa prety ukiadu, nie prze-
cubowo a trwale., W zigczeniu powstanie moment statycz-
nie niewyznaczelny., W obu wypadkach bedziemy przeto
nieli czynniki rdwnowagi statycznie niewyznaczalne.
Zwazmy, ze w obu wypadkach moZemy odrzucic¢ ogniwo zby-
teczne, lub usztywnions poigczenia, czynigce ustrdj
stetycznie niewyznaczelnym i zastgpid ich dziskanie
przez odpowiednis sily uogdlnione. W tym celu nslezy
wykonaé¢ odpowiednig ilos¢ przekrojoéw; ogniwo zbyteczne
przecigé u obu koncdw w przykiadzie wyze) przytoczonym
& przegub usztywniony - odsztywnicé rozcinsjgc jeden z
pretéw 2gcznych tuz u isczenis. Dzialenie wycigtego
ogniwa zbytecznego nalezy zastgpié ukiadem sil, a zby-
tecznego usztywnienia rozcietego - parg i sidg. W ten
sposOb zewnetrzny uklad sil pomnozy sig o owe siiy ze-
stepcze przylozone do przecieé dokonanych, & caly
ustrdéj stanie sig statycznie wyznaczslnym. ZwazZmy, Zze
kazde przecieclie obnazy dwie pewioki przekroju; uprzed-
nio byty one w scisiym detyku - dotyk tu niewétpliwie
nalezy utrzymaé i nadel inacze] bowiem ustrdéj przesta-
nie by¢ sobg - nulezy zatem do jednej powioki przyto-

zy¢ zastepcze coynniki réwnowagiuﬁalzl.“.. do drugie}
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288 —UJ:—JfZ.... Sity te rdwnowansgce sig wzajeunie po-
unozg ukiad sii zewnetrznych odksztadcajgcych, czynige
saresem ustféj stetycznie wyznaczalnym. Bgdziemy prze-
to mogli wyzhaczyd obciazenia poszczegodlnych ogniw
ustrbju i pracg¢ 1ch sprezysta. Praca sprezysta catosci
bedzie niewgtpliwie sﬁmma prac. poszczegolnych ogniw
ustroju. Oznaczmy jg przez AT Bedzie to funkcja sii
zewngtrznych A &......, odksztakcajacych oraz sit do-
datkowych X=X, -2 ...... przyneleznych do przecied
wykonanych., Zwazmy, 2ze punkty prazytozenia sii aX.i'bX;
YVi-Y i t.4. 59 zawsze tozsamosciowe, zadeniem bo-
viem owych si¢ dodatkowych - utrzymaé powioki przekro-
ju w 8cis2ym dotyku, aby w ten sposdéb zachowaé istote
ustroju pierwotnego, w ktorym owe_pruecigcia nie ist-
nisly zupetnie. Zatem pruzesuniecie  sity.Xi Vr’siiy
-1)Y.sa tozsamosciowe, w istocie bowiem mamy tu do
czynienia z'jednem i tem swusem pruesunieciem'wépélnem
dla obu siz X i =X . Ne mocy drugiego twierdzenia

CASTIGLIANO mozemy oczyw1801e nepisad :gi? ;ir '7%&7
| ,f;[/!i P17
=1-X"albo 1 D7 ~ = o P

wez tylko te dwie sity zownetrzne odksztalquqce sig

83 zalezne od-siebie. Stgd, wobec tozsamosci przesu-

nie¢ o] iX bedziemy mieli ;ijz. ;;zz;'—c7 Piszgc

rowngnlafgzr ,igjz &, 4,450 i t.d. dla wszystkich
sit dod.tkowych AN ... otrzymamy w ten sposéb odpo-

wiednig ilosé rdéwnan, z ktdérych wyznaczymy wszystkie

czynniki rownowagi odksztalconej statycznie niewyzna-
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czalne.

Wszystko to cosmy wyzej powiedzieli dotyczy jedy-
nie i wyigcznie ustrojéw wzorowo sprezystych zachowu-
jacych sie podiug uogdlnionego prawa HOOKE A, wtedy
tylko bowiem drugie twierdzenie (astigliano moze byé
stosowane bez bdedu. Z rozwazald tych wynikea tek zwane
twierdzenie MENABREA, . ktdre glosi, Ze:

ISTOTNE WARTOSCI STATYCZNIE NfWYZNACZALNYCH ODPOR
NIERUCHOMYCH LUB WIRZOW WEWNETRZNYCH USTROJU /ZOROWO
SPREZYSTEGO ODPOWIADAJA NAJMNIEJSZOSCI PRACY SPREZYSTH
CALEGO USTROJU.

To twierdzenie,zwane inacze] jeszcize ZASADA NAJ-
MNIEJSZEJ PRACY SPREZYSTEJ jest wprost oczywiste, wo-
bec istnienis rdéwnosci typu g%§3=}0 dle odpor nieru-
chomych i sil dodatkowych przecigé wyzej rozpatrywa-
nych. Praca sprezysta sil zewnetrznych odksztatcajacych
jako rdzennie dodatnia moze mie¢ jeno minimum, zatem

ta jej najmniejszosé odpowiada istotnym wartodciom

ksztealconej.

Przyktady najlepiej uwypuklg istote nowego twier-
dzenia. Wezmy pod uwage belke zamocoweng jednostronnie,
& drugostronnie opértq ns podporze ruchomej, umozliwia-
jacej li tylko posuw podiuzny w kierunku osi pr¢ta nie-
odksztadconej. Jest to tak zwane PODPORA RA ROLKACH,da-
je one odpore pionowy X na tle jednostajnego obcig-

zenia w stosunku Z kilograméw ns jednostke dlugodci preta.

D 2 2o LIRS
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Osada prete da nadto odpore .

pionowg /A4, poziomg /i o~

ment. zamocowenia (ll /ﬁr 52)/

Ne mocy stetyki becdziemy nie-

1li przeto dla sil pionowych:
ﬂ+x+fl Q0 , dla sit po .X
ziomych =0 i dla momentéw

wzgledem przekroju osadczege: H8,
(a+i—2—+.XL =C. 7 tych roéw- RYS. 324&.
nan mozemy jeno okreslié fyl?‘/&fw funkeji X, ktéry

to czynnik pozostanie statycznie niewyunaczalnym,

Chcge go wyzneczyé odrzucery podpore i wprowadzawmy i
le—uﬁfniewiadomq, zastepujgcy jej dziastanie. Aby wy-

znaczyé wartosé tej sidy rozpatrujemy w odlegiosci 5
‘od podpory =~ przekrdj poprueczny preta. Dlu‘tego prze
kroju bedziemy wieli woument U‘awy_/ﬁt"+u27§*77é?£zeu
tem praca sprgiysta oreta //- zgiﬁr /lﬁ;a;;75)Q{7

Ne wocy zasady ¢ naJmHIPJBABJ pruuy mamy w zudo=-
' 7.
zeniu odpory JX nieruchouej : §3Z7~ 44104;’%147
C&X Lo/ X

= [+.X6’+9797/ ¥ W FALY
/ 5/“/5";.&/ A~ 9~

Stgd Leuposreanlo X =— - ;?z{ Nozemy rownies

moment osadzeniailz uwazaé juako odperg steatycznie nie
wyznaczelng, wtedy otrzymamy z réwnen cletyki 4 i X
% funkcji tego czynnika /ZZ . Chcage go ﬁyZnaczyé od-
rzucamy zemocowanie i wprowadzamy ncwg site uogdlnio-
ng - moment(lé zastepczy - bedziemy zatem mieli belke
WYTRZYMALOSC MATERJAZOW - ARKUSZ XXXVHI.
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unieruchomiong przegubowc u jednego kolca, a u dru-
giego wspartg na podpore rolkowag. Obcigzenie jedno-
stajne 22 klg. na jednostke diugosci belki igcznie

z momentem(/z wywoia odpory pionowe X i /4 oraz po-
zionQ'Zg,/ﬁYS. 32@/ Rownania statyki dadzg dla siZ
pionowych X+ﬂ+7f J, poziomych 5= & , oraz dla
momentdéw w stosunku do praweg podpory Z—h-/-./fz/d a.
Stgd mamy .1 =-— 7& zZ oraz 19—/—‘ 7_L, vetom w

odlegiodci ?; od podpory rolkowej bedziemy mieli war-

toidé momentu M= 7‘“—Z [ L2 , zatem: /7= ;ij{

Na mocy zasedy HquﬂlBJSZOJ pracy wobec unieruchomie-

nia osadczego przekroin movemy napisad:

97 li@@f%fwaﬂf__ 2’2 #@2“~f?z—- Z'a{ v
Qe o LS / £ 2=

L7 Fhet L
. :—ELL +ZE =g
EJ  SEJS ' A o -
Stad bezposrednio mamy(AZ'—;7<8 . Oba te wyni-

ki obtrzymalismy juz pierwej w ustgpie awudziestym

arugim dzlaiu plztego.

7 kolei rozpatrzymy bLelke dwuprigsiong ¢ hocz-
nych podporach rolkowych i srodkowe] - przegubowe]
/ﬁYS._SZQ/t_Jednqstajne obcigzenie w stosunku 2? klg.
na jednostke diugosci belki wywole pionowe odpory
boczne A i (’ oraz dwie odpory - pionowg X i pionowg
5 érodkowe, Réwnunie statyki dadzg dla sil piono-
wych H*.X'+C’+ZZ=0 , poziomych 5 =0 oraz momen-
tow wzgledem dajuwy na to skfcjnej podpory prawej: AL+
+./Y[‘,‘,,+f' =0, Stad many: A= -—-——"‘ —é oraz:C”—"-'—z%é"
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—‘fgcﬁ zetem w oClegtosdci 3 od lewej skrajnej podpory
panovwal bgdzle we g X jc
-(_g_).i !.‘i

rent 141 ﬁ?——%{-—
Z%g%za?ad v od-

legiodci @ od pra=-

wej skrsjnej podpo

o sonent, 4 e I

& .
e L _/’./a’%’ CTI I A
ff/;g /Mif - wg) w 320.
Ne mocy uzsady in 7 7 e 7

pracy nasjuniejszej

L
mo Z emy naplsac 017 //f44ﬂa¢?€V% L ) Mhdw M

Lol 18 VA . Q).Xz
o Jf——"{ N NN T e s
—-F / EJ Zd{ oS W
?_[3 Jflgl/ Z'Z;’ ﬂ’, .X'Lf[:z_ g.é;.lf o

=2ty t3T2 T8k "55@/ Y 3ESE T SEJL

06
9t4d bezposrednic K= — %Z Z +21LZ£+LZ Ton sem

wynik otruymalismy w aeteple trzydziestym siddmyrm dziss

fu pigtego.

Zamiost odpory JX mozemy wprowadzié inny czynnik
statycznie niewyznaczalny, dajmy na to, moment odporo-
wy(lz penujgcy ponad podporg sérodkows /RYS. 52@/.Chcqc
zastosowaé w danym wypadku zesaug¢ :ajuniejszej pracy,
rozcinemy pret poned pocporg sSrodkowg i obcigzemy do-
datkowo znoszgcymi sig wzajemnie momentami(ll rézno-
skrgtnemi. Zatem miesto jednegc stetveznie niewyzna-

czalnego preta, oitrzymemy dwe statycunie wyznaczslne,
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a\obciaione w sposoOb wskeseny ne RYS.326. Tak obcigio-
‘ny pret rozpatrywalidmy juz pierwej w przykisdzie po-
przednim i wyznaczylidmy jege prece sprezystsg. Korzy-
stajgc z otrzymanych wzordw wozemy przeto napissé na

mocy twugrduenaa Ménabraéa :

N jﬂ{ Lt 3l 7¢£§ ULz z#@g L
Y SET  GE) ES BT | Ok L GE)  OET
+77[24LE§ 11 WL LA bazposredn c/l—-‘ ’/[3+Z Y

Ten sam wynik otrzymaligmy w ustepie trzydziestym pig-
tym dziadu pigtego. . :

W obu tylko co rozpatrywsnych przykladach prue
kréj belki byl z zaziozenis staiy. Jauko TRZRECI PRIYKLAD
wezmiemy pod uwage BRAME DZWIGOWA obcigzong jednosiej-
nie w stosunku 2?’klg. na jednostk & diugosci poiacl pz-
ziomej goérnej, sztywno na wegiach poigczonej.ze stoju=-
keml pionowymi /ﬁYSe %507/, Wveokosé stojakdw niech Lg-
dzie /A , sueroko$é bremy /5 . Stojaki przegubowo u
dotu uwnieruchowione spoczywsjs na podporach 42 i./Q{
Obcigzenie gornej polaci wywoiuje pionowe odpory.)fiuxq
wzdtuz osi stojekéw,oraz odpory poziome Y i 3/{0 ist-
nieniu tych ostaunich pruekonamy sie 2z tatwoscig, zwe-
zywsey w jaki eposdb brams ulegs cdkszteaZceniu /DYS.
_52@/. Wooee usctywnienis wepidw gdrne polsd zechowe g1y
Jak belke obustronnie zsiccowsiw, n stojakil -~ jak pre¢-
ty zsmocowane jednostronnie. Qdnosny wykres momentow
podaje RYS. 329. W danym wypadku réwnania statyki dudug
dle sit pionowych VI7+UXJ+272?==6’, poziomych Y+Yio

ordz mouentow wzgledem podpory dajuy na to lewe]
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Z%?+Vr2?:61 Stad VZ’ .VX'orau Y==Y. Cdypors

)fJeSL zoten statycznxo niewyznaczelna. Aby Ja zns

RYS., 327

RYS. 328,

RYS. 329.
S

T=A
Mo

...AII"I"I“I

4 Ay £
7 T A a A

leze rozpatrujemy przexrs] poprzeczny stojaxe w odle-

{os8cl JX od podpory. Dla tego przekroju moment gna-

cy bedzie M =27

pod uwsge przekrdj

Ke

dto na gornej poisci bhierzen

poprzacazny odlegly )
Dla tego vrzekroju 4

.4

od wegla,
= NA + X

/."f_w-f‘a 42%{*-}7_6,
Wobec tego praca sprefysts bramy b d21e.Z7b///
. _ii_%i' e: Y y 0¢ 4&?@7
. gdzie Z?éf-dotycay obu stoaakow 8 ZT
4&5@7
polaci gérnej. Stosujac zasede najrniejszej prucy
otrzyuany dle odpory niezu(homeg

y Q/Y =2 ./ya{#’g/y.x
-+ —/-7[2’@{{ 9/%(

97 Lol G@/
.)/Jv* /77— Z2r3H 1
£/ 9)/ - + Ve =
== 2YH B E E 2
FE o] E@(; 2 ¥y%ié2 _
Stgd cc,‘.posrednlo:/ {3/{%2 TP Ao

2 |
Jako OSTATNI TYPOVY PRUYKLAD roszfetrzymy wigzer
mozliwie nejpr

ostszeso assludtu, wsparty na nodpory
przegubowe a wiec nieruchome. Obciagzenia obu weziodw

bocznych przenorzg sie bezposrednie /@Y% SSQ/

& Ho0=
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pory nie 1M0¢5q wige odksstedcié wigzsru; pozostsje tyl-
ko sila_]jgérnego wezde dajlly ne uvo plonowa, stenowige
ca calkowite obclyzenie wigzaru odksztalcajsce. Wyvo-
fuje ona w podporsch przegubowych odpory pionowe .2 i
A’i poziowe B i B’. Réwnunis statyki dadza dlu sil
pilonowycl: G w=ia4 =7 B0 2] omyRt ,Z)’+E’::0 i

dle momentdw voplge

* RYS. 330, P dem, dajmy n& to,pod-
pory lewej:ﬂz*fz}é=0,
stadﬂé-§=a B=-7"
Odpore 2Z=X jent za-
tem stutycunie nie-
wyznuczalna. Aby ja
znelei¢ odrzucuny

oble podpory 1 min-

sto nich wprowudzamy'
odpory 4, A} B i B’je-
ko dodatkowe sity ze-
wnetrzne., W ten sno-
s8dh uczyniliémy
uﬁtféj stotycznie wy-

inaczelnym, mozery

przeto zbudowed dwu

wykresy CREMONA;/ dla
5i1 zewnetrznych PA
i A" i /J dle dodat-
kowych sit 5 i B7__
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Pierwszy wykres /RYS.332/ jest zupelnie okreslony po-
niewaz sity 2 A4 i A’ maja écidle okreslong war-
tosé, natomiést drugi moze bydé zbudowanyljeno W ska=
1i, nie mamy bowiem dotad jeszcze istotnej wartosci
sit dodatkowych & i A&’ . sbudujmy go tedy dla

A= /ﬁ‘{’% 33{’/ 7 pierwszego wykresu z tatwodcisg
zZP = wulFi N GRRA

_ e (-3) @ﬁ G:td
oraz _2*’4:1,: {?Qj’/’?ﬁ . Uwazajyc sity I’?ZCI%&.JQLB je-

snajdziemy na ocy prewa sinusow

" xo dodatnie, a dSciskajgce jako ujemne, wWyznacaympy si-

ty w pretach w sposéb nastepujgey: P—-—?E- Coj’ -
P—-_.}_J Cos ac ool &g 0 dm&(a/ﬂ
2 den /a/ﬁ)’ Qf—:—_ﬁﬁ‘n/c{/sy znacazmy Zd-—'é_m(afygjz
=@, , L£_foo _ . Ik sl _ Z; , & bedzlemy
178 i (ass) e Qfm(a//?)

mieli: P—-CZP B =ayF, B =,/ Podobniei zupelnis

- 1 6 &,

z drugliego wykresu marn = = orag
Y= Y Tenie) Qi3 Chnal ..

#6e, = & Yere & 6 zotew uwzgledniajge “znaki & =-L2%68 _

4, g ina__ g g - 2Ziatdisg ol

bezposredmo przecnod‘.cgc od skali do mtotneg wartoscl.

cdpowiadajgce] sile odksztadcajyce] meamy 4 Z./Y'
Q é.X' Q Z«/Y' . Oznaczmy przesz IE site ja-

klegokolwmk prete A plze.:.*% jeso przekrdj povnzecze-
ny, przéz 4 ~jego diugosdé, wresucie przez Z'}:. -w8pol-
czyunik sprezyetosci odno$negd tworzywa, Wtedy: /fa. =
d’-P*é.Xa praca sprezysta tego preta ]7=;‘-2.7—E%~
Praca sprezysta w1a4aru bedzie wigc ]Z-—ﬁ-} gj: =
-§’ 7. [% ﬁtjév./f'][,. gdzie nalezy sumowaé ne wszysi-

kie prevy wigzaru. iNa mocy z.asady najmniejszej pracy

mawy dle odoory J(‘nleruchome,] oL Z[a“p"é'x]é‘.’[ =d._.

(154
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Stac oezposdracdinio:

GCybydmy jedng 2 podpor uagm' na to prawg zmie-
nili ne rolkowg, ustrd]j svaiby sie statycznie wyuna-
czalnym o wartosci odpory A5 =¢. liatoniast gdybysmy
dodali pret zbyteczny JJ /ﬁYS.SS%/’ponownie mieli-
bysmy do czynienie 2 ustrojem statycznie niewyzna-
czalnym, bo sily )X'tego preta, nie mozne wyznacazycd
2 rownan statyki. Chcgec otrzymadé wartosé istotng te-
g0 czynnike przecinamy pret zbyteczny JQ, gaziekol-
wiek, dajmy na to posrodku w /%Z72. Obie powiloki prze
kroju 77272 utrzymujemy w dotyku za pomocg eid dodat-
kowych réwnych o4’ . 4 latwoscig postruec sie daje,
ze i » tym wypadku dla wszelkich pretdéw précz roz-
Lletego f df#é./r , & zatem réwnies ﬂ=
=§"/-—Zf-z—3‘ Dla preta L natomiast L = A & 4o6

2
XLo Stad dla cateho w1q4aru.[7‘;Z:7{;§:§}

===2 =/ Stad

3 b [#] Oé
Z
bezposrednioe: c/a?;:—- 25 AR
ngé?_z/’b L
]?37+
tesade najmniejsze] pracy 8UAROWT nader sprawne ne-

rzedzle rachunku, W1dec to 2 przykiadow powyze) pruy
toczonych., W pewnych jednak wypadkach lepsze wyniki
da)e tek zwane

§ 11. TWIERDZENIE BRTTI czyli tak zwana ZASADA
W2 iAJRHNOSCI. Istote tego twierdzenia poznamy nejiate-
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wiej blorgc pod uwage, ze dla ustrojow wzorowo spre-
zystych praca sprezyste stanowi jednorodﬁa funicje
drugiego stophfggiub przesunied odnoéﬁych. Zatem moze-
my napisaé dla ustrojéw waorowo sprezystych /Z=a P%
+Z£{+Cfﬁ;”,“;fﬁhzva%]%F+”."“+W&&f+ ...... -
Na zasadzie drugiego twierdzenia CASTIGLIANO, ktore
niewgtpliwie mozemy zastosowaé w tym wypadku, bedzie-

my miell:

/Z>=(D§§¥:z?5zjgf- ,,,,,, L zq,é?vhiejtbh ........
Zn:%%g.:4?542+ ,,,,,, *+ 772 P+, ... :.+h<ﬁf#..
r:%’é = 2af+ ...... # 72 Sieet. e +h & F,

Bierzemy pod uwage dwa stany réwnowagi odksztal-
conej ustroju rozpatrywanego.
Stan [/ , kiedy ustrdj pod jarzmem zrdéwnowazo-

nego ukladu sil odksztalcajgcych 4?,4;,4%3”. ujawnit

odnoéne przesun19c1a_/é,/f;,g7 ...... orag:
Stan // nacechowany wartoéciami przesunieéljg,
;Z}, AN przynaleznemi do sil {?l é§,4g“.uk2adu

odksztaicajgcege.

Ponlewaz mamy bezposrednio:

é?%vﬂ22§+43§$ﬁ”34224?1.+:..f%7§54?*' ..... -*”Qf;é?# .....
t26Q Q. .. mBAA WP, DA ...
tECR BH...+ R BRH ... + W .. ...

oraz podobniez:
@ﬂ,l- '?%.F‘@—?;ﬁ"":;aigﬁ' . ,+7?Z§.1D7“.. o WL -?*'- -----
X +CE & Gyt . I
HRCE Lt A RBLH *W KA.
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orzeto mozemy napissé na ussadzie tozsawosci prawych
czesci wzorow tylko coO wypis.anych. rownenie: %+g2+
+/6§+ ..... =é}bf+é?3%+£;+'"” stanowigce istote twier.
dzenia BETTI czyli ZASADY WZAJENNOSCI.

SULLA SIt ODKSZTAXCAJACYCH PRZYNALFZNYCH DO PIERW
SZEGO STANU ROWNOWAGI USTROJU WZOROWO SPREZYSTEGO LNO-
ZONYCH PRZEZ ODNOSNE PRZESUNIECIA DRUGIRGO STANU ROVI-
NA JEST SULMIE ILOCLYNOW SIi DRUGIEGO STANU PRZEZ OD-
NOSNE PRZESUNIRCIA PIERWSZEGO. — >

VW wypadku dziudania tylko dwu sid rozpatrujely
zezwyczaj ukdiad 5&'_4{=0 stenu pierwszego wraz z od-
nosnemi przesunicciamiﬂ ij. orez ukiaed _z?=ﬂi%stu
nu drugiego 2 przesunieciamiﬁ Ut )Z; . N& mocy zusady
wiejermnoscil E/Jg=é%? Gdy nadto _5=6% wtedy i ‘,-Z/.
Poprzyjmy to przykiadami,

Belka jednostronnie zemocowana, a drugostronnie
obcigzona zrazu siig 5=P a potem momenten % =M. .

Oblie te sily wywolujg podobne ugiecia preta, w oty
vypadkach otrzymamy koncowe strzatki ugiecia/_{ iﬁ'
oraz skrajne kgty f; i 1% nachylenia koricowych stycz-
nych odksztedcone] ku pierwoine) osi preta /RYS. 334 1
355/. Ne mocy zusady wzajeuwnodci bedzie 5/3=423Z, to
Jest }}f—'—‘/ﬁg ,» #dy nadto liczbowo sita £ vedzie rév-
na uogdlnionej sile 2/, to wtedy réwniez liczbowe wear-
todci odnodnych przesunigé bedqy réwne - bedziemy wige
mieli ‘/Z-ﬁ:f-éf;, . Letwo sip o tem dizekonad bezpodred-

. . | M7
nlo na mocy wyprowcdzonego wioru dla ==, Czy-
J BPTPe 2 2k 2
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nige w nim =P odnajdziemy snany z teorji giecis wadr

dle . —o RYS. 334.

Wezmy nadto pod uwa- g‘ ot l
£¢ dowolny zreszta prze- % 0 ‘
kréj poprzeczny w odle- | é T

i oznuczmy przez % strzak-

k¢ jogo uglecia v vypadku

stodcd Lood osady preta /4_[0 e |1
4 e
7

deiadania sidy 7 ,orsaz

7)) |t
przez é pochiylenie od- /‘1\‘_,{%
nodnej stycznej odksztat- %"—Zo—" l#

[ )
conej ku pierwotnej / M‘j\%
: - » . he— L '
osl preta w wypadku dziae- RYS. 337

ionia momentu A u skreju preta, jek zresztg najlepiej
wekazuja RYS. 334 i 335. Przeniesmy sily /2 /RYS.336/
ponad 6w przekrdj obrany - pod jej cdzialaniem pret
ajewni koncowy strzalke 7/ + ‘Przesuiimy /ﬁYS.SSZ/’mo-
ment M w pteszczyzne przekroju obrunego, a stycuna
koncowa odksztalconej,utworzy kgt t% 2z pierwotng
osig preta. Zasada wzajemnosci wymage tego, zreszts
mozna to udowodnié'i wprost, wychodzgce z réwnania od-
keztudiconej. _

Juko drugi prrykiad bierzemy pod uwugg pret opar-
vy ne dwéch podporach i obcigsony silg pionowg 2 prry-
dozony v odlegloded .Z;v od lewej podpory preta.
Jznecawy przez;//'strzukke ugiecia tego pretu w odle-

gdodel Lg od tejse podpory. Ne mocy uusady wzajeuno-
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$ci mo#wmy natychmisst udowodnié, ze ten saem pret ob-

RYS. 33 8. cigfony ty samg silg £’

prrytozong w odlegicsci

44? ujewni po odksztalce-
niu te samg strzakkq)%aw
odlsegtosceid j; od lewe]
podpory /@YS. 35@/.
Zesade wzajemmnosci oddaje nader cenne usdiugi w za

.stosowaniu do BTMLEK WIRLOPRZESZOWYCH. WeZmy pod uwagg

belke dwuprzestowsg wsparty na triy podpory, lewy -pree
gubowg, dwie pozostade rolkowe /ﬁYS.S&%/. Obcigzenie
belki stanowi'sila_}7pionowa deiatajgece dejmy na te

w ordlegliodci zf od prawe] podpory. ‘ywoda ona odpory
pionowe /9»37641 poL logy:Z? Rownenie statyki dadzy
dle sil pionowych A* X+C#FP=0, poziomyclh 5=7i mo-
wentéw mzgledem dejmy na to odpory prawejzgé;téﬁﬁeﬁéf
+ PL,=0 . I tych réwnan gz letwodcigs wyznaceymy A i
. w zaleinoéci od czynnika.lfetatycznie niewyznacuzél
nego, Aby go wyznecuyé odrzucemy srodkowg podporg i nr
tem miejecu dajemy sile¢ pionong réwng jednedci. Pod
jej dzialenism pret odksztalci eie. Poniewas po odrzu-
ceniu érodkowej podpory stal =ig on stutycsnie wyzne-
czalnym, prreto z tatwodcisg wysnaceyuy odnosnyg odkaztal
cong, & €0 za tem idgie 1 straoudki ugleClan'w cdlendc
dci ZC od prawej podpory lé?'! wiejscu prrytofenia si-
{y odksztoulcajgcej, a wige tes, <dzie pierwej byle poc

pora srcdkowa., Zatem wosemy zalosyé /?——P,g%/f'jakc
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"jedyné dwie sily zewngtrzne pierwszego stanu rdwnowagi
preté,oraz A=0 it%=1'd1a stanu drugiego,gdzie nadto
»mamyﬂprzeéuhiﬁcfﬁl/%7j/ri 2;=é2'LP°dCZﬂ8 gdy niewgtpli-
wie w zadozeniu nie  RYs 339. X

ruchome]j podpory

srodkowe] fi =d.Na

mocy zasady wzajem-

nosci mozemy tedy
napisaé{%avggaﬁQWQ
skgd bezposrednio

uiﬁr—ﬁikl Poniewszs
j; jest stale prie

to tylko co wyzna-

czona odksztadcona daje w skali £ wszystkie wartodci

odpory X dla jakiegokolwiek polozenia obcigZenia A~
na belce. ODKSZTALCONA STANOWI zatem tak zwang LINJE
WPLYWU SIEY /7 NA ODPORE X . Ta krzywa oddaje cenne
ustugi w wypadku dzialania OBCIAZENIA RUCHOMEGO. Gdy
dziala 72 sit odksztaicajgcych pionowych /7 e=2.2.72
bedziemy mieli oczywidcie UXE:;%éiéaélgdzie przazuzf
oznaczylismy —— strzatki odksztalconej przynalezne
do sil odksztadcajgcych, to jest lezyce pod niemi.
Gdybysmy miasto czygﬁika 9X~chcioli wprowadzid
jako statycznie niewyznaczalng - moment zﬁé » Panujgey
ponad podporg srodkowg, to w tyw yypadku mielibysuy
D=7 ovaz 6=A. Aby otrazywaé stan drugi réwnowagi od-
ksztaiconej ustroju, rozcinamy belke tuz nad podporg
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srodkowyg i obciszamy obie jej rozciete poiowy rdzno-
skretnemwi momentami rownemi jednoéci. Pod 1ich jariuen
rozciete potowy belki wygng sig obie ku goérze lub ku
dotowi jednoczesnie ujawniajgc katy & i ég nachylenia
skrajnych stycznych ich odksztaiconych ku pierwotnsaj
osi belki. Nadto w odleglosci 12, od skrajnej prawej
podpory rozciegtej belki otrzymemy strzaike ugieciaujf
/RYS. 54(V. Zatem dla stanu drugiego 5:0 a %:/,
przyczem pod Q; rozumiemy tu site uogdlniony ztozong

z obu par odksztaicajgcych réznoskretnych a rownych
jednosci. Ta silZa uogdlniona powoduje'pocnylenie 8l¢
powdok przekroju roxcietego, zatem Zrz?»‘-'@ , nadto
j}% f;7€ . W istocie jednak przekrdj ponad podporg &rod-
kowg nie istnieje zatem odnosne pruesuniecie j§,=67.bo
niewgtpliwie w nierozcietej belce ohie powisoki przekro-
ju pozostang w dotyku. Zatewm ne mocy zesady wzajemno-
jdci, mozewy napisad /Z/?*Zg]v‘@éf.ﬁ:ﬁ styd bezpo-
grednio jy":_@ﬂ%

umiejscowienia sily Z na balce, mozemy przeto fatwo

. I tu znow mianownik nie zulezy od

wyznaczy¢ linje wpdywu sidy / na woment 441 Woruazie
dz.alenia 72 sil pionowych f 2=42.72 bedziemy mieli
oczywiscie “—- -4 ‘foD W podobny sposob mo g emy
wyznaczyé odpory.)faf?EZlkl trOJprzesloweJ‘/ﬁYS 54@/

obcigzonej silg Pw cdleglosci L

, 0d skrajnej podpory

lewej. W zatozeniu lewej podpory pruegubowej a pouosta-
tych rolowych bedziemy mieli réwnaniu statyki dla sid

pionowych A#X+Y+B+P=0, poziomych C=0 i mouentow
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wzgleden aajmy ne to podpory lewej:LAQQ+2%Q+972;*Z;JZ+;
+BL=0. 1 tych réwnad wyznacaymy /7 i & w zzleznosci od
vI;yc czynnikow sta-
tycznie niewyzna-

czalnych w danyu wy=-

padku. Chcac je

okreglié¢ bierzemy

pod uwage trzy sta-

ny rownowagi tej

belki-pierwszy ,
istotny z ta jeno R.%S' 347 7

roznicg,ze miasto drodkowych podpdr, ktdre odrzucamy,
rozpatrujemy zastepcze odpory ad s i.)f;drugi BLan row=
nowagi odksztalconej tejze belki, lecz bez podpor
srodkowych, obcigionéj sitg A =Z , oraz podobnay
ostatniemu stan trzeci gdy dziada siia Y=o _o
Dls obu tych stanéw rownowagi u iatwodcig wywna-

czymy odksztaicone, jako Ze belka po odrzuceniu podpér
srodkowych staje sig statycznie wyznaczalng; bedziemy
zatem mogli wyznaczydé strzatki ugiecia belki w miej-
scach podpdér odrzuconych oraz strzatki w przeiroju sily
/#’ . 0dnodne oznaczenia najlepiej postrzec z RYS. 34l.
Zatem w danym wypedku bedzieumy wmieli dle stanu pierwsze
€0 P‘PC? /I"z?=ydla stanu drugiego %=, & =2, I,=J;
wreszcie dla stanu trzeciego f=0, &=, 1?3 f.Odnosne
przesuniecia bedg oczywiscie wobec nieruchomosci podpdr
./I")fdla stanu pierwszego Z 2, 2,=0 drugiegoﬁ,ffzf

ﬂ{l trzeciego /@-72 70 =72 X zustosowaniu do
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etendw pierwszege i drugiego zesade weuejemnoscl da:
f}f+x + Y =20=0 & do pierwszego i trzeciego: e+
+153{h%%*2%7—67 2 tych réwnan wyznecuzymy czynniki X' i
byrw postaci uieumkow o mianowniksch niezaleznych ani
oduff ani od 772 i tu zatem 2z tatwecscig znajdziemy linje
wpiywu obcigzenia ruchomego .~ na wartosé edpdr A iV o

Jako cetatni przykiad rozpatrzymy ustrdj mostowy
/@YS;54§/ weparty na dwilie podpory przegubowe a wiec stsa
tycznie niewyznaczalny, prdécz bowiem odpér pionbwycho
ktore z tetwodciy znajdziemy z réwnan statyki, bedziemy
wieli nadto odpory poziome - czynniki X statycznie nie
vwyznaczelne. Zakiadamy, ze obcigzenie pionowe dziade nsa
gérne wezly. Obcigzenie to moze byé stale lub ruchome,
To ostatnie wymaga wyzneczenia linji wplywu na wertosé:
czynnika <X . Chcac jg wykreslid obcigzamy kolejno gorme
wezly sidg rowng jednoéci i wyznaczamy odnosgne wartosci
X znaczgc je wykresowo pod odpowiedniemi wegziami. Wy-
znaczony w ten sposdédb wykres siuzyé moze dla wsielkiego
/P, da bowiem wartodci X w skali 7/, Zatem obcigzawy
dajmy na to wezel ‘/Wﬂ gity rowng jednosci, rozpatrujge
14 Ja co stan pierwszy rdéwnowagi ustroju. Jeke stan dru-
gi rozpatrujemy wypadek dziatania dwéch siz A4=7 na we-
Gy el i 352?, przyczewm obie podpory odrzucamy zuped-
nie czynigc w ten sposdéb ustréj stutycznie wyznaczalnym.
Pod jarzmem tych dwéch sit wezly L4 4E@;zbliza sig ku
sobie. Oznaczmy tc przesuniecie przez /é,. Korzystajgc

z wykresu VILLIOL'A /petrz CZASOPISMO KOLA MECHANIKOW
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z roku 1912/’2 tatwoscig moZemy nadto znalezdé dla te-
tego obcigzenia si- s D

76

tami X'=<, przesu-

niecisa pionowe.}g

gornych wezidw - -

ustroju. Na mcaoy
zasady wzajemnosci
begdziemy mieli e+
+ {./5 =0, stad
bezposrednio =

=‘,7§ 7+ Poniewaz

czynnik 7; jest

staly dla wszyst-

kich ‘weztdw, prze-

% %
L »

to wykres przesu- by I
o | RYS. F4S5.
nlecJé'wyznacza w

ekali_é?wartoéci odpory & dla sily ruchomej.fjkolejno
obcigzajgcej wezystkie gérne wezly ustroju, Linja wy=
kroesu przesunieéu7§ stanowi zatem szukang linjg wpiywy

Gdybysmy ten sam ustrdj nestowy oparli na podpore
przegubowg i rolowg /ﬁYS,34§/, sted by sie statycznie
wyznaczalnyum, nstomiast Zgczge dolne jego wozly deig-
~gaczem poziomym otrzymujemy ustréj o jednym precie zby
tecznym, obcigzenie bowiem X~ tego preta nie da sie
wyznaczyé z rownaii statyki.

I tu rowniez rozpatrujemy obcigzenie odksztakca-

jace, w postaci uktadu siil pionowych, dzialajacych na

WYTRZYMAZ0SC MATERJALZOW - ARKUSZ XXXIX .
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gérne wezly. MoZe ono byé stele lub ruchome, W wypadku
obcigzenia ruchomege nalezy wykreslié LINJE WPLYWU dla
0dp6r <X . W tym celu obcigsamy xolejnoc wszystkie we-
aty gérne sitg rdwng jednosci. Towarzyszgcy kazdermu z
tych obciagzen stan roéwnowagi odksztalcone] mianujemy
pierwszym, Pod jarazmem si& zewnetrznych pret zbytecz-
ny ujawni wydtuzenie rowne ;égg, gdzie przez ./ ozna-
czylismy dkugcsé dciggacza, przez S jego przekréj po-
przeczny, a przez = s wspotczynnik sprezystosci odnod-
nego tworzywa. Drugi stan rdwnowagi odksztaZcone]
otrzymamy po odrzuceniu obu podpdr, wycieciu scigge-
cza i obcigzeniu dolnych wezléw gidani A=7. Pod
jerzmem tych sil dolne weziy ustroju ujaswnig przesu-
niecia pozioue L. wezdy gorne - przesuniecia piono-
we qu , 2upednie zreszty tax sawe jek w wypedku uprue-
dnio roz rywanym. Tute] wige /=7 =4 crez nie-
w‘«ztpliwie 7:-2,3’ nedte =0 & =7 raﬁg,:ﬁ

vé zatem nsa u0uy' asady wzsjewnosci mozemy napisad

7

J'/z+{f .723 Stad bezpos$rednio: ./Y"";;'—:T','
Poniewaz mianownik prawej czesci wzcru jest staly dle
wszystkich wezldw przetc wykrss praequnlgé‘)ff /ﬁYS
34§/@yunac2a w skali 2 AZ{E”DZ\WW*0301 odpory X dla
gily /2 ruchomej, kolejno cbciazajacej wszystkis gérne
weziy ustroju. I tu wige linja wykresu prae unLch)K
stanowi szukeng linje woiywu dle cazynniks <4, —o
Wezydtkie te prayklady jaskrswo uwypuklajg spraw-

noss zasady wzojemnosci w wypadku obeiggenl ruchomvch,
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ppotykanych na kazdym krcku w teorji mostow. Tam ted
twierdzenie BETTI gra nader waing role, zwiaszcza, 28
zasada najuniejszej pracy nie daje dobrych wynikow w
wypadkach obcigzenia ruchomego, trzebs bowiem dle kez-
dego poiozenia sily ruchomej rozwigzywaé coraz to nowe
ukzady rdéwnan, czego unikamy szczesliwie stosujac
twierdzenie BETTI.

W wiekszosci wypadkéw te dwie zasady dopetnisjg
eie wzajemnie. Zalety obu tgczy w sobie poniekgd tak
zwane :

§ 13. ZASADA MOHR'A, ktdéra w istocie swej sprowa-

dza sig do znanej zasady prac przygotowanych..--

Weimy pod uwage ustrdj sprezysty pozostajacy w
réwnowadze pod jarzwem ukiadu siZ odksztalcajacych A
¢=728J5...722, Na tle duialania tych sil powstai wewnytrz
ciale odkszteiconego ukiad napreiei ; /i— Z,2,7..., 69
Odnosne przesunigcie sit odksztalcajqcych_%? o2naczamy
prusz /Q;, a odksztalcenia wewngbrzne cuyli wiasciwie]
méwigc przesunigcia naprezen Zgrprzez E?-. Wotec 1st-
‘nienia trwalej rdéwnowagi ustroju odksztelconago, musi
wypolnieé¢ si¢ na mocy zasady prac pray yotowanych row=-
nam.e }Z,+.5Jﬁ; ...?‘zjdzgv*zf,d‘g -, 1S ——pr -
*'g;T J%? = ¢ , w ktdérem przyrosty warjacyjne prze-
Bunlec man oznaczaé przesuniecia przygotowans, czyli
mozliwe dla denych warunkéw obcigzenia. Ietota tylko
co wypisanego rdownenia nie ulega wgtpliwosci bo sily

odksztalcajace 4§!6wnowa2q ukiad sid wewngtrznych-i-

4
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a wielomian skornczony PJ} +P% ..... wyraza prace
i zewnetrznych czyli prace czynng, vodczas gdy wie-
lomian o nieskoiczonej liczbie skiadnikdw z/‘a’nﬁ-v‘;o/;gt,.
. = prace sid wewngtrunych -~ praceg bierng, a wiec rozng
co do znaxku od poprzedzajgcej. Nia LOCY PRAWA ZACHOWA-
NIA ENERGJI SUENMA TYCH PRAC 1UST BYC ROWNA ZERU, W WY
PADKU GDY CALKOWITA PRACA SIZ ODKSZTALCAJQCYCH PRZE-
CLODZI W PRACE SPREZYSTA A WIEC DLA CIAL SPREZYSTYCH.
Rownanie tu otrzymane, aczkolwiek éciéle,zupelnie éie
nie daje zastosowacé prakiycznie wohec trudnosici surmo-
wania nieskonczonej liczby sk2sdnikow, natomisst moge
oddaé¢ cenne usiugi tam gdzie to summowanie wypeinié
sie uda, & wiec przedewszystkiem w wypadku ustroju zio
zonege 2z pretow polgczonych przegubowo. Cdy sily ze-
wnetrzne dzistejg li tylko na wezly - wtedy prety
ustreoju pracujg wytacznie na Sciskanie lub rozcigga-
nie pod jarzmem sid wewnetrznych uestroju, czyli sil

w pretach JE%. Te sily zastepujg ukiady naprezen panu-
jate w pretach, a zateum powodujg wydiuzenia pretow
cﬁ%:cfZ%,'gdzie przez.[% oznaczylidmy diugoéé odnosne-
&0 preta. W wypadku rozciagenia .132>0 oraz c%;ﬁ>ﬂ

v wypadku dciskania X0 i 0@‘(0 Zatem dla %pre-
téw ustroju bedziemy mieli réwnsnie: ZPOI/)} +§f’o@"—
stanowigce istote zesady MOHR'A w u¢stooowan1u do
ustrojow. lia ono zastosowania rozliczhe.
W wypadku usbroju pretowego statycznie wyznaczal-

nego moze stuzyé¢ do wyliczania gil pretow _ZE;, tatwo
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to udowodnié zwazywszy, ze w ustroju pretowym statyce
nie wyznaczalnym wydiuzenia pretdw sg zupeinie dowol-
ne. Istotnie skoro odrzucimy jeden pret wtedy dwa sa-
siednie trdjkaty ustroju utworzg czworcbok o NIEMATE-

RIJALNEJ PRZEKATNI w miejscu owege odrzuconego preta.
| Mozemy wiec nie zumieniajac reszty ustroju skrazywid
czworobok w sposdb zupeinie dowolny i wetawié nowy
pret - krdotszg lub dtuzszyg przekatnie. ZATEM PRZYRO-
STY %f USTROJOW PRITOWYCH STATYCZNIE WYZNACZALNYCH
Sé NIRZALEZNE OD SIEBIE, A NADTO ZUPEENIE W PEWNYCH
GRANICACE DOWOLNE. 'Jezynimy je praeto wszystkie rdwne
zeru procz jednege zreszta zupeinie dowolnego, ktére-
mu damy wartosé zgory okreslonsy o&@ =/ . Ne tle te-
g0 przyrostu wezly ustroju pretowego przesung sig nie-
co, ujawnisjgc przesuniecia ‘Z%« ocdpowiadajgce é};’

72

R
bedziemy mieli zatem f;jzfQ%waif:c&%:éﬂ,gstqd bezpo-

srednio: e Zj'f;nfd%« —

Gdy natomiast ustrdj ma prety lub wiezy zbytecz-
ne, dowolnosé wszystkiéh prayrostow COZ jest oczywi-
scie niemozliwa, bo pret zhyteczny wymega scisle okre-
slonej dtugosci migdzy odnosnemi weziemi, ktdére tgcazy.
Podobny warunek narzuca rdéwniez wszelki wiez zbytecz~
ny. Inaczej mdéwigc istnieje zawsze pewna ileodé pray-
rostéw c&; zaleinych od pozostatych, uwerunkowana
obecnoscig pretéw lub wigzdw zbytecznych., —o

Wobec wzejemnej salesncdei przyrostow Cé% tylko

co wyzej wskazany sposob rachunkowy zupeinie zawodzi,
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trzeba wiec niecc inacze] stosowaud zesade MOHR'A aby
wyznsczy¢ sily w pretach ustroju. —o

Weimy przedewszystkiem pod uwage ustrdj o jednym
orecie zbytecunym. Ns tle dzialania sit zewnetrznych
odksztalcajacych penuje w nim sila A, Odrzutmy go i
ne to miejrce dajuy dwie sily zastepcze X i-=X zwiek-
szajgc w ten sposdb uktad sil zewngtrznych J€? . Tak
powigkszony ukcad sil odksztadcajgcych mianujemy pierm
szym., Wywcda on s8idy jf;m'pr@tach. 2eleine od j@’i od
ot Aby te sily okredlié budujemy dwa wykresy CRENO-
NY. Jeden dla sii .Zzg 2z ktdrego wyznaczymy sily w-
pretach jgozaleine wylgcznie od /5, drugi zaé dla sil
A=Z , da on dodatkowe sily w prqtach.ﬁZ’. zalesne
od 8il I'=7, Budowa cbu tych wykreséw nie nastrecgy
zadnych trudnosci, poniewaz PO ODRZUCENIU PRETA ZBY-
TRCZNEGO USTROJ STAL SIE STATYCZINIE WYZNACZALNYM. Ze-
ten bedziemy wmieli 4%z=:4%zo+oﬁiﬁif. Pod dziataniem
tych sid prety ujawnig wydZuzenia %g:/df%l"/li%%’);
a wydiuzenie odrzuconegc preta zbytecznego bedzie o=
= X7 ¢Z5. Aby cirzymad drugi ukiad sil odksztalcajg-
cych zakiademy weszystkie sity /A’ rdéwne zeru, odrzucamy
pret zbyteciny i na jern miejsce dajemy dwie sidy JX=Z
Bedg to jedyne sily zewngtrzne ukiadu drugiego. Dddza
one sidy Z%'w pretach wyznaczone z pomocy drugiego
wykresu CRELONY. W stosunku do sil ukladu drugiego ze-
wnetranych A4'=7 i wewngtranych lﬁ?’przyrosty dri 65%

grajg niewgtpliwie rol¢ przesunigd prazygotewanych ho
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przeciez istotnie wozliwycl, zatem na mocy zasady

I.OHR" A b¢d/1emj mogll napisaé 2QU”+u272F<£;—ﬂtC jest

A ! K Urz? e TaE A 22 JPA?L
Gdy mlastc pre a z ytecznego maly 2 %
i Z

zbyteczng podpore nieruchomg to dla niej & raczeJ Hla
jej Odyory.Xb\,'lulF‘my mieli d7=o i wtedy odpora nieruchome :

VJ?‘ ;5;-%%{;4; Wreszcie, gdy mamy kilks czynni-
. FrLs

Z= -ZZ Sy
XY Z......budujemy kolejno wykresy CREMONY jeden dla

eid zewnetrunych j? drugi dla eZ=Z,trzeci dla V=7
cewarty dle Z=7 i t.d. Te wykresy dadzg odpowiednio
B2, 2", & i t.d.,zatem-dla sik w pretach bg-
dziemy wmieli /.= /& * ALK, +JOP”+ f’”

Sity j{? przynalezg do obcigzZenie zewnetrznego

kow statycznie niewyznaczalnych

zlozonego z Bif JZ?VHPWQQtL7nyCh oraz zastepczych sil
ALY Z.... Ten aktad sil mianujemy pierwszym. Budowa
wykresow CRELONY nie nastrecazy 2zednych trudnosci po-
niewaz ODRZUCANY ZBRYTECZNE PRETY i PODPORY, zastepu-
Jjac ich dziatanie dodatkcwemi silami odksztalcajgcemi
BN e CZYNIMY PRZETO SZTUCZNIE USTROJ STATYCZNIE
WYZNACZALNYM. —=

Aby otruymaé drugl ukiad sil odksztalcajgcych
sznimy wezystkie sily.]? réwne zeru, odrzucamy wszy-
atkie podpory i prety zbyteczne i obciglamy ustrdj 81-
temi &°=7 . Podobniez dle sil Y'=Z otrzymamy trze-
¢i, dla 8id Z =7 cewarty uklad odksztalcejgey i t.d.
W stosunku do tych ukiaddw przyrosty cL% przynelegne
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do ukiadu pierwszego bedg oczywiscie graiy role prze-
sunieé przygotowanych, bo istotnie mozZliwych. Zatem
bedziemy mogli wypisac na wocy zasady HCHR'A szeres

réwnan :

f-ﬂ—’c _/?//? % it RV F TR j]f;’ =g

X

)CZ 2 o zf
zﬁ+gj/}°j? D o S N, b J

ZZZ +Zf/j_’ + X+ VI +ij7’” ]Z,J”

linjowych wzgledem X, Y, 2, z ktérych z latwescig
wyznaczymy te brakujgce cuynniki.,_ —o

Po okresleniu wszystkich cuynnikéw moZemy wyzna-
czy¢ wydiuzenia pretdow pod jarzmem sii ¢5a oraz diugo-
$ci pretdw odkeztalconych, Wediug tych denych mozeny

b 2 w.fz.e oW V:r!fo./(/ W KIERUNKHY aDNBSNSCH 1

znéw okreslié przesunigcia'sit /; obcigZenia zewnptrz

nego, stanowigcego igcznie z silami zastepczemi XL ¥ Z.

tek zwany ukiad pierwszy sil odksztulcajgcych. Chcgce
dajmy ne to wyznaczyé przynalezne do tego ukiadu prze-
sun1e01e./Q( riozemy zastosowad zasade LONR'A rozpatru-
jac odksztaicajgcy ukdad sil zewnetrznych, ktdéry tu
drugim zwaé bedziemy, obejmujacy jedyﬁq uogdlniong si-
te 4? rowng jednosci. Pud jej jarzmem powstang sily w
pretach. xizk, ktdre 2z latwoscig wyzneczywy w wypedku
ustroju statycznie wyznaczalnego. W razie przeciwnym
odrzuciwszy prety i podpory zbyteczne zastagpimy ich
dzialenie odnosnewi silami XJ), Z.... & ukiad stanie sig

statycznie wyznaczalnym i zndw z latwoscig wyznaczymy
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sily _Zix powstale w pretach na tle duzialania jedynej
£ily odksztalcajgeej /A =7 ukladu drugiego. Oznaczmy
pruez Cﬁ%wydkuéenia pretéw ped jarzmem sil_ﬁz.dziala-
Jacych w pretach ustroju w wypadku obcigZzenia ukiadem
pierwszym. Te wydtuzenia w stosunku do sit aﬁzﬁ'ukla-
du drugiego bedy oczywiscie grety role przesunied
preystosowanych beo przeciez istotnie mozliwych,a prze-
suniecie W¢ZIQIZ% przynslezne do sily /. pierwszego
ukéadu bedzie niewgtpliwie przesunigciem przygotowanem
dle sity lzljfuxladu drugiege. Stad na mocy zasady
MOHR ' A: f,/b,(+2f”a/’ =J, co da ﬂ,_—ZE”o%',~

2
Rozwazania powyieze juskrawo podkreola34 rézno-

rodnosé zastosowall zssady MOHR'A. Aby jg jeszcze mo-

cniej uwypuklid rozpetrujemy typowy PRZIYKEAD RALY Zi0-

ZONRJ Z SZESCIU PRE- RUS. F4&, RYS, J45.

TOW POLACZONYCH A

PRZEGUBOWO. Dolne

wozly spociywajg

na podporach le-

wej przegubowej i
pravej rolkowe]
/ﬁYS.34§/. Na prea-

¥y wgzei gorny

dziaia poziome mi-

ta £ . Wywoluje

ones odpory plonowv

Vi poz1oqy.£? v podporze praefuboweJ oraz pionowy
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Ww nodporze rolkowej. Hownanis statyki dajg dla sit
pionowych PGQE/Qd,poziomych A +P=0 i woumentiw
wzgledem podpery prawe] P[n‘ﬁ%d=0, gdzie Z ozna
cza, ﬁysokoéé bramy, & & kgt nachylenis przekgtni ku
potaci dolnej. Stad mamy:z?EzF177;:fE§a(,.ﬁ/é—}éi;?éé
Ten ustrdj posiade pret zbyteczny, dajmy na to No.S6.
Oznaczemy silte tego preta przez X . Stenowi ona cazyn-
nik stetycznie niewyznaczalny. Zgodnie z tem cosuy wy-
zej nedmienili Yen pret zbyteczny naleiy odrzucid i
vastypié jego dziasdanie przez sily zestepcze X dzie-
tejgce po osl odrzuconego preta w przegubach girnym
prawym 1 dolnyr lewyrn. Wobec breku jakichkolwiek da-
nych co do tych sil kierujemy je dajmy na to do sie-
bie. W ten sposdb ustrdj stat sie statycznie wyznaczel
nym, mozemy przsto wyznaczyC sicy /ﬁ?jego pretow, budu-
jgc dwa wykresy CREMONY dla sily.f7istotnie daiatajg-
cej poziomej, oraz dls sil zastepczych A rdéwnych jad-
nosci, J pierwszego wykresm, odpowiadajucego obcigZe-
niu wskazenemu ne RYS.345 otrzymamy nastepujgce sidy
v protach B=Pga, B=E B0, B=P < Bz
Drugl wykres odpowiade obcigzemiu wskazenemu na RYS,
346, kiedy po odrzuceniu obu podpdr priyiozono sily
zustepcue 4 rowne jsdnodci skierowans ku sobie po
osi odriuconego preta. I tego wykresu otrzywawy naste-
pujgce siiy w pretech: ﬁ:é—Jw'zaf, 2%/:—&7%, Zj,/:—/;hag
zﬁg=*—ébﬁx;2€;;=2/; Zotew pruy Lgczunem dziataniu sily

zewnetrznej /Z 1 sit zastepczych uz'otrzymamy nastepu-
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jgce sity w pretach: 1?=Py;'o{—./f‘d'maf .Zf’ =j? = F—
~ X v, £, = 12@465.2?--33 4] & nadto jeszcze pret
wyciety bedzie pozostawel pod jarzmem sil ibag i
Zwuﬁywa&y, iz diugosci odnosne pretow wynoszg
L Ly §lodidin=4, = Z@"Coru EETE = i bedziemy
mieli odpow1edn10 nydlu"enla cﬁf Zézzéz(—¢3259zqa§i§§

JZ-—/P*.XC&JM/‘ff’y-Q/iZ, Jé,:—/refmdff; L

. o - e :
Ly [Pr X o]t e » Yoo e M

podczas gdy pret wyciety ujawni v;dluuenlecQa= XL

cstenowigce szarazem miarg rozsunigcia si¢ wezidw 4 i
é?-. Zatem 32% wzicte ze zhakiem odwrotnym bhedzie

graio role przesuniecia sidy X zastgpujgce] dziala=
nie preta. Styd na wocy zusady LOHR A bedziemy mieli:

/P o(z +.)fafZ =0J — to jest: "efma//Péa{ /f‘efm%’j
_@m/p ,/mj%_l—@% —ofircc/~ /I”c)moc/ ; —Coser/ -

7 o _
’“mmé;@dmd // P*{Y/;de j/ijefmd a%.,

Styd bezpesrednio:
: ¢&na(*_ am%z Cosdel b4
DZY” i £2.5 ﬁ@ﬁi JEEQQ
o Jindd | Cooll | it | Gyt , 7 7
B (T g SR P Z.3
Gdy wszystkie prety sa jednakovwego praekrOJu iz tego

Bemego tworsywe whedy:

S P ol P +d
T2l in el + Coa Il +7 V"

a dla ramy kwadratowej <X'=_ 2 §i+2;/_ﬁ

Poniewaz ®w ten spossh otrzymana wartosdé sily za-

stepcuej jest eczywiscie dodatnie, prieto obreny iie-
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runek tych sit byl weesciwy a sam pret zbyteczny jako
ulegajgcy dzielaniu sid odwrotnego znaku pracuje na
rozciggenie, co zressty modna bylo zgdry przewidzied.

Jeko drugi prazykiad rozpetrujemy KRATOWY D2WIGAR
MOSTOWY wsparty nu dwie vodpory - lewg przegubowg i
prawz rolkowg /ﬁYS. 34@/. Ten ustroj prazy dziesigciu
wezdach przegubowych posiade siedemnsBcie pretodw,jest
wiec statycznie wyznaczalny. Niech obcigzenie jego
skiada si¢ dajmy ne to z sil A /Z /7] pionowych obcig-
zajgcych dolne wegzly diwigera. To obcigzenie nazwiemy

glerﬂszem 1 wyznaczymy dlea niego sily w pretach zf’&
W%
5.5

lej jeszcze okresli¢ pionowe przesuniegcie ktdregokol-

nestepnle i wydtuzenia pretow cﬁ% = . Chcae da-
wiek wezla, dejmy na te. / , w ktérym dziala sila /Z ,
a wi@c przesunieciejﬁ; s rozpatrujemy obcigzenie dru-
gie, kiedy wszystkie sity zewnetrzne sa rdwne zeru
précz jednej tylko _%? , ktérg czynimy rdéwng jednosci
i wyznaczsmy dle tego uktadu odnosne sily w pretach
J&Z,. Ne mocy Aasady MOHR'A bedziemy mlell dla tego
wvpadku: f/}+§@0@g=a skad/r, Zﬁ?o@" o
Gdybysmy dajmy na to chcieli wyznaCAyu pochyle-
nie sie czyli kgt obrotu ¢ przekstni / ped jarzmem
obcigzenia pierwszego, to nalezaloby wprowadzié odpo-
viednig silde uogdlniong dla ktorej owo pochylenie czy-
li elementarny obrét przekatni gratby rele przesunie-
cia. Tu sile uogdlnione to moment / o perze sit /T

przyltezonych de skrajnych przegubdéw przekatni. Zatem



e
w danym wypadku trzebe wzigé pod uwage uogolniong si-
le zﬂ==%ﬁ£ rowng jednosci i dla tego "obcigzenia dru-
giego" wyznaczyd sity w RYS 347
pretach .ﬁ;mustroju, Ne

mocy zasady NOHR'A be-
dziemy mopll wvtedy napi-

sad: :/'ﬂ""E/E Uﬂf =0, -
Gdybysmy chcieli

vreszcie wyznaczy¢ zmiang, jekiej przy odksztaiceniu
ulegt kgt & pdmiedzy przekgtnig Z a stdéjkg A ,pod
Jarzmem obcigzenia piorwszego, to nalezaloby wprewe-
dzié az dwie pary sit B i 7H ré: znoskretne o sitach
.ﬁ? dzieiejgcych na skrajne przeguby przekatni / i si-
tach ir'obciaéajacyéh skrajne pr;eguby stdjki.fy'.Szu-
kena zmiahhézei'gralaby wtedy rol¢ przesuniecia w% sto-
sunku do owej uogdlnionej siiy zloZonej z dwdich tylko
co wymienienych par. W tym wypadku naléﬁy przeto wzigé
pod uwege uwogdélniong sile ziozong z dwéch per LZ=7/H
rownych jednedci i dla tego "obcigZenia drugiego" wy-
znaczyé 8ily w pretach JE’ ustxogu. Whedy na mocy zase-
dy MOHR'A bedziemy mieli: {a/c(vLZ_/? 0{77" J—s8kgd wy-
gnaczymy doc__o,

Na tem kenczymy rozpatrywenie zastosowan zausady
MOHR'A. Niejekie podobiernstwe wynikéw ujawnie estatnia
tego dziaiu:

§ 13. ZASADA LEVY, oparte na czyste geometrycz-

nych pedstawach. Istote jej poznamy najtatwiej rozpatru




= D42
jac jakikolwiek.ustréj pretowy statycznie niewyznu-
czalny, ziezony z 772pretow potyezonych przegubowo.
W tej licubie zéf;retéw jest zbytecznych, Odrzuciwszy
je etrzymawy ustrd] statycznie wyznsczalny, w ktdryu
podwejona liczbe wezldw daje liczbg pretow zwigkszo-
ng o trzy. Odwretnie cticyc pewrdci¢ do pierwotneso
ustreju egtatycznie niewyznaczalnego nslezy te A?‘pre-
tow zbytecznych ponownie zaloiyé, poniewaz jednek pray
tem liczbe wezlow nie moze uledz uitianie inaczej bo-
viem etrzymelibydmy newy ustrdj o mnicjszej liczbie
pretow zbytecznycn, przeto nalezy igczyé wezly ist-
niejgce dodatkowo oweni ﬁ?’pretami. Stgd wniosek oczy-
wisty, #e diugodé kazdego preta zbytecunego zzlezy od
pretow koniecznych. Istnieje przsto ﬁ?réwnaﬁu/fzz,z;m
x5 Lme) 50 g 2 (L 4o i ek B s DL ANSNA, Y
%%ezéw czysto geometrycunych uzalezniajgcych pierwot-
ne nieodksztadcone diéugosci prgﬁéw zbytecznych od pier
wotnych nisodksztaiconych diugosci pretow pozostatych
ustroju. Po ohcigzeniu przegubow ustroju sidemi od=-
ksztalcajgceni pojawig sie eily.ﬁ?w:pretach ustroju
i spowodujg wydiuzZenia pretow 611; iy Wobec zni-

| YZIsA
komej wartosci tych przyrostow diugodci pretdéw od-

ksztadcone 1;-+c¥2;- réwniez w przyblizeniu czynicé beg-
dg zedodé wyzej wypisanym rdwnaniom, bedziemy mieli

przeto ncwy uktad réwnaﬁi/f?22+aﬂé”.Zé*ri!%,.”.z;;aég}
=0, L r L Lot L. I = Gt s 0 8
o SO AL,, Lyr L. L, +dL, )=0
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ktére pc rozwinieciu w rzgd dadzg odpowiednio nowy

szereg rownan:

f/l’ 2 -Z )7‘- gf/-z gfdz ....... (Da)zf Q’L

Ly L. )mL Z, +ié@zf....+-vf_czz+
pey: ’af | Ve s

Jﬁfy, 5l ) aﬂ£-+ aﬂf ch aéﬁ 4. =0

Pomijejgec male WyZBuyCh rzedow mozemy n& zasadzie row-

nan pierwotnych napisaé:

Y, BT e
’DZ} f L (%[ 2, %
>4 ‘9 7%
fgl;cilé-%razécizf £ # 3 2 20 =0
‘97§6i5.+ fd e ~ ’Dy‘ i 7
Ltay (o0 =
9L, 92, éﬁ% EHE OLm 'Z
Poniewaz nadto mamy aQ; jfifa A1 ZE VNN, 72 prze-
to ostetecznie otrzymemy £ rdéwnan:
2 28/3,+’9f %ole , . _f@f-’ Lo Lo
”M?Pb+9fzua+ Ay, e anm::&
LB Ly Zg (P $E,
(sz?/Z +‘9]§f ﬁlfz+ 52 97‘2 b g

A U Bl S e P i e
Zz Xtdrych wyzneczymy A sii czynnikéw /0. statycanie

hiewyznaczalnych. Stanowi to istote zusady LEVY. Sto-
scwac jg nalezy zawsze w tych wypadkach, “gdy ustale-
nie rownen wigzgcych diugosei piérwotne pretdw jest
mozliwe., o |
Poprzyjmy to prazyktedsmi. W szfywng a nieruchc-
mg poie¢ poziomg wbito trzy heki, a nes nich przegubo-
w0 zawieszono prety zlaczone u doiu wepdlnym przegu-

bem, Srodkowy pret jest pnionory, dwa boczne pochylaja
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sie ku niemu odpowiednio pod k4tamlcx’£/é?/ﬁYs 34@/
U dolnego przegubu wisi ciezer . et Wyznuczyé sily w
pretach. Oznscsz
my site dziste-

igcg wzdduz osi

preta Srodkowe-
gC przez Yoeia
przez Xi Z si-

ty w pretech bocznycn. Bedyq to zerazem odpory gdérnych

przegubdw ustroju. Poniewaz w danym wypadku wszystkie
Bily schodzg sie w jednym punkcie, przeto statyka da-
.je jedno dwe rdéwnania rdéwnowagi: sil pionowych A Grox
-+Y+Zé/§‘ +rP=37, i poziomych A St =27 i
ktérych nie zdotamy wyznaczy¢ wszystkich odpdr. Zasade
LEVY daje owo brekujgee réwnanie. Oznzczmy odleglodci
- przegubdéw gdrnych przez'¢2'i<g & prety cdpowiednio
przez [ L i Z wtedy [2 Ze=f[g+az"+g'e Stgd réz-
niczkujac otr ymamy _Zrail'*uf'aﬁ/' =2, dL, neleky bo-
viem rozpatrywad ¢z i 5733ko state, wobec sztywnosci

bezwzglednej potaci gorneJ. Poniewa% cczywidcie aiZ =

X7, YLz B zz_
E’zza][ 4,5‘:“]1[5' przeto ostatecznie . l: G5 + Ly
=0V 4. L tjch trzech réwnan mozemy wyznaquyo wszyst-

Z3

kie odﬁory. W szczegdlnym wypadku ustroju synetryczne-
go memy Z=L,=L, a=&, Z, —Z’ =Z,+5=5, =5 nadto ozna-
czymy [ Zz;,,/j"/f £,, & wtedy wobec Cova'=Coy/8= [,
Qlir o¢ = <y&@/3-;§£ bed21emy mlell wkZed réwnat ,éI%Z%

+Y+ P = g, X=Z, (J+Z/E5 _,przfj,, y—
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Skgd otrzymamy natychmiast:

T
Dy zufz?*’e)/:" %i;&z’ =

Tt ESIE 7+ 8255

Jako drugi preykdsd rozpetrzymy velke wzmocnio-

ng /ﬁYS.542/}WBpartq na dwie podpory lewy vr.egubowg
1 prawg rolkowg. ObcigZenie-belki stanowi gionows si-

1a Pdzista- P

RYS. 349 R,

jgca na wezed

/S . Réwnania

statyki pozwo-

lag wyznaczyd

‘ P
obies odpory & 7.
i /C pionowe
oraz poziomg 7
odpore lewg, ktdra najwidoczniej rdwna jest zeru. Mi-
me to belka jest statycznie niewyznaczalna wewnetrz-
nie zawisra bowiem jeden srodkowy pret zbyteczny.iat-
wo sie © temlprzekonaé zwazywszy, 2e podwojona liczha
wezddw deje liczbe pretow zZwiexszong o dwa, & nie ¢
tfzy jak nalezatoby oczekiwad., Poniewaz obie odpory
.ﬁg i« sg wyznaczalne stuatycznie, przeto i siiy w
pretach No. 1, 2, 9, 10 mogy byé okreilone z Zetwo-
§cia z tréjkatéw CREMONY, natomiast sily porzostakych
pretow sg w liczbie nadmiernej: nie starczy dla nich
rownan statyki. W istocie w wezlach BCDE zbiega
'Big szes8¢ pretéw, a rownan statyki bedziemy mieli je-

"no pieéd /%odwojona liczba wézléw mnie) trzz/)jedna d e

WYTRZYMALOSC MATERIALOW - ARKUSZ X[s.
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tem z sil jest statycuznie niewyznsczalna. Wypiszmy w
postaci ogélnej wszystikie te ridwnania. Przedewszyst-
kiem'/ﬁYS.35g/ prowadzgcprzqkréjJW%’pionowy'odcinamy
lewn czedé belki a dziaZanie jej zustepujemy ukiadem
sid .@]l;ﬁ:,@ odnosnych pretdw rozcigtych; Roupatrujac
momenty lewoskretne. jako dodatnie bedziemy mieli w sto
sunku do punktu £ réwnanie- momentéw: B L+ L &g /5 +
+L =0 . Podobniez w stosunku do punktu 2 rdéwnenie
moment oW da: —ﬁ;[é,—@ééﬁ+f§=ﬂ. Nadto,rozpatrujac
sity pionows, skierowane w doi jako dodatnie, beaziemy
mieli, rzucejgc na JZ véwnanie vrzecie:-Leie S+ Lekmys-
~R =0. Pozostale dwa rdéwnania statyki otrzymamy rzu-
cajac na ZZ sily zbiegajace sie w wezlach 2 i 5 co da
2§+4;ﬂ%96=0 oraz.ﬁ§£@?%§d¥fzwz Tyle da nam statyka;
brakujgce rownanie szoste mozemy otrzymadé na wocy zusa-
L. LEVY, zwazywszy, ze dla Srodkowego kwadratu z§é5§f¥
2 < e B J . '
+£2:[ +Z2 Rézniczkujge stad otrzymamy:édé"éﬂ’l;
+L d[/ vl a’[ Za’l hdpalily 4 Poniewaz ocuzywidcie:
[_[// £,=L, " oxaz VAVAS [ bedzieny mieli: ﬁ%/[*c/[)p
ﬁiZI
VA = Lty
+£ /a’L 7‘/[/ [ﬂf*al)'f iacie] jeszcze wobec L. = Z.5

gdzie =45, ¢/ bedziemy wieli szbste réwnenie Lrakru
jace:

/ /"f J zs/l /£5 Zg;;;]w

Z tych rownan wyznaczymy v.:szystkie szesd sid _/?&

Na zekoriczenis pozostaje nam jeszcuze tylKo rozpa-

trzyé tak zwane:
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§ 14. NAPREZENIA WTORNE USTROJOW STATYCLNIE NIE-
WYZNACZALNYCH. Wyzej udowodailismy, iz w ustrojach

statycznie wyznacisalnych, diugoéé jakiegokolwiek ore-
ta nie zaleiy od wymiardw pretéw pozostatych, zstem
zmiana diugodci jednego preta nie wywoluje Zadnych na-
prezen w pozostadych. Inacze] rzecz sig ma W usiro-
Juch statycznie niewyznaczalnych, gdzie prety koniecu-
ne sg powigzane dodatkowo w przegubech zu pomocsg pre-
téw lub podpdr zbytecznych. Zbyteczny pret No. 6 ustre
ju podanego na RYS. 349 - musi miedé wymiar Scisle okre
slony, inaczej bowiem nie wégiby zgcuydé pruegubdw ¢ i
2 dodetkowe. Nslezaioby whedy upizednio cady ustrdj
odkszvadcié odpowiednio, aby go zatozyé., Zatem prety
zbyteczne o ile nie sg scisle dopasowanes wywoiujg od-
keatadcenia pewnycn pretow ustreju, & zatem wywodujg
w nicih tak zwane NAPREZENIA WIORNE. Wigzar dajmy na to
wsparty na dwie pcdpory przegubowe winien dcisdle truy-
maé miare w rozstswieniu dolnych wezidw onorowych, w
srzeciwnym bowiem razie juz przy ustawlaniu ulegnie
odksztaicaniu zunim poczny nal dzierzudé sily obclaze-
nia wiasciwego.

Weimy jako przykiad SIERPOWNICE /RYS. 351/ ¢ ros
pigtosci Z;+00nieco wigkszej od rozstawienia ./ odnos-
nych podpdér przegubowych a wiec nieruchomych, Nie da-
je eig przeto ustawié bez uprzedniego scisniecia sila-
mi poziomenmi X, ktdre muszg byé tak dobrane, aby stra-

city rozpietosé wigzaru o c?. Ozhaczmy przez jg;sily
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% pretacti sierpownicy obecigzone] 1i tylko sidémi X row-
neml jecdnosci. Mozemy je dalwo wyznaczyC budujgc wykre
sy CREKONY. fatem przy X rdznem od jednodéci odnosne
sily w. pne’oacn bgda, ]E ":/1”]6 a praca enrezysts wig

zaru: ]7"14221’ z . Stad ns uocy drugiego twierdze-
. ) EJ | ()" g/f _26’2 Ly
nia CASTIGLLAU( pedziemy miell _§ ZJfAY

ooniewaz é)gra tutaj oczywidcle rol p;gesuniecla sx*y
Tl Stgd 4atwo obliczymy.)z'u zatem i NAPREZENIA W OR
NE pretow powstate na tle dziafenia sit 2%2, W wigza-
rze niectcilaZonyr,

Ta sama sierpowni
ca ze sciggaczem O
stanowli ustroj sta«

tycznie niewyznaczal-

ny wewnetrznie. Diu-

gos¢ jej preta zby-
Lecansgs CD musi byé écitls dopasowana do rozpigtosca
wigzeru., Gdy pret jest daimy na to o éjubyt krétki na-
lezy uprzecnio caly wigzar sciskad silani VX?, dziada-
Jgceml wzafuz osi Sciggacze, XKudre 1uszg byE oczywi-
scie tak aoprane, aby skrécidy roupietodsé C§7=z§*147
wigzaru o AE_Wtady'dopiero bedziemy mogli zatozyé
dclggacz na weuly LV poczem eity sciskajace j&axo
Juz 2gofs niepotrzebne mogg byé usuniete. ¥ ten sposdb
odksztetcony wigzar nie pozostanie jednak w rownowadze,
a bedzle odksztialcal sciggacz dopdty pdéki nie ustali

. ! . - P om é '
sle trNAJy etan rownowagi. na tle sewnego wydiuzenia
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cg)éciqgacza. To wydluienieAqg odpowiada sile a%:réwno
wazgce] site odksztaicajacqg wigzaru., W ven sposdb wig-

zer nie pbwréci do oJ:rerwotnegc stanu, & pouostsnie cze-
§ciowo naprezony sifami UZ;¢ Odksztudcenie cf)nie unik-
nie wiec caikowicie, czesé jego Qg trwaé¢ bedzie nadal

pod jarzmem sidy ul;. Inacze] mowige pierwotne przymu-

sowe scisniecie wiazarq'czgécicwo pokryje sie¢ wydiuze-

niem sciaggacza, czeéciowo zad nadal pozostanie, bedzie-
uy mieli zatem c/ c/+<§ﬂ o BX dua sprezysta wigzaru

jest oczywisdcie /ZV y: L’J’fJJ a praca &ciggacza

ZZ_—Eifsg . Zatem na mocy ﬂruvleta prawe. CASTIGLIANO

7 ' 77
bedz.lemy wieli of* Sx = "g’z orez ”(:,= i e
£ o of S -I_JLS, Q.X.
f’ ./_L Z Z"'_Z S
=3 ,,b coda: gz oo L,
8‘/ \SE z::_z J E/‘S,
Stad ?atwo obllczymj ng , 8 zatem i naprezenia

whtorne pretdw powstaie ne tle dzistania sil Jf;=,3§jﬁ;
W wigzerze niecbcijgZonym ;észcae. Te naprezenia widrne
oczywiscie nis miogyg powstawald w ustrojach statycznie
wyznacgzelnych., To tez ustroje stabtycenie niowyznaczal-
ne nalezy wykonywac¢ znacznie staranniej, a zwiaszcza
nader dokiadnie parcwsd prety zbyteczne prey zbidrce.
Fazdy blad, nujsiabsza niedokladnosé, wywoiujg nierez
dosé unaczne napresenie wborne nie brane “oczywiscie
% racuube przy obliczaniu ustrojdw; Lo tez zazwyczaj
USTROJE STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE, RZADZIEJ SA STOSOWA-
NE-JFAKO DAJACE MNIEJSZA REKOJMIE PEWNOSCI.

./ podobny sposob powstajg w ustrojach statycznie

niewyznaczalnych naprezenia wtorne na tle zmian tempe-
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ratury peszczegdlnych pretdéw ustroju. Aby to udowod-
nid powrééngr do nasze] esierpownicy wspartej na poapo-

Yy praeguioowe /@YS.55%/ i zatézmy, ze teuwperatura wezy

stkich pretow ustroju

a -
wzrosia o 7 , kaady
zatem pret winien otruy

PRZYROST,
. maédiugosci cgzgﬁf a

cata roupigtosé wigza-

Ag e
N

l
|
|
l
l
|

RYS. 352,
ru winnaby wzrosngé o
o, L7 . Podpory nisruchome stojg tewmu na przesckodzie
Zwui zajaC wigzar do zachowania rozpigtosci pierwotnej.
Ne tle tego przymusu rozwijajg sie sizy .1 poziome, a
2 niemi eily .Z%=i2f?€; w pretach wigzaru. 2 tatwosciy
to mozna udowodnié. Rozgrzany wiazar rozszerza sie. 1
cidnie na podpory, wywoiujgc w nich sprzeciw w posta-
ci odpory X 1li tylko poziomej, wszelke bowiem piono-
wa jako niezrdwnowszona nie moze oczywiscie istnied.
Prace sprezysta ustroju bedzie wigc rownea ]/ggffl:;;fy,
Gdyby rozgrzany wigzar wyskocuyl nagle 2 podbgr, to Jj€
go rozpietosd wzrostaby o L7 i nalezatoby éo
uprzednio scisngé o ten przyrost aby mdc ponownie usta
wié¢ na podpory. Zaism przyrost szlfi gra tu role
przesuniecia sity .4 i na mocy drugiego tw1erazenla

2”2
CASTIGLIANO moZemy napisaé of L7¥= quf —JZ/F Z’Z s -
skad z latwosécig wyzneczymy X e zatem i naprezenle
wtdrne pretow, powstale na tle dziatania 511.1;=QX735

H o = -
W wligzarze ogrzanyw do 2. Nalezy tu jednak zaznsa=-
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czyé, iz tego rodzaju jednostejne roazgrzanie wigzaru
readko kiedy zachodzi istotnie. Zazwyczej rozgrzewa
sie jenc pewna.grupa pretow, a czasem nawet jeden tyl-.
ko pret. W wypadku rozgrzania bie tylko jednego preta
zbytecunego w pozostalych powstajg neprezenia wtorne
zupednie tak samo jak przy zakiudaniu zle dopasowene-
go preta zbytecznego. Ogrzeny prebt jést zbyt dlugi,na—
lezy przeto odnoéné przeguby rozszerzyé o przyroaﬁ
15 o, L%t dziatajac sitami X w kierunku osi owego pre-
ta. Wtedy dopiero moZemy zatozyé ow pret ogrzany, a
sily~2r usungé jako zbyteczne. W ten sposdéb odksztal-
cony ustréj nie pozostanie jeduuk w rdéwnowadze, & be-
dzie odksztatcat pret sstozony sitami cisngcemi dopdty
poki sie nie ustali trwady stun rownowagi na tle odpo-
wiedniego skrocenis cp OweEo ertd nagrzanego. To wy-
diuzenis ujeune CJ’ rZJn‘lezy do sidy VJ? rownowazgce]
side¢ cisngcyg ustrogu. ktéry w ten sposdb do stunu
slerwotnego nie powroc1 a pozosnanle czesSciowo napre-
zZony silami. ./f' Zatem odksstalcenie Jd[f nie zni-
knie catkowicie, czgsé jego or trwvaé bedzie nadal

pod jarzmem sity UZ" przyczem jak dawnleJ Jﬂfcp 0F=
= o, L, Poniewaz i tu praca sprezystsa ustroju jest:

Z’ 1./1"‘%)2 Ly & prace spresysta preta nagrzane-

.wi? ! E,S,

£0 ZZ- f§§§§~_ prze%o na mocy drugiego tw1erdzen1a CA-

STIGLIANO c{;—gx f/{fﬁ”’ L2 oras cf ok o
ostatecenie &/ /7= E_J'ijL' ./Y-Z@f -Lz akad Yatwo obli-

caymy QJ; a Zatem 1 naprezenla wtGeng pretow ustroju,
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ktére powsteajg nae tle dziafania sif /g =-2§-ﬁ;’ Wywoda-
nych nagreaniem jednego preta zbjtecanego.

Pozostaje na jeszcze zbadad wypudek wzrostu ten-
psratury cudej growmady pretdow ustroju stuiycznie nieswy-
wnaczulnego. W tyw celu bierzemy pod uweage ustrdj sta-
tycinie nilewyznaczalny pozostajgey pod jarzmem ukiadu
sid odksztadcajgcych JZ? . W zamien odpdr i pretow zby
tecznych wprowadzamy sily zastepcze X, Z.... cuynige
w ten sposdb ustroj statycunie wyzanacualnym. Sily w pre
tach takiego ustroju wyznaczymy z Zatwoicig budujgc od-
powiednig liczbe wykresow CREIFONY. Bedg to, jak to juz

zresztag wiemy ]E—j?‘¢vzu? )CE”+£3ﬁ37+ ..., a wydinze-
nia pretéw przy lacznem dzialaniu sil odksztalcajgcych
zastepczyj? i nadwyzki temperatury éi bedg odpowiednio:
&
m:]ﬁEJ

szenl. Aby otrzymac cbcigzenie drugie odrzucamy sily ze-

+ X, f:ZC . To obcigzenie zowiemy pierw-

wnetrzne orez sily zustepcue i miasto jednej 2z nich daj-
my na to VI'Wprowadzamy site réwna jednosci. To obcigze-
nie drugie da 8ily JE) w pretachustroju, bedziemy prue-
-~ to mogh napisac¢ na mocy z.osady MOHRA: 7/ AL, +C§.25Z/
s
+Zﬁ (f]‘ =7 gdzie
: ES

nie odrzuconego preta zbytecznego pod dzialeniem sily

-+662;z£ cznac&a wydduze-

X i przyrostu temperatury ?)ZC o | g z3Ai g0 kole,jno'.y:'f, Z=1
i t.d. wypiszemy cady szereg réwnali tégo typu i wyzna-
czymy z nich XY Z— a wtedy wylicaymy sity /O, znaj-
dzieumy wartodci neprezen wtdrnych dla pretow ustroju.

Praktycznie naprezenia wtérne ustrojow statycunie
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niewyznaczalnych zazwyczaj sgq pomijane w rachunku,
éczkolwiek ich wartosdé bywa niekiedy powazna.
~Na tem konczyuy deiad pracy odksztaicen. Korzy-

sted zen bedziemy wielokrotnie w nastepetvie.,

ROZDZIAE DZ[EWIATY.
WYTRZYMAL OSC PRETOW KRZYWYCH PEASKICH.

§ 1. USTALENIE POJEC ZASADNICZYCH. Rozpatrywad
bedziemy wylacinie tylko prety krzywe pitaskie, czynig-
ce zadosdé nastepujgecym wymaganiom: 03 PIRRWOTNA NIEROD-
KSZTALCONA PRETA KRZYWEGO PLASKIEGO STANOWI KRZYWA PLi
SK4+ W JEJ PLASZCZYZNIE LEZ{ JEDNOIKIENNE OSIE GLOWNE
WSZYSTKICH PRZEKROJOW POPRZWCZ'MYCH PRETA A SRODRI KRZY-
WIZNY JEGO "0SI PIFRWOTNRJ LEZA POZA PRETEM. To ostat-
nie omowienie jest konieczne inucéej bowicm sgeiecnie
prizekroje poprzeczne pretu Krzywego plaskiego mialyby
punkty wsepolne, a naprgzenia-tych qunktow nie mogdyby
mieé wartosci scidle okreslonej, naleigc do dwdch prze-
krojow jednoczesnie.

Poniewez praktyka innych pretéw nie uzywa, zatem
teorje nizej podana wystarczyc¢ winna w zupeitnosci. Ja=
ko nastepstwo powyzej poczynionych zaiozen nalezy roaz-
patrywaé jeno uktady sit odkéztalcajqcych lezgce w pte-
szczysnie pierwotnej osi preta krzywego, inaczej bowiem”

po- odksztadceniu pret ulegd by zwichrzeniu., Zatem cb-
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cigzenia pretdw krzywych piaskich winny byé réwniez
ptaskie. Nalezy przeto rozpatrazyé zginanie, rozcigga-
nie lub sciskanie oraz gcinanie pretdw piaskich z po-
m{nieciem Lupednem skrgcania. Wyboczenie jest tu oczy-
wiécie zgoda niemozliwe, jako takie, wobec krzywizny_
preta. W tym celu wezmy pod uwage pret krazywy plaski
/ﬁis._é&g/ o w nim dwa sgsiednie przekrcje poprzeczne
le?i.CQ7 Ich ptaszczyzny przetng sig wzdduz prostej
znaczaceJ slad na ptaszczyénle oei preta w punkcie .57
§rodku krzywizny tej osi. Kat pomiedzy piaszcayznami
przekrojow sasiednich oznaczamy przez aéé a odlegload
miedzy temi ptaszczyznemi mierzong po tuku cuaa osil
preta przez A6, wtedy promien kraywizny 081'57-“—1{2&)#_
-5260 —££?° Po uspaleniu tych pojeé zasadniczych zba-
damy: :
§ 2. ZGINANIE PRETOW KRZYWYCH PLASKICH., Rozpatru-

jemy'wypadek sﬁczégélny, kiedy ukdad si& zewngtranych

odksztalcajgcych lewej cze8ci preta po sprowadzeniu do
$rodka o przekroju poprzecznegc piaskiego A/ da mo
ment lezgcy w plaszczysnie tego przekroju na jego
osi glodwnej, & wigc prostopedlej do plaszcayzny kray-
wizny preta. Nadtec ukiad sit zewnetrznych odksztaicajgy
cych prawej czesci preta po sprowadzeniu de¢ drodka @’
przekroju (2 da moment'jﬂ znikome oczywidcie rdiny
od M lezacy w przekrOJu C7 na osi gléwnej tego
przekroju prostopadlej do piaszczyzny kraywizny preta

Wychodzgc 2 zalozenia BERNOULLI 'EGO zakiadamy, i3 prze
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kroje poprzeczne piytki pozostaja piaskie i po od-
ksztalceniu - piytka zatem AFCZ odksztalci sig¢ w
ABC] przyczem jej $cisna CZ obréci sig w sto-

’///lk
i’ ///

JL}.._._.-—--——AZ |
ol

___f se RY:S, 35 3.
el £ =0+ RS, 354

RY;S. 353,
sunku do dScianki sgsiedniej 45 o kgt d}/fwoko'tc pew-
nej osi tymczasem blizej nieokreslonej. Ta 08 da dlad -
na piaszczyznie krzywizny preta w punkcie ¢ odlegtyn
od drodke krzywizny ¢ $20=2" ; nadto niech bedzie
Ow'=7Z a zatem §=2"+7. Zatoczmy ze srodka krzy--
wizny &uk 000 =6275;. Poniaewaz obrét przekroju <2 za-
chodzi okoko punktu ¢ , prieto luk &6  nie od-
keztatca sig¢ wcale w czasie obrotu, podczas gdy jaki-
kolwiek tuk pierwotnie (/62“ dtugi dowolnie zresztg w

odleglodci Z ponad tukiem <& obrany pe odksztalce- -
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niu wydtuzy sig o J &6 . Luki nizej od /4" leig-
ce ulegng natomiast skréceniu - tuk A2 stenie sie
réwny B2’ po odksztalceniu. Nazwijmy przez J'a;@ele-
mentarny kgt obrotu przekroju <2, wtedy przy wszel-
lcim Z20 bedziemy mieli JZ/@:ZJZZ;a , bedzie to
wydtuzenie widkna dév ktére jest oczywiscie row-

ne /2”+Z}a7;ﬂ ; jego wiec wydiuzenie jednostkowe &=

_8d6; _ & Jdg
a’6“ Triz a7
nie przypisujemy dzialaniu naprezen Zi TAE £ +AL pa-

nujgceych u koiedw o 1/3 widkienka 6/5; . Inaczej md-

To wydduzenie Jeanostkowe wydgecz-

wigce krazywe widkienko d@ o pruzekroju poprzecanyn
Q/,J/ rozpatrujemy jako pret prosty rozciggany sifemi
jednostkoweni ZaS i ZZ&]/S/—_“*’ Zdlpopelniajq,c w ten
sposéb Swiadomie blgd, krzywe widkienko bowiem cisdnie
na wiokne sgsisdnie, 7 letwoscig to mozne udowodnié
zwazywszy, ze sily 126/,5"1 Zlécis" jako pochylone pod ka-
tem a’;ﬂ dajg sktadowg w ptaszczyinie przekroju., Pomi-
jemy jg jednak, jake znikomg w stosunku do owych sii.
Zattem né. mocy prawa HOOKE'A mamy w wypadku dciskanie

; 1 = —-__._Z-—- = < J,azfﬂ
lub rozciggania. & a,/zz—E stgd zzjrz o

wzér pozwala zbudowal wykres naprezen przekroju /RY.:.
354/ Dla Z>0, & wigc dla wickien ponad osig obro-

tu O naprezenia sg dodatnie 1 rosna stule od zera =az

é, 062750
7+ 2%, OZ

nej do skrajnego wiokna przekrOJu odleglego od osi

5 Ten

do najwyziszej wartosgceil f’ >0 przynalez-

obrotu czyli tsk zwanej osi obojetnej ¢ @ . Dla omra

obojetnej gdzie Z=¢0 manmy Z=0 . Dla Z<o to jest dla-
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widkien pod osig obrotu nepreienia stajy si1¢ ujemns,
stale maléjgc od zeéggdo najnizszej wartosci z%m,_
_féf ‘é -J££f>0 dla skrajnego widokienks priekroju od-
leplego ol /@ od o8l obojetnej. Wszystko to COSMJ tu
rzekli dotyczy obrotu d2§9zw1equa34cebo krzywizne
pierwotng, gdy prawa czesé preta 0221§27_pochy1a 8l@
ku &2 przy odksztaiceniu przechodzgc w CTZEQZQZIGdy
moment'xﬁzldziala w kierunku odwrotnym obrot zachodzi
rowniesz &"kierunku odwrotnym a odksztalcenia i napre-
zenia zmienisjg znak, przyczem odksztalcenia jednd-
imienne zawsze 2zachodzg po jedne) stronie osi obrotu,
druga odksztaica sie wprost odwrotnie., Zawsze jednak
wvdiuzeniom widkien jednej gromady towarzysza skrdce-
nia witdkien drugiej i naodwrot. Najlepie]j prawo zmien-
nosci naprezen uwypukla krzywa wykresu.

Pylko co wyznaczone skrajne wartosci naprezen na-
lezy kazdorazowo brad pod uwage przy wyznaczaniu bez-
piecznych ﬁymiaréw preta kraywego piuskiego. Caynige
A;‘ f;nx } lub A?v %iuv zZgory sie zabezpieczumy
pr2901wko wezelkim naamlernym nepreZeniom tworzywa. Z&
tem nalezy jeszcze wyznaczyé 7° oraz jﬁééé?aby méc kn-
rzystacd é tych wzoréw. W tym celu sumujzéy wezystkie
sily jednostkowe 72,5. Sume ich musi byé réwna zeru bo
w przekroju panuJe tylko moment 2z zalozenia, to znaczy
ze/zza’,j’./z},’ = ——f—pdjﬂ Nedto summa momentdw tych
sit Jednostkowych wzhledem o8l obojetnej winna rowno-

waezyé moment M2 M insecze) bowiem odksstalcenie trwe-
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(oby dalej, & kgt obrotu ogévwzrastalby radal bez

praerwy Wobec-istnlenia trwalej rownowagi odksztal-

2
coneg mozemy przeto napisad: U/C7f243i//§’ 4 JZﬂ/

A

__/’.{ ﬂ'/‘d./j m ) thd beéposrednlo
—— = éﬁéi ZHs 3
a’ﬁ’sz d;{ ,oraz A .4/ poniewaz nle

Vg o

watpliwie dla wszystklcn wioklen przekroju th—ﬁzppo-
siads wartos¢ statg. Zatem °//QZQ"—S-{—&? naedbu mamy
2
[z / ag _Za/f_
Tz o SLET 2,+Z/af5' (/Z“/ff Pyt
zcib’-— >gdzie przez 4 oznaczyli-
émy woment statyczny orzekroju wugledem osi obojetne].
lwazywszy, Ze ﬁ/)?” 5d41e przez,bf'ounaCAyllsmy
pole preekroju, bed21emy mieli J£7dzz.=jézi3§2. Styd
bezposrednio zz--——- orez Z “éi-
27+Z MAX /J" 77
s oL xok (ME

Min ,,5’7 f_}éj s
Te wzory rozwigzujg zagadnienie, poniewaz cadka
‘//;?2§Y ¢ keazdorazowo pozwala wyznaczy¢ poiozenie
+ .
o6l obojetnej w przekroju. Zobaczmy jak to sig usku-
tecznie praktycznie.
§ 3. WYZNACZANIE OSI OBOJETNRJ dla przekrojdw

prostszych, czesciej uzywanych. Na pierwszem miejscu

rozpatrujemy:
A, PRIEKROJ PROSTOKATNY jako najprostsazy /RYS.
35@/. Oznaczmy jego wysokosdé przez /~ podstawe przez

5 . W odlegtoéci & od osi S2 obieramy podiuiny
paseczek 152%} ci;f , przyczem zgory zekladamy, iz
ptaszczyzna giecia Jost réownolegta do- wysokoscx prze-

kroju preta. Poniewas nlewatp11w13 :EVHZ‘ dls dane-



- GBY =

go wypadku przeto/rf /-f;ﬁ@ 3// y/.—fj’/?/y
—?’7}—3/5’—]%’?77— =, gd‘.{e przez z; oznaczylismy od-

yei RYS. 355, RYS._ 356,

[l
1Y

leglosdé podstawy przekroju od osi 2 s a8 %é%+ﬁ,
Jak to zreszty najlepiej wskazuje ﬁRYS.Z@E/. Stad :
= e~ ' '

7 7 B, PRIEKROJ KOLOWY /RYS.386/ o promieniu /P-Z7.
I tu 2zndéw odlegiosci skrajnych wtdokien przekroju od osi
$2 oznaczymy odpowiednio przez % i %=%+£/E=%+H
& w odleglosci 7 od tej osi poprowadzimy cieciwe W/

rownolegly do S2 . Jeko rézniczke pola obieramy wa-
ziutki pasek Waz/=alS. Zetem i tutaJ bedzie Z=2-2°

ek ad zaS’ i?—!’ /ZC@—%—“’# . Peniewaz oczy

w1scle/wa77/,5',)' ﬁ/f"’przetg 7"—‘/@ RS

Wprowadzmy nows, zmienng oA"= 7-37 4 dlya niej alr=

:céoraz, H=y g =/, ux= 7f--_fnadt.o W= j,/jfl a pree-
Yo IR v
2 ﬂa&r o
Wob{tego / 'X?Q{r ’/ 2 x2 +§>a/zc@fmf+
-'/ x ‘ Ez_*_ ?X b
W f/ VeZ RZV TN /e
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/ v ‘XZQ/.X fza'/zco/'m f—cyz{Osz/f//+W
-R/W?( _/?/JPSD/ e //f’/sf’ 17’// _}—/_/7‘-
Y GER farc &fog)—cne Gfio)/ p-ﬁf e T

e

przeto ostutecznie: 7°= 2o Vi ser 7 i
C'. PRIEKROJ TRAPEZU /BYS. 357/ czesto uiywany

przy obliczaniu hakdw. Dodsuany trapezu rownolegle do

7 g P8 081 ‘2? oznaczeny odpo-
- | __%jjjjj}; wiednio przez 5 wewnetrz

] V’ié’{;' 7 ng i _Zz - zewnetrzng w

n i stosunku do tej osi. 0Od-
7 t > = ) Yy, noesne odlegtoéci tych pod-
J A staw od osi ;ﬂ? niech be-
Jo EOI i § da / A z/+/7 gdzie
S0y '-——-i L /A oznacza wysokosc tra-

pezu. I tu roéwniez w odleglosci ;V od osi 47 obiera-

my wgziutki pasek aﬂf’ h&%%/ rownolegly do tej osi,

a wtedy Jak dawniej 744 Z'ﬂx%%u/ék%y M/éZEéZ_
/6/ ,/y‘é{ e Pomewazﬂs’—,}/~ Hﬂ?ﬁ)grueto

u/V gg f?g?iﬁz). W danym wyp?dku odrazu daje sig

uauwazyé iz W= z?t/Zﬂéng—L zatem:
H (5, +3;/)
2/[%?*LX/Y 2B Jody
- - H (Bt )_
2/57‘_5 .5’,},/? _3_5’1/7 y)
:21 ffﬁotB:( e O

B =5,
_ [B + 52y [y S — B
Juz z tych priykiadé®w Zatwo uaawazyc mozna, iz

I

otrzymane wzory dajg watpliwe wynixki przy duzych sto-

e - =
A RIS L0 e B st e T e T e



~ e
sunkowo wartosciach @ w stosunku do Z

Ta qkolicznogd stanowi dos¢ powszny szkopul prak-
tyczny. Zazwyczaj prueto,gdy odleglosci @ i Z°nie-
wiele sieg réZnia.od siebie, a wiec przy znacaznych =

wprowadzamy newg zmienna i=2—7 przyczem 7=§a__z:_~

Poniewe? Z— oraz 7°+zZ = 2”7+z ﬁ/praet

zaﬁfc//” o//” aif _
v/.Z:+Z 7—% /j/ - (yf-so =l =
Wprowad zmy tymcuasowo ounaczenle e//1 __;4J*gdz1e
}fc pole przekroju; nadto nlewatp11w1ec//" . el

S° @
A
=G~ L felr =4 - Sa/‘»‘g;j/— &%), o prasto:
as
ﬂz ;ﬁ,-j/+?§,/f+/@/ ¢, skad: =—j—§%~9

Cada rzecz sprowadza sie do wyznaczenia calki

d’. » s/
_éiif;QMOZna to uskuteczni¢ rachunkowo ze wzoru :

‘7+§°de s iy 2 e Ve TR TS

28 e
e __55_4_ ,,,,,, J7aiji&%zereg calkowy jest dodé sayb-
ko zbieiny, to te:z za- . gl o

Zwyczaj mozZna poprze-

AN

staé na pierwsazych kil

i

ku wyrazach szeregu.

Prosciaj jednak

AMIRTIHThNW \\“

otrzymaé mozna ten sem
wynik za pomocg catko- RYS J58.
wania wykreslnego, ktdére z latwoscig sprowadzié mozns
do zwykiego wyznaczania pola,_zmniequdjqc rzedne A
przekrojﬁ ABCD danego w stosunku ?,L@ ﬁYu 558/
W:ten sposdéb otrzymujemy rzedng &!-271%; nowej krzy-

- WYTRZYMAZOSC MATERTAROW - ARKUSZ XILX.
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wej ALWFC. Pole zakreékowane AL FCwA da nam

szukang wartosc¢ caiki o - 7 tatwoscig to udowodni-

L
my, zwazywszy, ze to pole wyraie sig¢ /&« u/<?ff‘xé?%

" yas : :
Fro ywiscie aifgxuéx\ danym wypadku,

Zatem wyznaczenie promienia 7° nie nastrecze wybitnych -

trudnosci, wzory podane w ushepie poprzednim dotyczg
pretdéw o znacznej krzywifnie, natomiast mozemy je
znacznie uproscic, gdy bierzemy pod uwage:

§ 4. PRETY O NIEZNACZNEJ KRZYWIZNIE. Dla pretdw

0 nieznacznej krzywiznie, promier §>posiada znaczne

wartosci w stosunku do wymiardw przekroju, zaciere sig
poniekgd réznica pomiedzy @ & 7°czyli ineacze] mowigc

7Z—— —2’-@0 Zatem bedziemy mieli :

Cz DS ‘262’;5/¢.\.9 ;/ ZHS ~o5 / Z’ga’,.f,_\,
7+Z ]” j./-._.— _7+——
gdzie oczywiscie odlagi0301 e nqlezy bra¢ tym razem

juz od osi preta @&’ poniewaz czyniac =ﬁ? tem sa-
mem zalozylidmy 77=@-2°20. Wobec tego caika ZzZ5sta-
nowi moment bezwiadnosci przekroju ooprzecznego e/

wzgledom os8i gldéwnej prostopadiej do piaszczyzny krazy-

wizny preta. Zatem dla pretéw 0 kryiywiZaie nieznaczne

E—g/%'g—-; skgd Z= gDSO,LZ fz,f —"—’e—;’i . 0dnajduj emy

tu zwykly wzor, juki hjgfﬁkuhulllbmj dla pretow pro-

stych zginanych. Stad memy prosty wniosek: prety pla-
skie o znacznej krzywiznie nelezy liczy¢ podiug wzo-
réw Z= et gdzie 77 wyznacza sie na mocz/ﬁazy 2

jV 2’23 Z
natomiast prety pleskie o krzywiZnie nieznsaczne] mozna

liczyé vediug zwyklych wzordw giecia 2?Z§ZZ.W obu wzo-



L T b
rach Z oznacza odlegtosé od osi obsjetnej. o
§ 5. ODEKSZTARCENIA ZGINANYCE PRETGW FRAYWYCH
PELASKICH. Poniewaz, jak wiemy, %”glﬁb”auem~———7fdla

© 6
preta krzywege ptaskiego nicodkszlaiconego. P2 od-

ksztalceniu przekrdj <2 pochyli sie wzgledenm 45 o
kat cﬁ%ﬁﬂ, ggsiednie zetem pruskrojes poprcecane preta
AB i P’ utworzs kab a§9+c@4W powiadzy sobg. o
Ptaszczyzny tych przekrojow przetng sie wzdiusz prb—
ste] znaczacej slad na piaszcayinie krzywizny preta
w punkcie 52’, przyczem 6059;§V da nowg wartoeé pro-
mienia krzywizny preta odksztaXconege. Odlegiongé
orzekrojéw A5 i ¢’ wierzona wzdlui tuku odksztalco-
nej osi preta wyniesie @¥+das gazie, jak to 2
RYS.353 tatwo sig daje zauwazyd OGﬂféénﬁ2§” e przeto

a76‘+apcz76”=§>’/a’/o+af’dﬂ S‘oad beznoéredrio*é—,— % =

e+ dA % Aa % ALY ;a+d20v e

e e T
_ er - ’7“@ X O P 7({5
Il 2 S
e I

M f——?— A Lz / P AL Enas
TS T E Ay A T A The

Stad dls retow o krzywiznie n;eunabzneJ -€-€i=4#§uo

Cuynige w tyw wzorze

§>==cx9 odnajdujemy

B I M
znany w i e s e
IS8T R
gigcia protéw prostych.- B
Oba powyzej wyprowadzone ,q€>.
X

wzory dle pretow kray-
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J‘wych pteskich sg nader niewygodae w uzyciu vo tez zezZwyczaj
nie korzystamy @ nich woele, ¥ szczegdlnym wypadku,kiedy of
preta pierwoina jest kolem, mozemy lewe czesci wzordw
nieco uproscidé. W ukiadzie biegunowych o081 wspolirzed-
nych /ﬁYS.S&@/ pierwotna kolowa o0& preta wyrazi sie
réwnaniem: @=/, Po odksztalceniu ta 08 pierwotna A5
'stgnie sig odksztaicong 45 o promieniu wod zgeym 7=y
Jej promien krzywizny wyrazi sie¢ 2znanym wzorem:

[ ‘ /.772 /47]:’/%

(a’.?ﬂ 2 a"?f
aﬁ"

: 27 2 a""]’ .
Poniewasz e G{é? oraz o -—igprzeto.

§9L. Z<772 /’ /ijé/
s 2/—%72 ]’—ﬂ
- [R%r 2Ry s w2+ /‘;f/“] i

» —D

2 a2 . 22 P g
]E+2_/€;z/'+yr3+2/d—/g — KT — 5
Dla odksztalces nieznacznych &°0 nadto —fﬁf
B %
zabem: = [ 2 R/ ‘=\°
iy oy RH -2
c 23
o RBZAEE NG s SRl e Az
"‘/P@sz;v—/f%i;g —/i’+2;zr—j—}‘;% RS
2 &
Ji?+25zf—d S o SR e i "’V A vl L S
jxyf 2 jiide@}ﬂ‘
I ostatecznie: ;L___z_::___925+ 275 o
Phy g i '
Ponlevaz nadto elemsent fuku ocksutatcone] 44?“°JE&4Z;
2 R
przeto: Z- pden i W EW o

OTVRe B 2T

Wkrdtce poznamy zastosowanie tego wzoru, obecnie
za8 rozpatrzymy:

§ 6. ROZCIAGANIE LUB SCISKANIE PRETOW IRZYWYCH
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PLASKICH. Bierzewy pod uwegg wypadek szczegdlny, kie-
dy ukied sii zewnetraznych, odksztatcajgecych lewej czg-
sci preta po sprowadzeniu do érodka < przekroju po-
przecznego ptaskiege A5 de site A styczng do osi
preta a prostopadig do przekroju. Nadto ukiad sit ze-
wnetrznych odksztatcajgcych prawej czesci preta, po
sprowadzeniu do $rodka «’ przekroju ¢ da sile RB=
=+@E znikomo oczywiécie rézng od A, styczng do
o8l preta i prostopadig do przekroju. I tu réwniez za-
kXadamy, %e przekroje pozcstana ptaskie i po odksztal-
ceniv, plytke zatem A5 praeksztalci sie w AFCD.
Aby nadto upedobnié ten wypadek rozciggenia lub scis-
kania do podobnego, rozpatrywanego dle pretdw prostych
zaktadamy, iz ova sgsiednie przekroje sg naprezone je-
dnostajnie odpowiednio naprezeniami 7}:% oraz zzf-_-tzfazzé
=f§i§%§2¥; Jakiekolwiek zatem widkienko o przekroju
poprzecznym &5 . @ od13510501.;2 od osi preta rozpatry-
wane, & wigc cﬁ?’ [%iyyqﬁﬂ dtugie ulegaé bedzie jarz-
mu sil podluznych 725, ktére spowodujg wydluzenie

Ad6, tego wibkienka. Stad wydluzenie jednostkowe

g A2E _ (9ry)ady Adp
by (P#;ﬂaﬁﬂ 2w

calego przekroju, bc ni--alezne od}}{ Zatem pod dz1a-

jest jak widzimy staie dla

teniew sil osiowych dwa sasiednie poprzeczne przekro-
je preta pochylajg sie ku sobie pod kgtem nieznacznym
na tle obrotu elementarmego dookos drodka krzywizny
pierwotnej. 7 tatwoscig mozna to udowodnié prowadzac
plaszczyzny przekrojéw ABS2, 25 i CO8,ktére sig
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przetng wzdiuz jednsj osi S50 znaczgcej na plaszczyi-
nie .osi preta sled ~ Jdrodek krzywizny JS7 osi preta
nieodksztasconeso.

N& mocy prawa HOOKE & &= g :z? e przeto mamy
Acﬁo:;jgéﬁi przyczen zupelnle pouijamy we wszystkich
dotychczasowych rozwezaniach poprzeczng sktadowg siz
Jf ijﬁ’l,ﬁ@cg w orzekroju preta poprzcecaznym jako zni-
komg w stosunku do owych sil podiuznych. Wynika stad,
ze Biiy podiuzne nie zmieniejy krzywizny pierwotnej
preta krzywsgo, jenc wydiuZajg go lub skrdécajg. Kiarg:
tych zmian mozs sluzydé wydiuzenie osi Adb= }yag: j?@y

Pozosteje nam jeszcze rozpatrzed:

§ 7 . SCINANIR PRETOW KRZYWYCH PLASKICH, ktdre

zachodzi wtedy, gdy sily zewngtruzne lewej czedci pre-
ta po sprowadzeniu do Srodka <) vrzekroju 45 dadzg
wypadkowg & lezgcs w plaszczyznach przekroju i gie-
cie, & sily prawe] czedci preta deduza takaz site &=
@+d@ znikomo rézng od poprzedzajacej a skierowang
odwrotnie. Pod dziataniocw tych gii eleméntarna pivtka
ABCY  skrzywi sie, przechodzge w piytke ukosng ABEY!
Wskainikiem tego skrzywienia zazwyczaj bywa przesu-
niecie sie poprzeczne srodka ad'przekroju 2 w sto-
sunku do $rodka &) sgriedniego »rzekroju Z5. To prz
sunigcie @Ww”=V mozemy wyrazié w zaleznodci od kgta
skrzywienia si¢ 03i preta 7” nigzac V?/%%?>)76 4o
Gdyby przekroje A5 i 224 byly naprezone jednostajnie

naprezeniami /:36—2— 2% zla’vz- é] jfj‘;?_ Z, to wtedy
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- 0l s ) 5 s
mielibysmy na mocy prawa Jiooks a(;”-sz-a;? skad V=
=é%§?:.%§§?i Wiadomo jednak 2z teorji pretdw prostych,

ze naprezenia tnagce towarzyszgce gngcym obciagzajs

przekroj voprzeczny preta niejednostajnie, nalezy

przeto wprowadzié poprewke piszyc V%gdé;/‘ égj ==

Okreglenie wlasciwej wartoéci/xﬂ nastrecza duze
trudnosci, poniewaz teorja sii tngcych pretdw krzywych
jeszcze nie zostata opracowana zupeinie. W braku wiec
doktedniejszych danych stosujemy 1 tu wyniki, jakie
otrzymalismy dla pretow prostycﬁ. Nie popeiniamy vrazy
tem znaczniejszego biedu, ko sidy itngce, towarzyszgce
enacym, nieznacznie tylko wpiywaja na odksztalcenie
nreta. Wyniki tu otrzymane pozwalajg wyznaczyé prace
sprezysta w wypadkach 9owyzej rozpatrywanych.

§ 8. PRACA SPREZYSTA PRETOW KRZYWYCH PEASKICH.

Wyznaczuy jg dla trzech powyziej oméwionych obcigzen

pretdw krzywych ptaskich, opierajac sie na pierwszem
twierdzeniu CASTIGLIANO. W tym celu bierzemy pod uwa-
&9 piytke A2ZC2 wyodregbniong w precie krzywym plaskim
dwoma sysiednimi przekrojami poprzecznymi, znikomo od-
legtemi o &6, mierzonem po Xuku osi nieodksztalconej
preta. ObcigZenie odksztuXcajgce tej piytki stanowig
§ily uogdlnione: podluzne rozciggajgce lub sciskajgce
i F=F+dR poprzeczne tngce & i =@+ i momenty
gnace M i M'=M+@AM. 7 tych sity B,@ 1 jako od- .
ksztalcajgce przekrdj A5 nie ujawniajg zednych prze- .

sunigé, rozpatrujemy bowiem odksztalcenia plytki w sto
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sunku do tego nrzekroju, natomiast sily pozostate ma-
ja nrzesunigcie nastepujace. Do sily Z=2+aF przyna-
lezg przesuniecia $rodke @’ przekroju ¢ zachodzace

w kierunku stycznym do osi pierwotnej preta, a wiec

= 611%
A

RYS. 360. Q2

: L6
p?zedewszygtklem /ﬁYS.;SéO/ Aa’f‘— Zs orez cf’a’é”_zo@z’;o -
Pierwsze sprawiajgq sily £ 1A drugie /T\’YS 353/ momen-
o i ; o L _/qaf@'
ty M i /M. Poniewss £ ?Joraz e j,za/’w_ o
przeto catkowite przesuniecie sity iR+ AR bedzm
Z kolei do sﬂy a’ *Jrzynalezy ﬂ?YS 561/ przesu-
niecie poprzeczne Jﬂlé" srodka przekroju ¢ za-

tem przesuniecie slly Q'=a+tad bedzie g« )Syalé",\o
Wreszecie do sily uogdélnionej V. przynalezg cba elemen-

tarne obroty przekroju <2 a wigc przedewszyetkiem

M _Mdé b Ade_ Ky
/Rys.353/ - Fr Gy v dap- -
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Pierwsze sprawiajg momentypﬂfi,ﬂfhrugie 288 /ﬁYS
36@/ sily L i jf Catkowite przeto przesun1e01e sily
M=M+dM bedzie: = 26"
/1= v /ngrp ZSe 17 i
Oznaczmy przez .Z7 prace spre zystg dla piytki ele

mentarnej 457 preta krzywego ptaskiego, a otrzymamy
na mocy drugiego twierdzenia CASTiGLIANO:

2% _SZ & _ 9z
5y 228 /EJgO 757/ 7 S

a’@" _ Ol _ o/ _ 5o
s =M T oM Eﬁgs j:;/

Stad bezposrednlo catkujgc mamy: .Z7‘/r iﬁﬁf 26+
/e & V. _—/’-72 /1

+7D(2V4§/ (425Z;§f‘é?9L547§%) é) 'Z7-/£éﬂfy 4l§§} s+

4—&0(27.&%),;>Poruwnunle tych trzech wynikéw calkowa-

nie daje odrazu dlu plytki:

SO LR
™/ zir5 A }"Ewgo (a7 2

zatem dla calego preta, nazywajgc przez f’dlugosé je-

go osi pierwotnej otrzymamy prace spreszysta:

7= /t/ M2 Q%
= ,//ZZIS’ *ise " ZEEe T° 2@7/ S

W tym wzorze zazwyczaj pomijamy prace sil tnacych ja-

ko nieznaczng w stosunku do skladnikow pozostakych,

piszgc: 27;//‘222, éﬂﬁ? Zﬁﬂi’ J]

Srodkowy wyraz calki we wzorze tylko co wypisanym

mozemy zupeinis pomingé dla pretow o nieznacznej krzy-
wiznie, wtedy bowiem <? posiada znaczng wartosé. Nadto
dle pretdw tege rodzsju jak wisuy jFE%EZ zatem dla pre

tow o nleznacznGJ krzywignie bedziemy mieli wprost:

4"
]7//2 2EJ @0 —o




ESBT0 =
Opierajgc sig na tvch wzorach z fatwosScig mozZeuy
wyznaczad: :
- § 9. ODKSZTALCENIA PRETOW YRZYWYCH PLASKICH. Wei-
my pod uwage jakikolwiek krzywy wret piaski ‘Zoé@é

dajmy na to zanocowany jednostronnie i obcigzony pew-
nym uktadem siz odkszteicojgecych leZgcych w plaszczyé?
nie osi pr@ta,/ﬁYS.SG%/. Aby zdadé solbie sprawe, jak
si¢ pret odksztalci, rozpstrujemy dowolny zreszta prze
kréj A B preta o quOI;uQCRJCh./;?' érodka &), w sto-
sunku do osi aJ”Owaynxowadaonych se srodka O prze-
kroju osadzenis preta c%,é tak, aby oé A1 lesala w
nrzekroju osadczym a o8 JY byla styczna do pierwotnej
osi preta. Nadtc obie osie wspéirzednych winny lezed

w plaszczyznie oreta. Ze drocka &« prowadazimy prosto-
padlg <« 7 do plaszczyzny przekroju. Bedzie to zarezem
styczna osi pierwotnej preta w punkecie &) . Cznaczmy
przez @ kgt nachylenisa @) 7" ku osi A, Te triy warto-
sci o%/o,jf tycznie % wymnlarsmi geowetrycznemi
przekroju 4 5 w zupelnosci okreslajg pret nieodksztek
cony w punkcie <) jego osi. Ne tle odksztalcenia ujew-
nig  sie prayrosty Jxo, J)%/ 0//:”} ktore nalezy wyznaczy
dla kezdego przekroju, abg zdaé sobie sprewe o wielko-
dci i typie odksutslcer vreta. W tym celu wprowadziwy
site UX: fikeyjng przylozong do punktu «J,, & rownole-
glg do kierunku osi JX'; tekas sitg .)7 rownolegty do
kierunku osi 0, wresacie fikcyjny moment /V lezacy

w przekroju /Qoli a prostopadly do piaszczyzny prete.
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Vzgledem tych sif :
uogolnionych prayrosty y#‘ y
0

J.:Ya c{% 0% greé bedg

role przesunigé. Nad-  —»

to niezaleznie od
przekroju A 5 rozpe-
trujemy przekrdj bie-

Zgcy AL 0 weplirzed-
nych srodke -X,]. Pro- 1o fox
wadzgc &)]’prostopadle 4‘0 | 6, X

do tego przekroju wyznaczymy kat fﬂ Jaki tworzy w punk-
cie & z kierunkiem osi A1 styczna w7 osi pierwotne]
_pret:a. Po sprowadzeniu do srodka <« tego wvrzekroju
wszystkich si? istotnie odksztalcajgcych, a dzielajg-
cych na czeéé preta ﬂb’écg otrzymamy noment /M loig-
cy w przekroju A28 a prostopadly do plaszczyzny preta,
eite podiuzng Jilezq,cq na w’ oraz sile poprzeczng &
lezgcyg w przekroju 445 i w plaszczyinie preta. Nadto
uprzednio wprowadzone sity fikcyjne dadzg, po sprowa-
dzeniu do srodka 4 - dodatkowo:

site podiuzna ./1;'47:;0+)o/efm;ﬂj lezgcg na w7,

sile poprzeczig ){Qdf—.lgcfm;ﬂ prostopadig do po-
nrzedzajacej & skierowang podobnie jak site Y, wrogscie

moment /7 +J§%—7}~Xf/;l;—.x/.ﬁp
Ostatecznie wiec w pruzekroju A5 dzislaéd bedzie: sita
podtuzna _/€+</Y°C'od)”+.}oféféz;ﬂ, poprzeczna 0+.gféa/”vi’o'aféf¢
i moment /A +/L +./1;%—-ﬂ“/g/~}{ﬂgixj.,‘9
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Zatem dla pretdw o duzej kraywignie:
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2EE @
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VAL
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a dla pretdw o krzywiznie nieznacznej:

TM e M, + Kol A
/]// 225/ (- x)/

[£+./r('0.1}0+y0} ]
TR b ot ik 7 1.

przyczem Jak zwykle przez'; oznaczylismy catkowitg

dlugosé preta mierzong po luku jego osi pierwotnej.
Stgd na mocy drugiego prawa CASTIGLIANO mamy : C&KQ/%%;,

: %}’ /[917)7-70raz jj,_~

w tych wzorach po wykonanlu ro7nlczkowania nalezy
uczynié kaidorazowo I =)=/ =0 sily bowiem 4 4.

w rzeczywistosci nie istniejg. Te czynnodé oznacza

wiasnie zerowy znaczek u dotu nswiasdw. Zatem dla

pretow o znaczneg ‘krzywiznie:

| M # Mo+, (o-2) = (e —X) /. _
o/ -l G+
M+, 7"./}?0/% 7/ YK/Q -/‘7/' o el @d}”v*yﬂ/‘m}” Y~
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c£¥ zﬂﬂ%g/ /%&&vﬂ Kl Z/ 4€Z&q” <dbzg’a@p
/ 555 " 259 s
podobnie zupelnle moZemy napisaé w postaci ostatecznea
=) M=) +~ Ldernp  Rix-x) , Ring
% .“oga VR £S5 VA

L5/ =/ (o e foo
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¥ wypadku pretea o kraywiZnie nieznaéznej bedziemy

znowu mieli:
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i ostatec&nle. poniewas a%ﬁ&m}ﬂ Ar, e zas a%%ﬁqyuagx

mo 2 emy napisaé
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Podobnie ot‘éyﬁamy
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Prosty przykiad n9310p133 uwypukli donlosldsc otrzyme-~

nych wynikdw.
§ 10. PIFRSCIEN KOZOWY. Rozpatrujemy pierscien




- 6bB4 -

"ko2owy lub odcinek rury chrcigfony sitemi A’ drednico-
wo przeciwlegiemi rozciggajgcemi luh sSciskajgcemi
/ﬁYS 565/ Krajemy go srednicowo prostopadle o 2
wzdtuz (€4 i sby utrzymsé réwnowage obu poldwek pray-
ktadary do $rodkow C), przekrojiéw sily 4{_ rownolegle
do #, prostopadle do nich A i momenty,ﬂz,/ﬁYS.SGQ/.
Ze wzgledu na zupeing symetrje obu rozcietych poidwek
prawe 1 lewe gily i momenty winny by¢ jednakowe, nsd-
to musi byé niewgtpliwie X =0 ineczej bowiem syme- |
trja nie mogla byé zupeina dla obu poidwek. Réwnanie
statyki dadzgq w dodatku 2?%{=ZD, pozostaje zatem je-
dynie niewyznaczalny statyczhie monient zé@ . Chcac go
wyzneczy$ rospatrujeuy jakikolwiek przekréj.éh?l/ﬁYS.
36@/ pochylony pod katem }p wzgledem /4 /5 i sprowe-
dzamy do jego drodka &) sity odkszteicajgce gdérng po-
Yéwke pierscienia. W przekroju 45 bedziemy mieli po
sprowadzeniu sile podiuzng _ﬁ§p==éfa%;” » poprzecang
Q;o =thm;” i moment /)1;0=ZZ,+J{/)5—5"£J;_0/, @dzie prre

§7 oznsczyliBdmy promieﬁ pierscienie pierwotny. Zatem
bedziemy miacli rozpatrujac pierécieﬁ Jjako pret o krzy-

wiznie znac zneJ

/]_:/ / [H,+ X o7-c )] 5 [, + X e 7-sz)] [ X %;,,]

L IX M}F VS L
6.17 Y oSir
21527 {4z ‘2éagf7 cfzv,\Q

Wobec zupeinej symetrycznosci obcigZenie dla wszy

stkich czterech éwiartek mozemy nﬂplsuC°
=4 7/ [/, + 55 (7~ o)/,
/ 2L5¢Q
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poniewaz najwidocznie] aiéﬁ=§22?9. Stad na mocy zasa-

dy najmniejszej pracy:

V4
UL _ 4 )Y M+ p) | Ploss focdpm g
-- 9./%0‘%// EE 7

Wypeiniajac catkowsnie otrzymujemy dla pierscienia o

statym przekroju:

B e e P : 5
2Eﬁ’+§zr 2IE * x5 = Y stad: A,
/@%9

='“2—/7"/’2* ./’2,2',5’50/ /y"‘f/}/{

Ujemny znak momentu /%, weokazuje, zc kierunek

obrotu wskazany na rysunku nie odpowiada warunkom
istotnym w wypadku dzialania 8il rozciggajgcych. hatwo
to pojal zwazywszy ze sily rozcisgajace staraja sieg
pret w sgsioedztwie przekroju A4 5 rozpiaszczyt dzia-
teja zatem momenty innego znaku, niz jzk to podaje
RYS. 363. Wyznaczywszy w ten £posdb shtatycznie niewy-
znaczalny czynnik J@L rozwigzalismy zadanie codkowi-
cie, odksztakcenie GCQ) q%;,ci%’ dowolnego przekroju
poprzecznego z Zatwoscig bowiew bedziemy mogli otrzy-
meé¢ w sposdéb wskazany w ustepie poprzedzajacym. Pozo-
staje nem przeto jeszcze tylko wyznaczy¢ przesunigcie
jb giz A odksztalcajycych pierdcien. To przesunig-
cie otrzymemy wprost nu wocy twierdzenia CASTIGLIANO

piszgc oste tecuuy w«ér p;ecy qyreﬁystej preta

/7 217F Jz/f / @fﬂ/"'



el -
2
- uslloys TRLE  p TS
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W szczegdlnym wypadku, kiedy przekroj boczny pre-
ta jest stosunkowo nieznaczny w perdwnaniu do promienis

© bedzmmy mieli prace:

27' Z/QZZ%'* 112?/9c¢2U?@C7 L y3676v

R la i 3,5,5’
/D], + "’P@/f—@/‘”/] Pt/
Z/p 2FEJ §ES hgéi;qﬁs

Stqd podobnle Jak pierwej na mocy zasady najuniejscej

pracy: 9]] %Z//y +_[}7§o(f »af}”]/goa];ﬂ_

a dla plersclenla 0 sta&ym przekroju poprzecznym:
Fﬂ"' Sa—jf -‘& 0 co d&JG /y ‘“S?// Z/ Zatenm
zﬁt——49 &%}37 Ostatecznie wiegc :

/ _P2 ¥ 2 2@52 &P, — o
B K e ~or g L ey
Stad otrzymamy przesuniecie :
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Poni ja Jac 621alanle sity podiuznej bedziemy mie-

! o .
'11 ;522; tir. Ten san. wynik otrzymamy drogsg
znacznie diuzszg cedkujgc rownanle odksztalconej zna-
ne nam 2 aetgpu Plgtegos ——S-”+ 92 :—Z{}L—:
jog) — OU%jZ 04111 inacze] wobec tego, ze
J A% Pe7_ uy
_JoéngQ +9f"‘—lﬁy'az j/ Calha tego rowna-

nie jest t =2 Cn -5 297
jest nastepujac a07’ s “afpéjzﬁﬁyﬂjpljjﬁgf

Wobec zupeinej symetrji wszystkich éviartek pierscie-

nie, przekroje prostopadie do kierunku dzistania sii
oraz przekroje zawierajace te sity w swej piaszczyg-
nie nie uvlegajgq skrzywieniu przy odksztaiceniu., Zatem
v CJ i punktach na krayz lezgcych odksztalcona jest
styczna do pierwotnej osi preta, skad wnioskujeny, 3e
g—g‘- o przy = 1}”—2 . Wobec éji{——-ﬂefm LB (o
QEJ efm/+ ]jﬂv/”otrzymug emy natychmiast J=& oraz 4=

ﬁf—juk di—éﬁJ/éfdf*‘ﬁff&‘” 4/ Z tego rdwnanis cazy-

niac ;”=-§£ natychmlast otrzymemy odksztaicenie piers

L T
cienie: /Z) A? wzdiuz os8i dziatanis
i s Bdiny T

i 2 i

gid
Pocubnie zupeinie czynigec w réwnaniu/?éa otrzyms

wy zwegzenie sig pierscienia w kierunku prostopsdiym

‘do siZ odkeztaicajacych pissac: ==57rj7~ =
,Zf@3z’_1_:_f@f447md
BJ 4 T Tl | Rz

Wynik o wielc doktadniejszy otrzymalismy korazy-
stajgc z twierdzerd CASTIGLIANO.

W ogdlnym wypadku jakiegokolwiek ohcigZenia nie-
symetrycsrnego oirzymamy W przckroju obranym az tray

WYTRZYMAROSC MATERIALOW - ARKUsz XULII.
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czynniki statycznie niewyznoczalne‘/%YS. 36@/ side po-
dtuzng /A, poprzecazng & i moment # , ktdre z Xatwo-

dcig wyznaczymy stosujsc zosedd najmniejszej pracy.

. , e D D7 24

Istotnie z truech réwnalli —=7 , =l
RN 90 tom=%

bedziemy mogli wyznoczydé wszystkie trzy niewiadome

czynniki.

Wytozona wyZe] teorje Jretow krzywych piaskich
najczesciej stosowana tywe przy obliczaniu tukdw bu-
dowlanych. Jeko drugi przykiad bierzemy przeto pod

uwage:

§ 11. LUK WSPARTY ne podporech Ur"ngubdwych a ob-
cigzony ukdadews sii pionowych é? ET e /ﬁYé.BB@l
Odlegtosci tych siZ od lewej podpory niech beda odpo-
wiednio rourne é? . Rozpietosé czyli odlegloééjpozioma
pedpdr oznaczemy przez L , pionowe odpory nazywany
WyEEL /0 B, oz Wiy Sheide W Poniewss sil od-
“ksztaicojgeych poziomych niema zupelnie zatem rdwne- -
nie statyki da .f{ *‘fy' , mozemy zatem pomingé
znaczky dolne zrn=kuiaz  wprost odpdr poziomy liters
X . Dwa pozostale werunki rdéwnowagi dedzg dla silt -
.pionowych A +F+X/} =0 i momenidéw w stosunku do
lewego pruzegubu EL*Z/QZ:Q . 2 tych dwoch rdw-
nad wyznaczymy obie odpory pionowe. Porostanie wigc
jeden statycznie niewyzneczelny czynnik - odpora po-
zioma /7 . Aby jg wyznaczyé rozpatrujemy zazwyczuj

¢uk jako pret o nieznacznej krizywiZnie, dla &t01ebo

precg sprezystg otrzynmamy w postaci: ./7;//p 27




j?2 = BG4 =
+-Z£ly AR Zatem na mocy zasady najmniejszej pra-_

,Cy moZemy napisad: / f 32{1 Z'f; gf? 6"0Gdy

.Jjednsk podpory nie s; zupelnie sztywne i rozsuwajg

lub: zsuwajg sie
pg.dii podczas od-

‘kBztglcenia to wte-

. dy: nalegzy stosowad

drugie prawo CAST
sLIANO piszae: %%g;—==d35. W danym wypadku wartoss
‘womentu okreslawy detwo rozpatrujac jakikolwiek po-
przeczny,przekréj_pxeta poprowadzony w punkcie € osi
pisrwotnej preta odleplym od lewe] podpory na X,
Niech nacto ;y oznacus strezoike preta w tym puchie,
Jek-to Zresztg nejlepiej uwypukla RYS. 265. Wiedy
u47~¢47 ~H2/-gizie praesz /?; ognaczylisny woment po-
A,.ch@dzacy od odpory A4~ 1i sil _/? zawartych wmiedzy. le-
‘wg. podporg & przekrojem rozpatrywanym  Jest to wiec
wpment jeki bysmy otrzymali dla przekroju " belki
prostej utozonej na tyck samych podporach. Do tego
momentu dochcdzi réznoskretny moment odpory /A7, Jako

réinoskretny - wchodzi ze znakiem minus, Nadto =

|

-H&s®, Inek minus jest tu konieceny bo oipory A
najﬁidodzniej powoduja sciskanie fuku., Letwo to udo-
wodnié zwazywszy, ze 2uk qwobodny pod jarzmem sid cl-
. sngcych pionowych rozgiad by sie i wystgpii obustron-
.nle poua pocpory, ktére go jednak utrzymujg przy sta-

tej rozpigtosci sciskajgc z dwoch stron. Zatem:



c)// / /fe/‘/” "EJ ‘“’f”/ e / %R%W ¢

/
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Hobec tego, za cﬂaa1W &X' bedziemy mieli ostatecz-

nie ZZ
o f’v// et [kt

(tdy 2uk wykonamy z jednego tworzywa i damy nu

pruvk éj staiy wtedy bedziemy m;ell/{//QYj%%%Z§§;%%”¥

CagﬁaQ/7 Dls lukow niez byt ostrych 4{%’

outateﬂznle wigc: ﬁi/ék;4%ﬁ74§2§;aﬁ7+~*J/75d21e przez

¢ oznaczamy diugodé tuku mierzong wzdiuz jego osi

pierwotnej. Ten wzlr w przyblizeniu zupednie wystarcuw
jacem nadaje sie¢ do wszelkiego Zuku.

duk tego typu jest oczywiscie nieswobodny i pray
ogrzaniu na 7?9nie moze sig rozszsrzaé¢ w kierunku po-
ziomym /%YS.EGZ/. Gdyby jedna z podpdr byvia ruchoma
to rozpietosé Zuku nagrzanego wzrosiaby o <q;fa5. ]
iby wige powrdcié do werunkdw istotnych nalezy zni-
szczyd 6w prazyrost dzialsjgc na konce tuku sitami po-
zinuen! /4. W rzeczywistodel rzecz -sig ma nisco ina-

2

226] . Zuk nagrzany chce wye! oczy¢ 2z podpdr, cifnie za-
tem chcac je rozeprzeé, Ne tle tegmo parcia powstajg w
podporach odpory fé . Te slly staﬁoﬁiq ohcigzenie fuku
odksztalcajgce, pod icn jarzmem iuk ACH awiekszy svg
krzywizne /ﬁYS.ZG@/ przechodzge w 205 , jego skraj-
ne stycuzne zmienig swe pclozenie - obrdcg sie o kat
éf?f‘ ku gorze. Wobec braku wiadciwych sil zewngtrz-

11‘ CLl 1Moz '_\Y-\'; 4L ...‘,' Wilsod \'3 Le L1 :‘CLJ LLl e ane “ ('-‘]’\.I 03 () SDOT Y v e ™
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~ Bpt =
nego w C-wartodci _A7=—A£;’01£z Lo==H s P Stad
na mocy drugiego prawa CASTICLIANO, zwaiywszy, Ze
reesuniecie sif fy jeet w istocie rowne &, £/ be-

lamy mlell

//[/e/;j@,ef 7S5 g/f/ / ELW =
,a/z@ skatd / L= s / /éjfﬁa’x iy s

Przy Xgcznem dzietaniu ogrzesnia i =ii zewngtrunych

odksztetcajgcych wartosé odpory poulo*ng wyaiosle:

4T //%L /Zﬁ/ /3/% / R

Wszystkle te caiki Ob¢ngdmy uaaV)C7fJ wykredl-

nie. W szczegdélnym wypadku Zuku parsboliczrego o
strzalceMZZ’poérodku, gdy obcigZenie jednostajnie
sie rozktada wzdiuz rozpigtosci iuku w stosunku27%&€
na jednostkge jej ciugosci, bedziemy mieli /9=2?=3§Z5.
Rownanie osi tuku bed21e tu ocaywxscle;yﬁXYQfﬂ{/z?,
nadto 22%! — L J’—Zzzqéfgfauyem_ﬁy—~ t*d
dla Zuku 0 qtal;m przekroju popra ecunvm,e;// ;Za@
://‘/‘ga’éﬁgzy . £2dzie przez Z OunuCu}]ley proxlen
bezwlednodci stalego przekroju poprzecznego preta.
'Zézwyczaj w wigkszoscli wypadkow wyraz <gil jest sto-
sunkowo nisznacezny w stosunku cov/g/a%VUmzem} zaten
2z wystarczajgcew przybllzenlannaolsaczy'-Zéfgi gtosu-
jac ten wzdr do wszystkich Zukow jako pierwsze pray-
blizenie przy oceanianiu doreznem wartosci /7 .

Z kolei rozpatraymy:
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§ 12. LUK ORUSTRONNIE ZAMOCOWANY /RYS.366/ a ob-

cigzony ukiadem si¢ pionowych. Zacliowujemy wnskowanie ..

ustepu poprzedniego dodajac dwa nowe zZneil 14% i,éQ;
dla momentdw odporowych. I tu znéw z réwnan statyki
przekonamy sie o tozsamobci obu odpdér poziomych /A~ ,
Rovnenia 8il pionowych‘i womentdéw pozwoly wyznaczyé.
odpory prewe w zaleinosci od lewych,.pozostang wigc
statycznie niewyznaczalnemi odpory lewe zQ,é/i.ﬂéJ
Chcgec je wyznaczydé obieramy jakikolwiek przekrdj po-
przeczny tuku poprowadzony przez punkt C bl a0
o8l W odlégloéci.ﬁ”od podpory lewej. Dla tego przekre.
ju bedziemy mieli /y-—-/z) +/ZJ‘/%;Z/ edzie przez /zb
oznaczamy moment si odksztatcajgeych i odpdér pipng-
wych - a wig¢c moment belki prostej zast@pczej,_jaki_
juz bralidumy zresztg pod uwage w wypadku wyzej roz-

petrywanym, Ponie-

RY:S. 366.

waz jednak wchodzi

wenl czynnik A prze

to nalezy go wypi-

Ot D O bz

saé w postaci mpie- ..
co innej M =Au-H" gdzie M ownacza moment obcigien
zewnetrznyé; pionowych bez uwzglednienia odnosnych od
por. Zetem /y’:'Efzjé przyczeu;' éumowaniem nalezy
objaé wszystkie sily zewnetrzne dzielajgce miedzy le-
wg odporg a przekrojem C . Nadto /f'—'-ﬂdézf’—ﬂ@/f»‘@:
Tutaj zndw ZE, oznecza site podiuzng jaka otruymamy

. ’ . -y o
po sprowadzeniu do srodke przekroju ( wszystkich

- l)‘
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sid odxsut=£Cancych Z 5 %tud Vi 75&07en¢u fduku o

stabej krzywiZnie: /7;//;/f ZZZY a@f' Na mocy

zasady nggwnlejqzej precy:
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jedna z nich dajmy na to prawa byla ruchoma, to pod
wplywem ogrzania rozpietosé tuku wzrosteby o przyrost
<ngzc jak to wskazuje RV5. 367. W istocio jednak
ten przyrost jest nicrozliwy poniewsaz podpory nie da-
ja sie rozsungé. Aby zaten powrdcié do warunkow istot
nych nale2y zastosowaé sily cisngce poziome Z% ,kto-
re przesung z powrotem koadce 2ukdw na miejsce pier-
wotne. Przesunieclem sidy A/ bedzie wiec pruyrost
Cilgl:. Nedto jak to juz wiemy z poprzedniego przy-
ktadu po sprowadzeniu koncow, tuk wygnie sie mocniej
dajgc wiekszg strzatke, przyczem styczne jego skraj-
ne wyprostujg si¢ o pewien kgt éﬁ . W istocie poja-
wienie sig kgtdw tych jest niemozliwe, zatew aby kg-
ty'éz i f%;=-é% zniszcayd, nalezy zestosowaé odpaowie-
dnio dzialajgce momenty 1@; po obu koncach tuku.
1Laczne dziatania tych oczywiscie z koniecznosci ridw-
nych momentéw pokrywajq sie wzajemnie: %+%=z§;—€=
=0 przecuniecie zatem obu tych momentéw jest zerem.
Tutaj wigc dla przekroju € bedziemy mielizyfﬂzvz%;V
oraz .4f~-<éf457? wobec zupelnego braku wiasciwych
sxl odksztaKCQJQCJch. Styd otryymamy:
26>
+f¥ T;izz- + 4 é&? cx’ﬁl. oraz:
/ W /'f T H/&Z’J_ ST

2 Z- 2
Stad otrz muj ey dwa roxnanla.- v//” 6" -
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dla okreslenie czynnikdw j%; iiﬂé.,_s
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W szczegdlnym wypedku dle rozpatrywanego wyze]

4uku parabolicznego 0 niazbyt 2nscznej krzywiiZnie mo-
zewy zalozy¢ w przyblizeniu zupetnie wystarczajgcem
praktycznie, it &6ELx czyli, ze éij”Eé;/ stgd
Q1Z291— . Nedto mozemy oczywiscie wobec:tego pomi-
naé zupelnle JE), e wtedy po staremu = zﬁ/féﬂrféé—
— M natomiast J=-/. Stad 171//ﬂ

ponlewaz £i=la8 v danym wypadku. Stad
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Nedto, poniewaz tutaj cgodnie s.2adcZeniem na tuk

dziata obcigZzenie jednostajnie roziozone wzdiuz rozpie¢

todei tuku w stosunku 2? #ee.  ne jednostke. diugo-

=z
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Podstawiajgc wszystkie te wartosci w powyzej
otrzymane réwnqnia otrzymawy po odpowiedniem skrdce-
niu: § 7 miRd <l

My v 2LA-FAH=Z 75
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Odejmujgc drugieeréwnanie od trzeciego otrzymamy:
. Wiy - e 2 e
H= 5}'*&[4,5’/44&/ '\ czxejmugac trzecie od
pierwszego wyznaczymy 19==:%r— a nadt0:147;:_%>§y;

A J
2L 4IFTEEE]- k5 ITR L
22 7T /a5 45

N& tem korczymy dzial pretow krzywych a rozpo-

czynaumy :

ROZDZIAL DZIESIATY.
- NACZYNIA KULISTE I CYLINDRYCZNE.

§ 1. USTALENIE POJEC ZASADNICZYCli. Rozpatrywad
bedziemy wylgcznie NACZYNIA KULISTR oraz CYLINDRYCZ-

NE jako jedynie spotykane w praktyce. Ulegaé mogy
one nadcignieniu wewnétrznemu /Z% oraz nadcignieniu
zewn@trznemu /% lub tez jednemu 2z nich jeno; zwykle
stan pierwotny odpowiada obustronnemu ci$nieniu atue
sferycznemu. ODKSZTALCENIA NASTAPIA DOPIERO WIEDY
GDY CISNIENIE ZEWNETRZNE LUB WEWNETRZNE WZROSNIE ST
JAC SIE WYZSZEM OD ATMOSFERYCZNEGO, CZYLI MADCISNIE-
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