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4 dla DRUTU PROSTOKATNEGO, gdy % OZNACZA WYSOK03(,
zxtg - SZBROK03Q PROSTOKETNEGO PRZI KROJU DRUTU in0%emy
nepisad wedtug BACHA: /—5% /)9 045”,3 oraz /=
ﬁ//f-&]fm//ff‘g/ %‘35 gdzie /772= éé Wzory te
byty wyprowadzone czysto dodwiadczalnie.

Na tym konczymy teorje skrecania. Odnosne przykia
dy podajemy w KURSIE CWICZEN, tutaj zas rozpoczynamy
0g61lng teorje zginania.

ROZDZIAL PIATY.

e
e e

OGOLNATZORJ A ZGINANTIA.

—

§ 1. WYZNACZANIE SKZADOWYCH NAPREZEN JEDNOSTKO-
HCH. |

Roznatrugemy zaznaczone w koricowym ustepie zaga-
Jenia kursy ostatnle dwa wypadki, a mianowicie:

l-0. WYPADEK 457, kiedy zewngtrzny uklad.z£7 sit
odksztalcaj4cych sprowedza sie do pojedyriczego momen-
tu /%/ =VA]*%+ 7, leigcego w przekroju, oraz:

2-0 WYPADFK 457 kiedy zewnetrzny ukzad 457 8il
Oqu‘talcaJQCYCh sprowadza sie do pojedyriczego momen-
tu /e/ zf/ —, lezgcego w przekrogu ptaskim i
do DOJedyucaeJ sity /59 ozostopadZeJ do tego przekro-.
iu,a praylos oneg do srodka jego maBy.

Oba vaadkl 8g tozsamosciowe dla szczegdlnej wer-

todei 16?= : ponadto gdy /4/—57- wypadek 157 traci

8wy, racJe bytu,: zasd wyaadek_é? przechodzi w wypadek
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”/q”, stanowiycy podwaline teorji rozcigganie i dcis-
kania. W ten sposéb WYPADEK Z’ LACZY W SOBIE NIEJAKO
OBA poszczegldlne WYPADKI /4 Z' 17 g
DLA WYPADKU,Z MAMY 7 -ﬁi =/g=0, M =],
vrzeto wzory zagajenia,&éymOZGmy napisaé w nastepuja-

cej prostej postaci:

5 = '/V4g”+ sz ‘AVJZ'%/Z/4Q
zz_ﬂxzz/@zzﬁ//f Vs

W WYPADKU 157 gdzie ]f“:ﬁj =0, /Y=0 memy:
* /+ 14,
Z=/x, ZZ-/@ ZZ— ///f /}/ /*ff’

W obu tych wypagkach NAPRQZENLE JEDNOSTKOWE moze byc
wige rozpatrywane, jeko suma skiadowych:
1-0 é— PROSTCPADLREJ DO PRZEKROJU, a ziozone]
ze sktadnikdw:
—/?/j/ ORAZ . ZZ' A}/}[X“ {/foy t//%éz)/f“
éy A 24 L3
thd ZZ ZZ Z/Z /rye.l80/

67 LEZ4CEJ W PRZEKROJU, na osi promienia
wodza ego punktu /V SKLADOWE /= =/for= ZZ y ﬂ} ZZ~
wyznaczajgq wartosé &=y~ ira”? /7‘4};:—1?‘/%? Stad
wiec A= t’/“@ . Mimo to, wartosci ¢ nie znamy, ponie-
wai nie umiemy wyznaczyé STALEI /4 z réwnah /5%2) ;

W danym wypadku, jak wiemy, statyka jest bezsilna; je~
dynie doswiadczenie moze podaé wartodc tej skiadowe]
napresenia. Natomiast wartos¢ skladowe] Zi z tatwo-

rd 1] . . , . i — 7
scig daje sie wyznaczyc¢, jako suma ‘f:—szzf Wi Za-.
ye, J = %
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= : 4
lesnosci od f: i /[, . Poniewaz

k

napgezenia gszf' wmy juz z teo-
rji rozcigganie i dciskenis, na-
lezy zatem poznad é; . W btym ce-

lu musimy przedewszystkiem mozli-

wie uprotcid wzdr, wyznaczajgcy
te naprezenia jednostkows.
Dotychczas nie robilismy
zadnych ograniczen co do wyboru
osi OX, O , leigcych w praze-
kroju, & przechodiagcych przez
$§rodek jeso masy; obecnie nalezy
obraé NAJWYGODNIRISZY uktad tych

osi, aby wmozliwie najbardzie]

uproécié wspdtczynniki wzoru dla
%;  niewagtpliwie zalezne od wyboru osi 6ZX’ .,
Okzzuje sie, 2e taki ukled istnieje, naledy zatem roz-
patrzyd:
§ 2. WYZNACZENIE NAJWYCODNILJSZECO UKLZADU OSI
WSPOLRZEDNYCH LEZACYCH W v 48T
PRECEKRC] U.

Weémy pod uwage jaki-
kolwiek PRZEKROJ PLASKI, JE-
DNOLITY /Rys.1l€l/ czyli POLE
f:y NEranicione pewng $cidle
okreslony KRZIYWA 16/. ktoérg
OBWODEM POLA zwaé bedziewy.
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Krzywa 16/ wyznaczamy ZaLwycza réwnuniem,¢522¢/56&
w ukladzie zupeinie dowolnych prostokgbnych osi wspdd-
rzednych éL{: Q% . leigcych w przekroju. W ukia-
dzie tych osi wyznaczamy nastepujace catki, brane
wzdiuz calego pola,Ajr, & mianowicie:
(/&/5/’ =,5 —— czyli POLE PRZEKROJU;
ﬂa/q =//"— czyli MOMENT STATYCINY PRZEKROJU
WZGLEDEM 08I QX [
//';;g/; :/;Z — cuyli MOMENT STATYCZNY PRLEKROJU
WZGLEDEE 081 O,
L/y:"c/q =/ — oczyli NOMENT BRZWLADNOSCI PRZEKROJU
WLGLEDEM 081 (. ;
/);%/o; ={v: —— czyli MOMENT BEZWLADNOSCI PRZRKROJU
WZGLEDEM 08I QZZI ; Wresicie
/.:/r'ga/o; = [/v — ¢2yli MOMENT ODSRODKOWY PRZEKROJU
WZGLEDEN UKLADU OSI PROSTOKLINYCH 44 , QY. —

Le wzorow podanych w ustepie szdstym zagajenia
Wyznaczamy wsplirzedne 5,9 - SRODKA MASY rozpatry-
wanego przekroju, pisziyc .4:=¥§7§&9:~0raz éZ=Q§T{A5y
1 UNIESZCZAMY W TYM PUNKCIE POCZATEK NOWYCH 0SI wSPOL-
rekDNYCH O, O, ROWNOLEGEYCH DO STARYCH, a
wige rdéwniesz prostokqtnych; W uktadzie tych nowych osi
wyznaczamy ponownie cudki wyzej wyszczégdlnion%>ﬁébgqf
U/ék%3=4ﬁ7i/ng%5={f://§;%Z3Eﬁi&/C}é{*}dwreszéie
u/étyaif:aé; wzgledem osi QX OY, ——

Ponadto opiarajqc 8sig na wzorach przejécia od st~

rych do nowych osi wspodrzednych H=L+x, ;{:;y+§f—~
(o]
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ngzemy poprzednio rozpatrywane cadki wyrazidé zs pomo-
‘cg tylko co wypisanych, LWaZYWSLY, 26 'aﬂé::c%;fcgg::
:a{}z%}':éy{§. Bedziemy zatem mieli:

= fals = a5 s = s 2l =365
oy o5 4y 5 =y b v s [y Sy I T els o =
:—/:i/"‘(",/:,j' 7/{)*@7 g/é‘ (=/5§ é/ﬁ:%g./g NG5 Crés :./)%/J 1—43)%!’ a".ﬁ/f(%
= PSR f e s wresscie < o =y els LAl 5 = /o #5 al
g forlS iy ls = g T ALY T

Wyzej widzielismy, ze uZ%%f?yfio?az-){;gfj§J7— przetc
4 :)564'— oraz {Z7fﬂéi/ﬁf—a zatem {f42é75’67 . Po-
niewaz wobec dowolndéci 083, é&%f i é?ér ». kierunek
o8i CLZ;CéV'jest rowniez najzupelniej'dowoln&,przeto
na mocy tylko co otrzymanych wzordéw mozZemy wypowie-
dzie¢ nastepujgey

. WNIOSEK PIERWSZY. MOMENT STATYCZINY PHZEXKROJU, BRA-
NY WZGLEDEY 0SI PRZECHODZACES PRZEZ 3RODEK MaSY PRZE-
KROJU, ROWHA SIE ZERU. |

Ponadto wobec 1{22?217 10810y L47=g527€2?30raz

%§}147f~5£52. I tu réwniez wobec zupeinej dowolnosci

kierunku osi 431:657 moZemy wypowiedzie¢ nastepujacy:

WNIOSEK DRUGI. MOMENT BEZVLADNOSCI PRZEKROJU
WZGLEDEM DOWOLNEJ OSI ROWNY JBST LOMENTOWI BEZWEADNO-
8CI WZGLEDEM 0SI ROWNOLEGLE PRZEZ SRODEK MASY PRZEKRO-
JU PRZEPROWADZONEJ, DODANEMU DO POWIERZCHNI PRZFKROJU
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POENOZONKJ PRZEZ YWADRAT OBLIGEQSCI TEJ DOWOLNES 0SI
0D SRODKA MASY PRZEKROJU.

Wreszcie wobsc 4?225117 many C{;‘IQ{: fki;g;g;
stgd bezposredni znowu:

WNIOSEK TRZECI. :OMENT ODSRODKOWY PRZEKROJU WZGLE
DEM DOWOLNYCH PROSTOKATNYCH 0SI WSPOLRZEDNYCH ROWNY
J EST HOMENTOWI ODSRODKOWEMU WZGLEDEM NOWYCH 0SI ROVNO-
LEGLE PRZEZ SRODEK MASY PRIEKROJU FRZEPROWADZONYCH,DO-
DANENU DO POWIERZCHNI PRZEKROJU, POMNOZONES PRYZEZ ILO-
CZYN ODLEGZOSCI TYCH DOWCLNYCH OSI 0D QRODKA HMASY
PRZEKROJU. '

Idac w dalszym ciggu po drodze tu wWysnacsonej,
bierzeny pod uwage NOWY UKZaD 08I O, 0¥ PrzmcHODI4-
CYCH PRZEZ SRODEK MASY PRZEKROJU i oznaczamy przez CC
K4T, JAKI TWORZY ta nowa o8 6&2é;e starg wyzej rozpa-

trywany osig CZJT

W ukZadzie tych nowych osi zndw wyznaczamy catki:

S5 =, Sards e, G, S, B
wzgledem osi CZJC/CZ9CC——’

Dla tych nowych csi, jako przechodzagcych przez
Srodek masy przekroiu _{ZLZ?f?rél ponadto, poniewas
ws8poirzedne osi CleC%ZJwyraﬁaja sig przez wsplirzed-
ne osi A4, 0% w postaci uJﬁ;/ﬂzva47%%%/braz }%’é=
=—Aekinat+ysa-Ponadto 04334%3252?rain9?f=a{9. Stad :

o - Pl Y il
.gij}é;“éﬁiézyéjzékaféyz%@( a%%;;(?é%&é&;g:;&%%&azfa;7@é+

Sy BHl =l flnte~f ity - [ =0
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;zﬁkénax7%yﬁeagféifiyékﬁﬁmé%béﬂ;/ﬁ%&%aa(c%vafyﬁ9@%3¢j
W"Z/&k’éf s 4—@/(;,'74%1( +7[ &g X 7{;4/ vz Lok [ 5 i e
= /7% ’%f o7 77/0///}3 fofe/wza{ - yé@dafj@/gf = blore o Copa Kb-
S ir ety ols + 2 N YA S »flmatcdinal g s =
—T*-'z@/(/'/&affaja{ # 4;/@.7%{—-0”&/?/%(/ +4(7/m0./@:h:},/=
= S/~ Jeie 2. # {, G Aok~
W ten sposép otrzymuj eny .4:,.é:,.4;J w zaleznoded
o&*ff;{é;_é;:~—poprzedniu rozéatrywanych, oraz KATA

QY ZMIENNEGO W DOWOLNYCH GRANICACH. Pierwsze dwie
calki, jako sumy skadnikdéw RDZENNIE DODATNICH vréiﬁa_
Eyﬁé%/ — NIE 40GA BYC NIGDY ROWNE ZERU, natomiast
catka .éf moze mied wartoéé Zerowsg PYE¥ pewnej wars
todci kgta cr=o¢. UKEAD 081 QX 0¥ D0 TEJ WARTQATT
KATA PRZYNALEZNY ZOWIEMY UKEADEM OSI GROWNYCH PRLE-
KROJU; DLA OSI GROWNYCH UOMENT ODSRODKOWY PRZEKROJY
ROWNA SIE ZERU. Ta wiasnoéé stanowi ceche wyrdiniajg-
cg osi giownych, Dla tego ukiadu osi:
{?, Lé’/{v.?/dﬁ?/f@g 7".{2 ng.f@j’&-—-co daje :
;/é,faé; =/_‘4; A /).~

Wyznaczmy kat O czyniacy zadodé temu rownaniy;
précz C)%i czynié mu bedzie zadesd jeszcze i Cé;*jg;
wtedy bowiem.'%éA%%;:f%§%2%§VVZ/. Lozemy zatem zawsze

?ZL)WY‘

zhaczajace prostokatny uktaé OSI GLOWNYCH przekroju.
Dla tych wartosci kagta X catka {{:/=:62 Ta wartosé

catki wyréznia uklad osi giéwnych z posréd wszystkich

znale?é dwie wartosci kagta CXT, roznigce sig o

innych, przynaleinych do réjnorodnych wartosel kata (.
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Istnieje ponadto druga réwniez nader waine wias-

osi gldwnych przekroju. Wyznaczmy pochodne fun-

(@IS

nos

kcji ,4§,_/C po & . Bedziemy mieli kolejno

_C_f}(/fé__f(bm’cwa 4 Gt Co .)x/ — Soos Lox f /,: =
= /Q J(/ ;% /—Zéf%"// = -;/:{“;/—— Lelrrecd éf,‘.lf.x /-wtc 1o i)a,,o(/’f
+20 ., =~/ -4 oo B Ay P 7/«’}/ P e o
Pleo Fai 4] i £ = A ot ey s S
~&&&%ﬂ/7%awﬁx4:~44¢5§%§£f§ﬁ§,

Agl

Widzimy stad, ze drugie pochodne {f,ngpo OXC 85 Zawsze
ROZNYCH znekdw, & pierwsze STAJA SIE ZERAMI dla szcze-
gélnej wartosdci kgta <, czynigcej zadodé rdéwnaniu:
%ﬁ”? :42/':ZC7'~3212, Te wartosé wyznacza uklad osi
giéwnych przekroju. Odwrotno&d znakéw drugich pochod-
nych i{j;g/:jlacznie z wartosciami zerowemi pierw-
szych pochednych dle katidw =4 i‘ng”é? wyraznie
wekazuja, %e mamy tu do czynieniae z NAJWIEKSZOSCIA i
NAJMNIEJSZOBCI4 tych calek. Stgd wniosek:
WNIOSEK CZWARTY. MOZEMY ZAWSZE ZWALE2C DWIE WAR-

TOSCI KiTa X, ROZNIACE SIE o_ﬁ%ﬁ, WYZNACZAJACE DWA
IERUNKI NAJWIEKSZO8CI I NAJMNIRISZOSCI MOMRNTGW BEZs
WLADNCSCI PRZEKROJU,

Obie wartosdci kata o wyznaczujs jeden i ten
sam ukiad cei gidwnych pruekroju,z tag jeno rdinics,
ze wartogd kate or=a wyznacza DODATNIE OSIE 6ZYJ6&7
/rys.l82/ TaM, gdzie wartoéd kata Cxazy’+2f odpo-
wiednio wyznacze UJEENA 08 /%71 popamnia YX7,
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jek to zresztg najlepiej uwy- rys, 782,

datnis rysunek. Ponlawaz Jed-
nek przemianowanie osi DOWOdUJe
przemlanowanle catek zf zf na

LGN % b
/7 — przeto’ kat CX’ wyzna-

[]’

c2y kierunek najwigkszodci i naj-

mniejszosci tych caltek w sposdh 7
= /7 . ’ [A/#
odwrotny, niz kat I Widad Y
to rownlez bezposredn10 Z2 powyze]j wyprowadzonych wzo-
réw, mamy bowiem 6271%§5=—'—cv/3§§v24c0 pvowoduje

zmiang znaku obu drugich pochodnych pruy przejéciu
od wartodci Cé'da Cﬁ‘*ég,-stad mamy bezposredni

“WNIOSEK PIATY. NAJWIEKSZORCI' I NAJMNIRISZOSCI -
CALEK 4, //—'-WYZN-AGZM'Q KIERUNKI 0SI GLOWNYCH PRZE-
KROJU, TWORZACYCH PROSTOKATHY UKLAD 0SI GEOWNYCH
PRZEKROJU, DLA KTORYCH /, =0 —

Widzimy wiec, %e te osze stanowliy najwygedniejsay
ukded osi przekroju, bo dla nich znike .4;?/. Delsge
badenie znacznie ulatwis tak zwana «

% 3. $RODKOWA ELIPSA" BEZWZADNOSCI PRZEKROJ U. Przy-

pusdmy, Zedmy jus wyznsczyli kisrunki GSI GZOWNYCH

OX’ 0¥’ dla danego pruekroju ptaskiego. Pomijajgc
dla-prostoty znaczkl mamy w ten sposéb uklad prosto-
katny osi gtéwnych (X, OY przekreju. Dla tego ukiadu
4‘7:/;7 '—‘4 =¢). Oznacimy przez /. ./

el e
romentow bezwiadnosci, bedg to gidwne momenty bezwlad-

wartosci calek

nosci ukzadu.
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Dle jakiegokolwiek nowego ukiadu osi glOS{an
nych C/Z;Céz] przechuﬂ@acych przez srodek masy prze-
kreju wyznaczemy kat }5 pemiedzy Zx C{ﬁf a zatem
3’=UY42@;ﬁ ,?‘ 711;4 Z&-'—whjmayﬁf/%éy” Dla tych no-
wych osi wartosc¢ momentu bezwiadnosci wzgledem 0516%f
bedzie: J /4,5 *//L, ojﬂth/dOJ/f/c/J =—clir ‘/é‘)‘"é’/cj-/-
-+ébz5/% Sls — /ech%ZZ ,/G;z4}n,/éa/)9r-4 efeee =

W ten sposdéb mozemy, Znagqc wartosé 1/_{; moment éw

S s
vezwladnosci dle osi gidwnych, wyznaczyé moment bez-
wradnodci przekroju wzgledem dowolnej o8l 5%f, prze-
prowasdzonej przez srodek masy nrzekroju pod kaﬂém/}ﬂ
do osi OF . Stad wniosek: :

SKRAJNE WARTOACI MOMENTOW BEZWZADNOSCI, PRZIYNA-
LEZNE DO GELOWNYCH 0SI PRZEKROJU CAZKOWICIE OKRESLAJg
RODZAJ ZMIENNOACI LOMENTU BEZWLADNOSCI BRANEGO WZGLE-
DEM DOWOLwisJ ‘0SI, PRZECHODZACEJ PRLEZ SRODEK MASY
PRLEKROJU. '

Wyliczanie momentéw podiug tego wzoru jest jed-
nek dosydé kiopotliwe, prosciej daje sieg to uskutecz-
nié wykreélnie za pomocg tak zwanej ELIPSY BEZWLADNO-
dcI SRODKOWEJ danego przekroju. W tym celu tworazymy
pojecie RAMIENIA BEZWLADNOSCI & CZYNIACEGO ZADOSC
ROWNANIU L_<2&‘z/f-. Stgd wzor 65:3/;251 OKRESLAJ 4CY
R:1IE BEZWLADROSCI, PRZYNALEZNE DO DANEGO MOMENTU
EEZWZADNOSCI PRZEKROJU, JAKO ODCINEK ROWNY PIERWIAST-
KOWI KWADRATOWELMU Z ILORAZU NOHENTU DZIELONEGO PRZEZ
" PCLE PRZEKROJU.
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Ozn&czmy pPrzez é W Woraz /::

3967 , & wtedy wyiej wyprowadzony wzdér przyjmie
now.q postad é = ééod;ﬂ+é & #® . Aby go wykres-
lic, zbudujmy w ukladzie osi gléwnych srodkowg elip-

8¢ bezwiadnosci przekroju,okreslong rdéwneniem :
2 pud
o
7 ‘g
zys, 783, Sl

174 &
N
Flipss tono rodzéju wykreslamy z istwoécig uzwa-
Zywszy, ze jej POZOS WINLKA jest éJ . & UABR 2 O

Aby zs, pomoca tej krzywej wyznacayd <5 dla dowolnej
os8i (o przechylonej wzgledem csi OJ pod katem bl
/rys.183/ nelezy zbudowad styczng 7 elipsy bez-~
¥tednodci, tworzacy z osig A ten sam kat 9 co i o8
(e, 1a styczna / wyznacza punkt dotyku 47 elip-
By o wepdirzedaych prostokatnych A, 7’;u5 bnaydnnn
wych §>1f9 Przedluzcjac promien wodzqcy © punktu
WYTRZYMALOSS MATERTALOW - ARKUSZ XVIL.



-

W’ w obie strony nleogranlczenle. obrazymu] omy nowg
od Ow, pochylong ku osi & pod kgtem & . 08 Ov
przecina elipsg bezw&adnosc; w punktach }” i 70
- O w punktach #’1i o’ AREDNICE V771 ww’ TWORLA,
jek wiadomo PARE SREDNIC SPRLGZONYCH ELIPSY, bedzie-
my wigc nadal nazywall osie Ov, W 0SIAUI SPRZEZONE
MI BLIPSY BPZWLADNOSCT

Budowe. stycznej iﬁ'nle nastrecze zadne] trudno-
4ci. W tym celu ze srodke slipsy bezwladnosci wykre
§lamy koo promieniem réwnym poosi wielkie] é;
prosta AV , réwnolsgie do 08l QY , e przechods 40&
przez punkt Vq przecigcia slipsy 2 ogig ¢ wyune-~
czy odpow1edn1 punkt Pﬂ na kole tylke co wykreslo-
nem. Pudujgc stycung do kote w jego punhula ZO i
przediuiajgc & do przecigcia 8i¢ 2 osig OX w punk
cie J , wyznaczamy punkt Vo na OX, przez ktory
przechodzi STYCZNA 271 plipsy bezwi adnosci, pruy-
naleina do punktu Vﬂ . Laczymy wigc V2 Vﬂ prostg

Zj, prowadz1mv przez srodek elipey prostaz9wﬂro“-
nolegia do stycznej 277 i wyznaczamy punkty Wi
| Wﬂ przecigcia gig te] proste] 2 6lipsg bezwladno~
$§ci przekroju. Wreszcie przez punkby Wil prowa-
dzimy proste réwnolegte do darej osi JJor- obie te
* proste bedg niewagtpliwie stycznemi elipsy bezwiad-
nogéci, a jedna 2z nich bed21e tworzyda k&tCX'. 081§
ax , druge kgt 780 —o(°, Poniewaz chnak TPA R

caey dla wezelkisj krazywe) zemkniete] prayrost tu-
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kow przyneleznych do wspdirz ednychéy’dodatnlch
ustalamy w kierunku rosngcych wspéirzednych . ,
a dle {ukow prujnaleznych do wspolrzeunyché}y
ujemnych - w kierunku malejgeych wspodrzednych X,
przeto w danyws wypadku kierunek stycznych, owija-
jgcych elipse bezwludnosei zachodzi przeciw strzag
Cé zegara - szukang zatem styczng elipsy bedzie
yrosta / , przechodzgca przez punkt #” przeciecia
8ig 08i Wz elipsg bezposrsdnio tus za punktem
fﬂlezacy w kiarunku rosngcych kgtdw bleru“owycht9
Dzieki te] uwadze mozeny obecnie Jui wyznaczyé
réwnanie stycznej ;77 przechodzgcej przez punkt -

ﬁ%k}¢5/ w posteaci )//V g%}%%zria/ Rozn;czkugqc

mamy k: rownama elipsy: ,exi_:?c"z; 0 i stgd
_7-— zy
Jest lnaczeg jeszcze :&2__42;

2

o
1=
BN i
2
Zg*%/x_gx\_’f,_#— 7 . Memy wige Z,’(f_’-/r o £

é* &fa
" rownanie stycznej.77. Wyznaczmy odleglosé =2 vylko
CO0 wyznaczonej stycznej od srodka wspolrdednych.

W tym celu Oznaczamy punkt priecigelia Ble stycznej

M o8ig O prazez 5/7. Wepdlrzedne tego punktu

nioch bedg 02r11 Jff9 -Poniewaz cuynig one zadogsé
rownaniu stycznej, zatem ./r.x é skgd : X' = é".x
i przeto 2= Jdm/~ée/m/m sm memy : Z*f’:

'*écu%gg’vvi Ponadto wyzej wielidmy é;f%: é%
stqd ;ﬂ———ﬁizr : sttaw1wszy w réwnanie é?;p-

xﬁ éé

2y mamy: é) G d;‘" x" =, skad atrzymuJ smy ostateci-
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& <
nie: éﬁfé ____/— \ Stq.d mamy _ézj é + ;;;ﬂ , 8 Za-

tem : 2¢ ef?"/ji /67 + /éc‘(ﬂ/@éﬁfm/” L tylko co otrazy
menego réwnania na n;x%éc’:y éy ——éfm “y /af%/”, wnioskuj e~
my, ze Z=éy » Mamy wiec:

RAMIE MKOMENTU BREZWLADNOSCI, PRZYNALEZNEGO DO DA-
NEJ 08I, PRZECHODZACRJ PRZEZ SRODEK MKASY PRZEKROJU,
WYZNACZA SIE ODLEGZOSCIA TEGO SRODKA 0D STYCZNEJ ELIR
SY BEZWZADNOSCI PRZEKROJU, ROWNOLECEREJ DO DANEJ 081.

Jest to tek zwana PIERWSZA WZLASNO3( ELIPSY REZ-
WLADNOSCI, aby otrzymad jej drugs wiasnosd, wysnacza-
ny wspoirzedne biegunowe wyZej reozpatrywsnego punktu
7’ , & mianowicie jego PROMIEN WODZACY ©=04 i K4T
BIEGUNOWY & g"!ted" niewgtpliwise J"‘f@jﬂ f}@{/(f/'/aéz
sk gd é/ﬂ'— éff)gf;iz, co daje zndw: é/ﬂ%g O

¥nozge wzor tylko co otrzymany pruez AY mary :
,fé t.fé é/’??fq =0, skad c{*/d%?”}él? e

4 /
Zej mowilismy, Ze Srednice VV/'s Wh’ wyznaczajg kie-

runki osi sprzezonych elipsy Or i O’ , mozemy wige
wypowiedzi-eé nastepujgcg DRUGA jej *WBASNOSC w posta-
Rike | '

LALELNOSC of *of % 2% =0 ~ WYZNACIA KIERUN-
KI 0SI SPRZEZONYCH ELIPSY BEZWLADNOSCI DANEGO PRZE-
KROJU. W szczegblnym wypadku, gdy oba giéwne momenty
przekroju sg roéwne O/—O/ ST elipsa bezwiadneosci
staje Big kolem bezwladnosca. 0 srednicy L , gdzie
‘a=l/Z§7 /rys, 184/ « Te wartosd ¢Z bedzie mist nie-

watpliwie promien wodzgecy € rpunktu )& przez ktcry
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prowadzié nslezy styczng 27: ;%gggﬁ&ﬁ
réwnolegts do danej osi e
pochylonej ku osi A1 pod ka- |
tem }p . Zarazem buhede =l Jo
sLsd | Bhgd C’/:/ 62:"’=(/.r » 1
Ten sam wynik mozna otrzy- 4 \\\\\

b T (R

maé czysto analityczuie z

IOWn&nla «/"uﬂiv +u/ébz/9 Q/zzu;”+LLW&}§/”Q/TF"

St3d wniosel:

DL4 PRZEKROJU, UJ AWNIAJACEGO JEDNAKOWA WARTOSO
OBU GZOWNYCH MOMENTOW BEZWLADNOSCI, WSZYSTKIE MOLEI
TY BEZWLADNOSCI PRZEKROJU POSIADAJ § WARTOSC STALY,
NIEZALEZNA OD KIERUNKU ICH 0SI, PRZECHODZACYCH PRZEZ
SRODEK NASY PRZEKROJU.

Moze to mieé¢ miejsce niewgtpliwie 1i tylke i wy-
%gcznie dla PRZFKROJOW GEONETRYCINIR SYNETRYCZNYCH
WLGLEDEK SRODKA, & wisc dla KOL, PIERSCIENI KOLOWYCH
i WSZELKICH WIELOK4TOW PRAWIDLOWYCH. W tych wypedkach
kierunek osi gléwnych jest niewgtpliwie obojetny i
kazda para oaij prostokgtnych moze byé rozpatryweana,
Jako osie gldwne, dla kazdej bowiem Cz;-=67 » O CZem
Przekonad mozemy si¢ z iatwoscis, zwaizywszy, ze kazde
08 jast osig symetrji tego rodzaju'przekrojéw A 08
SYMETRJI JEST ZARAZEM JEDN4 2 OSI GLOWNYCH PRZEKROJU.
Aby to udowodnié rozpatrujemy /rys.l85/ jakikolwiek
przekroj, posiadejgcy os symetrji., Tg 08 nazwijmy
osig OX , a 08 O prowadzimy do niejprostopadle
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RYS. 785, przez jakikolwiek punkt
przekroju leszgcy na O, a

j//zr_ newet i przez punkt oei CA,
X i e '
=

Vi

lezgcy poza przekrojem. Bio-
Ly’ rgc pod uwage catke ‘*?szg‘
=@§. dla tych osi, i rozpa-
trujgc jg jako granice sumy skladnikéw V{%&%?} zeuwa-
zymy natychmiast, ze Qé:=67. Wynike to bezposrednio
z geometrycunego okreslenia osi X, jako osi syme-
tfji. nelezy bowiem symetrje przekroju rozumieé jako
symetrje wszystkich posuczegdlnych punktiw przekroju
wzgledem tej osi. Mozemy wigc zawsze wyznaczyé dla
punktu zﬁ%@ﬁ%przekroju - punkt symetryczny wzgledem
osi (1" rdéwniez naleigcy do przekroju-<4%2%7&4'kaé-
dej zatem rdzniczce =A3V0f§ odpowisdaé bgdzie réznicz
ka —uf%bd§ pod znakiem calki. W ten sposdb caike.
musi mieé¢ wartodé réwng zernu. _

To rozumowanie dotyczy wszelkiej calki typu :
J’ny% pray /Z nieperzystem, rézniczki bowiem
./)"”/5/2/,5/ wyznaczone dle punktéw 474/ i /&—y/ 8y~

metrycznych, bedg rdzinego zneku i przy celkowaniu zgi-
ng wszystkie co do jednej na tle symetrji praekroju
wzgledem os8i (A1, Memy wigc 4fcztjék%gco swiadczy,

te SRODFK MASY PHZEKROJU JEDNOLITRGO LEZY NA 0SI STk
TRJI PRZEKROJU.

Netomiast pray /2 psrzystem rdzniczki oJ"?Vféﬁf

wyznaczone dla punktdw ./7%%%/ i 1??Z§7%9L bedg jedna
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kowego znaku i calkab/dzf?g’ééﬁy brana wzdiug cstego
pola bedzie niewgtpliwie sumg dwuch jednakowych ca-
iek bLego samego typu, breaych dla obu czesdci symeg-
trycanych przekroju. Uleatwis to wyliczanie calsk
przekrojow symetrycanych. Odnosne przykiady wrsz 2z
tablicg momentéw czedcie]j s?otykanych przekrojow po-
dejemy w KURSIE ewiczmh. —

Mime 40 wozystko w przewazajgcej wiekszosci wy-
pPadkdw wyliczanie ﬂaiek(%ﬁg{ic{l » nastrecza dosyé
powezne trudnodci, a dla prugkrogow bardziej zlozo-
avch jest nieraz wprost niewykonalne.'gdy krzywa ob-
wodu nie moze byéd wyrazona rownsniem analitycaznym,
¥ tym wypadkn jedynie mozliwem jest:

S 4. WYLICZANIE MOMENTOW PRZEKROJU WYKRESLNE,
“a. pomocg rdéznorodnych metod, etanowigcych przedmiot

grafostatyki, dokad odsyZamy czytelnikdw, tutej zas

yA 3. 786,
'8 @
o
= 2000
—5
by
10 J
T
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podajemy neder prosty sﬁoséb NEELS® A mozenia
wykreslnego w zastosowaniu do wyznaczania momentdw bez
wiadnosdci przekroju. Niech KRZYWA /77 wyznacza w
uktadzie prostokgtnych osi wspoirzednych 4, OV— pPOLE
.S DANEGC PRAZFKROJU, zresztg zupeinie dowolnego. Wy~ .
znaczmy dla tego przekroju calki:f%ya/f%a//)"g/f—_—
%%W, ores ef%%ﬁ"?/ﬁgjy‘%%ﬁﬁ'lko co
napisane caiki nalezy sprowadzidé do poj edyx’xczych:fr
Sprgiorez of =/yCrady, ktére naleiy braé WIDLUZ OB-
WODUJKJ POLA/\S/ « W ten sposdb przeinaczone caiki z
tatwoscig moéemy wykreélié w postaci NOWYCH POL WTOR-
NYCH & i/? /rys.186/, ze pomocg sposobu wykreslnego
NEHLS'A. W tym celu réwnolegle do osi QX budujemy pro-
sty 45 W ODLECLOACI OA=A4 od poczatku osi wapdlrzed-
nych i prowadzimy przez zupeinie dowolny punkt //é,”y/
lezgey na obwodzie pola ,J/ prostg réwnoleglsa do osi
Y do przeciec‘ia.sie z prostg A5 w punkcie . .
Prowadzgc ponadto prostg va//réwnolegle do osi 2.1,
otrzymujemy wspétrzedne punktu /yw postacli odcinkow
775/7-:)”, oraz (e =y. Z kolei prowsdzimy prostg, prze-
chodzgcg preez po'cza,tek osl wsplirzednych i przez Y
&z do przeciecia sie 2 prostyg MW punkcie / . Wy-
znaczajgcym odcinek ml=z « I trojkgtow podobnych
247 FDc> 4 A70, wanmy : Z:%%‘-"Zv—g”-est&d : Z=7—‘£ﬂ.
Wobec tego, Ze f%ﬁyc&:/'%—%ajy_—-/g/z‘o’% przeto geome-
tryczne miejsce punktow 72 przynaleznych do wszyat-
kich punktéw obwoducZ7/ wyznuczy obwéd /A NOWEGO PQ-
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LA &, ktére niewgtpliwie wyrasa sig catksg Q'%Za//#,
Jek to zresztg widad od Pierwszeso rzutu oka na rysu-
nek., MAMY WIC tutej /=« & . Stgd wniosek: POLY
DAJE W SKALI/(é WARTOSC MOMENTU STATYCZNEGO PRZ K RO~
JU .5 WICLEDEM 0SI O —~—

|  Chege w dalszym ciggu otrzymaé wykreslnie e{ |
nalezy ponownie przez punkt v pPrzeprowadzié prostg
réownolegtsg do osi &Y, a3 do przeciecia.eie Z oéia
AL w punkcie 2/ . Prowadzgc znowu prostg, prvzechodzeg
€3 priez poczgtek osi wsplirzednych i przes punkt &7
&2 do pruzecigcis sig z prosty 24/, otrzymujeny na s/
punkt #”, wyznaczajgcy odcinek 2H % . 2 trojkagtow
podobnych 4772 W Dcos 400, weny : co =7 J=AL <O 204 -
A’f/xy;ﬂ :Zy/éé » poniewaz niewatpliwie 4 = }=2.
Yobec tego, ze Z—‘Jy/-'&é, mamy ostatecznie:a):‘yffyéf{
Wyzej widzielismy, ze nyff‘a/y,ﬂygcfzatem 0{74“’/7/”%%%=
:/df/aﬁ/a% i przeto znowu geomet%{m punktow W przy-
naleinych do wszystkich punkidw V4 obwoduc/ﬂwyzna.-
°zy obwéd «#Z NOWEGO POLA /5, ktére niewgtpliwie wy-
raza sie catkg _/ffﬁ)c/y. jak to zressts widad na vy~
sunku, Mamy wiec J?d'%_j . Stad wniosek: POLR B
DAJE W SKALI /é"” WARTOSC MOMENTU BEZWLADNOSCI PRZ7KRQ-
JU .S WEZGLEDEK 0SI X,

| Ne zskonczenie wskadmy, jek mozna uogélnié wysej
podany sposdb, aby mdédz wyliczad LOLENTY ODSRODKOWE
Przekroju /.5" . Niech kraywa Z£./1.//rys.187/ wyznecus
% ukledzie prostokgtnych osi wspélrzgdnych QY,0)pole



danego arzekroja,
zresztg 2upeinie

dowolneso. Wyzne-
7

camy dla tego

raskroju calke

el .~

Ta caetka daje sieg

&z iatwoscig spro-

wadzié do pojedyn
Ly czej cadki gf_=

<

0 | zyé%gﬁaé?, ktdrs,
nalezy braé wzdiuz otwodu pole 5 . W ten Bpoedb prze
inaczong celke 2z latwodcig mozna wykreslidé w postaci
nowego POLA.fy, za pomocy sposobu, praypowina)gcsgo
niéco gposdb poprzecnio przytoczony. W tyn celu priez
punkt 17/. lezgcy na obwocdzie pola /5(, arowadsimy
proety /A4 , réwnoleglg do osi (i buduj eay proeta
VR rownolegty do tejze osi & w odleglosci ék?ﬁiZ
od poczgtku osgl wspé%rzednych. Prowgzdzgc ponadto pro-
sty ﬁaﬁyréwnolegle do osi\ébfz otrzymuj emy wspddrzgd-
ne punktu_éy'w postaci odcinkdw ;%zé%én oraz =y .
Z kolei na prostej B, poczgwezy od punktu € ode
k2adamy 627=pr=zm¢¢f kgczge /z O prosty, otrzymuje-
my punkt prusciecia £ nea proste] A4 . ¥ dalsaym
ciggu budujemy prostsg A réwnolegle do oni AL v
odlegiodci 625372 od pocigtku wspdirzednych i na-



niej poczgwszy od punktu F odktedamy S =4L , Pro-
wadzgce prosty przechodzgcg przez poczgtek osi wspldd-
rzednych i przez punkt 4~ , az do przecigcia sig z
prostyg z¢47; obtraymujeuy e ZzéVpunkt Z , wysnacza-
jacy odcinek 722=4. L tréjkatéw pedobnych :

DAT0E0 oo ALAO, nany LA=Tx04: 0 = “réy@,
ponadto, rowniel % tré*kqtéw podobnychAZZ%AZbch)Q%z

2
‘bgdziemy mieli G =22 =7 O i a%azz§9;/z —j?é%

Wyzej widzielisuy, zec/r 75%%/f§/iﬁf@9r/f§/2%é ~

A zstem geometryczne mlegsce punktow _27 » Przynelez
nych do wszystkich punktéw_47 obwodu 7L wyznaczy
ebwéd 2 NOWEGO POLA /~ , ktére niewstpliwie wyra-
zi sig calks /fﬁ?éﬁ%?g jak to widad od pierwszego
rzutu oke na rys. 187. Mamy wiec //Z€77 stgd
wniosek: POLE /~ DAJE W SKALI /é T”AR’“OSC MOMENTU OD-
SRODKOWEGQ 1 RZuhROJU,A) WZGLEDEM PROSTOKATNYCH 0SI
CZI;CZ}ff\~/ ¥ ten sposdb daja sie wylicszaéd
- wykredélnie wszystkie momenty dowolnego przekroju,
ponadto mozemy réwniei wykreslnie wyznsczaé kierun-
ki osi g¥dwnych, oraz wartodci momentdéw do tych osi
przynaleénych stosujac WYKRESLNY SPOSOB MOHR’A,bio-
rgcy za nunkt wyjécia:

§ 5. KOO BriwLADNOSCI PRZFKROJU. Pruypuéémy,
2edmy wyznaczyli kierunki gidéwnych osi OX, 0¥ dla

danego przekroju /rys. 188/ oraz wartodei gidwaych
comentéw bezwladnesci GZ:QZ- przekroju. Jezeli po-

. nadto wyprowadzimy ze srodka masy O przekroju nowa
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s, 788, pare osi prostokagtnych &
. Oz i oznscaymy przezlfp

kat pomiedzy osiami 4r i
J2¢ | to na mocy waorow
przejscie dla tych no-
wych osi bedziemy mieli:
&= A Co1 8 +~7Qf//'/&/ﬂ, .
U ==—XJirZ + 4 o5, skad o, =5 als = fferelin oy Cggl =
:ox/é’od"}ﬂ *0{0/0'/& ‘/’J—J%Xf/efz)/af@afﬁg-cm Soref Jinie; opRz:
'%%uafﬂf//xafm Pt o G0 (B 2 g ire 5505 =
[ ~of i ool [Cor -clin ) = o o [ i 5 o f,
poniewaz %=0, jeko ze dla osi gidwnych. wzdér dla
0{; porijamy, mozemy go bowiem kezdorazowo wyp.isaé
wprost, zmieniajac we wzorze dlaJV katj” na/‘”+90‘;
co sie tlumaczy Bamo przez sie. Na MOCY WZOIOW:
f@j‘c}ﬂ;—_/y-&gf/’g i LYW=~ 8%, niamy:%=fff‘o)[/*
+§{[%7*%/&ij, orez eéff/c{;{/@f&sz . Te
wzory wyrazajg laysl przewodnig sposobu wykredlnego
MOHR'A, ktéry tu podajemy:

‘0dkladamy na prostej .25 odcinki AC%] 1 Al=. .
me réznicy tych odecinkéw <7 , jako ns drednicy bu-
dujery koto, przyczem niewgtpliwie /ﬂ9=j§%%Zﬁ%;/Z.
cdzie przez ¢ oznaczylismy arodek kola. Poniewa?
promien kota réwny jest §C7 zetem J=FaU=2F4/<]/,
przyczem znak gdérny bierzemy wtedy,gdy :%>%,

a dolny gdy 0)//\ (4’\/ '
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¥ obu wypadkach odkia- zySs, 789
dajac od punktu C kaqt 2= o J
=22 prowsdsimy ZFLAZ, 7 W
%, prowadzimy vy |
wyznaczajac W ten sposdb & AN el Al
s 8 7 [ lx A el
odcinek AF=AOL0F A T 2\ gy )P
‘ et ol L
gdzie QA =/7(os 4% JMamy
U 4>

zatem /4/7::5%/6§7ﬁ%i;7+ i 3 of>f
e YW

IR o
Aby otrzymadé wykresl- N

nie wertoéd o/ , nalezy e ' i |

GZL

miasto ¥ brad kat #+I0F i« A | =J
ciyli miasto £¥- kat <%+ 180°, inaczej méwigg nale-
5y orzeprowadzié srednice kota LG oran GALAL.
W ten sposéb wyznaczamy odcinek A4/Z =%/ . Ponadto,
poniewaz &ﬁ’ =7 =5in LY, setem GA =77 =of . ——

%y e

Widazimy wiec, Ze za pomoca tylke co zbudowa-
nego kota bezwladnodci mozemy otrzymad wykredlnie
momenty %51%{,%£;f , majac dane momenty gldwne :
¢/, o/ . ODWROTNE ZAGADNIFNIE réwnies nie nastre-
cza trudnosdci - mozemy bowiem zawsze znalezé WAR-
TOSCI woment 6w gléwnych CZCgfr. oraz kierunki osi
gléwhych, majgc dane %é;}%f;eé;,dla jakiejkolwiek
.pary osi "prostokgtnych, przechadzgcych przez éro-
dek ﬁasy przekroju. W tym celu odkiadamy na prostej
AR, poczawszy od punktu_/g odcinki A7/ i

P2

57 ;
ALT%%Z; buduj emy w ounktach <7 1 fi/prostonadle do
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ABi na tych prospopadkych odktadamy odcinki L=
=/16=/, , kierujgc ku gérze odcinek blizej punktu
A lesacy, ku dolowi zad odcinek, leigey dalej od.A..
tgczge 7 i C;’prosta wyznaczamy érodek O kotla wy-
trzymalodci, Jako punkt przeciecia sie prostychJZ?;
iA45. Promieniem rownymjzaézfzataczamy wigc krag;
ktéry przetnie prosta ZFw C i 2, wysnaczajac W ten
sposdb momenty giéwne Cychgéy 0727447. oraz kgt od-
chylenis 99 osi O od giéwnej osi A, mierzony po-
towg luku e th ten nalezy odliczaé ed U w kie
runku odwrotnym do ruchu strzaltki zegara.

Rzut oka ne rys. 189 pozwoii nam wyprowadzié
nader ciekaws wiasnodd momentéw bezwladnosci danego
przekroju. Poniewas c24=j§%?c*@44;7=:j?/§£/374/fjc
zatem <y/ﬁyf=d/3ﬁ/r .Ten gan wynik’mo?wmy réwniez
etrzymaé rozpatrujge 3ak1kclw1e} )unkt447 przekrojn
/rye.188/. Oznaczmy promien wodzacy punktu_/V przeg
&= Q4. W ukledzie osi OX,0Y hedziemy mieli : §>é:
‘:A“ﬁé/, 8 W uktaedzie jekichkolwiek 1nn]ch osi Jz,
Ou T ie 2 %22”, stad wynika, Ze -/+7 =5 +Zf

‘a zatem b/é;é%?:74;5%9574;5€;A%563 i ostatecenie:
of+f =of +of . STIA UOMENTOW BRZWLADNOSCI PRZEKRO-
JU, PRZYNALEZNYCH DO DWUCH PROSTOPADEYCH LO SIEBIE
0SI WOPOLRZEDNYCE, PRIBCHODZACYCH PRZEZ SRODEK PRLE-
KROJﬁ, JE3T TIELKOSCIA STAL), NIEZALWZINA OD KITRUN-
XU TYCH Ogi ¥ PRZEKROJU.

Na tom kodczymy badanie momentéw, ktére nam da-
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Yo najwygodniejszy ukied osi; mozemir wiec obecnie
juz rozpatrzeé: |
§ 6. UKLAD NAPREZEN PRZEKROJU.

Rozpatrujemy przekréj plaski ciata jednolitego,

czyli POLEJ/rys‘.l()O/ ograniczone pewng zamknietg

krzyﬁvq D= ktéra OBWODEM POLA zwaé bedziemy. Wyzna-
czamy ér.od/;ﬁjy'O tego pola i okreslamy kierunki jego
osi giéwnych A, OF. Poniewai dla tych osi E:&—/:

=/ =0, zatem w danym wypadku wzér:
/ i

é=:44&oﬁku4ﬂcéxx- Mok +H0dy o,

7 7= — — 3 BEDZIE
C4$é;%%4 . O’{;'lla—c'ﬁ;ﬁ’f;?ﬁ/ cl
5 o —ﬁ‘/\ﬁ-f-%—y*i »

a pozostale wzor);r zf—v‘?x,_&/zv,://y przepisujemy bez
zmiany. Badanie ukladu naprezen, panujacych W po-
szczegdlnych punktach rozpatrywanego pola eprowadzsa
'svi{: do bedenia tylke ¢o 'wypis.a,nych wzordw; pierwszy
wyznacsa naprezenis, prostopedle do przekroju, c2y-
1i tak zwane NAPREZENIA NORMALNE, - pozostale wzory
wyrokuja o napreseniach lezacych ¥ p’rzekrbju, ktore
na rezie pozostawiamy bez uwagi. Wzér dla i dotyczy.
jakedmy to wyze] zaznacayli, wypad‘ku /., RIEPY
NA PRZEFROJ DZIALA WOMPNT /%, . LEZACY W PRIERROJU
1 81EA D PRIYLOZONA DO SRODKA MASY PRZFKROJU, A
wROSTOPADEA DO PRZEKROJU. Dla szcuegblnej wartodci
/Z=0 e wige dla WYPADKU £/ , kiedy na praekrdj
dzials 1i tylko moment /%; LEZACY W PRZEKROJU bg-

. 7
i R, , Lodaditl 5 Vi LA Z .
ooy AN s = B -+ = =
duiemy miell w2or aZz '?/; of f Yy odpowia



 £§€£ 790 | dejacy .wartosci
//_[D( , Zzzf :/k-sy:ﬂ
F:::::::l~— ¥e WZOorze po -

przedzajacym.

Rozpoczyna-
Jac badanie na-

preozen é , pod=

kreslamy jesz-
czZe raz wyrsg-
nie, ze vfz%/
w8 wzorach po-
wy%Zs2ych ozns-
czajg WSPOLRIZFT
NE punktu /7 ,

dowolnie na dg-

nem polu obrane

Z Ve - | &0 1,47, o3

Z

] /
Q 2, e rys 792  to skladowe mo-
7 Z %g _ mentuzéz. MO-

HENT,4§ wyobrazedé bjdziemy przaz odpowiedniej diu-
gosci ODCINEK 627; ' nadajachmu stale tski kierunek,
aby UMIESCIWSZY OKO W POCZATKU WSPOLRZBDNYCH i SPO-
GLADAJAC W KIERUNKU ODCINKA, WYOBRAZAJACRGO MOMENT,
WIDAC BYZO OBROT, JAKI SIE STARA WYWOLAC PARA MOMEN-
™0 DANRGO ZAWSZE W KIERUNKU ODWROTRYM DO RUCEU A
STRZALEI ZREGARA. W ten sposdb okreslemy KIERUNEE OD-
CINKA (/)] tworzgcego » dodet:iim kierunkiem osiQr kald,
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Stosowanie sig do powyzszego prawa pozwala g¢i-
§le kazdorazowe wyznaczyé kst X", oraz zasadniczo
unikngé gmatwaniny, ﬁynlkajacej z rozpatrywenia mo-
mentéw dodatnich i ujemnych, wszystkie bowiem, pod2ug
Powyzszego prawiddie wyznaczone momenty mogg byé uwaszs
ne za dodatnie, JAKO JEDNOKIERUNKOWE, to jest nalezg-
Ce do tego samego TYPU OBROTOWEGO. ZAWSZE PRZETO NA-
DAL PISAC BEDZIEKY /g >0, ~—

- Pozostaje nam jeszcze tylko okreélid potozenie
osi ()7 wzgledem osi giéwnych X, 0% kierunek bowiem
tej osi nader waiﬁa odgrywe role w danym wypadku. Ma-
my tu prawo: WSKAZOWKA ZEGARA, LEZACEGO POSRODKU PO-
‘LA TARCZA ZWROCONA W KIERUNKU DODATNIEJ 0SI (2, SPo-
TYKA W SWYM RUCHU NAPRZOD DODATNIA 08 X, A POTEM
DOPIERO DODATNIA 08 O3, ——
| -Ustaliwszy % ten sposdb pojecia zasadnicze, bie--
rzemy pod uwage OBCIAZENIE TYPU /£ zlozone z z%g i
.éz_eily dodatniej lub ujemnej. Dzialanie momentuxéz
mozemy niewgtpliwie zastgpid dziataniem PARY SI¢ ROW-
L NYEH 123 » A RAMIE 7° tej pary, mozemy wyinaczyé z
réwnania /= 2777, . skad: 7= £/ /7. PODWOINY
ZNAK JEST TU KONIECZNY, BO RAMIE LOMENTU, JAKO RDZEN-
NIE DODATNIA WIELKOSC, MUSI BYC ROWNE r——% DLA
/>0, oraz ]‘-——%— DLA /<O , ABY ZAWSZE /V MO~
GLO BYC DODATNIE w mysl tego cosmy wyze] mowlll.

Gdy WYPADKOWA ziz OBCIAZENIA ZEWNETRZNEGO JEST

DODATNIA, & wiec gdy dzisla w kierunku dodatniej osi

WYTRZYMAZOSS MATERJAEOW - ARKUSZ XVIIL.



{ -Df‘c i . g q ¥ 1 T LA
622:wtedy pars zfzaé,/ ,tacunie z bg siig da)e WYPADKOWA
/g ROWNIEZ DODATNI4, & PRIV GZ0NA DO PUNKTU & o wspod-
rzgdnych biegunowyc%ﬁPﬂOhiENlU WODZ@CYM.??&ZQE i KACIE

BIBGUNOWYM ¥ =o+ &,
Natomiast,gdy WYPADKCWA /i’ jest UJEMHA,wtedy pare /Z::

,jak %o uresatg widaé na rys. 191.

‘ﬂﬂé?lacznle z ta sida daje wygbuaowa zii_réwniaz L em-
ng, & priyiozong do punkiu 42 o wsplOirwednyci bieguno-

wych - PROMIENIU WODZ4ACYHM ]”?a@Z:zf; i KLCIE BLEGUROWIE
?0 CX7+-5igL , jak to rowniez widac¢ na rye.l92. Wyni-
ka to bezposrednio 2 oméwien wyzej poczynionych. liechaj
plaszczyzna./j ZAWIERA W SOBIE PARR MOMENTU’j%%.W prie=
cieciu z polem praekroju pdaBzcayzna H OWYLHACZY SLAD

w postaci prostej] AL, prucchodzace] przeu grodek masy
przskroju, & prostopsadie] on oncinka C74¢ vvab;a 26]g06"

albr

zo dany moment. Poniewa? 2awsi

[¢1)

Cb%z/>4? zatem patrzac
na plaszczyzng zz7od strony odcinka mowmentu WIDLINIY J B
GO PARE JAKO PRAWOSKRETNA .

Jedng 2z 8id pery mozemv niewgbpliwie praylozyc do
punktu @ , ABY PRZEC;WuZl&L&&A w;PbLh‘wﬂJ.ig BCIAZEhiA'
ZEWNETRZNEGO. Druge siia pary, jako skierowanu praeciw-
nie,otrayms wobec tego KIERUNEK wYP&ﬂVOHhJ.f? bgdzlie
wWigC jednego % nig Lnaku, & Tamle pary ]”‘*‘*““nSEOZY
SIE Na PROSTEJ AS W POSTACL ODCINKA O&=7" L LWOTZaCceg0
z ODCINKIEM 6%7' Tigl. GDY.&§3>6’,lub tez odcinka
OQ= 7 ,tworzacego z (M KAT 47 ., GDY /<0,jak to
zreszta wyrainie widal na rysunku. W obu wypadk&cn

J“(;AL ENIT PHZTKROJU STANOWIC BUDZIE FOITLYN -
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CZa \Lmﬁ-ﬁ? LODA“”IA, LUB UJEMNA, MIkOSRCNOWQ PRZYLO-
ZONA DO PUNKTU LUB 62 » wspdirzednych bisgunowych
22V71ub)g7/ Wyznaczmy wspddrzedne prestokatus tych
punktow g“/é&fﬂi (7/ /”cfc/z/”d DY /?3>0 wh edy T—//
orez 90 9(*£, a zsatem E{“' 2 Cod, +~£/— ;;;—wk7cz’
ores: ?/—~ O@m/o/+ﬁj Zéé mxia;ndy 258 45; & wte
dy - L oraz { “cx;+zr/f a zatem é?j::
&m;§'L£ —j;f;G 8z J=-— CWQ/hﬂLééyk_égétévCU
Boniouas ponadto niswagtpliwie: Jéyégda’lfyioraz 176%0:
:¢?7 zal | OBU WYPADKACH mamy £= _/V » 7- {?/,69
stgd /4/-32/r, 4¢7 *-éygj ¥ ten ﬁpOSOb otraymuj emy
bezpoérednl wniosek: OBCIAZENIE PRZRKROJU SIk4 DON
PROSTOPADEA, A PRIYLl "fué DO JREGO SRODKA, ORAZ LOMEN-
TEM W PLASZCLZYLZNIE PRZWKROJU LEZACYM, LOZNA ZASTAPIC
ODPOWIEDNIM OBCIAZENIEM S1k4 POJEDYNCZA, ROWW?REGL@'
ROWNA ~OPRZEDZAJACES, A PRZYXLGZONA LIMOSRODOWO DO PEW-

i% PRZEKROJU. Tego

i

i“rzk T.‘f

-l
2

NEGO PUNKTU, LEZACEGO W PLASZLCZ
rodzaju obcigdenie zawsze nadul 2wad bedziemy OBCIAZE-
NIEN MILOSRODOWEM SInig 4 SO, a punkt & praylose-
Nla te] siiy - SRODKIN. WAPREAZIY PRZEKRUJU, PRAYCZEM
62, JaX0 OSRODEK SPROVADZENIA SIk kO%% NIE LEZEC W
PRUGKHOIU. W swczegdliyw wypadku, gdy Jf9‘67 ey g‘—
=7/ =00 - SKODEK NAPRELEN LEZY W PUNKCIE I1EZSKONCLE-
NI1E DALEKIM, & wigc poua przekrojem. Nie nalezy sig
temu dziwié - Lowiem w dan ayw wynadku cbclgZenie stam=
nowi uonent Jﬁ; jedynie, c¢eyli pora sid, kidrg mozemy

riagabriwad iske sile rowng geru dzlalajycs na ramiep

e v
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nieskoticzenie wislkie.

Ostatecznie zatem rozpatrywac bedziemy dwa wy-
padki obcigzenia: OBCIAZENIE Z ores & - kitbre moie-
my zastgpié OBCIAZENISM MIMOSRODOWEM. Rozpatrujemy
przedewszystkiem wypadek.Z7, jeko prosvezy:

§ 7. BADANIE ROZKLADU NAPREZERN W PRZEKROJU
PLASKIM, COBCIAZONYM MOMENTEM, LEZACYM W PRAEKROJU,
sprowadza sig do badania @yiej ustalonego wzoru dla
zz 4x+4’1u— 4“/&%+/Z %0, | APREZENIA NORMAL-
3NEGO wystgpn1acego w punx01e Jécérfﬂ danego pola

/jfodksztaiconego pod jarzmem momentu zé; :

lezace~
g0 W Prizek:roju. —— |
Przedewszystkiem zauwazumy, %Ze dla POCZATKU WSPOL-
RZEDNYCH, tn» jest dla punktu zﬁ@élé/bedzie 5;,:42
Stgd bezposredni:
WNIOSEK PIKRWSZY. NAPREZENIE é LA WARTO8C ZEROWA
DLA SRODKA LASY DANEGO POLA.
Wyznaczajgc z kolei 8rednig wartosé naprezenia ig,
‘mamy g;; ﬁe/J Cﬁ/&u« ./m{ﬁ—/z/%f skgd ZZ =0,
poniewasz L/A;a/u4é%%3 c7 dla nuszych osi giownych
Stgd oczywisty:
WNIOSEK DRUGI. 3REDNIA WARTOSC HAPRELEN {; DANEGO
POLA ZAWSZE JEST ROWNA ZERU.

Dajac naprezeniu ZZ OKRESLONA WARTOSC éig, to

jest inecze]j méwigc, uwazaaac 5; w rownaniu za
wielkos¢ stala, wamy: fﬁé@@gg +«é12_——:}’ zl . Jest

to, jak widzimy, rdéwnanie oxosteJ. ktora zwabé be=-
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dziemy LINJA ROWNEGO NAPREZENIA f; , inaczej méwige,

otrzymujemy réwnanie HIEJSCA GEOMETRYCZNEGO tych
wazystkich punktow Jeééﬂj)fydanego pola /Jf, w kto-
rych naprezenia §§=355 88 Jednakowe. {tgd memy:
WNIOSEK TRZIECI. PUNKTY, W KTORYCH PANUJE NAPREZENIE
éié STALE, LEZ4 WSZYSTKIE NA PROSTRJ, LWANEJ,LINJ

- h »”
ROWNEGC NAPREZENIA gi.f-a

Poniewaz zmiennej {; mozemy nadawaé coraz to

inne wartosci, & kazde] 2z tych wartosci odpowiadaéd

bedzie linja réwnego naprezenia, nachylona ku osi

3 = '/,yd———mo{:ﬂ&‘zg/— =
X pod katem/é? Q%C§2/:7§? -é§- ,prae

to mamy:

WNIOSEK CZWARTY. LINJE ROWNYCH WAPREZEN g; PRZEKRO-
JU, TWORZA ROJ PROSTYCH ROWNOLEGLYCH, NACHYLONYCH
KU GLOWNBJ OSiZBEZWLADNOSCI A" PRZEKROJU POD KATEM
S Eare G/ f G

Rozpetrujgc wyrazenis dla/ﬁ3,widzimy, 26 2?;43

w pierwsze] wierze zalezy od éécﬁf, zatem dla
skrajnych wartosci §50(3q9 i éécxﬁroo ramny odpo-
wiednio 7Zz/0-0 i 2 /F=co stad: |
YNIOSEK PIATY. WACHYLENIE LINJI ROWNYCH NAPREZEN KU
GLOWNEJ 0SI BRZWLADNOSCI (X DANEGO POLA ZALEZY OL
NACHYLENIA LOWENTU KU TES 08I. ROJ JEST ROWNOLEGLY
DO GLOWNEJ 0SI POLA, GDY NA TEJ 0OSI LEZY MOMENT DA-
NY.

Pruypusémy, 2e proste, przynalegZne do roju,

przecinajg o8 O /rys.193/ w punktach 117Z%;,€9{
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Fazdg, z prostych roju zqugiﬂwigngl%, megeuy wobec
I <&

tego wyznacsed ouvists V47ru sAyz niewgtpliwis wur-
LY s gl P i b Ayl 7 4
tog¢ uaprezenie Z, dla puustu £ wyliczona, pancowac
vedzie WIZDLUZ cade] lihii rOwnego uaprezenia. Ta

g e S BB iy e Fee T4 L Mar ]
WOruosc bedzie C .= **ﬁ% f@ W danym np. wypadku,

; -

gdzie najwidocznie] e >0 nujwieksze dodatnig
wartodd ,4ﬂ otrzymemy dla skrajnej linji rdwnego

'y

_;\\A
[

naprgzenia JQ stycans] do przekroju, a n'js.chsz@

weartoad U'ﬁmn@f/gnw dlas skrajne] linji rdéwnego na-

prezenia £, rowniez styczinej do priekreju. Vearto-

sci te wyunaczy odpowiednio UJFEMNA NASN ¢
napregzenia 2 punujycyg wadduz linji skrajnej el
i LODATN1A NAJWIEKS&OAC Z , panujaca wzdiuz lin: s
LE D SAGWLEKD G ‘4.}-1 oy 5 P FEIu g R o C s 4G4UZ L1101
skrujnej ol przekroju. Pomdgdsy Lemi skrujnemi war-

7
tosciawi neprezen, 7, zmienia sie w sposdb linjowy

Jak o tem Bwiadcsy wudr dle Z . Stad mamy niewagtplis

2 ACMN LTty Gy AT TONTT & g R T S,
SZ208TY. L 4RT0SCH Nﬂrnﬁxhﬁiu o LlISNLATS
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nyonscaanie tych skrajnyeh wartedei w kezdym

posLozeguingyin wypacku nie nastrecra Zsdnych trugno-

3 ?z /}'/.b (-);//'L L) i Vo 3 ) ! .
~ T o e 2] T, 0 R o R e [ ko
SRR L ets = v pE BRI O QUCLDKL el
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v COAPALYYWANYI LU WYPHUKU woWs8Le [y ‘Z;,. éf&,

Jako Zu wLrajhe nuorgzsnla By roznyca snakow. zatem

POLE AaWS5L DeisLi CLf WA DWA OBBLZARY TaKilk, 8 WE

VOLYSTRICH PUNKTACH UBBLaRU PLERWSZEGO PAJUI 4 NAPRE-

I'_‘“~1 '

ENIA JEDNEGO LNAKU, W DRUGIM OBSZARZIE — DREZF
NiiA ZNAKU PRZRECIWNEGO, NA CRANICY ZA?.. TYCH 03S%AROW
PANUJA NAPREZENTA ROWHE ZERU. |
Cranicg te otraymeny kizdgce é—’-ﬂ » CO daje -

Jﬁd‘”ﬂ“’ %wja/ 5 d‘/”" . G A8 T 4
_ Liplae /5 VI inay ud V4o ROWNANIE PRO-
o& A+ v 7 X+ = Oy

STREJ, ZuwsaNEJ CSIA OBCJETNG, dlatlego, bo we wseysi-

kich jej punktach panujg napregZenia ZZ =¢ . Warto-

sei JEV=0 czynig zedosd temu rownamu, stgd ma-



my wiec:
WNIOSEK SIODMY. 08 OBCJEINA ZAWSZE PRaPCHODZI
PRZEZ 3RODEK WASY POLA.

Poniewas osg obojetna nalezy do wyZej rozpatry-
wanego roju prostych, przeto pochyla sie ku osi
ﬁjpod kgtem ﬁ—%{’ é/&'/é@‘//, Stad éﬂ—

ééc(’ co dowodzi, ZF OBA WSPOLCZYNNIKI KATOWE
hAJA CARWSZE P SALE ZNAKI, stad:

“HI0SEK OSLY, 08 OROJETNA i ODCINEK KOMENTU LE-
Z4 LAWSZE W TYY SAKYHM IACIE 0SI WoPOLRZLDNYCH.

Tylko co vypowiedziuny wniosek, traci cazkowi-

cie swg wartosd wtedy, @dy moment lezy na Jjednej sz
gidwnych osi bezwladnosci, a wige gdy éé%zf—c7 lub
é;kxﬁ-ao W tym wypadku otrzymuj emy odpowiednio géﬁL
=0 lub é;é/ﬁ?—oo poniewaz zad rdéwnanie linji obo-
Jgtnej, jako prostej, pPrzechodzgqcej przez poczgtek
081 wspdirzednycl mozemy napisad w posta01.)/ufgé;5
zatem w plerwszym wypadku otrzymauy LP/QQ » W dru-
gim J=0 » 8tgd:

~ WNIOSEX DZIEWIATY. GZOWNA 02 POLA STAJE SIE Li-
NJA OBOJETNA, GDY NA NIEJ LEZY MOMENT.

Wyobrazmy sobie biaszczyzne, Przechodzgcy przez

. §rodek masy danego pola, a Prostopadig do odcinka,
¥yobrazajgcego dany moment, Bedzie to niewgtpliwie
piasiczyzng pary sit momentu, W przecigeciu z piasc-
¢zyzng przekroju Piaszczyzna pary momentu wyznaczy

SLAD, % posiaci PROSTES X , ktérg 0SI4 sin LOLEN-
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TU lub wprost 0514 8I% zwaé bedziemy. Poniewaz o8 sit
jest prostopadia do odcinka.momentu, a zatem géTc77:
jaki O3 SIL TWORZY  0SI4 QI JEST 7'=cr+-Z. Stad:
QZQ%/échﬂg é&%ZEzX&WZ:Réwngnie 08l obojetnej po wpro-
wadzeniu dot kataéZP otrzyma posted é%&iizr¥§§ﬁ%§bécz

Stad, zwazywszy, ze e}/;uxgéééﬂ méhy réwnﬁnie:
q{c%5(§§£?5237@=6% vzalezniajgce wspbiczynnik kierun-
kowy osi sit od wspélczynnika.kierunkowego.osi obojet-
nej} Dowodzi ono, zZe 08 obojetna i os si to dwie 8prze
zone srednice srodkowej elipsy bezwiadnosci prszekroju.
Stgd:
WWIOSEK DZIESIATY. 08 OBOJEINA 1 03 SI& DANEGO POLA OD-
KSZTALCONEGO POD JARZMEN LOLENTU, LEZ@CEGO W POLU, STx
NOWIA PARE 0SI SPRZEZONYCH SRODKOWEJ RELIPSY BEZWLADNO-
3CI TEGO POLA.

Stgd Zstwy sposéb budowania osi obojetnej. VW sa~
mej rzeczy, niech prosta 27 bedzie dang osig sil,
prostopadig do odcinka CZ?g momentu i pochylong ku osi
'gkéwnejéZZﬂpod katem&Z*. 0dtdzuy na czg8ci dodatniej

ﬁ%&%.?&%ﬁ lub ujemnej osi X BRY-
‘ POSREDNIO ZA 0% LEZACE]
odcinek 624==%{-. Budu-

A gz A jac w punkcie 4 prosto-
5 0/ /3 paddg ABLOX vt do
D4 y el o (o A
— przecigcia sig z osig
A 0O sit 02 w punkcie 5
Vi B 2 4B _AB.
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2 kolei nu osi Czl”odk&adamy oucinek 6%7144? TEGO SA-
MEGO UNAKU €0 i 48, s wteay budujge 2 yuunuuC?OMHu-
legle do osi AV odoinek 627=a4( SKIEROWANY W SThouE
ODCINKA'<7/b, prowadzimy prosts @47, przechodszaca
nrzéz.l7. Prosta ta bedzie mzukang osiz obojgting prys-
Kroju. Latwo to udowodnid. Kgt pochylenia zhudcwamuj
tylko co osi 'CZQ? ceyni zedosé rownaniu 3@£ﬁ~——

zé%,st¢d LWELYWBZY, Z& L%ty/ﬁgi&;*’lﬁﬁf ZeWELE W lhe
nych dwiartkeach wmamy ééV?é%/V Zé? ZxA/QIAVXZ“Mq c8ta-
tecznie: Q/rﬂy(éyﬁi%)Vc7 co nalezadic udowodnic. Z kolei
rozpacrujemy WYPADY K”z£7 obcigzenia preekroju; obclg-
zenie to zawsze deje sig sprowadzid de OBCIAZENIA MIMG
SRODOWEGO. W tym celu wyznaczamy %SPOLRLEDNE SRODKA ne
prezen 6?/5',7/"/ W postaci g -zf /4‘/) okredla-
my stad -;/jV,=/fZ’g i=F7, i podstavieny we wiér dle
naprezenia normalnego, wyze) wyprowadsony. Olrzymujemwy
w ten sposdb WZIOR ZASALWICZY DLA 27 ;fj%fi;jay¥:é§::
= Z:X Z - A 2 %)

4?2/' »Z#+Z/ NAPRELEN1A NORMALNEGO.

§ 7. BADANIE ROZK#ADU IAPPg"x W PRZEVRCIU PLAD-

KIM, OBCIAZONYM KILOSRODOWO.

&‘\'\

X

Niech wigc ukiad sid oaks;taiuaj@cych deny PRZLE=-
KROJ cayli POLE,S/rys.195/ sprowadza sie do wypadio-
we /Z: , dzlalajycej w punkcie 62(2?47)04 1i SRODKU
APREZEN, prestopadle do pola.

W dowolnym punkcis 44Z7/f7/uepo pole powstaja na-

cf /Z xtore tu zbadacd
nalezy. Przsdewszysikiem umuwa@&my, ze dla poczgtku

prezenia normalne Z;:JP
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wepdirzednych, to jest ala punkiu U)OQ/ﬂ&my é;‘z

Stad vezposdredni:

WNICSTK yl,n‘njio’xﬁ?H@Z¢NI£:;§ , PANUJACE W SRODKU
¥ASY POLA,JEST NIRZALEZNE 0D POLOZENIA SRODKA WAPREZZN
I ROWNA SIE SILE, PRAYLOLONEJ DO SRODKA NAPRYZEN, DZIE-

LONEJ FRZIEZ PCLE PBZBIPuJ,.

Ey;naczajqc 2 kolei srednig wartoddé “Sﬁreieniazz

W postaci V///aﬁf‘ngfi/ﬁwﬁf%yé' i;wﬁﬁuuz ymuj emy

4? fS; poniewan% dla naszych osli giownych catkl

‘j//dl/f.ﬁg{f ) St&\....

N10SEX DRUGI. SREDNI4 WARTOSO NAPREZEN . DANEGO PO-

zZ

LA JEST NIRZALEZNA OD POLOZENIA SRODKA NAPGREZEN I ROW-
NA SIE NAPREZENIU PANUJ ACEMU W 3RODKU MASY POLA.

Dajgc napreieniu<£ pewng okreélong STALA wartosé

¢£ to jesl lnacze] moéwige, uW&ZaJ&C ZZ % rownaniu ze

wiolkosé stulg, mamy: _z&']7?/3i’+gz—w‘4i/7Jest to, jak
widzimy, ROWNANIE PROSTEJ, nborq swa¢ bedziemy LINJA
ROWNEGO NAPREZENIA inaczej méwige otrazymujemy rowna-
nie MIEJSCA GROMETRYCLZ HFFO tych wszystkich punktiw
/7Z?J§Qo“p¢urdeda zo pola, w ktdérych napresenis Z? é;
g5 jednakows. Btad:
WNIOSEK TRZECI. PUNKTY, W KTORYCH PANUJE PEWNE NAPRE-
ZENIE 7 STALE, LEZA WS4YSTKIE NA PROSTEJS, ZWANEJ LIN-
¥

J& TROWNEGO NWAPRBIRJIA Z .

Poniewas 2m1bnner¥ mozemy nadawac coraz to inne
wartosci, a kazdej z tych wartosci odpowiadac bedzie
[}

linia réwnego naprezenia, nagnylona ku osi &food kg~

e,
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— -—-_%_" 7 Yoz 0\ 1 3
t.emﬁ Mcé@éz—/pueto otraymujemy:
WNIOSEK CZWARTY, LINJE ROWNYCH NAPREZ'EN DANEGO POLA TWO-
R4 ROJ PROSTYCH ROWNOLEGEYCH, WACHYLONYCHE KU GZOWNEJ
0SI BEZWLADNOSCI QX PRZEKROJU POD KATEM /J':Jwéé/%—g—/;

L
Rozpatrujgc wyrazenie dlaﬁ widzimy, Ze ;éﬁ w

pierwsze) mierze zalezy od stosunku wspéirzednych Z @ Z
srodka naprezen. Gdy Z=0, é/5’=0,oraz gdy 7=0, ?%:OO.
Stgd mamy: :

WNIOSEK PIATY. NACHYLENIE LINJI ROWNYCH NAPREZEN KU
CLOWNEJS 0SI BEZWEADNOSCI 2% DANEGO POLA ZALEZY CD PO-
LOZENIA SRODKA NAPREZEN Na Tik POLU. ROJ JEST PROSTOPA-
DLY DO GLOWNEJ 08I BREZWLADNOSCI PRZEKROJU, GDY SRODEK
NAPREZEN LEZY NA TEJ 08I. ‘

Przypusémy, %e proste, przynaleine do roju przeci-
najg os 2L x punktach /%, 2 Kazdg 2z prostych 4,
4,1;,4 roju mozemy wobec tego wyznaczaé od-
cieta.e/.}; punktu /Ygd;yz' oczywiscle wartosdé naprezenia
Z; dle tego punktu wyliczona, psanowaé bedzie wzdiuz
cade) .1inji rdéwnego naprezenia.
Ta .wartoéé bedzie £=/20 1 +Z widzimy wi
© ze “lglof YF T S/ Y wiec,
2e 2mlenia sieg ona linjowo wraz z)‘(,.,’. ¥ denym np. wypad
ku, zakladal‘jac‘ f)ojaf(g najwi_r;kszoécia, bedzie war-
WYKAZANA DLA LINJI 4) styczne] do
pola, a najdalej posunietej w strong uj emnych «X, to

to8¢ naprezenia éj

Jest majgcej nsjuniejsze 9/1;.11:] emne. Najwipkszoscig za-
tem bedzise é,z—i/-f/f;y */—?fa za8 wartosdé ZZ =

z

=*’Z/Q;—g-‘/§;(+§{'_/, wyliezona dla linji stycanej do pola;



& posiadajgcej najwigksug wartosé ug;dodatnia - bedzie
najmniejszoécig. Stad mamy niewgtpliwy:

WNIOSEK SZ0OSTY. WARTOSCI NAPREZENIAzi ZLIENIATA SIT CIg-

GLE I OCZYWIACIE LINIJNIE W GRANICACH 3CISLE OKRESLONYG
DLA DANEGO POLA. ,
Wyznaczenie tych skrajnych wartosci w kazdym po-

szczegdlnym wypadku nie nastrecza zadnych trudnosci.



- «bg =
Geometrycaznie naprezenie éi przedetawié mogna, jako od-
cinki zﬂZf‘ store otroyumamy wykresliwszy prostg ;;”:

D S T o ook O LTS R TR S s
- Zé—./}:f'kT/. mhagne Wal'tosCcl %y o Z/Z//" Qg 4 a.K.LéiJI&G

s

warvosci nuprezenl zarezem. Przy danew poloieniu srodke

naprezefi w polu, o jest priy danej IARZE WARTOSCIéi;Z
; e Q-7 - A

moze sie okazad, ze: Z~ é;;i}>653ax L0 my M1i€)BCO na&

rys.195. Z kolei moze byé £~ é;;cﬁ,jak to widzimy na

el
(24
rys.196, wreszcie J é;,;i<fc>, jak to wskauuje rys.l197.

W plerwszyw w,padku we wswystkich punktach nasze-
g0 pola penujg naprezenia jednego znaku, meamy tu wigc
do czynienia z ukiadem naprezen li tylko dodatnich,lub
li tylko ujemnych.—-—

W odrugl.z wypadku we wszystkich punktach naszego
pola puanujg naprezenia jednego znéku, to jest mamy tu
réowniez do czyniehia 42 ukladem neprezen li tvylko dodat-
nicn, lub 1i tylko ujemnych, z2e wyjgtkiem Joednej tylko
gromady punktdéw pola /lub te pojedyriczego punktu/, le-
zgeych no jednej z dwdch skrajnych linji rownego napre-
zenia, preynalesnej do napresonis Zé T LT

W trzecim znow wypadku pole dzieli sie ns dwa ob-
gzary takie, %e we wszystkich punkvach D1ErwWs846Z0 0b-
8Z2aYu paulujyq naprezenia jednego znaku, w drugim obsza-
rze¢ - .spregenis sdeku przeciwnego, na granicy zad
tych cwoeh obszerdw penujg naprezenia réwne zeru. Stgd
mamy: ' |
WNIOSEK SIODMY. NAJWIEKSZ03Z T NAJLNIRIRZOSC KAPREZEN

Z DENTGO POLA CALKOWICTR OKRPALAJA ROZILAD 1:DRESEN

7 ¥
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Tylko co wypowiedziany wniosek traci swa wartosé
w tyw suczegdlnym wypadku, kiedy érodek napregen lezy
w Srodku wasy przekroju, to jest kiedy obcigzenie BLaj®
slg srodkowem. Wypadek ten, jako xgazpatrywany # teorji
rozciggania 1 écigkania, mozemy catkowicie pomingé.
ISPOELKZEDNE %i ? ARODKA NAPREZEN NIE MOGA WIEC ROWNAC
SIE 4BRU ROWNOCZESNIE. ——

Wyze] wsporniang CRANICE régnoiuiennych obszardw
napresen otrZymamy,kladac w rownaniu éFWZ co daje
é%éfk2¥{+;§i:¢9ﬁ~ROWNANIE PROSTEJ, zwanej LINJA OBOJETI-
Hi ¢la teso, Ze we wszystkich jej punktach panuje napre-
ianieé}él Poniewag wartesci AN=#=0 nie czynig zadosé
temu réwneniu, przeto otrazymujemy:

YNIOSEK OSMY. T.INJA OBOJETNA NIE MOZ2 PRZECHODZIC PRIEZ
SRODEK POLA.

Oznaczmy pProstg roju wyzej rozpatrywanego, przyna-
lesng do wartoscl é=0 Przez LZ,. Redzie to LINJA 0BOJ &
vA /rys.l95/. Przscina ona osie wspoirzednych odpowied-
nio w punktach C% 1167 odlegtych od pocsatku osi
wspddrzednych o tzf i,lg . Odecinki V{: iuzr otrzywuje-
my czynigd Y=o iu1;67w rdwnaniu 1inji obojetnej. Stad
U%:::§%% i ¢Q{E=—£%%; . Wspddrzgine E??7 i vag;z’ 84
vawsze ROWIYCH ZNAKOW, stad mary:

WNIOSEK DZIEWIATY. LINJA OBOJETNA PRZECINA BO¥1
KATA 0SI WSPOZRZEDNYCH W IRRZCHOLKOWO PRZECIFVLEGLEGO KA-
TOWI TYCHZE 08I, W KTORYM LEZY SRODEK NAPREZEN.
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Tylko co otrzymene wzory dajg 5—— 7 e%,;
Stgd tatwy sposéb wykreslania wspolrzgdnych _%’, 7 ma-
10 zresztg uzywany w praktyce.

Ten wniosek traci zupeinie swag wartosé, gdy éro-
dek naprezen lezy na Jjednej z gidwnych 081 bezwladno-
sci. Wtedy bowiem g &, albo 7 O . W pierwszym wypad-
ku rownaf;:eglln,]l obojetnej, bedzie: Q—{?%—%——:O '8 W
o +~§——0' % samego ksztaitu tych réwnan wy-
nika nastepujacy:

WNIOSEK DZIESIATY;'LINJA OBOJETNA JEST PROSTOPAD-
LA DO GLOWNEJ 0SI BEZWZADNOSCI, GDY NA TEJ OSI LEZY
SRODEK NAPREZEN. '

Aby udowednié jeszcze jedng nader wazng wiaenosé

drugim:

linji obojetnej, prowadzimy prostg O ,/rys.195/
przechodzgcg przez $rodek naprezern & i poczgtek wspok
rzédnych O . Te prosta 0OSIA SILY 4, » lub wprost"ogy
£I4" zwaé bedziemy. |

Rozpatrujemy ponadto linje réwnego napreéeniaé,_
przechodzgcg przez Brodek masy przekroju, oraz linje
obojetng .Zo » ktdrg przypuszczamy lezgcg w przekroju
lub styczng don. Obie te prosté‘, jakb nalezgce. do fe-
g0 samego roju, 84 niewatpliwie réwnolegie, obie po-
chylajg sie ku osi QX pod ka’oemﬁ =wic ?/0/0'/
Jak to zresztg widzielidmy juz wyzej, Niech bedz1e
jek dawniej kgt biegunowy ;p §rodka naprezen & ,7)
Poniewaz niewgtpliwie ’é}’ zatem, wobec 4/3597-'5,

mamyC’/%éﬂé/* > ,co dowodzi, e preste 02 i C4—



to dwie sprzezone osie elipsy bezwladnodci przekroju,
ktéra myslowo budujemy ze drodka () jeko Srodka wspd2-
rzednych. Stad: ;

WNIOSEK JEDENASTY. 08 DANEJ WORLALNZJ SIZY,ODKSZTH:
CAJACEJ POLE LIMOSRODOWO, I 08 ROWNOLEGLA DO LINJI OBO-
JETHES —~ STAKOWI PARE- 0SI. SPRZ BZONYCH FLIPSY BEZWLADNO-
3CI. PRZEKROJU.

Mozemy wiec budowaé linje obojeing wediug dane]
osi sil, w.sposdéb wskazany w ustepie poprzedzajacym.
Nieco trudniej wyznacza sig s$rodek naprezén, przynalez-
ny do danej linji obojetnej. Najpredzej daje sig to
uskutecznié rachunkowo w sposéb nastgpujgcy. Weimy na
denej linji obojetnej Z;>/rys.195/ dowolny punkt_/?%%)ﬁ
Réwnanie linji obojetnej, przez ten punkt przechodzacea
bedzle .}/7 m/./l’—./yczyll m.X‘Y+/7 Xkl gdeie 778=

5%/3 Tylko co wypisane réwnanie rézni sig postacig
jedynie -od réwnania zwykiego -—1J-+AZD7¥ ¢ Soldngn
obOJetneg. a wiec wspolczynnlkf];bu %gch ;f:;aﬁ toZsame
dciowych winny byé proporcjonalne, to jest czynié win-
ny zadosé rdéwnsniom Z?/C? --4//22;11?0%929</7z kt6-
rych otrzymujemy bezposrednio wzcry zﬁU/%Z‘Aﬁak z7Aﬂ

——@/'ASA%@AM{/“JUnaczance wapdirzedne $rodka napre-
zeYi, przynaleinego do danej linji obojetnej.

Poniewa miedzy wspdirzednemi obranego punktu
i wspétrzednemi jakiegokolwiek innego punktu Zfﬁ/,)/le
%gcego réwniez na linji cbojetnej, zachodzi zwigzek

?* 772.X—-y—-m.x , przeto wmozemy wypow:.edzxec naeste-

WYTRZYMALOSC MATERJALOW - ARKUSZ XIX.



pujgcy:

WNIOSEK DWUNASTY. WSPOLRZEDWE SRODKA NAPREZEN, PRZY
NALEZNEGO DO DANEJ LINJI OBOJETNEJ, }0GA BYC WYRAZONE
W FUNKCJI WSPO4LRLEDNYCH JAKIEGOKOLWIRK PUNKTU, LEZACEGO
NA LINJI OBOJETNEJ ORAZ JEJ WSPOLCZYNNIKA KATOWEGO.

Pozumowsnie powyzsse sbtosuje sie do wszelkiego /72
skoriczonego, gdy jeduak linja obojgtna jest rdwnolegia
do osi OV , wtedy #2=co, s rdéwnanie tej linji obojet-
neJ, nrzez punkt z?ﬂ%ﬁ/p;zechodaaceg bedzie vlﬂth9 wa-'
runki proporcjonalnosci wspdtczynnikéw bedg tu jf/sfjj
=02 5;5]‘:““*'/<¢;4/: skad otrzymujemy bezposrednlo
wzory % =-of:SX, 770, okreslujace polozenie $rodka na-
prezerh dla danego poszczegdlnego wypadku, kiedy /Z=ceo.
Wyniki powyzsze mozZna réwn%ez ot}zymaé bezposrednio,kia

dgc /2=co we wzorach ogélnych'

/Y/w i ﬂ/ 57 /f/y-m%

Styd:WNIOSEK TRZYNASTY. W4ORY DLA WSPOLRZEDNYCHE SRODKA
NAPREZEN NIE TRACA SWEJ WARTOSCI WAWET I DLA /7Z=co ~

Teraz, kiedysmy juz udowodnili zupeing ogdlnosé
wzorow wyzej wyprowadzonych, pfzypuéémy, ze nieskoinczo-
na ilodé linji obojetnych przechodzi przez dany punkt
/ﬁ&ﬁj%?’przekroju. Kaezdej z tych linji obojetnych,a ra-
czej kazdej poszczegdlnej wartosdci wepbiczynnika /7Z we
wzorach odpowiada pewien okreglony é;odek naprezen; ze-
spét tych wezystkich punktdw tworzy miejsce geometrycz-

ne srodkéw neprezen, odpowiadajacych rdznym wartodciom
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kgtowego wspdiczynnika 772 . 7 tatwoscig znajdziemy réw-
nanle tego geometrycznego miejsce, ruguJ ac /72 * rownan

dle g i77 . W tym celu mnozymy % przez./r 8. ? przez :
Z . 772 S
z: ,co daje: o’ &”?HMLp”@f AY = Dodajgc, mamy:
X, 772X !
+41-____iiskad-—--i¥+- Tg drogg otrzymujemy
o of o1y g g TS Jyx}
wiec rownanle prostej tworu¢ueg kgt & a%z§§ a’.X/" coig

OX stgd bezposredni: ;

WNIOSEK CLTIRNASTY. NIESYOVCZONEJ 1L03CI LINJI OBO-
JETNYCH, PRZECHODZ4CYCH PRZEZ DANY PUNKT POLA, ODPOWLA-
DA NIESKONCZONA ILOSC SRODKOW IAPREZEN, TWORZACYCH LI -
NJE PROSTA, CZYLI GROMETRYCZNE MIEJSCE SRODKOW NAPREZEN,
ODPOWIADAJ ACYCH ROZNYM WARTOSCIOM WSPOLCZYNNIKA KATOWE-
G0 POSZCZECOLNYCH LINJI OBOJETNYCH, PRZECHODZACYCH PRIEZ
DANY PUNKT.

Delsze wiasnosci linji obojetnych poznamy rozpatru
jac tak zwany:

$ 8. RDZEN PRZEKROJU. Niechaj w uktadzie gidwnych
osi'lll;c9)f danego przekroju czyli POLA AS’/rys.lQB/
réwnenie ALy~ RYS. 198.
=0 WVWYINACZA
WYPUKLA KRZY-
WA bez punktiw

- osobliwych,sta-

Bowigca OBWOD

naszego pola.

-Przypuéémy.ze

linja obojetna



L2
Jest BSTYCZNA 7" obwodu w petrym jege punkcis z?%kgyl
W danym éypadkdhwspélrzgdne $rodks naprezerl éZ@EgZprzy-

naleznego dollinji dbojgtnaj 2 bedg odpowiednio:
2 2 ; \ ¥
5:%—;—;—; 7__7:: Sy/fj 27 }
Syy) | Sl

bowiem tutaj wepélczynnik katowy danej linji obojetnej

LT wyzﬁaczy sie z réwnania obwodu pola, jako
ﬁ : e r374

pochodna jﬁf:y’:?ﬁ—"—/?z w postaci: y%——-%.—u
Rozpatrzmy caty ukiad linji ohoj gtnych 2 ,t‘ﬁ’orz&-
cych réj stycznych obwodu danego pola..}_{aidq z prostych
tego rbju w zupednosci okreslajg wépélrzedne uﬁy punk
tu sf.y’ozrios’ci /y,oraz wspéteaynnik kgtowy, to jest
wartosé pochodnej y/_dla punktu %/d;'f/ Do kazdej i
nji obojetnej - stycanej obwodu,przynalaﬁy‘pewieln okre
§lony $rodek hépre'éez’n, bo krzyws obwodu, ‘jak to ﬁynika
Z .8amego ZaIOZGﬁia—punktéw osobliwych nie posisda,kaz-
dej wigc parze wartodci .X,'y czynigcej zadogd réwnaniq
/i///"’,'y/=0' odpowiada pewna wartosé pochodne] y’,a co
za tem idzie i éc?éle okreslona para wartosci g,?
wepdirzednych odpowiedniego drodka napreszefi. Geome ~
trycznym miejscem wszystkich tych drodkéw naprezer be~
dzie krzywa_RDZENIEM PRZEKROJU danego zwana., |
Réwnanie rdzenia olrzymamy, wyznaczajac z réwnaf
okreélajacych £ i 77 - LUIENNE ALY W funkeji £,77 ,to
Jest wyznaczajgc z réwnan _g=/Jyl/j//7—xy/, 7:
=—.<{-’,«f/y-xy2wspélrzedne‘ J:;ﬂ@";%;/——%/j?/l podsta-
wiajgc je w rownanie obwodu. Ta drogg otrzymamy réwna-

. nie ﬁ/}?}zy =/§:’/§:7/=0_ rdzenia naszego pola.



1§tnieé eno bedzie zawsze,o ile tylke kxrzywa obwodu
bedzie ciagla, bez punktdw osobliwychi: Stad: »

WNIOSEK PIERWSZY. UKLADOWI LINJI OBbJETNXCH,yTWO-
RZACYCH ROJ STYCZNYCH CBWODU DANEGO POLA, ZAWSZE QDPO-
WIADA PEWNA SCISLE OKRESLONA KRZYWA - TAK ZWANY RDZEN
PROEKROJU, CZYLI GROMBTRYCZNE MIRJSCE SRODKOW.NAPRE-
'1ZEN PRZYNALEZNYCH DO POSZCZEGOLNYCH LINJI OBOJETNYCH
- STYCZNYCH DO. OBWODU POL

Wezmy pod uwage J8K1k01W‘ek punkt é&@?&yrdzenla
danego pole /rys.l98/ .przynalezny. do linji obojgtnej

fﬂ, stycznej do obwodu denego pola w pewnym okreslo-
nym punkcie zéﬁff?/ PUNKTY & izﬂ7 w ten sposéb wy -~
znaczone zowiemy ODPOWIEDNILI.

Oznaczmy Przesz . &l - KAT, JAKI TWORZY z. osig QX
STY.CZNA RDZ'NIA, PRZFFHODZQCA-“?ZEZ PUNKT & . Réz-
niczkujgec, znajdziemy ze wzordw dla éf %7
| c/g'—-‘/ y/%—f// 2ty e oy el

;7 g e Zog )% ¢
%, &fxgér__ e{ urq”aér
i AY ’@y.x /3’ (y VS 7

Stad memy bezpesrednio: @ = 5¥; h
i mozemy wypowiedzied: 7 7¢ ? O{ V

WNIOSEK DRUGI. WSPOLCZYNNIK K§TOWY 8TYCZNEJ RDZEB-
-NIA DANEGO POLA, PRZECHODZACEJ PRZEZ . DANY  SRODEK NA-
PREZEN, LEZACY NA RUZENIU, JEST FUNKCJA WSPOZRZEDNYCH-
ODPOWIRDNIEGO PUHKTH NA OBWODZIE.

7 kolei ognaczmy przes Z* 4T, JAKI PROKIEN WO-
D5A01 CZ$7 /rja,198/ THORZY z Oul& O X . Poniewag

yx.?ﬂ zatem wobec 7 éé)- STHEN0Y: ~/+/?z9?a) 0»




- 294 -
co dowodzi, 3e promien wodzacy 62715@ le2y ne gredni-

cy elipsy bezwtadnoseci naszego pola, sprizgzonej kie-
runkowo ze drednics, rownolegtg do stycunej rdzenia
pola. Stad:

WNIOSEK TRZECI. STYCZNA RDZENIA, PRZECHODZ ACA
PRZEZ DANY SRODEK NAPREZER, JEST ROWNOLEGLA DO SREDNI-
CY CENTRALNEJ ELIPSY BEZW#ADNOSCI DANEGO POLA, SPRZE-
ZONEJ IE SREDNICA, PRZECINATACA OBWOD POLA W PUNKCIE
ODPOWIEDNIM.

Dzielgc wzory dla Z i 7 » otrzymujemy 7= ?ﬁ—
-0;25. Poniewas kat biegunowy érodka naprezen czyni

zadosé réwnaniu f;}a—gr zatem mamy bezposrednio: of +
+a/§%A?é;>99 O , stagd obrzymujemy zupeinie w podob-
ny 8p080b;
WNIOSEK CZWARTY; STYCZNA OBWODU JEST ROWNOLEGLA
DO SREDNICY ELIPSY BEZWELADNOSCI POLA, SPRZBZONKJ ZE
SREDNICA, PRZECHODZACA PRZRZ PRZYNALEZNY DO DANTJ
STYCZNES SRODEX NAPREZRN. |
Widzimy tu uderzajgce podobieiistwo ostatnich dwuh

wnioskéw - nie Jjest ono przypsdkowe. Aby to udowodnid
okreslamy z réwnania dla ;7 - dwumian ?LVGV —Uf,&%%“”
Stgd y—x 7/!"‘“‘7/-—-"(/-/&5/7 Wysej widzielidmy,
Ze 7 “——*— iXordz y g;zatem —gZAS/?-—
—7//—-—y/_ /{ ?'7‘%? i os‘oatecznle mamy
stad 7=—o/ﬁ’/7 f?/"“

Poniewaz dalej . =-— _’L77 zatem ./r-cfy ,‘5’/7-—57/”

Tylko co otrzymene wzory pozwalajg ustalid:



WNIOSEK PIATY. POMIEDZY SRODKIEM JAPREZEN, LEZ4-
CYM NA RDZENIU POLA, A PUNKTEM ODPOWIEDKIM OBWODU ZA-
CHODZI WZAJRMNOS(. POLEGAJACA NA TEM, IZ WSPOLRZEDNE
PTERWSZEGO WYRAZAJA SIZ W FUNKCJI WSPOLRZEDNYCH DRUGIZ-
G0 TAK, JAK WSPOLRZEDNE DRUGIEGO WYRAZAJA SIE PRLEZ
7SPOLRZEDNE PIRRWSZEGO.

Tem sie objadnia podobierstwo dwuch wnioskow po-
przedzajgcych. Siega ono znacznie dalej nawet. Rownanie
stycznej w punkcie éQ/g;&Y rdzenia danego pola jest
niewgtpliwie /51—?/::7’,/_7—5/, gdazle ,E:E , oznaczajg

biezace wspoirzedne stycznej. Wobec tego, 2e %723%5?;}
malny .27467:-E%£g£/ﬁf7"f§/. Ponadto niewgtpliwie:
et o X ok Iy’ __,
S S TR AR AR S e
SKQd: ‘:"x,a-._é{%f._-{-—:o.,-\»,
o "ol TE

Otrzyméne réwnanie stycznej rdzenia niczem sig nie rdz

ni od réwnania linji obojetnej PRZYNALRZNEJ DO SRODKA
NAPREZEN .z?ﬂékgz/. lezacego na obwodzie pola. Stad:
WNTOSEK SZ08TY. LINJA OBOJETNA, PBZYN&LEZNA DO Di
NEGO SPODKA ﬂAPREZEN, LEZACEGO NA OBWODZIE POLA, STA-
NOWI STYCZNA RDZENIA TEGO PCLA W PUNKCIE ODPOWIEDLIM.

I w tym wniosku widziny wzajemnosé zachodzacg po-

miedzy rdzeniem & obwodem denego pola. Wyzej otrzymu-
ne wzory dla ¢?;/ peewalajg datwo wyznaczy¢é rownanie
rdzeniu. Miechaj jak dawniej rownanie zﬁk%gpéa?wyzna-
nze obwéd danego pola. Podstawiajge w nie wartosci

3L : /)= =—a/ o - .,=
./\"_of%’./j'//?—j’?/—y, ?" ‘J"‘Sf/? g’Z/ Wy

otrzymujemy réwnanie rézniczkowe ./ﬁ%%!{7=17 szawiera-
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jace é% 72’,kt6remu, oczywidcie, winno CZYNIC %AD0SC
POWﬁANIE RDZENIA, jako jedna z calek. Aby jg otrz,maé

uzyjmy SPOSOBU CALKOWANIA PRIEZ ROZNICZKOWANIE. W tyio
celu wyznaczemy pochodne ‘/fjg_f.’_”_”z Srdl c/g/ejw/’.

LEG W) _ QUF o | D o QU 212-30) -l lpt 377, AL
TE s T oE D f /7 ~37)? t S

Tp=Ept_ Qo gy’ U o Uf &
750w S /7-572/'3 oS /7-577’*’ W //—w" WS (- fy//f
AR M, Q& e y-Bp'rEy’ ‘r)/i’af = a/d’/ )
'87 ‘bv?} oY% {Dy v /S' /,7 EyR T ow,S /?_;71/3 f
Stad ostatecznie: "/ﬁ/‘?’” %ji//yyy7 a Aatem

7/”:0, co daje 7= —~

Calka ogdélne rdéwnania 16Zniczkowego K72 w0 po- ¢
siade zatem postad K/ —fa) ,5'/ gczj/ O, skga osta -
tecuznie, rozwigzujgc wzgledem /7/—?&’/ ey 77- Za = é

bo wlasciwie mdéwigc tylko co-otrzymane réwnanie ma w

rueczywistosci tylko jedna niewiadoms 7—?62 . W teén
Bposdb znaleziona catka ogdlna 7*§d=é wyreze oczy
widcie ROJ PROSTYCH, w ktdrem stele calkowanie ¢Z i
é odgrywaja role paranetrow, _

Z fatwoscia wozemy zded sobie SpT&W@,IZG roj ten
stanowi UKzAD STYCZNYCH RDA.NIAH W samej rzeczy funk-
cja ]i/./ryj steje sie zerem tylko i wylgcznie dla
wspoirzednych J; punktdéw,. lezgcych na obwedzie po-
~le poniewsz zad manmy 15//?/}1/:0 brzeto koniecznie mu-
szq zachodzié rdéwnodci .r=zr= a/a’ ,Jy/f &a/), orsz
7.—:}/’-— J J/y—g&/ skad mamy bezpodrednio 7-Za=

s =, 1 ostatecznle

¥
7—ga-é=7+%§5+/§;*0 [ ¥y zatemfz
4




fﬁ?- o . Ogolna caikg roupeirywanego, rowpanla réznicz-

SX

kowego jest wiec rdéwnanie: ———wféggivis,_c7 wyrazasg
ce ROJ STYCZNYCH RDZENIA; w réwneniu tym =15 i, 2%
wspdirzednymi biezgcemi, a zmienna I odgrywa role pu
rametru, zmieniajgcego sig¢ nagle w pewnych,~éciéle
okreslonych granicach wraz z ;V » zaleznym od X na
4e8ads1e rownan;a /fZ}}QLC’ W ten sposodb, otrzymanc
réwnanie jest tozsemosciows 2 wyprowadzonym wyzej ROW
NANIEM STYCZNEJ RDZEWIA. Poniewas wiec réwnanie same-
&0 rdzenia nie daje sig otrzymad z calki ogdlnej row-
nania ,47%;hgﬂw9' DROGA ZIIANY STAZLEJ CALKOWANIA, a
mimo to jednak czynid musi mu zado8é, przeto ROWNA-
NIE RDZENIA OTRZYMAMY JAKO CALKE OSOBLIWA, RUGUJQC.y’

4 ROWNAN /{//&;W’/—‘-‘O, o0resz CD‘/{/;”W @.-, . co de szukane
ROWNANIE ZY%,7/)=0 RDIENIA DANEGO POLA.

Ty samg drogg rownieZ otrzymujery ROWNANIE OWI-
JAJACEJ KOJU PROSTYCH 7,—?(:5 , ktére to proste na
<8Bgdzie wniosku széstago. mozemy uwazad za LINJE OBQ
JETNE, PRZYNALE SZNE DO oRODKOU WAPREZEN LEZACYCH N4
OBWODZIE POLA. Styd mamy:

. WNIOSEK SIODMY..RDZEN DANEGO:POLA STANOWI OWIJA~
JACA ROJU LINJI OBOJETNYCH, PRZYNALEZNYCH DO SRODKOW
NAPREZEN, LEZACYCH NA OBWODZIE POLA.

- Podany tylko co 8pasdb wysznaczania rdzenie 82Yb-

Crej prowadzi sazwycza] do celu. W samej. rzeczy,szu-
K&Jm& naprzykiad réwnania rdzenia danego pola; ktdre-

€0 0bwdg wyrazqable@rqwnanlem drugisgo stopnia
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/%Y‘y/— aux +.4"5.X7+Cy +,¢"9x+f/"fyf7—0 Kiadac w tem

réwnaniu =2, y=5" i unoiac je prues ,5"/7 gy/*

otrzymujemy A7z /=7 -l =0, gdzie 177—62972

205 §+qS %%, M= éo/?/ 9,5?%7 *h o § +7f5"°§7

4FL-Co}? 4?&5@/?7 +;?5J7 . Pozatem réiznicz-

kujac bezpodrednic mamy: 9/'(.’/;};/’/4%/» ~4 =0, 8kad :
2 gl gl

Zatem rownanie rdzenia bedule.xi??;&d—uﬂéafzij
-2/ N+ 7P = /?—4/’/‘3/)/,0 i ostatecznie :
NERNESEY L 7/3’ AL 1% Y5745 10 g0)y
M;;ye; G /J(;/g%/- 28y +eX/g léiac)=0

Otrzymany tutaj wzdr pozwale wypowiedzied:

WNIOSEK O8MY. RDZEN POLA, OGRANICZONEGO KRIYWA
DRUGIEGO STOPNIA JEST TEZ KRZYWA DRUGIEGO STOPNIA.

Z kolei niech teraz znowu bedzie dane rdwnanie
Zﬁ?g?%7RDZENIA POLA, ograniczonego KRIYWA 16723Z£%2
Ktadge w rownaniu /?/_%;7/=0 , wartosdci /3;:=772 =
%{?’,«5//%—%’%//) oraz 7=7Z =-¥-’J/y’f//,0trzymuj ey

rownanie rozniczkowe /7%72,72’/50, ktdremu niewgtpliwie

winno czynié¢ zedosé réwnanie obwodu pola, jako jedna
z calek. Rownanie ,/?/7272/=0 roswigzune zupeinie
tak, Jdk to wzeJ Ioblllst, daje juko ogdlng calke:
rownani O , Kitdremu

nanie ]f/ /—./rzz) 'S ./ra/} Ll ewu odpowie
da ROJ STYCZNYCH OBWODU POLA.

Poniewaz najoczywidciej rownanie obwodu, nie da-

je sie otrzymaé z calki ogblnej przez nedanie stalej



| AR

catkowania wartosci szczegolnej, & mimo to jednak.
ceynid musi mu zadosé, przeto rownanie obwodu danego
pole obtrzymujemy, jako caike osobliwg rdéwnania 25%24%=
=0, RUGUIAC 5" & ROWNAN /7y 7e)=0  orez 2’3—/;;&/:0,
' Tag samg zupeinie drogg otrzymujewy ROWNANIE OWIJAJACEJ
ROJU PROSTYCH, STANOWIACYCH'UKLAD STYCZNYCH OBWODU DA-
NEGO POLA, ktére to styczne przynaleza, jeko linje obe
jetne do srodkdéw naprezen, lezacych na rdzeniu pola,
Sﬁad:

WNIOSEK DZIEWIATY. OBWOD DANEGO POLA STANOWI OWI-
JAJACA ROJU LINJI OBOJETNYCIL, PRZYNALEZNYCH DO $ROD-
¥KOW NAPREZEN, LEZACYCH NA RDZENIU POLA.

Wniosek ten mozna réwniez wyprowadzié¢ wprost na

zasadzie wzajemnosci pomiedzy obwodem, & rdzeniem,bio-
rgc za punkt wyjscie wniosek poprzedzajgcy.

Dotychczas rozpabtrywalismy jedynie kruzywe obwoddw
pozbawione- punktéw osobliwych; obecnie nalezy rousze-
rzy¢ nieco obszér badan biorgc pod uwage czesé obwodu
danego pola ZLOZONA Z DWUCH ZUKOW AM i MB krzywych
nie posiadajgcych punktow osobliwych, a zbiegajacych.
si¢ pod katem w punkcie /57 ,ktéry PUNKTEM ZESPO-
LENIA zwaé bedziemy. :

Styczne obu galézi/$%C/UZ? tworzg w punkcie ze-
spolenia kgt OC rézny od zera. Rozpatfujqc réj stycsz
nych tej czeéci obwodu, z 2atwoscig dojdziemy do wnio-
sku ne zesadzie juz znanych wiasnoéci, ze /Rys. 199/

l-o. KAZDEMU &UKOWI XRZYWEJ OBWODU, A WIEC &UKOM
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AM i MB LODPCWIADAJ 4 ROWNIBZ SCISLE OKREALONE &UKI’
A/‘fl/’/[j" /rye, ?OO/ RDZENIA.

2-0. NIESKONCZONBS LICZBIE RALKOMXLh STYCUNYCH,
TO JEST PROSTYCH ZAWARTYCH WEWNATRZ:KATA OC ,A PRLG-
CEODZ4CYCH PRZEZ PUNKT ZESPOLENIA ODPOWIADA -PROSTA /]
STANOWIACA ODPOWIEDNIA CZESC RDZENIA I ZWANA PROST4
4ESPOLENIA. TA“PROSTA STANGWI WSPOLN4 STYCZNA WYZEJ
WSPOMNIANYCH DWUCH LUXOW RDZENIA, ROWNANIE BOWIWM

RIS, 7.99. RIS, LOO. -EZﬂQ/ Ay

WYZNACZA ZAROWNO
PROSTA ZESPOLE-
NIA 7] JAKO TEZ
I STYCINE ZUKOW
AP i MB PUNK-
TACH M- i M,
DLA KTORYCH PUNKT /4 JEST ODPOWIEDNIM PUNKTEL.OBWODU.
Stad mamy: |

WNIOSEK DZIESIATY. GDY JAKAKOLWIEK CZESC OBWODU
POLA SKLADA SIE Z DWUCH GAXEZI ZBIEGAJACYCH SIE W
PUNKCIE ZESPOLENIA. TO ODPOWIEDNIA CZE3C RDZNNIA BE-
DZIE ZZLOZONA 4 DWUCH LUKOW PRZYNALEZNYCH DO OWYCH
KEZYWYCH GALEZI OBWODU, PULACZONYCH ZF $0Bj PROSTA
~ ZESPOLENIA 3TYCZNA OBU LUKOW. PROSTA ZESPOLENIA STA-
NOWI ODPOWXEDNIK PUNKTU 42SPOLENIA.

Zupelnie w podobny #époséh mozemy udowodnié na-

atepujgcy odwrotny:
" WNIOSEK JEDENASTY. GDY JAKAKOLWIEK Cz¥3¢ RDZE-
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NIA POLA SKLADA SIE % DWUCH KRZYWYCH ZUKOW, PO#4CZO-
NYCH 2% SOBA PROSTA ZESPOL®RATA, ICH WSPOLNA STYCZNA-
T6 ODPCWIEDNIA CZEQC OBWODYU POLA BEDZIE ALCZONA Z k
DWUCH KRZYWYCH LU¥0W, ZBIRGAJACYCH SIE W PUNKC1E %R
SPOLENIA. ‘

Y& mocy prews weajemnodci obwodu i rdzenia mamy
ponadto:

WNIOSEK DWUNASTY. GDY JAKAKOLWIEK n2330 RDZENIA
SK&LADA SIE 2 DWUCH KRZYWYCH GALEZI, ZBIEGAJACYCH SIE
W PUNKCIZ 4ESPOLENIA, TO ODPOWIEDNIA CzE3C OBWODU BE-
DZIE ZLOZONA 2 DWUCH LUKOW PRLYNALEZNYCH DO OWYCH
ERZYWYCH GALEZI RDZENIA, POLACZONYCH ZE SOBR PROBTA
ZESPOLENIA STYCZNA OBU LUKOW. PROSTA ZRSPOLENIA STANO-
WI ODPOWIEDNIK PUNKTU ZESPOLENIA. '

Wniosek odwrotny rowniez jest siuszny:

L ]

WNIOSEK TRZYNASTY. GDY JAKAKOLWIEK C2E3C OBWODU
POLA SKLADA SIE Z DWUCH KRZYWYCH LUKOW, POLACLONWYCH
7% SOB4 PROSTA ZTSPOLENIA STYCLNA DC TYCH LUKOW, TO
ODPOWIEDNIA CAZESQ RDZENIA TRCO POLA BEDZIE Z&OZONA ‘2
DWUCH KRZYWYCH ZUKOW, ZBIEGAJACYCH SIE W PUNKCIR LE-
SPOLENIA. ' |

"ylko co wypowieduiany wniosek pouwala zbudowad
rdzen dla dowolnego przekroju, WSZELKI BOWIEM OBWOD
POLA SKLADA SIE % POSZCZEGOLNYCH KRZYWYCH LUKOW,ZBIE-
GAJACYCH. SIE W PUNKTACH 2RSPOLENIA, LUB POZLACZONYCH
'PROSTEMI ZESPOLENIA, Wesmy wigc pod uwage jakikolwiek
przekrdj, ograniczony'krzywa;ff stanowiacé QRYOD jego
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pola i wyznaczmy elipse beuwiadnosci A i rdzed 179
przekroju. Wspodrzedne jakiegokolwiek punktu na obwo-
dzie czynic¢ wiec bedg zsdodéd réwnaniu z{7£ﬁ§Z/=C7 OB-
¥0DU, wepdirzedne punktdw rdzenia - rdéwnaniu zf%%}ﬂéﬂ
RDZENIA, & wspéirzedne jakiegokolwiek punktu na elip-

3 L [d . . . ’ . i ¢ e (4 -
sie bezwiadnosci -~ jjej rownan1u:—%§+—§% =7 ,ktére,dzie
qu przez pole,AY przekroju przeplsujgﬁy.w postaci
+f%i =, wiemy bowiem, ze Q{Eféfiﬁi oraz
7 x
P,
A ?”;7

Wyznaczmy ponadto jakakolwiek 08 SI& €F e na
niej dowolny 3RODEK NAPREZEN & o wspéirzednych pro-
stokgtnych 572 i biegunowych — promieniu wodzgcym
Jld =77, i kgcie biegunewym ‘99 . Linje obojetna przy-
nalezna do tego érodka naprezen wyznaczy sie rdwna-

‘niem: g“X;-ig}}f A§{ (O . Oznaczmy prizez zﬁ’ z od-

powiednim znaczklem - punkt pruiecigcia si¢ linji obo-
jetnej 2z osig sil OJ, . Wspdlrzedne tego punktu beda
niewgtpliwie czynity zadosé rownaniu linji obojgtnej

oraz réwnaniu osi sii, ktdre wypiszemy w postaci.)z;
=/72.Z; gdzie 777= é’f, ' '

Niech wiec.d;)fz odpowiednim Znaczkiem oznaczajg
wspdlrzedne prostokgtne punktu 4/, pozatem Z niech o0z-
naczs jego kgt biegunowy,a €= =0/ — promien wodzgcy.

Memy wiec niewatpliwie j7=/7 5, gdzie 772=é;”,
a zatem :}f==ﬁai4<§' i ostatecznie na mocy réwna-
nia linji obojetnej:

AE  AEm? 7 7
o @m _—/T%/d ;Z/LJ_&




= 204 -

co daje nam bezposrednio:

p—y > e eZéé r=a s 3
./Y-g— %{7‘523 == AW+/ %/ = = STALL,
T B oo = T B B :
= mAE= Tig] b = STHLES,

W dalszym ciggu umamy 7= -}/§3+/Z£'= &4 Eon? =BV,

oraz Q= VX%V’ = Yxromint = X V7 +72% st4d :
" Yo oS (422 _po g
re=XE/7+m% KT TALEJ.
RS, 207,
\ | 19\\\

RS RN W

: N\ \\\

NN x
X .

A

A .

y ) \4\4 &

1y

2 réwnan tylko co otrzymanysh mozemy wyprowa-

A % i

QO

N
by

dzié daleko siegajace wnioski o wzajemnem poioZeniu
‘8rodkéw naprezen i linji obojetnych przekroju;Przev
dewszystkiem zwazmy, %e gdy Srodek naprezen & posu-
wa sie po osi OF —przynalezna doi lihja oboj gtne
réwnieé zmienia potozZenie, pozostajgc réﬁnolégla

do osi elipsy bezwiadnosci przekroju kierunkowo
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;QrzeZonejﬂz,danq osig sii., Stad:
ANIOSEK CZTERNASTY. LINJE OBOJETNE, . PRZYNALEZNE DO
SRODKOW NAPREZEN, LEZACYCH N4 DANEJ 0SI PRZEKROJU, TWO-
Z& ROJ PROSTYCH ROWNOLEGLYCH DO OSI XLIPSY BEZWLADNO-
SCI PRZEKROJU, SPRZEZONES 7 DAN4 0SIA.

- Poniewai /K:zz.-g, J/:—é:y, ‘zatem w wypadku OB-
CIAZENIA,Z7”, GDY SRODEK NAPREZER leiy nieskofczenie
daleko, to jest gdy g;‘{?:OO, mamy ./Y"—fJ/;O. Btgds
WNIOSEK PIRTNASTY. LINJA OBOJETNA PRZECHODZI PRZEZ
uRODEK LASY PRZEKROJU, GDY PRZYNALEZNY DO NIEJ SRODEK
NAPREZEN LEZY W NIESKONOZONOSCI.

Gdy srodek napresen wychodzi z nieskonczonosci i

posuwa sie.po 081 CZZﬂ dgZgc ku poczgtkowi osi wspdi-
rzednyphé_-gfi%} malejg, powedujac wzrostyiii)/ar6Wnb-
czednie wigc linja obojetna wychodzac ze srodka prze-
kroju oddala sie oden pozostajyc stale réwnolegta do
siebie samej. Gdy drodek napreien wkroczy na obwéd w
punkcie & /RYS. 201/, linja obojetna dotyka rdzenia

w punkcie odrow1edn1m.ff’lub cade] gromadzie punktiw,
prayczem dotyk tu nulezy pojmowacd jus to jako stykanie
sig, juz to juko wspdlnosé punktu bez wyreznej stycuzno-
gCl w zwykdiem tego slowa'znaczeniu,>3ak to wiasnie e
miejsce na RYS. 201. Stgd:
WNIQSEK“SZESNASTY.)LINJEﬁOBOJETNE,"PRZYNALEZNE DO SROD-
KOW'NAPREZENM_LEZAGYCH.NA DANEJ 08I POZ4 PRZEKROJEM,
TWORZ4 UKLAD PROSTYCH ROWNOLEGEYCH; JEDNA SKRAJNA PRO-
STA TEGO UKLADU PRZECHODZI PRZEZ POCZ4TEXK 0SI WSPOL-
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RZEDNYCH, DRUGA DOTYKA RDZENIA PRIFKROJU.

Y4y z kolei srodek napre¢zen porzucagobwéd i dazy
ku elipsie bezwiadnosci przakréju, przynalezna don
1inja obojgtna.oddala si¢ jeszcze bardziej; gdy oro~
dek naprezen w&roczy na ellp”Q bezwladnosci w pu nk01e
| é’ﬂdz, ,/ lana obojetne staje sig styczng do tej
elipsy w punkcie Af/~1, - %) SREDHICOWO PRZECIWLEG-
LYk. Latwo mozna to udowodnic. Poniewus punkt 62 lezy
na elipsie, przeto jego wspolrzedne czynig u&dOdC jed
rownaniu, mamy wigc Ao . e~ =H s~

A 1o

Z drugie]j znow strony rownanie 11njl cbojetnej, przy-

nuleanej do $rodka naprezen é?// 6v%é7b9d21e
o e s, V2
; e ___:O.,_\_,
o LA B0
Z porownania obu tych rownan wypljwa, 78 VTL.xE oraz

S= -, , co nalezalo udowodn;c Ponaato W danym wy:

padku linja ObOJetnd, Jako eorzezona klerunnowo Z 0813
siZ STANOWI niewatpliwie STYCZN4 ELIPSY. Stad: -
WNIOSEK SIEDELNASTY. LINJE OBOJ@TME, PRZYNALEZNE DO
SRODKOW NAPREZEN LWZACYCH MA DANEJ OQI PONIPDZY OB-
WODEM PwaKROJU A JEGO WLIPSA “mLWLADJOSCI,TWORL@ |
UKLAD PROSTYCH ROWNOLEuLYCH._JEDNA SKRAJNA PROSTA TE-
GO WKLADU DOTYKA DO RDZENIA PRZFKROJU - DRUGA JREST
STYCZNA* ELIPSY BEZWLADNOSCI PR”FKROJU W PUNKCIE PRZE-
ClECIA SIE ELIPSY Z OSIA. '

Widzimy stad, 2e rdzen orzekrOJu zawarty jest

catkowicie wewnglrz ellpsy Lezwladnosci przekrogu,-ta

. zas w cafosci lezy wewngtrz obwodu pola przekroju.

WYTRZYMALOSC MATERJALOW - ARKUSZ XX.
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Gdy wiec z kolei srodek naprezen porzuca elipse bez-
wiadnosci i dazy ku krzywej rdzeniu, przynalezna don
linja obojgtne jeszcze sie bardsie] oddala; gdy sro-
dek naprezenl wkroczy na rdzen w punkcie é;, linja obo-
jetna dotknie obwodu, t.j. stanie sie styczng obwodu,
lub przejdzie przez jego punkt bez wyraine] stycznob-
ci, jak to ma miejsce w rozpatrywanym wypadku. W kaz-
dym razie linja obojgtna bedzie miata li tylko JEDEN
PUNKT WSPOLNY Z OBWODEM, co wyrazamy pojeciem *dotyka
do obwodu®™ w odpowiednim punkcie h/. Stad:
WNIOSEX OSIEMNASTY. LINJE OBOJETNE, PRZYNALE 1ZNE DO
SRODKOW NAPREZEN, LEZACYCH NA DANEJ 0SI POMIEDZY ELIR
SA BEiWLADNOSCI PRZEKROJU A JEGO RDZEMIEM, TWORZA |
UKLAD PROSTYCH ROWNOLEGLYCH. JEDNA SFRAJNA PROSTA TE-
GO UKLADU JEST STYCZNA DO BLIPSY BRZWLADNOSCI W PUNK-
CIE PRZECIECIA SIE TBJ KRZYWEJ Z OSI4, DRUGA - DOTYKA
O0BWODU.

Wreszcie, gdy srodek naprezen porzuca rdzen i

zblize sie do srodka masy przekroju, przynaleina don
linja obqjetna oorzuca obwéd i oddala sig W nieskon-
czonosé, mamy bowiem dla §=7=0 odpowiednio:
JT——-——C*>, JZ—Jé»— Stad:
WNIOSEK DZIEWIRTNASTY. LINJE OBOJETNE, PRZYNALEINE
DO SRODKOW NAPREZEN, LEZACYCH NA DANRJ O0SI POMIEDZY
RDZENIEM PRZEKROJU A SRODKIEN MASY, TWORZA UKZAD
PROSTYCH ROWNOLEGZYCH. JRDNA SKRAJNA PROSTA TEGO
TELADU DOTTKA OBWODU POLA - DRUGA LEZY W NIRSKORCZO-
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NOSCI.

Na zasadzie wyzej wypowiedzienych wnioskdw z
tatwoscig mozemy ustalié sposdb wykredlnego budowania
linji obojetnej przynaleinej do danego sSrodka napre-
zen @ /ﬁYS.ZO%/. W tym celu vrzez dany drodekd pro-
wadzimy os
o, ktdra

przetnie

RY.S, 202,

elipsg bez;
wiadnosci
przekroju

Z?w punk- _// ' ' 7? :
‘tach & i/%. @ Zl]. \]
Przez punk- B ™ ___,f 74
ty @ i &, "
prowadzimy Yy

proste rdwnolegie do jednej z gidwnych osi przekroju.
Kreslac uk £/ promieniem (5, wyznaczemy na pro-
stej tylko co przez punkt { przeprowadzonej, punkt
ktory 2z kolei taczymy prbsﬁa z poczgtkiem osi wapdi-
rzednych. Przedtuzenie prostej U/ przetnie w punkeie
IV'prosta uprzednio orzesz »unkt é%'przeprowadzonq,za-
toczmy wiec tuk A#ZY promieniem O, a otrzymamy. na osi
O& szukeny punkt /% ,przez ktéry przejdzie linja
obojetna, prazynaleina do danego sSrodka neprezen & .
Aby jsa ostateczﬁie wykreélié, nelezy zbudowad stycz-

na.j”élipsy bezwiadnosci, przechodzgcy przez punktjg
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i przeprowadzid prosta £ réunolegls do /"przez punkt
M. W ten spo8ob otrzymujemy szukang linje obojetng,
orzynaleina do danego Srodka naprezei O

. Zupeinie tak sawmo mozZna wyznaczyé srodek napre-
%zen, przynalezny do danej linji obojetnej L. w tyxﬁ
celu prowadzimy styczng /’do elipsy bezwladnodci £z
| przekroju, réwnolegiyg do denej linji obojetnej. Ta
s'tyczna wyznaczy na elips:_ie punkt stycznosci fg. Lé-
czymy 5 z poczytkiem osi wspdirzednych préstg &2,
ktéra wyznaczy drugi punkt srednicowo przeciwiégl&
Qe ne. elipsie, oraz pénkt/f przeciecia sie z dang
- linjg obojetna. Przez punthe prowéd.zimy prostg réw-
noleglg do jednej z osi gidéwnych przekroju. Zatacza-
my tuk W promieniem QM ze srodka O i lz'q.c;zdymyh/'z‘O.
Kreslac 2z kolei tuk E/P promieniem 0/? ze drodka O
wyzr;aczmny punkt /T na pfostej OW. Proste f& réwnole-
gia do prdstej QW przetnie nem o8 UL w punkcie @,
ktory bedzie ézgkanym drodkiem naprezen, przynaleznym
do danej linji Qbojetnej.

~ aby dowie$é stusznosci obu tych sposobow wykresl:
nych, oznaczamy proinienie wodzgce 0@=7‘e , O0Q=7,
'Oje?:fe oraz OM=@ . Wyzej widzielismy, ze styczna
:ﬂelipsy bezwiadnosci stanowi linje obojeting,przy-
naléZna do $rodka naprezen Q, , mamy wiec 7@=,R=C.
To sexo wynika z podobnych tréjkgtéw AQwWoc0alF0,
zdzie g :0Q=Q0W: 07 =07, to Jest I pe@eie,

i ostatecznie g A ]‘50. co nalezolo udowodnid.
< e . 3
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Na zasadzie powyzej wyiuszczonych wnioskéw_z
. 2atwoscig daje.aie Zauwazyé, ze skoro srodek nepre-
sen lezy POZA RDZENIEM - przynaleina doh linje obo-

jelna PRZECINA PRZEKROJ, & obciazenie przekroju skia-
‘da sig z napreied ROINYCH ZNAKOW. W BUDOWNICTWIE te-
go rodzaju rozkladiw naprezen NALEZY UNIKAC, wobec
nader madej wytrzymslosci na rozciggenie kamieni na-
turalnych i sztucznych, a zwlaszcza zapraw i cemen-
tow, Naleiyrprzéto przekroje OBCIAZAC JEDNOIMIENNEMI
NAPREZENIAMI CIBNACYMI. Stad wskazowke praktyczhna,ze
SRODEK NAPREZEN nie powinien mycnodzlc poza rduen
przekroju, a zaten vowinien lezec WEWNATRZ lub NA
RDZENIU denego przekrcju. Jest to wiec warunek KO-
NIECZNY. Czy zarazem i DOSTATECZNY? Tak, o ile stycz-
ne obwodu nie przecinajg pola przekrojﬁ, wtedy bo-
wiem_kaﬁdarze'stycznych‘przynalezy, 5ako linja obo-
jetné do odpowiedniego érodkalnaprezeﬁ, leﬁaéegﬁ ne
rdzeniu Na stveznych oﬁdeu nanujq ﬁtedy napreienia
normalne réwne zeru - orzekrow Jest zatem ob01qzony
napre'enlaml Jedneao i tego galmego znaku. Inaczej
Jednak rzecz sie me, gly styczna obwodu przecina pd-
le przekroju; Jako lirja oboéetﬁa, nalezy onatdo
srodka napreﬁeﬁﬁ 1ezacugo W odpowiedﬁim punkcie rdze-
n1a - ne nleJ nanuj g noprezenla rowne zeru; skoro
w1er pxzeulna pole przekroju, przeto dzieli g0 na
' 'dwatobszarj o naprezeniach roznych co do znaku.

"~ Ma to miejsce w tym wypadku, gdy ng'obwodzie
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przekroju zaznacza sie zeklesniecie,slowem,kiedy obwdd
nie jest kriywa wypukia wzgledem srodka swych osi gidw-
nych. Jest to‘eamo przez sie¢ zrozumiate: STYCZNA .27
/hYS.ZO@/ denego pola,przechodzica przez jakikolwiek
nunkt /%Q zaklesniecia obwodu MUSI PRZRCIAC POLE prze-
Krghuy 2 tego powodu przy budowie rdzenia nalezy wyla-.
czy¢ z pod rozpatrywania WSZYSTKIE STYCZNE ZAKLESNIE-
CIA i ograniczyé sie do wyznaczenia $rodke naprezen,
przynalesznego do' stycznej obwodu w punktach /%,iz@éﬁ@
Jest dc PROSTEJ ZESPOLENIA obu bo:znych Zukéw obwodu.
Poniewaz prostej zespolenie / i obu jej punktom stycz-
'nosci ‘odpowiada jeden tylke punkt rdzenia, zatem pomi-
niecie stycznych zsklesniecia nie nrzerwie ciagglosci
rdzenis. Stad prawidlo praktyczne: CHCAC WYZNACZYQ
VIRJSCE GEOMETRYCZNE SKRAJNYCH 8RODKOW NAPREZEN, PRZY-
NALBZNYCH DQ LINJI OBOJETNYi{H STYCZNYCH PRZAXROJU,NIE
PRZECINAJACYCH JEGO POLA, NALEZY POMINAC WSZYSTKIE
STYCZNE ZARLESNIKC OBWODU I OGRANICZYO SIE DO ROZPATRY-
WANIA:PROSTYCH'ZESPOLENIA. FRZERZUCONYCH’PONAD ZAKLES-
‘NIBCIAMI. Czynigc tak wydlaczamy & pod rozpatrywania
~czesdé rdzenia, -odpowiadajacg zaklesnieciu 14Zz4éz4é,
KTORA- STANOWL PRTLE ZEWNETRZNA, UCZEPIONA DO FUNKTU
LBSPOLENIA /u DWOCH LUKOW 4 1c, /¢ RDZENIA, LBIEGAT 4~
QYCH SIE W PUNKCIE ZESPOLENIA//L , PRZYNALEZNYM DO PRO-
STRJ ZESPOLENIA ~ 7  OBWODU. Zuki rdzenia O 7

i (%%/&'przynaleZQ ocuywidcie do lukéw,/%z4; i

{%/%? obwodu. . Petlica rdzenia, przynaleins do ze-
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klesnigcia jest zaw- i 2YS. L03.

sze zewnetrzna

wzgledem rdzeniea,bo . >
zaklesniecie /z/Z_/}fz, M, /%\/Mf

jako blizej poczgt-

ku wspdirzednych le-
zgce, niz prosta ]T

przynalezy do srod-

kéw naprezen DALRJ.
0D POCZATKU WSPOLRZEDNYCH POXLOZONYCH MIZ PINKT A
PRZYNALEZNY DO PROSTES 7’. Stad mamy: ]
WNIOSEK DWUDZIRSTY. JEZFLI OBWOD DANEGO POLA POSIADA
 ZAKLESNIECIE, TO ODPOWIZDNIA CZE3C RDZENIA SKEADA SIE
Z PETLICY, LEZACRJ NA ZEWNATKZ PUNKTU ZESPOLENIA,

PRZYNALEZNEGO DO PROSTEJ ZESPOLENIA, PRZERZUCONEJ PO-

PRZEZ WKLESLOSQ OBWODU.

Praktycznie zadeniy dotyczgce znajdowania rdze-
nia danego pola mozZemy ju% obecnie uwazaé za rozwig-
zune w caiej rozcigglodéci. Kolejnosé postepowania
winna byé nastepujqca:'naleﬁy przedewszystkiem wyzna-
czyé dla gidéwnych osi wertesci 0{,4,/\5: nastepnie pra
rzucié ponad wszystkiem: zeklednigciami obwodu dene-
go pola nroste zenuolenia i wyznaczyé rdzen dla uwy-
puklonego sztucznie w ten sposdéb obwodu. _

¥ KURSIE CWICZEN podajemy proste przyklady wyli=-
czania 1dzenia, pon.:dto odsyismy ciytelnika do PRZE-

GLADU TECHNICZNEGO 2z roku 1909, g@dzie na stronnicy 286
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mozna znaleZé rdzen pole PARABOLICZNEGO, tutaj zas
roapa+“u1emj '
§ 9. WYZNACZANIE SKRAJNYCH NAPRRZEN NORMALNYCH
PRZEX ROJU ZA POMOCA uﬁGO RDZENIA.

Waam} pod uwage pewien przekrdj psagki AYS. 204/
odkaztaicony pod dzieianiem sit. ‘zewnetrznych, spro-
wadzajacych sie do pogedyucaego momentu 47, , leche-
£0 W nrzekroju pod katem & wzgledem osi JX. Redzie
to wiec WYPADEK /7’ ‘obcigsenia. Wyznaczmy oé sil mo-
mentu, jako flad OF przeciecia 8ig z polem przekroju
plaszczyany.]7 zawlerajacej pare sit danego momen-
tu,i zbudujmy rdzsﬁ.&jprzekfoju.ﬁSlaﬂ 0L przetnie
rdzen w punktach @ i Q’, wyznaczajgc PROMIENIE RDZRE-
NIA OQ=Ww i OQ..?—“W’, ktore zawsue nadal tek zwad be-
-dziemyﬁ ITF: '

Roz162my dany moment /W’ na pare si?, lezgcych
w plaszczyinie /7. Jedns gz .£id pery niechaj dziata
w $rodku masy przekroju - drugs .- na rdzeniu w & lub
Q’ tylko co ®yznaczonych. W pierwszym wypadku otrzy-
muj emy pare sil /@ 7. /f %z-nﬂ zes w drugim vare
it /7 i /?—AD /‘Z W, przyczem sity. Lol /? beda nie-
watpliwie dedatnle, a 51ly.é;1.ﬁ§? ujemne - wszystkie
za8 beda prostopacise do pole przekroju.

Rozpatrzmy poczatkowo plerwszy wypadek, kiedy
sila, przylozona do & jest /" ~0,jak to widaé na na-
8zym rysunku. TEN WYPADEK ODPOWIADA 7AWSZE WARTO3CI
KATA.<¢62225jj?;6¥,co"bezpoérednio.wyplywa 29 Sposo-



bu wyzna-

czania kie-

runku mo-

mentow w

przeskroju,

Tutaj wiegc
zostapili-
_émy dzia-
tanie mo-

'mentu d zie~

Yaniem pa-
'ry sii.Jed-
na 2 tych

sid DODAT- , ! RS, £0S.
NIA =MW Y L SN ).

dZiala mi" ’

S

mosrodowo

v punkcie &

rdzenis, ja-

ko srodku

@ |
727 . ON\LLU\LUJ\I\M ZZ

druge rdéwna

(‘K.\.
Elm_

sile./? lecz UJEMNA, przylozona jest do - $rodka masy
przekroju. Linja obojetna, przynuleina do drodka na-
prezen @, stanowi niewatpliwie STYCZNA.fﬁobwodu;kie-
rdnkow6 §perzona~z.osia 8il1, a przechodzacg przez

deowiedni punkt./y dbwodu; Na tej prostej.napreze-
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nie, pochodzace od 8ily /7 bedzie oczywidcie réwné
zeru, a caty przekréj bedzie siedliskiem naprezen te-
€0 samego znaku, co /Z, a wiec DODATNICH. Aby wyzna-
czyé rozklad tych neprezen dla calego przekroju, bu-
duj emy druga skrajng STYCZNA f’przekroju, rownolegig
do /7, wyznaczamy punkty ./ i /}4/ przeciecia sig tych
stycznych z osig OX- wreszcie, ‘prowadzq.c PODSTAWE mn
WYKRESU NAPREZEN /RYS.205/ réwnolegle do A1, notujemy
punkty /70,0,/)70, na /72/72'odpowiednio w 72,07 i 772", po-
niewaz naprezenie normelne przynaleszne do sily ﬁ?ma
wartosd fi;,«ﬁ: dla srodka masy przekroju, przeto, od-
ktadajac 0@ 3 taczymy 7z 0" PROSTA /fo,/WYZNACZA-
JACA TROJRAT 729772'- SIUKANY WYKRES NAPREZEN SILY /2.
Z kolei, aby otrzymaé wykres naprezen, pochodzgcych
od sily srodkowsj /fe ujemnej, mozna skorzystad z od-
cinka 007, prowadzac przez jego koniecprost_,a, 272 réw-
nolegta do 72772 tutaj bowiem wszystkie naprezenia 88
:réwne.é_;-',f=/7:-;f i tego samego znaku co i sila ﬁ;, a8
wigc UJEMNE. W ten 5p086b otrzymuj emy PROSTOKATNY

I nmn - WYKRES NAPREZEN SILY /5, Uwzgledniajac résni-
C¢ znekow naprezer oby fgromad, z latwodcig wyodrebni-
my WYKRES WYPADKOWY k;a'dflém, wyznaczajgcy rozkiad na-
Prezen przekroju, przyczem dla SKRAJNRJ LINJI OBOJET-
NES 7, & wigc dle punktu stycznodeci z‘obwodem, wy-
Znaczona z wykresu wyvadkowego wartogd naprezenia be-
dzie niewtplimie 2 =r272=00" 2 LT AN R
to zreszta widaé z RY$.205. Bedzie to wartoéé uj emna.
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7 kolei mozemy rozlozyd moment/z7 na pare sit,
z ktérych jedna ujemna @=/Zy-’l/,l bedzie dzialata
mimosrodowo w punkcie @’ rdzenia, jeko w $rodku napre-
zen, a druga réwna sile ﬁ; , lecz dodatnia, bedzie
przylozona do £rodka masy przekroju. W danym wypadku
skrajna styczna f’gra niewagtpliwie role linji obo-
jetnej, przynalezinej do srodka naprezen KR’,na niej
wigc pannwad bedzie naprezenie rdéwne zeru, vochodzg-
ce od sily /@, a caly przekrdj bedzie naprezony na-
prezeniami tego samego znaku, co i ﬁ::;, a wiec ujem-
nemi. Poniewa? w srodku masy przekroju wartosé napre-
zenia, pochodzgcego od sily/f’ jest réwna /?,,5/ za-
tem, budujac 0/0”-/—1?,5'; laczymy /72° 2 O prosta /722’
wyznaczajacg TROJKATNY WYKRES NAPREZEN SIY 4

Pozostaje wigc jeszcze tylko przez koniec odcin-
ke 00" przecisgnaé prosta 272, ré#molegla do 72772,
eby otrzymaé prostokat 7zkzzk”~WYKRES NAPREZEN sity
/f:;,te naprezenia bowiem wszystkie sa rdwne f{:/f:
fg-:J':Ob’”i tego semego znaku, co sila drodkowa 747 5=
a wiec dodatnie. Nwzgledniajac rdznice znakdw tych
naprezen i tu zndw mozemy wyznaczyé WYKRES WYPADKOWY-

n'm 0}22” dajgcy znowu ten sam rozkied naprezen
przekroju, przyczem dla skrajne] 11nJ1 obojetnej T
& wiec dla punktu /)f stycznodci z obwodem otrzymamy
ZZ‘./?J /}f W, jak to zresats widaé na rys.206.

Bedz;.e to wartoéé dodatnia. Wartosci napregen Zz 12,2
stanowig SKRAJNE NAPREZENIA przekroju i w,fznaczane
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by¢ moga w zaleznosci od promieni rduzenia., Stad:

- ENIOSEK PIERWSZY. SKRAJNE ‘WARTO0SCI NAPREZEN, UJ AW-
“NIONE W PRZEKROJU NA TLE MOMENTU W NIM LEZACEGO, MOZE-
MY WYZN&CzY(, DZIELAC MOMENT ODKSZTALCATACY PRZREZ 1LO-
CZYN POLA PRZEKROJU, MNOZONEGO PRZEZ ODNOSNE PROMIENIE
RDZENIA, LEZACE NA 0SI SI& MOMENTU. |

Nelezy zwrécicé uwage, e promier rdzenia W ,PRZY-
NALEZNY- DO KATA BIRGUNOWEGO: GC+t§r daje skrajna war-

tod¢é naprezes é; - TJTKNA, poniewas zag zgodziligny
Ble rozpatrywac momenty 1i tylko dodatnie, przeto na-
lezy pisad ZZ '—/%7 S SW, ~ Natomiast drugi promies
rdzenia ', PRZYI_JALEZNY DO KATA BINGUNOWEGO: ol+ S |
daje skrajng wartodd neprezeri norwslnych DODAT} vId:
‘147 ‘~fﬁ/ . tacuge oba wzory w Jeden, mozemy
pxost napisaé wartosé skrajnego naprezenis normslne-
£0 w postaci Z;-= i./;a s gdzie przez %/ ozna-

czylismy KTORYKOLWIRK = promieni rdgenla, lezécych ne
osi sit momentu z?; ; Znak PLUS dotyczy 0rom1en1a po-
chyloneﬂo-pod kgtem biegunowym cx5+<3—— ,o znak MI-
NUS - promlenla pochylonego pod kgtem Cx“*;i‘ wzgle-
dem osi OX . |

- Jezeli teraz Przejdziemy od wypadku ;7437‘”;0bciq-
zenia przekroju do wypadku 01570', dodajac sie &rod-
kowg z%j—> ~» to naprezenie nerislne 4;_ étanowié
bedzm Bume naprezen Z; - tylko co wvanaczone(ro Jju-

w1acego 519 na tle dziafania momentu 147 oraz napre-
Zenisa -J%D ,Q§ , POChODAACLGO 0D SILY SRODKOWLJ
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www‘

= i;;§4'zg, skad otrzy-
mujemy ostatecznie Z? ;§7L. UOGOLNIANY WZOR
RARRE = DE SAINT VENANTA, w ktorym ﬂ/ oznacza promlen

Ve . Beazlomy mieli zatem

rdzenia, lezgcy na osi 8it momentu odksztalceajgcego

/Q% , znak PLUS nalezy bradé, gdy kat blegunowy promié-

nla }V wynosi c(+nfiz , - & MINUQ. gdy ten kgt jest
X +-2 . ¥ obu wypadkach X oznacza kat nachyle-
nia momentu /?% ku osi AOA. — Stad:

 WNIOSEK DRUGI. SKRAJNE WARTOSCI NAPREZEN, UJAWNIO-
NE W PRZEKROJU, OBCIAZONYM WYPADKOWA DON PROSTOPADLA, A
PRZYLOZONA DO SRODKA JEGO MASY, ORAZ MOMENTEM, LEZACYM
W PRZFKROJU, MOZEMY WYZNACZYC, DZIELAC PRLEZ POLE PRZE-
KROJU SUME I ROZNICE WYPADKOWEJ I MOMENTU, DZIRLONEGO
PRZEZ ODNOSNE PROMIENIE RDZENIA PRZFEKROJU,” LEZACE NA
0SI SIk NOMWNTU

Tylko co wyoow1ed21an) wniosek Jesucze raz potwier
dza to, cosmy na poczatku dziailu niniejszego zaznaczy-
L Ze'wypadekﬂz€7ﬁie ma cech_odrebnoéci swoistej, sta-
nowi bowiem potaczenie w'padk6WJ4.'1£7 & zarazem nogpl.-
nienie ich obu. Jest to pierwszy orzyklad OBCIA?nNIA
ZEOZONEGO, ujawniajacego naprezenle f*zﬁ?,dy na tle
dzialanis silty srodkowe] z&Z, Anoxmalneg do przekroju,
oraz i: na tle momentu, lezacego w przekroju. Napreze-
nia t6 dodane algebraicznie tworza NAPREZENIE ZZOZONE
Z =7+ Z? cechujace wypadek.zz?. OBCIAZ®NI® DON PRZY-
WALT7NF ”AWQZ“ PRZWTO ROZLOZYC SIE DAJF A DWA WSPOL-
18THIWJACE ORCIAZENIA PROSTSZYCE w{POW. 7 tych jeden
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zoadalidmy juz dawniej, drugi znamy z naprezen, jé-
kie wywoluje w przekroju. 2 kolsei nalezy wiec przejdé
do odksztalcen, aby dosw1adczaln1e sprawdzié i ugrun-
towaé jego podstawy.
§ 10. ODKSZTALCENIA GNACE,
Wezmy ood uwage jaksgkolwiek bryte, odksztalcong

pod jarzmem si? zewnetrznych. Dowolny przekrdj nlas-
k1./3£7/PY ZOZ/ dzieli jej obcigzenie zewnetrzne ne,
dwa uklady'zéz izé% 8i1 odksztalcajacych, ktére v roz-
patrywanym wypadku // Bprowadzaja sie do moment ow,
legacych w przekroju. To znaczy, ze uklad 457 spro-
wadzié sle daJe do pojedynczego momentu zﬁgx 2Ty
uktad 1@% g? mgyentu /ﬁée - obu lezacych w nrzekrogu.
Poniewas [,;7#1/,'.’,,:0 zatem i /)7 +/V 0, czyli ze
.momenty te sg rdéwne, lecz roznoskretne, a wigc skie-
rowane nr2301wnle, przyczem moment

/.—b
uktad naprezen .Z7, dolnej warstwy czasteczek prze-

g rownowazy

kroju, a wiec 81edllskuJe w gérnej warstwie czaste-

czek, vodczas gdy moment 14Zé€,

‘preZeﬁr¢§7 pdrnej warstwy czasteczek orzekroju -

réownowazacy uklad na-

siedliskuje w jego dolnej warstwie czgsteczek. Momen-
ty 447 i‘?@e méwiac nieco écislej, nie leza w nrze-
krOJu. poniewaz moment zﬁf -+ Jako wypadkowa pornego
uktadu 8il, lezy na porneJ vowloce, o moment, ¢4;93
wypadkowy dolnego ukladu sil - w dolnej powloce prze-
kroju.

W ten sposéh wiasciwie méwiac, miasto przekroju
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£y, 220,
\ q%=qé+&%,

plaskiegd, rozpatrujemy myslowo wyodrebniona w bryle
pytke 4 /RYS.208/, olaska o znikomej grubosci @Z, ob-
cigzong na powloce gornej momentem /?;x’ na dolnej mo=-
mentem 14;?3- obu lezacymi w odnodnych powlokach.'Oba
te momenty sa réwne i .réwnolegle, lecz réznoskretne, a

Fooc *
chodzi przez srodek mesy gérnej powloki, of sil momen-

wisc skierowane orzeciwnie; of sil momentu /4 _ vrze-

tu.¢44®6 - vrzez firodek masy-dolnej. Wobec znikomej

wartosci @2 obie powloki stanowia wladciwie jeden i
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ben sam nrzekrdj materjalny, nrzeto srodky 0@’ muszg
lezed na wspdlnej prostopadiej do obu,nrzekrojéw, a
osie si! obu momentiéw nokrywaja si¢ w rzucie. To samc
mozna powiedzied i o gidwnyeh osiach bezwladn0301 obu
powidk. Jesreli wiec osise giéwne bczwkadnos01 .dolnej
powtoki przekroju wezZmiemy za osie wspl2rzednych a0y
a o8 OF skisrujemy w. strbne gérnej powlokl, to war-
tosci calek Q/TC/A;faﬁf,e/:/é}a’ bed@ praW1e tozsamo&
ciowe dla obu powtdk. , :

Oznaczumy przez C('kgt Jaki tworzy moment 147 z
osig X - nachylenie momentu ¢47 ku tej samej osi

bedzie wobec tego c{+yz a zatem dla powloki dolnej
Lapnc +—<€§Qﬂ5; 5a dla gérnej :

7 e |
L /‘{M oL t7voc) +4M®6@fyf=—f e
Fx ef 4 75

WnloskuJemy stad Ze naprezenia obu powkék beda
toésam0301owe, lecz rézne co do énaku,-a wiéc gkiero-
wene przeciwnie NLA WSZYSTKICH PUNKTOW My PRR-
KROJ U /QV7 Wyznaczmy w punkcie kostke elementarng
obrxalyxolz . NAPREIENIA ;x i ?;/f‘éow STANOWI4 OB-
CIAZENIA TRJ KOSTKI ROZCIAGAJACE LURB QCI%KAJACF Pod
ich Jarzmem kostke wydiuzyle sie lub skrécila z pier-
wotnej swej cdlugosci aé% do oZ - odksztalconej. Po-
dobnym odksztalceniom ulegaja réwnies i pozostale
rostki DrZPPrOJu, Zza wyjgtkiem prostolinjowego szere-
gu kostek, przynaleinego do pokrywajacych sic w razu-
cie osi obojetnych obu pow2dk przekroju, gdzie, jak

wiadomo, }i f = , a zatem kostki zadnym odksztalce-
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niom uledz nie mogty. Pozontale kostki vnrzekroju ujaw
niajg w stanie odksztalconym WYDEUZENIA JEDNOSTKOWE
é}==z€2%ﬂ—aéa/?aé%, zalezne od natezenia i znaku od-
ﬂ;énych navrezen zfx , obcigzajacych gdérne scianki ko-

J
getek - poletka gdrnej powioki 1 fés ~ obcig?zjscych

dolne ich sdcianki - poletka‘powloéi dolnej. ZACHODZA
tu wiec dobrze nam znene ZJAWISKA ROZCIAGANIA I 3CIS-
KANIA podlegle prawom HOOKE A, lub SCHULE-BACHA.
W § 19 dziatu drugiego zaznaczylismy, Ze w obu razach
istnieje zaleznosd éE£¥Zi z ta jedynie rdznicg, ze w
pierwszym wypadku & ma wartosd stﬁla, a w drugim zmie- -
nis sie, przechodzac przez caely szereg wartosci dla
réznych dziedzin zmiennosci naprezen, mozemy wigc na-
pisa¢ w spoasdb ogdlny é}=a}§, ze znaczkiemf dla
rozpatrywanego wypadku. Ten wzdr pozwala wyznaczyé od-
ksztatcenia kostek przekroju. Aby go zbadaé wyznaczmy
osie obojetne obu powidk przekroju. Wbbec znikomej rdéz-
nicy obu powidk osie te bedg sie pokrywaly w rzucie
ptaskim 425.

Krejac piytke W plaszczyzng $rodkowa, prostopadla
DO OBU osi obojetnych - PRZECINAMY PROSTOPADLE CALY
ROJ PROSTYCH STAZEGO NAPREZENIA, réwnolegych do osi
obojetnych obu powidk. Wzdiuz kazdej proste] roju pa-
nowaé¢ bedzie naprezenie normalne pewnej, scisle okres-
lonej wartodci; wiemy juz, jak budowaé wykres linjowy
tych naprezer é /RYS.209/; naleiy przesz srodki @ i()

przeprowadzié proste jednakowo pochylone ku krawedziom

WYTRZYMAZOSO MATERJALOW - ARKUSZ XXI.
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7 i przekroju piytki, orustopedfego do linji obo-
jetnych AZ i AB obu powkik. o wykresu wynika, ze
czesé piytki jest sdciskana - drugs rozciageana,ponadto
widaedé zen wyrainie, ze wzdluz linji rdwnych naprezei
PANUJA NAPREZENIA STALE, WPROST PROPORCJONALNE DO OD-
LEGLOSCI TYCE LINJI OD 03X OBOJETNEJ. Stad wniosek
bezposdredni, ze KONCE ODCINKOW, WYOBRAZAJACYCH POSKZE
GOLNE NAPREZENIA OBU POWZOK, LEZA NA PLASZCZY2NIE,
PRZECHODZACR®J PRZEZ 08 OBOJETN4 DANEJ POWLOKI, A PO-
CHYLONEJ KU POWLOCE POD PEWNYM KATEM, JEDNAKOWYM DLA
0BU Powx0K, jak to zresuta ofrazu spostrzec sie daje
z rysunku. Ozneczmy przex 57 odlegtosé danej linji
stalego naprezenie é; od osi obojetnej. Na mocy tylko
co wypowiedzianego wniosku naprezenie é;'jest wprost
proporcjonaline do %?, co oznaczamy, pisszgc 2;-—/?§7
gdzie A jest pewien staty wspolczynnlk jednakowy dls
wszystkich wartosci naprezen przekroju. Stad f; 65/47
Ponadto wyzej widzielismy, ze é; Zéké—<x2/7cz? stgd:
Az, =alz ; /j+£/ 0/2/1—5 5“’ / Oznaczmy przesz J}—

=o/z-0% zaten J) %MZ G/Z/c‘ é“’+§"° /7—\.,

Wobec nader znikomych wartoscl &, mozermy napisad
wprost J)—CEG/Z. co daje wzdr ostateczny: J%=<}G/Z=
=o z‘a/z—oc /270/2 éwiadczqcv o tew, 2e ODKSZTH-
‘ CENIA KOSTEK PhAEKROJU S4 WPROST PRODORCJONALNE DO OD-
1EGLOSCI KOSTEK 0D 08I OBOJETWYCH 0BY POWLOK, O ILE
o( MA WARTOSC STAZA DLA CALEGO OBSZARU NAPREZEN PA-

NUJACYCH ¥ PRLEKROJU. TO OZNACZA WPROST BEZPOSREDNIO,
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JF 1 PRZED ODKSZTAZCENIEM OBIE POWROKI PEYTKI BYZEY
PLASKIE. PLASZCZYZNY ICK PRZECHODZIZY PRZEZ ODNO3SNE
OSIE OROJETNE, TWORZAC PRWIEN XAT MIEDZY SOBA.

To wynika worost 2z nastepujacego rozumowania.
Niech linja €72 wyznacza, jax dawniej $lad dolnej plas-
kiej powloki ptytki, tym razem jeszcze NIE ODKRZTALCO-
REJ, & C7” - 4lad plaskiej powloki gérnej tej ply-
tki. Zaldézmy, ze odksztatcenie kostek piytki zaszo
w taki sposdb, ze obie powloki staty sie rdwnolegle,
to znaczy, e powloka (27 WYKONAZA WOKOZ 0SI OBOJET-
NEJ OBROT WZGLEDEM POWLOKI ¢, stajac sie prostopa-
dts do linji érodkéw J¢’. Tego rodzaju odksztalcenie
jest tylko wtedy mozliwe, gdy wydiluzenia poszczegdl-
nych kostek piytki pierwotnej ukosnej, sa wprost pro-
porcjonalne do odleglodci kostek od osi obrotu powlo-
ki 2C ", co wprost wynika z rysunku, mamy bowiem z
podobnych trdéjkatéw c@%:§%=c£%:§3 , co0 nalezato udo-
‘wodnié. Stowem,stwierdzamy niezbicie, 2ze w rozpatry-
~ wanym przez nas wypadku OBIE PLASKIE POWZLOKI PLYTKI,
PIERWOTNIE POCHYLONE KU SOBIE POD KATEM o%2=20277
STAZY SIB ROWNOLEGLE. PLYTKA PIERWOTNIE UKG8NA PRZR-
SZLA W PLYTXE PROSTA. Stad rdéwnisz wniosek bezposdred-
ni, Ze PEZYTKA PIRRWOTNIE PROSTA Z2C€ ODKSZTAECI
SIE W UKO8NG ZDCC, o ile zieienimy kierunek dziala-
nis momentéw na odwrotny; to jest o ile przestawimy
* momenty odksztalcajgce.

Sprébéjmy uogdlnié tylko co otrzymane wyniki,
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rozpelrujac:
§ 11. ODKSZTALCENIA PRZFKROJU PLASKIRGO BRY%ZY DO-
WOLNEGO KSZTALTU NA TLE OBCIAZENIA GNACEGO.
Wezmy pod uwage bryle dowolnego keztaltu, pozo-

stajgca pod jarzmem sil zewnetranych i zatézmy, ze w
bryle tej po odksztalceniu mozna wyznaczyé DWA PRZE-
KROJE PLASKIE A ROWNOLEGLE, ZNIKOMO ODLEGZE O ééi aby
/RYS.208/:

1-o0. SRODKI MAS OBU TYCH PRZEKRGJOW LEJALY NA
WSPOLNEJ PROSTOPADLEJ DO OBU PRZEKROJ OW, aby:

2-0. UKLADY SIZ ZEWNETRZNYCH ODKSZTALCAJ ACYCH
SPROWADZALY SIE DO MOMENTOW /7 =/ , ORAz /’Zaf/%w’/’{w
ROWNOLEGLYCH, LRCZ ROZNOSKRETNYCH,'A PRZYZOZONYCH DO
SRODKOW MASY OBU PRZEKROJOW, wreszcie,aby:
~ 3-0. KONTURY OBU PRZEKROJOW NIEZNACZNIE TYLKO ROL.
NIzY SIT MIEDZY S0BA, INACZRJ MOWIAC. ABY OBWOD GORNE-
GO POLA .S PRAWIE POKRYWAZ W RZUCIE OBWOD POLA DOLNEGO
A5, & ROZNICA POL =5 BYza PORZADKU @S, —

Wyznaczmy gitéwne osie bezwladnodci OX, 0¥ dolnego
pola 5. Te osie beds zarazem rzutami g2éwnych osi bez-
wiadnosci gdérnego pola Afﬂ, réznica bowiem pél»ﬁyi/Jy’
jest nader znikomd; 8 zatem kierunki osi gidwnych obﬁ
p6l znikomo sig tylko moga réznié migdzy sobz. 08 2
kierujemy ku Srodkowi masy C7’pola,A7?~vr

W tych warunkach jakiekolwiek poletko olS =altly

w dolnem polu leigce,_bedzie rzutem gérnego poletka
4%2725%92%;>p01a,5*ﬁ Ma to miejsce dla wszystkich po-
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letek obu przekrojdw, ordcz skrajnych poletek, doty-
kajaeych konturdw, gdzie /5  mogs sie réinié od alf
o mate wyzszych rzedow na tle nieznacznej.réznicy
ksztattu obu pdl i konturdw. Widzimy wiec, 2e ilodci
poletek obu pél ss jedngkuwe, mo % eny zateﬁ piytke Bf
wyodrebniong z bryly,.roznatrywaé myslowo, jako zko-
zong z kostek aérA'Jyxa%L, podlegtych dziataniu na-
prezen ZZ — przytozonych do gdrnych scian,i i
dolnych i;lan kostki. Janrezenla te nader nleznacznle
roznla sig¢ miedzy sobg. Aby to udowodnié, oznaczmy
przsez O kat, jaki tworzy moment 147 z osig OA,
wtedy momenf /?;“ bedzie niewatpllw;e pochylony ku
tejze osi pod katem oX(+.7 . 8tad:

—147//AX0&%C¥'+-3762vcf/7 ZZ QRAZ:.

Z?'—g?@' a4zc/ A%thﬂ¥ﬁ4¢_*_ g/ézjﬁﬁﬁhf377

gdzie przez G/VO/' oznaczyllémy gidowne momenty bez-

wtadnosci nola/jy a przez G/V@/~- momenty pola A;Y
Wobec znikomej roznicy obu tych pol.c/h—c/r orazcy/—-

-—0/- mozemy zatem napisad ostatecznle

'“ﬂészaéﬁﬁ/ .Jh&nc( @MQUéi/7
::eﬁ7//_dabn“3‘€;r_// _/7// J@&naf vév??7 le%g‘ﬁd

Tylko co wyznaczone naprezenla stenow1q obc1azenle

kostkl ahwaénnz% ; w dolnej JBJ dciance aénwé/ gie-

dllBkUJe naprezenle Z; =% gornej Ei{

naprezenia Bg znlkomo.rézne od siebie, a skierowane

; oba te
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przeciwnie. I tu wiec zadhodzq zjawiska rozciagania
i ciskania elementarnych kostek przekroju.

Wyznaczmy osie obojetne 4/5 i AL’ praynales
ne do momentéw odkeztalcajgcych 14/ 147 aé%f . Wo-
bec znikomej roznlcy obu pol,dy /jy oslie te beda
si¢ pokrywaly wzajemnie w rzucie. Rozdziela one piyt-
ke W’ na dwie dziedziny - panowania napreﬁeﬂ cisng-
cych i rozciggajacych - rozgraniczone prostolinjowym
ukzadem kostek, przynaleinych do obu osi obojetnych.
Ten szereg kostek nie ulegl'Zadnym odksztalceniom,
bo naprezenia wzdiuz obu linji obojetnych 83 réwne
zeru. Pozostalse kostki - ulegly wydiuzeniu w dzie-
dzinie naprezen jednego zneku, - skréceniu - w dzie-
dzinie naprezeri drugiego znakﬁ. Rozumuj ac zétem‘zu-
peinie w taki sem sposéb , jak wyzej, dochodzimy i
tu do przekonania, ze roipatrywéna ptytka B/’przed
odksztalceniem musiaia byé ukoéns, tb zneczy, zé
PRZED ODKSZTA#ZCENIEM OBIE JEJ POWLZOKI BYLY ROWNIEZ
PLASKIE, CHOC POCHYLONE KU SOBIE POD PEWNYM KATEM, A
PLASZCZYZNY ICH PRZECHODZILY PRZEZ ODNOSNE OSIE 0BO-
JETNE. I tu wied odksztalcenie sprowadza sie do 6bnr
tu jednej powloki piytki wzgledem drugiej o'kqtc?ﬁo
/BYS. 210/; PLYTEKA PIERWOTNIE UXKOANA - PRZECHODZI W
PROSTA.‘é zatem plytka pieriotnie prosta odksztalce
Big w ukoéng, o ile zmienimy kierﬁnek obrotowy mo-
mentdw ne odwrotny, to jest o ile przestaﬁimy momen-
ty odksztaicajgce. WSZYSTKIE TYLKO CO WYPOWIEDZIANE



. BRY. &
WNIOSKI DOTYCZg TWCRZYW O STALEJS WARTOSCI <, WE WZ0-
RZE {/}:‘-O? é , DLA CALEGO OBSZARU NAPREZEN ;, PANTUT &
CYCH W PRZEKROJU.

W obu tylko co opisanych wypadkach dochodzimy
zetem do jednakowych wnioskéw, ze plyte prosta musia-
ta byé ukodng przed zgigciem, i Ze plyta prosta staje
sie ukodng po zgieciu. To ostatnie prawo pozwala uste:
1lié:

§ 12. ZASADNICZE WZORY ZGINANIA. WeZmy pod uwa-
ge plytke CZ27C pierwotnie prostg, ktéra po zgieciu
przeszla w piytke ukosna (7 Z777. Aby ulatwié zrozue

mienie zjawisk zachodzacych w danym wypadku, rysujemy
'ja w przekroju srodkowym pltaskim, prostopadiym do osi
obojetnych obu powidk piytki /ﬁYS.ZlL/.

- Wiemy juz, ze widkienks
pomiedzy osiami obojetnemi
zawgrte-nie ulegajg odkesztal-
ceniom, zatem dXugosé oZ wié=
kienke OO jest niezmienna

przed i po odksztalceniu, na-

 tomiast dlugosci widkien pozo<
staiych ulegeja zmiaﬁom na

tle obrotu powloki €27 ‘wagle- ¢
dem powloki £Z7 o kat o

podczas odksztalcania sie

piytki w ukosna. Wezystkie
gérne wickienka /77 .odlegle r 82

AV
~ f"f RY.S. 2171,




- 328 -

od 0 o7 ‘VYDLUZ@ SIE przytem o/_/"a wszystkie dolne,
odlegle od (X /o/, SKROCA SIE o Z/Z/jek to zreszts zu-
pediinie wyraznie postrzec sie daje z rysunku. Cznacznmy
odkBitaicong diugosé tych waoklenek prz,ez e/z'-f] 0ras
o =/Z/Z, @ wydiuzenia ich przez c)Z =77 i JZ#J/Z Pier-
wotlna,nieodksztatcona diugosé tych weuystkich widkien
byta ./']”=/%/Z=&0—LGL7 »Jezeli oznucuymy wiec WYDZUZENE
J EDHOSTKOWE widkienek przez C; »to dla widkienek,
ktére ulegly wydiuzeniu bedziemy mieli o/Z —0/'2//7«5/
& dla wiokienak,ktére ulegly skrdceniu oZ,=ak /7~ 5/
Stad JZ =05 -0 = cfc/Z Orag cf =al-ak = 50/2 Ouna.camy

odpowiednio 71’&9« Z;’ i Z/ NAPhEZ’.L.N.LA, KTORE TE 0D-
KSZTA4CENIA SPOWODOWALY: w1emy juz,ze tego rodzaju
neprezienia sy wprost proporcjonalne do odlegiodci

7 od o8i obojetnej. W danym wypudku wiec mamy
7r /Z,, Zln-’gz, ponadto jeszcze 5 CL; zzr, oraz

) a{' —é . Przediuimy dlady /7 i C’ﬂ cbu powlék
Pj[”’}’I ODK“""‘A.,(‘ NEJ UKOSNEJ az do przecig¢cia sie w
punkcie 152 »& zauwazymy odrazu,ze kat 0490%’/;4 Ozna-
czajgc prex o= 0‘9 bedziemy mieli z podobierstws -
tréjkgtdw o 00/2034)7272’0(\341]']'(7 z poczgtku: 00 ON)=
=nn': 0k =77 0]‘ cayli: oz:0= J) —J’ ?//1 ostatecs
nie,poniewasz odksatalcenla spotyddae w praktyce 88
stesunkowo nieznaczne,a kgt c’//ﬂ znlkomo mady, mozemy

zatem napisad @ﬂ-—&fﬂco de naw wreszcie :
E=df- L o 4 % -
© ot i i/ % T

Stad: l_.i)z;z= ef'___i,t’;-’zn_en
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czyli élf é&;i%i —JE?—- Cz;,—E%f‘;.

i ostatecane wobec tego. Ze, jakesdmy to wyzej mieli

2‘ —— bedzieny mieli . Wobec
72

yf s o?" :Cg';n
zupeinej dowolnoéci wyboru tylko co rozvatrywanych
widkienek, bedziemy mieli wogdle,dla jekichkolwiek /-
i ./ZNQ;,-:?}”:Q/- Stad oczywisty wniosek: PLYTKA O
PLASKICH ROWNOLEGLYCH POWLOKACH PRZECHODZI PO ZGIE -
CIU W PLYTKE UKO3N4 O PZASKICH POWLOKACH, POCHYLONYCH
KU SOBIE POD KATEM qﬁp » LECZ JEDNAK TYLKO WTRDY,GDY
WSPOLCZYNNIK C%; MA WARTOSC STAXA DLA CALEGO OBSZARU
NAPREZEN, PANUJACYCH W POWLOKACH PLYTKI ODKSZTALCO-
NEJ .

Gdy ten wypadek zachodzi istotnie, wtedy mozemy
dalej rozwinad wyzej wypisane wzory. W tym celu

okre$lamy o$ obojetng nowloki CZ” przechodzaca

przez srodek O masy ‘tej powloki réwnaniem -—¢§%921¥
;V('oacx Q/ (/ 4
ef =0, w ktérem oznaczajg wartosci gldw-

nych momentow bezwitednosci powlokl w ukiadzie jej.
gtéwnych osi OF, 0.1{ znak OC oznacza kat, jaki two-
rzv moment z?é, lezgecy w powioce 2z osig 6ZX:a.2:5/;-
wspéirzedne biezgce osi obojetnej. To rdéwnanie pozwa-
la wyznaczyé odlegosé 7 jekiegokolwiek punktu.ﬂ%ﬁyﬁ

lezacego w powloce od o8l obojetnej powioki w postaci:

Z/’ ,ndbax; %ng?§/’}//umﬁx' ¢Qmio< )

Jeze11 teraz roapatrywac bedziemy widkno piytki,prze-

chodzace przez tylko co rozpatrywany punkt /?k%%/.to
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dla tego widkienka bedziemy mieli WZ6r{é;i§%2;:OZ§i’
w ktédrym %7 posiadaé bedzie wartogd tylko co wypisa-
ng, a ZZ wyrazi sie w.postaci: o
| %Z:/%/%;@”’“ﬁ Y
jek to zresztg wiemy z teorji naprezen gnycych, Stad
ostatecznie otrzymujemy WZOR ZASADNICZY:

Z _oE _ iree | couol
_—--_c/Z _?%deg + ‘%-_e b4

ktéry,ZQCZnie z tylko co wypisanym wzorem dla napre-
zenia. gnacego Zg, rozwigzuje w catej rozcigglosci
wszelkie zagadnienia z tej dziedziny. —

Wszystko to, codmy dotychczas powiedzieli,‘daje
neder cenﬁe wyniki praktyczne w zastosowaniu do pre-
téw pierwotnie prostych przed odksztalceniem.'Stano-_
wig one tak Zwane:

§ 13. ZALOZENIE BERNOULLI ‘EGO.

Wesmy pod uwage pret prosty /FYS.zlg/ dowolnego

zresztg przekroju poprzecznego, staltego lub zmiennago,
1 wyzneczmy na tym precie szereg przekrojow poprzecz-
nych /4&,25&(35455{.” i t.d, znikomo oddalonych od
siebie. 8rodki masy tych przekrojéw Q%A%/fcfi t.d. le
%66 bedg niewgtpliwie na osi podZuznej preta. Nazwij-
my wzajemne odlegloéci.przékrojéh mierzone ne 08i po-
dZuznej preta nieodksztalconego przez Cf%?-=a£??
/egﬁraé?é/QJ;c%é;”i t.d. W ten sposéP wyznaczylidmy
myslowo nae precie szereg piytek 1{}?;!27 i t.d.PIER-
WOTNIE PLASKICH przed odksztelceniem. Po odksztalce-

niu gnacem piytki te przejda w ukosne; aby zdad sobie
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sprawe ze zjawisk . v S e
. | . :
tutej zachodzg- Noz | o2 | 2" l
cych, rozpatruje- —ﬂ-—---—ﬁ'-—#-‘ 7.1 S0
my zrazu pliytke 3F YAV/av/4 |
; | a2 lo le |«
.[- i zakladam.{, )
2e tylko TA JEDY-
: A’ RN
NA ptytka rozna- r -
trywenego prete ’

ulegts odksztak-

ceniu, a pgzosta-

o zachowaly swo)

keztalt pierwot-

A” B//
ny /RYs.213/. 5| o’
Po zgieciu ” z 57- {1 4d
o | M 7 [l :
powloka 56 ptytki kL S o »
o 00~ ~_ 4
/ obrécila sieg : 2/ NI
legdem powloki PETDE " 4
wzgle : A An,,><4f;0
A& o pewien kat RY:S. 21 4. .

e

- nachylita 8ie
ku niej NA TLE
OBROTU OKOX0 0SI OBOJETNEJ, przechodzacej przez sro-
d.ek\masyﬁ'pow;ioki ﬁgl,:pozat.em pozdstala ptasks,
stowem stals sie plytka'uko'énq"A’B’é;Z",'-'aprzyczem
niewatpliwie w1dkienko _Qf'ﬁ'laczn'ie z innemi, le#g-
cemt miedzy osiami obojetnemi ‘obu pow2dk, zachowalo
swe pierwotne wymiary, czyli, 2e“a€ﬁ'=a%)'=a/z. Tylko

co. oméwiony obrét powkoki /é spowodowal niewgtpliwie
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- Pochylenie sig DALSZREJ CzE3CI PRETA /Y, przyczem 02
PODLUZNA PRETA OSTRO SIE LALAMALA W PUNKCIE/A3’pod
katem é%yfpozostajac nadal prosta od tego punktu po-
czawszy. To samo.nalezy 84070 w s2owo powtdrzyé, roz-
patrujac odksztaicenie nastepnej pilytki z?:ktéra zu-
peinie w taki sam sposdb stals sie plytka BC%"2”
ukoéna¢/§Y8.21§/. 0S podiuzina prets ulega przytem
powtdrnsmu zatemaniu, tym razem juz w punkcied?*;po-
chyle sie w tym punkcie o kat c%%9lna tle OBROTU PO-
V10K1I Cﬂé'WOKOL 081 OROJETNRJ, prrzechodzacej przez
srodek masyé/*”tej powdoki. Gdy ta obojetna o4 obro-
towa drugiej ptytki réwnolegla iaet do obojetnej osi
obrotowej piytki pPlerwszej, wtedy oczywidcie OBA KATY
P i 0" LBIY W TRONRI PLASZCZYANIE; niewatpliwie
Jednak w ogdlnym wypadku obojetne ogie obrotu nie sg
réwnolegte do siebie i katy o i o/ LRIA W PLASZCZ Y-
NACH ROZNYCH. W kazdym jednak razie widkienko ﬁ/”
lezgce pierwotnie ns osj podiuznej preta nieodksztal-
conego w‘/i/* » nie ulegnie zadnemy odksztatceniy i
pozostanie réwne o=’ Powtarzajgc to samo rozumowa-~-
nie w stosunku do dalszych plytek, dochodzimy.do_wnio-
sku, Ze PRET PIERWOTNIE PROSTY UJAWNIA PO 4GIECIU NA-
STEPUJ ACE ODKSZTALCENIA: _

1-0. 05 PODLUZNA PRETA STAJE SIE W OGOLNYI WYPAD-
KU FEZYWA PRZESTRZENNA -~ W SZCZRGOLNYM KRZ1WA PLASKA,
KIEDY OBOJETNE QSIE ORROTOWE SA DLA WSZYSTKICH PLYTEK
ROWNOLEGLE T0 SIEBIE; W.TEH SPOSOB ODKSZTALCONA 08 PO-
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DLUZNA PRETA ZOWIEMY WPROST ODKSZTALCONA.

2-0. DXUGOAC LUKOW 0SI1 PODZUZNEJ PRETA NIE ULEGA
ZMIANIE PRZY PRZREJACIT TRJ 0SI W ODKSZTALCONQ, co bez-
posrednio wyptywe z niezmiennosci odcinkdw ook ok”
i t.d. przy odksztalcaniu sie preta, wreszcie:

3-0. WSZYSTKIE POPRZECZNE PRLWKROJE PLASKIE PRE-
TA, PROSTOPADLE DO JEGO OSI PODLUZNREJ, POZOSTANA PLAS-
KIMI PO ODKSZTAZLCENIU I S4 PROSTOPADLE DO ODKSZTAZCO-
NEJ. To ostatnie ject woirost ocuywiste, poniewaz katy
"o, é/’;’”//“”, C;"?f”- sa vroste, & w granicy odle-
gloéci ofz,ozjaz” i t.d. daza do zera.

Ten szereg punktdw stenowi tak zwene ZAZLOZENIE
BERNOULLI ‘ECO, ktdre wlasciwiej mosze naleégloby
ochrzcié nazwiskiem MARIOTTE ‘A, ten bowiem uczony Do~
det je w 1680 r., nieco wczesniej, niz JAKOB BERNOUL-
LI. Nie od rzeczy bedzie jeszcze raz podkredlié, ze
prawo to stosuje sie w wypadku,WZ70’DLA TWORZYW O STk
1%J WARTOSCI WSPOZCZYNNIKA C%;, DLA CALEGO OBSZARU
NAPREZEN WCHODZACYCH W GRE, A WIEC DLA TWORZYW, 7 ACHO-
WUJACYCH SIE PODLUG PRAWA HOOKE ‘A, JEDNAKOWEGO DLA
OBU DZIED&IN ROZCTAGANIA 1 SCISKANIA.

Zelazo i stal czyn14 temu zadod¢ ponize] grani-
cy proporcjonalnodci, to tez dla tych tworzyw prawo
powyisze stosuje sig bez zastrzezen, jednak tylko po-
nizej owej granicy, jek o tem swiadczg wszystkie do-
Swiadczenia. Dla innych tworzyw prawo to moznd row-

niez stosowaé w pewnych,nieraz dosé szczuplych gra-
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nicach, jakoprzyblizony obraz rzeczywistodci, zupel-
nie jednek wystarczejacy dla celdw praktycznych, jak
to zreszty stwierdzily liczne a wyezerpujgce dodwiad-
czenia BAUSCHINGER’A, BACHA, FOPPLA i TETKAJERA.
W ten spos&b cala wyzej,wyluszczoné teorja giecia zo-
staje poparta doswiadczeniem, nalezy uznad jg zatem,
jeko wystarczajgcg i podaé zastosowania praktyczné.
W tym celu nalezy rozpatrzed zasadnicze rodzaje gie-
cia, a przedewszystkiem poznedé najprostszy, czyli
tak zwane:

§ 14. GIECIE PLASKIE.
WYGIECIE PRETA PIERWOTNIE PROSTEGC NAZYWAMY PLASKIEN,
GDY 08 PODLUZNA PRETA STAJE SIE ODKSZTALCON¢ PLASKA.
Plaszézyzne, w ktérej lezy odkéitalcona; zoviemy
PLASZCZYZNA GIECIA. Wiemy juiz = poprzedzajacego uste-

pu, 2e tegc rodzaju gigcie jest mozliwe wéwczas jedy-

nie, gdy obojetne osie obrotowe wezystkich poprzecz-
nych przekrojow preta sa rdéwnolegle, a zatem vrosto-
padte do piaszczyzny giecia, w ktdrej lezy odksztal-
cona. Stad wniosek bezpoéredni,'ﬁe ODCINKI NOWERTOW
GNACYCH WINNY LWZR® EA'OBOJETNYCHiOSIACH OBROTOWYCH
POPRZECZNYCH PRZEKROJOW PRETA. Jest to oczywiste:
wiemy, Ze od 8il momentu jest kierunkowo sprzezona
z 08ig obojetng, a odcinek momentu i od obojetna le-
23 w tej samej éwiartce osi gtdwnych bezwladnodci -
przekroju poprzecznego. PoniewaZ przekroje .poprzecz-

ne preta odksztatconego pochyleja sie ku sobie pod



= B8 =
pewnemi kgtami, zatem odcinki momentdw, lezacych w
poszczegolnych prZekrojachvpopfzecznych preta osdksztet-
conego nie mogs byé‘do siebie réwnolegle. Wymagaloby
to nader skomplikowenego obciagzenia preta - vprzystoso-
wanego do odksztatcenia. ¥ ogbélinym wypadku tego rodza-
ju obciaéehie pomy$leé sie nie daje, a stad prosty
wniosek, ée momenty musza lezéé na obojetnych osiach
obrotowych przekrojdéw, w tym bowiem wprdku NIE ZAIEZQ
OD POCHYTL.WNIA PRZFKROJU, KTORE'WYWOLUJAL |

Z ozdlnej teorji_gieéia wiemy, ze gdy moment lezy
na osi obojetnej, wtedy ta o8 jest jedng z gléwny¢h
osi bezwlsdnodei przekroju. Stad wniosek bezposredni:
OBOJETNA 08 OBROTOWA J AKIEGOKOLWIEK PRZEKROJU POPRZE-
CIZNEGO JEST JBGO OSI& GLOWN@

Oznaczmy ja przez. (1 druga oé gléwna O leszy
niewgtpliwie zatem w Plaezczyénie giecia.‘Poniewaz mo-
ment lesy ne (0.1, prZeté =0, albo c(zaﬁf,a zasadni-
cze wzory bedg mialy posted: ZZ _/71&% oraz —g—:
(;;;f"::—é—ﬂ dla GIECIA PLASKIT?GO. Taki sam ukad osi
gtéwnych bgda mialy rownloz 1 przekroje poprzeczne
preta nleodksztalconego. Przekroje te bowiem odksztal-
caja sig¢ ne tla drebnych obfotéw woké osi prostopa-
diych do plaszczyzny giecia. Jezeli zatem o8 gldowna
oy przekroju poprzeczn;go preta nisodksztaiconego
lezata pierwotnie w piaszczyinie giecia, to i po od-
ksztaiceniu w nisj lezeé bedzie. Stowem PRET PROSTY
ULEGA GIECIU PLASKIEMU, GDY JEDNOIMIENNE OSIR GZOWNE
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WSZYSTKICH JEGO PRIREKROJOW POPRZECLNYCH LEZA W JEDNES
PEASZCZY2NIR, A SILY ZRUNUTRINE ODKSZTALCAT ACE, 8PRO-
WADZONE OBUSTRONNI®E DO 8RODKA MASY JAKITGOKOLWIFK [ ZE-
KROJU POPRZFECZNEGO PRETA ODKSZTAZCONRGO, DAJA DWA NI-
WECZACE SIE WZAJEMNIE MOMENTY PROSTOPADLE DO TEJ PLA-

U‘u

SZICZYZNY. W tych jedynie warunkach zachodzi giecie
pteskie. Stanowis one zarszem i o rodzaju sit zewnetrz-
nych odksztaicajacych. Najprostszym,a zarszem ponie-
¥ad i jedynym Scislym orzykiadem uri.sczywistnienia vo-
wyzej wyiuszczonych zatozen jawi sie:

§ 156. WYGIECIE LAMARLE “A. Wesmy pod uwage vnret

odksztalcony pod jarzmem czterech sit, lezacych w jed-

nej plaszczyinie. Dwie z nich jednokisrunkowe wewngtrz
ne dzialajg w odleglosci Z( w punktach J i CTpozosta-
te skierowane 83 odwrotnie i przyloZone w punktach
preta A i 7/, odlegtych od 5 i £ o ABL=CD-A.Wszyst-
kie cztery sily sa rdéwnolegle, rdéwne /~ i prostopadie
do o8l podiuzne] preta przed odkszﬁalcenignx /zrzz."“
/hxs.zlgl Stanowig one dwie pary sil ROZNOSKRETNE, o
moﬁentach prostopadiych do plaszczyzny 811'117. I jed-
na, i druga daja w jakimkolwiek punkcie plaszczyuny
gi2 / pojedyhczy wypadkowy moment /égrzzaé s wartos-
ci stalej i niezaleznej od potozenia punktu sprowadze
nia.

Aby rozpatrywany tu pret plerwotnle prosty ulegt
gleclu ptaskiemu pod jarzmem sit tylko co opisanych,

musimy go tak zbudowaé, aby gldéwne osie Czyrjego po-



przecznych

przekrojéw le-
zaly w plaszczy
Znie sit Aute-
' dy momenty./%;)
jako prostopa-
dte do tej pla- .
szqzyzny bedg
lezaly na osiach
OAX przekrojéw

" - ich obroto-

wych osiach

cbojetnych.Pod

dzialaniem tych’
momentdow prze-

kroje bedg po-

chylaly sie ku

sobie, a drodki

ich mas O nie

Zejdg 2z plasz-
csyzny sillfj. ktdora w danym wypadkuﬁgra tu role
ptaszczyzny giecia. W ten sposdb wszystkié warunki
gigcia plaskiego sg spelnione, kazdy z poprzecznych
przekrojow preta odksztalConégo ulegs dziztaniu mo-
mentu /%;=22221 lezgcego w ﬁ?zekréju ﬁa jegquléwnej
osi OX. Kozemy tu zatem wypisad zassdnicze wzZory
‘giecis ﬁ pbstaCi: | |

WYTRZYMAZOSC MATERJAZOW - ARKUSZ XX,
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w zaestosowaniu do przekroju doprzecznego, przechodzg-
cego przez jakikolwiek punkt O, lezgcy na srodkowym
ruku FC plaskiej ODKSZTALCONEJ wygietego prete.
Zwréémy przy sposobnosci uwage, iz W pozostalych cze-
$ciach prete warunki obciagzenia bedg zupelnie inne,
to tez tych czesci obecnie nie bierzemy pod uwage, a
rozpatrzymy je pdiniej, w jednym 2 nastepnych przy-
kzadéw. Tutaj zaé mogg zajéé dwa wypadki:

WYPADEK A4 . PQPRZECZNY PRZEKROJ PRETA JEST STAZY,

jego moment bezwladnosci ma zatem wartosé stalg of =

_—_-% . W tym wypadku naprezenie gnaceé , panujgce W
denym punkcie /ﬁkﬁﬁ/przekroju poprzecznego odksztal-
conego, jest wprost proporcjonalne do odlegloécié?'te-
go punktu od osi 4. Niech skrajna wartoéétjy bedzie
;%f . Punkt przynalesny do tej wartosci # bedzie

niewatpliwie lezal na obwodzie rozpatrywanego prze-
kroju W NATWIEKSZEM ODDALENIU 0D 08I ZA; penowaé w
" nim bedzie‘ skrajne naprezenie ZZ/,,:/%}/{/ -'cé . Jazwy-
czaj dla danego przekroju oznaczamy iloraacggﬁ;=lk/7
i nazywamy MOMENTEM WYTRZYMALOSCI przekroju. W arku-
szu dodatkowym "WSPOLCZYNNIKOW I WZOROW WYTRZYMALOS-

CIOWYCH" vpodajemy tablice wartosci hfndla przekrojow
najczesciej spotykanych w praktyce, wzieﬂa z "Techni-

ka". W danym wypadku dla preta o stalym przekroju
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poprzecznym }V/Hast state i rowne hé:'”\/

Ozneaczmy przez //Oskra3n4 praktycznie dopuszczgl-
ng wartosc napreaenla gnacego - mozemy wigc uczynié
f’ /é' co da wzor h/q=?/2y:/éo okredlejgcy mo-
ment wyurzyma10801 przekroju stalego roapatrywanero
preta, a zatem okreslajgcy jego wymieary. Aby %z kolei
dle tego preta ustalié postaé odksztaiconej wypisuje-
my —S—O——O%EZJ, co daje f%-’CgP/Z=STALEJ. oD-
KSZTALCONA JRST LUKIEM KOEA W SWEJ CZESCI SRODKOWRJ
VSO GIECIE LAMARLE A JEST KOLOWE DLA SRODKOWEJ CZE-
8CI PRETA O STALYM PRARKROJU. W tej czesci preta od-
ksztatconego, dla dowolnego vrzekroju PONrzZacznego
mielidmy /{)—ﬁ W, stad wniosek, #e SKRAJNA WARTOSD
NAPREZENIA GNACFGO JPST JEDNAKOWA DLA WSZYSTKICH PRZE-
KROJOW POPRZECZNYCH PRETA ODKSZTALCONRGO. JEST TOWIEC
PRET O STALEJ WYTRZYMAZOSCI WA ZGINANIE, bo wszystkie
jego vrzekroje poprzeczne 8§ jednakowb wyzyskane wy-
trzymakoééiowo. .

7 ratwoscig mozemy wyliczyé STRZALKE/WYGIECIA
preta dla danego wypadku, czyli najwyzszg odlegiosé
pomiedzy pierwotna osig podiuznag preta - prostq.A?Zﬁ
tukiem — 5C odksztaiconej. Rzut okae na RYS.215, pozwa-

la wypisaé zaleznoséy;flfk—V z;/zktora daje @?“/67'"

? ﬂéy i ostatecznie:
/—sa/f Ve~ ) Y=

ovP/Z /}_}f /c” /2/7’\"




- 340 -

W ten sposéb otrzymujemy wszystkie zasadnicze warto-
gci tego wygiecia, ktore usazwyczaj siuiy za punkt
wyjécia do préb wytrzymalodciowych. Z kolei, gdy:

WYPADEK.Z?. PRZ®KROJ POPRZRCZNY PRETA JEST ZMIEN
NY, jego momentye/-i ﬁé?nie sg wielkosciami statemi,
whedy zZ =A: W orez .g{,-a/ﬁ/z’:d PRONIEN KRZY-
WIZNY JEST ZMIENNY - WYGIECIE LAMARLE ‘A PRZESTAJE BYC
 kOLOWFM Tan wypadek jako nie spotykany w technice,

pomi jany, przechodzac z kolei do innych rodzagow ob-
Clazeno"\/

§ 16. OBCIAZENIE GNACE.

g Nelezy tutaj zaznaczyé, zZe tylko co rozpatrywa-
ny uklad sil LAMARLE A jest jedynym rodzajem obcigze-
,”nia dajacego po sprowadzeniu pojedyrnczy moment, lezg-
cy w poprzecznym przekroju preta odksztalconego w mydl
.naszych zelozeri. Inne obcigzenia gngce tej wiasnosci
nie posiadaja, dajg bowiem w prz?krojach procz momen-
tow gnacych jeszcze i sily tnace. Jest to zupelnie
grozumiale. Chcemy otrzymaé obciazenie gnace bez do-
mieszek rozciagania, dciskania lub skrecania, gmatwa-
jécych pierwotng czestosé zjawisk giecia, dlategé tez
‘vz gbéry WYLACZAMY przedewszystkiem wszelkie SILY, TWO-
RZACE Z'PODLUZNA 0SIA PRETA NIEODKSZTAZCONEGO KAT ROZ-
NY OD PROSTEGO. poniewaz tego rodzaju sily muszg daé .
sktadowg proétopadla do przekroju poprzecznego preta-—
& zatem spowodowadé jego rozciggenie lub éciskanie.

Ponadto z sil pozostalych, a wigc vrostopadiych do os:
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podiuznej preta nisodkszbadoonego ODRZUéAMX-wszelkie
SILY, LEZACE POZA OBRANA PLASZCZYZNA,GIECIA;.jakQ da-
Jgce momenty skrgcajaca;-kﬁérych pragniemy‘uniknaé.
BEDZIEMY ZATEM ROZPATRYWALI OBCIAZENIA GNACE, Zi10Z0-
NE WYLACZNIE Z SIZ PROSTOPADLYCH DO PODLUZNEJ OSI
PRETA NIEODKSZTA#CONEGO. Kezda z 8il tego-rodzaju,
sprowadzone do srodke masy danego przekroju, -daje mo-
ment gnacy, réwny SILE LNOZONEJ PRZEZ JEJ ODLEGLOSBO
0D PUNKTU SPROWADZENIA - orsz SILE TNACA, przylozong
do tego $rodka, ROWNA DAWEJ SILE, ROWNOLEGZA I KIE-
RUNKOWO DZIALAJACA JAK QilA. Jezell sprowadzemy kilke
tekich sil, to otrzymujemy moment wypadkowy, rowny
summie poszczegélnych momentow i sile ﬁnacq, wypadko-
wg, rowng summie wszystkich silt tngcych. W tym.szcze-
gélnym wypadku, kiedy ta wypadkowa sila tnacg rowna
jeét zeru - otrzymujemy ohcigdenie gnéce o pojedyn-
czym wypadkoewym momencie, lszacym w przekroju. Ma to
miejsce jedynie w wypadku LAMARLE A, kidry w ten spo-
30b stanowi jedyne cbcigzenie, czynigce zadosé teore-
tycznym wymogom. '

'Mimo_to wzofy giecia stosujemy i do innych obcig
zen gnacych, POMIJAJAC DZIALANIE SI4 TNACYCH. Czynige
teak, popelniamy bigd, ktiry jednak na ostdateczny wy-
nik obliczen w zwykiych warunkach ma wplyw niewielki.
Inaczej méwigc,w zjawisku wytrzymalosciowo zlozonem
pomijamy czes$é podrzgdng - CIECIE, oddajac pierwszen-

stwo gléwnej - GIECIU. W jednym z nastepnych dzialdéw
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kursu rozpatrujemy owg czesé pominigtg - poznamy VY-
TRZYMAZOSC PRETOW NA GIECIE POLACZONE Z CIECIEM i
uetalimy wzajemny stosunek odnosnych odksztatcen.
Przekonamy sie whedy, ze w wiekszodci wypadkdw cie-
cie moZze byé pominigte zupeinie. Co tez i tu czyni-
my, rozpatrujgc kolejno nastepujace nrzyktady obcig-
ZeN:

§ 17. PRET OSADZONY JTWDNYM KONCEM U DRUGIECGO
OBCIAZONY SILA GNACA.

Pierwotnie prosty pret, jednym kolcem osadzony
nieruchomo, obcigzamy silg Fw drugim, prostopadig
do osi podtuznej A/ preta nieodkszteiconego. Pod
jarzmem te] slly pret ugnie sig wddl - jego os po-
dtuzna, pierwotnie prosta - wykrzywi sieg, stanie 31e
‘krzywg A5 - PLASKA. Czesé osadzong preta oznacz-
my przeZJ4}?. 0d punktu 52 poczgwszy pret ulega
gieciu, jest to wiegc skrajny punkt nieruchomy preta.
Poprowsddmy zel stata o SZ% WZDLUZ osi podiuznej
preta nieodksztaiconego, oézﬁ%ﬂ'uléémy w ptaszczyi-
nie sity /Z - trzecig o8 ngkieruj emy prostopadle
do plaszczyzny giecia ku patrzgcemu né RYS.316.
¥ odlegtosci %: od poczatku wspdirzednych na od-
ksztalconej obieramy dowolny zresztg punkt & - sro-
dek masy odnosnego poprzecznego przekroju preta od-
A ksztalconego. Wapdlrzedne nunktu ¢ bedg odpowiednio
7 }U’ Niech OY oznacza gtdwng o8 lezgcg W plasz-

czyzZnie sily /7 tylko co wyznaczonego przekrogu
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OX 08 gtdwng,pro- ! R/
7
stopadig do AY. 4 2

@ 74 sz////A
Trzecig 08 JZkie- K Z 7/////
rujemy w lewo po Ve, l //4

stycznej, przepro-

1

Q

mY.s. 216. ‘

~wadzone) w punk- |

cie O do odksztat-

conej. Tylko co
opisang budowe be- 7

dziemy stosowac we

wszystkich nastep- : / 5
nych wyoadkach gie- —»':-—<—Z[—|<- H—Z—r%

A ; . . B o & : //////
cia - opisu wiecej 0

powtarzaé nie be-
dziemy.

Po sprowadze- Iy — /
niu, sita Z da w . H%
$rodku O MOMENT /JZb=P//iZ/, lezacy w poprzecznym
przekroju, oraz site tnacg, ktorg wylgczamy z pod

rozpatrywania. loment %moﬁemy réwnies wyznaczy¢ wy-
kreélnie,. sposobem juz raz wspounianego PROFESORA
HOLZERA. |

W tym celu ng prostej .5;49 /ﬁYS.Zl?/ odk zadaiy
dowolny odcinek ﬁo‘["—'-‘lé : w C buduj emy' prostopadle
do B2 odcinek D=7, WIINACLATACY W SKALI @ sile
y Laczymyé’z ﬂ prostg i przediuzamy ja do prze-

ciecia sig z osia LQ}U’ w punkcie p A Odcinek L réw-
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noleglé do S2L odlegtosdci E:Q=g przeprowadzony,
wyznaczy w pewnej skali wartosé momentu/’f W samej
rzeczy z podobnych trogkatow Aﬁ(ﬂmdﬁfﬁ memy :

F/"—(’ﬂ»{é’ﬁ " 5C .~
Oznacany skale dtugosci przez /Z bedziemy zatem
mieli /787 = £l oved EQ~§’/ Stgd ostatecznie:

s 2 . s |
lf/bT—Zl -/—0%/ A //%/72 gdzie najwi-

doczniej 772-/«> Z oznacza skale momentéw. TROJKAT
52/ BEDLZIE WIEC WYKRESEM MOME NTOW44/. skrajna
wartosé, odpowiadajace wartosci g-& bedzm wiee
".P/—LQHX”Z Mamy tu przedewszystkiem:
WYPADWKA . PRZEKROJ POPRZRCZNY PRETA JEST STaA-
LY. Tutej wigo of o/ = STAZEJ, oraz //=J/ = STALEI.

Skrajna wartodd naprezenia gnacego dla jekiegokol-
wiek przekroju poprzecznego preta ;—/g /Zé’—ﬁ//gyﬁ/’
jest wige proporcjonalna do ﬁgb. DLA PRZEKROJU OSA-
DOWEGO, odpowiadajacego £=Cotrzymuj emy zatem MAXI-
MUM MAXIMORUM naprezen ' ﬁ/ ﬁ/) Czynla.c zz
—/f otrzymujemy ﬁ/’ % /{i wartosé momentu 'VYZNA-
CZAJ 4C4 BTALY PRZEKROJ POPRZW‘CZNY PBB’I‘A. DLA PRZE-
KROJU PROSTOKATNEGO O WYSOK0ACI /Z 1 SZEROK08CI BnA-
MY W)= Jﬁ/f'e"ﬂ//f' skad wyznaczamyﬂlubﬁ. z8
Yozywszy ich stosunek 2=,
Wyznaczywszy W ten spoaob orzekrog poprzeczny

preta, mozemy ze wzoru ?—ﬁ// g}fef » otrzymaé

réwnanie 2 //g/ ODKSZ'PALCONI‘J piszge:
4- 2 357¢ A= g/ '
S T B G o,
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gdzie ;U'—'fa—%gg oraz ;a‘” 2—/?%,.

Wyznaczone tylko co réwnanie rézniczkowe jesd
nsder trudne do zcalkowania, mozemy go jednak upros-
cié. Poniewaz skrajne dopuszczalne naprezenie é;?jest
stosunkowo nizkie, przeto praktycznie dopuszczalne
wygiecia pretéw sg nader NIEZNACZNE - ODCHYLENIA OD-
KSZTALCONEJ OD 0SI 5724 ZNIKOME. To znaczy, #e stycz-
ne odksztaizconej tworzg kgt nader maiy z osig lﬂ?éf,
MOZEMY ZATEM WOBEC JEDNOSCI POMINAC o'W WIANOWNIKU,
piszac wprost DLA MALYCH WYGIEC £of 2r'ag 7774 co
znacznie ulatwia catkowanie tego réwnania. Wyniki,
jekie tg drogg otrzymamy nie beda $ciste, bedq nato-

miast wystarczajaco przyblizone dla malych wygied

preta. WprowadZmy oznaczenie —;/157 ; wspbéiczyn-
mkE bedziemy nazywali WSPOLCZYWIKIEM SPREZYSTOS-
eI NA ZGINANIE. Sted 2o/, or"=Z/7~3)/ . Poniewas ca-

la odksztalcons lezy pod osig JQgH.JEST WZGLEDRM TEI
0SI WYPUKZA, sita / bowiem stera sig wygiaé pret ku
dotowi, zatem mozemy napisadé OZNAKE WYPUKLOS8CI w po-
staci ;U‘;d'”)O.. ¥ danym wypadku wspdirzedne ;ﬂ' wezyst
kich punktow odksztalconeJ sg dodatnie, musi byé za-
tem rowniez i 5#‘)0 stgdi:: /JO;Z/'” P// §7~
 Calkujac dwukrotnie mamy: £/ 9¢=£“fj§?%<-§7€
.Oraz:g%;ﬂ‘ =J+C”§'+6-£//157. state € i/ celkowania
okreslimy z fatwoscig, zwaiywszy, ze W punkcie 42 OD-
KSZTALCONA MﬁSI BYC STYCZN@ DO 0SI 824 , co niewgb-

pliwie wyplywa bezposrednio ze sposobu zamocowania
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preta, ktorego koniec 24 tkwi w dcianie i nie ulega
zadnym odksztatceniom, jako osadzony trwale. W punk-
cie 52, dla o=l mamy wiec 5d‘=0 oraz ;U'éd, co da-
: 2 2 iy T
je (tgrt/géﬁoraz 47f2§Q4=C7. Stad (ﬁ=jzéf oraz

152:—-:%?4 1 ostatecznie:

é;% o= Al Zrp

2 & A6

Lrf 8/r2 PEY g
Widzimy stgd bezpodrednio, ze najwyzszej wartodei

§4=Z( odpowiada najwyzsza warto$é 5aﬁz/f, cuyli
s e Ty 4%

tak zwana STRZAZKA WYGIRCIA PRETA, przycze%/ﬁlﬁg 75

Dla wyZej rozpatrywanego PRETA PROSTOKATNEGO o/ =

DY : -  Ain ol A ]
—2?zﬁy;aatem tutaj bedziemy mieli VA AR ko

A

lei rozpatrujemy: ;
WYPADEK /7 . PRET O STALREJ WYTRZYMAZOSCI.
Tylko co widzielismy, #e w danym wypadkﬁ.pret

o statym przekroju poprzecznym posiada Jedyny prze-
krdj wytrzyﬁaloéciowo wyzyskany - PRZFKROJ OSADOWY

- pozostale zas sg zbyt sowite. Pret jest przelado-
-wany tworzywem, Aby te wade usunad, nalezy wykonasd
pret stelej wytrzymaZosdei o przekroju poprzecznym
ZIENNYYE, w taki sposdb, aby panujsce w nim skrajne
naprezenia gngce j;” mialy wertosé stala—edén wszyst-
kich przekrojéw i réwng skrajnemu dopuszczalnemu ng-
prezeniu f) Ilamy wiec §M=/§=%‘=&4ﬂ@% . Stgd ma-
my WZOR @{1;/?;€€;?, wyznaczajagy wertodd momentu

wytrzyunalosciowego dowolnego poprzecznego przekroju,
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a wiegc okredlajacy 1 wymiary przekroju w zaleinosci
od momentu w nim lezgcego. Ponadto 4,_3252;__jj%ﬁ£,
Dla preta o przekrojach poprzecznych PROSTOKAT-,
NYCH @ SIEROKICH I /2 WISOKICH, W =Z&7A =/, -'/§=
. —/3@/§%é?aalozmy, ze w;sokosclﬁfgest UTALA dla

wszysbklch przekrojow i réwne ~Z . W tym wypadkd naj-

Te dwa wzory rozwigzujag zagadnienie.

oczywiscie] 197 jest rdéwniez stale dla wezyst-
kich przekrogow, stgd wynika, ze = /9'4&25/?9 CON-
STANS. I tu wigc wygiecie jest KOLOWE, jak w wypadku
LAMARLE A. Ten wynik nie jest jednak fcisiy - pomi-
nelisdmy tu bowiem sily tnace, ktére uwzglednié nalezy

przy wyznaczaniu odksztalconej.

RYS. 218.
Rzeczywiste wygiecie nie be- l o
dzie wiec scisle kotowe. Za- X /éz
%
swyczaj jednak wpiyw sil tng- |——/ %
cych jest nader nieznacany 1}7 ad
; ] : i o el
to tez wyni LY B4 s : — | 151
,0 tez wynik powyzszy nalezy LR W ST
|
uwezoé za dostatecznie scisily. | J
Aby wyznaczyé zmienng

szerokosé & poszczegdlnych
przekrojow, piszemy & =
=6/~ g//{)ﬁ”’, Ten wzor

wyreznie wskaque, z8 Z za-

lezne jest linjowo od § - bo-

czny profil preta bedzie wigc
- PROSTOLINIJNY, jak to zresztg
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w dostatecznej mierze wskazuje RYS.218. Skrajng war-
N ) 2 . -« . 4 .
tosg @Fﬂfa Przynalezng do osadowego przekroju obtrzy-
mujemy ze wzoru powyzszego, czynigc w nim éf=<7-— co

daje z5%fi%§%§. Chege wreszcie otrzymaéustrzalke

ugiecia/{ila danego wypadku, piszemy/ﬁ—f— < po-

dobnie, jak to miaio miejsce w wypadku LAMARLE “A.Stgd
O .

é@:y@/é;gaa—zz i omtetecznie:

A |
/=2§—:"7727L§Z:7—7L/§.w

7
Wyznaczmy z poprzedniego wzoru égf;6§f2{zéﬂépia bg-
Lo Yt o .
dziemy mieli :=<57 A%f.Otrzymana tu strzatks jest

zetem 1,5 razy widksza od struatki preta o statym
Przekroju poprzecunym /Sx/
| Zadlzuy z kolei, ze szerokodd <5 Jjest STALA
dla wszystkich przekrojow i réwna 5. Tutaj wigc
d,=2§?5%?€=zqzzi§?4<§f)skad .z?icié%2f§?4é;322 Jest

to réwnanie .paraboli - wyznaczajgce boczny profil
Preta w postaci tej krzywej, jak to zresztg najlepiej
uwidooczni FYS,219. Skrajng wartogéd ,4§=¢§f przyﬁaleé-
ng do osadowego przekroju Wyznaczamy ze wsoru powyz-
82680, czynige w nim 2=0 , co daje-/f"g—*ﬁpf:/?ﬁ,
skgd /ézﬁﬁy%fbéﬁyéi ostatecznie : ‘

%=625" 5‘7./45? &2L 5= A g/ st s
Chege wyznaczyd réwnanie odksztalconej dla danego wy-

padku, piszemy;

Z_cu k4. sepl2_ 2280/ 2 /{
SR Z W L LB 7775
4
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{zﬁ// A % < 0rp”
3 45‘5’3/ 4 sz’—?z"’/
Stad astatecznlgj ;D“ = — 1?15273 /%/ //ozaz
o= z7+6”7¥1255359/515&@0n13waz i tutaj przy Z'=0 be-

dzie 90' =0 “zatem mozemy wyznaczy¢ stgd stele catko-
2
wonie piszge: CY—'E§%£;§3 L DT hrhek ¢7+2§i§z: =0,

co daje:

zaf?/d‘ 24P0° 16 %

y- LB BB zjs/;’ﬁé""’/ /9

7 tego wzoru otrzymujemy strZalke ugi@ci%//f czynigc
ZQZf memy tutaj wiec:

SEak Mgl pr BEN

i 2717 z’ﬁ/yf Eﬁﬁ

Tutaj wigc strzalke jest dwa razy wigksze od strzatki
preta o stalym przekroju PROSTOKATNYM S +/4Z . Ten wy-
nik dziwié mie powinien, poniewaz przekroje.preta sta-
tej wytrzymatogsci sg mniej sowite, choé¢ lepiej wyzys-
kane, a wigc ubozsze w tworzywo;lprzeto strzatka ugie-
cia tekiego preta musi byd wiéksza. Ten wniosek po-
siada znaczenie ogélne dla wszystkich wypadkéw. 2 ko-
lei rozpatruaemy

§ 18. PRET OSADZONY JEDNYM KONCEM I OBCIQZONY JE-
DNOSTAJNIE NA CAXEJ DLUGOSCI.

Tego rodzaju obcigzZenie mozemy sobie wyobrazid,

jako warstwe piasku stalej grubosci, cisngcg na calsg

dYugosé preta réwnomiernie /ﬁYS.ZZQ/. Oznaczmy calko-
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wity cigzar te] warstﬁy przezzl7kg.; na jédnostke d &
godci preta wypadnie zatem‘/bzslz7:z/’ . Bedzie to
wiec cigzar jednostkowy, ktdéry zazwyczaj wyznaczamy
w KILOGRAMACH NA JEDNOSTKE DzUGOSCI PRETA, a wiec na
K¥ETR RIEZACY lub CENTYEETR. Pod jarzmem tego obcigse-
nia pret ugnie sie wdét, jego o8 podluzna - pierwot-
nie prosta, wykrzywi sie, stanie sie krazywg 45 -
ptaskg. I tu rowniei czegdé osadzong-preta oznaczamy
przez AS2 . 0d punktu S2 prot ulega wygieciu. Przez
ten punkt prowadzimy os zﬂ?é?;po osi podiuznej preta
nieodksztalconego, oé'JQ?fukZadamy W piaszczyzinie ob-
cigzenia, a trzecig oélﬂ?éf kierujemy prostopadle do
te] plaszczyzny ku patrzgcemu na RYS;220. W odlegio-
sci é{ od poczatku'wspélrzednych na odksztatconej
wyznaczamy punkt_é7 - Srodek masy poprzecznego prze-
kroju preta odksztalconego o giéwnej osi OV 1esgcej
w przekroju. Obcigzenie tylko co ﬁyznaczonego prze-
kroju stanowig sity cisngce na czééé a5 preta odksz-
tedconego. Wypadkowa ich 117—7Z>XC&9 . Przy nieznacs
nem wyglecm mozemy naplsec. ze OB“’/.Z skgd zU=
/@4/57 ——Y/ %7) Poniewaz mamy tu do czynienia z
ob01azenlem jednostajnie cisngcem na catg d2ugosé
preta, zatem punkt przytozenia slly_/7 musi lezed
posrodku odcinka /8' po sprowadzenlu sidy fy do

punktu & otrzymamy wiec momant:

//1/5 p//g/*’?



H ALk %

oraz SILE TMACA, ktérg ry.s. 220,
wylaczamy z pod rozpatry- i o ’éﬁf‘
wani é/ | ML /é%%@
8. /4 7. p HQ’////A
I tu mogg zechodzié dwa TB & g — W
wypadki: /2? ;Zﬁ

wypapEk A . PRZE-
‘KROJ POPRZECZNY PRETA
JEST STALY. Tutaj wigc
of.= @/7” STALEJ, oraz
}if— = STALEJ. Ponle-

waz skraJ na wartosé mo-

Z
mentu -*/fﬁ/f—j‘ przynalezy

do osadowego przekroju,

gdzie =0, zatem w tym

przekroju penowaé bedzie

skrajne napregzenie gng-

ce, ktdre czynlmy row-
nem /f plsza,c h/zj
Stgd otrzymuJ emy ﬁ/’ ffﬁ

wertosé momentu, wyznaczagaca staly przekrdj preta.
Dla przekroju prostokgtnego o wysokoscx.ﬁ? i szeroko-

sc:LEmamy ﬂﬂ———éﬂé/ /:7/2/?/-\-'

Aby z kolei wyznaczyé rownanle ‘odksztalconej, pi-

2
szemy g 2553_ Y gdzie ktadziemy znak plus,

poniewaz i tuniewagtpliwie 5”‘;11‘ >0 a cata odksztal-
cona lezy ponad osig .Q{ . Stgd mamy:

Ec/}/‘ //// co daje: 'f;f Cv-"—-——// 'V,/?.
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i 2 &
oraz: Eo/ng’:ﬁ*c/g*_gé};/zsy
Poniewaz i tu dla J= Ormmy =0, oraz ;ﬂ‘ O, zatem
C"—-—jg‘/{-—O oraz ﬂ*é/—ﬁskad ‘

%2
f«ra?”“f“/" 3 24///g/~

Z tego wzoru otriymujemy strzalke usziecia f czynigc

Z’-—-/ Mamy wiec: Z/%/ ﬁj "U/i stad /

e A
8EJ Dla wyzej rozpdtrywanego przekroju prestokgt-

F e
nego d B/é’ zatem dla tego preta : /___

X0

—c)’ﬁ/‘ffgfﬂ Z kolei rozpatrujemy:
WYPADEK /7 . PRET 0 STALEJ WYTRZYMALOSCL.

- W denym wypadku, dla zmlennggo przekroju popruecz-

nego preta mamy ﬁ/’—/gz }Ug/{ponadto & E{}f /é;/ s
X

gdzie /i/)-—o/—/ Dla pretg 0 przekroju prostm\c{t{wm,

wysokim Ai szerokin & mamy: /= /é{"’ /Z/{{jféff

Zadozmy, jak i poprzednlo poczgtkowo, e wysokosc %
jest stela dle wszysnk;ch przekrojéw i réwna /7.

W tyn wypedku z/-£ £ akq @= /5’? 4”/’ = STALEJ,
Znowu wiec otr&ymugemy wyglecie ko&owe. o ile poninie-
my dziadanie sil tngcych, zazwyczaj nader niezneczne.
Aby wyznaczydé saelokosc<5 poszczegdlnych przekrojow
poprzecznych, piszemy: o= JP//%%?{) Jest to
réwnanie paraboli. wyznaczaggce boczny profll preta w
postaci tej krzywej, jak to zresztg najlepiej spo-
strzec si¢ daje z RYS.221. Skrajng wartodé 6=5, pray-
nalegng do osadowego przekroju,otrzymujemy ze wzoru

tylko co wypisanego, cuynige £=Q co daje ﬁ=jﬂ{?ﬂ‘;§r



= S0 -
Chcge wreszcie otrzymadé struzatke ugliecia ¥ dla de
nego wypadku piszemy znowu tak samo J&k \ us‘lzep:l.e/;O

2 2
oraedzegacym/f f— Sk%d/i ‘% %7‘&;

Z poprzedniego wzoru umamy —J/Dzﬁ/yza m oatatecz.r

; ; : ” /’é J}D /J J
! o — -
nie mozemy napwac H B 5= =S Zﬁ/f .Otray

mansg tu atrza‘k& Jest wxéb dwa razy Hl@kﬂé& od strzad-

ki preta o staiym przekroju poprzecznym LXK . Lelds-
my z kolei, Ze szerokcsd é jest steze dla wsuystklch
frzekrogow i réwns E . Tuteg wige hf——ﬁ%- P//Z/e
skad % 0)77// 274 2o daje %—//{/V—SP

Ten wzor wyreinis wsl\azaae, zZe /é jest zaleznse 11!130-
wo od Z » boczny profil prete bedzie wiec prostol_mu
ny, jek to widzimy na KYS8.222 . Skrejng wertosd 2=/

dla osadowego przekroju otrzymuj eny, C2ynigc wWe wWzo-

rze f=0 , mamy wiec //{5.2?/ skgd bezposrednio:
< p&
c)’f’ﬁ/f)f/ Z a zatem 4 = /// ?) / i ostatecz-

2
nie mamy /= /7//?// Poniewas , =" ——__?—_
= -Z/ é. zate:n, WyZnacaywszy 2z tylko co ot.rzymanych

wzoréw /f ije mamy ostatecznie:

ot ,2/ zA % - ol /fﬁﬁ’// 5/~

Stgd bezposrednlo catkujgc me»my ;d‘ - ;—‘;ég%//g/

oraz : ;zr:i+c’”5’+f——,7§2///g/§//g)_
ST

1 znow prgy g=0 mamy =0, oraz ;0"-/-0' a zatem:
gﬁi;ié =0, orasz 2L+ g@,{; /%/ {;8 7

co daJe réwnanie odksztuiconej w vxastgpuga.cej ostatecz-

2
nej posteci, wobec (= %ﬁ/oraz _i:__ 6‘}7/////

WYTRZYMALOSC MATERJALOW - aAr¥xmiez YYIN¥
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/5/,3/7/ N S o ~

7 tego wzoru otrz mu'sw" ﬁf14m1k$ ugigecia, c2ynigc
£

§’=/ co da.je: W _(,z:'/ y sz
A Y o 7,

.l i

i ostatecznli/%' Czrfﬂsz Ziﬁﬁ ¥ denyu wypodku strzek
ke jest az cztery razy w1emsza od strzadki prete o ste
iym przekroju wrostokgtnym 5%/~ . 7 kolei rozpatruje-
my:

§ 19. PRET OBU KONCaMI SWOBODN1K SPOCZYWAJACY NA
PODPORACH I OBCIAZONY SKUPIONA SIbA GNACA.

. Pierwotnie prosty pret podpisramy u cbu kolicéw

podporami w ksztadicie ostrzy w skrajnych punktach %
i /7 prete tek, aby oé podiuins preva byia pozioma, i
obcigzamy pionowg 8iig ~, gdzlekolwiek do prets
przyloéona. Pod jarzmem tej siiy prgt ugnie sie¢ w ddi,
jego od podiuzne stenie sig krazywg piasks, odkeztal-
cong, przechodzgcy przez punkty A i/ niezmienne w
gwem poiozeniu, jako lezace na podporach. Jeden z tych
punktow, dajmy na to prawy /7 - niech bedzie pocz&t-
kiem .2 stadych ousi wspdlrzednych; wy?rowadémy zeh
poziomg 08 7% wzdluz pierwotnej osi pod2uznej pree
ta nieodksztaiconego; o8 AQ?;r ukiadamy w plasuczyf-
nie rysunku - trzecig os Lﬁ?éf kierujemy prostopadle
do tej plaeszczyzny ku pabtrzgcemu. Odleglosé sily gng-
cej # od nieruchomsge punktu A oznaczamy pries & -

od . przez g , przyczem zekiadamy, Ze d">é. a ca- .



1g ddugosé preta
7

oznaczamy pries A

08 sily gngcej <

dzieli piasuzczyzn

<

giecia ne dwa ob-

szary-LEWY oznsczo-

ny praez 7= obej-
muj gey padporg./Qi
PRAVY, oznaczony
przez_ﬁ7 2 podpers
/. Sita Pwywolu«-
je 0DPORY A 1
STATYCZNIE WYZNA-
CZALNE. Dle okres-

lenia tych odpdr,

JEas LU

pisgemy summe rzutow
iz na oS LQ’;[/"W postaci .4 +5+/=(C), orez suu-
m¢ momentéw sil wzgledem staiege punkiu 52 AlePb=
=0‘:‘co daje A=-—./Z7'z/—»é oraz Zf’:'—fgj/:-c?. odpory A i L5,
jako réinigce sig znakiem od sity /~ , winny mied za;
tem kierunek przeciwny, ¥ danym wypédku skierowane 8g
wiec ku goérze, poniewaz siie / jako dodatnig kieru=
jemy w d6% jek i dodatnig o8 Lg?%T. /ﬁys.22§/.,

Odpory A i /7 wogs byé rowniei wyzneczone 2& Ppo
mocg wetody PROFESORA HOLZER'A opisenej w ustgple je-
denastym dzialu czwartego niniejszego kursu.

Na 1inji¢4l?/@ds.224/ od punktu £ dajmy na to
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wlewo odk{adamy zupeinie zrosity dowolny odcinek
S o=y SO punkcie,Z% proatopadle do 4 Ludujemy si-
te A w Bkali//b » Lo Jest inscuzej méwiye odkiadaamy |
4§Z7=15?7%7m/m, Prowedzimy prosta <27 as do przecig-
cie sig z osig odpory .9 i Incuymy /7 = L prostg. Ta.
prosta zfz?przetnie 0§ gidy ~ w punkcie—J? . dgczymy
/4zné;prosta. Wreszcie odkiudamy /4£/=aZZ?=ZZ i prowsg-
dzimy prostopaale do 4/5 - odeinki ZA i o/l —~—

Oznaczmy przez A skale diugosci, wtedy 4=
:d-'/Z%, (25’=é-‘/2Z9raz AZ)’%/-"/Z m/m; Z podobnych tréj-
katéw wynika, se: 4F=ZxAC I = L2 L

L2 L oras
A?%%B.~JE:JX%§. Stad e/Z=/—;—D§. Odcinek e/
wyznaecza zabtem odpore /7 w skali sii ./~ Podobnie -
Znléw- moZemy napisad cf?%%uiizfziuéz?=¢é§?&42:¢45§2 |
skad mamy /}=Q/ZX(§-H?:7O{-D—;—%—%=/§UZ&—~ odcinek:
A/ wyrasze zatem odpore 4 znown w te] samej skala

sid. ‘

W ten lub w.inny sposdéb wyznaczywszy odpory, mo-

Zemy 2nalezé wartosé momentu gngcego dla dowolnego
przekroju poprzecznegn, praechodzacego przez jskikol-
wiek punkt obrany ne odksztaltconaj pr@ta * odlegtosei

é’ od poczgtku stalych wspdirzednych. Dla wepbirzed--
nych Z/ » Zawartycn w granicacn /2 g%g » & wiec
dla punktéw-é? , lezgcych w poeci / , wartosé momen-
tu bedzie niewatpliwie 147¥74A2232/=“3z§é(2{-%;/, pod= -
czes gdy dla wespodrzednych g; » sawartych w-granicach-
7

©25,>C , s wigc dla punktéw & potaci _//_bgdziemy;'

i

'ﬁyk



mieli:
M=Af 5/ A8 -4/~ Lo 23) 218~ 8,).~—
~Pomijsjac znaczki u 2:, mozemy obe te wzory polg-

/

czyé w jeden, piszac ,//z——;—é/i-ﬂf//’ +/Zé-5/.w pre.-
‘wej czesci tego wzoru pionowa kreska / dzielgce wy-
'razy nie moze bycé pominiets, wskazujé,ona bowiem gra-

‘nicg stosowalnosdci wzoru dla obu podaci, przyczem
dle poiaci / nalesy kezdorazowo ODRZUCA® WYRAZ
fQQQQZ-g;/. stejycy pozu kreskg, jako przynalezny wy-
&acznie,do poieci 4?7. dla ktorej nalezy brad wzér
cadkowity.

Gdy wyzneczsmy odpory wykreslnie, mozemy skorzy-
sta¢ z wykonanego rysunku podkreslajac w nim:trdjksgt
ALBG - KTORY STANOWI WYKRES MOMENTOW /% . W- eamej
rzeczy, prowadzge W LAL w dowolnej odlegtodci od
punktu 2, wozemy napisaé z podebnych tréjkatow:

O8 =T AT : 477 = 7 « A5 ~ O] + AT —
£ = =
-0znaczmy przez//éf%@ZQC whedy 62§L=1/7;14, co ogna-
cz&, 26 odcinek (& , odlegly o %25 od punktu /~& .,
:wyznacza.w.skali//% wartosd momentu #/ dle dowolne-
“80 przekroju.poprzecznego, rozpstrywanego na precie
odksztaiconym w odlegiesci 5 od pocagtku statveh
wWapodrzgdnych, Powtarzajgc to samo dowodzenie dla
-drugiej .potowy trdjkata, przekonawy sie, iz odcinki

-prostopadie do podstawy A5 , ograniczone .lamsng



/4&22?, wyZneczajg odpowisdnie wartosci, momentéw gnge-
cych, ponujgee wzdiuz ruzpatrywanego prete. Z wykresu
widzimy, Ze skrejne warlodd momentu leiy na osi gidy
gngcej 1 OdPO"luﬁﬂ wertoéci 1;:=é?. Ta wartosé jest
przeto _/%;:r //-—@/) Tute] mogg zachodzid dwa
wypadki:

WYPADEK 4. PRZEKROJ POPRZECINY PRETA JEST STALY.

" /)

Laten Cgf:%géif CONSTANS, oxraz 4 =H = CONSTANS, Skraej-

X O

na wartosé nupreienia gnsicego dla Jakiegokolwiek prze-

kroju poprzeczneso preta ZZ- 74 /@/’ jest wiec pro-

7

porcjonalna do . M&¢qum maxiigorum nuprguen ZZ

07/ Zz‘{y//ﬂ.

otrzymemy wiec pPiszge = ~y”’Aﬁ

AL Ve B g
4 - /p" ( 2 . == 5]
Czyniac ?;M7~VQ% . otrzymujemy %Z,=J§:n€; wartosé
7

momentu bezwiednosci, wmyznaczejgeg staly przekxrdj po-

przeczny prete. Dle welce “ros tego kolowego o stalej

; 223
drednicy ./ mawy J = /;/7 ~ ;6/%5/.

caymy £/ 2z latwoscis. Wyzneczywezy w ten sposdéb prze-

skgd wyznaﬁ

kréj poprzeczny preta, mofemy otrzyuwsé réwnenie ode-
e A - .
ksztatconei, piszge: ?ZSE.T;T:=L%?/4/4g£“ Stgd manmy:
Fé A ,'/ Yo 7/
+E0/;Z[. '——— '''' ; /o’“ ._;,//,' . /6'_f) g

gdzie Jednak nalezy okreilié znak. W danyr wypadku odi .
rezu zeuwazyé sie daje, ze cata odksztalcone 1é2y POD
0SIA JQ?? i jest wklgsta wagledem tej osi; muei byé

zatem ;U‘fﬂ""< d, ora:z ’;lf“>c? » co daje 3&’2’0..1’6’1116-.
waz dlea pierwsza] Pl ued z%f‘“—-ézé42zég>é<c7‘jakoteﬁ

i dla drugiej M =-/Fé+<L22 ;Zg Pé—”7ﬂ~ﬁg//é//<0

zatem we wzoruze nalezy zacaowad znak plus, piszac
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wprost: EG/W‘/ f"/ "/7/ﬁ 7/ nadal zawsze

O’XO

dla umkmgc.a.a ue;g)c 1'=ad:aagu zmudnych rosputrywan - pi-
paé¢ bedziemy we wuorze znak PLUS, zachowujge cdnoéne
znakl 8id w ogdluom wyruianiu dla momentu gnacego, &
wigc UWAZASAC Za DODATNIR 8InY KIERUNKOWO ZGODNE &
0314 §2¢r, k LA USEMNE - SILY SKIRROWANE PRAECIWNIE.
Cal}.uJ gc dwukrotnie wudr otraymeny wemy:
;[/'-_ [’+—.— // Z/zl ~'/5~g/é
oraa ﬁcf}[; //+C’Z /+——-/é 5/ ki
Qcaw ca&ko\wma 4 .{ac.woscu, okreélimy, ewazyw-
szy, e dla obu punktdéw NIRZNIFNNYCH /4 i /5 ODKELTAD
CONA }USI PRZECINAC PIRRWOTNA 08 PODLUZNA PRETA NIE-
ODKSZTALCONEGO. Memy wiec dla punktu A w polaci. /
;L"—O 7 7 , CO ou,,v- —J*(’i/ , & dla punktu

A
5w pokuu // Lr=0, :73 =0, skad:  O=L —

W4 _Péﬁ _ Pe” f%
> 2% Fas 4l Zatem = _29

»0Y&8%:

L 2 F, o —
6’=~'g—f7@/*3—/7 cZ, i oaveteczne rownanie odkez.r,al-

: 7 qu £
| Z?Gf?) Z FZ Pé// L "Z _)7_
L gl

Z tego rownenia mozemy wyznaczyé UGIECIE PRETA
W 0SI SIrY /~, cuyli tak swane OBNIZUNIR PUNKTU |
PRZYLOZENIA SILY -./'27, istscLe ':'1a.c£ej STRZAZKY SI_LY
p"“’% . W tyw celu cayuimy =6 we wzorze, co de-

LI )
,,J,{ f’é/ /76 /26/ Fé* //g/_



=§é/zr‘f’-f/_ G562 KL A G-008% 8
o s
PN S S

Stgd mamy ostatecznie ’//_‘/Ua"’éé‘8 J/ZC/ ~
S & e
Gy @=6=% , to whedy = =l 45270/

w ogolnym wypadku tylko co znalezm“u strzatke

sity /~ NIE DAJR najwyzszej wartosci wepGirzecne]j }J‘

- nle jest wigc STRIALK4 UGIECIA PRETA. Aby te¢ otray

ma¢, nalezy uczynid /‘-O T 1 dage ——— PEL +

fﬁédé'%‘f%/gy 2 ”‘—“ —3’/ =0, 5tgd mnozgc przez

6L: 7, mawy dla /7 polaCL

b0+ 8% 1 L) 376 - 2) % g

co daje:—8L%6%I6% 6412+ 585 L L% 6608 -5t

gtad go‘i—éf’ijé/ﬁé/ i ostetecznie .%:VBQ///—Z/—’~

Dle rozpatrywenej poiaci // wusi by ¢ 5>Zo, ey

w1ec zatom werunek konleczn_/ 5)}//(2/ é/
85.008-6° , to jest 46 )j/é co daje ostatecunie

Zé>/ WNIOSEK NIEZGODNY Z RZRCZYWISTOSCIA.

W tej polaci _/_/ nie wozeuy zatem oczekiwad najwyz-

82e] wartosci fﬂ’ -, strzedki ugiecia preta, piszemy

wobec tego dla potaci / te Baﬂlﬂ, z8leznosé :

___Pé/méd 26+ P/ ) =
to jest: — J/;’/ =0, stad : /._,7 yf//z
3ostatecznle g = =/~ V L5

W denym wypadku musi byc, /) g> 6 .Pierwszc



£

%
Th
J—

nisrdwnosé jestd zgjia oczywista nalezy wiec tylko udo-

»9

vodnid, Ze g/ ;aé; Pigzgc te nlerdwnosé¢ w po=
staci Z-é&= ;/F?Z~75) mamy b27/éy > 22 8% po skréce-
niu przesz 28 o ny tu c)’/[ ///%/g skad ,2/> 46
1 ostatecznie Zﬁagﬁg. Werunek tern nie prieczy 4safoge-
niu, wnioskujemy wiec, %e tylko co otrzymane wartosd

Z daje istotnie szukens STRZARKE UGTw'mf ,ktdra

niewqtnliwie notrz jn‘yy 2 ogdlneso wzoru, czyniac w nim

Y ;/—-—/”’ %% . Stad wigc olrzymujemy bezpodred
W/zé,/f_é_ Y
B e e
._z;é,/ﬁ%/ 2052
Stgd ostetecznie mamy:

A P = ¢ *”l /Zf &

9/Ed

Hi0

W szczegdlnym wypadku, gdy 2= Z_/,é’ ,to jest
gdy site dziala poérodku g/ Zﬂ;/gigarzf7zzr,zatem
8trzatki ugiecia nalezy rdwnies szukad pourodku pretd.

Wartodé jej pod&llbmy wyzej. Ble walca prostego o sta-
tej $rednicy 2/ mamy e/f— ’7‘7 , co daje :

= Ghr VEAE) y/zzj 7%

Z kolei rozpatrujemy:

WYPADEK . PRET 0 STALES WYTRAYNALORCI.




Wyze] widuielidmy, 2o w denym wypadku pret o

etadym pruekroju poprzeacznym posiada jedyny praekrd]
poprieciny wylriymudofciowo wyzyskany - przekrdj,
gdzie jest przytozona site A, Pozostade sy zbyt co-
wite - pret jasst przededowany tworzywem. Aby te jego
wade usungé, naleiy wykenad pret Btudej wybravmaiosci
¢ przekroju popriecanym smiennym w taki sposdb, aby
panuj4ce w nim skrajne napreZenia gnacse ;;7 miady
wartos¢ stals dle wezyetkich przekrojéw i réwng Aﬁo.
Mermy wige 71 -':/'5"/-'{;;,’0:: /}/;‘ 2of 3tad memy wzdr: 2(@
54736§f wyzhaczajacy wartosé momentu wytraymszodcio-
wego dowolnego poprzscanego prueckroju, a wiec okres-
lajacy zarszem 1 same wymiary przskroju. Ponadto .2 —
.=:44=Afaé717. Te dwe wiory rozwigzujg zeﬁﬂdnienfi
Zf'd 7 /a-//" : G 2 ’

Dla pretea o przekroju poprzecznym kg&owym,éred-
nicy o/ zmi ennej, mamy 4/ ézé—ij :f— ?:Jlé/’/: gﬂ/%ﬁ%- A
Stad wyznaczymy o w zaleznedei od 5 . Jest to row-
nenie paraboli szedciennej, wyznaczajace profil pre-
ta w postaci DWUCK KRZYWYCH tego typu, przecinajg-
cych si¢ na osi sily tngcej jak to zresztq najlepiej
uwypukle RYS. 225. Z kolei bierzemy pod uwage:

§ 20. FRET OBU KONCAMI SWORODNI® PODPARTY i OB-
- CIAZONY JEDNOSTAINIE NA CALEJ DZUGOSCI.

Niech jednostajne obcigzenie preta wynosi'/b
KILOGRAMOW XA JEDNOSTK$ DLUCGOSCI. Calkowitae cbcigze~

nie prete bedzie wiee ¢;L7bz€ﬁi Pod jego jarzmem

pret ugnie sie ku doowi: og podiuina preta stanie
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sie krzywg pdaskg-odksztmicong, prizechodzgcyg przez
punkty 4 i/ NIRIMIBNNE w swem polozeniu, jako le-
z2§ce na podpoerach /?.1.;3.28@/'. Przez ts punkty prowae-
dzimy stela 06 15343 , 8 przez 7 osia Q}Z/‘ i828,
tak, jak bHu cuzynilidmy w ustepie poprzeazejgcym. Ob-

cigzenie Zewng-

trzne wywoduje RS 226,
ODPORY A4 ,.5 nie- A ﬁﬁ
watpliwia jedng= 2’; ::@W - T ' o
kowe, 0 czem 2 /7i ”'0 o
tatwodcig prze- ; ‘5’73 L O gt SRS

Lo Sef

konywamy sie,zwea-~

ony
&

2ywe8zy na zupel- %%3'
ng eymétrje obcigsenia. Mamy wige 4 =5=—-F:2 po=-
"n'iev'ra.i wiemy, ze statyki, 3e A+5+7P=0 . Wyzna -
czywszy w ten sposéb odpory, piszemy warto$é momentu
gngcego dle dowolnego przekroju poprzieczinego, prie=
chodzacego przez jakikclwiek punkt obrany na edksztai-
coneJ prota w odleglosci 4 od poczgt xu st&l}oh
wepoLrzednych : ——zi/’/ ij/b//g/
=—-_—£—/z—j/%’ //{/ Dls prete o stedymw przekroju po=-
przecznyni, gdz;e C'sz%—-—‘ stadej] oraz flﬁ—- T’l/)‘

‘stalej, moment bezwiadnosci przekroju jest proporcjo-

nalny do V//4 , halezy wiec znslezé najwyzszy wartosé
. m celu wyznsczamy Z =Jc0 da-

M . ¥ tym cel 4/2'7 £~ £7#7)qe0 d
2 £
je ? / . Skrajna wartosé momentu %/ _“_7?{

_P_.{._P/ =—
7:4’/4 zachodzi posrodku. Piszac }i/) A 8’;;
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enaczamy stely pruekrdj poprzeczny. W dalszym'ciagu,
mozemwy zabem wypisad : i >
l%;%éjgr@;Tj?jQZQfé;/iE?rz%V%f3;7,,\,

Po dwukrotnem calkowaniu da to nam:.

B yr=C» 755/~ g;f//—f“; )
oraz: x%;@%;;Z”3157*63g2125;42f§;7 *22227/425557“__

Stadie calkowznia z {atwoscig okredlimy, ZWEZYW~-
82y, ze dla punktéw niesmiennych 4 i /7 odksztalco-
na przecina pisrwotng o$ poddiurng preta. Dla A4 bedzie
wiec g:/j%;/l':ﬂ, cosdaien O=C"+2¢ & dla S5~2=g

oraz - =0, stad &=J—}{%/i%ﬁ&&my wige =
Bz oraz CV:——:EZfa i moismyé;ypisaé réwnanie
P %3 :

aodksztalconsj w postaci:

S 23
Gl £ )

Wobec zupelnej symetrycznosci obcigsenia - strzatki

Ugi@Cia;//'oczekiwaé nalezy posrodku preta, dla_géjgf

co dajs:

WA S0 s 2l AP S 5o

7 24 48 T 228 T Py g7 T3sz

J

72
Stad ostatecznie:bjﬂédiéé %£7
X0

Z kolei rozpatrujemy:‘?
§ 21. PRET JEDNYM KONCEN OSADZONY, "W NRUGIM SWO-
BODNTE PODPARTY, A OBCIAZONY SKUPTON4 SIA GNACA.

Niech 0¢ £27 stanowi kierunek piecrwotnej osi

podiuznej prete, semccowanege w 5. Odlegioéd sily
gngcej 2 04 podpory vz oznaczemy przez c?,od.Lﬂ?



= Bl
Droez é;. Cala diugosé prete oznaczamy przez Z(. 08
sily gnacej dzieli piaszczyzng gigcia na dwie polecie

-1

lewa”z/, obejmujacg podpore A , i prawa[é7< it
wywoduje odpory/4 i /[, ponadto zamocowsna czesé¢ pre-
te (U2 ulega dzistaniu MOMENTU OSADOWEGO %, , SPRZE-
CIWIAJACEGO SIE wszelkim ruchom obrotowynm osadows]
czesci preta wokoi punktu 52 . Pars tego momentu le-
zy oczywiscie w piaszczyZnie giecie, czyli w piaszczy
znie sily./g. Silne zasidniecie preta w uchwytach,za-
murowanie belki - oto praktyczne urszeczywistnienia
osadzenis preta; majgce na celu unieruchomienie jego
czedci koncowsj. Na tle tego unieruchomienia odksztak
cona wybiega z punktu S2 STYCZNIE DO 0SI .24 . Aby
wyznaczyé . 4,5, /M, wemy réwnenia statyki obiersjac
52 jeko oérodek momentéw: A +~F+P=0, oraz AL
P5+/Z3=40. Skad ~F==4-F oraz ﬂzf—ﬂ/fﬁé. Pozostaje
zatem: odpora 14 , jako statycznie niewyznaczalna,kto-
rg nalezy wyznaczyé ze wzordw wytrzymalosciowych. Aby
to uskutecznié wyznaczamy moment gnqcyxﬂf dla prze-
krojoéw przechodzgcych przes dowolny punkt O ,lezacy
ne odksztaiconej w odlegiosci é? od poczgtku wspoi-
ragdnych. Dla Z=>52>& uamy /y=ﬂ/%g/ , a dla
6> 4> O, w taki sam sposéb /f‘—‘A//—’Z/'*P/Z—Z/I.Oba
te wzory laczymy w jeden: //=A/¥Z//iﬁ/z—§/ Dla po-
taci / wyraz)%%gLEZ/ jeko stojacy/ﬁoza kreskg nalezgy
odrzucid; natomiast dla poiaci 4?7- braé caiy wzor.

Dla preta o STARYE PRAEKROJU ¢/ =0/ = stalej,za-
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tem Z’ v/ E’_’P "f’f//"/’*f’@-a/ca daje
/, (9/ ﬁ 7 "')"' e

Stale ca&kowanla ohreélimy tu z latwoécig,_zwa-
iywszy, e odksztalcona jest styczng do osi 25w 7
i przechodzi przez .4 ; zatem dla g-(, g:as’l'o’oraz;_’f‘:q
e dle 3=/ /=0, Stad mamy ; :

2 ﬁ%—ﬂé‘;—-éﬁ. A= = %’.\’__ *Li(:f,;)
oraz (= /v%”z// Mnoiec drugie réwnanie przez Z doda-
jemy do pierwszego— & od tej summy odejuwujemy rowna-

nie trzecie:

A% A5 j/f’/j jﬂj"/ Y

ca daje A=— ;/j,‘i /I (0/ . Pods‘:.awiajqc tg wartosé
w plerwaze réwnanie memy 57.- = J é/ v L0

&
—~—~//Z/ z trzeciego zaf réwnanla C= — “,’;7—7=-

=—-//-D7é//é/ Mozemy zatem wyplsac réwnenie odks..talco-
4_'1(

) - 7z 27
nej: Iy /Ué /—4’/ ___J /,,5//5 £

Xo /°
___fiél_ 4 i-‘yﬂ’+-*~“,éi.”y )
2277 -8 ), 4

ktére daje STRZAZLKE SILY /%” , czyli ugigcie prote w
punkcie przylozenis slly #, pray g’—g to jest:

Lo = 28 5) i 6 8- 22 it g) )

XaP

__._ég./@zfd’/?d’/yg J/J 6’/5~0’z +é/.fé‘fé/

P70
=LY/ LG 8/

stad: PV L) ot 8)2 8T
~GE S




e oSl

W szczegolnyw wy-

A =4
padku, gdy &= 6= , //, '%‘ g '{-/; £ M
pe v | 7
5’/ JE8 £ e -

Aby z kole1 wyznu .
c,zyé ? STRZALKE ;:m, o e
UGIECIA PRETA, czyni- | [/ ¥ 2  //

Y . i / "‘7
my zr=¢ , co daje P o e AT e e
4 - VAR Vo
dla obu polac:t CETig
/ 7l "‘7 f//'__ 7 f: +-
G < RYS. 228, oo
FIiET po e il
= . Dl& j Pokacx N*—'*:?"—‘" Z ﬁ: m |‘/’-{9
o s ___.3,.}.,( —— 7 - 4
Al & A il
jest: 44 I * H ; TENEL
H | r }-ﬁ— 4 L
// K ;c_ 4
Do/ =,

/ ﬁé// / s ; 8= “?f(//)/é/
stgd g’—// Z-& yw1sc1e _z)( -;—u!///é/ﬁ/é)%-

niewaz dla poiaci f 4 musi by¢ mpksze od (9 trade
8;>5 ¥ wypadku skrajnym g -0-2/ / ----- 2 co daje

&- /%Stad ﬁﬁ LGy ”’/?,/é/«éj/é/ta jest //g/ﬂ{-é/
=d£co daje f/—é/év‘-é-—é’ skgd &= //’*7// Ponie-
waZ nasjoczywisciej 6= //’—)‘Q/&aten dla wezelkich

5(/?-]/732ukany punkt bedzie lezal w potaci / . Na-

tomiast, gdy é)//- }{é"/nalezy go szukaé w polaci /£ .

¥tedy: e o
-5/ /é __/;%4/5’ A
#(PBrAL)E + O~ A/ A

Stad mamy wobsc = A/ é :O wprost:




=

5(/,\ 7

:f/é/fféé/[f/+f/é—éf/—~
5( //f—-f/};/ wtedy strzaika ugiecia:

- P& r LS
At ///

4 =Ll 1fp ) G - ST G ST

22, ( L F s
e EL) /%7% & [ Lé
L5 2/ 64, Virs
Gdy wiec w@2=6& = /.2 wtedy na mouy tylke co otrzymane-
go wzoru strzedike ugiecia bedzie ;/'J 7% /sz /

W drugim wypadku, gdy @)/,2 g/// mozZna. rowmez

otrzymaé¢ wyrazenie dla

V// » podstawiajge we wzir od-

ksztedconej :

BV eV N
Wreszcie gdy 4= //2—}?7 é’fcfdé?/\”ted{/‘/
taj bowiem g— . Strzalka ugiecia jest wisc strzal-
ka slly 7 . 7 kolei chege wyznacezydé punkty przegie-
cia odksztalcone; czynimy ;Z/ -// co daje A//—/_/;j/,’;
+P/é—g/ =¢). Poniewas to rdéwnanie daje dla poiaci
_/ pierwiastek {/':.4, , f£deoic oczywiscie oczekiwad
punktu przegiecia nie nalezy, przeto dla poiaci £/ ma-
my A’/Ay/_/“é —-() skagd:
%= Aj:f;@ =%z = /5/7'2~é/ S A8

ylko co otrzymane wespdirzedns wyrznacze zarazem punkt
o zerowej wartosci momentu gnacego. W pierwszej poZa-

ci moment jest ujemny poniewas mamy /{—A//é/__
j["’//(?//z/ Jego wartoéé maleje linjowo az do



S ok A

wartosci =— 57 /J %g/odpow1aaa3aceg wartodci
g’“‘/ T”omew@ jakiedmy tylke co udowednili, w dru-
glej oodaci dla g/':/d wartos¢ momentu staje si¢ zerem,
g, mowent zmienia sig linjowo podiug prawa /y:/f//%;/lv“
+P/é—g/nvzeto wykres momentow hedzie miat ksutait
zeznaczony na KYS. 228, a dla skrajnego punkiu 52 otrzy-
Mamy douatma wartosd /ZQ‘//*/UZ Ten to moment wy-
wotuje w zamocowanej czgsci preta moment oporowy /_}é .
vrzyczem oczywiscie /,,/Q +/%=& . Wykres momentéw
ujawnis zatem dwie skrajne wartosci, aby wyznaczyé roz-

nice ich bezwzgledng, piszemy:

A= My, <AL1PE+ A 14)/=A (21878~
5= L% // col] 5ot 8 LULC " 461 46]

e
Réznice ta jest zerem, gdy /Z 45/7‘5 =, co da-
je 5‘//f‘l//‘&7é'o”&é’/8koro wigc /</j*1/_7wtedy
A>0 i najwyzszg wartosé bezwzglednqﬂ ujawnia moment

/}/ . gdy zes 5>f f/vtedy Znow /f -—/’f ; W skraj-

nyn wypadxu, gdy 6= {5858 f\tedy /’f e 7 Czynige

/7]/~’2/ /i‘a , wyznaczamy przekrdj bezplecuny preta w
danym wypadku, 2 kolei bierzemy pod uwagg:

§ 22. PRET JEDNYM KONCEM OSADZONY, W DRUGIM SWO-
BODNIE PODPARTY A OBCIAZONY JEDNOSTAJNIE NA CALEJ DiU-

Zachowujgc znakowanie omdwione w ustepie poprze-
dzajacym i oznaczajgc przez /70 =f7-'/ czyetke catkowi-

tego obcigzenia, przypasdajgcg na jecdnostke diugosci
[TRZYMAZOSC MATERJAZOW - ARKUSZ XXIV,
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preta piszemy réwnania stetyki: A+ L+P=C .oraz
Al+4 47 # Y =0, etad H=A-/7 oraz A= —ﬂ/— —-4]// =
W danym 1./cudhu dla "aio.jo pretas = /tl/l ;j &
+/,b//—{/—;,~——: =) __p VT
rekiadajgc stady mze&xog nog;ze zny preta mamy:
VAT LA S5 5/
aka,d jolo dwukrotneu. Lg:tkOWd,nlu
[Jfﬂ‘ C"—‘&//éj // 4/ oOraz:
EJ;U =D +CE S ,/3 i (-5
I zndw ;ﬂ'-;zr—& dla Z=0O oraz ;Zf‘—o gl = /
co daje 0—ﬁ+ /J O=C" ’4/ //ora/ O =7
+Cf . Wmozac drag,m rovabAls przez Z' . dodajemy do
pierwszego, & od tej suuy odejmujemy trzecie: /—-——/+
P/J /D/O:_-O, co daje f]‘-——‘iﬂ o zatem ﬁ’:——ﬂ

l’odstawmaq,c te wartosd w plerwsze rownanie mamy ﬂ——

o 7
jﬁzﬁf_p/__ P’/ : trzeclego zas réwnania (=—==
/ 48 7

mo&emy wiegc napisal réwnanie odksztadcone]:

2{(8!

O e

Cheac znaleiéd strzaike ugigcle cuynimy ;f—-—*a

— 2
co dajse nex : O—Kw.fi// g/ /’// 2’/
o 448 7‘ ‘ bo/
Stqd mnozac przey 248¢ 37, many :
~Z *‘90/“//2 8//7/~—/+ 0L27. c% T+ 908557%
"‘/4/7 el ”"3—37f§’~ ;’5’+U/_/__

co dale! ;
‘ Y V33
3,:-,—/5‘:5/* 5/49&1/3 /_V/JZ }J"u/

T V56




= B

Tutaj najwidocz- ik
. | y |
niej mamy: A 7 - A
% /d—’/dd % e,
Uinm o & o ! )
3 i | I WTWHWW | 17 ///
S P L=l b ‘ HE vz
ska T e = / 3 i BV
L+ Vi3 0, A >/ ! I,
= +/l 5 ! : l“—"g,—’J
10 Tt fa? ! i = 7
Podstawiajgc bv¢ - Bay e 3 e
b v —
wartogdé w rowna- :
nie odksztalcone] BYS. £42 -
Y

o S Ll A S
ey STRE AL

UGIECIA ¢/ LT[R J//"’/J?) +//f+r/fu')/

,«5{/;[0 z€ 767 T

‘/D 5 5 9 17 7y A
a %}5 S A e e
ﬁ/j’/ﬂ/o"o’ 27— VI3 F/ 28 p g OVEF

AR P S TR PagE® T
s > -
W przyblizeniu:’ /“’ 757 "Z’L[

Chcgc 2z kolei znalez¢ punki przegLQCLa odksztalconeg
czynimy ;Z/‘ 2o co daje A///Z/j///ij-0to jeet /5,

—IZA’/‘Z skgd ? /v‘/A’Z = /—-—— = /g W tym punk-

cie ponadto panuje moment réwny zoru. Cheac wreszcie

wyzneczyc‘ skrajne wertosci momentu bierzewy —‘-—;—‘:-—A—
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)= L?/J P/ /ﬁua deje v—gj—,, . Dla te]

wartoam otrzymujemy minimum % =-—= ‘9?{ * =5 2%5_
=5 ]f’?( Skrajng wartoéd doqatm@ ﬂ/ ctrzymamy czy-

nigc 2=0 % ogblnym wzorze dle momentow : //=—— &
P/—— ﬁ/ co zeresem stanowi beiwzgledne waximum

P
wor Laum momentiw, lLynige zaleum /;.7 /’f = / /V’/f)

mozemy wyznaczy¢ doshbatecuiis wymlary preta. /A }olex



rozpatrajemy

§ 23, PRET OBYDWU KORCAMI OCADZONY A OBCIAZORY
SKUPIOHA SI4g GihaLg.

Niech A5 /RYS.230/ oznacza svobodng cigsd preta
ulegajgca ieciu pod jurzmem oily /. nisch A, A 1

ﬁﬂ; - oznaczajg osadzone konce tego oreta. Maowiljsy
przez (2 odlegloéé sity /~ od A , przez é - odleg:
tosé jej od. Stalg oé S22 prowadzimy przez nie-
zwienne punkty A L85 przez 4 prowadzimy ponadto 08
d?;ll'leZaca w piaszczyZnie gigcia 1 ﬁ%’do tej pila-
szceyzny prostopadlg, a skierowang ku patrzgcemu. Wo-
bec niezmiennosci punktéw A4 i & sita /~ wywotuje w
nich odpory A i 25, ponadto oszdzone konice preta ule-

h)

gaja dzisdaniu momentdéw odpcrowych ,// i /Z? . 0d-
ksztalcona prete wybiega zatem z A i /& STYCINIE do
pierwotnej osi podiuznej preta - zawdzigczamy to osae-
dzeniu obu koncow preta. Piszgc w danym wypadku réwna’
nie stutylki mawy A+5+FP=¢0 , a obierajgc osrodek
sprowadzenie momentéw w .52 mamy: /Z{I*A/;ﬁér‘/’;]?=0,ﬂ
Stgd S=-A4A—-~ oraz /@——-—/Z—/{/—ﬂé . W denym wy-
padku mamy wiec az dwie wielkosci statycznie niewyzne!
czelne A i /Z) , ktére nalezy okreslié wytrzymato-
sciowo, W tym celu dzielimy osig sily /Uplaezczyzne
giecie na dwie polacie. Dla polsci lewej . mamy mo-
ment gngcy M= */5’//15, a dla potaci //, prawej:
/}/:/5//, *A/~8) + A/ E~S). raczac oba wzory, /?7-7/?4 +
+.A (e~ ;Z))./'{‘.’?’g'f;/,;.-:l>:ir—; Wy rez /D/Z’gj nalezy pomijad
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V danym wypadku odksztalcone wybiega 2z punkidw 4 i 5
stycznie do pierwobtnej osi podiuznej 528 prota, many
wiec ;ﬁ‘é;zﬂza po pierwsse dla =0 oras cla 3=Z,

Dle wyzneczenia studyech otrzymujemy sabewm réwnania

O_@-z— ———é A= ﬁfg‘é/”" PZ? ores . A% C"’*/V/
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Ponadto poundiwy htiiecie przez ——’Z i docejmy do cazwer

e
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3 & X =
nad: Caf__ /,L 2% 5/0 da nam: C=- _Pé/%g/ Stgd
5 .8 & / 2
beZPOS'I‘Of‘UIlG j 6_— /é/ D( 190 A.‘Ldr“J 4 Jru"
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nam /4, = Pgé/— Pé/&/ié/]'owndnle odkeztuiconej mo-
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—/J/ //—z/+f/y//z43/€;, Poniewaz to 3 le
zy w poiaci / zatem 54/7 co daje /) FfB -8
to jest L0, To samo moine jeszcze napi=
8. //—{//%///>0 , co wypeinia sig dla @>& .Pod~

stamagac tylko co otrzymane f we wzOr dla odkszta

consej, otrazymujeumy:

zM;/ //a’ﬂ/@;zi 5/3/”/24/5/7/7

2 FPE° 4
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Aby z kolei wyznaczyé punkty przegigcia odksztes

conej, czynimy ;U' =¢© . Dla pierwsze] polaci daje
to /7"/4//?/—0 stgd Z %A% =l //67
/__{/// _‘)’/;?/;2:/;/ é;QTuou znowu musi byéd
5’>% co daje LZL% JKAJ/J// stad L 4B~
+Z/ =0  to jest ///{720 . W potaci / istnie-
je wigc punkt s przegigcia odksztaZconej. W polaci
drugiej 7‘/4// Z/v‘f’/%;’/—o co daje 57 =

= Mf;,fﬁﬁg Zg‘"% Tuta] znow musi byé /2)3;

deje é&”vtﬁ%)// PoniewsZ te nierdwnosé zawsze Big

wypeinia, przeto i w potaci II istnieje punkt 27 prue

giecia odksztaltconej. W W}padku szczegolnym, kledy

@bt mamy Fi= /4_ /orazf e
W4 72 =27 v

4 - oba punkty przegiecia bq. zatem syrﬂe't_,ryczne
wzgledem drocdke, czego zreszby nalezalo oczekiwad igé-
ry.-. W punktach przegiecia panuje wartosé M =0 ,na
Locy Lego mozemy juz obecnie wyznacayé wykres momen=

tow /RYS.zsl/. W punkcie 4 mamy ,/{y ////>0,
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w poiaci / woment meleje wediug prawe 14/;/Z;*y4/?€§7
3
a wiec linjowo, az do wartosci /ﬁgzzﬁ;fuﬂéfé%=égigzﬁ

;ﬁ@g%%ﬂ;§§Z%%%Q%{§%%éa

panujgce] w punkcie prazyioZenia sidy gngcej. W punk-

cie 27 prosta wykresu przecina podstawe - jest to za-
razem punkt przegiecia odksztadtconsj. Z kclei w potaci
// woment rodnie wediug prawa ¢4ﬁ€{ZQV4/2<37%f?€52557
a wigc z2ndw linjowo az do swe] skrajnej wartosci
JZQ%/Z’b4Z<A/%f. przechodzgC ponownie przez %ero w
punkcie 2/ o wspdirzednej é; s ktéra wyzej wyznaczyli-
8my dla drugiego punktu przegigcia odksztaiconej. Mo~
ment /ﬁé)%? rownowazy moment oporowy JZ; » O Czem mo-
2emy sie przekonad biorgc pod uwage wzdér dla JZQ . Mo-
menty.zz; i_/%;sa zatem roznoskretne. Krzywa wykresu
momentdw jest wigc Zamang, wyznaczajgcg trzy skrajne
vartodci momentdw. Aby okreélié, ktdre z nich najwigle
sza, porownywamy pruzedewszystkiem dwie skrajne dodat=-
nie /‘.70._‘% = AL+ Y. =-_/7 %~ % %ffj{/: %//—i)’/ﬁ/{y:
-_—%3//1 N-28) >0, Stad wnioskujeuy, 2o W
cgolnodci zﬁ£.>/ﬁ; » chyba Ze 2524%2=4%{ bo wtedy
z@é=&4§ . Pozostaje wigc tylke rdéznica bezwzglednych

wartosci momentdw:
2
A= + M, =M + AL +FE + (> 8= Z%//i 2
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Stgd wniosek, ie./7 jest wogole najwieksza vartoscig

momentu gnacego, clyba 2Ze Z{-4ﬁz TS edy
-4% %_ /,,{ ———/Z T A:';:.:; Cz ynlqc _4/}¢ /g Wﬂﬁ

mozemy wyznaczyé cdostaleczns poprzecine wymiary pre-
ta. 7 kolei Gierzcmy pod uwage:

§ 24. PRET ORYDWU KONCAMI OSADZONY, & OBCIAZONY
JEDNOSTAJNIE NA CALEJ DLUGOSCI.

Zecuowu] ge znakowanis omdwione w usteple poprze-

dzajacym 1 oznaczajgc priez /@=zZ?Z/ czgsbke catkowi-
tego obcigzenia, pruypadajgca na jednostke drfugodci
preta, piszemy réwnanis statyki Z+»B8-7=C oras
./?/ ",4/+f7—/ +,/%— stgd SF==4 -~ oraz /éé:%—
—-zﬁZ??*-filA.

W danym wypadku dla cakego pxyxa_/?Lvﬁft/Qf/57*
fyﬂy%/j?—éiéia/¢léﬁﬂZi§7 /7{57 7akiadajac stoly
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gcie nalefy tu b.rad znek minus, przeto <=7 =z skad
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Fetel 8t raakka
il ] > ;
zresziy ﬂaiﬁgn{v zubry oczekiwad. Aby ja wyznaczyc
czynimy jf:—»4 w rownaniu odksztazcone] méjqﬁ;/ﬂn:
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Punkty te zatew
punktu preta. Panujg w nich zerowe wartosci momentu.
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Chcyc wreszcie wyznaczyé skrajne vartofci momentow,

czynimy jf/ _.d—“—-/uxjt/=(; co daje Z” = -'féf Z
1 ostatecznie :Z¥:2§i . Posrodku mamy zatem skrej-
Vet
ng wartosé momentu *y /4——47L Eas JQZ:_

= IE AR -
= ;Z 8 — £Z<O-~

Jest to wigc miniwum, W danym wypadku moment zmlenla
gie parabolicznie, wykazujgc moximws W skrajnym punk-
cie preta dla F =0 - to jest Mo =M, + AL + ——Zf—

Zj;/ ;/;/ P{;o Tutaj zatem /f~/lf _/l{M ! Moment

,147 rownowazy nlewqtp11w1e moment oporowy 141
wypiywe wprost ze wzoru dle z%f Momenty oporove_/¢
) 14/ sg zatem roznoskledne 3 ﬂhj“leksae, a wiec réw-
ne /4.
ne wymiary preta. 2 kolel rozpaetrujemy:

§ 25. PRET WYSTAJACY POZA OBIR PODPORY, A OBCIA-
SONY U OBYDWU KONCOW SKUPIONEMI SILANI GNACEMI. Pier-

wotnie proety pret ukiadamy poziomo ns dwéch podpo-

Czynigc /@;—-———-h/%g; wyznaczemy dostetecz-

rach A i /5 i obcigzamy u cbu koncow skupionemi si-

. YEe
tami /57 1_/v,pr4ylovonem1 do skragnych przekrojow
g

preta w odlegiodciach « i & od podpér A i B .
Dzneczmy odlegiosd podpdr przez 2%71 wyprowedzuy 2
punktu 5 , joko pocagtku wepdézrzednych o8 etaly 25
wadluiz pierwotnej osi podiuinej prete, 0§ zfggé'w adk
w piaszczysnie giecia i o8 S7 Z prostopadle do tej
plaszczyzny ku patragcemu /@YS.25§/. Pod dzialeniem
s8iX gnacych powstang odpory/4 i /~ - pret ugnie sie,

jege pierwotnie proste pediuizne od stenie sig od-
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ksztakcoﬁ:ﬁ o niexwisnnych punktach A4 i 5, jake pod-
sartych, & wigc uieruchoiyych., I tu pisszczywne giecia
dzielimy csiami si4 skupionych - odpér A i 5 na
trzy poiacie - PIFRWSZ4,zawiersjacg lewy zwieszsjgcy
sig poze podporg .4 koniec prete, - DRUGA srodkowsg

i TRZECIA, obejmujgca prawy koniec preta wystejgcy
poza podpore . Aby wypiseé WZOTY mq.mentéw dla tych
trzech pelspi nelezy wyz:}aoﬁfé ORPORY 4 i aZ? . % rée
nan statyki mamy: A—FE’ +§9+4§=0, a obierejgc punkt
52 jeko odrodek sprowadzania momentdw /j’ﬁa’v*f/’v“ﬁ/-
£é6=0 co daje _4%§g—iéz+ ///A zatem z pierwsze-
zo réwnania mamy 5=-A4 -f—./;’:ﬁz = -Z8 :/f/ —é’_/ﬂ’/;
=/qf_7a—§/éf//j-'/.lﬁoiemy réowniez wyznaczyé odpory za po-
mocy wyzej podanego sposobu PROF. HOLZER'A. W tym ce-
lu odkzademy 4 £'=5 =22 na osi .4, 4 preta nieod- ’
ksztalconego i w koncach tych odcinkéw prostopadle do
AL budujemy odecinki .E/"':,égﬁ oraz (=L@, gdzie
preez /c’;‘ oznaczamy skale siZ. &aczqc‘zﬁ", z /7 oraz
Z z 2 prostemi,otrzymujemy w przécieciu 2 osiami
sodpdr punkty przeciecia AL i 4, ktére laczymy z pod
porami, prowadzac proste 4. i .A4/5 . Chcac okres-
1ié odpory, prowadzimy AF=FM =z¢ i budujemy pro-
ste /G 1 M/, prostopadle do 4 5 . Proste te wy-
znaczy odcinki 44/ oraz A&, MMover AT, dajace w
rkali @ SHELADOWE, szukamych odpér. W samej rzeczy,
niech sik&f wywoluje odpory /45, iﬂ; , & zod sila

/z—r? niezaleine c¢d tamtych odpory A’B iﬁ; przynalezne



odpowiednio PYS. LTl
do podpdr A% Az
A l Bn T}rl" a -

ko cc wypl-

¥

sene odpory

N

S
Y

wozemy sta-

7z
tycznie wy- *,Zq?* [t ! gj —teo

znaczyé, pi-

gzgc rowna- ko gy

A
nia momentéw ‘o 1 A= By iy
2 3
wzgledem o8-
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/S w posta~ 2
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oraz 264, / L.
Stad b’-PZ—, 74//73
_oraz A -.gzr,

Ponedto z réwnail statyki A4 *Z+Z =O, oraz A +5 *4
=0, co deje /Z //7 ﬁ/, creg _@=—/§v‘ﬂ5/.uanac:
Ry przez A skalg diugosci wykresu, wtiedy /é’.é’=a!.-/?
AB =ZA ., oraz G5 = & .1 tréjkgtéw podob-
nych mamy ZFxAA:4E=AA =/IN*AB : Br, oraz
_szﬁjj’).‘@?a‘é—z =/§’-CTTXAZ—?.-/4;’. To znaczy, %e /f/fﬁ/
(@:3):2 = INIEA)iee, orer (Zip)f&:d)ee=rlfZ,
22, stad M/V'“ch p éb*ﬁ 25, oraz /5/?=f75‘ﬁ=n/'
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+/_gi‘a’_-_§7b]co nalezalo udowodnié. Poniewa% zas na mocy
prawa o niezaleznodci dzialania sit #=4,+4_ oraz
b=+, uatem 4 ﬁ—///dfﬂ 2 = MG, oran Dp=
=2 /d+ﬁ/d=/ﬁ?ﬁ’f7f Nelezy wiec wprost wykonaé wykresl-
ne odejmowanie tych odcinkdw, pilnie baczgc na ich
strzadki, aby otrzymaé w sksali Vi cbie odpory.

Wyliczywszy lub wykresliwszy odpory, mozemy wy-
znaczy¢ momenty gnsce. Dle polaci /. dle punktow &
o wspdlrzednych ﬂ+/)g /mumy /f ﬁ/a+/3'/ dla
polaci // » a wiec dla punkidw 0 ¢ wspbirzednych
/&% > mamy /f—ﬁ/av‘fig’/vL////y//vreszcm
dla podaci /// to jest dla punktow 0 odlegtych o é"
od sily & manmy /Z;;f‘/dffﬁg/ﬂg//'%/—ﬁz.ﬁ.
Pomijajgc znaczki mozemy wszystkie te trzy wzory polg-
czyé, piszac M= P@J’é’/vi//f/-ﬁ? gdzie dla pola-
G nalezy pomingé obe koncowe wyrazy, jako stojgce
peza pierwszg kreskg podzialowg, dla polaci _//- pomi-
ngé wyraz ostatni, stojgcy ze drugg kreskg rozdziato-
wg, wreszcie dla polaci // braé caly wzdér., W zaloze-

niu preta o staiyw przekroju wmozemy raplsac Z’ gd‘f'-
f
—F/czyﬁ/j/’*/?//j//—z?g’co da,]e wprost .Z}d}ﬂ" y—

———-/687‘/_9"/2/24//3//——5 cray ;Lf‘-]*(;’vv‘-—/“"/j’/aﬁ
"?//97/}3-/—55"‘ Wobec rlleZYnleYanbCl punktéw A i ﬁmamy
W‘O dl& 5=0 craz 3’—/ co daje wprost 0—ﬂ+2,fi/d+/+

/oraz O ﬁ+(' +6.—”<Z .Stgd mamy: ﬂ-——éﬁqf 7 +/]"’
-_2J_ 4 A/ Z D’f’a*’",{’/"’f

Qrez: C f F 6. 6'f/“ /7 ,,Z —8'— ﬂ*ﬂ /

¥a mocy tylko co wyzneczonych stalych cal’kowanla otrzy
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427 P
mujemy réwnanie odksztaiconej : é;qx/o ———-—————a Z/D,

25 Bistterta e Bland 315 2185 /j”’ Zy
\,zymac w nim {-zﬁzvﬂ/mazevy vyuna 2y ¢ °'“P"A£.KE sI-
LY/?w postaci: j/:g//__,___ E/féy/ 6'5////‘7
st~ Bt L e Y
———'/4%/7%——/@%7/4 et 0”/@4 o A g ;’j,(
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Stgd ostatec"me many strzaike ugliecia sily {40 W po-

sta.c/ /f%/ Pa/a,«f// W szczeglluym

- wypadku, kledy ./7~ =7 orer w=8= // amgc dla
wygigcia LAMARLE“A mamy:
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Tak samo zupelme. czynigc
dla odksztalconej, wyznaczamy STRZALKE SIdY /D W po-
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Wzér ten mozne réwniez ‘otrzymad bezposdrednio ze wioru

St tat =
ad osta ecz.mef 4@/){;
dla/ piszgc zamiast <&— g. a zamiast ,4’-5 tegc

wynage symetrja. I tu znow w szozegolnym wypadku, kie-
dy @= L=l mam)// /g/w ten sposdb uzu-
petniliémy poprzednio juz rozpa‘orywany vypadek ygie-
cia LALARLEA podejac wzory strzelek bocznych. W ogdl-
nym wypadku, pozostaje tylko jeszcze okreslié STRZAL-
KE UGIECIA PRETA w drugleg,' srodkoweJ potaci. W tym
celu czynimy & ‘=0, co daje: ('—-——ﬁ&’ /?/f—é//?/—
+F/Z‘°+/‘%f//’+/4//g7 +/C4 L2 —4//
Oznaczmy przes &=A+4= //47/ ./pd/ przes 4 = ﬁ%“‘
—f7/aﬁ//7t4/ wreszcie przez 5 =<~ —-——/a+//
ﬂﬂfa_ﬁ/gf/]—cz/ p/g /‘?AZ‘? {/4117/ —//{fyfa{/
=—3— _}o“/stqd mamy réwnanie 5” — ?’—f—-—& ktdre
dla @# 0O daje %—/P-—DJQ/Q 7nak w tem
réwnaniu nelezy obraé w taki sposéb, aby wyanaczona
wartodé 5" jako przynalezna do polaci drugiej, srod-
kowej, czynile zadosé warunkowm: 7> 3’>0 . W szcze
gélnym wypadku, gdy =0 tylko co wypisane réownanie
nie ma miejsca, wtedy bowiem mamy wprost: — XL —o5=
=C co deje bezposrednio 5:-'—‘—7):’/? .Tutaj wobec
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d=A+L=0, mamy,fé:'/fa/-’éa zatem ostatecznie wobec
tego, Ze fa’—fzg{; mamy {=fd’%‘ 4’27{:/;2 Podste-
wWis] ac-{o w rownanie odksstalconej wypisane_ dla dru-
gie] poiaci ourzymamy dla ogdlnego wypadku strzaike
ugleua / rozpatrywsnego preta. W wypadku szczegdl-
nym, Kiedy _/73/—_/75 by J&‘St g_dy § Jg bedmemy
mieli : [@///__i{i *’gﬁg 4;/6 A 20
rdal e P L o s //"" 54 i AL S
bt b L CEL LA Y i £ 2 e Gy e m,fi’/")”é
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'%‘—Z'S'ba,d Ostdtebdn.ﬁ/‘”"ﬂzé .5[7 LARY Tezell pray g%’

z” jeszcze ponsdio i a—‘9=// %o wtedj /7= =7 oras

strzalksa / /;?7/4 é’Z .4’0"“’

Aby w ogdlnym wyps uk w wyznaczyé dostateczne wy"!

miary preta, musimy przedswszystkiem zbudowad wykres

- : 4
momentdéw. Bedzie to Zamana 4)/25@ /RYS.235/. W samél
rzecay zdawne juz wiemy, ze prosta /4/4 stanowl wy-
kres momentoéw sidy P nbclgzajgce] pret swobodnie std

czgcy poza A . Dle drugiej, srodkowej polaci mauy /y’
—/U/a'+/Z/v’/4//3'/co daje dla punktu A wartosc/f f/ﬂ
& dla punktu &5 wartosé /f—f%ﬂ/)vLA/ /:7% Wyzej wi
dzielidmy, ze 144—[/”104,40./2[:47@'.%/7%, Tek samo
B-é:d;xﬁ}‘; :,é;?=§g-'ﬁ/}z&. -E)znaczm_y prz_ez/lt-:/b/ﬂé
wtedy A4 =/7Q"/¢l=/’/7“ & zad ﬁﬁ-‘-‘ﬂg/’ﬂ‘—'/y-' . Odcinki '/!
dajg zatem w skaxl/ﬂ wartosci szukane momentéw dla dn
?‘leJ polaci. Poniewaz nadto moment zmienia sie@ ¢1n3001
wraz z 5 , zatem prosta.4 4 bedzie linjg wykresu o~
mentow dla drugiej potaci tak, jek prosta 44 byis
nig dla polaci pierwszej. Dla trzeciej potaci M=
=Hert> 7/+/4// 23)-5F = /7/47“//*/4/ 3’//7+Av‘ﬁ/ =/ éa +
+f7{ /7/{7*{/ Dla $=0 to jest dla punktu 5 ten
wzér daje /.= /Ufﬁﬁ/d)a dla 5 == -& to jest dla
punktu ZJ otrzymujemy /ﬁ =0, Poniewai nadto w poisl
trzecie] momenty zmlemaja sig linjowo wraz z é ’.
to prosta ,ﬁ;éj stanowi linje wykresu d.i.& tej pnlacl
Widaé stgd bezpodrednio, ze moment nigdzie nie jest
P W

poany Eera v 2lel AT i"fZ;j, ¢5 jednakowych znakdw, to
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jest o 1ile sily_ﬁji ;: dziazelg w jednym kier Xu.
kozne to dowiesSc¢ rdéwniei i enalitycxznie. Przyousémy,ze
.47)>£7 oraz {§{>(7v Przypuszczenis to w niczem ogdl-
nosci rozpetrywanych warunkcéw nis usuczupla, siZy bo-
wiem {fL<C7 oraz 5?2567 wyginajg pret zupeilnie tak sa-
mo jek sidy ﬁf5%9 oraz.{gi>67, jeno w strong pruzeciwng
Rzut oka na wzdr momentiéw odrezu wskazuje, iz jsdynie
w $rodkowej polaci moze byé 4= }%%#Z}gyﬁé%7%j~é7 Stad
mamyxzh?*1/24/71539 #%4ffzc/ﬁ J/{//[ i ostatecznie:
Zﬁg7lél%f-i/5%g/7 Poniewaz z zalozenia /A >0,

z&tem musi bydé ZZQ{>§ZQZ inaczej bcwiem mielibysuwy

ff <O, co przeczy warunkom istnienia 5V w drugiej
Dola01, gdzie Ze> /5 =0 . Wobec tego, ae./ngzz%2;>6/
tylko co omdéwiony warunek daje pf/—f’a/gﬁ//}e skgd
otrzymu]jemy _ul%zzf;no wniosek oczywiscie faiszywy.
Zerowa wartosc momentu moze wigc igtnie¢ jedynie wow-
czas, gdy Bldy {§7 i fﬁ; 8g skierowane przeciwnie. Na-
zwijiny sid¢ skierowang w dod przez ./7>T> wtedy zELfC’
& wigc éf%KTQ%Z<ﬁQ,a.eamo :;IVZ%@fg?%¥¥zé%7;>c>.a de-

nyw wypadku warunek zf; jyozﬂ > O, speinia Big,rze-
¥ yp gg _ZD(‘,; = > ¢

iy ] Z . . .
czywiscie meny bowlem mriozac przez ujemny mianownik,a

wigc zmieniajgc znek rdwnosdci Zﬁz%f— ZCZ%Z‘< 276Q, co

daje -—Z§QZ O —~wynik, nie zawiersjacy sprzecznosci.

W danym wypadku, jak to zresztg nejlepiej uwypukla
RYS.234, odksztaXcona poeiada punkt przegiecia £/, od-

"

é 4 Q w-r-o,....
legly o fr'odzg?; ponadto réwnanie J7°=0 wyznaczs
=P %
dla poiaci $rodkowej &z DWA pierwisstki dodatnie i
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mniejsze odiﬂa wiec w nilej lezgce: f{' Te warto-

§cl wyznsczajg skrejnn strzadkil u€1¢cLab/%?¢/7[

tym celu nsleny ;? rownania odksztadconej uczynicé

, Ay - / T—TZ ‘ ] [ ‘
réwnem 3?iﬁg%§/%3%uﬁﬁQ/%Zoraz 57;/321y£%‘+435zg/169,_

4 { AT > L . ;

I btutaj réwnied mozemy wykresdlnie wyznaczyc odpo-

|

iy oruz zbudowal odnogny wykres momentow, nalezy tylko |

: ’ \ . N . b . N . |
zuchiowaé odpowiedni kierunek sid gngeych, jak to nej-
lepiaj uwypukla RYS.235, gdele postawiono te same li-
tery co i na RYS.233, czyniqe » ien sposdb zbytecunen
powtarzenie opisu 1 dowodzenia. Gdy porownamy oba wy-
kreey, to spostrzezemy z Zstwoscig, ze womenty odporo-

we /@Q I;ﬁ; stanowia skrajne wartosci momentdw. Wo- |

bec bego, ze /z=alf’ or&z /@,:g{é, przeto bezwigled- |
nie wiekszs z tych dwoch wartosci daje najwyzszy mo-
ment /ﬁg, ktory wyznacza steXy przekrdj prete rowna-

niem z&;=@év??W'szczegélnym wypadku, gdy cz§754§2mo-

ment gngcy jest staly dla caiej potaci sSrodkowej. Jest!
to tak zwany uogdélniony wypadek LAMARLE A. Wtedy 4 =

4}975’122 /Z§7_/7 oraz S =-/", zatem w Srodkowej

5
pola01 przy sprowadzaniu 811./7 iA nie otrzymamy wca-

le sily tnacej - wygiecie bedule 301513 KOLOWE w tej
czodci preta. Rozpatrzmy jeszcze jeden przykiad tego
typu.

§ 26. Phpi WYSTAJACY POZA OBIE PODPORY, A OB“IQ_
ZONY JEDNOOTAJNIE NA CALBJ DLUGOSCI.

Zachowujac znakowania omdwione w ustgpie poprze-’

: . _ 5 T
dzajquym i oenucuajsc pruez /ﬂ::"zﬁ czgslke cadkowan
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o obcigZenia, praypudajgesg na Jjednostke diugodci £
preota, vis uzy réwnania statyki A5 AP=0 oraz AL+
O A //“" ﬁééy——-O Sted wamy 4=-% [//Q!ﬁ/'g{f
oraz =—A P-~f/az+z/ //—ﬁ/'z+/+é§=
B elnt i Gt 10 s by Lot -
:__,_/a,. LYl )= B,

ule tylko co wyznaczonych podpér dzielg piesucuyzne

g£ilegcia na trazy poiucie. W plerwszej, obsjmujacsj lews,

/be 93(y zwisajacy czgoc preta, g,dzle Q*A 5> é ma.-

y . /y—/é/dv‘/f/a* A ﬁ/&h‘/{/ W druglej, gdzie
>

/)- 20, mamy /{—v?/aﬂ/;j .4//9’7/: wreszcie wtrze-

ciaj, prawej poiaci, dla ObI‘Odl\OW odleg2ych od 52 o =t
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: 75’ -2 X
raany Jﬂfrga 5/ A2/~ 5F . baceae te trazy wzory
i h] ‘ . ”ﬂ) - -’.? ﬂ i e V.
w jeden memy jak zwykle: /1~oﬂZf Kac=1eAH, fﬁffi

gdzle dla poiaci pierwsze] nalezy pomlnqc xoﬁcowe dwa

wyrazy, dla pofaci drugie] pomingé wyraz ostatni, s

dla potacl trzeciej braé cady wzor. Dla preta o) sta-
| . 57 - Vi L

iym pruzekroju popriecinym mamy*.é%fgi;f :=337z5+2>/ //
/ , 2y 7

7 Vs /,-”1 2 TS y e __'./.‘y —,q" “ ’_:.42 ‘g

ffgﬁfj// zf% co daje: /7 ¢ Ai /'Q/-' 7 %//—4?53
- At /’ . s J'J/ L
ora.z:.éy"’;f ,(_//77‘(/9 7‘"2’2-’//4-/-’ / /7va -j //—E—;—“:)}

Poniewaz w punktach 4 i .5, jako podpartych, & wie SC

Ay B
niex mlennjch gt ¢, saten dla 5=C oraz ff—é(xﬁmy

e 5 g
0= ‘/]7‘- a /‘5"7 Z/ A éﬂJ Oras: 0-’-_7/74(2’7&’;/4‘%(30 daje
worot, Ponsflior I AT oras et

Z{QQ’ 4/3 /iz Korzystujgc 2z tych
wartogcl mozemy wypisa¢ rownanie odkszialconej. .Czy-
nigc w niem jr=65+zi otrzymujemy strsadike lewego
zwisejgcego koiice prelu /y» hamy bowlem: Z;C’JO-A =
:ﬂ*/ﬂz%//:— / /4 17 /62’7‘/]26/3/% ;/Z,;&/%Q’?Ld/é 4‘?
ffi@% Mj& "‘lz‘ 4.2 /W L 0% e )% 4,

ol e - A /g/fz"f}ﬁi e S 5
+%¢%ﬁé&%@é&fgvﬂfycz ﬁﬂwvwwék{;757;né6igé

Lt Iosl S G2l e oo = LT

Ve
'l“' i P A l i 5 .(51___, Twr \js ry e E T
4Kk samo zupeinie, czyninc S w oEélnym wiorze dle

oc¢leabadeons], moglibyduy wyznag:yé straesdice 4; pra-
vego wisajqcego kovcm, nrosciej jednak mozna wypisad
veur ten bewposrednio ne uocy.urﬂ-a sywetrji, prreste
wisjge litery « i 5fco ua]e‘/)‘ -—#ﬁﬁé—‘/gz;a 7 /

~ 2w E
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Vil e - 37 4 At Aleas Tl ey ey v - "f: 7 - F e = v —
K baclseg._,;%n_/m wypudku, r,,\.l.au:\, a=b=A many (Z{%
Jo 2 )J < >
(=g (947~
bj z kolei w ogdlnym wypadku wyznacszyd¢ straaike

; i . s A< !
c¢la pols C*‘”ooku\AOJ czynimy ¢7=0 co daje :

L2 s ;
7Z?éﬁtﬂ%7““— ;/ =¢. Réwnunie to me wogdle tray
Ay A
Ny e g

plerwiastki f;, s » wyInecos)ace odpowiednie strzad-

IJJ'
ki wgiscia w punktach &£, 5 /Ri8.236/. Beda to
strza?k; /f' /‘ dwicdezg ona o istnieniu DWOCH
nunktow pxze51Q01a posradnich 2 i /" ne odksztealconej.

= 8, X o =\ j7_. 4 y i ‘. i
Wspodrzgdrne Lyjcn punkiow i/ otreymamy 2 rownunlé

/ :
;T =0, to jest z rdwnenia —~ﬂ¢*u f’/*vgﬂ? Jj=;§3é3+
k2 2) /S 2=

7~ ) —#—///cz//"a K- / 29w totgagte S

T s Gillat [FEFa TR
v———Z;- g’ é 0 gt H0 Ny o ./ 3 & ’/+ 4{?3 ’,"
Gdy /5‘3 /2 ‘7 )f/f? mamy dwa punkhy przegi @cia] i 40

N T Sl Y £9 & A A
repbirzednyeh 4 1 % pomigcdzy punktami ,-COY B~

e

powiada Lrzem rieczywistym pirerwiastkon rownanla;W”==

wyzej wypisanego, to jest wspoirzgdnym Z 5; f{ L kté-
£ 4
re ponadto muszg byé dodetnie 1 mniejsze od Z . Gdy

Z 1‘)
ﬂg Z= /K>’ Z’/; wtedy s$rodkowa noiad punktow przegie-
cia nie ujawnias,a réwnanie %o daje tylko jeden nier-
wiastek czyniacy zsdosé warunkowi Z2 j7,>-65 a wysné-

czajgecy skrejng strzafkg ugigcis dla voduci srodnouej.

A
wreszcie, gdy /{,«.5_@«%_’? /2% whedy é;o'" {Zi: a«’»}

Poniewaz i tu wusi byé dla 2 jako nraynaleznego do
/{)O - gf /j 2
srodkows] polacl. Zggf O, zstem rusi byc &7 =& 20,
| y ol i . 5 A, 18 - £
skgd 3,*54— 4%%3 ostrtecznie Wigc 3':45%é~4%/1—‘7
" L 2 1
W obtym wypadku zatem f@'ZZ-o Z/Cuyll /Z;’/ =z, to




= B =
jest == ZzZ. Bioragc pod uwége niewyzyskang dotych-
czas P;UVOWHO%u Zg /50, ktore daje Z{;Zf'widzimy, 7.e
7~ é- &, & zatem ostatecznie éZ—-c—éﬁ Otrzymeny tyl-
ko co punkt jest punktem podwdéjnego przegiecia - w je-
g0 sgoladztwie odksztaicona PROSTUJE SIE, nie zmieniu
jednek krzywizny wzgledem osi C-e/, jak to najlepiej
zresztg na RYS.237 postruec sig daje, Luzle/44—¢ﬂ?zﬁ?.

I w danym réwniez wypadku rdéwnanie ﬁdﬁ:éima jeden tyl-

2 =G

ko pierwiastek czynigcy zadodé warunkom 7> >

W szczegdlnym wypadku, pd) z=%=A1 mary dwa punkty
przegiecia, gdy Z.)>é4i14 to jest gdy 252,
gdy YK;Zag- wtedy punkty te zlewajg sig¢ w jeden po-
dwéjny punkt przegiecia, lezacy posrodku, wtedy bo-
wiem ?;;=/2=*544?. Wresscie, gdy H B srodkowa,
czpsé preta odksztuiconego punktdw przegiecia odksutai-
conej nie ujawnia.

Aby wyznaczyé doslateczny priekré] preta, szuka-
my skrajnych wartosci momentdéw gngeych, a pruzedewssd-
kiem wyznaczemy momeny odporowe, jako niewgtpliwie

3 - L) AT L
skrajne dla obu poZaci bocznych, Mamy zatem . A*§ﬂ4é+

+/ /7'2 ﬂ oraz ﬂ=2/a+ﬁfﬂz/;2/d+iji-2/&'f/f
—é?’ Zazwyczag jeden z tych momentow daje wartosd
nejwyzszg /@:, niekiedy jednak nalezy zbadad czy w
podaci srodkowej niema skrajnej wartosci momentu.

W tym celu bierzemy-——_ /4%/ /37@44@5L/@é9-?{/-
Stad mamy¢z+/’z’——j?ora" 2’:—~¢ _/74%/Poasta-

wiajgc tg wartosé we wzdr Qla morientdw mamy skrajng
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wartodé ; /@5‘32 -4 ~—*¢c’“‘147%7~f¢7-—z-&ﬁéyg/°
‘5</;/ fzééféa 5}¢¢§/“— Qﬁ%+é7a/?— fﬁzzzszzéﬂng/
- e 4 G2 st e firnd L)
/K+z cz// 7@ /a+/ gépré—é//t)*/ﬂ/,\,
¥ pewnjyah warunnacn ta wartos¢ moize byl bezwzglednie
naJWlekSL* Tak nuprzykiad gdy @=Z=A mauy 111—241—
LSERE —;%5/"/// )= 24120 Deiitel)
5{42/ %%Z%&& mom gdy <>, to wtedy /47<<0 gdy
L<od wtedy ./ >0, wreszcie gdy —/=X/Z~/;?&=0,W tym
suczegllnyn wypadku skrajng najwyzszg waertoscig momerr
tu jest wigc /@;:a4§-=/%g =1, . Gdy 225432, wtedy do-
datnie 1444 jest zuwszZe nizsze od z@é . ¥ semej rze-
czy whedy /y=—2—%j;24‘)2:—72{2 , skad /y—/y 74—/<0
Nejwiekszosdcig momentu Jest tu zZnow ./y'—z4f Cdy zas

/<24 wtedy bezwzgledna wartosd momentu /6/
._%izg bedzie wieksza od /ﬁé skoro ——Zfa%éi- /éﬁz
to Jest gdy ZL>AVE,, Stowem dla wartodei Zﬁ«?r/_'ma-
my Jéf «v1/<25'4k4f2. 12242 .347 dla zéxQP/—'bedz1e
/%v_U’”Z;d dla -Zﬁrv/_ZQ bedzle z@;‘uﬁs. Czynigc
A=
ta] Kofczymy szereg przykladdw pretdw wyginanych. We

Z oy N AT ot oy ¥y 14 . - NS .
éé:jy’ wycnaczymy bezpieczny przekrdj preta. Tu

wezystkich tych prazykiadsch, tam, gdzie rozpatrywalis-
my prely o statym przekroju popriecznym - mierodajny-

mi dla wyznaczenia bezpiecznych wymiardw byiy wartosci
najwyzsze momentdow gnacych. Nalezy wigc umied je zgd-

ry wyunacza aé. W tym celu rozpatrujey:

§ 27. ZALEZNOSC MIEDZY 5I44 TNACA, A WOMENTEWM




CHACYM PRANKROJU.

Dklad sid gnscych, po sprowedzeniu do Siodka mo-
sy densgo nreexroju ldoarzeczinego preta odksztaiconego
caje WYPADKOWY NOMENT 16/ I 8148 TULCH jr: rowing alge-
traicznej summie sii gnageych i do nici réwnclegig.
Dls wyznaczenia 16/f177naleki braé, jakr wiadomo,
WELYSTKIE SI4Y, LEZACE PO JEDNREJ STRONIE rozpatrywane:
go PRIEFROJU preta odksatatconego. Wicmy, 2e skrajne
wenreiente Jaskiegokolwiek praskroju Z%V:iﬁyflV? prze-
to, wby wyznacsydé NAJWYZSIE ﬁﬁPF“Z\ﬂ”u GHACE, panujg-
ce w precie, HWALRZY WYZRACZYC PRIEKRGJ, CDZIE ILORAZ
,/VJﬁ/DSTAHuWI MAX1KUK. PRUBKROJ ten, PRIYNALRZINY DO
NAJWYZSZEJ WARTOSCI /Z/ZVo ELY NIZBEZPIRCIZNYM, »a-

nuje w nim bowism najwyisze uapregzenie prota éi%w__

:7é?éﬁzz;, gdzie znuczkami A ouznuczylidmy odngéne
vertoscl nejwyzsze. Dla pretdw o stalym srzekroju ue-
zie to niewgtonliwie PRIRKROJ, PRZYNALBZNY DO NAJWYZ-
SZBJ WARTOSCI MOMENZU GN CEGO./%;. Ponisewaz v wickszo
sci wypadkow imamy do ceynlenia o pretami o stadym
orzakroju poovzecsnyw, nalezy wiec umied WJ“na‘zaé./y
Rozwigzanie tego zedenia otrayumamy najtatwiej, opiera-
jac sl¢ na zaleznodcl migdzy 2’?14/. Aby jg pownad
bierzemy pod uwage pret w jukikolwiex sposdb odhsztal-
cony pod jarzmem uhiadu sil gageych _4?,f§1,_,”,.é?,
obcigzajgcycn pret PO JELNES STRONIE rospavrywanego

-~

rodicu masy C7 lezgeym ne

C.\

przekroju nopraecineg

€g0
odkastaicone). Sidy _457/: 42."./4/10vd wigce wszystkie



201,
2 ke

w plasiciy- ,
z —*—1 \Q—

inie gigcla

|

b 4 °Tli
prostopadle do _2 ; i | 52
pierwotne] osi yz) i 7 X

E u —=S—
poduznej 575 b 2

J 3 < ‘ZZD ?0/5” g

pleta nleOd" /i:\.y*sr- '49‘)‘7‘9- l—-‘ /gz_
weztadiconego. yf

Po sprowadzeniu do srodka ¢, odlsclego o 3 od poczgt-
ka os ngﬁ, pily te dadzg VOUZENT ”YVAU:O“T'zéé"‘ /3E§é
3 //f %217/25’—- *ﬂ...,. +JZ?(¢24 /i/l" ffl?{?ﬁ ZL/)
edule preez 52 oznaczamy 0dleglosd s;ly 4? od poczygt-
ku osi & . PoniewaZ sily 457‘624 o jadnej stronie
przekrdju, cutem 5;,>€; nalezy wigc uwzglednidé kisru-
aek momentdéw skiadowych piszgc symbolicunie i{%%g*gz
v zeleznofci od kieruniu siiy. Wyzej wyznacaylismy
prawo okreslania kisrunku obrotowego momentow leig-
cych w przekroju. Tuta] wige momenty sif dodutnich,
Lo skierowanych ku coZowi begdy lezaly ne ujeune] ol
CY w przekroju poprzacinym preta, ktora to os jest
prostopadia do piasscuyzny gigela, netomiast momenty
it ujemnych na dodatniej osi (Askierowanej ku pa-
trzycemu. Te moumenty, Jako rosnokierunkowe cudzg 140-
ment wypadkowy lezicy na dodatniej lub ujemnej osi QL.
Ponadto sily /fi sprowadzone do osrodka O dad"4 wy-
kows sile tnzca jﬁéz:; /? {?‘.",ffv-:%;‘z*/
Kierunek tej sity jest sam praez 2ig oczywisty.

[}

Weiry z kolei pod uwage przekro] sgsiedni, nieco
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dalej od siZ /;7 w kierunku 9 lezgey. frodek jego
rasy bedzie wiec lezal na odksz statconej w ao odlegiym
od o o%=00! Zedsmy, ze miedzy O 1 O NIF DiIA-
LA ZADNA SILA SKUPIONA /. Po sprowadzeniu do tego
owebo o$rodka O’ sidy F dadzg moment wypadkowy
=2 Zfe~(5 ) /7/7—/3* BN D~ (5 ) ..
O R A /T At T 1 e ) LN
LGB/ AL PR *2@'7—/{ T
Stad mamy YZH= fﬁ/{OundCalﬂy YN =alY ) s saten
f7 &3»/?' H Zupeinl.e ten sam wynik mozeuy otriyumad
rozumujgc w nastegpujacy spossb: Ukzad si2 /&ZZ PO BPro-
wadzeniu do ofrodke ¢ zastgpiony zostal wypedkoweni
i 77moznq wiec nadal miasto sit _/Z7 rozpatrywadé wy-
tjcznie uktad /7,_77 Jezeli tedy chcemy sprowsdzidé si-
1y 57 do srodka ()/jeﬂ"c‘.e vardziej od tych siz od-
legtego, to miasto sit ﬁ mozemy breé jeno woment Y
i sile tngey f)"";/lo,,ona do punktu €. Moment jeko
wektor moze byd bezpodrednio nrzeniesiony z Ow O’ » Na-
Lomiast sila ,/,790 grzenissieniu de Jde taky samg silg
tngcey /7 oraz codatkowy moment /70/3"— zutem ceuiliowity
moment w Olb@dzie /yl—_—/fv‘]?&/%’ zupeinie tak, jak wy-
%60].

Otraymany wsér zawodzi, gdy miedzy Ci O duiere
na pret skupiona siia /027 W odleyioSCJ.’g?’ﬁ{?'o Srodka
0 prayczem niewgtpliwie {>f>0 W tyw wypadku
//—/%‘fa/g’tp/&v/p, & zatem zeleznosé poarzednla nie

Ge. 81¢ utruynad, mamy bowienm K/fi—/‘f/ c’/%’— —fiy/y
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Tylko co przytoczony sposcéb rozumowania pozwala ustalié

)

supeinie tekyg samg zaleznosé w wypacku obcigsenia cig-
glego, iednostajnie roziozonego wzdiuiz preta w stosun-
ku B K1LOGRAMOW Na JSDNOSTKY dingodel pierwotne}
preta nicodksuteiconego. Uznaczuy Dpriez 52 5 kierunek

osi podiuznej preta nieodksztalconcgo. Na odksztaicone]
w odleglodci & od pOCZ@tku osi 57 , obieramy punkt O
- 3KODEK WASY PRIFKROJU POPRZECINEGO preta odksztadco-

Y
Ca

o
>

nego 1 sprowadzamy do tego £ro nheigzenie jednostej-
nie roztozone wzaiui jednej czgscl preta, lezace] poza
arzekrojem sunktu { w kierunku rosngcych wspéirzed-
nych %, a wigc lewe]j czedci pre¢te. To sprowadzenie da
wypadkowy momenb_/” i sileg tngcg jﬂ, przytczonyg do
$rodke O.

Wezmy pod uwage 2z przeciwnej, & wigc prawej stro-
ny leZady sgsiedni punkt 67/, odlegdy od punktu paprze

dnio rozpatry-

wanego o COO= i 4 [Z;ﬂ [[MQI
A T ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ
=¢/% Obcigze~ !
nie lewe] cuze- | ) wé’
scl preta wzro- i %/ .|
snie o sileg RY.S. 240,

o5 =12 #

dzialejgca pomiedzy O i 0w odleg10301 é%vg 2

dziemy mieli zatem dle punkiu O’ wartosé wmeuentu
/%“1ﬂ1+72é?+vL1%?2Pom1JaJQC wale wyzszych rueddw i oz-
neczajge Znowu preed ué””‘/? M vedsiemy ¢lellh£f_j”

(P74 ? T, -
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Stgd ctraymujeuwy nmustepujgce:

TWIERDZENIE PIERWSZE. SIsh THACA PRZEKROJU‘PBETA
PLASKO WYGIETEGO STANOWI POCHODN4, MOMENTU GNACEGU
PRZEKKOJU PO /%", PRLYCZEE % OLNACZA ODLEGLOSC SROD-
KA NASY TEGO PRLEKROJU, LIERZONA WZDkUZ 0OSI PODLUZNEJ
PRETA NIEODKSZTALCONEGO OD PEWNEGO POCZATKOWEGO PUNKTU

Caikujgc wamy z%éj/ékaéf?-éf mozemy zatewm wyzne-

czy¢ wartosd¢ uomentow gngceych, gdy znamy siiy tnagce
przekrojdw. Najlepiej to uskulecznié wykreslnie, catku
jac wykres sii tngcych. 4 tego wykresu moZemy rowniez
wyznaczy¢ prazekroj o skrajnej najwyzszej wartosci mo-
mentu gnycego zﬁ; . Poniewaz wtedy niewatpliwieéggzzca
zetem dla tego przekroju 7=0 , a linja wykresu prze-
cina swg podstawg. Stgd:

TWIERDZENIE DRUGIE. SKRAJNE WARTOSCI LOMENTU GiA-
CEGO PRLYNALEZA DO POPRLZECILNYCH PRZEKROJOW PRETA FLAS-
KO WYGIETEGO, DLA KTORYCH SIka TNACA ROWNA JEST ZERU.

Aby wiegc znalezé z@;naleiy wyznaczy¢ wykres sii

tngcych preta wygigtege, budujgc kolejno dla poszczegdl:
nych jego przekrojow poprzeczuych w nalezytej skali
wartoscl sit tngcycn 172227ié? . Punkty przecigcia sig
otrzymanej w ten sposdéb linji wykresu 2z jego podstawg
wyznaczg przekroje poprzeczne preta, dla ktdrych moment
osiaéa gwe minimum,lub maximum. Dodatkowe badanie wy-
znaczgy 2z pomigdzy tych skrajnych wartoéci momentow -
wartosd nejwyzszg zﬁz, . Przy wyliczaniu momentdéw zna-

nENQp l'l}';:f\o«"; Q"‘l';(-\ n""' ':LD Y?u;‘f’u:’n’. ',_.,n,\.,



o S
§ 28. TVIERDZENIE O-THRZECE MOMENTACH.

Rozpatrujemy pewng cz¢dé preta wygietego, spoczy
wajacg nr dwoch sgsiednich coporach . s /ﬁys. 241/.

Posostadych czg-

RYS. 247,

3¢1 preta,dgce-

nie 2z cdnosnsaui

podporami nie

bierzemy wcale

pod uwage.0Obie-
rajgc punkt /5, jako poczgtek wepdirzednych,prowadzimy
zen o8 Lgyéf'w kierunku pierwctne)] osi podiuine) pre-
ta, & o8 A;@U'w ddéz i wyznaczamy odksztalconq.'Na od-
ksztalcone] obiéramy dowolny zresztg punkt ¢ odleg-
Iy o 5 od punktu 5 - bedzie to drodek mesy poprze-
cznego przekroju preta odksztadiconego.. —

 Niechaj cbcigzenie calkowite lewej czesdci preta
sprowadza sig do osrodka A, dajac moment gnqch?g

77 r o : \ e iy o
i site tngcs JQ . Podobnie rownie? caikowite obcigze

nie lewsj czgsci prpta po eprowadzeniu de osrodka &5

niech daje moment gngcy ;ﬁ;, 1 sid¢ tngcsg é;: w tym ’
punkcie. W punkcie C niech ponadto panuje moment <7 .|

|

preta przez {f,ﬁ ...... £, oraz priez JZ—’OD L5— |

8ily przylozone wzdiuz pozostalej czescl preta pomie

Oznaczmy sily skupione, panujgce wzdiuz czgsci 47

!
dzy £ i /5 . Wyodrgbniona przez nas czgié preta poz

staje wigc pod jarzmem sil /2 /... féz,fg 2,2

77 27 2 “ortceer A4S |
dzistaiagcveh w odlem¥odciach £~ 27 BN e
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od &5 . Sity te zreszta nie sg wskezane na rysunku.
vaznaczmy‘ﬂd Obcigzenie lews] cizg¢dci preta sxiadsa
sie z obcigzenia panujycego poml@dzyﬂ | Cyczyll %
sik 5, f;J, ,,,,, _/Uu orez 2z sit przyifozZonych do preta pc
z8 Dunktem /4 e ’;7, {5/} ... dujg wigc moment wy-
padkowy 2; "f?/g' ;%/ Ponadto nalezy jeszcze uw-
zglednié obqu,zenle prete z pozea punktu 14, _Ktore 8pre
wadzone zostazo do momentu /Zq 1 sily tngce] | //’:7 8
ten ukad po éprowadzeniu do odrodka ¢ daje znéw mo-
ment /Z? » BlZe tngcg 77 oraz dodatkowy moment
g//——{/ gdzie /wnacza odlegiodé 45 . Ostatecs
nie wige w £ gcznovm,c bedzie moment 2 =7, +
v ]7// 5f/+2., */D/gy ngomewaz przy 3=0 najoczy
widciej 7=/ zutem A2 =T 7‘/—% 7‘2’*;{ ~ Tu-

tej znekiem sumuy nalezy objac ‘oym rezem juz wszyst-

kle Al L2 20 s Z . stgd mamy = /”3”{__&_
+P3/1 ostatecznle ./f{—/y 7‘//’2 4/7~/_'5:_

+]DA" 37— Zf’éz Gdybyémy rozpatrywana czesé 45
pre'oa przepilowali wzdluz przekrojéw .4 i 5,
otrzymalibysmy belke AL opartg sw"oodnle na dwuch
podporach, & obcigzong uki adem g8id 4,{5 ..... AL Sity
te daiyby odpore /4~-~/ “*Pg’ ktére po sprowadze-

i=Z
niu do osrodka c wyznaczytaby moment /“7/5 27~—

=- 53’2’7‘78’ Ponac.to pomledzyﬁ W dzialajg, jua-

PADS

kesmy to zatozyli sily 55 ..... /;7. tgczny ich momert
=777

- : . 7 4
pc sprowadzeniu do osrodka & wyuosi .2,7 ./L,{/_)/ j;)..

Qttutecanie wige w (  punowad bedzie wcuent /¢~



‘4L 15é75£' gdy pret roze-
i W= + ZSZ /8 - 47 ]+
t-n.l.el"'lj wﬂ % LD l.atem _/_/ /% / /15 ./7;4/ P4 1

\§§
M
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QN
Q
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co dajs nastepujgce:

TWIERDZENIE O TRZECH MOMENTACH. KOMENT GNACY
PRZEKROJU POMIEDZY DWOMA PRZEKROJAMI POPRZECZNYMI PRE
TA PLASKO WYGIETEGO ROWNY JEST SUMIE TRZECH MOMENTOW:
l-0. MOMENTU CPOROWEGO LE¥EZ0 - 2-0. ROZNICY MOMENTOW
OPOROWYCH, PRAWEGO MNIRJ LEWRGO,MNOGZONEJ PRZEZ ODLE-
Gz08¢ TEGO PRZFKROJU 0D PODPORY LEWRJ I DZIELONEJ
PRZEZ ODLEGLOSC POMIE-
DZY PODPORAKI - WRE-
SLCIE - 3-o0.MOMENTU,
JAKIBY PANOWAL W DaA-
NYK PRZEKROJU,GDYBY
PRET KONCZYL SIE NAD
OWEMI PODPORAMI I PO-
ZOSTAWAL POD JARZMEM
'SIk DZIARAJACYCH MIE-
DZY NIEMI.

Jake praykiad

wezmismy pret prosty
A S, na dwéch pod-
porach 4 i [ oparty,

a jednakowo wystajg-

gy poze nis. Gdy ob-

; 14 : 9 73
Castyely n sile T

N ———1

o e e 15

- dziatajgcg posrodku >
WYTRLYMALOSC MATERJAZOW - ARVU\?'X\UJI
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preta, ulegnie on wygieciu, jak to wskazuje RYS, 242.
W danym wypadku odpory bedg 7=5=—F , zby wigc
wykreslié linje wykresu sit lagcych )77/ﬁYs.24@/ na-
lezy pod A4 zbudowad Ac =-F=4. Poniewas tu sama
gita tngca punowad bedwie we wszystkich przekrojach

az do C zatenm nalezy przeciggngé prosty wec /A5

asz do tego punktu. ¥ ¢ pruyiozons jest sita .~ skie
rowana odwrotnie - nalezy wigc wykreslié CO=2P i za-l
konczyé wykres prostg ¢4/ , aby méc w punkcif
45 powrécié do podstawy budujgc ostatnig sile - odpoj
re H=-F=¢.05. Wykreslanie znacznie ulatwiajg strzal
ki sil. Tidziﬁy stad, 2e linja wykresu przecina pod-
stawe w punktach 4, ¥ i /& . W punktach 4 i /5 mo-
ment jest rowny zeru, niema bowiem na wystajgcych kon
cach preta zadnego obcigzenia - przeto punktujf'odpo-
wiadae najwyzszej wartosci momentu 4/%:. W danym wy-
padku 14Z:?/%;==C% to tez na zasadzie tylko co dowie
dzionego twierdzenia ./7?72'. Moment/ﬂz umiemy wyzng
czy¢ wykreslnie - mozna go réwniez otrzymadé catkujgc
wykres sil tnacych, to jest wyznaczajgc wykreslnie pJ
wierzchnie zewartg miedzy podstawg wykresu sil tng-
cych, & linjg tamang tego wykresu /4&!6é:éz5z Otrzymu
jemy w ten sposdb wykres momentdw Ael wyznaczajg-
cy skrajng wartosé zfg momentu dla punktuvj{" gdzie
2Rl

.Jezeli ten sam prét obcigzymy zewngtrznie w od-

legtcsci -Z od obu podpdér jednakowemi sitsmi A~ ,to
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odpory pozostang te same A=5 =—~ ; bedzie 1o
znane nam wygiecie LAKARLE'A. Kredlgc dla danego wy-
padku wykres sil tngcych /RYS. 2%@/ nalezy /RYS 44@/
zbudowsd linj¢ A aAL555 , ktéra dla érodko-
wej czesci preta 45 dajo J=C, co oznacza, ze
dla tej czesci prete wartosé momentu gngcego jest
najwyzseze, a zarazem stata. 2 2stwosdcig si¢ o tem
przekonaé¢ mozemy, rysujgc wykres momentdéw. W tym ce-
iu mierzymy powierzchnie prostokgts xiagczx¥ i odkia-
damy jg w nelesytej skali jako odcinek .Z<2”, Prowa-
dzge CZ%5272§Z§ i 1gczae «@’i £ g A 15 otrzy-
majemy szukany wykres. Dla czesci srodkowej preta ma-
my nd mocy wyze] dowiedzionego twierdzenia ,47=a4{+
—iﬂ27ﬁ4é/;¢4'~/%f *AL | bowiem nlewatp¢1w1e./2’—
=Aa =t =54’ poniewaz prostokaty Az i ﬁ{{b’

8§ réwne., Ponadto w danym wypadku sSrodkowa czedd pre-

ta‘jest pozbawiona obcigzenia zatem//2:1?, zatem
M =/9= POWIERICENIA /4 @ ccA/=<PA , wynik, ktéry
juz dawniej otrzymalismy nieco inng drogg.
Wyprowadzone wyzej twierdzenie lepiej sig uwy-
datnia w odwietleniu wykreslnem. Niechej odcinek fFa-=
=z¢§, a zaé.éﬁf:Z%; » ponadts riechaj krzywa 4 &5
stanowl wykres momentéw//Z rozpatrywanej czesci pre-
ta. Obierzmy dowolny przekrdj preta o .3/ odlegty od
prawej podpory /5 . Prowadzac /& rdwnolegle do /7
lub do /@; w odleglodci 5 od & i %gczgc prestg
punkty < i g mamy najwidoczniej /Uu—zj '/’f



g A .
. 10

-5 =
S //Z?'Z/;j [ oras -.’_./)\-’;2-7!/6. Stad L= 754:/£/~

odcinek /% wyobreza rmoment cbranege przekroju. Momen-

RY.S., £%0. ty_zﬁ; i /%; za.zwyczaj |

/ !
5.4i nazywawy HOMENTAMI ODPO- °

ROWYMI. Sg one wygodniej-

sze w rachunku niz odpo-

ry, & zwlaszcza W wypad-
kach bardziej ziozonych. Istniéjg ponadto sagadnienia
dotyczace oretdw STATYCZNIE NIEWYLNACZALNYCH, ktcre
inacze] rozwigaaé si¢ nie dajg - jenc Z pomocy momen-
téw odporowycl, igcznie 2z nuder prostem twierdzeniem, :
ktére zazwyczaj znane jest jako:

§ 29. WiOR CLERC ‘A.

Wyzej otrzymalisdmy wzor fi:uiiff = _;fz__
(- N AL T
rym @Z oznacza rézniczke ruku odksztaZcone] preta pia-

, W kto-

sko wygietege, acz?’kat nachylenia dwoch sgsiednich je-
go odkeztatconych przekrojow poprzecznych. Niech prosté
5?§f oznacza pierwotng o8 podiuzng danegc preta.Po ob-
ciazeniu ukiadem sil gngcych pregt wygnie sieg, jege o8
podiuzna przejdzie w odksztatcong. Weimy pod uwage do-
" wolny 2uk odksztalconsej o skreinych punktsch 14/223;%7
| .Zf/?z;, }5;/ /ﬁxs 24@/, Wygiecie preta z zaloie-
nia nader nieznaczne gozwala utoZsamié element rozpa- ‘
trywanego fuku odksztaiconej (0 =a/Z — & prayrostem o5
wspdirzedne] ‘g/punktu <, co daje aé?:z%%ﬂ Jest to
dopuszczalne, be przy siebew wygieciu odksztaicona nie-

wiele r32ui sig ¢d plerwotnej osi podiuznej preta.Prze?



RS, 248, @

{

obrane sgsiednie punk-
ty Cl'dlprowadzimy sty-
czne tuku .45 —utwo-
rzg one kat<%§9, ktdry
100 Z emy wyznaczyé z réw
nania aP= F@/ 7 =
15107 ﬁ@( W ktdérem
M Z;nacza moment gng-

cy przekroju popriecz-
nego, przynsleznego do

punktu £ odksztalconej,

& % - moment bezwladnosci tego przekroju wzgledem

osi prostopediej do pilaszczyzny giecia, a przechcdzg-

cej przez punkt C - érodek ma

sy przekroju. Kat o wy-

znacza zarazem pochylenie odksztalconych przekrojow,

poprzecznych, przynaleznych do sasiednich punktow Al

. /
e odksztaiconej, a zarazem i kgt pomigdzy dwiema



- 406 -
sgsiedniemi normslnemi odksztaiconej. Bior40 BUIME

tyeh kgtdw dla catego luku maumy b///n @/-&%g’ |

welr, ktory wyunacza kgt, juka u.01u4 shlaJne stycune

rozpatrywansy’o 4uku. Ounacsmy praez é? KAT POLIEDLY @
0s814 &?ff a styczng faxu w ekrujaju [oC0 punkcie A4;
przew éi tukiz kgt pomiedzyfﬁ 1q 2% w styczng tuku w
, wtedy /%E :%-—5‘37 Tl e/g,’]an to z Zatwodcig
postrzec sie daje na ry s unKu zgtzﬁéé moinge wyrezid
jeszcze w inny sposdb. Poczielmy tuk 4.5 na elementy
Az, 72 ...... , I . Gdybydmy pret znegla w 4 rozcig-
li i po zamocowaniu w zg’pozbamili obcigzenia zewnelra
nege, to rozpatrywana czesé 75 preta cdgieze by sie

i wyprostowats. Z poczgtku rozgigiby sig skrajny ele-
ment 47 , przechodzgc w prostg 7 styczng do tuku
ALZ w jego ounkcie Z ; z kolei po wyprostowaniu sig
drugiego elementu 74 - odgigta czeéd boku A7 prze
gzta by w prosty {?3 , stycang do fuku 45 w punkcie
A?. To samo zjawiskoc zachodziloby przy odginaniu sig
dalszych elementdw uku, ktdry ostatecznie uiozyiby
sig cady rozgigty ne stycznej skrajnego punkiu L7 v iR
postaci odcinka A4’ Przez ten caly czas skrajny
ounkt 4 uku przechodzilby kelejno z A do o, dq/%}
wreszcie zatrzyuaiby sig w4, zukresliwszy tuk 44.
Przeprowadimy proste A /2% craz /Aé//f?}d‘ a

otrzymamy 45’/40-—-3;*5; craz /ZA:}L;—;@ . Wobec nader
{

nieznacznege wygiecia preta moZemy niewgtpliwie rozpa-

trywaé odcinek _Aﬁfﬁql , jako luk kola o promieniu
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B4 . Stanowi tc zelozenie CLERC'A, zupelnie uzasad
nione dla pretow wygietych nieznacznie. Poniewaz kgt
./7239 éy zatem, jako Zuk kola AZAO? —25?7‘”é¥
_(if;ff/é¥ Penadtc AA4 =44 +AA = =L -yl + A
sby wyznaczyé niewiadomy .44  rozpatrujemy olewent
¢ ruku A5, priynalezny do punktu € odksztaiconej.
Budujse w € i Cfistyczne %;V'i C?J)odksztalconej,
OTrus ProwadzyC cC“AV mozemy ponownle rozpatrywad

odcinak 6740{ juke fuk koZa o prowmieniu 624:2?;37

{ )

Jest Lo ocuywigcie to samo z2uiozenie CLERC A co i

pierwej - pozwela cno wypissd wartosd czqstkié/%;‘te~

£¢ }unu odpowisdajycej wartosci \4ta aCF’ v posta-

X /Kb /5‘—-xl/déﬁ Caly iuk /47? jako HIanny %
lencnt Sw /<> bedule occywiscie rownyu///77€?"y;)/¢L

—///‘F/?-/J ﬁyb 4d ostatecznie: /5] 1§;@¥f%g§§¢-
ﬂ TR

/3§;47;afamz£ STy t//ﬂ/?%%g

\

)

\c“

.)//
Ten vzor {gcunie z wyzej otr&ymanym anany jest

juko WLOH CLERC a. wyiej bylo: &&— 62‘/"5’/% %,
.,.5’ T 3r
, )G ) LT gobh / Ars-5)
gaten: - / 445 *3} 7 Tt

Y7 U5 ,‘)’9

.,-kqd. o J oA / “Z .Zy/""' I - F )
LJ.Z‘? d’ﬁ’ —( .45 “’k/,/ Q/ /V E \/ = 9/5,

—ﬂﬁﬂ”mﬂw%ﬁ @Wﬁ/kwg--

t/g

5 dj
A il 3)8 P A

liobec tegc, Ze punkt Z? moze byc uuoelnle dowol-

—)/;'

nie na odksztadiconsj obrany, oznaczamy jego wspoirzed:

ne wprost przez 3,3, e wtedy wamy WZOR CLERC'A w



- 406 -

postaci:

Saders. A3, SIS

w= }”'lé%’ff/ég AT o 4§7v/r

Jest to nagoczyw1501eJ R WNANIE OJK“”TALCONEJ
PRETA PLASKO WYGIETEGO. W wielu wypadkach prowadzi
ono szybciej do celu niz zwykiy wzdr dotychczas przez
nas wyigcznie uzywany. Jako przykiad tego rodzaju wy-
padku bierzemy pod uwage przypadki statycznie niewy-
znaczalne, ktdre, jakedmy to wyZej juz widzieli roz-
wigzujg Big metodg zwykig z pewnemi trudnodciami - tu-
taj wetods CLERC'A da nam wynik prosty i bezpoéredni.
Rozpatrﬁjemy wigc:

§.30 PRET JEDNYL KONCEM OSADZONY, DRUGIM WYSTA-
JACY POZA PODPORE, A OBuIéAGNY DOWOLNYlM UKLADEN SI&
GNACYCH.

Prgt 4/ pierwotnie prosty, osadzono korcem

5 i podparto w punkcie /7 . Oznaczmy przez . i
Z odpory wywolane obc}azeniem gﬁacem cdpowiednioc w
punktach 7 i /7, vrzez zf; i /%; - odnosne momenty.
Pozostate znakowanis znamy juz 2z ustepu dwudziestege
pierwszego, gdzie rozpatrywculismy podobny wypadek.
Niech obcigzenie zewnetrzne skitada sig 2z rig zz? od-
legtych o fg od poczatku stalych wspddirsednycn fa?.
Rownania statyki dajg /97*4§?f-25<é?=175 oraz dla o§-
rodka momentéw 427 /9/7‘2/?% A= oy pdnie
przez zﬂ; oznaczylismy moment osadzenisa preta a sumo-
wania winny ogarngé wsazystkie sity ukiadu. Stad &=

T =< g vllila B4 o
=-2'2-4 oraz A= 7//73 +Z'/§7§zg-/~.,sasn to wypa-



dek statycanie

niewyznaczalny E. A AB
- nie mnciemy
bowiem obrzymad l l /AR %
owiem otrzymec 5 A . Z 7
/7, z réwnai . '; 5/ /3
/gv (]
statyki. Nato- | Ll /%
. s *—* / —_—ﬁ
miast wzorEEH— s, 949
C'A deje /7,
#y

wproat.
Zastosujmy waér CLERC'A do cagsci 2.5 prete;
wobec osudzenia preta w 5 memy niewgtpliwie : 5 =(
¥4, =0, oraz =0 , odksztalcona bowiem jest stycz-
na do osi ng tym punkcie, Ponadtc dla punktu .4

jako podp&rtego mamy oraz ;zf =0, stagd:
Oﬂ(_
o==2Z, Ei‘ﬁc’/g//y// 250,
gdzie: /7:/{79 —g//] /ff/v‘-/lé

Tuta] pruez ) isg oznaczyllémy moment punujgcy w
dowolnym punkcie podrednim £ oddalonym o 5 od pucist
ku wepddrzeduyeh S22 , & iezacym w rozpatrywanej czg-
$ci AL preta. Wzdér dla  stanowi wyiej dowiedzic

ne prawo ¢ trzech momentach. Stad:

y /L3 r i, (75
//Z//7 /’/L,QJ / QM / ¥3=a

Tuta] nale'?y zzauwazyc, z.e momenu yZA mozemy zaw-

sze wyznaczyé, sprowadzajgc do punktu .7, jako osrod-
ka, sity przylozone do wystajgcege xulica 7.7 preta.

Ten ukZad £ stanowi czgstke cuikowitego ukiadu gng-
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) o el ng niev aiome S i e e o el
cego; zatem jedyny niewiadowg réwnania jest woment /7,

ktory wyznaczamy: // _/_/y _(5’_;;2&;)/:,

o / < )". v &

/ ol B r<"‘/;f‘/;'.4ﬁ’i ,/ /v / 7%37 /-
/y / '/"‘“é//_,"'}';;?—“é’ /:J{) 7’7—"4 s
c e o PN

\m sacaegolnym vypadku, gdy oret .olczy sie ponad
podporg -7, iest gdy uklad ZJ nie istnieje, maumy
/’Z; =0 . Stad wige // —a/ W Tadet //7/ /Z"’ (//”"

1_1 k./_x

Ponadto dla prete Jednoroanego 0 sﬁalym Praexroju
wszedy fd- jest stale,, mozery wiec napisad : _/)f =
-%{'{/é—y/ ci/b)'/ //—f/ f/»’ Tylko co wyprowadsony
wz2or dotyczy wypddku rozpatrywenezs w § 22. Obetnijmy
pret jednostajnie obcigzony /)//G na jedncstke diugo-
$ci w punktach 2 i E a otrz ymamy odpory 4 =5=

'

__74:/({)2. Stad : /4__74__// _)/ .-,)/é 7——{——}? nailiy Leted:
_/////’»)/c/ //4 CoPBS Al s S =

/2/*.:’ ,‘;L", 4 &6‘/5 o L
== = S e poma.d‘oo e A / V=,
RN sy, P B g
- . .)c
i ostatecznie mauy z'zE v e wynik, ktory juz

znamy 2 § 22. Z keoleli bierzemy pod uweage:
§ 31. PRET OBYDWU KONCail OSADZONY, A OBCLAZONY
DOWOLNYN UKLADEM SI4 GNACYCH. Lucliowujgc znanowania §

23 1 oznacza)gc prsez /ZU sidy uksadu gngceso, odle-

gie o g& od pocugtku S2 wspdéirzednych wozemy wypi-
saé réwnania statyki A #5+Z'Z =] orsz dla punktu
52 jako oSrodka momentodw %*/7/7‘5473; 7‘/_15 =0, gdzie
. przez /‘% 1 /)é, oznaczylismy momenty odporowe, czyli
mouenty osadzer preta. Stad ,9——/—/!; "/%.—,21?52/-'5]
oray: , =572 —A4.

e et



Jest to za-

tem wypadek pod-

wojnie niewyzn&-_é:

céulny statycz-

nie, nie mozeny

bowiew otruzynad

z rownan statyki
5 7 5 // r i 3 s kR Y

anl zﬁé ani ng,. dasvosujmy oba wzory CLERC A do da

negu wypadku - wobec csadzenia preta w .9 i .5 wmamy

niewgtpliwie oﬂ—{\f =77 Q =0, oraz é}_,, =0 —

7/..5_

=0 , ©,=0C , odksztaicona bowiem jest styczna

do osi 2% w punktach .# i 5 jako ossdzonych. Pierw-
’!‘\ -'

A :272; »drugl:

v e g "ﬂi/’z’/iz—f’ﬁ‘, 7 o d i M = 7 : '(?: = e e 42,

¥ N paa GRS S

¢ia dowolnego punktu <& odksztaiconej, odlegkego 0 £

ezy wzér CLERC'A da nam zatem O =

od poczatLu wspolr&ednych Stgd: 4/; ;2:j7~-+
s A L
o/{i /C"«' L -é;';,‘ / /c— C/f; -

& ponadto: /{; w/(/f /&’ AT (’ gc/’cc/:;_
z Jiq‘zf Zez VRIS
Ll llfiﬁiﬁéé?f% // H(-Z)FE
(o ‘{';ZX ey fC/ = rs

W ten sposdéb otrzymujemy dwa rdéwnania linjowe
wzgledem J@; i /%E s 2 ktorych wyznaczymy wertosci
obu momentdéw odporowych. W szczegdlnym wypadku, dla
preta jednorodnego o przekroju stalym,,%;Czr jest ste-

Ze, a zatem bedziemy mieli zZnowu :

N Y 2 R A



A -4/ L P

jﬂ/z/c q/%%g B Stqd /4/ 4anv -47, /4Za%? oraz:
Jfgtéﬂég ,4;7ﬂ/2{ﬁ%é? i ostafecznle./v u/équiéz

-f/;%a/{ oraz: /"4’/3’ Z/_g /%// S’

Tylko c6 wyprowadzone wzory dOtyCAQ rowniez wy-

padku rozpatrywanego w § 24. Ubetnijmy pret w4 i.5’
& Otrzymemy, przy Jednostajnem obciazeniu ,aﬁv-na je
dnostke, moment ZV 7ZL/QI5{/ *Z%/2ﬁ'§;" Poniewaz

n19w¢tp11w1e

‘//4// 5/(/2’——=“/j/‘//3y.2/3, f.? //37@/3’

EY
__% /: L,/f,//‘? 54/" 7ﬁ—— ponad‘to. ’8 /%a/f

z’
= o) L 8- £ = R et S

“\ﬁ

/
. <
Stgd Outateczme /Z{_—,ﬂé_ éf______ éj’-i
= 274 é:vﬁ 7.2
T '/%;— “L"/ﬁzl/f T ‘Pe wyniki

ZOBTY. jQErE § 29,

%z6r CLERC'A daje zwiaszcza nader cenne wyniki
przy badaniu wypadkéw wielokrotnie niewyznaczalnych
statycznie. Aby to udowodnié rozpatrujémy tak 2zwane:

§ 32. BELKI WIELOPRLESLOVE.

Pierwotnie prosty pret, swobodnie oparty na 72+7
Judporach stanowl tek awang BELKE ,ZZ-PRZQSLOWA.Skraj

ng prawg podpore obieramy za poczgtek statych wapél-
rzednych. 08 ;ﬂ?%; prowadzimy wzdiuz pierwotnej osi

aodduzne] preta nieeodkeztaltconego, 08 Agﬂﬁfkierujemy



-

.-13 T}

- 2, & 2 e ¢
pionowo w dod, & 7% prostopaclie dc plaszcayany ,
ﬂws.zm/ ku patrzgcemu. Cznaczmy 7Z+7 podplér preta

nigodksztadconae-

£0 przez A)&. KYS, 257, F"‘_—gmj—_—"
. 2;"( o
2=02,4....72, % e
a odlegiodé ¥ YARE B K VR VI S 7 YA
| ! | | | —>— 7
tych podpér od Rt Al 1N | i
- I i i /)72! »r
poczgtku wspdi- | | ' | 22y
ragdnych przez - - i | =
) | Kﬁ. 24/ '%
%7. W stanie 44 . L
.. Ry 252, Byesr *
odcigzonym pod- —— 5ﬁ¥

pory te lezy wszystkie w poziomie LQ?:{’, po obcigze-
niu preta pewnym dcidle okreslonym ukiadem sil gna-
cych, prostopadlych do ;Q?ﬁ/ » & leszgcych w piasz-
céyznle gieciea asﬁp ', podpory mogg uledz obnizeniu
lub podwyZszeniu o }{g Z:qu“7% prayczem zak{ademy
zg0ry, iz ocdlegkodciich od poczgtku wepdirzednych
sadnym zmianom nie ulegly /%YS.25%/. Qznaczmy przez
/A ¢=0,7,2,....72, ODPORY, a przez ///. NOMENTY ODPO-
ROWE, przynalesne do podpor /41 preta odksztatcone-

go. Rownanie statyki w aastosowanlu do odrodka 57
ek

dadzg 2;7/57 7‘2:?‘:7 O, craz 2 /7 +2:,//W =, gdzie

przez ;f’ oznaczylidmy poszczegolne sx{y uk<adu gng-
cego, & prazes 4, 1ich odlegfocéci od .

Te rdéwnania wyznaczajg dwie odpory, pozostale
72-7 nie dadzg sig statycznie wyznacuyé - many tu

wiec do czynienia 2z wypadkien 7?10Lkrotnie niewyzne
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czalnym., VeZmy pod uwuse jakiekolwiek trzy sgsiedunie
podpory -d;y,gé_,fiy/ proeta odhsstedconego, okredie

. - . - NS e 7 . o
Jace dwa sgsiednie PRIESLA - przgsio”,é/ pomiedzy

7 .z oy - : ; z ;
‘1ﬁ, 1.9 orez pragsio /Y%f 70L adzy *i; 116a¥z,
Rozpieteodcl tych pruesai nieck byuyg cdpowi=dnio éfi
Z.,» Jak bo zresity najlepie] wekasujo RYS. 283. Ze

T

stosujmy wzdr CLERC 4 kolsine do obu %tych przesel.

5018 woo-

g;J ry wprowa-

?%4 dzamy po-

A mocniczg
n-1

| Zzmienng

CU-wyraian

jacg odle-
z1o6é jekiegokolwiek punktu ¢’ odksztatconej od osi
skrajnych podpdr. Bedziemy mieli zatem dle PRZESLA
iﬁi’”wspélrzedne %;::6g21= =%l .y,0T2 I =

=c0 =7 e =gl 4=/, gdzie przez éﬁ oznaczylidmy

r /ﬂ-j/ h
kgt, jaki tworzy odksztalcona w punkcie /2; 2z osig
522, Przypisujemy wu wartosé dodatniy, bok jego bo-
wiem blezy w dod. Mamx/w1ec tutaj wzdr CLERCA:

S s,
G '2::, m/ Z

%4
my dla PRZESZA ,,A’"wfwspolrzedne 3= /r_,-o,;z;; o,

o, Tak ssmo zupeinie ma-

0raz ’%;:@‘4;7)%:/#:63} 29 ,poniewaz w danym wypadku

bok kgta skierowany jest ku gdrze, aczkolwiek rozwar
ted¢ kgta jest te sama. Stad wiee:-& =— A kv
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L - A

i e St Na o mocy iviericoonia o trzech mom

4;v-0/ ‘J’y £ J d )
tach deZLBwy sonadto wielil dla dowslnego punktu ¢

o ’ 4 4 ’
lezgcego w przesle ,/7+7 — wartosé momentu gnszcego
N _ ./._____ 7 - [ f 3 . Q

A = L 7 ./ »ﬁyj/ Fiplle wilmed)E taklego samego

A

p‘lnktu W pruQS]_e ”/[ WErb:)u\_ /1/ /r/ 7!- /7‘_/

Biorac wszys*kie tu wypisene waory pod uwage piszemy:

_,/ ____//”Z f—-f-) //f/ /r»//“ a)o/ca

”iz}q e v//'gfﬁ i a)/cy ‘“44) -/7 cdaéu

AbloraJac podobne wyrazy mamy stad ostateczny
wzor: “

C oy
E/f-f-./ ZL//;’ 2 SZ_J / C()O/t—’()
A’+/ % ﬂ/rﬁl L wrd ﬁ}%

LA B /i /}_/ (2 ) et , 2 S e,
A Ve N eI
7o Ak 14‘/‘41', 7 ‘1( - £ O’ -:/fv"
v (7 ) ool Lo e Ay
b=z . E o/ A 4t /'/
o0 o Clr G e Vv Cir
7 ’n{:‘{ gf U Lo/ ivee)

Zawdzieczamy go pracom CLERC'A - ochrzcimy mia-
nem CLERC-BRESSR A, poniewaz BRESSE zapoczatkowal ten
dzial WYTRZYMAZOSCI. Ten wzdr wig2e w spesob linjowy
trzy sasiednie momenty odporowe. Poniewaz mamy /7
przesel; mozemy go zatem wypisaé kolejno dla 1 i 2-go
prze¢sei, nastepnie dla 2 i 3-go, potem dla 3 i 4-go,
wreszcie dla /2-7 i /2-goprzesta: slowem otrzymad 7:-7
zaleznosdci linjowo wigigcych momenty odporewe. Z tych

=f=nnv masamv wvznaczvé /-7 momentdéw odporowych daj-
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my na to .zﬁ;,xfé,'...-z4f

., » POZ0stale dwa momenty

z@é izﬁ; okreslimy z warunkdw korcowego obcigzenia
belki wieloprazeslowej. Tutej moga zachedzié nastepu-
jace wypadki:

1l-o. BELKA KONCZY SIE TUZ NHAD PODPORAHI A,
/%2. W danym wypadku A=/ =O. __

2-8. BELKA ZWISA POZA PODPORY SKRAJNE /RYS.254/,
a wystajace kence ulegajg jarzmu ukiadow 4/ i 457

pid gngcych. Tutaj momenty # i /L otrzymujemy besz

- . 7 . Al 7
podrednio, sprowadzajgc owe ukiady zi i /£ do odrcd-

kéw A i ;én,,,

3-0. BELKA JEST ZAKOCOWANA U 037 KONCOW /Rys.
255/. W tym wypadku wzér CLERC'A pozwoli wyznacuyd
brakujgce momenty. Aby uprogcié wzory wprowadzamy
zzienna (- wyrazajacg odlegiosé jakisgokolwisek puni-
tu ¢ edksztaicene] preta od osi podpiér /@ i J4ﬂm1
/RYS.255/, Dla przests PIERWS?EGO 3,=<)=0 , 35 =3,
Ored y=&{,=/ &5 =5zf‘ =1 51:2950 tu bowiem w
Lunkc1e/4 odksztatcona jest styczna do osi J?J. May
wigc wzér CLERC'A w postaci o=k ’ /’/'Ya/o/w’

Tak samoc zupelnie dla pruesla OS”ATJIFGO jf =0,

;Lf' ;L/g”oraz p/omdto 5;: M,}&" ==0, ,St&ldi

/%”&é’Ponadto, na mocy prawa o trzech

0‘/ AT

momentach, dla Lo“olﬂego punktu ¢ pierwszego prugsie
./7%/&“*2r24%/—/&>7’/lz’ o dla ostatniego przesia
M= 3 /,/9? /@_/Z/%,co podstawiwszy w poprzednio

wypisane rownaniez, otrzymsiy dwe dodatkewe rivaanisa,




=i N

olLruymany dwe 7z £

Ovu vy ,.-—-'\7-—2 f_.}/:j‘" Pjég. r'\-/\c\

dodatkows riéwe- \ ! ]
Y I l

nania, 1i1‘1j0“ /_??\m
A, & A

we wzgledem

e

ores L G LA 7

Siowem wzory AégQZZ‘“?qh_jgsﬂ' %
- CLERC-BRES- | a)! a8

SE'A i CLER- =i

TS -—2,—

C'A pozwvala- RYS. 2.

ig we wszyst- ‘ ! 'Y?y

kich wypadkach obciazenis i zamocowania belki wielo-
przeslowej wyznaczyé wsgelkie momenty, panujgce po-
nad podporami, czyli momenty odpordwe.

Oznaczmy 2z kolei przez 2?“ 2=7,42....72 SILY THi-
CE ponad podporami. Do podpdér /4 ,,/7,/,, prayncle-
zg zatem siiy tnace _ZZ, ,.%7, };;/. Niechaj ponadtec
# oznacza ktérgkelwiek z sit gngcych przesZaWA/Gdle-
gZa o ./2 od osi podpory /Z, Joment panujacy'po-
nad tg vodporg bedzie wiec /Zr-f/’f%_,*,z;;f =N
stad 211=yé%;—ya;4—1592{/?;f. ¥ ten sposéb wyznaczy-
my wezystkie silty tngce preta i wyrysujemy ich wykres
USKOKI LINJI TEGO WYKRESU ponad podporami dadzg nam
niewgtpliwie wartosci odnoénybh 0DPOR. Sposéb CLERC ‘A
daje zatem odpowiedZ na wszelkie zagadnienia.dotyqza-
ce wypadkow statycznie niewyzmaczyinych.Jako zastoso-

wanie tego sposobu podajemy tu: Wytrz.Mater. Arkusz XXVII
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§ 33, ROWNANIE CLAPEYRON 'A.
Wezmy pod uwage jednorodny pret o stalym przekro-

ju, pierwotnie prosty, oparty na podporach uszeregowe
nych na tym semym poziomis, Pogzczegélne przesia tej

wialoprzeslowej telki obcigzamy jednostajnie w stosun-
ku & KILOGRAMOW na jednostke DXUGOSCI PRIESZA ,/4 .
Wzér CLERC-BRESSE'A, zastosowany do danego wypadku da-

Py 256 -‘ ' je zaleinosd
_ zwang WZOREM
Z | W CLAPEYRON'A. Za-
T )
ﬂf*/ : i’?r | Dt chowujac znako-
- |
LQ—»I/ | / et wanie ustegpu po-
[ KAt JOpE # :
o "l przedniego wy-
znaczamy dla ktdregokolwiek przgsia dajmy ne to

dla’/f”obciqﬁonego_/ér #6. na jednostke diugosci.

% punkcie poérednim ¢, po rozcigciu preta ponad pod-
. porami /4 1 ﬁ , panowaé bedzie moment /4=
=—Z—@/ *%,a) Dla przesia ,/A*Z ~ odpowiedni mo-
ment bedzie A= zf,@,ﬁé! wpfﬁ,ﬁ w? gy danym wy=-
padku zgodnie z zalozZeniem %_1 5;}‘ ,rﬁ » & Z8-
tem dwa pierwsze wyrazy wzoru CLERC'A bedg réwne zeruy,
& caly wzdér po skréceniu prazez 7’ZO/ otrzyme po-
stad nastepuj 4cas

/}] %o/w-— //Z///Zm_%g//

Wt 4{;, ; 5%

/_/a)a/a)_ /(()a/%cl /d?)a/a) .,:.._{_.//‘aa)a/a)_

A’-I'!

,,,‘,/H/ G 4GS s 4 L -

A’*/
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12;;7%%f74;;tkb fé%i/é;mwé)+§§9é;é%9 jﬁé?/é:%b_
7 A%,+ 42’ Zj@’%— /Qﬁriﬁlfz;_%zlggtf/gg
R ’ﬁ/ﬁ{/?'*' LA E <a4kw '*éLffj e

7

I ostatecznie mamy: /Z* 4/7‘//?//4* +//+

M, G+ Py ol o |
co st nowi WZOR CLAPEYRON ‘A. Wzdr ten stanowi szcze-
gélny wypadek wzoru CLERC-BRESSE'A. Niejaks trudnodd

przy stosowaniu praktycznem tych wzordw stanowig zna-

N °ﬂ§\§§ﬂ\

ki momentdw odporowych., NeleZy wigc blizej oméwid:
§ 34. PRAWO ZNAKOWANIA MOMENTOW ODPOROWYCH.,

W ogdlnej teorji ustanowilismy prawo o kierunku

momentdw, leiqcych‘w przekroju. Tutaj mamy wylgcznie
do czynienia 2z momentami prostopadtymi do ptaszczyzny
giecia, ktdra, jak wiadomo, jest prostopadia do gidw-
nej osi bezwtadnosci ox przekroju. Momenty gngce

lofig wigc na tej osi - mozemy je przeto znakowad,roz-
patrujgc jeko dodatnie, gdy desy na dodatniej osi Q%]
ujemne - na ujemnej. Dodatnig oé (L& przekroju poprze-
caznego preta piasko wygigtego kierujemy ku patrzgcemu
- momenty prawokretne sg zatem dodaihie, lewoskregtne-
- ujemne, zazwyczaj bowiem przy wyznaczaniu momentdw,
bierzemy pod uwage catkowity ukiaed sil gngcych LEWEJ

czgsci prete i sprowadzamy jego sily do drodka masy

obranegp,przekréju poprzecznego, jako do osdrodka spro-

ladzehia..ﬁily-dndatnie, skierowane w dét dadzg zatem
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momenty lewoskretne ujemms - natomiast sily dodatnie
skierowane ku gorze dadzg momenty prawoskretvna - do-
datnis. Stgd prawo pami@ciswe gnakowania:

PRZY WYZNACZANIU MOLENTU SI& GNACYCH PRZYNALEZ-
NYCH DO LEWEJ CZESCI PRETA, NALEZY BRAC SIxY ZE ZNA-
KIEM ODWROTNYM I MNOZYQ PRZEZ ODLEGZOSC OD SRODKA
SPROWADZENIA. Tem prawem rzgdzilismy sig przy wyprowa-
dzeniu cbu powyzszych wzordw_ - tutaj ponownieémf £0
uwypuklili. Jako wniosek bezpodredni memy réwniez na-
stepujgce prawo: POD JARZMEM MOMENTU DODATNIEGO PRET
WYGINA SIE WYPUKLOSCIA KU DO2OWI, WKLESZLOSCI4 KU GO-
RZE. WYGIRCIE N. TLE MOMENTU UJWMNEGO UJAWNIA WKLES-
1080 OD DOXLU, WYPUKZOSC 0D GORY ODKSZTALCONEJ PRET
" PLASKO WYGIETEGO. '

Oba te prawa mogg rzadzié réwnie: znakiem momen-
tu w-uproszczonem rownaniu odkeztalconej, ktére nale-
2y jednak pisaé w postaci: —"'=——._ W samej
rzeczy zaldzmy, e M0 wtéiji ff;i;czeéé réwiania
musi byé dodatnia. Mement /7 >0 nadaje w mysl dru-
g;égo-prawa ksztalt odksztaiconej, uwypuklonej ku do-
towi‘w rozpatrywanym punkcis. Gdy punkt ten lezy pod
osig J?%f - pierwotng osig podtuzng preta, wtedy od-
ksztaicona i sgsiedztwie punktu rozpatrywanego jést
wklgsla wzgledem osi %25 - musi byé zatem ;J‘;d‘”<0
pray &> O ., Gdy znowu punkt ledy ponad 523 ~od-
.ksztalcbng wzglodem osi LZ?{?' jest wypukia i musi

b.}“-“. f”}b”c pY2Y ;L/'<'O W obu wypadkach zatew
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%TQ%TCJ 5 lewy cxgéé‘réwnania nulezy przeto zaopa-
trzyé w znak minus, bo wiedy — &~ ;?fg; X i 8
Korzystajgc 2 tylko co podanego nrawa znakowae
nie moementdw odporowyeh, bierzemy pod uwage. jako
najprostezy przykioed zestosowania WZORU CLAPEYRON ‘A,
tak zwany:

§ 38. PRET NA TRZECH PODPORACH.

Weimy pod uwagg jednorodny pret o stalym prze-
kroju poprzecznym, pierwcinie prosty, oparty na
trzech podporach A@-ﬁ?«é;. uszeregowanych pozio=-
mo, Niech £2% ledzie osig podZuing prete nieod-
ksztatconego - poczgtek & wspodrzednych umieszcza-

ARM wy w /Z . Mamy tu wigc

_/;_1:0 4 7 :
% 2 431256? do czynienia z BELKA

5 MMLLLY] o pwoPRzEszows jednostaj-
£, =L L : % S ,
7 nie obcigzong, przyczem

%

'/é,;ﬁ@ =76 kilogra-

PYS. 257 méw na jednostke diugo-

SIS, ¢ Y& 4ei tej belki. WZOR CLi

PEYRON "A, zastosowany do danego wypadku da nam:

Bl e 2ol e f (ol =0, anie

przez 147 xé;,z@; » 0znaczylidmy momenty odporowe

podpér A A ,A? ., & przez é: i %; odleglosci

/9 i /9 A . W zalozeniu, 3e pre£ urywa sig po-

d podporemi i /A wamy ¢47 =] =C skad:

Rryp //4 Ly =l 4l ni

ODPORY preta przez 4% Aa /Z » Wtedy piszgc wartosc
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M = /722: ///Ske,d i——ﬁé‘f%//vé
+//N . Ponadto plsuuc dla osrodka JS7 réwnania
statyki mamy: /2 +/4 4] +/9//+//— —/g/%‘e//

%’ //7‘//”) z ktérych z latwoécig mozemy wyzna-
.ch /2 i @ . ¥ ten sposob obliczywszy wszystkie
trzy odpory, wyznaczymy momenty gngce. Skrajna wer-
tosé momentu gngcego bkreéli nam, dostateczne wymia-
ry preta.

W szczegdlnym wypadku, gdy /=/— /’f mamy :

/Z: 7% Z/'ég“ 2L jgﬂ/Ponadto /9/7‘ /+7@/2
=0, skad /7= ﬁ/—fﬂ —-ﬁ/f-—i/J/—— 5/9/1 osta-
tecznie 67 ————/Jii,. Rowname= momentdw bedzie
tur M=72 617 5)~ 2 (7F) Y 2L E -3
dla lewego przgsita ostatni wyraz nalezy pomingé, dla
prawego przesta braé caly wzér. Weimy 60///’1 ﬁ/,#
-//7//27/—5/)/—0 s‘bad wyznaczymy 2= Z dla
lewego przesta i =3 / Z dla prawege,
Obie te wa tosx,.. daga, skrajne momenty = jéﬁ«// _/—
ﬂ// / 37 ﬁf'g , oraz /?Z” 2 A2/ _/
< Rl Ly ol
Az do tych skrajnych wartosc; dodatnich rosnie PARA-
BOLICZNIE moment gngcy, nastepnie zndw maleje, staje
sig zerem w punktach o wspdirzednych, czynigeych za-

dosd réwnaniu M =0O__ , ktére dla lewego prze-

sla daje pierwiastek 3 '—‘.755: — & dla prawe-
&0 = 3 / : wreszcle dla srodkowego punktu

preta. gdzm 5'——— mamy ujemng najmnisjszosé
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momentu zﬂ;== 3%?7/; é,/" Zﬁ;/’ ktora, jako beuz-
wzglednie ne
ta.

jwyzsza wyznaczy bezpieczne wymiary pre-

Zupetnie tak samo moglibysmy wyunaciyé wartosci
momentéw i odpér dla belki wieloprzesiowej. W wypad «
kach prostszych, przy dwoch a najwyzej trzech prazg-
sdach mozemy otruymaé te same wyniki inng drogg, kto-
rg otwiera:

§ 36. ZASADA NIEZALEZNOSCI DZIABANIA SIE W WY-
TRZYMALOSCI TWORZYW.

Druge ZASADE NEWTON&. wyrokujgcsg o niezaleznodci

dziatania poszczegdlnych sii, mozemy rozBzerzyé row-
niez i na swiat wigdzyczgsteczkowy, gdzie dziatanie
sity zewngtrznej odksztaicajgcej ujewnia sie w posta-
ci odksztadcenia. Tutej wiec DRUGA ZASADE NEWTONA na-
lezy wypowiedzied w nastgpujgcej postaci:

ODKSZTALCENIA, POWSTALE W CIELE NA TLE DZIALANIA
POSZCZEGOLNYCH SI& ZEWNETRZNYCH, S4 NIEZALEZNE OD SIE-
BIE, O ILE SAME SILY OD SIFBIE NIE ZALEZA.

Na tle odksztadcen jawig si@ napregzenia w ciele
odksztalconem, jako nowy czynnik dzialanie sil zeéw-
netrznych, mozemy wiec wypowiedzieé te samg zasadp je-
szcze i w takiej postaci:’ '

NAPREZENIA; POWSTALE W CIELE NA TLE DZIALANIA PO-
SZCZEGOLNYCH SIt ZEWNETRZNYCH, S4 NIEZALEINE OD SIE-
BIE, 0 ILE SAME SIY OD SIEBIE NIE ZALEZA.

Kazda wigc sita zewnetrzna odksztalcajgca, nieza-
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lezna od innych siz ukladuglwywoluje w ciels swoiste
odksztaicenia i napregienia nicezaleznie od pozostalych
sit zrownowazonsgo ukisdu odksztalcajacego. W ten
spoedb drugs zasada NEWTONA zosteje uogdlniona i roz-
s%erzona na obszar'wytrzymaloécioﬁych zjawisk, Fowoldu
je ona do zycia odksztalcenia, ztozone z poszczegdl-
nych odksztatcef skiadowych, powstajgcych na tle dzia
tania odnosdnych sil uktadu odksztalcajgcego. Odksztad
cenia zZozone powstajg zgodnie z DRUGIM PRAWEM HOO-
KE'A, ktdére tu podajemy:

§ 37. DRUGIE PRAWO ROBERTA HOOKE'A.

NIEZNACZNE ODVSZTALCENIA DODAJQ SIE DO SIEBIE-
JEDNOKIERUNKOWE ALGEBRAICZNIE, ROZNOKIERUNKOWE - GEO-
METRYCZNIE. To prswo igcznie z voprzednimi pozwcli wy

znaczy¢ statycznie niewyznaczalng odpore preta rozpa-
trywanego w § 35. W tym celu odrzucsmy srodkowg pod-

pore prete 4, , czynige go tym semym stetycznie nie-

wysnacrelnvm i rozpatrujemy kolejno dwa réznorodne re-
dzaje obcigzenia. PO PIERWSZE zakiadamy, 2ze pret jak

dawniej jest jednostajnie obcigiony w stosuwhn/ﬁiYilo-
graméw na jednostke dlugodci. To obcigZenie w miejscu
skgd odrzucilismy podpore, da odksztalcenie - strual-
ke ugiecia sz., ktorg z ¥atwodcig wyznaczymy czynige
%fféf we wzorze § 20 /%tr.56@/ W postac{/észﬁé%%zi‘
ad ﬁii%_ {73{//-4’/‘i£—/ﬂ4/7 Wobec /A—- f/v‘g me. -
A A A A S R s s

7
7 %o 4 It £ Ay . /wg? Y
~Hgefte £~ L
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Z XOLEI przypuszczamy, Ze prel nass obcigzony jest
skupioha sila./yprzylcéona‘w odlegiosci = Z/ e wiec

w miejscu, skgd odrzucilismy podpore. Czynise /~=/2
upodobnimy dziafanie te] siiy do dzialania podpory, o
ile ponadto sile / nudemy kiorunek ODPORXVéZ Ckresla-
jgc dla tego wypadku strzaike sidy , luaiy, 2zgodnie

z § 19 ﬁstr SUV / //.,{‘/c J’ff@{mw wy padku ,
rozpetrywanym w § 35 oba te 0001a7en1a NZIALATA ROWNO-
CZESNIE, bowiem w /7] mamy odpore /6;=/y. PO
wezystkie trzy nodpory sg z zalozenia na jednym pozio-
mie i podczas wygiecia obnizeniu nie ulﬂgaj@, zatem
strzalklo//'iuzg'wzagemnle 51g 4nosza dajac : 675/%f+
0 {100 s st -

e ca i -0
+3// A AT T __,@/ % gg;;) ,

Jak wyze] =z rownau statyki mamy:

@:—5&—44%-— 4ol AL e

4_81%,{*7& //~/7 : %74; ﬁ/{ f//r‘/v'-/éf:

= — 6-4 .7{( /f//'é'/.’f)//*/ Z; L/f‘f Z/N

Ten wynik otrzymalidny w § 3% fnvs drogg. Tek samo zu-

peinie rozemy orraccwad i

§ 38. PRET NA CZTRRECH PODPORACH

19}

mocg

nraw¥ tu wylussczonych:

© Rt

Wezmy pod uwage jednorodny Ufgt o staiym przekroju po-
przecznym, pierwotnie prozty, oparty na czberech pod-

oorach /?/?/1,13) uszeregowanych poziemo. Niech S$25
stenowi 0¢ podiuzng preta nievdksztaicenego, poczgtek

&? waspoirzednych umieszczsmy W AZ. Hamy tu wige do
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czynienie 2z belkg o trzech pruzgstach, jednostejnie cu-
cigzong w stosunku/{7 kilograudéw nsa jednostke diugosci
belki. Oznaczmy przez /9/77/37/? ODPORY BELKI, a przez.
/// odlegtodci /‘7/? /‘76’ /97/54" . ¥ stosunku do

T
cérodke &2 wypilszemy rowndnla statykl VA AL +/9+/f)/0

oraz: /6'//9//7‘///4’//1 =)z ktorych mozemy okreglié
dajmy na to odpory A4 1,€§,pozostale zas /Z,l,ﬁg 8q
statycznie niewyznaczalne. Aby je wyznaczy¢ odrzucamy
obie srodkowe podpory i zekladamy, %e pret, jek daw-
niej, ulega jednostejnemu obciaéeniu/b kilograméw na
jednostke diugosci. To obcigzenie w miejscach skgd ocf~-
rzucilismy podpory, da strzalkiugf iuzg., ktére z 1a-
twodciag wyznaczymy, czyniac j?=Zforaz 5{=/&Zp wWe Wzo-
rze § 20 tylko co wyze] u7ywanym Redziemy mieli:
4 %
V22494 / -7/ A AR IS ///
/g;‘ ‘%?é(+-/</z 7 kolei praypuszczamy, ze pret
nasz obciiyzony jest skupiong silg /%‘pruylovonq w :
L9/ 74)¢
punkcie A?l wyznaczamy strzalke tej 51lx/%<-
efZifeé;, oraz strzatke uzg' ugiecia preta w punkcie
/9 czyn14c 3 = /*/ oraz’ {/w odnosnym wzorze dla.
J
odksutatcone] § 19/81;1'.359/ co da: %/f—ﬁ/// |
o8 <, Ty / 5
Ay W —_ k
LELd){104) 457, 2 siaed m ru
ostatni zaktadamy, ze pret obciaéony jest skupiong si-
18 /? przylozong w /7 i okreslamy strzatke sily w po-
f ”
stac:.c/;*f /2/ l/i%/,Z('Zi) , 0T82 qtrzalkeb//'
ugiecia preta w punkcie /gczym.ac w tylko co wspomnianem

rownaniu odkszlazconej 1)-4 orsz f=%‘é (s o



- 427 - .
AN Y I AT
)3 - //f;’/////j AT

W wypadku tu rozpatry-

|%

o~

wanym wszystkie te 16% Z 4 A
obcigzenia duzialajg z ];U ” e m—— o
rownoczesnie, bowiem A A, U 5 A
w punktach F/j i /%po- __>_/ _L‘—[ ——...4—'_/—..—
wstaja ODPORY /7 i /7. By;;g—' - =
Poniewaz wszystkie +§f

podpory sga na jednym poziomie 1 podczas wygiecia zad-
nym obnlzenlom nie ulegaja, Z¢temb/fi/fr°)/' =, orag
V/fvff O, co daje DWA ROWNANIA linjowe wzgledem

1 /7 ,2 ktérych te brakujace odpory wyznaczyé mozemy.
wlelmy, %e wypadek tu roupatrywany jest znacznie trud-
niejezy od poprzedniego. Trudnodsci te rosng wras & ilo-
scig prz¢sel. Dlatego tez sposdéb oparty na prawach wy-
%z6j wytuszczonych jest niepraktyczny - rdéwnania CLA-
PEYRON'A szybciej bowiem prowadzg do celu.

W suczegll i wypadku, gdy////z /Jma“y/jf::
77 Zi_% e /9¢/3 : A?z’32?~)r
kg e Aoy AL f e 1L ek
Mamy wige tuta] z rownanla)fijfojf'“<7 po ckrécenlu

przez iloraz L 9/250/ réwnanie 16'@7‘/4/’}7‘//ﬁ/f—0.
W nodobny sposdb 4///’;0 otrzymamy 74/7 7"2’6'/7*

-hA/Jéé(7 Rzut oku na te réwnania wystarcza,sby zauwazyé

Ze /? /9 co daje ,jZL9-a;z/ﬂ ostatecznie z,.ég"
-——sfykbzﬁtft@ﬂ sp080b wyznaczymy brakujgce podpory, a

“\
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nastepnie i momenty gngce. Najwigkszy 2z nich ustali
dostateczne wymiary preba. Na tem urywsmy badanie
belek wieloprzesiowych. W podobny sposdb opracowad
rowniez mozewmy:
§ 39.. PRET OBCIAZONY UKLADEM ZEOZONYM 2 KILKU SIL
NACTCH.

W danym wypadku kagda sils gngca wywoiuje swoiste

odpory i momenty odporowe i gnjce oraz sweiste wyglie-
cie preta. Summa ich stanoﬁi obrez lgcznego dzigisnia
wszystkich si2 ukladu. Checge dajmy na to wyznsczyd
strzatke ugiecis w pewnym punkcie preta - okreslaiy

dla tego nunktu skiadowe strzaiki ugiecia przvnalezne

1

o

do poszczegdlnych si2 ukzadu i dodajemy je algshrei
nie. Wynik da szukang strzaike ugigcia., Famy tu praeto
nowy przyklad zestosowanis drugiego prawa HOOKE A. To
samo prawo znacznie uiatwia zadanie, gdy rozpatrujemy:

§ 40. GIECIE UZOANE.

Gdy moment gnacy,@% lesgcy w jakimkolwiek proe-
kroju poprzecznym prete tworzy kat & z gidwnag csig

bezwladnodci przekroju, whtedy zachodzi giecie ukosne
preta - pret wygina sig¢ wichrowatc - jego o8 podiuzns

przechodzi w krzywg przestrzenng - ODESZTAZCONA. W tym
ogdinym wypadku rozktad naprezen w dowolnym przekro

Mool v Aty 5. g
poprzecznym podaje wzlr Z? 7 V¥;~f'(§(wlemy iuz
; A o

’-r

ze skrajne napreZenia ZZ nanowaé bedg w punktach

o
/{Z;/Js);) stycznych £

l; pr2 ekroju, réwnolegiych do 0SI

0BOJETNEJS PRZEXKROSU 57 : nalezy je wiec wyznaczyd dla



'Wsiystkich przekro-
jéw - w NIEBRZPIFCL-
NYKE panowa¢ bedzie
ich wertosé najwysz-
825 z;/m — MATINUL
MAXIMORUM napresen.
To skrejne naprese-

nie nie vowinno proe-

kXraczaé dopuszczalnege naprezenia gnacego. W hen spo-

s86b mozemy SPRAWDZIC wytrzymalosé pretae. Aby wyzndczyé

jego~WYGIECIE, korzystamy 2 ogdlnego wzoru:-31:=lzzi=
y ST & Talz

':=7E¢é 4?;—+:§§ﬁ§okreslaj@cego PROMIEN ZRZYWIZNY OD-
A .X

KSZTALCCNEJ i kat<z%7pomiedzy dwiema jej sgsiedniemi
normalnemi. Ponadto rdéwnanie J%;é;zjﬁaéiﬁwyznaczy i X
nje obojetng,a wigc i kierunek péghylenia sig¢ wzgledem
siebie przekrojoéw poprzsecznych.

Duzg trudnodd stanowi tu wyznaczenis momentdéw gng-
cych.ﬁ@%,ktére zgory muszg byé wyznaczone dla preta
juz odksztaslconego. DNla wygied nieznacznych, spotyka-
nych jedynie w praktyce, ta trudnosé da sie tatwo omi-
nad, mozemy bowiam WYZNACZYC NOMENTY CNACE DLA PRETA
NIFODKSZTALCONEGO W FUNKCJI “PIRRWOTNYCH WYFIAROW; wo-
bec znikomodci odksztalcenia wymiary te pozosteng pra-
wie te same a wyznacrone momenty bedg MIARODAJNE I DLA
PRETA ODKSZTAZCONEGC. W kazdym razie wypadek tu omawia-
ny nie nalezy..do latwych - na szczescie prawi;'hie,spo-

tykammy gc w praktyce. Spotykane jedynie wypadki giccia
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ukoénego‘dotycza wytacznie pretow prostych 0 JEDNAKOWO
USTAWIONYCH PRZEKROJACH POPRZECZNYCH. Tak nazwiemy
pret.'gdy GLOWNE OSIE JRGO PRZFKROJOW POPRZRECZNYCH LE-
ZA Y DWOCH WSPOLNYCH PLASZCZYZNACH, A SASIEDNIR PRZE-
KROJE ZNIKOMO TYLKO ROZNIA SIE POMIEDZY SOBA. Plaszczy-
zny, w ktérych lezg gldwne osie bezwtadnosci przekro-
jow poprzecznych zowiemy GLOWNELI PODLUZNEMI PRZEKROJ A-
MI PRETA. Gdy taki pret obcigzymy silami gngcemi pro-
stopadtemi do osi podiuznej nieodksztaiconej, a leigce-
mi w rdéznych przekrojach podluznych preta, wtedy pret
ulega wygieciu ukosnemu. Aby wyZnaczyé bezpieczne wy-
miary preta i ugiecie, ROZKLADAKY WSZYSTKIE SILY CGNACE
NA SKLADOWE, LEZACE W GLOWNYCH PODLUZNYCH PRZEKROJACH
PRETA - otrzymujemy zatem DWIE GROMADY SKZADOWYCH SIZ,
lezacych w dwéch prostopadiych do siebie PRASZCZYZNACH
GIECIA. Na mocy prawa o niezaleznosci dziatania siil
obie te gromady bedg dzialaldy niezaleinie od siebie,
a kezda z nich da momenty gngce, lezgce na jednej 2z
gtéwnych osi jakiegokolwiek przekroju poprzecznego pre-
ta. Kazda wigc 2 dwu gromad WYGNIE PRET PLASKO - otrazy-
mamy dwie odksztalcone preta, lezgce w gldwnych podius-
nych przekrojach preta - w dwéch prostopadiych ptasz-
czyznach gigcia. Poniewaz obie grouady gnace dzialajg
jednocresnie i lgcznie, zatem ODKSZTALCONA RZECZYWISTA
OTRZYMAMY, SUMUJAC GFOMETRYCZNIE RZEDNE OBU ODKSZTALCO-
NYCH PLASKICH, KTORER STANOWI4 JEJ RZUTY A ORIR PLASZ-
CZYZNY GIECIA. W ten prosty s oséb SPROWADZAMY GIBCIE
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UKOSNE DO DWOCH GIRC PLASKICH jednoczesnych. Szercko
stosujemy ten sposdéb przy obliczaniu osi, waldw a
zwleszesza PLATW, astewionych na wigzarach ukosnie.
W YURSIE CWICZEN scdajemy odno$ny przykiad gigcia ukos-
nago - tuta] zas jJako ostatni preykisad mozliwosci za-
stosowania praw wyzej wyiuszczonych rozpatrujemy:

§ 41. GIECIE MIMOSRODOWE.

Gdy przekrd] vpoprzeczny preta pierwotnie prostego
ulega dzialaniu 08iowej sily.ﬂg niezaleznie od momen-
tu /éé w nim lez:icsgo, nachylonego pod katem X ku
jednej z gidéwnych osi srzekroju, wtedy zachodzi giecie
mimogrodowe preta. W tyw wysadku rozklad naprezen w.
przekroju poda nam znany wzor §§=— fz;y%&ff¥ izzé&x( *
+-:§§L, jak to zresztg wiemy z ogblnej teorji giecia.
I tu réwniez SKRAJNE NAPREZBNIA -ém PANOWAC BEDA W
PUNKTACH, LEZ@CYCH NA STYCZNYCH PRZEKROJU, ROWNOLEGZYCH
DO OSI OBOJETNEJ PRZIFKRGJU, nalezy je wiec wyznaczyd
dla wszystkich przekrojéw - w NIEBEZPIECZNYM otrzyﬁamy
VAXINUM MAXIMORUM tych naprezen Z? ktdre nie po-

ZMA
winno przekraczaé¢ dopuszczalnego naprezenia gnacego‘égi
J

W ten sposéb mozemy SPRAWDZIC wytrzymalosé preta. Aby
z kolei wyznaczyé jego odksztalcenie rozpatrujemy dwa
sgslednie przekroje poprzeczne preta pierwotnie proste-
go, znikomo odlegle o @Z, a reczej, wiasciwiej méwigc,
DWIE POWLOKI PLYTKI # PRETA i wyzneczamy ich Yinjo obe-
jetne 2z réwnania: -ﬂ(’)jma«(/r"' ﬂzﬁdyf‘?’a Aby

~owanie, plytke W rysuj emy w przekroju nrn-

-
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stopadtym de linji clojetnych cbu
powidh plytki,s przechodzgeym przez
ich érodki O i O, Powloki piytki
daja na ptaszcayznie przekroju gla-
dy ¢2i ¢ /RY8.260/, & linje obo-
jetne dlady.S? i 82/ Na jednej z po-
wiok obieramy dowolny zreszﬁa_, puhkt
/’f//i"i)// odlegly 0 7 od prostej QQ,'
8 wige i od linji obojetnej powZoki.
Wiadomo 2z asnalitycznej geométrji ze;

[ i My oot /
= A+
7= of - e AS“_/
W&"Qfm"cz %2&75‘36( j/ ./V/zdm ./I"f‘

¥ cwym punkcie/”[ Stad oeaaosrednio
mamny : 4 =7/f f}jjd Qj‘;‘;d co
wekazuje,2e WAPREZENIE ROSHIE PRO-
PORCJONALNIE DO ODLEGZOSCI 77 OD LI-
NJI OBOJETNEJ,A ZATRY WE WSZYSTKICH
PUNKTACH JEDNAKOWO ODLEGELYCH 0D LI-
NJI OBOJETNYCH BEDA KIALY KIRJSCE

TE SAME WARUNKI OBCIAZENIA,A WIECI

ODKSZTALCENIA.VWobec tego uwozemy zwe-
zi¢ zakres rospetrywanych punktidw,

RrRY.S. 260,




biorac pod uwage 1i i?ralxu nalezgce 45 przekroju-wszy-
stko to, co o nich powiemy dotyczyé bedzie cakych
gromad punktéw, uszeregowanych w proste réwnolegle

do linji obcjetnej a przechodzace przez sdncdne punk
Ty 08828IC przekro.m. Vefmy wiec pod uwage jakiekol-
wiek wilkienko 7272 odlegie o 7 od S252, pierwotne
nieadksztalcona jego dtugodé 7n’=2z , po odksztalce-
‘niu stanie sie xr’= c/z/{fi/, glzie C} oznacza
"WYDLUZENIE JEDNOSTKOWE, dodatnie lub ujemne powstaja-
ce na tle naprezed ZZZ , ebustronnie dziatajacych na
w’tékienko bo przyrrafeznych do obu powtdk. Niech be-
‘drte Az 7= ol (77E, / ~oly = é‘&% Gdy tworzywo: preta
"'zachowuje BlQ wedlug PTERWSZEGO 'PRAWA HOOKE ‘A wte-
dy: 5 70,//31/6‘2%‘ :j“,:’f;/o da}e"o{;yaft /f 69{2’“

. Dla wiokna érodko“sc‘o 00’ gdzie J/

mamy —/P,J/ a zatem ap-é“%%’ a,/LZZo& C?f—Ec&::
_zc&d//’/—é{ dmd gdzle przez 7 ozraczyli-»
fmy od{gloéﬁ §rodkowegp wtbkna od S252)a przez C?;,(b
odnoény wspétczynnik ROZCIAGLIWOSCI. Po odksztalce-

niu 4rodkowe wibkno przejdzie w X “ov +o$”—aé+0%=

._a&/j 7 Bezpodrednio dzielac mamy 0% : 7252%
—fa’ ?a/ Gdy a;, ag, wiedy 00%n% = e

~ po odksztalcenzu koice widkienek ulogs sie w pla«zczy
fnie przechodzace] przez 5282’ - a pochylonej ku po-
wiokom ptytki nieodksztatconej pod katem &% . I tu
wiec ZALOZENIE BERNOULLI'EGO wypeinia eie dla two-
rzyw, zachowujgcych sie ﬁedlug prawa'HOOKE‘A, lecz
WYTRZYMALOSU MATERJAEDW - ARKUSZ XXVIIL
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jednak tyiko wtedy, gdv wspliczynnik C%% A WARTORD
STARLL DLA NA%eGE OBSZARU NAPRBZEN, PANUJACYCH W PO-

WEOKACH PLYTKI ODKSZTHLOONFET. Powtoka <227 wno od-

kaztatceniuv pozostanie wiec pltasks, jeno sie nieco
pochyli wzeledem powloki €7 - TWYKONA GBRDT O KaT
A m0KOR0 031 0B0JFMNET S2 . $1ad jej na pla-
szczyfnio przekrsiu bvedzie CZ7 Przedtuzamy $lady
&7 i 270 prueciecia sie o oznaczamy przez
52z==60Vn, Bedzie to rniewatpliwie promieA KRZYWIZNY
ODKSZTALCCNE. PR@TA,W./VO Yowiem przecinajs sie pla-
aszczyzay dwxdch sasiednich przekrojdéw preta odksztal-
consge 2 wiec 3 dwie sasiednie normalne a7 i L
odksztalconej. I podobnych tréikatbw AV V0&4R200%
cod R92n” mamy o toN=0b0%0h’= 25" 25 = écéﬂ
Wobec tozo, %€ odksztatcenia spoiykane w praktyce sg

nader nieznsczne, mozemy przete napisal wprost 449mia

sto “6{;75 co da po podstawieniu odnoénych warto-
¢ ' 2 T

¢ éé’ d@,: == &é&’a//y’/fodx Clore =¥

SC1 //7‘ /eﬁ//ﬁn 7/ “ /‘6 dxr‘g 7 Q;‘? .7 a&

Stad ostatecanis manmy:

4y ol [l oy
A1 135 ) oy B - [ Sal 2

S

WIDR, okredlaiacy PROMIEN KRZYWIZNY ofisztalconei

i kat'c%fﬁ pomiedey dwiema jej sgasiedniemi normalne-
mi, Ponadtec rdwnsnia LINJI OBOJEINYCHE wyznacza kie-
runki pochylania sie ku sobiec sasiednich przekrojéw
- bedziemy zatem mogli Sciéle okredlié ODKSZTALGON@
PRETA.

i szczegblnym wypadku, gdy =0, to jest gdy
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we wszystxich przekroiach peprzecznych preta moment
gnacy leizy na jednel z 2si sicdwnych. wtedy mamy S1p-

~ e T N[z s '/1
OIE MIMOBRODOGE PLASKIR, pdrnie §§=57iyﬂ+i§;, a réw-
s - - - m’ x & v
nanie LINJI OBOJ@TNE¢é7¥%)<F:§i=%7 wyznacza prosta
e

réwnolegts, do osi gléwned przekroju. Ponadto wtedy
ol 5 % Czynia

= ize w tvm wzo-

o = = - 4 :
r.ze ££-==-:5y§f , mogemy dwukro*nem calxkowanism wy-

znacz;z réwnanie odksztalconej ptaskiei, podobnie, jak
ta f3ato miejsce dla giecia zwyktrego plaskiezo.W aght
nym wypadku jednak to uproszczenie jest niedopuszeczalk
ne - nalezy wigc stosowaé wzér wyzej wynrowadzony.
GCy roprzeczre przekroje preta sg JEDNAKOWQO USTAWRIO-
NE, wiedy wyznaczamy odksztslcone ptaskie w obu gifw-
nych podtuznych przexrojach vprgta, zupeinie tak samo
jak przy gieciu 2ko0énvm; rzeczywists odksztalcons
otrzymamy, na mocy drugiezge prawa HOOKE' A, dodajac
geometrycznie rzedne tvceh krzvwyeh - plaskich rzutdw
odksztatconej. _ ,

‘Poznalidmy wiec juz teraz wszvstkie trzy rodza-
je giecia.vWidzimy, ze cata ich teorja stosuje sie
wylascznie do tworzys zachowujacych sie wedlug pierw-
szego praws HCOKE' A, wymaga bowlem JTALET FARTOBCI
Oé} DLA CALEGO OBSZARU NAPR@ZEN, PANUJACYCH W PRZE-
KROJU PCPRZECINYM PRETA WYGINANEGO. Naleiy przeis
zbadaé, kiedy warunek ten istotnie jest zachowany.

§ 42. WSPDLCZYNNIXI RCZCIAGLIWOSCI i SCISLIWO-
3CI PRZY WYGINANIU FRETOW PROSTYCH,
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Wetmy pod uwage dwa sagsiednie przekroje poprzecz-

ne, 2 raczej dwie powloki ptytki }V?preta wyginanego
w jakikolwiek esposéb. Pitytkg #° krajemy przez $rodki
obu powidk plaezczyznag prostcpadia do linji Pbojetnej
i wyznaczamy naprezeria widkienek ptytki-. Przypusz-
czamy tu, a zatozenie to w niczem ogflnodci naszych
wywnodzed nie uszczupli, ze linje obojetne przechodzg
przez rodki ¢ 1 0’ powibk, stowem, ze mamy tu do
czynienia z OSIAMI OBOJETNEMI. Wyzraczmy naprazenia
panujace. # powlokach, a proporcjonalne jak wiadomo,
do odlegloéci f7 od osi obojetnej. Otrzymujemy przy-
tem WYKRES ‘PROSTOLINJOWY /RY3.261/, wyznaczajacy
skrajné naprezenia Zf? - rozciagajaece i éf, s¢ciskaja-
ce. .

| GDYRY PCSZCZEGULNE WLDKIENZA PLYTKI ULOZONE BY-
LY LUINO OBOK 3IEBIE I WZAJEMNIE Na SIEBIE NIE ODDZ1k
LYWALY TO ICH WYDLUZENIA DODAINIE I UJEMNE Z4CEODZI-
LYBY WEDLUG GDNOBNYCH WYKRESDW PROBEK ROZCIAGANYCH
I BCISKANYCH. ¥ eamej rzéczy; jezéli tworzywo zacho-
wuje si¢ wedlug pierwszego prawa HOOKE A a2 dc skraj
nego naprezenia zﬁ;;-rozciagajqcego i zﬁ;, - Sciska-
jacego i, gdy ponadto éé/f;r 0raz Zj élf;”slowem,
gdy catkowity obszar naprezef obu plytek nie wykracza
poza granicg proporcjonalnodci, to wtedy odnodne wy-
dtugenia wiékienek plytki, jako proporcjonalne do na-
prezed, ss propcrcjonalne do odlegtosci 57 0d osi
ohojatnej. Gérne wibdkienka, ponad osia lezace wydlu-
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RYS. 267, RYS. 262, PY.S, 26, RY.S. P64

7

7 477’J

ié sie dajmy na to - dolne skréca - pdwloka &2 wy-
kona obrét -okoto ocsi &' pochylajac sie ku powkoce
AL , pozostanie jednak przytem niezmiennie plasks
- i przejdzie w <227, jak to wskazuje RYS.262.
' Lnaczej'rzeci sie bedzie miala, gdy §$->“A;;
oraz éi J%Ji;} , to jest gdy catkowity obszar na-
prezed wykroczy za granice proporcjonalnosci. W tym
wypadku érodkoﬁe widkna pozostajace pod dziataniem
naprezed v Zi;r rozciagajaoydh oraz Zzé/;,v—éci-
skajacych, wydiuzs gig lub skrdes proporcjonalnie
do odlegloéci od osi obojetnej - skrajne natomiast
widkna, lezace poza temi granicami, ulegna wydluze-
niom i skréceniom ZNACZNYWK, jakie widzimy na wykre-
sach wytrzymaloéciowych poze granicami proporejonal-
noéci. Tutaj wisec powlokaﬁ 7 otrzyma ksztalt 211~
nji wykresu zjednoczonego danego tworzywa, jak to
zreszta najlepiej uwypukla RY5.263.

Z kolei, gdy tworzywo stoi w sprzecznodci z pra



- 438 -

wem HOGKE' 4, wibkienke: wydluzal sig. beda i skrdead
nieproporéjonalnie doneprezen i powltoka ¢ otray-
ma ksztalt Cﬁ?/linji wvkresu zjednoczonego dla roz-
patrywanege tworzves /ﬁYS.Zﬁ@/ Z tych mywddz. A wv-
piywa, 2ze Z4LOZINIEZ RIRWCULLI®EGO jedynicw pierwszym
rypadku popimnp mieé wiejsce istoinie; tymcrzasem 1li-
czny materjatr do$wiadczalny niezbicie deowodzi, Ze ze
*czenie BERWOULLI‘EGO pnsiada znacznie S2ER32Y ZA-
KRES sicsowalnodei, bo przekroie poprzeczne prata za-
chewujg swdj ptaski pierwotny keztait nevst, gdly
znaczaie przekroczywmy granice proporcionalno$ci prav
zginaniu tworzyw, zachowujgcych sie podiug pierwsze-
2o prawa HCOXA“ A, Wie dosvé naz tem, zatozenie BER-
NOULLT BCO surawdza sie. doéwiad:zalaie W DOSYR' ¥CI-
BLEM PRZYBLIA®NIY nawet dia “werzyw, nieulegajacych
temu prawu, jak to gtwierdzily liczne dodwisdczenia
BaUSCHINGERA, BACHA 1 innyeh bedaczédw tej miary:Prgy-
czyna istotna tej sprzecznofci lezy w naszem zaloge-
nin zgruntﬁ oczywifcie fatszywem. Wtdkienks plytki
nie sg bowiem luino utozone, a PGHIPZANE ZE SCBA §
5PGSOB NADER SCISLY, a jako tskie WZAJEMNIS DZIALAJA
NA SIEBIE PRZY NIZJZDNAROW:M ODKSZTALCENIU, DWA S~
SIwDNIZ WLDKNA, NIZJEDNAKOWC 3CISKANE-LUB RVZCIAGANE
HAMUJA, WZAJZMNIS 842 ODKSZTALCENIA, cstarajs sie je
wyrémmad, zmniejszyé ich réinice na tle wewnetrznego
tarcia o siebie. Walezy zatem wldkna znacznie wyze]

obeigzaé przy wyginaniu pregta niz przy rozciagganiu
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lut Sciskaniu, chcae otrzymad to semo wmvdtuzenie,
W plerwszym przeto wypadku /ﬁYS.ZG%/ istotny ksztalt
p PR i My 12 R Iy 7
odksztalccnei powloki bedzie (D7 a nie 7 pray

CJ

cen niewatpliwie tylke co omdwiona zdolnoéé hamowa-
nia wystapi,jwszedzie 2. ‘ednakowa sila, POJLOKAL PO-
ZCSTANIE WIBC PLAJK). W drugim wypadku miasto <27
otrzymamy /ﬁYS.26§/-r6wniez C2”- ksztait powtoki
wyrafnie ptaski w $rodkowej czeSci, a lekko skrzy-
wiony na skrajach zdzie zdolnodé hamowania odksztak
ced wystepuje z wielks silta na tle ostryeh réirnic
pomigdzy sasiedniewl narrzzeniani, To samo widzimy
% wypadku trzecim /ﬁYS.ZG%/; gdzie miaeto wyraénie
krzywej linii esowesj <77 otrzymuiemy znacznie mniej
nygiqta linje cff7filylko ca,opisane zjawisko hamo-
wania, PRCUSTUJAC LINJE WYKRESOW WYTRZYMALOSCIOWYCH
A JCISKANIE I PCZCIAGANIE, OPDZNIA PCIAWIENIE SIE
FAZ WYKRBIOWYCH, NaL2iiy ZATEM OCZEKIWAU PRZY WYGINAa-
AIU PRETA, ZHACINIE W{ZSZ2J GRANICY PROPCRCJONALNO-
Iy CIASTOWA T@BCI niz prezy $ciskaniu lub rozciaga-
niu oriyz INADINIE WYi3ZEGO MaPRELENIA RGZRYNAJACEGO.
dszystko to nriezbicie stwierdzily liczne Ado$wiadcze-
nia wyzej wvmienionych badaczéw. CONSIDERE stwier-
dzit, e granica propar~jonaluofel A _ przy zgina-
niv PLaSKIEN jest o JO+40% wyisza od zﬁ;r lub -
]i;v DLA OKRAGLEGO PRETA ZLFWNEGO, lecz tylko o
1CQZwyisza dla DWUTEOWNIKA z tego samego tworzywa.

Te wyniki stwierdzajy nasze przewidywania, a zara-
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zem wykezujg pewng ich zaleznos¢ od ksztadtu po-

przecznego przekroju. Nie moze byé inaczej: wlc-
kienka dslej od o8l obojetnej 1leigce ulsgajg
WIEKSZYM ODKSZITALCENIOM -~ HAROWANE S4 ZATEM
PRZEZ WALOKIENKA BLIZEJ O8I OBOJBTNEJ LEZACE.
Zjawisko przez nas przewidziane POWINNG ZATEM ZALEZED
I 0D KSZTALTU POPRLECZINEGO PRZEKROJU i wystepowaé tym
silniej, imistosunkowo wigcej.czasteczek skupia sie
koto ogi obojgtnej przekroju, Najsilniej zatem zjawi-
sko teo wystepowaé winno dla przekroju kwadratowego,
~gdy of obojetna stanawi jedna z jego przekgtni; sta-:
biej dla przekraoju koYowego, tu bowiem cigeiwy réwno-
legte do osi obojetnej lepiej sa w czgsteczki uposa-
zone - i najstabiej dla dwuteownika.

Zataczona nizéj TABLICA ﬁWUNASfA stwierdza to
niezbicie. Podaje ona STOSUNEK NAPREZENIA LAMIACEGC
PRET ZELIWNY ZGINANY zé;, DG NAPRELENIA ROZRYWAJACE-
GO - /Y, . Widzimy, 2e aczkolwiek wszedzie ./g;,>zﬁ;,to
jednak stosunek /g;:sz rzalezy wybitnie »d kaztnt-

2

TABLICA RRWYNASTA.
2 !"\’;’5
1 60 1
V. é

Fresus | g5 | a9 |oups | 22| 22t | 23

tu przekroju. Tablica ta jest wynikiem préd (.v.B4-
CHA, dokonywanych na prébkach ZELIWNTCH. Stwierdza

ona teoretyczne przewilywania w celej rozcigglosci.



Te same wyniki daly prdby innych tworzyw, ujawnicjg-
cych wyzsza wytrzymalo$é ne §ciskanie nii na }ozciq-
sanie, Dla tych bowiem tworzvw pekniecie rozpoczyna
sie, od skrajnego wiékna rozcisganege prazy wyginaniu.
Wyiatek stanowi DRZEWO, ktdre jest: znacznie wytrazy-
malsze na rozcigganie ~ prey wyginaniv zniszczeniu
ulega widkno. §ciskane, to. tet. dla drzewa miarodaj-
nym-jest gptosunek /éf:jé::.xgredniq vartodé jego.
podaje TETMAJER 4@; :;5;}:=2ﬁd'. I.tu wiec zjawiska
zachodzg zupelnie tak samo,

~ Biorac pod uwage wszystko to, cosmy tu powie-
dzieli, dochodzimy do przekonania, i2 wspélczynnika.
O, mie ﬁaleiy utozsamiaé ze wspbiczynnikami roz-
ciaglimodci tworzywa - posiada on bowiem ZNACZNIE
NIBKSZ4 WARTOSY. To samo,pomiedzieé mozna i o WSPDL-
CZYNNIKU SPREZYSTOSCI /£ =Z:ag , kbbrego wartosé
jest wogble MNIEISZA od'wartodei £ i £ . Dla
okredlenia Ci? lub,é?'poudagemyprquy 0 qualvm prze-
kreju wykonane z danedo tworzywe PRETOW NA ZGINANIE,
k¥adge je na dwéch podporach, i ebcigzajac ukladem
si?, jak w wypadku LAMARLE' L, lub wprost skupiona
silg przytozona posSrodku pomiedzy podporami. Obcia-
zenie LAMARIBEA lepiej sie do tych préb nadaje - nie
daje bowiem wcale sil tnacych, ktére nalezy wprowe-
dzaé do rachunku » wypadku obciazenia sila skupiona.
W obu razach pomiary dotycza STRZALKI UGIECIA preta

podrodku migdzy podporami. Cdnodne wzory wyznacza
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1%; lubc%?,. ¥ ten sposdb wylichore 4%;'jestmniéj-‘-
sze od A? ab zf/‘, okre§tanych dla tesgo samego two-
rzywa przyv prébach na rozcisganie lub Sciskanie.i za-
tem to samo naprezcnie SILNIEJ ODKSZTALCA WEDENC PRZY
ROZCIAGANTY LUB,SCISKANIU, NIZ PRZY SIFCIV. Strierdza
to wyzei wytuszczone prizewidywania,., Zazwvcre] icdnak,
nobec braku dostatecznezo materiatu dosdwiadczalnega,
wzywany iednej i tej.samei_wartoéci.47 we wozystkich
rachunkach wvtrzymatosciowych. Kofczac dzial gigeisa
nalezy jeszcze uvzupelnié dotychczasowe badania i roz-
pabreyst !

Y 43. NAPRELZNIA,LEZACE W PRZEKROJU POPRZECINTM
PRETH ZGINANEGO.

Na samvm poczatku dzialu niniejszego doszlifmy

do przekorania, 2ze précz nAprgzeﬁ,normalnych gnacych,
w przekroju poprzecznym preta zginanego po%staja'na-
presenis €7 lezsce na-oesi promieni wodzacyeh pomzcre-
géln&ch-punktéw przekroju. Nie umiemy wyznaczyf z réw.
nah statyki skiadowych %\,":.é =4 oraz 9’=§ :ﬂ/
tych napregef, nalezy je satem gbadaé doérisdczalnie.
Waprezzenia &7 jako doérodkowe moga wyiacznie Swiad-
czyé o skrbceniach lub wydiuseniach vromieni wodzacych
przekeoju. Tego vrodzaiv ziamisko spotkalismy juz w

teorji rozeiagania i Sciskania, wiemy, Ze pret rozcia-

any kurczy sie poprzecznie, a Sciskany - pecznieje;

sprébujmy te nsszg wiedzg zastoscwaé do danego wypad-

ku, gdzie wniékna rozciagane przekroju winny sig¢ zwe-
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przecznie.
¥ t¥m celu T 7
bierzemy $1

pod uwage \

pret o nie= i £

zdozonym Le 79
przekroju, ug

najlepie} A .
kwadratg-

LA /BYS.

2 ﬁ%ﬁh.?ZZZ

26@/ i wyginamy go zupednie, tak aby w miejscu wygie-
cia utworzyia sie wypuklosé /hYS.ZSQ/, a é6ba konice
preta zesziy sie z sobg. Praekrdj poprzeczny A przed-
stawiony na RIS 267, wykazuje znaczne rozszerzenie
sérnej czesci, gdzie widkna byiy dciskane, oraz wyraz-
ne zweienie dolnej, gdzie widkns byly rozeiggane.Prze-
kréj przestal byé kwadratewy, stal sie wycinkiem pier-
gcienia kolowegn 0 koitowych prawie zarysach kraywych
bokdw.. Podzielmy pierwotny kwadratowy przekrdj preta
na elementarne kwadreciki. Pierwotnie proste szeregi
tych kwadracikdéw utworzg LUKI WBPOLSRODKOWE, jak to
najlepiej uwypukla RYB. 267.

Te zjawisko jest zupelnie zrozumiase,skoro zwazymy



- 444 -
ze-kazdy kwadracik gérne] czefci przekroju - Sciskany
- peczrnieje, w dolnej zaé chudnie poprzecznie. Kwadra
ciki osi obojetnej pozostajg niczmienne przy odkszial
ceniu - szereg ich jednak wygina sie koncami ku dolo-
wi, wywoiujac wyze) 6pisane odkeztalcenie przekroju.
Podany tu rysunek dotyczy prébki kauvczukowej, badane]
rrzez MARTENS ‘4.

Wobec symetrycznoéci'przekrgju odksztaiconego
vzgledem ptaszczyzny giecia Y |, of @O pozostanie
gidwng osia i po odksztalceniu. Przez $rodek ciezko-
$ci-przekroju odksztalconege prowadzimy.c§ A/ OV—
bedzie to niewgtpliwie 0§ obojgtna przekroju odksrisd
conege. Ta 0§ 1 obojetna przetnie beczne proste
§cienki przekreju w punktach A£+.A7 zblizonych de
gdrnych krawedzi preta. Stad mamy wniosek:

PRZY -ODKSZTALCENIACH ZNACZNYCH PRZEKRDJ PROSTG-
KATNY PREPA WYGIZTEGO. RRZECHODZI W WYCINEK PIERBUIE-
NEA KOLOWECO, ZWYPUKLONY-PQ STRONIE WEDKIEN SCISKA-
N¥CH, A SL&D 03I OBOJETNEJ NA PLASKICH BOCZNYCH
SCIAMIKACH PRETA POSUWA SIE KU SKRAJNYM WEbKNOM.3CI-
SKANYM.

| Zjawiska tu opisane wystepujg przy wygieciach
znacznych - zazwyczaj przeto nie bierzemy ich pod
uwage przy rozpatrywaniu prqt&w wyginenych - dopusi-
czalne bowiem wygiecia sg nader nieznaczne, Na tem
ko¥iczymy teorj¢ giecis i rozpoczynamy badenie GIECIA
POPRZECINEGO, czyli WYBOCZENIA PRETUN PROSTYCH.
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