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O D W Y D A W C Ó W . 

Wypuszczając 11-e wydanie w całości dzieła prof. Leona Karas ińskiego 

pod t y t u ł e m : „Wyt rzymałość Tworzyw" (część I ukaza ła się drukiem 

w r. 1919 i zos ta ła całkowicie wyczerpana), Zarząd Tow. Br . Pomocy 

S t u d e n t ó w Poli techniki Warszawskiej poczuwa się do obowiązku z łożenia 

na tern miejscu serdecznego podz iękowania M i n . Wyznań [Rei. i Ośw-

Publicznego za przychylne zajęcie stanowiska wobec zamierzonego przez 

Komisję Wydawniczą Tow. Br . Pomocy S. P . W. wydawnictwa dzieł technicz

nych i subsydjowanie pierwszego ukazującego się obecnie dzieła, 

Jego Magnificencji Rektorowi Poli techniki Warszawskiej, Prof. Ignacemu 

Radziszewskiemu za gorące poparcie s t a r ań naszych, podję tych u odpo

wiednich Władz celem subsydjowania i u ła twiania wydawnictwa. 

Autorowi Wytrzymałośc i Tworzyw, prof. Leonowi Karas ińsk iemu za 

zrzeczenie się honorarjum autorskiego na rzecz Komisj i Wydawniczej Tow-

Br . Pomocy S. P . W . oraz objęcie kierownictwa przy pracy wydawniczej. 
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KLISZE WyKONANO W ZAKŁADZIE FOTOCHEMIGRAFICZNyM 
ROMANA SAWICKIEGO, WSPÓLNA Nr. 45. 

Zarząd Tow. Br. Pom. S. P. W. 



Od Wydawców. 
Ze względów natury technicznej, numera

cja stron II części (księgi) „Wytrzymałość Two
rzyw" zaczyna się od str. 1; numeracja stron 
księgi III — od strony 6. 



KSIĘGA PIERWSZA. 

C Z Ę Ś Ć P I E R W S Z A . 

NAPRĘŻENIA I ODKSZTAŁCENIA. 

ROZDZIAŁ P I E R W S Z Y . 

USTALENIE POJĘĆ ZASADNICZYCH. 

§ 1. N a u k a o w y t r z y m a ł o ś c i t w o r z y w . Wsze lk i twór budowla
ny lub techniczny stanowi zwar tą ca łość , z łożoną z oddzielnych ogniw, 
trwale ze sobą powiązanych . Ten układ ogniw pod jarzmem sił zewnęt rz
nych pracuje celowo, powinien przeto b y ć t rwa ły i pewny w działaniu. 
Jego ogniwa muszą b y ć t rwałe i niezmienne, bo każde wyraźn ie j sze od
ksz ta łcenie w e w n ę t r z n e psuje wzajemne ustosunkowanie ogniw, dając 
zazwyczaj g roźne* zaburzenia, k o ń c z ą c e się zniszczeniem c a ł e g o uk ładu . 
Skrzywienie koła wykoleja pa rowóz . S ł o w e m — nadmierne odksz ta łcen ia 
ogniw b u r z ą s t a t eczność uk ładu . Stąd kon ieczność przewidywania od
kszta łceń i uzależniania o d p o r n o ś c i ogniwa od w y m i a r ó w wytycznych 
i kształ tu . Wio tka karta papieru, zwinię ta w ru rkę , ujawnia sz tywność 
dość znaczną. Ten prosty p rzyk ład wystarcza, aby podkreś l i ć k o n i e c z n o ś ć 
istnienia nauki o wytrzymałości tworzyw. Na leży ona do gromady nauk 
mechaniki stosowanej, obe jmujących roz leg ły obszar wiedzy doświadcza l 
nej a zbudowanych na wspólne j podstawie — mechanice teoretycznej. 

W ś r ó d nich wytrzymałość tworzyw jest naulcą odkształceń ciała ob' 
ciążonego. 

§ 2. O d k s z t a ł c e n i a c i a ł s t a ł y c h . Ustalone w mechanice teore
tycznej czysto oderwane pojęc ie ciała sztywnego, niezmiennego, traci swą 
moc obowiązującą wobec p o w y ż s z e g o okreś len ia , gdzie bierzemy pod 
u w a g ę c ia ła odkształcające się, a więc istotne ciała s ta łe , okreś la jąc je 
w s p o s ó b nas t ępu j ący : ciało stałe stanowi układ cząsteczkowy wyraźnego 
kształtu, sprzeciwiający sią wszelkim zmianom, wywoływanym w układzie 
jego cząsteczek. 

A b y ten o p ó r p o k o n a ć , n a l e ż y użyć sił z ewnę t r znych . W tym jedy
nie wypadku kształ t pierwotny ciała s t a ł ego ulegnie zmianie, ciało od
kształc i się. Siły te b ę d z i e m y nazywali odkształcającemu Zatem ciało ob
c iążone ulega odksz ta ł cen iu , podczas gdy ciało wolne od sił zewnęt rz -
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nych — żadnych odksz ta ł ceń nie ujawnia, przyczem, zgodnie z tem, coś 
my dotychczas ustali l i , — 

Odkształceniem nazywamy wszelką zmianę w układzie cząsteczek ciała 
obciążonego, to jest zna jdu jącego się pod jarzmem sił z e w n ę t r z n y c h . 

Badanie w a r u n k ó w powstawania odksz ta ł ceń na tle dzia łania sił zew
nętrznych rozszerza nasze pojęc ia o budowie w e w n ę t r z n e j ciała s t a ł ego , 
jako uk ładu c z ą s t e c z k o w e g o . P o n i e w a ż l iczba cząs teczek tego uk ładu nie 
m o ż e oczywiście ulec zmianie przy o d k s z t a ł c e n i u , przeto zmuszeni j e s t e ś 
my p rzypuśc i ć istnienie przestrzeni m i ę d z y c z ą s t e c z k o w y c h , a, co za tem 
idzie, i odległości międzycząsteczkowych, zmieniających się pod działaniem 
energetycznych czynników zewnętrznych, jako to obc iążen ia u k ł a d e m sił, 
lub nagrzania. Stąd wnioskujemy, że wszelkie odkształcenie ciała stałego 
powstaje na tle szeregu zmian poszczególnych odległości międzycząsteczko
wych, wywołanych działaniem czynników energetycznych. 

Ciało s ta łe nie jest więc z w y k ł y m zlepkiem c z ą s t e c z e k : jest ono ra
czej m g ł a w i c o w y m rojem cząs tek o d l e g ł y c h od siebie, a s t a n o w i ą c y c h je
den t rwa ły układ. W ciele n i eobc iążonem, a więc nie u jawnia jącem żad
nych odksz ta ł ceń , od leg łośc i międzycząs t eczkowe są niezmienne. D o w o 
dzi to istnienia t r w a ł e g o stanu r ó w n o w a g i wewnę t rzne j — sztywnego po
wiązania cząsteczek układu siłami wiążącemu Te siły wzajemnie się zno
szą w działaniu, wytwarza jąc w ten s p o s ó b zupe łny bezruch w e w n ę t r z n y 
ciała swobodnego, n i e o b c i ą ż o n e g o . P o d w p ł y w e m energetycznych czyn
ników z e w n ę t r z n y c h r ó w n o w a g a zostaje zachwiana: czynnik i wprowadza j ą 
nowe dodatkowe siły micdzycząstcczkotve — naprężenia odkształcające, zu
pełnie niezależne od sił wiążących. Na tle działania tych sił dodatkozuych 
poszczególne cząsteczki otrzymują odnośne przyspieszenia: powstają ruchy 
'wewnętrzne i zmiany odległości między cząsteczkowych ciała obciążonego. 

P o n i e w a ż jednak wszelka zmiana we wzajemnym ustosunkowaniu 
cząs teczek ciała s ł a ł ego wywołu je w niem, jak wiemy, siły oporowe wew
nęt rzne , przeto na tle owych r u c h ó w m i ę d z y c z ą s t e c z k o w y c h powsta ją 
w ciałach s ta łych siły m i ę d z y c z ą s t e c z k o w e , czyl i naprężenia oporoive, k tó 
re się sprzeciwiają zmianom dokonywanym i chcą je sp rowadz ić do zera. 
Naprężenia oporoiue powstają wyłącznie na tle zmian odległości między
cząsteczkowych i rosną wraz z niemi, s t a n o w i ą c naturalny hamulec dzia
łania sił odksz ta ł ca j ących , bo zmiany w e w n ę t r z n e g o uk ładu cząs teczek 
ciała trwają d o p ó t y , pók i r o s n ą c e n a p r ę ż e n i a oporowe nie zniweczą na
prężeń odksz ta ł ca jących . O d tej chwili r ó w n o w a g a w e w n ę t r z n a ustala się 
ponownie: ciało wchodzi w nozvy stan równowagi trwałej na tle zahamo
wania r u c h ó w c z ą s t e c z k o w y c h ; od tej chwil i n a p r ę ż e n i a odksz ta łca jące 
i oporowe s tanowią z r ó w n o w a ż o n y układ sił wewnętrznych, znoszących 
się wzajemnie, bo r ó w n y c h , lecz skierowanych przeciwnie. M o ż e m y prze
to u tożsamić oba rodzaje naprężeń , o ile bierzemy pod u w a g ę ciało od-



ksz ta łcone ; natomiast w ciałach odksz ta łca jących się naprężen ia oporowe 
są oczywiśc ie mniejsze. 

Otrzymany stan r ó w n o w a g i ciała o b c i ą ż o n e g o zachodzi przy zmie
n ionych od leg łośc iach międzycząs teczkowych i trwa dopó ty , póki ciało 
ulega obc iążeniu odksz ta łca jącemu. Jest to więc trwały stan równowagi 
ciała odkształconego, stan równowagi naprężonej. 

G d y obciążenie p o w i ę k s z y m y w tym samym kierunku — p o w t ó r z y 
się przebieg tylko co opisany: otrzymamy nowe odksz ta łcenia dodatkowe 
na tle t rwa łego stanu r ó w n o w a g i , r ó ż n e g o jednak od poprzedniego. Dal 
sze powiększan ie obciążenia w tym samym kierunku da szereg nowych 
o d k s z t a ł c e ń dodatkowych, k a ż d o r a z o w o pows ta jących na tle t r w a ł e g o sta
nu r ó w n o w a g i ciała obc i ążonego ; powta rzać się to będz ie jednak tylko 
do pewnej war tośc i granicznej obc iążen ia , bo dalsze, nawet najdrobniej
sze p o w i ę k s z e n i e w tym samym kierunku na tężen ia sił odksz ta łca jących 
w y w o ł a już nadmierne ruchy cząs teczek, wyk lucza jące wszelką możl iwość 
r ó w n o w a g i wewnę t rzne j tworzywa: od l eg łośc i m iędzycząs t eczkowe wzro
sną poza w p ł y w sił w e w n ę t r z n y c h — układ już nie zdoła rozwinąć n a p r ę 
żeń oporowych — przyspieszenia cząs tek nie będą zahamowane — nastąpi 
rozdz ia ł cząstek, czy l i pękniecie ciała. 

Nie m o ż e m y więc dowolnie o b c i ą ż a ć ciała s t a ł ego : jednokierunkowe 
powiększanie sił zewnętrznych musi w końcu zburzyć układ obciążony. W y 
t r zymałość tworzyw winna w y z n a c z y ć z g ó r y to obc iążenie niebezpieczne, 
wywołu jące w o g ó l n y m wypadku n i szczący uk ład odksz ta łceń tworzywa. 
P rzy obecnym stanie nauki ok re ś l en i e o b c i ą ż e ń bu rzących nie n a s t r ę c z a 
ż a d n y c h t rudnośc i , to też wypadki pękan ia ogniw stają się coraz rzadsze, 
zwłaszcza , że obciążenia praktycznie dopuszczalne, są zazwyczaj d o s y ć 
niskie, dają więc odksz t a ł cen ia nader nieznaczne. 

§ 3 . O d k s z t a ł c e n i a s p r ę ż y s t e i t r w a ł e . W e ź m y pod u w a g ę 
ciało s ta łe , pozos t a j ące w stanie t rwa łe j r ó w n o w a g i pod jarzmem układu 
sił z e w n ę t r z n y c h , odksz t a ł ca j ących . W pewnej chwi l i znag ła u s u ń m y cia
ło rozpatrywane z pod w p ł y w u sił z e w n ę t r z n y c h , k tó re w niem wywoła ły 
układ naprężeń o d k s z t a ł c a j ą c y c h , oraz r ó w n o w a ż ą c y uk ład n a p r ę ż e ń opo
rowych . Ciało, pozostawione samemu sobie, wejdzie w nowy stan rów
nowagi , przyczem w o g ó l e m o g ą zajść trzy wypadk i : 

1. M o ż e się zda rzyć , że odksz t a ł cen i e zginie wraz z o b c i ą ż e n i e m 
odksz t a ł ca j ącem. To znaczy, że nap rężen i a oporowe, n i e z r ó w n o w a ż o n e 
dz ia łan iem n a p r ę ż e ń odksz ta łca jących , k tó re znikają wraz z obc iążen iem 
zewnę t rznem w danym wypadku, p r z y w r ó c ą pierwotne o d l e g ł o ś c i m i ę d z y 
cząs t eczkowe , jakie i s tn ia ły w ciele n i e o b c i ą ż o n e m , i po dokonaniu tej 
pracy, zginą wraz z odksz ta ł cen iem, k tóre je wywoła ło . M a m y tu w ięc 
do czynienia ze zjawiskiem odwraca/nem: znika wszelki ś lad działania sił 



— b -

odksz ta łca jących — ciało powraca do pierwotnego stanu r ó w n o w a g i : od
kształcenie jest sprężyste. Rurka kauczukowa rozc iągn ię ta , powraca do 
swej pierwotnej postaci. 

Nazywamy sprężystem odkształcenie, znikające wraz z obciążeniem, 
które je wywołało. 

2. Z kolei może się również okazać , że odksz ta łcen ie pozostanie 
niezmienione po wyzwoleniu ciała z pod jarzma sił odksz ta łca jących . T o 
znaczy, że nap rężen ia pozos taną w napięciu , jako dodatkowe siły między-
cząs t eczkowe wiążące i nie s p r o w a d z ą do zera odksz ta ł ceń , k tóre Je wy
wołały . Tutaj więc uk ład sił wiążących w e w n ę t r z n y c h zasadniczo się 
zmieni po odc iążen iu : kosztem pracy sił odksz ta łca jących wytworzy sit 
jakoby inne ciało stałe, r óżne od poprzedniego. Ciało to do pierwotnego 
stanu r ó w n o w a g i już nie powróc i , bo odksz ta łcen ie s tało się trwałem 
M a m y tu więc do czynienia ze zjawiskiem nieodwracalnem. G l i na wilgot
na zmienia swą p o s t a ć pod uciskiem sił zewnę t rznych i nie powraca do 
kształtu pierwotnego. 

Nazywamy trwałem odkształcenie, pozostające w ciele ivyzivolonem 
z pod jarzma sił odkształcających. 

3. Może się wreszcie zdarzyć , że odksz ta łcen ie częściowo tylko zg i 
nie wraz z obc iążen iem odksz ta łca jącem. M a m y wtedy do czynienia ze 
zjawiskiem częściowo tylko ódwracalnefn, a tego rodzaju odksz t a ł cen ia na
zywamy mieszanemi, p o n i e w a ż m o ż e m y je zawsze r o z p a t r y w a ć , jako zło
żone z o d k s z t a ł c e ń sp rężys tych i t rwałych. 

S łowem, jedynie w pierwszym wypadku dzia łanie obciążenia przemi
ja bez ś ladu: w pozos ta łych p o w r ó t do pierwotnego stanu jest n iemożl i 
wy: c ia ło przybiera nieco o d m i e n n ą p o s t a ć po jednorazowem obciążeniu 
i odciążeniu , nie m o ż e być przeto uży te jako ogniwo. Wyznaczanie gra
nicy odksz t a ł ceń sp rężys tych stanowi jedno z ważnie j szych z a d a ń Wytrzy
małośc i T w o r z y w . D o tego celu dążymy, zbierając dane doświadcza lne , 
do tyczące w a r u n k ó w powstawania odksz t a ł ceń s p r ę ż y s t y c h na tle n a p r ę 
żeń, k tó re je w y w o ł a ł y . O d k s z t a ł c e n i a m o ż e m y m i e r z y ć wprost, a n a p r ę 
żenia w y z n a c z a ć , jako pewien rodzaj sił na mocy praw mechaniki. To 
też niekiedy nazywają wytrzymałość tworzyw — mechaniką sił wew
nętrznych. 

§ 4. W y z n a c z a n i e n a p r ę ż e ń c i a ł a o b c i ą ż o n e g o . Wyznaczanie 
n a p r ę ż e ń dokonywa się na mocy podstawowej zasady W y t r z y m a ł o ś c i T w o 
rzyw. Głosi ona, że: wszelki przekrój myślowo poprowadzony w ciele od-
ksztalconem jest wykonalny istotnie, a poszczególne części rozciętego zv ten 
sposób ciała odkształconego, stanowią róiunież ciała stałe, podległe ogól
nym prawom mechaniki. 

Zasada ta jest oczywista wtedy jedynie, gdy w y o d r ę b n i o n a część 



daje się istotnie wyciąć z macierzystego ciała s t a ł ego , co niewątpl iwie 
nie zawsze m o ż n a usku teczn ić wobec n iedok ładnośc i naszych ś rodków 
technicznych. Tern niemniej prawo powyższe n a l e ż y a priori u znać , ja
ko s łuszne b e z w z g l ę d n i e we wszystkich wypadkach, a więc nawet i wtedy, 
gdy w y o d r ę b n i o n a cząs tka ciała s t a ł ego jest zn ikomo mała . 

A b y w y z n a c z y ć nap rężen ia na mocy tej zasady, bierzemy pod uwa
g ę jakiekolwiek c ia ło s ta łe , pozos ta jące w t r w a ł y m stanie r ó w n o w a g i od
ksz ta ł cone j pod jarzmem układu [E] sił z e w n ę t r z n y c h i prowadzimy my
ś lowo p o w i e r z c h n i ę pp, zupe łn ie zresz tą dowolnego ksz ta ł tu [Rys. 1], 
dzieląc nią ciało rozpatrywane na części A i B . 

Oznaczmy przez [A] uk ład sił zewnę t rz 
nych, dz ia ła jących na część A , przez [B] 
układ sił, odksz ta ł ca jących d rugą część B. 
W ten s p o s ó b dziel imy c a ł k o w i t y układ [E] 
na dwa sk ł adowe uk łady , co w y r a ż a m y obra
zowo pisząc [A] -[- [B] = [E]. Nadto, czą
steczki ciała s ta łego , sąs iadu jące ze sobą 
wzdłuż powierzchni pp, zos t a ły równ ież po
dzielone na dwie gromady « i p cząs tek , obustronnie rozsianych wzdłuż 
tej powierzchni . 

Przed odksz t a ł cen iem by ły one inaczej r o z ł o ż o n e . Łączy ły je siły 
wiążące , skojarzone parami. Nie by ło r u c h ó w c z ą s t e c z k o w y c h , bo siły 
wiążące wzajemnie się znos i ły , tworząc z r ó w n o w a ż o n y uk ład sił wiążą
cych [W] ciała n i e o b c i ą ż o n e g o . Po obc iążen iu pojawiły się dodatkowe 
n a p r ę ż e n i a odksz ta ł ca j ące . Wówczas to wyprowadzone z r ó w n o w a g i wię
zów cząs teczki u tworzy ły sąs iadujące ze sobą gromady a i p. Nastąpi ł 
nowy stan r ó w n o w a g i , przyczem do i s tn ie jącego już dawniej uk ładu [W] 
sił wiążących d o ł ą c z y ł się nowy również z r ó w n o w a ż o n y układ nap rężeń 
obu gromad, pows ta łych na tle dzia łania sił z e w n ę t r z n y c h , odkszta łcają
cych. Oba te uk łady s tanowią zespół sił m i ę d z y c z ą s t e c z k o w y c h przekro
ju , p r z y n a l e ż n y c h do gromad a i p. 

Oznaczmy przez [a] uk ład nap rężeń , p r z y n a l e ż n y c h do cząs tek a, 
a dz ia ła jących na cząs teczki p, oraz przez [p] uk ład n a p r ę ż e ń , siedlisku-
j ących w gromadzie p, a dzia ła jących na cząs teczki a. Wobec istnienia 
r ó w n o w a g i o d k s z t a ł c o n e j , oba p o w y ż s z e uk łady s t a n o w i ć muszą łącznie 
z r ó w n o w a ż o n y układ n a p r ę ż e ń przekroju, zatem siły u k ł a d ó w [a] i [p] wza
jemnie się znoszą, co w y r a ż a m y obrazowo p i s ząc [a] -J- [p] = 0, lub jesz
cze inaczej [a] = — [p]. 

Z w r ó ć m y u w a g ę , że siły układu [a] będą niejako si łami z e w n ę t r z n e -
m i dla cząs t ek gromady p, p o n i e w a ż w y c h o d z ą z zewnąt rz , z gromady a ; 
tak samo również siły uk ładu [P] będą miały wszelkie cechy sił zewnę t rz 
nych w stosunku do cząs tek gromady a, jako p o c h o d z ą c e z z e w n ą t r z , 

Rys. i . 



z gromady p. W ten s p o s ó b część A ulega jarzmu uk ładów [A] i [#], 
a druga część B jarzmu uk ładów [B] i [a], Nadto na cząstki obu gro
mad, sąs iadujące poprzez powierzchnie dotyku, działają siły wiążące ukła
du [W], zupe łn i e zresz tą n ieza leżne od ty lko co wymienionych czterech 
u k ł a d ó w sił. 

Częśc i A i B pozos ta ją w r ó w n o w a d z e , bo i całe c ia ło znajduje się 
w stanie trwalej r ó w n o w a g i . J e d n a k o w o ż r ó w n o w a g a obu części natych
miast b ę d z i e zachwiana, gdy powierzchnia pp stanie się powierzchnią 
istotnego przekroju a więc zarazem i powie rzchn ią rozdz i a łu części A i B . 
A b y się o tem p rzekonać , rozetnijmy cia ło wzd łuż pp. W tym celu na
leży zniszczyć całkowity zespół sił międzycząsteczkowych obu gromad a i p. 

To samo zresz tą czyni nóż , kra jąc . 
W myśl podstawowej zasady obie rozc i ę t e części winny p o d l e g a ć 

o g ó l n y m prawom mechaniki . Obie są przytem odksz t a ł cone , a Więc nie
zmienne w układz ie c z ą s t e c z k o w y m , zachowują się przeto, jako ciała 
sztywne, niezmienne. Jedyne obc iążenie części A stanowi obecnie już 
tylko uktad sił z e w n ę t r z n y c h [A], jedyne obc iążen ie części B uk ład [B], 
W o g ó l n y m wypadku uk łady te pojedynczo wzię te nie są z r ó w n o w a ż o n e , 
a zatem i części rozc ię te nie m o g ą b y ć w r ó w n o w a d z e . P o rozcięciu 
ciało rozpadnie się w obie strony. 

C h c ą c temu p rzeszkodz ić , trzeba z r ó w n o w a ż y ć obc iążen ia rozc ię tych 
części A i B. Najprośc ie j b y ł o b y p r z y w r ó c i ć ca łkowic ie stan poprzedza
jący rozc ięc ie . M o ż n a b y mianowicie skleić rozc ię te p o ł o w y , t w o r z ą c sztucz
ną spo i s tość powierzchni dotyku. W tym celu należy wsk rzes i ć dz ia łan ie 
uk ładów [W] [a] i [p], a zapanuje poprzedni stan r ó w n o w a g i ciała od
ksz t a ł conego . 

A zatem tylko co wymienione u k ł a d y r ó w n o w a ż y ć muszą dz ia łan ie 
u k ł a d ó w [A] i [B] na części A i B . P o n i e w a ż jednak uk ład [W] od po
zos t a łych nie zależy zupełnie , przeto u k ł a d ó w [A] i |B] r ó w n o w a ż y ć nie 
może . Wys ta rczy więc , gdy wskrzesimy jeno dzia łanie u k ł a d ó w [a] i [pj. 

Inaczej m ó w i ą c , c zę ść rozc ię t a A pozostanie w r ó w n o w a d z e pod jarzmem 
u k ł a d ó w [A] i [p], s t anowiących jej obc iążen ie zewnę t rzne po rozc ięc iu , 
a część B zachowa swą r ó w n o w a g ę , skoro ją obc i ążymy uk ładami [B] 
i [a], jako jej p r z y n a l e ź n e m obc iążen iem z e w n ę t r z n e m . Obrazowo m o ż e 
my wyp i sać warunek r ó w n o w a g i części A w postaci [A] -f- [p] = 0. P o 
d o b n i e ż dla częśc i B będz ie [B] Ą- [a] = 0. Stąd b e z p o ś r e d n i o [p] = — [ A l 
oraz [a] == — [B], 

Układ naprężeń, przynależnych do cząstek jednostronnie rozsianych 
wzdłuż powierzchni, dowolnie wewnątrz ciała odkształconego poprowadzo
nej, równoważy obciążenie zewnętrzne tej części ciała odkształconego, która 
sąsiaduje drugostronnie poprzez oivą powierzchnię z gromadą cząstek roz
patrywanych. 

/ 
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Wyżej z aznaczy l i śmy , że [a] = — [fs], zatem b y ć musi również — 
[B] = [A], skąd b e z p o ś r e d n i o [A] -f- [B] = 0. P o n i e w a ż jednak z założe
nia | A | + [B] = [EJ, przeto [E] = 0. 

Obciążenie zewnętrzne ciała odkształconego stanowi zrównoivażony 
ukhid sił. 

Inaczej mówiąc , siły uk ładu odksz ta ł ca jącego winny b y ć w r ó w n o w a -
" d z e po odksz ta ł cen iu . Zatem wyznaczanie n a p r ę ż e ń wkracza w dziedzinę 

statyki. Przy rozrywaniu sznurka si ły c i ą g n ą c e obu rąk wzajemnie się 
r ó w n o w a ż ą . Ten sam sznurek, p o c i ą g a n y za jeden koniec, będz ie się je
no wlókł za r ęką n i e o d k s z t a ł c o n y . Stąd widzimy, że obc iążen ia n iez rów
n o w a ż o n e nie dają odksz ta ł ceń , czy l i r u c h ó w w e w n ę t r z n y c h , lecz przy
spieszenie masy ciała czy l i ruch zewnę t r zny . W y p a d k i obc iążeń n iez rów
n o w a ż o n y c h na leżą więc raczej do mechaniki ciał sz tywnych, a nie do 
W y t r z y m a ł o ś c i Tworzyw. 

N ie b ra l i śmy dotąd jeszcze pod u w a g ę ksz ta ł tu powierzchni prze
kroju. P o n i e w a ż , jak to już wiemy z za łożenia , p r z e k r ó j pp ciała od
k s z t a ł c o n e g o (Rys. 2) jest zupełn ie dowolny , 
przeto m o ż e m y go mniej lub więce j uwypu
klać we wnę t r zu ciała o d k s z t a ł c o n e g o w tym, 
lub w owym kierunku, pozos tawia jąc jednak 
bez zmiany p ie rwotną p rzes t rzenną krzywe 
K , leżącą w przekroju />, a zaznacza j ącą się 
jako ś lad tego przekroju na powierzchni c ia-
ł.i s ł a ł e g o . Ot rzymamy w ten s p o s ó b do
wolną i lość p rzekro jów, oznaczonych cyfra
mi parzystemi po lewej, a nieparzystemi po 
prawej stronie pierwotnego zasadniczego przekroju, oznaczonego zerem 
na (Rys. 3). 

W z d ł u ż k a ż d e g o z tylko co wymienionych p rzekro jów m o ż e m y wyz
n a c z y ć gromady cząs teczek a i (3, skupionych odpowiednio po obu stro
nach przekroju. D o lewych gromad cząs tecz 
kowych a p r z y n a l e ż ą o d n o ś n e u k ł a d y naprę 
żeń [a], dz ia ła jących na prawe gromady czą
steczek P; z kolei w tych prawych gromadach 
cząs teczek siedl iskują u k ł a d y n a p r ę ż e ń [p], 

dz ia ła jące na lewe gromady cząs teczek po
przez o d n o ś n y p r z e k r ó j . Te prawe i lewe 
uk łady n a p r ę ż e ń k a ż d e g o przekroju wzajem-
vie się znoszą, jako z łożone z n a p r ę ż e ń od- Rys. 3. 
powiednio r ó w n y c h , a skierowanych przeciw
nie. Obrazowo to m o ż n a wyraz ić szeregiem r ó w n a ń [a]; = — gdzie 
i = 1, 2, 3, . . . R ó w n a n i a te warunkują r ó w n o w a g ę p rzekro jów, wypeł-
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mających wnętrze ciała odkształconego, a r ó w n o w a g a p rzek ro jów stanowi 
o r ó w n o w a d z e w e w n ę t r z n e j ciała o d k s z t a ł c o n e g o . A zatem we wszystkich 
punktach wewnątrz ciała odkształconego panują naprężenia, pozostające 
w równoivadze napiętej na tłe działania sił zewnętrznych, odkształcających. 

Podobne warunki zachodzą r ó w n i e ż i na powierzchni. Skrajne prze
kroje m i q m o ż e m y n iewątp l iwie p o p r o w a d z i ć w b e z p o ś r e d n i e m sąs iedz
twie powierzchni bocznych n i r, s t anowiących wspó ln ie p o w ł o k ę zew
nę t r zną ciała o d k s z t a ł c o n e g o . Stąd wniosek, że i powierzchnie n i r mu
szą b y ć r ó w n i e ż w r ó w n o w a d z e , inaczej mówiąc , że cząs teczki ciała, jed
nostronnie rozsiane wzd łuż tych powierzchni , pozosta ją w r ó w n o w a d z e 
t rwa łe j , mimo działania sił z e w n ę t r z n y c h na p o w ł o k ę zewnę t r zną ciała od
k s z t a ł c o n e g o . Jest to możl iwe w ó w c z a s jedynie, gdy w ś r ó d cząs teczek 
powierzchni n i r pows t aną odpowiednie uk łady [n] i [r] n a p r ę ż e ń , rów
n o w a ż ą c y c h dzia łanie sił odksz ta łca jących . S łowem, powierzchnie n i r 
są pon iekąd przekrojami granicznemi ciała o d k s z t a ł c o n e g o — przekroja
m i o jednostronnem li tylko skupieniu cząs teczek , pod lega jących działa
niu sił z e w n ę t r z n y c h . Naprężen i a , p r z y n a l e ż n e do gromady tych cząs te
czek z e w n ę t r z n y c h , r ó w n o w a ż o n e są dz ia łan iem sił z e w n ę t r z n y c h . Może
my więc i tu obrazowo n a p i s a ć |n] = — [AJ oraz [r| = — [B| . A zatem 
siły zewnętrzne, odkształcające, wywołują rÓWnowa&ny układ naprężeń, 
przynależnych do cząsteczek zewnętrznych ciała odkształconego. 

Wobec istnienia t rwałe j r ó w n o w a g i dochodzimy do przekonania, że 
n a p r ę ż e n i a m o g ą w y c h o d z i ć poza p o w l o k ę l i tylko w tym wypadku, gdy 
p o w ł o k a znajduje się pod jarzmem sił z ewnę t r znych , n a p r ę ż e n i a powłoko
we muszą bowiem n iweczyć dzia łanie sił odksz ta łca jących ; nie m o g ą więc 
p o w s t a w a ć tam, gdzie na p o w ł o c e niema obc iążen ia . W takich miejscach 
m o g ą jawić się tylko n a p r ę ż e n i a w e w n ę t r z n e , nie w y c h o d z ą c e poza po
włokę zewnę t rzną , a więc jedynie styczne do powłoki ciała odksz t a ł co 
nego. 

Na powłoce ciała odkształconego, wolnej od jarzma sił zewnętrznych 
niema naprężeń zewnętrznych; jedynie naprężenia styczne do powłoki mo
gą panować w tern miejscu. 

Ten szereg w n i o s k ó w pozwala wyznaczać całe uk łady naprężeń prze
kroju. Chcąc z kolei w y z n a c z y ć p o s z c z e g ó l n e naprężen ia uk ładu , rozpa
t rujemy: 

§ 5. N a p r ę ż e n i a p r z e k r o j ó w p ł a s k i c h c ia ła o d k s z t a ł c o n e g o . 
Wobec znikomych od leg łośc i p o m i ę d z y cząs t eczkami ciała s ta łego , obszar 
dz ia łan ia n a p r ę ż e ń wydaje się b y ć nader ograniczonym, m o ż e m y więc 
ś m i a ł o za łożyć , iż dz ia łan ie nap rężeń nie s ięga zbyt g ł ę b o k o , rozszerza
jąc się jedynie na cząsteczki b e z p o ś r e d n i o ze sobą sąs iadujące poprzez 
powie r zchn i ę przekroju. Nadto zak ładamy, że cząsteczki są jednostajnie 
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rozłożone wzdłuż powierzchni przekroju. T o za łożen ie odpowiada istotnej 
budowie w e w n ę t r z n e j ciała jednolitego, pon ieważ ciało tego rodzaju sta
nowi uk ład cząs teczek jednostajnie skupionych w każdym punkcie tego 
układu . D la ciała niejednolitego będz ie to zaledwie p rzyb l i żony obraz 
w a r u n k ó w istotnych, pon ieważ jednak w budownictwie technicznem sto
sujemy wyłączn ie prawie ciała jednolite [żelazo zlewne, stal] przeto przy
puszczenie p o w y ż s z e jest zupe łn ie uprawnione w p rzeważne j większości 
w y p a d k ó w , a wys t a r cza j ąco zb l iżone do rzeczywis tośc i dla reszty. 

Jeżel i nadto, zamiast przekroju dowolnego kszta ł tu , r o z p a t r y w a ć bę 
dziemy przekrój płaski, tnąc ciało o d k s z t a ł c o n e płaszczyzną, to po obu 
jej stronach b ę d z i e m y mieli gromady cząs teczek powiązanych naprężen ia 
mi. G r o m a d y te będą p łask ie o jednostajnej, c h o ć znikomej g rubośc i . 
S t anowić będą ściany przekroju. Wobec znikomej g r u b o ś c i obie te war
stwy m o g ą b y ć rozpatrywane, jako pola materjalne o jednosiajnem skupie
niu cząs teczek , to jest, inaczej mówiąc o niezmiennej gęstości. To znaczy, 
że w jednostce pola, gdziekolwiek wyznaczonej na śc iankach przekroju 
p ł a s k i e g o , i lość cząs teczek pola materjalnego jest zawsze ta sama. Stąd 
wniosek oczywisty, że pole przekroju p ł a sk i ego jest miarą ilości cząs te
czek, rozsianych wzdłuż tego przekroju. 

T o też zamiast n a p r ę ż e ń , s ied l i skujących w cząs t eczkach przekroju, 
lub do nich p r z y ł o ż o n y c h , m o ż e m y r o z p a t r y w a ć nap rężen ia , p rzyna leżne 
do jednostki pola, jako wyobraz ic ie lk i pewnej ilości cząs teczek przekroju 
p ł a s k i e g o . Tego rodzaju nap rężen ia zowiemy naprężeniami jednostkowe-
?ni i wyznaczamy ich w a r t o ś ć w jednostkach siły na j e d n o s t k ę przekroju 
— a więc w kilogramach na centymetr kwadratony [ K G / C M 2 ] . Przez tę 
j e d n o s t k ę przekroju p r z e c h o d z ą r ó ż n o k i e r u n k o w e naprężen ia międzyczą
steczkowe, p r zyna l eżne do p o s z c z e g ó l n y c h drobin. Skoro więc miasto 
tych wszystkich naprężeń cząs t eczkowych rozpatrujemy jedno naprężen ie 
jednostkowe, to tym samym bierzemy niejako ich ś r edn ią war to ść , co jest 
dostatecznie uprawnione przy nieznacznych wymiarach jednostki pola. 
Ł a t w o się o tem p r z e k o n a ć . N iech n oznacza p rzypuszcza lną i lość czą
steczek w jednostce pola rozpatrywanego, a / ( łac ińskie tensio = n a p r ę 
żen i e ) oznacza n a p r ę ż e n i e jednostkowe, panu jące w tem p o l u ; i loraz f.n 
da w a r t o ś ć ś redn ią nap rężen ia dla cząs teczek jednostki pola. Będzie ona 
tym bardziej zb l iżona do istotnej war tośc i nap rężeń międzycząs teczko
wych, im jednostajniejszy jest rozk ład n a p r ę ż e ń cząs t eczkowych w polet
ku , a więc i m ono jest mniejsze, a tworzywo bardziej jednolite. Dawniej 
wymiary poletka brano nader nieznaczne, bo w y n o s z ą c e zaledwie mili
metr kwadratowy, z czasem przekonano się jednak, iż pole cm2 zupe łn ie 
wystarcza, to też jest ono dzisłaj powszechnie stosowane. 

Że n a p r ę ż e n i a jednostkowe s tanowią znacznie ściślejszą mia rę istot
nych n a p r ę ż e ń m i ę d z y c z ą s t e c z k o w y c h dla ciała jednoli tego, niż dla ciała 
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różno l i ł ego , o lem z ła twością m o ż n a się p r zekonać rozumnjąc w s p o s ó b 
n a s t ę p u j ą c y : w e ź m y w przekroju p łaskim ciała o d k s z t a ł c o n e g o dwie jed
nostki pola o n a p r ę ż e n i a c h jednostkowych r ó w n y c h . W ciele jednolitem 
liczba cząs t eczek będz ie n iewątpl iwie ta sama dla obu poletek, przeto czą
steczki obu jednostek pola będą u l egać jednakowym ś redn im n a p r ę ż e n i o m 
t: 11 m i ę d z y c z ą s t e c z k o w y m . Tutaj w ięc n a p r ę ż e n i e jednostkowe stanowi 
dobrą mia rę n a p r ę ż e ń międzycząs t eczkowych . 

Inaczej atoli rzecz się ma dla ciała niejednolitego. Tu i lość cząste
czek będz ie w o g ó l e różna dla obu poletek: nx cząs teczek pierwszego bę 
dzie u l ega ło ś r e d n i e m u nap rężen iu t : nu podczas gdy na cząs t eczek dru
giego będz ie pod jarzmem nap rężen i a ś r e d n i e g o t : n%. T u więc przy 
jednakowych n a p r ę ż e n i a c h jednostkowych cząs teczk i obu poletek nie są 
jednakowo naprężone. S t ąd wnioskujemy, że w ciele jednolitem odkształ-
conem naprężenie jednostkowe stanowi miarę, średniego naprężenia cząste
czek jednostki pola przekroju płaskiego, podczas gdy w ciele niejednolite))! 
stanozui ono zaledwie miarę naprężeń międzycząsteczkozvych przybliżoną. 

Wobec jednak braku jak ichkolwiek danych, d o t y c z ą c y c h stopnia sku
pienia c z ą s t e c z k o w e g o w c ia łach niejednolitych (ciała włóknis te , kamie
nie, drzewo), zmuszeni j e s t e ś m y mimo to r o z p a t r y w a ć nap rężen ia jednost
kowe, jako miarę n a p r ę ż e ń m i ę d z y c z ą s t e c z k o w y c h ; czynimy to jednak 
z os t rożnośc ią należytą. 

Oznaczmy więc raz na zawsze przez tKG/cu2 n ? p r ę ż e n i e jednostko
we, panujące w danej jednostce przekroju p ł a sk i ego , dowolnie przez cia
ło o d k s z t a ł c o n e przeprowadzonego. W o g ó l n y m wypadku w a r t o ś c i / bę 
dą różne dla p o s z c z e g ó l n y c h p u n k t ó w przekroju ; m o ż e się jednak zda
rzyć , że t będz ie geometrycznie jednakowe dla wszystkich p u n k t ó w prze
kroju, a wtedy m ó w i m y , że przekró j jest jednostajnie naprężony- W obu 
wypadkach zadaniem W y t r z y m a ł o ś c i T w o r z y w jest w y z n a c z y ć war tośc i 
n a p r ę ż e ń jednos tkowych dla p o s z c z e g ó l n y c h p u n k t ó w przekroju. 

§ 6 . Wyznaczanie n a p r ę ż e ń jednostkowych przekroju pła
skiego c ia ła jednolitego. B ie rzemy pod u w a g ę przekrój p łaski p c iała 
jednolitego o d k s z t a ł c o n e g o . Jego rozcięte częśc i A i B pozosta ją pod 
jarzmem o d n o ś n y c h uk ł adów [A] i [B] sił z e w n ę t r z n y c h odksz ta ł ca j ących . 
P o obu stronach przekroju, w gromadach c z ą s t e c z k o w y c h o i [3 s iedl isku-
ją uk łady nap rężeń [a] i P o n i e w a ż [o] = — [g] oraz [A] = — [jś] 
i [B] 5= — [a], przeto m o ż e m y r o z p a t r y w a ć u k ł a d y [A] i [p]; s tanowiące 
obciążenie jednej ty lko części ciała o b c i ą ż o n e g o , dajmy na to części A . 
Chcąc warunek [A] - j - [':] = 0 wyraz ić w postaci zwykłych w a r u n k ó w r ó w 
nowagi uk ładów sił [A] i [£], bierzemy pod u w a g ę układ osi spó ł r zędnych 
p ros toką tnych , ob ie ra j ąc począ tek osi w gdziekolwiek w p ła szczyźn ie 
przekroju (Rys. 4), c h o ć b y nawet poza jego obwodem. Osie <*4, WYJ uk ła -
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damy jakkolwiek w płaszczyźnie przekroju, a oś coC prowadzimy prosto
padle do tej p ł a szczyzny . W układzie tylko co obranych osi spółrzęd-
nych wyznaczymy spó ł r zędne 6, t], C zu
pełnie dowolnego punktu (i, leżące w prze
kroju, p rzyczem oczywiśc ie C = 0. Oznacz
my jak zwykle przez / K G / C M j n ap rężen ie 
jednostkowe, panu jące w punkcie [Ł. Jeżel i 
przez dF = dcdq oznaczymy różn iczkę po
la, p rzyna leżną do punktu (JU (6, '<], o) to 
poletko <^Fcm 2 p o d l e g a ć będzie dz ia łan iu 
si ły elementarnej tdF kg, a uk ład sił tdF 
poletek ca łego przekroju będz ie niewątpl i 
wie u k ł a d e m [jj]; o k tórym była mowa nie
co w y ż e j . Wobec zupe łne j n i e z m i e n n o ś c i 
przestrzeni m i ę d z y c z ą s t e c z k o w y c h ciała od
ksz t a ł conego , jego część A zachowuje się 
jak c ia ło sztywne, m o ż e m y więc sprowa
dzić układ [A] sił z ewnę t r znych , odksz ta ł - Rys. 4. 
ca jących do począ tku spó ł r zędnych w jako 
o ś r o d k a sprowadzenia, a otrzymane w ten s p o s ó b wypadkowe siła R 
i moment M zastąpią działanie uk ładu [A], r ó w n o w a ż ą c zarazem układ 
sił tdF przekroju. 

Oznaczmy s k ł a d o w e n a p r ę ż e n i a jednostkowego przez ?ę, tę. M n o 
żąc je przez dF otrzymamy s k ł a d o w e siły tdF. P o n i e w a ż s k ł a d o w e R i M 
są odpowiednio Rc, KL, R? i M ^ , M ^ , M * , przeto warunki r ó w n o w a g i 
obu uk ł adów z ła twością o t r z y m a ć m o ż e m y pisząc 

Rc = lĄdF, a S*qrfF, Rr = $tzdF, 
M 5 = £[iftafF — C/^rfF] = 2ty c r fF, (1) 
M 7 ] = sfc^rfF — £/ca?F] = — £ c ^ F , 
M c = S ^ u a Ś P — v ) /^F] . 

Prawe strony tych równań w y p i s a l i ś m y bez z n a k ó w ujemnych, wyznacza
l iśmy przeto n a p r ę ż e n i a uk ładu —[p] czy l i uk ładu [a], co z resz tą nie gra 
żadne j ro l i , wobec t o ż s a m o ś c i obu u k ł a d ó w nap rężeń . Z r ó w n o ś c i tych 
niepodobna w y z n a c z y ć s k ł a d o w y c h nap rężeń bez za łożeń dodatkowych. 
W o g ó l n y m wypadku s k ł a d o w e tę, ł t- mają war tośc i różne dla posz
c z e g ó l n y c h p u n k t ó w przekroju, są więc funkcjami spółrzędnych c, Tj tych 
p u n k t ó w . Nadto od czasu nie zależą zupe łn ie , mamy tu bowiem do czy
nienia z ciałem już odksz ta ł conem o war tośc iach n a p r ę ż e ń trwale ustalo
nych . M o ż e m y przeto nap i sać i$ = 8($, -q), Ł = <!>(£, t, — »F(i|, rt), 
a w r ó w n a n i a c h (1) miasto sum pods t awić wszędz ie znaki ca łkowania 
po dF. * 

Uzależnienie fg, od w s p ó ł r z ę d n y c h p u n k t ó w przekroju d a ł o b y 
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m o ż n o ś ć ustalenia praw zmiennośc i naprężeń , g d y b y ś m y mogl i wyzna
czyć kształ t tylko co wypisanych funkcji. P o n i e w a ż jednak nie znamy 
go, przeto idziemy zwykłą w takich razach d r o g ą : nadajemy tym funk
cjom p o s t a ć możl iwie najpros tszą i badamy w y n i k i otrzymane. G d y te 
okażą się zgodne z doświadczen iem, wnioskujemy o trafnym wyborze 
funkcji. W razie przeciwnym obieramy inną zawilszą p o s t a ć . Najprost
szym kszta ł tem będą funkcje linjowe w s p ó ł r z ę d n y c h *, Ta pos tać zda
je się o d p o w i a d a ć warunkom istotnym w pewnych prostych wypadkach, 
na leży przeto z b a d a ć założenie funkcji linjowych tt = aĘ, -}- bi\ -f- c, 
t q= dc, - j - et\ + / , J?J = g% + h"<l + j* zawierających stałe wspó łczynn ik i , 
k tó re na l eży w y z n a c z y ć z w a r u n k ó w r ó w n o w a g i (1). Po podstawieniu 
o t rzymamy: 

R 4 = a fidF 4 - b f-qdF + c fdF, 

Rq = dfidFĄ- efydF + / / d F , 

Rc = gf^dF + h[hdF +jf dF, 

M.ą = — -gf&dP. — h fcy]dF —j/ŹdF 

Mc = d f&dF -f efiiidt - f /Ar fF — afi-ridF — 6/T)2$F — cfrtaF 

Te równan ia m o ż n a uprośc ić , obiera jąc począ t3k osi spó ł rzędnych 
w środku masy O przekroju. S p ó ł r z e d n e £„•/]„ tego ś r o d k a czynią zadość 

r ó w n a n i o m F£,0=fc,dF, F-q0=frtdF, gdzie F oznacza pole przekroiu, 

a całki fidF,frtdF są to tak zwane momenty statyczne przekroju. Z tego 
ś rodka prowadzimy oś O Z prostopadle do przekroju, pozos t a ł e dwie osie 
O X , O Y kierujemy wzdłuż głównych osi przekroju. W układzie tych no
wych osi s p ó ł r z e d n e punktu [x będą odpowiednio x, y oraz z — o, i lo
czyn dF = dx dy da różniczkę pola, a s k ł a d o w e n a p r ę ż e n i a jednostko
wego będą, jak pierwej, funkeyami o d n o ś n y c h w s p ó ł r z ę d n y c h l in jowemi: 
t x = ax by c, t y = dx - j - ey - j - f, t z = gx -\- hy -(- j. Zazwyczaj ozna
czamy tx przez t y , t„ przez x x oraz /"z przez o z . Nieco dalej wyjaśn i 
my t reść wewnę t rzną tego znakowania. Nadto sk ł adową siły R r ó w n o 
ległą do osi O Z , oznaczamy przez S, sk ładową, leżącą w przekroju przez 
T, a rzuty tej ostatniej na osi O X , O Y odpowiednio przez T x , T y . Skła
dowe momentu M niech b ę d ą M x , M y oraz M z = M 0 . Z r ó w n a ń staty
k i o t rzymamy: 

T x = a fxdF Ą-bf ydF + cf dF, T y = dfxdF + efydF + 

- f / / d F , S = gfxdF + hf ydF + j f dF 
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M x = ąfxydP + hfy2dF -f- jfydP, 

M y = — gfxidP — lif.rydF —jf xdF. 

M 0 == d [x-dF + efxydF -\-jfxdF — afxydF — bfy2dF — c fydF. 

Tutaj przedewszystkiem f dF — F a nadto / xdF = J'ydF — 0, począ tek 

bowiem osi leży w środku masy przekroju. Całka I x = fy*dF s t a n ó w 1 

tak zwany moment bezwładności przekroju 'wzglądem osi OK, a całka 

1 y — f x-dF — w z g l ę d e m osi OY, wreszcie ca łka J x y ~ f xydF — moment 

odśrodkowy przekroju względem osi OX, OY. Niżej udowodnimy, że dla 

osi g ł ó w n y c h J x y — o, a zatem T x = cF, T y = jF, S = / F , M x = 

= kJx, M y = — gJy, M 0 = dJy — Z>JX (2). 

Z tych r ó w n o ś c i m o ż e m y w y z n a c z y ć wszystkie wspó łczynn ik i , p rócz 
ot, b, d, e, b ę d z i e m y miel i przeto wzory dla s k ł a d o w y c h naprężen ia jed
nostkowego: 

T x T v M v 

tx — ax -f- by - f -=- = tj,, ty = dx - f ey + — z x , ts = ^- x + •JM *y — r TX i p — "x »•••* — j 

M x S 
- f -j-—jv + -p-- W celu ujednostajnienia tylko co otrzymanych w z o r ó w 

J x r 
m o ż e m y jeszcze dodatkowo o z n a c z y ć 

H - K L N 
a= r -, b = — -j d= j , e — -j-, 

J y J x J y J x 
a otrzymamy p o s t a ć os ta teczną w z o r ó w : 

H K Tx L N Ty 

ł x = z 7 y

X - T x y + ~F^r ^ * f %y•+ "# - • 

7 Z - v + 7 7 ^ + 7 = 3 * ••• (3) 

Spółczynn ik i A ' , Z- czynią tu z a d o ś ć r ó w n a n i u K-\- L — M0, zależą 
zatem wyłącznie od tej sk ładowej momentu, p o z o s t a ł e dwa H i N, jako 
nie objęte warunkami (2), nie dają się w y z n a c z y ć w wypadku o g ó l n y m . 
W szczegó lnym natomiast m o ż e m y niekiedy wyznaczyć ich w a r t o ś ć z wa
r u n k ó w dodatkowych, do tyczących powłoki ciała o d k s z t a ł c o n e g o . W e ź m y 
pod u w a g ę jakikolwiek punkt {Ł0) leżący na obwodzie przekroju. Jego 
spó ł r zędne xoy0 czynić będą z a d o ś ć równan iu obwodu K(x, y) — O 
S k ł a d o w e naprężen ia , p a n u j ą c e g o w tym punkcie będą odpowiednio 

// K Tx L N Ty 

*xt = j - xo ~J~y<> ~ r źy<,~j~xo + "J^yo + ~jr • M o ż e m y je 

zresztą p rzeds t awić nieco inaczej, w postaci sum s k ł a d o w y c h trzech na-

file://-/-jfxdF
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pręźeń , p i sząc — ux + vx + wx, tyo = uy - f vy - j - gdzie przez 
7/R, K^, oznaczy l i śmy sk ładowe naprężen ia , l e żącego na normalnej ob
wodu, przez v x v y s k ł adowe nap rężen ia stycznego do obwodu, wreszcie 
przez w x , Wy sk ł adowe naprężen ia T:F, panu jącego z resz tą we wszyst

kich punktach przekroju, jego bowiem rzuty Tx : F, ivy = F 
s tanowią s ta łe wyrazy o g ó l n y c h w z o r ó w dla ix, ty. Za łóżmy, że na 
prężenia v mają kierunek w s p ó l n y na ca łym obwodzie przeciw strzałce 
zegara, że naprężen ia u w y c h o d z ą poza p rzekró j (Rys. 5); proste rozwa

żania geometryczne dadzą nam wzory 

12. 
dyn 

uxdx0-\- uvdy0 —- O oraz -j— 
-> ' cix0 i./o 

P o n i e w a ż nadto, różniczkując , mamy 

— dxn + ^—• dv o — O, przeto ostatecznie 
dx* °y<> 
otrzymamy dwa r ó w n a n i a warunkowe postaci: 

dK ; 
: | | oraz vx — + 

r OK i r OK i 
"r | £ I = [ dyl 

Rys. 5. dK -\- zv - — • = O, k tó re się winny w y p e ł n i a ć 

tożsamościoioo dla wszystkich punktów obwodu. 
Odksz ta ł cen ia powłok i zewnę t r zne j m o g ą być d o s t r z e ż o n e z ł a t w o 

ścią, to też w n i ek tó rych prostszych wypadkach otrzymujemy na tej dro
dze dostateczne wskazówki co do kierunku dz ia łan ia n a p r ę ż e ń , m o ż e m y 
przeto w y z n a c z y ć u i v. Z w a ż y w s z y nadto, że 

. H K ; L . N 
"x + vx — —f-xa r - j v 0 oraz uy + vy = —j— x0 -\ r-y0 w pew-

Jy J x Jy Jx 
nych wypadkach o k r e ś l i m y braku jące spó łczynn ik i K, H, L, N. 

Tą d r o g ą ostatecznie otrzymane wzory dla s k ł a d o w y c h naprężeń od 
powiadają istotnym warunkom w nas tępu jących prostych wypadkach ob
ciążenia odksz ta ł ca jącego . 

1. W Y P A D E K A. Zewnętrzny układ [A] sił odkształcających spro-
ivadza się do pojedynczej siły S, prostopadłej do przekroju płaskiego, 
a przyłożonej do środka jego masy. Jest to wypadek ściskania lub roz
ciągania. 

2. W Y P A D E K B . Układ [A] sprowadza się do pojedynczej siły T, 
leżącej w przekroju. Jest to wypadek ścinania. 

3. W Y P A D E K C. Układ [A] sprowadza sic do pojedynczego mo
mentu Ma, prostopadłego do przekroju. Jest to wypadek skręcania. 

4. W Y P A D E K D. Układ [A] sprowadza się do momentów Mx i 



Rys. 6 

My, leżących iv przekroju, oraz do siły S, prostopadłej do tego przekroju. 
Jest to wypadek zginania. 

% 7. P r z y k ł a d y i ć w i c z e n i a . 1. B y u n ao czn i ć przebieg pow
stawania n a p r ę ż e ń w przekroju, bierzemy kawa łek skóry (Rys. 6), roz
cinamy go wpoprzek poś rodku , przebijamy otworki wzdłuż 
obu b r z e g ó w przekroju, i , przewlekając sznurek gumowy 
przez te otwory, trwale ł ą c z y m y oba kawałki tak, aby 
krawędz ie przekroju się zeszły. Wymaga to niewątpl iwie 
pewnego na tężen ia sznurka gumowego. W ten s p o s ó b 
s tworzy l i śmy sztuczny obraz przekroju ciała s ta łego . Sze
regi dziurek obustronnie wzdłuż b r z e g ó w przekroju roz
siane, wyobraża ją gromady cząs teczek przekroju; sznu
rek zas tępuje więzy tych cząstek, a jego na tężen ie działa, 
jak siły wiążące . Dzięki im obie polowy A i B zacho
wują się jak jedna ca łość . Wieszamy je pionowo na l i n 
ce, p rzedz ie rzgn ię te j przez g ó r n y o twór C, przez dolny 
o t w ó r D przewlekamy d r u g ą l inkę z szalką do c iężarków. 
Nieznaczna waga całośc i niewiele zmieni w układz ie , do
piero gdy na szalkę pc-łożymy ciężar Q, utworzy się w miej
scu rozc ię tem szpara mniej lub więcej szeroka. L inka prze
n ios ła dzia łanie c iężarów na dolną część skóry , ta znów 
odda ła je sznurkom w i ą ż ą c y m : powsta ły w nich nap rężen i a odksz ta łca
jące, sznurki poczę ły się wydłużać , wreszcie sp rężys tość gumy wywo
łała naprężen ia oporowe, k tóre z a h a m o w a ł y odksz ta łcen ia . Nastąpi ł 
stan r ó w n o w a g i . Po dodaniu nowego c iężarka szpara powiększa się, 
n a p r ę ż e n i a w sznurkach rosną; natomiast po zdjęciu tego ciężarka 
szpara maleje wraz z naprężen iami . Zupełnie tak samo działa każdy 
c iężarek nas t ępny •— ostatni wywoła nadmierne n a p r ę ż e n i a : pękną 
sznurki wiążące. Po łóżmy ze dwa ciężarki na szalkę i rozetnijmy 
wszystkie sznurki wiążące . Układ rozpadnie się: c z ę ś ć dolna oddzieli 
się od górne j , p rzes taną bowiem dzia łać nap rężen ia , u t rzymujące rów
n o w a g ę odksz t a ł coną układu. M o ż n a b y jednak część jego dolną utrzy
m a ć w r ó w n o w a d z e , zas tępując tylko co zniszczony układ nap rężeń 
— odpowiednim uk ładem sił z e w n ę t r z n y c h , równoważących ciężarki 
— wtedy r ó w n o w a g a ca łośc i t rwałaby i nadal bez zmiany. G d y b y ś m y 
chcie l i jednak p o w r ó c i ć do stanu, p o p r z e d z a j ą c e g o rozcięc ie s znu rków, 
to op rócz uk ładu sił, r ó w n o w a ż ą c y c h ciężarki , trzebaby jeszcze powo
łać do życia układ dodatkowy, zastępujący działanie sił wiążących. 
Wtedy obie części nie tylko p o z o s t a ł y b y w dotyku obok siebie, lecz 
nadto s t a n o w i ł y b y jedną c a ł r ś ć , jak przed rozcięc iem s z n u r k ó w wią
żących . Na leży tu jeszcze podkreś l i ć , że nap rężen ia od sił w iążących 
nie zależą, muszą bowiem r ó w n o w a ż y ć ciężarki p o ł o ż o n e na szalce. 
T e n prosty p rzyk ład w y r a ź n i e więc zaznacza różn icę , zachodzącą po
między siłami wiążącemi a n a p r ę ż e n i a m i , pows ta jącemi na tle działa
nia sił odksz ta łca jących . 

S tosując miasto s z n u r k ó w gumowych — sznurki z tworzywa roz
c i ą g l i w e g o , m o ż e m y u n a o c z n i ć powstawanie odksz ta ł ceń mniej lub 
więce j t rwa łych , bo tego rodza;u więzy po zdjęciu z szalki c i ęża rków 
pozos taną jednak nieco rozc iągn ię t e , rozc ię te k o ń c e s k ó r y nie zejdą 
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się, odksz t a ł cen i e będzie t rwało nadal po odc iążeniu . Tutaj obc iążen ie 
zewnę t r zne zmieni ło ukiad sił wiążących . 

. 2. P rzy danem obciążeniu zewnę t r znem nap rężen i a przekroju są 
śc iś le ok re ś lone . Nie m o ż e m y przeto w y z n a c z a ć dowolnie sk ł adowych 
n a p r ę ż e ń , p o n i e w a ż w o g ó l n y m wypadku r ó w n a n i a ł x — A, ty — B, 

- ta — C wyłączają się wzajemnie, są bowiem w nadmiarze. Z trzech 
r ó w n a ń trzeba wyznaczyć dwie niewiadowe — s p ó ł r z ę d n e punktu o da
nej wartości naprężenia . Stąd wniosek, że A, B, C nie mo g ą być 
obierane dowolnie. Wyznaczn ik tych trzech r ó w n a ń musi b y ć r ó w n y 

' zeru, s łowem musi is tnieć pewna za leżność f (A, B, C) = O, aby 
n a p r ę ż e n i e 

ł=y JF+£M- p 
by ło istotnie jednem z n a p r ę ż e ń uk ładu , wtedy bowiem m o ż e m y wy-

, z n a c z y ć s p ó ł r z ę d n e punktu, w k tó rym panuje owo z g ó r y o k r e ś l o n e 
naprężen ie . Ten punkt może jednak nie leżeć w przekroju. W y 
znaczmy r ó w n a n i e obwodu przekroju rozpatrywanego w postaci 
K(x, y) = O. Skoro K(x, y) staje się zerem na obwodzie, to dla 
wszystkich p u n k t ó w przekroju jest jednakowego znaku takiego, jaki 
p rzyna leży do ś r o d k a przekroju, gdzie * = y = O. W ten s p o s ó b , 
badając znak funkcji K(x, y) z ł a twośc ią m o ż e m y okreś l ić , czy punkt 
wyznaczony leży w przekroju. Stanowi to drugi warunek konieczny. 

3. Nazwa l i śmy p rzek ró j jednostajnie n a p r ę ż o n y m , gdy wszystkie 
jego n a p r ę ż e n i a by ły geometrycznie r ó w n e . Wtedy tx = A f= const. 
ty = B — const. ta — C — const. Warunki r ó w n o w a g i statycznej bę
dą tu 

Tx = / txdF= AF, Ty=f tydF= BF, 

S = / tgdF = CF, Mx = f ytJF = Cf ydF =•- O, 

My = —fxtsdF = — CfxdF = O, 

M0 = f xtydF —JytxdF = Bf xdF — AfydF == O. 

W y n i k a stąd, że , 

R = y TJĄ-TfJf S* = F y A* 4 - B * £ * = tF oraz M = O. 

Przekrój może być jednostajnie naprężony jedynie wtedy, gdy 
układ sił odkształcających po sproivadzeniu do środka przekroju daje 
wypadkowy moment równy zeru. 

Jest to warunek konieczny, lecz nie dostateczny. 
4. Wyznaczmy ś redn ią wa r to ść nap rężen ia przekroju, czy l i jego 

ś r edn ie nap rężen i e . S k ł a d o w e tego n a p r ę ż e n i a w y z n a c z ą się z r ó w n a ń 

*xsF=f łxdF, tysF=/tydF, t3SF=ftJF. 

C z y l i więc 
txsF = Tx, t F == T tssF == S, s t ąd 

- y. . . K 
ts — 1 ^xs ~\~ t~ys T t2as — ~p 
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Średnie nap rażenie przekroju równe jest sile wypadkowej', jaką 
daje odnośny układ sil odkształcających po sprowadzeniu do środka 
przekroju, dzielonej przez pole przekroju. Jest to wynik ogó lny , nie
za l eżny od postaci funkcji n a p r ę ż e ń . 

5. W y c h o d z ą c z za łożenia funkcji l injowych, otrzymamy dla 
ś r o d k a przekroju, gdzie x = y = o s k ł adowe n a p r ę ż e n i a 

* — I* t —Tlt — — lxo — p ' 'yo — p> so — p 

Zatem tx0 = txs, ty0 — tyS, ts0 — tss. 

W ś r o d k u przekroju panuje nap rężen ie r ó w n e ś r e d n i e j war tośc i 
n a p r ę ż e ń . 

W założeniu funkcyi linjowych składowych naprężeń przekroju, 
jego naprężenia środkowe i średnie są równe. 

R O Z D Z I A Ł D R U G I . 

MOMENTY PRZEKROJÓW PŁASKICH. 

§ 1. W y z n a c z a n i e m o m e n t ó w p r z e k r o j ó w p ł a s k i c h . W e ź m y 
pod u w a g ę p rzekró j płaski ciała jednolitego (Rys. 7), czy l i pole F ogra
niczone obwodem K. Krzywą K o k r e ś l a m y 
r ó w n a n i e m AT(c, TJ) == o w uk ładz ie osi pro
s toką tnych w^, WYJ, l eżących w przekroju. 
W poprzednim rozdziale o t r zyma l i śmy , p r ó c z 

pola F —JdF, całki nas tępu jące : 

Ji\dF = F% — moment statyczny względem 

osi w6, 

f £dF — Fą — moment statyczny względem osi WY], 

f tfdF = J% — moment bezwładności względem osi <ô , 

f ŹrdF — Jy, — moment bezwładności względem osi WYJ, oraz 

f&qdF= J ^ — moment odśrodkowy względem osi wt, WYJ. 
W e wszystkich tych całkach dF = dc,dr\ oznacza różn iczkę pola, a całko
wanie winno się rozsze rzać na ca ły p rzekró j . Są to więc całki p o d w ó j n e 
typu f im-qndidq. Granice ca łkowan ia po rj będą w nich w o g ó l e za leżne 
od £ i okreś lą się, jako pierwiastki równan ia K(^, YJ)=O; granice całko
wania po i będą stałe, w y z n a c z y ć je m o ż n a w postaci p i e r w i a s t k ó w r ó w 
nania, k tó re otrzymamy, rugując YJ Z r ó w n a ń 

Rys. 7. 

K(c, TI) = o i O. 

\ 
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W y c h o d z ą c z rozpatrywania całki , jako granicy sumy, z ł a twośc ią 
m o ż e m y dla tych wszystkich p o w y ż e j ustalonych m o m e n t ó w przekroju 
w y p o w i e d z i e ć nas tępu jące twierdzenie: 

Moment przekroju złożonego równy jest sumie odpowiednich momen
tów części przekroju, branych wzglądem tej samej osi. 

W. o g ó l n y m wypadku war tośc i m o m e n t ó w zależą od u k ł a d u osi spół-
r z ę d n y c h . Momenty F», J^.q m o g ą b y ć przytem dodatnie, ujemne 
lub r ó w n e zeru, pozos t a ł e zaś F, Ji, / - są rdzennie dodatnie. Widz ie 
l iśmy już , że ze rowym war tośc iom pierwszych trzech m o m e n t ó w odpo
wiada najprostsza pos tać s k ł a d o w y c h n a p r ę ż e ń — trzeba więc umieć o b r a ć 
układ odpowiednich osi s p ó ł r z ę d n y c h , aby możl iwie największa i lość mo
m e n t ó w miała wa r to ść r ó w n ą zeru. - W tym celu przedewszystkiem wy
znaczamy : 

§ 2 . O s i e ś r o d k o w e p r z e k r o j u . Wyznaczamy s p ó ł r z e d n e £0T]0 

środka przekroju O, k tóre , jak wiemy z mechaniki , czynią z a d o ś ć r ó w n a 
niom F L 0 = F~, = F% i umieszczamy w tym punkcie początek no
wych osi s p ó ł r z ę d n y c h OX0J OY0, r ówno leg łych do starych, a więc rów
nież p ros toką tnych . W układzie tych nowych osi środkowych ponownie 
wyznaczamy momenty przekroju. Op ie ra j ąc się na wzorach przejśc ia od 
starych do nowych osi s p ó ł r z ę d n y c h £ = £ 0 - j - x 0 , TJ = -ri0-\-y0, może 
my poprzednio rozpatrywane całki wyraz ić za p o m o c ą nowych, z w a ż y w 
szy, że dF = d£,dq = dxudy0 — dF0. Będz i emy przeto miel i kolejno 

fi = / ( ł l o + VoWF0 == Fri0 -ffyodFo = Fiio - j - F x o , 
Fti = / ( ^ o + x<j)ÓF<> == F% + Fyo 

A = = / ( > -h'yo)2dF0 = F,l0* + 2rjofy0dF0 + fy0

2dF0 = 

*? ^ l o 2 + ^ F x o + J x o . 

A , - / ( 6 0 + xoydF0= FŹ0+ 2iJxudF0+fx\dF0= 2 Ź 0 F y o + J y o . 

/ & ) = + *o)0jo + ^ o ) ^ o = ^ ( f l o + ZofyodFo + •fkfxudF0 -f-

+./*<&odFo = FŹoty + C^jeo + TJn^yo + A j / o • 
W i e m y z za łożenia , że F ^ o == F* oraz = a zatem z pierwszych 
dwóch r ó w n a ń mamy b e z p o ś r e d n i o Fxo = Fyo == O. P o n i e w a ż wobec 
dowolnośc i osi w£, orr] kierunek osi OX0, O Y0 jest r ówn ież zupe łn ie dowol
ny, przeto moment statyczny przekroju, brany względem osi środkowej jest 
równy zeru. 

W dalszym c iągu , wobec Fxo = Fyo = o, mamy JĄ — JXO -f- FV, 
J = JYO - j - F& s tąd: moment bezwładności przekroju względem dowolnej 
osi równy jest momentowi bezwładności względem osi środkowej, równo/e-
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głej, dodanemu do pola przekroju, pomnożonego przez kwadrat odległości 
tej osi dowolnej od środka przekroju. 

Wobec Fx0 = Fyo = o mamy również = J x y o -\- Fc0-q0, skąd 
moment odśrodkowy przekroju względem dowolnych osi spółrzednych pro
stokątnych równy jest momentowi odśrodkowemu względem osi środkozvych 
równoległych, dodanemu do pola przekroju, mnożonego przez iloczyn od
ległości tych osi dowolnych od środka przekroju. 

§ 5. O s i e g ł ó w n e p r z e k r o j u . Idąc dalej po drodze tu wyzna
czonej, bierzemy pod u w a g ę nowy układ osi OX, OY, ś r o d k o w y c h , two
rzących kąt a pomiędzy osiami OXi OX0 i znów w układz ie tych osi wy
znaczamy momenty przekroju. Są to osie ś r o d k o w e , zatem dla nich 

fydF= Fx — o, f xdF= Fy = o, nadto p o n i e w a ż x=xaCosa. -\-y0Sinu., 

y — — x0Sin'J. -f- y0Cosct. oraz dF = dxdy = dx0dy0 = dFa, przeto 

Jx =--/[— xbŚin* + y0Cosa.pdF0 = Jx0 Cos-a -\-JyoSinia. — JxyoSin 2a, 

Jy ==/[x0 Coso. ~\- y0 Sina.] 2 dF0 = Jx0 S m J a -f- Jyo Cos* a + JxyoSin 2a, 

/ =f' [x0Cos* - f y0Sin*][— x0Sina. + yQCosa] dF0 = — JyoSina.Cos* - f 

+Jxyo (Cos**—Sin'*] +JxoSino.Cosa. == V , Uxo-Jyo]Sin 2 a - \ - J x y o C o s 2 * . 

Dobierzemy kąt a w taki sposób, ' aby Jxy = o. U k ł a d osi OX, OY, do 

tej war tośc i a — a 0 kąta p rzyna leżny , zowiemy u k ł a d e m osi głównych 

przekroju. D l a tych osi 

Jxy = 7 i fJxo—Jyol Sin 2a 0 + JxyoCos 2a 0 = o 
Stąd tg2'J.0 — 2Jxyo : fJy0—JxoJ-

Wyznaczmy kąt a 0 czyn iący z a d o ś ć temu warunkowi. P r ó c z a 0 czynić 
mu będz ie zadość jeszcze i a 0 - j - ™/2, m o ż n a więc zawsze zna leźć dwie 
w a r t o ś c i kąta a, różn iące się o kąt prosty, a wyznacza jące k ierunki ost 
głównych przekroju. D l a tych osi J x y = o, ta w a r t o ś ć w y r ó ż n i a układ osi 
g ł ó w n y c h z p o ś r ó d innych u k ł a d ó w osi ś r o d k o w y c h , p rzyna leżnych do 
r ó ż n o r o d n y c h war to śc i kąta a. 

Istnieje i druga w ł a s n o ś ć osi g ł ó w n y c h . Wyznaczmy pochodne 

H ~ = — 2Cos*Sino.Jxo + 2SiniCos*Jyo — 2 Cos2*Jxyo — 

= Uyo ~ Jxol Cos 2* { tg 2a - J \ 
\ Jyo J xo> 

— 2 Sina. Coso. J x o — 2 Cos* SimJyo -f- 2 Cos 2 i J x y o = 

= - Uyo ~ JxoJ Cos2 a { tg 2* ^JQ1*JXO\ 
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= 2 Cos 2* [Jyo - Jxo] + 4 Sin 2aJ = 

4 / ^ C Y w S a } ^ - ^ + tg 2«} 

— 2 Cos 2a / X 0 — Jxo] — 4 2a J x y o = 

- A J x y o C o s 2 a W ^ ^ t g 2 , 
l * Jxyo 

W i d z i m y stąd, źe drugie pochodne są zawsze różnych znaków, 
a pierwsze stają się r ó w n e zeru dla a 0 lub <x0 -f- K / s ; te war tośc i wyzna
czają , jak wiemy, kierunki osi głównych przekroju. Zatem o d w r o t n o ś ć 
z n a k ó w drugich pochodnych wskazuje, iż mamy tu do czynienia z naj-
większośc ią i na jmnie jszośc ią m o m e n t ó w . S t ąd : istnieją zawsze dwa wza
jemnie prostopadłe kierunki, odpowiadające największości i najmniejszości 
momentów bnzwładnośei przekroju, branych dla osi środkowych. 

Oba te kierunki dają w istocie rzeczy jeden i ten sam układ krzy
żujących się osi głównych przekroju, z tą jeno różnicą, źe przy a—a0-\-n/2 

osie są o b r ó c o n e o kąt prosty. A więc, gdzie przy a = a n była oś OY, 
tam przy a = a 0 - j - */, b ę d z i e oś OX, gdzie była oś OX ujemna, tam 
leżeć będz ie oś OY dodatnia. S ł o w e m , osie b ę d ą przemianowane. P o 
n ieważ jednak przemianowanie osi powoduje przemianowanie ca łek J x , 
Jy na Jy, J x , przeto kąt a 0 wyznaczy maximum i minimum m o m e n t ó w 
w s p o s ó b odwrotny, niż kąt a 0 -)- % Widać to również b e z p o ś r e d n i o 
ze w z o r ó w wyżej wyprowadzonych, mamy bowiem Cos 2a 0 = —Cos(2a.0-\-
-f- 7c), co powoduie zmianę znaku obu wtó rych pochodnych przy zmianie 
« 0 na a 0 - j - • / , , 

Największości i najmniejszości momentów bezwładności przekroju wy
znaczają kierunki jego osi głównych prostokątnych środkowych. 

Układ osi g ł ó w n y c h ś r o d k o w y c h jest najwygodniejszy, daje bowiem 
największą i lość war tośc i m o m e n t ó w zerowych. P r z y p u ś ć m y , ż e ś m y wy
znaczyli kierunki osi g ł ó w n y c h OX, OY przekroju. D l a tych osi 
Fx = Fy = Jxy = o a J v , Jy są io główne momenty bezwładności prze
kroju. D l a jakiegokolwiek nowego uk ładu ś r o d k o w y c h osi p r o s t o k ą t n y c h 
Ov, Ou — wyznaczamy kąt <p p o m i ę d z y osią Ov a osią g ł ó w n ą OX, za
tem v — xCosy -{- ySiny, u = — xSiny -{-yCosy. D l a tych nowych osi 
będz ie więc Jv = Jx Cos\ + Jy S/« 3 ' f — Jxy Sin 2% = Jx Cos7<? + Jy Sin*<?, 
m o ż e m y przeto, znając J x , Jy w y z n a c z y ć moment b e z w ł a d n o ś c i Jv wzg lę 
dem jakiejkolwiek osi ś rodkowe j Ov, nachylonej pod kątem <p ku osi OX. 
Stąd : główne momenty brzzvładności przekroju całkowicie określają rodzaj 
zmienności momentu bezwładności, branego wzglądem dowolnej osi środkowej. 
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Wyliczanie m o m e n t ó w p o d ł u g tego wzoru jest jednak d o s y ć kłopot
liwe, p rośc ie j m o ż e m y to u sku teczn ić , rozpa t ru jąc tak zwaną el ipsę prze
kroju ś r o d k o w ą lub koło bezwładnośc i przekroju. 

§ 4. Ś r o d k o w a e l i p s a p r z e k r o j u . W p r o w a d ź m y pojęcie ramie
nia bcziuladności, c z y n i ą c e g o zadość r ó w n a n i u Fi3 = J. S tąd ramię bez
władnośc i , p r z y n a l e ż n e do danego momentu 

i = ^ljF 
okreś la się, jako odcinek równy pierwiastkowi kwadratowemu z momentu, 
dzielonego przez pole przekroju. N i e c h będz ie : 

*v=v1 J v i F , i x = i J * i F , iy = y1 hiF, 
a wtedy wyże j wyprowadzony wzór da b e z p o ś r e d n i o i2

v = i2

x Cos\ - j -
-f- iy Sin-y. A b y go wykre ś l i ć , budujemy w układzie osi g łównych ś rod
k o w ą el ipsę przekroju, ok reś loną r ó w n a n i e m [x : iy]* -|- [y : i x p = 1. 
El ipsę tego rodzaju w y k r e ś l i m y ł a t w o , z w a ż y w s z y , że jej pó łoś jedna 
jest r ówna ix, a druga: iy. A b y z p o m o c ą tej krzywej w y z n a c z y ć iv 

dla dowolnej osi Ov ś r o d k o w e j , pochylonej pod ką tem <p ku osi OX, 
n a l e ż y (Rys. 8) z b u d o w a ć s tyczną T elipsy ś r o d k o w e j , pochy loną ku osi 
OX pod kątem <p. v ' I V 
Ta styczna T, r ó w 
no l eg ł a do osi Ov, 
wyznaczy punkt 
dotyku W el ipsy 
o w s p ó ł r z ę d n y c h x, 
v p r o s t o k ą t n y c h lub 
też p, t) bieguno
wych . P rzed łuża 
jąc p r o m i e ń wo
dzący p w obie 
strony, otrzymamy 
n o w ą oś Ow, po- Rys. 8. 
c h y l o n ą ku osi OX 
pod ką tem 0. O ś Ov przecina e l ipsę w punktach V i V, a o ś Ow 
w punktach W i W. Odc ink i W i WW nazywamy średnicami elip
sy sprzązonemi, m o ż e m y przeto r ó w n i e ż n a z y w a ć osie Ov, Ow osiami 
sprzefionemi elipsy przekroju środkozuej. Budowa stycznej T nie na s t r ęcza 
ż a d n e j t r u d n o ś c i . W y k r e ś l a m y ze ś r o d k a el ipsy ko ło promieniem r ó w 
nym pó łos i wielkiej iy. P i o n AV, p r o s t o p a d ł y do osi OX, a p rzechodzą
cy przez punkt V p rzec ięc ia się elipsy z osią Ov, wyznaczy na tym kole 

\ 
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punkt Vv Budując s tyczną koła w punkcie V\ i p rzedłużając ją do prze
cięcia się z osią OX, wyznaczymy punkt Va, przez k tóry przechodzi 
styczna T0 el ipsy, p r zyna l eżna do punktu V. W dalszym ciągu przez 
ś r o d e k elipsy prowadzimy oś Ozu, r ó w n o l e g ł ą do stycznej T0 i przez jej 
punkty W i W przecięcia się z elipsą — proste Ti T', r ó w n o l e g ł e do 
Ov.. Obie te proste będą stycznemi elipsy, jedna z nich będz ie tworzy ła 
kąt <p, druga kąt 180 — <p z osią OX, jak to widać na (Rys. 8), gdzie 
styczne owijają e l ipsę w kierunku przeciwnym strzałce zegara. Szukaną 
s tyczną b ę d z i e prosta T, p r z e c h o d z ą c a przez punkt W, przecięcia się 
osi Ow z el ipsą tuż za punktem V w kierunku r o s n ą c y c h kątów biegu
nowych <*>, k tó re odl iczamy w kierunku strzałki zegara. 

Wyznaczmy r ó w n a n i e stycznej T, p r zechodzące j przez punkt W(x,y) 
w postaci Y — y = tgy [X— x], gdzie tgy = y'. 

Różniczkując , mamy z r ó w n a n i a elipsy 

•ar = o, a zatem y' ~ tgy — — [xi2

x] : fyiy]. Wyznaczmy od-
1 y t x 
l eg łość stycznej T od ś rodka przekroju. O d l e g ł o ś ć tę mierzymy oczy
wiście wzd łuż Ou, osi p r o s t o p a d ł e j do Ov, a więc i do T. Oznaczmy 
ją przez z. 

N a mocy znanego wzoru z = [xtgy —y] -. }' 1 - j - tg2<f p o n i e w a ż 
dla ś rodka przekroju A ' = Y— o. S tąd s 3 = [xtgq —yP : [l - j - tg*y] = 
— lx —ycig Siri*y. Wyże j widz ie l i śmy, że tg-f = — [xi2

xJ : [yi2

y] 
a zatem yctg^ — — [y2iyJ : [xi-xJ, co da 

[ V* i2 V iK T x2 v2 V i* 

Sin2,s 
Stąd X1 — i*y — r j — . Pozatem mamy 

x i2

x x2 ii

x Cos2 o 

fcł = - y t > s k ą d f = i ^ T c t g " ? = • 

Obie tylko co otrzymane war tośc i podstawiamy w r ó w n a n i e elipsy, a otrzy
mamy z2 = i2

x Cos2f -f- Sms<f. 
Wyże j widz ie l i śmy, że i2

v = Px Cos2y -f- .SY»8<p, przeto z =- iv . 
Ramią momentu bezwładności, przynależnego do danej osi środkozvej, wy 
znaczą się odległością środka przekroju od prostej, rózunołcgłej do tej osi, 
a stycznej do elipsy środkowej przekroju. 

Jest to nader ważna w ł a s n o ś ć elipsy. A b y o t r z y m a ć jej d r u g ą wła
sność , wyznaczamy spó l r zędne biegunowe wyże j rozpatrywanego punktu 
W, a mianowicie, jego p romień w o d z ą c y p =s OW i kąt b iegunowy W. 

i'~xpCos® 
Stąd x = pCos$, y = [>Sink\ co daje łg<? = — pj^-j^ > 
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skąd b e z p o ś r e d n i o Px - j - i2

y igytg® = o. M n o ż ą c wzór tylko co otrzy
many przez F, to jest przez pole przekroju, b ę d z i e m y miel i : 
F0X + Fi2

y tgytgti — o skąd Jx + Jy tgyigB — o. To r ó w n a n i e uza
leżnia spółczynnik i kierunkowe kątów <p i 0. Wyże j mówi l i śmy, że przy
n a l e ż n e do tych k i e runków ś redn ice W i W W' s tanowią osie sprzę
żone elipsy Ov i Ozv, zatem zależność Jx -f- Jy tgytg$=o wyznacza kie
runki osi sprzężonych środkowej elipsy przekroju. 

W s z c z e g ó l n y m wypadku, gdy oba g ł ó w n e momenty przekroju są 
r ó w n e , to jest, gdy Jx — Jy — J, elipsa bezwładnośc i staje się ko łem 

0 promieniu 

Tutaj oczywi śc i e z = p = i, a przeto Jv = Fi2 — J, jak to zresztą 
najlepiej uwypukla (Rys. 9), na k tórym w y r a ź n i e w i d a ć s tyczną T, r ó w n o 
ległą do osi Ov, nachylonej ku OX pod ką
tem <p. Ten sam wynik o t r z y m a ć m o ż n a 
1 czysto analitycznie z r ó w n a n i a 
Jv = JxCos\ +JySiu\=J( Cos^+Sin2<?)=J. 
Stąd wnioskujemy, że przekrój o jednakowych 
obu momentach głównych Ujawnia stalą war
tość momentów bezwładności dla wszystkich 
esi środkowych. 

Stosuje się to niewątpl iwie do przekro
jów ko łowych , p i e r ś c i en iowych i w i e l o b o k ó w 
p rawid łowych . W e wszystkich wypadkach, Rys. 9. 
gdy elipsa ś r o d k o w a staje się ko łem bez
władnośc i ś r o d k o w e m , kierunek osi g ł ó w n y c h jest oczywiśc ie o b o j ę t n y : 
każda para osi p r o s t o k ą t n y c h ś r o d k o w y c h m o ż e b y ć rozpatrywana, jako 
osie g ł ó w n e przekroju, dla każdej bowiem Jxy = o, co w y p ł y w a bezpo
ś redn io ze [wzoru Jv = JxCos->s -j- JvSin2>{ — JxySin2<f, gdy uczynimy 
w nim Jx — Jy = Jv = J. Tego rodzaju przekró j m o ż e m y n a z w a ć obo
jętnym. S tąd : moment odśrodkowy, brany względem dowolnych osi środko
wych prostokątnych, posiada wartość zerową dla przekroju obojętnego. 

W zwykłym przekroju ma to miejsce wyłączn ie tylko dla jednej pa
ry osi p r o s t o k ą t n y c h — osi g ł ó w n y c h przekroju. Niekiedy m o ż n a z g ó r y 
p rzewidz ieć ze rową w a r t o ś ć momentu o d ś r o d k o w e g o , a mianowicie w wy
padku istnienia symetrji przekroju w kierunku p r o s t o p a d ł y m do danej os i , 
zwanej osią symetrji. A b y to u d o w o d n i ć , bierzemy pod u w a g ę p rzekró j 
symetryczny w z g l ę d e m osi UR w kierunku p r o s t o p a d ł y m do tej prostej 
(Rys. 10). P o p r o w a d ź m y oś UT równolegle do kierunku symetrji prze
kroju przez jakikolwiek punkt U, l eżący na UR. 

Rozpa t ru jąc całkę J rfdF = Jrt w układz ie tych osi, jako s u m ę 



s k ł a d n i k ó w rtdrdt, z ła twością z a u w a ż y m y , że J r t — o. W y n i k a to bez
p o ś r e d n i o z o k r e ś l e n i a osi UR, jako osi symetrji, m o ż e m y bowiem zaw

sze dla jakiegokolwiek punktu M(r, t) przekroju — wy
znaczyć punkt M' (r,—t), symetryczny w z g l ę d e m osi 
UR, a również na leżący do przekroju; każdej przeto 
różniczce rtdrdt o d p o w i a d a ć będzie różn iczka — rtdrdt 
pod znakiem całki, k tó ra musi przeto r ó w n a ć się zeru. 
To rozumowanie dotyczy wszelkiej całki typu 

frmt"drdt, przy n nieparzystem, wtedy bowiem róż-

R y s 1 0 czki rmt"drdt, wyznaczone dla punk tów symetrycznych 
są różnego znaku i przy ca łkowan iu d a d z ą w sumie ze

ro. M a m y więc również f tdrdt = o. T o znaczy, że spó ł r zędna ś rodka 
masy przekroju t0 = o, a zatem środek przekroju leży na osi symetrji 
przekroju, która slanozui jedną z glóiunych osi tego przekroju. Druga — 
przecina ją prostopadle w środku przekroju. 

Natomiast, przy n parzystem różn iczk i r"'t"drdt, wyznaczone dla 
p u n k t ó w M(r, t) i M'(r,—t) symetrycznych, b ę d ą jednakowego znaku i cał
ka frmt"drdt, brana wzdłuż c a ł e g o pola, będz ie sumą d w ó c h jednakowych 
całek tego samego typu, branych dla obu części symetrycznych przekroju. 
Uła twia to wyl iczanie całek. G d y b y ś m y , dajmy na to, chcie l i w y z n a c z y ć 

ca łkę ffdrdt dla przekroju symetrycznego wzg lędem osi UR, to na leża ło 
by ją w y z n a c z y ć jeno dla jednej z dwu części symetrycznych przekroju, 
a wynik otrzymany — p o d w o i ć . Będz ie to w a r t o ś ć szukana. T o samo 

dotyczy całki f drdt wyznacza jące j pole przekroju. Zatem obie części sy

metryczne przekroju mają te same pola. 

§ 5. Wykres Mohr'a. W y k r e ś l a n i e el ipsy ś rodkowe j jest niewy
godne: w zastosowaniu ż m u d n e , to też zazwyczaj stosujemy tvykres koło-
wy Mohra. W tym celu rozpatrujemy układ osi g ł ó w n y c h OX, O Y prze
kroju, oraz g ł ó w n e momenty J x , J y , przyczem z a k ł a d a m y , że > Jy . 
G d y b y się okaza ło odwrotnie, to przemianowaniem osi znowu uczynimy 
z a d o ś ć temu warunkowi . Ze ś rodka przekroju prowadzimy nową pa rę osi 
p r o s t o k ą t n y c h Ov, Ou i oznaczamy kąt <p nachylenia osi Ov ku OX. Po
nieważ v = xCosy -\-ySinw, oraz u — — xSiny -\-yCosy, przeto 

Jv — f [—xSin'?-\-yCos<t]2dF==JxCosi<f-\-JySin2<f oraz Juv=f [xCosy - f 

Ą-ySiny] [ — xSin<? -f-yCos'f] dF= [Jx — Jy] SiwfCosf. Wzór dla / „ 

pomijamy, m o ż e m y go bowiem wypisać k a ż d o r a z o w o wprost, zmienia jąc 

we wzorze dla Jv kąt <p na tp -{- . N a mocy w z o r ó w 2 Cos*'t = 1 -f- ćos2<p 

file://-/-ySinw
file://-/-yCosy
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Rys. 11. 

oraz 2 SinH = 1 — Cos 2<p mamy 
/ • = V . [Jx + + l h Ux - Jy] Cos 2* oraz Juv = V : [Jx-Jy/Sm 2<p. 

Te wzory dają wykres Mohr'a (Rys. 11). O d k ł a d a m y na prostej AB 
odcinki AD = Jy, AC=JX. N a 
różn icy DC tych o d c i n k ó w , jako na 
ś redn icy , budujemy koło , przyczem 
AO = l / s [Jx - f 7, gdzie przez O 
oznaczy l i śmy ś r o d e k kola . Jego pro
mień będz ie R—lU DC=y2 [Jx—Jy]. 
Odkłada jąc od punktu Ckąt*£COE= 
== 2'f, prowadzimy ś rednicę G i s i pro
s topad ł e GK i FE do ^45. Zatem 
OF — RCos 2(f i ostatecznie 
* F = AO+OF= V i O * + 7 y 7 + 7 i ( 7 * - / > 7 Cos 2? = / „ . -

A b y o t r z y m a ć Ju na leży miasto tp b r a ć cp - | - wk, c zy l i miasto 2t? b r a ć 

2<p -}- ar, zatem AK = Ju. Również mamy GK = EF = R Sin 2'f — 

= l l * [ J x - JyjSin2y = Juv. 
W y z n a c z y l i ś m y więc / „ , J u , Jttv. 
Odwrotne zagadnienie r ó w n i e ż nie nas t ręcza t rundnośc i , m o ż e m y bo

wiem w y z n a c z y ć zawsze Jx, Jy oraz kierunki osi g ł ó w n y c h w e d ł u g da
nych J v , Ju, Juv, p r z y n a l e ż n y c h do jakiejkolwiek pary os i p ros toką tnych 
ś r o d k o w y c h . W tym celu o d k ł a d a m y na prostej AB, począwszy od pun
ktu A odc inki AF = Jv oraz AK— J u , p rzyczem z n ó w z a k ł a d a m y , jak 
wyże j , że J V > J U - N a s t ę p n i e budujemy prostopadle do AB odcinki 
EF = KG = Jm% Ł ą c z y m y E z G i zataczamy promieniem '/a EG == R 
koło , k tó re wyznaczy na AB punkty C i D. Będz i emy przeto mieli 
AC= Jx, AD = J„, a kąt odchylenia osi Ov od OX określ i p o ł o w a łu
ku CE. 

M o ż e m y r ó w n i e ż w y z n a c z y ć Jx, Jy rachunkowo. Z wykresu widzi
my, że AO -.»/, [AF+AK] = % [Jv + Ju ], nadto F O = 7 « [AF—AK]— 

= V i / / • — Ju] oraz OC = R = \ FO* + FE\ 
zatem wobec tego, że Jx = AO + OC oraz Jy = AO — OC b ędz i emy 

mieli dla momentów głównych 

, Jx = V i Uv + / « 7 + 7 2 + £S 
Jy = lh[Jv+ Ju] -}/lIJJv-JuP+ Juv* (5) 

Nadto rzut oka na wykres pozwol i nam w y p r o w a d z i ć nader ciekawą włas -
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n o ś ć m o m e n t ó w b e z w ł a d n o ś c i przekroju. P o n i e w a ż 

O A = «/, Ux + Jy\ = V , Uv + Jul Przeto Jx + Jy = JV + ./„. 

§ 6. Moment biegunowy przekroju. Ten sam wynik m o ż e m y 
również o t r z y m a ć , rozpa t ru jąc jakikolwiek punkt M przekroju o promieniu 
w o d z ą c y m OM = p. W s p ó ł r z ę d n e tego punktu niech będą x, y. Będzie
my mieli przeto p2 = x2-|-y2. W e ź m y nadto pd u w a g ę jakikolwiek inny 
układ p r o s t o k ą t n y c h osi ś r o d k o w y c h Ov. Ou. S p ó ł r z e d n e punktu M dla 
tych nowych osi będą odpowiednio v, u, przyczem znowu p2 = v2 -j--u2. 
Stąd x2-\-y2 — v2 -\-u2 — p2. P o n i e w a ż dF—dxdy, lub też dF=dvdu, albo 
dF = pdpdB, gdzie przez 6 oznaczy l i śmy kąt biegunowy, p r zyna l eżny do 
punktu M, przeto 

fx2dF + f y2dF = fv2dF -f- f iMF = f fdF 

co daje b e z p o ś r e d n i o J x A r J y = Jv + Ju = J0, gdzie przez J0=f ?3dF 

o z n a c z y l i ś m y moment biegunowy przekroju. 
Stąd wnioskujemy, że suma momentów bezwładności, przynależnych 

do dwu prostokątnych osi środkowych jest wielkością stałą, niezależną od 
kierunku osi i daje wartość momentu biegunowego przekroju. 

• ''••'<;' j ' " . . . * •• . 

§ 7. Osie m i m o ś r o d k o w e . W e ź m y pod u w a g ę osie p ros toką tne 
m i m o ś r o d k o w e w^, WTJ, wyprowadzone z dowolnego punktu to. Oznaczmy 
przez m, n s p ó ł r z e d n e tego punktu (rys. 12) w układz ie osi g ł ó w n y c h 

OX, OY ś r o d k o w y c h przekroju i p o p r o w a d ź 
my przezeń osie top., oik, r ó w n o l e g l e do osi 
g łównych OX, OY. Kąt nachylenia osi toć, 
ku <»p. niech b ę d z i e <f; nadto przez J x , Jv 

oznaczymy g ł ó w n e momenty przekroju, przez 
J^> A > Jt,> J-f\ T~ momenty b e z w ł a d n o ś c i 
m i m o ś r o d k o w e w z g l ę d e m osi top., u>>., tticf W Y J , 
wreszcie przez J^\, Jt.q o d n o ś n e momenty 
o d ś r o d k o w e . N a mocy wzorów przejścia 
% = p- Cos <p Sin f, rj = — \LSiny - j - X Cos y 
otrzymamy 

Ji = j ''\2dF = f [ — [>.Sin'f -\-\Cos<f]2dy.dk = 

= Ą Cos2<? + jx Siu2® — Jyi Sin 2 f-

=ffrdF=f frCosy + X S i « ? ] V ( i ^ ) . = y f l S / » 2

? + y x Cos2? +JASin 2?, 

,== J Cf]dF = J [y.Cos<p + X5/«<f j [ — \>.Sin's> - j - lCosv\ d^dk = 

= 7 , l A - A \ Sin 2 <p + J i Cos 2 <p. 

file:///LSiny
http://dy.dk
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Zupe łn i e podobne wzory miel iśmy wyżej dla osi ś r o d k o w y c h , powta rza j ąc 
przeto s łowo w s ł o w o szereg r o z u m o w a ń , m o ż e m y w y p o w i e d z i e ć nas t ę 
pu jący u o g ó l n i o n y wniosek: istnieją zawsze dwa tuzajemnic prostopadle 
kierunki, odpowiadające największości t najmniejszości momentóio bezwład
ności przekroju, branych dla osi mimośrodkowych. Te skrajne wartości 
przynależą do osi mimośrodkowych prostokątnych, dla których moment od
środkowy ma zuartość równą zeru. 

Chcąc w y z n a c z y ć kierunek tych osi , na leży zna leźć o d n o ś n y kąt <f 
z r ó w n a n i a tg 2'? = 2 : [ Ji—j^J. Os ie p r o s t o k ą t n e w ten spo
s ó b wyznaczone zowiemy osiami głównemi mimośrodkowemi, a przyna
l eżne do nich skrajne momenty bezwładności momentami głównymi mi-
mośrodkowymi, przyczem n iewątp l iwie i tu znów: główne momenty bez
władności mimośrodkowe całkowicie określają rodzaj zmienności momentu 
bezwładności, branego 'względem dowolnej osi mimośrodkowej. I tu przeto 
m o ż e m y w y z n a c z y ć elipsę bezwładności mimośrodkową, k tóra w szczegó l 
nym wypadku m o ż e przejść w koło. Obie te krzywe mają podobne włas 
nośc i . I tu wykres Mohr a oddaje cenne us ług i , u ła twiając wyliczanie 
m o m e n t ó w . • 

§ 8. Punkty obojętne przekroju. Punkt przekroju, przynależny 
do koła bezwładności, mimośrodkowego, zowiemy obojętnym. D l a takiego 
punktu — = Jp = J\ = / . Z tych w a r u n k ó w w y p ł y w a również 
j fo = / g _ = o na mocy tylko co wyprowadzonych wzorów. Oznaczmy 
w s p ó ł r z ę d n e punktu o b o j ę t n e g o przez mnn0 w układzie osi g łównych ś rod
kowych OX, OY. P o n i e w a ż n iewątp l iwie == Jx -f- Fii\, = Jy-\-
-f- 'Fm\ oraz J^k — Fm0n0, przeto dla punktu o b o j ę t n e g o Jx - j - Fn\ = 
— Jy -f- Fm2

0 czy l i ix- -|- n\ — iy

2 - j - m2

0 oraz mQn0 — o. Niech będz ie 
dajmy na to ix "> iy czy l i J x > Jy . W tym wypadku n0 = o oraz 
m0 — ± ]>' 1% — i*~y . A b y wykreś l i ć otrzymane w ten s p o s ó b punkty 
obo ję tne , zataczamy ze ś rodka przekroju k o ł o , p r z e c h o d z ą c e przez ogni
ska elipsy ś r o d k o w e j . T o koło ogniskowe wyznaczy na drugiej osi punkty 
obo j ę tne przekroju. Z ła twością m o ż n a to spostrzedz, zważywszy , że od
l eg łość ogniskowa wynos i )•' i2

x — i2

y w wypadku gdy ix > iy . D l a 
przekroju o b o j ę t n e g o m0 = «0 = o oba punkty oboję tne leżą w ś rodku 
przekroju. 

Istnieją zawsze diva punkty obojętne, leżące na prostej, przechodzącej 
przez małą oś środkowe; elipsy bezwładności w odległości ogniskoiuej od 
środka przekroju; panuje w nich stała wartość momentów bezwładności 
mimośrodkowych oraz zerowa wartość momentu odśrodkowego dla 
wszelkich osi prostokątnych, przez te punkty przechodzących. Dla prze
krojono obojętnych istnieje tylko jeden punkt obojętny — środek przekroju. 
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Punkty obo ję tne umożl iwiają wyznaczanie m o m e n t ó w bezwładnośc i 
m i m o ś r o d k o w y c h . P rowadz imy (Rys. 12) oś OFpod ką tem <p do osi OX, 
a wtedy dla tej osi Jv = Jx Coś1 y -\- Jy Sin2 y = F(i2

x Cos" y -f-
+ ia

y Sin2 <?) = F[i2

x - (i\ - i2

y) Sin2 cp ] = F[i2

x - tn0 Sm* <f ] . 
P o n i e w a ż osie OV\ u>£ są r ó w n o l e g ł e , przeto Ji=Jv-\-F^2, gdzie A oznacza 
o d l e g ł o ś ć OL ś r o d k a przekroju od osi t»Ę. Stąd Jc=F[Px-\-b.2—m2

0Sin2<f]= 
= F l*2x + (A + m0Siny) ( A — ui0Sin's)\. P o p r o w a d ź m y z p u n k t ó w obo
j ę tnych G i G1 odcinki GH=d i G1H1 = / p r o s t o p a d ł e do osi <o£ oraz 
£ A f | | o 4 . P o n i e w a ż n iewątpl iwie kąt GlGK=y, przeto d = A — mQSin<t 
oraz / = A -\- m0Siny i ostatecznie J/j = F[i2

x -4- /W]. 

§ 9. Momenty przekrojów w y p u k ł y c h . Nazywamy przekrój 
wypukłym, gdy jakakolwiek prosta przecina jego obwód w dwu punktach. 
W e ź m y pod u w a g ę p rzekró j w y p u k ł y (Rys. 13). Zgodnie z za łożen iem 

wszelka prosta, w o d l e g ł o ś c i YJ r ówno
legle do osi o>£ poprowadzona, przetnie 
o b w ó d przekroju w punktach A (£', YJ) 
i B (c", Y;), a prosta w od leg łośc i £ 
r ó w n o l e g l e do osi WYJ poprowadzona da 
punkty p rzec ięc ia obwodu C (£, YJ") 
i Z) (s, V ) . Oznaczmy skrajne spół-
r z ę d n e obwodu, r ó w n o l e g ł e do prze-z 
£, i £ a , a r ówno leg ł e do WYJ przez łj, 
i YJ2, przyczem musi b y ć oczywiśc ie 
£ 2 > £ > £ x oraz Yj2 > YJ > t j i . W tym 
za łożen iu mamy b e z p o ś r e d n i o 

| rfdF=p\» d-ri C (»><& (6). 

Tutaj obie war to śc i i\' i TJ" są w o g ó l n y m wypadku za leżne od £ 
i otrzymane być m o g ą jako pierwiastki r ó w n a n i a obwodu YJ) =. o, 
r o z w i ą z a n e g o wzg lędem YJ. Rozwiązując to samo r ó w n a n i e wzg lędem r 
otrzymamy £ ' i £ " w funkcji YJ. Nadto skrajne wa r to śc i C, i £ 2 otrzyma
my, jako pierwiastki s tałe r ównan i a , k tó re wyznaczymy, rugując YJ Z r ównań 

K (c, YJ) = o i — o. 

Podobnie war tośc i rj, i YJ, otrzymamy jako pierwiastki stałe równania , k tó re 
wyznaczymy, rugując tym razem £ z r ównań 

AT (€, *?) = o i = o. 



— 31 — 

G d y vi = o, a więc dla F, F\, b ę d z i e m y mieli 

f f dF = ftj^Sfó ^ = y f d-ą =f^Z~i' A • • • (7). 

Całkę tę wyznaczymy z łatwością, wyraziwszy z = £ " — $' =c y l 5 w za
l eżnośc i od Tj. Gdy z kole i YJ = o, a więc dla Z ^ , b ę d z i e m y mieli 
znowu: 

f&iF = j ^ , , ! d i fi d-q = fSr-ii & 4 : - ^wi»<d'i... (8) 

gdzie na leży oczywiśc ie w y z n a c z y ć aj — T\" — YJ'= CD w funkcji od 6, 
aby m ó c ca łkować . T y l k o co wyprowadzone wzory s t anowią nieraz dość 
znaczne u ła twien ie przy wyznaczaniu m o m e n t ó w , należy jeno przekró j 
dziel ić na s k ł a d o w e przekroje w y p u k ł e . 

§ 10 . M o m e n t y p r z e k r o j ó w r z u t o w a n y c h . Rzucając wszystkie 
punkty przekroju na daną p ł a szczyznę otrzymamy przekró j rzutowany. 
Momenty przekroju rzutowanego za leżą od m o m e n t ó w przekroju macie
rzystego. A b y to u d o w o d n i ć , u ł ó ż m y oś w- na prostej p rzec ięc ia się 
p łaszczyzn obu p rzek ro jów. W dowolnym punkcie w tej osi poprowadzi
my oś p r o s t o p a d ł ą WYJ, W p łaszczyźn ie przekroju macierzystego leżącą i oś 
(DYJ! w p ł a szczyźn i e jego rzutu. W ten s p o s ó b oś WŶ  będz ie rzutem osi 
WYJ, przyczem pierwotne s p ó ł r z ę d n e YJ zmien ią się w rzucie w jednako
w y m stosunku, p r z e c h o d z ą c w rzuty Tjj. Zatem tjx = -ąCosa, gdzie przez 
a oznaczy l i śmy kąt, jaki tworzą osie WYJ i m-q1. S tąd równ ież di]^ — Cosadą, 
cały bowiem przekró j macierzysty w y d ł u ż y się w rzucie jednostajnie w kie
runku p r o s t o p a d ł y m do osi u4, przyczem jednak wszystkie jego odcię te 
| pozos taną niezmienione. Wobec £ Ł = £ m o ż e m y tedy nap i sać w o g ó l 
nym wypadku: 

j ^"'^"d^d^ mm Cos"+l a | i ^ Ą d t i = C o s H + l a J i*»-tfdF . . . (9) 

Moment przekroju rzutowanego równy jest odnośnemu momentowi przekro
ju macierzystego, pomnożonemu przez [Cosa]"^. 

§ 11. P r z y k ł a d y i ć w i c z e n i a . 1°. P r z e k r ó j p r o s t o k ą t n } ' . 
Oznaczmy przez II w y s o k o ś ć , przez B p o d s t a w ę pros toką ta (rys. 14). 
Przez ś rodek przekroju O prowadzimy OX\\B i OY\\H. Jako wza
jemnie p r o s t o p a d ł e dwie osie symetryi przekroju, s tanowią one układ 
osi g łównych : D l a tych osi Fx = Fy = Jxv = o. Wyznaczmy po
zosta łe momenty. W tym celu wypisujemy równanie obwodu 

r / / = ! r B-
A (-v, v) = | y 2 — 4 x2 — 4-} i = °> 
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y 
V "1 V 

i i 
^ 2 

czyl i ł ączne r ó w n a n i e czterech prostych 

H H B 
2 ' * 

B 
~2" 

Da ono po rozwiązaniu w z g l ę d e m y granice cał
kowania 

H 
v = 

H 

Rys. H . 
w danym wypadku zupe łn ie n ieza leżne od zmien
nej x. A b y z kolei w y z n a c z y ć granice ca łkowania 
po tej zmiennej, bierzemy 

dK (xv) _ 
—Ty = 2 y = ° 

i tę w a r t o ś ć podstawiamy w r ó w n a n i e obwodu. Jako wynik wyrugo
wania y otrzymamy 

B2 B 
x — —.— stąd xt — TT, x2 

B 
2 

zatem 

B H 
2 r'2 

H 
."2 

(10). Jx = fdx fy2dy = \'12BI-P, Jy= fx2dx \dy = 
J—BJ—H ' J—B J—H 

~2 2~ 2 ~~2~ 

D l a osi jakiejkolwiek OV pochylonej pod ką tem tf ku osi g łówne j OX 
będz iemy miel i 

Jv = JxCos^ -f- J y S i n ^ = ^ [H2Cos2c + B2Suf-?}, 

a dla p r o s t o p a d ł e j OU p o d o b n i e ż : / „ == JxSin2y -f- JyCos2<z = 

= ~ {H2S,n2^ + B2Cos^) Nadto Juv = V2 \ J X - J y \ = 

= V2., BH [H2 — B2] Słnfy 
D l a jak ichkolwiek innych osi r ó w n o l e g ł y c h do g łównych , lecz 

o d l e g ł y c h o £NT>0 od ś r odka mamy war tośc i m o m e n t ó w J^ — J x

J r FTJ2

0, 
J z= Jy -\- FŚ 5 oi Jin — Z R Ę 0 i r j 0 . D l a osi w ie r zcho łkowych nadto 

= f i v)0 = Y zatem Ą = V i* BFP + ^ / i BH* = % BH\ 
JJ == V i - A." / - / + L/4 B*H = V , £ s / / , = V 4 £ 2 Z f 2 . Nadto oczy
wiście ł \ = YJ„F = V 2 oraz == H0 ssi »/, 7J/7». 

C h c ą c w y z n a c z y ć e l ipsę ś r o d k o w ą przekroju o k r e ś l a m y w a r t o ś ć 

]'12 
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2°. K ą t o w n i k r ó w n o r a m i e n n y . Bierzemy pod u w a g ę p rzekró j 
ką townika r ó w n o r a m i e n n e g o Ns 10. Pomija jąc diobne zaokrąg len ia , 
wyznaczymy jego momenty przekroju, a nadto podamy w nawiasach 
(— ] ścisłą ich tabl iczną w a r t o ś ć , jaką o t r zymal ibyśmy, b i o r ą c pod 
u w a g ę zaokrąg len ia . Przedewszystkiem wyznaczmy ś rodek O przekroju 
(rys. 15). Pole przekroju F = 1 0 X 1 + 9 X 1 = 19 c m 8 [19.2J, przy-
czem rozpatrujemy przekró j , jako z łożony 
z dwu p ros toką tów ABo>D i DEFG. Podz ia ł 
ten i nadal utrzymamy przy wyznaczaniu mo
men tów. D l a osi wie rzcho łkowych , idących 
w z d ł u ż pasów i»A i wG, będz iemy mieli 
Ft = 1 X 10 X 5 + 1 X 9 X 0,5 = 54,5 cm s , 
a więc spó ł r zędna ś r o d k a yj0=F^ : i r = 2 , 8 7 
cm. [2,82]. - P o n i e w a ż mamy tu do czynienia 
z przekrojem r ó w n o r a m i e n n y m , pos iada jącym 
o ś symetryi wA', p o c h y l o n ą ku w£ pod ką tem 
45°, przeto na mocy symetryi YJ 0 =£ ( j =2.87 cm. 
Nadto / ? = 7 s X l X 1 0 ' + 1 / ! X 9 X l 3 = 3 3 6 ) 3 c m . 4 R Y S 1 5 

P r o w a d z ą c przez ś rodek osie OXa, O Y0 rów
nolegle do wie rzcho łkowych , mamy Jxo—Ji—/*V)2

0=336,3— 19X2.872= 
=179,8 cm. 4 [177], przyczem na mocy symet ry i Jy0 = JXQ = 179,8cm.4, 
Zatem we wzorze dla łg2% mianownik będz ie r ó w n y zeru, co da a=45°, 
o i le Jxy0 o. Na leży to s p r a w d z i ć , inaczej bowiem, przy Jxy0 == o 
mie l ibyśmy miasto elipsy — koło bezwładnośc i ś r o d k o w e . M a m y 
/ f r , = 1 X 10 X 5 X 0,5 + 1 X 9 X 0,5X5,5=49,8 cmM=J^-Fb^ 
Stąd Jxy0 — 49,8 — 19 X 2 > 8 7 2 = — 106,7 cm. 4 i ostatecznie Jx = 
=JxaCosH5a+Jy0Sin245°—Jxy0Sin 90°^179,84-106,7=286,5 cm. [280]. 
Momentu Jy m o ż n a nie wyl iczać , pon ieważ Jx -}- Jy = Jx0 -f- Jya = 
= 2 X 179,8 cm.*, a zatem Jy — 359,6 — 286,5 =73,1 cm." [73,3]. 
Nadto z ła twością znajdziemy ix = 3,88 cm. [3,82] oraz iy — 1,96 cm. 
[1,95], będz i emy więc mogl i wykreś l i ć o d n o ś n ą el ipsę. 

3 ° . Z e t o w n i k . C h o ć p rzekró j zetownika nie ma osi symetryi , 
to jednak odrazu spostrzec się daje, że jego 
ś r o d e k (rys. 16) leży w punkcie O, na po
łowie w y s o k o ś c i ś rodn ika ABCD. Ś r o d k o 
wą oś OXn prowadzimy przez oś ś rodn ika , 
d r u g ą oś OY0 kierujemy prostopadle i roz
patrujemy przekró j , jako z łożony z trzech 
p ros toką tów AEGF, ABCD i CKLM. Po 
mijając drobne z a o k r ą g l e n i a mamy przeto 
Jx« = V i i X 0,8 X U 3 + 2 X % X 5,7 X 
X l ' + 2 X 5 , 7 X 1 X 6 , 5 3 = 665,5 c m 4 [676], 
Jy = V » X 14 X 0,83 + 2 X V u X 1 X 
X 5,73 + 2 X 5,7 X 1 X [0,4 + V i X 5.7J2 = 
=151,9 c m 4 [148] Nadto, pon ieważ moment 
o d ś r o d k o w y ś r o d n i k a jest oczywiśc ie zerem 
dla osi OX0 OY0, przeto na leży jeno wy-
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aczyć momenty o d ś r o d k o w e obu bocznych pros toką tów, aby otrz; 
ić Jxvo. Oznaczmy przez £ 0 , JJ0 spó ł rzędne ś r o d k ó w owych prostok 

. , i - ^ 
:ie 
[7 

zna 
m a ć J x y o 

tów. Moment o d ś r o d k o w y k a ż d e g o z nich będz ie F0£oyl0, gdzie F. 
oznacza pole p ros toką ta bocznego. Zatem = 5,7 X 1 
— 0,5] X [ — 3,25] + 5,7 X 1 X ['—6,5] X 3,25"= — 240,8 c m 4 [239]. 
Stąd tg2* ~ 2Jxy0 : [Jv0 — Jx0] = — 2 X 240,8 : [151,9 - 665,5] = 
=0,9377, co daje a=2l 0 '30 '[21 u 5 '] . O ś g ł ó w n a OX, pod tym kątem popro
wadzona i p r o s t o p a d ł a do niej OYwyznaczą momenty: Jx—Jx0Cos9a-}-

+ JYtiSinH — Jxy)Sin2a. = 665,5 X 0,9304= - f 151,9 X 0.36652 + 240,8 X 
X 0,6820 = 760,7 cm. 4 [768]. Pon ieważ Jx -4- Jy = J^+Jyo == 817,4 
c m 4 , przeto Jy = 817,4 - 760.7 = 56,7 c m 4 [56^4J. 

Wreszcie by w y z n a c z y ć el ipsę b e z w ł a d n o ś c i ś rodkową, ok re ś l amy 
pole przekroju F = 1 4 X 0 , 8 - 4 - 2 X 1 X 5,7 = 22,6 c m 3 [22,9] skąd 
bez trudu znajdziemy ix == 5,80 cm [5,79] oraz iy — 1,58 cm [1,57], 
co da o d n o ś n ą el ipsę. 

W praktyce p rzeważn ie przekroje z łożone są z p ros toką tów. P o 
wyższe dwa p r z y k ł a d y wskazują, jak w y z n a c z a ć momenty takich prze
krojów. Czasami spotykamy jednak s k ł a d o w e p rzek ro ju—tró jką ty lub 
trapezy. Trapez m o ż e m y zawsze roz łożyć na p ros toką t i dwa t ró jką ty 
p r o s t o k ą t n e , a trójkąt na dwa trójkąty p ros toką tne , chcąc przeto roz
sze rzyć zakres naszych b a d a ń na leży wziąć pod u w a g ę : 

4 ° . Trójkąt pros tokątny . W i e r z c h o ł k o w ą oś oĄ prowadzimy 
przez pods t awę B t ró jką ta—drugą o ś <OYJ przez w y s o k o ś ć Ii. Przec iw-
pros toką tna odetnie na osiach odcinki B i II. Z ła twośc ią (rys. 17) 

daje się tu z a u w a ż y ć , iż £, == o, 1-, = B, jrjj = o, 
YJ, = II, a nadto = o, i" —Z, T/ = o, f ' =± W, 
jak to z resz tą najlepiej w i d a ć z rysunku. Ponie
waż z g ó r y wiemy, gdzie s z u k a ć ś r o d k a przekroju, 
przeto odrazu wyznaczamy te momenty, k tó re po
służą do ok re ś l en i a kąta a; a więc 

•Z rH 

Rys. 17. 

Ji = J YJ -ch\ I dl = I Ztfd(\, 
''O ''o ''o 
rB rW rB . 
\&di ldri= \Wc?dl, 

•'o • o • o 
rH rZ • rH 

Jo Jo Jo 

Z podb ieńs twa t ró jką tów z ła twością ustalimy nas tępu jące proste 
zresztą za leżnośc i Z : B =[H — ij) : H, W: H = [B — t\ : B skąd 

Z^=B- oraz W=H — -gl i ostatecznie: 

74 = j[B - J^d-n^jvJiH\ Ą = l\H-^Ąpdl=\inB*ll, 
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H P o n i e w a ż spó ł r zędne ś r o d k a przekroju są £ 0 

dla osi OX0 O Y0, ś r o d k o w y c h a równoleg łych b ę d z i e m y miel i Jx 

"fo *= g-» przeto 

= / « - * ¥ o = >/» - V, BH X '/o = V.« BH\ J. 
/•» - ^Ś 2

0 = Vii 5»« - Vi W X »/• & 

= - ^oio = V*. £ 2 # 2 - Vo5// X ?- x 5 » 

86 • Jyo 
V« £ 3 # , A 

, - VT» Stąd 

^ 2 a = 2Jxyo : [Jyo - Jxo] = - 2 / 7 2 B*H» : V« [£2 - #*] = 
= 5 / / : [// -4- B\ [H — B] i ostatecznie na mocy wzorów o g ó l n y c h 
b ę d z i e m y miel i dla m o m e n t ó w g ł ó w n y c h : 

' yo\ - i - fuux, Jx — Vs 17x0 T" Jy JyoV+J'' xyo 

HB 
[#» + B3 + - £5p 4-

/jj, - V i L/*b + /y0] - PU Uxo Syć? + 7\yo = 

= ^ 2 + £ 2 — / [ W " — B*\* 4- / / ^ j , 

z k tó rych b e z p o ś r e d n i o wyznaczymy r ó w n i e ż i ix, iy. 

5 ° . Wielobok p r a w i d ł o w y . Tego rodzaju przekroje, jako po
siadające więcej niż dwie osie symetryi , należą do przekro jów obojęt
nych. Wystarcza przeto w y z n a c z y ć ich moment b e z w ł a d n o ś c i dla ja
kiejkolwiek osi ś rodkowe j 0X. A b y to uskutecz- v 

n i ć , dzielmy p rzek ró j (rys. 18) na n t rójkątów, 
odpowiednio do n b o k ó w wie loką ta , za p o m o c ą 
n promieni w ie rzcho łkowych . W e ź m y pod u w a g ę 
jeden z tych t ró jką tów OKL; o ś ś rodkową 0X 
skierujmy prostopadle do boku B — podstawy 
trójkąta . W y s o k o ś ć jego niech będz ie H. P r o m i e ń 
koła opisanego R=OK—OL = fFl2 -\- 1 / 42J iT 
N a mocy wzorów, wyżej wyprowadzonych, mo
ment t rójkąta OKL w z g l ę d e m osi 0X będz ie 

/ = 2 X V i i X H X [ ^ ] ' = HB\ a w z g l ę d e m osi Ox YU prze

c h o d z ą c e j przez ś r o d e k Ot t rójkąta OKL, będz ie 
B 

Rys. 18. 

Jy - 2 X V „ XH>X f ~ % BH3. 

P o n i e w a ż oś w i e r z c h o ł k o w a jest r ó w n o l e g ł a do ś rodkowe j osi 
OY YV przeto dla tej osi moment bezwładnośc i 

/'•' TJi+FX OOS = » / M BH3 4 - V, BH.X ?L Bff = \U BH». 
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Nazwi jmy w i e r z c h o ł k o w y m mementem biegunowym trójkąta tylko 
co rozpatrywanego moment Jw —J' - j - / " = HBl -f- 1li BH*. 

Z ła twością postrzec się daje, że moment biegunowy przekroju 
J0 — njw == Jx + Jy P o n i e w a ż jednak dla przekroju obo ję tnego 
Jx =-Jy = J P^e to 

/= >/2 j0 = \jw === \ S # [V4s ^ 2 4- 74 # ' ] = * T / „ # s 4- V* # 2 ] = 

gdzie przez F o z n a c z y l i ś m y pole wieloboku. D l a sześc iokąta dajmy 
na to mamy B = R, a przeto J = i l u F R i = >lu ]TZ R*. 

Nader c iekawy wypadek otrzy namy gdy B = O, wtedy bowiem 
wielobok przechodzi w koło . D l a tego przekroju b ę d z i e więc 

J '= 74 FR2 == »/« *#4-

6 ° . C e o w n i k . Bierzemy pod u w a g ę p rzekró j ceownika N° 28 
(podany na rys. 19). Pomijamy drobne zaok rąg l en i a i wyznaczamy jego 
momenty, pisząc- w nawiasach ścisłą ich tabl iczną w a r t o ś ć , jaką otrzy

ma l ibyśmy , uwzględn ia jąc owe zaokrąg len i a 
w przekroju. Wobec zupełne j symetryi prze
kroju bierzemy pod uwagę jeno po łowę , ponad 

jg l osią symetryi HX leżącą, k tóra jest oczywiśc ie 
, , z wobec tego osią g łówną przekroju. C h c ą c wy

znaczyć momenty, dziel imy przekró j na dwa 
pros toką ty ABGH, i BDEC oraz t rójkąt ECF. 
Przedewszystkiem wyznaczamy pole przekroju, 
nie znamy bowiem po łożen ia jego ś rodka O. 
P o ł o w a pola lUF—\ X 14+8,5x1,12-p/,X8,5x 
X 0,66 = 26,3 c m 2 . Stąd F= 52,6 cm. 2 |53,3j. 
C h c ą c dalej zna l eźć moment statyczny przekro

je ju w z g l ę d e m osi HYU b iegącej wzdłuż ś rodn i -
" ka, piszemy sumę o d n o ś n y c h m o m e n t ó w : Ft = 

=2X14X1X0,54-2X8,5X1,12 [1 +0,5 X 8.514-
4 - 2 x 7 2 X 8 . 5 x 0 , 6 6 X [ 1 4 - 7 3 X 8,5] = 135,7 c m 5 . 

Stąd spó ł r zędna ś r o d k a przekroju HO = Fx : F = 2,58 cm [2,53). Przez 
wyznaczony w ten s p o s ó b ś r o d e k O prowadzimy d r u g ą o ś g łówną O Y. 
A zatem dla m o m e n t ó w g ł ó w n y c h b ę d z i e m y mieli : Jx = 2 X f7« X 
X 1 X 14* 4- % X 8,5 X l . l 2 : , 4 - 8 , 5 X 1,12 X (14 — 0,5 X 1,12)2 4-
4- >/,, X 8,5 X 0,66:1 4- >/, X 8,5 X 0.66 X (14 - 1,12 - 7,X0,66) 2 ] = 
= 6251,2 c m 1 J6276J, Jy = 2 X I 7 u X 14 X l s 4" 14 X 1 X (2,58 — 
-0 ,5 ) 2 4 -7 , - . X 1,12 X 8,5S + 8,5X l ,12x(14-7 2 X8,5 — 2,58)2 + >/„ X 
X 0 66 K8 51 4- V, X 0,66 X 8,5 X (1 4" 7 . X 8,5 — 2,58)»j = 
= 405,2 c m 4 |399]. Dalej mamy ix— 10.84 cm [108*1 oraz iy — 
= 2,77 cm [2.74|. 

Rys. 19. 
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4* 

7°. P r z e k r ó j dwuceownikowy. D w a r ó w n o l e g ł e ceowniki da
ją przekró j dwuceownikowy (Rys. 20). Wyznaczmy jego momenty 
w za łożeniu c e o w n i k ó w >6 22, ustawionych ś rodn ikami 
ku sobie w od l eg ło śc i x cm, jak to zresztą najlepiej 
uwypukla rysunek. Ś r o d e k przekroju z ł o ż o n e g o , wy
tworzonego w ten s p o s ó b leży oczywiśc ie na osi syme
tryi O Yrównolegle do obu ś rodn ików poprowadzonej 
w od leg łośc i Vs * od obu ceowników. Druga oś syme
tryi OX p ros topad ła do obu ś rodników, przechodzi 
przez ś rodki C o b u s k ł a d o w y c h c e o w n i k ó w przekroju. 
Są to niewątpl iwie g ł ó w n e osie przekroju z ł o ż o n e g o , 
jako osie symetryi . Korzys ta jąc z tablic, wyznaczamy Rys. 20. 
momenty g ł ó w n e przekroju. W tym celu przez oba 
ś rodk i C c e o w n i k ó w prowadzimy osie O 7 , , p r o s t o p a d ł e do OX. Ot rzyma
ne w ten s p o s ó b osie CX, CY0 s t anowią uk ład osi g ł ó w n y c h ceownika. 
Dla tych osi tablice c e o w n i k ó w poda ją Jxc = 2690 c m 4 Jyc — 197 cm4. 
Nadto pole ceownika F — 37,4 cm 2 , a o d l e g ł o ś ć ś r o d k a ceownika C od 
ścianki zewnę t r zne j ś r o d n i k a xc — 2,14 cm. Ty le nam dają tablice. 
Zatem dla z ł o ż o n e g o przekroju mamy Jx = 2 Jxc = 5380 cm4 Jy — 
= 2 J +2F[ V2 x + .r, ] 2 = 394 + 18,7 [x + 4,28 ] » = [ 18,7 * 2 + 
+ 160 * - f 736,6 ] c m 4 . 

Ten wymiar x m o ż e m y wyznaczyć dowolnie , to też zazwyczaj 
obieramy x w taki s p o s ó b , aby Jx == Jy, to jest aby przekró j był 
oboję tny . To da nam 18,7 x* + 160 x -\- 736,6 = 5380. Jedyny do
datni pierwiastek tego równan ia będz ie * = 12,0 cm. D l a tej szcze
gó lne j war tośc i x b ę d z i e m y miel i Jx = Jy = 5380 cm4. 

8°. P r z e k r ó j dwuceownikowy ze ś r o d n i k i e m dwuteowym. 
Łącząc dwuteownikiem ś rodn ik i ceowników, otrzymujemy p r z e k r ó j zło
żony (Rys. 21) o d w ó c h osiach symetryi OX, OY, 
jego osiach g ł ó w n y c h . W e ź m y pod u w a g ę , dajmy 
na to, ceowniki Ne 20 i dwuteownik H 20. Przez 
C oznaczamy ś r o d e k ceownika s k ł a d o w e g o , przez 
Fc jego pole, przez xc od l eg łość ś r o d k a C od stro
ny zewnę t r zne j ś rodn ika . P r o w a d z ą c osie CYC pro
s t o p a d ł e do OX, b ę d z i e m y miel i z tablic dla osi 
g ł ó w n y c h CX, CYC c e o w n i k ó w momenty Jxc = 
= 1911 c m 4 JyC— 148 c m 4 . Również z tablic d la 
dwuteownika będz i emy miel i , z w a ż y w s z y że osie 
OX, OY są jego osiami g ł ó w n e m i — momenty Jxd — 117 cm* Jy$ = 
= 2139 c m 4 . S tąd dla ca łego przekroju Jx = 2 Jxc + Jx0 = 3939 cm 4 . 
/ > = 2 Jyc + 2F9 [V, x + xcT + Jyd = 2 X H 8 + 2 X 32,2 X 
X l 10 + 2,01 ]'-' + 2139=11724 c m 4 , pon ieważ tutaj x r ówne jest wyso
kości dwuteownika, to jest x = 20 cm, a Fc = 32,2 c m 2 i xc = 2,01 cm 
w e d ł u g tablic. 

\ 

i 

y 

0 i 

1% 

c 1 
X 
z 

\ 
X 
Z 

*c 

Rys. 21. 

9°. P r z e k r ó j czteroccownikowy. Dwuteownik tylko co roz-
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patrywanego przekroju zas tępu jemy dwoma ceownikami, ustawionymi 
symetrycznie a r ó w n o l e g l e do osi OX. Od l eg ło ść p o m i ę d z y śc ianka
mi zewnę t rznemi ich ś rodn ików niech będz ie y > o. Zachowując zna
kowania poprzedniego p r z y k ł a d u , oznaczamy nadto przez Jxs Jys mo
menty g ł ó w n e ceowników ś r o d n i k o w y c h , przez Fs ich pola, a przez 
ys — o d l e g ł o ś ć ich ś r o d k ó w D od śc ianek z e w n ę t r z n y c h ś r o d n i k ó w . 
Dla ca łkowi tego przekroju będz i emy miel i 

Jy = 2 Jys + 2 j^ , + 2 F „ [ I* + XC ] l 

17 
ł 

Dl c X 

Rys. 22. 

W e ź m y (Rys. 22) pod u w a g ę p rzekró j z ł o ż o n y 
z czterech ceowników M 20 i za łóżmy y = 2,0 cm. 
D l a takiego przekroju x = 20 cm, 7r

c = Fs — 
= 32,2 cm* * c = j y s = 2,01 cm, Jxc—Jys = 1911 c m 4 

Jyc = Jxs — 1 4 8 cm* a przeto 
y . = 2 X 1911 + 2 X 148 + 2 X 32,2 [ 0 , 5 X 2 + 
+ 2,01 ] 2 = 4700,9 c m 4 , Jy = 2 X 148 + 2 X 
X 32,2 [ 0,5 X 20 + 2,01 ] 2 + 2 X 1911 = 13407 c m 4 

\f 

f *. 
c H c i 

Rys. 24. 

10°. P r z e k r ó j dwuceownikowy z n a k ł a d k a m i . Nitując obu
stronnie p łaskownik i symetryczne (Rys. 23), wzmacniamy przekró j 

dwuceownikowy. A b y wyl i czyć jego momenty, za
chowujemy znakowania poprzednie, a nadto przez IJ 
oznaczamy w y s o k o ś ć ceownika s k ł a d o w e g o , a przez h 
g r u b o ś ć obu nak ładek B szerokich. Sze rokość p a s ó w 
ceownika niech będzie , dajmy na to, b, a wtedy 
B — 2 b + x + 2 X 0,5 cm, nakładki bowiem zazwy
czaj na 0,5 cm wystają poza pasy c e o w n i k ó w . Zatem 
Jx = 2 Jxc + 2 X V i i X B X A» + 2 Z?A [>/,// + W , 

= 2 Jyż + 2 Fe * + * J 5 + 2 X 7,2 
W e ź m y pod u w a g ę JVb 22 ceownika i za łóżmy, jak 

w przyk ładz ie s i ódmym x =-—12 cm. Niech b ę d z i e nadto A = 1 cm. 
Dla takiego ceownika b = 8 cm, stąd B = 29 cm oraz 

= 2 X 2690 + 2 X Vi3 X 29 X 1' + 2 X 29 X 1 X [ V 2 X 2 2 + 7 2 ] 2 = 
= . 13055 cm 4 , Jy = 2 X 197 + 2 X 37,4 [ 0,5 X 12 + 2,14 ] » + 2 X 
X Vi2 X 1 X 29* = 9415 c m 4 . P o r ó w n y w u j ą c war tośc i m o m e n t ó w tu 
otrzymane z o d n o ś n e m i war to śc i ami p rzyk ładu s i ó d m e g o , widzimy, 
że dodanie n a k ł a d e k znacznie zwiększa war tość m o m e n t ó w przekroju. 

11°. P r z e k r ó j c z w o r o k ą t o w n i k o w y . S łupy ciężkie mają za
zwyczaj przekrój z łożony z czterech kątowników, tworzących jakby 
dwa ceowniki o przerwanym ś rodn iku (Rys. 24). Tego rodzaju prze
krój ma oczywiście dwie osie symetryi OX, OY—osie g ł ó w n e prze
kroju. Oznaczmy przez Fc pole ką townika s k ł a d o w e g o , przez C jego 
środek, przez x od l eg łość pomiędzy śc i ankami zewnę t r znemi pasów, 
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r ó w n o l e g ł y c h do OY, przez H— od l eg łość p o m i ę d z y śc iankami ze 
w n ę t r z n e m i pa sów, r ó w n o l e g ł y c h do OX, wreszcie przez CXC , CY( 

osie ką townika ś r o d k o w e , r ó w n o l e g ł e do OX, 
OY. W układzie osi OX, OYspółrzedne ś rod
ka c oznaczamy przez xc, yc, a wtedy dla 
przekroju z ł o ż o n e g o m o ż e m y wyp i sać momen
ty g ł ó w n e Jx — 4JXC - f 4 Fcyc-,Jy = AJyc-\-
- { 4 Fc xc

2, gdzie przez Jxc,JyC n a z w a l i ś m y mo
menty b e z w ł a d n o ś c i ką townika wzg lędem osi 
CXC, CYC. W y m i a r x m o ż e m y d o b r a ć tak, 
aby było JxJ-= y , zatem dla o b o j ę t n e g o prze
kroju winno b y ć Jxc — Jyc = Fc (x"c — y*c). 

Oznaczmy przez £ od l eg łość ś r o d k a C 
ką townika od jego ścianki zewnęt rzne j , r ó w n o 
ległej do osi OY, przez YJ — od leg łość ś rodka C od śc ianki zewnętrz-
nej, r ó w n o l e g ł e j do OX. Wtedy xc V i * + « . yc = V i H — -'i 
zatem mamy Jxc - Jyc = Fc i + £ ) 2 - ( 7 2 / / - i j ) ^ 

D l a k ą t o w n i k ó w r ó w n o r a m i e n n y c h , najczęściej u ż y w a n y c h = 
= Jyc, zatem 72 H — fl — l h x H ~ S1 nadto £ = 7j, a przeto x—H—4 %. 
W e ź m y , jako p rzyk ład , p r zek ró j , z ł ożony z czterech ką towników rów
noramiennych 90 X 90 X 9 i za łóżmy, że H = 20 cm. Z tablic mamy 
7 t . c = Jyc = 116 cm 4 , /'(. == 15,5 c m 2 , £ = f\ = 2,54 cm, a zatem 
x = 20 — 4 x 2,54 = 9,84 cm. Niech będz ie # = 1 0 cm, a wtedy 
* c = t 5 + 2.54 = 7,54 cm, y«. = 10 — 2,54 = 7,46 cm, . / t = 4 X 
X 116 - f 4 X 15,5 X 7,462 ="3914,4 c m 4 . ./,, = 4 X 1 1 6 + 4 X 15,5 X 
X 7,54* = 3988,8 c m 4 . Drobna różnica war tośc i m o m e n t ó w pochodzi 
s tąd, ż e ś m y nieco zaokrągl i l i war tość x. 

12°. Przekró j c z w o r o k ą t o w n i k o w y kwadratowy. Te sa
me momenty g ł ó w n e posiada również odmiana (Rys. 25) przekroju 
ty lko co rozpatrywanego, o czem z ł a twością m o ż e m y 
s ię p r z e k o n a ć wypi su jąc war tośc i Jx dla tego przekro
ju. P o n i e w a ż p rzekró j ten m o ż n a o t r z y m a ć z po
przednio rozpatrywanego, przes tawia jąc prawą jego 
część na miejsce lewej, przeto n iewątp l iwie uk ład czą
steczek w stosunku do osi OX nie m o ż e ulec zmianie 
b ę d z i e m y mieli przeto tę samą w a r t o ś ć dla Jx — 
=- 4 Jxc + 4 Fc y* = 4 Jxc + 4 Fc [,«/, H - t] J* 

G d y wszystkie ką towniki s k ł a d o w e tego przekro
ju są r ó w n o r a m i e n n e , wtedy cały p r zek ró j jest obo ję tny , wtedy bo
wiem Jx = Jy; w przeciwnym razie Jy = 4 Jyc - f 4 Fc Xc* = 4 Jyc - j -
- |- 4 Fc | '/a W — § ]2- przyczem zachowujemy znakowanie p rzyk ładu 
poprzedniego. 

y 

T — 
• #1 
-K-

Z 
Rys. 25. 

15°. Blachownica dwuteowa. Korzystając ze w z o r ó w tylko 
co wyprowadzonych, z ła twością wyznaczymy momenty przekroju, 
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z ł o ż o n e g o z blachy ś r o d n i k o w e j H0 wysokiej , x grubej, oraz dwu 
p a s ó w blaszanych B szerokich, h grubych, przynitowanych u sk ra jów 
ś rodn ika za p o m o c ą ką town ików. W ten s p o s ó b wytworzony p rzek ró j 
ma dwie osie symetryi OX, OY. A b y zna leźć p r zyna l eżne do n ich 
momenty g ł ó w n e , oznaczamy pole i momenty ś rodn ika znaczkiem s, 
dla p a s ó w znaczkiem p i dla ką towników znaczkiem c, a wtedy mamy: 
Jx = Jxs f *Jxp + 2 Fp [ V i Ih + V i h]* + AJXC -\- A Fc [ V , H0-i]\ 
Jy =Jys +2Jyp+ *Jyc + 4 Fc [*/, * + £]2-

W tych wzorach op ie ra l i śmy się na znakowaniu obu p r z y k ł a d ó w 
poprzednich. W e ź m y , dajmy na to, (Rys. 26) w y s o k o ś ć ś rodn ika 

HQ = 50 cm x = 1 cm. U obu jego k o ń c ó w przynitujmy 
3f . ką townik i 80 X 120 X 10, k ró t szemi ramionami do tyka jąc 

ł ś rodn ika , a do nich — pasy nieco u b o k ó w wys ta jące , 
u a więc, powiedzmy, 28 cm szerokie i 1 cm grube. Tab l i -
o ce ką towników dają Jxc = 98,2 c m 4 dla osi ś r o d k o w e j , 

~ X równo leg ł e j do ramienia d ł u ż s z e g o JyC == 276 cm* dla osi 
ś r o d k o w e j , r ó w n o l e g ł e j do pasa k r ó t s z e g o , £ = 3,92 cm 

* od leg łość ś rodka od śc iank i z ewnę t r zne j ramienia k ró t sze 
go, a TJ = 1,95 cm o d l e g ł o ś ć ś r o d k a od ścianki z e w n ę t r z 
nej ramienia d łuższego ; wreszcie Fc — 19,1 c m 3 . 
S t ą d / * ==Vu X 1 X 5 0 4 - 2 X V i i X 28 X 1 3 + 2 X 28 X 

X 1 X [ V 3 X 50 + V i ] 2 + 4 X 98,2 - J - * V i o i v n 
= 87819,6 c m 4 . 
/ > = 1 / l 2 X 5 0 X i 5 + 2 X V 1 2 X 
X [Vi - f 3,92]2 = 6259,5 c m 4 . 

nr 

0 

3 

Rys. 26. 

j - 4 X 19,1 X [7 , X 50 - 1,95]' = 

1 X 28 ' - | - 4 X 276 + 4 X 19,1 X 

T 
r 

14°. Blachownica dwuceowa. Dwie równo leg ł e (Rys. 27) 
blachy pionowe / / „ wysokie, v grube dotykają p a s ó w poprzecznych 

B szerokich, // grubych, przyni towanych za p o ś r e d 
nictwem ką towników do blach. Ca łość w ten spo
sób otrzymana tworzy przekró j z łożony o dwu osiach 
symetryi OX, OY. Korzys ta jąc ze znakowania przy
k ładu poprzedniego, z ła twośc ią m o ż e m y w y z n a c z y ć 

_ momenty g ł ó w n e przekroju. W tym celu oznacza
ją my przez 2 w rozstawienie blach ś r o d k o w y c h , 

a w t e d y / , = 2 Jxs.+ 2 Jxp + 2 Fp [>/, / / 0 + V i A ] M -
+ 4 / ^ + 4 ^ [V2 / / „ - •/]]', 
/ .v ' 2 / ^ , ; 2 J F < s [ a / + Vi v ] 2 + 2 Jyp + 4 / , c + 
+ 4 F C (>,+ ar + £ ] 3 . 

W y s o k o ś ć blach ś r o d n i k o w y c h niech będz ie , 
dajmy na to 50 cm, g r u b o ś ć 1 cm. D o tych blach 

nitujemy kątowniki 80 X 120 X 10 ramionami k ró t szemi , a do ich 
ramion dłuższych — oba pasy, nieco po bokach wys ta jące . Rozsta
wienie blach ś r o d n i k o w y c h wynos i powiedzmy 2 w = 2 0 cm zatem 
s z e r o k o ś ć obu p a s ó w B = 50 cm, a g r u b o ś ć 1 cm. Stąd , jak dla 
przyk ładu tylko co wyżej rozpatrzonego Jx = 2 X V i i X 1 X 50* + 
+ 2 X V i i X 50X1 ' -f- 2 X 50 X l ' X [Va X 50 + Vil* + 4 X 98,2 |-

L _ 

, Rys. 27. 
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+ 4 X 19.1 X f. V i X 50 - 1,95 ]» s 126851,0 c.n' , J ; = 2 x l / « X 
X 50 X l 5 2 X 50 X 1 X [ ! / 3 X 20 4- l/j, )» - U 2 X V i i X 1 X 50 3 + 
-4- 4 X 276 + 4 X 19,1 X [\\ X 20 - f 1 - f 3,92]' = 49977,8 cm 4 . 

W obu tylko co rozpatrywanych wypadkach wyznaczy l i śmy mo
menty g ł ó w n e przekroju ca łkowi tego , nie uwzględnia jąc o t w o r ó w na 
nity, k tó re nieraz dość znacznie osłabiają przekrój i obniżają war tość 
m o m e n t ó w . Dla odróżn ien ia nazywamy przekroje bez po t rącan ia 
dziur na nity przekrojami brutto. W przekroju dziura na nit stanowi 
pros tokąt — ła two przeto tę p rze rwę przekroju u w z g l ę d n i ć , a wtedy 
otrzymamy przekró j netto. 

15°. Ćwiar tka ko ła . G d y b y ś m y chciel i posunąć dalej dok ład 
ność naszych wyznaczań m o m e n t ó w , na l eża łoby b rać pod u w a g ę zao
k rąg l en i a przekro jów, k tó re w większośc i w y p a d k ó w s tanowią ćwiart
ki koła. Należy prrzeto obecnie w y z n a c z y ć momenty dla tego prze
kroju (Rys. 28), jako s k ł a d o w e g o wielu innych. 
Wie rzcho łek w kąta prostego ćwiartki obieramy 
jako biegun osi w i e r z c h o ł k o w y c h w£, WYJ. ÓŚ JV L 
m o ż e być nadto rozważana , jako oś biegunowa J ^ 
s p ó ł r z ę d n y c h : p — promienia w o d z ą c e g o oraz H 
kąta biegunowego, k tóry b ę d z i e m y odl iczal i od 
osi biegunowej przeciw st rzałce zegara. Wtedy 
q = p Cos®, v; = p Sin®, a poletko dF = [>d[jc\%, 
jak uczy rachunek n i e skończonośc iowy . A zatem 
kolejno b ę d z i e m y miel i : 

F^ — j -qd F = I 2 Sin &da l pVp = 
3 : 

Ji w (V dF- {*Sm'.W f pWp = ^ jf *[% 
• o ' o ' o 

~~l6l 2 C o s 2 ® d ( 2 9 ) 

% 2 S ] d B - V i . * * 1 : 

fy ==: I £,rtdF = ( 2 5 m 0 Cos%dQ j^dp= ' / u R* f2
 Sin 20 rf(20) 

' 0 0 0 
nadto £•:=, *U*:&i 

Wobec oczywistej symetryi przekroju wzg l ędem osi wA', pochylonej ku 
obu osiom pod kątem 45°, b ę d z i e m y mieli F^ == F$ , oraz J^ — Jt . 
W s p ó ł r z ę d n e ś rodka O przekroju będą również jednakowe 

fi 
Poprowadzimy osie ś r o d k o w e OXn, 4 ' 1 1 

"° _ ',0 ~ -F ~ - F ' ~ 3 * 
OY0 r ó w n o l e g ł e do w ie r zcho łkowych . Dla tych osi będz iemy mieli 

* 4 
16 9 

-L, R1 16/?* • 
" A " 4 ' 9' 5? - 1.16 9 n J Jy° oraz 
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Jxyo — Jtą Fl0i]0 
RK Ponie-

R- 16R2 

4. * ~9rc2 — L 8 9^J 
waż osie g ł ó w n e OX, OY two rzą z OXa OY0 kąty 45°, przeto mo
ż e m y b e z p o ś r e d n i o nap isać , że Jx = Jx0 Cos2 45° + JyoSm2 45° — 

+ t - B - > ] ? -fe 

9* + "8 9 ; r ~ 
9C i / ? 

- / „ Sin'K'+Jyo Cos'45" + S i . 9 0 ' = , j t f ' - ™ 

[ f e + ' ' • " s ] >< * • 
Jako b e z p o ś r e d n i e zastosowanie w z o r ó w tylko co otrzymanych, 

bierzemy pod u w a g ę : 

16°. S ł u p o w n i k . Tak nazywamy (rys. 29) ceownik o ś rodn iku 
z a o k r ą g l o n y m . Znitowane bokami cztery s łupownik i tworzą cylinder 
z wystającemi l istwami p o d ł u ż n e m i . Ca łość tworzy s łup. S tąd nazwa. 

Wyznaczmy momenty przekroju, poda jąc 
obok w nawiasach ścisłe tabliczne ich 
wartości ; jak zwykle pomi jać b ę d z i e m y 
drobne z a o k r ą g l e n i a . A b y umożl iwić 
zadanie, prowadzimy łuki DC i GH, 
dzie ląc w ten s p o s ó b cały przekró j na 
dwa boczne p ros toką ty ABCDi GHJK, 
oraz ś r o d k o w ą krzywą część DEFH. 
Prowadzimy nadto przez zewnę t r zne 
śc ianki p a s ó w osie u>£, tót}. D la tych 

osi Fą = Fn = ~ - ~ + 4 X 1 X 
X [8 + 0,5 X 4 ] + 4 X IX V 2 =98.3 cm. ' . 
Nadto pole F— 7**8*—7 4 ir7 2 +2X 4 X 

19,8 c m 3 [20]. Stąd mamy spół -
Rys. 29. 

r z ę d n e ś r o d k a £ 0 = ' % 
Fi 
F 

X l 
4,97 cm. [4,97]. 

Korzys ta jąc nadal ze w z o r ó w dla m o m e n t ó w ćwiar tk i kota, mo
ż e m y nap i s ać J% = JL = ' / » * 8* - % « 7 4 + »/„ X 1 X 4 ' + 4 X 
X 1 X [8 + 0 , 5 X 4 ] 2 + 7 , 2 X 4 X 1 s 4 - 4 X 1 X [ 7 2 ] 2 = 739,8 c m 4 [745], 
Ąr\ = 7s 8 4 - 7s 7 1 + 4 X 1 X [8 + 0,5 X 4| X 7 2 + 4 X 1 X 7» X 10 = 
== 251,6 cm 4 . 

P r o w a d z ą c r ó w n o l e g l e do wie rzcho łkowych osie OX0, OY0 ś r o d 
kowe, b ę d z i e m y miel i dla nich Jxo == Jt — FT\0

2 = 739,8 — 19,8 X 
X 4,972 = 250,7 c m 4 = / „ 0 ; Jxyo = JH - Ffa = 251,6 — 19,8 X 
X 4,973 = — 237,5 cm 4 . P o n i e w a ż Jxo = Jyo oraz J x v o zfe o, przeto 
cś g ł ó w n a OX pochyla się ku osi OX0 pod kątem 45°. D l a tej osi 
/* = JxoCos* 45" + Jvo Sm2 45" - Jxyo Sin 90» = 7, [ £ 0 + -
-Jxvc = 488,2 c m 4 |479]. Nadto + X = Jxo + Jyo = 501,4 c m 4 

i ostatecznie Jy — 501,4 - - 488,2 = 13,2 cm. 4 [13,3]. 
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17°. P r z e k r ó j k o ł o w y . Bierzemy pod u w a g ę jakikolwiek układ 
osi ś r o d k o w y c h p ros toką tnych . Będą to osie g ł ó w n e przekroju OX, 
OY. Nadto, niech p oznacza p romień wodzący jakiegokolwiek punktu 
przekroju, a 6 — o d n o ś n y kąt biegunowy. Biegunowy moment bez
władnośc i k o ł o w e g o przekroju będz ie więc 

Ja = i [JdF == fdO \[>sdp = V 2 gdzie przez R oznaczy l i śmy 
•' ''o -'o 

p r o m i e ń koła. Wobec tego, że przekrój ko łowy na leży do rodzaju 
obo ję tnych , jego Jx = Jy — %Joi a zatem Jx = Jy == 7« nR* oraz 

iX = iy = fXU*&\*R* = V i # 
Przekrój kołowy ma koło środkotvc bezwładności o promieniu dwu' 

krotnie mniejszym. 

18°. P r z e k r ó j eliptyczny. Wielką pó łoś elipsy oznaczamy przez 
a, małą przez b; dają one kierunki osi g łównych przekroju, jako jego 
osie symetryi . Niech a leży na OX, b na OY. P o n i e w a ż p rzek ró j 
el iptyczny m o ż n a r o z p a t r y w a ć , jako rzut przekroju k o ł o w e g o o pro
mieniu a pod ką tem a = arcCos - , przeto na zasadzie o g ó l n y c h wzo

rów dla p r z e k r o j ó w rzutowanych będz iemy miel i Jx = ć o s s a 
TM" 

T 
toso. —r-4 a3b. = % al>i> Jy 4 - 4 

Nadto pole elipsy F=Cosa.%d1=^ab, a przeto *'v = l / i b, ty =-xUct. 
Przekrój eliptyczny via elipsą środkową beziuładności o pólosiach dwu
krotnie mniejszych. 

19°. P i e r ś c i e ń k o ł o w y m i m o ś r o d k o w y . Promieniem r zata
czamy (rys. 30) koło ze ś rodka i», l eżącego na osi w l . O d tego punktu 
w kierunku dodatnim o d k ł a d a m y e i zataczamy koło promieniem 
R ze ś rodka Q tak, aby by ło R > r -f- e. 
W ten sposób wytworzony p ie rśc ień k o ł o w y 
o m i m o ś r o d z i e e ma oś symetryi coA" —• oś 
g łówną . Chcąc w y z n a c z y ć oś drugą, prowadzi
my przez ś r o d e k m oś u>Y0 ± o>X. D l a tej osi 
moment statyczny przekroju będz ie Fyo — 
= TtR^e. Pon ieważ pole F = r. {R- — r'ź), 
przeto spó ł rzędną x0 ś rodka O otrzymamy 

\ • Fyo R7e Q w postaci x0 == -j=- = ™ — P r z e z 

l i S 

6-
/ A 

•f7 

K/p/ Ą 
l 

wyznaczony w ten 

dż imy oś g ł ó w n ą OY. 

r.Rk 

oraz Jy = ——\- xR2 

F R2-r* • 
s p o s ó b ś r o d e k 

Rys. 30 

prowa-

D l a osi g ł ó w n y c h Jx = ^ (R*—r*) 

ie - x0y - T 
-r^+TiR1 [e— 
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i?2—r2" 
Dla z w y k ł e g o przekroju k o ł o w e g o pierścieniowego o promieniu /v* 

zewnę t r znym i r w e w n ę t r z n y m mamy e — o. Tutaj więc Jx == /y == 
TC 

== j ( A 3 4 — r 4 ) . Ten sam wynik o t r z y m a ć m o ż n a r ó w n i e ż , i bezpo

ś redn io , rozpa t ru jąc p ie r śc ień , jako różnicę dwóch p r z e k ro j ów koło 

wych. 

20°. Przekrój paraboliczny. W układz ie osi w i e r z c h o ł k o w y c h 
łuk paraboli (V. rys. 9) wyraz i się r ó w n a n i e m TJ2 = 2/c. P o p r o w a d ź 
my pros tą a otrzymamy odcinek paraboli symetryczny wzg lędem 
osi uĄ. A b y w y z n a c z y ć jego d r u g ą oś symetryi szukamy m o m e n t ó w . 
W tym celu piszemy r ó w n a n i e obwodu w postaci K (6, "i) = ( V — 2/6) 
(£ — »)'== o. D a ono dwa pierwiastki «* == — K 2 / 5 4, -rj"=]/2 />«, jako 
granice ca łkowania po ij. A b y o t r z y m a ć granice ca łkowania po 6, wy-

łączamy »] z r ó w n a ń A ' ( 6 , *))=?<> i ^ - = o, co daje 2YJ = o, a zatem 

^ = 0, 6 2 = ^. Wobec symetryi przekroju Ft = J^ = o, a zatem mo
żemy w y p i s a ć kolejno momenty pozos ta łe : 

F ; = f dF = \di fdq = */, j/27a"= 4/3 

F~ = lidĄ jdfi = 2f2p j "fWdi = 4/6fl2 \'2pa = */5 tf2£, 

J = ({>& (ą% =2.̂ 27 / V F 4 - 4Aa= 4 / T « ' 6 ; 

przyczem bi—2pa jak to zresztą wskazuje rysunek. Spó ł r zędna ś rodka 
będz ie tu £0 =. F.r : F = */s Prowadzimy p r zezeń oś g łówną OY. 
Dla osi g ł ó w n y c h : 0X, leżącej na osi «Ą i OY b ę d z i e m y miel i Jx = 

= Ą = - M * = 4/: - v,*3 »/»« ł = 
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