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— Mc : Wy2 = 85 k g / c m 2 . Żel iwo nie powinno p r a c o w a ć powyże j 
kr = 150 k g / c m 2 , a przeto pęche rz p o w y ż e j opisany m o ż e się o k a z a ć 
niebezpiecznym dla całości p rę ta w wypadku obciążenia powtarzanego 
lub wahl iwego. 

10° Narożnik stołu d ę b o w e g o z deski e cm grubej od łama ł s ię pod 
jarzmem siły P, p r zy łożone j w samym rogu s to łu . Oderwany kawałek 
mia ł pos t ać t ró jką ta p r o s t o k ą t n e g o ; powierzchnia pękn ięc i a szła po prze-
c i w p r o s t o k ą t n e j , tworząc z p r z y p r o s t o k ą t n ą AB kąt <p. Chcąc w y z n a c z y ć 
n a j p r a w d o p o d o b n i e j s z ą war tość tego kąta oznaczamy d ł u g o ś ć AB przez 
b. D ł u g o ś ć p r z e c i w p r o s t o k ą t n e j wyniesie b: Cosy. Będz ie to podstawa 
przekroju p r o s t o k ą t n e g o niebezpiecznego. Jego w y s o k o ś ć jest oczywi 
ście e a wskaźn ik w y t r z y m a ł o ś c i o w y 5/c e' b : Cos y. P o sprowadzeniu do 
ś r o d k a tego przekroju siła P da moment g n ą c y Mg — PbSiny, s i łę tną
cą P którą, jak zwyk le , pominiemy, oraz moment sk ręca jący M0, k tó ry , 
jak się to w k r ó t c e o k a ż e , będz ie r ó w n y zeru. Zatem Mg — Pb Siny — 
~^j6e2bag:Cosy c z y l i a^ — Z P/e2 Sin 2 y. Jak widzimy, skrajne na
p r ę ż e n i e przekroju niebezpiecznego za leży od kąta y. B io rąc p o c h o d n ą 
po dy n a p r ę ż e n i a znajdziemy war to ść kąta cp0 o d p o w i a d a j ą c ą skrajnej 
w a r t o ś c i ag . Będz ie to: 6 P/e2 Cos 2y0 = o, skąd y0 — 45°. Rożek 
o d ł a m a n y utworzy trójkąt p r o s t o k ą t n y r ó w n o r a m i e n n y , a dla takiego 
irójkąta w istocie będzie M0 = o, jak to z ła twośc ią daje się spostrzec. 
Si ła powodu jąca owo pękn ięc ie b ę d z i e P = lJ4

 e* D l a d ę b i n y = 
= 600 k g / c m 2 , a przeto dla deski calowej P= 73XG00X2,542=1290*kg. 

R O Z D Z I A Ł T R Z E C I : 

B E L K I P R O S T E Z G I N A N E . 

§ 1. P o d p o r y i o d p o r y . Pręt prosty, unieruchomiony na podpo
rach zowiemy belką. N ieważk i p rę t , pozbawiony obc iążenia , nie wywiera 
ż a d n e g o dz i a ł an ia na podpory; o b c i ą ż o n y — poczyna c i snąć na nie, wy
wołując p rzec iwdz ia ł an ie p o d p ó r . Wszelki sprzeciw podpory będziemy 
nazywali odporem. O d p o r y są to p o n i e k ą d również si ły z e w n ę t r z n e bel
k i , zależą jednak od układu sił odksz ta łca jących , nie m o g ą bowiem, jak 
w i d a ć z powyże j powiedzianego, i s tn ieć samodzielnie, s ł o w e m — są to 
siły z e w n ę t r z n e odksz ta łca jące , z a l eżne od p o z o s t a ł y c h . Różnią się jed-
»ak od nich znacznie. Siły z e w n ę t r z n e — to istotne dane obc iążenia ; 
odpory — to niewiadome, nie znamy bowiem ich na t ężen i a ani kierunku 
dzia łania , c h o ć wiemy, że, łączn ie z s i łami odksz ta ł ca jącemi , s t anowić 
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winny układ sił zewnętrznych zrównoważony. Tkwią przeto w równa
niach statyki, jako niewiadome i niekiedy wprost z warunków równowa
gi układu sił odkształcających wyznaczyć się dają, a wtedy belkę zowie-
aiy statycznie wyznaczalną zewnętrznie. Ponieważ rozpatrujemy jeno belki 
wyginane płasko, przeto wyłącznie mieć będziemy do czynienia z siłami, 
działającemi w płaszczyźnie gięcia. Warunków równowagi będzie więc 
tylko trzy. Łatwo z nich wyznaczymy trzy odpory. Stąd prosty wnio
sek, że belka jest statycznie wyznaczalną zewnętrznie, gdy obciążenie jej 
wywołuje tylko trzy odpory. Chcąc sobie zdać sprawę, kiedy to zachodzi 
istotnie, ustalamy: 

§ 2 . ' Rodzaje podpór. Przedewszystkiem belka spoczywać może 
na podporze rolkowej. Wyobraźmy sobie czop przegubu wahliwego prze
cinający prostopadle swą osią podłużną oś belki. Szczęki przegubu łą
czą się u dołu w płytę spoczywającą na kilku rolkach, ułożonych na nie
ruchomej płaszczyźnie oporowej. Osie rolek winny być równoległe do 
osi czopa przegubowego, a więc prostopadłe do osi podłużnej belki nie-
odkształconej. Płaszczyzna oporowa winna być nadto równoległa do tej 
osi nieodksztalconej. Podpora tego rodzaju, o ile pominiemy tarcie ro
lek, umożliwia posuw w kierunku osi belki nieodkształconej, — dać może 
przeto jedynie odpór, prostopadły do płaszczyzny oporowej. 

Gdy szczęki tego rodzaju podpory trwale przygwoździmy do płasz
czyzny oporowej, to otrzymamy podporę przegubową, skazującą na bez
ruch podparty punkt belki, przegubowo ze szczękami związany. Bezruch 
ten nie jest zupełny, bo oś belki może się pochylać swobodnie. Czop 
przegubu umożliwia jej ruch obrotowy. 

Wreszcie, gdy przegub z wahliwego staje się stałym, otrzymujemy 
podporę stalą, uniemożliwiającą wszelki ruch owego punktu belki — pod
partego, a nadto i ruch obrotowy jej osi. Zatem punkt osi wsparty na 
podporę rolkową posiada dwa stopnie swobody: posuw w kierunku osi 
belki i możność obrotu. Podpora przegubowa pozostawia już tylko jeden 
stopień swobody — obrót — rozwijać przeto winna dwa odpory: siłę 
prostopadłą i równoległą do pierwotnej osi belki nieodkształconej; wresz
cie podpora stała uniemożliwia wszelki ruch, dając trzy odpory: siłę pro
stopadłą, siłę równoległą do osi belki nieodksztalconej oraz moment 
oporowy, czyli parę sił, uniemożliwiającą obrót w przegubie. 

Stąd wniosek, że pręt jednostronnie zamocowany, a obciążony jak
kolwiek, jest statycznie wyznaczalny zewnętrznie. Środek jego przekro
ju osadczego gra rolę punktu podpartego i nieruchomego. Łatwo mo
glibyśmy wyznaczyć jego trzy odpory — dwie siły i moment. Mało stąd 
jednak korzyści, bo wzory gięcia można ustalić wprost, nie biorąc owych 
czynników pod uwagę. Jest to zresztą jedyny wypadek belki o jednej 
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podporze — unieruchomione] a statycznie wyznaczalnej zewnętrznie. Gdy 
byśmy zastosowali tu podporę przegubową, to pręt mógłby się w koło 
niej obracać i należałoby go unieruchomić za pomocą nowej podpory. 
To samo da się powiedzieć i o podporze rolkowej. 

§ 3 . B e l k a n a d w ó c h podporach może być również statycznie 
wyznaczalną zewnętrznie, gdy damy jej podporę rolkową, powiedzmy le
wą i prawą — przegubową. Pierwo+na, nieodkształcona oś belki niech 
będzie, dajmy na to pozioma. Początek osi nieruchomych M obieramy 
w punkcie prawym podpartym przegubowo. Oś u>C kierujemy ku pod
porze lewej po osi podłużnej belki nieodkształconej. Oś WYJ — kierujemy 
prostopadle wdół a oś 4 — ku patrzącemu. Odpory pionowe oznacza
my: lewy przez A, prawy przez B, nadto odpór prawy poziomy niech 
będzie H. Zawsze równa się on zeru, ilekroć obciążenie belki składa 
się z sił pionowych, leżących w płaszczyźnie gięcia Cco7j. Wynika to 
wprost z warunków równowagi sił poziomych. Z pozostałych dwóch 
równań statyki wyznaczymy odpory A i B — niewiadome obciążenia. 
Należy nadto zbadać odkształcenia. W tym celu wystarczy wziąć pod 
uwagę cztery zasadnicze wypadki obciążenia — wszystkie inne bowiem 
możemy rozpatrywać, jako złożone z tych czterech prostych zasadniczych. 
Tu mamy: 

§ 4. O b c i ą ż e n i e s i lą s k u p i o n ą , dz i a ł a j ącą p o m i ę d z y podpo
r a m i . Odległość siły pionowej P *oc\ lewej podpory (Rys. 32) oznacza
my przez a — od prawej przez b. Cała długość pręta 
niech będzie /. Oś siły P dzieli płaszczyznę gięcia na 
dwa obszary — lewy i prawy. Dla określenia odporów 1 
piszemy równania statyki w postaci A - j - B - j - P = o TĄ 
oraz AlĄ-Pb = o, przyczem momenty wyznaczamy 
względem punktu B. Stąd mamy A = — Pb : l, B = * 
= — Pa : l. Odpory, jako różniące się znakiem od A 
siły P kierujemy ku górze, bo P skierowaliśmy tak, 
jak oś Br\, to jest w dół. Wartość momentu gnącego 
w obszarze lewym będzie dla punktu 0lt odległego o Ct Rys- 3 2 -
od początku spółrzędnych: Mx — A(l — C,) = — Po 
(l — d) : /. Dla drugiej połaci Ms = A (l — C) + P (b — C2) = — Pb 
(l — C2ji : l + P (b — C2). Pomijając znaczki u C i M, możemy oba te 
wzory połączyć w jeden, pisząc M = — Pb (/— C) : / || -j- P (b — C) 
z kreską | | , dzielącą. Wykres momentów będzie tu niewątpliwie trójkąt
ny, jak widać z tego wzoru, zależność bowiem momentu od C jest linjo-
wa. Nadto skrajna wartość momentu panować będzie w przekroju siły P, 
tam bowiem obie proste wykresu się przecinają. Chcąc wyznaczyć wy
kres sił tnących, należy zauważyć, że dla pierwszej połaci siła tnąca bę
dzie równa A, podczas, gdy dla połaci drugiej wartość jej będzie 
P -Ą- A = —B. To samo wskazuje wykres. 

W założeniu stałego przekroju pręta będziemy mieli dla skrajnej 

PT? ^ 5 

-7 

5 
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w a r t o ś c i momentu Mm — — Pb (l—b) : 1= — Pob : l oraz Mm — Wxk g 

W y z n a c z y m y stąd Wx i ustalimy p rzek ró j prę ta , a wtedy, ca łku jąc zasad
nicze r ó w n a n i e EgJxi('=~Pb (l— C) : / || - j - P (b—C), otrzymamy EgJxf\'== 
= C + V , Pb ( / - C ) 2 : 11| - 7 2 P (b-W oraz /T^TJ == D+(X - V« & V~ 
— Q 3 : 7 || -f- V« Z 3 (ó—C)s. S ta łe ca łkowan ia wyznaczymy z ła twością , 
z w a ż y w s z y , że dla p u n k t ó w podpartych TJ = o. M a m y więc TJ — o dla 
C = o lub C = /, a przeto z trzeciego r ó w n a n i a otrzymamy D—1LPbl24-
-1- i / 6 Pb* = o oraz DĄ-Cl = o. Stąd z9 = »/, P A (/ 2—o2), C= — */« 
(/» — A2) : / i ostatecznie mamy EgJxt\ = % Pb (/ 2 — o2) — »/, P o (/ 2 — 

— b2) Z : l — Ve W O 3 : * 11 + 7« P (b—t,)\ Z tego r ó w n a n i a m o ż e m y 
w y z n a c z y ć strzałką siły P, czyn iąc l — b. Będz ie to ug ięc i e p rę ta pod 
siłą P, r ó w n e p = Pa2b2: 31 EgJx. W s z c z e g ó l n y m wypadku, gdy siła 
dz i a ł a p o ś r o d k u , to jest, g d y a — b, b ę d z i e m y miel i p = PI*: 48 E„JX 

W o g ó l n y m wypadku tylko co znaleziona s t rzałka nie daje na jwyż
szej w a r t o ś c i spó ł rzędne j TJ, nie jest więc s t r z a łką ugięc ia pręta . T ę by 
zna leźć , n a l e ż y u c z y n i ć TJ' = o, co da o d p o w i e d n i ą w a r t o ś ć dla C D l a 

pierwszej połaci będz ie C<>>— / — p % —b2) z warunkiem / >- C„ > Z>. 
Tej war tośc i odpowiada s t rza łka / = = »/, P £ J^ / s {l2—¥yf : 3 lEgJx> da
jąca istotne maximum r z ę d n y c h TJ, lecz tylko wtedy, gdy b <: X/2 7. W y 
nika to b e z p o ś r e d n i o z warunku dla C 0 , mamy bowiem / — ] / ł / 3 —b*)̂ >b, 
skąd z ła twością ot rzymamy n i e r ó w n o ś ć tylko co wyp i saną . G d y zaś 
b > wtedy na leży w y z n a c z y ć C0 z r ó w n a n i a t\' — o dla drugiego 
obszaru, albo wprost ob róc i ć p r ę t o 180° i s k o r z y s t a ć z poprzedniego 

wzoru. W ten s p o s ó b z ła twośc ią o t rzymamy Co = / Y a (/2—a2), oraz od
powiedn ią s t rza łkę / = »/i j / f 1 / , * ( / 3 — « ' 2 ) ] 3 : 3 / EgJx W obu wypad
kach war tośc i C0 odpowiada styczna odksz t a ł cone j , r ó w n o l e g ł a do osi p rę 
ta pierwotnej. G o d z i się tu z a z n a c z y ć , że tylko co badany p rę t o sta
łym przekroju poprzecznym nie jest w y t r z y m a ł o ś c i o w o wyzyskany — je
dynie bowiem p rzek ró j o b c i ą ż o n y silą P pracuje z n a t ę ż e n i e m w ł a ś c i w e m 
— pozos t a ł e przekroje są zbyt sowite. A b y tę w a d ę u s u n ą ć , na leży wy
k o n a ć pręt s tałej w y t r z y m a ł o ś c i o przekroju poprzecznym zmiennym 
w taki s p o s ó b , aby wszystkie skrajne n a p r ę ż e n i a tgm — Mg : Wx były 
r ó w n e kg S tąd Wx = Mg: kg— wzór , wyznacza j ący wymiary prze
kroju. Nadto 1 : o = Mg: Egjx — Wx kg: EgJx . Te dwa wzory roz
wiązują zagadnienie. D l a prę ta o k o ł o w y m przekroju: k„Wx =732 ^dzk„— 

i 
s= — Pb (/—C) : / » -{- P (b—C). Jest to r ó w n a n i e paraboli s z e ś c i e n n e j , 

wiążące d z C. Wyznacza ono profil p rę t a w postaci d w ó c h k r z y w y c h 
tego typu, p r z e c i n a j ą c y c h się na osi si ły P. 

Z a c h o w u j ą c te same znakowania rozpatrzymy kolejno wszystkie ob
ciążenia zasadnicze. Z n a c z k i u M^, Eir, Jx b ę d z i e m y pomijal i , p isząc 
wprost: M, E, J. 

§ 5. O b c i ą ż e n i e j e d n o s t a j n e c z ę ś c i o w e , c i snące na lewą po łać 
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pręta w stosunku / kg na jednostkę długości odcinka b (Rys. 33). Po
łać a=l — b pozostaje wolna. Oznaczmy przez P całkowity ciężar pb kg: 

a wtedy warunki równowagi będą: A 4- B 4- P — o, 
Al 4-VJ Pb mm o, skąd: A = — % Pb : l, B =—P ( / - J 
— 1li b) . I. W odcinku a będzie przeto panował ino- Cip 
ment M — — V- Pb U — C) ; l, w odcinku £ natomiast 
— M = — »/* Pb C - 9 : / + V . / (A — C)3. Zatem: t 

Efy" = — V, Pb (l — C) : / i 4- V» P (o — C)8 : 6. Dla 

pręta o stałym przekroju poprzecznym: EJT\'—C-\-

4- Vi (/ —0» : / j V« P (b oraz 

—l/aPb(l— O 3 : / i 4-794 P(A — £)4 : 4. Tu niewątpliwie o, gdy 

C = o i C = / , a przeto Z? — 7,, PłtPĄ-Hu Pb3 = «. I> - f C/ 
tecznie Z? = V« W — Vs* W C = - '/u ' 
otrzymamy równanie odkształconej w postaci: EJt\ 

- V» PMĆ 4- V * PbK : / - V i i P* <? - C) 8 : / I + V u P 0 

PW 4- VM P*' 

=> o i osta-
: /, skąd 

V M P * ' -

- O 4 : />. 

Chcąc znaleźć strzałkę, piszemy dla połaci pierwszej EJr{ — — Vis Pbl-\-
4- »/w P*» : / + V 4 > * ( / -Co) 2 : *" = o, co daje C0 = / - f%^Hi» 
z warunkiem / > C0 > Lewa nierówność wypełnia się sama przez 
się, prawa wymaga, aby b < 2 / : (3 4- j/~2). Zatem dla połaci pierw
szej 'fi == V« P« K [V»P — i V« W razie, gdy l > b > 2 / : 
: (3 - 4 - 2 ) , strzałka przechodzi do połaci drugiej, gdzie b > C0 > o. 
W tym wypadku należy brać całkowity wzór EJT\'— — *J12 Phi 4- V»4 P/>3: 
: / 4- V* P* (' - O 3 : / — V. P (A - C0)s : * = o, czyli 4 /C5„ — 6 A (2 / ~ 
— 4}C!, + ó ' ( 2 / - <6)2 = o. 

W szczególnym wypadku, gdy obciążenie pokrywa cały pręt: b — l, 
a przeto równanie staje się: 4 C'o — 6 /C2

0 + ' s = o. .Daje ono Cn = 1 / ? / . 
Pręt najmocniej ugina się pośrodku, dając strzałkę f — s / 3 8 4 Pl3 : £/. 
W wypadku ogólnym podstawiamy £„ = #4- b (2 / — o) : 2 / w równa
nie, skąd mamy: x*qx-\-r — o, gdzie y = 3 b* (2/— o)2: 4 /*, r = 
= 62(2/ — by (l —by- : 4/ ł . Ponieważ niewątpliwie (V s q? > (V, r)» 
przeto wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste równania można wypisać 
jednym wzorem w postaci 

F (l — by 1 
x . = _ b (2 - b : /) Cos |120» t 4- V» arc Cos b n^Ęl • 

b (2 /—4) 
2 l 

1 — 2 Cos 

(2 
(/—Z»)2 

120o,-4-7s "r°C°sh\2l-b) 1,2,3. 

Jedna z tych trzech wartości czynić będzie zadość warunkom 
* > C, > o. Jak widać z rysunku, wykres momentów dla pierwszej po
łaci jest prostolinjowy, dla drugiej — paraboliczny. Wykres sił tnących 
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stanowi ł amaną . Z wykresu m o m e n t ó w w i d a ć , źe skrajna war tość mo
mentu cf = Mm = — Pb (/ -f- a)2 : 8 l2 panuje w po łac i drugiej. R ó w n a 
nie dM : dr = o da o d n o ś n e C = b (1 — Va b : ' ) . Ta w a r t o ś ć jest mia
rodajna przy wyznaczaniu w y m i a r ó w bezpiecznych prę ta . 

cie 
§ 6 . O b c i ą ż e n i e s i ł ą z e w n ę t r z n ą , p r zy łożoną (Rys . 34) w punk-

o s p ó ł r z ę d n y c h (— a, O). R ó w n a n i a statyki dają: A - j - B -f- P = o, 
oraz w za łożen iu o ś r o d k a m o m e n t ó w u prawego k o ń c a 
p rę ta : A (/ + a) 4 - Ba = o. S tąd A = Pa : l, B = 
= — PL : l, gdzie L = a - j - / . W połac i pierwszej, 
p o m i ę d z y podporami panuje moment M=A(l—C), 
w drugiej, prawej, mamy M=A(l—C) — P C , przy
czem znak minus jest tu konieczny, bo s p ó ł r z ę d n e C 
są ujemne, n a l e ż y b r a ć je zatem ze znakiem odwrot
nym, jako ramiona m o m e n t ó w . 

Stąd EJrf' = To{l — l)\ 
i 

l i 
i 

4- PU. : li D l a pręta 

i 

o s t a łym przekroju poprzecznym: EJtf — C—1U Pail—^r : / j 4-1/.; P/£ ' J • 

: / oraz P / r j = D 4 - fi+ ty, p a (l — t ) 3 : l j -f- Vc ^ Z , c ' : P o n i e w a ż 

n iewątp l iwie -q = o, gdy C = o i C — / , przeto: Z) 4 - % P a / 2 = o. Z? - \ -

-\-Cl — o, skąd : Z) = — 1/6 Pal2, C = V 6 Pal i ostatecznie r ó w n a n i e od

ksz ta łcone j : Ej\ = — v s PaJr: + % PaK + ty« P a ( / — C ) 3 : / j \-VtPB*: /. 
Szukamy strzałki w połac i pierwszej, p i sząc : EJi\' = V 6 Pal — 

— tyj P a (/ — C0) 2 : l — o, skąd otrzymamy C0 = / — / : y 3, z warunkiem 
/ > C > o. Warunek ten w y p e ł n i a się istotnie, a przeto s t rza łka ft == 
= — P a / 2 : 9 / 3 £ 7 . W tej części p rę t wyg ina się ku g ó r z e ; wskazuje 
na to znak s t rzałki ujemny. W drugiej po łac i , gdzie pręt swobodnie 
/wisa , s t rza łka ugięc ia b ę d z i e na jwyższa dla C = — a, co daje ze wzoru 
dla o d k s z t a ł c o n e j / , = PLa' : 3 EJ. 

RysuneK podaje o d n o ś n e wykresy sił t nących i m o m e n t ó w . Skrajna 
war tość momentu panuje w przekroju podpartym B. Ona jest miarodaj
na przy wyznaczaniu bezpiecznych w y m i a r ó w pręta. 

§ 7. O b c i ą ż e n i e j e d n o s t a j n e z e w n ę t r z n e na odcinku b w sto
sunku p k g na j ednos tkę d ługośc i (Rys. 35). R ó w n a n i a statyki d a d z ą 

tutaj: ^ 4 - P - f - P = o, ALĄ-Ba Ą-% Pb= o, gdzie 
P=pb, L = aĄl. S tąd A = P{a — llib) : l, B = 
ES — P(l-\-a—l/ib) : l. Dz ie ląc prę t na trzy po
łacie z m i e n n o ś c i m o m e n t ó w , na odcinki : A a—b, b, 

1 J 

m o ż e m y nap i sać EJtf' = A (/—- C) l — PC i + V 2 P ( C - f 

+ a — b)2 : b. Znak minus u B jest i tu konieczny 
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ze wzg lędu na to, że s p ó ł r z ę d n e C są ujemne dla połac i drugiej. Zatem 

W = P (a — V s (/— Q : / \ + P ( / + a — V, i ) 5 ; / i + 7, P (C - f 

+ a — by 

- Vi*)( / -

6. D l a p r ę t a o stałym przekroju: EJr\' — C — 1/i P (a — 

i 
%b) C2 : / i . + i / , P ( C - j _ « _ 6 ) 2 : A , 

oraz EJri = D+ CC + y 6 P ( « - % A ) ( /—C)« ; J i + V s P (/ + « 

— V» fyi* : / * -J - V M P ( C - j - « —- A)' : 6. W danym wypadku TJ = o, gdy 

: = / l u b C = o, a przeto: D + Cl = o, £> -f- V 6 P (a — V 2 b) P = o, skąd 
D = — V6P {a—% b) P, C= V 6 P (a — V , 6) /. Te war tośc i pozwolą wy
pisać r ó w n a n i e odksz t a ł cone j . C h c ą c zna l eźć s t rza łkę połac i pierwszej, 
czynimy EJif = y 6 P ( « — VJ *) / — 7, P (« — 7 S A) (/ — : ^ = o, co 
daje: t 0 = / — / : ]/ 3 z warunkiem / > C0 > o, wype łn ia jącym się istot
nie. D l a tej war tośc i otrzymujemy szukaną s t rza łkę ft = — PP{a— 

— 1/2b) : 9 f 3 EJ. I tu również w y g i ę c i e prę ta między podporami ujaw
nia s t rza łkę u i emną : pręt wygina się ku g ó r z e . W drugiej połac i s t rzał
ka b ę d z i e na jwyższa przy C = — a. Ta s t rza łka będz ie / j = P [4 aL (2 a— 
— b)Ą-b {b'2— 2 a'-)] : 24 EJ. Rysunek podaje o d n o ś n e wykresy sił tną
c y c h i m o m e n t ó w . Cechę wyróżnia jącą obu p o w y ż s z y c h w y p a d k ó w sta
nowi umiejscowienie s t rzałki / , — n i e z a l e ż n i e od z e w n ę t r z n e g o obciążenia . 
Cztery wyżej rozpatrywane obciążenia zasadnicze są najprostsze. Ich 
skojarzenie daje wypadki z łożone , k tó re na mocy prawa o n ieza leżnośc i 
dz ia łan ia sił oraz drugiego prawa Hookea z ł a twośc ią sprowadzimy do 
tych czterech najprostszych. Obc i ążen i a t ró jką tne pomijamy, jako rza
dziej spotykane, natomiast bierzemy pod u w a g ę nas t ępu jący przykład : 

§ S. O b c i ą ż e n i e j e d n o s t a j n e p r ę t a o b u s t r o n n i e z w i s a j ą c e g o . 
L e w y koniec zwisający prę ta (Rys. 36) ma d ł u g o ś ć a, prawy — b; od
leg łość p o m i ę d z y podporami oznaczamy przez /, a ca
łą d ł u g o ś ć pręta przez 2 L = a -f- b -f- / . O b c i ą ż e 
nie p kg na j e d n o s t k ę d ługośc i pokrywa cały prę t , 
c isnąc nań z siłą P = 2 Lp. Równan ia statyki da- z c 

dzą: A -\~ B -\~ P = o oraz w z g l ę d e m prawego koń
ca p rę ta , jako o ś r o d k a sprowadzenia m o m e n t ó w 
A (/ + b) +Bb + PL = o. Stąd A = — P {L—b) : 
: l, B = — P(L — a) : l. Osie p o d p ó r dzielą p łasz
czyznę gięcia na trzy połac ie : a, l, b; m o ż e m y prze-

I i 

to nap i sać EJq"=yt P {a - f / — «)3 : L i — 
i i 

— Bi . D la pręta o s ta łym przekroju poprzecznym 

Rys. 36. 

mamy: EJ;{ = C - 7 i a P (a -f- / - <)3 : L \ — ' / 2 A {l O 2 i - i / , /3C- o r a -



— 64 — 

EJą = D + a + % \ a % l - ty : L j + •/, ̂ < / - C)» i - i / 6 5 C«. Ponie-
i i 

waż i] = o, gdy C = o lub C = /, przeto: D -f- C / - j - P a 4 : 48 Z. = o, DĄ-
+ 'As i ? (a 1)* : Z. + l /« ^ 3 = o, skąd C = - P a 4 : 48 LI + P (a + 
+ /)« : 48 Z / + Ve ^Ż3. D = — lU ^ — Vi. P ( « + O 4 i £ . Te w a r t o ś c i 
pozwolą w y p i s a ć r ó w n a n i e o d k s z t a ł c o n e j , k tó re z resz tą m o ź n a b y r ó w n i e ż 
o t r z y m a ć , rozpa t ru jąc obc iążen ie , jako z ł o ż o n e z zasadniczych o b c i ą ż e ń 
najprostszych, wyże j rozpatrywanych. 

Czyn iąc w r ó w n a n i u o d k s z t a ł c o n e j Z—a-'r-l, o t rzymamy s t r z a ł k ę 
lewego zwisa j ącego końca , u skraju pręta k o ń c o w ą z r ó w n a n i a Ejfr = 
— DĄ-C{a-^- /) . P o podstawieniu da ono / , = Pa [3 a3 + 4 a31— /*+ 
- j - 2 Ib2] : 48 EJL. Tak samo z u p e ł n i e , zak łada jąc C = — o, m o g l i b y ś m y 
o t r z y m a ć skra jną s t rza łkę prawą, p r o ś c i e j jednak otrzymamy ją wprost, 
na mocy prawa symetryi , p rzes tawia jąc l i tery a i 6, co da / 3 = P £ [3 ó 3 - j -
- j - 4 b2l — /* - j - 2 la2] : 48 EJL. Chcąc z kole i w y z n a c z y ć s t rza łkę połaci 
ś r o d k o w e j piszemy EJĄ = C— ł/i2 P (« + / — : Z, —V* (/— ^i)-'=o. 
R ó w n a n i e to ma w o g ó l e trzy pierwiastki, wyznacza jące trzy skrajne war
tości r z ę d n y c h TJ odksz ta łcone j dla tego obszaru. Świadczą one o istnie 
niu d w ó c h p u n k t ó w przeg ięc ia o d k s z t a ł c o n e j . S p ó ł r z e d n e tych punk tów 
czynić b ę d ą z a d o ś ć równan iu t{' = o czy l i M = o. Z ł a twośc ią spostrzec 
się daje, że obie s trzałki skrajne tej ś r o d k o w e j połac i dają maxima r z ę d 
nych % ś r o d k o w a , oddzielona punktami p rzeg ięc i a , — daje min imum. 
S p ó ł r z e d n e p u n k t ó w p rzeg i ęc i a wyznaczymy c z y n i ą c : M = J/4 P ( a - \ - l — 
-10)2 : LĄ-A (/ - C0) = o. Stąd (« + / — W - [(a Ą-l?— b2] (l - C0) : 
: l — o, czy l i £ 0

S — (b2 -f-l2 — a2) C0 : / - J - b2 = o i ostatecznie 

b 2 + l 2 — a2 /W+12 — ci')2 — Tb^f2 . . . . 
- o = ± y — 4/2 • R ó w n a n i e daje dwa 

pierwiastki w o g ó l n y m wypadku. O ile oba czynią z a d o ś ć warunkom 
l^-^o>o, to w ś r o d k o w e j połaci o d k s z t a ł c o n a ma dwa punkty p r z e g i ę 
cia. Jest to zarazem wyżej o m ó w i o n y wypadek trzech s t rzałek po łac i 
ś r o d k o w e j . Zachodzi on wtedy, gdy (b2 - j - / 2 — a2)2 > 4 b212 oraz b2 Ą-
-\-l2 — dl > o. G d y z n ó w (b2 -f- f- — a2)2 < 4 b212, oba pierwiastki są 
urojone: niema punk tów p r z e g i ę c i a w połaci ś r o d k o w e j . Wreszcie , g d y 
[b2 -|-12 — a2]2 — 4 b212 oraz b2-\-l2—a* > o, oba pierwiastki są r ó w n e , 
a p r z y n a l e ż n y do nich punkt o d k s z t a ł c o n e j staje się punktem p o d w ó j n e - -
go p rzeg ięc i a W jego sąs iedz twie o d k s z t a ł c o n a prostuje się, nie zmie
n ia jąc k rzywizny w z g l ę d e m osi pierwotnej, n i e o d k s z t a ł c o n e j . P o n i e w a ż 
EJr(' — M, zatem m o ż e m y zna leźć punkty p r z e g i ę c i a o d k s z t a ł c o n e j , bu
dując wykres m o m e n t ó w . O ile krzywa jego przetnie o ś w g lub i b ę 
dziemy miel i dwa punkty p rzeg ięc ia o d k s z t a ł c o n e j . W wypadku styczno
ści z osią wykresu dwa punkty g, i zlewają się w jeden punkt p o d w ó j n y , 
z n a c z ą c p o d w ó j n y punkt p rzeg i ęc i a o d k s z t a ł c o n e j ; wreszcie, gdy linja 
wykresu leży ponad os ią — odksz ta ł cona p u n k t ó w p r z e g i ę c i a w po łac i 
ś r o d k o w e j nie ujawnia. Wykres m o m e n t ó w sk łada się z t rzech ga łęz i 
parabol icznych Cj, jhm, mD. Z wykresu ł a two zna l eźć skrajne war to śc i 
m o m e n t ó w Aj = Pa2 : 4 L, Bm = Pb2 : 4 L dodatnie, oraz ch — ujemna 
w o g ó l n y m wypadku. B e z w z g l ę d n a w a r t o ś ć tych trzech m o m e n t ó w naj
większa wyrokuje o przekroju prę ta . Zazwyczaj bywa to jeden z bocz -
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nych skrajnych m o m e n t ó w , czasami, przy dostatecznie wielkiem / w sto
sunku do a i b — należy b r a ć war tość ś r o d k o w ą . Chcąc ją w y z n a c z y ć 

piszemy, jako dla minimum — — V: P (<* Jr I — ̂ 1) : Z — A — a, co 

daje Ci = (b^-Ą-P—a3) : 2 /. Po podstawieniu tej war tośc i w i ó w n a n i e mo
mentu otrzymamy ch =s= P(a 4 - /; — /) (o - f / - - b) {b - f / — a) : 8 P. 

§ 9. O b u s t r o n n e o b c i ą ż e n i e j ednos t a jne prę ta , wys ta jącego 
poza obie podp ry, m o ż e m y r o z p a t r y w a ć , jako wypadek s z c z e g ó l n y po
przedniego obc iążenia , tylko co opisanego. Na leży jeno p o z b a w i ć ob
ciążenia część ś r o d k o w ą prę ta . W tem założeniu r ó w n a n i a statyki będą: 
A-\-B-\-p (a-\-b) = o oraz dla prawego k o ń c a pręta: ap (V2 a-\-l-\-b)-\-
f- A (/ 4 - b) + Bb - f 7, pb- = o. Stąd A = — a / — / (o 9 - - o2) : 2 /, 

B = - bp — p (o2 — o 2 ) : 11. I tu osie p o d p ó r dzielą p łaszczyznę g ię 
cia na trzy po łac ie : a, I, b, jak w wypadku p o p r z e d z a j ą c y m , przyczem 

W = 72/> ( a - ł - l - y \+A(! - i ) - V 8 / » ( / - C ) S | - P H - YY^*. 

Zatem dla pierwszej połaci a o t r z y m a l i ś m y zupe łn ie ten sam wzór co 
i pierwej, natomiast w drugiej po łac i M — '/,. p (a 4 - / — C)'-' - j - A(l — 
— 9 — %p {i - tr= 7«A*»— VaA(«* — *f) l» — f ) : / ~ moment za
sadniczo się różni w danym wypadku. W o s e c symetryi obu bocznych 
połaci p rę ta m o ż e m y niewątpl iwie orzec z g ó r y , że w wykresie momen
tów obie krzywe boczne zachowują kszta ł t paraboliczny, natomiast ś rod
kowa będz ie pros tą fin', łączącą skrajne war tośc i m o m e n t ó w A'f' oraz 
B'iri. Podobny również b ę d z i e wykres sił t n ą c y c ;. Obustronnie (Rys. 36) 
p o c h y ł e proste Ca', c'D', p o ś r o d k u — prosta b'd' r ó w n o l e g ł a do podsta
wy, nadto p ros topad ł e do niej odcinki a'b' — A, ć'c' — B. P o n i e w a ż nie
wątpl iwie a A' — pa, a'b' = A, przeto b'A' — a'A' — a'b'-—.p{a2-b*):2!. 
Zatem gdy a = o = X to jest gdy pręt obustronnie jednakowo wystaje 
poza podpory — w ś r o d k o w e j części siła tnąca r ó w n a jest zeru. Nadto 
dla połaci ś r o d k o w e j wtedy M— 'l-2p^'\ jest to więc pewien rodzaj wy
gięc ia LamarWa. W za łożen iu s t a ł e g o przekroju poprzecznego odkszta ł 
cona ś r o d k o w e j części będz ie łukiem kola o promieniu p, czyniącym za
d o ś ć r ó w n a n i u 1 : p = />/.2 : 2 EJ. Skrajna w a r t o ś ć r z ę d n e j t\ — pośrod
ku da s t rza łkę / „ — p — ]/ p5 — 1/t P = p (1 — (' 1 — /-' : 4 p2), podobnie, 
jak dla wyg ięc i a Lamarlca. Zazwyczaj jednak b #J a, na leży przeto ko
rzys t ać ze wzoru o g ó l n e g o . D la p rę t a o s ta łym przekroju da on EJtf == 

= C-Vtp(« + / - < ) ' j - ' j , A ( i - :yĄil6p{i~-:)> \ - ijt BC~ - f 

r- 7, p t* oraz EJq = / ) + & 4 - 7« P (fl + / ~ *)4 j 4 - */« 4 (* - ty — 

-'lupy—^ | - 7r. # { Ł + TM /> % Tutaj 7 , = o dla ? = o i C = /, 

a przeto: Z) 4 - C V 4 - •/,., 4 £ > 4 - VM /* (a + 4' , % ̂  ~ 7w ^ = * 
Stąd D — — 7« / [a 1 (a -f- 2 / ; 2 4 - 2 o-' /-'] oraz C = / , 12 « 2 (a ; /)- r P /J. 
Po podstawieniu tych w a r t o ś c i otrzymamy r ó w n a n i e odksz t a ł cone j . C z y -
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niac w niem C s = u Ą - l b ę d z i e m y mieli dla skrajnej lewej s t rza łki prę ta 
EjJi — D + C(lĄ-a), skąd jx = l/u pa (3 a 3 + 4 aH+2 b2l). Wobec sy-
metryi o d c i n k ó w a i b w stosunku do /, m o ż e m y wprost n a p i s a ć d'a 
prawej skrajnej s t rzałki po łac i trzeciej j . — l/2i pb (3 ó s 4 - 4 ó 2 l - j - 2 « 9 /1. 
Chcąc zna leźć s t rza łkę połaci ś r o d k o w e j w za łożeniu b a piszemy 
Ejr{ — o. P o podstawieniu i sk rócen iu da to 3 (a2—o2) »0* 4 6 o 3 / 1 0 -

— I2 ( a 2 4 - 2 Z»2) = o, skąd C0 == [b2 =s= ] n / s (A* 4 - b* 4 - a 2 ó"2)] / : (o2 — o-1 
z warunkiem / > C0 ̂ > o. M o ż e m y zawsze za łożyć , że b> a, gdyby by
ło inaczej, to na leża łoby ob róc i ć prę t o 180°. W tern za łożen iu pierwszy 

warunek da nam b2 — a 2 > b2 ± Y Vs («4 + °* + a 2 o2), n a l e ż y przeto 
b r ać znak minus we wzorze powyże j wypisanym. Wtedy — a- > — 
— / V , (<?4 ~ R 4 4 - a 8 ! 5 ) czy l i 3 </4 < ^ 4 - 6 4 4 - a 2 o2, co sprawdza się 

. istotnie przy b > a. Drug i warunek daje b2— Y V i ( « 4 + ó 4 4 - a a W) > <> 
czyl i 3 / / > o 4 -(- o 4 4~ a " 4 8 i c o r ówn ież się sprawdza przy b > a. Zatem 
w ś r o d k o w e j połac i istnieje zawsze s t rza łka ugięc ia _/„, k tórą ł a two wy
znaczymy ze wzoru d la odksz t a ł cone j , czyn iąc w nim ( = C0. 

§ 10. Obustronne obc iążen ie s i ł a m i skupionemi z e w n ę t r z n e m i . 
Pierwotnie prosty prę t u k ł a d a m y na podporach poziomo i obc i ążamy u obu 
k o ń c ó w siłami p ionowemi P i Q. D la prawego k o ń c a prę ta otrzymamy 

r ó w n a n i a statyki: A-\~B-\-P-\-Q — o, r (a + 
+ 1 + b) 4 - A (l 4 - b) 4 - Bb — o, skąd : A = — 
— [ P (a+l) — Ob] : l, B = — [Q (b \-l)-Pa] : l, 
Osie p o d p ó r dzielą p ł a s z c z y z n ę gięcia na trzy po
łacie, będz i emy mieli przeto: EJt[" — P (l 4 - a — 

i i 
— 9 i -[ A (l — C) i — 5 C. D l a prę ta o przekro-

Rvs. 37. 
ju poprzecznym s ta łym: EJr,' == C— V i P 

— C ) * ] — '/•• 4 ( i — 9 2 I — l/» 5 C i oraz EJ u s 

Z > + C * 4 - V , , P ( / 4 - a - 9 ' 

dla C s= o i C = /, a zatem D 

V . ^ (/ «)»! — V i P C 3 . Tutaj tfc 

67 4 - V« Pa* = o, D i - V , P (/ 4 - ay - i 
- j - V« = o, skąd P = — «/, P a (2 / 2 4 - 3 / f f + <z2) — % C = 
= V ą P # (2 / 4 - 3 a) 4 - V 6 Qbl. Czyniąc C = fl-j-/ w r ó w n a n i u odksz ta ł 
conej, otrzymamy l ewą skra jną s t rza łkę z r ó w n a n i a EJJ1 = D 4 - C {a-\-
4 - / ) , co daje: / t = « [2 P a (a 4 - /) + Obi] : 6 P / . N a mocy symetrji 
P \ O, a \ b m o ż e m y napisać wprost wzór dla s t rzałki k o ń c o w e j trzeciej 
połacT: / , == b [2 Qb {b 4 - /) 4 - Pal] : 6 P / . 

C z y i w połaci ś r o d k o w e j istnieją s t rzałki? Chcąc rozwiązać to py
tanie, na leży zna leźć skrajne wartości r z ę d n y c h tj, c zy l i zna leźć pierwiast
ki r ó w n a n i a EJrf=o, wypisanego dla po łac i ś r o d k o w e j i p o d s t a w i ć 
w równan ie odksz ta ł cone j . T y l k o co wypisane r ó w n a n i e sprowadza się 
do 3 {Pa — Ob) C 0

2 - | - 6 Qbl\ —l2 (2 Qb+ Pa) = o, skąd, przy Pa^Qb, 

otrzymamy Y V , (1 Ą-n Ą- n*j] : (1 — «), gdzie oznaczy l i śmy 
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3i — Pa : Qb. Nadto b y ć musi, jako dla połac i ś rodkowe j , / > > t>. 
Zważmy , że w a r t o ś ć bezwzg lędną n m o ż n a uczynić zawsze mniejszą od 
jednostki , w razie bowiem przeciwnym wystarczy o b r ó c i ć prę t o 180°. 
Wobec tego 1 — n>o i ostatecznie warunek / > C0 > o otrzyma pos t ać 

1 — n > 1 ± y % (1 + n-\-n2)>o. Prawa n ie równość wype łn i a się zaw
sze, p o n i e w a ż pierwiastek jest n iewątpl iwie mniejszy od j ednośc i ; lewa 

daje — n> ± Y V 3 (1 + « + «'")• G d y siły P i O działają w jednym kie
runku, wtedy \ >n~>P, a zatem należy u t r z y m a ć jeno dolny znak przed 
pierwiastkiem. T o znaczy, że w wypadku jednokierunkowego dzia łania 
sił w połaci ś r o d k o w e j istnieje tylko jedna s t rzałka ugięc ia . G d y siły są 
r ó ż n o k i e r u n k o w e , o > « J > — 1 . I tu znak dolny przed pierwiastkiem 
na leży równ ież z a c h o w a ć , a nadto przy n < — y2 zachodzi jeszcze nie
r ó w n o ś ć — n > Y Vs O + n 4~ 1 l 2 \ Zatem w wypadku r ó ż n o k i e r u n k o w e -
go działania sił w połaci ś r o d k o w e j istnieje jedna tylko s t rzałka , gdy 
0 > n >- — l/s • G d y zaś — '/a n ~> — h odksz t a ł cona w ś r o d k o w e j 
części wygina s ię podwójn ie , ujawniając dwie s t rzałki , dające maximum 
1 minimum r z ę d n y c h n dla tej połaci . P o m i ę d z y temi s t r za łkami istnieje 
zawsze punkt przegięcia . Nadto istnieje on zawsze w wypadku różnok ie -
runkowego dzia łan ia sił P i Q. Ła two to udowodn ić , z w a ż y w s z y , że 
w punkcie p rzeg ięc ia EJif' = M = P (/? -f- a — ̂ ) + A (l — C,) — o, skąd 
mamy ^1 — I : (1 — /i) z warunkiem / > Jj v a. Warunek ten wymaga, 
aby n < o. 

Chcąc w y z n a c z y ć bezpieczne wymiary p rę ta , na leży zna leźć skrajne 
war tośc i m o m e n t ó w . W po łac i ach bocznych momenty rosną linjowo od 
zera do Ma — Pa i Mj, — Ob. W połaci ś r o d k o w e j moment się zmie
nia l iniowo p o m i ę d z y temi dwiema w a r t o ś c i a m i . O d n o ś n y wykres poda
je (Rys. 37). Pe łna odksz t a ł cona — odpowiada jednokierunkowemu dzia
łaniu sił, — przerywana .— r ó ż n o k i e r u n k o w e m u . Wrysowano również ła
maną wykresu sił tnących. W s z c z e g ó l n y m wypadku, gdy Pa — Ob. 
mamy Ma === M/, — M. Ś r o d k o w a linja wykresu jest wtedy r ó w n o l e g ł a 
do podstawy, a przeto ś r o d k o w a część odksz t a ł cone j s t anowić b ę d z i e łuk 
koła o promieniu p—EJ: M i s t r za łce p o ś r o d k u f= p (1 — j / 1— / * : 4 p). 
Nadto w tym wypadku: A — —P, B —— Q, a zatem w ś r o d k o w e j czę
ści p rę t a siła tnąca jest równa zeru. 

§ 11. Belka na d w ó c h podporach, statycznie niewjrznaczal-
n a zewnę t r zn i e , odpowiada wszelkiemu u k ł a d o w i podpó r , r ó ż n e m u od 
tylko co rozpatrywanego. J eże l i damy p r a w ą p o d p o r ę stałą, a lewą po
zostawimy rolkową, to otrzymamy be lkę jednostronnie z a m o c o w a n ą a dru
gostronnie podpar tą . Jest to jedyny u k ł a d o pojedynczej odporze pozio
mej H, k tó ra w wypadku działania sił p ro s topad łych do pierwotnej osi 
poziomej belki r ó w n a jest oczywiśc ie zeru. I tu początek osi nierucho
mych obieramy w podpartym punkcie prawym — pierwotnej osi BZ. Oś 
Bi\ kierujemy w dół , o ś B& — ku pa t r zącemu . Odpory b ę d ą tu: piono
we A, B, poz iomy H i moment osadczy prawy . l / g Rozpatrzmy dwa 
2asadniczc rodzaje obciążeń g n ą c y c h : 



§ 12. Obciążenie c i ą g ł e , p o k r y w a j ą c e całą be lkę w stosunku 
P kg na j e d n o s t k ę d ługośc i (Rys. 38). Równania statyki wypisane dla. 

punktu B dadzą: A-\-B+pl=o, H=o, Al+llipPĄ-
4- MB = o. skąd MB= — Al — % PI, B = — A—P, 
gdzie przez P— pl oznaczy l i śmy cały c ięża r obc iąże 
nia. Zatem EJi{" = A (/ — C) 4 - % /> (/— C)2, tu bowiem 
mamy tylko j e d n ą po łać zmiennośc i m o m e n t ó w . W tym 
wzorze ^2 jest statycznie odporem niewyznaczalnym. 
ła two go jednak wyznaczymy z równań g ięc ia , gdy 
przekró j poprzeczny pręta jest s ta ły . W tern założeniu 

Rys. 38. 
mamy EJi{ =. C — 1ji A (/ — C)2 — Ve P (! — 0* oraz 
A A ] = + CC - i - V . A (łHP + V « ( " / - O 4 . Tutaj dla 
C = / mamy TJ — o, a nadto dla C = o będz ie TJ = o 

i rf z= o, co b e z p o ś r e d n i o wynika ze sposobu umocowania prę ta w B. 
Zatem Z) -f- CV = o, D - j - >/6 AP + 1

/ 2 4 //* = o, C — l / i ̂ 2 - xh P* = ©• 
M n o ż ą c trzecie r ó w n a n i e przel / dodajemy do drugiego. S tąd na zasa
dzie pierwszego mamy A = — 3/s pl. Nadto C = — V« pP> D = yi8 pl'. 
Te war tośc i wyznaczą r ó w n a n i e odksz t a ł cone j . Chcąc zna leźć s t rza łkę , 
czynimy EJrf — o, co daje:-8 (/ — Q s -h 9 / (i — U 2 — P = C0 (8 C0- -

— 15 / C 0 + 6 / 2) =a= o. Stąd C0 = / (15 — y'33) : 16. T a w a r t o ś ć po pod
stawieniu w , r ó w n a n i e odksz ta łcone j da s t r za łkę / = (78 4 - 110 j / 3 3 ) PP : 
: (2 X 164 X £/) 2? 7 3 / 3 : 1 8 5 £ / • C h c a c 2 k ° ! e i z n a l e ź ć punkt p r z e g i ę 
cia, czyn imy EJr{' = o, co daje (/ — Ci) (/ - 4 fJi) == o, skąd Ct =e= l / i / . 
Tutaj panuje nadto moment r ó w n y zeru. 

Skra jną war tość momentu wyznaczymy z r ó w n a n i a -5=- e= — ^4 — • 
a; • 

— /> (/ — C>), k tóre daje C » = % /. W tym punkcie w a r t o ś ć momentu 
wynos i M,„ == — 0 / r j s pl2. Po prze jśc iu przez zero w punkcie p rzeg ięc ia 
momenty z ujemnych stają s ię dodatnie i os ięgają skrajną war tość w prze
kroju osadczym, gdzie M0 — Al 4 - V i P^ = % == — T a ostat
nia wa r to ść stanowi zarazem b e z w z g l ę d n e maximum, w y r o k u j ą c e o do
statecznych wymiarach prę ta . Wykresy m o m e n t ó w i sił t n ą c y c h podaje 
rysunek. 

§ 13. Obciążenie s i łą s k u p i o n ą , p r zy łożoną w od leg łośc i a od 
lewej rolkowej podpory. Niech (Rys. 39) nadto będz ie l — a-\-b, a wte

dy r ó w n a n i a statyki dla punktu B d a d z ą A 4 - B 4 
Ą-P=o, Al j - Pb 4 - MB - o. Stąd M&*= — Al-
— Pb, B —- — P A, zatem o d p ó r A jest statycz
nie niewyznaczalny. Okreś l imy go z ł a twośc ią dla 
belki o s ta łym przekroju poprzecznym, p isząc EJ-i{'-~ 

— A (I — L) i -}-P(b C). Tutaj oś siły dzieli p łasz-
4 ' Ą 

V 8 

czyznę g ięc ia na dwie po łac ie . S t ąd EJi{ = ( 

Rys 39. '/, A U — 0* j -'-UPib O8, £ / v />•!• « 4-
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i 
4 - Vo <Ą (ł — s>5 ' -'r V« J>(° — ' t u znów r, == o gdy Z — la nadto 

i 
^ = o j Y = o, gdy C = o. S k ą d D | Cl = o. Z) 4 - - j - "/« = 
= o, C — V 2 4Pr-lU P& ~ o. Z tych r ó w n a ń mamy A = — P # (3 / — 
— A) : 2 l \ C = - P # (/ — 4) :' 4 /, Z? = »/« P o 2 (/ — 4). Korzystając 
z tych w a r t o ś c i snadnie wyznaczymy odksz ta łconą . Czyn iąc C — b w jej 
r ó w n a n i u otrzymamy s t rza łkę siły fp =n Pb* (1— b) [(2/—4)2— lb\ : 
: 12 Z\/7 S . Chcąc w y z n a c z y ć s t rza łkę ugięc ia o k r e ś l a m y z r ó w n a n i a 
•;-= o o d n o ś n ą w a r t o ś ć C . D l a pierwszej połaci r ó w n a n i e to: 
— Pb* (l — b) : 4 / 4 - P 4 a (3 / — 4) (/ — C 0 ) 2 : 4 / » = o da: C = 114 ± ' 
± l^/—b) : (3 l—oj] z warunkiem / > C0 o. Pierwszej n i e równośc i 
uczynimy zadość , zachowując jeno znak minus we wzorze; druga n i e r ó w 
ność wymaga, aby l — / ]/ (l — b) : (3 I— b) l> b. M a to miejsce dla 
wszelkich war tośc i 4 <'. 1(2 •--]•' 2), a wtedy mamy istotnie s t r za łkę w po
łaci pierwszej / „ == Pb2 (l — b) y^T—J^JŚT— b) : 6 EJ. G d y b:: l (2— 
— y 2), s t r za łka przechodzi do połac i drugiej . Ze wzoru EJr{ = C 
— */ł A (l - C , ) 2 — V i P (b—^y — o wyznaczymy odc ię te t, = o i Cj = 
== 2'lb [2 /- — 3 Ib 4 - 4»j : [2/3 — 3 /o- 4 - o3] s= 2 14 (2 / — 4 ) : (2 /-' 2db- j 

1 - //-'). Czyniąc we wzorze dla odksz t a ł cone j J = C, , otrzymamy szukaną 
s t r z a łkę dla drugiej po łac i . Wreszcie, gdy /; -— 1(2 - - ] ' 2), wtedy C„ = 4, 
czy l i f — fp — s t rza łka ug ięc ia stanowi strzałkę siły zarazem. 

Chcąc zna leźć punkty p rzeg ięc i a odkształconej, piszemy: EJi," = 
•'''.•V , • •' | . ' •; . ' i *Ś ' ••' vV . 

— A (l — Cs) ' 4 - P (b — C3) = o. T o r ó w n a n i e daje dla połac i pierwszej 
i 

C3 = /, zatem jedynie w połaci drugiej m o ż e m y oczek iwać istotnego punk
tu p r z e g i ę c i a , przy Cs = bl (2 l—b) : (2 / 2 + 2 /o 4 4») = 7 , C a . W tern 
miejscu panuje nadto w a r t o ś ć zerowa momentu g n ą c e g o . W pierwszej 
po łac i moment maleje l injowo aż do skrajnej wa r to śc i Mp—-• A (l — b); 
w połac i drugiej moment ro śn i e od tej war tośc i ujemnej, aż do war tośc i 
dodatniej M0 — Al 4 - Pb = — MB ponad p o d p o r ą p rawą . O d n o ś n y wy
kres m o m e n t ó w i sił t n ą c y c h podaje rysunek. Różnica M0-\-Mp~ 
= Pb\l — b) (2 l2 - 4 4 / 4 b-) : 2 l» staje się zerem dla 4=7(2- | 21. 
Skoro więc 4 < / ( 2 — | 2), wtedy Ma stanowi maximum m o m e n t ó w bez
w z g l ę d n e , gdy zaś b > / (2 — \l 2) — maximum daje M p 

§ 1A. Belki w i e l o p r z ę s ł o w e . Be lka tylko co rozpatrywana sta
nowi niewątpl iwie jedyny ust rój dwupodporowy, nie ujawniający o d p o r ó w 
poziomych przy obciążeniu g n ą c e m pionowem, dalsze więc rozważan ie 
us t ro jów statycznie n iewyznaczalnych z kon iecznośc i wkracza w dz iedz i 
n ę belek wielopodporowych czy l i wieloprzęslowych, bo przesłon nazywamy 
cześć belki, przerzuconą ponad dwiema sąsiednicmi podporami. Zatem bel
k ę , leżącą na n - j - 1 podporach zowiemy n — przęs lową . Przy obc i ąźe -

8 
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niu g n ą c e m pionowem n — przę s łowa belka pozioma nie daje o d p o r ó w 
poziomych jedynie w tym wypadku, gdy n jej p o d p ó r na leży do typu 
ro lkowych , a pozos ta ła , dajmy na to, prawa skrajna podpora B jest p rzegu
bowa, lub s ta ła . W niej umieszczamy p o c z ą t e k s ta łych osi s p ó ł r z ę d n y c h , 
k ie ru jąc oś Z?£ po osi pierwotnej n i eodksz t a ł cone j be lk i . O ś Bt\ kieru
jemy w dół a o ś B^ ku p a t r z ą c e m u . Skrajną lewą p o d p o r ę oznaczamy 
przez A, ś r o d k o w e przez X, Y, Z \ t. d. idąc od lewej ku prawej. Te 
same l i tery mianują zarazem odpory pionowe. Przy obc iążeniu s i łami 
pionowemi r ó w n a n i a statyki pozwolą w y z n a c z y ć dwa odpory pionowe, 
powiedzmy A i B, oraz o d p ó r poz iomy / / prawej podpory, oczywiśc i e 
r ó w n y zeru. P o z o s t a ł e odpory pionowe X, Y, Z... oraz domniemany 
moment osadczy podpory prawej będą statycznie niewyznaczalnemi, 
które z r e sz t ą ł a t w o wyznaczymy z r ó w n a ń g ięc ia dla belki o s ta łym prze
kroju poprzecznym. Najlepiej to uwypuk lą p r z y k ł a d y . 

§ 15. B e l k a d w u p r z ę s ł o w a , dajmy na to, obc iążona jednostajnie 
w stosunku p k g na j e d n o s t k ę d ł u g o ś c i (Rys. 40). D ł u g o ś ć lewego p r z ę 

sła niech będz ie a, prawego — b, nadto l=a-\-b. 
Podpory A, X są rolkowe, prawa B — przegu
bowa. Równan ia statyki w stosunku do punktu 
B dadzą: AĄ-XĄ- B + pl — o, Al+Xb+l/pP= 
= o, można z nich w y z n a c z y ć A i B w za leż
n o ś c i od jedynej w danym wypadku statycznie 
niewyznaczalnej X. M i m o to m o ż e m y , nie okre
ślając A i B, w y p i s a ć r ó w n a n i e g ięc ia Ejt(' == 

R y s . .w. =A(l—:) + y2p(l — cy- j - f X (b — C). W za

łożeniu s t a ł e g o przekroju belk i b ę d z i e m y miel i : EJt'{ == C—1/2 A (/—C)2— 

- l l , p V ~ W | - l k X (b-ry, Efy = D + cc + 7. 4 ( ' - O H 

+ ll2iPil— C)ł i + 1l6X(b— A b y w y z n a c z y ć ć, D, X u w z g l ę d n i a 
my warunki podparcia belki . P r z y C = o mamy rt = o a nadto jeszcze 
H = o dla C = A i C = l S tąd: D + Cl = o, D - f Cb + 7, Aa3 Ą-
4. 7„ /te4 = o, D -f- 76 ^4/ł - j - >/„ />/4 + 76 = o. M n o ż y m y pierwsze 
r ó w n a n i e przez b i odejmujemy od drugiego, p o m n o ż o n e g o przez /. 
Różnicę Da -\- 7« Ala2 4" l/-t/>lal = o odejmujemy od ostatniego r ó w n a 
nia, skąd: Xb* Ą-Al (2 a 4 A) - j - 74 pl (3 o 3 -f- 3 ab - f £ 2 ) = o. Wreszc ie 
m n o ż y m y r ó w n a n i e m o m e n t ó w przez b i odejmujemy. W w y n i k u otrzy
mamy wprost A = — »/g (3 «a 4- ab — b2):a= — 7 , / a - f 78 /» (a34-£s) : 
: al. N a mocy symetrji m o ż e m y wyp i sać odrazu B —— lUpb~\- Up(aiJ{ 

\- b3) : bl,f' wreszcie z r ó w n a n i a sił mamy: X = — pl — A — B = — 
— 1lipl—• 7g P (a* ~f~ b%) '• ab. Dalej z trzeciego równania : D — lj2Ą pall— 
— 74R pa ( a s - | - /*»), C = — 7 ? 4 pa? - f 7 4 B <̂z ( a s - j - £») : /. W ten s p o s ó b 
wyznaczy l i śmy wszystkie niewiadome, m o ż e m y przeto z b a d a ć ksz ta ł t i b i e g 
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o d k s z t a ł c o n e j . Rozwiązując r ó w n a n i e Ejq' — o, o t rzymamy strzałki ugię
cia prę ta . Nadto ł a two m o ż e m y znaleźć punkty p rzeg i ęc i a odksz ta łcone j , 
panuje w nich bowiem zerowa war tość momentu g n ą c e g o . Zatem w tych 
punktach EJ-ą" — o. D l a pierwszej po łac i : A (l — C0) -(- l/s P U — C0) 2 = o, 
skąd: C0 = / + 2 A : = 6 + (a3 -f- ó 3 ) : 4 o/. D l a drugiej połaci : «4 (/— 
— W + V i P ( ' — W 2 + X (b—d) == o, co daje d = — 2 5 : p = b — 
— ( c 3 —j— 63) : 4 i / . Na l eży przytem koniecznie sp rawdz ić , czy znalezione 
war tośc i o d c i ę t y c h czynią zadość warunkom: l > C0 > b > d > o. Wa
runki C0 > ó >- Ci są oczywiste, na leży przeto jeno z b a d a ć , k iedy / > C„ 
i d > o. Zawsze m o ż e m y za łożyć , że b : a = n < 1, w przeciwnym bo
wiem razie wystarcza o b r ó c i ć p r ę t o 180", aby o t r z y m a ć p o w y ż s z ą za
leżność . Zatem b — an, / = + / ; ) , co podstawiwszy w pierwszą 
n i e r ó w n o ś ć wyżej zaznaczoną , otrzymamy a (1 4- n) > an —J- (1 -f- w3) a : 
:.4(14-«)» inaczej: 4 > 1—n -4- n2. Ot rzymana n i e r ó w n o ś ć wy ełnia 
się zawsze przy wszelkiem n ulainkowem dodatniem. Stąd wniosek, że 
w większe j połac i istnieje zawsze punkt p r z e g i ę c i a odksz t a ł cone j . Drug i , 
powyże j wypisany warunek da nam an— (1 -\-n3) a : 4 » ( 1 -\-n) > o, 
czy l i 3 n 2 - f H — 1 :> o. Ten warunek wype łn ia s ię , gdy 1 > « > Vc (— 

—-1 -f-}^13). Ostatecznie w i ę c punkty p rzeg ięc i a is tnieją dla obu przęseł 
wtedy jedynie, gdy a ;> b > y 6 (— 1 -\-Yl3) a; natomiast, gdy V« (— 1-f-
-\~y\3) a > b > o, punkt przegięc ia o d k s z t a ł c o n e j istnieje tylko dla więk
szego p rzęs ła . C h c ą c dalej zna leźć skrajne war to śc i m o m e n t ó w , piszemy 

"jf = — A — p (l— Cs) = o dla pierwszego p rzęs ł a , skąd C 3 = IĄ-A : p, 
a\ 

Po podstawieniu tej war tośc i we w z ó r otrzymamy skrajną war tość mo-

mentu pierwszej połac i Mx — — A1 : 2 p. D la połac i drugiej = > 

= — A — p (l — C4) — X = B -4- / K 4 == o, c z y l i C4 = — B : p. O d n o ś n a 
skrajna w a r t o ś ć momentu wyniesie M., = — B 2 : 2 p. Moment odporowy 
ś r o d k o w y otrzymamy, czyniąc C = b we wzorze dla m o m e n t ó w : Mx = 
— A{l — b) + V, p(l — b)2= a (A+VJ pa) == »/s ( « 3 4; * 3 ) : / . O d n o ś n y 
wykres m o m e n t ó w i sił t n ą c y c h podaje rysunek. G o d z i się tu zaznaczyć , 
że wa r to ść skrajna momentu ujemna Mx istnieje zawsze dla połac i więk
szej, d ruga zaś M2 tylko o tyle, o ile a• > b > ł /c (— 1 4~ 1^13) a, w prze
c iwnym razie w połac i drugiej moment sp ływa parabolicznie od Mx do 
zora, nie p rzec ina jąc podstawy wykresu. W s z c z e g ó l n y m wypadku, gdy 
a = b = % 7, b ę d z i e m y miel i A = B = — 3/,6 pl, X = — 5/8 pl, Mx = 

-M2 = — 'JUi2pPt Mx==ilvipł3> przyczem obie skrajne war tośc i mo
m e n t ó w ujemne leżą symetrycznie w od l eg ło śc i 5 / i« l od ś r o d k o w e j pod
pory, tutaj bowiem: C3 == 1 S / , C I, C, == Vu l, a nadto: C„ = 5/s l, d == '/„ l. 

Te rachunki nie należą do ła twych . T r u d n o ś c i rosną wraz z liczbą 
p o d p ó r , to też od dawna starano się rachunek b e z p o ś r e d n i o m i n ą ć spo
sobami, rychlej p r o w a d z ą c y m i do celu. Jeden z z nich bierze za punkt 
wyjśc ia : 

§ 17. Zastosowanie zasady n i e z a l e ż n o ś c i dz ia łan ia sil do 

file://-/-Yl3
file://-/~y/3
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o b l i c z a n i a b e l e k w i e l o p r z ę s ł o w y c h . W e ź m y pod u w a g ę j akąko lwiek 
belkę n p rzęs łową, obc iążoną układem sił pionowych. Skrajna prawa jej 
podpora niech będz ie przegubowa, pozos ta łe — rolkowe. O d r z u ć m y 
wszystkie p o ś r e d n i e podpory X, Y, Z , . . , a uczynimy prę t statycznie 
wyznacza lnym, b ę d z i e m y mogl i przeto ła two "wyznaczyć równan ie jego 
odksz t a ł cone j tv założeniu stałego poprzecznego przekroju belki. 

Z tego r ó w n a n i a otrzymamy strzałki ug ięc ia belki w miejscach od
rzuconych p o d p ó r . Nazwijmy je fx , fy , Jz , . . . . Te s t rzałki odpowia
dają wygięc iu pręta pod jarzmem istotnie dzia ła jącego obc iążen ia sił pio
nowych, c i snących na be lkę , spoczywającą jeno na skrajnych d w ó c h pod
porach. Odc iążmy be lkę , i , po wyprostowaniu się jej os i podłużne j , przy
ł ó ż m y w miejscu, gdzie by ł a dawniej podpora X — siłę X p ionową . T a 
siła ugnie prę t ponownie, dając w miejscach, skąd odrzuc i l i śmy podpory 
— odpowiednio s t rza łki ug ięc ia fxx, j y x , j a x , . . . , k tó re z ła twością 
wyznaczymy z o d n o ś n e g o r ó w n a n i a odksz t a ł cone j . Z kole i odrzucamy 
siłę X. i p r z y k ł a d a m y n o w ą siłę Y tam, gdzie uprzednio była podpora Y. 
1 z n ó w z o d n o ś n e g o r ó w n a n i a o d k s z t a ł c o n e j wyznaczymy s t rza łki jyy, 
fyyjjgj w miejscach odrzuconych p o d p ó r . Tę c z y n n o ś ć powtarza
my aż do wyczerpania wszystkich p o ś r e d n i c h p u n k t ó w dawnego podpar
cia belki . Wreszcie po ostatniem odc iążen iu belki , przywracamy pierwot
ne, rzeczywiste jej obc iążen ie łącznie z siłami X, Y, Z , . . . , k tó re 
mają zastąpić dz ia łan ie odrzuconych p o d p ó r . T o łączne obc iążen ie da 
wypadkowe strzałki , k tóre na mocy drugiego prawa Hooke 'a oraz prawa 
o n ieza lcżnem dzia łaniu sił s t a n o w i ć będą sumy fx -f- fxx -f- fxy -\-

fxS + • • • • =fl>fv + fyx + fyy + fyS 4" • • • . = / 2 , f~ 4" fsx + 
\- fzy + fss ~V • • • • — A 1 d. Zatem, aby dzia łan ie sił X, Y, Z, . . , 

zas tępujących podpory odrzucone, by ło istotne i zgodne z rzeczywistością, 
na leży o t r z y m a ć fx == f., = — . . . . = o, belka bowiem ponad pod
porami nie zmienia poziomu, jako podparta. S ł o w e m , z uk ładu r ó w n a ń 
fi — °> h — °> ./•: == o . . . . trzeba w y z n a c z y ć układ właśc iwych war-
:ości X, Y, Z , . . Na tej prostej myśl i polega ca ły s p o s ó b p o w y ż s z y , 
niestety jednak nader niewygodny przy większe j l iczbie przęseł . 

W zastosowaniu do be lk i d w u p r z ę s ł o w e j , wyżej rozpatrywanej, spo
sób ten opiera się na odrzuceniu poś redn ie j podpory. Obc iążen ie be lk i 
jednostajne da w miejscu podpory odrzuconej s t rza łkę fx , k tó rą ł a two 
wyznaczymy* czyn iąc "~ ~- b we wzorze odksz t a ł cone j . W ustępie p ią tym 
tego rozdzia łu mie l i śmy w z ó r EJrt = >/« PbP — l / 2 4 P o 8 — ljn PblX 4 -

-;- 'i-,, PP t: l— Via Pb (/ — O 8 : / i - f % P(b — C)4 : b. P o n i e w a ż w da-

nym wypadku obc iążen ie pokrywa całą be lkę , przeto na leży we wzorze 
nap i s ać wszędzie / zamiast b, co da P / r , == ty24 p t (C* — 2 / C 2 - j - / 8 ) . A za
tem Eff,. = '!,, pb — 2 Ib9 4-19} = VH pab (a2 4- 3 ab f b"). Z kolei 
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•obciążamy be lkę siłą skup ioną X, przyłożoną w od leg łośc i Z — b, a więc 
W miejscu odrzuconej podpory i wyznaczamy jej s trzałkę siły fxx ze wzo
ru EJfxx = Xaib2 : 3 /, podanego w us tęp ie czwartym rozdzia łu niniej
szego. Dobie rzmy X tak, aby fx -\- fxx = o, a otrzymamy is totną war
tość odpory X, wszystkie trzy bowiem podpory prę ta winny być na jed
nym poziomie, a podczas wygięc ia poś redn ia podpora obniżeniu nie uleg
nie. Stąd mamy: X= — 1 / 8 p {a2 - f 3 ab -f- b2) l:ab — —i/2p—ilRp (<?H 
- j - £ s ) : ab. Tę s a m ą w a r t o ś ć o t r zyma l i śmy uprzednio d rogą bezpoś redn ią . 

§ 18. B e l k a t r ó j p r z ę s l o w a . W e ź m y pod u w a g ę prę t o s ta łym 
przekroju poprzecznym, wsparty na cztery podpory A, X, Y, B, uszere
gowane poziomo. Długośc i przęse ł oznaczamy odpowiednio przez a, X, b, 
przyczem cala d ługość pręta / = a - j - X -j- /; dźwiga obciążenie , dajmy na 
to, jednostajne p KG na j e d n o s t k ę d ługośc i . R ó w n a n i a statyki dla skraj
nej podpory prawej będą: A-\-X Ą- Y -f- B -f- pl —. o. Al - f X (X -f- b)Ą-
-j- Yh -f- ;V«pt* = o. Z nich wyznaczymy A i B w zależności od sta
tycznie niewyznaczalnych X, Y. Trzeciego r ó w n a n i a nie wypisujemy, 
z a k ł a d a m y bowiem że prawa podpora B jest przegubowa a pozos t a ł e — 
—- rolkowe. J e d y n ą zatem siłą poz iomą będz ie tu o d p ó , H skrajnej pod
pory prawej. W założeniu sił wyłączn ie p ionowych H — o. Chcąc wy
znaczyć X, Y, odrzucamy obie podpory p o ś r e d n i e i z a k ł a d a m y , że prę t , 
jak dawniej, ulega obc i ążen iu jednostajnemu, k tóre daje s trzałki fx i fy 

w miejscach, gdzie były podpory X i Y Czyniąc, C s== b.-Ą- X oraz Z — b 
w o d n o ś n y m wzorze o d k s z t a ł c o n e j , otrzymamy: EJ/X — xlu po (b -f~ 
-f X) [a2 + 3 a (b + X) - f (b \ X)'] oraz EJfy = %t pl, (a - f X) [ («- ' r X) 2 4 
-)- 3 b (a -f- X) - | - b2\. Z kolei z a k ł a d a m y , że belka obc iążona jest silą X, 
przy łożoną w miejscu odrzuconej podpory X i wyznaczamy s t rza łkę tej 
siły EJjxx = Xa2 (b-\- X)s : 3 /, oraz s trzałkę fyx ugięcia pręta w miejscu 
odrzuconej podpory Y. W us tęp ie czwartym rozdz ia łu niniejszego mie
l i śmy wzór EĄ = V,-. Pb (P - ®) - */* Pb (/» - A*) C : / - Ve Pb (l -

i 
— ry : / i _|_ t/a /> (/; — ;)=. A b y go d o s t o s o w a ć do wypadku obecnego, 

na leży uczynić P~X, b — ).-\-b oraz C==&, a wtedy %lEJfyx=~ 
— Xab [X2 -(- 2 £X - | - 2 «X - j - 2 B£]: Z kolei po raz ostatni z ak ł adamy , że 
belka obc iążona jest siłą skup ioną Y, p r z y l o ź o n ą w miejscu odrzuconej 
podpory Y, i o k r e ś l a m y s t rza łkę tej siły EJfyy= Y (a + X)'2 b2 : 31 oraz 
s t rza łkę ug ięc ia / , . , , belki ponad o d r z u c o n ą p o d p o r ą X. W tym celu 
w r ó w n a n i u odksz t a ł cone j , powyże j wypisanem, czynimy P — Y oraz 
Z—b-\~\. Odrzuciwszy wyraz poza kreską, otrzymamy: 6 lEJfxy = 

Yab (X2 ; - 2 ab ~j- 2 oX -f- 2 bl). W istocie wszystkie tc trzy obciążenia 
działają r ó w n o c z e ś n i e , siły bowiem X, Y mają zastąpić dz ia łan ie podpór . 
W obec zupe łne j n ie ruchomośc i p o d p ó r poś redn ich , na leży niewątpl iwie 
uczyn i ć fx + fxx + fxy = o, £ + / > v + = o. Te dwa r ó w n a n i a 
linjowe w z g l ę d e m X, Y pozwolą w y z n a c z y ć brakujące odpory. 

W s z c z e g ó l n y m wypadku, gdy a = \ — b—1/3l, b ędz i emy mieli 
fx =/> - " W 1 : EJ, f,.x = %A, XP : EJ, fyx = V486 A7» : EJ, 
/w = V»« y : oraz / U == 7/. 1 8 l , YP : £ / . Doda j ą c o d n o ś n e s t rza łki , 
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otrzymamy po skrócen iu przez P : 972 EJ r ównan ia 11 / / -f- 16 X -f-
14 Y= 11 lp-\- 16 y - j - 14 A = o . S tąd b e z p o ś r e d n i o A ' = r = — n/iol/>. 
Nadto z r ó w n a ń statyki mamy: A — B = — 2 / l s W ten s p o s ó b za
gadnienie sprowadza się do dziedziny znanej. T y l k o co rozpatrywany 
wypadek jest już daleko bardziej z łożony: t rudnośc i rosną wraz z liczbą 
p o d p ó r p o ś r e d n i c h . Na leży przeto p o z n a ć sposoby, nie pos i ada j ące tej 
wady. W tym celu ustalimy przedewszystkiem: 

§ 19 . P r a w o z n a k o w a n i a w z o r u d l a g i ę c i a w ł a ś c i w e g o 
p ł a s k i e g o . W y b ó r znaku we wzorze p r z y b l i ż o n y m : ± EJf\" = M za
leży n iewątpl iwie od p o ł o ż e n i a s ta łych osi , k tó re zazwyczaj prowadzimy 
ze skrajnej prawej podpory B, k ierując o ś P C na lewo po osi pierwot
nej prę ta , o ś Bi\ w dó ł , a P £ — ku pa t rzącemu. Nadto znak wzoru zale
ży n iewątp l iwie od kierunku sprowadzania sil gnących do środków prze
krojów poprzecznych. Zazwyczaj rozpoczynamy od skrajnego lewego 
przekroju prę ta , idąc poprzez wszystkie przekroje dalsze — ku skrajnemu 
prawemu. Kolejno przytem u w z g l ę d n i a m y siły g n ą c e , spotykane po dro
dze, sprowadzamy bowiem do ś r o d k a k a ż d e g o przekroju poprzecznego 
k a ż d o r a z o w o tylko lewy u k ł a d sił g n ą c y c h . Siły g n ą c e i odpory dodat
nie, a więc jednokierunkowe z osią PTJ , bo skierowane w dół, przy spro
wadzeniu do ś rodka przekroju na prawo od nich l eżącego — dają mo
menty l e w o s k r ę t n e , przeciwko s t rzałce zegara dla p a t r z ą c e g o ; natomiast 
si ły i odpory ujemne, a więc skierowane odwrotnie, dają momenty pra-
w o s k r ę t n e , zgodne ze strzałką zegara pod w z g l ę d e m kierunku o d n o ś n e j 
pary obrotowej. K a ż d y moment p r a w o s k r ę t n y wygina ku g ó r z e lewą 
część p rę ta , poza przekrojem sprowadzenia leżącą, — l e w o s k r ę t n y stara 
się nachy l i ć ją ku do łowi . Zatem — moment p r a w o s k r ę t n y wygina p r ę ; 
wypuk łośc i ą do dołu a wklęs łośc ią ku g ó r z e , o ile pows ta ł ze sprowa
dzenia uk ładu sił g n ą c y c h lewego w stosunku do przekroju rozpatrywa
nego. G d y ś r o d e k tego przekroju leży pod osią Bi, wtedy w sąs iedz
twie ś r o d k a s p ó l r z ę d n e odksz t a ł cone j są dodatnie, a o d k s z t a ł c o n a — o b r ó 
cona wklęs łośc ią ku osi Bi. M u s i b y ć przeto ipf' < o, c z y l i TJ" <Z o, 
p o n i e w a ż tutaj i\> o. G d y znowu ś rodek przekroju sprowadzenia leży 
ponad osią B C — o d k s z t a ł c o n a w z g l ę d e m tej osi jest w y p u k ł a , musi b y ć 
przeto > o. T u jednak r z ę d n e TJ są ujemne, zatem i w tym wypadku 
mamy również TJ" < o. Ujemna war to ść TJ" odpowiada momentom pra-
w o s k r ę t n y m . Rozumując zupełn ie tak samo z ła twością przekonamy się , 
że dodatnia wa r to ść TJ" odpowiada momentom l e w o s k r ę t n y m . Istotnie, 
gdy ś r o d e k sprowadzenia leży pod osią B C, odksz t a ł cona jest wypuk ło 
ścią z w r ó c o n a ku osi, musi być przeto TJTJ" > o, skąd, wobec TJ>O mamy 
YJ" > o. G d y znowu ś rodek leży nad osią P C , o d k s z t a ł c o n a zwraca się 
ku niej wklęs łością , a zatem musi b y ć TJYJ"<O, czy l i z n ó w -t\">o wobec 
TJ <Z o. S tąd wniosek ostateczny, że zvzór EJt\" = M dotyczy momentu 
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lewo skrętnego, wzór zaś: —EJr" — M — prawoskrejnego, wszelki bowiem 
moment znakujemy dodatnio w e d ł u g uwowy. 

W e ź m y (Rys. 41) jednorodnie zbudowany p rę t pierwotnie prosty, 
o d k s z t a ł c o n y pod jarzmem u k ł a d u sił g n ą c y c h , p ro s topad łych do osi 
pierwotnej p rę ta BZ. N a odksz t a ł cone j obierzmy dowol- | C . 
ny zresztą ' punkt o (Z, YJ) — ś r o d e k o d n o ś n e g o przekroju ~tyJLJam^9 
poprzecznego. P ł a s z c z y z n a tego przekroju podziel i obcią-
żenię z e w n ę t r z n e na dwa uk łady — lewy i prawy. Siły *• 
i odpory uk ł adu lewego oznaczymy przez P,- (i= 1, 2... n). RYS. 41. 
Po sprowadzeniu tego u k ł a d u do ś r o d k a o otrzymamy 
w y p a d k o w ą siłą tnącą T— E Ą , równą algebraicznej sumie poszczegó l 
nych sił P^ Znak sumy da kierunek siły tnące j . Dodatnia będz ie skie
rowana w dół , ujemna — do g ó r y . Nadto k a ż d a z sił uk ładu , po spro
wadzeniu da moment Mt = P,- ( C , — C ) , gdzie oznacza odc ię tą punk
tu p rzy łożen ia siły P{. D l a sił lewego uk ładu C, > C, przeto znak Af,-
zależy od znaku siły P,-. U jemną war to ść da siła ujemna, zatem war to ść 
ujemna i loczynu P , ( C , - —C) daje moment p r a w o s k r ę t n y , jako pochodzą 
cy od si ły, skierowanej ku g ó r z e . Dodatnia w a r t o ś ć tego i loczynu da 
moment l e w o s k r ę t n y — siły P , , dodatniej, bo skierowanej w dół . M o 
ment wypadkowy M== tiMi== S P < —C), rozpatrywany, jako alge
braiczna suma m o m e n t ó w wszystkich sił P,- (t' — 1, 2 , . . . w), będz ie 
mia ł w a r t o ś ć doda tn ią , lub ujemną. Dodatniej odpowie moment lewo
skrę tny , u j emne j—prawoskrę tny . M o ż e m y zatem n a p i s a ć wprost EJt{'—M, 
pomijając znak p o d w ó j n y w lewej części wzoru, jako zbyteczny, bo uta
jony w jego części prawej. 

Przy wyznaczaniu momentu sił gnących łewej części pręta należy za~ 
chować właścizoy znak siły gnącej i mnożyć ją przez odległość od środka 
sprowadzenia. Dodając algebraicznie otrzymane iloczyny, otrzymamy mo
ment wypadkowy, równy EJt\". 

T o prawo obejmuje również wypadek szczegó lny , kiedy w ś r ó d ob
ciążeń układu lewego znajdują się momenty, m o ż e m y bowiem zawsze 
każdy moment obc iążen ia z e w n ę t r z n e g o roz łożyć na odpowiedn ią pa rę 
sił p ionowych. Pozwala ono nadto us ta l ić : 

§ 2 0 . Z a l e ż n o ś ć m i ę d z y s i ł ą t n ą c ą a m o m e n t e m g n ą c y m 
p r z e k r o j u . W e ź m y pod u w a g ę be lkę wygię tą p ł a sko pod jarzmem ob
ciążenia , l e ż ą c e g o w p łaszczyźn ie gięcia pionowej. Kierunek sprowadza
nia sił g n ą c y c h niech będz ie taki, jak poprzednio: od skrajnego lewego 
przekroju poprzecznego pręta do skrajnego prawego. Kolejno zatem roz
patrujemy przekroje prę ta poprzeczne. Ich p łaszczyzny k a ż d o r a z o w o dzie
lą obc iążen ie z e w n ę t r z n e na dwa uk łady - sił g n ą c y c h prawych i le
wych. Do ś rodka k a ż d e g o przekroju sprowadzamy zawsze tylko siły 



g n ą c e lewego układu. Te siły dają w y p a d k o w ą siłę tnącą, leżącą w płasz
czyźnie gięcia , oraz — moment gnący , p r o s t o p a d ł y do tej p łaszczyzny. 
Oznaczmy przez O ś r o d e k k tó regoko lwiek przekroju, przez T i M — je
go siłę tnącą i moment - wypadkowe lewego uk ładu sił odkształcających. 
W kierunku sprowadzenia sił, a więc nieco dalej na prawo od O wyzna
czamy sąs iedni punkt Ot na odksz t a ł cone j , zn ikomo o d'Q od l eg ły od O 
i z a k ł a d a m y , że na przestrzeni 6>t9, nie dzia ła ż a d n a siła skupiona, nato
miast w samym punkcie C £ może p a n o w a ć siła / V f - i > pierwsza zwia-
stunka uk ładu odksz ta ł ca j ącego prawego. Ł a t w o uczynić z a d o ś ć temu 
warunkowi, b i o r ą c OOx dostatecznie małe . S ł o w e m wolno nam zbliżyć się 
do punktu p rzy łożen ia siły P,,^, lecz nie p r z e k r o c z y ć go nigdy! Ponie
waż z za łożen ia w odcinku OOx nie działa żadna siła gnąca , przeto po 
sprowadzeniu układu lewego sił g n ą c y c h do ś r o d k a Ox, otrzymamy mo
ment wypadkowy My — M-^ TdC.. Ł a t w o się o tern p r z e k o n a ć , zwa
żywszy , że układ lewy po sprowadzeniu do ś r o d k a O z a s t ąp iony zosta ł 
wypadkowemi M i 7. Zatem przy sprowadzeniu do ś r o d k a Ox m o ż e m y 
b r a ć pod u w a g ę jeno te wypadkowe. Moment M, jako wektor swobod
ny, m o ż e b y ć wprost przeniesiony w Oy; siła t nąca T po przeniesieniu 
do O, da taką samą si łę tnącą oraz dodatkowy moment TdC., k tó ry , wraz 
z M da wypadkowy moment Mx. Będz i e on nieco różny od M, jak to 
wyn ika ze wzoru tylko co wypisanego, m o ż e m y przeto o z n a c z y ć Mt — 
— M-j- dM, a wtedy dM TdC. Ten sam wynik otrzymamy również 
i w tym wypadku, gdy nadto ponad odc ink iem OOx o d k s z t a ł c o n e j panu
je obc iążen ie jednostkowe p kg na j e d n o s t k ę d ługośc i . Tutaj przy przej
ściu od O do Oy moment M jeszcze dodatkowo w z r o ś n i e o pdC X Vs dr,, 
b ę d z i e m y mieli przeto dM — JTrfC-f- ll,fldt?. Pomija jąc w y ż s z e g o rzędu 
ma łe , mamy s tąd , jak dawniej dM=Td£. Elementarny przyrost mo
mentu gnącego przy przejściu od danego przekroju poprzecznego do są
siedniego w kierunku sprowadzania momentów równy j'est sile tnącej' 07vc-
go przekroju, pomnożonej przez odległość obu przekrojów, mierzoną w tym 
samym kierunku. Inaczej jeszcze T-~-dM : d~, co zresztą istoty rzeczy 
nie zmienia. 

W p o w y ż e j rozpatrywanym wypadku (.Rys. 41) belk i wygię te j p ł a s k o 
pod jarzmem sił pionowych mie l i śmy dla ś r o d k a O (C, -ij) siłę tnącą T= 
= = S Ą i moment gnący / l / - (C,-- - C), wypadkowe sprowadzenia le
wego uk ł adu sił P, {i — \, 2 , . . n). W e ź m y w kierunki ! sprowadzenia 
sił, a więc nieco dalej na prawo ś r o d e k Ov (C^ ^,) s ą s i e d n i e g o przekroju 
na odksz t a ł cone j . P o n i e w a ż £Ł — C== — <7C, jak to zresz tą najlepiej wi 
d a ć z rysunku, przeto p o w i n n i ś m y m i e ć dla danego wypadku dM — — 
— 7WC na mocy twierdzenia p o w y ż s z e g o . Sprawdza się to istotnie, ma
my bowiem dM= dZP; (£ , — £) = — ' X P , i c = — 7afC. 

W o g ó l n y m wypadku mamy. całkując: M fTdlĄ-C, m o ż e m y 



przeto w y z n a c z y ć wartości m o m e n t ó w g n ą c y c h , gdy znamy siły tnące 
p rzek ro jów poprzecznych. Najlepiej to usku teczn ić wykreś ln i e . 

G d y T—o, wtedy i dM o zatem: Skrajne wartości motnen/aw 
gnących panują w przekrojach pręta płasko 'wyginanego, gdzie siła 
tnąca ma wartość równą zeru. Tem się t ł umaczy , dlaczego skrajne war
tości wykresu m o m e n t ó w zachodzą w miejscach przecięcia się krzywej 
wykresu sił tnących z pods tawą. D o ś ć jest p rze j rzeć powyże j podane 
rysunki, aby się o tem przekonać naocznie. 

§ 21. Za leżność m i e d z y obc iążen iem jednostkowem a siłą 
tnącą p r z e k r o j u . Zachowując znakowania us tępu poprzedniego, zakła
damy, że siły skupione prawego układu działają poza ś rodk iem Olt na
tomiast odcinek o d k s z t a ł c o n e j OOx d źwiga obciążenie jednostkowe p kg 
na j e d n o s t k ę d ługośc i pierwotnej prę ta . Oznaczmy, jak dawniej przez 7 
— siłę tnącą, panującą w O, przez Tx, siłę tnącą w Ot. P o n i e w a ż z za
łożenia w odc inku G01 niema sił skupionych, przeto po sprowadzeniu 
lewego układu sił do ś r o d k a Ox, otrzymamy w y p a d k o w ą silę tnącą 
Ti = T-Ą-pdZ. Z tego r ó w n a n i a wynika, że siła tnąca nieco się zmie
nia przy prze jśc iu od O do Ox, m o ż e m y przeto o z n a c z y ć 1\ TĄ-dT, 
a wtedy dT—pd*. Elementarny przyrost siły tnącej przy przejściu od 
danego przekroju poprzecznego do sąsiedniego w kierunku sprowadzania 
sił, równy jest obciążeniu jednostkowemu, panującemu ponad owym prze
krojem, mnożonemu przez odległość obu przekrojów, mierzoną W tym sa
mym kierunku. I tu również m o ż n a nap i sać p-~ dF : di. Całkując, 

mamy T /pd -' •; • D, m o ż e m y przeto w y z n a c z y ć war tośc i sił tnących, 
gdy znamy obc iążen ia jednostkowe, panujące w p o s z c z e g ó l n y c h przekro
jach prę ta . I tu najlepiej usku teczn ić rachunek wykreś ln ie , całkując wy
kres obciążenia p. G d y p — o, wtedy i dT— o, a zatem: Skrajne war
tości sił tnących panują w przekrojach poprzecznych pręta płasko zginane
go, pozbawionych obciążenia jednostkowego. Tem się objaśn ia , dlaczego 
obc iążen iom skupionym odpowiada ł a m a n a krzywa wykresu sił tnących . 
Ła two się o tern p r z e k o n a ć rozpa t ru jąc podane wyżej rysunki . 

§ 22. R ó w n a n i a r ó ż n i c z k o w e odksz ta ł cone j . Korzys ta jąc z po
wyżej udowodnionych za leżnośc i m o ż e m y ustalić ki lka postaci równania 
r ó ż n i c z k o w e g o odksz ta ł cone j w za łożeniu pręta o s ta łym przekroju po
przecznym. Wyznaczmy r ó w n a n i e odksz ta łcone j pręta p ł a sko zginanego. 
Będzie to TJ = f, gdzie / ' oznacza s t rza łkę ugięc ia , a zarazem m o ż e słu
żyć , jako znak funkcji zmiennej '%, Ta funkcja stanowi r ó w n a n i e od
ksz ta ł cone j . U m i e m y ją w y z n a c z a ć dla wszelkich obc iążeń g n ą c y c h . Za
tem: rzedną odkształconej daje strzałkę ugięcia pręta płasko zginanego 
w odnośnym przekroju poprzecznym. Różniczkując , otrzymamy bezpoś r ed -
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nio V — df : dt, — tg 0 fj96 , gdzie przez 0 oznaczy l i śmy kąt, jaki tworzy 
z p i e r w o t n ą osią p r ę t a styczna o d k s z t a ł c o n e j , poprowadzona przez ś r o d e k 
danego przekroju poprzecznego. Zatem: pierwsza pochodna rzędnej od
kształconej daje kąt pochylenia osi pierwotnej pręta ku stycznej odkształ
conej, poprowadzonej przez środek odnośnego przekroju poprzecznego. Go-
dzi s ię tu z a z n a c z y ć , że ma to miejsce jedynie dla wyg ięć nieznacznych, 
wtedy bowiem m o ż e m y bezkarnie p o m i n ą ć znak tangens'a, p i sząc wprost 
y 0. Nas t ępn i e mamy wzór zasadniczy gięcia p ł a s k i e g o TJ" == M :EJ, 
k tó ry g łos i , że : druga pochodna rzędnej odkształconej daje moment odnoś
nego przekroju poprzecznego, dzielony przez sztywność pręta zv tym prze
kroju. D l a pręta o przekroju s t a łym b ę d z i e m y mieli dalej różniczkując : ! . 
TJ'" — dM : (EJdC) == T : EJ. Zatem: trzecia pochodna rzędnej odkształ
conej daje siłę tnącą odnośnego przekroju poprzecznego, dzieloną przez 
sztywność pręta w tym przekroju. P o d o b n i e ż otrzymamy TJ"" S= d T :I 
: (EJdC) — p : EJ, skąd wnioskujemy, że : czwarta pochodna rzędnej od- j 
kształconej daje obciążenie jednostkowe, panujące w odnośnym przekroju 
poprzecznym, dzielone przez sztywność pręta w tym przekroju. W ten spo
s ó b o t r z y m a l i ś m y cały szereg r ó w n a ń dla r z ę d n y c h odksz t a ł cone j oraz 
i ch pierwszych czterech pochodnych. Ostatnie dwa r ó w n a n i a dotyczą-
p rę ta o s t a łym przekroju. Są to r ó w n i e ż r ó w n a n i a różn i czkowe odksz ta ł 
conej. Rzadko je stosujemy, pon ieważ nie są wygodne, jako r ó w n a n i a 
w y ż s z e g o rzędu . Zazwyczaj korzystamy jeno z trzeciego r ó w n a n i a TJ" = 
= M : EJ. Daje ono na jmnie j szą l iczbę s ta łych ca łkowania . 

Przepiszmy jeszcze raz r ó w n a n i a p o w y ż s z e w postaci: FJt\ — EJj, 
EJr; = EJQ, EJq" = M, EJt{" = T, EJą"" = p. Ostatnie — daje się 
zawsze o t r z y m a ć b e z p o ś r e d n i o , zawiera bowiem obc i ążen i e jednostkowe 
p — zasadn iczą daną wszelkiego w y t r z y m a ł o ś c i o w e g o zagadnienia. Za
zwyczaj wyznaczamy / w postaci wykresu o podstawie r ó w n o l e g ł e j do 
pierwotnej osi prę ta . P ionowe r z ę d n e , poprowadzone ponad o d n o ś n y m i 
przekrojami poprzecznymi dadzą war tośc i obc iążeń miejscowych. Doda jąc 
te r z ę d n e wykresu w kie runku sprowadzania sił, o t rzymamy si ły tnące dla 
p o s z c z e g ó l n y c h p r z e k r o j ó w prę ta . Uszeregowane pionowo we właśc iwym 
p o r z ą d k u u tworzą one wykres sił tnących T. D o d a j ą c z kolei r z ę d n e 
tego wykresu w tym samym kierunku, otrzymamy momenty dla poszcze
g ó l n y c h p rzekro jów, a zarazem b ę d z i e m y mogl i z b u d o w a ć wykres mo
m e n t ó w g n ą c y c h M dla c a ł e g o prę ta . U m i e m y zatem z wykresu p otrzy
m a ć T, a z wykresu T — w y z n a c z y ć M dla tego samego przekroju po
przecznego. Powtórzmy te sanie działania, biorąc wykres M miasto wy
kresu p, a otrzymamy EJ§ zamiast T, oraz EJJ miasto M. Łaiivo się 
o tern przekonać, biorąc pod uioagę poprzednio wypisane równania. Dla 
pręta o przekroju stałym tak samo różniczkując otrzymamy EJd z EJj, 
jak T z M, tak samo dostaniemy M z EJQ, jak p z T. Na odwrót z p 
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otrzymamy T i M zupełnie tak samo, jak z M — EJ O i EJj. Na tych 
prostych wywodach opiera się: 

§ 23. S p o s ó b rachunkowo w y k r e ś l n y wyznaczania s t rza łek 
i k ą t ó w pochylenia stycznych o d k s z t a ł c o n e j . W e ź m y pod u w a g ę 
be lkę , wyg ię t ą p łasko pod jarzmem obc i ążen i a z e w n ę t r z n e g o . Zbudujmy 
o d n o ś n y wykres m o m e n t ó w gnących M i w y o b r a ź m y sobie n o w ą belkę 
tej samej d ł u g o ś c i , dźwiga jącą obc iążen ie jednostkowe pw k g na jednost
kę d ługośc i , zmienia jące się ściś le p o d ł u g wykresu m o m e n t ó w M. Sło
wem, zamiast p r ę t a istotnego bierzemy pod u w a g ę tej samej d ługośc i 
p r ę t w y o b r a ż a l n y , dźwiga jący obc iążen ie jednostkowe pw = M. Wyznacz
my dla tego obc iążenia wykresy sił tnących Tw i m o m e n t ó w g n ą c y c h 
Mw. W myśl w n i o s k ó w p o w y ż e j udowodnionych rzędne wykresu pierw
szego dadzą o d n o ś n e war tośc i EJQ, a r z ę d n e wykresu drugiego — war
tości EJf. Tą d r o g ą otrzymamy strzałki ug ięc i a p rę ta rzeczywistego 
oraz kąty pochylenia ku jego osi pierwotnej — stycznych odksz ta łcone j , 
s łowem — wyznaczymy wyg ięc i e prę ta rzeczywistego. 

Pewne t rudnośc i na s t r ęcza tutaj na leżyte ok re ś l en i e typu p o d p ó r 
p rę ta w y o b r a ż a l n e g o , nie jest to bowiem zwyk ła belka, a raczej twór 
pomocniczy, c ia ło s ta łe , pod l eg ł e swoistej statyce. Jego podporom przy
pisujemy w ł a s n o ś ć wzbudzania o d p o r ó w p ionowych i m o m e n t ó w odporo-
wych . Odpory poziome pomijamy wobec z u p e ł n e g o braku obc iążeń po
ziomych. P rę t w y o b r a ż a l n y opieramy zawsze ty lko k o ń c a m i obustronnie, 
lub jednostronnie, zatem odpory pionowe m o g ą nań dz ia łać jedynie 
w skrajnych przekrojach poprzecznych. P r z y ł o ż o n e gdzieindziej powodo
w a ł y b y p r z e r w ę c iąg łośc i wykresu Tw. O d k s z t a ł c o n a mia łaby przeto 
punkt osobl iwy o dwóch różnych stycznych, co jest zgoła wykluczone 
dla p rę ta rzeczywistego, jako źe wtedy powłoki o d n o ś n e j płytki mus ia ły
by się przeciąć — wniknąć w siebie wzajemnie. 

Odpory pionowe r ó w n o w a ż ą siły obc iążen ia pionowego. Warunek 
ten stanowi is totę r ó w n a n i a sił p ionowych, pierwszego r ó w n a n i a statyki 
'dla p r ę t a w y o b r a ż a l n e g o . Drug ie r ó w n a n i e — s i ł poziomych odpada, pozo
staje zatem r ó w n a n i e m o m e n t ó w . T o r ó w n a n i e w zastosowaniu do prę ta 
w y o b r a ż a l n e g o m o ż e być wypisane ty lko dla pewnych p u n k t ó w . Wiemy, 
że Mw daje wa r to ść EJj. Ponad podporami prę ta rzeczywistego f — o, 
przeto w o d n o ś n y c h punktach prę ta w y o b r a ż a l n e g o p a n o w a ć winna zero
wa war tość momentu M;v. Ile więc p o d p ó r d ź w i g a p rę t rzeczywisty, 
tyle m o ż e m y r ó w n a ń m o m e n t ó w wyp i sać dla p rę ta w y o b r a ż a l n e g o . Z nich 
wyznaczymy niewiadome odpory i momenty odporowe. Poza tern wiemy, 
że Tw daje wa r to ść FJO. D la przekro jów prę ta rzeczywistego zamoco
wanych: 0 = o, zatem w o d n o ś n y c h punktach prę ta w y o b r a ż a l n e g o pano-
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wać winna zerowa war tość siły tnącej Tw. Na mocy r o z w a ż a ń p o w y ż 
szych m o ż e m y usta l ić na s t ępu jące prawa o g ó l n e : 

W podpartym skrajnym przekroju pręta wyobrażalnego panuje od
pór pionowy i moment odporowy, gdy odpowiedni koniec pręta rzeczywi
stego nie jest podparty. 

W podpartym skrajnym przekroju pręta wyobrażalncgo panuje jeno 
odpór pionowy, gdy odpowiedni koniec pręta rzeczywistego spoczywa na 
podporze rolkowej, lub przegubowej. 

Skrajny przekrój pręta wyobrażalncgo nie jest podparty, gdy odpo
wiedni koniec pręta rzeczywistego jest zamocowany. P r z y k ł a d y najlepiej 
wyjaśn ią is totę rzeczy. 

§ 24. P r ę t o s a d z o n y j e d n o s t r o n n i e . W założeniu siły skupio
nej P, działającej w skrajnym przekroju • swobodnym pręta otrzymamy 
wykres m o m e n t ó w g n ą c y c h M w postaci (Rys. 42) trójkąta p r o s t o k ą t n e g o . 

w k tó rym podstawa r ó w n a / a w y s o k o ś ć — d r u g a przy-
p ros toką tna r ó w n a jest PI. W danym wypadku wobec 
zamocowania prawego k o ń c a p rę t a rzeczywistego, prę t 
w y o b r a ż a l n y m o ż e mieć tylko j e d n ą p o d p o r ę lewą. 
Siedliskuje w niej o d p ó r p ionowy B i moment odpo
rowy MB R ó w n a n i e sił p ionowych będz ie : 
B 4- »/j PP = o. S tąd: P = — 7, PP. R ó w n a n i e mo
m e n t ó w , wypisane dla skrajnego prawego przekroju da 

Rys. 42. nam: MB 4- BI 4- % PP = o. S tąd MB =j 7s PP. 
Oznaczmy przez / k o ń c o w ą s t rzałkę prę ta rzoczywbte

go, przez 0 — kąt nachylenia ku osi B C skrajnej stycznej o d k s z t a ł c o n e j . 
Na mocy p o w y ż e j wyłożone j teorji Q — — B •. E J P P : EJ, f— 
= MB : EJ — Vj PP '• PJ- Te same wzory o t r z y m a l i ś m y w § 4. Zmie
ni l iśmy wyżej znak u TJ na odwrotny. K o n i e c z n o ś ć tej zamiany narzu
ca się w danym wypadku, p o n i e w a ż kierunki sprowadzania sił i wzrostu 
odc ię tych C są sprzeczne, na leży przeto wzory podstawowe w y p i s a ć w po
staci EJ-q" = M, EJ-%'"—dM: (— rfC) = - P EJit""= ir~dT) : (-#)= 
= p, pon i eważ dM i dĘ,, dT i dt są z n a k ó w odwrotnych. Ta uwaga 
dotyczy r ó w n i e ż i n a s t ę p n y c h p r z y k ł a d ó w . Wyznaczmy w dalszym ciągu 
siłę tnącą Tw, panującą w przekroju O, gdz iekolwiek na p r ę c i e wyobra -
ża lnym. O d n o ś n y ś r o d e k przekroju prę ta rzeczywistego będz ie miał 
spó l rzędne Ć i %. Zatem Tw = 5 + ty, 1/ - - C) X Om == — ty2 PP 4 -
-4- V:> P (f —- 92. p o n i e w a ż Om == PHI — Z) : /. Inaczej jeszcze T w = — 
— P •- U - - 1 / 2 "°) — — P / V - Z kolei wyznaczamy dla tego samego prze
kroju Mw = MB-\- B ( l - C) 4 - % P (l — C)« X V*« (/ — 0 = Vi / V -
- - ty, P / 2 (/ — C) 4 - •/« P (/ *V 7j P p C' — 7,«) = P > | • T o samo 
mie l i śmy w § 4. Za łóżmy teraz, iż miasto siły P w k o ń c o w y m przekro
ju pręta rzeczywistego działa moment gnący u., a otrzymamy wykres mo
m e n t ó w w postaci p ros toką ta o podstawie r ó w n e j / i w y s o k o ś c i P ro 
s tokąt leży na pręc ie w y o b r a ż a l n y m , k tóry i w danym wypadku b ę d z i e 
miał tylko lewą p o d p o r ę B. R ó w n a n i e sił daje: B-\-\>J—o, skąd B——\>J. 
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Nadto z r ó w n a n i a m o m e n t ó w : Mg-\- BI -\-ll2)}.P — o otrzymamy Mg — 
- ty, P^2- Zachowując poprzednie znakowania m o ż e m y nap i sać 9 = — 

- TKlB : P / = p / : EJ, f = M B : EJ = ty, ^ i EJ, a nadto 7 ^ - 4 
- p./ f p (l - C) = - p C = - £ / V oraz ^ = jfB + B ( l - C) 4> 

S p r a w d ź m y to b e z p o ś r e d n i o , całkując równan ie gięcia ZT/ ' l " 
Daje ono EJrt' = C-f- p C, JE1/TQ = Z) 4 - C C 4- ty2 P C 2 - W o b e c os, osadze
nia" p rę ta 7] = -ą — o dla C = o, a zatem C = D — O, skąd £ 7 r / = p C, 
7\Al = Va P " jak wyże j . 

§ 25. Belka j ednoprzęs łowa , obc iążona momentem g n ą c y m 
ponad podporą. Belkę poz iomą opar tą na prawej przegubowej i lewej 
rolkowej podporze (Rys. 43) obc iążono momentem g n ą c y m p w skrajnym 
podpartym przekroju p rawym. O b c i ą ż e n i e to da odpo
ry pionowe A0 i P 0 , czyniące z a d o ś ć r ó w n a n i o m sta- | £ / 
tyki Au -\-B0 = o, AJ+\>. = o. Stąd A0 = — \t:l, . 
B0 — ]i.:l. W o d l e g ł o ś c i C od począ tku spó ł r zędnych 
obieramy p rzek ró j poprzeczny i sprowadzamy do jego 
ś r o d k a o d p o r ę A0. D a ona moment g n ą c y M= — 
— p (/ — C) : / . Wykres m o m e n t ó w M będz ie miał po- Rys. 43. 
s tać t rójkąta ABb, przyczem AB=l, Bb = — p. T r ó j 
kąt spoczywa na pręc ie w y o b r a ż a l n y m , podpartym w A i B. Ła two wy
znaczymy odpory pionowe prę ta w y o b r a ż a l n e g o , p i sząc r ó w n a n i e sił: 
A-\- B — ty, p / = © i m o m e n t ó w dla punktu A lub B. D l a B b ę d z i e m y 
mieli Al — ty, p / X ty, i=== o, skąd: A — ty6 51/, B — ty3 p/. Zatem Tw == 
= A 4-'tyj (/ — C) X O m = ty, p / — ty, p (/ — C)2

 : / , pon ieważ Om = 
— p (/ — C) : /. Inaczej jeszcze Tw — tyfi p i — ty, p (/ — C)2 : / = — p y r . 
Czyn i ąc w tym wzorze kolejno C = / i C == o, znajdziemy pochylenie 
skrajnych s tycznych odksz t a ł cone j G ^ — — ty, p / : E J , 6 B = 2 / 5 ^'• •£/• Da
lej mamy: MW=A (/ - C) - [ty, p (/*— C)* : / I X 1 / , ( / - C) = ty6 p / ( / - C)-
— ty, p (/— C)» :./== ty, p / 2 — ty6 p / C — ty, p (/ — C)» : / = P / r j . Te same 
wzory m o ż e m y o t r z y m a ć b e z p o ś r e d n i o , całkując r ó w n a n i e EJt"— A0(l-
— C) = — p (/ — C) : /. D l a p rę ta o s ta łym przekroju b ę d z i e m y mieli 
W = C + ty, p. ( / _ C)« : / . Py7 ) = P 4 - C C - t y 6 p . ( / - C ) » : / . W d a 
nym wypadku TJ = o, gdy C == /, lub C == o. S tąd D-\~(.l = o, D 
— ty, \iP = o, co daje D == ty6 p / 2 , O = — V , p 7 Pods tawia jąc te war
tości , odnajdziemy poprzednio otrzymane wzory. 

§ 26. Belka j e d n o p r z ę s ł o w a , obc iążona si
l ą skup ioną . W wypadku obc iążen ia siłą skupioną 
wewnętrzną P, o t rzymamy (Rys. 44) d la tej samej 
belki wykres w postaci trójkąta ABD, l eżącego na 
p ręc ie w y o b r a ż a l n y m . Ł a t w o wyznaczymy oba jego 
odpory, nazywa jąc przez a od leg łość osi siły P od 
lewej podpory, przez b — od prawej. W tem zało
żen iu w y s o k o ś ć t rójkąta H— CD — — Pab : l, gdzie 
ł == a -f- b. Równan ia statyki, wypisane dla prawego 
końca pręta w y o b r a ż a l n e g o dadzą: Rys. 44. 
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A j - £ + V 2 Hl — AĄ- P — V - Pab = o, Al + V., Ha {b 4 - V. «) 4 - ty, / / £ X 
X Vi b= Al— lL Pab (ab -f- >/, a 2 4 - 2 / 3 b2) : l = a. S tąd b e z p o ś r e d n i o 
A = ty, P a £ (a 4 - 2 A) : / = V . Pb(l — b)(l + b):l = V , P A (/2 — A 2 ) : /. 
Na mocy symetryi iiter B — ty6 Pa (/ 2— o2) ; / , a przeto dla lewej połaci 
wykresu, w odcinku a, b ę d z i e m y mieli Tw=AĄ-1fi(l-—C) X Oxmx — 
= V. P A (* - V) : / — V, Pb (l-Z)* : / = — p/ - , / , Mw=A(l - C) - | 
4" V . ( / ~ 9 X 0!** X V , (/ - C) - V« P / ; ( / » - * « ) (/ - C) : l - \ Pb (/ 
- C)s : / = EJy, tutaj bowiem Oxtnx = H (l — Z) : a = - - Pb (t — Q : f. 

T o samo mie l i śmy w § 4 niniejszego rozdziału. D l a drugiej po łac i , w od
cinku b. mamy: — Tw = B 4 - V , C X 0,m2 = V 6 P a (Z2 — a 2 ) : / -

- V , PaV:l = EM, -MW=BZĄ- V , C X O , * , X V, C == ty, P a ( / 2 -
— a2) C : / — »/G P a C» : / = V f i P a C (/2 — a 2 — C2) : / == tutaj bowiem 
()2m2 = HZ : b = — Pa Z : 1. Znak ujemny przed Tw i Mw jest tu ko
nieczny, zmieniamy bowiem kierunek sprowadzania sił na odwrotny. Te 
«ame wzory, choć w innej nieco postaci mie l i śmy już w § 4. 

Z kolei rozpatrujemy obciążenie skup ioną siłą P, zewnęt rzną . W y 
kres m o m e n t ó w będz ie miał kształ t zupe łn ie podobny, różn ić się jeno b ę 
dzie war tośc ią H. Oznaczmy przez / o d l e g ł o ś ć p o m i ę d z y podporami p rę 
ta rzeczywistego A' i C, przez a o d l e g ł o ś ć punktu p rzy łożen ia siły P 
od osi prawej podpory. Równan ia statyki, wypisane dla prawego skraj
nego przekroju p rę ta rzeczywistego, d a d z ą A' 4 - C 4 - P = o, A' (l -j 
4 - a) + Ca === o. S t ąd : A' = Pa : l, C = — P (l 4 - a) : i a przeto 
H = A'l --= P a . Z kolei wyznaczymy odpory A, B oraz moment odpo-
rowy MB p rę ta w y o b r a ż a l n e g o . Równan ie sił p ionowych da nam A -\ 
4 - B 4 - V , Pa (a -f-l) = o, nadto, p o n i e w a ż Mwc = o, przeto dla tego 
punktu m o ż e m y wyp i sać r ó w n a n i e m o m e n t ó w w postaci Al 4 - V 2 HI X 
X 1/3l = o, skąd A — — V a Pal. Nadto z równan ia sił p ionowych B — 
= — ty, Pal — l/2 Pa2. Równan ie m o m e n t ó w dla punktu B da: A(IĄ-
-!-«) + V, / W (« + V, /) + V, / / a X % a=MB, skąd V, P a 2 ( / 4 - « ) . 
Ola lewej po łac i wykresu, w odcinku /, b ę d z i e m y mieli , umieszcza jąc 
począ tek s ta łe j osi B'Z w prawym końcu prę ta w y o b r a ż a l n e g o : Tw=A-\-
4- V, (/ + a - Z) X ? , « , = - V f i P a / 4 - P a (l 4 - a - C)2

 : / = - EJ*. 
Mw = A(lĄ-a - Z) 4> V , (lĄ-a — Z) X ć V " i X V , (/ + a - C) = -
— ty. Pal (l 4 - a — <)4-V0 P a (/ 4 - a — «)* : tutaj bowiem 0 ^ ! = 
= P a {l -\- a — Z) : l. Te same wzory, c h o ć w innej nieco postaci, mie
l i śmy już w § 6 niniejszego rozdzia łu . D l a drugiej połaci , w odcinku a, 
mamy: — Tw = B 4 - V . C X O a ; « 3 = — V s Pal — V, P a 2 - f ty2 P Z2=EJyf, 
— Mw = MB+B Z 4 - ty2 C X 0 , * , X ' / , « = >/, P a 2 <f + *> — V i P « / 1 ~ 
— '/j Pa2 C 4 - V 6 P c s = tu bowiem 02m2 = Pa Z : a = P Z. I tu 
znak ujemny przed 7"^ i M ^ , jest konieczny, zmien i l i śmy bowiem kieru
nek sprowadzania sił. WŻory p o w y ż s z e różn ią się tylko ksz ta ł tem od 
wzorów § 6. Są przytem znacznie prostsze. 

§ 27. B e l k a d w u p r z ę s ł o w a , o b c i ą ż o n a s i ł ą s k u p i o n ą . Roz
p ię tość lewego przęs ła (Rys. 45) oznaczamy przez a, prawego przez b. 
Prawa podpora niech będz ie przegubowa, lewa i ś r o d k o w a - rolkowe. 
W od leg łośc i c od prawej podpory i o od lewej działa na be lkę siła sku-
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piona P. O d r z u ć m y p o d p o r ę ś rodkową i na jej miejsce w p r o w a d ź m y 
pionowy odpór X. Łączne dzia łanie sił X, P wytworzy oczywiście te 
same warunki, m o ż e m y przeto rozpa t rywać j e d n o c z e ś n i e dwa wykresy 
m o m e n t ó w g n ą c y c h ABD siły P i ABF odpory X. 
O b a wykresy dają obc iążen ie p rę ta w y o b r a ź a l n e g o , ; ? | 

p rzyczem niewątpliwie w y s o k o ś ć pierwszego trójkąta -,Ą 

2 4) 

7: 

Rys. 45. 

H — — Pcd :l, drugiego K= — Xab : l, gdzie 
l —- a + b = c - j - 4. Wyznaczmy odpory pręta wyo
b raźa lnego . P o n i e w a ż pod podporami MwA—Mwx= 
= MwB — o, przeto m o ż e m y nap i sać MwB=A(a-\-
+ b) 4 - V i aK (44-V, «) +7= bK X 2

 5 b 4 - »/, 4 P ( c + 
+ 7 S 4) + 7j X 7 S c = A (a + 4) - 7„ A « 4 ( « + 

7, Pcd (4+2 c) = o, MwX=Aa 4 - 7, a A X 
7, a X A t 7 X 7s » = ^ 0 — * / i A a 3 4 : (a 4 - 4) - 7, : (a + 

-4- 4) = o, pon ieważ o d n o ś n a r zędna wykresu m o m e n t ó w XG — Ha : 4 = 
=5= — P a c : (a 4 - 4). Ostatnie r ó w n a n i e da nam A (a 4 - 4) — 7r. A a 2 4 — 
—l/rPa2c—o, zatem, odejmując od pierwszego otrzymamy: X=Pc (a2— 
— cPi— 2 c9) : 2 a b 2 = - P c (b2 + 2 a4 — c2) : 2 «»4*. Po podstawieniu tej 
wartości w jedno z r ó w n a ń powyższych otrzymamy A == - P a c (42 — 
— c2) : 12 4 (a 4 - 4). R ó w n a n i e sił pionowych A 4* P 4 - 7, / ( / / 4 - A") = 
= A 4 - P — V , A a 4 — 7 a P C 4 = o da nam: P =b* P r (4—c)1' : ł ' 4 * / a 
= P c ( 4 — c) 2 : 4 4 4 - P a c (42 — c2) : 12 4(0 + 4). Z kolei mamy K = 
= — A a 4 : / == P c (42 + 2 a4 — c2) : 2 4 (a+4) > o, p o n i e w a ż zaś XG— 
= — P a c : (a + 4 ) < o przeto G P — K-\- XG = Pc (4 2 — c2) : 2 4 (a 4 

i - 4) : • o, m o ż e m y bowiem zawsze założyć, że P > o. Podobnie również 
Cj = t A"C : 4 == — Xac : l ==? —Pc2 {a2 — 4 2 — 2 c4) : 2 4- (a + 4) >• a. 
Wobec tego, że C P = — P c d : (a + 4) < o, b ę d z i e m y miel i JD—CDĄ 
+ C / = - P c [2 4 (42 - c2) — c (42 — a2)] : 2 4 2 (a + 4) = — P c (4 — 
+ c) [2 4 (4 + c) — c (4 + a)J : 2 4 2 (a + 4 ) = - — Pc (b — c) [2 bc)-\-c(d-
— a)] : 2 4 2 (a + 4) < o. O d ł ó ż m y odcinek X0 == GF na osi podpory 
ś rodkowe j , oraz CR — JD na osi siły P, a otrzymamy wykres momen
tów g n ą c y c h w postaci ł amane j AQRB, przecinającej p o d s t a w ę w drugiej 
połac i wykresu XB. Zawsze więc p o m i ę d z y osią siły, a p o d p o r ą ś r o d k o 
wą odksz t a ł cona ma punkt przegięcia w S . Z p o d o b i e ń s t w a trójkątów 
wypływa: z : (4 — c — z) = XQ : CR = 4 (4 + c) : [2 db + c (4 — a)}. 
Stąd z=^b (4» — c2) : [2 44 + c (4 — c) + 4 (4 + c)j. Wyznaczenie TWi 

z wykresu z ła twością k a ż d o r a z o w o m o ż e być wykonane. P o w y ż s z y 
przykład wskazuje, jak cennem narzędz iem staje się s p o s ó b rachunkowo 
wykre ś lny przy wyznaczaniu w a r u n k ó w pracy belek wie loprzęs łowych 
Dzięki jemu również nie s t ręczy żadnych t rudnośc i p o w a ż n y c h badanie 
wygięcia — 

§ 28. B e l k i o z m i e n n y m p r z e k r o j u p o p r z e c z n y m . Przekró j 
poprzeczny belek tego rodzaju m o ż e się zmieniać w s p o s ó b ciągły, jak 
w prę tach stałej wy t r zyma łośc i , o k tórych była mowa w y ż e j , lub też na
głymi skokami, jak na (Rys. 46), gdzie mamy p o ł o w ę wału o trzech us
kokach ś redn icy . Właśc iwie mówiąc przekrój P wybiega poza dz i edz inę 
naszych za łożeń zasadniczych, pon ieważ powłoki tego przekroju różnią 
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się o w a r t o ś ć skończoną . M i m o to stosujemy i w danym wypadku wzo
ry zwykłe w braku właśc iwszych . Błąd p o p e ł n i a n y w ten s p o s ó b zapew
ne nie jest znaczny, bo zwykłe wzory g ięc ia zawodzą tylko dla samego 
przekroju F, obustronnie natomiast m o g ą b y ć stosowane bez zas t r zeżeń . 
Zresztą istotny n a g ł y uskok przekroju spotyka się dość rzadko, zazwyczaj 
bowiem ł agodz imy przejście zaokrąg len iami . 

Oznaczmy przpz EJi, s z tywność prę ta w odnośne j powłoce przekro
ju F po lewej, przez EJC po prawej stronie przekroju. Moment g n ą c y 
przekroju F oznaczamy przez M i z a k ł a d a m y , że zmienia się on w tern 
miejscu w s p o s ó b c iągły . P rzek ró j F dziel i p ł a szczyznę gięcia na dwa 
obszary zmiennośc i , m o ż e m y przeto nap i sać dla lewego obszaru EJtff— 
= M, dla prawego EJcr(' — M. Oznaczmy przez <f (C ) funkcję ca łkową 
M, a przez W ( C ) takąż funkcję <p ( C ). W tem założeniu , ca łkując , ma
my dla lewej połaci EJhr{ = Cb - f ? ( Ć), EJff\ = Db + Ch C + V ( C ), 
dla prawej EJtf - Cc + ? ( C ) , EJCT\ = Dc 4 - Cc C+ * ( C). Czyniąc 
w tych wzorach C = C 0 , otrzymamy 7j0 i t\a' dla ś r o d k a przekroju F, a więc 
dla punktu o d k s z t a ł c o n e j , l eżącego na granicy obu o b s z a r ó w . Obie gro
mady wzorów muszą d a ć n iewątpl iwie te same war tośc i w danym wy
padku. Ła two to u d o w o d n i ć , z w a ż y w s z y , że odksz t a ł cona p o d w ó j n e g o 
punktu mieć nie m o ż e w tym samym przekroju, war tośc i C == t0 musi 
więc o d p o w i a d a ć jedna tylko war tość YJ0. Nadto war tośc i C = Co winna 
o d p o w i a d a ć również tylko jedna war tość ?}„', w przec iwnym bowiem razie 
nas tąp i łoby p rzec ięc ie się obu powłok przekroju F, co n iewątp l iwie nale
ży uważać , jako n i emoż l iwe dla p r ę t a istotnego. A przeto: [Q 4 - <p 0V)] : 

: h f= [ Q + <P («o>] • Jc . {Di, + CZ0 4- V ( C0)] : / A = [7J>, 4- L7<;o4-
4" ^ ( ^o)J : Jc • T y m r ó w n a n i o m m o ż e m y uczynić z a d o ś ć t oż samośc iowa 
przy wsze|kiej różnicy J\) \ Jc \ dla wszelkich obc iążeń ty lko w tym w y 
padku, gdy <p (C.) : Jf, , qr(C0) : 7*> Q : / i , : Jh dla lewej połaci b ę 
dą odpowiednio r ó w n e <p (C0) : Jc (Co) : J c » Q : / « » ^ : / * d l a P r a " 
#ej. Inaczej mówiąc na leży j edną po ł ać sp rowadz i ć do drugiej w sto
sunku o d n o ś n y c h sz tywności pręta , to jest miasto istotnego p rę ta b r ać pręt 
sprowadzony o przekroju s ta łym. W ten s p o s ó b zbudowany pręt wyobraża lny 
będzie n iewątp l iwie t o ż s a m o ś c i o w y z rzeczywistym co do w y m i a r ó w i ob
ciążenia po jednej stronie granicznego przekroju, po drugiej zaś otrzyma 
przekró j sowitszy w stosunku sz tywnośc i , lecz wzamian za to powinien 
u legać obciążeniu zwielokrotnionemu w tym samym stosunku. S ł o w e m , 
jak w danym wypadku, miasto prę ta rzeczywistego, o b c i ą ż o n e g o momen
tem M, p rę ta o s z tywnośc i ach EJf, i EJC po obu stronach przekroju F, 
na leży wz iąć pod u w a g ę p rę t w y o b r a ż a l n y s t a ł e g o przekroju, dajmy na 
to o sz tywnośc i EJC .' W ten s p o s ó b s z tywność prawej po łac i pozostanie 
ta sama, lewej zwiększy s ię w stosunku Je : J/, . W tym samym stosun
ku na leży zwie lokro tn ić obc iążen ie lewej połaci , aby warunki pracy po-
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zos ta ły bez zmiany. Zatem po lewej stronie przekr.oju granicznego w i 
nien p a n o w a ć moment g n ą c y MJC '• J/, , po prawej dawny moment M 
O d k s z t a ł c o n a p rę t a w y o b r a ż a l n e g o będz ie oczywiśc ie odksz ta łconą prę ta 
rzeczywistego. Is totę p o w y ż s z e g o sposobu najlepiej ocenimy, rozpatrując 
p rzyk ład . P rzy s p o s o b n o ś c i zaznaczamy, że d la pręta o s ta łym przekroju 
Jf, — Jc zatem i Cf, = Cc , Df, — D(:, o ile moment M zmienia się w spo
sób c iągły ponad przekrojem rozpatrywanym. W y n i k a to bezpoś redn io 
ze w z o r ó w powyże j wypisanych. N a tej zasadzie op ie ra l i śmy się milczą
co , pisząc wzory m o m e n t ó w z kreskami dla r ó ż n o r o d n y c h połaci zmien
ności m o m e n t ó w . Dzięki temu przy ca łkowaniu mie l i śmy zawsze tylko 
dwie s ta łe ca łkowania co znacznie ułatwia rachunek. 

Ła two to zrozumiemy przejrzawszy ponownie p o s z c z e g ó l n e przykła
dy gięcia. G d y b y ś m y w nich dla każdej połaci zmiennośc i m o m e n t ó w 
wypisywal i oddzielnie r ó w n a n i a gięcia , to l iczba s ta łych ca łkowania by ła 
by r ó w n a podwojonej liczbie połaci , a wyznaczanie s ta łych s ta łoby się 
ciężką pracą. Omin ięc ie tej t rudnośc i z awdz ięczamy ClcbscKowi. 

§ 29. Belka j ednoprzęs lowa o zmiennym przekroju po
przecznym. P r zyk ład najprostszy najlepiej uwypukl i i s to tę rzeczy, 
zwłaszcza , że częs to spotyka s ię w praktyce. Z a k ł a d y elektrotechniczni-
wymaga ją pewnej skrajnej strzałki ugięcia wa łów obustronnie podpar
tych, a obc iążonych po ś rodku wirnikiem p r ą d n i c y . Bierzemy tedy pod 
u w a g ę p o ł o w ę symetrycznego wału (Rys. 46), obustronnie końcami pod
partego, a o b c i ą ż o n e g o siłą P po ś rodku . W od
cinkach skrajnych a panuje stała s z tywność EJa 

w odcinkach b — s z t y w n o ś ć EJb , wreszcie w od
cinku ś rodkowym 2 c mamy sz tywność EJC . Istot
ny wykres m o m e n t ó w , a raczej jego po łowę daje 
trójkąt Acf, gdzie cf= — »/4 Pl = — V i P(* + 
-\- b -\- c). Obie rzmy najsutszy przekró j jako prze
krój p rę ta w y o b r a ż a l n e g o . O d n o ś n ą cześć bcfc 
wykresu m o m e n t ó w na l eży przeto pozos tawić bez 
zmiany, natomiast w odcinku b — zwiększyć rzęd
ne wykresu w stosunku m = Jc : Jf, , oraz w odcinku a — w stosunku 
M = Jc '• Ja • W ten s p o s ó b otrzymamy wykres w y o b r a ż a l n y m o m e n t ó w 
Ahigefc. Ł a t w o zrozumieć , że promienie Ab, ig, ef przecinają się w A 
Wyznaczamy ś r o d k o w ą s t rzałkę ugięc ia prę ta , s tosując sposób rachunko
wo wykre ś lny . .W tym celu wyznaczamy o d p ó r A, r ówny polu po łowy 
wykresu. Pole wykresu dzielimy na trzy trójkąty i dwa pros toką ty . 
Będą to: t rójkąt Aad, zwielokrotniony w stosunku n, p ros toką t abjd i t ró j 
kąt djc — m razy większe , wreszcie pros tokąt bcke oraz trójkąt ekf. Po
n ieważ da = — ł /a Pa> eJ — — Vs Pb. ki — — '/t Pr. przeto ' A 
— Vi P [na2 4- m (2 ab 4 - A ! ) 4 - 2 c (a 4 - b) + c2] oraz Mlvc ŚP A (a-\- £4 
- f c) - y 4 nPa- ek H*tt «)~xh- >»P<*b {c ;- V* b) - V« ™Pb* (e-\-l/t b)-
— W- Pc (a + b)X 7, C ' / , Pc"- X V, c = lU „Pa* 4- % >nP (3 a'b + 

; " (a + b) c* 4 - cs] = V« P[<i+b + 
9 

(ys. 4€ 

H - 3'ab2 4 - bl) 4 - ł/d P |3 (« -4- £ ) 3 c -

1 
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4 c)s 4- V« P (* — O o 3 + 7* P im - i ; (3 a*b 4- 3 a*: -j - A ! ) == / : / c / 
Stąd: / = »/„ « • : £ / c 4 - »/« P « s U i £ / « - 1 : EJC) + V* ' J (3« 3 6 + 
4 - 3 ab2 4 - A s ) (1 : £ 7 / , — 1 : £ 7 C ) . Wzór ten w y p r o w a d z i l i ś m y dla p r ę t a 
o trzech uskokach przekroju najczęście j spotykanego. Dla pręta o dwóch 
uskokach należy uczynić c = o i m «sw t, co da / / / u , c = V,-, ^ ( a - f o) 3 -j 
4- V 6 P (« - U = W . skąd / = % PP : 4 - V . ^ ('• » -
— 1 : £ /Y) . Widz imy tu pewien algorytm, to też bez żadnych, t rudnośc i 
m o ż e m y dla p rę ta o czterech uskokach przekroju wypisać wprost: 
EJ di = % PI"' 4 - 7r, (* — 0 Pa3 4 - V« («' - 0 P (3 0 2 £ 4 - 3 aZ>2 + A1") 4 -
- f 7 , (A - i) P j3 (a + b)- c 4- 3 (a 4 - A) c* 4 - c»J; gdzie n = Jc : Jó * 
m = Jf,: Jd k == Jf.: 7 r ) . Istota algorytmu polega na tem: podnosimy 
do s ześc ianu , '/= l = <* 4 0 4 c 4" 4 • • • • wyłączając ostatni skład
nik W poprzednio rozpatrywanym wypadku będzie to oczywiśc ie d. B ę 
dziemy mieli przeto [(a - j - bi 4 c ] ' === i a 4 " 4~ 3 (a 4 " r 4 3 (a -j 
4 - A) r J 4 - c' Odrzuc iwszy pierwszy sk ładnik , otrzymamy spó łczynnik 
wymiarowy ostatniego wyrazu dla EJJ Z kolei w odrzuconym wyrazie 
(a 4 - b)1 = a s -[- 3 a-b - j - 3 ab2 4 " ^ ' pomijamy składnik pierwszy, reszta 
da znów s p ó ł c z y n n i k wymiarowy przedostatniego wyrazu wzoru dla EJJ, 
A odrzucony sk ładn ik da spó łczynnik pierwszego wyrazu. Ła two to uogó l 
nić. P rzy « — m = k= . . . = 1 wszystkie te wzory dają j =s » / 4 j PP : 
: / i / . To samo o t r zymal i śmy w § 4 rozdz ia łu niniejszego. 

§ 3 0 . T w i e r d z e n i e o t r z e c h m o m e n t a c h . Podany p o w y ż e j 
s p o s ó b rachunkowo wykreś lny stanowi duże ułatwienie przy wyznaczaniu 
w a r u n k ó w pracy belek wie loprzęs łowych , nic daje jednak rozwiązania 
o g ó l n e g o , jakie inną d r o g ą otrzymamy. 

W y o d r ę b n i j m y m y ś l o w o jakiekolwiek przęs ło belki (Rys. 47), spo
czywające na podporach C„ , Cni,. Począ tek stałych osi obierzemy 

w podporze prawej Gn±.x, p r o w a d z ą c oś C„_j_, C wzdłuż 
pierwotnej osi belki . O ś C„_^,vj kierujemy w dół . 
CnX.i% — ku p a t r z ą c e m u . Wyznaczmy w u k ł a d z i e 
tych osi odksz ta łconą , a na niej dowolny ś r o d e k 
przekroju poprzecznego 0(1, nj). Panuje w nim mo
ment g n ą c y M na tle obc iążen ia belki , z ł o ż o n e g o 

z sił p r o s t o p a d ł y c h do C ; , + I C , l eżących w p łaszczyźn ie gięcia CC „ _ J _ , Y| . 
Chcemy go wyznaczyć . P łaszczyzna przekroju poprzecznego dzieli ob
ciążenie g n ą c e na dwa uk łady — lewy i prawy, b ę d z i e m y nadal k a ż d o 
razowo zawsze sprowadzali lewe u k ł a d y ' s i ł do ś r o d k a o d n o ś n e g o prze
kroju. W danym wypadku przedewszystkiem na leży uwzg lędn i ć p o m i n i ę 
tą część uk ładu lewego, obejmującą siły gnące , czynne na lewo od Cft 

Uskutecznimy to z ła twością , sprowadziwszy całe obc iążen ie lewej części 
prę ta do ś rodka C„ przekroju podpartego, gdzie w o g ó l n y m wypadku 
otrzymamy siłę tnącą T„ i moment gnący M„ . Te wypadkowe zastąpią 
dzia łanie pominię te j części lewego układu Oznaczmy nadto siły gnące 

3 , 

^ £ 
li 

Rys . 47 
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połaci CnO przez (i — l, 2,. . . n), przez Pj (j = u 4-1, » - f 2, . . s) 
siły połac i OC,,^; po sprowadzeniu do ś rodka O lewego uk ładu od
kszta łca jącego otrzymamy wypadkowy moment g n ą c y M—MM-\-ln (ln ---
— C) 4- £ P,- (C» — C), gdzie dodawanie winno objąć wszystkie siły gnące 
połac i CltO, od l eg ł e o Ct- od osi prawej podpory. Czyniąc w tym wzorze 
l = o, otrzymamy moment MnĄ_i = Mn - j - TnlnĄ- £ P y t / , panujący 
ponad p o d p o r ą Cw_|_i . Jest to moment wypadkowy sprowadzenia obcią
żenia lewej części belki . W tym wzorze dodawanie obejmuje wszystkie 
siły g n ą c e ca ł ego p rzęs ł a . Zatem Tn — [ifwj_j — M„ — EPy Cy] : l„ 
i ostatecznie M = Mn 4- (M„+1 — M„) (lH — C) : /„ 4- £ P j (t; — C) — 
- S Ą C y (/„ — C) : / „ . 

Rozetnijmy be lkę ponad podporami C„ i C„_u i , i , nie zmieniając 
uk ł adu sił g n ą c y c h tego przęs ła , ustawmy wyciętą czę ść na podporze 
przegubowej — prawej i lewej — rolkowej . P o w s t a n ą w nich natych
miast odpory, k tóre z łatwością wyznaczymy z r ó w n a ń statyki, wypisa
nych dla podpory prawej. R ó w n a n i e sił będz ie tu Cn - J - Cnj l-\-lPj=o. 
m o m e n t ó w : C„ ln 4- S P ; - tj = o. S tąd C„ = — X Py Cy : /„ , a moment 
przekroju O b ę d z i e n iewątp l iwie dla be lk i rozcięte j r ó w n y u. = — 
— £ Pj Cy (/„ — C) ; tm 4- I Pt (C,- — C). Zatem b ę d z i e m y mieli y¥ == 
= M„ 4- - (/,, - C) : / „ + U . . 

Wzór otrzymany stanowi tak zwane twierdzenie o trzech momentach: 
Wyznaczmy, idąc w kierunku sprowadzania sil, dwa przekroje pręta pła
sko zginanego — pierwszy i drugi, oraz ich momenty gnące pierwszy 
i drugi, a otrzymamy moment gnący jakiegokolwiek przekroju pośrednie
go w postaci sumy trzech momentowi momentu pierwszego więcej różnica 
momentu drugiego mniej pierwszy, mnożona przez odległość pośredniego 
przekroju od pierwszego i dzielona przez odległość przekrojów skrajnych, 
wreszcie więcej moment, jakiby powstał w przekroju pośrednim, gdyby pręt 
rozpiłowano wzdłuż obu przekrojów skrajnych, i, zachowując w całości ob
nażenie gnące, czynne pomiędzy nimi, oparto na podporach przegubowej 
i rolkowej. T o twierdzenie najlepiej się uwydatnia w oświet leniu wykreś l -
l e m . N i e c h krzywa CnCCn^.\ stanowi wykres m o m e n t ó w \x p rzęs ła , 
a nadto niech CnMn = Mn , CHĄ.xMnJrX == MnĄ.i. Ł ą c z y m y k o ń c e tych 
odc inków prostą. P r o w a d z ą c cOd prostopadle do podstawy wykresu przez 
ś r o d e k O danego przekroju, b ę d z i e m y mieli Od — Mn - J - (M,,^ — 
— Mn) (/„ — C) : l„ Oc = j t , zatem dc = M. 

Momenty M„ , MnĄ_i nazywamy zazwyczaj momentami odporowymi. 
Są one wygodniejsze w użyciu , niż siły — odpory, zwłaszcza w wypad
kach belek statycznie niewyznaczalnych, gdzie nadto zazwyczaj stosujemy: 

§ 3 1 . C a ł k o w e r ó w n a n i e o d k s z t a ł c o n e j . W e ź m y pod uwagę 
p rę t p ł a sko zg ię ty pod jarzmem sił g n ą c y c h , l eżących w p łaszczyźn ie 
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gięcia a p r o s t o p a d ł y c h do osi pierwotnej prę ta . U ł ó ż m y na niej o ś «*C, 
obierając gdziekolwiek począ tek osi s p ó ł r z ę d n y c h s t a łych . O ś » C kieru
jemy na lewo, o ś ewj w dół, oś — ku pa t r zącemu . Na odksz ta łcone j 
obieramy dwa jakiekolwiek punkty: jeden bieżący O (C , i]) i drugi O0 (C„, 
»j0), s ta ły „ p u n k t wyjśc ia" . P rzekró j poprzeczny p rę ta z a k ł a d a m y zmienny. 
W danym wypadku z r ó w n a n i a zasadniczego mamy t\" — M: EJ, skąd: 

r M r ł rM 1 r M 

1 = J E J * + C> v i = J [ J E J * * ] <« +CC4-Z> = C Jjjft-

— / ~EJ "ł~ ^ "ł" ®' T y m trzem r ó w n a n i o m czynią z a d o ś ć spó ł rzęd

ne punktu O. P o n i e w a ż punkt wyjścia leży również na odksz t a ł cone j , 

przeto: i<, = [ffj<K ] + C>\ = Ci, [jĴ Ĵ - [/fj ^ J + 
•: CC0 I O. Ode jmu jąc te r ó w n a n i a od poprzednio otrzymanych: 

rC itf r j | / | f M 1 
y ' ' ~ S J C o * • i - % =r c;• J £ 7 * - Co [ J Yj * j o -

~Jc EJ <* + C<C - « = C . / * ~ C° [J EJ* [ T i EJ * + 

+ (c - c 0 ) { V o - j J | - c J i o Y j * - 4 g r r f £ + r ' ' ° ( C -<•>• 
1 rc ij/ 

Inaczej jeszcze m o ż e m y nap i s ać T/ = YJ'0 4 - I c - j a f C , TQ = YJ, 4 - (C — 
.'Co z iy 

/•c A/ f C / i / c 
— Co) Vo + C I ',- TdZ — I ^ r ; flfC. Są to c a ł k o w e r ó w n a n i a odksz ta ł -

.'Co ^Co * * / 
conej. Można o t r z y m a ć z nich trzeci wzór , jako wynik bezpoś redn i 
P o m n ó ż m y pierwsze r ó w n a n i e przez (C — Co) i odejmijmy od drugiego. 

fC M rC MC 
a otrzymamy TJ — rlo — -i{ (C — C0) 4 - C 0 L — J { £ y Osta-

''1 — % 1 TC M (C — Co) 
tecznie b ę d z i e m y mieli yf = ; — - j - — I zżrf— dt. 

C — Co C — C0 JCo A / 

Te trzy wzory ca łkowe są nader wygodne w uży-
Nifl 7? 7.%B ciu. Zwłaszcza dla belek zamocowanych p r o w a d z ą 

A** 
Z, A*. • Y <* 

V i 

bardzo szybko do celu, m o ż e m y bowiem zawsze 
p rzek ró j osadzony r o z p a t r y w a ć , jako począ tek spół 

ki r z ę d n y c h , a wtedy C0 a= >io == 7j'0 = o. D w a proste 
p r z y k ł a d y najlepiej to uwypuklą . Bierzemy (Rys. 48) 
pod uwagę belkę jednostronnie osadzoną , drugostron-

Rys. 48. nie wystającą poza p o d p o r ę A ro lkową, oraz belkę 

i 
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obustronnie osadzoną . Obc iążen ie g n ą c e obu belek s t a n o w i ą siły P , , dzia
łające w od leg łośc i C,- od prawego przekroju osadzonego — skrajnego 
przekroju be lk i . Zgodnie z powyże j uczyn ioną u w a g ą — w tym prze
kroju umieśc imy począ tek osi s t a łych , kierując oś P C na lewo po osi 
pręta pierwotnej. O ś P / , — w dół , a o ś P £ •— ku p a t r z ą c e m u . W od
leg łośc i / od począ tku s p ó ł r z ę d n y c h leży druga podpora A dla pierwszej 
belki rolkowa, dla drugiej s tała . O d l e g ł o ś ć ś rodka O dowolnego prze
kroju poprzecznego od przekroju osadczego oznaczamy przez Z t przez 
M — moment g n ą c y tego. przekroju. Wreszcie przez \% — oznaczamy 
moment g n ą c y , jakiby p a n o w a ł w tym samym przekroju, gdyby pręt roz-
p i ł o w a n o w A i B i , nie zmieniając obc iążen ia czynnego pomiędzy temi 
przekrojami, wsparto k o ń c a m i na podporach rolkowej i przegubowej. Dla 
obu belek ś r o d e k przekroju osadczego prawego gra rolę punktu wyjścia, 
zatem tu C0 = ""Jo == To = o i nasze wzory o t r zymają p o s t a ć 

HM fŻM fZMZ 
Y = | dZ, 7, -~ C I T T F dZ —- | — y dZ. W tych wzorach należy 

Jo JLJ JO a* j . o £-j 
w y z n a c z y ć w a r t o ś ć momentu g n ą c e g o . 

§ 32 . B e l k a o s a d z o n a j e d n o s t r o n n i e . Z r ó w n a ń statyki, wyp i 
sanych dla p o c z ą t k u s p ó ł r z ę d n y c h w postaci A - j - B -\- EP,- = o. Al -J-
- j - SP,- C,- -\- Mg =s= o, wyznaczymy odpory pionowe A, B w za leżnośc i 
od statycznie niewyznaczalnego momentu osadczego Mg, k tó ry r ó w n o 
w a ż y moment g n ą c y skrajnego swobodnego przekroju pręta . D l a lewej 
podpory mamy -r\ = o przy C = / , a przeto z drugiego wzoru mamy 

fl M fi MU 
/ I -=y dZ = I j^ry dZ. P ie rwszy jest n i euży teczny w danym wy-

Jo EJ J0 JLj 
padku. Oznaczmy przez Mx moment g n ą c y , jaki panuje w przekroju 
podpartym lewym. M o ż e m y go zawsze w y z n a c z y ć b e z p o ś r e d n i o , spro
wadza jąc do ś r o d k a przekroju A cały lewy układ [E] sił g n ą c y c h , czyn
ny na zwisa jące j części belki . G d y b y ś m y ' znali wa r to ść odporu A, mo
g l i b y ś m y w y z n a c z y ć moment M0 prawego skrajnego przekroju, idąc 
w tym samym kierunku przy sprowadzaniu sił. N ie znamy jednak tej 
war tośc i , natomiast wiemy, że M0 -f- Mg = o. Zatem M = Mt -\- (M0 — -
— Jf i ) (/ — C) : / + |Ł = Mx — (MB -f- Hf,) (/ — C) : / + ^ dla podpar
tej części p rę ta . P o podstawieniu tej war tośc i we w z ó r poprzednio otrzy-

fl M(l-Z) fi ! - Z . 
many b ę d z i e m y miel i : J dZ = Mx J -jg— dZ — 

MB 4- Mt fi (l — ZY f |x (/ — C) 
- B.J 1 J — = T

L dZ -f- I X, dZ = o. Z tego równan ia 
t J0 Ł.J Ja EJ 

wyznaczymy Mg. W szczegó lnym wypadku, gdy p rę t urywa się ponad 
p o d p o r ą A, uk ł ad sił [E] nie istnieje i My = o. Zatem: 

MB — l \ — - — dZ : I j?y dZ. Nadto dla p rę ta o przekroju 
• o E/ Jo EJ 
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s ta łym b ę d z i e m y miel i wprost: MB = i i u. (/ — C) d'Q : j (/ —C)2rfC = 

3 fi 

— 7-7 I t1 (* — C) dt.. G d y pręt jest jednostajnie obc iążony w stosunku 

fi kg na j e d n o s t k ę d ługośc i , mamy (i = — ł / j pl (/ — C) 4 - Va ^ — O 2 , 

a przeto y % = . - f f (/- C)2 rfC - f 3 / 2 4 \ \ l ~ ft* * = -
— Va -J- V» ^ a = — Vs / ^ 2 - Gdy na pręt działa siła skupiona P 
w od leg łośc i <5> od przekroju osadczego, mamy — - - Pb (l — C) : l\\ - f 
4- P (b — C)i przyczem p łaszczyzna gięcia winna być podzielona osią si
ły P na dwa obszary z m i e n n o ś c i m o m e n t ó w . Odpowiednio również na
leży d o b r a ć granice ca łkowania . Moment odpory A r ó w n y - - P b (l—C) : l 
panuje na całej d ługośc i l, drugi moment sk ładowy P (b — C) — jeno 

Pb (l P fb 
w odcinku b, dla tego też MB — — 3 r } (/ — C)- 4- 3 f (/ — 

3 P rb 

— o (b — c) rfc = — Pb 4- T,- I |//> — (/4- 4 ) ; 4- c2] d i = — Pb (2 / 2 — 

3 Ib -j £ 2 ) : 2 / J . Te same wynik i miel iśmy w § 12 i § 13 rozdzia łu 
niniejszego. 

§ 3 3 . B e l k a o s a d z o n a o b u s t r o n n i e . Z równari statyki, wypisa
nych dla począ tku spó ł rzędnych w postaci A 4- B -{- X / J , - — o, HAĄ-
4 - = o, MA 4- ^ + - P - / 4 _ - ^B wyznaczymy oba odpory pio
nowe A, B w za leżnośc i od statycznie niewyznaczalnych m o m e n t ó w 
osadczych MA, MB. Nadto drugie r ó w n a n i e wiąże odpory poziome, k tó
re tu jawią się na tle dz ia łania obciążenia g n ą c e g o przy bezwzg lędne j 
n i e ruchomośc i p o d p ó r Istotnie, pierwotna oś pręta jest k ró t sza , niż od-
i iształcona, zatem przy gięciu podpory muszą się zbl iżyć ku sobie, lub 
też w wypadku p o d p ó r s ta łych prę t musi się wydłużyć odpowiednio . T o 
wyd łużen i e nie is tniało zupe łn ie w p o w y ż e j rozpatrywanych wypadkach, 
p o n i e w a ż zawsze mie l i śmy j e d n ą tylko p o d p o r ę n i e r u c h o m ą przy pozo
stałych — ro lkowych . P rę t m ó g ł w y g i n a ć się zupełn ie swobodnie. T u 
taj przy dwóch podporach s ta łych zachodzi g ięc ie m i m o ś r o d k o w e p ła sk ie , 
na tle rozc iąga jących sił HA i IIB. Zazwyczaj jednak bierzemy pod uwa
gę tylko g ięc ie , c zyn iąc HA = HB — o, a to dla tego, że p o d p ó r bez
wzg lędn ie s t a łych nie umiemy b u d o w a ć , a nadto g ł ó w n i e jeszcze i dla 
tego, że przy nieznacznych, praktycznie jeno dopuszczalnych, wyg ięc iach 
pręta — rozc i ągan ie jest n iewątpl iwie nader nieznaczne. M o ż e m y przeto 
p o m i n ą ć odpory poziome. W ten s p o s ó b mamy już tylko dwie statycz
nie niewyznaczalne. Ł a t w o je wyznaczymy, s tosując wzory wyżej otrzy
mane. D l a prawej podpory TJ1 = TJ', — o przy £, == l, a przeto 

M fi M (•' Mt ' . cl M 
l frT dc, = o oraz / ! r. ,d'Q — I ,.TdX. Inaczej jeszcze f ~^rrd£ = 

EJ J0 EJ J(, EJ J ./„ EJ 



~ J ~F~f ^ — °- " ł u z n o w i Jak wyżej M = Mt -f- ( A 0 — / l / j ) (/—ĆJ : 

: / 4 - j i = MA - (MB + (/ - C) : / + [i = (MA 4- # « ) Ć : / + 

- J - p — Jf jg, a przeto m o ż e m y nap i sać : ——j J jrj — MB J jFj-r 

r^dc MĄ -f- Mg ffg£ m ritdz r i £ +i EJ = T J 0 P / -
 M*J6 EJ + J . * = Z t y c h 

r ó w n a ń wyznaczymy oba momenty statycznie niewyznaczalne. D l a prę ta 
o s t a łym przekroju otrzymamy po skrócen iu przez 1 : EJ i ca łkowaniu : 

. 2 fl 6 / / 
MA—MB-i- 7 I = 2 &a — M B 4- Ti" / p-WC = o. stąd: «^*= 

= y j faX—-fiJ |iCa(C, MB=—j : ^ - 7 ? J pCdt. W wypadku 

obc iążenia jednostajnego k g na j e d n o s t k ę d ługośc i mamy, jak wyże j 
a == — 7, (/ — C) + Vi ̂  (/ — O- i * — V, />/C + l / a / K 2 . Zatem 

/ ' ;WC =s — ł / i , />/', / ' jiWC = — V« a przeto = ty,, ^ 3 = — 
. ' o ' ' 0 

— MB==MA. Wobec tego wyniku równania statyki wypiszemy w posta

c i : AĄ-B+YiPi= A 4 - B 4- f p& = A 4- B 4 - fot1 = o, Al 4- SP,C f - = 

4), ^ • \jSn<&ia^'': : > - i - o ; ^ 
= Al 4-1 ĈrfC = 4- ty, A 2 ==• o. Stąd 4 = B = — »/i M Nadto 

• o 
A f — — MB -j- a = Via — V , />/C 4- Vi / C 2 - Z r ó w n a n i a M— o wyzna
czymy odc ię t e C = V 2 / (1 ± 1 : |/ 3 ) p u n k t ó w przeg ięc ia odksz ta łconych . 
Czyn iąc dM — o ok re ś l imy przekrój o skrajnej war tośc i momentu g n ą c e 
go. R ó w n a n i e to daje C0 = V , a przeto Mm— — V 2 4 fol2. Moment 
g n ą c y sta"je się minimum p o ś r o d k u pręta , na obu skrajach posiada nato
miast wa r to ść najwyższą MA = M0 — ljn fol2. Zmienia się parabolicznie. 
Ł a t w o w y z n a c z y ć wykres m o m e n t ó w i sił tnących . Równan ie odksz ta łco 
nej będz ie tu EJi^C f^Mdt, — p MCal = [»/„ folK - ty4 P^ + Vi ^ J C - -
— Vfj A ' * ' 2 4" V« 1<W — Va/»C4 = llufiP U — Q». C h c ą c w y z n a c z y ć strzał
kę ug ięc ia prę ta , czynimy ą' = 3 ty„ fot, (l — C)2 - - Vis P" (l — Z) = o, co 
daje C — Vs l. P o ś r o d k u zatem mamy s t rza łkę f — llM4plA : EJ. 

W wypadku obc iążen ia siłą skup ioną P, c zynną w od leg łośc i a 
od lewej i b od prawej podpory, mamy |i.= — Pb (l—-) : l\\ĄP(b — 

- . C) = - Pb -]- PK : / !| i - Pb - PC. Zatem f' V.d: ==f1(— Pb 4 -

./o ./o 
4 Pb: : 0 ̂  + fl (Pi> - Pi) & = - V> ̂  + V« Pb2, fl

o ixCrfC =f'o ( — 
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— Pb: f PbC2 : l) dC 4- /"* (PoC — PC 2 ) s= — V« PbP f Ve P 4 3 , a prze-
Jo I 

to / I / / = * P o 2 (/ — b) : P = Pąb* : P, MB = — Pb - f l / i P o 2 : / — P o 3

 : 

: P = — P o (/ — b)2 : P = - - P6o- : P = — M0. R ó w n a n i a statyki bę
dą tu A 4 - P - f P = o. P a o 2 : / 3 4 - ^4/ 4 - Pb — P o a 2 : ; 2 = o. Stąd: 
,4 = — Pb (P- 4 - ao - a2) : /» = — P o 2 (3 a - | - b) : p P = — P a 2 ( c 4 -
4 - 3 4 ) : / s . Nadto M s d ! (MA + MB)C : ! — T i / g 4 - |ł. = P a o (b — d)C ; 
: P 4- P « 2 o : / 2 — P o 4- PoC : / || 4 - Pb — PC = — Pb2 (« + / ) : 4 -
4 - P o 2 (3 a 4 - b) C : / 3 1 | 4 - P o — P C . Z r ó w n a n i a M — o wyznaczymy odc ię 
te p u n k t ó w przeg ięc ia odksz t a ł cone j . D l a pierwszej po łac i o t rzymani 
e m (2 a 4 - o ) / : (3 aĄ-b), dla drugiej C, = W : (ff + 3 i ) . Obie te 
war tośc i istotnie dają zawsze punkty przegięcia , odrazu bowiem widać , 
ze / > C| > b oraz b > > o. P o n i e w a ż momenty zmieniają się l i -
njowo, przeto na jwyższe ich war tośc i dodatnie p a n o w a ć będą w przekro
jach osadczych. Są to MA i M„ = — MB. K u ś r o d k o w i belki momenty 
maleją, p r z e c h o d z ą przez zero, dążąc obustronnie do na jmnie j szośc i ujem
nej w przekroju siły P, gdzie mamy moment g n ą c y Mm = •— P o 2 (a -f-
4 - /) : l2 4- P o 3 (3 o 4 - b) : P = — 2 PcPb2 : P. K r z y w a wykresu momen
tów jest więc ł amaną . Wyznacza ona trzy skrajne war tośc i m o m e n t ó w . 
Chcąc orzec, k tóra z nich stanowi maximum b e z w z g l ę d n e , miarodajne 
przy wyznaczaniu właśc iwych w y m i a r ó w p rę t a , z a łóżmy , że a > b. To 
za łożenie w niczem o g ó l n o ś c i naszych rozważań nie uszczupl i , zawsze 
bowiem m o ż n a obróc ić prę t o 180°, aby w y p e ł n i ć p o w y ż s z ą n i e r ó w n o ś ć . 
W tern za łożeniu M0 jest w iększe od MA, n a l e ż y przeto jeszcze z b a d a ć 
znak różn icy M0 4 - Mm = Pa2b (a — b) : P. Jest ona dodatnia gdy 
a >• b. Zatem, gdy a > b, MQ stanowi skrajną w a r t o ś ć m o m e n t ó w gną
cych. G d y a < b, wtedy MA > M0 i znowu MA 4 - Mm — Pab2 (o — 

— a) : P >- o. B e z w z g l ę d n i e na jwiększa war tość momentu g n ą c e g o pa
nuje zawsze w jednym z p rzek ro jów osadczych. R ó w n a n i e odksz ta łcone j 

będz ie tu P / r , ** tf \ MdC —/J Mc.dC = [— Pb2 (2 o 4 - 4 ) / / * / * </c4 

4 - P o 2 (3 a - f o)//, 4 W f[dC - P./*0Vc ] C 4 - Pb2 (2 a - f 

4 - &)//>/; C^: - B V ( 3 f 4 - 6)/;, C2*T - Pbf\ CdC - f P / * CVC || 4 

i P o / / , rfC — Pfi CdC] C - P o / ; CrfC 4 - P / ; , C2d'C == Pb- (.3 a 4 -

- b) C3 : 6 P — Pb2 (2 « 4 b) C2 : 2 P 4 - Vi / ^ C - Vs P 4 5 1 | + 7 . P ( 6 -

C)s = (/ — C f : 2 Z' • Plr (3 a-\- b) (i — Cr3 : 6 P \\ 4-V« P ( 4 -
— C)s. Czyn iąc tu C—b otrzymamy strzałkę siły fp—Palbl : 3 EJP. A b y 
z kole i w y z n a c z y ć s t rza łkę ugięcia , czynimy r( = o. D la pierwszej po
łaci, w odcinku a, otrzymamy z ła twością z tego równan ia C4 = /—2 a/ : 
: (3 a 4 - 6) z warunkiem: / > C4 > o. Pierwsza n i e r ó w n o ś ć wype łn ia się 
sama przez się, druga zachodzi przy a > b. Zatem strzałka ug ięc ia istot
nie na leży do połaci pierwszej, gdy a > b. Będzie to / , — 2 Pb2a* : 
: 3 EJ (3 o 4 b)2. D la drugiej połac i mamy z równania T / —- o war tość 

http://Mc.dC


C» •= 2 bl : (a - j - 3 b) z warunkiem b > C6 >- o. Prawa n i e r ó w n o ś ć jest 
oczywista, lewa daje warunek pochodny b > a. Zatem strzałka wygięc ia 
n a l e ż y do połaci drugiej, gdy b > a. Jest to ft = 2 Pa*b* : 3 EJ (a -f-
4- 3 6)2. 

W s z c z e g ó l n y m wypadku, gdy a = b =• tyj l, mamy M i = ty, Pl— 
--Ma= — MB, Ci =SF 3/4 Ca — LU l — punkty p r z e g i ę c i a są symetryczne 
w z g l ę d e m ś r o d k a . P o ś r o d k u moment Mm — — tys Pl> tutaj w i C c skrajne 
momenty są t o ż s a m o ś c i o w e . Nadto A = B = - 1 ., P . R ó w n a n i e od
ksz t a ł cone j b ę d z i e tu EJi\ = */u Pl{l— C)2 — tyI3 P (l — C)31| 4 7 t P ( A ~ 
— C)». S t rzałka siły Jp = P / 5 : 192 P / stanowi zarazem ś r o d k o w ą strzał
kę p r ę t a . 

§ 54. B e l k a j e d n o p r z ę s ł o w a . R ó w n a n i a ca łkowe odksz ta łcone j 
r ó w n i e ż nader szybko p r o w a d z ą do celu w wypadku belki wspartej na 
podporach rolkowej lub przegubowej. P r z y k ł a d najlepiej wyjaśni istotę rze
czy. W e ź m y pod u w a g ę be lkę j e d n o p r z ę s ł o w a , statycznie wyznacza lną , 
a obc i ążoną dowolnym u k ł a d e m sił g n ą c y c h p r o s t o p a d ł y c h do pierwotnej 
osi be lk i . P o c z ą t e k osi s ta łych umieszczamy w prawej podporze prze
gubowej B. O ś P C p rowadzimy wzdłuż osi pierwotnej belki ku lewej 
podporze A ro lkowej , — o ś PTJ w dół , Bi — k u p a t r z ą c e m u . Podparty 
punkt B — jest punktem wyjścia dla nas — zatem Co == rlu — o, skąd 

k M fi MC, 
•t} = Zifor\-tJ — a% -J -EJ di. Spó ł r zedne drugiej podpory rolko

wej ix == l, = o czynią r ó w n i e ż zadość temu r ó w n a n i u , m o ż e m y prze-

fi M fi Mi 
to nap i sać 0 = IrfoĄ-l j ~j^T di— I di. Rugując TJ'O otrzyma-

J o EJ . / f, L.J 
' fl M fi M 

my r ó w n a n i e o d k s z t a ł c o n e j : ij — — C j di i I •— di - j -

fi MU fi Mi fi M fi M 

J 0 EJ j a EJ J c EJ ' ' J , E 
i, 

< Mi 

•i Mi 

f EJ d i 

§ 35. B e l k i w i c l o p r z ę s l o w e . Idąc w kierunku sprowadzania sił, 
oznaczamy przez Cn skrajną lewą p o d p o r ę belki u p r zę s łowe j , przez Cf 

( t ' = 1, 2, . . . w — 1) podpory p o ś r e d n i e , przez C„ skrajną p o d p o r ę pra
wą, w k tóre j umieszczamy począ t ek s ta łych osi s p ó ł r z ę d n y c h . Q ś CUK 
u k ł a d a m y na osi pierwotnej be lk i ku C0, o ś CHyi kierujemy w dół , C „ i ; 
— ku p a t r z ą c e m u . P ierwotn ie wszystkie podpory leżały na osi C„C, 
a więc na jednym poziomie w od leg łośc i ach Cf- od począ tku spó ł r zędnych . 
P o obc iążen iu podpory m o g ł y uledz obn iżen iu łub p o d w y ż s z e n i u ponad 
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poziom, pierwotne jednak od leg łośc i nie mog ły się wyraźn ie zmienić , 
z za łożenia bowiem rozpatrujemy wygięc ie nader nieznaczne. S p ó ł r z ę d n e 
p o d p ó r p rę ta o d k s z t a ł c o n e g o będą więc C,-J TJ,- {i '—. 1, 2, . . . n), różn ice 
C . _ . j — C , - = / , dają d ługośc i p rzęse ł belki , pomiędzy sąs iedniemi podpo
rami £ ? ,_ ! i C , . . . Oznaczmy przez C,- o d p ó r pionowy podpory C , 
przez A / , jej moment odporowy. Odpory poziome p o d p ó r przegubowych 
i s ta łych z a k ł a d a m y r ó w n e zeru. są bowiem z istoty rzeczy nader nie
znaczne przy niewielkiem ug i ęc iu belki , jakie wyłączn ie tylko chcemy 
b rać pod u w a g ę . W ten s p o s ó b odpada jedno r ó w n a n i e statyki—z dwóch 

pozos t a łych wyznaczymy jeno dwa odpory 
pionowe. Reszta stanowi n—1 statycznie nie-
wyznaczalnych. Chcąc je w y z n a c z y ć , bierze
my (Rys . 49) trzy s ą s i e d n i e podpory Q _ j , 
C/i, Q_ |_ i pod u w a g ę . Dwie pierwsze wy
znaczają rozp ię tość l/. — — Cj& przęsła 
k, dwie drugie — rozp ię to ść = £4 -

— p r z ę s ł a k-Ą-l. Korzys ta jąc z trzeciego 
wzoru c a ł k o w e g o odksz t a ł cone j , m o ż e m y na-

Kys. 49 

pisać dwukrotnie." 

'1k 
r1k — fa-i 

C 

Stąd: 

a-i 
+ 1 

h 
1 

H — ^k+l 

i * — Tt+l 
4-1 

EJ 

i 

r 
T i J c. 

P7~ 

1* 

-f 

M( •k—l 

N a mocy twierdzenia o trzech momentach 
przęsła: U = Mk_x 4- ( J ^ - «*_0 - O 
przęs ła : 

m o ż e m y nap i sać dla /• 
: / / . - ! - p. oraz dla k-\-\ 

Znaki ujemne m o m e n t ó w drugiego wzoru są tu konieczne ze względu na 
zmieniony kierunek. Po podstawieniu otrzymamy: 

Tik 

'k 
u+1 

h 

-L 
J 
1 

k+i 

C*.-1 

i' 

JZk-i -
EJ 

h (C — C/.j_!) 

MA k-l 

a'C 

4 
2 

i_ 

- i — c 
£7 

EJ o t 4-

£ 7 
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£ / 

Jest to Wzór Clerća. Wiąże on linjowo trzy s ą s i e d n i e moment}' 
odporowe. P o n i e w a ż z za łożen ia mamy n przęse ł , m o ż e m y go zatem 
w y p i s a ć kolejno dla 1 i 2, 2 i 3 . . . p rzęs ła , s ł o w e m o t r z y m a ć ;/ — 1 l i -
njowych r ó w n a ń dla m o m e n t ó w odporowych. Z tych r ó w n a ń wyznaczy
my n—1 m o m e n t ó w prócz , dajmy na to, skrajnych M0 i M„ . Te dwa 
ostatnie okreś l imy z w a r u n k ó w k o ń c o w e g o obc iążen ia be lk i . G d y belka 
kończy się ponad skrajnemi podporami typu ro lkowego lub przegubowe
go, wtedy M0 == Mn == o, gdy belka zwisa poza podpory skrajne, a wy
s ta jące jej k o ń c e ulegają jarzmu uk ładów z e w n ę t r z n y c h [E\ i [E]„ sił 
g n ą c y c h , m o ż e m y owe u k ł a d y s p r o w a d z i ć do ś rodka skrajnych podpar
tych p r z e k r o j ó w i b e z p o ś r e d n i o o t r z y m a ć w ten s p o s ó b M0\Mn. Wresz
cie, gdy belka jest końcami zamocowana, m o ż e m y dwukrotnie z a s t o s o w a ć 
trzeci wzór ca łkowy do skrajnych p r z ę s e ł , a otrzymamy: 

1 ,c„ Af<C — CŁ) 
'1o 

— 1,1 

^0 ^1 ^0 

'In — l\n-\ 
1 

EJ 
dZ =s o, 

~ ~r — — & 
' » J o 

EJ 

d l a pierwszego i ostatniego, tutaj bowjem C„ = ij'o = -q'„ = o oraz 
i =V* < N a mocy twierdzenia o trzech momentach mamy dla przę

sła pierwszego: M = Mt + (M0 — Afi) (C — C,) : / , 4 - j i , dla ostatniego: 
M= Mn_x 4 - (M„ - M„_i) (ln— C) : /„ - f j i . W ten s p o s ó b otrzyma
m y dwa wzory dodatkowe: 

7 / » •1i + M\ 

m 
EJ 

dZ — 

•/j„^! - f M„. .j I | 

I & A ( 
T7 7„ • " 

27 
i . 

dz 4 

r ' » & - C)» J r 4 -

('„ 
Ej 

- Z) 
~ dZ o, 

z k tó rych wyznaczymy brakujące momenty Af 0 i Mn . 
Pozos ta j ą nam jeszcze odpory. Chcąc w y z n a c z y ć Q nazywamy 

przez 'J^ siłę tnącą ponad p o d p o r ą Q. Ponad Ck_A , Ck , będą 
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więc p a n o w a ł y siły tnące 7^_i , T/, , Z^-j- l • Oznaczmy nadto przez Pj 
siłę gnącą , czynną w o d l e g ł o ś c i C; od osi podpory prawej C&±Ą , a otrzy
mamy Mi+i = MK 4- 7'^/^i4- S P / C ; , gdz ie dodawaniem na leży ob jąć 
wszystkie si ły tnące przęs ła £4 -1 . S tąd 7^ ś= C^A-f-i — -Pj'C/ — ^ ) : 
: /^_j_x. W ten sposób , i d ą c w kierunku sprowadzania sił, a więc od CA 

ku C„ , wyznaczymy wykres sił t n ą c y c h be lk i . To samo m o ż e m y r ó w 
nież z r o b i ć , zmieniwszy kierunek sprowadzania sił na odwrotny. Idąc 
od C„ ku C0 otrzymamy nowe w a r t o ś c i sił t n ą c y c h Tj. , panu jących po
nad podporami. Stąd n iewątpl iwie T/, 4" P'k = Q • W ten s p o s ó b roz
wiązal iśmy ca łoksz ta ł t zagadnienia. J e d y n ą t r u d n o ś ć stanowi tu wyzna
czenie całek; to też zazwyczaj czynimy to wykre ś ln i e . 

D l a prę ta o przekroju s ta łym mamy ze wzoru o g ó l n e g o : 

6 ̂ ^tT^^]^^^k Mk-1+2 (/* •lkĄA) M*+i*+* 
§ 3 6 . W z ó r C l a p e y r o n ' a . Chcąc w y z n a c z y ć całki tego wzoru 

oierzemy pod u w a g ę zrazu tylko j e d n ą siłę w przęś le k oraz siłę 
Pk+i w p rzęś le 44-1 . O d l e g ł o ś ć tych sił od p o d p ó r lewych Q _ i i CK. 
odpowiednio oznaczamy przez ak i a^i , od prawych Q i C^Ą-I — przez 
b& i 4^j_] . Wykresy m o m e n t ó w u. tych sił będą oczywiśc ie t r ó jką tne . 
W y s o k o ś ć t ró jką tów Hk = - P j ^ 4 ^ . : 4 , P 4 + ł = — P i + 1 ak+1 bk+1 : 
• 4-f-i • Ła two spostrzec, że pierwsza całka stanowi moment statyczny 
t rójkąta Q _ j Ck DK w z g l ę d e m punktu Q . x jest zatem równa: % ak X 
;< VJ «/§ X P t h : 4 — ( A * - i- V i 4*) X 7, 4$ X P * o^ h : 4 = 
- Vc P i * i 4* (** •;- bk) (bk 4- 2 «j) : 4 - 7 6 Ą ^ (4 4- ak) -
==— lU Pk ak (Pk ~~ aik)- Druga ca łka stanowi moment statyczny 
trójkąta CK Q + 1 D,..VX wzg lędem punktu CKĄ_X i r ó w n a się — 
- 7 6 -P^-fi 4 ^ j (Pi+i — 4 8 J ^ . J ) . P o podstawieniu tych war tośc i we I 

wzór us tępu poprzedniego otrzymamy: 6 EJ Ufa _j — rj^) : 4 -f- ( 7 i / t + 1 -

-1*) ; kfcjj - Js ± 2 & + k u ) ^ + te ^41 -
- : h — - P ^ + l ^ - l - i ( / 2 ^ + i r : 4-f-i • w s z c z e g ó l n y m wy
padku, gdy nadto jeszcze działa obc iążen ie jednostajne w stosunku pk k g 
na j e d n o s t k ę d ługośc i p rzęs ł a k, poczyna jące się w od leg łośc i c 0 i kończą
ce w od leg łośc i c od podpory b ę d z i e m y miel i tlP^aji ( j f y — = 

- /*' Pk^iPk - i'"') * = Vi A* , c " - (52 ^ ~ e" 4 Nadto gdy 
* c0 

o b c i ą ż e n i e jednostajne Ą&ĄĄ prawego przęs ła poczyna się w od l eg ło śc i 
4 0 i kończy w od leg łośc i 4 od podpory C ł + I otrzymamy ZP^faj^P^— 
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J P/t+i <• d'k+\ — O = V4 pkj i (d2 — d\) (2 P i + 1 - <J»-f 
"o 

4- d\). A przeto wzór w y d ł u ż y się w prawej części o te dwa wyrazy, 
dzielone^ odpowiednio przez —4 i—lk+x. G d y sił skupionych brak, a obcią-v. „ < v . u , . . u »A j ,*4-«r • v»jf sn sKupionyt 
żenią jednostajne p o k r y w a j ą ca łe przęs ła , to jest gdy: P^ = = 
CQ~ d0 — o, c — lh , d = lk+x , o t rzymamy wzór Clapeyrona: 6 EJ[(rik__x 

— Oj 

xUPhl 

— . K , « — » v>nŁjr m a r n y iv sur i^iapeyron a: b£.J [{Tik j — 

( ^ + 1 - ^ ) = 4+ i l = 4 ^ 4 + 1 + 2 (4 +4+1) ^4+4+1 M K + L -
m—1U Pk+l PA+I • K i l k a p r z y k ł a d ó w najlepiej uwypukl i istotę 

stosowania p o w y ż s z y c h w z o r ó w . 

§ 37 . Belka d w u p r z ę s ł o w a . W e ź m y ponownie pod u w a g ę belkę 
d w u p r z ę s ł o w ą (Rys. 40). W założeniu jednostajnego obciążenia / k g na 
j e d n o s t k ę d ługośc i , p o k r y w a j ą c e g o całkowitą d ł u g o ś ć belki , b ędz i emy mie
l i przedewszystkiem MA = MB= o. C h c ą c w y z n a c z y ć MX wypisujemy 
r ó w n a n i e Clapeyrona. Wobec tego, że wszystkie trzy podpory belki 
o przekroju s ta łym leżą na jednym poziomie po odksz ta ł cen iu : 2 (a-\-
4- b) MX = 1/4 P («' + *')• S t a - d Mx — V« P 0*s + : Opie ra jąc się 
na tej war tośc i ł a t w o wyznaczymy obie podpory skrajne. Idąc od A ku 
X m o ż e m y n a p i s a ć Aa 4- l/2 pa- — MX , skąd A == — »/2 P<* ~Y Vs P («s+ 
4- b*) : al. Z m ien i a i ąc z n ó w kierunek sprowadzania sił, a więc idąc od 
S k u l b ę d z i e m y miel i — Bb - »/, pb2 = — MX , skąd B = — 7, pbĄ-

+ 7s P (a* + : ^ - Te same war tośc i o t r zyma l i śmy w § 15 niniejsze
go rozdz ia łu . 

W za łożen iu siły skupionej (Rys. 45), c i snącej na p rzekró j poś redn i 
przęs ła prawego b ę d z i e m y mieli znowu MAQ—MBQ — O, a dla A / Z m o 

ż e m y n a p i s a ć 2 (a -\- b) MX = Pc (b- •— c'-) : b skąd MX == Pc (62—- c2) : 
: 2 £/. I tu r ówn ie ż A(la = skąd A0 == Pc (b2 — c2) : 2 Podob
nie zupe łn ie : — B0b — P (b — c).== — , skąd P 0 — — P 4- Pc (63 + 
4- 2 — c") : 2 £-'/. Wyznaczmy siłę tnącą przed p o d p o r ą ś rodkową. 
Idąc od A ku X, a więc w kierunku sprowadzania m o m e n t ó w , otrzyma
my Tx — A0 = Pc (b2 — c2) : 2 abl. Idąc zaś w kierunku odwrotnym: 
T'x — P 0 - P = P c + 2 4 / - c2] : 2 £ 2 / s tąd 

- Pc \b% - c2b 4- a ó 2 4- 2 abl - ac2) : 2 ab'-l = - . , , 
2 a £ 2 . I o samo o t r z y m a l i ś m y w § 2fl rozdzia łu niniejszego 

~Ar = 7^4- 7*!,== 
Pc (£2 4- 2 « * - - c-) 

§ 3 8 . Belka t r ó j p r z ę s t o w a o przekroju s t a łym, obc iążona jedno
stajnie w stosunku p k g na j e d n o s t k ę d ługośc i . 
Obc iążen ie pokrywa całą belkę . Podpory A, X, 
Y, B z ak ładamy nieruchome i prowadzimy prze>, 
nie oś p ie rwotną belki PC, oś B-ą kierujemy w dół, 
Bi — ku pa t r zącemu. P r ó c z przegubowej podpory 
B — pozos ta łe są rolkowe, zatem MA= MB=o. 
C h c ą c wyznaczyć (Rys. 50) pozos ta łe dwa momen-
ty MX 

Mv wypisujemy dwukrotnie równan ie 
Clapeyrona'w postaci: 2 (a - f X) Mx 4- X M. 

y Rys. 60. 
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=7* P(a*-\-V), >.MX 4 - 2 (X 4 - b) My — 74 p (X8 4 - S tąd mamy = 
= p [2 (X 4 - b) (a3 4 - X') - X (X» 4 - b*)} : 4 [4 (« 4 - X) (X 4 - o) — X2]. M == 
= ^ [2 (a 4 - X) (X» 4 - o5) — X («» 4 - X*)] : 4 [4 (a 4 - X) (X 4 - o) — X2]. N a 
stępnie mamy Aa 4 - »/, a2/- = Mx , Bb 4- */, />o2 — ^ , A (a Ą- X) 4 

4- AX 4- lJ2p (a 4 - X)2 = My oraz ^ - f - jS- j - A 4 - Y 4 - J P (a 4 - o 4 - X) = o. 
Z tych r ó w n a ń wyznaczymy odpory. 

Rozpatrzmy bl iżej wypadek szczegó lny , k iedy a = b = \ = 1/3l. 
W tern założeniu otrzymamy Mx — My = lj90pP, A — B — — 2lupl, 
X — y = — nl-l0 pl. Te wartości pozwolą nam w y p i s a ć o g ó l n y w z ó r 
dla momentu g n ą c e g o M= A (/ — i) 4 - 7, (/ — C)21| 4-A* ( 2 / s / — C) || 4 -

4- Y(7, / -c) = - »L + 7, A C / - « ) 1 II - "/«, # (V, 
— -9JI — l7so pl (7s l — Czyn i ąc tu M = o, znajdziemy odc ię te punk
tów p rzeg i ęc i a o d k s z t a ł c o n e j . D l a połac i pierwszej b ę d z i e m y miel i Cj — 
= u / 1 5 /, dla drugiej — dwie war tośc i C2 = 72 / (1 ± 1 : 3 j /~5), dla 
trzeciej: C, = * / t t /. Będą to punkty a , [3, f , 8. Z kole i czyn iąc dM—o 
wyznaczymy odc ię te , o d p o w i a d a j ą c e skrajnym w a r t o ś c i o m m o m e n t ó w . D l a 
połac i pierwszej b ę d z i e m y miel i C4 = n / i 5 l, dla drugiej Cs = 7J A dla 
trzeciej C{ = 7i5 l. Będą to punkty 1, 2, 3. Panują w nich odpowiednio 
momenty Mx = Ms — — 2/225 pl2, Ms', = — VMÓA»* B e z w z g l ę d n i e skraj-
nemi war tośc iami na jwyższemi będą tu Mx = My — 1/90 pP. Wobec tego, 
że EJ-rf' = M, otrzymamy całkując EJr{ = C 4 - Vis A^ (l — C ) 2 — 
— 7c A (' - V li + n/co pl CV, / - 92 II4- u/oo Pl (7. / - O'-'. £A = D + 
+ cc -7« # (/- Q8+V2« A tf- «)4 II -n/ieo A' (7, l- 931| - »/i.o pl CV. 
— C)5. D la skrajnych p r zek r o jów mamy TJ = o dla C = o i C = / , zatem 
•O - 745 A** + 7« P*% ~ n/18o A' X V« - "/.BO A* X V« *** .0, Z) 4 -
4 - Cl === o. Skąd: Z) = 7,080 />/4, C = — 71080 pP. Czyniąc vf 5= o, wy
znaczymy odc ię t e , p r zyna l eżne do skrajnych s t rzałek prę ta . Ła two znaj
dziemy, że w połaci pierwszej będz ie C,=[13—4 cos (240°4-7s arcCos n/M)]l '• 
: 15 22 0 ,882/ , w drugiej C8 = 7, / i w trzeciej C9 = / — C, f f 0 ,118/ . 
Podstawiwszy te war tośc i we wzór o d k s z t a ł c o n e j , o t rzymamy o d n o ś n e 
s trzałki ug ięc ia . 

§ 3 9 . T w i e r d z e n i e o d w ó c h m o m e n t a c h . P o w y ż s z e p r z y k ł a d y 
na leżą do naj ła twiejszych. P rzy większej l iczbie przęse ł rozwiązywan ie 
r ó w n a ń nawet za p o m o c ą w y z n a c z n i k ó w nas t ręcza p o w a ż n e t rudnośc i , 
k tóre ła two m o ż e m y o m i n ą ć , s tosu jąc miasto w z o r ó w Clcrc'a lub Clapey-
rona — twierdzenie o dwóch momentach. Oznaczmy spó łczynn ik i mo
m e n t ó w odporowych we wzorze Clerc'a przez: N = h f c _ i — T J J J : 1% -f-

C C 

'*' '•i w * k" EJ 

CA ' 

o 1 

1 k c, ^sfr7 c*+i SJ 
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5 = 
EJ 
- 1 

'h+lJ ś n i EJ 
a wtedy % ^ i I 4 _ i + A 4 Mk 4 - P f c + 1 = TV 4 - S . T o samo 
wyrażen ie m o ż e oczywiśc ie do tyczyć i wzoru ClapeyrorUa. W tym jed
nak wypadku #jfc_j = / * , = 2 ( 4 4 - 4 + 1 ) , == 4+1 - 5 == 

= ZP&k (** - •• k + 8£*4- i 4 4 + 1 - i ^ J - D : 4 f l . Tutaj N 
będz ie oznacza ło : 6 EJ | ( ^ _ i — : 4 4 - (TJ^ + 1 — ijfc) : 4 + ] j . W e d ł u g 
znanego wzoru: M'=M]:_x.-\- (Mk — A % 4 i ) 9 : 4 4 - p.' dla mo
mentu w przęś le oraz M " = . 4 4 + 1 4 - (Mk — fl£i4i) ( J ~ '• 4 + 1 + 

- j - jt" d la p rzęs ła 4 4 - 1 . Z tych wzorów, oznacza jąc C^_j — C = 
Z/, — C = x" b ę d z i e m y mieli Mk_x = [(]&' — \>.') lk — Mk x'\ ': (4 — .%•')• 

^ 4 + 1 = : 0 4 + i - Ą ( « - cA-+i)] ; (4+ i—<-f c M- i ) = foW"-
— 4 + i - # » (c ~ 5* + C - ^-+i)] : ( h - V i - c + -
— [(M" — ;t") 4 + ] — Mk ( 4 + 1 —• x")\ : x". Po podstawieniu tych war
to śc i otrzymamy: (Af' fi') 4 : (/,, — *') 4 - (A?" — jfc") 4 + 1 : 
: x" - Mk [ / 4 _ i * ' : ( 4 - *0 + % f i (4+1 ~ *") : * " - & ] = ^ + S . 
Weźmy pod uwagę parę wartości x', x", czyniących zadość równaniu: 
Rk—\x' : (lk—x>) 4 - Rjc-Ą-l (4+1 — x") '• x" — P]c — °> a odnośne momen
ty gnące M' i M" czynić będą zadość równaniu Rk_ X(M' — 4 : ( 4 — 
— x') 4 - R k + l {M" — u.") 4 + 1 : x" L y V 4 - S . Ten prosty wniosek sia
nowi twierdzenie o dwóch momentach. 

W s z c z e g ó l n y m wypadku belki o s ta łym przekroju równan ia powyż
sze p r z e c h o d z ą w: x' lk : ( 4 — *') - j - ( 4+ i — x") 4+1 : x" — - (4 + 
4- 4+ i ) = o. W - 90 **k • (h ~ **) + W" - \n P k + 1 : x" = N 4 - S . 
Jest to tak zwane twierdzenie Lćvy. Stanowi ono wypadek szczegó lny 
twierdzenia o d w ó c h momentach. Oba są bardzo wygodne w zastoso
waniu do belek wie lop rzę s łowych . Najlepiej .to uwypukl i p r zyk ład : 

§ 4 0 . B e l k a c z t e r o p r z ę s ł o w a . Oznaczmy przęs ła kolejne przez 
/] , U , / 3 , 4 • Skrajną p rawą p o d p o r ę B z a k ł a d a m y p r z e g u b o w ą — po
zosta łe niech będą rolkowe. O ś Bi prowadzimy po osi pręta pierwotnej 
na lewo, Bi\ — w dół, Bc, — ku pa t r zącemu (Rys. 51). Niezależnie od 
typu obciążenia M0 = MA — o, ponad rodporami skrajnemi belki . W ten 
s p o s ó b odrazu o t r zyma l i śmy jedną wa r to ść momentu g n ą c e g o M0 — o, 
przyna leżną do x' = o. O d n o ś n ą wa r to ść x" znajdziemy z r ó w n a n i a po
wyże j wyprowadzonego. W przekroju, p rzyna leżnym do x", p a n o w a ć bę
dzie moment g n ą c y M", k tó ry równ ież wyznaczymy z ła twością W ten 
s p o s ó b , idąc od przęs ła do przęs ła otrzymamy szereg war tośc i x", x"', 
x"", . . . wraz o o d n o ś n y m i momentami M"\ M'", M"", . . . W ostat-
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niem przęś le b ę d ą więc dwa znane momenty — ostatni szeregu tylko c o 
wypisanego i MB — o. Te dwie war tośc i określą cały wykres zmienno

ści m o m e n t ó w w ostatniem p r z ę 
śle. Ł a t w o się o tem przekona
my, rzuciwszy okiem na (Rys. 47). 
Z tego wykresu otrzymamy mo
ment odporowy przedostatni, bę
dziemy znowu przeto miel i dwie 
war tośc i m o m e n t ó w g n ą c y c h , 
wyznaczone dla przęs ła przed
ostatniego. Znowu zbudujemy 
wykres m o m e n t ó w gnących , 
otrzymamy moment odporowy 
dalszej podpory i t. d. aż do 

skrajnego przęs ła lewego. Za łóżmy, a za łożenie to w niczem o g ó l n o ś c i 
rozważań naszych nie uszczupli , że lx = /, == /3 — lA = l. Ułatwi to nam 
jeno rozwiązywan ie r ó w n a ń , a przykład uczyni przejrzystszym. D l a belki 
o s ta łym przekroju wobec x'= o otrzymamy (/—x") 1=2 x" (2 /), skąd 
x" = y 5 /. Dalsze r ó w n a n i e »/, P : ( /— «/s /) (l— x"') l : x"' = 2 (/4-
4 - 7 ) da x"' == 4 / i 9 7 . W ten s p o s ó b otrzymamy szereg war tośc i xł == o. 

x'" NE Ollll r 

1 " ' / | ot " " " i * 
i ' 

J 
• 

i 

Rys. 51. 

/71 /. Ła two tu z a u w a ż y ć pewien algo-
rytm. Licznik następnego ułamka równy jest mianownikowi poprzedniego 
mniej licznik poprzedniego. Mianownik następnego ułamka równy jest 
pięciokrotnemu swemu licznikowi mniej licznik ułamka poprzedniego. 
Te war tośc i wyznaczą momenty. W założeniu siły skupionej Pt czyn
nej po ś rodku prawego przęsła skrajnego, będz i emy mieli dla dwóch 
pierwszych p rzęse ł (M' — p/) : (/ — x') + (M" — p") : x" = {N + 
-\-S) : P. Ponad temi p rzęs łami brak obciążenia z e w n ę t r z n e g o — zatem 
S = o. Nadto gdy wszystkie podpory leżą na jednym poziomie, N = 0. 
P o n i e w a ż przy tem M' = p' == x' = p" — o, przeto i M" === o. W podo
bny s p o s ó b znajdziemy, źe i M'" = o. D la trzeciego p rzęs ła i ostatnie
go (M'"—p'") : (/— x"') + (M""-[>."") : x""—S : P = P X 7 2 ^ X (/» — 
— 3/4 ^2) : P — *h P> Tutaj M" — p" ' — t>, bo ponad przęs łem trzeciem . 
niema obciążenia Zatem M"" — p " " == ^iiu -P/ i wobec p " " = — 7 , P X 
X ' Y n / = — " / M I ^ mamy M"u~— l'fut Z 7 - O t r z y m a l i ś m y w ten 
s p o s ó b dla przęs ła ostatniego dwie war tośc i momentu gnącego : tylko co 
wyznaczoną , panującą w od leg łośc i " / n / od Ct oraz M / , . = Mt — o. 
Chcąc zna leźć o d n o ś n y wykres m o m e n t ó w g n ą c y c h dla tego przęsła , 
oznaczamy przez * o d l e g ł o ś ć jakiegokolwiek przekroju poprzecznego bel
ki od C 3 , przez Mx moment w tym przekroju. Na mocy twierdzenia 
o trzech momentach Mx — Ms 4 - (Mt -— Mt) x : l -\- \ix , czyl i Mx — 
— \ix — Mt - j - (M4 — Ms) x : l. Ła two zbudowali wzór tylko co otrzy
many. Wyznaczamy wykres m o m e n t ó w p ostatniego przęsła . W danym 
wypadku będz ie to trójkąt CsqB o podstawie C3B = l i w y s o k o ś c i — 74 
PI. W od leg łośc i C3t = U / ; 1 l wyznaczamy rzędną "t, która jest oczy
wiście r ówna u."" i od punktu / w dół o d k ł a d a m y tr = M"". Wtedy 
r~; = M""— m o ż e m y przeto uczyn ić z a d o ś ć powyższe j linjowej za-

v leżności , p r o w a d z ą c pros tą Bm. Skrajna jej r z ę d n a Ctn == Mx. Wykres 
m o m e n t ó w g n ą c y c h otrzymamy, b io rąc pod uwagę pola zakreskowane 
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wykresu. Ł a t w o z a u w a ż y m y , że M, ~ Tr X -1 '• (? — X"") — t l s / i « ~ 
— lilic,s] - ( ' — nln 0 = " / * « Pt- W ten s p o s ó b dla przedostatnie
go trzeciego przęs ła mamy już dwie war tośc i m o m e n t ó w Ms i M'" — o, 
panu j ącą w od leg łośc i C 9 P == N a mocy twierdzenia o trzech mo
mentach ła two udowodnimy, że przy braku o b c i ą ż e n i a z e w n ę t r z n e g o mo
ment g n ą c y zmien iać się będz ie l injowo. To samo z a u w a ż y m y odrazu, 
rzuciwszy okiem na (Rys. 47). M o ż e m y zatem o t r z y m a ć wykres momen
tów g n ą c y c h , łącząc » z P pros tą mn. Odetnie ona C2m=M2-<o, przy-
czem M2 — — Qn X C»P : PCg = — V i w Pl- z kolei , rozumując zupeł
nie tak samo, dochodzimy do przekonania, że na leży połączyć m z a 
pros tą mk, k tó ra odetnie Ctk == Mx = s / 4 4 s / V > o. Ł ą c z ą c k z A zakoń
czymy wykres m o m e n t ó w . 

Te same war tośc i otrzymamy ze wzoru Clapeyron'a, S tosując go 
kolejno otrzymamy 4 IMX + IM2 — o, / i l / , -j- 4 /Af3 -f- W/., = o, /Af,4-
-4- 4 IM3 = 3/8 Pl2. Stąd Af, = — 4> A/ x , A/3 = 15 Af,, Afj = 3 / 4 4 R P/, 
a przeto M2 — — */112 Pl. Ma s= *'/«« P*- Z w r ó ć m y uwagę na bieg łama
nej wykresu . Rozfalowana w ostatnich d w ó c h p r z ę s ł a c h ledwo oddala 
s ię od podstawy w pierwszem. O b c i ą ż e n i e przęsła daje się odczuwać 
jeno w najbl iższych p rzęs łach s ą s i e d n i c h . Im dalej, tem jego w p ł y w sta
je się bardziej nieznacznym. P r z y p i s a ć to na l eży usz tywnia jącemu dzia
łaniu p o d p ó r . Im więcej podpó r , tem belka sztywniejsza. 

§ 41. Belka na podłożu s p r ę ż y s t e m . Ustawmy podpory obok 
siebie w szereg nieprzerwany, a otrzymamy tak zwane podłoże. Belka 
na pod łożu stałem jest n iewątpl iwie ca łkowic ie sztywna. N ie wygnie jej 
ż a d n e obc iążen ie g n ą c e , chyba, ż e samo pod łoże podda się pod jarzmem 
obc iążen ia belki, a wtedy będz iemy miel i do czynienia z podłożem sprę
żystem. U ł ó ż m y na niem b e l k ę pierwotnie prostą. Po obc iążen iu siłami 
g n ą c e m i belka poczyna cisnąć na pod łoże wzdłuż całej dolnej powierz
chni dotyku. P o d ł o ż e , jako s p r ę ż y s t e , podda się nieco, belka się weń 
zag łęb i tem silniej, im mocniej ciśnie na pod łoże w tem miejscu. Gdy 
osiadanie belki jest proporcjonalne do nacisku, wywieranego iv tem miej
scu na podłoże — podłoże jest, zvzorowo sprężyste. 

U ł ó ż m y na pierwotnej osi belki s tałą oś o>C, b iorąc począ tek spół
r zędnych w ś rodku w dowolnego przekroju poprzecznego; o ś «>£ kieruje
my na lewo, WYJ — w dół , a — ku pa t r zącemu . Po odksz ta łceniu 
belka w y g n i e , s ię , otrzymamy r z ę d n e rt — odksz ta łcone j — jako miarę 
osiadania be lk i . Sprzeciw pod łoża wzorowo sp rężys t ego będzie przeto 
Y ~ — m-ą, ujemny, bo skierowany oczywiśc ie ku g ó r z e . Stanowi on 
niejako obc iążen ie be lk i z e w n ę t r z n e jednostkowe, c isnące od spodu w sto
sunku q k g na j ednos tkę d ługośc i . Spó łczynn ik p r o p o r c y o n a l n o ś c i ozna
czamy tu przez m. Sprzeciw p o d ł o ż a należy włączyć do obciążenia 
odksz t a ł ca j ącego , aby z równań ogó lnych o t r z y m a ć dane, do tyczące 
pracy belki na wzorowo sp rężys tem pod łożu . P r zyk ł ady najlepiej to 
wyjaśnią. 
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§ 42. Belka podwalinowa. Be lka pozioma na ziemnem p o d ł o ż u 
dźwiga w swej części ś rodkowe j w odcinku 2 a, symetryczne obc iążen ie 
jednostkowe p k g na j e d n o s t k ę d ługośc i . Tak ciśnie r ówn i e ż mur 2 a 
gruby na belkę podwalinowa. Opieramy go nie na pod łożu bezpoś red 
nio, a na belce, chcąc roz łożyć c i śn ien ie na większą powie rzchn ię pod ło 
ża. Dlatego belka, a raczej p ły ta podwalinowa, zawsze wystaje poza kra
wędzie muru, k tóre w p łaszczyźn ie gięcia w y o d r ę b n i a j ą trzy po łac ie ob
ciążenia. W obu skrajnych (Rys. 52) belka ulega jeno parciu p o d ł o ż a . 
W e d ł u g doświadczeń Fóppla zwykły grunt stanowi pod łoże prawie zu
pe łn ie wzorowo sp rężys t e , m o ż e m y przeto nap i s ać dla obu bocznych po
łaci: EJi{'" = q = —nrq. W połaci ś r o d k o w e j EJ-q"' =— mrj Ą-p. D la 
belki o s tałym przekroju otrzymamy całkę równan ia pierwszego TJ =; 
.= Ae'*Sin »C 4 - Be'* Cos nt 4 - Ce~>* Sin nZ - f De~'* Cos nt, gdzie 4 « 4 = 
= m : EJ. Całka drugiego r ó w n a n i a ma pos tać zupełn ie podobną , nale
ży jeno w prawej części do rzuc i ć wyraz - j - p : m. Różn iczkowanie da 
w obu wypadkach wzory różn iące się tylko war tośc iami stałych ca łkowa
nia: TJ' = ii (Ae'*—De~-'*) (Sin nZ 4 - Cos nZ)—n (Be'* - j - Ce-'*) (Sin nZ — 
—Cos nZ), TJ"=2 (Ae^— Ce~**) Cos nt 4 - 2 nn- (Dc~'* — Be'*) Sin nt, 
V" = — 2 w5 (Ac'* 4 - Dc~'*) (Sin nZ — Cos nt) ~ 2 » ' (Be'* — C « - * c > 
(Sin nZ - j - Cos nZ). Należy w y z n a c z y ć stałe ca łkowania . W tym celu ze 
wzg lędu na zupełną s y m e t r y ę obc iążenia , kon ieczną dla wszelkiej belki 
podwalinowej, m o ż e m y umieśc ić począ tek s ta łych osi s p ó ł r z ę d n y c h w prze
kroju belki ś r o d k o w y m i rozpa t rywać jeno jej lewą po łowę . Prawa b ę 
dzie symetryczna pod w z g l ę d e m naprężeń i odksz t a ł ceń . Oznaczmy całą 
d ł u g o ś ć belki przez 2 b. W przekroju, leżącym pod muru krawęd7ią , 
w odległości a od początku spó ł r zędnych , b ę d z i e m y mieli j e d n a k o w ą war
tość 7] i TJ' dla obu połaci , pon ieważ odksz t a ł cona nie m o ż e mieć punk
tów podwójnych w tym samym przekroju, ani osobl iwych. Nadto w tym 
przekroju si ła tnąca i moment nie doznają przerwy ciągłości . Dla belk i 
o s ta łym przekroju M—EJq", 7 " — — E J i { " , zatem przy Z = a b ędz i e 
my mieli te same war tośc i TJ" i f{" dla obu połaci . Oznaczmy przez 
A0, B0, C0, D0, v)0, »„', -qn", Yj 0 ' " , r j 0 " " o d n o ś n e war tośc i dla pierwszej 
skrajnej lewej połac i , dla drugiej ś rodkowe j przez slx, B{, Cx, Z>,, TJ,'. 
V V I V I V J z a t e m P r z y t a będz ie rloa == raa , -q'oa = -q\a ,. 
W = W« W ' = %ia"' niech nadto a = (A0 — Aj ena, p = (B0 - f 

- e"a, •( =k (Co — Ci) c-"<\ 8 (/)„ _ Dx) \rMa, a wtedy z warun
ków tylko co wypisanych otrzymamy cztery równan ia : a. Sin na 4 -
4 - P Cos na 4 - 'f SV« na 4 r 8 Cos «<? == : w;, a [Sin na 4 - Cos »a) — 
— p (S?/2 we? — Cos we/) — Y (Sin na — Cos H«) — 8 (Sin na -)- Cos « a ) = 
== o, a Cos « a — p Sin na — Y Cos na 4-5 S/'« « a = o, a (Sin na — Cos » a ) 4 -
- j - p (Sin na 4 - Cos ««) — Y (S/H na 4 Ces «« ) - j - 8 (Sin na — Cos na) = o. 
Łatwo spostrzec, że tym czterem równan iom czynią z a d o ś ć war tośc i : 
a ss= Y i=» A Siw rąa, p — o = A Cos na, gdzie A — /> : 2 m. Zatem ^ 0 = 
= ^ 4 ( > : 2 m) Sto na, B0 c= Ą -I- (/> : 2 /;/) <?-"» Cos »<r, C 0 = 
= 0, + 0* : 2 nt) c"a Sin na, D0 = Dx 4 - (p : Im) Cos «« . 

Z kolei z a u w a ż y m y , że w skrajnym lewym przekroju belki siła tną
ca moment gnący muszą b y ć równe zeru, jako w k o ń c o w y m n ieobc iążo-
nym, a przeto przy C = b musi być ^b"' = o, ^b" = o. S tąd 
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A0 e"b Cos nb — B0 enb Sin nb — C0 e~"b Cos nb -f- D0 e~nh Sin nb == o 
oraz ^„ enb (Sin nb - Cos nb)Ą-B0 ^ (Sin nb Ą-Cos nb) — C 0 e~nb(Sin nb + 
--J- Cos nb) 4- D0 e-nb (Sin nb — Cos nb) = o. 

Na mocy powyżej otrzymanych wartości możemy jeszcze inaczej 
napisać to samo: Ax enb Cos nb — Bx enb Sin nb — Cx e~"b Cos nb + 
-(- Di e~nb Sin nb = K = (p : m) Sin n (6 — a) Sinh n(b — a) oraz 
Ai enb (Sin nb — Cos nb) 4- Bt enb (Sin nb -f- Cos nb) — Cx e~nb (Sin «64-
-j- Cos nb) - j - Dx e~~"b (Sm nb — Cos nb) = Z, = — (p : m) [Sin n (b — 
— a) Cosh n (b — a) + Cos n (b — a) Sinh n (b — a)]. W ten sposób otrzy
maliśmy piąte i szóste równanie dla określenia stałych całkowania. Chcąc 
wyznaczyć brakujące dwa, bierzemy pod uwagę, iż w przekroju środko
wym siła tnąca winna być równa zeru Ten wniosek narzuca się popro-
stu, gdyby bowiem przy C = o było T^o, to po rozcięciu belki wzdłuż 
przekroju środkowego mielibyśmy w jednej jego powłoce 70 > o — 
— w drugiej T0 <. o. Symetrja obciążenia uległa by zakłóceniu. Zatem 
przy C — o musi być irj 1 0" = Ax 4- Dx — Bx -j- Cx = o. Nadto pośrod
ku belki styczna odkształconej winna być równoległa do <oC: wymaga te
go znowu symetrja obciążenia. Zatem dla C = o mamy: 7)\0 — AX — 
— Dx 4- Bi -j- Ct = o. Dodając i odejmując mamy Ax 4- Ćx = Bx — 
— Dx = o, a przeto z równań piątego i szóstego: Ax Cos nb Cosh nb — 
— Bx Sin nb Sinh nb = 1/3 K, Ax (Sm nb Cosh nb — Cos nb Sinh nb) -j-
-j- Bx (Sin nb Cosh nb-\-Cos nb Sinh nb)^/^ L. Z tych równań z łatwością 
wyznaczymy wszystkie stale całkowania, będziemy przeto mogli zbadać 
odkształconą. Pośrodku panować będzie skrajna wartość momentu gną
cego M0 = EJri"X0 = 2n2EJ(A1-Cx) = 4n"EJA1. 

Cały ten rachunek nie należy do łatwych. Dla tego też zazwyczaj 
zakładamy wprost, że sprzeciw podłoża jest jednostajny na całej długo
ści belki. W tem założeniu, oczywiście zupełnie fałszywem, otrzymamy 
M0 ssś — 1/2 qb2 -\- 1/2 pa2. Z równania sił pionowych będziemy mieli 
nadto: 2 pa — 2 bq = o i ostatecznie M0 = — 1/2 pa (b — a). Nie wcho
dzi tu m: wzór pomija własności sprężyste podłoża. Nie powinno to dzi
wić ze względu na zupełną dowolność założenia. 

§ 43. P o d k ł a d kolejowy stanowi również belkę stałego przekro
ju — na podłożu ziemnem, a więc wzorowo sprężystem. I tu również 
wobec zupełnej symetrji obciążenia początek siałych osi spółrzędnych 
umieścimy w przekroju środkowym, gdzie siła tnąca musi być równa ze
ru, a styczna odkształconej — równoległa do osi «>£ — pierwotnej osi 
podkładu. Oznaczmy przez 2 b całkowitą długość podkładu, przez 2 a 
rozstawienie szyn (Rys. 53). Wobec symetrji obciążenia siłami skupione-
mi P pionowymi, cisnącemi na szyny, możemy znowu rozpatrywać jeno 
lewą część belki, W skrajnym przekroju lewym, dla C == b siła tnąca 
i moment gnący są niewątpliwie równe zeru. Zatem ostatnie cztery rów
nania ustępu poprzedniego zachowują swą moc obowiązującą i w danym 
wypadku. Należy jeno wyznaczyć K i L na mocy czterech pierwszych, 
które tu mają nieco inną postać. W przekroju pod szyną, w odległości 
C = a, siła tnąca zmienia się nagłym skokiem o wartość skończoną P. 
Oś siły P stanowi przeto granicę dwóch połaci obciążenia- Dla obu po-
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łaci r ó w n a n i e odksz ta ł cone j różn iczkowe będz ie mia ło tę samą pos tać 
EJi\"" — — nrq = q, c a łkowe natomiast r ó ż n i ć się będz ie s ta łemi ca łko
wania. Chcąc je w y z n a c z y ć wypisujemy dla przekroju pod s z y n ą rów
nania warunkowe. O d c i ę t e j C = a odpowiada ta sama w a r t o ś ć rzędnej 
T j o n = Y | l a , ten sam kąt nachylenia stycznej ooksz ta ł cone j Yoa = = V i a oraz 
ta sama w a r t o ś ć momentu g n ą c e g u , czyl i EJ-q"oa = EJt{'xa . Nadto, 
przy C = a s i ła tnąca zmienia się n a g ł y m skokiem, mamy bowiem dla 
połac i lewej EJt{"m == — Ta dla prawej Ejr("xa = — Ta,— P ostatecz
nie więc T j " ' o a — r / " l a = P : EJ. W ten s p o s ó b otrzymamy c z t e r y 
pierwsze równan i a , różn iące się jeno prawemi stronami od r ó w n a ń po
przedniego us tępu . Czynią im z a d o ś ć w a r t o ś c i a = — A (Sin na — 
— Cos na), p == — A (Sin na - j - Cos na), f = A (Sin na - j - Cos na), 8 = 
— — A (Sin na — Cos na), gdzie A == P : 4 EJ. 

Po podstawieniu w r ó w n a n i a piąte i szós te , otrzymamy K = — 
— P [Sin n (b — a) Cos/i n (b — a) - j - Cos n (b - • a) Sinh n (b — a)] : 
: 2 EJ, L — (P : EJ) Cos n (b — a) Cosh n (b — a), b ę d z i e m y przeto 
mogl i wyznaczyć wszystkie stałe ca łkowan ia i w danym wypadku. 

§ 44 . O b c i ą ż e n i e s k u p i o n e . O d r z u ć m y p r a w ą p o ł o w ę p o d k ł a d u 
(Rys. 53), a otrzymamy be lkę Pw na wzorowo s p r ę ź y s t e m pod łożu , ob
ciążoną siłą P w od leg łośc i a od początku osi spó ł r zędnych . W danym 
wypadku cztery pierwsze r ó w n a n i a będą oczywiśc ie te same, co i w ustę
pie poprzedza jącym; te same będą również piąte i szós te równan ia , nato
miast s i ó d m e i ó s m e na leży z b u d o w a ć nieco inaczej. W skrajnym pra
wym przekroju belki , przy C = o p a n o w a ć będz ie moment g n ą c y i siła 
tnąca r ó w n e zeru, zatem tu: f ] " 1 0 = Ax — Cx = o oraz t{"xo — Ax -f-
-J- Dx — Bx -+- Cx -- o. Te dwa równan ia łącznie z piatem i s zós t em 
pozwolą w y z n a c z y ć Ax Bx Cx Dx. Nadto z czterech pierwszych r ó w n a ń 
wyznaczymy Au B0 C0 i P „ — o t rzymamy przeto odksz ta łconą , b ę d z i e m y 
mogl i w y z n a c z y ć momenty i sprzeciw pod łoża . Rachunki te są nies ły
chanie zawiłe, to też zazwyczaj staramy się o ile m o ż n a up rośc i ć sprawę, 
czyniąc mniej lub więce j prawdopodobne za łożen ia . M o ż e m y naprzyk ład 
dla belki bardzo d ług ie j , obc iążone j siłą P skup ioną po ś r o d k u rozpatry
wać obie p o ł o w y belki , jako n i e s k o ń c z e n i e d ł u g i e . Ś r o d e k s p ó ł r z ę d n y c h 

umieszczamy po ś r o d k u belki , gdzie ze w z g l ę 
du na symet r j ę obc i ążen ia panuje wa r to ść ze
rowa siły tnące j , a styczna odksz t a ł cone j winna 
być równo leg ł a do osi pierwotnej belki . Zatem 
przy C — o mamy TJ'0 — o, oraz EJi\n'"=— T0> 

4 - P/2 == o, skąd EJri{,"' = 7, P. W danym 
wypadku m o ż e m y r ó w n i e ż r o z p a t r y w a ć wyłącz
nie tylko lewą p o ł o w ę belki ze wzg lędu na zu
pełną symetr ję obciążenia . Dla niej całka rów
nania EJn""= q— — 011] b ę d z i e ł] =Aen^ Sin wt-J -
4- Ben(- Cos «C + Ce-** Sin 7/C 4; De~'* Cos «C. 

N a k o ń c u belki , a więc dla skrajnego lewego jej przekroju .TJ = o. tam 
bowiem dz ia łan ie siły P s i ęgać nie może , jako do n i e s k o ń c z e n i e dalekie
go punktu, o d l e g ł e g o o C — oo od począ tku s p ó ł r z ę d n y c h . P o podsta
wieniu tych war tośc i w tylko co wypisany wzór , otrzymamy A—B — o 
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Rys. 52, 53, 54. 
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c z y l i b ę d z i e wprost TJ == (C Sin ut, -\- D Cos « C ) r~"'*, oraz TJ' = — 
—n [(Stn ;;C — Cos n£) C 4 - (ś*w riC, Ą- Cos nt,) D\ c~n^. D l a ś r o d k o w e g o 
przekroju rt\ = C—D — o, zatem ostatecznie rk—C(Sin riCĄ-Cos «C) e~nt- . 
Stąd »)' = : — 2 C*T«5 w 5 / « wC , T," = 2 C g - " c »* (5?« nC — Cos «£),' TJ'" = 
= 4 Ce~n[° « ' Cos «C. Zatem dla ś r o d k o w e g o przekroju 4 Cn*=ll<> P : EJ, 
skąd C = '/s P • E/n3, gdzie, jak zwykle 4 n* — m : EJ. Ostatecznie 
"1 — tyg ( P : P/»3) c~~"z (Sin »C 4- Cos Strzałka ug ięc ia belki na jwyż
sza pod siłą P będzie / = i / 8 P : p y w » = p » • 2 m. O d tej skrajnej 
war tośc i począwszy odksz t a ł cona szybko zcichającemi falami przecina 
okresowo osi cuC ujawniając kolejno r zędne TJ > o i TJ < o. Strzałki r\=o 
otrzymujemy dla r z ę d n y c h C, czyn iących z a d o ś ć równan iu Sin «C -f-
4-CoswC = o, a w ięc kolejno w o d l e g ł o ś c i a c h X = 3 / 4 a : « po obu stro-
viach osi WYJ. Skrajne wychylenia odksz t a ł cone j odpowiada ją r zędnym, 
czyniącym zadość r ó w n a n i u TJ' = o czyl i Sin wC == o. Wierzcho łk i fali le
żą przeto w o d l e g ł o ś c i a c h 1 = TC : n. O d n o ś n ą p o s t a ć odksz ta łcone j za
znaczyl i śmy na (Rys. 54). W podobny s p o s ó b zmienia się również i mo
ment gnący . Skrajna jego war tość , p o ś r o d k u belki wynosi Mm=EJri0"= 
= — 2CniEJ= — P:4n. 

O k r e s o w o ś ć tego samego rodzaju wykazują również odkszta'cone 
i momenty wszystkich powyże j rozpatrywanych belek. D la tego też nie 
bada l i śmy ich praw zmiennośc i w p o s z c z e g ó l n y c h wypadkach Wyzna
czanie w a r u n k ó w pracy belek na sp rężys t em p o d ł o ż u jest, jak widziel iś
my, nader uciążl iwe. 

§ 45. Podpory s p r ę ż y s t e i s z t y w n e . Po jęc ie sp rężys tośc i podłoża 
rodzi pokrewne pojęcie sp rężys to śc i p o d p ó r nie p o w i ą z a n y c h w pod łoże . 
W e ź m y pod u w a g ę p o d p o r ę sprężystą , a więc usuwającą się pod nacis
kiem belki . Gdy obniżenie podpory wzrasta proporcjonalnie do nacisku, 
podporę, zowiemy wzorowo sprężystą. Oznaczmy jej o d p ó r przez R, przez 
/ — poddawanie się podpory w kierunku dzia łania nacisku, który wywo
łuje ów o d p ó r . Będzie to więc s t rza łka osiadania podpory mierzona na 
os i siły odporowej , lub kąt pochylenia przekroju podpartego w kierunku 
obrotowym pary sił momentu odporowego, w y w o ł u j ą c e g o moment osad-
czy — sprzeciw podpory . P o n i e w a ż nacisk na p o d p o r ę r ó w n o w a ż y jej 
sprzeciw, r ó w n y jest przeto - R. Dla podpory wzorowo sprężys te j bę
dziemy miel i wobec tego / = — nR, gdzie przez n oznaczy l i śmy o d n o ś 
ny spó ł czynn ik p r o p o r c j o n a l n o ś c i . G d y n— o wtedy i / = o — podpora 
jest n iesprężys ta , sztywna, oczywiśc ie w stosunku do rozpatrywanego od
poru. G d y n — oo, R — o podpora odporu R nie m o ż e rozwinąć 
W o g ó l n y m wypadku podpora daje trzy odpory: p ionowy V, poziomy 
/ / i moment osadczy [ i . Podpora sprężys ta da te same odpory, a nadto 
ujawni osiadanie sprężyste J — — nV, zboczenie sprężyste h = — łH 
i obrót sprężysty $ — — s\i. G d y wszystkie trzy p o w y ż s z e spó łczynn ik i 
p roporc jona lnośc i mają war tośc i s k o ń c z o n e różne od zera, podpora nale
py do wzorowo sprężystych stałych, gdy jeno s *=» c o , a pozos t a ł e n i i 
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są s k o ń c z o n e i r ó ż n e od zera podpora jest wzorowo sprężysta przegubo
wa, gdy wreszcie s — <x>, t — oo, a n jest s k o ń c z o n e i nie r ó w n e zeru 
— wzorowo sprężysta rolkowa. Rzeczywiste podpory są zawsze spręży
ste wobec istotnej sp rężys tośc i wszelkiego budulca. Niek iedy jednak 
s t rzałki p o d p ó r są tak znikome, że bez znacznego b łędu m o ż e m y owe 
podpory u w a ż a ć jako n i e s p r ę ż y s t e , czyniąc n = t — s == o. W innych 
wypadkach n a l e ż y jednak s t rzałki p o d p ó r b r a ć pod u w a g ę , — rozpatry
wać prę t na podporach sp rężys tych . W y o b r a ź m y sobie be lkę , leżącą na 
jednakowych poprzecznych belkach, uszeregowanych r ó w n o l e g l e w pew
nych o d s t ę p a c h . O i le belka leży p o ś r o d k u poprzecznie, b ę d z i e m y miel i 
s t rza łkę ug ięc ia p i o n o w ą / = — Rlz : 48 EQJQ , gdz ie / oznacza d ł u g o ś ć 
poprzecznicy, R jej o d p ó r pionowy, a E0J0 o d n o ś n ą s z t y w n o ś ć w za łoże 
niu niezmiennego przekroju poprzecznego. Tutaj w i ę c n — / 3 : 48 E0J0. 
T y l k o co opisany us t ró j p r z e w a ż n i e s ię nie spotyka, natomiast jezdnia 
mostu kolejowego, z łożona z poprzecznie uszeregowanych r ó w n o l e g l e 
i obustronnie podpartych stanowi najczęściej spotykane p o d ł o ż e toru-
Obie szyny toru leżą przeto na poprzecznicach—wzorowo s p r ę ż y s t y c h pod
porach. Z ła twośc ią wyznaczymy o d n o ś n ą w a r t o ś ć s p ó ł c z y n n i k a n. Z w y 
kły szereg p o d k ł a d ó w stanowi r ó w n i e ż układ p o d p ó r wzorowo sp rężys tych 
dla szyn kole jowych. Te p r z y k ł a d y wys t a rczą narazie. \ 

§ 46. Belki na podporach wzorowo s p r ę ż y s t y c h s t a t y c z n i e 
wyznaczalne. W e ź m y pod u w a g ę be lkę poziomą, spoczywa jącą na pod
porach wzorowo s p r ę ż y s t y c h . Po obc iążen iu s i ł ami gnącemi , prostopa-
dłemi do os i pierwotnie prostej be lk i nas tąp i w y g i ę c i e p łask ie , rozpatru
jemy bowiem prę t jednorodnie zbudowany. W y g i ę c i u be lk i t o w a r z y s z y ć 
b ę d ą odksz t a ł cen i a p o d p ó r , proporcjonalne do w y w o ł a n y c h o d p o r ó w : sp rę 
żys te s t rzałki i ką ty obrotu. P o odksz t a ł cen iu , gdy zapanuje stan r ó w n o 
wag i t rwa łe j , b ę d z i e m y mog l i w y p i s a ć r ó w n a n i a statyki, wiążące si ły 
z e w n ę t r z n e z niewiadomemi — odporami. D l a belki p ł a s k o wygię te j t rzy 
równania statyki pozwolą w y z n a c z y ć jeno trzy odpory — p o z o s t a ł e będą 
statycznie niewyznaczalnemi. Zatem: belka, płasko wygięta, wsparta na 
podporach wzorowo sprężystych, jest statycznie wyznaczalna, o ile obciążenit 
zewnętrzne wywołuje jeno trzy odpory. W tym s z c z e g ó l n y m wypadku od
pory są n ieza leżne od s p r ę ż y s t y c h własnośc i p o d p ó r . Zależą jedynie od 
obciążenia z e w n ę t r z n e g o , od w y m i a r ó w be lk i i rozk ł adu jej punk tów opar
cia, tylko te bowiem wie lkośc i wchodzą do r ó w n a ń statyki. ^Zatem prę t 
ugnie s ię zupe łn ie tak samo, jak na tych samych podporach, lecz n i e s p r ę -
żys tych . Krzywizna jego wszędzie pozostanie ta sama. W y n i k a to wprost 
z r ó w n a n i a zasadniczego m o m e n t ó w EJy,"' = M. Prawa jego część sta
nowi s u m ę w y r a z ó w zawie ra jących odpory lub siły z e w n ę t r z n e m n o ż o n e 
przez odnośne ramiona m o m e n t ó w . T y l k o co wyże j mówi l i śmy, że w w y -
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padku statycznej n i ewyznacza lnośc i odpory są n ieza leżne od własnośc i 
sp rężys tych p o d p ó r . Zatem prawa część r ó w n a n i a nie zależy od w ł a s n o 
ści s p r ę ż y s t y c h p o d p ó r — prę t wygnie się zupe łn i e tak samo, jak na 
podporach n i e s p r ę ż y s t y c h , ulegnie jednak, jako ca łość o d k s z t a ł c o n a , osu
nięciu i skrzywieniu z poziomu. Stąd prosty wniosek, że i po odkształ
ceniu gnatem belki statycznie wyznaczalncj podpory wzorowo sprężyste le- • 
tą na prostej. T o proste prawo umożl iwia wyznaczanie wyg ięc i a belki 
statycznie wyznaczalnej spoczywające j na podporach wzorowo spręży
stych. Na l eży w y z n a c z y ć odksz t a ł coną T]0 == / w za łożen iu tych samych 
p o d p ó r — n ie sp rężys tych . Istotna o d k s z t a ł c o n a prę ta będz ie się różni ła 
o funkcję l injową strzałek p o d p ó r wzorowo sp rężys tych . Prosty przykład 
najlepiej to uwypukl i . 

§ 47. Belka statycznie w y z n a c z a l n ą na d w ó c h podporach 
wzorowo s p r ę ż y s t y c h . U ł ó ż m y poziomo be lkę s t a ł ego przekroju po
przecznego na d w ó c h poprzecznicach. Obie poprzecznice ustawiamy pro
stopadle do osi be lk i , poprzecznice obustronnie podpieramy. Prawy skraj
ny p r zek ró j belki B oparty jest na poprzecznicy obustronnie wspartej na 
podporach przegubowych—lewy .4—opiera się na poprzecznicy obustron
nie spoczywające j na podporach ro lkowych . Za
tem belka ma prawą p o d p o r ę wzorowo sprężys tą , 
p r z e g u b o w ą — lewą — ro lkową. P o obc iążen iu 
siłą P w od l eg ło śc i (Rys. 55) a od lewej podpo
ry i b od prawej — podpory obniżą się pionowo 
pod ja rzmem nacisku. Ot rzymamy s t rza łkę lewej 
podpory t\a — prawej y\b , zatem -na = — na A, 
r\b =—nbB, poprzecznice m o g ą bowiem być wo- Rys. 55. 
g ó l e niejednakowe, co p o c i ą g a za sobą koniecz
n o ś ć roz różn ian ia s p ó ł c z y n n i k ó w p roporc jona l śc i na i nb . Strzałki tylko 
co wypisane s tanowią w danym wypadku jedyne odksz ta łcen ie podpór . 
W y n i k a to wprost ze sposobu podparcia pręta. Z r ó w n a ń statyki: A - j-
4- B 4- P = o, Al 4- Pb = o, gdzie przez / o z n a c z y l i ś m y całą d ługość 
pręta , otrzymamy: A = — Pb : l, B = — Pd i i, m o ż e m y przeto nieza
leżnie od s p r ę ż y s t y c h własnośc i p o d p ó r w y p i s a ć zasadnicze r ó w n a n i e gię
cia: Eh" = — Pb (l — C) : / || + P (b — C), stąd: EM = C 4- »/, Pb i ł — 
- C)2 : / || - Vi P (b ~ 0\ EJt} = D 4- (X - % Pbil-Zy : / || 4-
4- 7« P(b — C)s. D la okreś len ia s ta łych ca łkowan ia bierzemy pod uwa
gę, iż przy C = o, łj' = t\b , a przy C = / , i) = i]a , a przeto: 'EJt\a = — 
- Ejna A*=D 4 - Cl. EMh = - EJnh B = D - V. PM2 + V. Pb*, 
skąd b e z p o ś r e d n i o C = EJP (na b — nh a) : P — »/„ Pbl 4- Vi Pb* : 
: l = EJP(nab — n(l a) : P 4- C„, D = EJnh Pa x l Ą- % PbP— 
- i / 8 Pbs = EJnb Pa : l 4 D0. Prze:-: C\,, D(, oznaczy l i śmy tutaj war
tośc i s ta łych ca łkowania , jakie o t r z y m a l i ś m y już w § 4 w założeniu pod
pór n i e s p r ę ż y s t y c h , a więc przy nn — nb = o. Zatem po podstawieniu 
otrzymamy r ó w n a n i e odksz t a ł cone j : YJ = •% 4- Panb : l-{-P(na b—nb a)l : 
: P = r j 8 - j - rj 6 4- (TJ/, — rja) C. Ten wzór stu ierdza nasze przewidywania 

" "T •< 

8 

z. 
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teoretyczne. O d ł ó ż m y AA' — ria , BB' — f\b i p o p r o w a d ź m y pros tą A'B'. 
Strza łka ugięc ia p rę ta na s p r ę ż y s t y c h podporach 0/ = O/0 4 - fj gdzie 
fof — • Na leży zatem od łożyć r z ę d n e YJ0 w kierunku pionowym poni
żej prostej AB' aby o t r z y m a ć wykres s t rza łek ug ięc i a istotnych. 

§ 48. Belki statycznie niewyznaczalne. Inaczej zupe łn ie za
chowują się belki statycznie niewyznaczalne na podporach sp rężys tych , 
p o n i e w a ż odpory ich zależą od własnośc i s p r ę ż y s t y c h o d n o ś n y c h pod
pór . I tu również c a ł k o w a n i e zasadniczego r ó w n a n i a gięcia stanowi roz
wiązanie o g ó l n e zagadnienia, wobec jednak t rudnośc i rachunkowych nie-
zawsze ł a two prowadzi do celu. Wypisu jemy r ó w n a n i e g ięc ia zasadni
cze, z n a c z ą c odpowiednio odpory niewiadome i ca łku j emy wprost w wy
padku s t a ł ego przekroju poprzecznego. W wypadku belki o przekroju 
zmiennym korzystamy z r ó w n a n i a odksz ta łcone j c a ł k o w e g o . W ten spo
sób p rócz dwóch s ta łych ca łkowania b ę d z i e m y mieli wszystkie odpory 
— niewiadome, k tó re wyznaczymy z o d n o ś n y c h r ó w n a ń warunkowych 
i r ó w n a ń statyki. Istotę tego sposobu poznamy naj ła twiej b io rąc pod 
u w a g ę nas tępujący prosty p r z y k ł a d : 

A X ' y 

§ 49. Belka trójprzęs łowa na podporach wzorowo s p r ę ż y 
s t y c h . Za łóżmy, a za łożen ie to w niczem ogó lnośc i naszy :h rozważań 
nie uszczupli , że p rzek ró j poprzeczny belki jest s t a ły i jednakowy dla 
wszystkich p rzęse ł (Rys. 56), że wszystkie przęs ła mają j e d n a k o w ą roz
pię tość X , i że wszystkie podpory mają ten sam spó łczynn ik n różny od 
zera skończony . Nadto bierzemy pod u w a g ę obciążenie siłą p i o n o w ą P 

czynną poś rodku be lk i . Wobec zupełne j syme
trji obc iążen ia umieszczamy począ tek s ta łych osi 
spół rzędnych po ś r o d k u belki , k ierując oś w£ na 
lewo po osi pierwotnej pręta , o ś WYJ W dół , a <o£ 
— k u p a t r z ą c e m u . O d p ó r skrajnej prawej pod
pory przegubowej oznaczamy przez B, pozosta
łych ro lkowych przez A, X, Y, idąc od lewej ku 
prawej. Równan ia statyki, wypisane dla skrajne
go prawego punktu B p rę ta n i e o d k s z t a ł c o n e g o . 
będą A-\-X-\- 7 4 - B + P = 0 , 3 . 4 X 4 - 2 XX-\-

4 / */._) AP 4- F X — O. Nadto r ó w n a n i e m o m e n t ó w dla punktu A da 
3 Bi.-\ 2 Yl + 5 / 2 P-Y Xl = O. Stąd prosty wniosek, zresztą zupełn ie 
oczywisty ze względu na symet r ję obciążenia , źe A = B, X = Y. Osta
tecznie otrzymamy jedno tylko wypadkowe r ó w n a n i e A 4- X 4 l/a P=0. 
M i m o to m o ż e m y w y p i s a ć równan ie g ięcia w postaci EJi" — A ( 3 / , X — 
— C) || +X(l/2\ — O. Całkując otrzymamy: EJif — C — »/, A (3/n X — 

- «» || - 7 2 Xi}U Efy = D+a 4 - % A (3/o A^C) 3 || + 7 0 X CV, X -
— £)3. Te trzy równan ia do tyczą jeno lewej polowy belki — prawa ze 
w z g l ę d u na zupe łną symetr ję obciążenia będzie n iewątp l iwie tożsamośc io 
wa pod wzg lędem n a p r ę ż e ń i o d k s z t a ł c e ń , m o ż e m y jej zatem nie b rać 
pod u w a g ę . D la o k r e ś l e n i a s ta łych ca łkowan ia mamy czrery równan ia 
warunkowe. Na lewym skraju belki przy C==*/3X, TJ = 7 j a = — n A, 

Rys. 56 i 57. 
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ponad p o d p o r ą X, przy C = Vs b ę d z i e TJ = t\x = — nX, wreszcie ze 
względu na symet r j ę obc iążen ia kąt nachylenia stycznej odksz ta łcone j ku 
osi <o£ r ó w n y jest zeru p o ś r o d k u belki , czyl i więc rt'0 — o dla C — o. Ina
czej jeszcze — EJnA = D 4- 3 / 2 Cl, — £ / « J £ = Z J + % C X + V 6 A X\ 
C — V" A X 'A X 2 — V» A X iU X 2 = °- Różnica pierwszych dwóch rów
nań da": EJn(X—A) = C\—1/6Al\ N a mocy trzeciego EJn(X—A)-= 
— 2*/24 Aka -{- Vs ^ ^ 3 - P o n i e w a ż na mocy r ó w n a n i a statyki X ==' — A— 
— l / j P przeto ostatecznie 4̂ = (3 X 3 — 24 E//;) P : (40 X 3 - f 96 P » == 
= B, X — — (23 X* + 24 P » P : (40 X* 4 96 EJń) — Y. Z łatwością 
również wyznaczymy C i D, b ędz i emy mogl i przeto w y z n a c z y ć odksz ta ł 
coną Z p o w y ż s z y c h w z o r ó w wynika , że X, Y nie m o g ą mieć wartości 
ze rowych , natomiast przy 3 X 3 = 24 EJn obie skrajne odpory A=B—0. 
W tym s z c z e g ó l n y m wypadku są one zbyteczne. G d y znów 3 X s < 24 EJn, 
odpory skrajne są ujemne, pręt na nie wywiera nacisk, lecz gdy 3 X 3 > 24 EJn, 
wtedy A y O i By O — odpory skrajne na leży dać ponad p rę t em, ina
czej bowiem prę t uniesie s ię k o ń c a m i ponad podpory, będz i emy przeto 
miel i wypadek powyże j rozpatrywany — belki opartej na dwie podpory 
a obc i ążone j siłą P p o ś r o d k u . 

Rozwiązywanie r ó w n a ń warunkowych stanowi p o w a ż n ą w a d ę powy
żej podanego sposobu. T r u d n o ś c i rachunkowe r o s n ą wraz z i lością przę
seł, to też zazwyczaj stosujemy do belek wie lop rzęs łowych : 

§ 50. Twierdzenie o p i ę c i u m o m e n t a c h . W e ź m y pod uwagę 
belkę w i e l o p r z ę s ł o w ą na wzorowo sprężys tych podporach, uszeregowa
nych pierwotnie na jednej prostej. U łóżmy na tej prostej — pierwotnej 
osi belki n ieodksz ta łcone j s tałą o ś wC, obiera jąc począ t ek spó ł rzędnych 
dajmy na to w skrajnym prawym przekroju belki , lub w k tó rymkolwiek 
przekroju podpartym. O ś M£ kierujemy na lewo, WTJ w dół , a «4 — ku 
pat rzącemu. Po obciążeniu be lk i s i łami g n ą c e m i p r o s t o p a d ł e m i do osi 
pierwotnej — nas tąp i w y g i ę c i e p łaskie — wyłączn ie bowiem rozpatrujemy 
belk i jednorodnie zbudowane. Po odksz t a ł cen iu podpory sp rężys te zejdą 
z poziomu — ujawnią strzałki pionowe. Ich strzałki poziome m o ż e m y 
pominąć , jako znikome przy nieznacznych, praktycznie jedynie dopusz
czalnych wyg ięc iach be lk i . Korzys tamy ze znakowania § 35 i obieramy 
na belce odksz ta łcone j dwa sąs iedn ie przęs ła k i k-\-\. Ich podpory • 

, C/i , Q . . f i da ły s t rzałki 7}$__], ru. , TJ^± j . W z a ł o ż e n i u wzorowej 

sprężys tośc i p o d p ó r : —1 = — nk-\ Q - l » <\k == ~ nk Q > =f — 
— n/iĄ.\ C A I _ I , rozpatrujemy bowiem podpory r ó ż n y c h rodza jów o niejed
nakowych spó ł czynn ikach sp rężys to śc i w o g ó l n y m wypadku. Owe strzał
k i , a właśc iwie j mówiąc odpory, s t anowią niewiadome zagadnienia, nie 
m o ż e m y przeto korzys tać z r ó w n a ń Clerća i Clapeyrona bo wyraz A r 

obu tych w z o r ó w zawiera właśn ie owe s t rza łki f\k__x, TJA , ł j ^ j . U s u ń m y 
je ze wzorów. W tym celu m o ż e m y w y p i s a ć dla przęs ła k r ó w n a n i e mo
m e n t ó w w postaci Al,, _j 4" Tk-\ h + ^hbk ~ Mk > d l a p rzęs ła k 4- 1 
otrzymamy Mh -\- TĄ l/.+i + 1 h-ji '= Mk+1. korzys ta jąc ze zna-
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kowania (Rys. 4 9 ) . Dodawanie obejmuje wszystkie siły g n ą c e pierwszego 
przęs ła PK w pierwszem równan iu , w drugiem — siły P]CĄ-\ drugiego 
przęs ła . P o n i e w a ż niewątpl iwie Tk = 7V-1 "ł" ^Pk ~f~ Q , przeto Mk -f-
•4- Tk_x 4 + 1 + 4 - f l ~Pk + Ck lk+l 4- ZPK+1 bk+l == M k + l . Rugując 
z tych w z o r ó w Tk_i otrzymamy Ck == A Y J ^ J : lk — (1 : 4 + 1 : 4 - f l ) 
Mk + A 4 + 1 : 4 + 1 — : 4 — S A + i : 4 + 1 , mamy bowiem 

= 4 — bk. W ten s p o s ó b m o ż e m y w y r a z i ć Q _ i , i Cfc-fi w za
leżności od 714_2> -^4—ii -^A+I » Affc4-2 i m n o ż ą c przez — % _ i , 
— "A:> — " i + l p o d s t a w i ć we wzory Clerća lub Clapeyrona. W wyniku 
otrzymamy wzory wiążące owe p ięć m o m e n t ó w odporowych, a s tanowią
ce i s to tę twierdzenia o pięciu momentach, k tó r e zosta ło wyprowadzone 
przez H. Czopowskiego, w założeniu s ta łych, choć niejednakowych sztyw
ności p o s z c z e g ó l n y c h p rzęse ł i tak nazwane. 

M o ż n a również k o r z y s t a ć ze w z o r ó w C.lerca i Clapeyrona łącz
nie z p o w y ż e j wypisanemi wzorami dla Ck. Istotnie, w za łożen iu w—1 
p r z ę s ł o w e j be lk i , b ę d z i e m y mie l i « o d p o r ó w C0, 6\.... ć „ i « momen
tów odporowych M0, Mx... M„ . W z o r y Clerca lub Clapeyrona d a d z ą 
jak wiemy M — 2 r ó w n a ń warunkowych, l injowych w z g l ę d e m m o m e n t ó w 
i o d p o r ó w powyże j wyszczegó ln ionych . Nadto m o ż e m y n iewątp l iwie wy
p i sać // — 2 r ó w n a ń dla C , , C2 .. . C„_i — linjowych wzg lędem momen
tów odporowych. Z tych 2 n — 4 r ó w n a ń wyznaczymy 2 n — 4 odpo
rów i m o m e n t ó w odporowych. Brakujące nam jeszcze równan ia otrzy
mamy częśc iowo z w a r u n k ó w równowag i be lk i o d k s z t a ł c o n e j , częśc iowo 
zaś z w a r u n k ó w k o ń c o w e g o obciążenia belki . G d y belka kończy się po
nad skrajnemi podporami typu rolkowego lub przegubowego, Ma= Mn~ 
— O, gdy belka obustronnie zwisa — momenty M0 i MH m o ż n a wyzna
czyć b e z p o ś r e d n i e m sprowadzeniem u k ł a d ó w sił g n ą c y c h czynnych na 
owych k o ń c a c h . D l a belek o końcach osadzonych m o ż e m y w y p i s a ć no
we dwa r ó w n a n i a Clerc'a, wiążące dodatkowo M0 i Mn. Nadto we 
wszystkich wypadkach mamy dwa r ó w n a n i a statyki. W ten s p o s ó b wy
znaczymy wszystkie odpory i momenty odporowe. Nas tępujący prosty 
p rzyk ład najlepiej wyjaśni is totę rzeczy. 

§ 51. B e l k a d w u p r z ę s ł o w a n a p o d p o r a c h w z o r o w o s p r ę ż y 
s t y c h . . W e ź m y pod u w a g ę be lkę o s ta łym poprzecznym przekroju, 
wspar tą na trzech wzorowo s p r ę ż y s t y c h podporach A, X, B, leżących 
na linji pr stej — pierwotnej osi belki n i eodksz t a ł cone j w r ó w n y c h od
leg łośc i ach ). od siebie (Rys. 57). Po obciążeniu siłą skup ioną P czynną 
na osi poś redn ie j podpory pręt ugnie się a podp ry obniżą, ujawniane 
s t rza łki r;a — — naA, \ v ~ — nxX, vj/; = — nbB. W danym wypadku 
mamy jeno dwa p rzę s ł a , przyczem M0 — MA = O oraz Mg = M% —- O, 
z a k ł a d a m y bowiem p r a w ą skrajną p o d p o r ę p r z e g u b o w ą — a pozos ta łe 
rolkowe. W środkowej umieśc i l i śmy począ tek stałych osi spó ł r zędnych , 
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kierując oś wC na lewo po osi pierwotnej belki, oś WYJ W dół, a u)£ — ku 
patrzącemu. Równanie Clapeyrona da nam: 4 XM2 = 4 Xil/.c = 6 E/(yja— 
—. 2 -r\x 4- YJA) : X = — 6 EJ (naA — 2 B ^ + ^fi) : X. Równanie dla 
środkowego odporu będzie tu X=—2 Mx : X—JP, przyczem siłę P może
my zaliczyć do jednego, lub do drugiego przęsła. Oznaczmy przez 
2 m = X* : 3 £"/, a wtedy z tych dwóch równań otrzymamy naA — 
— 2 (nx -\-m) X-\- nbB = 2 i » P. Natłto równania statyki, wypisane dla 
skrajnej podpory prawej dadzą A-\~ X-{-B -\- P= O, 2 Ak-\-(P-\-X)\= 
— O. Z nich bezpośrednio wypływa, że A = B oraz X= — P—2 A, 
co podstawiwszy w równanie poprzednio otrzymane, będziemy mieli: A— 
= - 2 **P : K + 4 K + *n) + »*] = Ą X = - P + AnxP: [na + 
-f- 4 (nx -\- ni) -f- «^]. W założeniu obu skrajnych podpór niesprężystych 
będziemy mieli A = B = — Pnx : 2 (nx -\- ni). Sprawdzimy to bezpo
średnio, całkując równanie gięcia EJ-ą" = A (X — C), które wypisaliśmy 
dla lewej części belki ze względu na zupełną symetrję obciążenia. Za
tem P / Y =C—lUA{X — C)2, EJ-ą = D + CC + V« A (X — Q*. W da
nym wypadku przy C = X mamy YJ = O. Nadto styczna odkształconej 
pośrodku musi być równoległa do osi u>C. Wymaga tego symetrja obcią
żenia. Zatem C=1/2Al? oraz D -\- CX = O. Poza tem przy C = o 
mamy TJ = t\x = J = — nxX a przeto — EJnxX= D -\- 1/6 A\*. Dołącz
my jeszcze równania statyki B = A i X = — P—2 A a otrzymamy ko
lejno: A = B = — Pw* : 2(nx + m), C - — P W j c X 2 : 4 (»* -f- w), P/ == 
= PnK\s : 4 (nx -\~ ni), X — — Pm : (nx -f- m). Równanie odkształconej 
będzie tu EJą = [X» — XJC — V, (X—C)s] Pnx : 4 (nx + w) == [3 X2 (X-C)— 
—r (X—C)s] P : 12 (1 + w : n̂ ). Czyniąc w powyższych wzorach nx = ©o 
odnajdziemy równania, dotyczące belki obciążonej siłą skupioną pośrodku 
jednoprzęsłowej statycznie wyznaczalnej. 

§ 52. Belki na wielu podporach wzorowo s p r ę ż y s t y c h r ó w 
n o o d l e g ł y c h . W wypadku belki spoczywającej na wielu podporach wzo
rowo sprężystych, ustawionych w odległości X jedna od drugiej, trudności 
rachunkowe uniemożliwiają rozwikłanie zagadnienia. Zazwyczaj też ko
rzystamy ze wzorów dla belek na sprężystem podłożu, jako bardziej ra
chunkowo dostępnych. W tym celu skupiony nacisk pionowy podpory A' 
zastępujemy ciśnieniem rzekomego podłoża q — R : X. Jest to niewąt
pliwe niezgodne z istotą rzeczy — błąd jednak w ten sposób popełniany 
maleje wraz z liczbą podpó r szeregu. 

Dotychczas wyłącznie tylko rozpatrywaliśmy podpory wzorowo sprę
żyste, rolkowe lub przegubowe, pomijając milcząco stałe, które prócz 
strzałek dają kąt 0 proporcjonalny do pary obrotowej momentu odporo-
wego lub osadczego. Zatem 8 = - W J I . Szczególna wartość >n = 0 
cechuje podporę stałą niesprężystą, czyli przekrój osadzony, gdy znowu 
m = oo — odnośny przekrój połączony jest przegubowo bez tarcia z pod
porą. Może się zdarzyć, że pewna liczba podpór belki wieloprzęsłowei 
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należy do typu stałych. Odnośne sprzeciwy należy dołączyć do sił zew
nętrznych. W danym wypadku najlepsze wyniki daje sposób całkowania 
zasadniczego równania gięcia. Proste przykłady najlepiej to uwypuklą. 

§ 55. Belka j e d n o p r z ę s ł o w a na d w ó c h wzorowo s p r ę ż y s t y c h 
podporach s t a ł y c h . Weźmy pod uwagę belkę poziomą obustronnie za
mocowaną w podporach wzorowo sprężystych stałych. Początek stałych 
osi (Rys. 58) spółrzędnych umieścimy w środku prawego zamocowanego 
przekroju, oś w£ poprowadźmy na lewo ku lewej podporze po osi pier
wotnej pręta, oś w/j w dół, a a>£ ku patrzącemu. Po obciążeniu siłą P , 
pionową, przyłożoną w odległości a od lewej i b od prawej podpory, pręt 

ugnie się, jego skrajne przekroje podparte obniżą się 

r *> h 
a 

-KP P - X P b " 
2 Ć 

»jj == — 7//,/>, proporcjonalne do odporów pionowych 
A i B, a nadto kąty obrotu 0 o = — w a y .„ , ®b = — 
— mi^i proporcjonalne do momentów odporowych {ŁFT 

i \tb . Przesunięcia boczne pomijamy, jak zwykle, jako 
Kys. 58 i 59. zgoła nieznaczne dla małych praktycznie jeno dopusz

czalnych ugięć pręta. Równanie gięcia da nam: P/r , ' '— 
= V.a 4- A (l - C) li - f -P (b - C), skąd: EM = C r ^ - y , A ( /-- C)21| 

II _ y 8 p (0-c)3, P/TJ = D + a 4- y , ^ 4- v« ^ (/-o* II 4 -y .p (A- c)s 

Dla określenia niewiadomych C; Z), £>, ;<7, i mamy dwa równania 
statyki, które możemy wypisać dla początku spółrzędnych w postaci A \ 
-\- P -\- B = O, |Jy, 4" Al-\- Pb - j - H — O, oraz cztery równania warun
kowe. Dla C = o mamy P / e ^ = — P / / « 6 B = C — ł/a ^ 2 — V 2 W 
jĘ/ifJfi . = ~ P / » / , P = Z>4- Yo 4- V« P*f. Nadto dla C = / będziemy 
mieli P / 9 „ = — P J w a |i„ = C 4 | t a /, /Y/r;„ t s — P / W f l J . ==/>-)- ć7 - f 
~ł~ V* 2 tycn równań wyznaczymy wszystkie niewiadome i otrzyma
my równanie odkształconej. 

W szczególnym wypadku, gdy siła P działa pośrodku belki / dłu
giej, a obie podpory są jednakowo sprężyste, najlepiej umieścić początek 
spółrzędnych w środkowym przekroju (Rys. 59) i rozpatrywać jeno lewą 
połowę belki, jako zupełnie symetryczną. Równania statyki dadzą tu A— 
— B = — Va PJ V-A — — tV> — i 1 - Całkując zasadnicze równanie EJT\"— 
= (t - V, P ('/, l - C), otrzymamy EJ,/ = C + jiC 4- i / 4 P C7i / - £)2, 

= Z> 4- CC 4 - » / , |*-C3 — l / 1 2 P (V, / - - £)3. Pośrodku styczna odkształ
conej musi być równoległa do osi tiC ze względu na symetrję obciążenia 
i sprężystości obu podpór. Zatem O— C + '/« P X V* ^> s ^ d = — 
— VIG P ^ - Nadto dla C = 1/21 mamy w założeniu na = « ; — w, w a = 
= »«0 = «z nowe równania warunkowe: EJ9a = — EJm\x == — 1 / 1 B P / 2 4 -
+ 7» P A , — - P / « ^ = V . EJnP = D— P / s 4- ' / 8 >d-. Z tych 
równań otrzymamy {t = P/-' : 8 (/4-2 EJm), będziemy przeto mogli usta
lić równanie odkształconej. Belka tylko co zbadana stanowi dosyć często 
spotykaną część ustrojów budowlanych; dwie belki tego rodzaju zawiera 
tak zwana — 
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§ 54. R a m o w n i c a . Cztery belki po łączone węg łami w s p o s ó b 
sztywny s t a n o w i ą r a m o w n i c ę . Najczęście j u ż y w a n e są ramownice pro
s toką tne (Rys. 60) o dwóch jednakowej s z tywnośc i EXJX p ionowych n e 
tach bocznych A0B0 i ( „A, i dwóch poprzecznicach — g ó r n e j D0C0 

i dolnej A0B0 r ó w n i e ż jednakowej sz tywnośc i EnJ0. W* wypadku zu
p e ł n e g o usztywnienia w ę g ł ó w , kąty proste w i e r z c h o ł k o w e ramownicy nie 

„plegają zmianie przy odksz t a ł cen iu , m o g ą się jednak o b r a c a ć w płasz
czyźnie g ięcia Tego rodzaju ramownice usztywnione na w ę g ł a c h bę
dziemy wyłączn ie rozpatrywali — o d k s z t a ł c o n e ich p r ę t ó w sk ładowych 
przecinają się zawsze pod kątem prostym na k a ż d y m rogu. To założenie , 
praktycznie m o ż e n iezupe łn ie ścisłe, wszelkie bowiem po łączen i e zupe łn ie 
sztywne b y ć nie m o ż e , znacznie u ła twi nam wyznaczanie o d k s z t a ł c e ń ra
mownicy. 

Oznaczmy rozstawienie jej p rę tów p ionowych — p o d łu żn i e przez /, 
poziomych — poprzecznie przez /; i za łóżmy, że obie pod łużn ice ulegają 
dzia łaniu sił p ionowych, leżących na osi ramowni
cy, a skierowanych n a z e w n ą l r z . P o d jarzmem tych "AP \S £]-ftp 
sił p rę ty poziome w y g n ą się w łuki, pochylone \P > V D 

końcami ku osiom pierwotnym poprzecznie pod -fl j C £_LL<T 
Kątem 0 na w ę g ł a c h . Wobec doskona ło śc i usztyw
nień w ę g ł o w y c h odksz t a ł cen ie to poc i ągn ie za so
b ą skrzywienie obu pierwotnie prostych p o d ł u ż 
nie. Ich o d k s z t a ł c o n e p o c h y l ą się pod tym samym i 

Di 

I V . I I vur\UKiUłv.viiv W I J j » »-* w ̂  y w — ~ j —- w j ... 
i<ątem 0 na węg łach ku swym pierwotnie prostym P\^ , , 
osiom pionowym. Ła two to u d o w o d n i ć , z w a ż y w- o _ \ 
szy, że odksz t a ł cone p r ę t ó w ramownicy muszą w sl-Kl 
przec inać się pod kątem prostym na w ę g ł a c h . Kąt 
9 mia łby ze rową w a r t o ś ć jedynie w wypadku zu- y s 

pełnej s z tywnośc i podłużnie . P o d ł u ż n i c e u lega ły 
by jeno rozc i ągan iu siłami 1/t P, a poprzecznice m o ż n a by by ło uważać , 
jako zamocowane na w ę g ł a c h . Nie znamy jednak tworzyw sztywnych, 
kąt 0 jest zawsze r ó ż n y od zera, zamocowania poprzecznie na leżą do ty
pu wzorowo sp rężys tych . Ła two to udowodnimy. W tym celu rozcina
my r a m o w n i c ę po rogach, zas tępu jąc dzia łanie zniszczonych w ten spo
sób w ę g ł o w y c h u s z t y w n i e ń odpowiedniemi parami sij — momentami wę
g ł o w y m i (Ł. Wobec zupe łne j symetrji momenty na w ę g ł a c h będą jedna
kowe, choć róźnosk rę tne . Odksz t a ł cen i e ramownicy w y r a ź n i e wskazu|e, 
że dolny p rę t w lewym k o ń c u swym A pod dz ia łan iem siły P obrócił 
się nieco n a o k o ł o A w k ierunku s t rza łki zegara. T e n o b r ó t niewątpl iwie 
w y w o ł a ł sprzeciw s p r ę ż y s t y w postaci momentu o parze sił sprzecznej co 
do kierunku obrotu — dał zatem moment oporowy >>• l ewosk rę tny , stano
wiący o d p ó r zamocowania lewego poprzecznicy. Rozumując w podobny 
zupełnie s p o s ó b dojdziemy do przekonania, że odporem zamocowania 
prawego będz ie r ówn ież moment [.'. lecz p r a w o s k r ę t n y . Te dwa momen
ty łączn ie z siłą P i jej odporami p ionowymi — ł / s P, p o c h o d z ą c y m i 
od g ó r n e j siły P, s t anowią obc iążen ie z e w n ę t r z n e poprzecznicy. W ustę
pie poprzednim bada l i śmy be lkę w ten s p o s ó b obc iążoną i wyznaczy l i ś 
my dla k o ń c o w e g o punktu odksz t a ł cone j — pochylenie ku osi pierwotnej 
* = (— l / i 8 PP-Ą^ 7» '• KJo- W danym wypadku JJ. stanowi niewia
d o m ą zagadnienia. Chcąc ją w y z n a c z y ć bierzemy pod u w a g ę pod łużn i ce 

http://iv.ii
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AD, lewą. Przy odksz ta łcen iu oba jej k o ń c e nie s c h o d z ą z p ioną, jeno 
się nieco oddala ją od siebie w kierunku pionowym pod jarzmem sił roz
ciągających ty2 P, a nadto zbliżają się, zresztą nader nieznacznie, ku osi 
sił P na tle wygięc ia obu poprzecznie. S ł o w e m m o ż e m y za łożyć , że koń
ce A, B pod łużn icy pozosta ją na osi jej pierwotnej, pionowej. Wobec 
tego począ tek s ta łych osi umieszczamy w D, oś DZ p rowadzimy w dół 
przez A, oś Dt\ na prawo, a D% ku pa t rzącemu. Będz ie to w i ę c belka 
obustronnie podparta, a obc iążona s i łami ty, P r o z c i ą g a j ą c e m i i momen
tami [i zas tępującymi dzia łanie poprzecznie odc ię tych . D o l n y jej koniec 
ulega dz ia łan iu momentu g n ą c e g o p. p r a w o s k r ę t n e g o , na g ó r n y działa 
również moment p., lecz l e w o s k r ę t n y , w tych bowiem dwóch kierunkach 
lewe k o ń c e poprzecznie chcą w y g i ą ć p o d ł u ż n i c ę po obu jej końcach . 
W m y ś l prawa o znakowaniu zasadniczego wzoru g ięc ia — ExJxr{' — P 
skąd — EM = C + \>.Z, — EM = / > + « + »/« P r z y &=o 1 < M 
mamy •/) — o a przeto D = O, C = — ty, p/z i ostatecznie — EJ-tf = — 

— ty2 p./;-j-p,C. Czyn iąc w tym wzorze Z = h o t rzymamy k o ń c o w e po
chylenie o d k s z t a ł c o n e j 8 '=—ty 2 p . / j : EXJX. Wobec d o s k o n a ł e g o usztyw
nienia w ę g ł o w e g o 0 = 0', c zy l i : [— tylc Pl2 -f- ty, : E0JQ = — ty2 p/< : 
: ĘtJi, skąd [i = 1/?PP : [l-\-/iE0J0 : EXJX]. W rachunku p o w y ż s z y m 
pominę l i śmy działanie sił rozc iągających ' / 2 P: p o p e ł n i o n y w ten s p o s ó b 
błąd jest zgo ła nieznaczny dla pod łużn ie niezbyt d ług ich ; w razie prze
ciwnym, na leży siły rozc i ąga j ące wz iąć pod u w a g ę — oba p r ę t y boczne 
u legną wyg ięc iu m i m o ś r o d k o w e m u , o k t ó r e m będz ie mowa niżej jeszcze. 
Zatem w za łożeniu pod łużn ie mocnych a k ró tk i ch m o ż e m y śmia ło rozpa
t rywać jeno moment p.. P o ś rodku s t rza łka ugięc ia wyniesie — 2 ^ / , / , = 
= — ty2 JJL/T X l!2 h + ty2 p. X (tyj h)2. Zaklęśn ięc ie ramownicy b ę d z i e więc 
równe 2 / t == ty4 [i.k2 : E\jt, W podobny s p o s ó b otrzymamy s t rza łkę po
przecznicy f0, czyn iąc we wzorach us tępu p o p r z e d z a j ą c e g o Z-=o- W da
nym wypadku w y d ł u ż e n i e p r ę t a bocznego, p o w s t a ł e na tle dz ia łan ia sił 
rozc iąga jących ty2 P będz ie n iewątp l iwie r ó w n e ł / 2 Ph : ElE1, gdzie przez 
Ei oznaczy l i śmy poprzeczny p r zek r ó j pod łużn i cy . Zatem tu n=h : EXFV 

Spółczynnik ten ma oczywiśc ie war tość n ieznaczną dla p r ę t ó w kró tk ich 
a t ęg i ch . W tem założeniu — n — O, a zatem D=*/i2Pls — ty8 p,/-
i ostatecznie EJ0f0 = ty,, PP — ty8 \LP — ty12 P (*/, / ) s . S tąd uwypuklenie 
ramownicy 2 f0 = [7 2 4 PP — ty4 \LP] : E0J0. W danym wypadku moment 
gnący pod łużn ie posiada w a r t o ś ć stałą p.. Ta sama war to ść momentu 
g n ą c e g o panuje w obu k o ń c ó w poprzecznicy. P o ś r o d k u natomiast mamy 
u.0 = p.— lj2PX ty, /• Z tych d w ó c h wartości wyższą na leży wziąć pod 
uwagę przy wyznaczaniu właśc iwych w y m i a r ó w poprzecznie. D l a pod łuż 
nie bierzemy p.. 

§ 55. R a m o w n i c a m o s t o w a . Ustawmy lewy dolny w ę g i e ł A 
tylko co rozpatrywanej ramownicy na podporze rolkowej , prawy B na 
przegubowej, a otrzymamy r a m o w n i c ę m o s t o w ą (Rys. 61). W g ó r n y c h 
jej węgłach C, D p r z y k ł a d a m y dwie jednakowe siły poziome P dodatnie, 
bo skierowane tak, jak oś stała BZ. T ę oś prowadzimy przez obie pod
pory na lewo. O ś Br, u k ł a d a m y na osi prawej p o d ł u ż n i c y w d ó l — oś 
Bi kierujemy ku pa t r zącemu . P ionowe odpory oznaczamy przez A, B, 
jedyny o d p ó r poziomy podpory przegubowej przez H. Równan ia statyki 
będą tutaj A Ą- B =• O, II + 2 P — O, oraz dla prawej podpory, jako 
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ś r o d k a sprowadzenia m o m e n t ó w : Al -\~ 2 Ph = O. S tąd A — — 2 PI? : 
: 1 = — B, 11= — 2 P. P r z y odksz t a ł cen iu — siły P r j rzesuną po-
p r z e c z n i c ę g ó r n ą w kierunku swego dzia
łania, obie boczne pod łużn i ce pochy łą się 
za nią, a przeto wobec u s z t y w n i e ń węg ło 
wych lewy koniec poprzeczuicy dolnej zo
stanie o b r ó c o n y przeciw s t rza łce zegara 
na kąt (»)a, prawy na kąt oczywiśc ie 
r ó w n i e ż w tym samym kierunku pochyle
n ia sję bocznych p r ę t ó w . Wyznaczmy oba 
te ką ty . W tym celu rozcinamy ramowni-
cę po rogach, zas tępując działanie znisz
czonych w ten s p o s ó b w ę g ł o w y c h usztyw
nień odpowiednimi momentami węg łowy
m i P « . lLb> Pc 1 Pd- P r z ę s ł o dolne stano
w i zatem be lkę leżącą na podporach A,B. 
wygię tą pod jarzmem m o m e n t ó w p r t i p^ 
p r a w o s k r ę t n y c h . W o b e c z u p e ł n e j tożsa
m o ś c i w a r u n k ó w pracy obu pod łużn ie mających z za łożen i a j e d n a k o w ą 
s z t y w n o ś ć E1JL, oba kąty obrotu 0 a i & b będą oczywiście równe . T o sa
mo dotyczy r ó w n i e ż i m o m e n t ó w , k tóre owe odksz ta ł cen ia w y w o ł a ł y , b ę 
dziemy miel i przeto \).a = \>.b = p 0 . O b c i ą ż e n i e tego typu da odpory 
pionowe A', B', k tó r e z ła twością wyznaczymy z r ó w n a ń statyki, wypi 
sanych d la począ tku s p ó ł r z ę d n y c h w postaci Ax-\-Bx= O, 2 \^-\-Axl=0. 
Stąd Ax = — 2 p„ : /, Bx — 2 u 0 : 1, a przeto zasadnicze równan ie gięcia 
będz ie E0J0T\" = p 0 — 2 p 0 (/ — C) : /. Ca łku jąc mamy EJrf = C - f 

± Po^ + Po V - Q2 • !, EJtf = D + a - f ] / 2 Pot2 - V. ft, (/ - O 5 : I-
W danym wypadku YJ=O gdy C=o lub C-f-/. Stąd mamy D — Vs [lJ2=0, 
P -\- Cl + >/, Po '̂-' = O, co daje D = % p / 2 , C = — s / 6 p 0 / . Ńa mocy 
tylko co otrzymanych war tośc i b ę d z i e m y miel i E0J0®i,= — 6 / 6 p 0 / -f-
- r t V = V 6 l V s tąd W/, = Vs Po^ : Ą / o - w tym wzorze p 0 stanowi nie
wiadomą. Chcąc ją w y z n a c z y ć , bierzemy pod u w a g ę p rawą podłużn ice . 
Wobec d o s k o n a ł o ś c i usztywnienia w ę g ł o w e g o o d k s z t a ł c o n a pod łużn icy 
przetnie się z o d k s z t a ł c o n ą poprzecznicy dolnej pod ką tem prostym, 
a przeto koniec dolny pod łużn icy pochyl i się pod kątem SB ku osi pier
wotnej tego prę ta — pionowej — na tle obrotu o ten sam kąt całej po
dłużnicy oko ło punktu B. P o uwzg lędn ien iu tego obrotu k o ń c o w y prze
krój dolny p o d ł u ż n i c y m o ż e m y niewątpl iwie r o z p a t r y w a ć , jako zamoco
wany, a sam prę t u w a ż a ć za be lkę , o b c i ą ż o n ą drugostronnie u gó ry w C 
siłą p o z i o m ą P i momentem p f c . , zas tępu jącym dz ia łan ie odrzuconej po
przecznicy g ó r n e j . P r z y odksz ta ł cen iu pod łużn ice pochyla ją się wierz
cho łkami n a p r z ó d w kierunku osi BZ dodatnim, muszą więc oopowiednio 
w y g i n a ć k o ń c e poprzecznicy g ó r n e j — prawy od gó<-v, lewy ku do łowi . 
Oba w kierunku jednakowym — przeciw s t rza łce zegara. Te odksz ta łce 
nia ś w i a d c z ą o istnieniu m o m e n t ó w p c , p r f l e w o s k r ę t n y c h , s t a n o w i ą c y c h 
abciążenie z e w n ę t r z n e poprzecznicy g ó r n e j . Momenty p c , p<) zastępują 
działanie pod łużn ie . Wobec istnienia t rwałej r ó w n o w a g i odksz ta ł cone j 
asowe w y g i ę c i e poprzecznicy g ó r n e j wytwarza sprzeciw sprężys ty w po-
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siaci m o m e n t ó w \ic i 'j.a p r a w o s k r ę t n y c h . Jeden z nich stanowi część ob
ciążenia z e w n ę t r z n e g o prę ta BC, osadzonego u dołu, daje więc pochyle
nie skrajnej stycznej odksz ta łcone j w C ku pierwotnej osi pręta pionowej. 
W z ó r o d n o ś n y wyznaczy l i śmy w § 24 rozdziału niniejszego. Dla mo
mentu \t.c p r a w o s k r ę t n e g o o t rz \mamy zeń (-)' = — y.ch : jj£l. Z u p e ł n i e 
n iezależnie od \>.c działa na be lkę BC siła g n ą c a P, powodując pochyle
nie skrajnej stycznej odksz t a ł cone j w C ku pierwotnej osi pręta nieza
leżne od tylko co wyznaczonego. Będzie to 8"=1j2P/r : ElJ1, zgod
nie z § 9 tego samego rozdzia łu . Ostatecznie więc ca łkowi te pochylenie 
g ó r n e g o końca odksz ta ł cone j pod łużn icy 8e = 6b 4- 0 ' 4- 0 " = 1 / 6 \i.J i 
: E0JU — \i.ch : E1Ji Ą- Vs PA* : Eijt\ Nadto z w a r u n k ó w r ó w n o w a g i 
w y o d r ę b n i o n e j części BC b ędz i emy mieli P/i — (x0 - j - [J-c, j e d y n ą zatem 
n iewiadomą w danym wypadku stanowi moment \ic. Chcąc ją w y z n a c z y ć , 
bierzemy pod u w a g ę g ó r n ą poprzeczn icę CD. P r zy odksz ta ł cen iu oba 
jej k o ń c e przesuwają się nieco w kierunku działania sił P, a nadto zbl i 
żają się, zresztą nader nieznacznie, ku osi BC na tle wygięc ia obu po
dłużnie . S łowem m o ż e m y za łożyć , że końce CXDX poprzecznicy gó rne j 
pozostają na osi jej pierwotnej — poziomej. Jest to więc belka obustron
nie podparta, a obc iążona momentami y.c, \i0 l ewoskrę tnymi na k o ń c a c h . 
Wobec zupe łne j t o ż s a m o ś c i w a r u n k ó w pracy obu p o d ł u ż n i e \>.c = y-d zu 
pełnie jak dla poprzecznicy dolnej. A zatem r ó w n i e ż i w danym wypad
ku %c = '/el^c^ : P2J2 przyczem przez E2J2 o znaczy l i śmy s z t y w n o ś ć po
przecznicy g ó r n e j , zazwyczaj w ramownicach mostowych znacznie słab
szą od EQJ0. Wobec doskona łe j sz tywnośc i w ę g ł ó w m o ż e m y n iewątp l i 
wie n a p i s a ć l /« : EflJn—-\iJi : Ex / , 4 - 1 P P ' : Ą j T ^ f c M : 'ĄJi=* 
= lUPM: EJ0 - V« M • EJ<-'lc» • PiJi 4 Vs Pb2 • P1J1, s tąd 
a c =Ph\l : EJn -T- 37* : E, /,] : [l : ESJt - f / : Eu J0 + 6 h : Ex 7,1 = 
= P/i—|i0. Te dwie war tośc i tylko co wyznaczone rozwiązują zagad
nienie. 

W s z c z e g ó l n y m wypadku, gdy dolna poprzecznica jest bardzo t ęga , 
m o ż e m y za łożyć EaJ0^=<x>, a wtedy \>.c — 3 P/t2 : [lE:Jt : £ 3 / 24-6 h]. 
Nadto gdy brak g ó r n e j poprzecznicy EtJ9 = O wtedy \i.c == O, \J.V = P/I. 

§ 56 . P r z y k ł a d y i ć w i c z e n i a . 1° Belka wieloprr.i.slmva statycz-
tycznie wyznaczalna (Rys. 62) d ź w i g a poprzeczne r amię CD l eżące w prze
kroju p o ś r e d n i m O w od leg łośc i a od lewej rolkowej i b od prawej prze
gubowej podpory. N a r a m i ę działają obustronnie siły poziome P skie
rowane odwrotnie, s ł o w e m w przekroju O panuje moment JJ. = P X CD 
U w o s k r ę t n y , s t a n o w i ą c y obc iążenie z e w n ę t r z n e belki . P r z e k r ó j O dzieli 
p ł a s z c z y z n ę g ięc ia na dwie po łac i e lewą i p rawą, w pierwszej panuje 
moment Mx = A(l~C) w drugiej zaś M2 = A (l — C) 4 - u.. P o c z ą t e k 
s t a łych osi s p ó ł r z ę d n y c h , jak zwykle, umieszczamy w prawej podporze, 
kierując przytem oś BC wzdłuż osi pierwotnej belki na lewo, Bij w dó ł , 
a Be, ku p a t r z ą c e m u . Równan ia statyki dla począ tku s p ó ł r z ę d n y c h wy
pisane w postaci A 4 - B = O, Al -{-{>. — O dadzą A = — JJ. : 11= — B. 
W ten s p o s ó b dla pierwszej połaci otrzymamy EJt^" — — \>.(l— C,) : / , 
dla drugiej zaś Efr]2" — — \>. (/—t2) : / 4 a . Całkując b ę d z i e m y mie l i 
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kolejno w założeniu s t a ł ego przekroju belki : Ejra' = Ct % V? U—Cjt2 : 
: /, EJrn = A + C 1 C - V, a ( / -C)» : / oraz EJr{, = C, - f »/, 11 ( / - -? ,)= : 

: /4-aC, EJ^ = D2 + C 2 C - ł / « f- ( ' - C 2 ) : t : / + >/, ąCa, 
tutaj bowiem na granicy obu połaci moment zmienia - C f 

się n a g ł y m skokiem, nie m o ż n a przeto ł ączyć obu ^ « j 
wzorów, dzie ląc o d n o ś n e wyrazy m o m e n t ó w kreska- " ' 
mi , jak w z w y k ł y c h wypadkach dz ia łan ia sił skupio
nych. D la okreś len ia czterech s ta łych ca łkowan ia 
będz i emy miel i -i\ — o przy C = o iX ==• l, a nadto 
dla granicznego przekroju, gdzie Z—b, będz ie Ht—tig 
oraz tti—rf,. Stąd Dx - f Cxl — o, D» — 1I6 \>-l2 = oJ 

C\ + % W* : 1 == C 2 - j - V, W* • !Jr\^, A + C > - ' / « * ~ A r 
4- C 2 6 — »/a t**3 '• * + Vj |t4* i ostatecznie: C , = — J / 6 f i / »/, ;•.//-' : /. 
A V . t*/2 - V» C , = - Vc M + XS ^ 2 : * - A f= l / 6 I " ' - Te 
war tośc i okreś lą odksz ta łconą . Chcąc zna leźć s t r za łkę ug ięc ia szukamy 
p ie rwias tków r ó w n a n i a = o. D l a pierwszej połac i b ę d z i e m y miel i C0— 
— I — }/ V s / a — o2" z warunkiem / > £0 > o, k tóry istotnie wypełn ia się 
przy / > b \l 3. Tej war tośc i Co odpowiada s t rza łka / 0 = u }' (V 3 / 2 —Z/-) : ; : 
: 3 iT/7 . W drugiej połaci b ę d z i e m y miel i Cx = ]/ 2 0/ — b2 — % l" — 
o d n o ś n a s t rza łka będz ie / i = — a}' (2 W — b2 -/.7-): : 3 A"./ / , z warun
kiem 2 W - — o 2 — 2 / 3 P > o. Wobec o d w r o t n o ś c i znaków obu strzałek 
wnioskujemy o istnieniu p o ś r e d n i e g o punktu p rzeg ięc ia odksz ta łconej . 
Wykres m o m e n t ó w abcd wskazuje, że punkt przeg ięc ia istnieje w przekro
ju o b c i ą ż o n y m , tam bowiem krzywa wykresu przechodzi przez zero. 

2° Ciężki linjal mierniczy na leży p o d e p r z e ć w dwóch punktach w ta
k i s p o s ó b , aby o d k s z t a ł c e n i e by ło najmniejsze, a l injał w przybl iżeniu po
ziomy. Wobec wymagania ostatniego podpory m u s z ą b y ć niewątpl iwie 
symetryczne w z g l ę d e m ś rodka , ustawione, dajmy na to, w od leg łośc i x 
o d obu k o ń c ó w linjału, obc i ążonego jeno wagą własną. Oznaczmy wagę 
linjału przez O — na j e d n o s t k ę d iugośc i b ę d z i e m y miel i przeto q — Q • 
: l k g . Ponad p o d p o r ą p a n o w a ć będz ie moment gnący Mx — ł / 2 qx': 

p o ś r o d k u zaś linjału moment Mn — % q [V„ l\2 — % O X \% l — x] = 
= Vs ql [x—V4 l\. Są to war tośc i skrajne m o m e n t ó w . Na zasadzie pierw
szego prawa Hooke 'a odkszta łcenie winno b y ć proporcjonalne do siły od
kształcającej — zatem najbardziej poziomy kształt odksz ta łcone j otrzyma
my niewątpl iwie wtedy, gdy Mx — — M0. Stąd x' | /.v — ' / . [ / - = o, 

(•żyli x = % l (Y 2 — 1). O d l e g ł o ś ć p o d p ó r winna b y ć przeto / — 2 % — 

= (2 — y~2) / f f 0,586 1, 

3° Deska spoczywa na s z t y w n y m . pod łożu (Rys. 63); lewy jej ko
niec zwisa poza skraj A powodując wyg ięc ie ś rodkowej części . Wyznacz
my przekró j D w którym n a s t ę p u j e dotyk wy
cięte j deski do podłoża , dalej bowiem już de
ska spoczywa całą swą dolną powie rzchn ią nie-
odksz ta ł cona . Całą d ł u g o ś ć deski oznaczamy 
przez / , jej część zwisającą przez a, część pod
partą odksz ta ł coną przez b — pozostałą przez c. Rys 63. 

11 
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W przekroju A belka opiera się o kant pod łoża , tutaj więc TJ = o, dalej 
w B mamy ścisły już dotyk belki , a przeto TJ = o, i TJ' — o. Nadto w B 
p a n o w a ć musi zerowa war tość momentu, inaczej bowiem dalsze przekroje 
belki mus ia łyby ulec wygięc iu . Nazwijmy przez q c iężar deski na jed
nos tkę d ługośc i , przez A odpór , jaki powstaje na skraju p o d ł o ż a w A. 
Będz iemy przeto mieli dla punktu B r ó w n a n i e m o m e n t ó w : ty, q (a-\-b)2-\~ 
+ Ab = o. Stąd A — —- ty2 <I (« 4~ b)2 : b. U m i e ś ć m y począ tek s t a ł y c h 
osi spó ł r zędnych w B, oś BC, p o p r o w a d ź m y po powierzchni pod łoża po
ziomej na lewo, o ś JBTJ W dół, b% — ku pa t r zącemu . Zasadnicze r ó w n a 
nie g ięcia b ę d z i e tu Efy" = ty, q (a + b — C)21| — ty, q(a + b)2 (b — Z) i 
: b w założeniu s t a ł e g o przekroju deski. Całkując, mamy EJt{ = C — 
— 7« q (a + b - C)» || -f- ty4 q (a + b)2 (b - Z)2 : b, Efq = D + CC -+ 
+ 72.! ' / ( « + * — C)4 II — V i i y (a -f- o)* b — C)s : 6. Przy C = o mamy 
TJ = o i V — °« P r z y C = a mamy -q = o. Zatem C — t y , <7 (« + b)* --j 
+ 74 <7 (« + «)L' A - o, 2) -f- ty,4 q (a + o) 4 - tyj, a (a 4 ć ) 2 o 2 = o, D -| 
- j - Co 4~ ty,4 qa4 = o. Z pierwszego równan ia mamy C — ty', q (a -\- b)* — 
— ty4 a (a 4 - y - M n o ż ą c tę war tość przez b podstawiamy w trzecie-
r ó w n a n i e . Po odjęciu drugiego i p o m n o ż e n i u przez 24 : q o t rzymamy: 
4 (a -\-_bf b — 4 (a Ą- b)2 b* 4 - a 4 — (a 4 - ó ) ł = 2 a 2 o 2 — ó 4 = o. Stąd o = 
— a Y 2. Skoro więc / > a (1 - f ]/~2),_deska po odksz t a ł cen iu w y g l ą d a 
lak, jak na rysunku. G d y / < a ( l -\-Y 2) opiera się jeno prawym swym 
k o ń c e m o p o d ł o ż e . G d y 1=2 a deska jest podparta tylko w A, koły
sać się m o ż e swobodnie, wreszcie, gdy / < 2 a deska spada z p o d ł o ż a . 

4° Budynek fabryczny podzielono stropem na parter i p i ę t ro . Usta
wiono p o d w ó j n y m szeregiem s łupy że lazne w o d s t ę p a c h p i ę c i o m e t r o w y c h 
r ó w n o l e g l e do osi pod łużne j budynku, dzieląc w ten s p o s ó b parter ną 
trzy nawy sześc iomet rowe j sze rokośc i . Na słupach p o ł o ż o n o belki po
d łużne p o d c i ą g o w e , łączące śc iany poprzeczne, a na nich belki poprzeczne 
w o d s t ę p a c h metrowych. N a belkowaniu że laznem u łożono wpoprzek 
deski tworzące właśc iwy strop. Przypuszczalne obc iążen ie stropu wyno
si łącznie z w a g ą desek, belek poprzecznych i p o d ł u ż n y c h -— q == 500 
k g / m 2 . Jest to dość znaczne obc i ążen ie , wyższe od rzeczywistego -
z zapasem. Strop w ten s p o s ó b obl iczony wytrzymuje z ła twośc ią ciężar 
lżejszych obrabiarek z obs ługą . Na leży wyznaczyć właśc iwe wymiary 
stropu. Rozpoczynamy od desek. W tym celu z a k ł a d a m y , że deski s ą 
ł ączone ponad osiami belek poprzecznych. Przeczy to istocie rzeczy, za 
zwyczaj bowiem deska pokrywa pa rę przęseł belkowania. N a l e ż a ł o b y je 
właściwiej l iczyć, j ako belki w ie lop rzęs lowe , wobec jednak dość znacznej 
wartości q m o ż e m y up rośc i ć zadanie, rozpat ru jąc je, jako obustronnie pod
parte na sąs i edn ich belkach poprzecznych. Oznaczmy s z e r o k o ś ć belki 
przez a cm, g r u b o ś ć przez e cm. Nośna d ługość deski r ówna jest oczy
wiście rozstawieniu belek, wynosi przeto X — 1 tri. Ca łkowi te obc iążenie 
jednego przęsła deski wynos i O =• q X 1 X a I 100 - 5 a kg. Skrajna 
war tość momentu poś rodku deski będz ie Mm = QX X ^00 X 
X 5 a = 62,5 a (kg, cm) zgodnie z § 5 niniejszego rozdzia łu . P o n i e w a ż 
tutaj dla deski lV=lf6ae2 przeto ty, ae2kff == 62,5 a. D l a sośn iny kę.21 
^ 75 k g / c m 2 zatem e = 2,24 cm. Należy u ż y ć ca lówek- Z kole i obl icza
my belki poprzeczne, zak łada jąc , że po łączen ia ich wykonano na belkach 
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p o d c i ą g o w y c h . Zatem s z e r o k o ś ć budynku mieści trzy belk i s ze śc iome t ro 
we. Każdą z nich u w a ż a m y jako obustronnie podpar tą , a o b c i ą ż o n ą jed
nostajnie deskowaniem na całej d ługośc i . Obc iążen ie jednej belki wynosi 
/? = 500 X 6 X 1 — 3 0 0 0 k&» ciśnie bowiem na nią po łać deskowania 
6 m e t r ó w d ługa i metr szeroka. Po ś rodku skrajna war tość momentu 
wyniesie M„, = Vs X 3000 X 600 = 225000 (kg/cm). W danym wypad
ku lwią część obc iążen ia s t anowią siły c iężarowe , a więc s tałe . D l a że
laza zlewnego m o ż e m y wziąć ^ = 1200 k g / c m 2 ze w z g l ę d u na duży za
pas q. Zatem Wx = Mm : kg =187,5 c m 3 . D la dwuteownika zwyk łego 
N° 19 tablice podają Wx = 185 c m 8 . Ten profil n a l e ż y u ż y ć , s ławiąc 
ś rodnik iem pionowo. Zupe łn ie w podobny s p o s ó b wyznaczymy belkę 
podc i ągową ; m o ż n a ją również r o z p a t r y w a ć , jako z łożoną z poszczegó l 
nych belek obustronnie opartych na s łupach, aczkolwiek właśc iwie jest 
to belka wie loprzęs łowa . O b c i ą ż e n i e jej s t a n o w i ą siły skupione — na
cisku belek poprzecznych. Wobec r ó w n o m i e r n go roz łożen ia tych belek 
na podc iągu m o ż e m y od biedy r o z p a t r y w a ć to obc iążen ie , jako jednostaj
ne. Wynies ie ono od słupa do s łupa V == 500 X 6 X 5 = 15000 kg, słu
py bowiem ustawione są w o d s t ę p a c h p ięc iomet rowych , a zatem na karb 
jednego p rzęs ła p o d c i ą g o w e g o wypada po łać stropu 5 me t rów d ługa t 6 
m e t r ó w szeroka. Skrajna w a r t o ś ć momentu po ś r o d k u będz ie r ówna 
Mm == Vs X 15000 X 500 = 937500 (kg, cm), zatem Wx == M,„ : = 
= 937500 : 1200 = 781 c m 5 . Tej war tośc i odpowiada dwuteownik j l 32 
zwykły , lub też N° 24 — szerokopasowy, dla k t ó r e g o Wx == 855 c m 8 . 

5° Belki wspornikowe. Wyznaczanie belek wie lop rzęs łowych jest 
nader uciążl iwe, z tego powodu nieraz s tosują belki wspornikowe, zwłasz
cza w wypadku wielu p o d p ó r ustawionych w jednakowych ods tępach /. 
Ustawmy szereg belek DABC wysta jących poza podpory A, B i połącz
my je przegubowo belkami CD. O b c i ą ż e n i e pierwszych jednostajne niech 
b ę d z i e p — drugich q na j e d n o s t k ę d ł u g o ś c i . Wobec przegubowego za
mocowania obustronnego—ogniwa CD m o g ą być rozpatrywane, jako belki 
statycznie wyznaczalne, obustronnie podparte w C i D. Ogniwa te wy
wierają nacisk na belki sąs iednie podparte, wywołu jąc w przegubach od
pory pionowe C—D — — 1 / 2 qc. O d p o r y poziome pomijamy, jako z isto
ty rzeczy nieznaczne przy s łabych wygięc iach , jedynie praktycznie do
puszczalnych. Skrajna w a r t o ś ć mo
mentu g n ą c e g o panuje niewątpl iwie ' r L * i 8 ——i 'T eAP\" ! 
po ś rodku belk i CD. Będz ie to A / 0 = ^^U^irr^Mssr^^^-^~-
= - V2 qc X V* c 4- Vi q (Va c)2 = ^ i J T l j ^ ^ - ^ ^ - ^ 1 

sss — Vs qf2- Ta w a r t o ś ć jest miaro
dajna przy wyznaczaniu w ł a ś c i w e g o Rys. 64. 
przekroju belki . Siły pionowe tya qc 
ł ączn ie z o b c i ą ż e n i e m jednostajnem p s t anowią układ odksz ta łca jący be
lek podpartych, tak zwanych wspornikowych DABC. T o obc iążen ie wy
wołuje pionowe odpory A = B = — p (a -}- b) — lj2qc, m o ż e m y przeto 
wyp i sać skrajne war tośc i m o m e n t ó w - ponad p o d p o r ą A lub B w po
staci Ma = Mb — V, qcb -f Vs pb2 == Vi b (qc -\- pb) i p o ś r o d k u pomiędzy 
podporami M , «== Va qc (b a) -f- V: P \b -}- a)2 — [>/, qc-\-p (b-\- a)\ a — 
= Va b (qc 4/- ph) — V* pa2. Znaczenie użytych liter w dostatecznej mierze 



wyjaśnia (Rys. 64). Momenty Ma i Mx jako skrajne wyrokują o właści
wych wymiarach belk i wspornikowej. W szczegó lnym wypadku, gdy 
przekrój i tworzywo belek jesi jednakowe, m o ż e m y w y z n a c z y ć najko
rzystniejsze ustosunkowanie d ługośc i a, b, c. Należy jeno w tym celu 
uczynić — Af0 = Ma, wtedy bowiem oba rodzaje belek ustroju będą pra
cowa ły jednakowo w przekrojach niebezpiecznych. Stąd mamy w założe
niu p = q r ó w n a n i e c2 — 4 b (c - j - b). P o n i e w a ż rozp ię tość p o d p ó r / — 
= 2b 4 - i przeto {1 — 2 bf = 4 b (l — b), s t ąd b == (tys — 1 : f% l cc 
"f 0,147 / W tym s z c z e g ó l n y m wypadku wyznaczymy właśc iwy prze

krój s ta ły belek z równan ia W —1/8 po1 : kg. 

6° Belka dwuprzęsłowa (Rys. 45) dźwiga po ś r o d k u pierwszego 
przęs ła siłą p ionową P,. — 5000 kg, po ś r o d k u drugiego P == 10000 kr,r. 
Rozpię tość pierwszego p rzęs ł a a = 4 m, drugiego b = 2 m. W założeniu 
belki o s ta łym przekroju poprzecznym m o ż e m y wyp i sać r ó w n a n i e Cla-
peyrona w postaci: 2 |400 + 200] Mx = 5000 X 200 X 1400^ — 2002] : 
: 400 + 10000 X 100 X (200J - - 100-J : 200. Stąd Mx == 375000 (kg, cm). 
Dwie drugie skrajne war tośc i momentu g n ą c e g o wyznaczymy dla prze
kro jów obc iążonych obu przęse ł . W tym celu wyznaczamy odpory. M a 
my tu A X 400 - f 5000 X 200 = Mx oraz B X 200 4 - 10000 X 100 == Mx 

a zatem A = — 1562,5 kg, B = 3125 kg . Nadto A + B + A ' + P0 - f 
- j - P = 0 a zatem A ' = — 1 0 3 1 2 , 5 kg i ostatecznie otrzymamy dla ś rod
kowego przekroju pierwszego przęsła M0 = A X 200 — — 312500 (kg, 
cm) — i drugiego Mx = B X 100 — — 312500 (kg, cm), na l eży przeto 
wyznaczyć p rzekró j poprzeczny z r ó w n a n i a Wx = Mx : k,r. Za łóżmy , 
jak wyżej £g = 1200 k g / c m a a wtedy ^ 3 7 5 0 0 0 : 1200 = 312,5 cm8. 
Tej war tośc i odpowiada dwuteownik zwykły Na 23 ustawiony ś rodnik iem 
pionowo, tablice bowiem dają dlań Wx = 314 cm 3 . 

Zupe łn i e tą samą d r o g ą idz iemy przy wyznaczaniu belek w ie lop rzę -
- łowych o zmiennym przekroju. Z począ tku l iczymy je, jako belki o prze
kroju s ta łym; wyznaczamy skrajne momenty i odpory. P o d ł u g m o m e n t ó w 
dobieramy odpowiednie przekroje, a n a s t ę p n i e przeliczamy od nowa mo
menty i odpory, b io r ąc za punkt wyjścia tylko co w y z n a c z o n ą be lkę tym
czasowo. W ten s p o s ó b p o w t ó r n i e oirzymane wartości m o m e n t ó w po
zwolą w y z n a c z y ć nowy kształ t belki , ponownie zaiem powtarzamy obl i 
czenie, póki nie otrzymamy właśc iwych ostatecznych p rzekro jów. Podany 
s p o s ó b jest z rozumia ł ' / sam przez się. W danym wypadku, wobec nie
wielkiej różn icy war tośc i skrajnych m o m e n t ó w belka o s ta łym przekroju 
stanowi najkorzystniejsze, bo najprostsze rozwiązan i e . 

Za łóżmy, że ś r o d k o w a podpora obn iży ł a się o m cm, na leży przeto 
moment MX zw iększyć o A l\/x = 6 EJ \—m : 400 — m : 200j : 1200 = 
— 6 X 2150000 X 3605 tn : 160000 = — 290653 m (kg, cm), mamy bo
wiem dla dwuteownika JSfó 23 z tablic J — 3605. Zatem już przy m = 
==-— ',' cm poprzednio wyznaczona belka nie wystarcza, mamy bowiem wte
dy MX = 37500;) -;- 96884 = 471884 (kg, cm) a p rzek ró j niebezpieczny 
pracuje na gięcie przy 1502 kg/cm-. Nadto b ę d z i e m y mieli A X 400 -f-
-!- 5000 X 200 = Mx, B X 200 - f 10000 X 100 = Mx czyl i A == — 
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— 1320 kg, B m — 2640 k g oraz X = — 11040 kg. Stąd znowu M0= 
— — 264000 (kg, cm), M x = — 264000 (kg, cm; istotnie więc przekró j 
ponad p o d p o r ą p o ś r e d n i ą jest niebezpieczny. G o d z i się tu wyraźn ie za
z n a c z y ć wzrost momentu Mx i odpory X, po łączony z dodatkowym na
p r ę ż e n i e m tworzywa. Tern się objaśnia grzanie łożyska p o ś r e d n i e g o wa
łów t ró j łożyskowych , pojawia jące się nader częs to przy r n e d o k ł a d n e m 
ustawieniu s i ln ika . Czasami nawet wał pęka ponad p o d p o r ą pośredn ią 
W pewnych warunkach różnica 0,5 m/m m o ż e już s p o w o d o w a ć znaczną 
z m i a n ę pracy wału, g rożącą n ieszczęśc iem. 

7° Wał generatora prądu trójfazowego. (Rys. 46) dźwiga poś rodku 
c iężar wirn ika . Za łóżmy a — 22 cm, & — 18 cm, c === 60 cm i odpowied
nio ś redn ice tych części da — 29 cm, ^ — 31 cm, dc = 36 cm. W y 
znaczmy skrajną w a r t o ś ć siły P — ciężaru wirnika, dającą s t rza łkę ug ię 
cia ś r o d k o w ą / = 0,035 cm na jwyższą d o p u s z c z a l n ą dla g e n e r a t o r ó w te
go rodzaju. T w o r z y w o wału — stal zlewna, dla której E= 2200000 kg/cm-. 
W § 29 mie l i śmy wzór / = 7< F T PP : EJC 4 - V, Pa* | 1 : EJA ~ 1 : EJC\Ą 
4 - V. P (3 a2b 4 - 3 ab* 4 - b*) [l : EJB — 1 : EJC\. W danym wypadku 
/ a = 34719 c m 4 , / A = 45333 cm 4 , JC — 82448 c m 4 , / = 2 (« 4 - 4 4 - c ) = 
— 200 cm, a przeto po podstawieniu o d n o ś n y c h war tośc i otrzymamy: 
P = 1 0 2 8 0 3 2 / = 36280 36,3 /. Rachunek ten nie należy do ła twych. 

8° Belkowanie z łożone z dwóch dyli d ę b o w y c h , s k r z y ż o w a n y c h pod 
ką tem prostym wykonano w s p o s ó b nas tępujący. W przec iwleg łych ścia
nach wieży kwadratowej w y c i ę t o otwory i u łożono be lkę poz iomą o prze
kroju s t a łym kwadratowym, w sąs i edn ich śc i anach p rzec iwleg łych wybito 
również nieco wyżej otwory tak, aby we tkn ię ty w nie dy l tego samego 
przekroju dolega ł do poprzedniego bez nacisku. Przez s k r z y ż o w a n i e dy
li przerzucono ł ańcuch , jak szelkę, a na nim zawieszono blok, dźwigający 
na sznurze c iężki dzwon, wagi P k g . Ca łość m o ż e m y oczywiśc i e rozpa
t r y w a ć , jako dwie belki sk rzyżowane , obustronnie podparte, a o b c i ą ż o n e 
p o ś r o d k u siłą P. ł ącznie działa.ącą na oba dyle. Wyznaczmy ich prze
k ró j właśc iwy, zakładając o d l e g ł o ś ć ścian wieży p r z e c i w l e g ł y c h / = 4 ni 
i p = 1900 kg . Część siły P r ówna nP c iśnie na dy! g ó r n y , pozos t a ł a 
(1 — n) P na dolny. W o g ó l n y m wypadku dyle m o g ą się różnić prze
krojami i tworzywem; oznaczmy s z t y w n o ś ć g ó r n e g o przez EJ, dolnego 
przez ElJ1. Siły, p o w y ż e j wypisane, działają n ieza leżn ie od siebie — 
pierwsza daje s t rzałkę siły / , == nPP : 48 EJ, druga / 2 = (1 — n) PP : 
: 48 T i j / j . W za łożeniu s t a ł ego dotyku belek m a m y / , = / 2 , s tąd n : 
: EJ = (1 — n) : EiJt a przeto n =5 1 : (1 4 - EJX : EJ). W rozpetry 
wanym przez nas wypadku ExJy EL zatem po łowa siły stanowi ob
ciążenie dyla g ó r n e g o , p o ł o w a —• dolnego. P o ś r o d k u obu dyl i panuje 
moment największy Mm *= % (V, P) * = lUX ™W X 400 = 95000 (kg, 
cm) m o ż e m y przeto nap isać W = M : k g . D l a d ę b i n y , w za łożen iu 
p e w n o ś c i s ze śc iok ro tne j kg— Kg: 6 = 600 : 6 = 100 k g / c m 2 , skąd osta
tecznie W — 950 c m 5 = VG c*> gdzie przez c o znaczy l i śmy bok przekro
ju kwadratowego dyla . Inaczej jeszcze ci — 5700 cm 5 i ostatecznie c — 
= 17,9 >o 18 cm. Na leży użyć dyl i 18 X 18 cm. Opisany us t ró j jest 
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niewątpl iwie statycznie nie wyznaczamy; u łamek n m o ż e być o k r e ś l o n y 
jedynie na mocy zasady n i e z a l e ż n e g o dzia łania sił, którą s tosowal i śmy 
*r danym wypadku. 

9U Deska sosnowa leży na sp rężys t em pod łożu , k tóre pod ciśnie
niem jednego kilograma na centymetr kwadratowy osiada sp rężyśc ie na 
i cm. Prawy koniec belki ulega jarzmu siły pionowej P. Sze rokość 
deski wynosi 5 cm, wyznaczmy jej g r u b o ś ć stałą 0 cm, w za łożen iu znacz
nej d ługośc i deski. P o c z ą t e k stałych osi s p ó ł r z ę d n y c h to obieramy we 
środku skrajnego przekroju prawego deski, o ś coC ^prowadzimy po osi 
deski n i eodksz ta ł cone j na lewo, oś WYJ W dół , «4 — ku pa t rzącemu. 
Zgodnie z za łożen iem odc i ę t a lewego k o ń c o w e g o przekroju będz ie /=o^ . 
Zasadnicze r ó w n a n i e gięcia b ę d z i e tu EJi\"" = p = — mt\, gdzie p ozna
cza obc i ążen ie jednostkowe — sprzeciw p o d ł o ż a a m o d n o ś n y spółczyn
nik p ropo rc jona lnośc i . Obie rzmy jako j e d n o s t k ę d ł u g o ś c i deski centy
metr. W tem założeniu p = s kg /cm, a przeto m = s : / kg /cm 3 . Całka 
równania g ięc ia będz ie tu rj = Ae"^ Sin nt, -f-Be1* Cos nt, -f- Ce~~'* Sin nt-\-
- j - De~ '* Cos nt. D l a lewego skraju be lk i przy l = 00 mamy TJ = o, 
tam bowiem nie s ięga wp ływ siły odksz ta łca jące j . A przeto stałe ca łko
wania A i B muszą b y ć r ó w n e zeru. Nadto w prawym skrajnym prze
kroju moment g n ą c y jest oczywiście r ó w n y zeru, a siła tnąca T = — P, 
r ó w n o w a ż y bowiem siłę skup ioną P obc iążenia z e w n ę t r z n e g o . Zatem 
przy C = o mamy TJ0" = o, rlo"' = — T: EJ — P : EJ. Różniczkując 

b e z p o ś r e d n i o otrzymamy if= —nCe~'* (Sin nt— Cos nt)—nDe—'* (Sin upĄ-
-f- Cos «C), TJ" = — 2 n2 Ce~'* Cos nt - f 2 n2 De~'* Sm ni, TJ'" = 
= 2 « ' Ce-'* (Sin «C-f Cos nt) — 2 n3 De"'* (Si;> nt — Cos nt), Czyniąc 
w tych wzorach C — o o t rzymamy — 2 n2 C = o, 2 n3 C -f- 2 n3 D = P : 
: EJ, p rzyczem, jak zwykle n* = m : 4 EJ = s : 4 EJ/. S tąd b e z p o ś r e d 
nio C= O, D = P : 2 n3 EJ i ostatecznie Ety = [P : 2 n3\ e~n^ Cos nt, 
a nadto jeszcze EJr{ = - [P : 2 n2) e~n<- (Sin nt+Cos nt), EJr," = Af= 
= [P : n) e~'* Sin nt oraz EJi/" = —T= — Pe~'* (Sin nt — Cos ni). 
Wyznaczmy skrajną w a r t o ś ć momentu. W tym celu wyznaczamy C z rów
nania dM : dt = — T=. — Pe~nt' (Sin nt—Cos nt) = o, k t ó r e da nt = 
=F 7< % > HA 7 1 > • • • a przeto na jwiększy moment g n ą c y Mm = [P : 
: M] r*Ż<« Sm (7< *) = [P : n j/"~2j V** = Wkg . P o d n o s z ą c do potę 
gi czwartej o t rzymamy P^e"7" : 4 n* == EJPĄe~K : m == EJł Pte~~* ; 

5 == W*kg*. W danym wypadku . / = 7 1 2 s-s3, Ŵ == 7« s s ' a przeto 
po sk rócen iu otrzymamy r ó w n a n i e 108 EtP4 = s*srjeKk?\ z k t ó r e g o wy
znaczymy z ł a twośc ią e. Za łóżmy P = 1000 kg , s = 2Ó cm, / = 0,025 cm. 
Dla drzewa sosnowego £" ° f 100000 k g / c m 2 , Kg = 420 kg/cm". P rzy 
pewnośc i sześc iokro tne j = 70 kg /cm 2 , a przeto z = 4,97 ° ^ 5 cm. W y 
znaczmy odksz ta łconą . P o podstawieniu o d n o ś n y c h war tośc i otrzymamy: 
7) == 0,1392 e-^Cosni. Stąd dla C = o mamy rj0 = 0,1392 c m 2 ° l , 4 m/m. 

10° Belkę stalową (Rys. 65) zawieszono na trzech p rę tach jednako-
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wej d ługośc i l, zaczepionych o n iesprężys tą po ł ać g ó r n ą i o b c i ą ż o n o si
łami P i Q pionowemi, p rzy łożonern i po ś r o d k u obu przęse ł a i b belki . 
W y z n a c z y ć s tały p r zek ró j dwuteowy belki oraz ś r e d n i c e prę tów stalowych 
zlewnych, aby po odksz ta łcen iu zawieszone punkty A, B, C belki leżały 
na l inj i poziomej. Za łóżmy P = 20000 kg , Q = 10000 kg , a = 1 m, 
b == 2 m i / — 10 m. Równan ie Clafieyrona da nam w założeniu połą
czeń przegubowych 2 (100 4 - 200) MB = 20000 X 50 X [100- — 50v] : 
: 100 + 10000 X 100 X [2002 — 1002] : 200, skąd MB = 375000 (kg, cm). 
Nadto dla odporu lewego b ę d z i e m y miel i r ó w n a n i e A X 
X 100 - f 20000 X 50 = MB, dla prawego zaś C X 2 0 0 + _ą-
f 10000 X 100 = MB , skąd A = — 6250 kg , C = — 
- 3125 kg . O d p ó r ś r o d k o w y otrzymamy wprost z r ó w % "A ł 

nania statyki AĄ-BĄ-C+P-\-Q=0, czyl i B — — Ą . 
-20625 k g . Nadto w przekrojach o b c i ą ż o n y c h b ę d z i e m y ? ' <?» 

mieli skrajne momenty MP — — 6250 X 50 = — 312500 R y s 6 5 

(kg, cm), MQ = — 3125 X 100 = — 312500 (kg, cm), na
leży przeto dostateczny przekró j belki w y z n a c z y ć z r ó w n a n i a Wx = 
= MB : kg. W e ź m y dla stali zlewnej, w wypadku obc iążen ia s ta łego 
kg= 1500 k g / c m 2 a wtedy Wx— 250 c m s . Tej war tośc i odpowiada 
dwuteownik N° 21 dla k t ó r e g o Wx — 244 c m 3 , lepiej jednak wziąć nu
mer n a s t ę p n y , zawsze są bowiem możl iwe pewne obn iżen ia p u n k t ó w opo
rowych po ł ączone ze znacznym wzrostem n a p r ę ż e ń . Bierzemy dwuteow
nik 22 dla k t ó r e g o tablice podają Wx = 278 c m 3 . Na leży zawiesić 
go tak, aby ś r o d n i k by ł w po łożen iu pionowem. Z kole i wyznaczymy x 

ś r e d n i c e prę tów. Znak o d p o r ó w A, B, C ujemny wskazuje, że p r ę t y te 
są r o z c i ą g a n e . W za łożen iu obc iążen ia s t a ł ego m o ż e m y wziąć kr = 
= 1500 kg /cm 2 , b ę d z i e m y mieli przeto wydłużen ia Aa = IA : EFa , 
kb — IB : EFb, Ac — IC : EFC . Te w y d ł u ż e n i a muszą b y ć jednako
we, d ą ż y m y bowiem do tego, aby belka po odkszta łceniu leżała punkta
mi A. B, C na linji poziomej. Zatem A : Fa = B : Fb = C : Fc = 
M= kr, co da nam Fa = 4,167 c m 2 , Fb == 13,75 cm 2 , Fc = 2,083 c m 2 . 
Ś r e d n i c e p r ę t ó w będą : da == 2,3 cm, db = 4,2 cm, dc = 1,6 cm. Wszyst
kie trzy punkty podparcia obn iżą się o A = łkg: E = 1000 X 1500 : 
: 2200000 = 0,68 cm. 

R O Z D Z I A Ł C Z W A R T Y : 

BELKI PROSTE ZGINANE MIMOŚRODKOWO. 

§ 1. R ó w n a n i e odksz ta ł cone j . W e ź m y pod u w a g ę łuk mn od
kształconej belki pierwotnie prostej, p łasko wyg ię t e j mimośrodkowo Stalą 


	lkwt - 0186
	lkwt - 0187
	lkwt - 0188
	lkwt - 0189
	lkwt - 0190
	lkwt - 0191
	lkwt - 0192
	lkwt - 0193
	lkwt - 0194
	lkwt - 0195
	lkwt - 0196
	lkwt - 0197
	lkwt - 0198
	lkwt - 0199
	lkwt - 0200
	lkwt - 0201
	lkwt - 0202
	lkwt - 0203
	lkwt - 0204
	lkwt - 0205
	lkwt - 0206
	lkwt - 0207
	lkwt - 0208
	lkwt - 0209
	lkwt - 0210
	lkwt - 0211
	lkwt - 0212
	lkwt - 0213
	lkwt - 0214
	lkwt - 0215
	lkwt - 0216
	lkwt - 0217
	lkwt - 0218
	lkwt - 0219
	lkwt - 0220
	lkwt - 0221
	lkwt - 0222
	lkwt - 0223
	lkwt - 0224
	lkwt - 0225
	lkwt - 0226
	lkwt - 0227
	lkwt - 0228
	lkwt - 0229
	lkwt - 0230
	lkwt - 0231
	lkwt - 0232
	lkwt - 0233
	lkwt - 0234
	lkwt - 0235
	lkwt - 0236
	lkwt - 0237
	lkwt - 0238
	lkwt - 0239
	lkwt - 0240
	lkwt - 0241
	lkwt - 0242
	lkwt - 0243
	lkwt - 0244
	lkwt - 0245
	lkwt - 0246
	lkwt - 0247
	lkwt - 0248
	lkwt - 0249
	lkwt - 0250
	lkwt - 0251
	lkwt - 0252

