
C Z Ę Ś Ć S I Ó D M A . 

P R Ę T Y K R Z Y W E . 

§ 1. Ustalenie pojęć zasadniczych. Rozpa t rywać będz iemy wyłącz­
nie tylko krzywe pręty jednorodnie zbudowane, czyniące z a d o ś ć warunkom 
n a s t ę p u j ą c y m : oś pierwotna nieodksztalcona pręta stanowi krzywe płaską, 
w jej płaszczyźnie leżą jednoimienne osie główne wszystkich przekrojów 
poprzecznych pręta, a środki krzywizny osi nieodkształconej leżą poza prę­
tem. T e n ostatni warunek jest konieczny, inaczej bowiem dwa sąs iedn ie 
przekroje pręta miałyby w s p ó l n e cząs teczki , uniemożl iwiające wyodrębn ien ie 
płytki , a więc i wyznaczenie n a p r ę ż e ń sposobami dotychczas stosowanymi. 
Poniże j kolejno rozpatrzymy najczęściej spotykane obc iążen ia p rę tów krzy­
wych, opiera jąc rozważan ia na za łożeniach dotychczas ustalonych dla za ­
sadniczych w y p a d k ó w dzia łania sił zewnę t rznych . 

§ 2. Obciążenia osiowe prętów krzywych. Bierzemy pod u w a g ę 

Rys. 23—25. 

wypadek szczególny , kiedy uk ład sił zewnę t rznych po sprowadzeniu do 
ś rodka u w przekroju poprzecznego p łask iego AD, p rę ta krzywego (Rys. 23) 
daje siłę os iową S; s tyczną do krzywej osi prę ta , a p ros topad łą do prze­
kroju. W myśl ogólnej teorji ustalonej w części drugiej zak ładamy, że si ła 
osiowa S i w danym wypadku daje wyłącznie tylko naprężen ia osiowe 
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<i-=xS'.F, proporcjonalne do siły osiowej i odwrotnie proporcjonalne do 
pola F przekroju AD. Wyodrębni jmy myś lowo płytkę ADBC, p rowadząc 
przekrój sąs iedni p łaski BC w odleg łośc i znikomej w\o = ds mierzonej po 
łuku krzywej osi prę ta . W danym wypadku ścianki AD i BC płytki nie 
będą równoleg łe , ich p łaszczyzny bowiem przecinają s ię wzdłuż prostej zna­
czącej ś lad i) w p ł a szczyźn ie krzywej osi p rę ta — ś rodku krzywizny tej 
os i . Pochylone będą pod kątem dy = ds i c, gdzie przez c oznaczyl iśmy 
promień krzywizny osi prę ta . Po ś rodku to lewej śc ianki płytki panuje siła 
osiowa .S—wypadkowa układu sił z ewnę t r znych lewej częśc i p rę t a A0 ADD0< 
na ś c i ance BC w jej ś rodku co', l eżącym na krzywej osi prę ta p a n o w a ć 
będz ie również siła osiowa S' styczna do osi i p r o s t o p a d ł a do przekroju 
BC—wypadkowa układu sił zewnę t rznych prawej częśc i p r ę t a — B E ' F ' C . 
W założeniu ds=0 obie te siły mają wspó lny punkt zaczepienia w powinny 
przeto wzajemnie się znos ić w działaniu, ze względu na trwałą r ó w n o w a g ę 
odksz ta łconą , a przeto siły te muszą być równe lecz kierunkowo sprzeczne. 
W danym wypadku dsĄ^O, zatem siła S' będz ie s ię nieco różni ła od S, 
możemy przeto nap i sać , uwzględnia jąc sprzeczne kierunki, że—S'—S-\-dS. 
Siły te utrzymują p ły tkę w r ó w n o w a d z e odksz t a ł cone j , nieznaczna bowiem 
różnica dS obc iążen ia jej śc ianek oraz s k ł a d o w a Sdrs> zrodzona z pochy­
lenia S ku S* o kąt dy s tanowią układ równoważący obc iążenie zewnę t rzne 
samej płytki, pomin ię te przy obu sprowadzaniach, a w i ę c siły zewnęt rzne , 
p rzy łożone do cząs t eczek samej płytki , lub dzia ła jące na jej p o w l o k ę boczną. 
T e siły z e w n ę t r z n e s tanowią najwidoczniej uk ład nader nieznaczny, wobec 
znikomej war tośc i ds, a nadto ich wypadkowa dąży do zera oraz z ds, mo­
ż e m y ją przeto pominąć , p i sząc warunek ró w n o w ag i płytki w postaci 
—S'ssS. Zatem na ś c i ankach p rzec iwleg łych płytki p a n o w a ć będą nap rę ­
żenia osiowe oj=S: F i a'z — S': F'=(S-\-dS):(F-\-dF)==aS!-]-dcse^<Je 

Pod dzia łaniem tych naprężeń jakiekolwiek włók ienko zk w od leg łośc i 
y od osi prę ta w y o d r ę b n i o n e ulegnie odksz ta ł cen iu osiowemu. Jego pier­
wotna d ługość dsv—(i;-\-y) dy, wydłuży s ię lub skróci o Sds^, dając wy­
dłużenie s_ • odsy: dSy == a.ag — ae: Ii. 

Wobec jednosta jności naprężeń as na obu ś c i a n k a c h płytki , w y d ł u ż e ­
nia jednostkowe wszystkich włók ienek będą jednakowe, a wydłużen ia bez­
w z g l ę d n e 8dSy=£gdSy—ss (c-f-y) dy proporcjonalne do od leg łośc i ą-\-y od 
ś rodka krzywizny. T o znaczy, że śc ianka BC płytki pozostanie płaską i po 
odksz t a ł cen iu , wykona jednak obró t o kąt Arf? oko ło osi p ros topad łe j do 
p łaszczyzny krzywej osi p rę ta , a p rzechodzące j przez ś rodek krzywizny Q. 
S tąd b e z p o ś r e d n i o odsv=£s (c-j-jO dy=fą-j-y) Ady i ostatecznie &d®=ezd<p=: 
~t3d'o: £—a.aed'f. Pod działaniem sił osiowych dwa sąsiednie przekroje 
poprzeczne pręta krzywego pochylają się ku sobie pod kątem nieznacznym 
na tle obrotu zv płaszczyźnie osi krzywe/ pręta do okolą jej środka krzy­
wizny pierwotnej. Zatem siły osiowe nie zmieniają krzywizny pierwotnej 
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pręta krzywego tylko go wydłużają lub skrócają. Miarą tych odksz ta łceń 
osiowych może s łużyć wydłużen ie ś r o d k o w e g o włókna płytki ds, dla k tórego 
'"ids—o.is.ds=Szdo:FF, albo też kąt &d&==Spb$'. EF. 

% 2. Obciążenia t n ą c e p r ę t ó w krzywych. Z kolei rozpatrujemy wy­
padek obc iążenia zewnę t rznego dającego po sprowadzeniu do ś rodka u> prze­
kroju poprzecznego prę ta k rzywego—pojedynczą siłę tnącą T w płaszczyź­
nie osi krzywej pręta (Rys. 25) T a siła da naprężen ia tnące w przekroju 
t.—\K7 : F w myśl ustalonej wyżej teorji przybl iżonej lub ściślejszej (II). 
W pierwszym wypadku [Ł=1. Si ła tnąca T stanowi w y p a d k o w ą układu 
sił zewnęt rznych lewej częśc i pręta, na sąs i edn ej śc i ance płytki w jej ś rodku 
<•>' p a n o w a ć będz ie siła T' - wypadkowa obc iążen ia zewnę t rznego prawe 
części pręta, leżącej poza płytką. Rozumując jak wyżej dojdziemy do 
przekonania, że kierunkowo sprzec7ne sity T i T', znikomo się tylko 
różnią, co wyrazimy p i s z ą c — T ' ~ T Ą - d T ~ ^ > T. P o d dzia łaniem naprężeń 
inących z=i>.T: F i t ' = [).T': F'=t=p {T~\-dT): {F-\-dF)=i-\-dz^.x poszcze­
gólne kostki płytki ulegną skrzywieniu, na tle wzg lędnych p rzesun ięć ścia-

v n e k zewnę t rznych , p rzyna leżnych do obu obc iążonych sąs iednich przekrojów 
pręta . Miarą skrzywienia kostki będz ie w danym wypadku przesunięc ie 
jednostkowe y={}r==t : G jak dla prę tów prostych. W założeniu teorji przy­
bl iżonej , ob e śc ianki płytki są jednostajnie naprężone , zatem i przesunięc ia 
dla wszystkich kos tek—-tożsamościowe i równe przesunięc iu 7 k o s t k i ' ś r o d ­
kowej. 

Teorja. ściś le jsza burzy ten wniosek : na włóknach skrajnych AD i CD 
panują zerowe war tośc i naprężeń tnących, dające skrajne war tośc i 7 = O, 
pośrodku , lub w sąs iedz twie ś rodka z jest na jwyższe , odpowiada więc i naj­
wyższym war tośc iom przesun ięć 7 jednostkowych. W obu wypadkach prze­
sunięc ie 7 kostki ś rodkowej daje p rzesun ięc ie wzg lędne g — tds ś rodków 
«•>' i w. Zazwyczaj obc iążen ia tnące p rę tów krzywych towarzyszą gnącym, 
nieznacznie tylko wpływając na odksz ta łcen ia , możemy je przeto pominąć , 
jak to stale czyni l iśmy i dla p i ę t ó w prostych. 

§ 3. Zginanie płaskie prętów krzywych. Bierzemy pod u w a g ę wy­
padek szczególny , gdy uk ład sił zewnę t rznych o d k s z t a ł c a j ą c ch lewej częśc i 
pręta po sprowadzeniu (Rys. 21) do ś rodka w daje moment M, leżący 
w p łaszczyźn ie przekroju poprzecznego na osi g łównej p ros topad łe j do 
płaszczyzny krzywej osi p ię ta . Na sąs iednie j śc i ance płytki DC, p a n o w a ć 
będz ie moment znikomo różny M'=M-\-dM?sM, lecz różnoskrę tny i tutaj 
bowiem rozumowania poprzednie zachowają swą moc obowiązującą. D o ­
świadczen ie uczy, że za łożenie Bernoulliego odpowiada d o ś ć śc iś le istocie 
zjawisk w danym wypadku, aczkolwiek linja obo ię tna nie przechodzi przez 
ś rodek przekroju, jak to s ię daje dostrzec przy zginaniu plaskiem p rę tów 
Prostych. T o znaczy, że płytka pierwotna ABCD odksz ta łca się w A'B'(J'D\ 
"a tle obrotu śc iany BC w stosunku do śc iany AD o kąt Sd'i około pew-
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nej osi p ros topadłe j do p łaszczyzny g i ęc i a— linji obojętnej, tymczasem bliżej 
n ieokreś lonej . Ś lad osi obrotu na p łaszczyźnie g ięcia oznaczamy przez O, 
od leg łość OQ przez r, a nadto niech będz ie 0w '—YJ , zatem ą=rĄ-f\. Z a ­
toczymy ze ś rodka krzywizny 9. łuk OO0\-dsa. P o n i e w a ż obró t śc ianki 
BC zachodzi koło punktu O, przeto łuk OOn nie odksz ta łca się wcale pod­
czas obrotu, natomiast w dowolnej zresztą odległośc i z—-ąJ

ry obrana kostka 
płytki po odksz ta łcen iu ujawni wydłużenia proporcjonalne do odległości 
z od O. 

Wynika to bezpoś redn io z poczynionych za łożeń . Oznaczmy d ługość 
tej kostki, mierzoną po łuku 0 $ przez ds~-=(r-\-z) dę, jej wy dłużenie bez­
wzg lędne przez odss~ &Zd -. Stąd wydłużenie jednostkowe z. = ods- :dssr.-

•gSdf: (r-Ą~gi) df. T o wydłużen ie przypisujemy działaniu naprężeń gną­
cych T. i a'e = <3g-{^ifogOś a'£ normalnych do śc ianek płytki, pomijając 
ich sk ładową aed'?, z rodzoną z pochylenia a's ku os pod kątem zresztą 
jak widzimy znikomą. Zatem możemy nap i sać , że e, =T= <mpa === o s : E stąd 
~3— E eŚdf : (r-'• .z) dr. Ten wzór pozwala z b u d o w a ć wykres (Rys. 24) 
uwypuklający rozkład naprężeń na obu przekrojach płytki . 

D l a z~)o, a więc dla kostek ponad OO0 naprężen ia są n iewątpl iwie 
dodatnie i rosną od zera do najwy/.szej war tośc i fu = Elifids* : (r Ą- hjdty, 
dla skrajnego szeregu kostek PQ (Rys. 22) oddalonych o / / t od OnO. D l a 
linji oboję tne j , to jest dla szeregu kostek O0 O, gdzie z = O mamy 
a_==0, wreszcie dla z^o, a więc dla szeregu kostek poniżej OJ) leżą­
cych, naprężen ia są ujemne i maleją od zera do najn ższej wa r to ść : 
tm== — Eh.,8d'? : (r — A2)afcp, panującej w szeregu skrajnym kostek AJ7", 
odległym o h2 od O0O. P o w y ż s z e rozważan ia dotyczą obrotu odf, zwięk­
sza jącego p ierwotną krzywiznę, O M pręta , jak to zresztą najlepiej uwy­
pukla (Rys. 21). Gdy M działa w kierunku odwrotnym, krzywizna pierwotna 
maleje — naprężen ia zmieniają znak, zawsze jednak wydłużen iom kostek, 
leżących po jednej stronie OJ), towarzyszą sk rócen ia kostek pozos ta łych . 
Otrzymany wyżej wzór dla naprężeń wskazuje, że <sg zmienia s ię hjperbo-
licznie w stosunku do s w granicach skrajnych war tośc i i?M i tm. Czyniąc 
k„ = / bezwzg lędn ie większe j z nich zabezpieczamy się z góry przeciwko 
wszelkim nadmiernym naprężen iom tworzywa przy obc iążeniach I, II lub 
III, chcąc jednak skorzys tać z tych wzorów trzeba wyznaczyć r i Eody '. 
: d-f z równań statyki. N a przekrój lewy płytki dzia ła moment M, zatem 
suma momentów sił cząs t eczkowych o3dF — ca ł ego przekroju winna go 

r ó w n o w a ż y ć : M-fa «F=fllC*Ą W* + W « « ~ * 

czą s t eczkowych C°sdF — J [Ezody : (r -j- z)d<?) =± O. Pon iże j granicy pro­

porc jona lnośc i Eody: rf? = n ma w a r t o ś ć stałą dla ca łego przekroju, 
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a przeto n j \zdF : [z - j - r)\ ' = o, oraz nj [z-dF: (z + r)] — M. Inaczej 

jeszcze j [zdF : (s - j - r)\ —o, M= nj [z2dF : (z -f- r)] = n j [s — r s : 

: (r -f- z)](</'"= nJzdF — nrj [z i (r -f- z)]dF — nj zdF — nN, gdzie przez 

;V oznaczyl iśmy moment statyczny przekroju wzg lędem linji obojętnej . 
Pon ieważ N — Fe\', przeto ostatecznie n — F5d? : d? - M : .V == : Fr,. 

Te wzory rozwiązują zagadnienie, bo równanie j \z : 'Kr ~ j - z)\dF == o 

każdorazowo pozwala wyznaczyć po łożen ie linji oboję tnej przekroju. D la 
prętów o malej krzywiżnie r == ; — ł] ma znaczne war tośc i , możemy przeto 

nap i sać , że j [« : (r p s j j r f F ; * ^ (1 : r) f | a : (1 - f s : r ) ] r f F 2 S p : rfjzefFf 

o, stąd I srf/"-' x= o, czyli że linja oboję tna staje się osią obojętną, bo 

moment statyczny przekroju, tylko dla osi ś rodkowe j ma war tość równą 

zeru. S t ąd wniosek, że dla p rę tów o krzywiżnie nieznacznej wystar­

cza zwykła teorja zginania taka, jak dla prę tów prostych. Istotnie z dru­

giego wzoru M " « | |s- : (z- j - r)\dF = (n : r) j [z2 : : r)\dl:^-{n :r) 

I z-dF >ś nl:r, gdzie przez / oznaczyl iśmy moment bezwładnośc i prze­
kroju pręta krzywego względem osi oboję tne j , w danym wypadku osi 
głównej tego przekroju, pros topadłe j do płaszczyzny krzywej osi pręta . 
Stąd n Eodf : dy = Mr : I 22 Mc i / , pon ieważ tutaj i j c ^ o . A zatem 
• a — « * : (« - j - r ) >S .17:3 : /('a - \ z) 3= J / s : (1 -[-s : z)l gs ACy : / , pon ieważ 
3 == 7,-|- y a= W ten s p o s ó b odnajdujemy zwykły wzór, jaki wyprowa­
dziliśmy dia prę tów prostych, p łasko zginanych. Stąd prosty wniosek.' 
prę ty o krzywiżnie nieznacznej należy l iczyć jnk prę ty proste wed ług wzo­
rów az = My : /, a m a x = M : W kg , n F/A : dv = Ah : /• D la prę­
tów o krzywiżnie znacznej <s^*='Ha:(r •«), w - A/: Ir-q, przyczem należy 

każdo razowo wyznaczyć Tj ze wzorów YJ — c — r oraz j [» : (r-f-*)]dF==0. 

Zobaczmy jak się to uskutecznia dla przekrojów częśc ie j używanych . 

§ 4. Wyznaczenie osi o b o j ę t n e j . 
I-o Przekrój prostokątny B X H- P łaszczyzna krzywej osi prę ta 

(Rys. 26) przecina przekrój wzdłuż i i to, przez 12 przechodzi oś krzywizny, 
czyl i prosta przec ięc ia s ię dwóch sąs iednich przekrojów, przez O linja obo­
jętna. W danym wypadku t»Q — c, (Jil — r, u>G = t\. W odleg łośc i Y 
od osi k rzywizny obieramy (Rys. 26) wąski paseczek Bdy — dF. P o n i e w a ż 

. . 21 
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*== Y-r r, przeto [0 : (z -j ;-)] dF == [1 - r : Y] BdY == 5 / / — r/* 

[ f c ( l f 0 + 77) - & 7 n ] = O, stąd r == / / : Ig [1 + / / : }',]. 

2-o Przekrój kołowy o promieniu i ? . Zachowajmy znakowania po­
przednie. W danym wypadku (Rys. 27) będz iemy mieli dF— WdY, a przeto 
r rVv + 2R cY0 + 2R 
i [z.: (a + r)] rfF = | [1 — r : i * j Wrfy ==; z7v'2 — r | ( f f : Y)dy == 6>. 

W p r o w a d ź m y nowa zmienna x = Y — c. D l a niej dx = dY, a granice cał­
kowania ą = 7 0 - ; = - j , = y 0 - f 2/? - c = £ Nadto W = 2 

______ /-yn+2/?N 

/ A ' 2 — a--, zatem ( 1K : F ) — 2 [JO?2
 — ! (* + OJ dx = 

J i ; J —A' 
2 [ ^ A ' 2 " ^ * 2 - f c a r c s m (* : A') -4- arc tg { — (7Ć2 + & ) : 

, \~l+R 
: y<? — R- fR1 — o--yA 2 (*c — z '\U- — R") i ostatecznie r=R- : 

: 2 (c -

3 o Przekrój trapezouy, częs to używany przy obliczaniu haków 
dźwignic . Podstawy trapezu równoleg łe do osi krzywizny niech będą 2?4 

i BL, jak wskazuje (Rys. 2S), wyso­

kość II. Zachowując znakowania po­

przednie będz iemy m : e l i j [z:(z -•)-r)| 

ry 0 + // 
dF \ \ l~r: Y\ Wdy^\, II {Ii, + 

J Y0 

rY,+H 
+ Bl) — r \ ( 'I :Y)dY. W d a n y m 

J V. 
wypadku z ł a twośc ią daje się zauwa­
żyć, że W=B,^CBa - Ą ) ( Y - y 0 ) : 

~-8. " rr , j 1 a "a 

Ł> t 1 

ł /--. 
\ M / w .--»0 1 ̂  

77 i et ii 
0 

r 'i 
1 . 

B s r 'i 
1 . 

X 1 
a 

i 

Rys. 26, 27, 28 

/ / , a przeto | U'V : ł ' ) dv = fi?,, - f ( Ą - B J y . : //] j 
y 

- {{BQ-Bx) • Bf]j df== [ B 0 -I- K 0 (73 - B J : f l + / / : >'„] - B0 + 

-!- _5, i ostatecznie r »/, II (Bn - f Bt) : | - K 0

: ^ 1 & 0 i 

— [ 7 / : y 0 ) — £ 0 - I- J 
4-o Przekrój dowolny. Już z tych p rzyk ładów ła two się daje oo-

strzec, że otrzymane wzory dają wynik i wątp l iwe przy z n a c / n y i h warto­
ściach "i w stosunku do wysokośc i II przekroju. T a oko l i czność stanowi 
poważny szkopuł praktyczny, zazwyczaj przeto przy znacznych g, k'edy c i r 
niewiele się różnią od siebie wprowadzamy nową zmienną y = z — t], przy-
czem -q = c — ^, oraz r -f- z = r -f- y -f- •/] = c -f- y i oznaczamy całkę 
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\\y- (y + «)}<*F== 

dF = — ?F + YJJ {i : (« 

r/' '. S ł ą d t ^ t * : (r + >)] dF = J [(> - f rj): (« -I- y)| 

y)] dF = - 9F -+- (Y| : ; ) J l(ś + y - jy) + 

= — : S + : c = O i statecznie 3 == <pg : ( 1 + <f). Nadto dla 
p rę tów o dużej krzywiźnie a c == « s : ( r -| s) = 
= n (y - f T]) : (c - ł - ^ ) = iMy : (ą - f jy) F i j - f 71/ : 
: i f (s+y)=My (1 -f- <?): ?/ ' « (« + r ) - f A f : 
: /? (C - f y) = ^ : ? F c (« + + My : F « (« + 
+ y) + A / : F(z + y) = : <?/r<; + + : 
: F « . P o w y ż s z e przeksz ta łcen ia sprowadzają za­
gadnienie do wyznaczania całki — yF — j^[y • 

•ty 4 «)] dF === (1 : «) : (1 + .y : c)J 4 £ = 
3

 ; ....| «4F. Ca łkowan ie poszczegó l -

nych wyrazów szeregu nie nas t r ęcza żadnych t rudnośc i , a sam szereg jest 
szybko zbieżny, można więc zwykle pop rze s t ać na k i lku pierwszych jego 
wyrazach. Szybciej prowadzi do celu ca łkowan ie wykreś lne , k tóre z łat­
wością można sp rowadz i ć do zwykłego wyznaczania pola, zmniejszając 
(Rys. 29) rzędne x danego przekroju ABCD w stosunku y : (y - j - <;)• W ten 
s p o s ó b otrzymane rzędne u = \ * y : (y - j - c) dadzą nową krzywą AE&FC. 

Pole AE w FC w A tej krzywej wyraża się całką xy : (y - j - c)] 

I : (jV ~ l _ 0 ] f̂yPi pon ieważ oczywiśc ie xdy — dF". 

§ 5. Wyznaczanie odkształconych prętów krzywych. Pierwotna dłu­
gość ś rodkowe j kostki płytki zginanej (Rys. 21), mierzona po łuku osi nie-
odksz ta łconej wynosi ds ===• <df, s tąd 1 : c = dy : ds. Po odksz ta łceniu 
przekrój BC pochyl i ł się względem AD o kąt ody, sąs iedn ie przeto ścianki 
płytki odksz ta łcone j tworzą kąt dy -\- ody. Ich p łaszczyzny przetną się 
wzdłuż prostej, znaczące j ślad na p łaszczyźnie krzywej osi pręta w punk­
cie ii' — środku krzywizny odksz ta łcone j p r ę ! a , a odcinek o>Q' — c będzie 
Promieniem krzywizny pręta odksz t a ł conego . Dla prę tów o małej krzy­
wiźnie oś obo ję tna przechodzi przez ś rodek przekroju, zatem pierwotna 
d ługość kostki ś rodkowej ds nie ulega zmianie, m o ż e m y więc nap i sać , że 
ds === c' (dy -\- ody). Stąd 1 : c' = (dy - j - ody) : ds. Odejmując otrzymamy 
1 : ?' — 1 : <; = 'dy : ds == Zdy : cdy as M : El. Czyniąc w tym wzorze 
£ =ss oo odnajdziemy 1 : c' === M : El znany wzór dla p r ę ' ó w prostych 
płasko zginanych. D l a p rę tów o krzywiźnie znacznej linja oboję tna leży 
Po za ś r o d k i e m przekroju. Pierwotna d ługość kostki śr dkowej staje się 
ds -[- dds = c' (dy - f oafy), przyczem niewątpl iwie Sds = -i{ody. Stąd 1 : c ' = 
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(rftp - j - ody) : (ds ~ j - yfidy). Odejmując mamy 1 : c — 1 : c — (afcp r| 
-[--Srfcp) : - i - YjSaftp) — d<f.ds = 5dy (1 — •/] : <;) : cafy (1 T | - f]oafy : cdy) = 
== ( i ^ : EFtfr) (1 — T] : c) : (1 Ą-M i £ / c ) = ( M : £ ! A £ $ r : ( 1 + J f : Ef$& 
& M: TTFTJC. 

Oba powyższe wzory wymagają znakowania dodatniego momentu, 
zwiększającego pierwotną krzywiznę pręta. Są bardzo niewygodne w uży­
ciu. W szczegó lnym wypadku, gdy pierwotną oś pręta stanowi koło można 
ich prawe częśc i nieco uprośc ić . W układzie biegunowych osi spó ł r zęd -

nych (Rys. 30) pierwotna ko łowa oś ACB p rę ta 
wyrazi się równaniem c, — R. Po odksz ta łceniu 
przejdzie w odksz ta łconą AD o promieniu wo­
dzącym 7*= R - j - 6. Promień krzywizny od­
kszta łconej d=[TA-(dT : d<0'* i [T'-{-2 (dT: 

Rys. 30. : d-?)- — T(d2T: df)]=[R2 - f 2R6 + pĄ^ffl* 
: [T?2 + 2Rif + <Ł2 + 2 f 2 — /?<J»" — <M>"j\ D l a 

odksz ta łceń nieznacznych praktycznie jedynie dopuszczalnych <l- 50 o oraz 
f = o, zatem c' gę [ / ? - j - 2£$|?/a : [R 2 - f 2R6 — ^ " — =s> 7<3 (1 -f-
+ 2<j> : : i ? 2 [1 + 2t|> : A ' — <b",'R — <l>"«i : A ] 32 R (1 + 3<J» : R — ...) : 
t 11 + 2<|» : A — 6" i?] , i ostatecznie 1 : c' — 1 : c = (1 + 2<!> : A—<</' : R) : 
: A (1 - j - 3<J) : i?) — 1 : A 3S{ — (>]/' -}- 6) : A 2 ; z pomin i ęc i em wszystkich 
wyrazów stosunkowo nieznacznych wartości ! Nadto pon ieważ w danym 
wypadku ds — Rdy, przeto ostatecznie 1 : c — 1 : c — •—d'2ty : ds1—6 : A ' . 

§ 6. Praca sprężysta prętów krzywych. Wyznaczmy pracę spręży­
stą TI dla trzech powyżej rozpatrywanych obciążeń p rę tów o znacznej krzy-
wiźnie . W tym celu bierzemy pod uwagę p ły tkę AB CD (Rys. 21, 23, 25), 
wyodrębnioną w pręcie krzywym p łask im. Na lewą śc iankę płytki ĄD 
działają wypadkowo S, T, M lewej częśc i pręta . Ich przesunięc ia będą 
równe zeru, rozpatrujemy bowiem odksz ta łcen ia płytki w stosunku do prze­
kroju AD. Na sąs iednią śc iankę płytki działają wypadkowe obciążenia 
prawej części pręta 5 ' = 5 - f dS 33 5 , T' = dl 9 3 T, M' = M \ -
-\- dM M. Do siły 5 ' należą p rzesun ięc ia ś rodka w' ścianki BC, za­
chodzące w kierunku stycznej do osi n ieodksz ta łcone j , a więc przede-
wszystkiem ods—cAdy (Rys. 23) oraz Sds — -q8df (Rys. 21). Pierwsze 
wywołują siły osiowe 5 i 5 ' , drugie — momenty M i M'. Przy ł ącznem 
działaniu obu obciążeń, ca łkowite przesunięc ie osiowe będz ie z&d<?-{-nod<?. 
Z kolei do siły T' na leży p rzesun ięc ie poprzeczne które w myś l (§ 2. VI) 
możemy wyrazić w postaci \i.Tds : GF, wreszcie do siły uogóln ione j JIF 
należą oba znikome obroty wzg lędem śc ianek płytki , a w ięc przedewszyst-
kiem obrót Srfcp, za leżny od m o m e n t ó w M i M' i obrót Ad<t, za leżny od 
sił os iowych S i 5 ' . Przy łącznem działaniu obu obc iążeń , ca łkowi te 
przesunięc ie siły M' będzie Sd<?-\-&d<?. Oznaczmy przez 11̂  p r acę sprę ­
żystą płytki . Na mocy pierwszego twierdzenia Castigliano eHI e :d .S = 

t 
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= <;\d? - f i$dą, dl\e: dT = \s.Tds : GF, ć\\e : d^.^Sdf J r ^ . D l a 
prętów o znacznej krzywiźnie od? — Md? '• TT/"r, — Mds : EF-rfi. Nadto 
id? = Sds : T f F c a przeto - d l ( , : /;.S = Srfs : EFĄ-Mds : /-;/•"?, <W„ : d j== 

- 7¥s : GF, d\\e: <W == Mak : £ F r , c - f S i s : EFc. Całkując mamy 
= S-ds : 2EE-\-MSds : EFc + aj(r,ikf) = {i 7"Vs : 2G7< + wf (5,J#)== 
M*ds : 2FF-ąc + 71/Sdfe : EF<; - j - w2 (5,7"). Po równan ie tych trzech wy­

ników daje odrazu 11, L= [71/- : 2EFrtc - f M S : EFc + 5- : 2Z:Yr + \><T- i 
: 2G7 r ] <7s, a więc dla ca łego prę ta będz iemy miel i , oznaczając przez s 

rs\ M- , MS . 
całkowitą d ługość jego osi n ieodksz ta ł cone j : 11 == I „ r T ^ T T 

2j£F ~^ 2G7 § ^ z ' e z r e s z t ; ł zazwyczaj pomijamy ostatni wyraz— 
pracę sił tnących, jako nieznaczną w stosunku do pozos ta łych . D l a prętów 
o nieznacznej krzywiźnie linja oboję tna przechodzi przez ś rodek przekroju OJ', 

to jest ;, = o. M a m y więc z pominięc iem sił tnących dlle4 dS — cAdi 
= Sds : EF, b\\e : óM = Sd? + \d? == Męd? : El - r Sds : EFc=Mds : 

El Sds : EF; £3 Mds : El, tutaj bowiem 8d* — Tkfc : El i ; S o o . 
Całkując otrzymamy U,, — .SVs ; 2EF+ ^ {M) = M-rfs ; 27T7+ m± (S) 

ostateczne II, = S*ds : 2EF-\- M2ds •• 2EI, oraz dla ca łego prę ta Jl 
rs r M- : S* 1 j _ 

| : 9 y / y / j " s - Opiera jąc się na wzorach tylko co wyprowa­

dzonych, z ła twością będz iemy mogli wyznaczyć wszelkie — 
§ 7. Odkształcenia prętów krzywych. Weźmy pod uwagę jakikol­

wiek krzywy pręt (Rys. 3 1 ) , obc iążony pewnym układem sił odkształcają­
cych. W jednym ze skrajnych przekrojów prę ta mjjj, poś rodku umieszczamy 
początek O s tałych osi spó ł rzędnych , u łożonych w p łaszczyźnie krzywej 
osi pręta tak, aby pionowa oś UY, styczna do owej osi prę ta , skierowana 
była do góry, a p ros topad ła do niej oś OX — na prawo. Chcąc zdać 

sobie sp rawę , jak się pręt odksz ta łca , rozpatru­
jemy dowolny zresz tą przekrój A0B0, Spó ł rzędne 
ś rodka a>0 tego przekroju oznaczamy przez a„, yn, 
przez <p0 — kąt nachylenia stycznej <o0 Tt] pier­
wotnej osi pręta ku ()X. Te trzy wartości .v„, 

jy„, <?,„ w zupe łnośc i określają p r ę t n i eodksz t a ł cony 
w przekroju rozpatrywanym. Przy odkszta łceniu 
ujawnią sic przyrosty o.v„, ov„, Sty,, k tóre należy 

4 - i -X - 4 - i 
fA—1— 

7 
Sy^ 
/ B 

' o / X 

Rys. 31. w y z n a c z y ć dla wszystkich poszczególnych przekro­
jów. W tym celu wprowadzamy wrzekome siły 

Xa jj OX, Y0\\ OY, p rzy łożono do ś rodka i»0, oraz wrzekomy moment /)/„ 
pros topadły do p łaszczyzny XOY, a przynależny do obranego przekroju. 
W stosunku do tycli sił uogólnionych, przyrosty Sx0, 8j»0, 8%, grać będą 
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rolę p rzesun ięć . Nadto, niezależnie rozpatrujemy przekrój b ieżący AB 
.Spóirzędne ś rodka w tego przekroju niech będą x, y, pochylenie stycznej 
«>T ku OX oznaczmy przez <p. Po sprowadzeniu do ś rodka 6>, wszystkich 
sił odksz ta łca jących , prawej części pręta AB AlBl otrzymamy siłę os iową 
S; tnącą T, i moment gnący M—jako wypadkowe. Nadto tylko co wpro­
wadzone siły wrzekome, dadzą po sprowadzeniu do w: siłę os iową 
X0cosq-\- YQst'n's, leżącą na w A, siłę tnącą — X0sin<f ~\- Yncos<f, p ros topad łą 
do poprzedza jące j , a sk ie rowaną podobnie jak siła Y"n, wreszcie moment 
-V( l(y0— y)— Y0(xt) — x) -[-Mv. Zatem dla prę tów o znacznej krzywiżnie , 

będz iemy mieli: 11 = = J h [ M + -j- A„ (y0 —y) —Yo C*? — *)]«: 2 A A^-j -

- i - [ i l / - f iI/0 - f A"0 (>i - Y0 (*0 - A:)] [5 + X0cos? - f .y0«/«?] : AA;-{-

- f f S - f A V o s ? + > W " ' f I - : 2A7 ' [A — A n s m <p - f l'0cos : 2GF\ ds. 
przyczein, jak zwykle przez s małe oznaczyl iśmy ca łkowi tą d ługość osi 
pierwotnej pręta . Na mocy drugiego prawa Castitrliano : dx0 = ()\\ : dX„: 
iy0=-dn : dYn, 5-f 0= c*lT : dM0. W równaniach w ten s p o s ó b otrzymanych 
należy po wykonaniu różn i czkowan ia uczynić X01=? Y0 = Ma = O, siły 
te bowiem nie działają w rzeczywis tośc i . Tą drogą otrzymamy Sx0 

/* [Miy.o — V Mcosj S(y0—y) ,_ Scosy Tsinvf\ _ 

Jol E'Fw:\ '' EFi " r ~EF: yr EF GF \ 5?°-)'"~ 
M(x0 — x) ^ Msin c S (x^_ — x) . Ssittf , • f cos <p 1 ^ 

•%=-I I—-— 4- ł Dla ]>rętów o krzywiżn ie nieznacznej bę-
JilĘF-* A A - : J 

dziemy mieli zupełnie podobnie: II — f {[•Mi ~r ^ r -̂*n O'o— JO'-—Yo(a<o— 

— *)] s : 2 A / + [S -+- A"„co^ + Y0sin<?]' : 2 A V ] dfe, oraz 3#0 — y0 C" M d s — 

CsMyds i i's.Scoszds . cs Mds , CsMxds CsSsinąds 

tj 8. Przykłady i ćwiczenia: 
1 o. I fak żelazny zlewny /'Rys. 32), o przekroju C M trapezowym, 

dźwiga os iową siłę P. Wyznaczyć dopuszczalną war tość tej siły w za ło ­
żeniu następujących wymiarów: a - -4 , c—2, d=4, e-~%, g - b cm. 1'rzede-
wsz).stkiem wyznaczamy pole przekroju /' • .. X X (6 '.'.) .'!6 cm.-, 
uraz moment statyczny względem szerszej podstawy: A — 1 / - , (3,-(J < 7 iX9- f -

/ ,X2X9X-7 ,X9- - - .135 cm. 3 , stąd bezpoś redn io 4-j 135:36—7,75 cm. 

I | 

I 
I" fi Z kolei wyznaczamy r według wzoru § 4 w postaci r- L / 3 X 9 X (6-4-2)•* 



— 55 — 

Rys. 32. 

: j [ 6 - f ( 6 - 2 ) X 4 : 9 ] Ig ( 1+9 : 4) —6 - f 2J = 6,97 cm. Stąd •>>, = ; — r = 
= 0,78 cm. W danym wypadku M—P^ zmniejsza krzywiznę prę ta , daje 
więc w przekroju od strony A naprężenie ściskające ai==;—P$z: Fy (r | 

_ j _ e) -=s%. FX1J5X(1I, 9 + 0 , 7 8 ) : [36 X 0,78 X (6,97- f 0,78-J-
-f-4,5)]=-—0,11896 P. Ód strony O da moment n a p r ę ż e ­
nie rozciągające o, = - j - J PX7 ,75X( 1 / o 9 — 0,78): | 3 6 X 0 , 7 8 X 
(6 97—4,5-|-0,78)]=0,31591 P. To ostatnie łącznie z na­
prężeniem rozciągającym at=P: /'p==0,02778 P da skrajne 
naprężenie przekroju=a=0,34369 P kr. D la żelaza zlew­
nego i obciążenia / mamy kr'— 90CM-1500 kg . /cm 2 . Stąd 
P=2618^-4360 kg . ś rednio 3,5 tonn. 

2-o. Żóraw (Rys. 33) sk łada się z krzywego pręta 
osadzonego u dołu. Oś prę ta stanowi ćwiar tkę koła, po­
środku górnego pionowego przekroju panuje siła P pio­
nowa. Wyznaczmy przesunięc ie jej punktu uczepienia — 

ś rodka B gó rnego przekroju. W tym celu ze ś rodka przekroju osadczego 
O przez śn-dek krzywizny pręta prowadzimy oś ()X, druga pros tppadła O ) 
stanowi styczną pierwotnej osi pręta . W układzie tych osi, spół rzędne 
ś rodka A bieżącego, przekroju pręta będą % — A' (1—cos H), y—R sin 0 , 
nadto od leg łość ś rodków płytki AA'=ds=A'd®. Prócz 
siły / ' istotnie uczepionej w B, rozpatrujemy wrzekomą ?f 
s ' ł § iJ poziomą kierunkowo zgodną z osią OX. Pierwsza 
da przesunięc ie p, druga q. Chcąc znaleźć te przesunięc ia 
sprowadzamy do ś rodka A przekroju b ieżącego siły ze-
wnęt rzne P i Q. Te siły dadzą moment gnący M—PR -\ 
cos 0 - j O R (l—sin 9 ) i siłę os iową S—Q sin®—Pcos% 

r-lĄM- S- ] R S 33 
stąd II - - j \-> i, / \ :2~EF Rd®. W myśl twierdzenia Mena-

brea, będziemy mieli d l i . : dP =='p, ó\\ : dO= q, przyczem niewątpliwie po 
zróżniczkowaniu należy tym wzorom przywrócić istotną war tość , czyniąc 

(J—O. W ten s p o s ó b otrzymamy/? ==• 
m 

PR3 

FI 
u PJR 
4 E 

PR 

I 
r I f\* 

' / ; A ' - i I 

E [2 I ~ Fi 

i " 
U TPRs(l—sinQ) cosS 

L El 

PR 
+ EF 
PRsm 0 cos® 

EF 

cos- 0 d ® 

3-o Sprężyna spiralna (Rys. 34), zwinięta z taśmy stalowej półmili-
niotrowej, 5 cm. szerokiej, powinna skup iać zapas pracy 
sprężys te j 200 kg./cm. Zev\nętrzny promień sprężyny A ' = 5 
cm , ś rednica nasady J) = 2 cm. Wyznaczyć l iczbę zwojów 
sprężyny oraz ilość obro tów klucza, w założeniu kg = 7500 
kg./cm. ' , E- 2200000 kg . / cm- dla tworzywa wzorowej stali 
sp rężynowej . Nazwijmy przez P si łę osiową, jaką sprężyna 
rozwija w końcowym przekroju. T a siła da moment .1/ . Py 
w bieżącym przekroju A, zatem pomijając p racę sił osio-
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wych przekroju A, będziemy mieli 11 j j AJ - ds : 2EI |, stąd całkowity 

obrót klucza tp==̂ ] :dAI= ( [Mds: El] — {P:'EI) \ y ds. Przy dużej l iczbie 

zwojów całka, wyrażająca niewątpl iwie statyczny moment sprężyny, równa 
jest długości II sprężyny przez od leg łość jej ś rodka c iężkości od P, a więc 
••D—PLR: ET. Ś rednia war tość b ieżącego momentu M=Py będz ie AJ,=PR, 
a przeto w przybliżeniu, dla dużej l iczby zwojów \\=l/.,Af„y~:/y-'Jf-L: 2EI. 
Skrajna war tość momentu panująca w przekroju ś r edn icowo przeciwległym 
do B wynosi łPR. D l a tej war tośc i naprężenie dopuszczalne k„—2PR: 
i IV= 2PR: \/, bh-. Wobec tego U==%, k/ bW L : 2 / ^ / , , b h3=±kg* bhL : 
: 24 E. W danym wypadku b~-b, /z=0,05 cm,, 11=200 kg./cm. a zatem 
Z,=^200X24 X 2200000 : (75002XO,05><5)=750,9 cm. Oznaczmy l iczbę zwo­
jów przez n, a otrzymamy z wystarczającą ścis łością L=2r.n (R-\-l/.,A)= 
=2itnl/2 C5-J-1), skąd szukana l iczba zwojów w=39,8>?40. Wyznaczmy / ' 
z równania kg = 7500 == 2PR : 1 /„ bh--.\0 P : ( V ( ; X 5 X ° . 0 0 2 5 ) . co da P== 
1,56 kg.—oraz M0 — PR—7,8 kg./cm. Stąd bezpoś redn io 9 = 211: AI0 = 
= 400 : 7,8=51,28. Oznaczmy przez m l iczbę ob ro tów klucza, czyl i nasady 
sprężyny, a otrzymamy m=51,28 : 2TT == 51,28 : 6,28=8.16. 

4-o. Sprężyna w kszta łc ie litery U dźwiga w skrajnych przekrojacW 
obciążenie poprzeczne, wyznaczyć odksz ta łconą od leg łość tych przekrojów. 
Oznaczmy przez r prom eń ś rodkowej części sprężyny CED, przez h dłu­
g o ś ć obu ramion AC i BD. W przekroju bieżącym, odległym o z od A 
lub B p a n o w a ć będz ie moment gnący Pz, zatem praca sprężys ta obu ra-

mion wyniesie 2 ^ [P^-dz: 2EI\. W częśc i ś rodkowej uwzględnimy tylko 

pracę sprężystą sił gnących . W bieżącym przekroju ob-, 
ranym pod kątem a p a n o w a ć będz ie moment gnący P 
(h - j - r sino.), zatem praca sprężys ta tej części wyrazi 

0 

Rys. 35. 

się w postaci j ^ [P- Ih -\- r sino.]- rdo. : 2Ef] s tąd roz-

sunięc ie skrajnych p rzekro jów p : dP=2 I [Pz1 dz : 

: EI\ -J- f P (A + r sin0.y-.rd7. i El P E73 A: 1 % 

- j - rcr/j2 - j - 4 r 2 / i -f- % z r 3 ] : J57. Skrajna war tość momentu P (A -J - r) pano­
wać będz ie w dolnym przekroju E — tę wa r to ść należy wziąć pod uwagę 
przy wyznaczaniu właśc iwych wymiarów sprężyny . (Rys. 35). 

5-o. Pierścień t ł okowy żel iwny (Rys. 86) o przekroju pros toką tnym 
b X h i ś rednicy zewnęt rzne j 2R-J- h przy zdejmowaniu z t łoka rozwiera 
się na j cm. W y z n a c z y ć skrajną bezpieczną war tość / ' dla p ierśc ienia że­
liwnego o wymiarach P==14,5 cm., A = l cm., £ = 1 , 5 cm. Przedewszystkiem 
wyznaczamy dopuszcza lną war tość sił 1J, jakie należy przyłożyć do prze­
krojów styku, aby rozewrzeć sprężynę . Skrajna war tość momentu p a n o w a ć 
będzie niewątpl iwie w przekroju ()X, gdzie moment gnący wyniesie 2RP. 
Dla żel iwa, przekroju p ros toką tnego obrobionego i obciążenia I mamy k„ = 

http://sin0.y-.rd7
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1,7 X 300 = 510 kg./cm.'-', zatem 2RP=z\tbh\ s tąd P == X 
510 : 29 = 4,4 k„.. Z kolei wyznaczmy pracę sprężystą pier­

ścienia, uwzględnia jąc jedynie momenty gnące . 
W przekroju b ieżącym A si ła P d a moment gnący PR 

(1 - f cos ej, a przeto 11=2 j [P*JR* (\^rcos 0Y- Rd@ : 

IEI], oraz / = d l ] : dl 
m l 

\PRH\-A-cosH)- d®:EI}= 

A Y = 3 r X 4 , 4 X 1 4 , 5 ; 1 : [,1000000X7I 2 X 1,5 X 
X 13J = 0,23 cm. Z tego rachunku widać , że przy na­
kładaniu sprężyny na tłok z konieczności w niebezpiecz­

nym przekroju OX występują bardzo znaczne naprężenia , powodujące tak 
częs te pękanie . 

0-o Oęniwo kołowe w postaci p ierśc ienia (Rys. 37), lub odcinek rury 
obc iążono siłami / ' ś r edn icowo przeciwległemi , rozciągającemi, lub ściska­
jącemu P o p r o w a d ź m y przekrój ś redn icowy prostopadle do osi sił i aby 
utrzymać równowagę obu rozcię tych po łówek ogniwa, przyłóżmy do środ­
ków o)0 rozciętych przekrojów siły osiowe Y0, tnące Q i momenty Ma. Te 

obciążenia winny być symetryczne ze 
względu na symetrję obu rozcię tych 
po łówek ogniwa, a nadto musi być 
Q — O, inaczej bowiem symetrja nie 
mogłaby być zupełna dla obu po łówek. 
W danym wypadku równania statyki 
dają dla sił pionowych 2 Yn -f- P= O, 
pozostanie więc jedynie moment Mt, 
jako statycznie niewyznaczalna. Chcąc 
ją w y z n a c z y ć rozpatrujemy przekrój 
bieżący AB pochylony pod kątem •§ 
ku A0B{) i sprowadzamy do jego ś rod­
ka w siły odksz ta łca jące . W ten s p o s ó b 

otrzymamy siłę osiową S= Y„ cosy, tnącą 2== Y„sttuf i moment M—M<r\- Ytc 
(1— cosz), gdzie Ś oznacza promień ogniwa n ieodksz ta łconego . Rozpatrując 
pierścień, jako pręt o znacznej krzywiźnie , możemy wobec zupełnej sy-

Rys. 37. 

metr] i obciążenia 

S* MS 

<*Mt

 z r 4 J o \ 

czterech ćwiar tek nap i sać , że 11 —- 4 

1 

1EF J]~ ''' 2Gb 

i/„ i 7-2 ^ O 

F 

MĄ M 
' . . 2 / Y / - v 

;,h. Stąd na 

cos ?) 
4 -

mocy twierdzenia Menabrea: 

/' cos f\ 

2/:p. j ~~: ()- W y p e ł n i a -

o stałym przekroju l/« « <i/„ i 

EFv 
jąc ca łkowanie otrzymamy dla pierścienia 
• /;/••«, - 7, TT/'; : FI<\ — pi : 2El-\-\P:2EF=-l), skąd Mę 7,JPC|i— 
— 2 : z 7 - 2-<i: -:] oraz j f 7 2 f « I 2 O - T i : ? ) " • - — cos?]. Ujemny znak 
momentu J / „ wskazuje, że kierunek obrotu wskazany na rysunku nie 
odpowiada warunkom istotnym w wypadku działania sił rozc iągających. 

file:///PRH/-A-cosH)-
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Łatwo to pojąć, zważywszy , że siły rozciągające starają s ię p rę t 
w sąs iedz twie przekroju AnB„ rozp łaszczyć , co odpowiada momentom 
M0 ujemnym. Wyznaczywszy w ten s p o s ó b statycznie niewyznaczalny 
czynnik Mn, rozwiązal i śmy zadanie ca łkowic ie , odksz ta łcen ia bowiem 
•*o» tyo> dowolnego przekroju poprzecznego z ła twością będz i emy 
mogli o t rzymać, korzystając z ogólnej teorji. Pozostaje nam . tylko 
wyznaczyć {przesunięc ie p sił odkszta łca jących. Po podstawieniu M 

otrzymamy II - - - cosĄ f - | ) -

— coscpj ^fctp - p 2_f7* 'X — 2 C i T J S k ^ d b ezpoś redn io /» = 

p. — _łV?} = ^1 - - .(1 - ~) + 
( 1 1 , ft |4_/ 7,\ KJ H Z_ P £ «T f V [*« 

" 2 / 1 £ F U P — « ) — 2 J + £ F 4 + 1 1 ( 7 f 4 A'/-7, [2 

2 / r f i [ 4 / 7,\ s l jc P ; • 

- d 1 ~ l ^ ^ k l 1 - 7114J + * 4- G A - W 

wypadku, gdy przekrój boczny pręta jest stosunkowo nieznaczny w p o r ó w -
r-P i^+^PiO.-COS*)]*• 

naniu do promienia będz iemy miel i i I - _- 4. J j - — - -f-

P*COS2<?) f)\\ CK " y l / ' 4" Vi P « (1 - <Q* _) 
~seT~\ s k ą d , , / . U ., £ 7 

4-

Dla p ierśc ienia o stałym przekroju poprzecznym będz iemy mieli l/9*M0 \ 
. >_ »/< * J * _ t/, p - == O, co da M 0 = - V-. P i (1 — 2 = z) oraz /fcf= 7, « (2 » 

: - — cosz). Z tą war tością otrzymamy II 4 ]$£/ I- — c o s ^ 

/ ' - c o s - ' f i (311 f»/ą fPc 2 [2 1 , P.ęw :( 

8_P~1 ^ 3 n a d t 0 ^ a P = 4 J , IjT ~ + 4 A P » 
P ; 3 f4 4 | P ; fWJ , P= s |2 

4 z ) 1 P ; s /* 2 \ . Be, V 
, ( , , , . , . r 1. — i , • Mniej d o k ł a d n e 

4 ) LI- A LI ' 4 z / / _ / 4 

wyniki otrzymamy całkując równanie odksz ta łcone j — flPi]) : <fc'J — 6 == M : 
: AV = V, / ( 2 : 11: — rtw (p) : A7, skąd 6 = „ s m <p -••!- i f c w p - j - (% cpswp — 
— 1 : %) : El. Wobec zupełnej synietrji czterech ćwiar tek ogniwa prze­
kroje pionowe i poziome nie ulegają skrzywieniu przy odksz ta łcen iu , zateir. 
w o,, i w punktach na krzyż leżących odksz ta ł cona jest styczna do pier­
wotnej osi pręta , stąd wnioskujemy że d-'j : dz — o dla z ~~ o i tp = it. 
Z tych w a r u n k ó w będz iemy mieli A ----- O i B = P c 8 : 4EI, a przeto «ji 
— (cos z - j - '}>s««'f — 4 : -) / V : 4A7. Czyniąc w tern r ó w n a n i u cp = r., 
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otrzymamy ^ = » ; ( * : 4 — 2 : %) P$.: 2EI — ł / , p, stąd = (* : 4 — 2 : 
: ,7c) P c 8 : EL Z kolei czyniąc <p0 = o otrzymamy y0 = (J/4 — 1 : « ) / V : 
: £Y; a przeto zwężenie się ogniwa w kierunku pros topadłym do osi sił 
P wyniesie q == — (4 — TC) PZ3 : 2tiEI. W ogólnym wypadku jakiegokol­
wiek obciążenia niesymetrycznego—w dowolnym przekroju obranym ab bę­
dziemy mieli trzy statycznie niewyznaczalne: siłę osiową S, tnącą Q, i mo­
ment M, które również z ła twością wyznaczymy, s tosując twierdzenie 
Menabrea. 

7-o Pręt krzywy o stałym promieniu ; krzywizny pierwotnej obcią­
żono obustronnie różnoskrę tnomi parami sił [J. — PK jak na (Rys. 16 księgi 
drugiej). W dowolnem przekroju ś rodkowej części pręta BC p a n o w a ć b ę ­
dzie s tała war tość momentu \>. dodatnia, jako że moment stara się powięk­
szyć krzywiznę pierwotną do 1 : z'. Zatem równanie odkszta łconej będz ie 
w danym wypadku 1 : — 1 : z — u. : El dla pręta o krzywiźnie nieznacz­
nej, a dla prętów wyraźnie krzywych \ : z' — 1 r c === JL : EFtfi. Przeto 
w obu wypadkach c' = stałej : pręt w części ś rodkowej zwiększy swą krzy­
wiznę, oś jego podłużna będzie i nadal s tanowiła łuk koła. G d y b y ś m y 
środki A i D skrajnych przekrojów tego samego p ę t a obciążyli siłami 
ściskającemi, leżącemi na osi AD, to w bieżącym przekroju C, pochylo­
nym pod kątem <p ku osi symetrji pręta poziomej panowa łby moment M= 
= Py, gdzie przez y oznaczyl iśmy odległość pionową ś rodka b ieżącego 
przekroju od osi poziomej AD. Wobec tego, że y — ccosy — ś Ą- / rów­
nanie odkszta łconej otrzyma pos t ać d??<|i : dy- - j - <{* (? cos y t)P: 
. El dla prę ta o krzywiźnie nieznacznej, a dla pręta o krzywiźnie znacznej 
d'% : rfcp8-f-(})=—(z cos o — c - ł - / ) P : EFrtz. W pierwszym wypadku ozna­
czamy'przez n2 = P:EJ, w drugim przez «'-' = H : EFąz, nadto niech bę­
dzie d-6 : dy2 = <'/', stąd ostatecznie -f- <b — — n- (z cosy — ~ - f ./)• Cał­
kując otrzymamy <ji = Asiny -j- Bcosy n-zysiny -)- ńŁ (; — ./). Dla 
obu skrajnych przekrojów gdzie y — ± c 0 ----- ± [orcs/w [(X -f- V**) • ? i 
clziemy mieli y = O. W ten s p o s ó b otrzymamy dwa równania warunkowe, 
z których z ła twością wyznaczymy stałe ca łkowania A i B. Z powyższych 
rozważań widzimy, że wyznaczanie odksz ta ł ­
conych p rę tów krzywych ma ten sam przebieg 
co i dla prę tów prostych. 

8-o Łuk przegubuzvy (Rys. 38) w po­
staci symetrycznego prę ta krzywego, opartego 
na podporach przegubowych dźwiga układ sił 
pionowych Pi (i== 1,2 ... n> odkszta łca jących. 
Od leg łość podpór A X B stanowi tak zwaną 
rozpię tość łuku L. Oznaczmy pionowe odpory 
przez Ą i D, poziome przez / / i W. Z r ó w ­
nań statyki mamy dla sił pionowych A Ą-B = 

X/'-. poziomych / / -\- 11' ==« O, oraz dla 
momentów względem prawego przegubu AL— 
== S l';l>j. Z tych równań wyznaczymy A,B, 
oraz / / ' = — II. Pozostaje więc jeden czyn­
nik statycznie niewyznaczalny / / . W stosun­
ku do rozpiętości L poprzeczne wymiary łuku Rys. 38, 39, 40, 41. 
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są zwykle nieznaczne, to też zazwyczaj łuki rozpatrujemy jako pręty o nie-

wielkiej krzywiżnie , pisząc. 11 = J ^zej ' 2e7} CIS' 3 P R Z E T O ^'•'^1=0 

na mocy twierdzenia Menabrea w wypadku podpór n iesprężys tych , sztyw­
nych. D la podpór sprężys tych , dających przyrost 5L będz iemy mieli na 
mocy Castigliano drugiego d\\ : dli = SL. W danym wypadku dla b i eżącege 
przekroju C otrzymamy M=lIy-{-M0, gdzie przez M0 oznaczyl i śmy mo­
ment p o c h o d z ą c y od odporu A i s i ł / ° , - , zawartych pomiędzy lewą podporą , 
a przekrojem b ieżącym C. Obciążenie zewnęt rzne rozkracza łuk, podpory 
dają sprzeciwy temu odkszta łceniu , zatem odpory / / muszą dzia łać do we­
wnątrz, dając momenty Iły dodatnie, bo zwiększające krzywiznę prę ta . 
Moment AI0 z ła twością można wyznaczyć , jak dla belki j ednoprzęs łowej 
statycznie wyznaczalnej L cm. długiej , obc iążonej si łami Pi pionowemi, 
działającemi w tych samych od leg łośc iach bj od prawej podpory. Nadto 
w bieżącym przekroju panuje siła osiowa 5 = — HCOS<p-(-S0, gdzie przez 
Ą oznaczyl iśmy sk ładową zależną od s i l zewnę t rznych Pit działających 
pomiędzy 1̂ i C oraz od pionowego odporu A Sk ładową odporu pozio­
mego podal iśmy ze znakiem ujemnym, pon ieważ odpór / / powoduje śc iska­
nie łuku. Zazwyczaj spotykane łuki nie są zbyt ostre, można więc bez 
znacznego błędu założyć cos tp sfi 1, a .S 0 ca łkowic ie pominąć , pisząc wprost 

d\l ń y*ds rs M0yds hs dx 

daje 11 ś= \ 
•J o 
rs 

Mt)yds ' Cs dx Cs y?ds~ 
El * J o W~ 

Dla łuków o stałym prze­

kroju H = I MQyds : \i'-s — I y2ds\, gdzie jak zwykle przez *" oznaczy-
J o Jo 

liśmy ramię bezwładnośc i przekroju. Jest ono zazwyczaj nieznaczne wo­
bec y, możemy przeto ustal ić wzór przybl iżony praktycznie wystarcza jąco 

ścisły dla wszelkich łuków przegubowych; / / — I M0jyds : ( y2ds. 

W szczególnym wypadku łuku parabolicznego o ś rodkowej s t rza łce 
J i obciążeniu q jednostajnie roz łożonem n a - c a ł e j rozpię tośc i L, będz iemy 
mieli A=B—l\2qL. Równan ie osi łuku będz ie tu y=lljx{L—x):l", 
a moment M0—l~/2qx-—1/2qŁx==--1/2qx (L —X)=^—qL'y : 8/, stąd dla łuku pa­
rabolicznego o stałym przekroju Il=qlJ ; 8/. Ten wzór zazwyczaj stosujemy 
dla wszelkich łuków, jako pierwsze przybl iżenie , przy ocenianiu doraźnem war­
tości / / . Wsze lk i łuk przegubowy nie m o ż e s ię swobodnie rozszerzać 
w kierunku poziomym przy nagrzaniu o fi. Gdyby jedna z p o d p ó r była 
ruchoma, to rozp ię tość łuku wzros łaby o a0lJ, aby więc powróc i ć do wa­
r u n k ó w istotnych na leży zn iszczyć ów przyrost, działając na końce A,11 
luku siłami poziomemi 11,. W rzeczywis tośc i zjawiska zachodzą nieco 
inaczej. Łuk nagrzany chce w y s k o c z y ć z podpór , rozpiera podpory, .wy­
wołując sprzeciw w postaci odporów poziomych Hf. Te siły s tanowią 
obciążenie łuku dodatkowe. Pod ich jarzmem łuk zwiększa swą krzywiznę 
(Rys. 41), b ieżący przekrój z C przechodzi w C", a skrajne styczne t0 obra-
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cają się o kąt (-) ku górze . Zatem w przekroju bieżącym powstaje moment 
M=Hjy oraz siła osiowa S'=—Htcosy gę —Hf, dając dodatkowe wyrazy 

rsM'*ds . rs S'*ds 
dla pracy sprężyste j J ~2£j~'J 2EF k t ° r e o z n a c z a m y przez II,. 

W myśl rozważań powyższych przesunięc ie sił [It będz ie równe i^Lt, 

Csy-ds 
a przeto na mocy twierdzenia Menąb rea a0Łt=du(: dHt =łłj ~^j—Ht 

J o 
Cs ds I" fsy2ds, rs ds ] 
I ~EF' Ht—rjvLt'- | | —j ~][f\ ^ r z ^ ^ c z n e i n działaniu 

nagrzania i sił zewnętrznych Pi odpór poziomy będzie Ift

J

:H{). 
9- 0 Łuk wyżej opisany stanowi ustrój statycznie niewyznaczalny ze­

wnętrznie . Z łatwością możemy go uczynić statycznie niewyznaczalnym 
wewnęt rzn ie , dodając dolny pręt prosty AB obustronnie połączony z łukiem 
przegubowo, a nadto zmieniając lewą podporę na rolkową. Oznaczmy siłę 
osiową dolnego pręta przez II, jego przekrój przez / , a otrzymamy, ko-

fs M-ds rs S°-ds 
rzystając z rozważań zadania poprzedniego II - " I ~2/r/~ ~ M 2EF ~^ 

S2L dli rs y^ds . 
+ "̂7^7 • Stąd na mocy twierdzenia Menabrea , , = H —^z 4 -

2ŁJ J * ÓH J „ El 
rs Muyds rs ds HL ' i's 1 

% El l f \ 0 E F - EJ o i ° S t a t e C Z n i e " \ \ ^ y « ^ ą 

• [EJ EE J„ El\-
10- o Łuk zamocowauy obustronnie (Rys. 39) w postaci symetrycz­

nego pręta krzywego dźwiga układ sił ł\ odkszta łcających. Zachowamy 
znakowania poprzednie, a nadto przez M\ i Mn nazwiemy momenty odpo-
rowe w A i B. W danym wypadku z równań statyki przekonamy się. że 
H'= — J/. Równania sił pionowych i momentów pozwolą wyznaczyć 
odpory prawe w zależności od lewych, pozos taną więc statycznie niewy-
znaczalnymi odpory lewe A, H i MA-

Oznaczmy przez A0 i Bu odpory pionowe belki j ednoprzęs łowej L cm. 
długiej , statycznie wyznaczalnej, obciążonej tym samym układem sił Pt. 
w przekroju bieżącym tej belki , odległym o # od lewej podpory, p a n o w a ć 
będzie moment Mu. Zatem możemy nap i sać , że A—A^Ą-Y, H=X, oraz 
MA—Ż, i wyznaczyć obciążenie przekroju b ieżącego C ł u k u zamocowanego 
w postaci momentu M=Xy—Yx-\-Z-y-M0 i siły osiowej S-=—Xcosy— 
— Ysmy-ł-S0, gdzie SQ i tym razem oznacza s i łę osiową, jaką otrzymamy 
po sprowadzeniu do ś rodka przekroju C sił An i /*,• zawartych pom.ędzy 
A i C. Stąd dla zwykle używanego łuku o nieznacznej krzywiźnie II ---

Cs M-ds rsS2ds . '„ 
— I -ł- I — — . Na mocy twierdzenia Menabrea mamy dli: óA— 

J e 2ŁI j o 2ŁE 
—dn :dF=-dn :dZ=0. W ten s p o s ó b po skróceniu przez 1: E otrzymamy: 
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/ "•>" / Y1 cos-y \ fs j xv sin<Pcos<i>\ i 'S Y 

H m * * I * ~ Y S M - r ) * + * j . - * = -
tMtiY S0cosy\ rslXY sinycosy] fs(X* sin-y\ 

J . V T- ~ 'f- ) d s - x J . \ T - -W^J * + y J o l T + f ) 

t ~ Z . L * •" I r r + F ! x J . / * - 5 J . 1 : * + 

r« ds rs r s Mnds 
I " 

Spółczynnik i równań powyższych najlepiej ob l iczać wykreś ln ie , można 
również po łączyć rachunek w y k r r ś l n y ze sposobem Muellera podobnym 
w § 20, 10° części poprzedniej. W szczególnym wypadku łuku parabo­
licznego obustronnie osadzonego, a niezbyt ostrego, możemy założyć 
SinfsSOi cosy ag 1. W tern z a ł o ż e n i ds = dx, s = L, oraz niewątpl iwie 
5 = — X, pon ieważ dla sił pionowych 5„ == O. Dalej będz iemy mieli 

dla łuku parabolicznego o stałym przekroju f dx = L, f xdx = lj2 L2, 
Jo Jo 

i x*dx = V 3 L3, f ydx==(4f : U) f {Lx—x2)dx=2/.JL, f y2 dx = 
. 'o Jo Jo Jo 

(4 J : L2)2 ("' [Lx - x2}2 dx = 8 / i 5 fL, fL' xydx = ( 4 / : L a ) f [ L x 2 -*»] 
.7 0 i/ 0 1/ 0 I 

dx—[/-,/L'i, a przeto z równań poprzednio wyprowadzonych, po prostych 
sk ócen iach otrzymamy: X[%/:J + 3 i 2 : 2 / ] — % L Y - f Z = - (3 : 2/L) 

f M0ydx, - *h}X-\- •% L Y-Z==(2: £») f jJ/„*<k, 2 / : ! / X - V ,L Y\-
Ja Jo 
-\- Z— — \IL I M0dx. Z tych równań z ła twośc ią wyznaczymy X,Y,Ż. 

J o 
D l a obciążenia jednostajnego q poprzednio rozpatrywanego będz iemy mieli 

M0 ==? - : 8 / , jLM0dx=-1/ltfLs,jLM0xdx= ~% qL\ j L Mvydx=-

- - 7.5 s tąd : A ' 3 i 2 : ?}] 7 2 ^ + Z == Y i o f Z 2 . -
- VJX-\- 2 I J Y - Z = - V i 2 ? £ 2 2UfX-% L r - 4 - Z = = V « # A Doda-
jąc dwa ostatnie równania otrzymamy b e z p o ś r e d n i o Y = (9, zatem odpory 
pionowe A = B=—l/8qZ,. Dalej z dwóch pierwszych równań otrzymamy 
X=qIJ : 2 [ 4 y + 45 i 2 : / ] oraz Z=qL2 : 12 [ I + 4 / 2 : 45 i 2J Wsze lk i 
łuk, obustronnie osadzony, po ogrzaniu o ł°, stara się rozsunąć podpory. 
Gdyby tedna z mch, dajmy na to prawa była ruch' ma, to r o / p i ę t o ś ć łuku 
wzros łaby o a0Lt, w istocie jednak t< n przyrost jest n iemożl iwy ze względu 
na sprzeciw p o d p ó r w postaci sił IIt, s tąd wniosek, że p rzesun ięc iem 
siły II/ będz ie v.0Lt. Nadto jak już wiemy łuk pod dzia łaniem tempera­
tury zwiększa swą krzywiznę , przyrzem skrajne jego styczne odchylają s ię 
o kąt 0 . W istocie pojawienia się tych odchy leń jest w danym wypadku 
niemożl iwe, zatem, aby kąt prawy 0 i lewy — 0 s p r o w a d z i ć do zera, na-
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leży przyłożyć odpowiednio działające różnoskrętne momenty Mt po obu 
końcach łuku. Łączne działanie tych niewątpliwie równych momentów 
pokrywa się wzajemnie: ich przesunięcie ma wartość zerową, jako dla siły 
uogólnionej równej sumie momentów prawego i lewego. Tutaj więc dla 
przekroju C będziemy mieli M' = Hty — Mt, oraz S' = — Hfcoso. Te 

Cs M'*ds rs S'2 ds 
siły pomnożą if o wyrazy J —2 ̂  - j - J ~2EF ' k t Ó r e o z n a c z e m y 
przez li,. Na mocy twierdzenie Menabrea będziemy mieli : dHt == 
= o-0Lt, draż d\\t : dMt = O, stąd wyznaczymy Ht i Mt. 



CZĘŚĆ ÓSMA. 

N A P R Ę Ż E N I A DYNAMICZNE. 

§ 1. Ustalenie pojęć zasadniczych. Dotychczasowy obszar naszych 
badań wytrzymałościowych nie wykraczał poza dziedzinę statyki. W myśl 
podstawowej zasady wyłożonej w zagajeniu rozpatrywaliśmy wyłącznie tylko 
ciała, pozostające w spoczynku. Wyznaczaliśmy naprężenia i odkształcenia 
wywołane działaniem zrównoważonych układów sił zewnętrznych. Obecnie 
rozważania dotyczyć będą ciał obdarzonych ruchem. W pewnych warun­
kach w ciałach poruszających się mogą wystąpić naprężenia odrębnego 
rodzaju, naprężenia dynamiczne. Te naprężenia powstają pod działaniem 
sił bezwładności, przy uderzeniach i drganiach. Wobec znacznych trudności 
doświadczalnych teorja naprężeń dynamicznych nie jest jeszcze opracowana 
dostatecznie i jak dotąd opiera się na założeniach dość wątpliwych, mimo 
to jednak daje poważne wyniki praktyczne. 

§ 2. Naprężenia si ł bezwładnośc i . Ten rodzaj naprężeń występuje 
pod działaniem sił bezwładności w ciałach poruszających się. W danym 
wypadku wyznaczanie naprężeń dynamicznych sprowadza się do określania 
przyspieszeń, a co zatem idzie i sił bezwładności, stanowiących dodatkowy 
układ obciążenia odkształcającego. Wyznaczanie przyspieszeń ciał odkształ-
calnych nastręcza duże trudności, z konieczności przeto pomijamy odkształ­
cenia i rozpatrujemy ciała jako zupełnie sztywne. To założenie kazi istotę 
rzeczy, pozwala jednak otrzymać wyniki przybliżone, ponieważ dopuszczalne 
odkształcenia ogniw są zazwyczaj nader nieznaczne. Zatem przy wyzna­
czaniu naprężeń sił bezwładności, należy przedewszystkiem określić przy­
spieszenie w założeniu zupełnej sztywności ciała rozpatrywanego, znaleźć 
odpowiednie siły bezwładności i dołączywszy ten dodatkowy układ sił do 
układu sił istotnie działających na ciało, wyznaczyć naprężenia i odkształ­
cenia, jak dla ciał pozostających w równowadze. Istotę tego postępowania 
poznamy najlepiej, rozpatrując odpowiednie przykłady. Weźmy pod uwagę 
pręt prosty, pionowy, poruszający się w kierunku siły osiowej P, działa­
jącej na górny pizekrój — dno A pręta. Oznaczmy przez 7 ciężar właściwy 
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tworzywa pręta , przez F przekrój poprzeczny stały, przez L d ługość pręta. 
Wobec pionowego położenia pręta, na dolną śc iankę skrajnej płytki A. 
działa osiowa siła -;FL ==> G, c iężar prę ta niezależnie od P. Oznaczmy przez 
w przyspieszenie pręta , każda płytka elementarna o masie mFdz, gdzie 
m "(ig, sp rzec iwiać się będzie ruchowi siłą bezwładnośc i wmFdz, zatem 

w górnym przekroju pręta będz iemy mieli sprzeciw S-=G-\~ | wmFdz == 

G -!- wmFL = Cl 1 -\- w : » ) pon ieważ w założeniu zupełnej 
JP \R sz tywności pręta wszystkie jego płytki będą miały to samo 

przyspieszenie. Jeżeli nadto u dna dolnego uczepimy do­
datkowy ciężar Q, w postaci masy O : g skupionej w środku 

-j.(i2| j dolnego przekroju B pręta, to sprzeciw 5 wzrośnie do 
(G ]-O) (1 -+• w :g'), dając naprężenie dynamiczne at 

(G w:g):r. za leżne nietylko od ciężaru 

Rys. 42, 43. 

od przyspie-
Q) n H -

samego pręta, od siły obciążającej O, ale 
szenia to. 

W podob ny s p o s ó b działa siła o d ś r o d k o w a . Pręt L. cm. 
długi obraca się z szybkością kątową stałą <o około ś rodka 

przekroju dolnego B w kierunku strzałki P. P ły tka myślowo wyodrębn iona 
Rys. 43) w odległośc i x od gó rnego dna prę ta A o masie mFdx rozwija 

siłę odś rodkową u>-{L — X) ml<dx, zatem na dno górne wyodrębn ione j 

płytki działać będzie siła osiowa S == f mto-(L — xyi<dx. D la prę ta 

o stałym przekroju F będz iemy mieli S =• m(**F%(L — %x). Ta siła osiąga 
swą war to ść najwyższą dla dna dolnego B pręta , gdzie ŚM =%mu>2FL' — 
=r-ll2mh'v-. Tutaj przez v~Lu> oznaczyl i śmy szybkość obrotu w A. Siły 

"osiowe 5 dają naprężenia dynamiczne dla wyodrębn ione j płytki a8 ----- S : / 
powodujące wydłużen ia płytek odx=-sdx—{o3 : E) dx. Wydłużenie ca ł ego 

CL d x C* 
pręta będz ie \L — J ~£ j iimHL — x) Fdx. D la prę ta o stałym prze­

kroju A L~m • (L — 7'i x) xdx '== misnŁ* E = % 7 ?L : gE. E 
jako ostatni przykład rozpatrujemy pierścień • (Rys. 44), wirujący ze 

stałą szybkością kątową w. Oznaczmy przez c średni p romień pierścienia , 
przez /•' jego stały przekrój , przez e g rubość w kierunku promienia i za­
łóżmy, że e jest nieznaczne w stosunku do c. Masa elementarnego wy­
cinka, o kącie ś rodkowym dy będz ie równa mFtdy, a jego siła o ś rodkowa 
dC~mF^h<i'idia--mFv'd<s, gdzie przez v oznaczyl iśmy szybkość obrotu 
pierścienia na osi w odległośc i c od ś rodka O. Układ elementarnych sił 
dC zupełnie zresztą symetryczny wzg lędem ś rodka promienia, stara s ię 
zwiększyć promień c o dz , a zarazem wydłużyć o b w ó d w tym samym 

22 
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stosunku. Inaczej mówiąc , pod wpływem sity odś rodkowe j , w przekro­
jach poprzecznych pierścienia powstaną siły osiowe .S, rozciągające. 
Te siły łącznie z dC s tanowią jedyne obciążenie wycinka, muszą więc 

r ó w n o w a ż y ć d( . Rzut sił S na kierunek dC 'da wypad-
kową 2Ssin ('/o dz) Sd-z - m f v-dc, s tąd 5 = m Fv'Ł. 
W założeniu nieznacznej grubośc i p ierśc ienia możemy za­
łożyć, że siła 25 rozkłada się jednostajnie na przekrój po­
przeczny, dając naprężen ie dynamiczne as === S : F= mv1. 
Te naprężen ia powodują wydłużen ie e — a : E* mv- : E, 
zwiększające średni o b w ó d p ierśc ienia \ = 2zc o przyrost 
AX = 2r. mv-c: E, a zatem i promień » o przyrost A q = 
= w r ; : E. Ostatni wzór daje wydłużen ie trzykrotnie wię­
ksze niź dla ramienia wirującego, rozpatrywanego w po­
przednim przykładzie . Zatem pierścień zaopatrzony w ra­

miona nie może się swobodnie odksz ta łcać : występują dodatkowe naprę­
żenia gnące . I bez tych dodatkowych naprężeń wyt rzymałość p ierśc ienia 
jest dość s łaba. Dla żel iwa -,' = 7,5 kg/cm, zatem już przy v = 40 m/sek 
otrzymamy naprężenie dynamiczne. az — 1ll000 X 7,5 X 40 2 X l ' ^ 2 : 981 = 
== 123 k g c m 2 . 

§ 3. Naprężenia przy uderzeniach. Obciążenie zewnę t rzne znagła 
w pe łnem natężeniu przyłożono daje naprężen ia dynamiczne ciała , zupełnie 
różne od naprężeń statycznych zwykłych , wywołanych obc iążen iem stop­
niowo, rosnącem od zera do pe łnego na tężenia . Ten nagły rodzaj działa­
nia sił odksz ta łca jących *zowiemy krótko -uderzeniem. Naprężenia dyna­
miczne pows ta jące po uderzeniu możemy dość ściś le wyznaczyć , gdy za­
łożymy, że masa ciała uderzonego nie daje wyraźnego sprzeciwu, to jest 
inaczej mówiąc , gdy pominiemy masę ciała uderzonego. Daje to dobre 
wynik i w tym wypadku, gdy owa masa jest nieznaczna w stosunku do 
masy ciała uderza jącego . W rozważan iach będziemy r zróżnial i dwa ro­
dzaje uderzeń: pod łużne w kierunku osi podłużne j pręta uderzonego i po­
przeczne, p ros topad łe do owej osi . Zawieśmy (Rys. 45) pręt o stałym 
przekroju / ' "p ionowo. Długość L tego p rę t a - l i c zymy od umocowanego 
górnego przekroju A aż do skrajnego dolnego, zakończonego płytką koł­

nierzową B, na którą op^da ciężar R z wy­
sokośc i h, sunąc po pręc ie bez tarcia. Gdy 
dolna powierzchnia c i ę / a r u d tknie płytki na­
stąpi uderzenie pod łużne w kierunku o»i pręta 
pod łużne j . Ten sam pręt u łożony poziomo 
na podporach przegubów ej i rolkowej (Rys. 46) 
ulega uderzeniu poprzei znemu, gdy ciężar R, 
zawieszony dajmy na to ponad ś r o d k o w e m 
przekrojem O prę ta znagła nań spadnie z wy-Rys. 45 i 



sokośc i //, uderza jąc w O, zaost rzoną dolną krawędzią . Istota zjawiska 
pozostanie bez zmiany, gdy ciężar R uderzy w jakikolwiek inny przekrój 
pręta, wzory tylko będą nieco bardziej z łożone . W obu wypadkach szyb­
kość , jaką c iężar rozwinie w momencie dotyku będz ie , jak wiadomo 
v — V2gh. Siła żywa spadku lj„Rv- : g = Rh da przesunięc ie r ś rodka 
przekroju uderzonego, przyczem, zgodnie z założeniem masa pręta nie 
sprzeciwi się uderzeniu. Inaczej mówiąc pręt w przekroju uderzonym 
itożsami s ię s z y b k o ś c i o w o z masą uderzającą, która w ten s p o s ó b opadać 

będzie dalej swobodnie, jak gdyby na drodze jej nie było pręta i w końcu 
przeb ieg ł szy d rogę r utraci ruch, powstrzymana sprzeciwem sprężystym 
jręta; k tóremu odmówi l i śmy wprawdzie masy istotnej, lecz nie odjęliśmy 
własności sp rężys tych . Końcowa szybkość masy spadającej będzie v' — 
== Y2g (h + r) a siła żywa spadku \js lxv'- : g == R i.h + r) da pracę sprę­
żystą II = R (h -t- r). W e ź m y pod uwagę wrzekomą siłę P, która stop-

IOWO rosnąc od zera do skrajnego natężenia wywoła owo przesuniecie r. 
Dla pręta pionowego z ła twością wyznaczymy ją z r ó w n a n i a r = PL : KI''. 
dla poziomego ze wzoru na s t rza łkę r = PU ! 4 8 £ / . Stąd mamy odpo­
wiednio P — rRF : L, oraz P = 4SrE/ : L"'. Oznaczmy nadto przez r0, 
przesun ięc ie , jakieby zaszło istotnie, gdyby siła A ' dzia ła ła na pręt stop­
niowo rosnąc od zera do na jwyższego natężenia . Będzie to r0=RL : EF 
oraz r„ = RL} ' 4 8 E l . W obu wypadkach otrzymamy, dzieląc P= Rr: r„, 
a zatem n = ]/jPr == x\-_Rr- : rQ — R (h r). Inaczej jeszcze r a — 2 r 0 r — 

2 r„h » o i ostatecznie ;• = r0 [l - j - ^ l -\-2~hTrA — r0 [1 -f- V\ + ' Wvgt$. 
Zatem odksz ta łcen ia pręta n ieważkiego rosną wraz z szybkością masy ude­
rzającej. Gdy v o, a więc gdy pręt obciążymy znagła siłą R o pełnem 
natężeniu, wtedy r — 2ra. Obciążenia osiowe lub gnące śmigła przyłożone 
w pełnem niłtzenm dują odkształcenia dwukrotnie wyższe od zwykłych, 
•owarzyszących obciążeniu stopniowemu. Wyznaczmy naprężen ie dyna­
miczne rJ7.. Przy uderzeniu pod łużnem n, — P : F~-{R : F) r : r„ — o z . 
[1 Ą-Vl~-\-y*'- grU = <Jzo [1 +• ^ i ~ T /?/'*•'-' : g'RL], przy poprzecznem p, 
=MMAX : ^=PZ : 4 ^ = : ±W) r: r „ = o , . . f l + ^ l - 4 ; - 4 8 A 7 v : ' : g R Ł * . 
Stąd wniosek: Naprężenia dynamiczne pręta nieważkiego udi rżanego poprzecz­
nie lub podłużnie są tym wyższe od zwykłych statycznych, im większa szybkóśi 
masy uderzającej, im wyższy spółczynnik sprężystości podłużnej pręta i jego 
przekrój poprzeczny sowitszy, natomiast im pręt dłuższy i masa uderzająca 
Większa, tern naprężenia dynamiczne są mniejsze w stosunku do statycznych. 
Wniosek powyższy wyraźnie p o d k r e ś l a zgubny wpływ wszelkich zwężeń prze­
kroju p rę tów narażonych na uderzenia. Podtoczenia, szyjki, zmiany nagłe 
przekroju skupiają poniekąd całe działanie uderzenia, powodując w przekro­
jach zwężonych nadmierny wzrost naprężeń . Zatem pręty uderzone nie' 
mogą mieć zmian g w a ł t o w n y c h przekroju: wszelkie zwężenie dzieli prę t na 

file://-/-2~hTrA
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części - na pręty krótsze o mniejszej d ługości i s łabszym przekroju, a w i ę c 
z d w ó c h wzg lędów gorzej wytrzymujące uderzenia. 

W rozważan iach dotychczasowych wychodz i l i śmy z założenia , że masa 
ciała uderzonego nie daje żadnego sprzeciwu, nie zmienia s zybkośc i v po 
uderzeniu w s p o s ó b nagły. Gdy owej masy nie można pominąć w sto­
sunku do masy uderzającej — zjawiska mają nieco inny przebieg: po ude­
rzeniu następuje gwa ł towna strata szybkośc i v = y'2gh. M a s a uderzająca, 
łącznie z przekrojem prę ta uderzonym otrzyma s z y b k o ś ć w: nabyta szyb­
kość w udziel i s ię c z ę ś c i o w o s ą s i e d n i m przekrojom i dalszym w e d ł u g pew­
nego, bliżej nieznanego prawa rozkładu szybkośc i odksz ta łceń . Zazwyczaj 
czynimy założenie , zresztą zupełnie dowolne, że rozkład szybkości naby­
tych w chwili uderzenia, zachodzi wzdłuż pręta zupełnie tak samo jak roz­
kład odkształceń zwykłych, towarzyszących obciążeniu stopniowemu siłą 
ciężaru masy uderzającej, przyłożoną do środka przekroju uderzonego. 
Zatem w wypadku uderzenia pod łużnego przekrój poprzeczny CC, gdzie­
kolwiek w odleg łpśc i x od gó rnego A obrany — otrzyma s z y b k o ś ć wx. ~ 

- wrx : r0, gdzie przez rx oznaczy l i śmy wydłużen ie górne j częśc i p rę ta AC, 
pod działaniem siły R osiowej. Stąd rv.~ l>x : EF, a zatem w,. - wx: L. 
W tern za łożeniu si ła żywa ca łego pręta o masie m-- G:g, różnej od zera 

l-L • • s CL 
wyrazi się w postaci x\„mwx-dx : L == (f/a 6 : S^) I S 8 " * — ^w- : 6g, 

J o J o 
a przeto w chwil i uderzenia prę t zachowuje się tak, jak gdyby trzecia 
część jego masy skupiona była w przekroju uderzonym. W myśl tego 
wniosku m o ż e m y masę prę ta zas tąp ić masą m, skupioną w ś rodku dolnego 
przekroju. T ę masę zas tępczą możemy niewątpl iwie uważać , jako swo­
bodną, zatem wychodząc z zasady i lości ruchu będz iemy mieli Rv: g 
==e (R -f- Va G) w: g czy l i w == Rv : (/? -f- 1/3G) gdzie G oznacza c iężar sa­
mego pręta . Ostatecznie więc c iężar 11 rozwinie siłę żywą Rw-: 2g, masa 
zas tępcza da si łę żywą Gw' : 6g, a nadto c iężar R po uderzeniu obniży 
się o r, rozwinie przeto p racę lir. Suma tych prac przemieni się w p racę 
sprężystą lf, możemy przeto w y p i s a ć równanie [R-\-1/3 G] w2 : 2g ~\~ Rr— 
— ll = Rr'-:2r0. Inaczej jeszcze po uwzględnien iu war tośc i dla w, będz iemy 
mieli [R + V 3 G) RW : 2g \R - f % G}* + Rr= Rr! i 2r0, to jest r* — 2rar — 

- » V 0 : g [1 + l /a G : R\ = O, skąd r = r0 [ 1 + K R - v* :gr0(\ + GT3R)\ 
-—- W podobny s p o s ó b w wypadku uderzenia poprzecznego obieramy 

w odleg łośc i x od prawej podpory przekró j b ieżący A0A0. Otrzyma on 
s z y b k o ś ć wx =• wrx: r0, gdzie przez rx oznaczy l i śmy s t rza łkę ugięcia tego 
przekroju, przyczem zgodnie z § 2 (str. 59 księgi drugiej) rY — RE- (x — 
— 4xi ! 37J) : Vc>El. A przeto wx = [HE2 (x — 4x* : 3E) : 16E1] w : [R/J i 
• A8EI\ i== (3x — Axl : Z.2) w : L. Wobec zupełnej symetrji obciążenia , siła 
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żywa ca łego prę ta będzie 2 l / a mwx.-dx : /. = mw- |9.v- — 24x* : 
: U 4- 1 6 V •' L4} <ix : = 1 7 / : ! ; > G ^ , 2 : 2#. Tutaj więc pręt zachowuje się 
tak jakgdyby 1 7 / : ; : , jego masy skupione było poś rodku pręta . Stosując 
i w danym wypadku z a s a d ę ilości ruchu otrzymamy Rv : « ( A ' f , 7 / S B £ ) ZK, 

stąd z<; =t= 7v,z> : [7? ~j - 17/-:, GjRJ. Wobec zupe łnego podob ieńs twa wyników 

możemy wprost nap isać , r = r 0 11-4- / ' 1 : . ; i 1 \TG : 3 5 A ) | . Oba 
- , _ — ! 

powyższe wzory możemy połączyć , pisząc r„ 11 I ! ^ ' ' : : :^r„ (1 f A ' ! : 

gdzie (Ł == ' / a dla uderzenia pod łużnego , : " ; s i d la poprzecznego. Podobny 
zupełnie wzór, lecz różny wartością <i. otrzymamy w ogólnym wypadku 
zawsze, i lekroć p rzesun ięc ie r rośn ie proporcjonalnie do R. S iad wniosku­
jemy, że odkształcenia pręta ważkiego o stałym pizekroju, uderzonego po­
przecznie, lub podłużnie są tym mniejsze, im zuiększa masa pręta. Pozo­
s ta łe wnioski wyprowadzone dla p rę tów n ieważk ich nie tracą swej mocy 
obowiązujące j . Wynika to wprost z samej postaci wzoru. 

W -rozważaniach powyższych bada l i śmy sam przebieg uderzenia nie 
t roszcząc się o zjawiska nas t ępcze , obecnie należy uzupełnić i rozszerzyć 
zakres naszych badań , rozpatrując: 

§ 4. Drgania sprężys te . Naprężenia dynamiczne ciała uderzonego 
przechodzą zwykłą miarę naprężeń , jakie wywołuje c iężar R, działając 
w s p o s ó b statyczny, w postaci masy zawisłej na końcu pręta pionowego, 
lub poś rodku pręta poziomego. Wesz ła tu w grę siła żywa spadku, rodząc 
swe naprężenia nadmierne. Po wygaśnięc iu tej siły ciężar pozostanie w do­
tyku z prę tem, działając więc będzie już tylko statycznie, nie zdoła przeto 
ut rzymać w napięc iu ' sił sp rężys tych pręta odksz ta ł conego . Wobec braku 
równowagi nastąpi gwa ł towne odksz ta łcen ie się pręta wsteczne: poszcze­
gólne jego przekroje podążą w kierunku odwrotnym. Ten wsteczny ruch 
sprężysty da nowy zasób siły żywej , która ponownie wytrąci pręt z równo­
wagi odksz ta łcone j , a cały szereg zjawisk tylko co opisanych rozpocznie 
się od nowa. S łowem pręt pocznie d r g a ć sp rężyśc ie jak struna, odkszta ł ­
cając się w obie strony szeregiem odchy leń od po łożen ia właściwej równo­
wagi. Teoretycznie drgania sprężys te powinny t rwać bez końca , w istocie 
jednak ich energja wyczerpuje s ię zwolna na tle tarcia międzycząs t eczko-
wego i innych czynników g łuszących . Cały ten obszar zjawisk wymaga 
g łębszego poznania. Przedewszystkiem rozpatrujemy: 

§ 5. Drgania w ł a ś c i w e , czyl i swobodne, zachodzące bez udziału 
czynników hamujących. Ten rodzaj drgań powstaje po uderzeniu. W e ź m y pod 
u w a g ę dwa wyżej rozpatrywane wypadki pręta pionowego i poziomego z cięża­
rem 7v* opartym o przekrój tylko co uderzony. Jak wyżej przez r„ oznaczamy 
zwykłe statyczne obniżenie się przekroju obc iążonego ciężarem 11. D la 
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pręta pionowego Rys. 47) będzie to wydłużenie ru—RL:EF pierwotnej 
odległośc i ś rodka c iężkości Oa c iężaru od przekroju górnego A, natomiast 
dla prę ta poziomego ru—RU: 48 El stanowi s t rzałkę ś rodkową (Rys. 48). 
Obie wartości r„ odpowiadają stanom trwałej równowagi odksz ta łcone j . Te stany 
nazwiemy kró tko-s tanami równowagi statycznej. Po uderzeniu masy 1\\ lub 
pod dz ia łaniem siły V znagła przyłożonej i odjętej odksz ta ł cen ia wzrosną 
do r (Rys. 47 i 48) i po chwilowym wygaśn ięc iu ruchu cząs teczek , na­
stąpią odksz ta łcen ia wsteczne ku położeniu równowag i statycznej. Uchwyci l i ; 
jakikolwiek moment tego ruchu i oznaczmy chwilową od leg łość ś rodka 
przekroju obc iążonego siłą R od po łożen ia równowag i statycznej, przez z. 
Dodatnie war tośc i z od l iczać będz iemy w kierunku dzia łania siły R. W za­
łożeniu zupe łnego braku czynników hamujących, ruch ten zachodzi pod 
działaniem sił sprężys tych pręta, oraz siły R. Te siły dadzą przyspieszenie 
tFz:dt-—z". Siły sprężys te będą niewątpl iwie równe (>v r s ) ŁE: /,-—(r0-[-z, 
R : r0-—R (l-\-z : r n ) dla pręta pionowego, oraz (r^-Ą-s) 48 El: EA — (r0 - j - z) 
A' : r „ A ' ( l ; s : r 0 ) dla poziomego, w obu przeto wypadkach, możemy na­
pisać , pomijając masę pręta wobec masy R'.g, równanie ruchu w postaci 
Rz":g=li—R (\-{-z:r0) = — Rz:r(), jako że «iły sp rężys te przy ruchu 
wstecznym są oczywiśc ie skierowane ku górze , a więc ujemne. Stąd bez­

pośredn io z"--— n-z, gdzie n~-~g.r0. Całk<> 

'//////A EK'M~~t~~*%—~'1 t C ^ ° r o w n a n i a e ' 1 sinnt\~f! cos nt. Wyzna 
I 'al / * & - * t {j* _ J 8 c z m y stałe ca łkowania . Czas poczynamy h-

CĄ) '. ^J^~jo °̂ 1 czyt od punktu zwrotnego, zatem w a r t o ś n 
L ; r L o począ tkowej t=o odpowie s^—r—r^—i, oraz 

5 L-^Ml~~^^—I v,r~[dz: dt\lr--~:z'0~o, jako że dla punktu zwrot-
r H j - < ^ ~ V Z Z 2 * f l r nego s z y b k o ś ć przechodzi przez zero. Stąd 

otrzymamy równan ie warunkowe -: = /> oraz 
(J—An, a zatem z-=-~_cos nt. Wzór tylko 09 
otrzymany wskazuje, że rucli jest okresowy. 
Skrajne war tośc i z zawarte są w granicach 

±» = ± (f—*"u)' a okres powrotu t oż samośc iowych wartości & wynosi 
7==2w:n=2«y**0:g. S łowem będą to drgania okresowe o rozwar tość ; 
A 2? : 2(r—r0)'. Okres drgań podłużnych T — 2r. YRl,'.gE/•', poprzecz­
nych T - 2T. J jx'j J . 4̂  gE/, a przeto: okres drgań właściwych pręta 
prostego o stałym przekroju, dźW'gojącego ciężar, jest tym wyższy im 
większa długość pręta, masa ciężaru znaczniejsza, im przekrój pręta słab­
szy i mniejszy spółczynn>k sprężystości podłużnej tworzywa p>ęta. 

Zupe łn ie te same wyniki otrzymamy, wychodząc z zasady zachowa­
nia energ(i. Energja potencjalna układu odpowiada jąca odkszta łceniu r„ ; z 
okłada się z pracy sprężys te j , przynależnej do owego odksz ta łcenia . Należy 
od niej odjąć stratę energii położenia ciężaru R, powsta łą na tle obniżenia 

łU 

\ 
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się jego ś rodka c iężkości o z, czyl i d o d a ć energję Rz. Ta praca sprężysta 
r ówna jest l / 2 Pg(r^-Ą^z), gdzie Ps oznacza wrzckomą si lę statyczną, dającą 
odksz ta łcen ie r„-\-z. Dla pręta pionowego będz iemy miel! P„ == EF ( r 0 - f - « ) : 
: / . , dla poziomego Pz=48 El Ov{ - s ) : LK 

W obu wypadkach yPg R ( r „ - l - s ) •>•„. a przeto energja potencjalna 
będzie równa R <V(l+s)'-': 2r„ — Rz. >Energja ruchu układu z łożona jest 
z energji ruchu ciężaru R oraz energji ruchu cząs teczek samego pręta-
Pierwsza wynosi Rz'-; 2g, drugą w myśl za łożenia masy prę ta równe j zeru 
możemy pominąć , co zresztą nie poc iąga za sobą wyraźnego błędu w tym 
wypadku, gdy masa pręta jest nieznaczna w stosunku do masy R Ig. A za­
tem w myśl zachowania energji: R a ' 2 : 2^-f-R (r„ z ": 2 r0 - Rs==Ra'2: 2g 
-j Rs'-: 2 r „ - : 1'., R r 0 - - s ta łe j , s tąd różniczkując otrzymamy Rz'z" :g-\-Raz': 
: r„- -O, a więc to samo równanie różn iczkowe z"=—n"z co i poprzednio. 
Inaczej jednak rzecz się ma, gdy masę prę ta weźmiemy pod uwagę , w tym 
bowiem wypadku energja kinetyczna prę ta pominąć s ię nie da. Stanowi 
?o t rudność poważną, nie znamy bowiem rodzaju drgań poszczegó lnych 
cząstek pręta. Zazwyczaj okreś lamy je w s p o s ó b czysto doświadcza lny , 
lub opieramy s ię na założeniu, z k tórego już korzys ta l i śmy poprzednio' 
przy rozwalaniu odksz ta łceń p rę tów uderzonych. 

T o założenie dało wprost siłę żywą prę ta ważk iego przyczem oka­
zało s ię , iż można było uwzg lędn ić w obu rozpatrywanych wypadkach si łę 
żywą pręta o stałym przekroju, skupiając masę zas tępczą pG : g w środku 
przekroju, gdzie działa siła R. A zatem siłę żywą układu należy wzbo­
gacić o y.Gz'1 : 2g, czyniąc \i. r-- ! .. dla p rę ta pionowego i dla pozio­
mego. W myśl zasady zachowania energji będz iemy mieli | A ' z'~ : 
: 2g - i- F (r„ - }- z)*- : 2r„ - Rz == (/? 4- j iG) : 2 ^ ± Rz* : 2r„ -!- V , A V ( 1 = 
- stałej , stąd różniczkując otrzymamy. (A' \<.G) z z" : g-! Rzz' : r„ o 
i po skrócen iu przez z', ostatecznie z" — n-z, jak poprzednio, z ;ą jed­
nak różnicą, że /;'-' g : ;• ( 1 u, G : A ' ) . Wszystkie więc rozważania 
dawniejsze zachowują swą moc obowiązującą. I tu również równanie ru­
chu będzie z ~ c cos 11/. gdzie ; — *• — r ( j . rozwar tość drgań pozostanie ta 
sama, zmieni się tylko okres T 2r. : 11 2~ / ?, I ! |tG : A*) : g, rosnąc 
wraz z masą samego pręta . Poza lem niewątpl iwie wszystkie poprzednie 
wnioski są również s łuszne i w danym wypadku. Gdy R = O powyższy 
wzór wyznacza okres drgań pręta wolnego, n ieobc iążonego ciężarem A', 
czyl i okres drgań właściwych pręta o stałym przekroju odciążonego. D la 
p rę ta pionowego będzie to A 2 - J I.G : ZgEB, dla poziomego T 2% 

Yn/SG': \mfgE7. 
§ 6. Drgania zamierające: Drgania prę tów, pogrążonych w ośrodku 

hamującym zamierają zwolna. Tak samo dzia ła tarcie wewnę t rzne mię-
dzycząs t eczkowe , rozwijając siłę oporową Q. Prawa zmienności s i ł - O — 

file:///mfgE7


— 72 — 

•porowych o ś r o d k ó w hamujących nie są dostatecznie zbadane, zazwyczaj 
przeto zakładamy, że O = —qz', jest proporcjonalne do szybkośc i , a spó ł -
czynnik q zależy od postaci ciała d rga jącego . T a siła hamująca daje 
sprzeciw siłom czynnym, możemy przeto wyp i sać równan ie zasadnicze 
W postaci: (R -j- \LG) Z" : g — — Rz : r0 — qz'. Inaczej jeszcze z" 

2mz' - j - n-z =- o, gdzie postaremu n- — g : r„ (1 -f- \>G : A'), oraz 2m 
qt? : (R-\-<}('•). Ca łka tego równania z'=ĄAsintftp—m1 -f- i ? cos / 
—m-\ em\ 1 tu znów przy t - o mamy jak dawniej » 0 = = o r a z 

o, możemy przeto k a ż d o r a z o w o wyznaczyć s tałe ca łkowania . Obec-
tiość mnożnika e" 1 stale male jącego z biegiem czasu, wyraźn ie podkreś l a 
zamieranie d rgań . Rozwar to ść drgań zmniejsza się stale, dążąc do zera 
wraz z owym mnożnik iem. Są to więc drgania zamiera jące . Ich okres 
Ts — 2it : Yri*- tri- = 2iz : n\'\— nr : n- zależy od /;/, a więc od oporu 
oś rodka , a mianowicie — okres drgań zamierających pręta ważkiego o sta­
łym przekroju wzrasta wraz z oporem ośrodka hamującego. O p ó r po­
wietrza jest nader s ł aby—prak tyczn ie równy zeru, zatem dla tego o ś r o d k a 
T. 53 T. Jest to w ięc oś rodek prawie obo ję tny , natomiast dla cieczy lep­
kich m posiada war tośc i dość znaczne, a nawet może się zdarzyć , że 
1 — wr : n- będzie równe zeru. W tym wypadku okres drgań 7~ wzrasta 
do n ie skończonośc i , a gdy m> n - przestaje is tnieć zupe łn ie , ruch prze­
staje być okresowym: drgania są n iemożl iwe , choć nawet i w tych ośrod 
kach zachodz ić mogą, jako — 

§ 7. Drgania wymuszone, w y w o ł a n e dz ia łaniem sił zmiennych okre­
sowo. Tego rodzaju siły mogą dajmy na to dzia łać na górny przekrój A 
pręta pionowego, lub też na p o d s t a w ę , czyl i odrazu i jednakowo na obie 
podpory A i B prę ta poziomego. W obu wypadkach siły te powoduj;; 
drgania przekrojów oporowych układu wed ług pewnego prawa, które naj­
prośc ie j możemy wyrazić w postaci e, == a sin b't. 1 tu, jak dawniej R 
oznacza ciężar na pręc ie , G w a g ę samego pręta , którą chcemy uwzględnić 
w postaci masy zas tępcze j \i.G : g, skupionej w przekroju obc iążonym. 
Łączna tnasa ciężaru i pręta da siłę b e z w ł a d n o ś c i — ( R - Ą - \ i G ) z " : g, sta-
wiącą opór siłom czynnym. Nadto poś rodku przekroju obc i ążonego działa 
siła A', oraz sprzeciw o ś r o d k a hamującego — Qz', wreszcie wypadkowa sił 
sp rężys tych , które wr danym wypadku wyrażą się w postaci R (r0-\-z-\ a,) : 
: r n , jako, że przesunięc iu z towarzyszy przesun ięc ie zlt p rzekro jów opo­
rowych, w s p ó l n e dla ca łego ustroju, a p o c h o d z ą c e o d d z i a ł a n i a sił czynnych. 
A zatem (A! 4- \>G) z" : g = R — lt(r0 -f- s-f- z{) : r0 —- qz', inaczej jesz­
cze z" '-2mz' [ irz psinbt--o, gdzie po staremu 2m— qg : (R \-\>.G,. 
>i g : r0< 1 ;-i>-G : A'), oraz p — cg I r„ fi -|- \>.G : R) an*. Ca łka tego 
równania z == \A siu t) ir - m- -j B cos t) u- — /«-]«•'""- \p(n' — ur) sin lit-~ 
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— 2mbp cos bt\ : \(n-— />'')'' ' - 4 tn°b-}. Pierwszy wyraz tego wzoru daje 
dobrze nam znane drgania zamierające z: . drugi stanowi o drganiach in­
nego rodzaju pows ta jących na tle d rgań zx przekrojów oporowych. Są to 
drgania wymuszone zw. Łącznie z drganiami zamierającemi dadzą one 
złożone drgania przekroju z ^ z . - ' - z w . Oznaczmy przez Ccosw = — 
—• p («- - b-\ : |.(«-—b-)-J

r4m2b-}, — Csin w—2m bp : \(n- — ó2)-' - j - 4 m" b-). 
przyczem oczywiście C——}'p- nr />-/- \ 4 m''b'-p-\:\(tr- •!>"•)"• ' 4tn-b-\-vp: 
: y(ti- —i 2 ) 2 +4m-b ' == ari- : y(n-—b^y-Ą-im-b'1 —- —dn? sin w : 2mb. oraz 
tg w 2mb : («'-'—b-), a otrzymamy z., -.- = C (stnbłcosw •— cos bt sinw)— 
~ < sin bi — w). Z tego wzoru wynika bezpoś redn io , że okres drgań wy­
duszonych TW- = 2tk'-\ b, a zatem okres drgań wymuszonych ważkiego 

pręta o stałym przekroju, jest tożsamościowy z okresem drgań przekrojów 
"porowych pręta, podległych bezpośrednio działaniu sił okresowych wy 
muszających drgania. Okres drgań właśc iwych T—~2T •. n, zatem, gdy , 
n>b, to jest gdy T C Tw, wtedy zv^ o, gdy zaś n<b, to jest T~> T7i,. 
wtedy i w<Z.o, co zresztą widać bezpoś redn io ze wzoru dla w. Sta i 
wniosek bezpoś redn i , że: gdy okres drgań właściwych ważkiego pręta, 
o stałym przekroju jest mniejszy od okresu drgań wymuszonych, wtedy 
drgania wymuszone spóźniają się w stosunku do drgań przekrojów opo­
rowych pręta, podległych bezpośredniemu działaniu sił wymuszających. 
iv wypadku nierówności okresóiv odwrotnie—wyprzedzają. 

W szczegó lnem wypadku, gdy T=T~,, to jest gdy n — b, wtedy 
tgw — >., w — Ą- '/.j ir. Stąd wniosek, że w razie równości okresów 
drgań właśchuych i wymuszonych, drgania wymuszone zachodzą o cwierc 
okresu później lab wcześniej od drgań przekrojów oporowych pręta. A za­
tem środek przekroju, obarczonego ciężarem R, przechodzi przez po łożen ie 
ś rednie , przynależne do odksz ta ł cen ia r0, — gdy przekroje oporowe znaj 
dują się w jednem ze skrajnych odchyleń . Z kolei biorąc pod uwagę 
wzór dla C z ła twością zauważymy, że przy b nieznacznem—w o, tgw : 

2mb >= sinw '• 2mb 1 : ń', a zatem C,°S:it. Rozwartość drgań wymu­
szonych ważkiego pręta o stałym przekroju przy dużym okresie drgań 
'wymuszonych, zbliża się wartościowo, do rozwartości drgań przekrojów 
oporowych podległych bezpośredniemu działaniu sił wymuszających. Zatem, 
udy siły wymuszające rouzą drgania powolne, to wtedy przekrój , obarczony 
c iężarem, drga tak samo jak i przekroje oporowe, gdy drgania tych prze­
krojów są szybkie, co odpowiada dużym war tośc iom h, rozwar tość drgań 
wymuszonych C dąży do zera. Stąd wniosek bezpoś redn i : Siły wymu­
szające krótko okresowe, dają nieznaczne rozwartości drgań pręta waż. 
kiego o stałem przekroju. 

Czyniąc pochodną dC: db—2anib(b-—n--\-2m-): Y(n-—b-)-- \-4m-b* = o 
z ła twością wyznaczymy skrajną war tość C dla szczególnej war tości bu --

\ 
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= /•''»'-' — 2»*"-', dającej zarazem maximum rozwar tośc i drgań wymuszonych. • 
Wobec znikomości m dla zwykłych o ś r o d k ó w , a zwłaszcza dla powietrza: 
/\, ° s n. S tąd prosty wniosek, że rozwartość drgań wymuszonych ważkiego 
pręta o stałym przekroju jest tym większa, im bardziej zbliżają się do 
siebie okresy drgań właściwych i wymuszonych tego pręta. Ten wzrost 
rozwar tośc i drgań wymuszonych występuje tym silniej im mniejszą w a r t o ś -
m ujawnia dany ośrodek . Przy m<== o oraz b—n mamy f . ' = x — t o zna- I 
czy, że drgania wymuszone dają pęknięc ie pręta . Na tern polega tak zwany: 

§ 8. Oddźwięk sprężysty. To zjawisko występuje bardzo c/.ęstc 
w ustrojach technicznych i budowlanych, a zwłaszcza przy pracy s i l n ików; 
dających zazwyczaj drgania okresowe. Łatwo to udowodnimy zważywszy , 
że rozważan ia powyżej wyłożone , zachowują swą moc obowiązującą 
nawet i wtedy, gdy unieruchomimy przekroje oporowe pręta, a na przekn 
obarczony c iężarem A', będziemy działali siłą okresową P=usin r;J. Tegc 
rodzaju siły dają ruchome masy s i ln ików t łokowych , zwłaszcza spalinowyx! 
Zatem silnik t łokowy, ustawiony na belce poziomej poś rodku , poczyna się 
ko łysać , wymuszając drgania poprzeczne, powta rza j ące , się okresowo z 
każdym obrotem walu. Tutaj więc [3 — w, gdzie przez w oznaczyliśmy 
stalą szybkość kątową wału si lnika. Gdy okres drgań wymuszonych belk: 
zrówna się z okresem jej drgań właśc iwych , rozwar tość C wzrośn ie niepo­
miernie, zagrażając całemu ustrojowi. Trzeba więc aby n #= <», co można 
z ła twością uczynić zmieniając l iczbę obro tów si lnika hub przekrój belki 
a więc dając inne wartości n lub w. Podobne zjawiska oddźwięku s p r ę ż y ­
stego zachodzą podczas przemarszu wojska przez most, to też dla uniknię­
cia nadmiernego rozbujania mostu, zazwyczaj wojsko idzie t łumem bez ład ­
nym, a nie w szyku, zawsze bowiem o b a w i a ć się należy miarowego tupotu 
nóg. kroczących rytmicznie. Ten sam wynik sprawiają czasami przeciwwag' 
kół parowozu, sp ła szczone bandaże kół wagonowych, a zwłaszcza miarowe 
uderzenia kół o styki szyn, nie dość równo u łożonych . 

§ 9. Drgania wirowe. Weźmy pod uwagę nieważki pręt o stały; 
przekroju F i d ługości A . W górnym przekroju A p rę t zamocowano, ciężku 
ta rczę G nasadzono na koniec dolny B prę ta i wywołano obrót tarczy 
o kąt 'f0, dz ia łaniem chwilowem odpowiedniej pary sił. Po odjęciu pary 
odkszta łca jącej , układ, pozostawiony samemu sobie, poczyna odksz ta łcać 
się w k'erunku wstecznym: cząs teczki tarczy nabierają rozpędu, przekra­
czają po łożenie równowag i pierwotnej, pręt skręca się nadal, póki jego 
siły sprężys te nie powstrzymają rozpędu tarczy. To samo zjawisko p o w t ó ­
rzy się znowu, lecz już w kierunku odwrotnym i będz ie się powtarzała 
okresowo—otrzymamy szereg skręceń , nas tępujących po sobie, różnoskrę -
tnych — nastąpią drgania wirowe pręta , podobne do ruchów wahad ła ze-



— 75 — 

garka kieszonkowego. Uchwyćmy jakikolwiek momet tego ruchu, odpo­
wiadający ^pośredniej war tośc i kąta skręcenia <p • '•?». Siły sprężys te , przy­

należne do tego skręcen ia , dadzą moment M—GJ^ \ L 
u dolnego końca pręta. Weźmy go wyłącznie pod 
uwagę , pomijając rozciąganie pręta, wywołane c ięża­
rem tarczy i wypiszmy równanie ruchu obrotowego 
tarczy w postaci # c " 4 - G/oC.: X == <?1 w którem R 

1 oznacza jej moment bezwładnośc i względem osi, 
Rys 50 i 51. a tp" ==z4%. ffi. Inaczej jeszcze z" — n-z,, gdzie 

n- GL : A ' A . Całka tego równan ia z~Asi)vnt 
\-II cos uf. a stałą ca łkowan ia należy wyznaczyć z warunków począ tko­

wych ruchu. Załóżmy /.-_ o dla począ tkowej war tośc i kąta -f,, a wtedy dla 
ł—o będziemy mieli z = dz : dt== o, jako że początkowa szybkość tarczy 
ma war tość równą zeru. Stąd bezpoś redn io B. = z„ oraz . I n o i osta­
tecznie <p — a0cosMt. Są to więc drgania okresowe sprężys te , wirowe. 
Okres ich T„ ----- 2r. : u 2r.\ R A : G70. Załóżmy z kolei , że na oporowy 
przekrój górny - / działa okresowy moment wymuszający. Ten moment 
okresowy da drgania tego samego rodzaju, przy których nastąpią skręcen ia 
gó rnego przekroju oporowego o kąt cpj == asinbf. Za łóżmy nadto, że opór 
oś rodka hamującego ruch wirowy jest jak wyżej proporcjonalny do szyb­
kości według prawa j ^ ' , a otrzymamy nowe równanie ruchu: R f " ' - qz 
• \ Głt, : /. ••• nsinbł o. Pozostaje nam jeszcze tylko uwzględnić rrias 
pręta . W tym celu skorzystamy z poprzednio omówionego założenia, do -
• •z.ącego rozkładu szybkośc i mas pręta w a ż k i e g o . Szybkość kątowa w prze­
kroju b ieżącym cc, od leg łym o * od przekroju górnego , będzie w myśl 
tego za łożenia równa o v •.•.. Xz' : A. Niech U oznacza moment bezwła ­
dności ca łego prę ta wzg lędem osi obrotu, a wtedy siła żywa pręta będżh 
CL , ../. 
I l/.,Ui'>xd.i-: A = xlJJz'- x"dx: Ll — ljnUz"\ możemy więc i w da-

" o{ .'o 
nym wypadku uwzględnić masę prę ta , dodając trzecią część jego momentu 
bezwładnośc i do momentu bezwładnośc i tarczy. W ten sposób otrzymamy 
równanie ruchu { R l / . t G j z " q z ' G ! „ : f, • asinht — o. Inaczej jesz­
cze f" - f 2hiz' -v;'- n-z f p sin bt o gdzie 2m =ś q : (R -4- 1

 5 U), »-' = G/0 : 
: £ (R -4- %U), oraz fij=a ; (R - r '/., U). To samo równanie mieliśmy już 
wyżej w § 7, możemy przeto powió rzyć bez zmiany wszystkie poprzednie 
wnioski , k tóre tu pomijamy dla uniknięcia powtarzania się. Zaznaczymy 
jedynie, że w danym wypadku drgania wymuszone wzrastają gwał townie , 
gdy okresy drgań właśc iwych Tn i wymuszonych zbliża, się war tośc iowo. 
I tu więc zachodzi zjawisko oddźwięku sprężys tego , dla odróżnienia zo­
wie my go wirowym. 

Rozważan ia powyższe z ła twością mogą być zastosowane (Rys. 51) 
do wału , dźwigającego obustronnie na końcach ciężkie tarcze zamachowe 
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Odpowiedni układ łożysk pozwala pominąć obc iążenie gnące i rozpa t rywać 
wał jako skręcany . Skręćmy tarczę A względem tarczy B o pewien kąt. 
Po odjęciu par skręca jących układ pocznie się odksz t a ł cać sprężyśc ie w kie­
runku odwrotnym, nastąpią drgania wirowe, tarcze będą się porusza ły okre­
sowo zawsze w przeciwnych kierunkach, a zatem niewątpl iwie będzie istniał 
pewien pośredni przekrój cc, nie ulegający skręcaniu ani w tą ani w ową 
s t ronę . Oznaczmy odległośc i tego nieruchomego przekroju od osi tarcz . I 
i B przez a i b, całą d ługość prę ta przez L, biegunowy moment przekroju 
prę ta przez /„, wreszcie przez A, B, U momenty bezwładnośc i tarczy A i B 
oraz. wa łka względem osi obrotowej. Wobec zupe łnego unieruchomienia 
przekroju cc, możemy obustronnie z a s t o s o w a ć wzory poprzednio wyprowa­
dzone, pisząc wartości odnośnych okresów drgań dla obu części układu: 
lewej i prawej w postaci £ A = 2 - : nA — 2~ } 'a^A~JCrvf~~Ua: L) : ĆV/„, 
/ 'u —2-\ nv. —2~Yb (B - f - Vj Ub : L) : GIa. Wobec tożsamośc i różnoskrę t -
«ych wahań tarcz Z A = TH, czyl i a {A - f % Ua : Qj— b (B - f % Ub : L), 
nadto a-,-b=L, a przeto mamy aA - f - %Uą* : L LB — BaĄ-l/3UL — 

- 'i1, Ua 4- V:1 (Ja- : L. Stąd bezpoś redn io a = (B - j - 7 3 U) L : (A-\ 
- B -/, U) oraz /, =. - j . 7. £/) Z. : (A - f /V -{- s / 3 i Z7) . Pods ta 

wiając te war tośc i otrzymamy okres drgań ustroju T == Z A = = 

2^ / ••'/. M -,- ' . L)(Bzri^U) rCYjA^B-\'-UU). W wypadku 
praktycznie najczęściej spotykanym wału o różnych ś redn icach . należy we 
wzorach powyższych zamiast L pods t awić d ługość zastępczą, wyliczoną 
w myśl nas tępu jącego rozumowania. Każde zgrubienie wału zwiększa jego 
o d p o r n o ś ć sprężystą na sk ręcan ie , a więc zmniejsza kąt skręcen ie , który 
jak wiadomo jest proporcjonalny do długości i odwrotnie proporcjonalny 
do momentu biegunowego bezwładnośc i przekroju, możemy pizeto zgru-
biony odcinek walu o średnicy d\ i d ługości /;- odrzuc ić , a na jego miejsce 

ws tawić odcinek ś rednicy dQ i d ługości l** lid : di. W ten s p o s ó b otrzy­
mamy całkowitą zas tępczą d ługość walu L ±l;d[:d, <fe o z n a 

cza ś rednicę , a /„ długość' którejkolwiek części walu. Wzór powyższy 
oddaje cenne usługi w zastosowaniu do wałów długich, a zwłaszcza do 
wa łów przenoszących ruch s i lników okrę towych na ś rubę . Gdy okres 
drgań silnika stanie się równym okresowi drgań właśc iwych /',. wału, na­
stąpią gwa ł towne drgania wirowe o wielkiej rozwar tośc i , mogące wywołać 
pęknięc ie wału. Nastąpi to wtedy niewątpl iwie gdy silnik p r a c o w a ć ma 

rzy n '— 60 • obrotach na minutę, w tym wypadku nie pozostaje nic 
ianegó, jak tylko zmienić przekrój wału. Można go przytem śmiało zmniej­
szyć, a będz ie mimo to bardziej wytrzymały pon ieważ nie będz ie działał 
nań o d t ż w i ę k sprężys ty . Różnica stosunkowo dość nieznaczna—kilku obro­
tów na minutę wystarczy w zupełnośc i , jak uczy doświadczen ie . Podobne 
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zjawiska zachodzą również i przy wirowym ruchu turbin, gdzie nadto jeszcze 
występują zjawiska zupełnie innego rodzaju, a mianowicie tak zwane wy-
boczenie wirowe. 

§ 10. Wyboczenie wirowe wałków gibkich, używanych w turbinach 
de Lava l ' a . W e ź m y pod u w a g ę wałek o nieznacznym przekroju poprzecz­
nym stałym. Oznaczmy przez / moment bezwładnośc i przekroju wałka, 
przez L jego d ługość . P o ś r o d k u wałek dźwiga ciężki wirnik (Rys. 52) , 
ważący R kg. Ś rodek masy wirnika O w ogólnym wypadku nie leży ściś le 
na osi wałka, tworząc w ten s p o s ó b lekką mimoś rodkowość O0O = m, za­
tem przy wirowaniu wałka pionowego w łożyskach A i B rozwija się 

znaczna siła odś rodkowa , sprawiająca wygięc ie wałka . 
Po łóżmy wałek poziomo na podporach umieszczonych 
tam, gdzie przedtem były łożyska, a więc u obu jego 
k o ń c ó w A i B. P o d ciężarem wirnika wałek s ię 
ugnie, dając strzałkę środkową r 0 równą R Z . 3 : 48E/. 
gdy wałek spoczywa na podporach przegubowej i rol­
kowej, lub R/J : \92E/, gdy wałek jest obustronnie 
osadzony. Oba wyniki możemy połączyć jednym wzo­

rem, p isząc r, = ; i .R/ . 3 : El. Ustawmy wałek pionowo i nadajmy mu 
szybki obrót . Masa wirnika rozwinie siłę odś rodkową O, która da wygię­
cie pręta o s t rzałce ś rodkowej r == \f-QL*El, gdzie jx zależy od sposobu 
osadzenia łożysk A i B. D l a łożysk wahliwych JJ. .== %3, dla s ta łych 
>j. — Yi9 2 - W obu wypadkach otrzymamy, dzieląc bezpoś redn io r ~ Qr0 : 
: R, co zresztą wypływa również i wprost z pierwszego prawa i iooke' ; i 
Wobec istnienia mimoś rodkowośc i m wygięc ie wirnika jest konieczne i zajść 
musi w kierunku działania siły odś rodkowe j O, a więc w kierunku Ina­
czej mówiąc odcinki m i r ułożą się na jednej prostej, a ś rodek masy wir­
nika O zajmie po łożen ie nazewnąt rz wypukłe j odksz ta łcone j , jak to najle­
piej zresztą uwypukla wspomniany wyżej rysunek. A przeto O = Rw 
[r-\-m):g, gdzie przez w oznaczyl iśmy kątową szybkość wirowania. Sta.; 
mamy R r : r0 — R w 2 ( r - j - m):g i ostatecznie otrzymamy dla strzałki ugięcia 
wzór r = z.jjiwi- : (g — r 0 w 2 ) . Daje on dla szybkośc i krytycznej ta0=]cg . i 
nieskończoną war tość strzałki r, wyznacza przeto szybkość krytyczną u0, 
przy której nas tępuje wyboczenie wirowe wałka . Ta s zybkość odpowiada 
okresowi jego obrotu T 2 ~ : <o0 = 2K Vr\xg~, równemu okresowi poprzecz­
nych drgań właśc iwych walka. Stąd wniosek, że: nieważki pionowy gibki 
wałek o stałym przekroju, z osadzonym po środku wmik>em, ulega wy-
bocziniu wirowemu, gdy okres jednego obrotu staje się równym okresowi 
drgań właściwych poprzecznych wałka. Zatem wałek choćby najmocniejszy 
musi ulec pękn ięc iu przy tej krytycznej szybkośc i , o ile jednak zdołamy za 
pomocą odnośnych urządzeń pows t rzymać poczynające się wyboczenie wi-

file:///f-QL*
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rowe i nagłem wstrząśnięciem zakłócić przebieg zjawiska, to wtedy mo­
żemy ot rzymać ponowny stan równowagi , lecz już przy wyższych szyb 
kościach kątowych OJ >• m0, Stwierdzają to doświadczen i a bezpoś redn ie . 
Teoretycznie z ła twością wyjaśnimy istotę tego napozór zgoła n iemożl iwego 
zjawiska, z w a ż y w s z y że wsbząśn i en i a . o których tylko co wyżej była mowa, 
powinny powta rzać się dopóty , póki m i m o ś r o d o w o ś ć m nie u łoży się we­
wnątrz odksz ta łcone j , to jest pomiędzy odksz ta łconą i p ierwotną osią prę ta 
na linji s trzałki r, jak to najlepiej zresztą uwywukla Rys. 53 ) . Wtedy 
Q === ROJ" {r — m) : g, a przeto R<o- i r — m) : g — Rr : r 0 , s tąd b e z p o ś r e d ­
nio r — r0m(»- : [rv(»- — £-J = /// : [1 — g : r0oj2] = : 11 — (u>a: w)2]. Tea 
wzór wskazuje, że s t rzałka ugięc ia dąży nawet do zera przy nieograniczo-
nem wzrastaniu 6>, co zresztą stwierdza d o ś w i a d c z e n i e . Stąd wnioskujemy, 
że: pionowy g bki watek o stałym przekroju z osadzonym po środku wir­
nikiem może wirować bezpiecznie z szybkością kątową -wyższą od krytyczne;}. 
Ze wzoru oi„ — / [>-E/g • R A \ zauważymy z ła twością , że pionowy g bki wa­
łek o stałym przekroju z osadzonym po środku wirnikiem ma Szybkość kry­
tyczną tym niższą, im niniejszą posiada wartość moment bezwładność prze-
kroni wałka. Wałki te winny być przeto istotnie możl iwie najbardziej gib­
kie, o ile p r a c o w a ć mają jak w turbinach de Leval 'a przy s z ybkośc i a c h 
kątowych wyższych od k n tycznej. 

Inaczej nieco zachodzą te zjawiska przy wirowaniu gibkiego wałka 
poziomego. Wobec oddz ia ływania okresowego siły ciężaru wirnika R na 
wałek, s t rza łka r ulega zmianom okresowym przez czas jednego obrotu 
walka, stanowi przeto zmienną zależną od t, zatem prócz 'siły o d ś r o d k o w e j 
ROJ 2 ( r - ' r m ) : g w ś rodku wirnika będz ie działa ła dodatkowa siła bezwład­
ności -Rr" :g, gdzie przez r" oznaczyl i śmy przyspieszenie d-r:dt'] zmian 

kresowyefi strzałki r. Obie te siły leżą niewątpl iwie na osi strzałki r. 
Ten sam kierunek ma również i sprzeciw sp rężys ty E/r fi L* przyna­
leżny do strzałki r, natomiast siła ciężaru wirnika tworzy z osią r ką t j 
okresowo zmienne. Zgódźmy się l iczyć czas t od chwil i dolnego przej­
śc ia strzałki r przez p ionową p łaszczyznę , p rzechodzącą przez pierwotną 
o ś AB wa łka n i eodksz t a ł conego . W moment / s i ła pionowa R utworzy 
kąt tut z osią strzałki r. dając na osi tej strzałki składową Rcos mi. W y ­
chodząc z zasady d'Alemberta możemy nap i sać , ż e — Rr"'• g ROJ-' (r \-m): 
:g-\-R cosat* EJr: >x/J=0, inaczej jeszcze r"-\ -n-r — g coso>t — M-m—O, 
gdzie w 2 —Elg : \i.RL-• t»-—g: r 0 - . Ca łka tego równania r — AsinntĄ 
licosnt -rpcosi»ł~\rto-m : « 2 , gdzie p--g • (w 1 —w 2 ), zawiera dwie s tałe ca łko­
wania. Te s tałe mogą być wyznaczone w następujący s p o s ó b . Oznaczmy 
pize* rn, war tość strzałki r dla momentu począ tkowego , a otrzymamy r 

B~\-p-\-ui->n;tr. Nadto dla fe==Jt: 2n niech będzie r - - r a , a zatem r.,— 
—A-\-pcos{i>iTi: 2n)--IO2MJ: n'. Z tych wzorów odrazu się daje spostrzec, 
że gdy « 2 = O J 2 , lub n2=0 s t rzałka r staje się n i e skończen ie wielką — na-
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stępuje wyboczenie wirowe. Zatem dla watka gibkiego poziomego mamy 
aż dwie krytyczne szybkośc i a>, =n-—g : r„—e^, to jest o^—yg: 2r„ <o8 : 
V 2 »» 0,7 u>0, oraz w0 oraz w0 = ^ : r 0 . Stąd prosty wniosek, że niższa 
krytyczna szybkość kątowa poziomego wałka g bkicgo o stałym przekroju, 
z osadzonym pośrodku wirnikiem, stanowi 70% szybkości kątowej kry­
tyczne) tego samego walka, lecz wiruiącego pionowo. 

W wypadku ki lku wirników osadzonych na tym samym wałku bardzo 
dobre wyniki daje wzór Dunkerley'a potwierdzony doświadcza ln ie . Wy­
znacza on szybkość kątową krytyczną m0 w postaci 1 : w ==2 (1 : w,) gdzie 
u>t- oznacza s z y b k o ś ć krytyczną tego samego wałka, wirującego z jednym 
tylko wirnikiem i, a dodawaniem objąć należy wszystkie war tośc i przy­
na leżne do i wirn ików. 

§ 11. Wyboczenie wirowe wałków sztywnych. Weźmy pod uwagę 
pręt o stałym przekroju F i d ługości L, ustawiony pionowo w łożyskach . 
Prę t ten wiruje z szybkością kątową io, i jak doświadczen ie uczy przy pew­
nej krytycznej szybkośc i w0, ulega wyBoczeniu wirowemu, to jest poczyna 
drgać , wygina się i pęka . P o p r o w a d ź m y przez oś obrotową pręta jaką­
kolwiek p łaszczyznę , wirującą wraz z wałem. Wobec niemożl iwości otrzy­
mania zupełnej j ednorodnośc i tworzywa i n iezupełnej prostolinijności wału 
środki mas poszczegó lnych jego przekrojów poprzecznych będą leżały na 
krzywej przestrzennej, wogó le różnej od osi obrotu 00, czyli od geome­
trycznej osi panewek. T a krzywa ś r o d k ó w mas —istotna nś pod łużna walu 
W rzucie na tylko co poprowadzoną p łaszczyznę da krzywą znikomo odchy­
lającą się od osi obrotu, zak ładamy bowiem, że wał jest praktycznie dos­
konały, czyli w granicy naszych ś r o d k ó w technicznych prosty i z jednoli­
tego tworzywa odkuty. Istnienie mimo to pewnych krzywizn przypisać na-

eży nieudolności naszych ś r o d k ó w technicznych, W o d l e g ł o ś c i * o d g ó r n e j 
panewki obieramy dowolny przekrój poprzeczny o ś rodku masy rzutuiącym 
się na owej p łaszczyźnie w k o ń c o w y m punkcie odcinka w , gdy pręt pozo­
staje w spoczynku. Począ tek odcinka sk ładowej istotnej strzałki pier­
wotnej wału leży na osi obrotu 00, koniec stanowi zarazem rzut ś rodka 
masy elementarnej płytki, jaką otrzymamy, p rowadząc sąsiedni przekrój od-
egły o dx od poprzedniego poprowadzonego. Gdy pręt pocznie wirować 

masa tej płytki 5Fdx, gdzie przez 8 oznaczyl i śmy iloraz z ciężaru właśc i ­
wego tworzywa przez g, rozwinie siłę odś rodkową . Łączne działanie 
wszystkich tych sił elementarnych wygnie pręt, a ostatecznie linja wygię ­
cia ułoży się w rzucie na prowadzonej uprzednio płaszczyźnie w postaci 
nowej krzywej nieco bardziej wklęs te j w stosunku do osi obrotu OO. 

Zatem pierwotna sk ł adowa strzałki m wzrośnie do y—m-A-r, jak to najle­
piej zresztą uwypuklają (Rys. 54, 55 i 56). 
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Rzut siły odś rodkowe j masy 8Fdx na ow;j p ła szczyznę będzie co2 3A 
ydx, możemy przeto cały pręt rozpa t rywać , jako obc iążony siłami gnącemi 
rozlożonemi w stosunku u'-8Fy na j ednos tkę d ługośc i pręta, a zatem w myśl 
§ 22 księgi drugiej możemy wypisać równanie^ gięcia w postaci E/y""—.m-
SFy, gdzie / oznacza stały moment bezwładnośc i przekroju wału. Oznaczmy 
przez n' u>23/v.: El, a wtedy y"" • • « 'v . Całka tego równania y—Acn*- \ 
Bern*-\ C sin nx \ Dcos nx zawiera cztery s tałe ca łkowama , które należy 
wyznaczyć z warunków zamocowania wału . Przedewszystkiem załóżmy, że 
oba łożyska A0 i Bu. należą do typu wahl iwych (Rys. 54), tutaj więc przy 
.v_— o mamy y=m0, oraz yn"~o, p o n i e w a ż łożysko nie da momentu odpo-
rowego, k tóryby mógł z równoważyć moment St0=~Elv^". T o samo będzie 
dla x—l, gdzie odpowiednienie war tośc i yx—mL, oraz y^'=o. Te warunk1 

dadzą równania m„- .!• B-\-D, -O-- A B— D, , 
m^—Ae^ \-Be-rtĄ-( sml Dconnl, G<=Ae n l -} - /?«- n , — 
— Csinnl—Dcosnl. Z pierwszych dwóch r ó w n a ń 
wynika, że D-\Umu, oraz AĄ-B=s-ll2»%. Doda­
jąc dwa ostatnie równania będz iemy mieli Aeni | 
-j-Z?e'n l- - '/2"h- S tąd b e z p o ś i e d n i o y l ^ 1 / ^ 1 w x — w , ^ ' n l ) : 

: (enl-~e.-nV)='jnx••-»'*„ c"nl) : Asm /ml, B—l/.2 (m„ <--"' — 
- mx) : (eni - ent)—(maenl m,): 4sin linl. Nadto dwa 
ostatnie równania dają bezpoś redn io (sin nl-\-Dcos 
nl—^^m^ skąd C—l\2 (fn\ - MgBM nl) : sin nl. Ten 
ostatni spółczynnik staje się n ieskończenie wielkim, 
a znim i y przy sinnl O to jest przy nl—-~ stąd 

;,'/'- SFwl* : El. Oznaczmy mase wału przez 
\>. 'JFI, a otrzymamy war tość krytyczną szybkośc i ką towej <»„-•---" / El: ;>./V 
przy której wał niewątpl iwie ulegnie wyboczeniu. Będzie to szybkość kry 
tyczna najniższa, istnieją bowiem szybkośc i krytyczne wyższych rzędów 
przyna leżne do dalszych p ie rwias tków równania sinn'--—0 to jest do war­
tości nl=2~, 3TC i t. d. Stąd wniosek bezpoś redn i , ze szybkośc i krytyczne 
mają się jak 1 :4 :9 . . . i t. d. to jest w ' u =4w 0 , w" u — 9w0 i t. d. 

Z kolei dla łożysk nieruchomych (Rys. 55) będz iemy mieli przy x=±o 
warti ści yu - - tn$, y'u — (r)0, oraz przy x—l war tośc i y{ — mx, y\ == 8j po 
nieważ łożyska nawet najściślej osiowo ustawione, umożliwiają zawsze 
pewno nieznaczne zresztą pochylenia s ię wału 0 O i 0, w panewkach. Stąd 
otrzymamy warunki m0 — A -{- B-\-D, 0O : n — A— Bj-C\, ml---Ac''\ 

Be-"' - j - C sin nl-\- D cos nl, 0 , : n = J e n l — 7 ^ " ' -j - Ccos nl — I) sin nl. 
Z pierwszych dwóch równań mamy bezpoś redn io U — mt)—A — B, C = H , : 
: n — A-\-B, zatem z dwóch ostatnich po podstaw ieniu otrzymamy MA-\ 

NB=V, PA + OB^W, skąd A — (OV— NW) : A, oraz B~ 
— {MW—PV) : A, gdzie dla sk rócen ia oznaczyl i śmy: M — eni — sinnl-

Rys. 54, 55, 56 

file:///-Be-rt
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— rosnl, N = e'n l -\- sjnnt — cosnl, P=~> ent \- sinnl — cosnl, O = — <rnl -1 
L- smnl-\- cosnl, V= ml — (<">„ : ti) sinnl — ///„ cosnl, W -— Wj : «—(t)n : «) 

.cosnl Ą- tnu sinnl. Z tych wzorów wynika, że y staje się n ieskończenie 
wielkiem, gdy wyznacznik A — MU — NP -O. Po zebraniu wyrazów 
A == 2 (c n l -f- <rnl) cosnl-— 4 = 4 [cos c o s » / — 1] == 0. Równanie co.s 
cosnl — \ ma pierwiastki 51'8'jre 25 «/25*/aW> « / S 3 . 7 / ł 2 5 
"V V i (-w - j - Zatem dla najniższej war tości otrzymamy najniższą szyb­
kość kątową krytyczną Mu —-'\'rtz f E/ : \>-lA'. Szybkośc i wyższych rzędów 
będą rosły w stosunku 5" : 3-, 7- : 3- t t. d. to jest w' 0 = ('•>/.,)' w„, oo"0 =ss 

A r e s z c i e , gdy wał tkwi w nieruchomem łożysku A, a dru^i koniec 
wału swobodnie wiruie niczem nie podparty (Rys. 56) będz iemy mieli dla 
x—o war tości y 0 = >«,,, y'0 = @0, a dla x = l wartości y" = 0, oraz 
y,'f'= o pon ieważ w skrajnym swobodnym przekroju wału nie może pa 
nować ani moment Mv~EIy^\ ani siła tnąca Tl = Eyl

:". Te wamnki 
diją mQ = A -\- B 4- D. (->„ : « = A — B Ą C, Aenl -f- BenX — C s m «/ — 
— Dcos nl = o, Aenl Berni ~~ Ccos nl l.)smnl — O. 1 tu znów /==M/,, -

- A — B, C - 9„ : u A - B, a nadto z dwóch ostatnich równań po 
podstawieniu otrzymamy MA ' NB = V, PA Ar QB — W, stąd A == 
= (OV — N W) : A. /j z= - - / T ) : A, gdzie A/ = e"1 - f s i n n l 
.-f- cws«/, N = c n l — s m « / - j - co nl, P' = ć n l — 5 W M / j - COS«/, Q = — fc'"1 — 
s ' « ' i / - cos«/ , F = (60 : ;/) sinnl f- ; « 0 cosnl, W = (ty, : » ) ' COSM / — w 0 

sinnl. 1 w danym wypadku wybocz. nie wirowe nastąpi, gdy \ — APJ— 
— PN——2 (en] \ </"') cosnl — 4 = — 4 (cos/ml cosnl-} 1) = 0. Najniż­
szy pierwiastek tcg'< równania nl = 0,594:: daje krytyczną s zybkość pierw­
szego rzędu o,, = 0,353 z- YEI i ;i. L ;. Istnienie szybkości krytycznych pierw­
szego i wyższych r zędów zos ta ło stwierdzone doświadcza ln ie dla wszyst­
kich trzech powyżej rozpatrywanych w y p a d k ó w osadzenia wału w ł o ż y s ­
kach. Gdy szybkość kątowa zbliża się do fo0 wał poczyna wi rować nie­
spokojnie: bije na boki iem silniej im bardziej zbliżamy się do u>0, sk< ro 
ją jednak raz przekroczymy przy sztueznem powstrzymaniu wyboczenia, 
w a ł znowu wiruje spokojnie. T o samo się powtarza i przy nas t ępnych 
szybkośc i ach krytycznych Zazwyczaj wały sztywne pracują poniże j w 0 . 
Godz i się tu zaznaczyć , że we wszystkich trzech powyżej rozpatrywanych 
wypadkach wał może dźwigać szereg wirników. Nie zwiększa to jego mo­
mentu bezwładnośc i , natomiast pomnaża masę wału , można przeto korzy­
s tać ze wzorów powyższych , czyniąc w nich \i r ówne masie wału z nasa­
dzonymi wirnikami. 

§ 12. Przykłady i ćwiczenia . 
I-o. Dyl o przekroju kwadratowym c X <-'» długości / leży na p łasz­

czyźnie . Na środek prawego skrajnego przekroju B działa osiowa siła P. 
W y z n a c z y ć naprężen ia dynamiczne, panujące w poszczegó lnych przekro-

23 



— 82 — 

jacli. Na dolną powierzchnię dotyku do p łaszczyzny działa siła tarcia JO, 
gdzie / oznacza spółczynnik tarcia a Q—'{cH — w a g ę dyla, zatem dyl , 
rozpatrywany jako ciało sztywne otrzyma pod działaniem wypadkowej P—Q 
przyspieszenie /> == (P—jO) • (Q g) — g (P • Q — f). W odleg łośc i * 
od lewego skrajnego przekroju A dyla obieramy dowolny zresztą przekrój C. 
P a n o w a ć w nim będzie naprężenie osiowe 6X = (tnACp -(- QAC '/) • c2, gdzie 
przez ni x c oznaczyl i śmy masę , przez QAC — ciężar lewej częśc i dyla od A 
do C Pierwszy wyraz nawiasu oznacza siłę bezwładnośc i — drugi tarcia. 
Wobec tego, że m A ( . == Qx : gl, oraz QAV = Ox : I. będziemy miel i av — 
= \Px : / - Qjx : l~- OJx : l\ : c- as Px : c-l. Nadto wobec m i m o ś r o d o -
wosci p rzy łożen ia siły tarcia QxcJ = Qjx : I w przekroju C p a n o w a ć b ę ­
dzie dodatkowo moment M — 1/->Qjxc : l dający dla włókien dolnych na­
p rężen ie rozciągające M •. IV •-— iSQJcx : 2lcs == 3 Qfx •. lc2, dla górnych 
ś c i s k a j ą c e . Zatem na górnej powierzchni p a n o w a ć będą naprężenia (/>— 
— $QJ) x -. lc2, na dolnej dotykającej do powie rzchn i—naprężen i a (P-\-
-f- ZQf) x •. lc2. Skrajna war tość naprężenia p a n o w a ć będz ie we włóknach 
do lnych przekroju A. Będzie to (P ~\- 30J) •. c2. 

2- o Łącznik korbowy (Rys. 57), sprzęgający koła parowozu, łączy 
czopy AB. Promienie obu korb oznaczamy przez rozs ławienie kół, 
a zarazem d ługość łącznika przez L. Wobec ruchu p o s t ę p o w e g o ustroju, 
każdy punkt łącznika porusza się jednakowo z szybkośc ią r — w? i przy­
spieszeniem doś rodkowem zo=co--:, gdzie przez u oznaczyl i śmy s z y b k o ś ć 
kątową obu korb. W założeniu stałej wartości (i), kąt 0 odchylenia obu 
korb, będzie równy <W. Wyznaczmy w odległośc i z od lewego czopa A 

znikomą płytkę dz o masie uFdz, gdzie F 
<y*^ fi///////////io oznacza przekrój poprzeczny stały łącznika, 

a S jak zwykle — iloraz y : g. T a masa da 
siłę odś rodkową o/uo-;rfs, pochyloną pod 
kątem 0 ku osi podłużnej łącznika. Zatem 
łącznik możemy rozpa t rywać jako pręt obu­
stronnie podparty, a obciążony jednostajnie 
w stosunku q0 = oFi»2c na j ednos tkę diu-

RyS 57 g o ś ć ' . T o obciążenie dzia ła pochyło , skła­
dowe jego osiowe qacos& dadzą napręże­

nia osiowe, a sk ładowe poprzeczne qt) sin 0 — naprężen ia dynamiczne gnące . 
Jak zwykle siły osiowe pomijamy wobec obciążenia gnącego , które osiąga 
najwyższą war tość q0 przy 0 = 

Do tej skrajnej wartości dochodzi waga własna łącznika, który w ten 
s p o s ó b będzie dźwiga ł obciążenie jednostajne q — qn ±- yF na j ednos tkę 
d ługośc i . Najwyższy moment gnący będz ie n iewątpl iwie p a n o w a ł pośrodku 
prę ta . Będz ie - to M == % qL2 = y 8 L2 [8Fa>% \ - fF) l/8 tFL2 [a>2 c: g -|-
- j - 1J == ' / 8 GL [w2? • g \ - 1], gdzie przez G oznaczyl iśmy ciężar łącznika. 
Ten moment da skrajne naprężen ie dynamiczne O- — M : W gnące . 

3- o Korbozoód (Rys. 58) o stałym przekroju poprzecznym F łączy 
czop korby N z czopem K krzyżulca . W poszczegó lnych przekrojach kor-
bowodu panują przyspieszenia niejednakowe. Oznaczmy odpowiednio przez 
i i r{ od leg łośc i dowolnie zresztą obranego przekroju poprzecznego M kor-
bowodu od osi czopa krzyżulca i korby. Cała d ługość korbowodu niech 

n — 
' < ? 7 \ 

n — 
T4*<<>C\ 

1 ]0 j L \ 3 r i 



będzie L = a promień korby W założeniu stałej szybkośc i ką­
towej o), kąt odchylenia korby od linji martwych punk tów OK będzie 0 = 

— w/. Odłóżmy QCl—q i wyznaczmy 
odleg łość y ś rodka przekroju M od 
linji OK. W stosunku do punktu il 
spół rzędne punktu M b ę d ą : x — 
i cos & - f - •») cos p — ~n = i c>s co/ — 
{1 — cos (3) oraz y = |s « '« 0 : .£ = 
= (4?: L) sin OJ/, przyczem, jak widać 
z trójkąta KON będziemy mi J i nadto 
s/w [i = (i : Z,) SZM taL Zazwyczaj w 
ustrojach korbowych I : ; = 1 : 4 H -

1 : 6, a najczęściej A — 5 ? . W tych 
granicach kąt [3 jest nader nieznaczny, 
możemy przeto wprost nap isać x — 

Rys. 58, 59. — ; cos OJ/, y — (g ; L) i stn u/ , co od­
powiada przybliżonej war tości |3 ==ś O. 

A zatem przyspieszenie d2x : dt2 = x" —— no*cos <*t, może być uważane , 
jako równoleg łe do osi podłużnej korbowodu, a przyspieszanie d2y : dt2 == 
— y" —: _ (t : /,) ;ui-sin »»/ jako doń pros topadłe . Przyspieszenia .r" dają 
naprężenia dynamiczne osiowe y" — gnące . Pierwsze jak zwykle pomi ­
jamy, wobec g n ą c ) c h i rozpatrujemy w odległości £ e lementarną płytkę, 
g rubośc i dl. Jej masa oFdl da siłę bezwładnośc i oFdiy". Maximum tej 
siły — dF">'sldi : L odpowiada wartości 0 == '/ś5t, a przeto możemy rozpa­
t rywać korbowód, jako belkę opartą obustronnie i obciążoną na j ednos tkę 
d ługośc i w stosunku — SFuflĄ : L. a więc obciążeniem zmienia jącem s ię 
linjowo wed ług prawa tró kąta od zera ola skrajnej podpory K przegubo­
wej do maximum — DF^i dla drugiej skrajnej podpory IV ruchomej. O d ­
nośny wykres obciążenia podaje (Rys. 59). W danym wypadku odpór A' 
będzie równy %-Q. gdzie Q— ' / „ S A ^ A . Moment panujący w M wyzna 
czymy w p o s t a c i ^ f V , qi = %8F#<ifĄ — '/,; 8F<*&: L = % 5F<»*i [M — 

£ 3 : A) . Czyniąc równą zeru pochodną dM: dl == lĄ8F»fc [A — 3&3: A] = 
=s O, otrzymamy dla i — . ' A : ^ 3 skrajną war tość momentu yV/\i == o/".>'?A2: 
: 9 K3§;, która wyznaczy skrajne naprężenie dynamiczne gnące o A/M : W. 
Wobec niezbyt ścis łych założeń i uproszczeń , jakie czynil iśmy, wzór ten 
może być również , bez znacznego błędu, użyty i do korbowodu o zmien­
nym przekroju, należy jednak zamiast A" pods t awić średnią war tość wszyst 
k ich p rzekro jów korbowodu. 

4-o Koło zamachowe o ciężkim wieńcu obraca się na wale z szyb­
kością kątową OJ. Jego ramiona, wstrzymujące rozszerzanie się wieńca , 
dają w nim dodatkowe naprężenia gnące . Pochodzi to stąd, że wieniec 
swobodny rozszerza się znaczniej od ramion, poc iąga więc ramiona siłą A ' 
(Rys 60). P o p r o w a d ź m y i przekrojów ś redn icowych płaskich, przecinają­
cych wieniec p o ś r o d k u między i ramionami. Wobec zupełnej symetrji ob­
ciążeń koła swobodnie wirującego, naprężenia tylko co otrzymanych prze­
krojów wieńca dają wypadkową siłę os iową S„ i moment M0 gnący. Si ła 
tnąca przekroju mysi być równa zeru, inaczej bowiem symetrja obciążenia 
obu rozc ię tych po łówek nie da łaby się u t rzymać. P rócz tylko co wymie­
nionych 5 0 i M0 wieniec ulega działaniu ściągającemu A* ramienia, oraz 
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Rys. 60 i 61. 

si lom o d ś r o d k o w y m . Oznaczmy przez F poprzeczny stały przekrój wieńca , 
przez ? promień jego środka c iężkości , przez z kąt pomiędzy osią rozpa­

trywanego ramienia, a płaszczyzną dowolnego 
przekroju (Rys. 61). Prowadząc przekrój sąs iedni 
otrzymamy wycinek wieńca odpowiada jący róż ­
niczce kąta dz Masa wycinka o /s dz daje siłę 
odś rodkową dC'= BFs a <oV». Wobec zupełnej 
symetrji obciążenia dwa równania statyki wy­
pełniają s ię same przez się, pozostaje przeto 
jedyny warunek równowagi rzutów sił na oś 
podłużną ramienia, fen warunek da: 2 5 0 sin a 

o/s '-«•»-coszd?:-~2o/•; -«>25'«a, gdzie 

przez a oznaczyl iśmy po łowę kąta p o m i ę d / y ra­
mionami sąs iedniemi . Stąd mamy S0—GP; -CO"— 
— A*: 2 s « a, moment 7IŹ0 pozostaje statycznie 
niewyznaczalnym. Chcąc go okreś l ić wyznacza­

my p racę sprężystą rozpatrywanego wycinka koła zamachowego W tym 
celu oznaczamy przez St, s i łę os iową poprzecznego przekroju ramienia 
i rozpatrujemy wieniec, jako pręt o nieznacznej krzywiżnie. W ten s p o s ó b 

C "M'c,dz 
otrzymamy ze względu na symetrję obu połówek wycinka II = 2 J 2EI 

-f- 2 | 9/r/,- ' . I o/,- rr > § d z ' e przez / oznaczyl iśmy moment bezwła -

dnośc i wieńca wzg lędem osi g łównej równoległe j do osi obrotu, przez 
E i Ł\ spółczynniki sprężys tośc i two.zywa wieńca i ramion, przez A , stały 
przekrój ramienia. 1 Nadto pomijając wymiary piasty d ługość ramienia czy­
nimy równą ?. W danym wypadku mamy niewątpl iwie M—Mu—St,c\\ — 

— cos(a. — z)\ •! 5 / 4 •• d<\ cstftit = Mo — -S. « [l-cos(a~z)\- • o/''co-c: ! [1 
. ' 0 

— ro5(a — z)\ — MQ — \S0—o/•"»»'-' ; -| ; [ 1 — cos(o. — 'f)j, jak to zresztą najle­
piej daje się spostrzec z rysunku. Z kolei na mocy poprzednio otrzymanego 
wzoru dla S„ otrzymamy ostatecznie M— Ma~~7-jXc f l — cos(o.— (p)] : s i«a . 

W podobny s p o s ó b otrzymamy S—S0coĄa — z)-' SF****dtysin&==S0ćos 

(a ---z) -J- o /• '<» - ; 2 [1 — 

3 /«"m - — IL XC0S (a. 

• cosia. — z) \ — o F> 2] cos(a-—-i)= 
/•a—o 
I O/M" j ! - jty 

sm(a — !p )~ 

z):sina., oraz 7* ==505W»(* — ' 

eosó = So s«» (« - '•?) — o A' "> '-' -r '-' s/rc (a - <p) s== \ \ — o / r ' " 
—ll.,Xsin(o. — z) : sina.. Na mocy zasady najmniejszej pracy możemy napi-

sać dii : <)M0 = d\\ : d A r = O. Pierwsze z tych równań da M -: dz = 

= i I / 0

; a-i" A r s 2 a : 2 s / «a — A ' s -' sino. : 2 s » n a = O, stąd M 0 = - % A ? (1 : s « i a -
— 1 : a), a przeto = - V , A " ; (1 : ima—. -1 : a ) - 7, Xi [1 : sina. — cos(a. — 
— z) : sinoĄ = lL A ' ; [1 : a - cos (a — -f) : xi« a). Chcąc skorzys tać z równa­
nia dli : dX = O należy wyznaczyć war tość siły A' , . Weźmy pod u w a g ę 
siłę odś rodkową ramienia. W tym celu w odleg łośc i i od ś rodka przekroju 
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wieńca wyodrębniamy płytkę AA'. Jej masa oJr tli rozwija siłę odś rodkową 
2(*• — & d i Oznaczmy przez z — s — Przekrój y i / f , odległy o s 

od osi obrotowej koła u legać będzie sile rozciągającej X, oraz wypadko­
wej sił odś rodkowych , tylko co wyznaczonych, a przynależnych do wszyst­
k ich płytek górnej części ramienia, możemy przeto nap i sać , że siła osiowa 

tego ramienia S — A* j- V%Ą »»(« - - i)dc=.X— <»2[(; — 

=A' + '/•_> "'2 (; " — z")- Ostatecznie więc dl\ : dX = 2 
!/-: dz 

Et 

W ? +" 2 J „ £ F <*A "*"J 0EiF1óX 
Xi 

1 cos(a—[;)] : V ' f 
StfłO j / . ' / 

c o s ( a — c o s f a — z ) dz /'? 
l § / r ( U 2 , ? _ i / 3 A ^ V. Y <-=f.:4: [A '+VA *. "' ^ ' J ~ L ' sma | s>wa A r . ,, 

«fe A ? 3 C"- [ j_ 2 ros i .a -c . ) ( co5ł(a — g)] ' / ' " 3 

^ T^A", = " 2 7 7 . ' o l a L ' ~ a s/«a s m ! a J r EF sim. 
A ? A ? 

J : C0SI a 

A ' ? 3 Tl 2 7. sm 2 al /•«>-; » A« 1 A « 3 T1 2 ot 2 a /•">-; » 
/:1 * EtFt 2EF « a.~2siniJ.~4sin2a Ef ' 2 A7'"s«'«-'/ 

a s / ' «2? l A« s 3 

I , 4~J /f A' ^" " ' 2 pT7 = °" S t ą d o s t a t e c z n i e A = 
= _ V j Y i £ : A',) [ ( s / « 2 a - j - 2 a) (1 : A | - « 2 : /) : 8sin*a - : 
: 2 a E :.EtFi]. Dla ułatwienia wyliczeń podajemy tu tabl icę war tośc i 
2a i J = (sin 2 a -[- 2 a) : 8 sin '-' a dla różnych wartości l iczby ramion: 
t' = 4 6 8 10 12 
2«=-= 1,5707963 1.04711)76 0,7853982 0,6283185 0.5235988 

/ = 0,642 7004 0,9566222 1,2739308 1,5918995 1,9100612 
Ty lko co rozpatrzony wzór można również s to sować w wypadku ramienia 
o przekroju zmiennym należy jednak dla F\ b rać średni przekrój ramienia. 
Cała powyższa teorja wyprowadzona była w założeniu statej kątowej szyb­
kości t» ko'a zamachowego. Dalsze rachunki prowadzą się jak przy ob l i ­
czaniu prę tów krzywych. 

5-o. Wahadło (Rys. 62) z łożone z •c iężaru G i prę ta A' zawie­
szono na przegubie C pośrodku belki poziomej AB. Wyznaczyć naprę 
żenią dynamiczne jakie powstają w belce przy ruchu wahadła . Oznaczmy 

- całkowitą d ługość belki przez /, przez 7 moment bezwładnośc i kuli wa-
yi . had ła wzg lędem osi obrotu, przez z odchylenie pręta 

J ~ - ? ~ir * o c * P ' o n u - przez a skrajną war tość tego odchylenia. 
J j ^ A-—^_>- Z równania momentu ilości ruchu otrzymamy przy-

6 j ^ f \ ^ B spieszenie kątowe obrotu p = GR smz : 7. Nadto 
niewątpl iwie oznaczywszy przez w szybkość kątową 

Rys. 62. obrotu, będz iemy mieli p — dm : dt s tąd bezpoś redn io 
p : w — — dio •. dz, pon ieważ 10 zmienia się o d w r ó t -
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nie do cp. Zatem 2u>du> — — 2Gr sinzdz •. 7, stąd, całkując w granicach 
<p i a otrzymamy ( U- = 2GR (cosf — cosa) : 7 ponieważ dla punk tów zwrot­
nych, to jest dla jp = a szybkość kątowa staje się równą zeru. Ruch wa­
had łowy daje w przegubie C nacisk poziomy X i pionowy Y, przyczem 
oś CX kierujemy na prawo oś, CY do góry. W tym układzie spó ł rzęd-
nych, spół rzędne ś rodka ciężaru G będą x — — rsi.nz, y = — rc >sz, a przeto 
X= G \Ru2sńiz—(du> : dc) cosz\ •. g == GR (aPsitw -f-pensy) : g — G-
R"smy (3cosy - 2COST) : Ig, oraz Y = G | litu'2cosy -f- 7? (*» i dy) asmy -. g-\-
- j - G == G2R- (2cos~y — 2cos<x cosy — siny) •. gl -f- G. Siła osiowa X, jako 
działająca poś rodku belki daje odpory osiowe A = B = 7 2 X . poziome 
wywołujące naprężenie wahliwe aA. — X : 27', gdzie jp oznacza stały prze­
krój belki . W samej rzeczy, oznaczmy statycznie niewyznaczalny odpór A 
przez Z. Praca sprężys ta dla sił osiowych Z, X, B będzie \\v—l/2l 
\Z" J\ (X—Z)-J : 2EI\ skąd na mocy twierdzenia Menabrea ()l l t . : ćZ — 
== [ Z — XĄ- Z\ l i 2EF == O, co da Z =j J / 2 Druga siła ^daje skrajną 
war tość momentu w ś rodkowym przekroju, a zarazem i naprężen ie o,, = 
= )7 : 4 W , gdzie W 7 oznacza skażnik wytrzymałości belki . Skrajne na­
prężenie dynamiczne p a n o w a ć będzie w ś rodkowym przekroju. Będzie to 
a — Yl \ W-\ X •. 2L- Czyniąc dz •. dy == O z ła twością wyznaczymy 
kąt <p = [i, dający najwyższą war tość dla a. T a war tość będzie miarodajna 
przy wyznaczaniu właśc iwych wymiarów belki . 

6-o. Drąg (Rys. 63) AG, zakończony znacznym ciężarem G obraca 
się swobodnie oko ło przegubu A z szybkością kątową stałą w. W pew­
nym momencie ruchu w punkcie G ustawiono podporę niesprężystą o którą 
pręt uderza. W założeniu przegubu A i podpory C n iesprężys tych ca łko ­

wita siła żywa ustroju, wy ładowana przy uderzeniu 
przejdzie w pracę sprężystą drąga. Jego masę mo­
żemy oczywiśc ie pominąć , wobec masy m = G •. 
a zatem siła żywa ustroju będzie l / j — ^-/^nut-L'2. 
Wyznaczmy p racę sprężystą pręta . W tym celu roz­
patrujemy pręt oparty na dwóch podporach A i ('. 
i obciążony w G siłą wrzekomą P. Lewy odpór bę­
dzie równy A — P (L — a) : a. Da on w przekroju 

bieżącym lewej części AC drąga odległym o x od podpory A moment 
gnący Ax. D la prawej części pręta w przekroju poprzecznym odległym 
o a od G, będz ie panowa ł moment PZ, a zatem praca sprężysta pręta 

ra pi (L—a)- x? r l ' • P- z- dz \ 
" = J 2EW • J I* W " . ^ /'-' (L—a)2 L = EL Czyniąc 

II r ówne sile żywej poprzednio wyznaczonej będz iemy mogli o t rzymać 
war tość siły wrzekomej P, a lepiej jeszcze skrajną war tość momentu gną­
cego, dla przekroju C w postaci M= V (L—a) — w YSEJmL, który da 
skrajne naprężenie gnące . Odrzućmy ciężar G. Siła żywa drąga AB, w i ­
rującego ze stałą szybkością kątową „, około przegubu A wyznaczy s ię 
jako suma sił żywych poszczególnych płytek pręta. Oznaczmy przez ;>. 
ca łkowitą masę pręta — masa płytki dx grubej, wyodrębn ione j w odległo­
ści x od przegubu A wynosi \>.dx •. L. s zybkość zaś x<&, stąd siła żywa 
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drąga 7 2 ^<Ó 2 *V# t L = V 6 ̂ 'LK Wyznaczmy p racę sprężys tą . W d a ­

nym wypadku każda poszczegó lna płytka gra rolę ciężaru G. Jej ilość 
ruchu wynosi Mx^dx •. L, a zatem obciążenie drąga winno być proporcjo­
nalne do &\i.xdx : L i równe qxdx gdzie przez q oznaczyl i śmy M2<OJJL : L, 
a n'1 gra rolę spółczynnika p roporc jona lnośc i . Będzie to więc obc iążen ie 
t ró jkątne . Z równań statyki A -Ą-B-\- 7 2 qL2 == O, Ba |-% L • x\nqU= 
= O otrzymamy B = — 7 S qL" •. a, A = y # f L * (2 Z, - 3a) : a. W pierw­
szej połaci AC w przekroju b ieżącym odleg łym o x od osi obrotu pano 
w a ć będz ie moment M± = Ax-\- %qxj }/3x= AxxUqx% w połaci drugiej 

Af, — AxJ

l-B(x—a)-J

r

1/l-qx3, zatem praca sprężys ta 1 1 = J | M dx Ą 

i skrajną war tość momentu Mu = Aa^\-1

l\.qa'\ panującą ponad przekro­
jem C. T a war tość da najwyższe naprężen ie dynamiczne gnące . 

7- o. Wał obraca się w łożyskach z szybkośc ią kątową OJ stałą. Tuż 
za łożyskami na jednym końcu wału tkwi korba, na drugim koło o bardzo 
ciężkim wieńcu . Ca łkowi ta d ługość wału od nasady korby do piasty koła 
wynosi L, ś rednica D. Wskutek wypadku korba zos ta ła nagle unierucho­
m i o n a — w y z n a c z y ć skrajne naprężen ie dynamiczne wału. Oznaczmy przez 
0 biegunowy moment bezwładnośc i koła wzg lędem osi obrotu wału . Siła 
żywa koła będz ie więc y 2 8<»2. Wobec znacznej masy koła — możemy 
śmiało pominąć masę samego wału, zachowując jego własnośc i sp rężys te , 
a przeto po unieruchomieniu korby cała siła żywa tylko co wyznaczona, 
przetworzy s ię w pracę sprężys tą wału , dając kąt skręcen ia -s. Oznaczmy 
przez M0 domniemany moment skręcający obc iążenia stopniowego, przy 
na leżny do tej war tośc i cp. Jego praca sprężys ta będz ie l l = 7 2 r M0, po­
nieważ jednak y=sM0L:,Qrl0, gdzie przez /„ jak zwykle oznaczy l i śmy bie­
gunowy moment bezwładnośc i przekroju wału, zatem \\-1/./^-Głll:L—1l2^1"-. 
Stąd wyznaczymy cp, a, co zatem idzie i M„. Z kolei z równania x0=M0 : lVn 

otrzymamy skrajną war tość naprężen ia dynamicznego wirowego. 

8- o. Dwuteownik Ku 20 pięć metrów długi obustronnie końcami spo­
czywa na podp' rach przegubowej i rolkowej. Ponad ś rodkowym jego prze­
krojem wisi c iężar R==lt. Z jakiej wysokośc i // ciężar spaść powinien, 
aby dwuteownik pękł przy uderzeniu? W danym wypadku przekrój dwu­
teownika A = 3 3 , 5 cm.'-', /=2142 cm. 1 , U/=214 cm. 5 , nadto metr b ieżący 
waży 26,3 kg., wobec tego ciężar dwuteownika wynosi G = 5 X 2 6 , 3 = 
=131 ,5 kg. D l a żelaza zlewnego /v'A,.=50uO kg./cm.'- a zatem w myśl wzoru 

§ 3 będz iemy mieli 7S — ne„ [lĄ-fl -f-48 £ 7 » 2 :gRŁ*\— \RL :A W\ [\-\-
-fr-Kl+96 E/h• RlĄ. Inaczej jeszcze 5 0 0 0 = | 1000 >< 500: (4X214) | • 

rY 1^-96X2150000X2142 X h • 1 ° ° 0 )< 500: ,J, skąd h — 15,8 cm. Wynik 
ten się nieco zmieni gdy uwzględn imy masę dwuteownika. W tym celu 
we wzorze powyższym należy zamiast R =1000 pos tawić R = 1000 - j - 1 7 X 

Czyn iąc II -1i.<uu-/J wyznaczymy n1 a zatym 
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X 131,5 : 35 — 106:>,6. W ten s p o s ó b otrzymamy h' = 16,9 cm. Obie po­
wyższe wartości w rzeczywis tośc i będą nieco większe , pon ieważ uderzeniu 
ulega cały szereg płytek ś rodkowych dwuteownika. 

9-o. Dyl sosnowy (Rys. 65) o przekroju pros tokątnym B^H stałym 
jednostronnie osadzono i obc iążono c iężarem/r 1 skupionym w przekroju O 
w odległości / od przekroju osadczego. Dzięki podpórce C odpowiedniej 

wysokośc i , ustawionej na pod łodze , dyl pod c iężarem / ' 
me daje odksz ta łconej . Wyznaczyć skrajną war tość na­
prężenia dynanrcznego i zbadać drgania jakie powstaną , 
gdy podpora znagła zostanie usunię ta . Niech będz ie 
11=20, Bł=24 cm., 1=2 m , # = 4 3 0 kg., zatem przy 
obciążeniu stopniowem w przekroju <•sadczym p a n o w a ć 

Rys. 65. będzie naprężenie skrajne i„--RL: W — 4 5 0 X 2 0 0 : ( V ( J X 
X 2 4 X 2 0 X 2 0 ) = 5 6 , 2 5 kg cm.-. Aby wyznaczyć n a p r ę ­

żenia dynamiczne, przy nagłem działaniu ciężaru należy ustal ić odnośne 
wzory. Załóżmy przedewszy stkiem, że c iężar A ' uderza na belkę , spadając 
na przekrój O z wysokośc i h po usunięciu podpórki C i wyznaczmy energję 
kinetyczną dyla. W danym wypadku statyczna strzałka ugięcia dyla w prze 
kroju od leg łym o ^ od / ] (§ y ks i ęga , druga str. 41) będzie f\ — V, 
{i—'/j C): El a w przekroju (J:ra~-W : 'SE/, zatem szybkość , jaką nabędz ie 
po uderzeniu przekrój b ieżący otrzymamy w myśl zwykłego założenia : 
Wx = W ) : f = l ( i ar [3 ( £ : i ) 2 — ( C : /)*]. Oznaczmy przez G c iężar części DO 

fl Gw"1 fi 
dyla, a otrzymamy jego siłę żywą A = I l/2 Gw2d'~:lg\.,. , |9(-):/)'— 

.) n 4& I J n 4gl 

w". Zatem możemy uwzględnić m a s ę 
33 G 

.140 g_ 
dyla w postaci masy zas tępcze j m==i3/U0 G:g, skupionej w przekroju O, 

a przeto, jak w § 3 otrzymamy r r, |1 \ f \ - f - v 2 : grn (1 -4- 3 3 / u 0 G :g\. 
W danym wypadku v:-O, jak to wynika z warunków za lan ia , mamy w i ę c 
r=2 r(t oraz a = 2 a „ = l 12,5 kg./cm. 2 , war tość naprężenia dynamicznego, nie 
przekracza jącą granic dla drzewa sosnowego k~ = 100 - j - 12Q kg./cm.'-'. 

lO-o. S'lmk spalinowy obciąża połową ciężaru własnego A' ; 1400 kg., 
ś o d k o w e przekroje dwóch równoleg łych d w u t e o w n i k ó w Ns 22, opartych 
końcami na podporach rolkowej i przegubowej. Wyznaczmy okres drgań 
właśc iwych tego pod łoża w założeniu czterometrowej długości dwuteowni­
ków. Będzie to T- 2~ fru (1 - j - \>. G : 7?): g wed ług wzoru § 5 . W danym 
wypadku r0-=R/J: 48 A7,;>. - • 1 7 / : l l . Dla d w u t e o w n i k ó w At> 24 mamy z. ta­
bl ic 7- 3060 c m 4 . lV=r-278 cm. 3 oraz wagę b ieżącego metra 31,09 kg. 
Tutaj więc G=4><31,09=124,36 kg. £ = 9 8 1 cm /sek.-, a przeto 7=0,1087. 
Jak wiadomo silnik spalinowy daje drgań a wymuszone Oznaczmy przez 
n l iczbę obro tów silnika na minutę, zatem okres tych drgań będz ie Tw=00: 
W mysi naszych rozważań możemy oczek iwać zjawiska oddźwięku sprę ­
żys tego , gdy T w = T, Stąd ;? 0 =60:0,1087=-552. Nieco s łabsze drgania 
wystąpią przy « Ł = 5 5 2 : 2 ^ 276 obrotach si lnika na minutę, jeszcze s łabsze 
przy ii.,=552: 3 a? 184 i t. d. Załóżmy, że przy 276 obrotach si lnika na 
minutę oddźwięk sprężys ty wystąpi ł tak silnie, że aż wzbudzi ł o b a w ę o ca-

i 
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łość ustroju. Obro tów silnika zmienić nie można ze względu na wymiary 
kół pędnianych — nie pozostaje nic innego, jak tylko zmienić przekrój belki . 
Statyczne naprężenia gnące dwu teown ików JNS 22 wynos i ło - = 7 V : 4 W == 
= 1 4 0 0 X 4 0 0 : 4 X 278=503,6 kg. /cm. ' . Dla belek M 17 mamy G' = 4 X 
X 19,78=79,12, 7=1106, ^ f = 1 3 7 , a przeto 7=0,1797 oraz M „ = 6 0 : 0 ,1797= 
= 3 3 4 , ;7,=167. T a belka nie daje więc zupełnie zjawisk oddźwięku sprę ­
żys tego , aczkolwiek naprężenie skrajne statyczne będzie dla niej o- 1 4 0 0 X 
X 400; 4 X 137 = 1021,7 kg. /cm. 2 , a więc dwukrotnie wyższe od poprzed­
niego. 



CZĘŚĆ DZIEWIĄTA. 

S T A T E C Z N O Ś Ć U S T R O J Ó W . 

§ 1. Metoda autora. Uderzająca różno rodność twierdzeń części 
szóstej, opartych na energetycznych podstawach nasuwa myśl o koniecz­
ności istnienia twierdzenia macierzystego, z k tórego owe poszczegó lne twier­
dzenia winny wyp ływać w postaci wn iosków bezpoś redn ich . T o twierdze­
nie istnieje i daje n ies łychanie donios łe wynik i praktyczne. Stanowi uzu­
pełnienie i rozwinięc ie podstawowej zasady Wyt rzyma łośc i Tworzyw, wy­
głoszonej w zagajeniu. Weźmy pod u w a g ę ciało sp rężys te , pozos ta jące 
w trwałej r ó w n o w a d z e odksz ta łcone j , pod jarzmem z r ó w n o w a ż o n e g o układu 
sił zewnęt rznych. W założeniu budowy ciała cząs teczkowej , każda jego 
drobina trwa w stanie równowagi pod jarzmem sił wiążących , naprężeń 
odkszta łca jących i oporowych. Będziemy rozpatrywali wyłącznie tylko ciała 
stałe bez pierwotnych naprężeń w napięc iu , możemy przeto pierwszy układ 
sił wiążących pozos t awić bez uwagi : siły Jego, jako z r ó w n o w a ż o n e , dają 
wypadkową równą zeru dla każdej drobiny, a zatem i p r acę równą zeru 
przy wszelkich zmianach odległości międzycząs t eczkowych . Oznaczamy 
przez 8.6 elementarną pracę naprężeń odksz ta łca jących danej drob ny 
przy pewnern możl iwem odksz ta łcen iu , a właśc iwie mówiąc — prze­
sunięciu tej drobiny. Przez oB oznaczamy takąż p racę naprężeń opo­
rowych. D l a wszystkich drobin otrzymamy S5C - j -S5/3, a przeto wo­
bec istnienia trwałej równowagi odksz ta łcone j będziemy mogli nap isać 
w myśl zasady prac możl iwych (virtuel), że X8C -I- = O. Naprę ­
żenia odkszta łca jące powstają wyłącznie tylko pod jarzmem sił zewnę t rz ­
nych i giną wraz z niemi, z założenia bowiem rozpatrujemy wyłącznie 
tylko ciała sp rężys te . Stąd wniosek bezpoś redn i , że ESC wyraża pracę sił 
zewnęt rznych SL—możliwą, bo przynależną do odksz ta łceń możl iwych. 
W myśl tego samego założenia praca naprężeń oporowych )LOB stanowi 
wydatek energji wewnęt rzne j , inaczej mówiąc rodzi się z utraty pewnej 
cząstki energji sprężyste j wewnęt rzne j , czy l i pracy sprężys te j II, możemy 
przeto us ta l ić zasadnicze równanie rózvnowagi odkształconej ciała sp ręży ­
stego SL—811=0, Głosi ono, że elementarna praca możl iwa sił zewnęt rz ­
nych przechodzi w pracę sprężystą w wypadku równowagi odkształconej. 
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Ten energetyczny warunek równowagi odksz ta łcone j stanowi owo wspom­
niane wyżej podstawowe twierdzenie Wytrzymałośc i Tworzyw, wymaga 
jednak pewnych omówień dodatkowych, a nadewszystko ustalenia pojęcia 
„możl iwych odksz ta ł ceń" , o których wyżej była mowa. 

W tvm celu obieramy pewien, zresztą zupełnie dowolny układ jakich­
kolwiek osi spół rzędnych s tałych i wyznaczamy pierwotne spó ł rzędne danej 
drobiny ciała rozpatrywanego dla stanu równowagi odciążonej . P o obcią­
żeniu i ponownem ustaleniu się trwałej równowagi odksz ta łcone j , spó ł rzędne 
pierwotne rozpatrywanej drobiny ujawnią pewne znikomo małe przyrosty— 
składowe przesunięcia, czyli odkształcenia poosiowe q — danej drobiny, za­
leżne od jej położenia w ciele oraz od sił odkszta łcających. Zatem mo­
żemy przeds tawić q w postaci q—sLamfm (m = 1,2 ... ), gdzie przez Jm ozna­
czyliśmy pewne, zupełnie zresztą ściś le okreś lone funkcje wyłącznie tylko 
pierwotnych spó ł rzędnych drobiny. Na razie jeszcze nie wyznaczone spół-
czynniki aw uzależnić mają ą od sił zewnęt rznych /-",• (i = 1,2 .. f) od­
kszta łcających, możemy przeto rozpa t rywać alin jako uogóln ione si ły we­
wnęt rzne , powodujące odksz ta łcen ie q danej drobiny. W ten s p o s ó b ciało 
rozpada się pon iekąd na g romadę cząs teczek , obciążonych uogólnionemi 
siłami am, k tó re dają te same odksz ta łcenia , co i siły zewnę t rzne P; istot­
nie działające. T o odwrócen ie istotnego stanu rzeczy możliwe jest oczy­
wiśc ie wtedy jedynie, gdy wszystkie odksz ta łcen ia q są od siebie nieza­
leżne, trzeba więc , dla uniknięc ia sp rzecznośc i , z góry tak dobrać funkcje fin 

aby spełniały wszelkie warunki geometrycznej zależności rozpatrywanego 
ciała s ta łego p d pozos ta łych , w tym bowiem tylko wypadku będz iemy pewni, 
że mamy prawo uniezależnić drobiny; w każdym innym otrzymamy pewne 
warunki, wiążące całe gromady q. Uwzględn ien ie warunków geometrycz­
nych przez właśc iwy dobór funkcji fm, pozwala wyznaczyć odksz ta łcen ia 
możl iwe oq = lijmcjalH, p rzynależne do warjacyjnych przyros tów sił uogól­
nionych am, umożl iwia przeto ustalenie właśc iwej postaci i war tośc i II, jako 
funkcji tych sił uogólnionych i p rzesun ięć , a nadto jeszcze ułatwia wyzna­
czenie przesunięć sił zewnęt rznych pt- w postaci Pi = qi=z^-a

mji,„, gdzie 
dodawanie należy wypełnić według wskaźn ika m. 

Wyznaczamy funkcję (7= - ripj— n — cnergje rozpatrywanego ciała 
sp rężys t ego . Pierwszy jej wyraz daje niewątpl iwie p racę sił zewnęt rznych 
P{ czy l i p racę L, drugi p racę sprężystą, możemy przeto podstawowy 
warunek równowagi wyp i sać w postaci %L. — oU = oU=0. Stąd wniosek 
bezpoś redn i , że równowaga ciała sprężystego odpowiada skrajnym wartościom 
jego energji, czyl i maximum lub minimum funkcji U. Praca sił wewnęt rznych 
uogóln ionych jest niewątpl iwie rdzennie dodatnie, to samo dotyczy i pracy 
sprężys te j , zatem wartości skrajnej najwyższej U zoinna odpowiadać równo­
waga odkształcona stateczna ciała sprężystego, najniższej caś - równowaga nie­
stateczna. Z ła twością można to udowodn ić , zważywszy , że w pierwszem wy-
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padku przy wszelkiem możliwcm odksz ta łceniu praca sprężysta ciała rośnie 
w drugim - maleje, a przeto w pierwszem wypadku wytrącenie z równowagi 
może być dokonane tylko z pomocą energji zewnęt rznej , w drugim odbywa się 
kosztem energji wewnęt rzne j sprężys te j : ciało raz wyt rącone ze stanu równo­
wagi odkszta łconej niestatecznej, odksz ta łca się samo dalej, wydatkując własną 
energję sprężystą. Zatem warunkom najzupełniej ogólnym §U=0, d2U<nO od­
powiada t ó w n o w a g a odksz ta łcona ciała sp rężys tego stateczna, warunkom 
zaś o/_/= O, B2U> Q — niestateczna. W szczególnym wypadku całego 
szeregu kolejnych warjacyjnych p rzyros tów oU = 3'2t7... == ó"-K~ 1 U — O 
o s ta tecznośc i równowagi odksz ta łcone j wyrokuje znak ujemny pierwszego 
różnego od zera przyrostu 32 KZ7 parzystego, o r ó w n o w a d z e niestatecznej 
jego znak dodatni. Może się jednak zdarzyć , że wszystkie przyrosty wyż­
szych r z ę d ó w począwszy od U2K, są równe zeru, n i e skończonośc i , lub wy­
stępują w postaci nieoznaczonej ca łkowicie , lub w stosunku do poszcze­
gólnych swych sk ładn ików. W tych szczególnych wypadkach r ó w n o w a g a 
odksz ta łcona jest wątpliwa i k ażdo razowo powinna p o d l e g a ć badaniu. 
Wszystkie powyższe wnioski dotyczą również i całych ustrojów, złożonych 
z poszczegó lnych ogniw — ciał Sprężystych, o ile ca łość jest usztywniona 
wewnęt rzn ie tak, aby mogła grać rolę ciała s ta łego sp rężys t ego . 

Rozwińmy nieco szerzej powyższy ścisły wykład . Zasadniczy wa­
runek równowag i oU = 0 można niewątpl iwie wyp i sać w postaci 8U = 
= £ {dU : dam) • oam—(J. Wobec zupełnej dowolnobCt warjacyjnych 
przyros tów 8am, tylko co wypisane równan ie rozpada się na cały szereg 
równań wtórnych dli: dąm — O, z których z ła twością dają s ię wyzna­
czyć wszystkie dotychczas bliżej n ieokreś lone siły uogó ln ione am w fun­
kcji sił zewnętrznych / ' , . Z kolei , korzystając z r r ównań dla p rzesun ięć 
sił zewnę t rznych pj = ^a„ifim m ° ż e m y wyznaczyć am w za leżnośc i od 
p n e s u n i ę ć p^ a co zatem idzie i p r acę sprężystą II w funkcji przesunie p^ 
sił zewnęt rznych lJ

r Zazwyczaj siły zewnę t rzne 1'^ jako zasadnicze dane 
wszelkiego praktycznego zagadnienia równowag i odksz ta łcone j , mają war­
tości niezmienne dla wszelkich możl iwych p rzesun ięć . Stąd wniosek bez­
pośredni , że 3 f / = i l P i o / i — oTl = O, gdzie, zgodnie z ostatniemi rozwa­
żaniami należy uważać II, jako funkcję przesunięć Ty lko co otrzymany 
wzór wyraża Twierdzenie pierwsze Castigliano, ogólne dla wszelkich wy­
padków, jako pochodne, zasadniczego. Dzieląc go przez którykolwiek 
z warjacyjnych przyros tów o/>>;, otrzymamy to samo twierdzenie w postaci 
nieco odmiennej: %Pi (<ipf : d/>fl)—d\\:dp)t. Wypiszmy równania równowagi 
statycznej sił Z tych równań pewna l iczba sił zewnęt rznych może być 
wyznaczona w zależności od pozos ta łych . Powtarza jąc rozumowania po­
przednie dla uszczuplonej w ten s p o s ó b l iczby przesunięć pi i sił / ^ n i e ­
zależnych już od siebie, z ła twośc ią przekonamy się , że wszystkie a m bę-
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dziemy mogli wyznaczyć w funkcji tych sił, a więc i w za leżności od pif 

a nadto praca sprężys ta 11 będzie i w danem wypadku również funkcją 
p rzesun ięć n iezależnych />,-. Zatem ostatni wzór da wprost Pn = dU: dpH 

— trzecią p o s t a ć tego samego twierdzenia. To twierdzenie dotyczy w szel-
kich ciał i ustrojów sprężys tych , a nadto, jak widzimy stanowi prosty wy­
nik podstawowego. — Z kolei , czyniąc za łożenie wzorowej sprężys tośc i 
rozpatrywanego ciała, lub ustroju, udowodnimy na mocy powyższego twier­
dzenia podany w części s zós t e j szereg twierdzeń: Clapeyrona. Castigliono 
II, Menabrea i Betti. Twierdzenia Mohr 'a w y p r o w a d z a ć tą drogą nie 
trzeba, pon ieważ stanowi ono bezpoś redn ie zastosowanie podstawowego 
BL 811 = O. Godz i się tu zaznaczyć , że dla ustrojów wzorowo sprę ­
żystych, w myśl twierdzenia Clapeyrona ^Pp — 2ll, a przeto ('. 211 
— n = IŁ . Z tej uwagi skorzystamy w nas tęps twie . 

Na szczególną uwagę zasługują wypadki równowagi wątpl iwej , stano 
wią bowiem rubież graniczną dwóch różnych dziedzin równowagi odkszta ł ­
conej — statecznej i chwiejnej: wyrokują o granicach stateczności ustroju. 
Przyna leżne do stanu równowagi wątpliwej obciążenie zewnętrzne nazywamy 
krytycznem: przekroczenie tego obc iążenia w tę lub w ową s t ronę zaznacza 
się przejściem równowagi wątpl iwej w s ta teczną lub—chwiejną. Stąd wie lka 
don ios łość czysto praktyczna badań, mających na celu wyznaczenie układu 
sił zewnętrznych obciążenia krytycznego. Wyżej mówiliśmy, że znak o-U, 
względnie znak perwszego różnego od zera przyrostu o - k U stanowi o ro­
dzaju równowagi odksz ta łcone j . Wątpl iwą cechuje szereg n ieskończony 
zerowych wartości wszystkich o>U, które tu dla skrócenia wprost oznaczymy 
przez U„ = S n U . Zwróćmy uwagę , że wszelki przyrost U ; ; stanowi funkcję 
j ednorodną n go rzędu przyros tów warjacyjnych Sam = Am, zatem na 
mocy twierdzenia Eulera o funkcjach jednorodnych możemy nap i sać , że: 
n\J„ =ss - m [0\J„ : dAJ\ Alir Wobec zupełnej n iezależności lm warunek U , = o , 
cechujący stan równowagi wątpliwej rozpada się na szereg wtórnych: 
(f\J„ •• d\n — o. Każdy z tych ostatnich stanowi równanie jednorodne 
n — 1 stopnia przyros tów \ m , a przeto wyznacznik układu tych równań musi 
być równy zeru, inaczej bowiem wszystkie warjacyjne przyrosty \ m musia­
łyby mieć war tośc i zerowe, cechujące , sprzecznie z za łożeniem, stan równo­
wagi odosobnionej. Istotną don ios łość posiadają zazwyczaj tylko dwa 
pierwsze wyznaczniki szeregu. 

Z warunku b\=-o mamy: dU\ : <)Ain=dU: dam=o, to jest otrzymujemy 
podstawowy warunek istnienia równowagi odksz t a ł cone j—oU=o . Drugi wa­
runek \J.,=o daje w ogólnym wypadku warunki wtórne , s t anowiące o rów­
nowadze wątpl iwej . W istocie U 2 =8 ' - > U=-- W , \ó-U : da2

m\ A m - \ l m [d2U : 
: dajóa^Ai Ak, zatem warunki w tó rne : c / U , : dAw,=-o dadzą kolejny szereg 
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f i A. ( ,=o , których wyznacznik funkcyjny 

( 
da óa.. 
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Równanie l=o pozwala w większośc i w y p a d k ó w wyznaczyć warunk' 
obciążenia krytycznego, jak to najlepiej zresztą wyjaśnią przykłady. W wy­
padku funkcji dwóch zmiennych U == / {a, o) mamy I === [d2U : cfaób}2 — 
[d J U : da*] [d~{J : db2]=.o. Wszystko to dotyczy zerowych wartości przyros tów 
o n U , inne szczególne wartości wymagają podobnych rozważań , które tu po­
mijamy. Godz i się zaznaczyć , że metoda tylko co wyłożona stanowi ogólne 
rozwiązanie tak zwanego wypadku wątp l iwego maximum i minimum funkcji 
wielu zmiennych, i , o ile wiem nie była dotychczas znana. Poznajmy za­
stosowania powyżej podanej teorji. 

§ 2. Zastosowania p o w y ż s z e j teorji: Weźmy pod u w a g ę pręt, o sta­
łym przekroju, pionowy u dołu oparty na podporze przegubowej u góry na 
rolkowej. (Rys. 67, i ) . Długość pręta oznaczamy przez /, początek osi 
spół rzędnych umieszczamy w dolnej podporze B przegubowej, oś IVC kie­
rujemy do góry wzdłuż osi pierwotnej pręta, oś Brt w lewo prostopadle 
do BI. Obciążenie pręta stanowi pionowa siła P śc iskająca . Wobec nie­
znacznych mimoś rodkowośc i obc iążenia , które tu zresztą pomijamy, pręt 
uległ pewnemu ugięciu. Równan ie g ięcia będzie w d^nym wypadku EIT" = 
= — Prlt czyl i wprost = — n ' \ a jego ca łka i{ — Asinn'C,A~ BcosriC,. D la 
podpory dolnej niezależnie od wartości n, będziemy mieli r ( = ó przy C=o, 
skąd B—o i ostatecznie równanie odksz ta łcone j otrzymamy w postaci 
•^—Asinni. W danym wypadku r\ gra rolę odksz ta łcen ia poosiowego q ja­
kiegokolwiek ś rodka poprzecznego przekroju, a zatem jedyna funkcja fm— 
=sinri^ oraz am—A- Uczyńmy zadość warunkom oparcia pręta , dając od­
powiednią war tość , dla n z góry tak obraną, aby przy C=o, lub £ = / spół-
rzędna 7j miała war tość zerową. Z ł a t w o ś c ą możemy zauważyć , że tym 
warunkom czyni z a d o ś ć pos tać funkcji sin(~Z : i). Nadto ś rodkową s t rzałkę 
ugięcia pręta oznaczamy przez a, jej war tość wyznaczy się równaniem 
a — A sin ]/2TZ = A, ostatecznie więc będz iemy mieli t\=a sin : '/), "»)'= 
—(ar. : l)cos(jzZ : l), rf' == — (a~- : l'1) sin (icC : /). W ten s p o s ó b uczynil iśmy 
warunkom geometrycznym z a d o ś ć . Wyznaczmy przesunięc ie p siły z e w n ę -

oczywiśc ie i, nadal a pozostaje niewyznaczonem. Wyznaczanie p nas t ręcza 
pewne t rudności , należy bowiem uwzględnić obniżenie się punktu przy ło­
żenia siły P, a więc skrajnego gó rnego przekroju prę ta A, pows ta łe na 

trznej P odkszta łca jącej i p racę sprężystą 

siri\< : l)aX== * 4 £ / a 3 : Al*, gdzie 
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tle wygięc ia pręta oraz wydłużenia ujemnego pod naciskiem tej siły. Aby 
to usku teczn ić w s p o s ó b wystarcza jąco przybl iżony nazywamy ds różniczkę 
łuku odksz ta ł cone j . Różnica między ds a rzutem na pierwotną oś pręta 
równa ds(\ —eosr/) == 2 ds sin2 (ł/a V ) 9 , 0 lliri'2ds = 7 a V 2 ^ . pon ieważ 
przy nieznacznych wygięc iach prę ta ds = d%. Stąd niewątpl iwie p =' 

— V'2 f dX,Ą-PI: EF. Zazwyczaj przy liczeniu pręta na wyboczenie 

nadajemy mu przekrój poprzeczny bardzo sowity, możemy przeto śmiało drugi 
wyraz wypisanego wzoru pominąć , jako nieznaczny wobec pierwszego. Stąd 

ostatecznie p = ' / ? j " ł) ' 2 «R = (it-d- : 2P) J cos-{~", : l)d'C.—n-a' : 41, a przeto 

U=Pp->-U.=(TtW: 41) (P—x*ęi; P). Zatem mamy 3U= (P-^-EP.l^a: 21 
oraz o~U=(P—r.-EI: P)K'' • 21. Przedostatnie równanie daje a—o, ostatnie 
wyrokuje o rodzaju równowagi odksz t a ł cone j . Zerowa war tość a wskazuje, 
że jedyną postacią odksz ta łcone j będzie w danym wypadku prosta TJ = 

= a sin (JCC : /) = o — pierwotna oś pręta , i ta p o s t a ć będz ie odpowiada ła 
r ó w n o w a d z e statecznej, dopók i o-U będzie mniejsze od zera, to jest dopóki 
siła P-<TZ-ET : /*• Gdy siła odksz ta łca jąca przekroczy war tość krytyczną 
T.-EP. P, warjacyjny przyrost o2U będz ie większy od z e r a — r ó w n o w a g a będzie 
niestateczna. W tym wypadku pręt może pozos t ać prostym o ile istotnie 
wszystkie mimoś rodkowośc i obciążenia będą ściś le równe zeru — a więc 
jedynie w warunkach idealnych, zgodnych z za łożeniem. — W każdym 
razie jednak będz ie to r ó w n o w a g a niestateczna — najdrobniejsza przyczyna 
zewnęt rzna , nawet w warunkach idealnych da natychmiastowe wyboczenie 
prę ta przy P>KŁEI : P. W ten prosty s p o s ó b otrzymujemy wzór Eulera 
PW = x-EI: P, wyznacza jący w a r t o ś ć graniczną siły; tej war tośc i odpo­
wiada równowagą wątpl iwa. Nieco dalej przekonamy się , co należy w da­
nym wypadku rozumieć pod tą nazwą. 

Z kolei bierzemy pod u w a g ę ustrój przegubowo prę towy, statycznie 
wyznaczalny, z łożony z 2 TO — 3 = nt p rę tów, po łączonych w węz łami prze­
gubowymi. D w a zupełnie zresztą dowolne przeguby opieramy na podpo­
rach: lewej przegubowej i prawej rolkowej, początek s tałych osi spó ł rzę -
dnych umieszczamy w podporze nieruchomej, o ś Y kierujemy k u górze , 
o ś X przez podporę ruchomą na prawo. W układzie tych osi pierwotne 
spó ł rzędne węz łów będą x, y, ich sk ł adowe przesunięć Zatem dla 
p rę ta K— tego możemy nap i sać ( X ! — x 2 ) 2 + ( y 1 — _ y 2 ) - = 7 „ 2 , ^ - f x„—£ 2 ) 2 - j -
+ ( j y i - H i — y - i — r i 2 ) 2 = : ( ^ / + ^ « ) 2 . gdzie wskaźn ik i dotyczą obu p r z e g u b ó w 
po łączonych prę tem, /„ oznacza jego d ługość pierwotną, X„ jego wydłuże ­
nie. Idąc kolejno ku coraz to dalszym węzłom, począwszy od począ tko ­
wego — przegubu lewego nieruchomego, wyznaczymy z tych równań 
wszystkie £,TJ, a co za tern idzie i p rzesunięc ia p{ sił zewnęt rznych P£i== 
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= 1,2....r) obciążających przeguby. W ten s p o s ó b ot zymamy U—-,.Pipt — 
— xl2^mEFnk„- : /•„, pon i eważ dla n-go pręta I I „ r ^ i / a S „ a / „ : EFn, a jego 
siła osiowa Sn=EFn ).n : /„. Stąd oU=\t \ZfB\ (dp^ : dktl) - EF„ >.„ : /„] 
o\n-—o. Ten warunek równowagi daje szereg równań ^rP,(<)pt- :<)>.,,) — 
=£Fnk)t : ln—Sn, bezpoś redn io wyznaczających siły w prę tach . Zastosuj 
my to rio najprostszego ustroju p rę towego (Rys. 19), z łożonego z dwóch 
jednakowych prę tów AC = CB == l, opartych na podporach przegubowych 
A 1 C, a po łączonych u góry przegubem r'. Obciążenie stanowi sita P 
pionowa, skierowana w oół. T a siła obciąża przegub górny, daje więc 
s trzałkę przegubu p. Wobec zupełnej symetrii ustroju poziońie przesunię­
cie gó rnego przegubu i==ó, a przeto: (/ / .)-- j^L-Ą-iJi-r '<[) '— ' / ! \E 1 - \-{h-\-
-\-py-. Przed odksz ta ł cen iem mtetiśmy t- —- l/,L- -}• h-, a przeto 21). : - X 2 = 
=== 2/i/> \-p2. Stąd różniczkując otrzymamy iok ).o).-=hop-\-ph*p, oraz (ok)'1— 
= h82p ~\-(op)2po^p. Te równania dają z pominięc iem małych rzędów 
wyższych op : 8X — lxh, o-p : 8X2 = 11 — (o/ : o/.)"] :A== — A 2 : 4h', a przeto 
U=-Pp—EFV : l, oU=-[Pl: /* | -2£"FX : / l$X=o , oraz 8 2 £ / = - [—I'L- : 

: 4h> 2EF: ł\ok2. Stąd bezpoś redn io S=EFk : / . = — V 9 ^ V : A oraz 82/J== 
==—{[Zf*X : -ł//2/ ; l ] 2 A 7 ' : / ( o/,'-. Zatem o'-7/ ; o o ile h nie jest bardzo 
małe — porządku X, w tym bowiem wypadku h2U=— >• 2X2. Ten skrajny 
wypadek rozpa t rywal i śmy na str. 12. Jako ostatni przykład powyższe j teorji 
poznamy tak zwane 

§ 3. Zwichrzenie pręta zginanego. Pręt o stałym przekroju prosto­
kątnym, wysmukłym (Rys . 66) oparto na podporach przegubowej i rolko­
wej, umożliwiających obrót skrajnycli przekrojów, podpartych około osi pio­
nowych i poziomych. W ś rodkowym przekroju O działa ciężar O. Przy 
znacznym stosunku wysokośc i h przekroju, do podstawy b i pewnej kry­
tycznej war tośc i siły Q = Qz, pręt ulega zwichrzeniu, zaklęsa pośrodku , 
krzywiąc się w tą lub w ową s t ronę , przyczem bieżący przekrój AA po 
chylą s ię pod kątem <p do p łaszczyzny gięcia . Zatem w pewnych wypad­
kach zginaniu pręta towarzyszy skręcan ie . Wobec zupełnej symetrji obcią­
żenia początek stałych osi spół rzędnych umieszczamy w ś rodkowym prze­

kroju, o ś QX uk ł adamy wzdłuż osi pier­
wotnej prę ta , QY kierujemy w dół, OZ 
ku pa t rzącemu. Os iowa od leg łość bieżą­
cego przekroju niech będz ie x. Panuje 
w nim moment gnący M = P (X — x), 
gdzie dla wygody oznaczy l i śmy przez 

lj.,Q, przez X = 7 2 / . Ten moment 
jest p ros topad ły do płaszczyzny gięcia XOZ, daje więc sk ł adowe na osiach 
g łównych przekroju: M' •— Ms*nz -v PCk— #)<p dla osi która począt ­
kowo była p ionową, i Mcosz dla osi pros topad łe j . W założeniu wysmu-

file://-/-py-
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kłości pzskroju, sk ładową Mcostp możemy pominąć , jako dającą stosun­
kowo nieznaczne wygięcie p rę ta w porównaniu do sk ładowej P{\—#)cp, 
która leży w płaszczyźnie pros topadłe j . Oznaczmy sz tywność pręta B — 
= 1/Vihb3E, a wtedy w myśl zwykłego równania B (d2Z : dx2) = Bz" -
— P (X — x) <f, ponieważ te sk ładowe momentu dają odkszta łconą, w płasz­
czyźnie XOZ leżącą. Nadto na przekrój AA działa dodatkowo moment 
skręcający M0, z rodzony 'z mimośrodkowt-go działania siły O, jako że ś ro­
dek b ieżącego przekroju po zwichrzeniu schodzi z osi pierwotnej pręta OX. 
Ten moment daje elementarny jednostkowy kąt skręcenia płytki <£> == dv : 
: dx — = M0 : GIa = Ma : C, gdzie przez C oznaczyl iśmy sz tywność w i ­
rową pręta. W danym wypadku praca sprężys ta pręta będzie II = 2 

| [M'2dx : 273] + 2 f '[M0

2dx: 2C | == B f'z"2dx c\ \'2dx. Chcąc z ko-

lei wyznaczyć pracę siły zewnętrznej należy znaleźć strzałkę ś rodkowego 
przekroju. Wskutek zginania się prę ta w kierunku najmniejszej sz tywności , 
płytka AA ujawni elementarne skrzywienie o kąt d>) ==, M'dx : B = 

— z"dx, zatem koniec podparty pręta opisze łuk d\ (X — x) = z"{l—x)dx 

w stosunku do swego pierwotnego położenia na osi OX. Sk ładowa pio­

nowa tego przesunięc ia będzie z" (X — x) tp dx, a przeto s trzałka siły Q wy­

razi się wzorem p = j z" (l—x) zdx. W ten s p o s ó b otrzymamy U=2P 
• ~ Jo - \ 

j z" (X — x) 'idx — BJ z"idx — C J z'2dx, z dodatkowym warunkiem 

Bz" = P(X — x)tp. Po podstawieniu będzie U = 2P- ( (X — x)2<p*flfx : 
.7 o 

: / i - P>2 (X — x)2t f-o'x : 7? — C f ?'»<*x = ( / J 2 : 7?) f (X — x ) 3 tp2 rfx — 
.7 O i/ o Jo 

— e j ą'2dx. W myśl poczynionych założeń tp musi mieć war tość zerową 

dla skrajnych podpartych przekrojów — i niewątpl iwie najwyższą war tość 
tp = ma dla ś r o d k o w e g o . T y m warunkom geometrycznym czyni zadość wzór 
przybliżony tp == a cos (xx : 2>). Stąd tp' == — (za : 21) sin (r.x : 2X), a i rzeto 

U= (a2P2 :B)\ (\ — x) cos1 (zx: 2X) rfx — [ C i r V : 4X2] f s w 2 (>x: 2X)o'x= 
J 0 J 9 

= A a 2 , gdzie oznaczyl iśmy przez A = [1 : 6 - f 1 : 7t2] P2l3 : B — Cz" : 8X. 
Zatem mamy SU = 2Aa3a = o, 82(J = 2A5a2. Pierwsze z tych równań daje 
a = o, a więc i tp = o, jako jedyny możliwy stan równowagi bez /wichrze­
nia prę ta . Drugi warunek wymagn aby przytem A było mniejsze od zera, 
inaczej b o w i c n r ó w n o w a g a nie będzie stateczna i najdrobnieisza przyczyna 
zewnęt rzna spowoduje zwichrzenie. Najniższa war tość sity zwichrzającej 

24 
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da się wyznaczyć z równania A = o, które daje Q = 2 P =s 17,168 VBC 
: l2, jako wynik przybliżony ze względu na d o w o l n o ś ć za łożenia co do e. 
Wynik ścisły różni się tylko wartością 16,920 spółczynnika , zatem jeno 
o 1,46% niższą od przybl iżonej . W ten sam s p o s ó b można rozwiązać rów­
nież i pozosta łe wypadki zwichrzenia: dla pręta jednostajnie obc iążonego 
na całej d ługości w stosunku o kg. na centymetr bieżący, będziemy mieli 
ścisły wzór Q = ql = 28,320 \ BC :/-'. D l a pręta jednostronnie osadzo lego, 
drugostronnie obc iążonego skupioną siłą 0 = 1 6 , 0 4 ^ . 6 6 ' : / - ' . Nies łychanie 
bogaty zbiór przeliczonych wzorów dla sił zwichrzających zawiera prze­
piękne dzieło Timoszenki pod tytułem .,0 s ta teczności ustrojów sprężys tych" . 

Powyże j wyłożona teorja daje, jak widzimy nader cenne' wyn-ki prak­
tyczne. Wypływa z niej bezpoś redn io 

| 4. S p o s ó b Ritz 'a . Weźmy pod uwagę ciało wzorowo sprężys te 
obc iążone z równoważonym układem sił zewnętrznych Pi (i—\,2....r). Jak 
wyżaj przez p{ oznaczamy przesunięc ia sił Ph przez (]=-a,Hjm ( ; »=1 ,2 . . . ) 
odksz ta łcen ia drobin. W założeniu wzorowej sprężys tośc i ustroju £7=11, 
zatem będziemy mieli w myśl poprzednio wyłożonej teorji S £ / = 3 I 1 = X 
(<)\\:dam) 8am=o, s tąd e)ll : dam = o, przyczetn pracę sprężystą ustroju 
należy oczywiśc ie wyrazić w funkcji zamiennych am. Oznaczmy pracę 
sprężys tą sił zewnęt rznych przez L. W myśl twierdzenia Clapeyrona 
Z.==ł/3Sr PiPi== II, a przeto również i dL:da)n = o. Z równania L—W 
możemy którąkolwiek zmienną, dajmy na (o « s . wyznaczyć w funkcji pozo-
stałyi h, a przeto na mocy drugiego twierdzenia Castigliano, będz iemy mieli , 
jako dla ustroju wzorowo sprężys tego: d I : datn=d\\ : dain -J- (dA : daa) (das : 
' / a w , )=o , oraz dL : dam

J^-(dL: das) (das : d i,n)=o, gdz e ( w = l , 2 . . ) . Wy­
łączmy pochodne <>as'-dain z tych dwóch szeregów, a otrzymamy równania 
M l :dam) {dL: das)=(d\\: das) • (d\\ : da,n), dla m=\,2.... (prócz s). Ten 
ostateczny szereg równań, łącznie z Z . = !I pozwoli wyznaczyć wszystkie 
mm w zależności od Pit które weszły w L. Istotę tego sposobu poznamy najle­
piej rozpatrując następujący prosty przykład. 

W księdze drugiej fstr. 39) wyznaczyl i śmy odksz ta łconą pręta pozio­
mego, osadzonego jednym końcem. Obciążenie jego s tanowi ła siła pio­
nowa / ' , działająca na s k r j n y przec iwległy koniec pręta . Zachowa my 
wszystkie znakowania. W danym wypadku c—r^e-j-f^-gC^h^. Z ge­
ometrycznych warunków jednostronnego osadzenia pręta wynika, że -/;=•/) = o 
przy C=o, a przeto musi być e = / = o . i ostatecznie łj =a gfr -4- kp, Stąd 

v /=2 ó < r 3 AC», r / ' = 2 ^ f 6 / 2 ; , l l = y , / I / J ' v / ' ^ = 2E/f >r6gh^\ W 

£*] dl = 2EU \g2Ą-3 ghlĄ-3Jf-P\. Z kolei wed ług Clapeyrona / . = ' / , P/>= 
—^liP [gt^hW^faPPlg-kkĄ* a przeto stosując wzór Ritz 'a otrzymamy 
różniczkując ( dii: dg) {dL : óh)—{dll: dh) (dL : dg)=PE/l[t [2g-\-3hl ~3g— 
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%hl)= -PEW [g4~Zhi\=0. Stąd gĄ-Zhl—O. Ten warunek łącznie z wa­
runkiem L=W da nam bezpośredn io g='/.,Pl:E/,.h=—YG P'EI, i osta­
tecznie Tfjsssł / j /? — l l- it,x):EI. T o otrzymaliśmy (str. 41) całkując równa­
nie Eh;'=l;(l—C). Gdybyśmy za łoży l i7 i =g47C+^C 2 - fHC 3 + iC 4 +^S : ' - [ - . . . i t d . ) 

to o t rzymal i śmy z równań Ritz'a i=k=...=o, zatem w danym wypadku 
s p o s ó b Ritz 'a daje wynik ścisły, jak również we wszystkich wypadkach 
belek zginanych, i lekroć moment gnący może być wyrażony przez jedną 
funkcję anali tyczną ciągłą dla całej belki . W innych daje wyniki przy­
bliżone i ty i i śc iś le jsze im większą i lość wyrazów weźmiemy w rozwi­
nięciu dla Yj. Ten s pos ób jednak jest dość uciążliwy w rachunku, daleko 
prostsze" wymki daje — 

§ 5. S p o s ó b Timoszenki wyznaczania przybl iżonych odksz ta łconych , 
s t anowiący bezpoś redn ie zastosowanie ogólnej metody wyłożonej do wy­
padku zginania p ła sk iego . Timoszenko korzysta również z rozwinięc ia 
dla q, uwzględnia jednak prócz geometrycznych dodatkowe warunki sta­
tyczne, a nas tępn ie wyznacza spółczynniki z wa runków pochodnych pod­
stawowego SU=0. Istotę tego sposobu najlepiej poznamy, przel iczając 
ten s-im przykład. Za łóżmy jak wyże j Vj == e -\-jX -\-g&-\- h'C?. Z warun­
ków geometrycznych osadzenia pręta otrzymamy znowu e=J=~o. Nadto 
uwzględn imy warunek statyczny. W skrajnym przekroju pręta, gdzie działa siła 
P, panuje niewątpl iwie zerowa war tość momentu, a przeto przy powinno 
być •»)" = 2g-\- 6hl = o, s tąd bezpoś redn io g — — 3 hl, oraz v, = — 3hlZ2Jr 

= — 2PHP i ostatecznie . U = — Phi3 - 6EPM\ A więc o(J= [— 2PP — 
— \2EIhls] Sh = o, s tąd //. = - i / 6 P : El, oraz g = ty, PI: El. Te same 
war tośc i o t rzymal iśmy wyżej , lecz w s posób więcej z łożony. Jeszcze 
bardziej proste wyniki daje s pos ób Timoszenki , gdy odksz ta łcen ia belek 
zginan\ch wyrazimy w postaci szeregu Fouriera, dobiera jąc wyrazy tak. 
aby z góry czyniły zadość warunkom geometrycznym i statycznym. Tak, 
dla belki statycznie wyznaczalnej jednoprzęs lowej będziemy mieli łj w po­
staci szeregu rrt = S « > ; ; sin : / ) , c /yn iącego zadość warunkom geome-
tryc/nym i sta ycznym. W istocie będz iemy mieli warunek geometrycz-
B \ m Y ) = o, oraz statyczny r" = o przy C = o i C = /, pon i eważ w prze­
krojach skrajnych przegubowo p> dpartych, momenty powinny mieć war-
t. ści zerowe. Ła two się można p rzekonać , że wyżej wypisana p o s t a ć 
w/oru czyni tym warunkom z a d o ś ć , tutaj bowiem f[" = — ( r c 2 : l2) Lam m2 

jsłri(mnl : / ) . Stąd bezpoś redn io li = (z*EJ : 21*) \1a,nm2sm(mrt, i l))2 

\rł&, r( ' = - dhlC + SK2, r, 

Nadto L = Pp= ¥ [—3A/»-J-hl, = 
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dC, — ( f l , 2 4~ 2 4 « s - i - 3 4 a = - j - ...) E/z* : Al3, pon ieważ wyrazy pod znakiem 

całki sin(nz'C, : l) sin (kr.l : l) dają przy ca łkowaniu w granicach od o 
do / war tośc i zerowe przy n 4= k, i równe jadnośc i przy k = n. Z kolei 
wyznaczamy pracę sił zewnę t rznych . Będzie to 2 , . P i t y = S r (Pjtmam sin 
(miiZj : /)], a przeto z szeregu równań dU : da1)l=lr[Pi sin (mz'Ci :/)] — 
— EIz*m*am '• 213 = o otrzymamy om = [213 Sr Pt sin (mzi; : /)] : m*zKEI. 
Dla pojedynczej siły P poś rodku bt lk i r, = 1/21, sin (mz : 2 ) = 1, gdy nt 
nieparzyste i sin(mz : 2) = o, gdy m parzyste, a przeto: ii — 2Pl'[sin 
(JCC : / ) - 7 , ' s m (3 - : : / ) - f 7 : , 4 « V (5zl : / ) — ....J : E/z\. Praktycznie wy­
starczy zazwyczaj pierwszy wyraz, najwyżej dwa pierwsze wyrazy szeregu. 
Z ła twością można to udowodn ić , wychodząc ze wzoru dla strzałki siły / ' . 
Będzie to / = 2 P / S [1 — 1 : 3 4 -f- 1 : 5* - ....] : Elz*. Biorąc tylko jeden wy­
raz otrzymamy J = PI3 : 48,7/T/, zamiast war tośc i ścisłej / — PI3 : 48E/, 
a - w i ę c o 1,44% mniej. Dwa wyrazy dadzą spółczynnik 48,1, trzy 48,01. 
Znacznie gorsze wyniki otrzymamy dla strzałek w sąs iedz twie podpór . Za ­
tem, zachowując tylko pierwszy wyraz rozwinięcia będziemy mieli w wy­
padku dzia łania wielu sił rl = a1 sin («C : / ) , gdzie « t = { 2 / s 2 r P^śin 
(irC; : /)] : Elz*. W tym ostatnim wzorze sumę należy zastąpić przez 
całkę, gdy zamiast sił skupionych, dzia łać będzie obc iążenie jednostkowe q, 
poczynające się w ' o d l e g ł o ś c i . b od prawej podpory B i kończące s ię 

w odległośc i c. W ten s p o s ó b otrzymamy wyraz dla ax — ^Tł! J^ q sin 

(~C : /) dc,] : Elz*, możemy bowiem obciążenie q h zpa t rywać , jako z łożone 
z elementarnych sił qd-_, działających w odległości C od prawej podpory B. 

Dla obciążenia q jednostajnego dla całej d ługości belki: ax == [2l3q f sin 

(*C : l) dU] : Elz* = AqP : Elz* = ql* : 76,5E/. Z ła twością możemy zau­
ważyć , że al wyznacza s t rzałkę ugięc ia ś rodkową, o ile we wzorze dla ii 

zachowamy ten jeden tylko parametr. Zatem w ostatnio rozpatrywanym 
wypadku otrzymaliśmy war tość—st rza łk i nader zbliżoną do istotnej J=ql4 : 
: 76,8JEY. 

Dla belki j ednoprzęs łowej obustronnie zamocowanej należy uczy­
nić t] = 1/2a [1 — cos (2zZ : l)], ta pos tać bowiem spełnia warunki geome­
tryczne obustronnego osadzenia belki , a ograniczeń statycznych niema 
w danem wypadku. Ł a t w o się o tern p rzekonać , zważywszy, że wzór 
powyższy dla C = o i ^ = / , daje -ą = v/ = o, oraz rj" różne od zera zgod­
nie z istotnemi warunkami, jako że w skrajnych przekrojach pręta panują 
momenty osadcze. Różniczkując kolejno otrzymamy: r/ = (az : l) sin (2z£:l), 

7i" = ( 2 a ^ 2 : i2) cos (2rcC : / ) , stąd n = 7a E/j i j " 1 ' £ = (2a2EIz* : P) 
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I cos2 (2K '• l) di — a2 EH* -.l3. Praca sił zewnęt rznych jak dawniej 
L = Zr Ą V , a [1 — cos (K : /)], a przeto dU : da — % 2,-P,- [1 — cos 
(2*C : /)] — ia^EI: / : i i ostatecznie a = / » S r P ( - [1 — cos (2*£ : /)] : 4^E1. 
W szczególnym wypadku działania pojedynczej siły P pośrodku belki 
a=Pl:i : 2r.*EI = Pli : 194,8P/ . War tość tej strzałki ścisła różni się 
spółczynnikiem: powinno być 192, to jest o 1,40% mniej. t Podane przy­
kłady wystarcza jąco uwypuklają zalety sposobu Timaszenki, występują one 
jeszcze jaskrawiej przy wyznaczaniu odksz ta łconych belek zginanych mi-
m o ś r o d k o w o . 

8 6. Belki zginane mimośrodkowo. Weźmy jeszcze raz pod uwagę 
obie powyżej rozpatrywane belki j ednoprzęs łowe i dołączmy do obciążenia 
sił gnących P,- dodatkowe siły osiowe 5, czynne w skrajnych przekrojach 
podpartych. "W danym wypadku, zwłaszcza przy znacznej l iczbie sił Pi 

bezpoś redn ie ścis łe wyznaczanie odksz ta łconych nas t ręcza niepokonane 
t rudności , które z łatwością pominiemy, dając rozwiązanie przybl iżone. 
W myśl poczynionych uproszczeń w teorji belek obc iążonych mimośrod­
kowo E/r," 23 M, a zatem^i tutaj możemy skorzys tać ze wzoru dla pracy 

sprężyste j II = V s Et] 't"'2d:, pomijając stosunkowo drobny wpływ si l 

osiowych na odksz ta łcen ia gnące . Nadto dla wydłużenia bezwzg lędnego 

p . ę t a zastosujemy uprzednio już wyprowadzony wzór M=1/J I yj'2rf{,który 
4 o 

dla belki statycznie wyznaczalnej da 11— {a'-r-- : 21-) cos - •=' : / d C = 
J o 

= a1 : 41, a dla obustronnie zamocowanej Al—[a- : 2l2) I sin'-(2r.: :l)d C = 

= a-~'1:4l. Zatem w obu wypadkach praca zewnęt rzna sił osiowych wy­
razi się w postaci Sd1 ~- : 41. Należy ją d o d a ć do pracy, sił gnących w wy­
padku sił S ściskających, odjąć w wypadku rozciągających, pon ieważ 
pierwsze współdzia ła ją z gnącemi w pracy zginania, powiększa jąc krzywi­
znę belki , drugie przeciwdziałają gnącym. Stąd dla belki statycznie wy­
znaczalnej otrzymamy U='£rPia sin (~ : /) -f-.Sa- : 4/ a- El~* : 4/ 3 , oraz 
i)U: da — 'ZyPjSini*C,- : /) + Si~2: 21— a El** : 2 / : l -o, i ostatecznie a = 
[2l*lrPi siki • ;;- : l)\: \Ef-\V^Sl-: *£f)$. Oznaczmy przez m*==SP:--EI, 
przez j—[2l3Zr P{ sin : h]: EU '—st rza łkę ś rodkową ugięcia belki sta­
tycznie wyznaczalnej pod jarzmem w y ł ą c z m m sił gnących; a otrzymamy 
a==f: ( l - p « s ) . Będzie to zarazem ś rodkowa strzałka ugięcia belki statycz­
nie wyznaczalnej przy wspó łdz ałaniu sił osiowych z gnącymi. Górny 
znak należy b rać dla sił S rozciągających, d o l n y — d l i śc iskających. 
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W podobny s p o s ó b dla belki obustronnie osadzonej otrzymamy U = 
>/, 2,. /-»,. a\ l—cos ( 2 n tt : / i j + S a 2 * • : 4 /—a 2 * < £ / : / » , ' stąd <*£/: < to=7 2 S r /»,-
[ 1 —cos (2tc C,: : / ) -j- Sa- -: 2 / — 2 a 7 . 7 - 1 : /8==o i ostateczie a=P S , P,- [1—cos 
( 2 , ' C , : J ) M 4 £ / « '(1+-S/2: - 2 7 T / j J = / ( l + m-: 4), gdzie J=PZrP{ [ l - c o 5 ( 2 - : 
42J7*1— oznacza ś rodkową strzałkę ugięcia tej belki , obciążanej tylko siłami 
gnącymi Pi a zaś am'-=SP: n 2EI. Oba powyżej otrzymane wzory wskazują, że 
siły osiowe S rozciągające zmniejszają strzałkę ugięcia sił gnących, a ścis­
kające powiększają tę strzałkę f. Działanie to wyraźniej się uwydatnia dla 
belki statycznie wyznaczalnej Gdy siły c i snące staną s ię równe war tośc i 
krytycznej . S 0 = - -El: P dla belki statycznie wyznaczalnej lub S0=4r.'EI:P 
dla obustronnie osadzonej, to s trzałka ugięcia staje się n ieskończen ie wielką 
pręt ulega wyboczeniu. T o zjawisko jest zgoła n iemożl iwe dla sił 6 " roz­
ciągających, pon ieważ mianownik i : l- j-w'- ' lub l - f - ? « 2 : 4 n i e mogą mieć war­
tości zerowych. Wzory dla sił krytycznych .S0 nie różnią się od wzorów 
Eulera, s tąd wniosek, że siły gnące nie obniżają war tośc i siły, powodujące j 
wyboczenie pręta bez ich udzia łu jednak tylko wtedy, gdy sity gnące dają 
nieznaczne odksz ta łcen ia , w tern bowiem założeniu została ustalona cała 
powyższa teorja. 

W szczególnym wypadku obu skrajnych podpór nieruchomych siły S 
nie mogą dz ia łać jako obciążenie zewnęt rzne belki , natomiast na tle wy­
gięcia obu belek, po łączonego z wydłużeniem s ię jej osi pierwotnej ko­
niecznym ze wzg lędu na n i e ruchomość obu podpór , rodzą się sprzeciwy, 
czy l i odpory $ poziome, które z ła twością mogą być wyznaczone z r ó w ­
nania M=Sl: EF, w którem f oznacza stały przekrój belki . W obu wy-
wypadkach M=--a2:4l, oraz S==»» a n - EI:P, zatem n -a'': 4l=m-r. 2 El '• 
:IEF, skąd 1/ia2=m2l: F=m2 i2, gdzie i oznacza ramię bezwładnośc i prze­
kroju belki . Na tle dzia łania sił gnących oś belki wydłuża s ię , stara 
się przeto zmniejszyć od leg łość pierwotną podpór , rodząc w nich odpory 
.S", skierowane nazewnątrz belki , a więc rozciągające . .Stąd wniosek, że 
dla belki opartej na dwóch podporach przegubowych: /- ' : 4 ( l - j - m V = r a V - , 
a dla belki obustronnie nieruchomo osadzonej j2: 4 (1- j-m 2 :4) 2 =m' i : i - ' , 
inaczej jeszcze ni'(l -w ' - ) 2 = / 2 : 4 r , oraz ljitń1 {l-Ą-1 Um2)2=j2! 16 i2. Z tych 
równań z ła twością możemy wyznaczyć m, a co za tern idzie i niewiadomy 
odpór 5 , poziomy na podporach nieruchomych. W ostatnio rozpatrywa­
nych dwóch przyk ładach wkroczyl i śmy ponownie w dziedzinę zagadnień , 
do tyczących s ta tecznośc i ustrojów. P rócz metody ogólnej wyłożonej na 
początku, również dobre daje wyniki — metoda Timoszenki , a raczej — 

§ 7. Zasada Timoszenki. Głosi ona, że wszystkie wm tości kry­
tyczne obciążenia zewnętrznego, dla których równowaga odkształcona 
ustroju sprężystego staje się niestateczną, czynią zadość równaniu L=l\. 
gdzie II jak zwykle oznacza p racę sprężystą ustroju, przynależną do da­
nego stanu równowagi odksz ta łcone j , a L = - r EjPi— pracę sił ze-



wnętrznych /',-, które ów stan wywołały , ujawniając przy tem przesunięc ia p: 
Zasada powyższa wypływa wprost z naszych rozważań ogólnych. Łatwo 
to udowodn ić , zważywszy że dla rozpatrywanego krytycznego stanu rów­
nowagi odksz ta łcone j , wszystkie pochodne energji U muszą mieć war tośc i 
zerowe, a przeto sama energja U ma w a r t o ś ć stałą. Stąd prosty wniosek, 
że / ' — A — I I - Q pon ieważ ani L, ani 11 nie zawierają s ta łego wyrazu. 
Inaczej można to jeszcze udowodn ić , wychodząc z założenia , że stan rów­
nowagi krytycznej, wątpliwej, j akeśmy wyżej nazwali, może jedynie is tnieć 
przy wszelkich warjacyjnych przyrostach am równych zeru, zatem przyna­
leżna doń energja U'= consł = O. Widz imy stąd, że zasada Timoszenki 
stanowi wniosek bezpoś redn i naszej ogólnej teorji, a jako taka może być 
używana na równi z nią. M a nader bogate zastosowania praktyczne, dro­
biazgowo opracowane przez T imoszenkę w dziele wspomnianem wyżej . 
Podamy tu ki lka przykładów: 

W e ź m y pod uwagę najprostszy wypadek wyboczenia pręta piono­
wego, opartego u dołu na podporze przegubowej, u góry na rolkowej 
i obc iążonego osiową siłą P cisnącą. Wyznaczmy jej przesunięc ie ze 

wzoru p = A / = V? | v / V : , zakładając YJ = X,„ a)n sin (iwnC : / ) . Całkując 

P t 2 ! 

otrzymamy p = (z'~: 21 -') [lm • am m cos (mz; : l)]"d': = ( a ~r2 a - f -3 8 a 
.V ' « - V , i Ś ' T " • T T ' " • 

- j -4 2 a -f-...)ic2 : 41. Uprzednio już otrzymal iśmy dla obranej postaci v, 

war tość U- -(a ' - V , | 3 l o—f-44 o -f- ...) E/-*:4l', zatem w myśl 
2 2 2 • " \ 

zasady Timoszenki będz iemy mieli Pp— II = (<* I 2-a-j 32a .--j-4-a2- ...) 
/ V - ' : 41— (at - f 2'*a\-\-3^a\Ar4*a\ + ...) E/z* : 4 / 3 = 0 . Wyznaczamy naj­
niższą krytyczną war tość siły / ' , przynależną do stanu równowagi wątpli­
wej. ' W tym celu bierzemy pełną różniczkę obustronnie. Wobec nieza­
leżności am otrzymamy szereg równośc i (/'z-m-2aM : 4 / ) = (E/z*m*2am : 
: 4/"), skąd Pm = z-E/m2 : P przy (m—1,2,3..). Najniższa war tość siły wy­
baczającej będzie =--E/ : l-. T o samo otrzymamy stosując naszą 
m e t o d ę ogólną. W danym wypadku U = Pp — II = X [ / > - 2 < 7 „ , 2 m 2 : 41 — 
— EIJam*m* : 4 / 3 ] , W== 2 \2P/am„r : 41 — 2 rMC/am m*: 4/»] ia„„ 6 = 6 = 

= X2 [Pfm\:M— -y/i/m* •. 4P\ (Zam)\ D la równowagi wątpliwej o -6 T 

nie powinno być ani większe ani mniejsze od zera, s łowem poiv>nien za-
choazić tak zwany wypadek wąłpUwy maximum i minimum funkcji wielu 
zmiennych. Tutaj funkcja V nie zawiera wcale i loczynów przyros tów oain 

'jat! zatem wprost ci 2 U : dam=0, co da ten sam szereg równośc i , jaki otrzy­
mal iśmy tylko co stosując zasadę Timoszenki . Jako drugi przykład zasto­
sowania tej zasady, lub, co na jedno wychodzi , naszej teorji ogólnej — 
rozpatrujemy tak zwane— 
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przez [i — O : LII. 
wzorem dla pasa 

Rys. 67. 

§ 8. Zadanie Jas ińskiego. W e ź m y pod uwagę ustrój mostowy (Rys. 67). 
złożony z dwóch kratowych dźwigarów pionowych i jezdni dolnej. Ca łko­
wite obciążenie mostu 2Q kg. jednostajnie roz łożone na całą powierzchnię 
jezdni da dla dźwigaru O kg., a przeto s t anowić będz ie jego obciążenie 
jednostkowe r == O : L kg. na centymetr bieżący s ta łe . Przy znacznej l icz­
bie krat siła śc iskająca w stójce jest prawie równa sile tnącej dźwigara 
T= — 1J., Q - f Ox : L =- O (x — l/a L): L, przyczem przez x oznaczyl iśmy 
odleg łość b ieżącego przekroju poprzecznego mm od skrajnej lewej pod­
pory mostu przegubowej. Łatwo się o tern p rzekonać bezpoś redn io , bada­
jąc odpowiednie wykresy. A zatem siła osiowa ściskająca w pasie gór­
nym tuż obok stójki będzie (O : L) (x — % L) c/gp == QA (x — l/2L) : 

: LII, jak to zresztą najlepiej widać z rysunku, gdzie przez 77 oznaczy­
liśmy wysokość , przez A sze rokość krat Stąd na j ednos tkę d ługości pasa 
górnego otrzymamy q = O (x - l / a L) : LII = \>< (x — 7J L), oznaczywszy 

Rozkład obciążeń jednostkowych wyznaczonych tym 
górnego uwypuklony jest na za łączonym wykresie. 

Obciążenia r o s n ą 
Iinjowo od skraj­
nych war tośc i q0= 
= + l/,,uJ dla skraj­
nych przekrojów o-
partych na podpo­
rach rolkowej A i 
przegubowej B—do 
zera dla ś rodkowe­

go przekroju Zatem środkow : a płytka pasa górnego jest osiowo najbardziej 
obciążona , jej bowiem siły c isnące Sc,^*!^^!'1—sa. równe zakreskowanym 
polom trójkątów wykresu, s tanowią bowiem sumę obciążeń jednostkowych 
połowy pasa górnego . Pod jarzmem tych obciążeń pas górny może ulec 
wyboczeniu w płaszczyźnie poziomej, jako że w kierunku poziomym pio­
nowe pręty kraty dają najmniejszy opór sprężysty . Opór sp rężys ty prze­
kątni możemy śmiało pominąć , są to bowiem pręty l iczone na rozciąganie , 
a więc znacznie smuklejsze od stójek, dających g łówny sprzeciw. Zatem 
przy wyboczeniu pasa górnego w płaszczyźnie poziomej stójki s ię wygną: 
ich górne końce zejdą z p ionów, dając strzałki y. Załóżmy, że dolna po­
zioma część mostu, dźwigająca jezdnię , stanowi ustrój sztywny. T o zało­
żenie przeczy rzeczywis tośc i , zazwyczaj jednak daje się u t rzymać praktycz­
nie, wobec istotnie tęgiej budowy tej części ustroju, a przeto możemy roz­
pat rywać stójki, jako osadzone u dołu w sztywnym pasie dolnym. Oznaczmy 
przez h d ługość stójki mierzoną od górnego skraju pasa dolnego do środka 
przekrojów pasa dolnego. Dla tego rodzaju belki s trzałka końcowa ugięcia 
będzie w myśl wzorów wyprowadzonych na str. 41 księgi drugiej: ya = 
Pli3 : 3E&. W tym wzorze P oznacza silę zewnętrzną , dającą s t r z a ł k ę y „ , 
EJS sz tywność stójki w płaszczyźnie gięcia — a więc w p łaszczyźnie po­
przecznego przekroju mostu. Niejaki wpływ na s t rzałkę ugięc ia wywiera 
siła osiowa stójki. Rozpatrując stójkę, jako po łowę belki obustronnie osa­
dzonej z ła twością dojdziemy do przekonania, że s trzałka y = y0 : (1—m1), 
gdzie przez m* oznaczyl iśmy, jak w us tępie szóstym stosunek sity osiowej 
.S = T= Q (x — 7, E) : L, ściskającej stójkę do siły krytycznej «*EiĄ : 
Ah*. Stąd bezpoś redn io P='SElIl (1 — m - ) y : lv\ Zas tąpmy układ sił Z 3 
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skupionych w złączeniach pasa górnego ze stójkami układem sił jednostko­
wych p = P : A = ny, gdzie oznaczyl iśmy przez w = 3z? 1 / 1 (1 —m 2 ) : Ah's. 
T a zamiana obciążeń skupionych ciągłem jest zupełnie dopuszczalna prak­
tycznie przy większej l iczbie krat dźwigam. Z kolei wyodrębniamy my­
ś lowo dwa, symetryczne względem środka , poprzeczne przekroje pasa gór­
nego — jedem mm w odległośc i x od skrajnego lewego, drugi — w odle­
głości L — x. Przy odkszta łceniu gnącem pasa górnego te dwa przekroje 

rL~x 
zbliżą się o tdx = Vs y"dx w myśl częs to już wyżej stosowanego wzoru. 

J x 
P a n o w a ć w nich będą siły osiowe qdx obciążenia jednostkowego c isnącego, 

CL-X 

a przeto praca tych sił będzie równa — */, IJ. (X — L/3 L) dx y"dx. Stąd 

dla ca łego pasa górnego otrzymamy prace sił zewnętrznych w postaci L = — 

— I 72u. (x—1/.JL')dx y 3 d x . Różniczkowanie przez części da nam L — 

rL-x jL/i CLI, rL-x . . 
= l / 8 SJ.[x(V a X-x)J y'*dx | - V ^ J x [ - J y'2dx ' (7, L-x) [y-L_x 

Pierwszy wyraz najoczywiściej równa się zeru — 
w ostatnim widzimy pochodną całki oznaczonej w granicach zależnych od 
zmiennej x. W tej pochodnej oznaczyl iśmy przez :y , o r a z y war tości po­
chodnych y' dla rozpatrywanych symetrycznych przekrojów, a tuż przy nich 
w nawiasach pochodne granic zmiennych całki po x. Wobec zupełnej sy 

metrji obciążenia y, _ ==—y ., zatem y, =y • —y" i ostatecznie L = 

= 72 |J. x ^ x yndx - i - YJ u. x ( L — 2x)y'-dx. Ponowne całkowanie przez • 

części da nam L == ' / , \i. f'/, x 2 | y'2dx\ — >/, JJ. | % x5 ( - 1) — / - (1)] 
* # Jo J „ 

, / \Ł- .v - Z,/, 
<fo -J - % ••• x ' (L — 2 x i y ' W x . Wobec tego, że [l/2 x ? y'-dx = »/, L 2 

«* o ^ * J 0 

. rLii 
y'2 dx— '/a ' ^ * j)''2rfx = o, przeto otrzymamy ostatecznie L = '/„u. 

i . / , J o 
rL/, rlk fflh 
| x 2y'2dx -| 7a IJ. x (L — 2x) j)/-Wx *= 1 , a I x (L — x.) y'idx. Zatem wy­

znaczmy p t a c ę sprężystą . D la pasa górnego będziemy mieli II = 1 '., El 
y'"dx | n y'dx. 

f u J S 
Pierwszy wyraz tego wzoru wyraża dobrze nam znaną pracę naprę­

żeń gnących, drugi pracę sił wewnętrznych—••sprzeciwów stójek. Że tak \ 
jest istotnie z ła twością się przekonamy zważywszy, że elementarna siła 
pdx=nydx ma przynależne przesunięc ie y, zatem w myśl twierdzenia C l a ­
peyrona jej praca sprężys ta b ę d d e l / 2 ny-dx. D l a ca łego pasa górnego 

I 
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należy wziąć całkę w granicach od zera do L. S tąd U=H& x ( A - x) 
, / II 

y'2dx — V 2 El f y"2dx — \U 11 f y'2dx == o. W założeniu stójek wzorowo 
Jo Jo 

gibkich pas górny może być rozpatrywany, jako pręt swobodny, wyginający 
się przy wybaczeniu w kształt sinusoidy bez punk tów przegięc ia . Gdy 
stójki są zupełnie sztywne pręt pozostaje w stanie pierwotnem, to jest od­
kszta łca się wed ług sinusoidy o n ieskończonej l iczbie fal. W warunkach 
istotnych sz tywnośc i stoję* skończeni j odksz ta ł cona pasa g ó r n e g o stano­
wić będz ie s inusoidę o pewnej l iczbie punktów przeg ięc ia tym większe j 
im większa sz tywność stójek. Zatem dla stójek gibkich możemy za łożyć 
idąc za T imoszenką , ze y = asin (-x : L) - j~ b sin (3 rfc : L). Możnaby 
również wziąść i dalsze wyrazy tego rozwinięc ia , zawierające pod znakiem 
sinusa nieparzyste l iczby, praktycznie jednak dwa wystarczą w zupe łnośc i . 
W ten s p o s ó b wyznaczona odksz ta ł cona niema punktów przegięcia , nadaje 
się przeto dla stójek o stosunkowo nieznacznej sz tywnośc i . Różniczkując 
bezpoś redn io : y' = (-a : L) cos (-. x :-L) -\- (3 r.b : L) cos (3 -x ; A ) , / ' = — 
— (n 2 a : U) sin (-x : L) — (9n'-ó : IJ) sin (3r.x : A ) , a nadto, zważywszy , 

że | x (A — x) cos'2 kx dx = 1/.,j(Lx — x-) dx -4- V- , j " (Ax—x-) cos 2kxdx= 

= V 4 Lx2—1/(x*-r \'4k (Lx — x 2 ) sit} 2£x —\'ikj(L - 2x) sin 2kxdx = '/+ 

A x - — '/„ x 8 - j - i / 4 / , (Lx — x-) sin 2kx-\r ysk ( A — 2x) cos 2k\ - ljik% sin 2kx 

-fx (L — x) cos~Y~~ cos ~j~ = l / a I x (L — x'-'i cos (h—k) xdx--'r

1j2 i ( L x — 

— x 2 j cos (h-\-k) xdx, z ła twością otrzymamy wynik ostateczny w postaci 
U == 7, (i [7 8 * 2 a 2 L ( 1 : 3 - 1 : «*) — l V 8 r-abh : 2 ^-f78 *2Ó-L ( 3 - 1 : 
— 73 El ( , 4 A 2 : 2 L : 1 4 - 81 B< 6 2 : 2L: i ) — 7., » (72 a 2 L - j - 7, 6 2 L ) . Rozwiążmy 
to zagadnienie wed ług naszej ogólnej metody. W danym wypadku U jest 
funkcją dwóch zmiennych n ieza leżnych, należy przeto z a s t o s o w a ć wyniki 
nauki o skrajnych war tośc iach tego rodzaju funkcji Oznaczmy przez r== 
= d 2 U : da1, s = d2U : daób, t == ó2U : db'\ Wiadomo, że funkcja U ma 
minimum, lub maximum, gdy s 2 — rt-<o, niema ani jednego ani drugiego, 
gdy ten wyraz jest większy od zera, wreszcie gdy s2 — rt zachodzi tak 
zwany wypadek wątpl iwy, kiedy istnienie skrajnych war to śc i zależy od 
pochodnych wyższych rzędów. Ten wypadek wątpl iwy należy oczywiśc ie 
wziąść pod uwagę . Różniczr.ując otrzymamy r,ł,s, a zatem z równania 
rł — s1 będz iemy mogli w y z n a c z \ ć krytyczną war tość obciążenia pasa gór­
nego Z ? = , / S { Ł L * . T O samo możemy wykonać , s tosując zasadę Timoszenki . 
W tern celu oznaczemy przez z = b;a, przez X2 = nL> : \6EI, a otrzy-
namy R=f%iEI : (XL)*, gdzie spółczynnik d ługośc i ma war tość X---- |2 (1 : 

3 _ 1 :,«!) _ 152; : ' r . 2 - f - 2 (3 - 1 : x*) z2\ : [1 f- 81 16 (1 -f-ąt) : 
- i J , a więc zależną od z. Biorąc pochodną X po z z ła twością wyzna­

czymy szczególną war tość z dającą minimum siły R, powodującej wybo­
czenie pasa górnego . Wynik i w ten s p o s ó b otrzymane stosują się do s tó ­
jek gibkich, mało sztywnych, a więc dla małych wartości A r - . Poza war-
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tością 7V 2 5S:20 należy już uwzględn ić nową pos tać odksz ta łcone j — wziąć 
pod u w a g ę s inusoidę z.jednem punktem przegięcia , czyniąc y =-a sin (2 T.x : 
: L ) - p b sin (4 z\ : L) i powtórzyć wszystkie rachunki powyższe . Wynik i 
w ten s p o s ó b oirzymarie Timoszenko zes tawi ł w następującej tablicy, wy­
starczającej do ce lów praktycznych 
N 2 = 0 5 10 15 20 25 50 100 150 200 300 
i— 0,694 0,524 0,443 0,394 0,374 0,354 0,333 0,289 0,263 0,245 0,224 
N2== 500 1000. _ . . ; . . „ . . i . . . . . . . 

Przy obliczeniach Timoszenko radzi brac stójkę o naj-
/ , = 0,204 0,174. - i v J 
mniejszej war tośc i n a dla pasa górnego przekrój najs łabszy. Jako ostat­
nie zastosowanie zasady Timoszenki rozpatrujemy: 

§ 9. Wyboczenie prętów z łożonych. W dotychczasowych rozważa­
niach zjawisk wyboczenia pomijal iśmy stałe działanie sił tnących, jako zni­
kome. T o uproszczenie daje poważne błędy przy wyznaczaniu prętów 
złożonych (Rys. 68, II), należy przeto obecnie wziąć pod uwagę dzia łanie 
tych sił. W tym celu rozpatrujemy najprostszy podstawowy wypadek pręta 
pionowego (Rys. 68; I) opartego u dołu na podporze przegubowej A, u góry na 
rolkowej B; obciążenie pręta stanowi siła osiowa P c isnąca na przekrój górny. 
Jak zwykle początek osi spół rzędnych umieszczamy w dslnym przegubie A 
oś At\ kie>ujemy w lewo oś AZ ku górze po osi pręta n i eodksz ta ł cose j . 
W przekroju bieżącym w, obranym w odległośc i C od początku spół rzęd­
nych, p a n o w a ć będzie siła tnąca Q = Psin j3 »2 P r / pows ta ła na tle pochy­
lenia się przekroju o kąt (3 =y' względem poziomu. P r a c ę sprężystą tych 
sił na leży d o d a ć do pracy naprężeń gnących , siły tnące bowiem spó łdz ia -
łaią gnącym, zwiększając krzywizną prę ta . W danym wypadku nie mo­
żemy korzys tać ze zwykłego wzoru dla pracy sprężyste j naprężeń gnących 
pon ieważ odksz ta łcone y zależą nie tylko od momentów gnących, ale i od 

sił tnących, natomiast możemy nap i sać że U„~~ y , f M'1 dl: El = (P- : 
«7 o 

.2 El) I v'a'I, ponieważ najwidoczniej M — —Pi,, jak to zresztą wystar-
J o 

czająco uwypukla rysunek. Na str. 8 Księgi trzeciej wyznaczyl i śmy p racę 

sił tnących w postaci nt — #.'( T- dl : 2GP w danym wypadku przeto 
«7 o 

otrzymamy f l / == {\i-P- : 2 Gf ) I dl. Nadto jak wiemy praca siły ze-
J o 

wnętrznej L = ' / , P f ''i'~dl, a zatem w myśl zasady Timoszenki U = P I 
J 0 ' Vi 

y*M - ( ł / i p i El) f i& d'-. — ('/., IJ2 [J-: G F) f dl = O. Załóżmy, jak 

zwykle Y, = a sin ( K x : / ) , a otrzymamy k ytyczną war tość siły P w = 1 : 
: |/2 : -- ElĄ- u- '• EF\. Oznaczmy przez Pe = v.- El: l- przez Pt= GE: a, 
a otrzymamy ostatecznie Pw : Pe m, gdzie m — Pt : (Pe -\-Pt). D la prę­
tów zwykłych spółczynnik m jest prawie równy jedności , możemy przeto 

file://{/i-P-
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pisać wprost, że Pw = Pe. Inaczej jednak rzecz się ma dla prę tów z ło ­
żonych z poszczegó lnych ogniw, gdzie wpływ sił tnących wyraźnie się za­
znacza. W e ź m y pod uwagę pręt, a raczej ustrój tego rodzaju, złożony 
z dwóch p a s ó w bocznych równoleg łych (Rys. 68, II, A* 1) i zbrojenia we­
wnęt rznego kratowego. Począ tek osi spó ł rzędnych umieszczamy pośrodku 
dolnego przekroju pręta, cś Ol, uk ładamy po n ieodksz ta łconej pręta ku g ó ­

rze, Qf[ w lewo, O i ku pa t rzącemu. 
Nazywamy przez / moment bezwład­
ności poprzecznego przekroju pręta 
wzg lędem osi głównej równoległej do 
Ol. Będzie to niewątpl iwie moment 
obu pasów, zbrojenia bowiem może­
my pominąć, jako wprost niemożliwe 
do uwzględnienia przy wyznaczaniu / . 
P rzy znacznej l iczbie krat, możemy 
jedną z nich ABEP wyodrębn ić (Rys. 
68, III) i rozpa t rywać , jako płytkę za­
stępującą bieżący przekrój co. Przy 
wygięciu pręta w płaszczyźnie rysunku 
pod jarzmem siły P osiowej, cisnącej 
na górny przekrój kr*ta ulegnie skrzy­
wieniu o kąt Y , stanie się równoleg ło-

przesunięc ia względnego Cć górnego ogniwa 

Rys. 68. 

bokiem AB'CF na tle 
względem dolnego. To przesunięc ie przynależy niewątpl iwie do siły tnącej 
przekroju (J. W rzeczywis tości zjawiska mają przebieg nieco odmienny. 
W prę tach poziomych panują siły osiowe ściskające równe Q, w piono­
wych siły c isnące obciążenia zewnę t rznego , na węg łach niema p rzegubów 
zatem nietylko wyłącznie pręt pachyły ulegnie odksz ta łcen iu , jak to ma 
miejsce przy wyżej opisanem skrzywieniu się kraty. Mimo to jednak mo­
żemy te odksz ta łcen ia na razie pominąć , pon ieważ pręty poziome, a zwłasz­
cza pionowe kraty są stosunkowo znacznie mocniejsze od pochy łego , l i ­
czonego na rozciąganie — zatem w oierwszem przybliżeniu uwzględnimy 
tylko wydłużenie tego pręta A = EC: Oznaczmy przez h wysokość , przez b 
sze rokość kraty, przez a kąt pochylenia przekątni, przez Fs jej przekrój 
poprzeczny. Długość przekątni będz ie wobec tego h : sin a, jej s ; ł a osiowa 
rozciągająca O : cos a, jak to z ła twością zresztą można zauważyć z ry­
sunku, a przeto wydłużenie A === (Jh : El\ cos pi sina, oraz przesunięc ie 
jednostkowe •; = CC" : h= (J: EFS cos-o. sin a. 
cych dla płytki rozpatrywanej będz ie 11̂ , = 1 

Castigliano II będziemy mieli p rzesunięc ie CC 
Od;: GF ss |J. Oh : GF. Stąd u. O: GF— O 

: GF= 1 : EF s cos-y. sn a. T a war tość jest, jak widzimy stała dla wszyst­
kich krat ustroju, a przeto w pierwszem przybl iżeniu P = 1 : \l- : ^EIĄ-
- j - 1 : EFS cos" a. sin a|. Wynik ściślejszy otrzymamy, uwzględniając ujemny 
przyrost poziomego pręta PC, równy (Jh : EFp, gdzie przez F+ oznaczy­
liśmy stały przekrój tego pręta . W danym wypadku CC wzrośn ie o ten 
przyrost, będz iemy mieli przeto •; st= Q : EFS cos? y. sin a. (-Qb : B F y hx 

a nadto powtarzając poprzednie rozważania otrzymamy wzór ostateczny 

Elementarna praca sił tną-
;J. O^dl: GE, zatem na mocy 
tej siły równe d l L : dQ = (Ł 

EFK cos-y. sin a i ostatecznie 
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dla Pw = 1 : [/'- : K-£[ Ą- 1 :EFS cos2a. sin a •-)- 1 : Eb ptgn.\, pon ieważ nie­
wątpl iwie b •. h = iga. Wed ług tego wzoru należy liczyć ustrój kratowy 
•Na 1 z pojedyńczemi przekątn iami . W razie przekątni krzyżujących się 
jak w iNł 3 należy we wzorze zamiast Es, wziąć 2 Ts. D la p rę ta Â ę 2 
należy wziąć Fp = O. Wzory powyższe dotyczą prętów o pojedynczych 
pasach, jak to najlepiej uwidocznia (Rys. 68, IV). D la p rę tów o prze­
kroju poprzecznym (Rys. 68, A& V ) należy przekroje zbrojeń podwajać. 
W szczególnym wypadku pręta (Rys. 68, Ne VI) wzór powyższy traci swą 
moc obowiązującą, mamy tu bowiem zbrojenie poprzeczne sztywnie z pa­
sami po łączone przy zupełnym braku przekątni . Wyodrębn iany myślową 
płytkę ABEF, p rowadząc dwa przekroje sąs iednie , dzie lące odcinki pa­
sów po po łowie . Pod działaniem sił tnących O pręt poprzeczny EF (Rys. 
68. VII) odkształci się w pełną falę sinusoidy, jego przekroje skrajne po­
chylą się o kąt cp, nie zejdą jednak z osi pierwotnej prę ta , możemy przeto 
rozpat rywać pręt poziomy, jako belkę statycznie wyznaczalną, obciążoną 
ponad podporami dwoma jednakowymi momentami gnącymi M — ł / 3 Q h. 
W n n ś l wzorów wyprowadzonych na str. 12 księgi trzeciej, będziemy m eli 
<f = VG Mb : EIp= Vis Qbh : EIp, gdzie Ip oznacza moment pręta . Oznacz­
my przez Tą moment bezwładnośc i pasa. Jego część AB obróci się o ten 
sam kąt tp, znacząc na osi BC sk ładową A = ł/s n ? p rzesun ięc ia siły po­
przecznej Q. N idto ta część pręta pionowego zegnie się pod jarzmem 
s i , y lk Q> dając drugą sk ładową A' = '/„ X ,liQX O M ) * 5 EIq w myś l 
wzoru dla pręta jednostronnie osadzonego. Oxtc.tecznie więc przesunięc ie 
siły tnącej Q będzie równe 2 (A - f A') = \ ^Obh- : EIp-\- »/,, Q$ • E/q 

Wobec tego, że 2 (A - | - A') • h = j i O : GE będziemy mieli Pw = 1 : \P • 
: K*£I + bh : 12 EIp + h- : 24 E l q ]. 

§ 10. P rzyk łady i ćwiczenia. I-o. Zbiornik. (Rys. 69)/ zbudowany 
w ks / t a ł c i e koiyta prostego o przekroju pros toką tnym AB CD zawiera war-^ 
s twę wody cztery metry wysoką. Sze rokość zbiornika B=75 cm., g rubość 
blachy p łask iego dna 0 ,7 cm. wyznaczyć skrajne naprężenia tej blachy 
w założeniu nieruchomych p o d p ó r B i D. W e ź m y pod u w a g ę jednos tkę 
długości zbiornika L—\ cm. Odpowiednia część blachy dna dolnego sta­
nowi pasek 1 cm. szeroki, 0,7 cm. gruby i 75 cm. długi , zatem dla tego 
pasemka 7 ^ = 1 X 0 . 7 = 0 , 7 cm 2 7 = 1 / 1 0 X 1 X 0 , 7 3 = 0 , 0 2 8 5 8 cm. 4 , W =l/6X 
X 1 X 0 , 7 2 = 0 , 0 8 1 6 7 cm. 3 P=P. = 0 , 04083 cm.-. Ś rodkowa s t rza łka ugięc ia 

blachy w założeniu p o d p ó r : przegubowej i rolkowej wy-
5 

niesie i = _ pi*: El, zgodnie ze wzorem księgi drugiej 
384 

, n (Str. 61). W danym wypadku / = 0 , 4 kg. na centymetr 
" ~JL b ieżący, 7^=2150000 kg. /cm. 2 , / = 7 5 cm. a przeto s trzałka 

j /=5XO,4N75 4 : [384X2150l )O0X0,02858J=2 682cm. Zatem 
R y s 9 - mamy w 2 ( l - f w - ) 2 = / a : At 2 = 44,043. Po kilku p róbach 

otrzymamy m2=2899, stąd odpór poziomy S=m^ *EP. / 3 =312 6 kg oraz 
istotna s t rzałka ugięcia p rę ta fs—f '• ( l - f-m 2 )=0,688 cm. W przekroju ś od-
kowym najwyższa panować będzie war tość momentu gnącego iW = V8/>/2— 
—5/A.=66,2 kg. cm. a przeto skrajne naprężenie tego przekroju a=M ; WĄ-
-\-S: F - , 257,2 kg. cm. 2 . Za łóżmy z kolei , że w obu skrajnych przekro-
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jach b lachę dna przytwierdzono do nieruchomych podpór ; w tern za ło ­
żeniu pasemka obustronnie osadzonego będziemy mieli, zgodnie ze w / o -
rem księgi drugiej (Str. 91) / = 1 / 3 S 4 pP : El = 0,536 cm Stad 7 4 >«s(l-f-

r/tm2)2=p : 16 i'2-—0,440, co daje po kilku p róbach 7 4 m 2 =0,272, oraz 
S—m***EI'i:Aps=i\ 1.7,3 kg. Strzałka ugięcia ist. tna fs = / : (1 - j - 7 4 w 2 ) = 
=0,421 cm. wobec tego M— 1/i.2 pl~—Sjs = 138,1 kg. cm. i ostatecznie 
- = / W : f T - f 5 : F = = 1858,5 kg./cm-. Wynik i tu otrzymane s ą o 8 - 1 0 " / 0 

n iższe od śc is łych. Widzimy z nich, że umocowanie obustronne blachy 
jest bezwzględnie szkodliwe. Praktycznie należy przeto dla wszelk ej pew­
ności l iczyć b lachę , jako obustronnie osadzoną. 

2- o. Słup wspornikowy zbadany był przez nas w ks ędze drugiej 
(str. 134). Otrzymal iśmy wprawd/ie wzór ścis ły, ale nader niewygodny 
w użyciu. Obecnie zachowując wszystkie poprzednie znakowania, podamy 
wzór przybliżony. Możemy przytem śmiało za łożyć g=o, jako że osta­
teczny wzór ścisły tej danej nie zawiera. W danym wyp.idKu obie amy: VJ = 

J\\ cos (-'- : 2L)], ta bowiem pos tać czyni zadość warunkom geometrycznym 
i statycznym. W istocie, różniczkując otrzymamy 7 ]=( i r / : 2L) sm (jt£ : 2L), 
// '=—(ji-y : 4L 2 ) cos (7tC: 2L). Te wzory czynią z a d o ś ć warunkom geome-
trycznyrm przy *=o dają Y J = T / = 0 , przy £=71 mamy i) = / , Nadto w swo­
bodnym przekroju końcowym A p a n o w a ć winna zerowa war tość momentu. 
Istotnie dla £ = Ż , mamy v/ '=o. Praca siły górnej O będzie niewątpl iwie 

V i Q I &=QT:2J2 : 16L, praca zaś siły P wyrazi s ię w postaci 1 / 3 P 

| lr;>d:={Pz-f:8V) f sm2 (-.*: 2L) di=(Pr.2f : 16L) [/: L— 1 l r . s in{* l : L ) | . 
•z o Jo'' 

CL 
Nadto praca sp rężys ta p rę ta U = ł / 2 El I Yj"V;=7r 4 7 i7 / 2 : 64L 3 . Stosuiąc 

o 
- zasadę Timoszenki będz iemy mieli po odpowiednich sk iócen iach : Q-\-P 

| / : L - 7it sin (iii: U)]=%2EI: 4 L 2 . Zastosuimy tylko co otr ymany wzór 
do przykładu przeli zonego nieco dalej str. 148). Biorąc pewn ść p ięc io ­
krotną będz iemy mieli: 40000+80000 [600 : 900— fasin 120°] = z 2 X 2 l 5 0 0 0 O X 
X 7 : ( 4 X 9 0 0 2 ) . Stąd bezpoś redn io 7=10884 cm. 4 war tość tylko o 3,17°/ 0 

n iższa od ścisłej 7=11240 cm. 4 , jaką otrzymaliśmy w za łożemu s ta łego 
przekroju pręta. Zatem wzór przybliżony wystarcza do celów prakiycz-
nych. 

3- o. Stójka wspornikowa zbadana była przez Ja s iń sk i ego . W y n i k i 
podal iśmy na (str. 136) w postaci wzoru bardzo niewygodnego w użyciu. 
Wyznaczmy wzor przybl iżony, czyniąc w rów nem zeru i tutaj bowiem wzór 
ścisły tej danej nie zawiera. W danym wypadku jak zwykle zakładamy 
7 j = y sin ("' : L), skąd rf-=(icf:L) cos (irC: L), T J " = — ( T C 2 / . L 2 ) sn (rcC : L) , 

oraz \\=xiE/f2: 4L : ! . Praca siły zewnętrznej górnej będzie tu 1/2 Q J T/2 

d^(H2f:4L, dolnej zaś : 72 pJl-f]'2d^={Pn2j2:4L) [/: Z - { - Y 3 n sin (27t/: L)], 

a przeto stosując zasadę Timoszenki lub co zawsze na jedno wychod / i , nasze 
rozważan ia ogólne, otrzymamy Q-\-P [l: L-f-7an S i n l2rc/: L)]=rc 2 El: L a . 
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4-o Ihlka na wzorowo sprężystym podtożu rozpatrywana była w księdze 
drugiej na (str 104). Obc iążen ie jej s tanowiła sda pionowa P, skupiona w środ­
kowym przekroju belki, d ługość belki zakładal iśmy nieskończoną ze względu 
na t rudności ca łkowan ia równań różniczkowych. Obecnie wyznaczymy wzór 
przybl iżony, odrzucając to zgoła nieprawdopodobne założenie . Zatem belka 
L cm. długa spoczywa na sprężys tem podł żu, dającem sprzeciw proporcjo­
nalny do miejscowego osiadania belki, możemy przeto założyć, że sprzeciw 
podłoża równy jest mi\ dla b ieżącego przekroju. P erwotnie w stanie odcią­
żonym oś podłużna belki leżała w poziomej powierzchni podłoża, po obciąże­
niu belki pośrodku ciężarem P przekrój bieżący osiadł , obniżył się o rj. Skrajne 
przekroje belki również się osunęły, zeszły z poziomu. Wobec zupełnej sy-
metrji obu połówek belki oba skrajne przekroje musiały niewątpl iwie obni­
żyć się jednakowo o f[s = a, możemy przeto założyć, że rt = a - j - b sin 
(•«£: L), ta bowiem pos t ać spełnia warunki geometryczne. Zwróćmy uwagę , 
że parametry a i b są zgoła od siebie n iezależne. Gdyby belka była zu­
pełnie sztywna, to wszystkie przekroje miałyby to samo obniżenie , zatem 
parametr b, uwypuklający wygięcie belki zależy od jej własnośc i spręży­
stych, drugi zaś a od własności sprężystych podłoża. Wyznaczmy pracę 
sprężystą ustroju, z łożonego z belki i sp i ężys t ego podłoża . Praca spręży­
sta samej belki zależy tylko od sk ładowej Y J B = b sm (n *: L) wyraża się 

przeto wzorem tylokrotnie już spotykanym \\B=l/2E/ I riB"2di — ~ i£lb-: 

: 4 L S . Praca sprężys ta podłoża s'anowi sumę prac sp rzec iwów, panujących 
wzdłuż d ługos tek belki d'„ a więc sprężys tych sił mr\aX. Ich przesunięcia 
są oczywiśc ie równe obniżeniom i\ odnośnych przekrojów, a praca elemen­
tarna każdej z sił wyraża się w myśl twierdzenia Clapeyrona w postaci 
'll„i\mrid>',, jako dla podłoża* z za łożenia wzorowo sprężys tego . Łączna praca 

wszystkich sił będz ie równa lip == l / j *»_{ r^ą%<=='fam\ [a-J-bsm(*X:L)]s 

" o " o 
IZ. 

dl = V i m [«2C — '/« abL cos (*C : L) r f bK — (b-L : 2K) sin (ir -. : L) = 
\ . Jo 

= '/a ' " L (a- -f- 4ab : 7a O-) . Praca siły zewnętrznej b idzie tu i '(a-f- b), 
pon ieważ ob użenie ś r o d k o w e g o przekroju rów ie jest a - J - b. Z-.fem mamy 
V = P (a Ą- b) — 11 ii — PP s tąd bezpoś redn io : d I : da — P — tnLa 
— 2mLb : K = O oraz dl i : ob = P — ^Elb : 2V — 2mLa: %— 72 mLb = O. 
Z równania pierwszego otrzymamy a= I': mL — 2b : t . Po podstawieniu 
w nas tępne z ła twością wyznaczymy b w postaci A = ( l — 2 : - ) / ' : [ - . * £ / : 
: 2 L a -4- w;L (1 : 2 — 4 : ac2)], a zatem i TJ. Ten przykład najlepiej uwypukla 
don ios łość metod przybl iżonych. Dość jest porównać pros to tę r achunków 
p o w y ż s ych ze ścisłymi zaznaczonymi t y k o w księ<ize drugiej. 

5-o Odpory statycznie mewyznaczalne be>ek w i e l o p r z ę s ł o w c h rów­
nież można z ła twością wyrazić metodą przybliżoną, korzystając z twierdze­
nia Betti. Weźmy pod u w . g ę belkę dwuprzęs łową, opar tą na skrajnej pod­
porze prawej przegubowej, pozosta łych rolkowych. Począ tek r o s i spó ł -
rzędnych umieszczamy jak zwykle w środku skrajnego prawego przekroju 
podpartego B, oś B- układamy na n ieodksz ta łconej belki i kierujemy w lewo, 
o ś Bi] w dół. Skrajne podpory A i B wyznaczą się z rówmui statyw; 
w zależności od sił pionowych gnących P{ (* = 1 , 2 . . . » ) ob iążenia ze-
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wnę t rznego , pośredni odpór X da twierdzenie Betti w postaci X = -
- ^Ig^P-iJi w myśl naszych rozważań podanych na (str. 23j. W pod- bny 

s p o s ó b powiążemy dwoma bnjowemi równaniami statycznie niewyznaczalne 
odpory X,Y pośrednich podpór belki t ró jprzęs łowej (str. 24). T a ścis ła me­
toda daje się znacznie uprośc ić przy zastosowaniu wzorów p rz \b l i żonych , 
przyczem dla przesuniąć sił zewnętrznych 7^-wystarcza zazwyczaj pierwszy 
wyraz szeregu, dla sił zas tępczych należy brać o jeden nie równy zeru 
wyraz więcej niż poprzednio. Przy dużej różnicy długości poszczegó lnych 
przęseł , oraz przy skupieniu sił 7',- w pobliżu p o d p ó r należy brać dla / , dwa 
pierwsze wyrazy szeregu, dla s'ł za s t ępczych trzy, lub cztery o ile trzeci 
jest równy zeru. Istotę tego sposobu poznamy najlepiej, b iorąc nas tę­
pujący prosty przykład. W księdze drugiej na (str. 73), rozpat rywal iśmy 
belkę t rójprzęsłową jednostajnie obciążoną o równych przęs łach . Wobec 
symetrji zupełnej X\ = X, = X ==ż — « i / s o / / = = — 0,3667 pl. 

Zasb sujmy metodę przybl żoną. Odrzucamy obie pośrednie podpory, 
czyniąc w ten s p o s ó b belkę statycznie wyznaczaIną. Dajemy siłę zas tępczą 
Xt=l w o d l . g b ś c i 2A od skrajnej prawej podpory, a nas tępn ie siłę za. 
s tępczą A 2 = l w odległości X . W obu wypadkach rozwinięcie dla irj ury­
wamy na drugim wyrazie. D la określenia spó lczynn ików będziemy mieli 
dla pierwszego wypadku a n = ( 2 / s : 5i4/i7) \ 1 • 5 «(u2X : 3X)]=7Ys «.(7a ~)> aJi 

\ 5 / « | 2 - • 2>. : 3 / . ] = V 2 . i V s ł « ( 4 / 3 " ) ' d l a drugiego av, = Xsm ('/.,"-)', air-
, Xsin ( 2 / 3 ~), gdzie oznaczyl iśmy dla skrócenia przez A ' = 2 P:5:4KI. 

Zatem otrzy mamy odkszta łconą dla obciążenia drugiego siłą A' , =1 w postać! 

r ) j = « n sin «:!) + ansin (2" C : t)—N ' / 2 ^ 3 [*/» : /) — % sin (2'ąC-:: /)], 
a dla trzeciego Y,., = V2 ^ 3 TV[5w ( s C : /) -+- V i . **» (2 *.C : / ) ] , stąd stosując 
twierdzenie Betti do pierwszego i drugiego obciążenia , oraz do pierwszego 

i trzeciego będziemy mieli { Xt [s<n (,'s -) - ' / i C (*/»")] -f- [« '»(Ys * ) ~ 

- V i s « « ( 7 8 " ) -\-pj sin («Z:l)dti) V i f / 3 A = o oraz [ A ' x [ « » ( 7 , - ) I • 

V i . S'« ( 7 , *)]-KY2 [śf« (Va «H-Vi, s m ( '7, I W G : toM Vi VZN=O. 
< - J o 

Po wypisaniu właśc iwych wartości sinusów, skróceniu przez ' / , r 3 iV i wy­
znaczeniu całek otrzymamy ITJT, 4 15AV== - f 17^===-— 64/>/: « ^ 3 . 
Widzimy stąd, że A , == A"2 *s — 2pl: ^ ]/Z — — 0,3675 a więc o 0,22"/,, 
zbyt wiele. 
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Komisja wydawnicza Towarzystwa Bratniej Pomocy Studentów Politech­
niki Warszawskiej zaznaczyła się chlubnie w dziejach istnienia naszej 
Wyższej Uczelni kilkuletnią szeroką działalnością. Bez poparcia z ze­
wnątrz, bez kapitału zakładowego, w niesłychanie trudnych warunkach zdo­
łała wydać prawie wszystkie kursy wykładowe dzięki wytężonej, a bezinte­
resownej pracy członków Komisji, a zwłaszcza Przewodniczących PP. S. 
Młotkowskiego, I. Budzyńskiego, A. Karisbada, E, Bęczkowskiego i S Mań-
kiewicza. Obecnie wydana Wytrzymałość stanowi również owoc jej dzia­
łalności: myśl napisania tej książki zawdzięczam Komisji. Wytrzymałość 
Tworzyw ma zapoczątkować i umożliwić wydanie całego szeregu wydaw­
nictw Naukowych Komisji zakreślonego na bardzo szeroką, skalę. Może 
w ten sposób Polska uzyska nową placówkę wydawniczą na polu piśmien­
nictwa technicznego, dotychczas tak ubogiego. Jedyne oryginalne dzieło 
polskie o Wytrzymałości Klugera wysz ło w 1877 roku. 

W obecn'e wydanej Wytrzymałości Tworzyw, pominąłem działy, w kra-
czające w dziedzinę matematycznej teorji odkształceń, noszę się bowiem 
z zamiarem wydania „Sprężystości Tworzyw", opartej na podstawach zgoła 
odmiennych, od zwykłych, dotychczas obowiązujących. Nie wiem kiedy to 
nastąpi, chcę więc choć na tern miejscu podać jeden z wyników mych ba­
dań, rzucający pewne światło na istotę zjawisk wyboczenia niesprężystego. 
Czysto teoretyczne rozważania oparte na pewnych założeniach, dotyczących 
budowy ciał odkształcalnych, dają dla tworzyw wzorowo sprężystych wzór 
8fe — apg ~\~ o-Eg (*'• L) 3 ' gdzie zw o z n a c z a naprężenie wyboczenia niesprę­
żystego, Qpg i Eg gran ; cę proporcjonalności i spółczynnik sprężystości przy 
zginaniu, L - długość pręta o końcach prowadzonych, i — promień bez­
władności przekroju, wreszcie a = m : 2 (m -\- 1). W ostatnim wzorze m 
oznacza stosunek wydłużenia osiowego do poprzecznego. Wzór powyższy 
łącznie ze wzorem Eulera, również teoretycznym rozwiązuje zagadnienie 
wyboczenia. Graniczną wartość L i i łatwo można wyznaczyć, czyniąc nw 
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tego wzoru równem ow wzoru Eulera. Drugą graniczną war tość L : / o t r z y ­
mamy z równan ia a w = a^, . D l a innych tworzyw wzór ma p o s t a ć nieco 
odmienną. P r ó b y robione & w L. W. T. P. W., lecz nie dość liczne, dały 
mi bardzo zgodne wyniki . Klasyczne próby Karmana również s twierdzają 
p rawid łowość wzoru powyższego , o ile w nim podstawimy war tość a ^ . 
i Ea wyznaczone przez tego Badacza. Na załączonym wykresie (Rys. 70) 
grube linje dają wartości aw wyliczone ze wzoru nowego, oraz ze wzoru 

Rys. 70. 

Eulera, czarne kółka odpowiadają danym doświadcza lnym. Zupe łna zgod­
ność obu tych wzorów z wynikami p rób nie ulega żadnej wątpl iwości . 
D la porównan ia na tym samym wykresie zaznaczyłem linje dla w z o r ó w 
Przerwy — Tetmajera i Mueller - Breslau'a. Spółczynniki tego ostatniego 
wzoru wyznaczone były ad hoc z doświadczeń Karmana, mimo to jednak 
wzór Mueller—Breslau 'a daje mniejszą zgodność z wynikami prób od teore­
tycznego naszego wzoru. Ła two to dostrzec z podanego niżej zestawienia 
różnic odsetkowych wyników wzorów i prób . D l a naszego wzoru różnice 
te wahają się falisto w granicach ± 5,7%, dla wzoru Muel ler — Breslau'a 
dochodzą do 18%, dla Przerwy — Tetmajera do 26%. Dla pewnego ga­
tunku żelaza zlewnego, badanego w L. W. T. P. W . nasz wzór ma pos t ać 
l iczbową aw = 2000 - j - 850000 (i ; L):. Pierwotnie chc ia łem umieścić cały 
ten us tęp w tekśc ie , konieczność jednak zastosowania matryc pierwszego 
wydania s tanęła temu na przeszkodzie. Stąd pochodzą również różnica 
druku, oraz podzia ł na trzy księgi i trzy niezależne numeracje stronic. 

P i s a ł em „Wytrzymałość Tworzyw" dla S tuden tów, musia łem przeto 
baczną zwróc ić uwagę na drobiazgowe wyprowadzanie wzorów i zaopatrze­
nie poszczególnych dzia łów w przykłady i ćwiczenia , przeliczone l iczbowo 
aż do wyników ostatecznych. Wzory podałem wprost w tekśc ie z pew-



nym uszczerbkiem dla wzroku, a to jedynie w tym ceiu, aby możl iwie 
zmniejszyć ogólny koszt nakładu. 

Pozatem chciałbym tu jeszcze wyrazić szczerą podziękę byłemu i obec 
nemu Zarządowi Bratniej Pomocy Studentów Politechniki Warszawskie 
i Komisji Wydawniczej, a przedewszystkiem PP.: S. Borkowskiemu, T. Zo 
moyskiemu, S. Mańkiewiczowi za zabiegi o wydanie drukiem Wytrzymałość 

"PP.: T. JabłczyńskiemUj K. Kamińskiemu i F. Szelągowskiemu za chętu. 
pomoc w pracy oraz wszystkim PP. Pracownikom „Drukarni Polskiej" za 
życzl iwe zajęcie się wydawnictwem. 

L. Karasiński. 

Warszawa, dnia 5 kwietnia 1921 r. 
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