CZESC SIODMA.

PRETY KRZYWE.

§ 1. Ustalenie pojgé zasadniczych. Rozpatrywaé bedziemy wylgez-
nie tylko krzywe prety jednorodnie zbudowane, czynigce zado$¢ warunkom
nastepujacym: os pierwotna niecodksztalcona preta stanowi krsywe plaskq,
w jej plasacaysnie lesq jednoimienne osie glowne wszysthich przekrojow
poprazecanych preta, a Srodki krzywisny osi nieodksstaiconej ledq posa pre-
fem. Ten ostatni warunek jest konieczny, inaczej bowiem dwa sasiednie
przekroje preta mialyby wspélne czasteczki, uniemozliwiajace wyodre¢bnienie
plytki, a wiec i wyznaczenie naprezen sposobami dotychczas stosowanymi.
Ponizej kolejno rozpatrzymy najcze$ciej spotykane obcigzenia pretow krzy-
wych, opierajac rozwazania na zaloZeniach dotychczas ustalonyth dla za-
sadniczych wypadkow dzialania sit zewnetrznych.

§ 2. Obcigzenia osiowe pretow krzywych. Bierzemy pod uwage

Rys. 21—25.

wypadek szczegéiny, kiedy uklad sit zewnetrznych po sprowadzeniu. do
srodka o w przekroju poprzecznego plaskiego 4D, preta krzywego (Rys. 23)
daje site osiowg S, styczng do krzywej osi preta, a prostopadia do prze-
kroju. W.my$l egdlnej teorji ustalonej w czesci drugiej zakladamy, 2e sila
osiowa S i w danym wypadku daje wylgcznie tylko naprezenia osiowe
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55 ==.5: [, proporcjonaine do sily osiowej i odwrotnie proporcjonalne do
pola /[ przekroju .4D. Wyodrebnijmy myslowo plytke 4DBC, prowadzac
przekréj sasiedni plaski BC w odlegtosci znikomej o’ = ds mierzonej peo
fuku krzywej osi pr¢ta. W danym wypadku $cianki 40 i BC plytki nie
beda réwnolegte, ich plaszczyzny bowiem przecinaja sie wzdiuz prostej zna-
czacej Slad @ w plaszczyinie krzywej osi preta — Srodku krzywizny fej
osi. Pochylone beda pod katem dp—= ds:c, gdzie przez ¢ oznaczyliSmy
promien krzywizny osi preta. Po Srodku o lewe; §cianki plytki panuje sifa
osiowa .S—wypadkowa ukladu sit zewnetrznych lewej czesci preta 4, .4DD,
na Sciance BC w jej $rodku o, lezacym na krzywej osi preta panowaé
b¢dzie réwniez sita osiowa .S’ styczna do osi i prostopadia do przekroju
bHC—wypadkowa uktadu sit zewnetrznych prawej czesci preta—BE'F'C.
W zatozeniu ds-=0O obie te sily maja wspolny punkt zaczepienia o powinny
przeto wzajemnie si¢ znosié w dziataniu, ze wzgledu na trwala ré6wnowage
odksztatcong, a przeto sily te ‘muszg by¢ réwne lecz kierunkowo sprzeczne.
W danym wypadku ds3=0, zatem sila .S’ bedzie sie nieco réznila od S,
mozemy przeto napisa¢, uwzgledniajac sprzeczne kierunki, ze—S'=S-|-dS.
Sily te utrzymuja plytke w réwnowadze odksztalconej, nieznaczna bowiem
roznica dS obciazenia jej $cianek oraz skladowa Sdyp zrodzona z pochy-
lenia .S ku .S’ o kat dp stanowig uklad réwnowazgcy obcigzenie zewnetrzne
samej plytki, pominigte przy obu sprowadzaniach, a wiec sily zewnetrzne,
przytozone do czasteczek samej plytki, lub dziatajgce na jej powiokg boczna.
Te sily zewnetrzne stanowig najwidoczniej ukiad nader nieznaczny, wobec
znikomej warto$ci ds, a nadto ich wypadkowa dazy do zera oraz z d's, mo-
zemy ja przeto pomingé, piszac warunek réwnowagi plytki w' postaci
—S'>S. Zatem na §ciankach przeciwleglych plytki panowaé beda napre-
zenia osiowe 6,=S: [/ i o', =U3" F''=(S+dS): (F + dF y=0,-}-ds, >,

Pod dzialaniem tych naprezen jakiekolwiek wiokienko gh w odlegtoSci
y od osi preta wyodrebnione ulegnie odksztalceniu osiowemu. Jego pier-
wotna dlugosé ds ——(c—l-—y) a’,o, wydluzy si¢ lub skréci o dds,, dajac wy-
diuzenie &, - &ds,, tds,=as, =g, F.

Wobec ;ednosta;noscx napre;zen g, na obu scxankach plytki, wydtuie-
nia jednostkowe wszystkich widkienek bedq jednakowe, a wydluzenia bez-
wzgledne dds,—e,ds, ==, (1) dp proporcjonalne do odleglosci ¢}y od
srodka krzywizny. To znaczy, ze $cianka BC plytki pozostanie plaska i po
odksztalceniu, wykona jednak obrét o kat Adp okolo osi prostopadiej do
plaszczyzny krzywej osi preta a przechodzgcej przez $rodek krzywizny Q.
Stad bezposrednio 8dls,—z, (c-y) dp=/c-|-y) Adp i ostatecznie Adp—s dp—
o dp: E—as,dy. Pod dzzalamem sié osiowych dwa sqsiednie presekrofe
popraecane preta kraywego pochylajq si¢ ku sobie pod kqtem niesnacsnym
na tle obrotu w plasscayinie osi kraywes preia do okola jej $rodka krsy-
wisny prerwoinej. Zatem sily osiowe nie zmienmiaja krzywizny plerwotnej



L T ? L

preta krzywego tylko go wydluzaja lub skrocajg. Miarg tych odksztalcen
osiowych moze stuzyé wydluzenie Srodkowego widkna plytki d’s, dla ktérego
Sds=—us ds==Szdo: EI, albo tez kat Ade=Sd¢: EF.

§ 2. Obcigzenia tnace. pretow krzywych. Z kolei rozpatrujemy wy-
padek -obciazenia zewngtrznego dajacego po sprowadzeniu do §rodka o prze-
kroju poprzecznego preta krzywego—pojedyincza sile tnaca 7  w plaszczyz-
nie osi krzywej preta (Rys. 25) Ta sita da naprezenia tngce w przekroju
t=—n.7 : [ w my$l ustalonej wyzej teorji przyblizonej lub §cislejszej (1I).
W pierwszym wypadku p=1. Sila tnaca 7 stanowi wypadkowa ukladu
sii zewnetrznych lewej czeSci preta, na sgsiedn ej Sciance plytki w jej Srodku
o' panowaé bedzie sita 7'— wypadkowa obcigzenia zewnegtrznego prawe
czesSci preta, lezacej poza plytka. Rozumujac jak wyzej dojdziemy do
przekonania, ze kierunkowo sprzeczne sily 7 i 7', znikomo si¢ tylko
roinig, co wyrazimy piszac—7'=7T-+-d7T> 7. Pod dzialaniem napr¢zen
tnacych v=p.7": Fit'=p7T": I''==p (T -+ dT) : (F-}-dF )=r-}-dr=xt poszcze-
gblne kostki plytki ulegng skrzywieniu, na tle wzglednych przesunig¢é Scia-

~nek zewnetrznych, przynaleznych do obu obcigzonych sasiednich przekrojow
preta. Miara skrzywienia kostki bedzie w danym wypadku przesunigcie
1ednostkowe 1=B*=r: G jak dla pretéw prostych. W zalozeniu teorji przy-
hllzone], ob'e Scianki plytki sa jednostajnie naprezone, zatem i przesuniecia.

~ dia wszystkich kostek—tozsamosciowe i réwne przesunigciu ;7 kostki'érod-
Lowej.

‘Teorja, Scislejsza burzy ten  wniosek : na wiléknach skrajnych AB i CD
panu]a zerowe wartosci naprezen tnacych, dajace skrajne wartosci v = O,
posrodku, lub w sasiedztwie Srodka t jest najwyzsze, odpowiada wigc i naj-
wyzszym wartosciom przesunieé 1 jednostkowych. W obu wypadkach prze-
sunigcie 7 kostki Srodkowej daje przesunigcie wzgledne g = 7ds §rodkow
®’ i w, Zazwyczaj obcigZenia tnace pretéw krzywych towarzysza gnacym,
nieznacznie tylko wplywajac na odksztatcenia, mozemy je przeto pominaé,
jak to stale czyniliSmy i dla pretéw prostych.

§ 3. Zginanie plaskie pretéw krzywych. Bierzemy pod uwage wy-
padek szczegoélny, gdy uklad sit zewnetrznych odksztalcajgc ch lewej czesci
preta po sprowadzeniu (Rys. 21) do $rodka o daje moment JZ, lezacy
W plaszczyZnie przekroju poprzecznego na osi gidwnej prostopadle] do
Plaszczyzny krzywej osi prgta. Na sasiedniej §ciance plytki BC, panowac
bedzie moment znikomo réiny M'=M-}-dM=M, lecz réznoskretny i tutaj
bowiem rozumowania poprzednie zachowaja swa moc obowiazujgcg. Do-
Swiadczenie uczy, e zalozenie Bernoulliego odpowiada do$é $cidle istocie
ziawisk w danym wypadku, aczkolwiek linja obojetna nie przechodzi przez
srodek przekroju, jak to sie daje dostrzec przy zginaniu plaskiem pretow
prostych. To znaczy, ze plytka pierwotna 4BCD odksztatca sig w 4'B'C'D',
Ba tle obrotu §ciany BC w stosunku do $ciany AD-.o kgt 849 okolo pew-
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nej osi prostopadtej do plaszczyzny giecia—/lingZ 0boj¢inej, tymczasem blize]
nieokreslonej. Slad osi obrotu na plaszczyznie giecia oznaczamy przez (J,
odleglo§¢ OQ przez », a nadto niech bedzie Qw'==, zatem ¢=r--v. Za-
toczymy ze $rodka krzywizny @ luk OO 4=ds,. Poniewaz obrét S$cianki
BT zachodzi kolo punktu (O, przeto luk OO, nie odksztalca sie wcale pod-
czas obrotu, natomiast w dowolnej zresztg odleglo$ci z=1--y obrana kostka
ptytki po odksztalceniu ujawni wydluzenia proporcjonalne do odleglosci
z od ().

Wynika to bezposrednio z poczynionych zatozen. Oznaczmy diugos:
tej kostki, mierzona po luku of przez ds_-—=(r-=z) d¥, jej wydluZenie ber
wzgledne przez 8ds, —z0d+. Stad wydiuzenie jednostkowe : . —dds_ : ds, -

-a0d v (r-+3) dv. To wydluzenie przypisujemy dzialaniu naprezen gna-
cych 5. 1 9, =o0_-Fds_>s. normalnych do $cianek plytki, pomijajgc
ich skladowa s, d%, zrodzong z pochylenia o’ ku s, pod katem a'¢, zreszty
jak widzimy znikomg. Zatem mozemy napisaé, ze s -=- 25.==5,:E stad
== I =zodv : (r--5) d¢. Ten wzér pozwala zbudowaé wykres (Rys. 24)
uwypuklajgcy rozktad naprezen na obu przekrojach pilytki.

Dla z>0, a wigc dla kostek ponad OO, naprezenia sa.niewatpliwic
dodatnie i rosna od zera do najwyiszej wartosci t, = Ehddo : (r - h,)do,
dla skrajnego szeregu kostek /°Q (Rys. 22) oddalonych o %, od O,0). Dla
linji obojetnej, to jest dla szeregu kostek O, O, gdzie z= O mamy
s.=—o0, wreszcie dla z<{ o, a wiec dla szeregu kostek ponizej 0,0 leza-
c;ch, naprezenia sa ujemne i maleja od zera do najnZszej warto$ci
t,—= — Eh3dp: (v — h,)do, panujacej w szeregu skrajnym kostek RT,
odlegtym o 4, od O,0. Powyisze rozwazania dotycza obrotu d9, zwigk-
szajacego pierwotna krzywizne osi preta, jak to zreszta najlepiej uwy-
pukla (Rys. 21). Gdy M dziala w kierunku odwrotnym, krzywizna pierwotna
mnaleje — naprezenia zmieniajag znak, zawsze jednak wydlizeniom kostek,
lezacych po jednej stronie O,0, towarzysza skrocenia kostek pozostatych.
Otrzymany wyzej wzor dla naprezen wskazuje, ze o, zmienia sig hyperbo-
licznie w stosunku do s w granicach skrajnych wartosci £, i #,,. Czynigc
k= ¢ bezwzglednie wigkszej z nich zabezpieczamy si¢ z gory przeciwko
wszelkim nadmiernym napreZeniom tworzywa przy obcigzeniach I, Il lub
111, chcac jednak skorzysta¢ z tych wzoréw trzeba wyznaczyé r i FEaodyp :
: dp z réwnan statyki. Na przekr6j Iewy plytki dziala moment A, zatem
suma momentéw si! czasteczkowych o, dF = calego przekroju winna go

réwnowazy¢ : M = foz zdl’:f[ "g?Cdy 1 (r - 2)dp)]. Pozatem suma sit

czasteczkowych (ode =J [Ezédy : (r -+ 2)dp] = O. Ponizej granicy pro-

porcjonalno$ci FEddyp:dp=mn ma wartos¢ stalg dia calego przekroju,
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a przeto nf[za’/" : (8- 7)| =0, oraz nJ (°dl": (= + )] = M. Inaczej
jeszcze J [gdf”: (51 7)]=—0, M- -nJ [2%dl" : =7 — n' [g — rz :

r te))dl =n J.za’lv‘ — nrJ [g: (r-|-2)dl =n ' zdl” — nN, gdzie przez

N oznaczyliSmy moment statyczny przekroju wzgledem "linji ‘obojetnej.
Poniewaz N = [, przeto ostatecznie n = fods:ds — M: N - MW : [,

Te wzory rozwigzuja zagadnienie, bo r.'-.'.':;mioj lz : (r -+ 2)|dff = o

kazdorazowo pozwala wyznaczy¢ polozenie linji obojetnej przekroju. Dla
pretow o malej krzywiZnie » = ¢ — v, ma znaczne warto$ci, mozemy przeto

napisac, ze ’ [g:(r - 2)]dF = (1:7) .[.lz sl -Fsip))difi~(: r)fzdl",

o, stad ' zdl” == o, czyli Ze linja obojetna staje sie¢ osig obojetng, bo

moment statyczny przekroju, tylko dla osi srodkowej ma wartosé rowna
zeru. Stad wniosek, Ze dla pretéw o krzywiZnie nieznacznej wystar-
cza zwykla teorja zginania taka, jak dla pretéow prostych. Istotnie z dru-

giego wzoru M — ‘Iz-: z—7)|dlr = (n: r)j[z" (12 P))dl ~n:7)

z2dl ~ nl:r, gdzie przez / oznaczyliSmy moment bezwladnosci prze-

kroju preta krzywego wzgledem osi obojetnej, w danym wypadku osi
glownej tego przekroju, prostopadtej do plaszczyzny krzywej osi preta.
Stad 0de do= Mr : /[~ Mc: ], poniewaz tutaj n>~o0. A zatem
€. — Nz : (sfr)~M:wz: Hz4-¢)>~Mz: (1-+2:c)/>My:/, poniewaz
s=—=1-1-y~y. W len sposéb odnajdujemy zwykly wzor, jaki wyprowa-
dzmsmy dia pretow prostych, plasko zginanych. Stad prosty wniosek:
prety o krzywiznie nieznacznej nalezy liczy¢ jak prety proste wedlug wzo-
réw o, =My : /[, 6,4, = M : W= kg, n==Fiy:dy= AMe /. Dla pre-
tow o krzywiznie znacznej s, —=wnz:(r -2), n — M : [, przyczem nalezy

kazdorazowo wyznaczy¢ 1 Z& WZOr6w n=—g—17# orazJ [2: (r |- 2)]df=0.

Zobaczmy jak sie to uskutecznia dla przekrojéw czesciej uzywanych.

§ 4. Wyznaczenie osi obojetnej.

1.0 Przekrdj prostokginy B X [{. Plaszczyzna krzywej osi preta
(Rys. 26) przecina przekr6j wzdiuz Qu, przez Q przechodzi o§ krzywizay,
czyli prosta przecigcia si¢ dwoch sqmedmch przekrojéw, przez O linja obo-
igtna. M/ danym wypadku 0Q =¢ 02 =17, ©O=1. W odleglosci Y
od osi krzywizny obieramy (Rys. 26) waski paseczek Bdy —=dF. Poniewaz

21
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Y, 4 H
5= Y — 7, przeto J [5: (z 4 ») dF | (1 —#:Y) BdY == BH — rB
; iy

e (Y, - 1) —lg¥Yo) = O, stad » = 1 lg [1 + IT: Y)).

2-0 Praekrdy kolowy o promieniu /. Zachowajmy znakowania po-
przednie. W danym wypadku (Rys. 27) bedziemy mieli df = IVdY, a przeto
: " Y, + 2R Y, +H2R
fle:(cf-m) dF== | ‘1—r:Y] Way=— ﬁleﬂ—rj (W Y)dy= 0.
. : e

0]

Wprowadzmy nowa zmienna x == } — ¢. Dla niej dv==4Y, a granice cal-

kowania x, = Y, —¢=—=— R, v, == ¥, + 2R — ¢ == R. Nadto W = 2
. * Yo + 2R R =k =,
Ve — x*, zatemJ (W ad Y2 ’ ” R —x% (v + )] de =
Yo Jd =R
2 [I//\"fl-.—x* — carcsin (x . I?) —- V-/\';: — x°are to { — (R? |- ¢x) :
. : oS TSI Rl
Vet — B2 _1!/"2 —-— .'L"‘)}] ])‘:: 2(me +—m ’ ¢t — %) i ostatecznie »=KR*:
— N

12 (g - |

3 0 Przekrdj Irapesowy, czgsto uzywany przy obliczaniu hakéw
dzwignic. Podstawy trapezu réwnolegie do osi krzywizny niech beda B,
i B,, jak wskazuje (Rys. 28), wyso-
kos¢ //. Zachowujac znakowania po-

przednie bedziemy m‘elij [#: (z—-!—}}]

Yo+ H
o f Jlmr: YIWay=, 115, +

Y, + H
+B)—#r| (W :Y)dY. W danym
Y,

Rys. 26, 27, 28. wypadku z latwoscig daje sie¢ zauwa-
zy¢, ze W=2B, — (B, - B1) (Y—‘Yo):
Yo H 5 '- Yo"'Ha’)/
1 1/, a przeto )(_ W:Y)ay — [B, + (Bq, — B) Y,: H] b _Y_ A
.- a 0

Y, + H
r(Bo_Bx) : [/J fydy‘_—' [Bn i Yo (B Lo Bx) : ng [1 + I Yo] _Bo+

4~ B, i ostatecznie 7 =/, /1 (B, + B,): } [By+(B, — B) Y,: H] lg (1-}+
R7T: Yoy = By B, g.

4-0 Prezekrdy dowolny. Juz z tych przykiadéw latwo si¢ daje oco-
strzec, ze otrzymane wzory daja wyniki watpliwe przy znacznych warto-
sciach ¢ w stosunku do wysokosci /7 przekroju. Ta cokoliczno$é stanowi
powainy szkopul praktyczny, zazwyczaj przeto przy znacznych ¢. kiedy i »
miewiele sie réZnig od siebie wprowadzamy nowg zmienng y-—g — v, przy-
czem y=c¢c—y7, orazr-+z=r-+y-+nM=¢ -+ y i oznaczamy catke
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[‘Iy (Y QA = — 3l Stad=f[z Hr+2)] dF = j .[( y+mn: G+

4l — ot 1 [[1: (6 )N dF = =38 +(1:9) [ [+ 9—3): (s + )]

Al == — el c4m2F 1 o= O i statecznie 1=9¢: (1 + ¢). Nadto dla
pretow o duzej krzywiznie o, = nz: (r + 8) =

S =n(ytN:i+N=My:(c+ NI+ M:
‘ ) =My 149 :9Fc c+v)+M:
£ lu  \c ol F G+ =My:9Fc(c+9 + My: Fe(c+
N e N\ o +9) 4 M:F(+y) = My:9Fc (c+9)+ M:
INANY : I'c. Powyzsze przeksztalcenia sprowadzajg za-
D F

gadnienie do wyznaczania catki — '?F:f[y 5
(Yl dl = (1:9) f[_y t (1 Q)] dF ==
=1(1:¢) (‘y [l —y:is+3 498 i+ .. dF. Catkowanie poszczegol-

Rys. 29.

nych wyrazéw szeregu nie nastrecza zadnych trudnos$ci, a sam szereg jeét
szybko zbiezny, mozna wigc zwykle poprzesta¢ na kilku pierwszych jego
wyrazach. Szybciej prowadzi do celu catkowanie wykre§lne, ktére z fat-
wosciag mozna sprowadzi¢é do zwyklego wyznaczania pola, zmniejszajac
(Rys. 29) rzedne x danego przekroju .4BCD w stosunku y: (y -}-¢). Wten
Sposéb otrzymane rzedne 2 = xy . (y 4 ¢) dadza nowa krzywa AF o (.

Pole 4 o FC o - tej krzywej wyraza sie calka fu ay =f[.xy: (v + ¢}

dy .:~".[y: (¥ + ¢)] dF, poniewaz oczywiscie xdy — dF.

§ 5. Wyznaczanie odksztalconych pretéw krzywych. Pierwotna diu-
£08¢ Srodkowej kostki ptytki zginanej (Rys. 21), mierzona po luku osi nie-
odksztalconej wynosi ds— ¢dp, stad lic=dp:ds. Po odksztalceniu
przekr6j BC pochylit si¢ wzgledem 4D o kat édp, sasiednie przeto $cianki
Dlytki odksztalconej tworza kat do - 8dyp. Ich plaszczyzny przetng sie
wzdluz prostej, znaczacej Slad na plaszczyznie krzywe] osi preta w punk-
tie Q' — $rodku krzywizny odksztatconej pre'a, a odcinek wQ' =¢  bedzie
Promieniem krzywizny preta odksztatconego. Dla pretéw o matej krzy-
Wiznie 0§ obojetna przechodzi przez $rodek przekroju, zatem pierwotna
dlugos¢ kostki srodkowej s nie ulega zmianie, mozemy wiec napisaé, Ze
ds =—¢' (dp - 8dp). Stad 1:¢'= (dp -+ 8dg) : ds. Odejmujac otrzymamy
lig —1:¢="‘dp:ds=235d¢p:¢dop= M : EIL Czyniac w tym wzorze
% =oco odnajdziemy 1:¢ = M:El znany wzér dla prg':éw prostych
Plasko zginanych. Dla pretéw o krzywiZnie znacznej linja obojetna leiy
PO za $rodkiem przekroju. Pierwotna dilugo$¢ kostki $sr. dkowej staje sie
_ds - dds = ¢’ (dp + 3dp), przyczem niewatpliwie 8ds = 7idp. Stad 1 :¢'=
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(dy -+ odyp) : (ds -+ 78dy). Odejmujac mamy 1:¢ — I 1 ¢ = (de -
~-3dg) 1 (ds - 1dde) — dp 1 ds = 8dp (1 —:¢):cdp (1 4-13dy: cdyp) =
— (M EF) (0 — i) (1M EFe) = (M: EFrs?) r: (1M : EFq)~
~ M : Elg. '

Oba powyssze wzory wymagajq znakowania dodainiego momentu,
swigkszajqeego prerwoing kraywizne preta. Sa bardzo niewygodne w uzy-
ciu. W szczegolnym wypadku, gdy pierwotng o$ preta stanowi koo mozZna
ich prawe czeSci nieco uprosci¢. W ukladzie" biegunowych osi spoétrzed-
nych (Rys. 30) pierwotna kolowa o§ ACB preta
wyrazi sie rownaniem ¢ = K. Po odksztalceniu
przejdzie w odksztatcona 40 o promieniu wo-
dzagcym 7T = R -+ ¢. Promien krzywizny od-
ksztalconej = [T (dT : o))" : | 142 (dT:

Rys. %0 : dp)t — T (d*T: de?)]=[R* - 2Ry - 2]

([R? - 2R - 42 4 242 — Ry’ — ¢4”]. Dla

odksztalcei nieznacznych praktycznie jedynie dopuszczalnych 42 >~ o oraz
» = o, zatem ¢ > [R?-|- 2ROz : [R? - 2RY — R — "] = R* {1 -
2 R R A2p: R— R — "0 Rl R (130 : K — )¢
21 20: R — " R), i ostatecznie 1:¢' — l:g=(1-+2¢:R—4": /) :
tR(14-3): R) —1: R4 — (§" - 9¢) : R z pominigciem wszystkich
wyrazéw stosunkowo nieznacznych wartosci. Nadto poniewaz w danym
wypadku ds = Rdy, przeto ostatecznie 1:¢ — 1:¢= —dhdst—d R

8§ 6. Praca sprgzysta pretéw krzywych. Wyznaczmy pracg SpIeZy-
sta II dla trzech powyzZej rozpatrywanych obciazen pretéw o znacznej krzy-
wiznie. W tym celu bierzemy pod uwage plytke ABCD (Rys. 21, 23, 25),
wyodrebniong w precie krzywym ptaskim. Na lewg $cianke piytki AD
dziataja wypadkowo .S, 7, M lewej czesci preta. Ich przesunigcia beda
réwne zeru, rozpatrujemy bowiem odksztatcenia plytki w stosunku do prze-
- kroju 4D. Na sasiednig Scianke plytki dzialajg wypadkowe obciazenia
prawej czesci preta S'=S-dS==S, T'=T+dl1 =T, M = M-+
L dM e M., Do sity S’ nalezg przesunigcia S$rodka o’ Scianki BC, za-
chodzace w kierunku stycznej do osi nieodksztatconej, a wiec przede-
wszystkiem 8ds = cAdy (Rys. 23) oraz dds = ddp (Rys. 21). Pierwsze
wywoluja sity osiowe S i S, drugie — momenty M i M’ Przy lacznem
dzialaniu obu obciaZen, calkowite przesuniecie osiowe bedzie cAde-{-1od%.

Z kolei do sity T nalezy przesunigcie poprzeczne ktére w mysl (§ 2. vh.

mozemy wyrazié w postaci p7ds: GF, wreszcie do sily uogéinionej M’
nalezg oba znikome obroty wzgledem $cianek plytki, a wigc przedewszyst-
kiem obrét 8dy, zalezny od momentéw M i M’ i obrét Ad¢, zaleiny od
git osiowych S i S". Przy lgcznem dzialaniu obu obcigzefi, catkowite
przesuniecie sity J/’ bedzie 5‘3?-4— Ade. Oznaczmy przez 1I, prace spre-
zystg plytki. Na mocy pierwszego twierdzenia Castigliano oll,: 0S =
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- eddy - dde, Oll,: 0T == pTds: GF, dll, : oM = &42--Ad¢ . Dla
pretéw o znacznej krzywiinie ode =— Md : EFq=Mds: EIFc. Nadto
Ad2— Sds: FFe, a przeto dll,: oS == Sds: FI'4-Mds : El', Ay o=

w Tds:GI, oll,:0M = Mds : EF v+ Sds : Elg. Catkujac mamy
W — S'ds:2EF 4~ MSds: EFc 4 o (T,M) = T?ds 1 2GF + o, (S,M)=—
Meds: 2EF «¢ -+ MSds : EF¢ - v, (S,7). Poréwnanie tych trzech wy-
nikéw daje odrazu 1, = [M? : 2EF ¢ + MS: EF¢ - 5%+ 2L T
:2G [ )ds, a wiec dla calego preta bedziemy mieli, oznaczajac przez s
g B A s[-__M? = MS'!
calkowita diugo$é jego osi nieodksztatconej: 11 :fo[Zﬁ‘l?-r,c I EFe |

z?/ = 221] ds, gdzie zreszta zazwyczaj pomijamy ostatni wyraz—
prace sil tnacych, jako nieznaczng w stosunku do pozostalych. Dla prgtow
o nieznacznej krzywiZnie linja obojgtna przechodzi przez $rodek przekroju o',
to jest ,==o0. Mamy wig¢c z pominigciem sil tnacych ar[/as: cAdy

- Sds : EF, o, : M = 3dv 4 Adv == Mzd¢: El 4 Sds: El'c=Mds :
I - Sds: EFg~ Mds: El, tutaj bowiem 8d¢ == Mz : E[ 1 ¢ =2 o0.
Catkujac otrzymamy H,—= S*ds : 2E/ 4~ o (M) = M?ds : 2FEI -} o, (S)

ostateczne 1, = S%ds : 2EF - M?ds : 2 )2/, oraz dla calego preta Il —
e i J.-]/'_’ |S'f! 4

== d - ierai H r -

’ 0‘_215/ i 21“['] s. Opierajac si¢ na wzorach tylko co wyprowa

dzonych, z tatwoscig bedziemy mogli wyznaczy¢ wszelkie —

§ 7. Odksztatcenia prgtéw krzywych. Weimy pod uwagg jakikol-
wiek krzywy pret (Rys. 31), obcigzony pewnym ukiadem sil odksztalcaja-
cych, W jednym ze skrajnych przekrojow preta o8, posrodku umieszczamy
poczatek O statych osi spolrzednych, uloZonych w plaszezyznie krzywej
osi preta tak, aby pionowa o$ QY, styczna do owej osi preta, skierowana
byla do géry, a prostopadia do niej o$ OX — na prawo. Chcac zdac
sobie sprawe, jak sie pret odksztalca, rozpatru-
jemy dowolny zreszta przekroj 4,B,. Spolrzedne
$rodka o, tego przekroju oznaczamy Pprzez X, ¥,
przez ¢, — kat nachylenia stveznej o, 7, pier-
wotnej osi preta ku (X. Te trzy wartosci a,
Y %00 W zupelnosci okreslaja pret nieodksztatcony
w przekroju rozpatrywanym. Przy odksztalceniu
ujawnia sie przyrosty 21, 2, 9g,. ktore nalezy

Rys. 31. wyznaczy¢ dla wszystkich poszczegélnych przekro-

jow. W tym celu wprowadzamy wrzekome sity’

X, OX, Y, || OY, praylozone do Srodka o, oraz wrzekomy moment A7,
prostopadly do plaszczyzny NOY, a przynalezny do obranego przekroju.
W stosunku do tych sit uogélnionych, przyrosty Zx,, 5y, 8%, grac beda

5
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role przesunigé. Nadto, niezaleznie rozpatrujemy przekrdj biezacy AKB.
sSpolrzedne Srodka o tego przekroju niech beda «, ¥, pochylenie stycznej
wl ku OX oznaczmy przez ¢. Po sprowadzeniu do $rodka o, wszystkich
sit odksztaicajacych, prawej czeSci preta 4B 4,B, otrzymamy sile osiowa
S, tnageca 7, i moment gnacy M — jako wypadkowe. Nadto tylko co wpro-
wadzone sily wrzekome, dadza po sprowadzeniu do o: sile osiowa
Nycosg-|- Yystneg, lezacg na o7, sile tngca — X séng - Y,coso, prostopadia
do poprzedzajacej, a skierowana podobnie jak sita Y,, wreszcie moment
Xy — ) — Yo(x, — ) -{- M,. Zatem dla pretéw o znacznej krzywiznie,

bedziemy mieli: It == f {[M'm lfn X (v — ) — X (my — x)]?: 212 Foos-|

M My Xy (v, — ) — Y, (&, — 2)] [S - Xycos? - Yistnz] o LF-
S 4 Xyeose-Yosing|® : 2EL v [T — A.‘bm v~ Yocos 9]? : 2(_;/'”: ds.
przyczem, jak zwykle przez s male oznaczyliSmy calkowitg dlugosé¢ osi
pierwotnej preta. Na mocy drugiego prawa Castigliano : ox, = oll : 0.\ ;
oy, =—0ll : 0Y,, 8z,=0ll : 0M,. W réwnaniach w ten spos6b otrzymanych
nalezy po wykonaniu r6zniczkowania uczyni¢ Xy==Y,==A,= O, sil
te bowiem nie dzialaja w rzeczywisto$ci. Ta drogg otrzymamy odx, -

S[M(p—9) . Mecosg i SWe—v) ond Scosy LI 7%7:'"] 2 b
.fo EFng o S 2 PR R o TR ) i
Js  M(x,—x) | Msing _ S(x—«) | Ssing | Tcoswy s
o Efons EFs i S ) R T
sy, = ‘,.S -‘/1{- -+ --b—} ds. Dla pretéw o krzywiznie nieznacznej be-
AR N b EFs
£
dziemy mieli zupeinie podobnie: Il = ‘ {[11//,, - M= X (3 — 3)— Y (%,—
o Q '
~ ) 1 2E7 +[S 4 Ncosp + Y,sing)* : 2/,;,.} ds, oraz 3%, — y, ( v "'f‘fjs g2
‘s Myds | ('s.Scospds | s Mds s Muds s Ssincds
—] - '—I-J Uy .’J_y“:-—-_\,“) = -" -i_' TS v
J g sk F s S IPRRY. Fe e A L SV
Lo (sMds
70 J ) 1_‘[

§ 8. Przyklady i ¢wiczenia:
lo. [lak zelazny zlewny (Rys. 32) o przekroju ()4 trapezowym.
dzwiga osiowa sit¢ P. Wyznaczy¢ dopuszcza]nq warto§¢ tej sily w zalo-
zeniu nastepujacych wymiarow: a=—4, ¢=2, d=4, ¢-=9, g=—6 cm, [Przede-

wszystkiem wyznaczamy pole przekroju /" ="'/, )} 9> (6-4-2)=-36 cm.?,
nraz moment statyczny wzgledem szerszej podstawy: A— M, XBX0X! ><9-—-
[, X2X9X*, X9=135 cm.?, stad bezposrednio 5=—4-|- 135 : 36— 77"1 cm.

7 kolex wyznaczamy # »\edwg wzoru § 4 w postaci »= 1/, XX 9 X (6-42):



: §[6—5— (6—2)X4:9] Jg gl+9:4‘)——6—§—2{ =—6,97 cm., Stad t—s— =
= 0,78 cm. W danym wypadku M=F¢ zmniejsza krzywizne preta, daje
wigc w_przekroju od strony 4 napreZenie Sciskajace oj==—/Fcs: /" (-

+ z) =— FXT7,75X(/, 94-0,78) : [36 X 0,78 < (6,97--0,78- -

-4,5)]——0,11896 #. Od strony O da moment napreze-
nie rozciggajace o, = - PX7,75X(1/, 9—0,78) : [362X0,78<
(6 97—4,5-4-0,78)]=0,31591 P. To ostatnie lacznie z na-
prezeniem rozciagajacym s,—/F: [=0,02778 /> da skrajne
naprezenie przekroju=0=0,34369 ’—#,. Dla zelaza zlew-
nego i obcigzenia / mamy #&,== 900—1500 kg./cm®. Stad
P—=2618—-+4360 kg. $rednio 3,5 tonn.

2.0. Zoraw (Rys. 33) sklada si¢ z krzywego preta
osadzonego u dolu. OS$ preta stanowi ¢wiartke kola, po-
srodku gérnego pionowego przekroju panuje sila /? pio-
nowa. Wyznaczmy przesuniecie jej punktu uczepienia —-
srodka /3 gornego przekroju. W tym celu ze Srodka przekroju osadczego
() przez $rudek krzywizny preta prowadzimy oS (.Y, druga prostppadta O}
stanowi styczna pierwotnej osi preta. W ukladzie tych osi, spolrzedne
srodka 4 biezacego przekroju preta beda & = /X (1—cos 8), ¥ - sin @,
nadto odlegto§¢ Srodkow plytki AA'=—ds—=/NRd®. Procz
sily [’ istotnie uczepionej w /3, rozpatrujemy wrzekoma 2
site O pozioma kierunkowo zgodng z osia OX. Pierwsza
da przesunigcie p, druga ¢. Cheac znalezé te przesuniecia
sprowadzamy do Srodka 4 przekroju biezacego sity ze-
wnetrzne /°°i (). Te sily dadza moment gnacy M—PR Y L
cos @+ 0OR (1—~s7'n ©) i sile osiowa S=0) sin® —/cosd ="

Rys. 32.

stad H = { A Rd®, W mysl twierdzenia Mena- Rys.‘ )

28 ) etz EF 5 y

brea, bedziemy mieli oIl : 0P :_—./5', dll : 900 == ¢, przyczem niewatpliwie po
zréZniczkowaniu nalezy tym wzorom przywrdoci¢ istotng warlo8¢, czyniac

(=0. W ten sposéb otrzymamy p —= ‘17:"2[])!\”_!_ '”R] cos'® d e
E o T e

= PR [/\"{ W ] Ly ’ [I’R*(l——{mg)ﬂg(* PR sin©® cos @ ]a’H
N N EI = EF

PR |R* 1
/5 [2] # :’]

3-0 Spresyna spiralna (Rys. 34), zwinigta z taSmy stalowej poéimili-
metrowej, 5 cm, szerokiej, powinna skupiaé¢ zapas pracy
sprezystej 200 kg./cm. Zewnetrzny promien sprezyny N—5
cm , $rednica nasady /)= 2 cm. Wyznaczy¢ liczbe zwojow
sprezyny oraz ilos¢ obroldw klucza w zalozeniu k,, == 500
kg./em.?, £==2200000 kg./cm.? dla tworzywa wzorowe] stali
sprgiynowel Nazwijmy przez [/’ sile osiowa, jaka sprezyna
rozwija w koncowym przekroju. Ta sita da moment M=Py
w biezacym przekroju A, zatem pomijajgc prace sit osio-
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Yy
wych przekroju A, bedziemy mieli Il :::’ | M ds:2E7), stad catkowity

obrot klucza g==0ll : oM = J ‘lzlf[a’s: Ell=(P:FEl) ( ‘y ds. Przy duzejliczbie

. 0
zwojéw calka, wyrazajaca niewatpliwie statyczny moment sprezyny, réwna
jest dlugo$ci L sprezyny przez odleglo$¢ jej $rodka ciezkosci od /2, a wiec
2=PLR: F] Srednia warto§¢ biezgcego momentu A/=Py bedzie M, =PR,
a przeto w przyblizeniu, dla duzej liczby zwojow ="/, Al,o=1"R*L : 21,
Skrajna warto§¢ momentu panujaca w przekroju srednicowo przeciwleglym
do B wynosi 2/°/R. Dla tej wartosci napr@zenle dopuszczalne k =Rk e
: W=2PR: "/, bli*. Wobec tego l=1/,,, ko bt L1210 b B ‘~k,, bhL :

: 24 /£, W danym wypadku 6==5, /= 005 cm,, [1=200 kg./cm, a zatem
L:_JBOO 2432200000 : (7500%3<0,05X5)=—=750,9 cm OznaCLmy liczbe zwo-
jow przez », a otrzymamy z wystarczajaca Scistoscia L=2mn !/, (R-]-'/,A)=
=2xn'/, (54-1), skad szukana liczba zwojéw #=39,8~40. Wyznaczmy /°
z réwnania kg-— 7500 == 2/°R : ', bi*==10 P : (}/,X53X0,0025), co da /-
1,56 kg.—oraz M, = PR=—7,8 kg./cm. Stad bezposrednio © =21l : A/, —
== 400 : 7,8=—51,28. Oznaczmy przez m liczbe obrotéw klucza, czyli nasady
sprezyny, a otrzymamy m=—>51,28 : 2r — 51,28 : 6,28-=8.16.

4-0. Spresyna w ksztalcie litery U dzwiga w skrajnych przekrojach
obcigzenie poprzeczne, wyznaczyé odksztaticong odleglosé tych przekrojow.
Oznaczmy przez » promen $rodkowej czeSci sprezyny CLD, przez b dtu-
go$¢ obu ramion 4C i BD. W przekroju biezacym, odlegiym o z od, 4

lub B panowaé bedzie moment gnacy Pz, zatem praca sprezysta obu Ta-
i

wmion wyniesie 2 ’ . [P2*dz: 2FE/]. W cze$ci Srodkowej uwzglednimy tylko
A prace sprezysta sil gnacych. W bie?acym przekroju ob-
P e B ranym pod katem « panowaé bedzie moment gnacy £
[ b (h +- v stna), zatem praca sprezysta tej czeSci wyrazi
sie w postaciJ ; [P (k- sina) rda : 2F[] stad roz-
C 0 D e \

{ ‘ W
suniecie skrajnych przekrojc')w =0l FE=2 l”[Pz? ds :

Rys. 35.

. B4 f P b+ r sinafrds: EL = PPy b+

—mrh® - Arth - Y, wrt) L EL Skrajna warto$§¢ momentu P (% -}- ) pano-
wadé bedzne w dolnym przekroju / — te warto§¢ nalezy wziaé¢ pod uwage
przy wyznaczaniu wiasciwych wymiarow sprezyny. (Rys. 35).

5-0. Pier$cien tlokowy zeliwny (Rys. 36) o przekroju prostokatnym
b>( Ik i Srednicy zewnetrznej 2R - % przy zdejmowaniu z tloka rozwiera
sig na / cm. Wyznaczy¢ skrajng bezpieczng wartos¢ f dla pierscienia Ze-
liwnego o wymiarach /~X==14,5 cm., A=1 cm., 4—=15cm. Przedewszystkiem
wyznaczamy dopuszczalng warto§¢ sit P, jakie nalezy przylozyé do prze-
krojow styku, aby rozewrzeé sprezyne. Skrajna warto§é momentu panowac
bedzie niewaipliwie w przekroju ()X, gdzie moment gnacy wyniesie 2R/
Dla zeliwa, przekroju prostokatnego obrobionegoi obciagzenia I mamy kg;
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=1.7 k, = 1,7 )X 300 = 510 kg./cm.?, zatem 2RP=!/;bh’k, stagd P = [, X
< 1,5 1% (510:29 =44 kg. Z kolei wyznaczmy prace sprezystg pier-
$cienia, uwzgledniajac jedynie momenty gnace.

W przekroju biezgcym 4 sila P da moment gnacy PR

(1 - cos ©), a przeto 1I=2 j PR (1-+-cos ©)* Rd© :

2E/], oraz f=oll : 0P=2 ( [PR*(1--cos®)* dO©:E]}—

e 0
=—=3w PR : E[=—37X4,4>X14,5° : [1000000 X/, X 1,5 X
Rys. 36. K 13 = 0,23 cm. Z tego rachunku wida¢, ze przy na-
kladaniu sprezyny na tlok z konieczno$ci w niebezpiecz-
nym przekroju ().\' wystepuja bardzo znaczne naprezenia, powodujace tak
czeste pekanie.

6-0 (Jgniwo kolowe w postaci pierscienia (Rys. 37), lub odcinek rury
obcigzono sitami [/’ srednicowo przeciwleglemi, rozciggajacemi, lub Sciska-
jacemi. Poprowadzmy przekroj Srednicowy prostopadle do osi sit i aby
uirzymaé¢ rownowage obu rozcietych potéwek ogniwa, przytézmy do Srod-
kéw o, rozcietych przekrojow sily osiowe Y, tnace O i momenty M, Te
obciazenia winny by¢ symetryczne ze
wzgledu na symetrje obu rozcietych
potowek ogniwa, a nadto musi byc
Q = O, inaczej bowiem symetrja nie
moglaby by¢ zupeina dla obu potéwek.
W danym wypadku réwnania statyki
daja dla sit pionowych2Y,- P= 0O,
pozostanie wiec jedynie moment 4,
jako statycznie niewyznaczalna. Chcac
ja wyznaczy¢ rozpatrujemy przekroj
. biezaey 4B pochylony pod katem o

Rys. 37. ku -1,B, i sprowadzamy do jego $rod-

ka o sily odksztalcajgce. W ten sposéb

otrzymamy sile osiowg S=Y, cosz, tnaca I'= Y,sinp i moment M=—M,-} Y,z

(1— cosz), gdzie ¢ oznacza promien ogniwa nieodksztalconego. Rozpatrujac

pierScien,, jako pret o znacznej krzywiZzonie, mozemy wobec zupelnej sy-
M-

/s
metrji obciazenia czterech ¢wiartek napisaé, ze l[_—:.4{ [9}_7.; -1
o i S

MS SH T L3 ¢ :
=) 7k 2];? —t=n, 2G["] sdz.  Stad na mocy twierdzenia Menabrea:
all wle (M = Ps (1 = cos%) — Pcosp .
fTi"[; - -LJ ¥ { = Tl T 2/ F: | ¢dp — (. Wypelnia-
‘- jac calkowanie otrzymamy dla pierScienia o stalym przekroju '/, = M, :
s EFq =M wPs i EFn— P 2E0+-P: 2EF'=0), skad M, =1 Ps{1—

—2:ixm-1-2n:¢] oraz M =1, P:|2(1 — m:¢):®—cosyp]. Ujemny znak
momentu 1/, wskazuje, Ze kierunek obrotu wskazany na rysunku nie

odpowiada warunkomn istotnym w wypadku dzialania sil rozciagajacych,
Nk ]
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Latwo to poja¢, zwazywszy, zZe sily rozciagajace staraja sie pret
w sasiedztwie przekroju .4,B, rozplaszczyé, co odpowiada momentom
M, ujemnym. Wyznaczywszy w ten sposob statycznie niewyznaczalny
czynnik A, rozwiazaliSmy zadanie catkowicie, odksztalcenia bowiem
ex,, 06y, dg, dowolnego przekroju poprzecznego z latwo$cia bedziemy
mogli otrzymaé, korzystajac z ogdlnej - teorji. Pozostaje nam . tylke
wyznaczy¢ ;przesunigcie p sit odksztalcajacych. Po podstawieniu Af

t l A ey ‘132;2 g 1 1 g 3 _]_E 2 .ll .,‘)
otrzymamy —“‘ T T e cosgl = 1:( i
1 Pk costa P sin ¢ s .

— cosgleosy -, oy } de, skad bezposrednio p —
P Jo \z2 1, [ﬂ (‘ i ) “C"S'f'] T EF [n R
Pe AN Ermr ¢ ) P Peb 42 (1 ) )2_ 4 (1 3 :q_‘) —l

CRET R T ep 2R N prn \e : 3

.'L'l 2 /?: {i]__(l . _’L ‘.T} : ../); f‘_ , /)_ i o [);._, i
P (N 2o R LS, B 7. 0 iy o e i ey 0 |
2

=t z;:’)./’: f( i on, & it SRS ey STnyn:
4__:( T fig 2 1 — ;) Ralote M GE szczegolnym

wypadku, gdy przekréj boczny preta jest stosunkowo nieznaczny w porow-
f:‘ 2 {[ﬂzf —6—1/,, izl L — COS% )*

naniu do promlema z,-bedziemy mieli Il =

BEr
/™ cos*y ol M, =+ Ya L5 (T — cosy)
- T} :de, skad 3 7 -LJ l o ] cas —= 0.
Dla pierscienia o stalym przekroju poprzecznym bedziemy mieli 1/, =47,
-y mlPs— 1, Ps=0, coda M= -1, P:(1 —2:7) oraz M=/, P’ ()
) ”1)3 -2 2
= — cosz). Z tag wartoscig otrzymamy |l = 4'{0 \SE/ [_ —cosz| +
[ cos®ry oall wha (P [2 E l /’cr;.t."-'_:gl
Ea } e Rl PG 4] : {'IE'] ["‘C""f'] T 4}
P:bpe (4 4 \ w2 =% 12
;d';—Jl { Tcos,—]—co:., d+l.‘f‘ cos’s d'_lf{:
4 o= Pc = 125N (7: 2 . /’;_ T b
g 4}. LI 4 — /.]- T :r) T EmE AL Mniej dokladne
wymkl otrzymamy catkujac rownanie odksztalcone; —d¥ i dg? — = M :

Bl =15 (2: ® — cos): EI, skad = Asinyg-i- - Beos: —;-(1/4 wSing —
— 1 :7) P*: E/. Wobec zupelnej symetrji czterech ¢wiartek ogniwa prze-
kroje pionowe i poziome nie ulegaja skrzywieniu przy odksztalceniu, zatem
w o, i w punktach na krzyz le;acych odksztalcona jest styc7na do pner~
wotnej osi preta, stad wnioskujemy 2e dy:dp=o dla 7 =0 i 7 = _,:-
Z tych warunkow bc;dznemy mieli 4 = O i B= P:*: 4[]/, a przeto § —
—=(cosy -{-bsiny — 4:7) PP 4L/, Czynigce w tem réwnaniu ¢ = 1,'2 %,
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otrzymamy ¢ = (n:4 —2:7:) Pl:2E] =1,p, stad p=(:4 — 2:
im) Ped: 1. Z kolei czynigc ¢, == o otrzymamy ¢, = (}/, — 1 : &) Ps:
: I7]; a przeto zwezenie sie ogniwa w kierunku prostopadlym do osi sit
P wynjesie g= — (4 — =) Ps*:2x E/. W ogdélnym wypadku jakiegokol-
wiek obcigzenia niesymetrycznego—w dowolnym przekroju obranym ab be-
dziemy mieli trzy statycznie niewyznaczalne: sile osiowg .S, tnaca 0, i mo-
ment J/, ktére réwniez z tatwoscig wyznaczymy, stosujac twierdzenie
Menabrea.

7-0 Pre¢t krzywy o stalym promieniu ¢ krzywizny pierwotnej obcia-
zono obustronnie réznoskretnemi parami sit g = P\, jak na (Rys. 16 ksiegi
drugiej). W dowolnem przekroju Srodkowej czesci preta BC panowaé be-
dzie stata warto§¢ momentu p. dodatania, jako ze moment stara si¢ powiek-
szy¢ krzywizne pierwotna do 1:¢'. Zatem rownanie odksztalconej bedzie

w danym wypadku 1:5' — 1:z =y : L7 dla preta o krzywiznie nieznacz-
nej, a dla pretéw wyraznie krzywych 1:¢ — 1:3 = p: FFq. Przeto

w obu wypadkach ¢’ = stalej: pret w czesci Srodkowej zwiekszy swa krzy-
wizng, o§ jego podiuzna bedzie i nadal stanowita luk kofa. GdybySmy
srodki A4 i [ skrajnych przekrojéw tego samego preta obciazyli sitami /2
sciskajacemi, lezacemi na osi 40, to w biezacym przekroju C, pochylo-
nym pod katem ¢ ku osi symetrji preta poziomej panowalby moment }/ =
= [Py, gdzie przez y oznaczyliSmy odleglos¢ pionowa s$rodka biezacego
przekroju od osi poziomej 4D. Wobec tego, ze y = ccosp — s - f row-
nanie odksztalconej otrzyma posta¢ d%: do” ;- o = — (scose—s 4 1) P:
: /27 dla preta o krzywiznie nieznacznej, a dla preta o krzywiznie znacznej -
a*: dpP-l-p=—(scoso — ¢ + f) P: E[Fs. W pierwszym wypadku ozna-
czamy przez n°= P: k], w drugim przez n®—= F: IL[7c, nadto niech be-

dzie d?) : dp? = 4"/, stad ostatecznie ' 4~ & == — n2(ccoso — <4 f). Cal-
kujac otrzymamy ¢ = A4 sino 4- Bcosp ~— Y, n’zy sino - n*(c — f). Dla
obu skrajnych przekrojéw gdzie ¢ = - ¢, = -+ [arcsin [(h + Y/, 4) 1 ¢] be-

dziemy mieli ¢ = O. W ten sposéb otrzymamy dwa réwnania warunkowe,
z ktorych z latwoScia wyznaczymy stale calkowania .l i B. Z powyzszych
rozwazan widzimy, Ze wyznaczanie odksztal- :
conych pretow krzywych ma ten sam przebieg
¢o i dla pretéw prostych.

'8-0 Luk przegubowy (Rys. 38) w po-
staci symetrycznego preta krzywego, opartego
na podporach przegubowych diwiga uktad sit
pionowych /% (== 1,2.. n) odksztatcajacych.
Odleglos¢ podpér A4 i B stanowi tak zwana
rozpieto$¢ tuku L. Oznaczmy pionowe odpory
przez A4 i /3, poziome przez f1 i /1. Z row-
nai statyki mamy dla sit pionowych 4 —4- B —

X/, poziomych // -~ 11" = O, oraz dla
momeutéw wzgledem prawego przegubu 4L=—=
=X 0P 6;. Z tych réwnan wyznaczymy A,B5,
oraz [/'= — [//. Pozostaje wiec jeden czyn-
nik statycznie niewyznaczalny //. W stosun- Rvs. 38, 30, 40. 41
ku do rozpigtoSci L poprzeczne wymiary tuku . Yot T
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sa zwykle nieznaczne, to tez 'zazwyczaj tuki rozp‘atrujemy jako prﬂty 0 nie-
M? i 52
2F] ' 2EF

na mocy twierdzenia Menabrea w wypadku podpdr niesprezystych, sztyw-
nych. Dla podpér sprezystych, dajacych przyrost 6L bedziemy mieli na
mocy Castigliano drugiego 0ll : 0// = L. W danym wypadku dla biezacege
przekroju 0 otrzymamy M=FHy--M, gdzie przez M, oznaczyliémy mo-
ment pochodzacy od odporu 4 18111,, zawartych pomigdzy lewg podpora,
a przekrojem biezacym (. Obcigzenie zewnetrzne rozkracza tuk, podpory
dajg sprzeciwy temu odksztalceniu, zatem odpory /A musza dziataé¢ do we-
wnatrz, dajac momenty //y dodatnie, bo zwiekszajace krzywizne preta.
Moment A}/, z fatwo$cia mozna wyznaczy¢, jak dla belki jednoprzestowej
statycznie wyznaczaliej L cm. dlugiej, obcigzonej sitami /; pionowemi,
dzialajgcemi w tych samych odlegtosciach &, od prawej podpory. Nadte
w biezgcym przekroju panuje sita osiowa S=—— Hcosv--.S,, gdzie przez
Sy oznaczyliSmy skladowa zalezng od sit zewnetrznych /7, dziatajacych
pomiedzy A i C oraz od pionowego odporu 4 Skiadowa odporu pozio-
mego podaliSmy ze znakiem ujemnym, poniewaz odpor £/ powoduje Sciska-
nie luku. Zazwyczaj spotykane luki nie sa zbyt ostre, moZna wiec bez
znacznego biedu zaloiyé cosp>=1, a .S, calkowicie pominaé, piszac wprost

wielkiej krzywiznie, piszac 1l __f [ ]ds a przeto dll OH=0

S=—H Swalz—p v | [ M 2o
S “1J “',,0 V7 gl o e 0.
s M, a’ (s d d
daje // = ’ - oy 2 l[ /% — yF]s]. Dila fukéw o stalym prze-
kroju = Moyds s — (by’a’s], gdzie jak zwykle przez ¢ oznaczy-

]
liSmy ramig¢ bezwladnos$ci przekroju, Jest oro zazwyezaj nieznaczne wo-
bec 'y, mozemy przeto ustali¢ wzor przyblizony prakiycznie wystarczajaco

i 5y ]
scisty dla wszelkich tukéw przegubowych; H — — j M, yds : ‘ y%ds.

0 ] v 0
W szczegélnym wypadku tuku parabolicznego o S$rodkowej ‘strzalce
J 1 obcigzeniu ¢ jednostajnie roztozonem na-.catej rozpieto$ci L, bedziemy
mieli _/1——_13’—_-'f~ qL Roéownanie osi tuku bedzie tu y=FHyx(L—x):/[l*
a moment M=='/,9x*—Y,qLx=—"[,qx (L —X)=—qL%: 8/, stad dla luku pa-
rabolicznego o stalym przekroju H=ql?:8f. Ten wzorzazwyczaj stosujemy
dla wszelkich tukéw, jako pierwsze przyblxzenie, przy ocenianiu doraZnem war-
tosci /7, Wszelki luk przegubowy nie moze sie swobodnie rozszerzaé
w kierunku poziomym przy nagrzaniu o /°. Gdyby jedna z podpér byla
ruchoma, to rozpietos¢ tuku wzrostaby o o,/% aby wiec powréci¢ do wa-
rankéw istotnych nalezy zmiszczyé Ow przyrost, dzialajac va konce 4,8
luku sitami poziomemi /7, W rzeczywisto$ci zjawiska zachodza nieco

inaczej. Luk nagrzany chce wyskoczy¢ z podpor, rozpiera podpory, \wy-
wolujac sprzeciw w postaci odporéw poziomych H,. Te sily stanowia
obcigienie tuku dodatkowe. Pod ich jarzmem luk zwieksza swg krzywizne
(Rys. 41), biezacy przekréj z C przechodzi w (', a skrajne styczne #, obra-
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cajg sie o kat © ku goérze. Zatem w przekroju biezacym powstaje moment
M=H,y oraz sita osiowa S'=—FH,cosp >~ —H;, dajac dodatkowe wyrazy

h s M'ds (e i (R
dla pracy sprezystej }n —22.7 f ;E—[", ktére oznaczamy ' przez ll,.
W mys$l rozwazan powyzszych przesunigcie sit //, bedzie réwne oyl
: . i : s y*ds
a przeto na mocy twierdzenia Menabrea a,/L¢==0ll;: d/7, :—:H,fﬂ ﬁ—”’

J,r A Lo R | e, ,J(EF

nagrzania i sit zewnetrznych P; odpdr poziomy bedzie //,-- H,.

9-0 fLuk wyzej opisany stanowi ustroj statycznie niewyznaczalny ze-
wnetrznie. Z tatwoS$cia mozemy go uczyni¢ statycznie niewyznaczalnym
wewnetrznie, dodajac dolny pret prosty 43 obustronnie polgczony z tukiem
przegubowo, a nadto zmieniajac lewa podpore na rolkowa. Oznaczmy sit¢
osiowa dolnego preta przez F/, jego przekréj przez f, a otrzymamy, ko-

s Mds s S2ds
rzystajac z rozwazZan zadania poprzedniego Il _f Yo J
(U 2

] Przy lacznein dziataniu

- 2E.[.' )
( SEL d . I ”l“,, [-s y"ds
= 2Ef Stad na mocy twierdzenia Menabrea FyT 30 —h]f/ .
s M, yds s d HI e
f“fn jE‘}I oA Ve4 ! E;‘—— B o i ostatecznie // —“ o Moya’s‘:E/] ;

.[£ - s f yids
G 1 G R RS 5 v .

10-0 Zuk zamocowauy obustronnie (Rys. 39) w postaci symetrycz-
nego preta krzywego dzwiga uklad sil P; odksztalcajacych. Zachowamy
znakowania poprzednie, a nadto przez M i My nazwiemy momenty odpo-
rowe w 4t B. W danym wypadku z réwnaf statyki przekonamy sig, ze
. H'= — [{.. Réwnania sit pionowych i momentéw pozwola wyznaczy¢
odpory prawe w zaleznosci od lewych, pozostana wiec statycznie niewy-
znaczalnymi odpory lewe 4, H i Ma.

Oznaczmy przez A, i B, odpory pionowe belki jednoprzestowej L cm.
dlugiej, statycznie wyznaczalnej, obciazonej tym samym ukladem sit P,-;
w przekroju biezacym tej belki, odleglym o x od lewej podpory, panowa¢é
bedzie moment A/,. Zatem mozemy napisac¢, ze A=A4,+Y, H=X, oraz
Ma=2Z, i wyznaczyé obciazenie przekroju biezacego Cluku zamocowanego
w postaci momentu M=Xy— Yx+Z+M, i sily osiowe] S'= —X cosp—
—Ysing+-S,, gdzie S, i tym razem oznacza sile osiowa, jaka otrzymamy
po sprowadzeniu do $rodka przekroju C sit 4, i [°; zawartych pomigdzy
A i C. Stad dla zwykie uiywanego tuku o nieznacznej krzywiznie Il =

s M3ds s S?ds X
== ; twierdzenia Menabrea mamy oll : 0A=
fo 2E1+f,2EF' 'Na mocy twierdzen y
0N :90Y=0MN:0Z=0. W ten sposéb po skréceniu przez 1:E otrzymamy:
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Spotczynniki réwnan powyzszych najlepiej obliczaé¢ wykreslnie, mozna
rowniez potaczyé rachunek wykreslny ze sposobem Muellera podobnym
w § 20, 10° czesci poprzedniej. W szczegélnym wypadku luku parabo-
licznego obustronnie osadzonego, a niezbyt ostrego, moZemy zalozy¢
senp2o0, cosp > 1. W tem zaloZenu ds —=dx, s= L, oraz niewatpliwie
S = — X, poniewaz dla sit pionawych .S, = Q. Dalej bedziemy mieli

dla tuku parabolicznego o statym przekrojuf a’x:L,f L PR i
[+ 0

e

~L L L L
' Ko =—" /s { ydx = (41 : L'l)f (Lx—xz)dxz'l/:,jl,f yhdy =
o O 0 0

0

oL L e
(4 f: L2 f [Lo — %) ax = 85 f°L, f zydx = (4 f: L?) f [La? —x"]

dx =", /L% a przeto z rownai poprzedmo wyprowadzonych, po prostych
sk 6cemach otrzymamy: X[*,f +3i2:2f] =", LY +Z=—-(3:2/L)

f Myyde, — Y, 1 X+, LY — Z—=(2: L% f Myxdx, * fX— VoL YF

L V
b L= — 1/Lf M,dx. Z tych rownan z tatwoscia wyznaczymy X,Y,Z.
s .

Dla obcigzenia jednostajnego ¢ poprzednlo rozpatrywanego bgdziemy mieli

L L L
]V[O o qL2 5 8f, Modx:‘—"l/qulzs : dex=_1/24 qL1 Moydx:
£y

= —1Y qLY, stad : X[ /431 2: ?f] — LY A Z = /mqf’

— s f X+ fY —Z= — Y, gL* 2/3/X_1/2 LYS-Z= 1/12‘1['2 Doda-
jac dwa ostatnie rownania otrzymamy bezposrednio Y = O, zatem odpory
pionowe 4= B=—1,9L. Dalej z dwéch pierwszych réwnaf otrzymamy
X==qL*:2[4f4 45 i*: f] oraz Z=¢qL?: 12 [1-}-4/%: 45 i’ Wszelki
luk, obustronnie osadzony, po ogrzuniu o #° stara si¢ rozsungé podpory.
GJyby iedna z nich, dajmy na to prawa byla ruchrma, to rospietos¢ tuku
wzrostaby o o,L#, w istccie jednak ten przyrost jest niemoziiwy ze wzgledu
na sprzeciw podpér w postaci sit H;, stad wniosek, ze przesunigciem
sity H, bedzie a,L¢. Nadto jak juz wiemy luk pod dziataniem tempera-
tury zwieksza swg krzywizne, przyczem skrajne jego styczne odchylaja sig
o kat 0, W istocie pojawienia si¢ tych odchyleri jest w danym wypadku
niemozliwe, zatem, aby kat prawy © i lewy — @ sprowadzi¢ do zera, na-
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lezy przylozyé odpowiednio dzialajgce réznoskrgtne momenty 4/, po obu
koficach tuku. RLgczne dziatanie tych niewatpliwie rownych momentéw
pokrywa sie wzajemnie: ich przesunigcie ma warto$¢ zerowg, jako dla sily
uogéinionej réwnej sumie momentéw prawego i lewego. Tutaj wigc dla

przekroju C bedziemy mieli M’ = H;y — M;, oraz S' = — H,cosp. Te
= o3 [l Lot g |
sily pomnozg I o wyrazy . 2El fo JEF + Ktore oznaczemy

przez II,. Na mocy twierdzenie Menabrea bedziemy mieli oll, : oH, =
—a,Lt, oraz Oll, : 0M, = O, stad wyznaczymy H, i M,.



CZESC OSMA.

NAPREZENIA DYNAMICZNE.

§ 1. Ustalenie poje¢ zasadniczych. Dotychczasowy obszar naszych
badan wytrzymato§ciowych nie wykraczal poza dziedzine statyki. W mysl
podstawowej zasady wylozonej w zagajeniu rozpatrywaliSmy wylgcznie tylko
ciata, pozostajace w spoczynku. WyznaczaliSmy naprezenia i odksztalcenia
wywolane dziataniem zréwnowazonych ukladéw sil zewnetrznych. Obecnie
rozwazania dotyczy¢ beda cial obdarzonych ruchem. W pewnych warun-
kach w cialach poruszajacych sie moga wystapic naprezenia odrebnego
rodzaju, naprezenia dynamiczne. Te naprezenia powstaja pod dzialaniem
sit bezwladnos$ci, przy uderzeniach i drganiach. Wobec znacznych trudnosci
do$wiadczalnych teorja naprezen dynamicznych nie jest jeszcze opracowana
dostatecznie i jak dotad opiera sie na zalozeniach dos¢ wafpliwych, mimo
to jednak daje powazne wyniki praktyczne.

§ 2. Naprezenia sit bezwladnosci. Ten rodzaj naprezen wystepuje
pod dziataniem sil bezwladno$ci w cialach poruszajgcych sig. W danym
wypadku wyznaczanie naprg¢zefi dynamicznych sprowadza si¢ do okreslania
przyspieszen, a co zatem idzie i sit bezwladnoSci, stanowigcych dodatkowy
uklad obcigzenia odksztalcajgcego. Wyznaczanie przyspieszen cial odksztal-
calnych nastrecza duze trudnoS$ci,z konieczno$ci przeto pomijamy odksztal-
cenia i rozpatrujemy ciata jako zupelnie sztywne. To zalozenie kazi istot¢
rzeczy, pozwala jednak otrzymaé wyniki przyblizone, poniewaz dopuszczalne
odksztalcenia ogniw s3 zazwyczaj nader nieznaczne. Zatem przy wyzna-
czaniu naprezef sil bezwiladnosci, nalezy przedewszystkiem okresli¢ przy-
spieszenie w zalozeniu zupetnej sztywnosci ciata rozpatrywanego, znalez¢
odpowiednie sily bezwiadnosci i dolagczywszy ten dodatkowy uktad sil do
ukladu sit istotnie dzialajacych na ciato, wyznaczy¢ napreienia i odksztal-
cenia, jak dla cial pozostajacych w ré6wnowadze. Istote tego postepowania
poznamy najlepiej, rozpatrujgc odpowiednie. przyklady. Wezmy pod uwage
pret prosty, pionowy, poruszajacy si¢ w kierunku sily osiowej P, dziata-
jacej na gorny pizekréj — dno A4 preta. Oznaczmy przez ¢ cigzar wlasciwy
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tworzywa preta, przez /- przekrdj poprzeczny staly, przez L dlugo$é preta.

Wobec pionowego polozenia preta, na dolna Scianke skrajnej plytki A4

dziath osiowa sita v/'L - G, cigzar preta niezaleznie od /. Oznaczmy przez

i przyspieszenie preta, kazda plytka elementarna o masie mfdz, gdzie

-y &, sprzeciwiac si¢ bedzie ruchowi sila bezwiadno$ci wm/dz, zaten:
s

=

w gornym przekroju preta bedziemy mieli sprzeciw S==(G-|- wm Fds —
sl o

(i - wmlP'L=(/(1-w: o) poniewaz w zaloZeniu zupelne

A P P A szlvwnos§ci prefa wszystkie jego plytki beda mialy to sawmo

1 ' dl ; przyspieszenie. Jezeli nadto u dna dolnego uczepimy do-

' I datkowy ciezar ), w postaci masy Q: g skupionej w $rodku

%’_H,gz | dolnego przekroju B preta, to sprzeciw S wzro$nie o

[ (G4 (1+w:g), dajagc naprezenie dynamiczne s,

[ 21 ! (G- 0; (1-ew:g): /7, zalezne nietylko od cigzaru

T samego preta, od sily obclgzajacej O, ale i od przyspie-
S & W szenia .

Rys. 42, 43. W podobny sposéb dziata sita odsrodkowa. Pret L cm.

dlugi obraca sie z szybkos$ciag katowa stals o okolo Srodka
przekroju dolnego 5B w kierunku strzatki /. Plytka my§lowo wyodrgbniona
‘Rys. 43) w odleglosci x od gérnego dna preta 4 o masie mFdx rozwija
site od$rodkowg 2L — x) mFdx, zatem na dno gérne Wwyodrebnionej

X
plytki' dziataé bedzie sila osiowa S ——_f mo? (L —x)Fdx. Dla preta

(1]
o statym przekroju / bedziemy mieli S = mw?Fx(L — /,x). Ta sila osiaga
swg warto$§¢ najwyzsza dla dna dolnego B preta, gdzie Sy ='/,me?[ L3~
= 1/,m/v% Tutaj przez v~ Lo oznaczyliSmy szybkos¢ obrotu w A. Sily
“osiowe .S daja naprezenia dynam!czne dla wyodrebnionej plytki s, = ST G
powodujace wydluzenia plytek ddx=-cdv=1{(3, : E)dx. Wydluzeme calego

v

: L dx
preta bedzie AL :f EE mo¥ L — x) Fdx. Dla preta o stalym prze-
[} 0%

w? rL 2 .
E (L = 1/2 x) xdx — ]/"3 musLs s = 1‘:"1 37 oL g.E

Jako ostatni przykiad rozpatrujemy piersciefi’ (Rys. 44), wirujacy ze
stalg szybko$cia katowa o, Oznaczmy przez ¢ Sredni promief pierScienia,
przez [ jego staly przekroj, przez e grubo§¢ w kierunku promienia i za-
l6imy, Zze e jest nieznaczne W stosunku doc¢. Masa elementarnege wy-
cinka, o kacie srodkowym d¢ bedzie réwna mFsdp, a jego sila osrodkowa
dC=ml < *o%da == mFv*dy, gdzie przez v oznaczyliSmy szybkes¢ obrotu
pierscienia na osi w ouleglosci ¢ od $rodka O. Uklad elementarnych sit
dC zupelnie zreszta symetryczny wzgledem $rodka promienia, stara sie
zwiekszy¢ promied ¢ o d¢, a zarazem wydluzy¢ obw6d w tym samym ,

22

kroju A L-—m
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stosunku, Inaczej modwiac, pod wplywem sily odsrodkowej. w przekro-
jach poprzecznych pier§cienia powstang sily osiowe S, rozciagajace.
Te sily tacznie z dC stanowia jedyne obciazenie wycinka, musza wiec
rownowazy¢ (. Rzut sil S na kierunek d( «da wypad-
kowa 2Ssin (M. de)y ~Sde=m Fvrde, stad S=um v,
W zaloZzenin nicznaczne] grubosci pierseienia mozemy za-
tozyé, ze sila S rozklada si¢ jednostajnie na przekroj po-
przeczny, dajac naprezenie dynamiczne 5. == S : /7=
Te naprezenia powodujg wydluzenie s == o0 E = mv*: L,
zwiekszajace Sredmi obwod pierScienia A =2m¢ o przyrost
Ah:=2=mmete: £, a zatem i promiea 3 o przyrost Az-
= mv’s: /2. Ostatni wzdr daje wydiuzenie trzykrotnie wie-
ksze niZ dla ramienia wirujacego, rozpatrywanego w po-
przednim przykladzie. Zatem pierScienn zaopatrzony w ra-
miona nie moze sie swobodnic odksztatcac: wystepuja dodatkowe napre-
zenia gngce. | bez tych dodatkowych naprezei wytrzyinaloS¢ pierScienia
jest dos¢ staba. Dla zeliwa v == 7,5 kg/cm, zatem juz przy v = 40 m/sek
otrzymamy napreZenie dynamiczne, o, = 1/, % 7,5 X 4023 100% : 981 —
= 123 kg'cm®.
§ 3. Naprezenia przy uderzeniach. Obciazenie zewnetrzne znagla
w pelnem nateZeniu przyiozone daje naprezenia dynamiczne ciala, zupelnie
rozne od naprezen statycznych zwyklych, wywolanych obciaZeniem stop-
niowo_rosngcem od zera do peinego nateienia. Ten nagly rodzaj dzizla-
nia sit odksztalcajacych "zowiemy krotko wderzeniesn. Naprezenia dyna-
miczne powstajgce po uderzeniu mozemy do$¢ Sci§le wyznaczy¢, gdy za-
tozymy, ze masa ciata uderzonego nie daje wyraznego sprzeciwu, to jest
inaczej méwigc, gdy pominiemy mase ciala uderzonego. Daje to dobre
wyniki w tym wypadku, gdy owa masa jest nieznaczna w stosunku do
masy ciata uderzajacego. W rozwazaniach bedziemy r.zrozniali dwa ro-
dzaje uderzen: podiuzne w kierunku osi pedluznej preta uderzonego i po-
przeczne, prostopadte do owej osi. ZatieSmy (Rys. 45) pret o stalym
przekroju /7 pionowo. Dlugosé¢ L tego preta-liczymy od umocowanego
gornego przekroju 4 az do skrajnego dolnego, zakonczonego plytka kot-
nierzowa B, na ktéra op-da ciezar £ z wy-
sokosci 4, sungc po precie bez tarcia, Gdy
dolna powierzchnia ciezaru d.tknie piytki na-
stapi uderzenie podtuzne w kierunku osi preta
podiuznej. Ten sam pr¢t uloZony poziomo
8 na podporach przegubowejirolkowej (Rys. 46)
ulega uderzeniu poprze:znemu, gdy cigzar R,
zawieszony dajmy na to ponad Srodkowem
przekrojem (O preta znagla naf spadnie z wy-

»
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Rys. 45 i 46.
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sokosci /s, uderzajac w (), zaostrzona dolng krawedzig. Istota zjawiska
nozostanie bez zmiany, gdy cigezar /2 uderzy w jakikolwiek inny przekrdj
preta, wzory tylko beda nieco bardziej ztozone. W obu wypadkach szyb-
ko8¢, jaka ciezar rozwinie w momencie dotyku bedzie, jak wiadomo

Vagh. Sita zywa spadku Y, Rv®: g —= Rh da przesuniecie r $rodka
przekroju uderzonego, przyczem, zgodnie z zalozeniem masa preta nie
sprzeciwi sie uderzeniu. Inaczej mowiac pret w przekroju uderzonym
ntozsami sie szybkosciowo z masa uderzajaca, ktéra w ten sposob opadac
bedzie dalej swobodnie, jak gdyby ma drodze jej nie bylo pregta i w koncu
przebieglszy droge r utraci ruch, powstrzymana sprzeciwem sprezystym
preta; kiéremu odmoéwiliSmy wprawdzie masy istotnej, lecz nie odjelismy

wlasnodci sprezystych. Kornicowa szybko§¢ masy spadajacej bedzie 2" =

= 7-"’2'_;7('/1_+ r) a sita zywa spadku 1/, Rv?: o = N (h | r) da prace spre-
zysta Il = R (h—+ ). Wezmy pod uwage wrzekoma sil¢ /7, ktéra stop-
mowo rosnac od zera do skrajnego natezenia wywola owo przesunigcie 7.
Dla preta pionowego z latwoScia wyznaczymy ja z rownania r= L : £F.
dla poziomego ze wzoru na strzatke r=—=/’L%: 48 EJ. Stad mamy odpo-
wiednio P= L[ : L, oraz ["= 48 #E/: L*. Oznaczmy nadto przez 7,
przesuniecie, jakieby zaszlo istotnie, gdyby sita /& dzialata na pret stop-
niowo rosnac od zera do najwyzszego natezenia. Bedzie to », =KL : [/
oraz r, = [°L%: 48 /. W obu wypadkach otrzymamy, dzielgc P = [Cr: 7,
a zatem M ="'/,Pr — Y. Rr?:r, = I (h-- »). Inaczej jeszcze »*—27,r—
2 v,h — ol ostatecznic » = r, [L V1124 7] = 7, [1 + V1 2% g ).
Zatem odksztalcenia preta niewazkiego rosna wraz z szybkoscia masy ude-
rzajgcej. Gdy v =0, a wigc gdy pret obcigzymy znagla silg R o pelnem‘
natezeniu, wtedy » =2r,. (Obcigienia osiowe lub gngce znagila preylotone
w pelnen natidenu dajg odksztalcenia dwukrotnie wyssze od zwyklych.
towarzyszacych obciaZeniu stopniowemu. Wyznaczmy napr¢Zenie dyna-
miczne 5,. Przy uderzeniu podiuznem o, =P : F—=(R:F)r:.r,=a,
WLV 142" gryl = 0w (1 + V1 + EFv*: gRL), przy poprzecznem s, =
—Mysx : W=PL:4W = (RL: 4 W) »: r,=0,, [| + V1+48E*: g RL3.
Stad wniosek: Vapre¢genta dynamicsne preta niewasiego wdereonigo popraecs-
nie lub podiusnie sa tym wyssze od swyklych statycanych, 1 wigksza szybkosi
masy udersajqcej, im wysszy spolczynnik spresystoscs podiuinej prita i fego
proekrdj poprzeceny sowilssy, natomiast im pret diugszy ¢ masa udersajqea
Wi, ksza, tem napresenia dynamicsne sq mniejsse w stosunku do statycsnych.
Whiosek powyzszy wyrazme podkresla zgubny wptyw wszelkich zwezen prze-
kroju pretéw narazonych na uderzenia. Podtoczenia, szyjki, zmiany nagle
przekroju skupiaja poniekad cale dzialanie uderzenia, powodujac w przekro-
jach zwezonych nadmierny wzrost naprezen. Zatem prety uderzone nie'
moga mieé zmian gwaltownych przekroju: wszelkie zwgzenie dzieli pret na

o
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cze$ci— na prety krotsze o mniejszej diugosci i stabszym przekroju, a wigc
z dwoch wzgledow gorzej wytrzymujace uderzenia.

W rozwazaniach dotychczasowych wychodziliSmy z zalozenia, ze masa
ciala uderzonego nie daje zadnego sprzeciwu, nie zmienia szybko$ci ¢ po
uderzeniu w sposéb nagty. Gdy owej masy nie moina poming¢ w sto-
sunku do masy uderzajacej — zjawiska maja nieco inny przebieg: po ude-
rzeniu nastepuje gwattowna strata szybkosSci v = ]/ég}i. Masa uderzajgca,
tacznie z przekrojem preta uderzonym otrzyma szybko$¢ w: nabyta szyb-
ko$é w udzieli sie czeSciowo sgsiednim przekrojom i dalszym wedlug pew-
nego, blizej nieznanego prawa rozkiadu szybkosci odksztalcen. Zazwyczaj
czynimy zalozenie, zreszta zupelnie dowolne, Ze rozkéad szybkosci naby-
tych w chwili uderzenia, zachodsi wzdiuz prota supetnie tak samo jak ros-
klad odbsstatcen zwyktych, towarzyssacych obciqéenin stopniowemu silq
clggaru masy uderzajqcej, praylogong do $rodka praekrojn uderzonego.
Zatem w wypadku uderzenia podluznego przekroj poprzeczny CC, gdzie-
kolwick w odlegleéci x od gérnego 4 obrany — otrzyma szybkos$¢ w, =
—=wr, : v, gdzie przez r, oznaczylidmy wydtuzenie gérnej czesci preta AC,
pod dzialaniem sily R osiowej. Stad » == Rx:E[, a zatem w,=—wx:L.
W tem zalozeniu sila zywa calego preta o masie m==(::g, roznej od zera

3 ‘ o/
wyrazi sie w postaciJ Yoymw *dx: L = (fy G: gL3)J w’dx = Gw?: 6g,
0 {1}

a przeto w chwili uderzenia pret zachowuje sie¢ tak, jak gdyby trzecia
czes¢ jego masy skupiona byla w przekroju udérzor)ym. W myS$l tego
wniosku mozemy mase preta zastapi¢ masa !/, m, skupiong w Srodku dolnego
przekroju. Te mase zastgpczg mozemy niewatpliwie uwazac, jako Swo-
bodna, zatem wychodzac z zasady iloSci ruchu bedziemy mieli Rv: g —
=(R+1Y,G) w: g czyli w= Rv:(R+/,G) gdzie G oznacza cig¢zar sa-
mego preta. Ostatecznie wigc cigiar L rozwinie site zywa Rw®:2g, masa
zastepcza da sile zywg Gw®: 6g, a nadto ciezar It po uderzeniu obnizy
sie o r, rozwinie przeto prac¢ Rr. Suma tych prac przemieni si¢ W prace
sprezystg I, mozemy przeto wypisa¢ rownanie [BR—+ Y, Gl w*: 2g |- Rr =
—Il= Rr?:2r,. Inaczej jeszcze po uwzglednieniu warto$.i dla w, bedziemy
mieli [R - Y, G) R%?: 2g [B+Y/s Gl + Rr = Ryr®: 2r,. to jest »* — 27y —
0%, g1l + Y. G: R} = O, skad r =1, M4V 142 gr, (0 G:3R)]
— W podobny sposéb w wypadku uderzenia poprzecznego obieramy
w odleglosci x od prawej podpory przekroj biezacy 4,4, Otrzyma on
szybkosé w, = wr, .1, gdzie przez r, oznaczyliSmy strzatke ugigcia tego
przekroju, przyczem zgodnie z § 2 (str. 59 ksiegi drugiej) r, = RL*(x —
— 4x%:3[L): 16EL A przeto w, = [RL? (x — 4x°: 3L”} D 16El w:[RLY:
: 48E]) = (3x — 4x' : L) w: L. Wobec zupelnej symetrji obciazenia, sifa
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zywa calego preta bedzie 2J Yymw Fdx : L = r mw? |9x° — 24x¢ :
0 1

s L2 16x°: LY) dx: L= YTy G* 1 29, Tutaj wige pret zachowuje si¢
tak jakgdyby !7/,, jego masy skupione bylo posrodku preta. Stosujac
i w danym wypadku zasade iloSci ruchu otrzymamy Ro:g-—= (R4 &),
stad w = Rv : [R -+ Yl G¥]. Wobec zupeinego podobienstwa wynikow
mozemy wprost napisa¢, ¥ = 7, [1-- V1ot 5-;-_‘,' (1 = 17(;: 35/7)]. Oba
powyzsze wzory mozemy pofaczy¢, piszac » — 7, |! 1T vmer, (1 G R)|
gdzie p. == '/, dla uderzenia podtuznego, /.. dla poprzecznego. Podobuy
zupelnie wzoér, lecz régny wartoscig u. otrzymamy Ww ogolnym wypadku
zawsze, ilekro¢ przesuniecie » rosaie proporcjonalnie do 2. Siad wniosku-
iemy, ze odksstalcenia pr¢ta wazkiego o stalym przekroju, uderzonego po-
praccanie, lub podiuinie sq tym mniejsze, im wigkssa masa prela. Pozo-
statc wnioski wyprowadzone dla pretéw niewazkich nie traca swej mocy
obowigzujgcej. Wynika to wprost z samej postaci wzoru,

«W -rozwazaniach powyzszych badalismy sam przebieg uderzenia nie
troszczac sie o zjawiska nastgpcze, obecnie nalezy uzupelni¢ i rozszerzy<
zakres naszych badan, rozpatrujgc:

§ 4. Drgania sprezyste. Naprezenia dynamiczne ciala uderzonego
przechodza zwykla miarg naprezei, jakie wywoluje cigzar K, dziatajgc
w sposob statyczny, W postaci masy zawislej na koificu preta pionowego,
lub posrodku preta poziomego. Weszia tu w gre sita Zywa spadku, rodzac
pwe naprezenia nadmierne. Po wygasnigciu tej sily cigzar pozostanie w do-
tyku z pretem,_dzialiljac wiec bedzie juz tylko statycznie, nie zdola przeto
utrzyma¢ w napigciu’ sit sprezystych preta odksztalconego. Waobec braku
rownowagi nastapi gwaltowne odksztatcenie sie preta wsteczne: poszcze-
goine jego przekroje podaza w kierunku odwrotnyin. Ten wsleczny ruch
sprezysty da nowy zaséb sily Zywej, ktéra ponownie wytraci pret Z réwno-
wagi odksztalconej, a caly szereg zjawisk tylko co opisanych rozpocznic
sie od nowa. Stowem pret pocznie drgac sprezyscic jak struna, odksztal-
cajac si¢ w obie strony szeregiem odchylen od pofoZenia wilasciwej rowno-
wagi. Teoretycznic drgania sprezyste powinny trwac¢ bez kotica, w istocic
jednak ich energia wyczerpuje sie zwolna na tle tarcia miedzyczasteczko-
" wego i innych czynnikéw gluszacych. Caly ten obszar ziawisk wymaga
slehszego poznania, Przedewszystkiem rozpatrujemy:

§-5. Drgania wlasciwe, czyli swobodne, zachodzace bez udzialu
czynnikow hamujgcyeh. Ten rodzaj drgan powstaie po uderzeniu. Wezmy ped
uwage dwa wyZej rozpatrywane wypadki preta pionowego i poziomego z clgza-
rem K opartym o przekréj tylko co uderzony. Jak wyzei przez », oznaczamy
zwykle statyczne obniZenie sig przekroju obcigzZonego cigzarem K. Dla
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preta pionowego (Rys. 47) bedzie to wydluzenie »,=R/ :FE/l" pierwotne;
odleglosci Srodka cigezkoSci (), ciezaru od przekroju gérnego 4, natomias:
dla preta poziomego r,=//":48 £/ stanowi strzatke srodkowg (Rys. 48).
Obie warto$ci », odpowiadaja stanom trwalejrownowagi odksztatconej. Te stany
nazwiemy krotko-stanami rownowagi statycznej. Po uderzeniu masy X, lub
pod dziataniem sity I” znagta przylozonej i odjetej odksztalcenia wzrosna
do » (Rys. 47 i 48) i po chwilowym wygasnieciu ruchu czgsteczek, na-
stapia odksztalcenia wsteczne ku poloZeniu réwnowagi statycznej, Uchwyémy
jakikolwiek moment tego ruchu i oznaczmy chwilowa odlegto$é srodka
przekroju obciazonego sita /’ od poloZzenia rownowagi statycznej, przez =
Dodatnie wartosci & odliczaé bedziemy w kierunku dzialania sily /. W za-
tozeniu zupelnego braku czynnikow hamujgcych, ruch tem zachodzi pod
dzialaniem sit sprezystych prgta, oraz sily /2. Te sily dadza przyspieszenie
d°z:dt*=s". Sily sprezyste bedg niewatpliwie rowne (7, -2) £/7: L—=(r, -} 2
R ivy=N(1-{-z:,) dla preta pionowego, oraz (r s} 48 Ef: L% = (r, -+ 3)
K:ryK(1--3:7,) dla poziomego, w obu przeto wypadkach, mozemy na-
pisa¢, pomijajac mase preta wobec masy A’:g, réwnanie ruchu w postaci

Re":g—=R-R 11g.r,)=— Rs:r, jako ze sily spreiyste przy ruchu
wstecznym sa oczywiscie skierowane ku goérze, a wiec ujemune. Stad bez-
posrednio 2"— —n"z, gdzie mn'=—g:7,. Catka

tego rownania s=-.1 sin nt-{-13 cos nt. Wyzna-
Bczmy state calkowania. Czas poczynamy k-
* czyé od punktu zwrotnego, zatem wartoSci
poczatkowej /=0 odpowie gy—=r—7,—<, oraz
v, —|dz: dt|y==2"y=—0, jako Ze dla punktu zwroi-
nego szybko$¢ przechodzi przez zero. Stad
otrzymamy réwnanie warunkowe :==/3 oraz
O=—=An, a zatem z-—=cos nt. Wzor tylko co
olrzymany wskazuje, ze ruch jest okresowy.
Skrajne warto$ci z zawarte $3 W granicach
==+ (r—r,), 2 okres powrotu tozsamoscicwych wartoSci z wynosi

Rys. 47 i 48.

7 .:21::11-:-21tVr,,:-g.- Stowem beda to drgania okresowe o rozwartoSci
L= 25 == 2(r—r,). Okres drgan podiuznych ’[‘_—-':If"lx’[.:g/:'/", poprzecz-
“nych 7= 2z Vpra.48 gl-l, a przeto: ckres drgan wlasciwych preca .
prostego o stalym priekroju, diwigajacego cicar, jest lym wyésgy im
wickssa diugosc preta, masa ciggaru snacsmicjssa, im przekrdj prela stab-
szy 1 mnicjszy spolezynnik spregystosct podlusne) tworsywa pr¢la.
Zupelnie te same wyniki otrzymamy, wychodzac z zasady zachowa-
nia energji. Energja potencjalna ukiadu odpowiadajgca odksztalceniu », | =
_sktada sig z pracy sprezystej, przynaleznej do owego odksztalcenia. Nalezy
od niej odjagc strate energii pofozenia cigzaru R, powstala na tle obnizenia
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sie jego $rodka ciezkosci o z, czyli dodaé energje Rz. Ta praca sprezysta
rowna jest !/, /2, (ry1-2), gdzie P_ oznacza wrzekomy silg statyczna, dajaca
odksztalcenje r,--s. Dla preta pionowego bedziemy mieli /7, == /17 (r—{-2)
: /., dla poziomego F,=48 L/ (v,2): L*

W obu wypadkach/’; =— /’ (»,'-2) », a przeto energja potencjalna
bedzie réwna R (r,--2)’:2r, — Re. -Energjia ruchu ukfadu zlozona jest
z energji ruchu ciezarn R oraz energji ruchu czgsteczek samego preta-
Pierwsza wynosi Rz'?:2¢, druga w mysl zalozenia masy preta rownej zeru
mozemy pomingé, co zresztg nie pociaga za soba wyrainego biedu w tym
wypadku, gdy masa preta jest nieznaczna w stosunku do masy R:g. A za-
tem w my$l zachowanta enérgji: Rz":2¢-1-R (7, "21® 127, — Reg==Rz2":2¢
2%: 2y~ ', Rr,— stalej, stad rézniczkujac otrzymamy Rs's":g-|-Ras’:
cr,=—0, a wiec to samo rownanie rézniczkowe z''=——#uz co i poprzednio.
Inaczej jednak rzecz si¢ ma, gdy mas¢ preta wezmiemy pod uwage, w tym
bowiem wypadku euergja Kkinetyczna preta pomingé sig¢ nie da. Stanowi
to trudno$¢ powazna, nie znamy bowiem rodzaju drgan poszczegélnych
czastek preta. Zazwyczaj okreslamy je w sposob czysto doswiadczalny,
lub opieramy si¢ na zalozeniu, z ktérego juz korzystaliSmy poprzednio:
przy rozwazaniu odksztalcen pretéw uderzonych.

To zalozenie dalo wprost silg Zywa preta wazkiego przyczem oka-
zato sie, iz mozna bylo uwzgledni¢ w obu rozpatrywanych wypadkach sil¢
iywa preta o stalym przekroju, skupiajgc mase zastepczg u( @ g w $rodku
przekroju, gdzie dziala sila X. A zatem site Zywa ukladu nalezy wzbo-
gaci¢ o w21 20, czyniac . dla preta pionowego i '/, dla pozio-
mego. W mysl zasady zachowania energji bedziemy mieli [ pG 2™ :
;20 -+ R(ry+2)°: 21y — Na= (R + pG) s 2¢ +Re? : 2r, ] oy =

- slatej, stad rozniczkujac otrzymamy. (X -n()e’2" 1 g-1- Kzs' 17, 0
i po skroceniu przez z', ostatecznie P — n®z, iak poprzednio, z 13 jed-

nak roznica, ze n® - w7, (1 u G @ ). Wszystkie wiec rozwazania
dawnicjsze zachowuja swa moc obowiazujaca. 1 tu rowniez rownanie ru-
chu bedzie z =c<cosn/, gdzie ;: = ¥ — 7, rozwarfe$¢ drgan pozostanic ta
sama, zmieni si¢ fylko okres 7= 2z :»n 2z V1 Lo @ R) @ g, rosngc
wraz z masg samego preta. Poza tem niewatpliwie wszystkie poprzednie
wnioski sa réwniez stuszne i w danym wypadku. Gdy R = powyzszy
wz6r wyznacza okres drgan preta wolnego, nieobcigzonego ciezarem /¢,
czyli okres drgain wlasciwych preta o stalym prsekroju odciqzonego. Dla
preta pionowego bedzie to 7°- 2=z} 16 : 3gkF, dla poziomego 7" — 2%

§ 6. Drgania zamierajace: Drgania pretow, pograzonych w oSrodku
hamujgcym zamierajy zwolna. Tak samo dziala tarcie wewngtrzne mie-
dzyczasteczkowe, rozwijajac site oporowg O. Prawa zmiennosci sit- O —
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eporowych o$rodkdw hamujgcych nie sa dostatecznie zbadane, zazwyczaj
przeto zakiadamy, ze () —= — qz', jest proporcjonalne do szybkosci, a spél-
czynnik ¢ zalezy od postaci ciala drgajacego. Ta sila hamujaca daje
sprzeciw sitlom czynnym, moiemy przeto wypisa¢ rownanie zasadnicze

W postaci' (R—-pG)g" : g=— Rz:r,—qs. Inaczej jeszcze 3"
2mz’ + n'z —= o, gdzie postaremu n* = o : », (1 - pG : R), oraz 2m
g (R 4 pfi). Calka tego réwnania s = |4 sint It b B cos ¢
78 . g i ‘

Var—wm?] ¢™. | tu znéw przy ¢--o0 mamy jak dawniej z,-—: oraz
=’ = 0, moZemy przeto kazdorazowo wyznaczy¢ state calkowania. Obec-
nos¢ mnoznika ¢™ stale malejacego z biegiem czasu, wyraznie podkresla

zamieranie drgan. Kozwarto$¢ drgan zmniejsza sie stale, dgzgc do zera

wraz z owym mnoznikiegi. Sa to wiec drgania zamierajgce. Ich okres
T.=2n:Vn*—m*=2z:nl] l—m": u* zalezy od m, a wiec od oporu
oSrodka, a mianowicie — okres droai samlerajqcych preta waskiego o sta-

lym prsekroju wzrasta wraz z oporem osrodka hamujqcego. Opoér po-
wietrza jest nader staby—praktycznie réwny zeru, zatem dla tego osrodka
T.~ T. Jest to wiec osrodek prawie obojetny, natomiast dla cieczy lep-
kich # posiada wartosci do§¢ znaczne, a nawet moze sie zdarzy¢, zc
| — * : ¥ bedzie rowne zeru. W tym wypadku okres drgan 7. wzrasta
do nieskoinczoenosci, a gdy m > n -~ przestaje istnie¢ zupeilnie, ruch prze-
staje byé okresowym: drgania sg niemozliwe, cho¢ nawet i w tych o$rod-
kach zachodzi¢ mogg, jako —

§ 7. Drgania wymuszone, wywolane dnaramem sil zmiennych okre-
sowo. Tego rodzaju sily mogg dajiny na to dziala¢ na gorny przekrdj 4
preta pionowego, lub tez na podstawe, czyli odrazu i jednakowo na obic
podpory A 1 /3 preta poziomego. W obu wypadkach sily te powoduja
drgania przekrojow oporowych uktadu wedlug pewnego prawa, ktore naj-
prosciej wmozemy wyrazi¢ w postaci s, ==asinbf. | tu, jak dawniej A
oznacza ciezar na precie, ( wage sameégo preta, ktora chcemy uwzglednic

postaci masy zastepczej nG : g, skupionej w przekroju obcnazonym
taczna masa ciezaru i preta da silte bezwiadno$ci — (R-4-nG)s" . g, sta-
wiaca opor silom czynnym. Nadto posrodku przekroju obc1qzonego dziata
sita /0, oraz sprzeciw o$rodka hamujjcego — ¢z', wreszcie wypadkowa sit
sprezystych, ktore w danym wypadku wyrazg si¢ w postaci R (ry-}-2-}-2))
: »,, jako, ze przesunieciu s towarzyszy przesuniecie z;, przekrojow opo-
rowych, wspélne dla (_'nte-ro ustroju, a pochodzacc od dziatania sil czynnych.
A zatem (K -b-pG)z": g =R —R(r, -3+ 2):r,— ¢2', inaczej jesz-
cze 27 - 2mz' - n's - psin bt=o, gdzie po starcmu 2m == qg : (R+pG),
nte=g i ryll -pli: R), oraz p=ag i r, (1 - pG : R) =an®. Calka tego
rownania z == [4 sin t} n* —m? -|- BeostV n* — m?) e —[p(n*—m®) sinbht—
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¥ —2mbp cos bt] : |(n* — b*)* - 4 m?*]. Pierwszy wyraz tego wzoru daje
‘dobrze nam zunane drgania zamierajace z.. drugi stanowi o drganiach in-
nego rodzaju powstajacych na tle drgan z, przekrojéw oporowych. Sa to
drgania wymussone z,. *tacznie z drganiami zamierajagcemi dadzg one
zlozone drgania przekroju z=2z.-+ 2, Oznaczmy przez (‘cosw = —
—p(n* - b*) 1 [(n*—02)"-4m*?], — Csinw=2mbp : [(n* — 6°)* |- 4 m> 7],
przyczem oczywiscie (= —} P (n — )2 =4 m* b7 p2 L) (m*—07)* 4w b? | = p

: Vin®- O 4 Amrh? = an” - l (1 —62)*1-dm*b* — — an* sinw : 2mb, oraz
tow = 2mb : (n"—0b%), a ofrzymamy =z, - C(stnbtcosw— cosbtsinw)=

= (" sinbt— w). 7 tego wzoru wynika bezposrednio, Ze okres drgan wy-
muszonych 7, —2r: b, a zatem okres drgan wymuszonych waskiego
preta o stalym przekvoju. jest tossamosciowy z okresem drgan przekrojow
uporowych preta, podleglych bezposrednio dsialaniu sit okvesowych wy-
muszajqeyeh drgania. Okres drgan wiasciwych 7=—=2r . », zatem, gdy
n =0, to jest.gdy 7 < T, wtedy w0, gdy za§ n-_20, to jest 7= T,..
wiedy ‘i w<-o0, co zreszta wida¢ bezpoSrednio ze wzoru dla =. Stad
wniosek bezposredni, ze: gdy okres drgan wlasciwych waikicgo preta,
o slalym przekroju jest mniejszy od okresi drgan wymussonych, wledy
dvgania wymuszone spoiniajq si¢ w stosunkw do drgan prezekrojow opo-
rowych preta, podleglych besposredniemn dsiatanuu sit wymussajacych.
w wypadku nierownosci okresow odwrotnie—wypreedsajq.

' W szczeg6lnem wypadku, gdy 7 =17, to jest gdy m==25, wtedy
low— ~, w=- "', Stad wniosek, Ze w razie rownoSci okresow
drgan wlasciwych © wymussonych, drgania wymussone zachodsq o cwier:
okresu posniej lub wesesniej od drgain przekrojdw oporowych prefa. A za-
tem Srodek przekroju, obarczonego cigzarem R, przechodzi przez polozZenie
Srednie, przynalezne do odksztalcenia »,, — gdy przekroje oporowe znaj
iduja sie w jednem ze skrajnych odchylen. Z kolei biorac pod uwage
wzor dla (' z tatwoscig zauwazymy, Ze przy 4 nieznacznem—wmw >~ 0, oW :
D 2mb o~ sinw  2mb o<1 : n*, a zatem (o~ a. Roswarfosé drgan wymu-
ssonych waskiego prefa o stalym przekroju prsy dusym okreste drgan
wymussonych, zblita siy wartosciowo, do rozwartosci drgan priekrojon
oporowych podleglych besposredniemu deiatanin sil wymussaigeych. Zatem,
«dy sity wymuszajace rodza drgania powolne, to wiedy przekréj, obarczony
‘Ciezaren, drga tak samo jak i przekroje oporowe, gdv drgania tych prze-
krojow sa szybkie, co odpowiada duZzym warto§ciom 5, rozwartos¢ drgan
wymuszonych (' dazy do zera. Stad wniosek bezposredni: .Sify wymu-
szajace krotho okresowe, dajg niesnacsne rozwartosct drgai preta was.
%lego o statem praekroju. LT N

Czyniac pochodng dC : db—2an2b(b*—n*--2m?>): Vot —b2)*-am*%b? = o
Z latwos$ciag wyznaczymy skrajng warto§¢ (' dla szczegélnej wartosci &, =
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= V'n*-— 2m*, dajgcej zarazem maximum rozwarto$ci drgan wymuszonych
Wobec znikomosci m dla zwyklych osrodkow, a zwlaszcza dla powietrza:
by > n. Stad prosty wniosek, ze roszivarfosé drgan wymussonych wazkiego
preta o stalym przekroju jest tym wickssa, Zm bardstej sblidajq si¢ do
siebie okresy drgan wlasciwych 7 wymuszonych ilego prefa. Ten wzros:
rozwarto§ci drgan wymuszonych wystepuoje tym silniej im mniejsza wartasc
m ujawnia dany o$rodek. Przy m==o0 oraz 6=—n mamy ( =— ~ — to zna-
czy, ze drgania wymuszone daja pekniecie preta. Na tem polega tak zwany:

8§ 8. Oddzwiek sprezysty. To zjawisko wystepuje bardzo czeste
w ustrojach technicznych i budowlanych, a zwlaszcza przy pracy silnikow.
dajacych zazwyczaj drgania okresowe, Latwo to udowodnimy zwazywszy
ze rozwazania powyzej wylozone, zachowuja swa moc obowiazujgca
pawet i wtedy, gdy unieruchomimy przekroje oporowe preta, a na przekrd
obarczony ciezarem K, bedziemy dzialali sila okresowa P—=usini/. Tegc
rodzaju sily daja ruchome masy silnikow tiokowych, zwlaszcza spalinow ych.
Zatem silnik tiokowy, ustawiony na belce poziomej posrodku, poczyna sie
kotysa¢, wymuszajac drgania poprzeczue, powtarzajace, sie okresowo za
kazdym obrotem walu. Tutaj wiec % ==, gdzie przez o oznaczyliSm:
stala szybko$¢ katowa watu silnika. Gdy okres drgan wymuszonych belk
zrowna sie z okresem jej drgan wlasciwych, rozwarto§é¢ ( wzrosnie niepe-
miernie, zagrazajac catemu ustrojowi. ‘l'rzeba wiec aby » ==, co mozna
z latwoscia uczyni¢ zmieniajgc liczbe obrotéw silnika iub przekréj belk:
a wiec dajac inne warto$ci n lub w. Podobne zjawiska oddzwigeku sprezy-
stego zachodza podczas przemarszu wojska przez most, to tez dla unikni¢-
cia nadmiernego rozbujania mostu, zazwyczaj wojsko idzie ttumem beziad-
nym, a nic w szyku, zawsze bowiem obawiaé sie nalezy miarowego tupoti
n6g. kroczacych rytinicznie. Ten sam wynik sprawiaja czasami przeciwwag:
kol parowozu, splaszczone bandaie ko6t wagonowych, a zwlaszcza miarowe
uderzenia kot o styki szyn, nie do$¢ rowno ulozonych.

§ 9. Drgania wirowe. WeZmy pod uwage niewazki pret o stalym
przekroju /i diugosci /. W gérnym przekroju 4 pret zamocowano, cigzks
tarcze G nasadzono na koniec dolny B preta i wywolano obrét tarczy
o kat 7, dzialaniem chwilowem odpowiedniej pary sil. Po odjeciu pary
odksztalcajacej, uklad, pozostawiony samemu sobie, poczyna odksztalcac
sie w kierunku wstecznym: czasteczki tarczy nabierajg rozpedu, przekra-
czaja polozenie rownowagi pierwoinej, pret skreca si¢ nadal, poéki jege
sily sprezyste nie powstrzymaja rozpedu tarczy. To samo zjawisko powtd-
rzy sie znowu, lecz juz w kierunkn odwrotnym i bedzie sie powfarzaio
okresowo—otrzymamy szereg skreceil, nastepujacych po sobie, réznoskre-
tnych — nastapia drgania wirowe preta, podobne do ruchéw wahadla ze-
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garka kieszonkowego. Uchwy¢émy jakikolwiek momet tego ruchu, odpo-
wiadajgcy posredniej warto$ci kata skrecenia o < w,. Sily sprezyste, przy-
nalezne do tego skrecenia, dadzg moment M/=G/e: [
u dolnego konca preta. WeZmy go wylacznie pod
- uwage, pomijajac’ rozciaganie preta, wywolane cieza-
rem tarczy i wypiszmy rownanie ruchu obrotowego
tarczy w postaci Ko - Gl : L=o0. w ktérem A
oznacza jej moment bezwladnodcr wzgledem osi
Rys 50 i 51. a 9" =—d%:dr’. Inaczej jeszeze %" == — n¥z, gdzie
n® = (;/ : R[. Calka tego rownania = — _{sinnt

Dcosni. a staly calkowania npaleizy wyznaczy¢ z warunkow poczatko-
wych ruchu. Zatézmy 7 — o dla poczatkowej wartosci kata =, a wiledy dia
t==0 bedziemy micli ' ==dz: dt-— o, jako Ze poczytkowa szybkoS¢ tarczy
ma warto$¢ réwna zeru. Stad bezposrednio /3 =1+, oraz .in— o i osta-
tecznie © = o cosni. Sa to wiec drgania okresowe sprezyste, wirowe.
Okresich 7, = 2= :n— 2z}R[ : (;7,. Zatézmy z kolei, Ze na oporowy
przekréj gorny ./ dziala okresowy moment wymuszajgcy. Ten moment
okresowy da drgania tego samego rodzaju, przy ktorych nastapia skrecenia
gornego przekroju oporowego o kat v, = asinbf. Zalézmy nadto, ze opor
oSrodka hamujgcego ruch wirowy jest jak wyzej proporcjonalny do szyb-

kosci wedlug prawa gz’, a otrzymamy nowe réwnanie ruchu: Rz” '- ¢z’

L (ily: L~ astnbt — o. Pozostaje nam jeszcze tylko uwzgledni¢ mase
preta. W tym celu skorzystamy z poprzednio omdéwionego zatozenia, doty-
vzgcego rozkladu szybkosci mas preta wazkiego. Szybkos$é katowa w prze-
kroju biezgcym cc, odleglym o x od przekroju goérnego, bgdzie w mys$l
tego zalozenia réwna o == a%': /. Niech [/ oznacza moment bezwla-
dno§ci calego preta wzgledem osi obrotu, a wtedy sila Zywa preta bedzie

L 2 oL
( 1y, Uordr : L = U’ ’ x%dx: [3=1 U= mozemy wiec i w da-

o i

nym wypadku uwzgledni¢ m'ase preta, dodajac trzecig czeS¢ jego momentu
bezwladno$ci do momentu bezwiadnosci tarczy. W ten sposéb otrzymamy
rownanie ruchu (R-L U7, (e —go' ot (/0 [ ' asinbt=p. Inaczej jesz-
cze o - 2’ - w1 psinbt = o glzie 2m =g (R 1, U). 0 =01, :
t LR-1,U), oraz p==a: (R --',U). To samo réwnanie mieliSiny juz
wyzej w § 7, mozemy przeto powlérzyé bez zmiany wszystkie poprzednie
wnioski, ktére tu pomijamy dla unikniecia powtarzania sie. Zaznaczymy
jedynie, ze w danym wypadku drgania wymuszone wzrastaja gwattownie,
gdy okresy drgain wtasciwych 7, i wymuszonych zbliza si¢ wartosciowo.
[ tu'wigc zachodzi zjawisko oddzwigku sprezystego, dla odréznienia zo-
wiemy go wirowyin.

Rozwazania powyzsze z latwo$cia mogg byé zastosowane (Rys, 51)
do walu, dZwigajgcego obustronnie na koincach ciezkie tarcze zamachowe
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Odpowiedni uktad tozysk pozwala pomina¢ obcigzenie gnace i rozpatrywac
wal jako skrecany. Skreémy tarcze .4 wzgledem tarczy B o pewien kat.
Po odjgciu par skrecajacych uktad pocznie sie odksztatcaé sprezyscie w kie-
runku odwrotnym, nastapia drgania wirowe, tarcze beda sie poruszalty okre-
sowo zawsze w przeciwnych kierunkach, a zatem niewatpliwie bedzie istniat
pewien poSredni przekrdj cc, nie ulegajacy-skrecaniu ani w t3 ani w owg
strong. Oznaczmy odleglo$ci tego nieruchomego przekroju od osi tarcz ./
i B przez a i b. cata dlugosé preta przez /[, biegunowy moment przekroju
preta przez /,, wreszcie przez .4, B, I/ momenty bezwladnos$ci tarczy Ai /5
oraz walka wzgledem osi obrotowej. Wobec zupelnego unieruchomienia
przekroju ¢c, mozemy obustronnie zastosowac¢ wzory poprzednio wyprowa-
fzone, piszac wartoSci odnosnych okresow drgan dla obu czesci ukladu:
ewej i prawe] w postaci 7n = 27:ny =275} a (A4 ’,-';;_[7c-t_:-_7._) ok,
[ =27 1ny; =27 Vb (B -1, Ub: Ly: GI,, Wohec toisamasci réznoskret-
nych wahani tarcz 7y = 7}, czyli a (4 =Y, Ua: L) = b6(B -, Ub: L),

nadto a-; b= L, a przeto mamy a.1--'/,0a*: L= LB— Ba-}-[, UL —
s Ua + Y[, Ug® : [, Stad bezposrednio a = (B - Yy U) L'z (A
B %, U) oraz 6 = (A4 -} Y, U) L : (4 4 B ~- ¥, U). Podsta
wiajgc te wartodci ofrzymamy okres drgan ustroju 7 =— T\ = T4 =—

2= |4 VOB A1, U): GF (A .-_/,' -, U). W owypadku
prakiycznie najczesciej spotykanym walu o réznych srednicach . nalezy we
wzorach powyzszych zamiast [ podstawié¢ dlugosé zastepcza, wyliczona
w my$§i nast¢pujacego rozumowania. Kazde zgrubienie waltu zwigksza jego
odporno$C sprezysta na skrecanie, a wigc zmniejsza kat skrecenie, ktéry
jak wiadomo jest proporcjonalny do dlugosci i odwrotnie proporcjonalny
tlo momentn biegunowego bezwiladno$ci przekroju, mozemy przeto zgru-
biony odcinek walu o Srednicy ;i diugosci /; odrzuci¢, a na jego miejsce

wstawi¢ odcinek Srednicy & i dlugos$ci /-=1/; d“ d ({:-. W ten sposob otrzy-

mamy catkowita zastepczg dlugos¢ walu /. - E/:cz’l:n’: /,, edzic d, ozna
cza $rednice, a /4, dlugos¢ ktoérejkolwiek czedci walu. WzOr powyiszy
oddaje cenne ustugi w zastosowaniu do waléw dingich, a zwlaszcza do
walow przenoszacych ruch silnikéw okretowych na srubg. Gdy okres
drgan silnika stanie sie rownym okresowi drgan wlasciwych 7 walu, na-
staptg gwaltowne drgania wirowe o wielkiej rozwartoSci, mogace wywolac
peknigeie walu.  Nastapi to wtedy niewagtpliwic gdy silnik pracowaé ma
wzy #u = 60: /] obrotach na minutg, w tym wypadku nie pozostaje nic
innego, jak tylko zmieni¢ przekr6j watu. Mozna go przytem $mialo zmniej-
szy¢, a bedzie mimo to bardziej wytrzymaly poniewaz nie bedzie dzialat
nan odizwigk sprezysty. Roznica stosankowo do$é¢ nieznaczna—kilku obro-
i6w na minute wystarczy w zupelnosci, jak uczy doswiadczenie. Podobne
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zjawiska zachodza réwniez i przy wirowym ruchu turbin, gdzie nadto jeszcze
wystepuja zjawiska zupelnie innego rodzaju, a mianowicie tak zwane wy-
boczenie wirowe.

§ 10. Wyboczenie wirowe walkéw gibkich, uzywanych w turbinach
de Laval’a, ‘Wezmy pod uwage walek o nieznacznym przekroju poprzecz-
nym statym. Oznaczmy przez / moment bezwladnosci przekroju watka,
przez [ jego d‘lugoéé. Posrodku watek dzwiga ciezki wirnik (Rys. 52,
wazacy R kg. Srodek masy wirnika O w ogoélnym wypadku nie lezy $cisle
na osi watka, tworzac w ten sposéb lekka mimos$rodkowos¢ 0,0 = m, za-
tem przy wirowaniu walka pionowego w tozyskach .1 i B rozwija si¢
P N znaczna sita odsrodkowa, sprawiajaca wygiecie walka.

r l‘ er’ Potézmy walek poziomo na podporach umieszczonych
9 ’?j! 0J\,0, tam, gdzie przedtem byly lozyska, a wigc u obu jego
L ,.;:,':TE*' i koncéw .4 i B. Pod cigzarem wirnika walek sie

| ugnie, dajac strzatke $rodkowa 7, réwng RL?: 48F/

BME_ t aym™m gdy walek spoczywa na podporach przegubowejd rol-
kowej, lub R/Z?: 192/, gdy walek jest obustronnie
osadzony. Oba wyniki mozemy polgczy¢ jednym wzo-
rem, piszac ». — pRZ*: EJ.  Ustawmy walek pionowo i mnadajmy mu
szybki obrot. Masa wirnika rozwinie sile od$rodkowa (), ktora da wygie-
cie preta o strzalce Srodkowej » = pQL?*: £, gdzie p zalezy od sposobu
osadzenia lozysk A i B. Dla lozysk wahliwych p == '/, dla statych .
4. = 1,9, W obu wypadkach otrzymamy, dzielgc bezposrednio » = Or, :
- R, co zreszta wyplywa réwniez i wprost z pierwszego prawa Hooke'a

Rys. 52 i 53.

e v, k o . ; B i e e e . 3 !
Wobec istnienia mimosrodkowosSci »z wygiecie wirnika jest konieczne 1 za|Sc¢

musi w kierunku dzialania sily odérodkowej (, a wigc w kierunku ». Ina-
czej méwiac odcinkl 2 i # ulozg sie na jednej prostej, a Srodek masy wir-
nika () zajmie polozenie nazewnatrz wypukle] odksztalconej, jak to najlc
piej zreszta uwypukla: wspomniany wyzej rysunek. A przeto Q = Ro
(r 4 m): g, gdzie przez o oznaczyliSmy kgtowa szybko$¢ wirowania. Stad
mamy Rr: 7, = Ro?(r |-m):g i ostatecznie otrzymamy dla strzalki ugigcia
WZOr r = rmw?: (g — r,0%). Daje on dla szybkosci krytycznej o=} g7,
nieskonczong warto§é strzatki », wyznacza przeto szybkos€ krytyczng w,,
przy ktérej nastepuje wyboczenie wirowe watka. Ta szybkos¢ odpowiada

okresowi jego obrotu 7 == 2z w, == 2% J/r,: g, réwnemu okresowi poprzecz-
nych drgan wlasciwych walka. Stad wniosek, 2e: micwagki pionowy gibki
walek o stalym praekroju, 3 vsadzonym po Srodeu wirnikiem, wlega wy-
bocaniu wirowemu, gdy okres jednego obrotu staje Sic rownym okresow:
drgan wlasciwych popraecenych walka. Zatem walek choby najmocniejszy
musi ulec peknieciu przy tej krytycznej szybkosci, o ile jednak zdolamy za
pomoca odno$nych urzgdzen powstizymaé poczynajace sie wyboczenie wi-
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rowe i nagiem wstrzaSnieciem zakloci¢ przebieg zjawiska, to wtedy mo-
zemy ofrzymaé ponowny stan réwnowagi, lecz juz przy wyzszych szyb
kosciach katowych o = ®,. Stwierdzajag to doSwiadczenia bezpoSrednie.
Teoretycznie z latwos$cia wyjasnimy istote tego napozor zgola niemozliwego
zjawiska, zwazywszy ze wstrzasnienia, o ktorych tylko co wyzej byla mowa,
powinny powtarza¢ si¢ dopdty, pdéki mimoSrodowoSc s nie uloiy sie we-
wnatrz odksztalconej, to jest pomiedzy odksztalcong i pierwotna vsia preta
na linji strzalki », jak to najlepiej zreszta uwywukla (Rys. 53). ~Wiedy

() =Re* (r — m): g, a przeto Re® (r —- m): g =— R : 7, stad bezposred-
nio » = ryme® : [ryo? — gl = m: |1 — grre=um:[1 —~iw,:0)!. Ten

wzor wskazuje, ze strzatka ugiecia dazy nawet do zera przy nieograniczo-
nem wzrastaniu , co zreszta stwierdza doswiadczenie. Stad wnioskujemy,
ze: plonowy & bli walek o statym przekroju z osadzonym: po Srodku wir-
nikiem mose wirowal bezpiecanie s szybkosciq kqtoiwg wysszq od krytycsnej.
Ze wzoru o, = fﬁl/;‘&: R/.*, zauwaiymy z latwoscia, Ze plonowy g bki wa-
lek o stalym przckroju s osadsonym po srodku wirnikiem ma Szyblost kry-
tyeenq tym nigszq, im imicjssq posiada wartosé moment beswladnosc: prae-
btrome walka. Walki te winny by¢ przeto istotnie mozliwie najbardziej gib-
kie, o ile pracowaé¢ majg jak w turbinach de Leval'a przy szybkosciach
katowvch wyzszych od kritycznej.

Inaczej nieco zachedza te zjawiska przy wirowaniu gibkiego walka
poziomego. Wobec oddzialywania okresowego sily ciezaru wirnika R na
walek, strzatka » ulega zmianom okresowym przez czas jednego obrotu
walka, stanowi przeto zmienna zalezna od £, zatem précz sily odSrodkowej
Rao* (r-"m): g w $rodku wirnika bedzie dziatala dodatkowa sita bezwtad-
nosci - R»": g, gdzie przez »” oznaczyliSmy przyspieszenie d*r . df* zmian

kresowych strzatki ». Obie te sily leza niewatpliwie na osi strzalki r.
Ten sam kierunek ma réwniez i sprzeciw sprezysty /= [/r ;s L' przyna-
lezny do strzalki », natomiast sila cigzaru wirnika tworzy z osia r katy
okresowo zmienne. Zg6dzmy sie liczy¢ czas ¢ od chwili dolnego przef-
scia strzatki » przez pionowa plaszczyzne, przechodzgca przez pierwotna
0$ 4B watka nieodksztalconego. W moment ¢ sifa pionowa R utworzy
kat w/ z osig strzatki ». dajac na osi tej strzatki skladowa Rcos wf. Wy-
chodzgc z zasady d'Alemberta mozemy napisaé, ze—R7": g -Ro? (r|-m):
: g1-R ensotw EJr: wli=0), inaczej jeszcze »"--n’r — gcosuf — v m=0,
gdzie n?=Flg: pRL' wi=g:7,--o’. Calka tego réwnania r = 4sinnt-+{
Beosnti-peoswi+-wim : n?, gdzie p=—=g: (n*—wn?), zawiera dwie stale catko-
wania. Te stale moga by¢é wyznaczone w nastepujacy sposéb, Oznaczmy
przez #,, warto$¢ strzatki » dla momentu poczatkowegn, a otrzymamy r—
=B+ p-}-wm:n®. Nadto dla #,==:2n niech bedzie r=r,, a zatem r,=
—A+-pcos (on : 2n)--o,m:n®.  Z tych wzoréw odrazu sie daje spostrzec,
ze gdy n’=0w? lub »?=0 strzalka r staje si¢ nieskoriczenie wielka — na-



L.

sigpuje wyboczenie wirowe. Zatem dla walka gibkiego poziomego mamy
az dwie krytyczne szybkosci w,=n’=—g :7, —u):, to jest w,==Vo:2r, = w, :
V2~ o071 w,, oraz v, oraz w,—g:#,. Stad prosty wniosek, 2e nizsza
wrytycana szybkosc kaqlowa poziomego watka g bkiego o stalym przekroju,
= osadzonym posrodku wirntkiem, stanowi 70%, szybkoSci kqtowes kry-
fycznel fego samego walka, lecz wiru qcego pionowo.

W wypadku kilku wirnikéw osadzonych na tym samym watku bardzo
dobre wyniki daje wzor Dunkerley'a potwierdzony dos$wiadczalnie, Wy-

znacza on szybkos¢ katowa krytyczna o, w postaci 1 :""u:: {1 :m;-) gdzie
w; oznacza szybkoS¢ krytyczna tego samego waltka, wirujgcego z jednym
tylko wirnikiem z, a dodawaniem obja¢ nalezy wszystkie wartoSci w; przy-
nalezne do ¢ wirnikow.

§ 11. Wyboczenie wirowe walkéw sztywnych. Weimy pod uwage
pret o statym przekroju F i dilugosci L, ustawiony pionowo w foZyskach.
Pret ten wiruje z szybko$cia katowa o, i jak doSwiadczenie uczy przy pew-
nej krytycznej szybkosci w,, ulega wyboczeniu wirowemu, to jest poczyna
drga¢, wygina si¢ i pgka. Poprowadzmy przez o§ obrotowa preta jaka-
kolwiek plaszczyzne, wirujaca wraz z walem. Wobec niemozliwosci otrzy-
mania zupelnej jednorodnosci tworzywa i niezupelnej prostolinijno$ci walu
srodki mas poszczegélnych jego przekrojow poprzecznych bedg lezaly na
krzywej przestrzennej, wogéle réznej od osi obrotu OO, czyli od geome-
irycznej osi panewek. Ta krzywa $rodkéw mas—istotna c§ podiuzna walu
w rzucie na tylko co poprowadzona ptaszczyzne da krzywa znikomo odchy-
iajacg sie od osi obrotu, zakladamy bowiem, ze wal jest praktycznie dos-
konaly, czyli w granicy naszych S$rodkow technicznych prosty i“z jednoli-
tego tworzywa odkuty. Istnienie mimo to pewnych krzywizn przypisa¢ na-
lezy nieudolno$ci naszych $rodkéw technicznych, W odleglo$ci x od gornej
panewki obieramy dowolny przekré] poprzeczny o Srodku masy rzutujacym
sie na owej plaszczyinie w konicowym punkcie odcinka =z, gdy pret pozo-
staje w spoczynku. Poczatek odcinka sz, sktadowej istotnej strzalki pier-
wotngj watu lezy na osi obrotu QQ, koniec stanowi zarazem rzut Srodka
masy elementarnej plytki, jaka otrzymamy, prowadzac sagsiedni przekrdj od-
legly o dx od poprzedniego poprowadzonego. Gdy pret pocznie wirowac
masa tej plytki d/dx, gdzie przez ¢ oznaczyliSmy iloraz z cigzaru wlasci-
wego tworzywa przez g, rozwinie sile odsrodkowa. Laczne dziatanie
wszystkich tych sil elementarnych wygnie pret, a ostatecznie linja wygie-
cia ulozy sie w rzucie na prowadzonej uprzednio plaszczyZnie w postaci
nowej krzywej nieco bardziej wklgstej w stosunku do osi obrotu QOQ.
Zatem pierwotna skladowa strzatki m wzro$nie do y=m-r, jak to najle-
plej zreszta uwypuklaja (Rys. 54, 55 i 56).
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Rzut sily odSrodkowej masy ¢/'dx na owg plaszczyzne bedzie w? 3/
ydx, moZzemy przeto caly pret rozpatrywac, jako obcigzony sitami gngcemi
rozlozonemi w stosunku w?$/y na jednostke diugoSci preta, a zatem w mys!
§ 22 ksiggi drugiej mozemy wypisa¢ rownanie_ giecia w postaci /2/y""'=u"

oly, gdzie / ozpacza staly moment bezwladno$ci przekroju walu. Oznaczmy
przez n'y w6l £/, a wtedy 9”""—n'v. Catka tego réwnania y=—.fe"* |

Henx ( sin ony [gos nx zawiera cztery state calkowan'a, ktore nalez)
wyznaczy¢ z warunkow zamocowania walu. Przedewszystkiem zalézmy, z¢
wba fozyska ., 1 /3, naieza do typu wahliwych (Rys. 541), tutaj wige przy

0 mamy y=—=ni,, oraz v,"”—o, poniewaz 1ozysko nie da momentu odpo-
rowego, kidryby miégl zrownowazy¢ moment M --/-/v,”. To samo bgdzic
la x==/, gdziec odpowiednicnie wartosci y,—m,, oraz =0, Te warunk
dadza réwnania o~ ./ - B--D, -0O- 1 B — [.
my=ud e -Bemt( ginl -Deosnl, O=~AeM4-Bem'-
— Csinnl — Deosel.  Z pierwszych dwéch rownan
wynika, ze [ =1/, my, oraz A--B=,m,; Doda-
jac dwa ostatnie rownania bedziemy mieli Aden |
~+Be™-—'[,m,. Stad bezposredniod="/,tm, — m1,e™)
(e — g =Ly —mriy e ™) : dsem hind, B=, (e —
= m1) 2 (€™ — e)=(mre™ ;) : 4 sen hnl. Nadto dwa
ostatnie rownania daja bezpo$rednio (' sinnl-[cos
nl="ym, skad C=!/, (m, - v 208 nl): sinnl. Ten
ostatni spotczynnik staje sie nieskonczenie wielkim,
a znim i y przy sinnl—=0, to jest przy nl=r= stad

Rys. 54, 55, 56

G «I,"‘mi/':E/. Oznaczmy mase walu przez
n—agF/, a otrzymamy wartosc¢ krytyczng szybko$ci katowej o,==x" VET:uL?
przy ktérej wal niewatpliwie ulegnie wyboczeniu. Bedzie to szybkoS¢ kry-
tyczna najniZsza, istnieja bowiem szybkos$ci krytyczne wyzszych rzgdow
przynalezne do dalszych pierwiastkéw réownania sinu/—0 to jest do war-
tosci n/=2x, 3= i t. d. Stad wniosek bezposredni, ze' szybkosci krytyczne
maja si¢ jak 1:4:9... i t. d. to jest o /=4w,, o’ =9, i t. d.

Z kolei dla fozysk nieruchomych (Rys. 55) bedziemy mieli przy x—o
wartc§cl y, ==m,, ¥, = 0,, oraz przy x=/ wartosci y, ==m,, y'; =0, po-
niewaz lozyska nawet mnajsci$lej osiowo ustawione, umozliwiaja zawsze
pewne nieznaczne zreszta pochylenia sie walu €, i ®, w panewkach. Stad
otrzymamy warunki m, =4 - B-{-D, 0, : n=4 — B-|-C;, m; = Ae"§

Bem™ + Csinnt - Dcosnl, ©, : n—=Ade™ — Be - Ccosnl — D sinnl.
Z pierwszych dwéch réwnait mamy bezposrednio [ —=m,—.A4--B, C=0, :
:n— A4 - B, zatem z dwoéch ostatnich po podstawieniu otrzymamy M4
- NB=V, PA+QB—=W, skad A=(QV— NW):A, oraz B =
= (MW — PV) : A, gdzie dla skrécenia oznaczyliSmy: M — ™ — sinnl —
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osnd, N—=enN--sunl — cosnl, FP=e -sinnl — cosnl, ()= —enl-
simnlb--cosnd, V=, — (O, : n) smnl— m, cosnl, W =0, : n—(0, : n)
cosnl |- m, sinnl. Z tych wzorow wynika, Zze y staje sie nieskonczenie
wiclkiem, gdy wyznacznik A= WO N/’-—=0. Po zecbraniu wyrazow
N =2 (¢" ™) cosnl— 4 =4 |cos hnl cosnl — 1] = 0. Roéwnanie cos hnl
cosnl — 1 ma pierwiastki 2/ =1518 = ~¥,x, nl~*lom nl" =" "nl ~
~ '/, (2n-|- D)z. Zatem dla najniZszej wartosci otrzymamy najnizsza szyb-
kose katowa krytyczng w, ="/ = J E[ : wl*®  Szybko$ci wyzszych rzedéw
bedg rosty w stosunku 57 : 3%, 7% : 3% t t. d. to jest o'y =) v, 0 =
=)oy i £d:
Wreszeie, gdy watl tkwi w nieruchomem lozysku .4, a drugi koniec
walu swobodnie wiruie niczem nie podparty (Rys. 56) bedziemy mieli dla

x =0 wartosci y,=m,, 9, =0, a dla x =17 wartodci y," = 0, oraz
4" = o0 poniewaz w skrajnym swobodnym przekroju walu nie moze pa
nowaé ani moment M, = /Z/y,”", ani sila tnaca 7; = Ly,”. Te wamnki
adia my —A-4+-B+D. 0, : n= 4 — B4 C A" Be™ — Csinnl —

—_ /){,‘as ',IH,' =) ,fﬁ’“! - /fo.'“‘ - Ccos n/ /)SIH nl-—o. ] tu znow I)::HI.\
— 4 — B, C =0, :n A -3, a nadro z dwéch ostatnich rownan po
podstawieniu otrzymamy MA -1 NB = ), DA~ 0B = W, stad | =

(OF — NW): A B=MW PV : A, gdzie sl =e" -L-sinnl -|

cosnl, N = ™ — sinnl - co-nl, P= e" — sinnl | cosnl, Q = — e~
sthnl — cosnl, V= (9, 2 n) sinnl - m, cosul, W ==(8,: n)- cosni — m,
siunl. 1 w danym wypadku wybocz nie wirowe nastaps, gdy A — MO —
— PN=—2 (e | ¢™) cosnl — 4 — — 4 (coshnl cosnl 1) = 0. Najniz-
szy pierwiastek tego rownania u/-- 0,594z daje krytyczng szybkosC pierw-
szego rzedu o, = 0,353 =2 /£ /: w L7, Istnienie szybkosci krytycznych pierw-
szego i wyzszych rzgdow zostalo stwierdzone dodwiadczalnie dla wszyst-
kich trzech powyzej rozpatrywanych wypadkéw osadzenia walu \w lozys-
kach. Gdy szybko§¢ katowa zbliza sig¢ do w, wal poczyna wirowaé nie-
spokojnie: bije na beki tem silniej im bardziej zblizamy sie do ®,, sk«ro
ia jednak raz przekroczymy przy sztucznem powstrzymaniu wyboczenia,
wal znowu wiruje spokojnie. To samo si¢ powtarza i przy nastepnych
szybko$ciach krytycznych. Zazwyczaj waly sztywne pracuja ponizej w,,
Godzi si¢ tu zaznaczy¢, ze we wszystkich trzech powyZej rozpatrywanych
wypadkach wat moze diwigaé szereg wirnikow. Nie zwieksza to jego mo-
mentu bezwladnosci, natomiast pomnaza mas¢ watu, mozna przeto korzy-
sta¢ ze wzoréw powyzszych, czynigc w nich p rowne masie walu z nasa-
dzonymi wirnikami.

§ 12. Przyklady i ¢wiczenia.’ .

1-0. Dyl o przekroju kwadratowym ¢ X ¢, diugoSci / lezy na plasz-
czyznie. Na $rodek prawego skrajnego przekroju B dziala osiowa sita 7.
Wyznaczyé naprezenia dynamiczne, panujgce w poszczegdlnych przekro-

= 23 -
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jach, Na dolna powierzchnie dotyku do plaszczyzny dziala sita tarcia fQ,
gdzie f oznacza spélczynnik tarcia a O =+c?/ — wage dyla, zatem dyl.
rozpatrywany jako cialo sztywne otrzyma pod dziatlaniem wypadkowej °—
przyspieszenie p=— (P — jO) : (O : g) =g (£ : O — f). W odleglosci x
od lewego skrajnego przekroju A4 dyla obleramy dowolny zreszta przekroj C.
Panowa¢ w nim bedzie naprezenie osiowe o, = (m, . p + O, " /) : ¢* gdzie
przez s ,. oznaczyliSmy mase, przez (),. — ciezar lewej czesci dyla od A4
do C. Pierwszy wyraz nawiasu oznacza sile bezwtadnos$ci — drugi tarcia.
Wobec tego, ze m, . = Ox : g/, oraz Q,.== Ox ./ bedziemy mieli o, =
=[Px:[ - QOfx: l—f~ Ofx : l] .—.P ¢. Nadto wobec mimosrodo-
wosci przylozema slly tarcia _\(_j-_ ij : [ w przekroju C panowadé be-
dzie dodatkowo moment M = 1/, Ofxc : / daigcy dla widkien dolnych na-
prezenie rozciggajace M : W — 6Qfex : 24" — 3 Ofx : I?, -dla gérnych’
$ciskajace. Zatem na gornej powierzchni panowaé beda naprezenia (/2 —
— 30f) x : lc*, na dolnej dotykajacej do powierzchni—naprezenia (£ |-
—+ 30f) x : Ic*. Skrajna warto$¢ napreZzenia panowaé¢ bedzie we wildknach
dolnych przekroju 4. Bedzie to (P--30f) : ¢*

2-0 faqczntk korbowy (Rys. 57), sprzegajacy kola parowozu, lagczy
czopy AB. Promienie obu korb oznaczamy przez s, rozsiawienie kol,
a zarazem dlugo$¢ tacznika przez L. Wobec ruchu postepowego ustroju,
kazdy punkt facznika porusza si¢ jednakowo z szybko$cig ¢+ — ws i przy-
spieszeniem dosrodkowem v — w*, gdzie przez o oznaczyliSmy szybkos$¢
katowa obu korb. W zalozeniu statej wartos$ci o, kat © odchylenia obu
korb, bedzie rowny wZ. Wpyznaczmy w odlegtosci s od lewego .czopa A4
znikomg plytke dz o masie &/'ds, gdzie F
oznac:a przekréj poprzeczny staly tacznika,
a ¢ jak zwykle — iloraz 7: g. ,Ta masa da
site odsrodkowg 4/[w%*dz, pochylonag pod
katem © ku osi podtuznej facznika. Zatem
lacznik mozemy rozpatrywac jako pret obu-
stronnie podparty, a obciagzony jednostajnie
w stosunku ¢, = ¢Fw* na jednostke diu-
gosci. To obcigZenie dziata pochylo, skla-
dowe jego osiowe ¢, cos ® dadza napreze-
nia osiowe, a skiadowe poprzeczne ¢, sén © — naprezenia dynamiczne gnace.
Jak zwykle sity osiowe pomijamy wobec obcigzenia gnacego, ktére osigga
najwyzszg wartos¢ g, przy © = !/, x.

Do tej skrajnej watto$ci dochodzi waga wlasna facznika, ktéry w ten
sposob bedzie diwigal obcigzenie jednostajne ¢ = ¢, + 7/° na jednosike
diugosci. Najwyzszy moment gnqcy bedzie niewqtpliwie panowatl posrodku

preta. Bedzie' to M =1/, gL =, L [3Fo* -}-1F] = Y 1LY [w? ¢ g
1] = Y, GL [o% : g -} 1], gdzxe przez G oznaczyllsmy ciezar laczmka
Ten moment da skra;ne naprezenie dynamiczne O = = M: W gnace.

3-0 Korbowdd (Rys. 58) o stalym przekroju poprzecznym /° laczy
czop korby N z czopem K kr7yzulca W poszczegdlnych przekrojach kor-
bowodu panuja przyspieszenia niejednakowe. Oznaczmy odpowiednio przez
£ i 7 odlegtosci dowolnie zreszta obranego przekroju poprzecznego M kor-
bowodu od osi czopa krzyzulca i korby. Cata diugos¢ korbowodu niech
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bedzie L = £-}-+, a promien korby . W zaloZeniu stalej szybkosci kg--
towej o, kat odchylenia korby od linji martwych punktéw OK bedzie 8 =
' =of. Odlézmy OR =1 i wyznaczmy
odleglosé y s$rodka przekroju M od
linji OK. W stosunku do punktu
spotrzedne punktu M beda: x =
scos® L-ncosfp — M= scusot — 1
- - (1 — cosB) oraz y = ssin@ : L =
rﬂxo — (&s: L)sinof, przyczem, jak widac
TN z tréjkata KON bedziemy mi.li nadto

sinf = (5: L) stnof. Zazwyczaj w

¢ X
e ustrojach korbowych L:s=1:4—+
":s.‘);rf;».-. , -+ 1:6, a najczesciej L =>5<. W tych

— granicach kat @ jest nader nieznaczny,

mozemy przeto wprost napisa¢ x —

Rys. ‘58, 59. =z:cos wt, y=(§: L)ssmwt cood-

: powiada przyblizonej wartosci g = O.

A zatem przyspieszenie: d’xv:df? = x"' = — w? cos wf, moze })yé uwazane,
jako réwnolegte do osi podiuznej korbowodu, a przyspieszcnie d% . d? =
— y" = — (&: L) sw*sin o jako donf prostopadie. Przyspieszenia x" daja

naprezenia dynamiczne osiowe y” — gnace. Pierwsze jak zwykle pomi-
jamy, wobec gnacych i rozpatrujemy W odleglosci ﬁ‘?]e;mentarng ptytke,
grubosci 4t Jej masa dfgf da sie¢ bezwladnosci clidty”. Maxnmum tej
sity — dFw'zdt : L odpowiada wartosci € = !/,x, a przeto mozemy rozpa-
“trywaé korbowéd, jako belke oparta obustronnie i cbcigzong na lednosnsg
dlugosci w stosunku — oFwit: [, a wiec obcigzeniem zmieniajacem sie
linjowo wediug prawa tr6 kata od zera ala skrajnej podpory K prz.egubo-
wej do maximum — &/w* dla drugiej skrajnej podpory WV ruchomej. 'Od-'
noény wykres obciazenia podaje (Rys. 59). W danym wypadku odpér K
bedzie rowny !/, Q. gdzie Q = !/,8Fv%L. Moment panujgcy w M wyzna
czymy w pOSi'aCi K:‘-'; __ 1:.'3 qE == 1/6 o '("2;LE s ‘/.;5 '(n';;.iil“ — l/G c l.(u'l‘;“[L& —
¢ L], Czyniac réwna zeru pochodng dM : dt = 1 oFwis [L — 38 L] =
= , otrzymamy dla = L : V§ skrajna warto§¢ momentu My = oFox]?:
: 9 J/3g, ktéra wyznaczy skrajne naprezenie dynamiczne gnace o= My : W.
Wobec niezbyt $cistych zalozen i uproszczen, jakie czynilismy, wzor ten.
moze byé réwniez, bez znacznego bledu, uiyty E'do korbowodu o zmien-
nym przekroiu, nalezy jednak zamiast I podstawi¢ $rednig wartos¢ wszyst. -
kich przekrojow korbowodu.

4-0 Kolo zamachowe o ciezkim wiencu obraca si¢ na wale z szyb-
koscia katowa w», Jego ramiona, wstrzymujgce rozszerzanie sig w.ieﬂ.ca‘
daja w nim dodatkowe naprezenia gugce. Pochqdzn to stad, .ze wieniec
swobodny rozszerza sie znaczniej od famion, pocigga wigC ramiona silg X
(Rys 60). Poprowadimy z przekrojow Srednicowych ptasknqh, przec_l.najq-

. cych wieniec posrodku miedzy ¢ ramionami. Wobec zupelnej symetrji ob-
cigzen kola swobodnie wirujgcego, naprezenia tylko co otrzymanych prze-
krojéw wiefica daja wypadkowq sil¢ osiowa Sonl moment Mo_gnacy: _ S‘fa
tngca przekroju mpusi by¢ rowna zeru, inaczej bowxem' symetrja obclqzex}la
obu rozcietych potféwek nie dalaby sie utrzymac. Précz ’tylko co wymie-
nionych S, i M, wieniec ulega dziataniu Sciagajgcemu X ramienia, oraz

)
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sitom odérodkowym. Oznaczmy przez [ poprzeczny staly przekroj wienca,
przez : promien jego $rodka cigzko$ci, preez ¢ kat pomiedzy 08ig rozpa-
trywanego ramienia, a plaszczyzna dowolnego
przekroju. (Rys. 61). Prowadzac przekrdj sgsiedni
hg mosT | otrzymamy wycinek wienca odpowiadajacy roz-

ﬂ niczce kata dr Masa wycinka o/c d¢ daje site
:: odsrodkowa d(C = 3/ *w’dp. Wobec zupelnej
symetrji obcigzenia dwa rownania statyki wy-
petniaja si¢ same przez sig, pozostaje przeto
jedyny warunek réownowagi rzutéw sil na os
‘podtuzna ramienia. Ten warunek da: 2.5, sina -

o dCcosy

[/3
— X =2 3% 2wcoscde—253F5 wisina, gdzie

=G
przez o oznaczyli$émy potowg kata pomiedzy ra-
_ mionami sasiedniemi. Stad mamy S,==8Fzwi—
Rys. 60 i 61. — X :2sina, moment M, pozostaje statycznie
: niewyznaczalnym. ' Chcac go okresli¢ wyznacza-
my prace sprezysta rozpatrywanego wycinka Kkofa zamachowego. W tym
celu oznaczamy przez .S,, sile osiowa poprzecznego przekroju ramienia
i rozpatrujemy wieniec, jako pret o nieznacznej krzywiznie. W ten sposoéb

.'. '/.‘/W-';do
otrzymamy ze wzgledu na symetrj¢ obu potowek wycinka Il = 2 ] 2]',['
. S i o
o, [*Ssde (3Scds 5
=2 = —., gdzie przez / oznaczyliSmy moment bezwla-

N . S
dnoSci wienca wzgledem osi gléownej rownoleglej do osi obrotu, przez
E i E, spélczynniki sprezystosci two.zywa wiefica i ramion, przez I, staly
przekrdj ramienia. * Nadto pomijaigc wymiary piasty dlugos¢ ramienia czy-
nimy réwna <. W danym wypadku mamy niewatpliwie M=, -S,s[1—
‘U= D
— cos(e. — z)| - | 2Fw2s2ddasing —= My — S, [1—cos(a—3)]- 217 0?3 1

0 -
— cos(o — ) = My — [Sy—3Fw? :*| s [1 — cos(= — %)], iak to zreszta najle-
piej daje sie spostrzec z rysunku. Z kolei na mocy poprzednio ofrzymanego
wzoru dla S, otrzymamy ostatecznie M=—=M,~~'/,Xc [l — cos(x —%)| : sina.
"—

W podobny sposéb otrzymamy .S Sncos(a——';)—f~' 3l w?s 2dbsind=—S,cos

- " ~ > 4 9.k .‘ 4 N D o.m
(o—g) 42 Fw? :2[1l —cos(a— )] =810 s 21 [Sg =3 F o * £ *| cos(a—73)=
u—p
dFw2:t 1, Xcos(x — z): sinx, oraz [ == S, sinin — %) —f ofw 2zl
~ s ») ) .. o
cosb =S, sm(a —~o)—3 [/ w2stsin(a ~ p) = [S,—5L s Ysin(a—p)= —

—1/,Xsén(a—7) : sina. Na mocy zasady najmniejszej pracy mozemy napi-
a

saé dil : oM, = oIl : 0.X = O. Pierwsze z tych rownan da| M :dyp =

=M, o+ X< 2a0:2sina—.N\ s *sina : 2sina=—=0, stad M,= —'*/:X s(1:stne -
—1:a);a przeto M= - ', X<(1:smo—1:a)--1/, Xs[L: sina— cos(a —
—- ) :sinal =1/, Xs[1:a—cos(a —%): sina]. Chcgc skorzystac z réwna-

nia oIl : 0.X = (O nalezy wyznaczy¢ wartosé sity . Wezmy pod uwage
site odSrodkowa ramienia. W tym celu w odleglosci : od Srodka przekroju



e e

wienca wyodrebniamy plytke A.’. Jej masa 2,/7 J: rozwija site odsrodkowa
S w2 (s — &) dé Oznaczmy przez g==< — & Przekr6j 44', odlegly o 3
od osi obrotowej kota ulega¢ bedzie sile rozciggajacej X, oraz wypadko-
wej sit odsrodkowych. tylko co wyznaczonych, a przynaleznych do wszyst-
kich ptytek goérnej czesci ramienia, mozemy przeto napisa¢, ze sila osiowa

tego ramienia S, == X [?611'1 w2z —Hdi= XY, 8 F 0 [—E5) —
_ _ w Wsde
— 3 =X Y, 5, [, »*(s? — 2%. Ostatecznie wigc vll : 9.\'==2 El
oM J'a Side 0S [ ESCAY J"/- d 1 cos(a—) )P dz
e b A Mmoo <= g A= WL e e R =
ax o EF 0X ' J L0 i o sino.  y [/
" - cos(o—w)] cos(o— =) d = (' '

—— o F it Wl X - ks 25— Jo P ) ST ] (S
f Farsr— X" ] e | TN s
= az X ["4 1 2 cos(a—g) = cosia—g)] AR [Twts?
<) Biafous O Ao dh dont | 22,0 g -3 St oL sin’s, I 7 ELF sina

"a Xe ‘/ X
—z)deo- oAt 3 widy + ooy e e (s 3 —
’ ‘lCl)S(U. 0) d ¢ _1—2[1/'3171?7... ocosta ‘“Ja'. t o Byl w2 (
Xsi 1 2 2 sin 2 a [w2s® s
—Y, 3 7 = oA st o e S
TSR, T 2B a2 ' 2sin*s 7 4 sinto, Kl 2K sinta

a  sim2s] ¢ B e 3 Tl
5 PR o o A [a Ol @ B = o0, Stad ostatecznie X =—
=wlc2(y — sy B L) gl(sin2a--2a) (1: [ ~4-3:2:17): 8sin?a — <2
:2a/-- £ E ). Dla ulatwienia wyliczen podajemy tu fablice wartoSci
20 | f==(stn20-1-2a):8sin”a dla réznych wartosci liczby ramion:

= 4 6 8 10 12
20 = 1,5707963 1.0471976 0,7853982 0,6283185 (1,52:35988
ie= 0,6427004 0,9566222 1,2739308 1,5918995 1,9100612

Tylko co rozpatrzony wzoér moZna rowniez stosowaé w wypadku ramienia
o przekroju zmiennym nalezy jednak dla /-, bra¢ Sredni przekrdj ramienia.
Cala powyzsza teorja wyprowadzona byla w zalozeniu stalej katowej szyb-
kosci @ kola zamachowego. Dalsze rachunki prowadzg si¢ jak przy obli-
czaniu pretéw krzywych.

5-0. Wahadlo (Rys. 62) zlozone z -ciezaru G i preta K zawie-
szono na przegubie C poS$rodku belki poziomej AB. Wyznaczy¢ napre-
Zenia dynamiczne jakie powstaja w belce przy ruchu wahadla. Oznaczmy
* calkowita diugosé belki przez /, przez / moment bezwiladnosci kuli wa-
hadta wzgledem osi obrotn, przez ¢ odchylenie preta
od pionu, przez o skrajna warto§¢ tego odchylenia,
Z rownania momentu iloSci ruchu otrzymamy przy-
spieszenie katowe obrotu p = GR smng : I. Nadto
niewgtpliwie oznaczywszy przez o szybko$¢ katowa
Rys. 62. obrotu, bedziemy mieli p = do : df stad bezposrednio

p:o = -—do : d¢, poniewaz o zmienia si¢ odwrot-




Legptia \

nie do @. Zatem Z(r)a'u) == — 2Grsingdy : 1, stad, calkujqc w granicach
7 1 o ofrzymamy o®= 2GR (cos¢ — cosa) I poniewaz dla punktdw zwrot-
nych, to jest dla ¢ = « szybkos¢ katowa staje si¢ rowna zeru. Ruch wa-
hadlowy daje w przegubie C nacisk poziomy A i pionowy Y, przyczem
0o$ CX kierujemy na prawo o, CY do gory. W tym ukladzne spotrzed-
nych spltrz¢dne $rodka cigzaru G beda v = — rsing, y = — rcase, a przeto

= G [Ro’sing—Ro (dv : dv) cosy] : g = GR (wzsmg —- pcosy) : g = G?
I{ ‘s (3cosy — 2cosz) : Ig, oraz AL [Ru2cose - R (dw: do) wsimgp : g+

- G == G*R* (2c08%p — 2c050 cosw — sin'p) : gl + G. Sila osiowa X, jako
dmala;qca poSrodku belki daje odpory osiowe A —= B =1/, X. poziome
wywolujagce naprezenie wahliwe .= .X': 2F, gdzie F oznacza staly prze-
kroj belki. W samej rzeczy, oznaczmy statycznie niewyznaczalny odpdr A
przez Z. Praca sprezysta dla sit osiowych Z, X, B bedzie Il.=1/,/
[Z% - (XN — Z)%] : 2EF, skad pa mocy twierdzenia Menabrea dll,. ;: 0Z'=

=[Z—X—+4Z]!:2EF = O, co da Z="/, X Druga sila Yda;e skrajnq
warto§¢ momentu w Srodkowym przekroju, a zarazem i naprezenie o,

== Y[ .4W, gdzie W oznacza skainik wytrzymalosci belki, Skra;nghna-
prezenie dynamiczne panowac bedzie w Srodkowym przekroju. Bedzie to
s=Y/:4W -+ X : 2F. Czyniac ds : dp == O z latwoscia wyznaczymy
kat © == §, dajacy najwyzsza warto$¢ dla . Ta wartos¢ bedzie miarodajna
przy wyznaczaniu wilasciwych wymiaréw belki.

6-0. Drgg (Rys. 63) AG, zakoliczony znacznym cigzarem ( obraca
si¢ swobodnie okoto przegubu A4 z szybkoscia katowa stata w. W pew-
nym momencie ruchu w punkcie € ustawiono podpore niesprezystg o ktéra .
pret uderza. W zalozeniu przegubu 4 i podpory ( niesprezystych calko-
wita sila zywa ustroju, wyladowana przy uderzeniu
przejdzie w prace sprezysta draga. Jego mase mo-
zemy oczywnscne pominaé, wobec masy m == 7 s o,
a zatem sita Zywa ustroju bedzié 1/, mo® = !/,mw®L".
Wyznaczmy prace sprezysta preta. W tym celu roz-
patrujemy pret oparty na dwodch podporach 4 i €
i obcigzony w G sitla wrzekomg F. Lewy odpor be-
dzie réwny A = P (L — a) : a. Da on w przekroju
. biezgcym lewej czesci A( draga odleglym o x od podpory A moment
gnacy Ax. Dla prawei czgsci preta w przekroju poprzecznym odleglym
-0 z od G, bedzie panowal moment />Z, a zatem praca sprezysta preta

a [ (L—a)” a2 C(L-aPrgdz £ Y
ll:l 0‘_—2E7;"'—a'x - f..‘ VoREr = =1,/ (L—a)* L : [/ Czyniac
Il rowne sile zywej poprzednio wyznaczonej bedziemy mogli otrzymaé
warto$¢ sity wrzekomej /P, a lepiej jeszcze skrajng wartd$¢ momentu gng-
cego, dla przekroju (" w postaci M = P (L. —a) = » V3EImL, ktory da
skrajne napreZenie gngce, Odrzuémy ciezar (. Sila zywa draga AB, wi-
rujgcego ze stala szybko$cig katowa o okolo przegubu 4 wyznaczy sie
jako suma sil Zywych poszczegolnych plytek preta. Ozpaczmy przez p.
catkowita mase preta — masa plytki dx grubej, wyodrebnionej w odleglo-
Sci # od przegubu 4 wynosi pdx : [, szybko§é za§ xw, stad sita zywa:

Rys. 63 i 64.
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L
drqgaf ypotaidyx : L ="[;po?’l% Wyznaczmy prac¢ sprezysta. W da-
o

nym wypadku kazda poszczegélna plytka gra role ciezaru G. Jej ilos¢
ruchu wynosi wxudy : L, a zatem obciazenie draga winno by¢ proporcjo-
nalne do wpxdx : L i réwne gxdx gdzie przez ¢ oznaczyliSmy nlop : L,
a n* gra role spélczynnika proporcjonalnosci. Bedzie to wiec obcigzenie
tréjkatne. Z rownan statyki A--B--1f, qL*= 0, Ba-}-?%; L '.qL'=
— O otrzymamy B=—1Y,qL%:a, A=",9L* (2L — 3a): a. W pierw-
szej potaci AC w przekroju biezagcym odleglym o x od osi obrotu pano:
waé bedzie moment M; — Ax -} /,gx* 'fix= Ax—+-1/,qx*, W polaci drugiej

) a °
M,=— Ax-\- B (x—a)-|-*/sqx’, zatem praca spreZysta il = [ I M dx
d o Sl ]

T
— J M dx| : 2E7. Czyniac 1l =1, nw®l? wyznaczymy =»n? a zatym
0

i skrajna warto§¢ momentu My = Aa |- !/,9a’, panujaca ponad przekro-
jem C. Ta warto$¢ da najwyzisze naprezenie dynamiczne gnace.

7-0. Wal obraca sie w lozyskach z szybko$cig katowa o stala. Tuz
za lozyskami na jednym kofcu walu tkwi korba, na drugim koto o bardzo
ciezkim wiencu. Calkowita dlugo§¢ walu -od nasady korby do piasty kola
wynosi L, §rednica /). Wskutek wypadku korba zostala nagle unierucho-
miona—wyznaczy¢ skrajne naprezenie dynamiczne watu. Oznaczmy przez
© biegunowy moment bezwladnosci kota wzgledem osi obrotu walu. Sila
zywa kola bedzie wigc '/, @w?  Wobec znacznej masy kola -—— mozemy
$miato pomingé mase samego walu, zachowujac jego wlasno$ci sprezyste,
a przeto po unieruchomieniu korby cata silfa zywa tylko co wyznaczona,
przetworzy sie¢ w prace sprezysta walu, dajac kat skrecenia . Oznaczmy
przez M, domniemany moment skrecjacy obcigzenia stopniowego, przy-
nalezny do tej wartoSci ¢. Jego praca sprezysta bedzie =1, M, po-
niewaz. jednak 9=2M,L: G/,, gdzie przez /, jak zwykle oznacz/liSmy bie-
gunowy moment bezwladnosci przekroju watu, zatem 11==1/,¢°G/, : L=1/,0 2.
Stad wyznaczymy %, a, co zatem idzie i M,. Z kolei z réwnania =M, : W,
otrzymamy skrajng warto$¢ naprezenia dynamicznego wirowego.

8.0. Dwuteownik Ne 20 pie¢ metrow diugi obustronnie koncami spo-
czywa na podp:rrach przegubowej i rolkowe;. Ponad $rodkowym jego prze-
krojem wisi ciezar I'=14 Z jakiej wysokosci 4 cigzar spas¢ powinien,
aby dwuteownik pek! przy uderzeniu? W danym wypadku przekréj dwu-
teownika F==33,5 cm.?, /=—2142 cm.}, W-=214 c¢m.3, nadfo metr biezacy
wazy 26,3 kg., wobec tego ciezar dwuteownika wynosi G =5X26,3 =
=131,5 kg. Dla zelaza zlewnego A ,=5000 kg./em.” a zatem w mysl wzoru

Y1196 E/h: RLY). lnaczej jeszcze 5006==[1000 > 500: (4)214)] - [1--

|~VI_:4~96><2150000><2142 X £:1000 > 500%], skad 2 =158 cm. Wynik
ten sie nieco zmieni gdy 'uwzglednimy mase dwuteownika. W tym celu
we wzorze powyzszym nalezy zamiast /==1000 postawi¢ R = 1000 =17
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% 131,5:35 = 1063,6. W ten sposéb otrzymamy # = 16,9 cm. Obie po-
wyzsze wartoSci w rzeczywisteSci bedg nieco wieksze, poniewaz uderzeniu
ulega caly szereg plytek Srodkowych dwuteownika.

9-0. Dyl sosnowy (Rys. 65) o przekroju prostokatnym /33{/7 stalym
jednostronnie osadzono i obciazono ciezarem/Y skupionym w przekroju O
w odlegtos$ci Z od przekroju osadczego. Dzieki podpérce C ndpowiedniej
l wysokosci, ustawionej na podtodze, dyl pod ciezarem /[’

——1"0 ne daje odksztalconej, Wyznaczy¢ skrajng wartos§¢ na-
A prezenia dynamrcznego i zbadac¢ drgania jakie powstana,

itc gdy podpora znagta zostanie usunigta. Niech bedzie
[11=20. [==24 cm., /=2 m, R=—450 kg., zatem przy

]

ke obcigzeniu stopniowem w przekroju c¢sadczym panowac
Rys. 65. bedzie naprezenie skrajne s,==/RL : I’ = 4503<200: (/. X
X24°K20¢20)=56.25 kg /cm.>. Aby wyznaczy¢é napre-

zenia dynamiczne, przy naglem dzialaniu ciezaru nalezy ustali¢ odno$ne
wzory. Zatozmy przedewszystkiem, ze cigezar /¢ 'uderza na belke, spadajac
na przekréj O z wysokosci 4 po usunieciu podpérki C i wyznaczmy energije
kinetyczng dyla. W danym wypadku statyczna strzatka ugiecia dyla w prze-
kroju odleglym o § od B (§ 9 ksiega. druga str. 41) bedzic =1/, /°%*
(=48 : L/ a w przekroju O:r,=—=R/F :3/-], zatem szybko$¢, jakg nabedzie
po uderzeniu przekrdj biezacy otrzymamy ‘w mysl zwyklego zzlozenia:
w,.=wn: f=, w([3(&:DH*—:/)"]. Oznaczmy przez (; ciezar czesci SO

/ rw? (M
dyla, a otrzymamy jego sile zywa /.- rlj._, G wid:lg=—1), 4gl [ [9(2: ) —
« 0 ¥ Tkl
" 33 G
140 g._ w*, Zatem mozemy uwzgledni¢ mase
dyla w postaci masy zastepczej m=""/ ,, G:g, skupionej w przekroju O',
a przeto, jak w § 3 otrzymamy #-—», |1 | Vi——T—'zF’ :_gr;nl——?—_ﬁfﬁ;o Z};:g]:
W danym wypadku «-=0, jak to wynika z warunkéw zadania, mamy wiec
r=2 r, oraz o==25,-=112,5 kg./cm.?, warto$¢ naprezenia dynamicznego, nie
przekraczajacag granic dla drzewa sosnowego L*E: 100 + 120 kg./cm.=.

6 (22 DG 0] i |

10-0. S:/mik spalinowy obcigza potowa ciezaru wlasnego /°==1400 kg.,
S-odkowe przekroje dwdch rownoleglych dwuteownikéw Ne 22, opartych
koncami na podporach rolkowej i przegubowej., Wyznaczmy okres drgan
wtasciwych tego podloza w zalozeniu czterometrowej ditugosci dwuteowni-

kéw. Bedzie to T—2z}7r, (1 pG:R): g wedlug wzoru § 5. W danym
wypadku r,=R/L%: 48 /7/p. — 'I[,,. Dla dwuteownikéw No 24 mamy z ta-
blic /==3060 cm* IW=278 cm.’ oraz wage bicZacego 'metra 31,09 kg.
Tutaj wiec G==43<31,09—=124,36 kg. £=981 cm /sek.?, a przeto 7=0,1087.
Jak wiadomo silmk spalinowy daje drgan'a wymuszone. Oznaczmy przez
- n liczbg obrotow silnika na minute, zatem okres tych drgan bedzie 7,00 : ..
W mysl naszych rozwazan mozemy oczekiwaé zjawiska oddiwieku spre-
zystego, gdy 7, = 7. Stad »,—60:0,1087=552, Nieco stabsze drgania
-wystgpia przy #,=552:2 ~ 276 obrotach silnika na minute, jeszcze stabsze
przy n,=552:3 o~ 184 i t, d. Zalézmy, ze przy 276 obrotach silnika na
minute oddZwigk sprezysty wystapil tak silnie, Ze az wzbudzit obawe o ca-

§
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108¢ ustroju. Obrotéw silnika zmieni¢ nie mozna ze wzgledu na wymiary
kot pednianych —nie pozostaje nic innego, jak tylko zmieni¢ przekroj belki.
Statyczne naprezenia gngce dwuteownikdw Ne 22 wynosito s==F/:4 IV —
=1400 X 400: 4 X 278=503,6 kg./cm.”. Dla belek No 17 mamy ( == 4X
K 19,78=79,12, /==1106, W=137, a przeto 7=:0,1797 oraz »,=—=60: 0,1797—
=334, n,=167. Ta belka nie daje wiec zupelnie zjawisk oddzwigku spre-
zystego, aczkolwiek naprezenie skrajne statyczne bedzie dla niejs=—1400)
X 4004 % 137 = 1021,7 kg.;.cm.?, a wiec dwukrotnie wyzsze od poprzed-
niego.



CZESC DZIEWIATA.

STATECZNOSC USTROJOW.

§ 1. Metoda autora. Uderzajaca réinorodno$¢ twierdzen csescs
sgoslej, opartych na energetycznych podstawach nasuwa my$! o koniecz-
nosci istnienia twierdzenia macierzystego, z ktérego owe poszczegélne twier-
dzenia winny wyplywa¢ w postaci wnioskéw bezposrednich. To twierdze-
nie istnieje i daje nieslychanie donioste wyniki praktyczne., Stanowi uzu-
pefnienie i rozwinigcie podstawowej zasady Wytrzymalosci Tworzyw, wy-
gloszonej w zagajeniu. Wezmy pod uwage cialo sprezyste, pozostajace
w trwalej rownowadze odksztalconej, pod jarzmem zréwnowazonego ukladu
sit zewnetrznych. W zalozeniu budowy ciala czasteczkowej, kazda jego
drobina trwa w stanie rownowagi pod jarzmem sil wigzgcych, naprezen
odksztatcajacych i oporowych. Bedziemy rozpatrywali wylacznie tylko ciata
stale bez pierwotnych naprgzen w napieciu, moZemy przeto pierwszy uklad
sil wigzgcych pozostawi¢ bez uwagi: sily jego, jako zréwnowazone, daija
wypadkowg rowna zeru dla kazdej drobiny, a zatem i prace réwna zeru

przy wszelkich zmianach odleglo$ci miedzyczasteczkowych. Oznaczamy
przez 4(  elementarng prace naprezeii odksztafcajacych danej drob ny
przy pewnem mozliwem odksztalceniu, a wlasciwie mowiac — prze-

‘sunigciu tej drobiny. Przez 8B oznaczamy takaz prace naprezefi opo-
rowych. Dla wszystkich drobin otrzymamy X8C -1-28B, a przeto wo-
bec istnienia trwatej réwnowagi odksztalconej bedziemy mogli napisaé
w my$l zasady prac mozliwych (virtuel), ze X3C }- 38B = O. Napre-
zenia odksztalcajgce powstaja wylacznie tylko pod jarzmem sil zewnetrz-
nych i ging wraz z niemi, z zalozenia bowiem rozpatfujemy wylacznie
tylko ciala sprezyste. Stad wniosek bezposredni, ze X3C wyraza prace sit
zewngtrznych J/.—mozliwg, bo przynalezng do odksztatcei mozliwych.
W mysl tego samego zalozenia praca naprezen oporowych Y253 stanowi
wydatek energji wewnetrznej, inaczej moéwigc rodzi sie z utraty pewnej
czastki energji sprezystej wewnetrznej, czyli pracy sprezystej I, -mozemy
przeto ustali¢ gasadnicze rownanie rownowagr odksstalconej ciala sprezy-
stego 5L —all==0. Glosi ono, ze elementarna praca mozliwa sit zewnetrz-
nych przechodzi w prace spresystq w wypadku rdwnowagi odksztatconej.
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Ten energetyczny warunek rownowagi odksztalconej stanowi owo wspom-
niane wyzej podstawowe twierdzenie Wytrzymalosci Tworzyw, wymaga
jednak pewnych omowien dodatkowych, a nadewszystko ustalenia pojecia
»mozliwych odksztalcen“, o ktérych wyzej byla mowa. , ‘

W tvm celu obieramy pewien, zreszta zupelnie dowolny ukfad jakich-
kolwiek osi spolrzednych stalych i wyznaczamy pierwotne spoirzedne danej
drobiny ciala rozpatrywanego dla stanu réwnowagi odcigzonej. Po obcia-
Zenitu i ponownem ustaleniu si¢ trwalej rownowagi odksztalconej, spotrzedne
pierwotne rozpatrywanej drobiny ujawnia pewne znikomo male przyrosty —
skéadowe preesunigcia, czyli odksztalcenia poosiowe g — danej drobiny, za-
lezne od jej polozenia w ciele oraz od sif odksztalcajgcych. Zatem mo-
zemy przedstawi¢ ¢ w postaci g==Xa,, £, (m =12 ...), gdzie przez f,, ozna-
czyliSmy pewne, zupelnie zreszta SciSle okre§lone funkcje wylacznie tylko
pierwotnych spéirzednych drobiny. Na razie jeszcze nie wyznaczone spol-
czynniki a,, uzalezni¢ majg ¢ od sil zewnetrznych F; (i = 1,2... #) od-
ksztalcajacych, mozemy przeto rozpatrywaé a,, jako uogélnione sily we-
wnetrzne, powodujace odksztalcenie ¢ danej drobiny. W ten sposdb cialo
rozpada si¢ poniekad na gromade czasteczek, obcigzonych uogdélnionemi
sitami a,,, ktére daja te same odksztalcenia, co i sily zewnetrzne P,-. istot-
nie dzialajgce. To odwrécenie istotnego stanu rzeczy mozliwe jest oczy-
wiscie wtedy .jedynie, gdy wszystkie odksztalcenia ¢ s3 od siebie nieza-
lezne, trzeba wiec, dla uniknigcia sprzecznosci, z gory tak dobraé funkcje o
aby spelnialy wszelkie warunki geometrycznej zaleznoSci rozpatrywanego
ciala stalego od pozostalych, w tym bowiem tylko wypadku bedziemy pewni,
Ze mamy prawo uniezalezni¢ drobiny; w kazdym innym otrzymamy pewne
warunki, wigzace cale gromady ¢. Uwzglednienie warunkéw geometrycz-
nych przez wlaciwy dobar funkcji /,,, pozwala wyznaczy¢ odksztalcenia
mozliwe &9 = Xf,0a,,, przynalezne do warjacyjnych przyrostéw sit uogol-
nionych a,,, umozliwia przeto ustalenie wlasciwej postaci i wartosci 1l, jako
funkcji tych sil uogdlnionych i przesunieé, a nadto jeszcze utatwia wyzna-
czenie przesunig¢ sit zewnetrznych p; w pestaci p,=gq;=—2Xa,, f;,, gdzie
dodawanie nalezy wypeini¢ wedlug wskaznika .

Wyznaczamy funkcje =X P;p;— N — energj¢ rozpatrywanego ciala
sprezystego. Pierwszy jej wyraz daje ‘niewatpliwie pracg¢ sit zewnetrznych
P; czyli prace L, drugi - prac¢ sprezysta, mozemy przeto podstawowy
warunek réwnowagi wypisa¢ w postaci 2L — ol =80U7==0. Stad wniosek
bezposredni, Ze rdwnowaga ciata spresystego odpowiada skrvajnym wartoscion:
jego energyi, czyli maximum lub minimum funkcji U. Praca sit wewngtrznych
uogélnionych jest niewatpliwie rdzennie dodatnie, to samo dotyczy i pracy
sprezystej, zatem warlosci skrajnej najwyésse; U winna odpowiadaé réwno-
waga odksztalcona statecana ciaia spredyslego, najnigszej zas - rownowaga nie-
statecsna. Z tatwoscig mozna to udowodnié, zwazywszy, Ze W pierwszem wy-
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padku przy wszelkiem mozliwem odksztalceniu praca sprezysta ciata rosnie
w drugim —maleje, a przeto w pierwszem wypadku wytracenie z rownowagi
moze by¢ dokonane tylko z pomoca energji zewne¢trznej, w drugim odbywa sie
kosztem energji wewnetrznej sprezystej: ciatlo raz wytrgcone ze stanu réwno-
wagi odksztalconej niestatecznej, odksztalca sie samo dalej, wydatkujgc wiasna
energje sprezysta. Zatem warunkom najzupetniej ogélnym 8 U==0, 82U<-0 od-
powiada ro6wnowaga odksztalcona ciata spreiystego sfafeczma. warunkom
za$ 20U = O, o*UJ = O — niestateczna. W szczegélnym wypadku catego
szeregu kolejnych warjacyinych przyrostow o/ =¢*U... = &K1 U= 0
o stateczno$ci rownowagi odksztalconej wyrokuje znak ujemny pierwszego
roznego od zera przyrostu ¢’ parzystego, o réwnowadze niestatecznej
jego znak dodaini. Moze si¢ jednak zdarzyé, ze wszystkie przyrosty wyz-
szych rzedow poczawszy od U=, sa réwne zeru, nieskonczonosci, lub wy-
stepuja w postaci nieoznaczonej catkowicie, lub w stosunku do poszcze-
golnych swych skitadnikéw. W tych szczegdlnych wypadkach rownowaga
odksztatcona jest wqipliwa 1 kazdorazowo powinna podlegaé badaniu.
Wszystkie powyzsze wnioski dotvcza rdwniez i calych ustrojow, ziozonych
z poszczegblnych ogniw — cial sprezystych, o ile calos¢ jest usztywniona
wewnetfrznie tak, aby mogla gra¢ role ciala statego sprezystego.

Rozwinmy nieco szerzej powyzszy S$cisty wykiad. Zasadniczy wa-
runek rownowagi 5{/ = O mozna niewatpliwie wypisa¢ w postaci 80U —
= X (0U: da,,) - da,,== (. Wobec zupeilnej dowolnosci warjacyjnych
przyrostow 6(1”;, tylko co wypisane rownanie rozpada si¢ na caly szereg
réwnan wtérnych ol : da,, = O, z ktérych z latwoscia dajg si¢ wyzna-
czy¢ wszystkie dotychczas blizej nieokreSlone sity uogoélnione a,, w fun-
kcji sit zewnetrznych /°;. Z kolei, korzystajagc z » réwnaii dla przesunigc
sit zewnetrzoych p; — Xa,,f;, mozemy wyznaczy¢ a,, w zaleznosci od
przesunie¢ p;, a co zatem idzie i prace sprezysta Il w funkcji przesunig¢ p;
sil zewnetrznych /2. Zazwyczaj sily zewnetrzne /%, jako zasadnicze dane
wszelkiego praktycznego zagadnienia rownowagi odkszlaiconej, majg war-
tosci niezmienne dla wszelkich mozliwych przesunieé. Stad wniosek bez-
posredni, ze 3{J =X P°;8p; — oM = O, gdzie, zgodnie z ostatniemi rozwa-
zaniami nalezy uwazac (I, jako funkcje przesunig¢ p; Tylko co otrzymany
wzor wyraza Twierdzenie pierwsse Castigliano, og6lne dla wszelkich wy-
padkow, jako pochodne. zasadniczego. Dzielagc go przgz ktérykolwiek
z warjacyjnych przyrostéw 2p,, otrzymamy to samo twierdzenie w postaci
nieco odmiennej: X/°%; (dp; : dp,)=0ll:0p,. Wypiszmy réwnania réwnowagi
statycznej sit /°. Z tych réwnan pewna liczba sit zewngtrznych moze by¢
wyznaczona w zaleznos$ci od pozostalych. Powtarzajagc rozuniowania po-
przednie dla uszczuplonej w ten sposéb liczby przesunigé p; i sit P;-nie-
zateznych juz od siebie, z latwoscig przekonamy sig¢, Ze wszystkie a,, be-



SIS OB

dziemy mogli wyznaczy¢ w funkcji tych sit, a wigc i w zaleznosci od p;
a nadto praca sprezysta [1 bedzie i w danem wypadku rowniez funkcja
przesunieé niezaleznych p;. Zatem ostatni wzor da wprost P, —oll: dp,
— trzecig postac tego samego twierdzenia. To twierdzenie dotyczy wszel-
kich cial i ustrojow sprezystych, a nadto, jak widzimy stanowi prosty wy-
nik podstawowego. — Z kolei, czyniac zaloZenie wzorowej sprezystosci
rozpatrywanego ciala, lub ustroju, udowodnimy na mocy powyzszego (wier-
dzenia podany w czesci $zostej szereg twierdzen: Clapeyrona. Castigliono
Il, Menabrea i Betti. Twierdzenia Mohr'a wyprowadzaé ta droga nie
trzeba, poniewaz Stanowi ono bezposrednie zastosowanie pudstawowego
o,  oll = 0. Godzi si¢ tu zaznaczyé, ze dla ustrojow wzorowo spie-
zystych, w my$l twierdzenia Clapeyrona £/°p = 2II, a przeto U= 2l
— N = II. Z tej uwagi skorzystamy w nastepstwie.

Na szcaegolna uwage zaslugujag wypzdki ré6wnowagi wqtpllwej, stauo
wig bowiem rubiez graniczng dwoch roznych dziedzin 16wnowagi odksztat-
conej — statecznej i chwiejnej: wyrokuja o granicack statecznosce ustroju.
Przynalezne do stanu rownowagi watpliwej obcigZenie zewnetrzne nazywamy
krytycznem: przekroczenie tego obciazenia w te lub w owa strone zaznacza
sie przejsciemn rownowagi walpliwej w stateczng lub— chwiejng. Stad wielka
doniosto$¢ czysto praktyczna badan, majacych na celu wyznaczenie ukladu
sil zewnetrznych obcigZenia krytycznego. Wyzej mowilismy, ze znak 53U,
wzglednie znak perwszego roznego od zera przyrostu 53U stanowi o ro-
dzaju . rownowagi odksztalconej. Watpliwa cechuje szereg nieskonczony
zerowych wartosci wszystkich ¢"U, ktére tu dla skrocenia wprost oznaczyiny
przez U, ==cnU. Zwro¢my uwage, ze wszelki przyrost U, stanowi funkcje
jednorodng # - go rzedu przyrostow warjacyjnych da,,==4,,, zatem na
mocy twierdzenia Eulera o funkcjach jednorodnych mozemy napisaé, Ze:
nU,, =X, [0U, : 04,]3,,. Wobec zupelnej niezaleinosci 3,, warunek U, =o,
cechujacy stan réwnowagi watpliwej rozpada sie¢ na szereg wtérnych:
oU,: dl,, — o. Kazdy z tych ostatnich stanowi réwnanie jednorodne -
n—1 stopnia przyrostow 3,,, a przeto wyznacznik uktadu tych réwnan musi
by¢ réwny zeru, inaczej bowiem wszystkie warjacyjne przyrosty A,, musia-
lyby mieé warto$ci zerowe, .cechujace, sprzecznie z zalozeniem, stan réwno-
wag:. odosobnionej. Istotng doniosto§é¢ posiadaja zazwyczaj tylko dwa
pierwsze wyznaczniki szeregu.

Z warunku U,=o0 mamy: 90U, :0),,—=0U: da,=o0, 10 jest otrzymujemy
podstawowy warunek istnienia r6wnowagi odksztalconej—3dU=0. Drugi wa-
runek U,=o daje w ogélnym wypadku warunki wtdrne, stanowiqce 0 réw-
nowadze watpliwej. W istocie U,=8U=X,, [0°U:da?,] A, --%,, [0?U:
: da;oap)d; Ay, zatem warunki wtoérne: dU,:0A,,—~o dadzg kolejny szereg

d*U , L) 22U : 20U

réwnan: - — A A4+ oA - : =
11 2 m D ith m |
da,, oa, _da,, OJa, 08,, 08 ,,__ TSR ¥ =
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ou dU dU
/ g (aal . ()0-, () (Iﬂ. ) =)
a,, as, ... (ll

Réwnanie /—o0 pozwala w wiekszosci wypadkéw wyznaczy¢ warunki
obciazenia krytycznego, jak to najlepiej zreszta wyjasnig przyklady. W wy-
padku funkcji dwéch zmiennych U = f (a, &) mamy / = [0°U : dadb]? —
[0*U : 0a?] [9°U : db*|=o0. Wszystko to dotyczy zerowych wartosci przyrostow
", inne szczegolne wartosci wymagaja podobnych rozwazan, ktére tu po-
mijamy. Godzi sie zaznaczy¢, ze metoda tylko co wylozona stanowi ogodlne
rozwiazanie tak zwanego wypadku watpliwego maximum i minimum funkeji
wielu zmiennych, i, o ile wiem unie byla dotychczas znana. Poznajmy za-
stosowania powyzej podanej teoriji.

§ 2. Zastosowania powyzszej teorji: Wezmy pod uwage pret, o sta-
tym przekroju, pionowy u dolu oparty na podporze przegubowej u goéry na
rolkowej. (Rys. 67, 1). Dilugos¢ preta oznaczamy przez /, poczatek osi
spoirzednych umieszczamy w dolnej podporze B przegubowej, o$ /3¢ kie-
rujemy do géry wzdluz osi pierwotne; preta, o§ By w lewo prostopadle
do ;. Obciazenie preta stanowi pionowa sita P $ciskajaca. Wobec nie-
znacznych miimosSrodkowosci obciazenia, ktére tu zreszta pomijamy, pret
ulegt pewnemu tugieciu. Réwnanie giecia bgdzie w denym wypadku /v —

== — P4, czyli wprost 7' — — n?y, a jego calka 1, = Asinn{ -}~ Bcosnt. Dla
podpory dolnej niezaleznie od wartoSci n, bedziemy mieli 1—o przy {=o,
skad B -—=o0 i ostatecznie réwnanie odksztalconej otrzymamy w postaci

n=—=Asinni. W danym wypadku 7 gra role odksztalcenia poosiowego ¢ ja-
kiegokolwiek $rodka poprzecznego przekroju, a zatem jedyna funkcja f,,—
=sinng oraz a,,—.4. Uczynmy zado$¢ warunkom oparcia preta, dajgc od-
powiednig wartoS¢, dla » z gory tak obrang, aby przy {—o, lub ¢=/ spél-
rzedna 7, miala warto$¢é zerowa. Z latwosc'a mozemy zauwazyé, ze tym
warunkom czyni zado$¢ postaé funkcji sin(nl: /). Nadto Srodkowg strzaltke
ugiecia preta oznaczamy przez a, jej warto§¢ wyznaczy si¢ réwnaniem
a=Asin'l, 7= A, ostdtecznie wiec bedziemy mieli n==asin (=5 : 1), 1'=
=(ar : lycos(xf : 1), 7' == — (a=*: I*) sin (n : /). W ten sposéb uczynilismy
warunkom geometrycznym zado$¢. Wyznaczmy przesunigcie p sily zewne-

trznej [~ odksztalcajacej i prace sprezysta. Jak wiadomo Il =< f M2de

s 29 = 1/2E[J N2l = (n* Ela?: 21‘)f sin*(zl: Ddt == =*Ela* : 4}, gdzie
0

ocgywiscie { na&al a pozostaje niewyznaczonem. Wyznaczanie p nastrecza
pewne truGnosci, nalezy bowiem uwzgledni¢ obnizenie si¢ punktu przylo-
zenia sity /2, a wigc skrajnego gérnego przekroju preta .4, powstate na
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tle wygiecia preta oraz wydiuzenia ujemnego pod naciskiem tej sily. Aby
to uskuteczni¢ w spos6b wystarczajaco przyblizony nazywamy ds rézniczke
luku odksztatconej., Roéznica migdzy ds a rzutem na pierwotna o$ preta
réwna ds(1 — cosv') = 2dssin? (Y, 1) = Yy1'*ds = [, 1'*dl, poniewai
przy nieznacznych wygieciach preta ds=—df. Stad niewgtpliwie p =

/4
= 1/-_)f n2dt -+ Pl: EF. Zazwyczaj przy liczeniu pre¢ta na wyboczenie
(1]

nadajemy mu przekréj poprzeczny bardzo sowity, mozemy przeto Smiato drugi
wyraz wypisanego wzoru pomina¢, jako nieznaczny wobec pierwszego. Stad

. ! l
ostatecznie p= ‘lgf 1'2d¢ = (=%a® : 20%) | cos¥nt : [)di==="a®: 4/, a przeto

0 o 0 .
U=Pp—11—=(za2: 4) (P—=E]: [*). Zatem mamy 38U = (P—=*E[:[))x%a:2]
oraz 82U=—=(P—=2L]: >)=?: 2/. Przedostatnie réwnanie daje a=o, ostatnie
wyrokuje o rodzaju rownowagi odksztalconej. Zerowa warto$¢ a wskazuje,
ze jedyng postaciag odksztalconej bedzie w danym wypadku prosta 7 =
—asin(at : [)= o0 — pierwotna o$§ preta, i ta posta¢ bedzie odpowiadala
réwnowadze statecznej, dopdki 52/ bedzie mniejsze od zera, to jest dopdki
sita P——m2EJ]:/% Gdy sita odksztatcajaca przekroczy warto§¢ krytyczna
x2FI: [?, warjacyjny przyrost 32U bedzie wigkszy od zera—réwnowaga bedzie
niestateczna. W tym wypadku pret moze pozostaé prostym o ile istotnie
wszystkie mimosrodkowoS$ci obcigZenia beda S$cisle rowne zeru — a wiec
jedynie w warunkach idealnych, zgodnych z zalozeniem. — W kaidym
razie jednak bedzie to réwnowaga niestateczna — najdrobniejsza przyczyna
zewnetrzna, nawet w warunkach idealnych da natychmiastowe wyboczenie
preta przy P>>=?E[:[% W ten prosty sposéb otrzymujemy wzér Eulera

P, ==*E]l: >, wyznaczajacy warto§¢ graniczng sily; tej wartoSci odpo-
wiada rownowaga watpliwa. Nieco dalej przekonamy sig¢, co naleizy w da-
nym wypadku rozumie¢ pod ta nazwa.

Z kolei bierzemy pod uwage ustr6j  przegubowo pretowy, statycznie
wyznaczalny, ztozony z 2w — 3 = m pretéw, potaczonych w wezlami prze-
gubowymi. Dwa zupetlnie zreszta dowolne przeguby opieramy na podpo-
rach: lewej przegubowej i prawej rolkowej, poczatck stalych osi spéirze-
dnych umieszczamy w podporze nieruchomej, o§ Y kierujemy ku gérze,
0§ X przez podpore ruchomg na prawo. W ukladzie tych osi pierwotne
spblrzedne weztéw bedsg X, ¥, ich skladowe przesuniet §,v. Zatem dla
preta n—tego mozemy napisaé (X;—x,)>(y,—y.)*=14,% (X746 —X,—&)* -
- (===, +\,)?, gdzie wskazniki dotycza obu przegubdw
potgczonych pretem, /, oznacza jego dlugo$¢ pierwotna, A, jego wydluie-
nie. Idac kolejno ku coraz to dalszym wezlom, poczawszy od poczg'ko-
wego — przegubu lewego nieruchomego, wyznaczymy 2z tych rownai
wszystkie §v, a co za tem idzie i przesunigcia p; sit zéwngtrzni}'ch Pli=
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=—=1,2....7) obciazajacych przeguby. W ten sposob otizymamy U==X F;p,

— X El 0, 0, ponie“az dla n-go preta 11,152 : El,, a jego
sita osiowa S,=F/[, ), 1, Stad cU =X, [X.% (dp; 1 0},)) —- L[ g o
9k, = 0. 'l'en warunek réwnowagi daje szereg rownan X./°(dp; : 0k,) =

—EI WAy 1 4,==S,,, bezposrednio wyznaczajacych sily w prgtach. Zastosuj

my to do najprostszego ustroju pretowego (Rys. [9), zloZzonego z dwoch
jednakowych pretow AC = CB — /, opartych na podporach przegubowych .
A i1 C, a polaczonych u gory przegubem (. ObcigZenie stanowi sila P
pionowa, skicrowana w a6l Ta sila obcigza przegub gérny, daje wiec
strzatke przegubu p. Wobec zupeinej symetrii ustroju poziome przesunie-
cie goérnego przegubu &==o0, a przeto: (/| W)*=-1/ L*A-(hfn)'="[,L*} (h+
- ). Przed odksztalceniem mielismy 2=="1/ L -1 A% a przeto 2/. -A* =
== 2hp - p*. Stad rézniczkujzc otrzymamy /OA- Ah==h3p-| pip, oraz (SAN)°=
= h3’ |- (9p)* -+ p3°p. Te réwnania dajag z pominigciem malych rzedow
wyzszych Gp :oh==/: h, c%p: 0N = |1 — (3p : 5h}*) i A== — L*: 4/* a przeto
U=—Pp—El )21, 6U=—[FPl: h- 2E[ i : l|od=o0, oraz 3*U= - [—PL*}
4p3-2F£1: Jleh2. Stad bezposrednio S=//"h:[-—=—1,Ll: h, oraz &*U=
:—3[[."}\'4/121 ' 1]21:[“[6 7k% Zatem 452U - o o ile A nie jest bardzo
male — porzadku A, w tym bowiem wypadku £*{/--— ~ 2)A* Ten skrajny
wypadek rozpatrywaliSmy na str. 12. Jako ostatni przyklad powyzszej teorji
poznamy tak zwane

§ 3. Zwichrzenie preta zgirianego. Pret o stalym przekroju prosto-
katnym, wysmuklym (Rys. 66) oparto na podporach przegubowej i rolko-
wej, umozliwiajacych obrét skrajnych przekrojow, podpartych okolo osi pio-
nowych i poziomych. W srodkowym przekroju () dziala ciezar Q. Przy
znacznym stosunku wysokoe$ci 2 przekroju, do podstawy & i pewnej Kry-
tycznej warto$ci sity O = O_, pret ulega zwichrzeniu, zaklesa posrodku,
krzywigc si¢ w tg lub w owg strong, przyczem biezacy przekréj 4.4 po
chyla sie pod katem ¢ do plaszczyzny gigcia. Zatem w pewnych wypad-
kach zginaniu preta towarzyszy skrecanie, Wobec zupelnej symétrji obcig-
tenia poczatek stalych osi spéirzednych umieszczamy w $rodkowym prze-

_ ) ) kroju, 0§ ()X ukfadamy wzdiuz osi pier-
}'H”‘——.“o"—' )\‘*_ ~% wolnej preta, OY kierujemy w dol, OZ
8 L = i i\ ku patrzacemu. Osiowa odleglos¢ bicig-

M yi cego przekroju niech bedzie x. Panuje
J./" o) IR S R { w nim moment gnacy M= P (A — x),
gdzie dla wygody oznaczyliSmy przez
=", 0, przez \ = '},/. Ten moment
jest prostopadly do plaszczyzny giecia XOZ, daje wiec skladowe na osiach
gtéwnych przekroju: M' = Msine >~ P, — x)¢ dla osi ktéra poczat-
kowo byla pionowa, i Mcos¢ dla osi prostopadtej. W zaloZeniu v'vysmu-

Rys. 653.
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klo$ci pzekroju, skladowa A/ cos¢ mozemy pomina¢, jako dajacg stosun-
kowo nieznaczne wygiecie preta w poréwnaniu do skladowej (A — x)e¢,
ktora lezy w plaszczyznie prostopadlej. Oznaczmy sztywno$é preta B ==
= 1, AH’E, a wtedy w myS$l zwyklego réwnania B (9%Z : dx*) = Bz" =

P (A — x) 1z, poniewaz te sktadowe momentu dajg odksztalcong, w plasz-
czyinie XOZ lezagca. Nadto na przekréj 44 dziala dodatkowo moment
skrecajacy 17, zrodzony z mimoS§rodkowego dzialania sily O, jako ze Sro-
dek biezacego przekroju po zwichrzeniu schodzi z osi pierwotnej prera OA.
Ten moment daje elementarny jednostkowy kat skrecenia plytki ® = oo :
cox = ¢ = M,: GI, = M, : C, gdzie przez C oznaczylismy sztywno$¢ wi-
rowg preta. W danym wypadku praca sprezysta preta bedzie Il = 2
2\ ’ & £ "
|t 281 42| (201 - B| wrax - C| 2dx. Chcac 2 ko-
=0 s 0

0
lei wyznaczy¢ prace sily zewnegtrznej nalezy znalezé strzatke Srodkowego
przekroju. Wskutek zginania sie¢ preta w kierunku najmniejszej sztywnosci,
plytka .4 ujawni elementarne skrzywienie o kat db =— M'dax : B =
= 2''dx, zatem koniec podparty preta opisze tuk db (A —x)=2" (/| — x) dx
w stosunku do swego pierwotnego potozenia na osi (JX. Skladowa pio-
nowa tego przesunigcia bedzie 2" (A — x) pdX, a przeto strzalka sily O wy-
*h

Pz (!— x)wzdx. W ten sposéb otrzymamy U =2/

razi si¢ wzorem p = f
g /0

A ~h A
‘ ' (A —x) q;dx—BJ 2" dx — CJ ©'’dx, z dodatkowym warunkiem
oo 0 . '

(1]
).
Bz = P(A\ — x)5. Po podstawieniu bedzie U = 21)2[ (A — x)*qtdx:
o 0

A . A I3
Fuly — J PN — x)2p%dx 1 B — (,'f o R dx =P B)f (A — x)?0?dx —
0 ° 0

[}]
I8

B Cf ¢'?dx. W mysl poczynionych zalozen ¢ musi mie¢ warto§¢ zerowa
A :

dla skrajnych podpartych przekrojow — i niewatpliwie najwyZszg warto$§¢
v =% dla $rodkowego. Tym warunkom geometrycznym czyni zado§¢ wzér
przyblizony ¢ = acos (nx : 21). Stad ¢’ = — (na : 2\) sin (zx : 2)), a | rzeto

2 i : 3 ~ A
U=(a*F? : B)f (A — x) cos® (7x : 24) dx — [C'w%a?: 4)2) f stn® (ax: 2N)dx=
0 (]

= Aa?, gdzie oznaczyliSmy przez A=[1:6-4-1:=2 P2*:B — Cz®: 8\
Zatem mamy 38U = 2Aada = o, 8°U = 2A8a%. Pierwsze z tych rownan daje
a=—o0, a wigc i ¢ = o, jako jedyny moiliwy stan r6wnowagi bez zwichrze-
nia preta. Drugi warunek wymaga aby przytem A bylo mniejsze od zera,
inaczej bowiem réwnowaga nie bedzie stateczna i najdrobniejsza przyczyna
zewngtrzna spowoduje zwichrzenie. Najnizsza warto$¢ sily swichrzapqeef
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da si¢ wyznaczy¢ z rownania A = o, ktore daje O -=2F = 17,168 VB
: %, jako wynik przyblizony ze wzgledu na dowolno$¢ zalozenia co do ¢.’
Wynik $cisly rézni sie tylko warto$cia 16,920 spoélczynnika, zatem jeno
o 1,46°/, nizsza od przyblizonej. W ten sam sposéb mozna rozwiazaé réw-
niez 1 pozostate wypadki zwichrzenia: dla preta jednostajnie obciazonego -
na catej dlugosci w stosunku ¢ kg. na centymetr biezacy, bedziemy mieli
Scisty wzoér O = ¢/ == 28,320 VBC: /2 Diapreta jednostronnie osadzo1iego,
drugostronnie obciazonego skupiona sita O — 16,04 VBC: 2. Niestychanie
bogaty zbior przeliczonych wzoréw dla sit zwichrzajacych zawiera prze-
piekne dzieto Timoszenki pod tytutem O stateczno$ci ustrojéow sprezystych®.

- Powyzej wylozona teorja daje, jak widzimy nader cenne wyn‘ki prak-
tyczne. Wyplywa z niej bezposSreduio

§ 4. Sposéb Ritz’a. WeZmy pod uwage cialo wzorowo sprezyste
obciazone zréwnowazonym uktadem sit zewnetrznych £; (i=1,2...r). Jak
wyZej przez p; oznaczamy przesunigcia sit P, przez ¢=2Xa,, /, (n=1.2...)
odksztalcenia drobin. W zaloZeniu wzorowej sprezysto$ci ustroju {/=ll,
zatem bedziemy mieli w mys$l poprzednio wytozonej teorjii ¢l =—=3gll =X
(ill: oa,,) ¢a,,=o, stad dll:da,, =0, przyczem prace Sprezysta ustroju
nalezy oczywiscie wyrazi¢ w funkcji zmniennych a,,. Oznaczmy prace
sprezysta sil zewnetrznych przez L. W mysl twierdzenia Clapeyrona
L=1,X, P;p;==11, a przeto réwniez i dL:da,, = 0. Z réwnania L =1II
mozemy ktérakolwiek zmienna, dajmy na fo a, wyznaczyc w funkcji pozo-
stalych, a przeto na mocy drugiego twierdzenia Castigliano, bedziemy mieli,
jako dla ustroju wzorowo sprezystego: d |:da,,==91l: da,, +- (d.1: day) (day:
da ,,)=o, oraz dL:da,,--(dL:0day) (da,:01,)=0, gdze (m=12.). Wy-
lyczmy pochodne dgg:da,, z tych dwdch szeregéw, a otrzymamy rdwnania
(dll:da,,) (OL: dag)=(dll:day) - (dll:0da,,), dla m=12... (procz s). Ten
ostateczny szereg rownan, facznie z L=II pozwoli wyznaczyé .wszystkie
a,, W zaleznosci od P, ktére weszty w L. Isto'e tego sposobu poznamy najle-
piej rozpatrujac nastepujacy prosty przyktad.

W ksiedze drugiei (str. 39) wyznaczyliémy odksztalcong preta pozio-
mego, osadzonego Jednym koficem. Obciazenie jego stanowita sita pio-
nowa /°, dzialajgca na skr-jny przeciwlegly koniec preta. Zachowarmy
wszystkie znakowania. W danym wypadku ¢=v=e-1-fi1-gl?-h%%, Z ge-
ometrycznych warunkéw jednostronnego osadzenia preta wynika, ze =—+'=o
przy {=o, a przeto musi byé e==f—o, i vstatecznie 7 = gi2 4 h%%. Stad

! ¥ )
=2 g8 K, A'=2g6k, W= | it —2E1 [ (g oghi-t o
2 [ [\]

80 db = 2E1 [g*+3 gh!+-3k%?). Z kolei wedlug Clapeyrona L="1/, Pp=—
=1y P |gt*+-hl|="/, PP [g-}-hl], a przeto stosujac wzér Ritz’a otrzymamy
rozniczkujge ( 0ll:9dg) (L : 0h)—(0ll:0h) (0L : 9g)=PEIl* [2g-+3hi—3g—
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8)/|—= —PEI] [g3hi]=0. Stad g+43k/=0. Ten warunek lacznie z wa-
runkiem L=Il da nam bezposrednio g='/, Pl: E[, h=—"/, P: E], i osta-
tecznie n="1/, P (;2—1/,t*): E[. To otrzymaliSmy (str. 41) calkujgc réwna-
nie Elq"=P (I—t). Gdyby$my zatozyli n==e—fit-gl* A3t -4,  itd.,
to otrzymaliSmy z réwnan Ritz'a +—é—...==0, zatem w danym wypadku
spos6b Ritz’a daje wynik Scisty, jak réwniez we wszystkich wypadkach
belek zginanych, ilekro¢ moment gnacy moze by¢ wyrazony przez jedna
funkcje analityczng ciagla dla catej beiki, W innych daje wyniki przy-
blizone i ty.n Scislejsze im wieksza ilo§¢ wyrazéw weZmiemy w rozwi-
‘nieciu dla 7. Ten sposéb jednak jest do§¢ ucigzliwy w rachunku, daleko
prostsze wyniki daje —

§ 5. Sposob Timoszenki wyznaczania przybliZonych odksztalconych,
stanowiacy bezposrednie zastosowanie ogélnej metody wylozonej do wy-
padku zginania plaskiego. Timoszenko korzysta rowniez z rozwiniecia
dla ¢, uwzglednia jednak précz geometrycznych dodaltkowe warunki sta-
tyczne, a nastepnie wyznacza spéiczynniki 7z warunkéow pochodnych pod-
stawowego 86U = (. Istote tego sposobu najlepiej poznamy, przeliczajac
ten sam przyklad. Zaldéimy jak wyzej 1 =e-{- fC+ gt>+ AL Z warun-
kow geometrycznych osadzenia preta otrzymamy znowu ¢ = f = 0. Nadto
uwzglednimy warunek statyczny, W skrajnym przekroju preta, gdzie dziala sita
P, panuje niewatplhiwie zerowa warto§¢ momentu, a przeto przy {t=/ powinno
byé 1" = 2g - 64l = o, stad bezposrednio g = — 3 4/, oraz v = —3AiL?>-|

]
A3, = — 6 Al - 3452, v = 6h (5 —[). Zatem Il = Y, EI ‘0"‘"2“”;:

°l
= 18h9E1J (C—0*dl =6FE/A*P. Nadto L =PFPp—= P [—3h34-h) =

0
S 2Pk i ostatecznie U= — Phl®> - 6E[, A wiec U = [— 2FP —
— 12E[h3) 6h =0, stad h= — 1/ P: E/, oraz g =1/, Pl: El. Te same
wartosci otrzymaliSmy wyzej, lecz w sposéb wiecej zlozony. Jeszcze
bardziej proste wyniki daje sposéb Timoszenki, gdy odksztalcenia belek
zginanvch wyrazimy w postaci szeregu Fouriera, dobierajac wyrazy tak,
aby z géry czynily zado$¢ warunkom geometrycznym i statycznym. Tak,
‘dla belki statycznie wyznaczalnej jednoprzestowej bedziemy mieli n w po-
staci szeregu m = Ya,,sin (mzl : /), c/ynigcego zadoS¢ warunkom geome-
tryc/nym i sta ycznym. W istocie bedziemy mieli warunek geometrycz-
mym 7= o, oraz statyczny 74" =o przy {=o0 i { =/, poniewaz w prze-
krojach skrajnych przegubowo pudpartych, momenty powinny mieé war-
t. §ci zerowe. Latwo si¢ mozna przekona¢, 2e wyZzej wypisana posta¢
w.oru czyni tym warunkom zadosé, tutaj bowiem 7" = — (%2 : [?) Za,, m?

]
sin(mnt : ). Stad bezposrednio .= (=*E1: 2/ ‘)f (Za,m?sin (mzl : 1))°
0
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A = (a,? - 2"a’~‘- 34a” --...) El=*: 4/%, poniewaz wyrazy pod znakiem
2

3
catki sin(n={ : /) sin (k= : /) daja przy calkowaniu w granicach od ¢
do / warto$ci zerowe przy s ==k, i rowne jodno$ci przy £#=—=n. Z kolei
wyznaczamy prace sit zewnetrznych. Bedzie to X, P;v; = ¥, (PX,, a,, sin
(mzl; : [)], a przeto z szeregu réwnan dU : da,,=X,.[P; sin (mzl; :/))] —
— Elt'mla,, : 21® = o otrzymamy a,, = [2/33, P, sin (mrs; : )] : mint EL.
Dla pojedynczej sily P posrodku belki o = 1,7, sin(mzm : 2) =1, gdy m
nieparzyste i sin(m=:2)=o0, gdy m parzyste, a przeto: =2/ [sin
(78 : 2) — Yyisin (378 2 1) + '/ *sin (5=l : 1) — ....] : El=*. Praktycznie wy-
starczy zazwyczaj pierwszy wyraz, najwyzej dwa pierwsze wyrazy szeregu.
Z latwoscia mozna to udowodni¢, wychodzac ze wzoru dla strzatki sily P.
Bedzie to f=2PF [1—1 : 3" 41 : 5 —...] : £/=*. Bioractylko jeden wy-
raz otrzymamy f = F/% : 48,7/</, zamiast warto§ci Scistej f = FI3: 48/,
a~wicc o 1,44°, mniej, Dwa wyrazy dadzg spoélczynnik 48.1, trzy 48,01.
Znacznie gorsze wyniki otrzymamy dla strzalek w sasiedztwie podpér. Za-
tem, zachowujac tylko pierwszy wyraz rozwinigcia bedziemy mieli w wy-
padku dziatania wielu sit (=a, sin (al: /), gdzie « = (2/°%, P;sin
(zt; : 2)] : E/=*. W tym ostatnim wzorze sume nalezy zastapi¢ przez
calke, gdy zamiast sil skupionych, dziala¢ bg¢dzie obcigzenie jednostkowe ¢,
poczynajgce sie¢ w ' odleglosci .b od prawej podpory B i konczace sie

w odleglosci ¢. W ten sposob otrzymamy wyraz dla a, = [2/3 jb q sin

(=G : J) di] : El=', mozemy bowiem obcigZenie ¢ rczpatrywaé, jako zloione
z elementarnych sit ¢d%, dzialajacych w odleglosci{ od prawej podpory B.

!
Dla obcigzenia ¢ jednostajnego dla calej diugoSci belki: g, = [‘213(][ Sig
« .. a

7 d)dl) Elnt =4¢ql% : Eln* =ql* : 76,5E], Z latwoscia mozemy zau-
wazyé, ze a, wyznacza strzalke vgigeia Srodkows, o ile we wzorze dla ¥
zachowamy ten jeden tylko parametr. Zatem w ostatnio rozpatrywanym
wypadku otrzymaliSmy warto$¢—strzalki nader zblizong do istotnej f—q/*:
1 76,8£ 1.

Dla belki jednoprz¢stowej obustronnie zamocowanej nalezy uciy-
ni¢ =1, a[l—cos (2§ : /)], ta postaé bowiem speinia warunk geome-
tryczne obustronnego osadzenia bclki, a ograniczen statycznych niema
w danem wypadku, ZXatwo sie¢ o tem przekonaé, zwaZywszy, ze wzor
powyiszy dla { =o i { =/, daje ="' = o, oraz 7" rézne od zera zgod-
nie z istotnemi warunkami. jako Ze w skrajnych przekrojach preta panuja
momenty osadcze, Rézniczkujac kolcjno otrzymamy: v = (ax : /) sin (2x8: /),

: ]
7' = (2ax?: i?) cos(2xnf : ]), stad =1/, Elf N2dl = (2a*EI=* : 1Y
[
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)
‘ cos?(2nt : 1) di = a® Eln* : ]%. Praca sil zewngtrznych jak dawniej
e ]

L =73, P;Y,a[l —cos (25% : [)], a przeto oU:da = !, 5,P; [l — cos
(2nt : 1)) — 2an*E] : I’ i ostatecznie @ =138, P; [1 — cos (2my; = 1)) : 4='EL
W szczegélnym wypadku dziatania pojedynczej sily P posrodku belki
a=P/%: 2x'E] = Pl®: 194,8F]. Warto§¢ tej strzalki Scista rézni sig
spéiczynnikiem: powinno by¢ 192, to jest o 1,46°/, mniej. ZPodane przy-
kiady wystarczajaco uwypuklajg zalety sposobu Timaszenki, wystepuja one
jeszcze jaskrawiej przy wyznaczaniu odksztalconych belek zginanych mi-
mosrodkowo.

§ 6. Belki zginane mimosrodkowo. Wezmy jeszcze raz pod uwage
obie powyzej rozpatrywane belki jednoprz¢stowe i dolgczmy do obcigZenia
sit gngcych /; dodatkowe sily osiowe S, czynne w skrajnych przekrojach
podpartych. ‘W danym wypadku, zwlaszcza przy znacznej liczbie sit F;
bezposrednie $ciste wyznaczanie odksztaiconych nastrecza niepokonané
trudno$ci, ktore z ratwosScia pominiemy, dajac rozwigzanie przyblizone.
W mys$l poczynionych uproszczen w teorji belek obcigzonych mimosrod-
kowo L/ ~ M, a zatem i tutaj mozemy skorzystaé ze wzoru dla pracy

*l
sprezystej Il = Y/, E[J 1'"?dz, pomijajac stosunkowo drobny wplyw sit

(1}
osiowych na odksztalcenia gnace. Nadto dla wydluzenia bezwzglednego

p:¢ta zastosujemy uprzednio juz wyprowadzony wzér Al = ‘,/,J - 1,2 ds, ktory
0

5 ]
dla belki statycznie wyznaczalne] da Al= (a%7": ZZ?)f cos®(=s:0d 4 =
0

; 9 =
— g® =% : 4/, a dla obustronnie zamocowanej AJl=(a@* = ; 21'-')} sin*(2z0:0)d —
0

—qa*=2:4]. Zatem w . obu wypadkach praca zewnetrzna sil osiowych wy-
razi sie¢ w postaci Sa®=?:4/. Nalezy j3 doda¢ do pracy.sit gnacych w wy-
padku sit .S Sciskajacych, odja¢ w wypadkn rozciggajacych, poniewaz
pierwsze wspdldzialaja z gnacemi w pracy zginania, powigkszajgc krzywi-
zne belki, drugie przeciwdzialaja gnacym. Stad dla belki statycznie wy-
znaczalnej otrzymamy U=X,P;asin(=Z;: [+ Sa*=* 4]/ a* L]~ : 4], oraz
al: da = X, Psin(=(; ¢ HFSar?: 2] —a E/7: 2=, i ostatecznie a=
[28%,P; sin(=%; 2 [)] : |E/=(1FSF:=*L7)|.  Oznaczmy przez m*=S[*:=*E],
przez f—[28%, P; sin (=5;: 1)) Jo/z'—strzalke Srodkowa ugiecia belki sta-
tycznie wyznaczalnej pod jarzmem wyfacznym sit gnacych, a otrzymamy
a=f: (1Fm?). Bedzie to zarazem srodkowa strzalka ugigcia belki statycz-
nie wyznaczalnej przy wspoldz ataniu sit osiowych z gngcymi. Gérny
znak nalezy braé dla sit .S rozciagajacych, dolny —dla Sciskajgcych.
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W podobny sposc')b dla belki obustronnie osadzonej otrzymamy {J =
Y Py all—cos (2— U]4-Sa*= 4 l—a*= L1 P, stad oU:da=!/,3, P;
ll—cos 2=(; 1 ) + Sar Al—_’a L4 P=o i ostateczie a==l*¥, P; [l—cos
(2=€;: 4t [4/4/— 1S/ 2]?/)]::_/(1{.11;'—':4), gdzie /=X _P;[1—cos(2=z;: h)]:
4L]n — 0znhacza srodkowa strzatke ugiecia tej belki, obcigzanej tylko sitami
gngcymi /°;a za$ am*=5S/[*: = *£/. Oba powyzej otrzymane wzory wskazuja, ze
sily osiowe S rozciqgajqce zmniejszajq strzalke ugiccra sit gngcych, a $cis-
kajqce powi¢kszajq t¢ strzalke f. Dziatanie to wyrazniej si¢ uwydatnia dla
belki statycznie wyz'naczalnej Gdy sily cisnace stang sie réwne wartosci
krytycznej .S,=—==*£7:/* dla belki statycznie wyznaczalnej lub .Sy=—=4z2LT: [}
dla obustronnie osadzonej, to strzalka ugiecia staje sig¢ nieskorczenie wielka
pret ulega wyboczeniu. To zjawisko jest zgola niemozliwe dla sit .S roz-
ciagajgcych, poniewaz mianownik i: 1-4-m"lub 1-4-s?: 4 nie moga mie¢ war-
tosci zerowych. Wzory dla sit krytycznych .S, nie rézniag sie od wzoréw
Eulera, stad wniosek, ze sily gngce nie obnizafa wartosci sity, powodujace;j
wyboczenie preta bez ich udziahi jednak tylko wtedy, gdy sily gnace daja
nieznaczne odksztalcenia, w tem bowiem zaloZeniu zostala ustalona cala
powyzsza teorja.

W szczegélnym wypadku obu skrajnych podpér nieruchomych 'sity S
nie moga dziala¢ jako obcigzenie zewngtrzne belki, natomiast na tle wy-
giecia obu belek, polaczonego z wydluzeniem sie jej osi pierwotnej ko-
niecznym ze wzgledu na nieruchomo$¢ obu podpédr, rodza si¢ sprzeciwy,
czyli odpory- S poziome, ktére z tatwoscig moga byé wyznaczone z réw-
nania A/=S/: EF w ktérem F oznacza staty przekréj belki., W obu wy-
wypadkach A/—=a?: 4/, oraz S=m* = * L[: 2 zatem = %a*:4l=m*= 2 E/[:
1 IIF, skad I/,a--rm [: I'=m* 1%, gdzie 7 oznacza ramig¢ bezwladno$ci prze-
kroju belki. Na tle dzialania sil gnacych o§ belki wydluza sie, stara
sie przeto zmniejszy¢ odleglos¢ pierwotng podpér, rodzac w nich odpory
S, skierowane nazewnatrz belki, a wige rozciagajgce. .Stad wniosek, zZe
dla belki opartej na dwéch podporach przegubowych: /*: 4 (14-m?) °=mt>,
a dla belki obustronnie nieruchomo osadznnej Jri4 (1——m‘-"4)2::m”:E'-',
inaczej jeszcze m® (1-{-m")'=/":4:% oraz Y, m* (1-4-Y/,m?)’=f*: 167> Ztych
rownan z latwoscia mozemy wyznaczy¢ m, a co za tem 1dzxe1n1ewiadomy
odpdér S, poziomy na podporach nieruchomych. W ostatnio rozpatrywa-
nych dwéch przykiadach wkroczyliSmy ponownie w dziedzing zagadnien,
dotyczacych stateczno$§ci ustrojow. Précz metody ogdélnej wylozonej na
poczatku, réwniez dobre daje wyniki — metoda Timoszenki, a raczej —

§ 7. Zasada Timoszenki. Glosi ona, ze wszysthie wvr foSci lkry-
lyczne obcigsenia zewngtranego, dla kidrych  réwnowaga odksstatcona
ustroju spregystego staje st¢ miestatecsnq, czynig zado$¢ rownamu L=I.
gdzie H jak zwykle oznacza prace sprezysta ustroju, przynalezng do da-
nego stanu réwnowagi odksztalconej, a L =X, /°;p, — prace sil ze-
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wnetrznych /2;, ktére 6w stan wywolaly, ujawniajgc przy tem przesunigcia p;,
Zasada powyzZsza wyplywa wprost z naszych rozwazan ogdlnych. Latwo
to udowodni¢, zwazywszy ze dla rozpatrywanego krytycznego stanu réw-
nowagi odksztalconej, wszystkie pochodne energji {J musza mie¢ warto$ci
zerowe, a przeto sama energja {J ma wartoS¢ stalg. Stad prosty wniosek,
ze (/= /. — Il = () poniewaz ani L, ani Il nie zawieraja statego wyrazu.
Inaczej mozna to jeszcic udowodni¢, wychodzac z zalozenia, Ze stan row-
nowagi krytycznej, watpliwej, jakeSmy wyzej nazwali, moze jedynie istniec
przy wszelkich warjacyjnych przyrostach a,, rownych zeru, zatem przyna-
lezna don energja U==const= (0. Widzimy stad, ze zasada Timoszenki
stanowi wniosek bezpo$redni naszej ogolnej teorji, a jako taka moze byvé
uzywana na réowni z nia. Ma nader bogate zastosowania praktyczne, dro-
biazgowo opracowane przez Timoszenke w dziele wspomnianem wyzej.
Podamy tu kilka przykiadow:

Wezmy pod uwage najprostszy wypadek wyboczenia preta piono-
wego, dpartego u dofu na podporze przegubowej, u géry na rolkowej
i obcigzonego osiowa sila /’ cisngca. Wyznacziny jej przesunigcie ze

i
wzort p == Al =1/, ' 1'%z, zakladajac 1 ==X, a,, sin (m=% : 1). Calkujgc

otrzymamy p == (=*: 2/ '-’)j (X, - a,,mcos(m=:: 1)]*d: = ( a;'i 2%a 3%

- 43(1:'-’-...)7:'-' 4/ Uprzedmo jUZ ofrzymali§my dla obranej postaci 7,
warto§¢ I = (a, -’—2‘0._' 31 a {-4ta - .) £I=1: 413, zatem w mysl
asady Tlmoszenkl bedznemy miell /p — Il :(a - 2% iy }-32 a 142 a )
Pr?: 4l — (a, | ')*a_ s‘a - 4‘(1 A4 )l Al 0 Wyznaczamy naj-

nizsza krytyc7nq warto§¢ suy /’, przynalezng do stanu réwnowagi watpli-
wej. W tym celu bierzemy pelnz_l rézniczke obustronnie. Wobec nieza-
lezno§ci a,, otrzymamy szereg réwnoéci (Pr¥m*2a,, : 41) = (Efm'm2a,, :
1 44®), skad P,,==*E/m* : I* przy (m==1,2,3..). Najnizsza warto$¢ sity wy-
baczajgcej bedzie /°, ==2//: . To samo otrzymamy stosujgc nasza
metode ogélng. W danym wypadku U= FPp —ll=2X[P:%, ”m2 4=
— Llza,mt 418, 80U ==X [2Pa,n : 4] — 2 A Ela,, m': 4] oam, SlU=
=¥2 [Pr*m?: 4]l — ='Llm*: 48] (da,,)’. Dlarownowagi watpliwej 3°/
nie powinno by¢ ani wigksze ani mniejsze od zera, slowem powinien za-
choasié tak swany wypadek waiplwy maximum ¢ minimum funkeji w:eln
zmiennych. Tutaj funkcja {7 nie zawiera wcale iloczynéw przyrostéw 3a,,
2a,, zatem wprost 0°UJ : da,,,=—0, co daten sam szereg réwnosci, jaki otrzy-
mali$my tylko co stosujgc zasadg¢ Timoszenki. Jako drugi przykiad zasto-
sewania tej zasady, lub, co na jedno wychodzi, naszej teorji ogélnej —
rozpatrujemy tak zwane—
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§ 8. Zadanie Jasinskiego. Wezmy pod uwage ustr6j mostowy (Rys. 67),
zlozony z dwdch kratowych dzwigaréw pionowych i jezdni dolnej. Calko-
wite obcigzenie mostu 20 kg. jednostajnie rozlozone na cala powierzchnie
jezdni da dla diwigaru Q) kg., a przeto stanowi¢ begdzie jego obciaZenie
jednostkowe » — O : L kg. na centymetr biezacy state. Przy znacznej licz-
bie krat sila §ciskajaca w stéjce jest prawie réwna sile tnacej dzwigara
I'=—1Y,0+ Ox:L=0((x—",L): L, przyczem przez x oznaczyliSmy
" odleglo§¢é biezacego przekroju poprzecznego wmmm od skrajnej lewej pod-
pory mostu przegubowej. fatwo sie o tem przekona¢ bezposrednio, bada-
jac odpowiednie wykresy. A zatem sila osiowa S§ciskajagca w pasie gor-
nym tuz obok stéjki bedzie (O : L) (x — Y, L) cigh = 0A4A(x — [, L) :
: LH, jak to zreszta najlepiej widaé¢ z rysunku, gdzie przez f/ oznaczy-
lismy wysokosé, przez ./ szerokos¢ krat. Stad na jednostke diugoSci pasa
goérnego otrzymamy ¢ = () (x - Y, L): L/ =yp (x — '/, L), oznaczywszy
przez p.— (O : LH. Rozktad obcigzen jednostkowych wyznaczonych tym
wzorem dla pasa goérnego uwypuklony jest na zalagczonym wykresie.
Obciazenia rosng

R & N P RNV h"ﬁ'}/]"f:‘ ﬁ'\:‘? linjowo od skraj-
N g / nych warto$ci g,—

AE = __\ A‘ bt =-=1/,0f dla skraj-
& L L . S nych przekrojéw o-

3 W““”*LLU.ULLD]J_[[[_[M partych na podpo-
7Ll C —ho rach rolkowej A i
Rys. 67 przegubowej B—-do

; zera dla srodkowe-
go przekroju Zatemn $rodkowa plytka pasa goérnego jest osiowo najbardziej
‘obcigzona, jej bowiem sity cisnace S,= !/, p/?— sa rowne zakreskowanym
polom trojkatéw wykresu, stanowia bowiem sume obciazen jednostkowych
pofowy pasa gérnego. Pod jarzmem tych obcigzen pas goérny moze ulec
wyboczeniu w plaszczyznie poziomej, jako ze w kierunku poziomym pio-
nowe- prety kraty daja najmniejszy opor sprezysty. Opér sprezysty prze-
katni mozemy smiato pominaé, sa to bowiem prety liczone na rozcigganie,
a4 wiec znacznie smuklejsze od stojek, dajacych gléwny sprzeciw. Zatem
przy wyboczeniu pasa gérnego w plaszczyZnie poziomej stojki sie wygna:
ich goérne konce zejdg z piondw, dajac strzalki y. Zalézmy, ze dolna po-
zioma cze¢S¢ mostu, dZwigajaca jezdnie, stanowi ustroj sztywny. To zalo-
zenie przeczy rzeczywisto$ci, zazwyczaj jednak daje sie utrzymaé praktycz-
nie, wobec istotnie tegiej budowy tej czeSci ustroju, a przeto mozemy roz-
patrywacC stdjki, jako osadzone u dolu w sztywnym pasie dolnym. Oznaczmy
przez A dlugo$¢ stojki mierzona od gérnego skraju pasa dolnego do $rodka
przekrojow pasa dolnego. Dla tego rodzaju belki strzatka koficowa ugiecia
bedzie w my$l wzoréw wyprowadzonych na str. 41 ksiegi drugiej: y, =
Ph®:3E\1,. W tym wzorze P oznacza sile¢ zewnetrzna, dajgca strzalke y,,
I\ 7, sztywnos$¢ stojki w plaszezyzZnie giecia — a wigc w plaszczyznie po-
przecznego przekroju mostu. Niejaki wplyw na strzalke ugiecia wywiera
sita osiowa stéjki. Rozpatrujgc stojke, jako polowe belkiobustronnie osa-
dzonej z tatwoscig dojdziemy do przekonania, ze strzalka y =y, : (1—u®),
gdzie przez m® oznaczyliSmy, jak w ustepie szostym stosunek sily osiowej
S=T=0xX—",L): L, S§ciskajacej stojke do sily krytycznej =n3E, [/, :
4/, Stad bezposrednio P=3E;/, (1 —m?) y: A% Zastapmy uklad sit /°
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skupionych w zlaczeniach pasa gornego ze stéjkami ukladem sil jednostko-
wych p = P: A = ny, gdzie oznaczyliSmy przez n=3FE,/ (1 —m?): AR
Ta zamiana obciazeni skupionych ciggtem jest zupetlnie dopuszczalna prak-
tycznie przy wiekszej liczbie krat dzwigaru. Z kolei wyodrebniamy my-
Slowo dwa, symetryczne wzgledem Srodka, poprzeczne przekroje pasa gor-
nego — jedem mm w odleglosci x od skrajnego lewego, drugi — w odle-
glosci /. — x. Przy odksztalceniu gngcem pasa gornego te dwa przekroje
"L——\
zbliza sig¢ o A/.==1/, | »"dx w mySl czesto juz wyzej stosowanego wzoru.
e
Panowa¢ w nich beda sily osiowe ¢dx obciazenia jednostkowego cisngcego,

—t
a przeto praca tych sit bedzie réowna — U/, n (x — /5 L) dx y"‘a’x. Stad
dla Lalego pasa gorneoo otrzymam) prace sit zewnetrznych w postam L=—

— ‘ ’;:p. (x—',Ldx | y” d\ Rézniczkowanie przez czeSci da nam L =

0 “ n

PL—% “TLp : L—x A
= P L—x) y"2dx ] — I p J X [— yrdx + (s L —%) {)’}_
o da X d

(—1) =10k (1)‘Jd\ Pierwszy wyraz na]oczywiéciej rowna sie zeru —
w ostatmm mdznmy pochodnyg catki oznaczonej w granicach zaleznych od
! ]

zmiennej x. W tej pochodnej oznaczyliSmy przez :y . oraz y. wartoSci po-

L—:
chodnych y' dla rozpdtr)wanych symetrycznych przekrojow, a tuz przy nich
w nawiasach pochodne granic zmlennych calkl po X. Wobec zupelnej sy-

metrji obcigzenia y, --——_y‘\ zatem y1 v =My _ =y'*i ostatecznie L =

A Lly rLl—x ~Lls
==, ’ xdx J yidx -1, p.J x (L — 2x) y'*dx. Ponowne catkowanie przez .
rs i74s . 'nL—x ML/ YELS
czesci da nam L = Y, p [V, x2| 372%dx| — Y, p | Y, x* y = 1) — 9" (1)
s S
ey

o

Ly L y L—x Lis
ax 1. [ x (L — 2x)y"dx. Wobec tego, ze ['/, x?J g de — ARSI
Fra ™ . A u
oLl Ly : ;
' yrdx — 1/, 0« J ¥'%dx = o0, przeto otrzymamy ostatecznie L =— !/,
L/ 0
AL ~L}y 3o
‘ X 2p2dx -1, .,J x(L —2x) y?dx=1,p| x(L —x) 9"dx. Zatem wy-

1,
3

(4 * 1]
Jnaczmy psace spu—;zysta Dla pasa goérnego bedziemy mieli Il =1/, £/
L
l _y”’a’); —=an [‘bl"’r{.‘{.
= b L]

Pierwszy wyraz tego wzoru wyraza dobrze nam znana prace napre-
zen gnacych, drugi prace sit wewnetrznych—sprzeciwéw stéjek. Ze tak \
jest istotnie z latwoSscig si¢ przekonamy zwaiywszy, ze elementarna sita
pax=nydx ma przynalezne przesuniecie y, zatem w my$l twierdzenia Cla-
peyron'a jej praca spreiysta bed:e !/, ny*dx. Dla calego pasa goérnego
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AL
nalezy wzia¢ catke w granicach od zera do L. Stad []1:1/2:J.[ x (L — x)
F D]

L ~ L

y'dx — 1, E/J y*dx = 0. W zaloZeniu stéjek wzorowo

Y'%dx — Y, n [

0 P

gibkich pas gérny moze by¢ rozpatrywany, jako pret swabodny, wyginajacy
si¢ przy wybcezeniu w ksztalt sinusoidy bez punktéow przegiecia. Gdy
stéjki sa zupelnie sztywne pret pozostaje w stanie pierwotnem, to jest od-
ksztalca sig¢ wedlug sinusoidy o nieskonczonej liczbie fal. W warunkach
istotnych sztywnoSci stojek skonczoncj odksztatcona pasa gornego stano-
wi¢ bedzie sinusoide o pewnej liczbie punktéw przegiecia tym wiekszej
im wigksza sztywno$§¢ stojek. Zatem dla stojek gibkich mozemy zalozyé
idge za Timoszenka, ze y =—=asin (=x: L)-- bsin(3=x:L). MozZnaby
réowniez wzia$¢ 1 dalsze wyrazy tego rozwinigcia, zawierajgce pod znakiem
sinusa nieparzyste liczby, praktycznie jednak dwa wystarcza w zupeinosci.
W ten sposéb wyznaczona odksztalcona niema punktow przegiecia, nadaje
sig przete dla stdjek o stosunkowo nieznacznej sztywno$ci. RoZniczkujac
bezposrednio: ' = (za: L)cos (zx L)+ (3rb: L) cos(3=x: L), y''=—
—(=fa: L) sin(=x:L)— (9=%b: L?) sin (3zx: L), a nadto, zwazywszy,

ze ‘ X (L — X) cos® bx dx = 1,f':f(/,x —x?) dx - ‘,'._,J (L. x—Xx?) cos 2kxdx—

=1 Lx?— Y xP -V (Lx — X?) sin 2kX —‘,’M.j (L — 2x) sin 2kxdx =1,

Lx? — 1o x3-3 0 (Lx — X*) sin 2kx—- Y (L — 2X) cos 2kx -] ;2 sin 2kX

3 3z x =X I .
J X (L. — x) cos N ","._,J x(L— x*) cos (h—FR) xdx—-*/, | (Lx—
. —x?) cos (h-}- k) xdx, z latwos$cig otrzymamy wynik ostateczny w postaci
== o [1/\ ~a’L (1:3 — 1: %) — b/ =*abL : 2 ::"'—-; 1/, =2b6"L (3—1 ]
— Yy El (=*a®: 2L3 - 812162 : 2L%) — Y/, n (Y, a’L +~1/,0°L). Rozwigzmy
to zagadnienie wedlug naszej ogélnej metody. W danym wypadku (/ jest
funkcja dwoch zmiennych niezaleznych, nalezy przetp zastosowac wyniki
nauki o skrajnych warto§viach tego rodzaju funkcji Oznaczmy pizez r=
=00 : da?, =00 : dadb, ¢t =0U : db2.  Wiadomo, ze funkcja U ma
minimum, lub maximum, gdy s*— 7 <o, niema ani jednego ani drugiego.
gdy ten wyraz jest wigkszy od zera, wreszcie gdy s® —=#f zachodzi tak
zwany wypadek watpliwy, kiedy istnienie skrajnych warto§ci zalezy od
pochodnych wyzszych rzedow., Ten wypadek watpliwy nalezy oczywiScie
wzia$¢ pod uwage. Rozniczvujgc otrzymamy »,74,s, a zatem z réwnania
rt = s* bedziemy mogli wyznacz\¢ krytyczng warto§¢ obcigzenia pasa gor-
nego KX=1",pl% To samo mozemy wykona¢, stosujac zasad¢ Timoszenki.
W tem celu oznaczemy przez z=b:a, przez N*=nL1: 16£/, a otrzy-
mamy R==n2/£/: (A\L)?, gdzie spélczynnik diugo$ci- ma wartosé »* — [2 (1 :
:3 —1:2%) — 152:2* 123 —1: %% g% :[1-+-8122+ 16 V2 (142):
: =i], a wiec zalezng od z. Biorac pochodna X po 2z z latwoscig wyzna-
czymy szczegdlna warto§¢ z dajagca minimum sily /, powodujacej wybq-
czenie pasa gornego. Wyniki w ten spos6éb otrzymane stosuja si¢ do sto-
jek gibkich, mato sztywnych, a wigc dla matych warto$ci NV Poza war-
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toscig V2o 20 nalezy juz uwzglédni¢ nowa postaC odksztalconej— wzigé
ped uwage sinusoide z.jednem punktem przegigcia, czyniac y—asin(2zx :
tL)-}-bsin (4=x : L) i powtérzy¢é wszystkie rachunki powyzsze, Wyniki
w ten sposéb otrzymane Timoszenko zestawil w nastgpujacej tablicy, wy-
starczajgcej do celéw praktycznych

N*= O 5 10 15 20 25 50 100 150 200 300
A= 0,694 0,524 0,443 0394 0,374 0,354 0,333 0,289 0,263 0,245 0,224
N2_- 500 1000.
- kA= 0,204 0,174.
mniejszej wartosci » a dla pasa gérnego przekroj najstabszy. Jako ostat-
nie zastosowanie zasady Timoszenki rozpatrujemy:

§ 9. Wyboczenie prgtéw ztozonych. W dotychczasowych rozwaza-
niach zjawisk wyboczenia pomijaliSmy stale dzialanie sif tnacych, jako zni-
kome. To uproszczenie daje powazne bledy przy wyznaczaniu pretow
zZtozonych (Rys. 68, II), nalezy przeto obecnie wzia¢ pod uwage dzialanie
tych sil. W tym celu rozpatrujemy najprostszy podstawowy wypadek preta
pionowego (Rys. 68; 1) opartego u dolu na podporze przegubowej .4, u géry na
rolkowej BB; obcigZenie preta stanowi sita osiowa P cisnaca na przekrdj gérny.
Jak zwykle poczgtek osi spéirzednych umieszczamy w delnym przegubie A
0§ A kierujemy w lewo o§ A4C ku gorze po osi preta nieodksztatcozej. ;
W przekroju biezacym o, obranym w odlegloSci { od poczatku spéirzed-
nych, panowaé bedzie sita thaca O = PsimB3oc Py powstala natle pochy-
lenia si¢ przekroju o kat § =9’ wzgledem poziomu, Prace sprezysta tych
sil nalezy doda¢ do pracy naprezen gnacych, sily tnace bowiem spéldzia-
lajg gnacym, zwigkszajgc krzywizng preta. W danym wypadku nie mo-
zemy korzysta¢ ze zwyklego wzoru dla pracy spreiystej naprezen gnacych
poniewaz odksztalcone y zaleZzg nie tylko od momentéw gnacych, ale iod

Przy obliczeniach Timoszenko radzi braé stojke o naj-

Ll
sit tngcych, natomiast mozemy napisaé ze N, =— 5,’.,f N CEP =GR
& = 0

l

:2El)f *dZ, poniewaZ najwidoczniej M =— [y, jak to zreszta wystar-
. .

czajaco uwypukla rysunek. Na str. 8 Ksiegi trzeciej wyznaczyliSmy prace

)
sit tnagcych w postaci 1, == p.j T2d: : 2GI7 w danym wypadku przeto
0

{/

otrzymamy [, == (. :2 Gl )f 1/2dZ. Nadto jak wiemy praca sily ze-
(1}

! l

wnetrznej L =1/, Pf 1'2dZ, a zatem w my$l zasady Timoszenki U = PJ
P s 0 (1
! ! .
Wide — (AL P2 kT Edt— (PP G 1")[ 1 di = O. Zaléimy, jak
J 0 0
zwykle v —= a sin (=x : /), a otrzymamy k ytyczng warto$¢ sily /2, =1 :
421 22 E/--w: EF). Oznaczmy przez P, == E/:[* przez Py=GI . p,

a otrzymamy ostatecznie P, : P, m, gdzie m = P; : (P, -}~ P;). Dla pre-
téw zwyklych spélczynnik # jest prawie rowny jednosci, mozemy przeto
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pisa¢ wprost, ze P, = P, Inaczej jednak rzecz si¢ ma dla pretéw zlo-
zonych z poszczegélnych ogniw, ;gdzie wplyw sit tngcych wyraznie sie za-
znacza. Wezmy pod uwage pret, a raczej ustréj tego rodzaju, ztozony
z dwoch pasow bocznych réwnolegiych (Rys. 68, Il, N 1) i zbrojenia we-
wnetrznego kratowego. Poczatek osi spotrzednych umieszczamy posrodku
dolnego przekroju preta, c§ O: ukiadamy po nieodksztalconej preta ku go-
rze, O~ w lewo, O&f ku patrzgcemu.
Nazywamy przez / moment bezwtad-
nosci poprzecznego. przekroju preta
wzgledem osi gléwnej rownoleglej do
O:. Bedzie to niewatpliwie moment
obu pasdéw, zbrojenia bowiem moze-
my pominac, jako wprost niemozliwe
do uwzglednienia przy wyznaczaniu /.
Przy znacznej liczbie krat, mozemy
jedna z nich 4BE/L wyodiebnié (Rys.
68, 111) i rozpatrywaé, jako plytke za-.
stepujgcg bieZzgcy przekroj o. Przy
wygieciu preta w plaszczyznie rysunku
pod jarzmem sily P osiowej, cisngcej
na gorny przekrdéj krata ulegnie skrzy-
wieniu o kat ¢, stanie sig rownoleglo-
bokiem AB'C'/" na tle przesuniecia wzglednego C¢’ gornego ogniwa
wzgledem dolnego. To przesuniecie przynalezy niewatpliwie do sity tnacej
przekroju (). W rzeczywisto$ci zjawiska maja przebieg nieco odmienny.
W pretach poziomych panujg sily osiowe Sciskajgce réwne (), w piono-
wych sily cisngce obciazenia zewnetrznego, na weglach niema przegubdw
zatem nietylko wytacznie pret pochyly ulegnie odksztalceniu, jak to ma
miejsce przy wyzZej opisanem skrzywieniu sie kraty. Mimo to jednak mo-
zemy te odksztalcenia na razie pominaé, poniewaz prety poziome, a zwlasz-
cza pionowe kraty sa stosunkowo znacznie mocniejsze od pochylego, li-
czonego na rozciaganie — zatem w pierwszem przyblizeniu uwzglednimy
tylko wydtuzenie tego preta A — £ C* Oznaczmy przez s wysokos¢, przez
szerokoS¢ kraty, przez o kat pochylenia przekatni, przez /7, jej przekrdj
poprzeczny. DlugoS¢ przekatni bedzie wobec tego 4 : sina, jej sita osiowa
rozciggajaca () :cosa, jak to z latwoScia zreszta mozna zauwazyé z ry-
sunku, a przeto wydluzenie A = Oh: E/", cos» sina, oraz przesunigcie
jednostkowe 1= CC": h= (): EIl, cosasina. Elementarna praca sil tna-
cych dla plytki rozZpatrywanej bedzie I, =", (2d: . GF, zatem na mocy
Castigliano 1l bedziemy mieli przesuniecie CC’ te] sily rowne ulll, Lo 0=y
Od:: GI"~p Oh: GF. Stad w Q: GF == O : EI'; costa sina i ostatecznie
n:GF=1:FEF,costasna. Ta warto$é jest, jak widzimy stata dla wszyst-
kich krat ustroju, a przeto w pierwszem przyblizeniu P, = 1: [/*: z*E/-|
- - 1: [FF cos® o sina]. Wynik $ciSlejszy otrzymamy, uwzgledniajac ujemny
przyrost poziomego preta S3C, réwny (b : Ef,,,, gdzie przez /7, oznaczy-
liSmy staty przekrdj tego preta, W danym wypadku CC’ wzrosnie o ten
przyrost, bedziemy mieli przeto (== O : /[  cosr o sino - Ob: E/"p -,
a nadto powtarzajac poprzednie 'rozwazania otrzymamy wzor ostateczny

Rys. 68.
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dla Py ==1:[?: «?£]4-1: EF cosasina -1 : El tga], poniewaz nie-
watpliwie 6 : A = tga. Wedlug tego wzoru nalezy liczyé ustréj kratowy
N 1 z pojedynczemi przekatniami. W razie przekatni krzyZujgcych sie
jak w No 3 nalezy we wzorze zamiast F, wzigé 2F,. Dla preta Neo 2

nalezy wzigé [PW O. Wzory powyzsze dotycza pretow o pojedynczych

pasach, jak to najlepiej uwidocznia (Rys. 68, sw IV). Dla pretéw o prze-
kroju poprzecznym (Rys. 68, » V) nalezy pr7ekro;e zbrojen podwajac.
W szczegélnym wypadku preta (Rys. 68, Ne VI) wzér powyzszy traci swa
moc obowigzujaca, mamy tu bowiem zbrojenie poprzeczne sztywnie z pa-
sami polgczone przy zupelnym braku przekatni. Wyodrebniimy mySlowa
plytke 4BFEJ, prowadzac dwa przekroje sgsiednie, dzielgce odcinki pa-
sOw po polowie. Pod dzialaniem sil tnacych ) pret poprzeczny £/ (Rys.
68. VII) odksztatci si¢ w pelng fale sinusoidy, jego przekroje skrajne po-
chyla si¢ o kat o, nie zejda jednak z osi pierwotnej prgta, mozemy przeto
rozpatrywaé pret poziomy, jako belke statycznie wyznaczalng, obcigZonag
ponad podporami dwoma jednakowymi momentami gnacymi M =1/, Q A.
W mys$l wzoréw wyprowadzonych na str. 12 ksiegi trzeciej, bedziemy m eli
o=, b : Ely= ;3 Qbh: El,, gdzie 1, oznacza moment preta. Oznacz-
my przez ] moment bezwladnosci pasa. Jego czes¢ 4B obréci sie o ten
sam kat o, znaczac. na osi SC 'sktadowa A = 1/, Ao przesunigcia sily po-
przecznej '/, . Nudto ta czes¢ preta pmnowego zegnie sie pod jarzmem
sily 1, O, dajac druga skladowa A’ = s X s @ X (sh)* s EL, w mySl
wzoru dla preta jednostronnie osadzonego. O-.tatecznie wiec przesunigcie
sily tnacej O bedzie rowne 2 (A -} A') = 1/, Obk: : Ely Yoy Oh* 2 Ely
Wobec tego, ze 2(A—4-4&): A=pn0 : GF bedziemy mnell 7 &Sl S5 i
s mET - bh 12EIP - h*:24 Elq].

§ 10. Przykfady i ¢wiczenia. 1-0. Zbiornik. (Rys. 69)/ zbudowany

w ks:talcie koryta prostego o przekroju prostokatnym 4BCD zawiera war-
stwe wody cztery metry wysokg. Szerokoi¢ zbiornika B=75 cm., grubos$¢
blachy ptaskiego dna 0,7 cm. wyznaczyé skrajne. naprezenia tej blachy
w zalozeniu nieruchomych podpér B i ). Wezmy pod uwage jednostke
dlugo$ci zbiornika L=1 c¢m. Odpowiednia cze¢$¢ blachy dna dolnego sta-
now: pasek 1 cm. szeroki, 0,7 cm. gruby i 75 cm. dlugi, zatem dla tego
pasemka /" =13<0. 7-—07 em? 7=1/,,%1X0, 73__0 02858 cm. 4 _1/s><
K1X0,72=0,08167 cm.? 72—/ : F'=0,04083 cm.2. Srodkowa strzatka ugigcia
_ blachy w zalozeniu podpér: przegubowej i rolkowej wy-
AL ¢
S niesie f = 384
s th (Str. 61). W danym wypadku p»=0,4 kg. na centymetr
biezgcy, £=2150000 kg./cm.?, /=75 cm. a przeto strzalka
ave 65, J=DBX0,4XT54: [384X2150000X0,02858]=2 682 cm.  Zatem
Y- 2% “mamy m® (1-4-mi)’=p*: 42°=44,043. Po kilku prébach
otrzymamy m:=2899, stad odpér puziomy S—mm’El 2=3126 kg oraz
istotna strzatka ugiecia preta fo=/: (1-4m?=0,688 cm. W przekroju § od-
‘kowym najwyzsza panowa¢ bedzie warto§¢ momentu gngcego M =/ pli—
—Sf,="66,2 kg. cm. a przeto skrajne napre¢zenie tego przekroju o=M : W4
~+-S: F=.257,2 kg. cm.2, Zal6ézmy z kolei, Ze w obu skrajnych przekro-

pi: EI, zgodnie ze wzorem ksiegi drugiej
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jach blache dna przytwierdzono do nieruchomych podpor; w tem zalto-
zeniu pasemka obustronnie osadzonego bedziemy mieli, zgodnie ze wro-
rem ksiegi drugiej (Str. 91) f='y, pl*: E/=0536 cm  Stad 1/, m3 (1
Y m?)2=J?: 16 £-—=0,440, co daje po kilku prébach I/,m°=0,272, oraz
S==m?z? £/: 4/*==117,3 kg. Strzatka ugiecia ist tna f,=f: (1 -} Y, m?) =
-0,421 cm. wobec tego M =1, p/*—Sf, = 138,1 kg. cm. i ostatecznie
s=M: W--S: /"= 1858,5 kg./cm®’. Wyniki tu otrzymane sg o 8—10%,
nizsze od $cistych. Widzimy z nich, Ze umocowanie obustronne blachy
jest bezwzglednie szkodliwe. Praktycznie nalezy przeto dla wszelk ej pew-
nosci liczy¢ blache, jako obustronnie osadzong.
2-0. Slup wspornikowy zbadany byt przez nas w ks edze drugiej
(str. 134). Otrzymali$my wprawdzie wzér $cisly, ale nader mewygodny
w uzyciu., Obecnie zachowujgc wszystkie poprzednie znakowania, podamy
wzér przyblizony. Mozemy przytem $mialo zalozyé g—o, jako ze osta-
teczny wzor §cisty tej danej nie zawiera. W danym wypadku obie:amy: 1 =
/11 - cos (= : 2L)], ta bowiem posta¢ czyni zado$§¢ warunkom geometrycznym
i statycznym. W istocie, rézniczkujac otrzymamy 7'=(wf: 2L) swn (a¢ : 2L),
1/'=-—(n"f: 4L%) cos (z¢:2L). Te wzory czynig zado$¢ warunkom geomz-
trycznym- przy ‘=o daja 1=r'=o0, przy ¢(=7L mamy 1 =f. Nadto w swo-
bodnym przekroju koncowym A panowaé winna zerowa wartoS¢ momentu. -
Istotnie dla (=L mamy 7'"=o. Praca sily gérnej () bedzie niewgtpliwie

L
72 QJ 1'% di=Qnr*f*: 16L, praca za$§ sily P wyrazi si¢ w postaci 1/, P
0 .

3 Y,
| r2di=(Prp2 : 8LY) [ sn? (41 2L) de=(Pr %2 16L) [/: L—Yx sin (x4: L)),

0 0

‘L
Nadto praca sprezysta preta =Y, £/ J " 2di=nE]f? : 64L%.  Stosuigc
et

zasade Timonszenki bedziemy mieli po odpowiednich skidéceniach: O-F
{Z:L -Yzsin (nl: L)|==*E]: 4L2. Zastosujmy tylko co ofr ymany wzér
do przyktadu przeli zonego nieco dalej istr. 148). Biorgc pewn §¢ piecio-
krotng bedziemy mieli: 40000480000 [600 : 900—1/x sizn 120°] = =2X2 150000
M [ (4X900%), Stad bezposrednio /=10884 cm.* warto$¢ tylko o 3,17%,
nizsza od $cislej /==11240 cm.%, jaka otrzymaliSmy w zatozeniu stalego
przekroju preta. Zatem wzoér przyblizony wystarcza do celéw prakiycz-
nych. :

3-0. Stdjka wspornikowa zbadana byla przez Jasinskiego. Wyniki
podali$my na (str. 136) w postaci wzoru bardzo niewygodnego w uzyciu.
Wyznaczmy wzor przyblizony, czynigc w réwnem zeru i tutaj bowiem wzor
§cisly tej danej nie zawiera. W danym wypadku jak zwykle zakladamy
w=f sin (z:L), skad 7'==(xf:L) cos (n8:L). n""=—(n?.L% sun (nl:L),

L
oraz lI=n'E]f? : 4L%. Praca sily zewngtrznej gornej bedzie tu !, Q f 7"

; l
di=0z*f: 4L, dolnej za$: f, Pf 1 2di=(Prf? :4L) [ L+ yx sin (2x): L)),

a przeto stosujac zasade¢ Timoszenki lub co zawsze na jedno wychod/i, nasze
rozwazania ogélne, otrzymamy OQ-P [¢(:L+Yan sin (2nl: L))=n? E/:L,.
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4.0 Delkana wzorowo spresystym podiosu rozpatrywana byta w ksiedze
drugiejna (str 104). Obcigzenie jej stanowita sita pionowa P, sknpiona w srod-
kowym przekroju belk:, dlugo$¢ belki zakladaliSmy nieskonczong ze wzgledu
na trudnosci catkowania réwnan rézniczkowych. Obecnie wyznaczymy wzor
przyblizony, odrzucajac to zgota nieprawdopodobne zalvuZenie. Zatem belka
L cm. diuga spoczywa na sprezystem podt zu. dajacem sprzeciw proporcjo-
nalny do miejscowego osiadania belki, moZemy przeto zalozy¢, ze sprzeciw
podtoza rowny jest mur, dla biezacego przekroju. P erwotnie w stanie odcia-
zonym 0§ podiuzna belkilezala w poziomej powierzchni podloZa, po obcigze-
niu belki po§rodku cigzarem /2 przekrdj biezacy osiadl, obnizyl sie o 1. Skrajne
przekroje belki réwniez sie osunely, zeszty z poziomu. Wobec zupelne] sy-
metrjii obu potdwek belki oba skrajne przekroje musiaty niewatpliwie obni-
zy¢ si¢ jednakowo 0 7 ==a, moZemy przeto zalozy¢, ze 7, =— a - bsmn
(n{:L), ta bowiem posta¢ spelnia warunki geometryczne. Zwroémy uwage,
ze parametry e i-6 sa zgota od siebie niezalezne. Gdyby belka byla zu-
peluie sztywna, to wszystkie przekroje mialyby to samo obniZenie, zatem
parametr 6, uwypuklajacy wygiecic belki zalezy od je) wlasnosci sprezy-
stych, drugi za$§ @ od wlasnoSci sprezysiych podioza. Wyznaczmy prace
sprezysta ustroju, ztozonego z belki i spigzystego podloza, Praca sprezy-
sta samej belki zalezy tylko od skfadowej 7, = bsm(n&:L) wyraza sig

L
przeto wzorem tylokrotnie juz spotykanym llg= 1/, E[f'qB”Za’.‘; = = 1E7b":
0

: 4L%. PraCa spreiysta podloza stanowi sumeg prac sprzeciwéw, panujacych
wzdtuz dlugostek belki 43, a wigc sprezystych sit mnd:. lch przesuniecia
sg oczywiscie rowne obnizeniom 7 odnosnych przekrojéw, a praca ¢lemen-
tarna kazdej z sit wyraza sie w my$l twierdzenia Clapeyrona w postaci
'/, nmnd:, jako dla podioid z zatozenia wzorowo spreeystego. Lyczna praca

.L )
02 = '_.-"Emf [a-Fésmn(=5: L))
[} Lol

di = '/, m [a% — */=abL cos (xL 1 L) 4~ '/, 6% — (2L : 27) sin (x:: L)

= YymL (a® +- 4ab : =4-/, b?). Praca sily zewnetrenej bedzie tu /(o |- &),
poniewaz ob uzenie Srodkowego przekroju row e jest a 4- b, Zatem mamy
U= P (a—+ b — llg — Pp stad bezposrednio: 0'l : da — P — m:La
— 2mlb:n=0 oraz Al : b =P —7'E/b:2L% — 2mla:m— Y, mlb = 0.
Z réwnania pierwszego otrzymamy a == /’: mL — 26 : =, Po podstawieniu
w nastepne z latwo$cig wyznaczymy & w postaci o = {1 —2:x) P[5
:2L* 4-mL (1:2 — 4:%%)], a catem i 7. Ten przykiad najlepiej uwypukla
doniostos¢ metod przyblizonych. Do§¢ jest pordwaaé prostote rachunkéw
powyzs ych ze Scislymi zaznaczonymi ty'ko w ksiguze drugiej,

5-0 Odpory statycznie niewyznaczalue betek wieloprzeslowych row-
niez mozna z latwos$cig wyrazi¢ metodg przyblizona, korzystajac z twierdze-
nia Betti. Wezmy pod uw.ge belke dwuprzestows, oparty na skrainej pod-
porze prawej przegubowej, pozostalych rolkowych. Poczatek ,osi spél-
rzednych umieszczamy jak zwykie w srodku skrajnego prawego przekroju
podpartego B, 0§ B; ukladamy na nieodksztalconej belki i kiernjemy w lewo
o8 Bn w dot. Skrajne podpory A4 i B wyznacza sie z réwnan ,,-(agy.(;
w zalezno$ci od sil pionowych gnacych F; (:=1,2.. %) ob.igzenia ze.

wszystkich sit bedzie rowna llp = 1/, mj

L
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wagtrznego, poSredni odpér X da twierdzenie Betti w postaci X —

‘e P f; w my$l naszych rozwazan podanych na (str. 23). W pod. bny
sposob powiazemy dwoma lnjowemi réwnaniami statycznie niewyznaczalne
odpory XY posrednich podpor belki trojprzestowej (str. 24). Ta $cista me-
ioda daje sie znacznie uproS$ci¢ przy zastosowaniu wzoréw prziblizenych,
przyczem dla przesuniaé sit zewnetrznych /7 wystarcza zazwyczaj pierwszy

yraz szeregu, dla sit zastepezych. nalezy bra¢ o jeden nie rowny zeru
wyraz wiecej niz poprzednio. Przy duzej réznicy diugoSci poszczegdlnych
przesel, oraz przy skupieniu sit 7°; w pobliZzu podpér nalezy braé¢ dla f; dwa
rwsze wyrazy szeregu, dla sit zastepczych trzy, lub cztery o ile frzeci
b w-)wny zeru. lIstute tego sposobu poznamy npajlepiej, biorac naste-
prosty przyktad. W ksigdze drugiej na (str. 73), rozpatrywaliSmy
belke trolprles)oua ]Pdnosta]me obquzonq o rownych prz@slach Wobec
symetrjii zupelnej X\, = X, = X — — Y/;, pl = — 0,3667 p/.

Zastcsujmy metodg przybl Zong. Odrzucamy obie posrednie podpory.
Lzyn dac w ten sposéb belke statycznie wyznaczalng. Dajemy sitg zastepcza
V,=-1 w odl.gh s$ci 2x od skrajnej prawej podpory, a nastepnie silg za

i 3 X,=1 w odleglosci A. W obu wypadkach rozwinigcie dla 7 ury-
wamy na drugim wyrazie. Dla okreslenta spoéiczynnikow bedziemy mieli
dla pierwszego wypadkua, ;=2 : = //) [1 - s n(=2) : IN|==Vs n ¥/, 7), ay,-

YolVsm([27 - 20 34 ="/ Nsen (*/y =), dla drugiego a, = Vsm (1, 7), Gz

Vsin(*/y7), gdzie ozna.zyliSmy dla skrécenia przez N=2/0:=t [/,
Zatem otrzymamy odksztatcona dla obciazenia drugiego sita X,=1 w postaci
p=ay, sin (75 ) a.,sin (2700 D=\ '/2V§[.91'n Fi ) —Yusim272: D]
L dia trzeciego 1y = Ys V3 N[stn (7§:4)+Y,asin(2=5:1)], stad stosujac
twierdzenie Betti do prerwszego i drugiego obciazenia., oraz do pierwszego

| trzeciego bedziemy mieli { X [sn(?3z) —Viesin(®ym)] 4+ X, [sm (1, 7)-

LSt (7)) />J sin(rL:1 a” ) 1,V/3 N =0 oraz ll\'l [sz'n. (=)

l —
.o sm (3, z)] X, [Sfﬂ (o =)t sin (fy D}H ﬁf stn(=3: [)d‘} U "'J3"V:-' 0

Po wypisanin wlasciwych wartosci sznusdw, skréceniu przez '/ V§/\ iwy-

znaczeniu catek otrzymamy 17X, -+ 15X, == 15.] —l— 17X,=—64pl: = V3.
Widzimy stad, ze X, = X, — — 2pz. V3 = — 0,3675 p/, a wiec o 0,227,
zbvt wiele. ;




OD AUTOCRA.

Komisja wydawnicza'l'owarzystwa Bratniej Pomocy Studentéw Politech-
niki Warszawskiej zaznaczyla sie chiubnie w dziejach istnienia naszej
Wyiszej Uczelni kilkuleinia szercka dziatalno$cia. . Bez poparcia z ze-
wnatrz, bez kapitatu zakladowego, w niesltychanie trudnych warunkach zdo-
tala wydaé¢ prawie wszystkie kursy wykladowe dzigki wytezonej, a bezinte-
resownej pracy czlonkow Komisji, a zwlaszcza Przewodniczacych PP. S.
Mlotkowskiego, 1. Budzynskiego, A. Karisbada, E. Bgczkowskiego i S Man-
kiewicza. Obecnie wydana Wytrzymatosé stanowi rowniez owoc jej dzia-
lalno$ci: mys! napisania tej ksigzki zawdzigczam Komisji. Wytrzvmalosé
Tworzyw ma zapoczatkowaé i umozhwlé wydanie catego szeregn wydaw-
nictw Naukowych Komisji zakresionego na bardzo szeroky skale. Moze
w ten sposob Polska uzyska nowg placowke wydawnicza na polu pi§mien. -
nictwa iechnicznego, dotychczas tak ubogiego. Jedyne oryginalne dzieto
polskie o Wytrzymalosci Klugera wyszto w 1877 roku.

W obecnie wydanej Wytrzymatoéci Tworzyw, pominatem dzialy, wkra-
czajace w dziedzine matematycznej teorji odksztalcen, nosz¢'si¢ bowiem
z zamiarem wydania ,Sprezystosci Tworzyw", opartej na podstawach zgola
odmiennych, od zwyklych, dotychczas obowigzujgcych. Nie wiem kiedy to
nastgpi, chce wiec cho¢ na tem miejscu poda¢ jeden z wynikéw mych ba-
dan, rzucajgcy pewne Swiatlo na istoig zjawisk wyboczenia niesprgzystego.
Czysto teoretyczne rozwazania oparte na pewnych zatoZeniach, dotyczacych
budowy ciat odksztalcalnych, dajg dla tworzyw wzorowo sprezystych wzoér
Tou = Opg - ~ac[‘r, (¢: L)% gdzie 3, oznacza napreienie wyboczenia niespre-
zystego, She i L granice proporcjonalno$ci i spétczynnik sprezysto$ci przy
zginanju, L - dlugon preta o koncach prowadzonych, ¢ — promien bez-
wiladnosci przekroju, wreszcie 2 —— m : 2 (m -1 1). W ostatnim wzor.e m
oznacza stosunek wydluzenia osiowvgo do poprzeczneg>. Wzdr powyiszy
tgcznie ze wzorem Eulera, réwniez teoretycznym rozwigZuje zagadnienie

wyboczenia. QGraniczna warto$é L : 7 fatwo mozna wyznaczy¢, czynmige s,
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tego wzoru réwnem o, wzoru Eulera. Drugg graniczng warto$¢ L :7 otrzy-
mamy z réwnania o, = Sge Dia innych tworzyw wz6r ma postaé nleco
odmienna. Proéby robione w L. W, T. P. W., lecz nie do$é liczne, daty
mi bardzo zgodne wyniki. Klasyczne proby Karmana réwniez stwierdzaja
prawidtowo$¢ wzoru powyzszego, o ile w nim podstawimy warto$é ) o
i Eg wyznaczone przez tego Badacza. Na zalgczonym wykresie (Rys. 70)
grube linje dajg wartosci o, wyliczone ze wzoru nowego, oraz ze Wwzoru

6 T ) WZR Newy: 6, = 2672 + 835000:(L:i]F
~ ) :
4000 - W2OR PRZERNY-TETMAJERA:G, = 3350~ 64lL:1)%

A% g .
25 —~— ‘% WZ2R MUELLER- BRESLAUY: 6= 3838~ f3.64fL: i
/
3009|266 f——Ft-- &‘Iﬁﬁ GRANICAR 6P= 2672 "Yem?
15— i T
= WNISR EULERA:
Zoool 40 A‘ | W 3
= 6= 21417000 : [L: i)
s g == e S
e " Xy Ny =T
faoo) o= = ‘ 3
_5;’::_':*:.._\.T T —-}.-‘,4 L\1
’ = - v I Smm—
| _,0 Te | | ro % /50
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Rys, 70.

Eulera, czarne kétka odpowiadaja danym doswiadczalnym. Zupelna zgod-
no$é obu tych wzoréw z wynikami préb nie ulega zadnej watpliwosci.
Dla poréwnania na tym samym wykresie zaznaczylem linje dla wzoréw
Przerwy — Tetmajera i Mueller -— Breslau'a. Spélczynniki tego ostatniego
wzoru wyznaczone byly ad hoc z do$wiadczen Karmana,, mimo to jednak
wz6r Mueller—Breslau’a daje mniejsza zgodno$¢ z wynikami préb od teore-
tycznego naszego wzoru. Latwo to dostrzec z podanego nizej zestawienia
réznic odsetkowych wynikéw wzoréw i préb. Dla naszego wzoru réznice
te wahaja sie falisto w granicach + 5,7%,, dla wzoru- Mueller — Breslau’a
dochodzg do 18¢/,, dla Przerwy — Tetmajera do 26",. Dla pewnego ga-
tunku ‘Zelaza zlewnego, badanego w L. W. T. P. W. nasz wzér ma postac
liczbowa o, = 2000 —- 850000 (¢ : L)2. Pierwotnie chcialem umiescié caly
ten ustgp w tek$cie, koniecznos¢ jednak zastosowania matryc pierwszego
wydania stanela temu na przeszkodzie. Stad pochodza réwniez réznice
druku, oraz podzial na trzy ksiegi i trzy niezalezne numeracje stronic.
Pisalem »~Wytrzymato§¢ Tworzyw* dla Studentéw, musiatem przeto
baczng zwrodci¢ uwage na drobiazgowe wyprowadzanie wzorow i zaopatrze-
nie poszczegélnych dzialéw w przykiady i cwiczenia, przeliczone liczbowo
az do wynikéw ostatecznych. Wzory podatem wprost w tekscie z pew-

=
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nym uszczerbkiem dla wzroku, a to jedynie w tym celu, aby mozliwie , -
zmniejszy¢ ogéiny koszt nakladu, ' y
Pozatem chcialbym tu jeszcze wyrazi¢ szczerg podzieke bylemu i obee:
nemu Zarzgdowi Bratnie] Pomocy Studentéw Politechniki Warszawskiel
i Komisji Wydawniczej, a przedewszystkiem PP.: S. Borkowskiemu, T. Zé
moyskiemu, S. Mankiewiczowi za zabiegi o wydanie drukiem Wytrzymatas«
*PP.: T. Jabtczynskiemu, K. Kamifnskiemu i F. Szelggowskiemu za chetn;,
pomoc w pracy oraz wszystkim PP. Pracownikom ,Drukarni Polskiej* za
zyczliwe zajecle sie wydawnictwem. E

L. Karasinski,

Warszawa, dnia 5 kwietnia 1921 r.
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