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wej d ługośc i l, zaczepionych o n iesprężys tą po ł ać g ó r n ą i o b c i ą ż o n o si­
łami P i Q pionowemi, p rzy łożonern i po ś r o d k u obu przęse ł a i b belki . 
W y z n a c z y ć s tały p r zek ró j dwuteowy belki oraz ś r e d n i c e prę tów stalowych 
zlewnych, aby po odksz ta łcen iu zawieszone punkty A, B, C belki leżały 
na l inj i poziomej. Za łóżmy P = 20000 kg , Q = 10000 kg , a = 1 m, 
b == 2 m i / — 10 m. Równan ie Clafieyrona da nam w założeniu połą­
czeń przegubowych 2 (100 4 - 200) MB = 20000 X 50 X [100- — 50v] : 
: 100 + 10000 X 100 X [2002 — 1002] : 200, skąd MB = 375000 (kg, cm). 
Nadto dla odporu lewego b ę d z i e m y miel i r ó w n a n i e A X 
X 100 - f 20000 X 50 = MB, dla prawego zaś C X 2 0 0 + _ą-
f 10000 X 100 = MB , skąd A = — 6250 kg , C = — 
- 3125 kg . O d p ó r ś r o d k o w y otrzymamy wprost z r ó w % "A ł 

nania statyki AĄ-BĄ-C+P-\-Q=0, czyl i B — — Ą . 
-20625 k g . Nadto w przekrojach o b c i ą ż o n y c h b ę d z i e m y ? ' <?» 

mieli skrajne momenty MP — — 6250 X 50 = — 312500 R y s 6 5 

(kg, cm), MQ = — 3125 X 100 = — 312500 (kg, cm), na­
leży przeto dostateczny przekró j belki w y z n a c z y ć z r ó w n a n i a Wx = 
= MB : kg. W e ź m y dla stali zlewnej, w wypadku obc iążen ia s ta łego 
kg= 1500 k g / c m 2 a wtedy Wx— 250 c m s . Tej war tośc i odpowiada 
dwuteownik N° 21 dla k t ó r e g o Wx — 244 c m 3 , lepiej jednak wziąć nu­
mer n a s t ę p n y , zawsze są bowiem możl iwe pewne obn iżen ia p u n k t ó w opo­
rowych po ł ączone ze znacznym wzrostem n a p r ę ż e ń . Bierzemy dwuteow­
nik 22 dla k t ó r e g o tablice podają Wx = 278 c m 3 . Na leży zawiesić 
go tak, aby ś r o d n i k by ł w po łożen iu pionowem. Z kole i wyznaczymy x 

ś r e d n i c e prę tów. Znak o d p o r ó w A, B, C ujemny wskazuje, że p r ę t y te 
są r o z c i ą g a n e . W za łożen iu obc iążen ia s t a ł ego m o ż e m y wziąć kr = 
= 1500 kg /cm 2 , b ę d z i e m y mieli przeto wydłużen ia Aa = IA : EFa , 
kb — IB : EFb, Ac — IC : EFC . Te w y d ł u ż e n i a muszą b y ć jednako­
we, d ą ż y m y bowiem do tego, aby belka po odkszta łceniu leżała punkta­
mi A. B, C na linji poziomej. Zatem A : Fa = B : Fb = C : Fc = 
M= kr, co da nam Fa = 4,167 c m 2 , Fb == 13,75 cm 2 , Fc = 2,083 c m 2 . 
Ś r e d n i c e p r ę t ó w będą : da == 2,3 cm, db = 4,2 cm, dc = 1,6 cm. Wszyst­
kie trzy punkty podparcia obn iżą się o A = łkg: E = 1000 X 1500 : 
: 2200000 = 0,68 cm. 

R O Z D Z I A Ł C Z W A R T Y : 

BELKI PROSTE ZGINANE MIMOŚRODKOWO. 

§ 1. R ó w n a n i e odksz ta ł cone j . W e ź m y pod u w a g ę łuk mn od­
kształconej belki pierwotnie prostej, p łasko wyg ię t e j mimośrodkowo Stalą 
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oś odc ię tych ' u łożyl i śmy na osi pierwotnej belki , oś r z ę d n y c h rj skiero­
wal iśmy ku do łowi , o ś £ ku pa t r zącemu . Rozpatrujemy wyłączn ie tylko 
prę ty jednorodnie zbudowane, w y g i ę t e p łasko w p łaszczyźn ie g ięcia CTTJ . 
Spó ł r zędne jakiegokolwiek przekroju poprzecznego O belki odksz ta łcone j 
niech będą C, YJ. Obc iążen ie z e w n ę t r z n e lewej c z ę ś ć belki po sprowa­
dzeniu do ś r o d k a O przekroju da moment g n ą c y M, siłę tnącą T, którą 
jak zwykle pomijamy i siłę os iowa 5, leżącą na stycznej odksz t a ł cone j . 
W danym wypadku S4-0, rozpatrujemy bowiem wypadek gięcia p łask ie ­
go m i m o ś r o d k o w e g o . Zasadnicze r ó w n a n i e gięcia będzie mia ło pos tać 
EJ [1 4 -S : EF] : p = M, j a k e ś m y to ustalili w § 5 rozdz ia łu drugie­
go. W tym wzorze wyraz S : EF posiada nader małą w a r t o ś ć i wobec 
jedności może b y ć p o m i n i ę t y . Ł a t w o się o tem p r z e k o n a ć , zważywszy , 
że 5 : F oznacza dodatkowe n a p r ę ż e n i e przekroju — rozc iąga jące lub 
ściskające, t o w a r z y s z ą c e n a p r ę ż e n i o m g n ą c y m momentu M, a więc nader 
nieznaczne w stosunku do E. Po skreś len iu tego wyrazu otrzymamy 
EJ : p = M, to samo zasadnicze r ó w n a n i e r ó ż n i c z k o w e odksz ta łcone j , 
jakiem do tąd p o s ł u g i w a l i ś m y się przy rozpatrywaniu g ięc ia zwyk łego . 
Nadto, dla wyg ięć nieznacznych, jedynie dopuszczalnych w praktyce 1 : 
: p co YJ", ostatecznie więc m o ż e m y nap i s ać zasadnicze r ó w n a n i e gięcia 
m i m o ś r o d k o w e g o p ł a s k i e g o w postaci EJt{' == M. Ca łkowanie tego rów­
nania da odksz ta ł coną . K i l k a prostych p r z y k ł a d ó w najlepiej wyjaśni isto­
tę rzeczy. 

§ 2. B u l k a o s a d z o n a j e d n o s t r o n n i e , pozioma (Rys. 6 6 ) dźwiga 
obc iążen ie g n ą c e , z łożone z sił p r o s t o p a d ł y c h do osi pierwotnej prę ta , 
skupionych, lub r o z ł o ż o n y c h szeregiem ciągłym w postaci obc iążen ia jed­
nostkowego j> na j e d n o s t k ę d ługośc i , a nadto drugostronnie ulega jarzmu 

siły poziomej Q, rozc iąga jące j lub śc iska­
jące j . Ze ś r o d k a B przekroju osadzonego 
prowadzimy stałą oś Bt. na lewo po osi 

yś// pierwotnej p rę ta , Bi\ kierujemy w dół, Bc 
ku p a t r z ą c e m u . W tym układzie - j - Q da 
si łę rozciągającą, — Q ściskającą, a śro­
dek O j ak iegokolwiek przekroju pręta od­
k s z t a ł c o n e g o będz ie miał s p ó ł r z ę d n e C, YJ, 
Dla ś r o d k a A skrajnego lewego przekroje 
b ę d z i e m y miel i /, / . P o sprowadzeniu dc 
ś rodka , O s i ły pionowe dadzą moment Mt 

siła .-i: Q da moment T Q (f—YJ), a prze­
to r ó w n a n i e gięcia będzie tu i j " =F « 2 (YJ— 
—f) == M : EJ, przyczem w2 = Q : EJ. 

Rys. 66, 07 i 68. Oznaczmy przez MK—dKftl : aXK, a otrzy-

7 Ą* 
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mamy całkę lego r ó w n a n i a w postaci YJ == f-\-y =F M : O — M3 : irQ T 
F MA : >/'O — M6 : n6Q T . . . , gdzie y czyni z a d o ś ć równan iu po­

mocniczemu y" =f « 2 y == o. D l a g ó r n e g o znaku b ę d z i e m y miel i y == 
== C S M I // w£ - j - Z>Co5 // »C, dla dolnego jy = CSV» »C + # ć a s . Całkę 
p o w y ż s z ą stosujemy wtedy jedynie, gdy k tó r ako lwiek z pochodnych, daj­
my na to — O. W tym wypadku ostatni wyraz ca łk i będz ie za­
wiera ł p o c h o d n ą i l / 2 K. Warunek konieczny przy tem, aby M i jego 
wszystkie pochodne aż do A ^ i L - f i włącznie by ły funkcjami c iąg łemi C 
W przeciwnym razie na leży podzie l ić p ł a szczyznę g ięc ia na połac ie 
w punktach odpowiada jących przerwom c iąg łośc i . D l a owych punk tów 
rzędne YJ i ich pochodne '<{ muszą p o s i a d a ć te same war tośc i , otrzymamy 
przeto szereg r ó w n a ń z k tórych wyznaczymy stałe ca łkowan ia C\, D%. 
ć? 2 , D2 . . . dla wszystkich połac i . Skrajne warunki zamocowania pręta 
również winny b y ć wzięte pod u w a g ę przy wyznaczaniu s ta łych całkowa­
nia. Zupe łn ie tak samo m o ż e m y w y z n a c z y ć warunki pracy w następują­
cym p rzyk ł adz i e . 

§ 5. B e l k a j e d n o p r z ę s ł o w a , s t a t y c z n i e w y z i i a c z a l n a (Rys. 67) 
dźwiga takie samo obciążenie g n ą c e pionowe, a nadto ulega dzia łaniu s i ­
ły ± O, czynnej w A, ponad p o d p o r ą rolkową. Zachowując znakowanie 
poprzedniego us tępu, umieszczamy począ tek s ta łych osi w przegubowej 
podporze prawej B. Równan ie g ięc ia będz ie tu YJ" T n-i\ — M : EJ; 
w niem, jak poprzednio, oznaczy l i śmy przez M moment sił gnących pio­
nowych oraz odporu lewego A, k tó ry z ł a twośc ią wyznaczymy z równań 
statyki. Lewy o d p ó r poziomy H = =F O. Zatem r ó w n a n i e to różni się 
jeno war tośc ią / = o, a wszystko to, cośmy powiedzie l i wyże j , dotyczy 
i danego wypadku. Istotę rzeczy najlepiej u w y p u k l ą najprostsze dwa 
p rzyk łady . 

W e ź m y pod u w a g ę belkę o s a d z o n ą jednostronnie (Rys. 66), drugo­
stronnie obc i ążoną siłą Q ) o i P. W przekroju O b ę d z i e m y mie l i me­
ment — Q ( / — >)) + P (/ - - Tutaj więc M = P (l — Q, M2 = O, 
zatem r ó w n a n i e odksz ta ł cone j : YJ = / - f - CSin h uC -]-• DCos h nZ P (l— 

-Z) : Q. G d y o p r ó c z siły P, działa jeszcze obc iążen ie jednostajne p, 
pokrywające całą be lkę , na leży moment M w y p i s a ć w postaci PU—C)-;-
+ 1liP(l—Q2- Tutaj w ięc J\Ł = / , Mi = 0, a przeto •q = f-\-CSin/iuZĄ 
4 - DCos h »C — Pil—Z) : Q ' / , p (/ — :)'-•. Q — p •. n*Q. W obu wy­
padkach trzy niewiadome C, D, j wyznaczymy z w a r u n k ó w k o ń c o w e g o 
obc iążen ia prę ta . W przekroju osadczym YJ = •*)'= O przy C = O, w skraj­
nym l ewym przekroju YJ / przy C = / . Stąd mamy f-\-D — 1P : Q — 
— V2 : O—p: n* O = O, YJ'0 = [» CCo.<? h nZ + « Z?5wi h nZ -\- P : 
: £ + ~ *) : a = ; ; r x / > : o + ^ : Q = O, / = / + C S / » 

| / JCos // nl — f : n~ O O. Z d w ó c h ostatnich r ó w n a ń wyznaczymy 
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C = — P : Qn — pl •. On, D = [(P -\- pl) Sin h nl + p : n] : nQCos h nl. 
.Nadto Z pierwszego / = — [\P -\- pl) Sin h nl-\- p : H] : n OCos h nl -{-
-f- IP : Q-\- 1UpP : Q + P : n2Q. Te wartości po podstawieniu we wzór 
dla 7; dadzą r ó w n a n i e odksz t a ł cone j . 

Z u p e ł n i e te same wzory otrzymamy dla lewej po łowy belki jedno-
przęs łowej (Rys. 68), o i le począ tek s ta łych osi umieśc imy w ś r o d k o w y m 
przekroju i miasto P, l napiszemy w nich — l / i P i Ha l- Ła two to udo­
wodn ić ze wzg lędu na zupe łną syme t r j ę obc iążenia ; w ś r o d k o w y m prze­
kroju 7] == •({ = O, w skrajnym lewym TJ — / , jak wyżej — zatem otrzy­
mamy te same r ó w n a n i a warunkowe. 

W wypadku dz ia łan ia siły Q ujemnej p r zy łożone j w A (Rys. 66) bę­
dziemy mieli moment g n ą c y w ś rodku O w postaci Q (f—i\)-\-P (l— 
— Z)-\-1Up(J—C)2, zmieni s ię jeno znak u Q (f—TJ). R ó w n a n i e od­
ksz ta łcone j będz ie tu TJ = / + C.Sm «C 4- DCos nZ - j - P (l — C) : Q -\-
4" 1/ip(ł — O 2 '• Q — P '• n~Q- Niewiadome C, D, f wyznaczymy z rów­
nań: fĄ-DĄ-P : Q + 1!2pl~ : Q — p • n2Q = O, y/0 = [ N CCOA- «C -
—nDSin nZ — P :~Q—p (l—Z) : Q}0 = n C — P : O — pl : O == O. 
CSin nl 4- DCos nl — p : trO = O. Stąd C = ( ? + / / ) : D = [p : 
: « — (P 4- />/) Sin nl] : » £ C o s nl, / = — [/> : n — ( P 4- />/) S m w/] : 
: nQCosnl— P • Q — 1/2 pl2 : O 4- p : n~Q. Te war tośc i pozwolą wy­
znaczyć r ó w n a n i e o d k s z t a ł c o n e j . I w danym wypadku, czyn iąc — xjt 1 
miasto P i 7 i 1 miasto / otrzymamy b e z p o ś r e d n i o r ó w n a n i e odksz ta łco ­
nej d la belki pracującej w s p o s ó b wskazany na (Rys. 68). 

W z o r y tylko co otrzymane na pozór nie różnią się od poprzednich, 
a jednak przy b l iższem badaniu w y k a z a ć m o ż n a zasadniczą różnicę pra­
cy belek, za leżną od kierunku dz ia łan ia siły Q. Ł a t w o to spostrzec, zwa­
żywszy, że w mianowniku pierwszego wyrazu wzoru dla strzałki / mamy 
zupełnie r ó ż n e dwie funkcje: Cos h nl i Cos nl. Pierwsza jest stale różna 
od zera, druga przechodzi przez zero okresowo, dla nl=x\2%, 
ij2 % . . . Zatem w wypadku dz ia łan ia siły Q dodatniej skrajna s trzałka 
ugięcia / nie może w z r o s n ą ć nieograniczenie, natomiast przy O < O mo­
żemy o t r z y m a ć f = oo, gdy nl.=± to jest gdy n"l2 — Of: EJ = 
= 1 / 4 rc2! Istnieje pewna szczegó lna w a r t o ś ć siły Q, zupe łn ie z resz tą nie­
zależna od P i pi w wypadku obciążenia podanego na (Rys. 66) będz ie 
!° 0o *= * * E J '• 4 P> w wypadku obc iążen ia (Rys. 68) Q0 = K2EJ : l2. 
Te siły, zresztą, jak widzimy, s k o ń c z o n e , dają n i e skończen ie wielką strzał­
kę ugięc ia , wyginają p r ę t w sposób nadmierny, powodu ją tak zwane wy-
boczenie p rę ta n ieza leżnie od sił Pip! Przeczy to prawu Hooke 'a . 
Wkraczamy w n ieznaną dz iedz inę zjawisk, dotychczas bowiem odksz ta ł ce ­
nie by ło zawsze proporcjonalne do na tężenia siły odksz ta łca jące j . T a 
sprzeczność jest jednak tylko pozorna. Ł a t w o to u d o w o d n i ć , z w a ż y w s z y , 
że moment siły O za leży od rzędnej i j , stanowi przeto funkcję odkszta ł -
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cenią, k tó re sam c z ę ś c i o w o w y w o ł a ł . Tmaj więc o d k s z t a ł c e n i e nie jest 
l in jową funkcją obc iążen ia — prawo Hooke 'a traci swą moc obowiązują­
cą. Nadto si ła Q dodatnia p rzec iwdz ia ł a w y g i ę c i u p rę t a . Ł a t w o to spo­
strzec, rzuciwszy okiem na rysunek. Siła Q rozc iąga jąca prostuje pręt 
wygię ły P ° d jarzmem sił P i p; ujemna śc iskająca p o w i ę k s z a jego krzy­
wiznę , powsta łą na tle dzia łania sił p o z o s t a ł y c h . Ten wniosek dotyczy 
niewątpl iwie k a ż d e g o obc iążen ia pionowego, n ieza leżn ie od sposobu dzia­
łania i l i czby sił P poprzecznych. W e wszystkich jednak wypadkach si­
ła Q dodatnia ł agodz i odksz ta łcen ie g n ą c e sił poprzecznych — ujemna 
wzmacnia, m o ż e w ięc przy sprzy ja jących warunkach w y w o ł a ć ug ięc ie 
nadmierne — wyboczenie prę ta . G o d z i s ię jednak z a z n a c z y ć , że siła O 
ujemna sama przez się nie m o ż e w y g i ą ć prę ta i prę t doskonale prosty 
ulegnie jeno śc i skaniu . W y b a c z a j ą c e dz ia łan ie tej s i ły m o ż e w ięc pow­
stać wy łączn i e tylko na tle pierwotnego w y g i ę c i a p rę ta , p o c h o d z ą c e g o 
od innych przyczyn , od siły Q n i eza leżnych . Badanie tych przyczyn sta­
nowi naukę o wybaczeniu. 

§ 4 . I s t o t a z j a w i s k w y b o c z e n i a . Wyboczenie p r ę t a m o ż e pow­
stać pod jarzmem si ły Q śc iskającej , bez obc iążen ia poprzecznego, gdy 
pręt ma lekką k rzywiznę p ie rwotną . Bez niej siła Q nie da momentu 
g n ą c e g o , p rę t pozostanie prosty, jak b y ł — d o s k o n a l e . Nie znamy jednak 
p rę tów pierwotnie prostych — doskonale prostych. Rzeczywiste p rę ty są 
zawsze nieco krzywe. K a ż d y p r ę t rzeczywisty ulega wyboczeniu pod 
jarzmem osiowych sił c i s n ą c y c h . Proste d o ś w i a d c z e n i e niezbicie to stwier­
dza. W imadle osadzamy pionowo c ienki p rę t j akna jdok ładn ie j wypro­
stowany, a mimo to pos i ada jący pewną k rzywiznę n i e d o s t ę p n ą dla oka. 
Na koniec p rę t a , swobodnie s te rczący ku g ó r z e , z a k ł a d a m y nieznaczny cię­
żarek. Pozostawiony samemu sobie p rę t odchyla s ię od pionu, wygina 
się na bok, jak ł o d y g a pod c ięża rem kwiatu i trwa w r ó w n o w a d z e od­
ksz ta łcone j . C i ę ż a r e k da ł na tle k r z y w i z n y pierwotnej moment g n ą c y — 
w y w o ł a ł wygięc ie pręta nieznaczne, bo powstrzymane sprężys tym sprze­
c iwem tworzywa. W ten s p o s ó b ustalona r ó w n o w a g a prę ta jest s ta ła — 
z ła twością m o ż e m y to sp rawdz ić , po t rąca jąc z lekka c iężarek: po pewnej 
l iczbie wahnięć p o w r ó c i poprzedni stan równow ag i t rwałej — otrzymamy 
tę s a m ą s t rza łkę k o ń c o w e g o odchylenia . T e same zjawiska powtórzą się 
w nieco ostrzejszej formie, gdy p o w i ę k s z y m y c iężarek . Zapanuje nowy 
stan r ó w n o w a g i t rwa łe j przy większem odchyleniu k o ń c o w e g o p rzek ró j u 
od pionu; gdy jednak p o w i ę k s z y m y c iężarek ponad pewną g ran i cę , p rę t 
wygnie się w pałąk, zakrzywi się, c iężarek zwiśnie i oprze się o imad ło . 
Nastąpi wyboczenie prę ta , prę t przestanie b y ć sobą. T y l k o co opisane 
zjawiska z ł a twośc ią m o ż e m y wyjaśn ić , z w a ż y w s z y , że c iężarek c i śn ie na 
prę t siłą p ionową. G d y prę t jest doskonale prosty, siła ta układa się 
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wzdłuż osi p rę ta pod łużne j , staje się o s i o w ą — ściskającą jeno pręt . G d y 
pręt jest nieco ukośn i e osadzony lub niezupełn ie prosty, wtedy siła mija 
oś , obciążając przekroje poprzeczne m i m o ś r o d k o w o , i powoduje opisane 
zjawisko gięc ia . Skoro już p rę t u legł wygięc iu , by nieznacznemu nawet, 
c iężar wychyla się w bok, r amię momentu g n ą c e g o wzrasta, samoczynnie 
powodu jąc dalszy przyrost odksz ta łcen ia , póki sp rężys ty sprzeciw nie za­
hamuje odksz t a ł ceń , póki n a p r ę ż e n i a g n ą c e nie z r ó w n o w a ż ą momentu. 
W tym wypadku zapanuje t rwały stan r ó w n o w a g i — w przeciwnym razie 
nastąpi wyboczenie p rę ta . Zatem p ie rwotną p rzyczyną wyboczenia jest 
zawsze pewna mimośrodkowość obciążenia. Na l eży więc p o z n a ć przyczy­
ny mimoś rodkowośc i obc iążeń rzeczywistych. 

Przedewszystkiem samo obciążenie pręta nic jest nigdy ściśle osiowe. 
W e ź m y pod u w a g ę skrajny przekró j prę ta (Rys. 69). Zazwyczaj odksz ta ł ­

cająca siła O trafia nieco m i m o ś r o d k o w o w punkt A 
o spó ł r zędnych d, e w układzie osi g ł ó w n y c h . Im prę t 
o b c i ą ż y m y staranniej, tem c, ó będą mniejsze. 

Z kolei sam pret nic jest doskonale prosty. Jego 
oś p o d ł u ż n a stanowi w o g ó l n y m wypadku k rzywą prze-

Kys. 09. s t rzenną , niewiele różn iącą się od prostej. Jak zwykl i 
będz iemy bral i pod u w a g ę wyłącznie pręty jednorodnie 

zbudowane o s ta łym przekroju poprzecznym, m o ż e m y przeto miasto krzy­
wej przestrzennej — istotnej osi p o d ł u ż n e j p rę ta r o z p a t r y w a ć jej rzuty 
na p ł a s z c z y z n y g łówne , zawiera jące jednoimienne osie g ł ó w n e przekrojów 
poprzecznych. Otrzymane w ten s p o s ó b rzuty p ł a sk i e niewiele s ię będa 
różni ły od prostej—teoretycznej osi pod łużne j p rę ta doskonale prostego 
przy d o k ł a d n e m i sumiennem wykonaniu. Godz i się tu zaznaczyć , że 
krzywizna osi istotnej, za leżna w pierwszej mierze od n i e d o k ł a d n o ś c i na­
szych ś r o d k ó w technicznych, posiada charakter wypadkowy, uza leżn iony 
od bardzo wielu p rzyczyn , nie da się przeto ująć ż a d n y m wzorem mate­
matycznym, ani uza leżn ić od g ł ó w n y c h w y m i a r ó w prę ta , zwłaszcza , ż e 
ciągłym ulega zmianom na tle odksz t a ł ceń c iep l ikowych. P r ą d cieplej­
szego powietrza wystarcza, aby ją zmien ić nieznacznie. 

Nadto pret nawet dokładnie prosty ulega skrzywieniu, gdy jakikol­
wiek jego przekrój poprzeczny nie jest jednolity. W y o b r a ź m y sobie p ły tkę 
poprzeczną , u tworzoną z powłok owego przekroju. Wobec róźnol i tośc i 
tworzywa płytki spó łczynn ik ściśl iwości Ec ma w a r t o ś ć zmienną, niejed­
nakową dla p o s z c z e g ó l n y c h włókienek. Po obc iążen iu siłą os iową O, c i ­
snącą, włókienka skrócą się niejednakowo — pły tka ulegnie skrzywieniu, 
które poc iągn ie za sobą krzywiznę- ca łego pręta. W y c z u ć n i eznaczną nie­
jedno l i tość tworzywa, w y z n a c z y ć drobne wahania Ec w przekroju nie leży 
w naszej mocy, a każde tworzywo jest mniej lub więcej różnol i te . A za­
tem obciąż nie osiowe pręta prostego nic może być doskonale środko2Vcm. 



Istnieje zawsze strzałka pierwotna przekroju poprzecznego o składowych 
g, h w płaszczyznach głównych pręta jednorodnie zbudowanego, zawiera­
jących jednoimienne osie główne przekrojów. W tern założeniu rozpatru­
jemy przedewszystkiem: 

§ 5. P i e r w s z y r o d z a j w y b o c z e n i a . P rę t pierwotnie prosty u do­
łu zamocowanego przegubowo, u g ó r y ro lkowo (Rys. 70) i obc i ążono s i­
lą Q, c isnącą na g ó r n y przekró j p rę ta w kierunku średniej osi p o d ł u ż n e j 
p r ę t a , r ó w n o l e g l e do posuwu rolek. Począ t ek s ta łych osi s p ó ł r z ę d n y c h 
umieszczamy we ś rodku dolne­
go przegubu B, o ś BC uk łada­
my r ó w n o l e g ł e do osi ś redn ie j 
prę ta ku g ó r z e , o ś Bą w płasz­
czyźnie g ł ó w n e j p rę ta poziomo 
na lewo, os Bt — ku patrzą­
cemu. Ze wzg lędu na p i e rwo tną 
k rzywiznę p rę ta , z a k ł a d a m y , że 
ś r o d e k A0 g ó r n e g o przekroju, 
podpartego rolkowo nie leży na 
osi BC; rzut jego na p łaszczy­
znę g ięc ia wyznaczy punkt A 
o spó ł r zędnych / , g. Spó ł r zęd -
na / ma war tość skończoną , 
r ó w n a jest bowiem d ł u g o ś c i p r ę ­
ta, g jest znikomo małe , p r ę t bowiem zosta ł sumiennie do granic możli­
wośc i technicznej wyprostowany. Wobec koniecznej zresz tą m i m o ś r o d -
kowości obc iążenia , siła Q mija ś r o d e k g ó r n e g o przekroju pręta : jej punkt 
p rzy łożen ia da w rzucie na p ła szczyznę g ięc ia punkt N o s p ó ł r z ę d n y c h 
/. e-\-g. Odc inek e ma równ ież bardzo małą w a r t o ś ć , starano się bowiem 
obc iążyć p r ę t j akna jdok ł adn i e j ś r o d k o w o . Siła Q z e w n ę t r z n a wywołu je 
odpory A, B poziome i o d p ó r H p ionowy. Równania statyki, wypisane 
dla punktu B, dadzą: Q Ą- H= O, A'+B = Q, Q (« + g)-\- Al = 0. 
Stąd mamy H= — Q, A = — Q (e-\- g) : ł = — B. Wobec pewnej, 
nieznacznej zresztą m i m o ś r o d k o w o ś c i obc iążen ia , p rę t wygnie s ię . Obierz­
my na odksz t a ł cone j dowolny zresz tą ś rodek O przekroju w od leg łośc i C 
od począ tku osi s p ó ł r z ę d n y c h . S k ł a d o w a jego strzałki pierwotnej niech 
b ę d z i e h, k o ń c o w e j rj . P o sprowadzeniu do ś r o d k a O sił odkształcają­
cych otrzymamy siłę p i o n o w ą O, poz iomą A i moment g n ą c y O («-{-
+ S — Yi) ~t~ A{1 — C). Siły Q i A d a d z ą os iową s i łę 5 , ściskającą i T, 
t nącą przekroju. P r z y w y g i ę c i a c h nieznacznych S^Q, T°±A, działa­
nia ich m o ż e m y p o m i n ą ć , jako nieznaczne. Moment gnący daje wygięc ie 
p rę ta . R ó w n a n i e g ięcia b ę d z i e tu mia ło p o s t a ć f\"-\-n*(i\ — e—g)— 

£ . eć I I i***C 

Rys. 70, 71, 72 i 73. 
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= -1 (/'— C) : EJ, p rzyczem u- = Q : EJ, M= A(l — C). Af a = O, 
a przeto jego całka i) = c 4 - £ -}- C S i « + Z)ć'o5 «C 4 - ^ (/ — C) : £>. 
W danym wypadku TJ == g, gdy C = /, oraz tj == O. gdy i = O. Stąd: 

g CS/» « / + /^CflS »/ , 6> = 4- g + £> 4- ^ / \ Q = « + # 4-
4- P — O (« 4- ^ ) : O = D, czy l i więc D = O, C •= — c : S t « « / i osta­
tecznie rj a= // jy = (e 4- g) C : /—cSiu nt : Sin nL We wzorze tym y 
oznacza sk ł adową strzałki , zależną od si ły G d y c = g h = O, 
a więc dla pręta doskonale prostego, o b c i ą ż o n e g o ściśle ś r o d k o w o , bę ­
dziemy mie l i v) — y = ć>. G d y Sinnł = O, ostatni wyraz wzrasta ponad 
wszelką miarę , a TJ — y = co . Jedna ze sk ładowych s t rzałki będz ie nie­
skończen ie wielka. Ten wypadek zachodzi istotnie wtedy, gdy nl = * , 
a więc gdy Q — r.-EJ : /'-. P o w t ó r z m y to samo rozumowanie dla dru­
giej p łaszczyzny g łówne j pręta , a otrzymamy podobne wyn ik i . Druga 
s k ł a d o w a strzałki będz ie r ó w n a zeru dla prę ta doskonale prostego, obc i ą : 

ż o n e g o ściś le osiowo; stanie się n i e skończen i e wielką przy Ox-= r?EJx : 
: l". We wzorach p o w y ż s z y c h mamy J i Jx — g ł ó w n e momenty s ta łeg» 
przekroju prę ta ; jeden z nich odpowiada minimum — drugi maximum 
m o m e n t ó w . Za łóżmy, że Jx ) J, a wtedy przy Q = Qu < Q l t otrzyma­
my wyboczenie prę ta w p ła szczyźn ie gięcia tB~q, w p łaszczyźn ie naj­
mniejszej war tośc i m o m e n t ó w bezwładnośc i p r z e k r o j ó w pręta . Stąd wnio­
sek, że wybaczenie zachodzi w płaszczyźnie głównej pręta o stałym prze­
kroju, jednorodnie zbudowanego, przynależnej do najmniejszej wartości 
momentu bezzuładtiości przekrojów. Można się było s p o d z i e w a ć tego, po­
nieważ niewątpl iwie w tej p łaszczyźnie g ięc ia , p rę t jest w y t r z y m a ł o ś c i o ­
wo najs łabszy. G d y przekrój pręta jest obo ję tny , wyboczenie może na­
stąpić w jakiejkolwiek p łaszczyźnie g ięcia Drobne ods tęps twa od praw 
powyższych zdarza ją się czasami przy p r ó b a c h , należy je p r z y p i s a ć każ­
dorazowo istnieniu znaczniejszych strzałek pierwotnych. T y l k o co pada-
ne wyn ik i ostateczne do tyczą równ ież i n a s t ę p n y c h w y p a d k ó w wybocze-
nia, nie będz iemy i ch przeto powtarzali , wyznaczymy jeno o d n o ś n e wzo­
ry dla sił O,,. 

§ 6. D r u g i w y p a d e k w y t ł o c z e n i a . P r ę t zamocowano u dołu 
(Rys. 71) i o b c i ą ż o n o siłą O, c isnącą na g ó r n y p rzekró j p rę ta w kierun­
ku ś rednie j osi pręta p o d ł u ż n e j Z a ł ó ż m y nadto dodatkowo, że kierunek 
dz ia łan ia siły nie zmienia się prz\ odksz ta łcan iu prę ta , a otrzymamy po­
wyżej opisany prę t d o ś w i a d c z a l n y Począ tek s tałych os i s p ó ł r z ę d n y c h 
umieszczamy we ś r o d k u przekroju osadczego, oś Bt prowadzimy r ó w n o ­
legle do osi średniej p rę ta ku górze , o ś Br, na lewo w płaszczyźnie 
g łówne j p r C l a > oś Be, — ku pa t rzącemu. Wobec koniecznej m i m o ś r o d k o -
wości obc iążenia nastąpi w y g i ę c i e p rę ta pod jarzmem siły Q. Po od­
kszta łceniu ś rodek k o ń c o w e g o przekroju swobodnego da w rzucie na 
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•obraną p ła szczyznę g ł ó w n ą punkt A o spó ł r zędnych l i a punkt przy­
łożenia siły O da Xii, e + / ) . Odc inek e stanowi s k ł a d o w ą m i m o ś r o -
du siły O; odcinek / daje sk ł adową s t rzałki g ó r n e g o przekroju. D l a 
pręta sumiennie wyprostowanego c jest nader nieznaczne, choć różne od 
zera. Gdziekolwiek na odksz t a ł cone j , w o d l e g ł o ś c i C od począ tku osi 
s p ó ł r z ę d n y c h obieramy ś r o d e k O. Sk ładową strzałki tego przekroju b ę ­
dzie ą. Po sprowadzeniu do ś rodka O odksz ta łca jąca siła da moment 
Q (e Ą-f — Y;); siły o s iową i tnącą pomijamy, jak w wypadku wyże j opi­
sanym. Dz ia ł an ie ich jest nieznaczne, a w p ł y w na wyboczenie znikomy. 
R ó w n a n i e g ięc ia otrzyma pos tać t," 4 - nź (rj — e —/) 's= O. Jego ca łka 
•i, = t: - j - f 4 - CSin nt -|- DCos nt zawiera niewiadome C, D, f, k tó r e wy­
znaczymy z w a r u n k ó w skrajnych obc iążenia prę ta . M a m y tu TJ ==J, g d y 

= l, sk rócen ie bowiem prę ta pod jarzmem siły Q c isnącej pomijamy, 
jako nieznaczne. Nadto -/-„ = O dla osadczego przekroju, a rf0 = 0. Pręt 
j a k o n iezupe łn ie prosty m o ż e być nieco pochylony w przekroju osadczyni 
ku swej osi ś rednie j BC. Zresz tą kąt 0 jest nader znikomy dla prę ta su­
miennie wyprostowanego. S t ą d mamy / ' = e -[- / ' - f - CSin nl 4 - DCos nl'. 
O = e +/+ D, 0 = nC. S tąd C==Q : n, D = — (en 4 - 8 S r » nl) :nCos nl, 

J — (en-{-BSin nl) : n Cos nl - e i ostatecznie TJ = (0 : u) Sin nC 4 - (en-\-
4 - 8 S m nl) (1 — Cos nC) : nCos nl = h 4-y. Przez h oznaczy l i śmy tu skła­
dową strzałki pierwotnej przekroju, przez y przyrost tej sk ładowej na tle 
dz ia łan ia g n ą c e g o siły Q. D l a prę ta doskonale prostego h—O—e— O, 
a zatem t\—yz=0. G d y Cosnl=0, b ę d z i e m y mieli .y — •») == / = oo 
przy wszelkich war tośc iach e, o, h. Siła, czyn iąca z a d o ś ć równan iu nl— 
— V i Jtj powoduje wyboczenie pręta . Będzie to O0 = v*EJ : 4 P. Z za­
łożenia EJ jest najmniejsze dla rozpatrywanej p łaszczyzny g ięc ia . Rozu­
mując z u p e ł n i e tak samo, jak w wypadku pop rzedza j ącym, dojdziemy do 
wniosku, że Qn stanowi istotnie obc i ążen i e p rę ta niebezpieczne, bo gro­
żące wyboczeniem. Ty lko co otrzymany wzór otrzyma p o s t a ć nieco 
pros t szą Qy, = tt-EJ : L~, gdy miasto istotnej d ł u g o ś c i pręta rozpa t rywać 
b ę d z i e m y długość sprowadzona L — ll, dwukrotnie większą. 

§ 7. T r z e c i w y p a d e k w y b o c z e n i a . Pręt , pierwotnie prosty, za­
mocowano u dołu , u g ó r y obc iążono siłą Q, c isnącą w kierunku posuwu 
rolek g ó r n e j podpory przegubowej pręta . Posuw i siła są równo leg łe do 
osi ś r e d n i e j prę ta . 1 w danym wypadku począ tek s t a łych osi spó ł rzęd­
nych umieszczamy we ś rodku B przekroju osadczego; oś BC, r ówno le ­
głą do średnie j osi prę ta , kierujemy do góry , oś Bi\ na lewo, Bt — ku 
p a t r z ą c e m u . Rozpatrujemy, jak zwykle , prę t jednorodnie zbudowany, 
c s ta łym przekroju poprzecznym, CBr{ stanowi jego p łaszczyznę g łówną, 
o d p o w i a d a j ą c ą najmniejszej s z tywnośc i EJ. Wobec pierwotnej krzywizny 
prę ta ś r o d e k g ó r n e g o przekroju w rzucie na obraną p łaszczyznę g ięc ia 
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da punkt A o s p ó ł r z ę d n y c h l, g, a punkt p r zy łożen i a siły Q da N (/„ 
e 4- g). T o samo mie l i śmy wyżej w § 5. Oba odcinki c, g są nader 
nieznaczne dla p r ę t ó w sumiennie wyprostowanych. Siła Q z e w n ę t r z n a 
wywołu je odpory A, B poziome, o d p ó r H p ionowy i moment osadczy -
M0. R ó w n a n i a statyki, wypisane dla punktu B, d a d z ą Q -\- H = O, 
A 4 - B•= O, Q (e 4- g) 4- Al 4- M0 == O. W y z n a c z y m y z nich B i Mt 

w za leżnośc i od Q i statycznie niewyznaczalnej A. . Obie rzmy na o d ­
ksz ta łcone j dowolny zresztą ś r o d e k O przekroju o spó ł r zędnych £ , TJ. PO 
sprowadzeniu sił odksz ta łca jących do tego ś rodka otrzymamy siłę o s iową 
i tnącą, k tóre i w danym wypadku pominiemy, oraz moment g n ą c y Q (e-\~ 
-\-g — Ti) 4~ A ( /— C). R ó w n a n i e g ięc ia b ę d z i e przeto zupe łn i e takie, jak 
w § 5, a całka jego . TJ = c -\- g 4- CSin «C 4" DCos «C 4- A (l — C) : Q* 
Niewiadome C, D, A wyznaczymy z w a r u n k ó w k o ń c o w y c h obc iążen ia . 
D la g ó r n e g o przekroju (Rys. 72) t\ —g przy C = l, dla osadczego TJ = Ć> 
i TJ' =; 0 przy C = O, prę t bowiem, jako n i e z u p e ł n i e prosty, m o ż e w prze­
kroju osadczym t w o r z y ć pewien nieznaczny kąt 0 nachylenia ku swej osi 
ś redn ie j . S tąd mamy: g = e 4- g 4" CSin nl -{-DCos nl, O = e -\- g -J- D-\-

r Al : Q, & = nC—A : Q. P o m n ó ż m y ostatnie r ó w n a n i e przez / , p o 
dodaniu do drugiego otrzymamy D — — Cni 4 - / 0 — e — g, s tąd na 
mocy r ó w n a n i a pierwszego b ę d z i e m y miel i ostatecznie C--[—c-\-(e-\-
-\-g — /©) Cos nl] : (Sin nl—nl Cos nl), D — [nie — (e 4- g — /0) Sin nl] : 
: (Sin nl—nl Cos nl). Nadto A—Q(nC — 0). Te war tośc i okreś la ją r ó w ­
nanie odksz t a ł cone j , z k t ó r e g o m o ż e m y w y z n a c z y ć TJ lub h 4-jy = TJ. D l a 
p rę ta doskonale prostego c = g = k—&=0, a przeto równ ież C—D~ 
— A = O, skąd TJ =y = O. Tak i p r ę t osiowo o b c i ą ż o n y nie ulega w y -
boczeniu, jeno śc iśn ięc iu . G d y Sin nl — nl Cos nl = O, wtedy C—D = 
= A = oo , otrzymamy przeto TJ = y = oo. Siła, p o w o d u j ą c a wybocze-
nie czyni z a d o ś ć ty lko co wypisanemu r ó w n a n i u . Najmniejszy jego pier­
wiastek nl= 1,4303 ic, a przeto irP = 2,046 TC22^2 TI2. S tąd ostatecznie 
wyznaczymy siłę Q0 = 2 TC2 EJ : l'\ p o w o d u j ą c ą wyboczenie prę ta . I ten 
w z ó r otrzyma pros t szą p o s t a ć Q0 = %- EJ : L2, gdy miasto istotnej dłu­
g o ś c i p r ę t a b ę d z i e m y brali pod u w a g ę jego d ł u g o ś ć s p r o w a d z o n ą L=0,7 /, 
wtedy bowiem L- = 0,49 P ~ / 2 : 2. 

§ 8. C z w a r t y w y p a d e k w y b o c z e n i a . P rę t pierwotnie prosty 
mocujemy obustronnie (Rys. 73) w s p o s ó b , umoż l iwia jący jednak posuw 
g ó r n e g o zamocowania w kierunku osi ś r edn ie j p rę t a pod jarzmem siły 
Q. c i snące j z g ó r y , a r ó w n o l e g ł e j do tego posuwu. Począ tek s ta łych osi 
s p ó ł r z ę d n y c h umieszczamy we ś r o d k u B dolnego przekroju osadczego. 
O ś ' Bt, prowadzimy do g ó r y r ó w n o l e g l e do osi ś r edn ie j prę ta , d r u g ą 
oś Bi\ u k ł a d a m y w g ł ó w n e j p ł a s z c z y ź n i e p r ę t a na lewo, oś Bc kieruje­
my ku pa t r zącemu . Rozpatrujemy wyłącznie ty lko p rę ty jednorodnie 
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obudowane o s ta łym przekroju poprzecznym, p ł a s z c z y z n a g ł ó w n a ZBrt 

odpowiada najmniejszej sz tywnośc i p rę ta EJ. N a tej p łaszczyźn ie ś rodek 
g ó r n e g o przekroju da rzut A (l, g), punkt p rzy łożen ia siły Q da w rzu­
cie N(l, e-\-g), jak w wypadku poprzednio rozpatrywanym. W g ó r n y m 
przekroju b ę d z i e m y miel i o d p ó r poprzeczny A i moment osadczy M, 
w dolnym — o d p ó r poprzeczny B, p ionowy H i moment i l / 0 . Równania 
statyki, wypisane dla punktu B w postaci Q -)- H = O, A-\-B=0, 
Q 0 + g) 4 - Al 4 - M + M0 = O dadzą H = — Q, B = — A, M0 == 
=s — Q (e -f- g) — Al — M. M a m y tu dwie wie lkośc i statycznie niewy-
znaczalne A i M. Wobec koniecznej m i m o ś r o d k o w o ś c i obc iążen ia prę t 
wygnie się w s p o s ó b wskazany na rysunku. Obierzmy na odksz ta łcone j 
dowolny zresz tą ś rodek przekroju O (C, YJ). PO sprowadzeniu si l g ó r n e g o 
układu do ś r o d k a O otrzymamy siłę os iową i tnącą, k tóre jak zwykle po­
mijamy, i moment MĄ- Q (e 4 - g — 7j) 4- A (l—C). R ó w n a n i e g ięc ia bę ­
dzie więc V 4- ri- (YJ — e — g) = [A (/ — C) 4- M]: EJ. Jego całka v j = e + 
- j -g ' - f - CSinnZ -f- DCosnZ 4- [A(l—Z)-\-M] : Q zawiera cztery nie­
wiadome C, D, M, A, k tó re wyznaczymy z w a r u n k ó w skrajnego obcią­
żen ia p rę ta . W g ó r n y m przekroju mamy YJ B== g, TJ' = 8 przy C = /, prę t 
bowiem, jako niedoskonale prosty, m o ż e u jawniać k o ń c o w e odchylenie 
os i o m a ł y z resz tą kąt 8 od osi ś r edn i e j . W dolnym przekroju przy t 
Z — O b ę d z i e m y miel i TJ„ f= O, t)'0 = 0, jak w wypadku poprzednio roz­
patrywanym. Stąd mamy: g = e -{- g Ą-CSin nl -{-DCos ul 4- M : Q, 8 = 
=n CCos nl —n DSin nl — A \ Q, 0 = e-\-g-{-D-\-Al : Q, + M : Q. 
® = nC—A : Q. P o m n ó ż m y ostatnie r ó w n a n i e przez /. P o dodaniu do 
trzeciego otrzymamy O — e Ą- g — 0 / - j - Cni - j - D - j - M : Q. Ten wynik 
odejmujemy od pierwszego. Stąd otrzymamy: C (Sm nl—nl)-\-D (Cos nl— 
— - 1) = g — 0/ . Z kole i odejmujemy czwarte równan ie od drugiego. 
Stąd: C (Cos nl—1) — DSinnl=(8—0) ; ». Z tych r ó w n a ń otrzymamy 
C = [(g—9l) Sin nl - f (5—0) -(Cos nl—l) : n] : A, D = [Cg—BI) (Cos nl— 
— 1) --- (o — 0) (Sin nl — nl) : n] : A, gdzie A = Siirnl — nl Sin ul •+-
- j - Cos2 nl — 2 Cos nl + 1 = 2 (1 — Cos nl) — nl Sin nl = 4 Sin* (V* nl) — 
—2 ul 5 / « ( V , m)XCos(ll2 nl)=4 Sin (>/, nl) [Sin (»/, « / ) — V 2 nl Cos (Va 
Dla pręta doskonale prostego, o b c i ą ż o n e g o ściś le osiowo e = g = 8 — 
— 8 = O, a przeto C=D — O, oraz na mocy powyże j wypisanych rów­
n a ń A = M=0 i ostatecznie YJ = 0 . Tego rodzaju prę t wyboczeniu nie 
ulega. Istotne p rę ty nie są jednak zupe łn i e proste, na leży więc z b a d a ć , 
k iedy YJ — oo. Z r ó w n a n i a o d k s z t a ł c o n e j wyn ika , że w a r t o ś ć YJ = OO moż­
l iwa jest jeno wtedy, gdy C, D, A lub M s taną się n i e s k o ń c z e n i e wiel-
k iemi . -'Załóżmy, że C—oo lub D == <=©'„. W tem za łożeniu mamy A = 
=== O, c z y l i Sto (V i ul)^0 lub Sin (»/, » / )—»/ , « / 605 ( 1 / 2 nl) = O. P ie rw­
sze r ó w n a n i e daje najmniejszy pierwiastek l / 4 « / = = i c , drugie spo tka l i śmy 
W ustępie poprzednim. D a ono 1/2 nl = 1,403 z. Szukamy najmniejszej 
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war tośc i siły Q, niebezpiecznej ze względu na wyboczenie pręta, n a l e ż y 
przeto wziąć pod u w a g ę mniejszy z tych dwóch p i e rwias tków: l/s 
Istotnie dla niego D=oc, a przeto i A f = ó o , jak o tern ła two się p rze ­
k o n a ć , rozpa t ru j ąc p o w y ż e j wypisane cztery r ó w n a n i a warunkowe. Stąd 
b e z p o ś r e d n i o ri-P — OP : EJ— 4 tt8, siła przy które j nastąpi wyboczenie 
będzie więc r ó w n a O0 = 4 i : 2 Zs./ : / 2 . I ten wzór m o ż n a p r z e d s t a w i ć 
w postaci Q0 = %~ EJ '• E", rozpa t ru jąc miasto istotnej d ługośc i p rę t a / , 
d ługość s p r o w a d z o n ą L — l / 3 '> dwukrotnie mniejszą. 

§ 9. Wzory Euler ' a . Wszystkie te cztery wzory zawdz ięczamy 
Eulcr'oivi. Po łączy l i śmy je w jeden wzór (?0 = «t2 EJ : L1, w k tó rym Qa 

oznacza najmniejszą w a r t o ś ć siły, przy której nas tępuje wyboczenie pręta,, 
jednorodnie zbudowanego, s t a ł e g o przekroju. Wyboczen ia oczek iwać 
na leży w p łaszczyźn ie g ł ó w n e j prę ta odpowiada jące j najmniejszej jego 
sz tywnośc i EJ. Nadto we wzorze mamy d ługość s p r o w a d z o n ą prę ta Z . , 
różną od jego d ługośc i istotnej / . W wypadku pierwszym, dla p rę ta jed­
nostronnie opartego przegubowo, drugostronnie rolkowo L — l; dla p rę ­
ta jednostronnie osadzonego L — 2 f; dla prę ta jednostronnie osadzone­
go, drugostronnie prowadzonego ro lkowo L =- 0,7 / ; wreszcie dla pręta 
obustronnie osadzonego L == 0.5 / . Są to cztery wypadki zasadnicze wy­
boczenia, wszystkie inne, z łoźeńsze , m o ż e m y sprow : adzić do tych czte­
rech najprostszych. Częs to spotykane proste p rzyk łady najlepiej to uwy­
puklą. W e ź m y pod u w a g ę — 

§ 10. S ł u p w s p o r n i k o w y . Pręt osadzono u dołu , w g ó r n y m 
swobodnym przekroju obc iążono os iową siłą Q, c i snącą na pręt w kie­
runku jego ś redn ie j osi pod łużne j . Nadto jeden z p o ś r e d n i c h p rzek ro jów 
pręta zaopatrzono we wspornik, obc i ążony na końcu siłą P r ó w n o l e g ł ą 
do Q i czynną w tym samym kierunku. Pręt ma być jednorodnie zbudo­
wany. P o c z ą t e k s ta łych osi spó ł rzędnych obieramy we ś rodku B prze­

kroju osadczego, oś BI kierujemy ku g ó r z e , rów­
nolegle do średnie j osi pręta, oś Bt\ u k ł a d a m y 
w płaszczyźnie g łówne j p rę ta , o d p o w i a d a j ą c e j je­
go najmniejszej s z tywnośc i . Prowadzimy B'q na 
lewo, Bc. — ku pa t rzącemu. Wobec m i m o ś r o d k o -
wości obciążenia , p rę t wygnie się. Ś r o d e k skraj­
nego przekroju g ó r n e g o dą w rzucie na o b r a n ą 
p ł a szczyznę g łówną punkt A {L, / ) , a punkt przy­
łożenia siły osiowej Q — rzut N (L, eĄ-f), si ła 
bowiem (}, ujawnia zawsze p e w n ą zn ikomą mimo-
ś r o d k o w o ś ć p rzy łożen ia . Ś rodek przekroju, zao­
patrzonego we wspornik da w rzucie na tę samą 
p ł a szczyznę punkt C(lji) a punkt k o ń c o w y wspor­
nika, o b c i ą ż o n y siłą P da rzut K (/, g -f- h). G o ­
dzi się tu zaznaczyć , że e i g n a l e ż y zawsze roz-

Kys. 74 i 75. p a t r y w a ć po jednej stronie prę ta , ten układ bowiem 
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daje największe odksz ta łcen ia . Znamy istotny kierunek wspornika, nie 
wiemy jednak dok ładn ie , gdzie leży punkt p rzy łożen ia siły Q w przekro­
ju g ó r n y m , bo m i m o ś r p d k o w o ś ć tego obciążenia jest dzie łem wypadku 
— zachodz ić m o ż e we wszystkich kierunkach zupełnie jednakowo z tern 
samem p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m . Najlepiej przeto pos tawić zagadnienie w naj­
gorszych warunkach, wtedy bowiem momenty obu sił będą działały w tym 
samym kierunku obrotowym. W danym wypadku wspornik dziel i p łasz­
czyznę g ięc ia na dwie po łac ie zmiennośc i m o m e n t ó w . W górne j panuje 
moment Q (e 4 - f— TJ), w dolnej Q, (e - j - / — TJ) 4 - P (g-\-h — TJ). Zatem 
dla gó rne j połaci b ę d z i e m y miel i r ó w n a n i e g ięcia ri1 (TJ— e—f)—0, 
dla dolnej TJ" 4 - m2r\ = [ 0 ( « + f) 4 - P (g + i)) : EJ,, gdzie n2 = Q : 
: Ęfi, m2 = (Q 4" P) '• EJ2, z ak ładamy bowiem, że prę t posiada sztyw­
n o ś ć na jmnie jszą EJX w p o ł a c i g ó r n e j , ĘJi— w dolnej. Obie te sztyw­
nośc i są zresztą jednakowe dla wszystkich p r z e k r o j ó w o d n o ś n y c h połaci . 
Ca łkę pierwszego równan ia otrzymamy w postaci vj = e -]- fJ

r ASin nt 4 -
+ BCosnt, drugiego 'ql = [Q (e 4 - / ) 4 - P (g-\-h)] : (<24-P) -[-CSin mC4-
-f- DCos mt. Sta łe ca łkowan ia wyznaczymy ze skrajnych w a r u n k ó w ob­
ciążenia . P rzy t — L, dla g ó r n e g o przekroju mamy TJ = f, dla granicz­
nego przy t — l b ę d z i e m y miel i h — -q = -ia i TJ' =.ffA, odksz t a ł cona bo­
wiem p u n k t ó w p o d w ó j n y c h i osobl iwych mieć nie m o ż e . Wreszcie dla 
przekroju osadczego przy t — O otrzymamy TJ10 = O, -q'10 = 0, jak dla 
ostatnich trzech typowych w y p a d k ó w , rozpatrywanych p o w y ż e j . Stąd ma­
my kolejno + ASin uL 4 - BCos nL, h — e-\-f-\- ASin nl -f-
•\BCos nl, h = [Q(e + f) - j - P (g 4 - l,)] : ( Q 4 - P ) 4 - CSin ml+DCos ml, 
nACos nl.— nBSin nl == mCCos ml — rnDSin ml, \Q (e-\-f) 4 - P (g-\-h)] • 
: (Q 4 - P) 4 - D = O, » / C = 0 . Z p ią tego wzoru wyznaczymy [Q(e 4 -
~\-f)-\-P{g-\-h)\ : ( i J - | - 0 ) = i ? = — Di podstawiamy w trzeci, skąd 
CSin ml -\- D (Cos ml —• 1) = h. Po u w z g l ę d n i e n i u s z ó s t e g o równania , 
k tóre da C — 9 : m, otrzymamy D = (mh — SSin ml) : m (Cos ml—1). 
M a m y prawo tak czyn ić , pon i eważ Cos ml •=£• 1. Że tak jest istotnie, mo­
ż e m y się ł a t w o p r z e k o n a ć , wtedy bowiem b y ł o b y UII — 2K, otrzymali­
b y ś m y przeto warunek wyboczenia dla p rę ta obustronnie zamocowanego, 
/ d ł u g i e g o , a o b c i ą ż o n e g o siłą P-\-Q, co oczywiście nie zgadza się z isto­
tą rzeczy. Z r ó w n a n i a czwartego otrzymamy ACosnl—BSin nl=[®Cosml— 
—(mh—SSin ml)xSin ml : (Cos ml—1)| : n -mhSht ml : n (1—Cos ml) — 
— 9 : n, z drugiego znów ASin nl 4 - BCos nl — h — (e 4 r / ) . Te dwa 
r ó w n a n i a dają A — [mh Sm ml : n (1 — Cos ml) — 0 : u] Cos nl -[- (// — 
— e — f) Sin nl, B — — [mh Sin ml : n (1 — Cos ml) — 0 : n] Sin nl -f-
4 - (h — e — /) Cos nl. Po podstawieniu tych war tośc i w r ó w n a n i e pierw­
sze otrzymamy: [mh Sin ml : n (1- Cos ml) — 0 : m\ Sin n X 4 - (h — e — 
— /) Cos n X = — e, gdzie o z n a c z y l i ś m y L — l — X. Niech będz ie dalej 
P—rQ. P ią te r ó w n a n i e na nam e - j - / —. (mh --- 0 Sin ml) (1 4 - r ) : 
: m (1 — Cos ml) — r (g 4 - li). Z tych dwóch r ó w n a ń rugujemy e -{-./' 
i ostatecznie otrzymujemy h = [(0 : n) Sin nk — 0 (14 r) Sin ml Cos n\ : 
: m (1—Cos ml)—rg Cosiik-—e] : [{ni Sin ml Siu «X—n (14-r) Cos ml Cosiik) : 
: n (1 — Cos ml)]. Wyboczen iu pręta odpowiada war tość h = oo , a prze­
to warunek wyboczenia m o ż e m y w y p i s a ć w postaci mSin mlSin n'k — 
— « (1 4" r) Eos ml Cos nk — O. inaczej jeszcze tg ml tg nk — u (\~\-r) : 
: m. Równan ia tego w ogó l ne j postaci rozwiązać niepodobna, natomiast 
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w k a ż d y m szczegó lnym wypadku o t r z y m a ć m o ż n a war tośc i n=dtyQ: EJX, 
m = ; ]t\P 4 - Q) '• EJi, czyn iące mu z a d o ś ć . 

§ 11. S t ó j k a w s p o r n i k o w a . P rę t (Rys. 75) podparto u dołu 
przegubowo, u g ó r y ro lkowo i obc iążono siłą Q, cisnącą na g ó r n y prze­
krój podparty, a równo leg ł ą do ś redn ie j osi prę ta . Nadto jeden z po­
ś r edn i ch p rzekro jów prę ta p o ł ą c z o n o sztywnie ze wspornikiem, obc i ążo ­
nym na k o ń c u siłą P, r ówno leg ł ą do Q, c i snącą w dół. P rę t ma być 
jednorodnie zbudowany. P o c z ą t e k s ta łych osi s p ó ł r z ę d n y c h obieramy we 
ś rodku B dolnego przekroju, o ś Bi kierujemy do g ó r y , r ó w n o l e g ł e do 
ś redn ie j os i prę ta , o ś Bt\ u k ł a d a m y w p ła szczyźn ie g łówne j prę ta , odpo­
wiada jące j najmniejszej jego sz tywnośc i . P rowadz imy tę o ś na lewo, 
a B^ ku pa t r zącemu . Rzut ś r o d k a g ó r n e g o przekroju podpartego w płasz­
czyźnie g łówne j da punkt o s p ó ł r z ę d n y c h L, g. rzut punktu p rzy łożen ia 
siły Q b ę d z i e miał w s p ó ł r z ę d n e L, e-\-g. Ś r o d e k wspornikowego prze­
kroju wyznaczy w rzucie punkt o spó ł r zędnych /, //, wreszcie koniec 
wspornika da w rzucie punkt o s p ó ł r z ę d n y c h / , w 4 - li. I tu również mi -
m o ś r o d k o w o ś ć obc iążen ia g ó r n e g o , jako też zboczenie g obieramy po 
stronie w, aby o t r z y m a ć najgorsze warunki obc i ążen i a . Niema w tem 
założeniu żadne j sprzecznośc i z is totą rzeczy, e bowiem i g są z u p e ł n i e 
przypadkowe, m o ż e m y im przyp i sać dowolny kierunek. Nazwi jmy g ó r n y 
u d p ó r poprzeczny przez A ' . Równan ie m o m e n t ó w , wypisane dla punktu 
B da Q (e 4 - g) + P (w 4 - h) 4 - XL = O, skąd X= — [Q(e + g) + 
4 - P (z0 4 - h)\ : L. P rzekró j wspornikowy dzie l i p ł a s z c z y z n ę g ięc ia na 
dwie po łac i : g ó r n ą o sz tywnośc i EJX i dolną o stałej s z tywnośc i EJ?. 
Dla g ó r n e j mamy r ó w n a n i e g ięc ia EJj\" = Q (e 4 - g — rj) -f- X (L — C), 
dla dolnej EJrf' = Q(c 4 - g — TJ) + P (w 4 - /; — rj) 4 - X (L — C). Za ­
łóżmy n2 = Q : EJX, m2 = {P~\-Q) '• EJ2, a otrzymamy ca łkę pierw­
szego r ó w n a n i a TJ = e 4 - g 4 - ASiń nt + BCos ni 4 - X (L — i) : Q. dru­
giego TJ, == CSin mi - j - DCos mi — Xi : (P 4 - Q). D l a i = L mamy tu 
•ii = g, dla przekroju wspornikowego przy i = l b ę d z i e m y mie l i •q = r]l= 
= h, ł]'==Tj'ii wreszcie dla dolnego podpartego przekroju n. = O przy 
— = O. Stad: AStn nL 4 - BCos nL = — e, ASin nl 4 - BCos nl 4 - e -\-
-!-£• + XX: Q = h, CSin ml 4 - DCosml — Xl : (P-\-Q)=h, nACosnl-
— nBSin nl — X:Q = mCCos ml — ntDSin ml — X : (PĄ- Q), D = 0. 
Z r ó w n a n i a trzeciego mamy C = (h 4 - i) : Sin ml, gdzie o z n a c z y l i ś m y 
przez / = Xl : (P -\- Q). I tutaj r ó w n i e ż Sin ml =^= O, w przec iwnym bo­
wiem razie m i e l i b y ś m y ml=x, skąd P-\-Q = x2EJ2 : l2, jak dla prę ta 
o d ł u g o ś c i l, o b c i ą ż o n e g o s i łami P 4 - Q w wypadku p ierwszym wybo-
czenia, co niewątpl iwie stoi w sp rzecznośc i z za łożen i em. P o podstawie­
niu C i D = O w r ó w n a n i e czwarte, o t rzymamy: ACosnl—BSinnl = 
= (m : 11) (h + t) ctg ml-{-X : nQ — X : n (P - f Q) = (m : ii) (h 4 -
4- 0 c/.,' ml Ą- s, gdzie s== P A " : nQ(P-\~ Q). Nadto z drugiego r ó w n a ­
nia mamy:- ASin nl - j - BCos nl — h — e — g — u, gdzie u = XX : Q. Te 
dwa r ó w n a n i a dają A = (tn : n) (h 4 - /) ctg ml Cos nl 4 - sCos nl 4 - (//. -
— f — g —• ti) Sin nl, B = — (w : « ) (It - | - /*) c/i, r S / « « / — SS/M « / 4 -
4 - {li — e — g — u) Cos nl. P o podstawieniu tych war tośc i w r ó w n a n i e 
pierwsze, otrzymamy: [(m : «) (h-\-ł) ctg ml 4 - s] SinnX-\-(h—e—g — 
— «) Cos nX = — c. Z kolei wyznaczymy w a r t o ś c i t = — [e 4 - g 4 - r (w-j-
44 h)\ l i\\H- r) L , .s = - r \e -\-g + r {w 4-//)] : n (1 + r) L, u = -
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— [« + g -\- r (w 4- A)] X : L. Po podstawieniu tych war tośc i otrzyma­
m y z ostatniego równan ia n i ewiadomą h w postaci //=[(6'4^§--)-rK>) (ml\ 
X c/g- w / - j - r) sin «X : « (1 -f- r) L - j - («/ '4- ^ / — rzt>X) Cos nk : L — e] : 
: {[m (L + rX) cig ml — r-) Sin nX : nt (1 - f r) 4- ( L - f rX) Cos «X : Z} . 
P rzy wyboczeniu p rę t a h = oo, a przeto musi b y ć r ó w n y reru mianow­
nik tylko co otrzymanego wzoru. S t ąd otrzymujemy ostateczny warunek 
wyboczenia w postaci m cłg nil - j - n (1 -\- r) ctg tik = r a : (Z, -f- r\). Jest 
tu w z ó r Jasińskiego. Wzór, wyprowadzony w us tęp ie poprzedza jącym, 
0 i le wiem, nie był znany dotychczas. O b a te wzory mają j e d n ą w a d ę 
— są bardzo niewygodne w rachunku. Stosują się również w wypadku 
•e. s k o ń c z o n e g o . Ł a t w o to u d o w o d n i ć , zważywszy , że wie lkość e nie gra 
żadnej roli przy wyznaczaniu war tośc i krytycznej mianownika. Stanowi 
to p o n i e k ą d is totę powyższych w y w o d ó w , mi lcząco bowiem rozpatrywa­
l iśmy wszystkie powyżej podane wypadki wyboczenia proste i z łożone , 
jako graniczne wypadki obc iążeń m i m o ś r o d k o w y c h . 

§ 12 . Zakres s t o s o w a l n o ś c i w z o r ó w Eulera. W rozdziale dru­
g i m z a z n a c z y l i ś m y wyraźn ie , źe wzory g i ęc i a m o g ą być stosowane jedy­
nie w tym wypadku, gdy ma stałą w a r t o ś ć dla c a ł e g o obszaru naprę ­
żeń g n ą c y c h . Zatem naprężen ia g n ą c e nie powinny przekraczać granicy 
p r o p o r c j o n a l n o ś c i K^U^KJJ. T o samo zas t r zeżen ie dotyczy również 
1 w z o r ó w Eulera, jako wysnutych ze zwykłych w z o r ó w gięcia. Zwęża ono 
zakres ich s t o sowa lnośc i , czyn iąc koniecznem ustalenie pewnych dodatko­
wych w a r u n k ó w , przez d ług i czas zupełnie zapoznawanych. Warunki te 
jednak nie mogą b y ć ustalone b e z p o ś r e d n i o , bo wzory na wyboczenie 
nie zawierają n a p r ę ż e ń . S tanowią zatem pewien rodzaj zabezpieczenia 
przeciwko wyboczeniu, wskazując siłę odkształcającą, k tó ra może wywo­
łać zjawisko zasadniczo r ó ż n e od zwykłych odksz ta ł ceń , pochodzących 
o d sił c i snących . Wyboczenie w istocie swej nie różni się od gięcia mi­
m o ś r o d k o w e g o . Jest jego wypadkiem granicznym. Wobec pierwotnej 
k rzywizny p rę t a ś c i s k a n e g o w przekrojach panują siły osiowe 5 i mo­
menty g n ą c e M, z r e sz t ą nader nieznaczne dla p r ę t ó w sumiennie wypro­
stowanych. To obc iążen ie daje n a p r ę ż e n i a g n ą c e o = — My.% : Jy 4-
+ Mxy : Jx S : F, skrajne war tośc i n a p r ę ż e ń a wyrokują o bezpie­
c z e ń s t w i e prę ta . Zatem warunkiem istotnym s to sowa lnośc i w z o r ó w Eule-
r'a musi b y ć a m a x < Kfj. Niestety, nie m o ż e m y k o r z y s t a ć z tej n ie rów­
ności , nie znamy bowiem s t rza łk i rozpatrywanego przekroju, nie umiemy 
więc wyznaczyć wartości momentu g n ą c e g o w s p o s ó b wys ta rcza jąco ści­
sły. Nie znamy skrajnych naprężeń przekroju, jeno ich w a r t o ś ć ś redn ią 
a„ ~ 5 : F. Wiemy natomiast, że moment g n ą c y ma war tość znikomą 
dla p r ę t ó w sumiennie wyprostowanych, m o ż e m y przeto za łożyć , że skraj­
ne n a p r ę ż e n i a przekroju nie wiele się różnią od o 0 . To za łożen ie ma 
wszelkie cechy p r a w d o p o d o b i e ń s t w a przy ma łych w y g i ę c i a c h poszcze­
g ó l n y c h płytek. W tym wypadku nap rężen ie ś r edn ie a 0 stanowi przybli-
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Joną mia rę n a p r ę ż e ń przekroju. Zatem n i e r ó w n o ś ć a 0 < KJJ stanowi wa­
runek s to sowa lnośc i w z o r ó w Euler a. Stąd wnioskujemy, że siła Q0 w y ­
znaczona z tych w z o r ó w istotnie m o ż e s p o w o d o w a ć wyboczenie, o i le 
o0 = Qn : F ' R K H . Ten czysto teoretyczny wniosek, zupełnie zresztą 
oczywisty, długi czas leżał o d ł o g i e m i wzory Eulera były stosowane 
nieodpowiednio, dawały w y n i k i fa łszywe. Nie d o s y ć na tern. Zwykły 
wzór śc iskania wymaga, aby n a p r ę ż e n i a c i snące b y ł y mniejsze od kc 

skrajnego dopuszczalnego nap rężen i a c i s n ą c e g o , a przeto pręty obciążone 
siłami osiowemi cisnącemi winny być liczone na wyboczenie według wzorów 
Euler'a i na ściskanie według zwykłego wzoru. Bogaty dorobek doświad­
czalny stwierdza to prawo w całej r ozc i ąg ło śc i . 

Tetmajer nieco inaczej rozwiązuje zagadnienie, c z y n i ą c we wzorze 
o g ó l n y m Eulera J — Fi-, gdzie i oznacza r a m i ę bezwładnośc i najmniej­
sze s t a ł e g o przekroju pręta jednorodnie zbudowanego. Stąd Q0=r.-EFii : 
: Ł2. Nazwijmy i loraz *Q0 : F wytrzymałością na wyboczenie. Kpy. Bę­
dzie to niewątpl iwie średnie naprężenie pręta niebezpieczne, grozi bowiem 
wyboczeniem. Z warunku powyże j ustalonego wyp ływa , że Kiy — %2E(i : 
: Ł)~ < Kfj. W tym jedynie wypadku na leży o c z e k i w a ć wybaczania sprę­
żystego, mamy więc prawo korzys t ać ze w z o r ó w Euler'a dla wyznaczenia 

Q0. Skoro więc L : i>T.]/E: KJJ, siła Qa — r^EJ : L3 daje wybo­
czenie sprężys te . P o odciążeniu prę t powraca do stanu pierwotnego. Z n i ­
ka wsze lk i ś lad wyboczenia. Inaczej jednak rzecz się ma, gdy K w>KJ.J 
to jest gdy L : i <.icf E : KJJ , gdy nap rężen i a p rzekracza ją g ran icę 
p roporc jona lnośc i . W tym wypadku s t o s o w a ć w z o r ó w Euler a nie należy. 
Wyboczenie ma charakter mniej lub więcej t rwały — po odc iążen iu prę t 
pozostaje wyg ię ty . Liczne doświadczen i a Tetmajer a s twierdzają wywo­
dy p o w y ż s z e . Skrajna war tość L : i = «]/ E : Kjn stanowi zatem gra­
nicę s t o sowa lnośc i w z o r ó w Euler'a. Z tego wzoru m o ż n a z nie jaką do­
kładnośc ią wy l i czyć L : i. Dla żelaza zlewnego £ = 2150000 kg/cm'-', 
Ku — 1800 k g / c m 2 , zatem L : i = 108. Skoro więc L : i^ 108, może ­
my korzys t ać ze w z o r ó w Euler a. M i m o to jednak wobec niepewnej war­
tośc i E„ i Kfjg , k tó r e właściwie p o w i n n i ś m y byl i b rać tutaj pod u w a g ę , 
lepiej jest war tość g ran iczną L : i wyznaczać doświadcza ln ie . W e d ł u g 
Tetmajera wynosi ona IOO dla drzewa iglastego, So dla żeliwa, 112 dla 
żelaza zgrzewnego, IOJ dla żela.-a zlewnego, co dla stali zlewnej. Pew­
niejsze w y n i k i podaje Jasiński: dla żelaza zgrzewnego 114,1 i dla żelaza 
zlewnego i stali zlewnej 110,1. Z war tośc i p o w y ż s z y c h ł a t w o m o ż e m y 
w y z n a c z y ć najmniejszą d ł u g o ś ć L0 p rę ta o danym przekroju, zachowują­
cego się w e d ł u g w z o r ó w Euler'a przy wyboczeniu. D la mniejszych dłu­
gości wzory te dają wyn ik i nieścis łe , a nawet wprost fa łszywe, o ile nie 
w e ź m i e m y pod u w a g ę dodatkowego wzoru na śc i skan ie . Tą n i e d o k ł a d -
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n o ś ć wzorów Euler'a starano się u s u n ą ć oddawna, budując wzory do­
świadcza lne . Najwięcej miał powodzenia stary 

§ 15. W z ó r N a v i e r - S c h w a r z - R a n k i n e ' a . Stanowi on sztuczne 
połączen ie wzoru Eulera ze zwyk łym wzorem śc i skan ia . Oznaczmy przez 
Q si łę c i snącą osiową, przez F przekrój s ta ły prę ta , a otrzymamy w z ó r 
Q = Fk, gdzie k = kc : [1 -J- m (l : ?)2]. D o t y c z y on prę tów, rozpatry­
wanych w pierwszym wypadku wyboczenia, a więc obustronnie podpar­
tych. Uzasadnienie tego wzoru jest bardzo proste, im bowiem d ł u g o ś ć 
prę ta / jest mniejsza, tem chyżej maleje wyraz drugi nawiasu, tem bar­
dziej zb l i żamy się do idealnego wypadku śc i skan ia , przy 1=0, kiedy 
k = kc. Natomiast im / jest większe , im głębiej wkraczamy w dziedzinę 
możl iwośc i wyboczenia, tem większą war tość wobec j ednośc i ujawnia 
wyraz, zawie ra j ący spó lczynn ik d o ś w i a d c z a l n y m. Przy / dostatecznie 
wielkiem m o ż e m y p o m i n ą ć j e d y n k ę , a otrzymamy Q — kcFr : ml2, wzór 
o postaci wzoru £ « / c r ' o w s k i e g o . Całe to teoretyczne pod łoże jest jed­
nak nieco chwiejne i , jak dowiod ły d o ś w i a d c z e n i a Bach'a, nawet zgoła 
b łędne , nie m o ż n a bowiem doświadcza ln i e w y z n a c z y ć stałej war tośc i dla 
m. Zazwyczaj b iorą m =•• 0,00016 dla żelaza lanego, 0,00008 dla żelazn 
zgrzewnego, 0,00004 dla stali miękkiej, 0,00006 dla stali twardej i 0,000IJ 
dla drzezua iglastego. Obecnie wzór p o w y ż s z y utracił już swą w a r t o ś ć , 
u t r zymał się jedynie szczą tkowo w n iek tó rych naszych fabrykach, dzięki 
zadawnionym nawyknieniom. Zresztą , Bach zaleca nawet jego stosowa­
nie w s z c z e g ó l n y m wypadku, kiedy nap ła sk prostopadle do osi średniej 
prę ta obc ię te k o ń c e obustronnie dotykają c i snących powierzchni. 

Dalszy pos t ęp w tym samym kierunku s tanowią: 

§ 14. W z o r y T e t m a j e r a i J a s i ń s k i e g o , wysnute czysto do­
świadcza ln i e z dużej ilości spos t rzeżeń w ogó lne j postaci Kjy=A-\~ 
4 - BL : i-\-CIJ : i- k g / c m 2 . W tym wzorze L oznacza d ługość p rę ta 
s p r o w a d z o n ą . Tetmajer podaje dla: 1° drzeiva iglastego, sosnowego, jo­
d ł o w e g o i ś w i e r k o w e g o / v w = 2 9 3 — 1,94 L1 : i- k g / c m 2 , gdy , 100 
>L : i> 1 , 8 , - 2 ° żeliwa Kw=7760 — 120 L : / 4 - 0,53 I2 : P kg/cm-, 
gdy 80 . - L : i > 5, —3° żelaza zgrzewnego K w = 3030 — 12,9 L : i 
kg /cm 2 , gdy 112 > L : / > 1 0 , - 4 ° żelaza zlewnego A V = 3 1 0 0 - 1 1 , 4 L : 
: i kg/cm'-, gdy 105 > Ł :.**> 1 0 , - 5 ° stali zlewnej Kw=-3350 — 6,4 L ; 
: i k g / c m 2 , gdy 90 L : i > 10. Powyże j skrajnych lewych wartości 
L : i na leży s t o s o w a ć wzory Eulera, poniżej skrajnych prawych — l i ­
czyć prę ty , jako -ściskane. Wzory p o w y ż s z e wypełniają lukę pomiędzy 
tymi dwoma sposobami liczenia. W a d ę ich stanowi brak teoretycznego 
umotywowania, to też w ostatnich czasach podnoszą się przeciwko nim 
nader ostre zarzuty, do tyczące n i e d o k ł a d n o ś c i doświadczeń , z których 



— 140 — 

wysnuto owe wzory. Zwykły to zresztą los wszelkich wzorów doświad­
czalnych. Starzeją s ię . Nowe doświadczen i a doskonalsze zadają kłam 
w a r t o ś c i o m w s p ó ł c z y n n i k ó w . 

T ą samą d r o g ą poszed ł Jasiński; op iera jąc się na doświadczen i ach 
Bauschingera, Considerc'a i Tetmajer'a* ustalił nieco inne wzory dla 
1° żelaza zgrzewnego Kpy= 3390 ,7— 16,48 L : i kg /cm* z warunkiem 
s t o s o w a l n o ś c i 114,7 > L : i > 73, 2° żelaza zlewnego i stal i • miękkiej 
K w = 3387 — 14,83 L : i k g / c m 2 z warunkiem 110,1 > L : * > 58. W i ­
dzimy tu d o ś ć p o w a ż n e r o z b i e ż n o ś c i , rzucające c ień na w i a r o g o d n o ś ć 
p o w y ż s z y c h w z o r ó w , to też w ostatnich czasach wzory Tetmajera są co­
raz rzadziej u ż y w a n e , zwłaszcza ze w z g l ę d u na t r u d n o ś ć użycia . W z o r y 
Jasińskiego są pewniejsze, jako zbudowane na większe j l iczbie danych 
d o ś w i a d c z a l n y c h . 

§ 15. D o p u s z c z a l n e n a p r ę ż e n i a p r ę t ó w ś c i s k a n y c h . Istotne 
nap rężen ia ś r edn i e p rę tów śc i skanych muszą b y ć n iewątp l iwie mniejsze 
od Kpy, przy k tó rem nas t ępu je wyboczenie. Dopuszczalne naprężenie 
kpy—Kpy : jpp-, gdzie jpy oznacza stopień pewności na wyboczenie. D la 
żelaza zgrzewnego lub zlewnego oraz dla stali zlewnej w budowlach nie­
wyszukanych, dla b e l k o w a ń że laznych, w i ą z a r ó w i s łupów, bierzemy zwy­
k l e 4 , w budowlach większej w a g i y ' ^ = 5 . Dla s ł u p ó w że l iwnych , 
odlewanych p ionowo jpy—8. D l a s ł u p ó w drewnianych jpy — ''O. W wy­
padku obc iążen ia c i s n ą c e g o powtarzanego, dla p rę tów s i ln ików i pomp 
bierzemy zazwyczaj jpy— 8-r- 11, w wypadku obc iążen ia wahliwego 
jpy—16^-25. P o m n ó ż m y przez s ta ły p rzekró j prę ta tylko co wypisane 
równan ie , a otrzymamy: Q — Fkpi/~FKpy:jpy—Qa:jiy. Dopusz­
czalna siła, c i snąca istotnie na prę t osiowo, winna być jpy razy mniejsza 
od si ły, dającej wyboczenie prę ta . Zazwyczaj si ła Q stanowi d a n ą obcią­
żenia , w e d ł u g niej należy l iczyć pręt . Przedewszystkiem na leży ustalić 
rodzaj obc iążen ia c i s n ą c e g o , okreś l ić , k tó ry wypadek wyboczenia najle­
piej odpowiada istotnym warunkom pracy p rę ta . W ten s p o s ó b z łatwor 
ścią wyznaczymy s p r o w a d z o n ą d ł u g o ś ć prę ta L. Zaleca się tu o s t r o ż n o ś ć 
— nie na leży p rzecen iać rodzaju pracy p rę ta , a zwłaszcza nie należy 
zbytnio ufać sz tywnośc i o s a d z e ń , to też zazwyczaj bierzemy jeno pod 
u w a g ę pierwsze dwa wypadki obciążenia . Trzec i i czwarty są nader tru­
dne do urzeczywistnienia,* a więc niepewne. P o ustaleniu L obieramy 
o d p o w i e d n i ą w a r t o ś ć jpy i stosujemy w z ó r Eulera d la si ły Q0 — jpyQ, 
Jpy — krotnie większej od danej W ten s p o s ó b otrzymamy p e w n o ś ć jpy 
na wyboczenie, w z ó r Euler a da najmniejszy moment b e z w ł a d n o ś c i / 
s t a ł e g o przekroju p rę t a poprzecznego, a w e d ł u g tego momentu i sam 
p rz e k ró j w ła śc iwy . N a s t ę p n i e stosujemy w z ó r Q = Fkc, z k t ó r e g o wy­
znaczamy przekró j prę ta poprzeczny. W o g ó l n y m wypadku oba sposoby 
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l iczenia dają r ó ż n e war tośc i dla F, na l eży o b r a ć większą i dla niej wy­
znaczyć i = y J : F oraz L : i. Gdy się okaże , iż L : i przekracza gra­
nicę s t o sowa lnośc i wzoru Eulera, trzeba rozpocząć rachunek na nowo, 
korzys ta jąc ze w z o r ó w Jasińskiego, lub Tetmajer'a. Poniże j podane przy­
k łady najlepiej to uwypuklą . 

W ostatnich czasach Huber, a zwłaszcza Kdrman podali inne spo­
soby rachunku. 

§ 1 6 . W ł a ś c i w a p o s t a ć p r z e k r o j u . We wszystkich wzorach po­
w y ż s z y c h / oznacza najmniejszą w a r t o ś ć momentu b e z w ł a d n o ś c i przekro­
ju , zatem jedynie p rzekró j obo j ę tny pracuje na wyboczenie jednakowo 
we wszystkich kierunkach. Stąd prosty wniosek, że p rzekró j tego rodza­
ju stanowi na joszczędnie j szą pos t ać przekroju pręta . Z tego względu 
s ł u p o m drewnianym nadajemy zazwyczaj p rzekró j kwadratowy, żeliwnym 
p ie r śc ien iowy, jako najwygodniejszy w odlewie. P rę ty że lazne lub stalo­
we budujemy o przekroju k o ł o w y m pe łnym, albo też stosujemy przekroje 
z łożone obo ję tne . Dawniej u ż y w a n o p r z e w a ż n i e przekroju, z łożonego 
z czterech s ł u p o w n i k ó w (I Rys . 29), okaza ło się to jednak niepraktyczne 
wobec n i e p o d o b i e ń s t w a zabezpieczenia prę ta od rdzewienia wewnąt rz . 
Obecnie u ż y w a n e są zazwyczaj przekroje: dwuceownikowe (I Rys . 21, 
22, 23), c z t e r o k ą t o w n i k o w e (1 Rys . 25) lub blachownice. 

§ 17. P r z y k ł a d y i ć w i c z e n i a : 1° Duniźeownik, ustawiony ś rod-
nikiem pionowo zamocowano jednostronnie w B, drugostronnie sztywnie 
p o ł ą c z o n o ze wspornikiem AC i o b c i ą ż o n o w C siłą poz iomą P = 2000 
kg . D ł u g o ś ć prę ta / = 4 m, wspornika X = 12 cm. Jak zwykle począ­
tek s ta łych osi spó ł r zędnych umieszczamy we ś rod ­
ku przekroju zamocowanego, oś BZ kierujemy po 
osi pierwotnej pręta , Bf\ w dół , B£, ku p a t r z ą c e 
mu. P o odksz ta ł cen iu skrajny p r z e k r ó j A obn iży 
się dając s t rza łkę AA'=f. S p r o w a d ź m y do ś rod­
ka przekroju O (i, YJ) siłę P, w za łożeniu , że po­
chylenie wspornika jest nieznaczne i że siła P nie 
zmienia swego kierunku dzia łania przy odksz ta ł - Rys- 7 6 -
ceniu (Rys. 76). P o sprowadzeniu otrzymamy w O 
siłę o s iową P i moment g n ą c y P (X — / - f - YJ), a przeto dla p rę ta o prze­
kroju s ta łym Efif' = P (X — / + *])- Całka tego r ó w n a n i a TJ = / — X - i -
-f- ASin h «C -f- BCos h «C zawiera dwie s tałe ca łkowan ia , należy je wy­
z n a c z y ć . Przy C — / marny TJ = ft przy C = o mamy TJ = TJ' S= O. Stąd 
ASin li nl -f- BCos hnl — X , f — X -f- B •=• o, nA = o, co daje B = 
= X : Cos h nl, f — X (1 — 1 : Cos h nl) i ostatecznie TJ — X (Cos h «C — 
— 1) : Cos h nl, TJ' = nkSinhnZ : Cos h nl. Wyznaczmy s t rza łkę k o ń c o ­
wą pręta i pochylenie skrajnej stycznej jego odksz t a ł cone j . W tym celu 
o k r e ś l a m y przedewszystkiem właśc iwe wymiary przekroju poprzecznego 
p rę ta , w za łożeniu że laza zgrzewnego, jako tworzywa. W wypadku ob­
ciążenia t r w a ł e g o mamy kg = 900 kg/cm'-' dla tego tworzywa. . Skrajna 
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w a r t o ś ć momentu == P \ gdy "ą= f, a więc dla-przekroju k o ń c o w e g o A. 
W a g ę własną pręta i wspornika pomijamy, jako zgoia n ieznaczną. W prze­
kroju A panuje zatem nap rężen i e skrajne aff = P\ ; Wx-\-P : F— 
= 900 k g / c m 2 = 2000 X 12 : Wx + 2000 : F. Po ki lku p róbach prze­
konamy się, że p r z e k r ó j dwuteownika M 10 czyni z a d o ś ć temu r ó w n a ­
niu, mamy bowiem Wx — 34,1 cm", F— 10,6 cm'-. Istotnie wtedy oą == 
— 2000 X 12 : 34,1 - f 2000 : 10,6 = 892 k g / c m 2 . Metr bieżący tego pro-
i i lu w a ż y 8,33 k g , m o ż e m y zatem śmia ło p o m i n ą ć w a g ę własną ustroju. 
Po ustaleniu prze.Kroju pręta wyznaczamy n2 =-- P : EJX . D l a dwuteow­
nika No 10 mamy z tablic Jx — 170 cm 4 , dla żelaza zgrzewnego E — 
= 2000000 k g / c m 2 , skąd « *= 1 : 412,31 oraz nl = 400 : 412,31 = 0 , 9 7 0 . 
Z kole i mamy Cos hnl == 1,5085, Sin h nl —- 1,1294, a przeto ostatecznie 
/ = = 12 (1 — 1 : 1,5085) Ą 4,04 cm, O . J 12X1,1294 : (412,31X1,5085)= 
= 0,02179 1°>25. Istotnie więc wygięc ie jest bardzo ma łe . 

2° Stójka obustronnie podparta, ulega jarzmu sił osiowych cisną­
cych, jak w wypadku pierwszym wyboczenia . Jej s tały p r z e k r ó j ko łowy 
iii?, ś r e d n i c ę d cm stałą dla całej d ługośc i L cm prę ta . Zatem i = d 4. 
Gran iczną d ł u g o ś ć dla żelaza zlewnego otrzymamy, pisząc Z 0 —110,1 
•y_ 27,5 d cm. Dłuższe prę ty zachowują się przy wyboczeniu w e d ł u g 
wzoru Eulera, k ró t sze w e d ł u g wzoru Jasińskiego. D l a pierwszych Q.0=-
= K W F = r2EJ : L-, dla drugich Q* = K W F = [3387 — 14,83 L : i]F 
kg , gdzie F= xd2 ; 4 c m 2 . 

G d y dany jest p rzekró j F i d ł u g o ś ć prę ta L, m o ż e m y w y z n a c z y ć 
z tych w z o r ó w siłę Q 0 , powodującą wyboczenie . Na jprośc ie j m o ż e m y 
to usku teczn ić za p o m o c ą tablicy, dającej Kpf/ k g / c m 2 dla różnych two­
rzyw i r ó ż n y c h s t o s u n k ó w L : i. Począ tkowe jej ko lumny pod znakiem 
\L> zawierają szereg w a r t o ś c i L : i, kolumny n a s t ę p n e dają o d n o ś n e war­
tości Kiy k g / c m 2 dla żelaza zlewnego i stali zlewnej (Ż. S.), dla żelaza 
zgrzewnego (Ż. Z. ) , żeliwa (Ż. L.) i drzewa iglastego (D. 1.). D l a żel iwa 
i drzewa brano pod u w a g ę wzory Tetmajera, dla tworzyw pozos t a łych 
—- Jasińskiego, jako pewniejsze. 

ź . s . ż. z. Z. L. D.I. 
5 3313 3308 7173 283 

10 3239 3246 6613 274 
15 3165 3144 6079 261 
20 3090 3061 5572 254 
25 3016 2979 5091 244 
30 29-12 2895 4637 235 
35 2868 2814 4209 225 
40 2794 2732 3808 216 
45 2720 26!<> 3433 206 
50 2615 2567 3085 196 
55 2571 248-1 2763 186 
GO 2497 2402 2i68 177 
65 2423 2319 2199 167 
70 2349 2237 1957 157 
75 2275 2155 1741 147 
80 2201 2072 ! r.5:: 138 
•S5 2126 1990 1366 128 

Ź.S. Ż.Z. Z. L. D.I. 

Ż . S . 2.7.. Z. L. D.I . 
90 2052 1907 1218 118 
95 1978 1825 1094 109 

!00 1904 1743 987 99 
105 1830 1660 895 90 
110 1756 1578 816 82 
115 1609 1493 746 75 
120 1478 1371 686 69 
125 1362 1263 632 63 
130 1259 1168 584 58 
135 1168 1083 542 54 
140 1086 1007 504 50 
145 1012 939 470 -17 
150 946 877 439 44 
155 886 822 411 41 
160 831 771 386 38 
165 7,s2 725 363 36 
170 736 683 342 34 

Ni Z. S. Ż. Z. Z. L. D.I. 

Z. s. Z. Z. Z. L. D . I 

175 695 645 322 32 
180 657 609 304 30 
185 622 577 288 29 
190 589 547 273 27 
195 560 519 260 26 
200 532 493 247 25 
205 507 469 235 23,5 
210 483 447 224 22,5 
215 460 426 214 21 
220 440 407 201 20 
225 420 369 195 19,5 
230 402 372 187 19 
235 385 356 179 18 
240 369 341 171 17 
245 355 329 165 16,5 
250 340 307 158 16 

Ns Ż.S. Z. Z. Ż. L. D. 1. 



— 143 — 

Za łóżmy , dajmy na to, rf=S cm oraz L = 50, 100, 150, 200, 250, 
300, 350, 400, 450 i 500 cm. Zatem F — 50 cm-, i s= d : 4, L : i = 
| = */, Z , o d n o ś n e przeto war tośc i A ' / / ==? 3016, 2645, 2275, 1904, 1362, 
946, 695, 532, 420 i 340 otrzymamy z tablicy. Stąd b e z p o ś r e d n i o Q0 == 
*= 150800, 132250, 113750, 95200, 68100, 47300, 34750, 26600, 21000, 
17000 k g . Zestawmy wyniki otrzymane w postaci wykresu. Na osi od­
c i ę tych o d ł ó ż m y war to śc i N — L : i, a prostopadle do nich o d n o ś n e 
war tośc i Q 0 . P o c z ą t k o w o linja wykresu będz ie b ieg ła po prostej aż do 
granicznej war tośc i A 0 : i. W y m a g a tego wzor Jasińskiego, l injowy 
względem L : i. Dalej otrzymamy krzywą drugiego stopnia, odpowia­
d a j ą c ą dziedzinie s to sowa lnośc i wzoru Eulcr'a. W ten s p o s ó b za pomo­
cą w z o r ó w lub powyższe j tablicy m o ż e m y zawsze w y z n a c z y ć siłę QD, 
g r o ż ą c ą wyboczeniem. B ę d z i e m y mogl i przeto wyznaczyć obc iążenie do­
puszczalne p rę ta Q = Q0 • Jw> z a łożywszy o d n o ś n ą wa r to ść jpy. 

Inaczej rzecz s ię ma, gdy dano / cm, p i e rwo tną d ł u g o ś ć pręta , oraz 
Q k g jego obciążenie istotne. Szukamy ś r e d n i c y stójki . W tym celu 
na l eży przedewszystkiem u w z g l ę d n i ć wzór z w y k ł e g o śc iskania . Za łóżmy 
Q = 20000 k g == 20 t, oraz kolejno L — 50, 100, 150, 200 i 250 cm. . 
D l a że laza zlewnego E =? 2150000 kg/cm- kc = 900 -:- 1200 k g / c m 2 2? 

1000 k g / c m 2 , zatem nieza leżnie zupe łn ie od d ługośc i b ę d z i e m y miel : 
Fa = Q : kc — 20 c m 2 . Stąd d0 ^ 5 cm. Z kole i n a l e ż y uwzględnić 
w z ó r Eulera dla powyże j wymienionych d ługośc i p rę ta . W założeniu 
czterokrotnej p e w n o ś c i mamy Q0 = jpyQ = 80000 = iflEJ : A 2 . Stąd 
otrzymamy odpowiednio / = 9, 37, 83, 148, 231, oraz d = 3,7 — 5,3 — 
— 6,4 — 7,4 — 8,3. P ierwsza w a r t o ś ć dla p rę ta p ó ł m e t r o w e g o , jako mniej­
sza od d0—5 cm powinna być odrzucona. Ostatecznie więc po uwzg lęd ­
nieniu w z o r ó w śc i skan i a i wyboczenia AW/cr 'owsk ich ot rzymamy ś redn i ­
ce d = 5,0 — '5,3 — 6,4 — 7,4 — 8,3 cm przy A = 50 — 100 — 150 — 
— 200 — 250 cm. O d n o ś n e war tośc i A : i = 4 A : d = 40 — 75 — 
— 94 — 108 — 120 Stąd wnioskujemy, że cztery pierwsze wypadki wy­
maga j ą raczej rachunku w e d ł u g wzoru Jasińskiego — ostatni jest policzo­
ny bez zarzutu. Zaczni jmy od pierwszego, gdzie A = 50 cm. W e ź m y 
na chybi trafi A : t = 30. D l a tej war tośc i F = 80000 : Kpy = 80000": 
: 2942 = 27,2 c m 2 , s tąd d== 5,9 cm, * = 5,9 : 4 = 1,445 cm i ostatecznie 
L : i = 50 : 1,475 — 34 30. Wobec tej s p r z e c z n o ś c i za łóżmy A : / -
= 40, a o t rzymamy kolejno F — 80000 : 2794 == 28,6 c m 2 , d = 6,05, 
• = 1,51 cm, A : i = 50 : 1,51 = 33 & 40. Na leży przeto wziąć L : * £ f 
2 ° 35, a wtedy F = 80000 : 2868 = 27,9 cm-, d = 6,0 cm, i = 1,5 cm, 
A : i — 50 : 1,5 = 33,3. T a war tość zbliża s ię do za łożone j w sposób 
zupe łn ie wys ta rcza jący . Tak samo, po k i l k u p r ó b a c h otrzymamy dla 
nas t ępne j d ługośc i A '— 100 cm, A : i = 60, A = 80000 : 2497 == 32,0 
c m s , d — 6,4 cm, i — 1,6 cm, A : i = 100 : 1,6 = 62 z p rzyb l iżen iem 
w y s t a r c z a j ą c e m . Z kolei mamy dla L — 150 cm po ki lku p róbach L : 
: / = • 85. F---r80000 : 2126 == 37,6 cm 2 , c m ^ 7 cm, 1,75 cm, 
A : jf = 150 : 1,75 = 85,6. Wreszcie dla A == 200 cm, A : i = 105, /•' = 
= 80000 : 1830 = 43,7 cm", d = 7,5 cm, i = 1,89 cm, A : i = 200 : 
: 1,89 = 106 . 'Ostatecznie mamy więc oT== 6,0 — 6,4 — 7,0 — 7.5 — 
— 8,3 cm gdy A 50 — 100 — 150 — 200 — 250 cm. Nadto rfś=S cm 
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stosuje się do wypadku z w y k ł e g o śc i skan ia , przy nieznacznem L. T rudno 
w s k a z a ć is totną war tość tej krytycznej d ługośc i . W e d ł u g Tetmajera b ę ­
dzie to przy / . : « ' < ; 10. Tutaj t== 1,25 cm, zatem krytyczna d ł u g o ś ć 
L =s 12,5 cm. 

3° Słup o s tałym p ie r śc ien iowym przekroju żeliwny, zamocowa­
no u dołu i obc i ążono u g ó r y siłą os iową Q = 10000 kg , cisnącą. Swo­
bodna d ługość drę ta / 4 m. Jako dla drugiego wypadku wyboczenia 
L' — 21— 800 cm. Dla żel iwa E — 106 k g / c m - , fffr = 8, a przeto 
= y I F Q = 80000 = - i - X 1000000 X J • 640000. Stąd / = 5 1 2 0 c m 4 . P o 
k i l k u p róbach obierzemy ś r e d n i c ę z e w n ę t r z n ą przekroju D = 20 cm, we­
wnęt rzną d = 15 cm. Moment b e z w ł a d n o ś c i b ę d z i e tu / — 7854 — 
— 2485 5369 c m 4 , pole F= 314,2 — 176,7 = 137,5 c m 3 , a przeto 
t = 6,25 cm, oraz L : i — 800 : 6,25 = 128. Mie l i śmy prawo s t o s o w a ć 
wzór Eulcr'a; otrzymany przekró j istotnie odpowiada wymaganiom. 

•• Za łóżmy z kolei , że Q = 50000 kg , / = 1 m. Stąd L = 200 cm. 
Q0 = 40000Ó k g = Je8 X 1000000 X J : 40000. Zatem / = 1600 cm*. P o 
ki lku p r ó b a c h otrzymamy D = 15 cm, d — 11,5 cm. D l a tego przekroju 
./ == 2485 — 859 =± 1626 cm 4 , E = 176,7 — 103,9 = 72,8 c m 3 , i = 4,72, 
L : i — 200 : 4,72 = 42,4. Tutaj nie m o ż n a u ż y w a ć wzory Euler'a, po­
n ieważ otrzymana w a r t o ś ć jest mniejsza od granicznej Z 0 : i — 80. Za­
łóżmy najbliższą war tość tabl iczną L : i — 40. D l a niej A ' ^ / = ,3808., 
oraz Q(, : K w = 400000 : 3808 = 105,0 cm-. Po k i lku p r ó b a c h otrzyma­
my D = 16 cm, d = 11 cm. ' D l a tego przekroju / = 3217 — 718,7 = 
= 2498,3 c m 4 , F— 201,1 — 95,0 = 106,1 cm-*, t = 4 , 8 5 cm, L : » = 200 : 
: 4,85 = 41. Wyznaczony przekró j odpowiada warunkom istotnym. 

4° Dyl kwadratowy sosnowy zamocowano u d o ł u . G ó r n y podparty 
p r z e k r ó j dyla ulega jarzmu siły osiowej Q, — 1500 kg c i snące j . Swo­
bodna d ł u g o ś ć p rę ta / — 3 m. Tutaj n iewątpl iwie zachodzi trzeci wypa­
dek wyboczenia , zatem L = 0,7 / = 210 cm. D l a s o ś n i n y E^f 10 5 kg / cm- , 
/ V = 1 0 , a przeto: 15000 = - r 2 X 100000x7: 2103. S tąd 7 = 6 6 1 , 5 c m 4 = 
= V u c*> gdzie przez c o z n a c z y l i ś m y bok kwadratowego przekroju c — 
=-= 9,4 cm. Najb l iższy wymiar dyla kwadratowego 10 X 10 cm. D l a nie­
go »'*==Vw c* c'> czyh' i=2,89 cm. P o n i e w a ż jednak L : *=210 : 2,89 f » 
^ 73 leży pon iże j granicznej war tośc i , przeto na l eży wziąć pod u w a g ę 
wzór Tetmajera. Za łóżmy L : i — 70, a otrzymamy K^— 157 k g / c m 3 , 

skąd F= 15000 : 157 = 95,5 c m 2 =- c2. Stąd c = 9,8 cm °* 10 c m . 
Z kolei z a ł ó ż m y L : i — 75, a otrzymamy K^ — \M, Z " = 15000 : 147-

= 102,0 c m 2 s== c-. I znowu c — 10,1 cm 0 0 10 cm, dla k t ó r e g o , jak 
wyżej , L : i — 73. Zatem należy wziąć bal 10 X 10 c m -

5° Dwuteownik że lazny zgrzewny obustronnie przynitowano w spo­
s ó b urzeczywis tn ia jący praktycznie osadzenie obu k o ń c ó w prę ta i obcią­
ż o n o siłami osiowemi c i snącemi Q = 40000 k g . Jako dla czwartego w y ­
padku wyboczenia L — 0,5 /. Z a ł ó ż m y l — 40, 400, 760 cm, jw = 4. 
W pierwszym wypadku Z. = 20 cm. Jest to niezwykle mała n o ś n a d ł u -
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g o ś ć pręta . Nasuwa to myśl , że prę t pracuje tylko na śc iskanie . Istotnie 
tak jest. D l a że laza zgrzewnego, w wypadku t r w a ł e g o obc iążen ia kc = 

: 900 k g / c m 2 , zatem £ = 40000 : 900 = 44,4 c m 2 . Dwuteownik zwykły 
łk 24 ma £ = 46,1 cm 2 . = 220 c m 4 , a zatem i = j /220 : 46,1 == 
= 2,18 cm. W z o r y Tetmajera dają niższą g r an i cę L : i = 10 dla żela­
za zgrzewnego. Poniże j pręty można l iczyć na zwykłe śc iskanie . W da­
nym wypadku L : i = 20 : 2,18 = 9,1. P rę t jest policzony dobrze. 

Z kolei bierzemy l = 400 cm c z y l i L = 200 cm. Ze wzoru Euler*a 
mamy O, = jwO = 160000 = rc2X£X/ : L?. Tutaj £ = 2 0 0 0 0 0 0 kg/cm, 
a przeto J = 320 cm 1 . Ta wa r to ść odpowiada dwuteownikowi Ns 27, dla 
k t ó r e g o ./,,.„•„ = 325 cm 4 , £ = 5 7 , 1 c m 2 . A przeto * = 2,39 cm, L : * = 
= 200 : 2,39 = 83,7, na leży więc użyć wzoru Jasińskiego. Po k i l ku pró­
bach otrzymamy dla L : i — 75 z tablicy wyżej zamieszczonej K\\- -
= 2155 k g / c m 2 . Zatem /•"= 160000 : 2155 = 74,2 c m 2 . Ta war tość od­
powiada dwuteownikowi N» 32, dla k t ó r e g o = 5 5 4 cm 4 , £ = 7 7 , 7 cm 2 , 
i = 2,67 cm. Stąd L : i = 200 : 2,67 = 75. 

Pozostaje nam jeszcze r o z p a t r z e ć trzecie za łożenie 7 = 760 cm czv-
i i L = 380 cm. Ze wzoru Ful er'a mamy: 160000 = jr2 X 2000000 X j : 
: 3802, skąd . / ' = 1155 cm 4 . Tej wa r to śc i odpowiada dwuteownik Ńs 40, 
dla k t ó r e g o . / „ „ • „ = 1160 c m 4 , £ = 1 1 8 c m a , t = 3,13 cm. W danym wy­
padku L : / = 380 : 3 , 1 3 = 121 > 114,7, zatem prę t pol iczony dobrze, 
aczkolwiek we wszystkich trzech tylko co rozpatrywanych wypadkach 
otrzymujemy bardzo znaczne wymiary przekroju. Pochodz i to stąd, że 
dwuteownik nie na l eży do p rzek ro jów o b o j ę t n y c h — nie nadaje się prze­
to w wypadku pracy na wyboczenie. 

5° Slup o przekroju dwuceownikowym, że lazny zlewny oparto obu-
* stronnie i obc iążono siłą O — 20 t os iową c i snącą u g ó r y . W y z n a c z y ć 

przekró j (I, Rys . 20) w za łożeniu d ługośc i 1 = 5 m. Stosunkowo niewiel­
kie różn ice , jakie k a ż d o r a z o w o o t r z y m y w a l i ś m y powyże j przy stosowaniu 
wzorów Euleara i Jasińskiego n a p r o w a d z i ł y na myśl p rak tyczną , aby 
ujednostajnić obliczenie p r ę t ó w na wyboczenie, zwłaszcza , że liczenie 
p o d ł u g w z o r ó w Tetmajera i Jasińskiego, nawet przy pomocy tablicy — 
do przy jemnośc i nie na leży . W tym celu odrzucamy zupełn ie oba wzory 
d o ś w i a d c z a l n e , pozos tawia jąc jedynie wzory na wyboczenie i śc i skan ie . 
We wzorze Eulera wzmacniamy jyy do 5 dla żelaza zlewnego. W ten 
s p o s ó b b ę d z i e m y mieli 0 = i t 2 X 2 1 5 0 0 0 0 X j : |5 Z2]. Stąd / = 2 , 3 5 7 Ol- cut ! , 
o ile wyraz imy Q si lę n o ś n ą w tonnach, a d ługość l — w metrach. Nad­
to Q=Fkc. Zazwyczaj kc = 1200 kg /cm 2 , a przeto £ = Q : 1,2 c m 2 , 
gdzie znowu Q mamy w tonnach. Tutaj w i ę c / = 2,357 X 20 X 25 = 
= 1178 c m 4 , £ = 2 0 : ' 1,2 = 16,7 c m 2 . W za łożen iu przekroju dwttceow-
nikowego o b o j ę t n e g o , / = 2 Jxc, zatem dla ceownika s k ł a d o w e g o otrzy­
mamy Jxc = 589 cm*. Tej war tośc i odpowiada ceownik >& 14. D l a nie­
go 7 ^ = 605 cm 4 , £ = 20,4 c m 2 , a przeto drugi wzór m o ż e m y śmia ło 
pominąć . Należy jeszcze tylko określić^ rozstawienie x c eowników, z wa­
runku równośc i obu g ł ó w n y c h m o m e n t ó w z ł o ż o n e g o przekroju. Tablice 
dają xc = 1,75 cm, Jy = 62,7 cm 4 , a przeto 2 / ^ = 2 Jyc-\-2 F(xc + 
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• 4 - 7 2 * ) 2 . skąd x = 6,81 cm £5.6,8 cm. W razie zachowania tego rozsta­
wienia oba g ł ó w n e momenty z ł o ż o n e g o przekroju Jx — Jy — 1210 cm*. 

Z a ł ó ż m y teraz <2 = 49 ton, l — 3 m. W tym wypadku / = 2,357 X 
X 49 X 9 = 1039 cm*, P = 4 9 : 1,2 = 40,8 c m 2 . Wystarczy więc ten 
sam Ns 14 — l iczony jednak na zwykłe śc iskanie . Z a ł ó ż m y jeszcze Q== 
= 90 t, / = 3 m, a otrzymamy / = 1909 c m 4 , F = 75 c m 2 . P o d ł u g J 
wystarczy z nadmiarem przekrój dwuceownikowy N° 18, natomiast wed­
ług F wys ta rcza jący przekrój otrzymamy aż przy 22. Uży jemy wiec 
NŚ 22, jako sowitszy. 

W ten s p o s ó b wyznaczamy przekroje p r ę t ó w z łożonych . S k ł a d o w e 
p rę ty na leży dobrze ze sobą powiązać , aby o t r z y m a ć spois tą ca łość wew­
nętrzną. Inaczej prę t z łożony rozpadnie się na p o s z c z e g ó l n e pręty skła­
dowe, a ca ły rachunek p o w y ż s z y zawiedzie. W danym wypadku d o s y ć 
jest zczep ić ceowniki b lachami bocznemi ustawionemi jak na (Rys. 23) 
w pewnych ods t ępach . Wyznaczmy owe o d s t ę p y X , rozpat ru jąc każdy 
ceownik sk ł adowy , jako pręt obustronnie podparty, a na rażony na wybo­
czenie siłą \>0. W danym wypadku przekrój sk łada się z dwóch ceowni-
ków, ustawionych symetrycznie w z g l ę d e m ś rodka , m o ż e m y zatem założyć 
|x==72, bo siła osiowa O powinna chyba roz łożyć się na oba prę ty skła­
dowe jednakowo. W istocie jednak tak nie jest. Drobne krzywizny , nie­
dok ładnośc i budowy i montażu dają m i m o ś r o d k o w o ś ć obciążenia . Jeden 
ceownik pracuje znacznie więcej . Który — nie wiemy, mimo to jednak 
chcemy to wziąć w rachubę — d o c e n i ć , dając dużą war tość dla j'yy, przy 
obliczeniu zazwyczaj czterokrotnie większą od tej pewnośc i , z jaką l iczy­
l iśmy p rzekró j z łożony . Zatem \>.Qj'w= r^EJ' : X s , skąd X 2 = rc^.£/, : 
: ^Qj'w W tym wzorze J' oznacza najmniejszy moment bezwładnośc i 
p rę t a s k ł a d o w e g o . W y ż e j l iczyl i śmy z j'w=5, zatem t u / ' i ^ = 5 x 4 = 
= 20 i ostatecznie X = ^1030 J' : {J-Pff V 1 0 0 0 / ' : \iO, o ile w tym . 
ostatnim wzorze wyraz imy O w tonnach. Powyże j mie l i śmy Q = 20 /, 
li- = % , J'=JyC= 62,7 cm*, a przeto X = ] ' '62704=80 cm. 

7" Slup o przekroju c z w o r o k ą t o w n i k o w y m kwadratowym (I. Rys . 25) 
d/wiga obc iążen ie osiowe c i snące Q — 45000 k g = 45 t. Bok kwadra­
tu fi = 20 cm, w y s o k o ś ć s łupa obustronnie wspartego / = 4 m. Mamy 
tu przeto pierwszy wypadek wyboczenia. W e d ł u g p o w y ż s z y c h w z o r ó w 
J = 2,357 X 45 X 16 = 1697 c m 1 . F = 45 : 1,2 = 37,5 c m 2 . Po k i l ­
ku p r ó b a c h przekonamy się, że drugiemu równan iu czynią z a d o ś ć cztery 
ką towniki L 70 X 70 X 7 m/m. dla k tórych F= 4 X 9,4 = 37,6 c m 2 . 
D l a nich 7 ^ = 4 2 , 3 c m 4 , x c = 1,97 cm, a przeto / = 4 JXCĄ-A Fc {x\«ll— 
- xr)- == 4 [42,3 -4- 9,4 (10 — 1.97)2] = 2594 c m 4 . Tutaj więc slup na­
leży liczyć jeno na śc iskanie . I w danym wypadku cztery ką townik i na­
rożne muszą być powiązane w pewnych o d s t ę p a c h poprzecznemi wzmoc­
nieniami, owija jąccmi s łup w postaci r ó w n o l e g ł y c h kwadratowych obrą­
czek. Wyznaczmy rozstawienie w z m o c n i e ń . W danym wypadku J' = 

== /,•„,„ 17,6 c m 4 , i). = V 4 , a przeto X < ] / F 0 0 0 X 17,6 :' l / t 45 .^40 cm. 
Ten sam przekró j o t r z y m a l i b y ś m y , lecz już ze wzoru Eulera, gdy­

b y ś m y mieli Q = 11 t i / s=s 10 tn. 
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8° Dwuteoivnik szerokopasowy leży na dwóch slupach zamocowanych 
n p o d n ó ż y i dźwiga dwie siły, rozłożone w sposób .wskazany na (Rys. 77). 
Wyznaczmy obciążenia słupów Aa i Bb. Będą to zarazem odpory dwu-
ieownika górnego, wzięte ze znakiem odwrotnym. Równan ie statyki dla 
punktu B dadzą A 4- B 4- P + Q 4- O, P (lĄ-a) 4- Al- 4 Qc= O. Stad 
mamy: A = — 1 P (d4- / )4-Qc) li, B = - f [ P a - f 
-4- r9"(c — /)] : /. Zatem słup lewy dźwiga [ P (a-{-
4-7)+ Qc) : l kg, prawy [Q (l- c) — Pa) : l kg. 
A b y w obu słupach panowało nap rężen ie cisnące, 
musimy mieć P • O. Q > O, oraz Q (l — c) — 
— Pa> O, jak zwykle bowiem siły, skierowane rrmi\....,,. ^^Jłi 
w dół, znakujemy dodatnio. Oznaczmy wysokość * * 
obu słupów nieodkształconych przez h. P o d jarz- Rys. 77. 
niem sił cisnących A, B na słupy, długości ich 
skrócą się odpowiednio o Ali : Ej\, Bh : P s p j , na tle z w y k ł e g o ści­
skania. Nadto oba słupy pracują na wyboczenie. Załóżiny, że cały ustrój 
wykonano z żelaza, zlewnego. Lewy słup należy przeto liczyć pod ług 
wzoru J, = 2,357 Ay^U, lub też według Fx — A •. 1,2, prawy p o d ł u g 
/ 2 == 2,357 P X :L\ lub P 2 = P : 1,2, gdzie niewątpl iwie L — 2 li, jako 
dla s łupów swobodnych, jednostronnie zamocowanych. Zatem, gdy s łupy 
b ę d ą l iczone na śc iskanie , z p o m i n i ę c i e m ' w z o r ó w wyboczenia , będz iemy 
miel i A : I>\ — B : P 2 = 1,2. W tym szczegó lnym wypadku sk rócen ia 
obu s łupów będą niewątpl iwie jednakowe, pon ieważ P j = p 2 przy jedna-
kowem tworzywie ustroju. 

Natomiast skrócenia owe w o g ó l n y m wypadku będą niejednakowe, 
gdy jeden ze s łupów lub oba wypadnie liczyć na wyboczenie z pomin ię ­
ciem w z o r ó w zwyk łego ściskania . W y n i k a to b e z p o ś r e d n i o ze w z o r ó w 
powyże j wypisanych. 

9° Pręt sumiennie wyprostowany osadzono sprężyśc ie u do łu (Rys. 
72), u góry sp rężyśc ie podparto i obc iążono siłą os iową Q, c isnącą rów­
nolegle do średnie j osi prę ta . W e ś r o d k u przekroju osadczego dolnego 
u m i e ś c i m y początek osi spó ł r zędnych P . O ś P£ u ł o ż y m y ku g ó r z e na 
osi ś rednie j prę ta , o ś Bt\ poprowadzimy na lewo, o ś P £ — ku pa t rzące­
mu. Odpór poziomy gó rne j sp rężys te j podpory oznaczamy przez A, 
dolnej przez B = — A. Nadto o d p ó r p ionowy dolnej podpory niech 
będzie /-/ = — Q, moment osadczy M0. Wszystkie te odpory wywołu ją 
p rzesun ięc i a sprężys te podpór . Wobec powiązan ia uk ładu osi z prę tem, 
b ę d z i e m y rozpatrywali jeno p rze sun i ęc i a wzg lędne , sam bowiem układ 
przesuwa się wraz z prę tem. Jak zwykle oś Bi] u łoży l i śmy w g łówne j 
p łaszczyźn ie pręta jednorodnie zbudowanego, przynależne j do najmniej­
szej war tośc i momentu bezwładnośc i s t a ł ego przekroju. Po odksz ta łcen iu 
ś rodek g ó r n e g o przekroju da na tej p łaszczyźnie rzut A (l, g) a punkt 
przy łożenia siły O da N (l, c -\- g). Wobec sprężys tośc i podpory górne j 
rzut g jest zmienny, zależy bowiem od na tężen ia odporu A. Za łóżmy, 
że g ==.£o i gdy A —O, a wtedy niewątpl iwie g — g0 — oA, gdzie a 
oznacza *" o d n o ś n y spó łczynnik p r o p o r c j o n a l n o ś c i dla podpory wzorowo 
sp rężys t e j . »W podobny s p o s ó b dojdziemy do wniosku, że kąt S pochy­
lenia odksz t a ł cone j prę ta ku osi PC w przekroju osadczym zależy od mo­
mentu MB, p a n u j ą c e g o w tern miejscu. G d y MB—Q, mamy 0 -= 801 

ta 
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zatem oznacza jąc o d n o ś n y spó łczynnik p r o p o r c j o n a l n o ś c i przez m, bę ­
dziemy miel i dla podpory wzorowo sp rężys te j 0 = 9 0 — mMB, gdzie 
MQ= Q (e-\-g) \ Al. W danym wypadku r ó w n a n i e g ięc ia będz ie EJr{'— 
= Q(e + g - r l ) + A(l-Q. Jego ca łka rj = e 4- g + A (l - Q : Q 4 -
CSin wC 4- DCos »C zawiera trzy niewiadome A, C, D, k tó re wyznaczymy 
z w a r u n k ó w skrajnych zamocowania prę ta . G d y C = / , mamy 'i)—g, 
nadto -ą — o, TJ' = 0 , gdy C — o. Stąd b ę d z i e m y miel i : g — c 4 - g - j -
- f CS7« M / 4 - A C o s nl, e->r g -\- Al : Q Ą- D = o. —A:Q-Ą-nC= 0 = 
= 0 O — ;« [C/ (e 4-,^) + Al\. Z ostatniego równan ia C — [0 n — tnQ (« -J-
4-^o) + A i\ : 5 ~ m l ~r i»aQ)\ : n, z drugiego D == -- e — g 0 +-< 4 ( « -
— / : O). Po podstawieniu tych war tośc i w pierwsze otrzymamy równa­
nie, z k tó r ego wyznaczymy n i ewiadomą A w postaci i lorazu li : 71. M i a ­
nownik tego ilorazu będz ie T~ [(1 — mlO 4- maO-) Sin n! \ - (aO — 
— I) nCos nl] ; nQ. Ła two spostrzec, że wyboczenie pręta z a c h o d z i ć mo­
że jeno w ó w c z a s , gdy T= O, wtedy bowiem A = o o , a co idzie za 
t e m i T j = oo. Ten warunek daje nam ncłgnl=\ : (l — aO)— tnQ, 
wzór, o d p o w i a d a j ą c y iTt t /c^owskim, a wyprowadzony dla trzeciego wy­
padku wyboczenia w za łożeniu p o d p ó r prę ta wzorowo s p r ę ż y s t y c h . M o ­
ż e m y zresz tą z tego wzoru o t r z y m a ć wprost wzory £uler'a. Będzie to 
rodzaj sprawdzenia rachunku p o w y ż s z e g o . Z a ł ó ż m y a — o i m — oo — 
podparcie g ó r n e będz ie zupe łn ie n i e s p r ę ź y s t e — u dołu będz iemy mieli 
MQ — O — przegub p o k r ę t n y — swobodny. S ł o w e m otrzymamy pierw­
szy wypadek wyboczenia. Czyn iąc w p o w y ż s z y m wzorze a = o i m — oo, 
otrzymamy cłg nl — — co, skąd Sin nl = O, nl = Tt, odnajdujemy prze­
to pierwszy w z ó r Eulera, wobec tego, że n = 0 : EJ. W drugim wy­
padku wyboczenia g ó r n y koniec prę ta jest swobodny, dolny trwale zamo­
cowany, zatem A = o, c zy l i a == oo oraz m -— o. Po podstawieniu tych 
war tośc i we wzór p o w y ż s z y otrzymamy cłg nl — O, skąd Cos nl — O. 
nl=1l2 r. i ostatecznie 0 — i:2EJ : 4 l2, o t rzymamy drugi wzór Eulera. 
W z ó r dla trzeciego wypadku również odnajdziemy z łatwością z p o w y ż ­
szego równan ia , b io r ąc a = m — O, wtedy bowiem nlcłg nl — 1, skąd 
« 8 / ! o o 2 rc2, jak to już zresz tą wiemy oddawna. 

10° Słup wspornikowy (Rys. 74) dźwiga ciężar dachu, jest więc 
u g ó r y o b c i ą ż o n y siłą os iową Q — 8000 kg, cisnącą. Nadto przez po­
ś r e d n i c t w o wspornika w od leg łośc i g — 50 cm działa siła r ó w n o l e g ł a do 
poprzedniej — ciężar stropu P = 16000 kg . . C a ł a w y s o k o ś ć s łupa od 
przekroju osadczego wynosi 1 = 9 m, wspornik zamocowano na wysoko­
ści 1—6 m, mamy więc ponad wspornikiem u g ó r y jeszcze trzy metry 
s łupa , s łowem \ —L — / = 3 m. W założeniu p e w n o ś c i j^—h będz ie ­
my miel i obciążenie niebezpieczne Q0— ju?Q = 40000 kg , P0=jiy(Q 4 -
4 - P) = 120000 kg , a nadto r = P0 : O0 — j w P : jwQ = 2, n- = Q0 : 
: EJX, m2 — (P0 4- Qo) '• EJt — E« '• EJi • W z ó r wyboczenia z ł o ż o n e g o 
będzie tu tg n\łg ml — n (1 -{- r) : m s= 3 n : m. 

W za łożen iu s t a ł ego przekroju s łupa b ę d z i e m y miel i » 2 = Oa '• EJ. 
- tn2 = P0 : EJ— Q0 (1 4/- r) : EJ = 3 iP. Na zasadzie powyże j wypisa­

nych war to śc i mamy l==2 X, a przeto ml = 2 ]/ 3 «X = 2 |/ 3 .r. Stąd 
b e z p o ś r e p n i o (2 j /~3 JC) == 3 : j /~3 =r j /~3 = 1,7321. Po kilku p ró -
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bach otrzymamy wys ta rcza jąco ścis ły pierwiastek tego równan ia x = 
= 2 2 0 9 ' = 2 2 ' 0 , 15 = 22°, 15 z : 180° = 0,386 = ») = 300/40000 : 21500007: 
Zatem / = 11240 c m 4 . W założeniu o b o j ę t n e g o przekroju (1, Rys. 20), 
z łożonego z dwóch ceowników, otrzymamy ceownik N? 28, jako dosta­
teczny, jego bowiem / A . = 6276, a przeto dla ca ł ego przekroju J = 2 Jx — 
= 12552 c m 4 . Nadto jeszcze g ó r n ą część prę ta ponad wspornikiem na­
leży sprawdzić na śc i skan ie , dolną na gięcie m i m o ś r o d k o w e . Zatem dla 
części gó rne j musi b y ć O : F < kc, dla dolnej ( P + Q) ' F-\- P X 
X g : WK kg. D i a obranego przekroju tabiice dają F = 2 X 53,3 = 
== 106,6 cm-, W = 2 X 450 = 900 cm 3 , s tąd O : F = 8003 : 106 6 = 
= 75 kg/cni oraz (P + Q) : F + Pg : W = 24000 : 106,6 + 16000 X 
X 50 : 900 = 1113 k g / c m 2 . Ta ostatnia war tość jest nieco zbyt wyso-

. ka, lepiej przeto wziąć p r zek ró j dwuceownikowy," z łożony z c e o w n i k ó w 
N? 30. W ten sposób g ó r n a część p rę ta jest wy t r zyma łośc iowo nie wy­
zyskana, iepiej przeto z b u d o w a ć słup wspornikowy o dwócl i przekrojach, 
s ta łych dla obu połaci zmiennośc i m o m e n t ó w . 

We wszystkich prostych wypadkach wyboczenia i loczyn nl stanowi 
mia rę pracy na wyboczenie. W pierwszym nl = r., w drugim ; / / = 7s 
w trzecim / / / = 1,4303 w czwartym nl = 2 «. Zatem diva pręty pra­
cują na 'wyboczenie jednakowo, gdy o d n o ś n e war tośc i nl tych prętów są 
sobie równe. I w danym wypadku przeto s łup wspornikowy będz ie w swych 
obu częściach p r a c o w a ł na wyboczenie jednakowo, gdy za łożymy n\=ml. 
Stąd n : m = / : A = 2, a przeto oznaczywszy nX = ml=z.v, b ę d z i e m y 
mieli z r ó w n a n i a zasadniczego tg9x = 2 (1 - j - 2) = 6. czy l i tom = ]/ 6 = 
= 2,4495. Stąd x = 67°50' QQ 67°,8 = 67,8 w : 180 = 213 : 180 = 1,183 ś 
= « ? , = « / / . Inaczej jeszcze 300 /40000: 2150000 j[=600]/120000 : 2150000%= 
= 1,183, co da / x = 1197 c m 4 , / , = 14360 c m 4 . W założeniu przekro­
jów dwuceownikowych otrzymamy z tablic dla górne j połaci ceowniki 
Ns 14, dla dolnej N» 30. Istotnie dla N° 14 mamy Jx = 605 c m 4 zatem 
dla ca ł ego przekroju z ł o ż o n e g o otrzymamy J=2 Jx = 1210 c m 4 . D la 
-Nf£ 30 mamy Jx = 8026 cm*, a przeto J = 2 J X = 16052 c m 4 . Oba prze­
kroje policzono z zapasem. Nadto jeszcze gó rną część pręta należy spraw­
dzić na śc i skan ie , dolną na gięcie m i m o ś r o d k o w e . D l a g ó r n e j O : Ft = 
= 8000 : [2 X 20,4j = 196 k g / c m 2 , dla dolnej (Q + P) : F,^PXg • 
: Wn_ — 24000 : (2 X 58,8) - f 16000 X 50 ; (2 X 535) = 951 kg / cm 2 . Za­
zwyczaj dla żelaza zlewnego naprężen ie dopuszczalne kg — 1000 kg/cm-', 
zatem oba p o w y ż s z e wyn ik i są dostateczne. G o d z i się zaznaczyć , że ca­
ły rachunek p o w y ż s z y dotyczy również wypadku, gdy g = o — wypadku 

* p o d w ó j n e g o wyboczenia p rę ta jednostronnie osadzonego, zresztą swo­
bodnego. 

13 
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KSIĘGA TRZECIA. 

C Z Ę Ś Ć S Z Ó S T A . 

P R A C A S P R Ę Ż Y S T A . 

§ 1. Praca siły z e w n ę t r z n e j . Weźmy pod u w a g ę ciało sp rężys t e 
odpowiednio podparte i przyłóżmy w jego punkcie M siłę P odkszta łć i -
jącą. Po ustaleniu r ó w n o w a g i odksz ta łcone j punkt M przejdzie w M ' . 
Rzut odksz ta łcen ia M M ' _na kierunek siły P oznaczamy przez p i nazy­
wamy przesunięc iem punktu zaczepienia siły odkszta łcającej , krócej prze­
sunięciem siły P. Za leżność p rzesun ięc ia od siły odksz ta łca jące j , ujęta 
w kształt ogólny p = j (P) może być wyznaczona w ogólnym wypadku ze 
wzorów wyt rzymałośc iowych , lub czysto doświadcza ln ie . W obu wypad­
kach wyniki najlepiej uwypukli wykres (Rys.-1), gdzie krzy­
wa OA wyznacza ową za leżność . Każdej war tośc i rzędnej j p | 
P odpowiada szczegó lna war tość odcię te j p, cechująca od­
nośny stan równowagi odksz ta łcone j w s p o s ó b jednoznaczny. 
W szczegó lnym wypadku prostej OA — ciało ulega pierw­
szemu prawu Hooke'a — jest wzorowo sprężyste. Gdy siła 
P wzrośnie o dP, p rzesunięc ie jej otrzyma przyrost dp, przy-
czem siła odksz ta łca jąca wykona p racę e lementarną d\\ = 
= Pdp, jak to najlepiej zresztą spostrzec można z wykresu, a przy stopnio­
wym wzroście siły od zera do skrajnego natężenia P, siła odksz ta łca jąca 
wykona p racę II, wyrażoną zakreskowanem polem wykresu, p o n i e w a ż przy 
obciążeniu stopniowem, po każdym przyroście dP ustala się nowy stan 
równowagi na tle nowych przyros tów dp, również rosnących od zera do 
skrajnej war tości p, przynależnej od siły P . Zatem obciążając ciało stop-
niowo nie schodzimy z OA, krzywej równoiuagi odkształconej. Jest to ZA-' 
razem krzywa najmniejszych war tośc i siły odksz ta łca jące j , p rzyna leżnych do 
danych-przesun ięć , inaczej jeszcze—krzywa najmniejszej pracy odkszta łcającej 
dla danej skrajnej war tości p rzesunięc ia . Ła two udowodnimy s łuszność wnios­
ków powyższych , zważywszy że przesunięc ia z natury rzeczy muszą wzras tać 
w s p o s ó b ciągły do swej war tośc i końcowej p przynależnej do P, w myśl zależ­
ności p=f (P; natomiast stany poś redn ie zależą wyraźn ie od rodzaju zmien­
ności obciążenia odksz ta łca jącego . Przy obciążeniu powolnem stopniowane™, 
z wystarczającymi przystankami, otrzymamy krzywą OA zasadniczego wy-
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kresu, przy obciążaniu szybszem krzywa <>. I uwypukla się, na tle zjawiska 
upornośc i odksz ta łceń , dając większą war tość dla 11. Pole wykresu II sta-
• o w i zatem konieczne minimum pracy. Ciało sprężys te poch łan ia ją i prze­
chowuje w postaci energji utajonej, gdy bowiem znów stopniowo poczniemy 
zmniejszać natężenie siły, c iało sprężyste zwolna zacznie p o w r a c a ć do stanu 
pierwotnego n i eodksz t a ł conego , przesunięc ia zajdą w kierunku odwrotnym, 
zwracając pochłoniętą p racę 11. Przy szybszem odciążaniu praca ta będzie 
mniejsza na tle zjawisk upornośc i , zatem i i przynależne do krzywej OA, 
stanowi za sób pracy sprężys te j odwracalnej. D la ciał wzorowo sprężys tych 
praca sprężys ta wyrazi się jako pole trójkąta wzorem : f i = l /„ Pp. 

§ 2. Praca sił w e w n ę t r z n y c h . Wyodrębni jmy myślowo znikomo małą 
kos tkę z wnęt rza ciała odksz t a ł conego sprężyśc ie , i załóżmy, że r ó w n o w a g a 
kostki trwa pod jarzmem osiowem naprężeń o, przyłożonych do przeciw­
ległych śc ianek kostki odksz ta łcone j . Pierwotne wymiary tych śc ianek 
były dFu, jej d ługość n ieodksz ta ł cona dz0. W danym wypadku wydłużenie 
bezwzg lędne orfs == edz0 stanowi przesunięc ie jednej z sił zewnę t rznych 
kostki '^dl\, zazwyczaj bowiem naprężenie wyznaczamy w stosunku do 
pierwotnego n i eodksz t a ł conego przekroju Fu, a więc i jego poletka dl\. 
Druga siła odpa gra rolę sprzeciwu koniecznego do wywołan ia odksz t a ł ce ­
nia, stanowi odpór , s łowem ma przesunięc ie równe zeru. Łatwo to do­
strzec, zważywszy , że przyrost Hdz stanowi względną zmianę odległośc i 
obciążonych śc ianek kostki p rzec iwleg łych . Stąd w założeniu powolnego 
obc iążen ia stopniowego dT\ = ozdz„dFn = l / a i~d30dFt) : £ , zawsze bo­
wiem istnieje za leżność z=i.: E nawet po za granicą proporc jonalnośc i . 
Ody obc iążenie kostki s tanowią naprężen ia tnące t, wywołujące przesu­
nięcie A = fd&y gó rnego poletka względem dolnego, górna siła ~dF0, sta­
nowiąca obciążenie kostki zewnęt rzne da pracę dU == '/., --;dzodP0 = 
= ]/.,x-dz„dF0 : (} i tu bowiem zawsze możemy nap i sać , że •;=--: G. Ty lko 
co wyprowadzone wzory dla elementarnej pracy kostki dają wyniki niesły­
chanie cenne przy wyznaczaniu pracy sprężys te j płytek, zas tępu jących prze­
kroje ciała odksz t a ł conego . W wypadku obc iążenia osiowego wszystkie 
kostki płytki są jednostajnie obc iążone siłami osiowemi vdl'u. Ich łączna 
praca będz ie więc równa i/.^-Fl)dz0: E = 1S-dz„: FnE, wiadomo bowiem, 
że si ła osiowa, wypadkowa obc iążenia zewnę t rznego Sh=zaF0, D l a wszyst­
kich płytek na całej pierwotnej d ługośc i /„ pręta rozpatrywanego należy 

.•/« ~ , , 
wziąć ca łkę , s tąd f~l= [S-:2EFn] de{„ a dla prę ta o. s ta łym przekroju 

. ' o 
n =.S'% : 2El\y Nadal będziemy już pisali dz, F i /, zamiast dzit, Fn i /„. 
W myśl przybl iżonej teorji naprężeń tnących , wszystkie kostki płytki są 
również jednostajnie obc iążone siłami tnącemi zdF. Ich łączna praca sprę­
żysta będzie więc równa '/.,T2Fdz: G-~1 /-> T2dz: FG, pon i eważ z teorji przy-
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bliżonej wypływa, że siła tnąca płytki — wypadkowa obciążenia osiowego 
7 = iF. Ca łka w granicach O i /» wyznaczy pracę sprężystą dla szeregu 
płytek — czyl i pręta o długości pierwotnej / 0 . Te wyniki ulegną zasadni­
czej zmianie o ile weźmiemy pod uwagę teorję ściślejszą dla sił tnących 
7\ leżących na g łównych osiach O Y poszczegó lnych płytek, tutaj bowiem 
-= TN : Xl. W samej rzeczy dla płytki prostokątnej B X H w ( W § 6) 
wyprowadzi l i śmy wzór z = s/a {T '. F) [1 — Ay'1 : II2], nadto mieliśmy 
dl = Bdy, zatem pracę sprężystą dla płytki otrzymamy .w postaci 

T2dz 
dy—\,2 2GF • ^ P°wyźe j roz-

9 TB rtW -f- , v-
4 2GFJ d z I _ 1 / . , / y [ 1 - 8 / ^ + 1 6 ^ 

patrywanych wypadkach pracę sprężystą płytki można wyrazić wzorem 
y.F-dz'.2QV. W założeniu teorji przybl iżonej jx = 1. śc iś le jsza^ daje jak 
widzimy dla płytki pros tokątnej ;>. = 1,2 W podobny s p o s ó b można rów­
nież u d o w o d n i ć , że dla płytki kołowej [t = 1,186. Dla dwuteowej \>. waha 
się w granicach od a = 2,4 (dla A» 8) do ;J. = 2 (dla J\T° 50), ś rednia 
war tość \i. — 2,2 zupełnie wystarczy do ce lów praktycznych. Zatem dla 

szeregu płytek pracę sprężystą otrzymamy w postaci całki i l=jx I T2dz:2GI 

wziętej w granicach od O do /—łącznej d ługośc i wszystkich płytek współ­
osiowych. 

Przy skręcaniu płytki kołowej r== ./!/„<; : /„, stąd praca sprężys ta płytki 

wyrazi s ię całką | M \ vdzdF : 2(77* = '^dz : 2 0 7 " j J dl ==M^dts : 

: 2G7„. D la ca łego pręta będz iemy mieli 1 1 = I IM dz : 2G\0 , a dla 
. ' o L o 

pręta o s ta łym przekroju, dźwiga jącego wirowe obc iążen ie zewnę t rzne 
. l / 0 na obu skrajnych przekrojach: n = Mjp : 2GF0. Wypadku szczególnym 
tylko co wyżej rozpatrywanym, występuje po raz pierwszy w roli obc iąże ­
nia odksz ta łca jącego moment czyl i siła uogóln ien ia , dająca również od­
ksz ta łcen ie , które należy wziąść pod u w a g ę przy wyznaczaniu pracy sp rę ­
żystej w myśl naszch rozważań ogólnych . Aby wyznaczyć p rzesun ięc ie 
tej siły uogóln ionej , rozk ładamy moment M„ na pa rę obro tową w p ł a sz ­
czyźnie gó rnego skrajnego przekroju prę ta . W tym celu w owej płasz­
czyźnie prowadzimy prostą, przecinającą podłużną oś prę ta i symetrycznie 
w dwóch punktach tej' prostej, odległych o X od osi, rozpatrujemy dwie 
p ros topad łe do X siły P czyniące z a d o ś ć równaniu MU — 2\P. Nadto przez 
f oznaczamy kąt w z g l ę d n e g o skręcen ia g ó r n e g o skrajnego przekroju pręta 
wzg lędem dolnego. W danym wypadku przesunięc ia sił P będą niewątpl i ­
wie <pX, a praca ich sprężys ta X 2 '•? & / J = '/•. M ; ; , zatem kąt obrotu 
pary danego momentu należy uważać za przesunięcie tej siły uogólnionej. 
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T o samo wynika ze wzoru poprzednio otrzymanego d l a f i ; ła two to do-
s ó z e c , zważywszy , że f = Ml: GA,. 

2M0 fpi p 
D l a płytki eliptycznej mieliśmy ( IV § 1) ' ^ = — y — 4 - p , zatem jej praca 

4M0* dz Cif y*\ M2dz T 
sprężys ta będz ie g j g g g \ \ y Ą dF

 2 z : W G [ 407" : 4AT 

To samo powinniśmy ot rzymać, biorąc pod uwagę 
_ »JT TICIU CL O" • 

pracę sprężystą siły uogólnionej 4f 0 dla płytki . Niech będzie dz—jej kąt 
skręcenia — a zarazem przesun ięc ie M0, zatem •/, M0d? powinno dać war-

M0dz a3 + b-
tość poprzednia. Stad bezpoś redn io d>t = — — wynik poprze-

u - ab a o" , 
dnio podany w (IV § 7) bez dowodzenia. 

Przy obciążeniu gnącem płytki a = — My x : iy-\-Mxy : 1^4- S : F, 
a przeto praca s p r ę ż y s t a płytki będz ie w danym wypadku równa: (M2

ydz: 

•2\\,E) j X-dF-'< (M\,dz : 2 1 - V A ) | y-dF-\ [S-dz : 2 F-E) j </P-

(2 , l / v Af.r d z 2 l.v iy E) | xydF-(2MySdz : 2 I,, P A ) J xdF \-2 MxSdz : 

: 2\XFE) | jr^JŚ- = = M W « : 2\yE-\-M.\xdz : 2 I V £ S - r f z : 2 P A , jako 

że momenty statyczne i odś rodkowy mają war tośc i zerowe dla rozpatrywa­
nych g łównych osi płytki . Wynik tu otrzymany daje się z góry przewi­
dzieć , z w a ż y w s z y , że obc iążenie gnące rozpada się w danym wypadku na 
dwa momenty Mx i My c zy l i sity uogóln ione o przesunięc iach Mxdz : 
: EJV i Mydz : Eh oraz siłę os iową S, dla której p rzesunięc ie równa się 
Sa'? : EF. W myśl prawa o n ieza leżnem działaniu sił praca sprężys ta , 
tych trzech obc iążeń odksz ta łca jących stanowi sumę prac poszczegó lnych , 
to samo cośmy tylko co otrzymali. To prawo ma zresztą powszechną do­
nios łość , /'raca spręży sta sii od siebie niezależnych stanowi sumę prac 
tych sii. Ła two to u d o w o d n i ć , zważywszy że praca sprężys ta jest pewną 
odmianą fenergji. W myśl tego prawa z ła twością możemy z b a d a ć wpływ 
siły tnącej na s t rzałkę ugięc ia pręta, dodając do pracy momentów gnących 
p racę sił t n ą c y c h . W e ź m y pod u w a g ę szczegó lny wypadek pręta / cm. 
d ługiego o s ta łym przekroju poprzecznym pros toką tnym. Jeden koniec 
prę ta dźwiga siłę P gnącą, drugi jest osadzony poziomo (V, Rys. 17). 
W przekroju O panuje siła tnąca T = P oraz moment gnący M = P (l—Z)— 
== Pco, gdzie 10 = 1—1. Jak zwykle pionowe osie g łówne OY p rzekrojów 
B X II 'eżą w płaszczyźnie gięcia , zatem będz iemy mieli p r acę sprężys tą 
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pręta n == j (M*du ' 2Elv) \ >i. | ( T W M : 2GP) tutaj n iewątpl iwie bo-
• ' o Jo , 

wiem dz = d«>. Inaczej jeszcze fi = (P'2 •. -Elv) | o wWw |-1,2 (P- : 2{GF) 

| • # » = P* / 3 : 6 P I V ;-1,2 PH : 2 G f , gdzie I v - JV,BH\ a P=Bll. Stąd 

bezpoś redn io n = ( P 2 / : 2 £ / ,* / / ) (4/- : / / 2 | 1,2 £ : (/'). Nadto n = l / 2 P / , 
pon ieważ końcowa strzałka _/ prę ta stanowi p rzesun ięc ie siły odksz ta ł ca ­
jącej 7°. D l a żelaza i stali ( I V § 5) poda l i śmy wzór G = 0,385 E 3£ 0,4£" 
zatem J •(Pl : EBH) (4/ 2 : / P - j - 3 ) . W tym wzorze ostatni wyraz dru­
giego nawiasu wyrokuje o wpływie siły tnącej na s t rza łkę ugięc ia . D l a 
7 = 5 / / , a więc dla bardzo krótk iego prę ta pierwszy wyraz daje 100 
w tym przeto szczegó lnym wypadku siły tnące powiększają s t rza łkę ugięcia 
pręta zaledwie o 3%. S t ą d wniosek, że dzia łanie sił tnących śmiało może 
być pominię te dla prę tów długich zazwyczaj stosowanych w praktyce. 

Wyżej wyłożone prawo o dodawaniu prac sp rężys tych uła twia zrozu­
mienie dalszych rozważań . 

§ 3. Praca sprężysta układu sił zewnętrznych. Ciało sprężys te nie-
odksz ta ł cone obc iążamy układem sił odksz ta łca jących zwykłych lub uogóf- ' 
nionych. Po odksz ta łceniu zapanuje trwały stan r ó w n o w a g i na tle prze­
sunięć pi sił odkszta łca jących J) układu (7=1,2....n). W najogólnie jszym wy­
padku przesunięc ie p+ zależy od wszystkich sił układu, inaczej mówiąc 
istnieje pewna funkcja pi=Ji(Pu P,..Pn), uzależniająca poszczegó lne prze­
sunięcia od wszystkich sił układu. Gdy wszystkim siłom P ; nadamy od ­
powiednie przyrosty dPj, r ó w n o w a g a zostanie zak łócona , c iało odksz t a ł cać 
się będzie dopóty , póki na tle p rzy ros tów dp; nie zapanuje ponowny stait 
równowagi t rwałe j . Przez ten czas każda siła układu wykonała p r a c ę 
Pjipj, zatem elementarna praca ca łego układu będz ie dn — ̂ I) dp;, gdzie 
dodawaniem należy objąć wszystkie n sił odksz ta łca jących . Ten wzór nie­
wątpl iwie nie zależy od kształ tu funkcji /,• posiada więc znaczenie ogólne . 
Wyznacza pracę sprężystą elementarną układu sił odkształcających, jako 
sumę iloczynów sił przez przyrosty przesunięć, W istocie swej stanowi 
tak zwane— 

§ 4. Pierwsze twierdzenie Castigliano w postaci różn iczkowej . Dzieląc 
obustronnie wzór otrzymany przez k tórykolwiek przyrost dpk otrzymam/ 
<)Y\:dpk=Y. Pjdpi-.dpfc. W ten s p o s ó b wyraża s ię również to samo prawo: 
( ząslkoua pochodna pracy sprężystej układu sił po jednem z przesunie: 
równa jest sumie iloczynów sił odkształcających przez cząstkowe pochodne 
przesunięć tych sił po owem przesunięciu. Gdy przesunięc ia są od siebie 
n ieza leżne otrzymujemy wprostóU :<)pk = Pk, wtedy bowiem dpi : ')/>£ = O 
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przy i = 1,2... k— 1, kĄ-\...n, ą dp k : ópk = 1. Cząstkowa pochodna pracy 
sprężystej po jednem z przesunięć daje odnośną siłę w wypadku przesunięć 
»dsiebie niezależnych. Te trzy odmiany pierwszego twierdzenia Castigliano 
stosują s ię do wszelkich ciał sp rężys tych . Pierwsze twierdzenie Castigliano 
jest zatem ogólne.* 

§ 5 . Cia ła wzorowo s p r ę ż y s t e . Ciało nazywamy wzorowo sp tężys tem 
w tym szczegó lnym wypadku, gdy przesunięc ia pt- wyrażają s ię funkcjami 
linjowemi sił odksz ta łca jących, to jest gdy = a^ Px-\-cii.1P»-\-...-Ą-am Pn (i= 
= l , 2 . . . » ) . Czyniąc kolejno wszystkie /•,- równe zeru prócz jednej, możemy się 
p rzekonać z ła twością , że cia ło wzorowo sprężys te u legać musi pierwszemu 
prawu Hooke 'a w stosunku do każdej z osobna siły odkszta łca jące j , a nadto 
prawu o nieza leżnośc i dz ia łania sił , zatem za leżność p o w y ż s z a wyraża tak 
zwane uogóln ione prawo Hooke 'a na n sił uk ładu . Rozwiązując powyżej 
wypisane równan ia wzg lędem sił Pj otrzymamy P{=bh pi-\-bi.1p.1-\-,..-\-binp}U 

Stąd wniosek bezpoś redn i , że dla ciał wzorowo sprężys tych siły odksz ta ł ­
cające mogą by£ w y r a ż o n e w postaci funkcji l injowych przesun ięć . P o ­
przednio wypisany szereg równań wskazuje, że przesun ięc ia ph jako za leżne 
od s ł odksz ta łca jących są n ieza leżne od siebie, możemy przeto za s to sować 
pierwsze prawo Castigliano w postaci dT\ : dpk = Pk = bkypx - j~ bk2p.. 
•••-{-bknpn, kolejno do wszystkich k= 1,2. . . .« to jest do wszystkich rów­
nań dla P,-. Całkując bezpoś redn io otrzymamy kolejno n — V-J/'nĄ ' 

f*12/>2*li---+*t»A»/3l+Wi(/>2.^5-A) — * 2 l A A f f V a htp\ + ... 4 hn tnP: 
t 02 (pnPi — Pn) — 1 d. P o n i e w a ż , jak to z samego ca łkowan ia wynika w, 
dowolna funkcja ca łkowan ia nie może zawie rać wyrazów z px, a co, wyra­
zów z p., przeto bvlp.Łpx musi być t o ż s a m o ś c i o w e z b.lxpxp„ s tąd bl2 = b:x. 
Powtarza jąc to samo dowodzenie dla innych wyrazów odpowiednich, ł a two 
się przekonamy, że bi,t = blk przy jakichkolwiek lecz różnych war tośc iach 

k, i, dowolnie obranych w szeregu 1,2.. n. Zatem n = = S V » A t p H -bkiPkPi. 
gdzie przy pierwszem sumowaniu należy kolejno uczynić / == 1,2 ... n. 
a przy sumowaniu w drugim wyrazie — brać jakiekolwiek dwie różne cytry 
z tego samego szeregu aż do wyczerpania wszelkich możl iwych zes tawień . 
Nadto wyrazu s ta łego fi zawie rać nie może , pon ieważ praca sprężys ta ciała 
n i eodksz t a ł conego z natury rzeczy winna mieć war tość zerową, to jest ina­
czej mówiąc przy px = p,, = .. .pn= O musi być H = O. Wyraźmy w tylko 
co otrzymanym wzorze p rzesun ięc ia />,• przez si ły P , , a otrzymamy «:nów 
funkcję j ednorodną sił P ( również drugiego stopnia. S tąd wniosek: praca 
sprężysta dala wzorowo sprężystego jest jednorodną funkcją drugiego 
stopnia sił odkształcających, lub ich przesunięć. Odwrotne twierdzenie 
również jest s łuszne : gdy praca sprężys ta wyraża s ię funkcją j ednorodną 

\ 



- 12 — 

drugiego stopnia sil odkszta łca jących, lub ich przesunięć — ciało jest 
wzorowo sprężys te . Ł a t w o to udowodn ić bezpośrednie tn różn i czkowan iem. 

§ 6. Belka j e d n o p r z ę s ł o w a , obc iążona ponad podporami momentami 
gnącemi stanowi dobry przykład zastosowania powyższych rozważań . 
W ks iędze drugiej (Str. 81) rozpat rywal iśmy belkę tego rodzaju, zacho­
wamy przeto te same znakowania, a nadto oznaczymy przez ;i.„ moment 
obciążenia ponad podporą A. Łączne działanie momen tów u,, i \>. da po­
chylenia skrajnych stycznych 6 A = ( l / 3 V-o ~ % I-O J '• E% o r a z ^e — tYa! 1 — 
— 1Uv-o)l' El, c o wyp ływa bez poś redn io z prawa o n iezależności dzia­
łan ia sił. Z tych równań wyznaczamy = 2 El (2 0 A --' 0 n ) : / oraz 
\>- = 2 EI ( 0 A - j - 2 0 u ) '• I- Na mocy pierwszego prawa Castigliano: -)fl : 
: dQA s= ! i 0 = 2 £ / (2 H A - f ©„) : /, oraz <)l\ : d&B = p. =.• 2 P 1 ( 6 A 4 -
4 - 2 0 B ) : /• Stąd całkując bezpoś redn io mamy II == 2 A'I (H'-'A - j - ©A 

<-)j;) : / - j - to, (t->B) == 2E1 ( B A B B - e - ' „ ) : / 4 , <»2 ( 9 A ) . Tym dwum rów­
naniom jedynie czyni z a d o ś ć l l = 2 P I (<->-A | ©AŚB-)-®^):/; a więc je­
dnorodna funkcja p rzesun ięć drugiego stopnia. Pods tawia jąc war tośc i dla 
©A i Bo znowu otrzymamy jednorodną funkcję ó rug iego stopnia l ł = ( [ i - „ — 
— W a "4" !*•"") I '• tym razem jednak m o m e n t ó w — - u o g ó l n i o n y c h sił od­
kszta łcających. Stąd wniosek bezpoś redn i , że ustrój rozpatrywany jest wzo­
rowo sprężys ty . 

§ 7 . Ust ró j nie wzorowo s p r ę ż y s t y da odmienną pos t ać II. Najlepiej to 
uwypukli przykład następujący. Haki zakończone przegubami (Rys. 2) 
wbito w ściany przec iwległe i po łączono prętami L uczepionymi przegubowo 

po ś rodku. Przegub C ś rodkowy dźwiga ciężar / ' . 
W założeniu zupełnej n ie ruchomośc i obu ścian pręty Z 
pod jarzmem siły P poczną się wyd łużać i wzrosną 
do U =•= AC = BC, ś rodkowy przegub obniży się 
z CdoC, dając p rzesun ięc ie CC — p siły odksz ta ł ­
cającej P . T r w a ł a r ó w n o w a g a odksz ta ł cona możliwa 

jest niewątpl iwie tylko w tym wypadku, gdy s k ł a d o w e P' siły P ułożą 
się na osiach obu p rę tów pochylonych o kąt a, a zatem C L : cos a, 
p —- Liga oraz ł/a P = P' s ' n *• Nadto wydłużenie p rę tów z = P ' : FE . 
gdzie przez F oznaczy l i śmy ich przekrój poprzeczny s ta ły . Stąd L' = L 
(1 4- ś) = L (1 -I - P ' : FE) = Z. (1 4- Z 3 : . 2 FE sin').) = L : cos a, a przeto 
1 : cos a = 1 4- 2 / ' : / ' P s / ; ; a oraz P = 2 EFtg a (1 — cos a ) = 2 A ' / v / § • a 

(1 - - 1 : J 1 Ą-tg-o.) =2EFp ( 1 — 4 ; }'\ Ą-p" i Z,'-) : E . Wobec zniko-
komej war tośc i stosunku />. : Z możemy ogran iczyć się do pierwszych 

dwóch wyrazów w rozwinięc iu 1 : J 1 ~-p- .L1 — {1 p- : U) f*=? 1 — 1 _. 
/>- ; Z - i ostatecznie o t rzymać P— EFp':> : L 3 . Ten wzór wskazuje, że 
siła P nie jest funkcją, linjową przesunięc ia : układ nie jest wzorowo sp rę ­
żysty, zatem i jego praca sprężys ta nie może być funkcją jednorodną dni-
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gicgo stopnia. Łatwo się o tern p rzekonać bezpoś redn io , zważywszy , że 
wobec zupełnej ogólności pierwszego twierdzenia Castigliano dl i : bp === 
= Ps"S> FEp* : Z A Stąd II £»= FEp4 : 4 Z 3 . Ten sam wynik możemy otrzy­
mać bezpoś redn io wyznaczając II, jako sumę ptac sprężys tych obu prę tów. 
Otrzymamy w ten s p o s ó b TI = 2 X Va p ' [Z ' — Z ] = PV1L : FE = P2 L : 
: AEFsin2* = P2L (1 - f 1 : &-a ) : 4 P F = P - ' Z (1 + Z 2 : p1) : 4 P F >-
- F - - P 8 > * (1 4 - Z,- : p2) : 4 F P Z , 5 s - F £ > 4 (Z- 4* />2) : 4 L 4 FEp* : 4 L 3 . 

§ 8. Twierdzenie Clapeyron'a wynika bezpoś redn io z pierwszego 
twierdzenia Castigliano. Weźmy pod u w a g ę ciało wzorowo sprężys te , od­
kszta łcone pod jarzmem sił P,- (t'— 1,2 . . . . n). Praca sprężys ta będzie 
w danym wypadku 1 1 = It^JfuP^i 4 - Sb/Hp-kP* . Korzystając ze w z o r ó w 
dla P}- podanych w § 4, tworzymy sąmę EP f . / j ; = bnp'\ -\~bnp2pl 4-.... 
^iw " i b*\P\Pi - r *2« Pl!p2---+ bnnp2„. Wyżej udowod­
niliśmy, że b k i ^ b i k , a przeto \±P{ pt = ^bhpj A s-2bkipk pt = 2\\. 
Stąd bezpoś redn io U = -/a S P ; />, , gdzie sumowaniem należy objąć wszyst­
kie war tośc i z = 1 , 2 . . . n . Ten wzór wyraża twierdzenie Clapeyron'a: 
praca sprężysta ciała wzoi owo sprężystego równa jest połowie sumy ilo­
czynów sił odkształcających przez odnośne przesunięcia. Ten sam wynik 
otrzymaliśmy w § 1 bezpoś redn io dla pojedynczej siły P i s tosowal i śmy 
niejednokrotnie w § 2, obecnie, opierając się na uogóln ionym wzorze dla 
n si ł udowodnimy — 

§ 9. Drugie twierdzenie Castigliano. Rozpatrujemy cia ło wzorowo 
sprężys te , odksz ta łcone pod jarzmem układu sił zwykłych , . lub uogóln io­
nych Pj (i = 1,2 . . . . n). Na mocy twierdzenia Clapeyron'a możemy napi­
sać dla danego wypadku, że 2W—^.Pipi, s tąd różniczkując bezpoś redn io 
otrzymamy 2d\l = SP,- dpt 4 - ~pt- dP{ . Wed ług pierwszego twierdzenia 
Castigliano rfll = £P,- dpj, a przeto odejmując będz i emy mieli d\l = 
"pj aPj-, wzór s t anowiący is totę drugiego twierdzenia Castigliano. W y ­
znacza ono elementarną pracę sprężystą układu sił, odkształcających ciało 
wzorowo sprężyste, w postaci sumy iloczynów przesunięć przez przyrosty 
odnośnych s<ł odkształcających. 

Dzie ląc obustronnie wzór otrzymany przez k tórykolwiek przyrost dPk 

otrzymamy n\\ : d l K — -/>,• dPt- : dPk. W ten s p o s ó b również wyraża się 
to samo prawo: Cząstkowa pochodna pracy sprężystej układu sił, od­
kształcających ciało wzorowo sprężyste, po tednej z sił tego ukłaau równa 
hst sumie iloczynów przesunięć przez cząstkowe pochodne odnośnych sił 
odkształcających po owej obranej sile. Gdy wszystkie siły są od siebie 
niezależne mamy wprost d l i : dPk =pk, w tym bowiem wypadku óPf \dPk—0 
przy i = 1,2 . . . k — 1, k - j - 1,. . • n, oraz dPk : dPh = 1. Cząstkowa po­
chodna pracy sprężystej układu sił, odkształcających ciało wzorowo sprę­
żyste, po jednej z sił tego układu daje odnośne przesunięcie, w wypadku 
sił od siebie niezależnych. Te trzy odmiany drugiego twierdzenia Ca^ t i -
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gliano stosują s ię wy 'ączn ie tylko do ciał wzorowo sp rężys tych , samo 
twierdzenie bowiem opiera się na twierdzeniu Clapeyron'a. M i m o to po­
siada znacznie większą don ios łość praktyczną niż pierwsze. Ła two się 
o tem przekonamy rozpatrując: 

§ 10. Zastosowania drugiego prawa Castigliano. W ks iędze drugiej 
(str. 80), rozpa t rywal i śmy pręt osadzony jednym końcem, u drugiego obcią­
żony siłą gnącą P. Zachowajmy wszystkie znakowania, a nadto wpro­
wadźmy nową zmienną <„ = /—X,. W a r t o ś ć momentu gnącego dla prze-

riAPdu, _ P" l* 
kroju b ieżącego w O będzie M=Pu>, zatem II == I ™ — - „ i na 

„I 0 2 £ 1 o Ł I 
mocy Castigliano II j = dli: dP = PP : 3 £ T , k o ń c o w a bowiem s t rza łka 
ugięcia pręta / stanowi przesunięc ie siły P, jedynej odksz ta łca jące j . Ten 
sam pręt obc iążamy u końca swobodnego momentem u.. Przesun ięc iem tej uo­
gólnionej siły będz ie kąt 0 pochylenia skrajnej stycznej odksz ta łcone j ku 
osi podłużnej pręta n i eodksz t a ł conego . W danym wypadku we wszystkich 
przekrojach panuje stała war tość momentu, możemy przeto nap i sać , że 
II = : 2 El i na mocy Castigliano II wyznaczyć 0 = d l i : dft = \U :El. 
T e same wyniki ot rzymaliśmy pierwej drogą zwykłą. Gdybyśmy i tutaj 
chcie l i znaleźć skrajną s trzałkę ugięcia pręta, to na leża łoby w p r o w a d z i ć 
doda tkową siłę P, działaiącą w swobodnym końcu pręta n ieza leżnie od \i. 
Wtedy przy wspó lnem działaniu sił P i \s. W O panowa łby moment M = 

rl MhU r/((j.-f-Pu,)2 

= ^-\-Po>, mie l ibyśmy przeto Ił = I ~2~El~ ~~ \ 2 E l ' 
d II r / i i + Pcu 

razem na mocy Castigliano ll:/ = ^ - p == j —-grj— loda. 

Jednak siła P nie działa w istocie rzeczy, należy zatem uczynić w wy­
niku otrzymanym P—O, co da szukaną s t rza łkę /=[J . / 2 : 2EI. Z kolei gdy 
byśmy chcieli wyznaczyć w dowolnym przekroju O kąt 0„, pochylenia stycznej 
odksz ta łcone j ku pierwotnej osi prę ta — to na leża łoby w p r o w a d z i ć siłę uo­
gólnioną, odpowiada jącą temu przesunięc iu — a więc moment Zatem 
w połaci BO, dla wszystkich przekrojów M—[>., w drugiej po łac i OA, rów­
nież we wszystkich przekrojach panuje stała w a r t r ś ć momentu u,-f-[i.0, mo­
żemy przeto nap i sać , że U=[ |JL 2 ( /—») 2 +( t J , ~h J L o ) s ] : &£Ł Stąd na mocy C a ­
stigliano II mamy Q0 = (v--\-\>^)i'-EJ. P o n i e w a ż w istocie |JL0 = O, przeto 
ostatecznie 0 o = [ i . £ : El. Gdybyśmy wreszcie chciel i zna leźć obniżenie się 
/, przekroju O po odksz ta łcen iu , to na leża łoby w p r o w a d z i ć mniemaną si łę 
P0, przynależną do owego przesunięc ia . W pierwszej połac i by łoby po 
staremu M—y., w drugiej M=\L-\-PO0>, trzebaby jednak odl iczać «> od O ku 
A w kierunku osi pierwotnej prę ta . Tutaj więc II = { i 2 ( / — C) : 2E J - f 

a za-

| 2 / 1 Castigliano II daje TJ = dli : dP0 == EJ 
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przyczem po zróżniczkowaniu należy uczynić I\—0, siła mniemana bowiem 
nie istnieje w rzeczywis tośc i . S tąd YJ=[I.£2 : 2 El. 

W e ź m y pod u w a g ę jeszcze jeden przykład zastosowania tego samego 
iwierdzenia. Uchwyty przegubowe A,B wbito w śc i anę p ionową ściś le nie­
ruchomą i po łączono prę tami AC — BC = L. Na przegub C, ś rodkowy 
działa siła pionowa P. Wyznaczmy jej p rzesun ięc ie , czyl i obniżenie s ię 
przegubu (Rys. 3). Ła two daje się spostrzec, że górny prę t będz ie rozcią­
gany, a dolny śc i skany siłą V:2cos%, gdy oznaczymy kąty BAC i CBA 
przez a. W założeniu doskonałe j sz tywnośc i muru odksz ta łceniu ulegają 
jedynie prę ty , możemy przeto nap i s ać p r a c ę sprężystą , jak dla sił osiowych 
w postaci II ss= 2 P 2 Z . : 8EF cos- a, gdzie F oznacza stały przekrój poprzecz­
ny, wspólny dla obu prę tów. S tąd p = df\ : r)P = PL : 2EFcos2a.. W ten 
s p o s ó b wyznaczy l i śmy sk ładową p ionową przesunięc ia ś r o d k o w e g o prze­
gubu. Poz iomą q wyznaczymy również z ła twością rozpatrując mniemaną 
siłę Q _[_ P i dajmy na to sk ie rowaną ku śc ianie . T a siła da sk ładowe 
Q : 2 sin a śc iskające oba pręty . Przy łącznem działaniu sił P i Q w gór­
nym pręc ie będz ie działa ła siła osiowa P : 2 cos a — Q : 2 sin a = S . 
Tutaj S ' = — P : 2 cos a — Q : 2 sin a, zatem II = (S2 - f S ' 2 ) 
L : 2 oraz 9 = a i l : ÓO = ( S d S : dQ+S'dS' : d £ ) L : EF = 
= — ( S + S ' ) L : 2 £ P s w « = 0 L :2£Fsin2a. W istocie siła £/ 
nie istnieje, na leży zatem uczynić Q=0 w wyniku otrzyma­
nym, s tąd q=0. Przegub ś rodkowy obn iża s ię nie schodząc 
2 l inji dz ia ł an ia siły P. Chcąc , dajmy na to, znaleźć kąt obrotu 
p rę ta ylC, czy l i przyrost do. kąta CAB—należy w p r o w a d z i ć R y s > 3 

o dpowiedn ią siłą uogó ln ioną—moment M o parze sił R przy­
wożonych do obu k o ń c ó w pręta . Obrót tej pary da da.. S t ąd Rz=M:L. 
Siła R wywołuje w przegubie A odpór , druga działająca na przegub C d a 
dodatkowe siły osiowe w prę tach . Z ła twością możemy je wyznaczyć , zwa­
ż y w s z y że si ła R jest pochylona ku przed łużeniu BC pod kątem 90° — 2a . 
Zatem na górny pręt będz ie działała s i ła os iowa S=P: 2cos a.-\-Rtg (90°— 
2<x) =—P: 2 cos 0.-Ą-M: Ltg 2 a, a na dolny S ' = —P: 2 cos a-\~M:L sin 2 a.. 
Stąd 1 J = ( S H S'2) L : 2 EF, oraz do=d\i: dM— (SdS : ÓM f £ ' A S ' : ^ l f ) L 

EF = ( S : tg 2 a-|-S' : s w 2 a ) : P /% gdzie należy uczynić M=0. Osta­
tecznie więc dcn=(P: 2 cos a tg 2 a — P -.2 cos a. sin 2 a ) : EF= P(cos2x — l); 
: 2 EFcos a s /« 2 a = P (cos2cn—sin2a—1): 4 EF sin a cos2 a=—P . s - /« a : 2EB 
cos2 a. Znak ujemny wskazuje, że obró t p rę ta zachodzi w kierunku odwrot­
nym do przyjętego kierunku pary sił R, co zresztą widoczne jest samo 
przez s ię , p o n i e w a ż przegub C opuszcza s ię w dół . 

Jak widać z p rzyk ładów p o w y ż s z y c h Costigliano II oddaje nader 
cenne usługi . Jeszcze prostsze wyniki daje tak zwane— 
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§ 1 1 . Twierdzenie Menabrea, zwłaszcza w zastosowaniu do ustrojów 
's tatycznie niewyznaczalnych. Rozróżniamy zazwyczaj ustroje statycznie nie-

wyznaczalne zewnęt rzn ie i wewnę t rzn ie . Gdy l iczba p o d p ó r jest zbyt wielka, 
a z równań statyki nie można wyznaczyć wszystkich odporów — mamy 
n iewyznacza lność zewnętrzną — wewnętrzną , gdy l iczba prę tów, łączonych 
przegubowo, jest nadmierna, lub połączen ia mają zbyteczną sz tywność , prze­
stają być przegubami wahliwemi, przy wystarczającej l iczbie prę tów. W obu 
wypadkach nadmierną l iczbę czynników równowagi można z ła twością wy­
znaczyć , s tosując Castigliano II, lub twierdzenie Menabrea, s tanowiące 
prosty wynik poprzedniego i z tego powodu »ieraz mylnie Castigliano III, 
zwane. Dajemy tutaj dowód ogólny zasady najmniejszej pracy — dotych­
czasowe grzeszyły zbytnią jednost ronnością . Drugie prawo Castigliano wy­
raża s ię wzorem aU : dPk = £ PidPj: dP^, w którym n oznacza pracę sprę­
żystą ustroju wzorowo sp rężys tego , odksz t a ł conego pod jarzmem sił stop­
niowo rosnących od zera aż do skrajnych na tężeń Pt- (i = 1,2... n), zaś p, 
przesun ięc ie punktu uczepienia na osi siły Pf- lub kąt obrotu pary momentu 
Pj. Rozcięcie jednego z ogniw, lub łączeń ustroju zakłóci t rwałą równo­
wagę odkszta łconą, chcąc ją p rzywróc ić , należy w p r o w a d z i ć zas tępczy układ 
znoszących się wzajemnie sił Xi—X, Yi—Y i t. d.—wzamian zniszczo­
nych. Te dodatkowe siły zewnęt rzne powinny utrzymać powierzchnie przekroju 
w dotyku pierwotnym, muszą więc rosnąć równocześn ie z P j od zera do 
do swych skrajnych ostatecznych war tośc i . Weźmy pod u w a g ę dwie jakie­
kolwiek siły zas tępcze , dajmy na to X i X'=—X, uczepione w O, pew­
nym punkcie dokonanego przekroju. W wypadku przekroju zewnętrznego, 
to jest poprowadzonego pomiędzy ustrojem, a podporą przez teoretyczny 
punkt podparcia O, możemy uważać X, jako odpór , a X' jako działanie 
ustroju na p o d p o r ę , zatem przy wyznaczaniu pracy sprężys te j ustroju, otrzy­
mamy w n wyrazy za leżne od siły zas tępcze j X, nie będz ie natomiast wy­
razów z X', możemy przeto nap i sać : dli: dX — x 4 - S pdll: dX, gdzie * 
małe oznacza rzut p rzesunięc ia punktu O na oś siły X , czyl i p rzesunięc ie 
siły zas tępcze j X . Gdy odpór X jest statycznie niewyznaczalny, a więc od 
sił P niezależny, będz iemy mieli wprost r)ll : dX== %, wtedy bowiem wszyst­
kie pochodne sumy są równe zeru. Wzór tylko co otrzymany wyraża twier­
dzenie Menabrea dla podpory sprężyste j i dającej odpór X statycznie nie-
wyznaczalny i p rzesunięc ie x do tego odporu przyna leżne . Dla podpory 
niesprężyste j x=o, zatem d\\ : d X = O—pochodna pracy sprężystej ustroju 
wzorowo sprężystego po statycznie nicwyznactalnym odporze podpory nie­
sprężystej jest równa zeru. 

W wypadku przekroju wewnętt znego, to jest poprowadzonego przez 
ogniwo lub łączenie kdku ogniw obie sity X i X' dadzą wyrazy dla II 
a przeto OU : dX z= x-JrxdX': <>X-\- Y>pdP: <L\ = IpdP: <)X, pon ieważ po-
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chodna A*' po A" równa jest—1. I tu znów x, małe oznacza rzut przesu­
nięcia punktu O na oś sił XX', i tu jak wyżej wszystkie pochodne sumy są 
równe zeru, gdy A' jes t statycznie niewyznaczalne, to jest n iepowiązane z siłami 
P rówmaniami statyki. Zatem wzór dl i : d A " = 0 wyraża twierdzenia Menabrea dla 
siły zas tępcze j X przekroju — statycznie niewyznaczalnej: pochodna pracy 
sprężystej ustroju wzorowo sprężystego po statycznie niewyznaczalnej sile 
wewnętrznej jest równa zeru. Ostatnie rozumowania zachowują swą m c 
i dla pozos ta łych sił zas t ępczych przekroju należy jednak dla statycznie 
wyznaczalnych z a c h o w a ć znak sumy. Ddje to nieraz nader cenne w y n i k i . «s 
Godz i się tu zaznaczyć , że oprócz równań statyki m o g ą is tnieć inne 
równania uzależniające daną siłę od pozos ta łych , należy więc i w tym 
szczególnym wypadku uwzględnić sumę w prawej częśc i wzoru. 

Rozwińmy nieco szerzej ten ścisły wykład , biorąc pod uwagę ustrój 
wzorowo sprężys ty statycznie niewyznaczalny. W pierwszym wypadku, 
gdy- l iczba podpór jest nadmierna, r ó w n a n i a statyki nie dadzą wszystkich 
odporów. Oznaczmy brakujące odpory statycznie niewyznaczalne przez 
X, Y.... Z. Gdybyśmy usunęl i odnośne podpory, r ó w n o w a g a zos ta łaby za­
kłócona, chcąc ją p rzywróc ić należy przyłożyć dodatkowy układ sił ze- \ 
wnęt rżnych X, Y.... Z z a s t ępczych , bo działających jak odrzucone podpory. 
W ten s p o s ó b siły zewnęt rzne pomnożą się o X, Y... Z , lecz cały ustrój 
pozbawiony podpór zbytecznych stanie się statycznie wyznaczalnym, w tern 
znaczeniu, że pozos t a ł e odpory dadzą s ię wyznaczyć z równań statyki 
w za leżnośc i od sił zewnę t rznych P oraz sił zas tępczych , narazie jeszcze 
bliżej n ieokreś lonych , wys tępu jących w postaci znaków X, Y.... Z we wzo­
rach dla pozos ta łych odpo rów statycznie wyznaczalnych. W tej samej po­
staci dodatkowe siły zas t ępcze wejdą w ł l . Weźmy pod u w a g ę jedną z nich, 
dajmy na to X. Gdy jej podpora jest n iesprężys ta t. j . przy odkszta łceniu 
pozostaje nieruchomą, lub porusza się prostopadle do odporu X, p rzesunię­
cie x=:o, a zatem oTl : dX= O. W szczególnym wypadku podpory sprę ­
żystej , dającej p rzesun ięc ie x, będziemy mieli oTI : dX == x- W obu wy­
padkach dla każdego odporu statycznie niewyznaczalnego otrzymamy po 
jednem dodatkowem równaniu , te zaś łącznie z równaniami statyki pozwolą 
wyznaczyć istotne war tośc i sił zas tępczych , czyl i brakujące odpory ustroju. 
W razie ustroju statycznie wewnęt rzn ie niewyznaczalnego, należy przedewszy-
stkiem określ ić , czy ta statyczna n iewyznacza lność pochodzi z nadmiernej l iczby 
prę tów, czy ze zbytecznej sz tywnośc i połączeń . W ustrojach przegubowych 
trójkątnych podwojona l iczba węz łów mniej trzy winna d a ć l iczbę prętów 
koniecznych. Dodajmy jeden pręt , a układ stanie się niewyznaczalnym 
i równania statyki me wystarczą przy wyznaczaniu sił osiowych dla prę tów. 
T o samo okaże s ię , gdy po łączymy dwa prę ty ustroju nie przegubowo 
a trwale. W złączeniu powstanie moment statycznie nie wyznaczalny. 
W pierwszym wypadku możemy rozciąć ogniwo zbyteczne, w drugim od-

19 



— 18 — 

sztywnie łączenie właśc iwie dobraną powierzchnią przekroju, a usunięte 
w ten s p o s ó b siły wiążące p rzywróc ić , dając odpowiednie siły zas tępcze , 
które pomnożą układ sił zewnęt rznych , a cały ustrój stanie się statycznie 
wyznaczalnym. Te siły zas tępcze dadzą wyrazy dla II, będz iemy mieli 
przeto szereg równań dl i : dX = d\l: d Y... = d\l : dZ = O dodatkowych, 
z których określ imy istotne wartości statycznie niewyznaczalnych X , Y... Z. 
Wszystkie rozważania powyższe dotyczą ustrojów wzorowo sprężys tych , 
tylko bowiem w tym wypadku s t o s o w a ć możemy Castigliano II, z którego 
wypływa twierdzenie Menabrea, zwane jeszcze inacz.ej zasadą najmniejszej 
pracy, zgodnie z treścią odmiennego nieco wysłowienia : Istotne tuartości 
statycznie niewyznaczalnyclj dają najniniejszość pracy sprężyste) ustroju 
wzorowo sprężystego, opartego na podporach niesprężystych. Że tak jest 
istotnie, z ła twością możemy się p rzekonać , zważywszy , że wartości ze­
rowe pochodnych pracy cząs tkowych odpowiadają jej skrajnej war tości naj­
mniejszej — bowiem praca spręż) sta jako rdzennie dodatnia nie może miee' 
maximum. Istotę p o w y ż s z y c h rozważań najlepiej uwypuklą— 

§ 12. Zastosowania twierdzenia Menabrea. W księdze drugiej (str. 68) 
rozpat rywal iśmy belkę statycznie niewyznaczalną . Zachowajmy wszystkie 
znakowania, nadto przez X oznaczmy statycznie niewyznaczalny odpór , za­
stępujący oddzia ływanie podpory . / . W dowolnym przekroju O. obranym 
w odległośc i OJ od tej podpory p a n o w a ć będzie moment M = X w - j - lfa /'t0"> 

W(Ao) -f- l/3p(o)'2 

a przeto II == ^ l 0 - W założeniu n iesprężys te j podpory . / 

rl A w - j - y 2 i f r a 2 

mamy, w myśl twierdzenia Menabrea: ol l : OA = I ~El~~~ W 

== [yaXl3 -[- lUpl*\ : El = O, stąd X = — S/Spl. Możemy również za­
miast X rozpa t rywać moment osadczy, jako statycznie nie wyznaczalną . 
Chcąc go wyznaczyć , odrzucamy zamocowanie i wprowadzamy zastępczą, 
siłę uogólnioną — moment JA: W ten s p o s ó b otrzymamy be lkę j ednoprzęs łowa 
opartą w i na podporze rolkowej i w B na przegubowej. Obciążenie 
jednostajne p. łącznie z dodatkowym momentem ;J. da odpory pionowe 
A i B. Odpór A z ła twością wyznaczymy, pisząc równanie statyki dla 
momentów względem punktu B. Będzie to Al | pp-\~.\s. = O, stąd 
A — — V,pl—[>• : /, zatem w przekroju O p a n o w a ć będzie moment gnący 
M=— (7-2 Pl- -[- V-: 0 ">+ '/j A***» a praca sprężys ta różn iczkowana cząs tkowo 

, •/ dM d u fl I w\ u d w 
po j * ^ m ^ = = j M - - ^ T - ^ j j p ^ w t u 1 y l — == 
= (lUplz— l / | Pl'1 - 'M) •• £ I = Ó. Stąd <>. w= — i / | fiP, jak w księdze 
drugiei. 

W tej samej ks iędze (str. 70) rozpa t rywa l i śmy be lkę dwuprzęs łową . 
Zachowajmy wszystkie znakowania. Z równań statyki mamy A= — */2pl— 

file://-/~./s
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— Xb : l oraz B = —pl—X — A — — % pl — Xa : /, zatem 
głości z od lewej podpory A p a n o w a ć będz ie moment M •• 
— (xllplĄ-Xb : l) z, a w odległości ,„ od prawej podpory 

pa M*dz , rbM'2di» 
-V/apl+ Xa : l) « . Stąd l t = j ^ — j + J ^ 

w odgle-

= Hi Pz" ~ 
= \/.,pM2 — 

2EI oraz na mocy 

twierdzenia Menabrea 
dX 

— l/s — Aso : /) (— 6s : /) flte-f ( " C 1 / ^ 2 — V « płti>—Xau>: /) (—aw: /j 
J o 

rfco] : El—O. Po sca łkowaniu i skróceniu przez ab : El otrzymamy: 
- Vs /> (« s + ó ' ) : / + Vf l /> (a 2 + o2) + Vi A a o (a 4 - o) : / 2 = O. Stąd bez­
pośrednio X— — 1jipl (az-Ą-ZabĄ-b2) : ab. — Zamiast X możemy roz­
pa t rywać inny czynnik statycznie niewyznaczalny, dajmy na to moment od-
porowy, panujący ponad podporą X. Chcąc z a s t o s o w a ć twierdzenie M e ­
nabrea rozcinamy pręt ponad tą podporą i obc iążamy oba rozcię te prze­
kroje wza emnie znoszącemi się momentami różnoskrę tnymi ;A. "W ten 
s p o s ó b zamiast rozpatrywanego pręta statycznie niewyznaczalnego otrzy­
mamy dwa statycznie wyznaczalne pręty t oż samośc iowe pod względem 
obciążenia z prę tem ostatnio rozpatrywanym w poprzednim przykładzie , 
korzystając przeto z otrzymanych wyżej wzorów możemy odrazu nap isać 

1/ U. pa 
: i — i/.. ,MJ - f Ys pb* - \'opb3 u 6 ) : E 1 = O 

l. 
d l i : djŁ = i1/Bpa* 
s tąd ,,.== — V 8 / (*' - f o3) 

Jako trzeci p rzykład rozpatrujemy bramę dźwigową i,Rys. 4) obcią­
żoną jednostajnie w stosunku p kg . na j ednos tkę długości połaci poziomej 
górnej , sztywno na węg łach połączonej ze stojakami pionowymi, opartymi 

na podporach przegubowych A i B. W y s o k o ś ć bra­
my II s ze rokość — B. Obc iążen ie daje odpory p io­
nowe X i A ' ' , poziome } r i Y': o istnieniu tych os­
tatnich przekonamy s ię z ła twością zważywszy , że 
brama rozkracza się pod obciążeniem, stara się przeto 
rozsunąć podpory. Równan ia statyki będą dla sił: 
X~\~ X' Ą-pB— O, y - f Y' = O, nadto dla momen­
tów względem lewej podpory: X' B p B ~ — o 
stąd : X' == — V i pB = Xi nadto Y' = — Y. O d p ó r ) ' 
jest więc statycznie niewyznaczalny. Chcąc go 

wyznaczyć , rozpatrujemy przekrój poprzeczny stojaka C w odległośc i 
x od podpory A. Obc iążen ie przekroju stanowi siła osiowa X, mo­
ment Yx i , siła tnąca Y, którą jak zwykle pomijamy wobec mo­
mentu g n ą c e g o . Zatem w założeniu stałej sz tywnośc i En\0 i s ta łego 
przekroju l\ dla obu stojaków otrzymamy ich pracę sprężystą w postaci 
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II dx. Z kolei na górnej połaci rozpatrujemy 

1 d*=*\tYH*\E*hĄ 

2X2H rHY*x2 

2E0F0^2 J o 2EJ0 

przekrój poprzeczny w odległośc i z od lewego węzła D. Tutaj p a n o w a ć 
będzie siła osiowa Y, moment M=YH-\-Xs-\-ll2pz-, i s i ła tnąca, którą 

Y2 B cB M-idz. 

pominiemy, p isząc wprost dla połaci górnej : 11̂  == 2 ~EF J 2 Ef 

Praca sp rężys ta ustroju ir=Hf_ -f- 11 ,̂, zatem w myśl twierdzenia Menabrea: 

°JL-2 C H J & Z a M i M rB(YH+xz+^pz2) 

W - 2 ) a E J ^ + E F + H J o — E T 
f YB : EF-\-{YPPB - % pHB3 4 'UpHB^) : EJ = Ó. S tąd Y = PB2: 

: 11 7/ [ 1 4 - 1 : FEĄ-2HE \ : 3 BEX]. — Rysunek podaje zarazem wy­
kresy momentów. W stojakach momenty rosną linjowo aż do skrajnej 
war tośc i M0 = YH, która przez sztywne łączenie węgła przenosi się na 
po ł ać górną. Obc iążen ie jednostajne daje momenty parabolicznie zmienne 
znaku odwrotnego, należy przeto brać dla górnej połaci różnicę odejmując 
moment obciążenia od MA. 

Jako ostatni przykład rozpatrujemy wiązar możliwie najprostszego 
kształtu, jak na (Rys. 5), lecz bez dolnego prę ta L, oparty na podporach 
przegubowych, a więc nie tak jak na rysunku, gdzie prawa podpora jest 

rolkowa. Obciążen ie wiązara stanowi si ła P 
pionowa na górnym węźle . Oznaczmy lewy 
odpór pionowy przez A prawy przez B, nadtc 
pod jarzmem sił P wiązar stara się rozkra­
czyć—rozsunąć podpory, rodząc w nich sprze­
ciwy X skierowane po linji p o d p ó r do we­
wnątrz. Z równań statyki wynika że A=B= 
= — 1 / 2 P , oraz, że o d p ó r X jest statycznie 

niewyznaczalny. Chcąc go wyznaczyć czynimy wiązar statycznie wyzna-
czalnym — zmieniając prawą p o d p o r ę na rolkową i dając zas t ępcze siły X 
znoszące się wzajemnie. Nadto możemy z b u d o w a ć dwa wykresy Cremony: 
jeden dla sił P,A,B drugi dla siły X= 1, a więc w skali 1 : X, nie znamy 
bowiem istotnej war tośc i tej statycznie niewyznaczalnej. Z pierwszego 
wykresu otrzymamy dla prę tów L,- (i = 0,1,2) siły osiowe 5',- = ai P , z dru­
giego 5",- = bi X 1. gdzie spółczynniki a,- i b{ w postaci oczywiśc ie trygo­
nometrycznej, wyznaczą się z łatwością, jako stosunki b o k ó w trójkątów 
wykresu, a zatem mogą być wyliczone cyfrowo. 

M m żąc S/' przez X, otrzymamy ostateczne war tośc i sił osiowych SF 

2 
prę tów w postaci S i = o ( / J > - ) - ^ t X , a stąd i p racę sprężystą U = E (SĄ-i'. 2EFT) 
gdzie znak sumy winien obe jmować wszystkie pręty wiązani . Zgodnie 

Rys. 5. 
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z twierdzeniem Menabrea d l l : d A = E (SfaLf: EFj) = S (ct/P • j~ bfl) &fL,-: 
2 

: EFj=0 i ostatecznie A ' = —PS (a,- bi \.t : F{ ) : L,- : Py) o ile wszystkie 
pręty są z tego samego tworzywa t. j . o ile E jest dla wszystkich jednakowe. 
Ty lko co rozpatrywany wiązar stanowi przykład ustroju statycznie niewy-
znaczalnego zewnętrznie , uczyńmy go statycznie niewyznaczalnym we­
wnętrznie . W tym celu prawą p o d p o r ę p rzegubową zmieniamy na rolkową, 
i dodajemy dolny pręt L. L iczba p r z e g u b ó w pozos ta ła ta sama, cztery, 
prę tów sześć — jeden więc , dajmy na to dolny jest zbyteczny, a jego siła 
osiowa X stanowi statycznie niewyznaczalną. Przetnijmy go tuż u prze­
gubu A, dając siły zas tępcze X osiowe. Jedna z nich da obciążenie dodat­
kowe przegubu, druga osiowe obciążenie rozcię tego prę ta . T a druga siła 
X wywoła ła sprzeciw w przegubie p rawym—obc iążen ie w ięc będz ie takie, 
jak dla wiązani poprzedniego, gdzie siły X s tanowiły sprzeciw odpór . Z a ­
tem i siły w prę tach będą znów Sf- = a^P-Ą-bi X, z wyjątkiem prę ta L. 
obc iążonego siłą os iową X , tutaj więc praca sprężys ta wzbogaci się o je­
den wyraz X-L : 2 FE, w którym przez F oznaczyl iśmy s ta ły przekrój 
pręta L. Stąd d\\:dX=)u ( Ą P - J - ^ A ) bt L, : EFi f XL:FE=0 i osta­
tecznie X= — P S (at b( L,-: F() : [S {b) Lf. F,) -4- L: F], Z powyższych 
przykładów widzimy, że twierdzenie Menabrea stanowi nader sprawne na­
rzędzie rachunku. W pewnych jednak wypadkach znacznie prędzej prowa­
dzi do celu — 

§ 13. Twierdzenie Betti czyl i tak zwana zasada wzajemności. Wiemy 
już ze dla us t ro jów i ciał wzorowo sprężys tych praca sprężys ta stanowi 
jednorodną funkcję drugiego stopnia sił lub ich przesunięć , możemy przeto 
nap i sać w ogólnej postaci \\=aP2-\-bO^-cR^-...Ą-mPOĄ-nPRAr....ArtvQP 
- f . ..Ud. 

Na zasadzie Castigliano II, które zgodnie z za łożeniem da się zasto­
s o w a ć w tym wypadku, będz iemy mieli kolejno p=d\\:dP=2a P-\-...-\-mQĄ-
- f nR+ q=dll:dQ=2 A0+. . .+ ;MP+. . .+W/?+ . . . , r=dll: d P = 2 c P - f . . . 
.. -}-nP-r-...~\-wQ-\-'ńd., gdzie przez P,Q,R.... oznaczyl iśmy siły odksz ta ł ­
cające zewnę t rzne , a przez p, q, r... ich przesunięc ia . 

Weźmy pod uwagę dwa stany równowagi odksz ta łconej : pierwszy I dla sił 
P j , Qv P j . . . , i p r z e s u n i ę ć / \ , qx, rt,....drugi II dla P , , O.,, R2... orazp.,, q,,r.,... i td. 
W tem założeniu tworzymy sumy i loczynów sił stanu I przez odpowiednie przesu­
nięcia stanu II i odwrotnie, mamy: P\ fi3 -j fjt q., -1- A', r., -}- . . . = 2aPiP1 -)-
... - f mQJ\'+ .... 4 - wR.,P, + ... - f 2bO,Oi -| mP/J, -\-... - | - wR,Q,-\-
- f ... + 2 c P . , p - j - . . ] + M P , P , Ą-... - f w & P j ... i t. d. oraz P,/>, + Q a 9 l - j -
H - RJTi + - = 2aP tP, - f ... + mQi?% - ! - . . . . -4- wR.P., -j ... + 2bQ~yQ., A-
... -|- tnPiQ2 Ar + wR1Q.,+...-ir2cA\R, - f ... - f w P j Ą - f . . . - j - w ^ P ; . - f 
~j- ... i t. d., a przeto na zasadzie tożsamości prawych części wzorów tylko 
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co wypisanych możemy nap i sać , że P^., -• CAfo ~'r ^ir2 ~\~ ••• — P2A ~\" 
~\~ Qiai ~f~ R%ri H~ — • Ten wzór stanowi istotę twierdzenia Betti: Suma sił 
odkształcających, przynależnych do pierwszego stanu równowagi ustroju 
wzorowo sprężystego, mnożonych przez odnośne przesunięcia drugiego 
stanu równowagi, równa jest sumie iloczynów sił drugiego stanu, przez 
odnośne przesunięcia pienvszego- 0 si łach wewnęt rznych niema tu mowy— 
występują wyłącznie i tylko siły zewnęt rzne z przesunięc iami . T ę cechę 
wyróżniającą twierdzenie Betti należy wyraźnie podkreś l i ć , stanowi ona bo­
wiem zaletę n ies łychanie doniosłą. W wypadku działania tylko d w ó c h sił , 
rozpatrujemy zazwyczaj dla stanu pierwszego war tośc i P{ i Ox = O wraz 
z odnośnemi przesunięc iami p{ i dla stanu drugiego odwrotnie P , = 
O i Q.± z przesunięc iami p2 i qv Na mocy twierdzenia Betti P ^ , = Q^y 
Gdy nadto obierzemy z góry P , == O.,, to otrzymamy p.2 = ql. 

§ 14. Zastosowania twierdzenia Bett i . Weźmy pod uwagę pręt 
(Księga II Rys. 42) obsadzony jednostronnie, drugostronnie obc iążony zrazu 
siłą P Ł = P, a potem momentem Qt = M. Obie te siły wywołują ugięc ie 
pręta, w obu wypadkach otrzymamy skrajne ugięc ia pręta / , i j., oraz kąty 
<-•, i 0 , nachylenia końcowych stycznych odksz ta łcone j ku pierwotnej osi 
prę ta . Na mocy twierdzenia Betti: Pj„ == MQlt gdy nadto siłę P l iczbowo 
uczynimy równą sile uogólnionej. M, to wtedy otrzymamy jednakowe l i c z ­
bowe wartości f., == 9l. Ła two się o tern p rzekonać bezpoś redn io , zwa­
żywszy że J2=Ml- : 2 A / , a 8 = Pl- : 2 A / - Weźmy nadto pod u w a g ę zresztą 
zupełnie dowolny przekrój poprzeczny O tego prę ta w odległośc i C od 
osady. Przekrój O obniży się o rj pod jarzmem siły P przyłożonej do 
swobodnego końca prę ta , a styczna odksz ta łcone j pochyli sią w punkcie O 
pod kątem Q 0 , gdy skrajny przekrój prę ta obciążymy momentem M. Prze­
suńmy siłę P ponad ó w przekrój O, a koniec swobodny pręta obniży s ię 
o iK przenieśmy moment M w p łaszczyznę przekroju 0, a styczna końcowa 
odksz ta łcone j utworzy kąt 9 0 z pierwotną osią prę ta . Wymaga tego twier­
dzenie Betti, to samo dadzą wzory § 24. 

Jako drugi przykład bierzemy pod uwagę pręt oparty na dwóch pod­
porach (Ks ięga II Rys. 44). Przesuniemy siłę P z jej punktu uczepienia 
C w O j , a otrzymamy w C tę samą s t rza łkę ugięcia , jaka była poprzed­
nio w 0 | . 

Zasada wzajemności oddaje nader cenne usługi w zastosowaniu do 
belek wie loprzęs łowych . W księdze drugiej rozpa t rywal i śmy belkę dwu­
przęs łową (Rys. 45), obciążoną siłą P p ionową w odleg łośc i c od prawej 
podpory /.'. Odrzućmy podporę X i siłę P, do ś rodka przekroju poprzed­
nio podpartego przyłóżmy siłę X = 1. Po odrzuceniu podpory N pręt 
stał się belką j ednoprzes łową statycznie wyznaczalną, możemy przeto 
z ła twością wyznaczyć ze wzorów ścisłych lub przybl iżonych (Księga 
trzecia I X ) strzałkę ugięcia c jedynej siły zewnęt rzne j X = 1 oraz ugię-
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cia prę ta j w przekroju, gdzie poprzednio działała siła P obecnie odrzu­
cona. W danym wypadku obciążenie rzeczywiste pręta s tanowią siła P = P X 

oraz odpór X = Olt jako jedyne siły zewnę t rzne prę la pierwszego stanu 
równowag i . D l a stanu drugiego P 2 === O, Q,, = \, oraz odnośne przesu­
nięcia p, = / i q., = g. Na mocy twierdzenia Betti Pj-\-Xg = P2pl-
4 - Q 2 c/ ( = (jpx 4 - 1 X O = O, pon ieważ w założeniu niesprężyste j pod­
pory pośrednie j X dla pierwszego stanu mieliśmy qL -= O. Stąd bezpo­
średnio. X = — PJ : g. Wobec n iewątp l iwie s ta łe j war tośc i P :g odkszta ł ­
cona wyznaczona wzorem ścisłym, lub przybl iżonym dla stanu drugiego da 
w skali P'• g wszystkie war tośc i odporu X dla poszczegó lnych położeń 
obciążenia P na belce. Odksz ta ł cona stanowi przeto tak zwaną linję 
wpływu siły P na o d p ó r X , dającą nader cenne usługi przy rozpatrywaniu 
obciążenia ruchomego. W wypadku dzia łania n sił pionowych Pt (»= 
= 1,2 .... n) będziemy mieli niewątpl iwie X = — l/gzlP;/;, gdzie przez 
Ji oznaczyl iśmy strzałki odksz ta łcone j , jaką daje pojedyncza siła X = 1 
przy odrzuceniu pośrednie j podpory, wyznaczone dla punktów uczepienia 
sił P , . 

G d y b y ś m y zamiast statycznie niewyznaczalncj X — chciel i określ ić 
moment odporowy panujący ponad podporą X, to w tym wypadku mie­
l ibyśmy dla stanu pierwszego P r " P , Qx=^, oraz R [ = — p, pon ieważ p ły tka 
ponad podporą X obc iążona jest obustronnie różnoskrę tnymi momentami u.. 
Aby o t rzymać stan drugi, należy rozc iąć be lkę przez ś rodek owej płytki 
tuż nad podporą X i obc iążyć obie powłoki przekroju rozc ię tego momen­
tami JA= 1 i ( l = — 1, różnoskrę tnymi , odrzuciwszy siłę P . W ten s p o s ó b 
belka statycznie niewyznaczalna rozpada się na dwie statycznie wyzna-
czalne j ednoprzęs łowe . obc iążone jak belka (Rys. 43 księgi drugiej). Zatem 
dla stanu drugiego będz iemy mieli P , == Q, 0& = 1, P.,=— 1 wraz z prze­
sunięciami p2 = j, (j., = '/;, ji.a : PI, r., = — »/, <,.b : El, gdzie przez j 
oznaczyl iśmy ugięc ie w miejscu, gdzie dawniej dzia ła ła siła P . W myśl 

» twierdzenia Betti Pj - ; „ x 7s |»« : El - r (— <>.) ( — »/» vb • #/) =? P2px + 
~\- Q2qx 4 - R2ri.= Opx -+• — <'•). 9 =0, gdzie przez (-) oznaczyl iśmy kąt 
pochylenia stycznej odkszta łconej , belki n ierozcię te j ponad podporą X Stąd 
mamy | t = — EI PJ : »/, {a-\-b) = — (El : 31) PJ. W razie dzia łania n 
sił P,- (ż= 1,2... n) otrzymamy <>. — — E\ : ZISPifi , gdzie przez fi ozna­
czyliśmy p rzesun ięc ia sił Pi dla stanu drugiego. 

W podobny s p o s ó b można w y z n a c z y ć odpory poś redn ie X , V statycz­
nie niewyznaczalne belki t ró jprzęs łowej (ks ięga druga Rys. 50), obc iążone j 
gdziekolwiek siłą p ionową P. D l a okreś len ia X, Y, bierzemy pod uwagę 
trzy stany równowag i t rwa łe j—pierwszy istotny z dodatkowemi siłami X>", 
zastępującemu dzia łanie podpór , drugi i trzeci bez p o d p ó r ś r o d k o w y c h , 
a więc dla belki statycznie wyznaczalnej opartej na podporach: A rolko­
wej i B przegubowej. W drugim jedyną siłą zewnęt rzną ma być X = 1: 
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w trzecim Y == 1. D la stanu 11 i U l z ła twością wyznaczymy ze wzorów 
ścis łych, lub przybl iżonych strzałki ugięcia w miejscach, gdzie przedtem 
tkwiły podpory oraz gdzie działała siła P . Zatem dla pierwszego P t = P , 
Q, = X , /?! = >', A = / , qx o, )\ == o, dla drugiego P , = O, Qt ==; 1, 
/f2 = O, p2 = g, q., = h, r., = i, wreszcie dla stanu trzeciego ł':, — O, 
O , = O, R, = ], pz = k, </3 = m, r3 = n. Na mocy twierdzenia Betti; 
dla s t anów I i II mamy P ^ -f- X A 4- Yi = 0/ 4- 1 ' 04-0 0 — 0 w po­
dobny s p o s ó b dla I i III otrzymamy: Pk + X m -{-Yn = U • f -\- 0 ' 0 + 
+ 1 • 0 = 0. Z ty cli dwóch równań wyznaczymy X , Y w postaci ułam­
ków o mianownikach n ieza leżnych ani od g ani od k, lecz tylko od sta­
łych war tośc i //, i, ni, n i tu w ięc z ł a twośc ią znajdziemy linje wpływu 
obciążenia ruchomego P na war tośc i X , Y. ^Jako 'ostatni przykład rozpa­
trzymy ustrój mostowy (Rys. 5) oparty na dwóch podporach przegubowych, 
a więc statycznie niewyznaczalny, p rócz bowiem o d p o r ó w pionowych, 
k tóre z ła twością znajdziemy z r ównań statyki, będz iemy mieli nadto od­
pory poziome X , statycznie niewyznaczalne. Wyznaczamy X dla obc i ąże ­
nia, s ta łego lub ruchomego, pionowemi siłami P . P rzy obciążeniu rucho-
mem należy wyznaczyć linję wpływu dla o d p o r ó w X . W tym celu obcią­

żamy kolejno górne węzły ustroju siłą p ionową P = l 
i wyznaczamy odpowiednie war tośc i X , znacząc Je 
na wykresie pod odpowiednimi węzłami . W ten 
s p o s ó b wyznaczony wykres służyć może dla wszel­
kiego P, da bowiem war tośc i X w skali 1 : P. 
Zatem obciążmy jak na rysunku, węze ł 2—6 siłą 

Rys- 5. P = 1 będz ie to I stan równowagi ustroju. Dla 
stanu drugiego rozpatrujemy obc iążen ie siłami 

X : = = i ; działającemi na węzły podporowe, przyczem obie podpory odrzu­
camy, czyniąc w ten s p o s ó b ustrój statycznie wyznaczalnym. Pod obcią­
żeniem sił X = 1 oba skrajne węzły podporowe zbliżą się ku sobie na 
h cm. Z wykresu Vi l l io t ' a z ł a twośc ią wyznaczymy przesun ięc ia pionowe 
a, b, c, d, e górnych węz łów ustroju dla stanu II, a wtedy na mocy twier­
dzenia Betti będz iemy mogli nap i sać Xh 4- \b = O, stąd X = — b : h. 
Czynnik 1 : h ma niewątpl iwie war tość stałą dla wszystkich węz łów, za­
tem wykres p rzesun ięć a, b, c, d, c wyznaczy w skali P : h, wszystkie 
war tośc i X dla siły ruchomej P , kolejno obciążającej górne węzły ustroju. 
Jego krzywa stanowi szukaną linję wpływu ruchomego ciężaru P na od­
pór X statycznie niewyznaczalny. 

G d y b y ś m y ten sam ustrój oparli na prawej podporze przegubowej 
i lewej rolkowej, a nadto złączyli dolne przeguby śc iągaczem poziomym, 
idącym po linji X X , to o t rzymal ibyśmy s ta tyczną n i ewyznacza lność we­
wnętrzną, a to z powodu zbytecznego dolnego pręta . ' Siły osiowe X tego 
pręta nie mogą być wyznaczone z równań statyki. . I tu również rozpatru-



I 

jemy obciążenie odksz ta łca jące , w postaci sił pionowych, działających na . 
górne węzły. W wypadku obc iążen ia ruchomego — należy wykreśl ić linję 
wpływu dla X . W tym celu obciążamy koleino wszystkie węzły górne 
siłą równą jednośc i . Towarzyszący każdemu z tych obciążeń stan równo­
wagi t rwałej nazywamy pierwszym. Pod jarzmem sił zewnęt rznych pręt 
zbyteczny da wydłużenie X L : EF, gdzie przez L oznaczyl iśmy d ługość 
śc iągacza , przez F jego stały przekró j . Drugi stan równowagi odksz ta łco­
nej otrzymamy po odrzuceniu obu podpór , usunięc iu śc iągacza i obciążeniu 
dolnych skrajnych węz łów silami X == 1, s łowem będz ie to stan drugi w y ­
żej rozpatrywany. Zatem dla stanu pierwszego P 1 = s l , Qt=H i / ? x = — X , 
a nadto niewątpl iwie qt — X L : EF, oraz rx === o bierzemy bowiem wy­
dłużenie ś c i ągacza wzg lędne to jest zmianę odległośc i skrajnych dolnych 
węz łów. D l a stanu drugiego P._, = O, O., = 1 i A^2 = — 1 oraz po sta­
remu p., — b, q2 = h, i\ = o, zatem na mocy twierdzenia Betti możemy 
nap i sać Xb - j - 1 • b .== 1 • X L : EF, s tąd X = — /; : (h -4> L : EF). M i a ­
nownik wzoru otrzymanego jest stały bo niezależny od umiejscowienia 
siły P na węz łach górnych — a przeto wykres p rzesun ięć a, b, c, d, c 
wyznaczy w skal i P : [h + L : EF) wszystkie war tośc i siły X dla siły P 
ruchomej, kolejno obciążającej górne węzły ustroju. 1 tu więc jego krzywa 
wyznaczy linję wpływu dla X . 

§ 15. Twierdzenie Mohra. Weźmy pod u w a g ę ustrój wzorowo sp rę ­
żysty, pozostający w równowadze pod jarzmem układu sił odkszta łca jących 
P f - ( t== l ,2 . . . . » ) . Na tle dz ia łania tych sił zrodził s ię układ sił wewnęt rznych 
— naprężeń tk ( £ = 1 , 2 . . . . yo). Przesunięc ia sił odksz ta łca jących oznaczamy 
przez pt odksz ta łcen ia , czyl i p rzesunięc ia sił wewnęt rznych przez % k . W o ­
bec istnienia trwałej równowagi ustroju odksz t a ł conego , możemy doń za­
s t o s o w a ć zasadę prac możl iwych (virtuel) pisząc PiS /^+P . jG/^ j~.... - j-P„ tyn 

—t1<Jty1-\-t.io&.,-\- .... itd., gdzie warjacyjne przyrosty, mają oznaczać prze­
sunięc ia możliwe w danych warunkach obciążenia . W powyższem równa­
niu niema sprzecznośc i , bo siły odksz ta łca jące P,- równoważą układ we­
wnęt rznych tl;, czynna praca pierwszych powinna przeto przejść w p r a c ę 
drugich bierną, a więc różną co do znaku. Na mocy prawa zachowania 
energji, suma tych prac musi być równa zeru dla ciał sprężys tych , wtedy 
bowiem praca czynna ca łkowic ie przechodzi w pracę sprężystą naprężeń . 
Ty lko co otrzymane równan ie , aczkolwiek bezwzględnie śc is łe nie daje się 
s t o s o w a ć praktycznie wobec sumowania n ieskończonej l iczby sk ładn ików 
/^6 0£ , może jednak oddać cenne usługi tam, gdzie to sumowanie nie 
sprawia zbytnich t rudnośc i , a więc przedewszystkiem w wypadku ustroju 
z łożonego z p rę tów prostych łączonych przegubowo. Gdy siły zewnęt rzne 
działają tylko na przeguby—w p rę tach powstają siły osiowe Rk Te siły zastę­
pują układy naprężeń , panujące w prę tach , dając te same wydłużenia Zrk ^ L ^ , 
gdzie przez L^, oznaczyl iśmy d ługość danego pręta k, zatem dla m p rę tów 
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ustroju, będziemy mieli £ P , 8 /»,• = I A ^ Sr^ pierwszy znak sumy winien 
obe jmować n sił odkszta łca jących, drugi m sił w prętach. Ty lko co wy­
prowadzony wzór ma zastosowanie rozliczne. 

1- o. W wypadku ustroju p rę towego o z łączach p r z e g u b ó w } . , 
statycznie wyznaczalnego może s łużyć do wyznaczania sił Rk w prę tach . 
Łatwo to udowodn ić zważywszy , że w ustroju tego rodzaju wydłużenia 
poszczegó lnych prę tów są zupełnie dowolne w pewnych granicach. Istotnie, 
skoro odrzucimy jeden z p rę tów, wtedy dwa sąs iednie trójkąty utworzą 
czworobok o niematerjalnej przekątni w miejscu odrzuconego pręta, możemy 
więc, nie zmieniając reszty ustroju, skrzywić czworobok w s p o s ó b zupełnie 
dowolny i ws tawić nowy pręt krótszy, lub dłuższy aż do pewnych granic, 
za leżnych od s t o s u n k ó w b o k ó w sąs iednich . Stąd wniosek, że przyrosty 
o;-/,, ustrojów prę towych przegubowych, statycznie wyznaczalnych są nie­
zależne od siebie, a nadto w pewnych granicach zupełnie dowolne. Z a ­
tem na tle przyrostu Sr obranego pręta pewne węzły ustroju przesuną się 
nieco, ujawniając przesunięc ia Sp węz łów p r z e g u b o w y c h , — p r z e s u n i ę c i a sił 
zewnę t rznych P . Stąd na mocy twierdzenia Mohr 'a )±P8p = RSr, a przeto 
A ? = + S P o ^ : Sr. Praktycznie przyrost warjacyjny Sr nie daje się uskutecz­
nić jako znikomo mały, z ła twością jednak można zauważyć , że wszystkie 
Sp muszą zachodz ić proporcjonalnie do Sr, co wprost wynika z za łożenia 
wzorowej sprężys tośc i ustroju, możemy przeto zamiast Sr, dać przyrost zni­
komo mały, skończony h i odpowiednio wykreś ln ie lub trygonometrycznie 
wyznaczyć przyrosty \p, a wtedy R=)LP\p: h. 

T o zastosowanie twierdzenia A^ohra daje nader cenne wyniki w tych 
wypadkach, gdy zwykłe sposoby statyki wykreś lnej zawodzą . 

2- o. Gdy ustrój wzorowo sp rężys ty przegubowo prę towy ma więzy 
lub pręty zbyteczne, dowo lność wszelkich Sr jest oczywiśc ie n iemoż­
l iwa, istnieje bowiem zawsze pewna l iczba przyros tów Sr, zależnych od 
pozos ta łych . Wobec za leżnośc i p rzyros tów Sr, tylko co wyżej wskazany 
s p o s ó b rachunkowy zawodź 1 , trzeba więc nieco inaczej za s to sować twier­
dzenie Mohra , aby wyznaczyć siły w prę tach ustroju. W e ź m y przedewszyst-
kiem ustrój o jednym pręc ie zbytecznym, siłę os iową tego p rę ta oznaczamy 
przez X , wyjmujemy go z p r z e g u b ó w i wzamian prę ta odrzuconego dajemy 
na tych przegubach dwio siły zas t ępcze X I — X , zwiększając w ten s p o s ó b 
układ sił zewnęt rznych P . Ten uk ład sił mianujemy pierwszym. D a on 
siły R w prę tach; chcąc je wyznaczyć budujemy dwa wykresy Cremony: 
jeden dla sił P z k tórego wyznaczymy siły w p r ę t a c h A'" za leżne .wyłącz­
nie od P, drugi zaś dla sił X = — X = l . Ten ostatni wykres da siły w p r ę ­
tach R'. Budowa obu wykre sów nie nas t ręczy żadnych t rudnośc i , ponie­
waż po odrzuceniu pręta zbytecznego ustrój staje się statycznie wyzn .t-
czalnym. Zatem będz iemy mieli dla stanu pierwszego układ sił w prę tach 
R=R°~\-XR', dających wydłużenie Ai—{Ru-{-XR') L : ' A / r , nadto wydłużę-
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nie odrzuconego p rę t a zbytecznego &x=Xl: EF, gdzie przez L i / ozna­
czyliśmy odpowiednie d ługości prę tów, przez / i F ich s ta łe przekroje po­
przeczne. Chcąc o t rzymać drugi stan równowagi , z ak ł adamy wszystkie siły 
P = 0 , odrzucamy pręt zbyteczny i obc iążamy jego przeguby si łami X = 
= — X = l . Będą to jedyne siły zewnęt rzne uk ładu drugiego. Dadzą one 
siły R' w prę tach , które już przedtem wyznaczy l i śmy za pomocą drugiego 
wykresu Cremony. W stosunku do sił układu II zewnęt rznych X i — X 
i wewnę t rznych R' przyrosty Ir i Ax grają n iewątpl iwie rolę przesunięć 
możl iwych, a nadto w założeniu wzorowej sprężys tośc i ustroju, proporcjo­
nalnych do n ieskończen ie małych przyros tów warjacyjnych Sr i Sx, co wprost 
wypływa z linjowych za leżności p rzesun ięć od sił; możemy przeto na mocy 
twierdzenia Mohr 'a nap i sać 1. Aa?=Ei? 'Ar to jest inaczej jeszcze Xl: EJ— 
= ZR' (R0-\-XR') L : EF, s tąd X = i l {R° R' L : EF): [l: Ef+Z (R'2 L : EF)]. 
Wrazie zbytecznej podpory n iesprężys te j — i jej odporu X , będz iemy mieli 
\x=0, a zatem X = X (R°R'L :EF): X (R'-l:EF). Wreszcie d l a . k i l k u 
statycznie niewyznaczalnych X , Y, Z . . . . na leży z b u d o w a ć kolejno wykresy 
Cremony — jeden dla sił zewnęt rznych P, drugi dla sił zas tępczych X = l , 
trzeci dla Y=\, czwarty dla Z = l , i t. d. Te wykresy dadzą odpowiednie 
siły w prę tach R°,R',R''R'" i t. d , a przeto dla stanu pierwszego, gdy siły 
zewnę t rzne P działają łącznie z zas tępczemi X , Y,Z... będziemy mieli siły 
w prę tach R=R0Ą-XR'-\-YIt"-JrZR'"+ ... itd. I tu również budowa wy­
kresów nie nas t ręczy żadnych t rudnośc i , pon ieważ więzy zbyteczne odrzu­
ciliśmy, uczyni l i śmy przeto ustrój statycznie wyznaczalnym. Dla stanu dru­
giego czynimy wszystkie P = O, odrzucamy wszystkie więzy zbyteczne 
' obc i ążamy ustrój siłami X = — X = l . W ten sam s p o s ó b dla sił z a s t ę p ­
czych y = — F = l otrzymamy stan III, dla sił Z = — Z=l — stan IV itd. 
W stosunku do tych uk ładów sił odkszta łca jących przyrosty \r, p rzyna leżne 
do stanu I, będą grały role p rzesun ięć możl iwych i w założeniu wzorowej 
sprężys tośc i ustroju —proporcjonalnych do dr, będz iemy przeto mogli napi­
s a ć na mocy twierdzenia Mohra , nas tępujący szereg równań linjowych 
względem X , Y, Z, a mianowicie: 1 . X L V :EXFX=ZW \Ra-\~XII' + YR"-ł-
ZR"'+...)L'.EF, 1 • YLy:EyFy=ZR" [R°-\~XR'-\- YR"-\-ZR"'+...} L : EF, 
1 • ZLS: ESF.^R'" [TJa+XR'^-YE" iZl^'"+ ....] L : EF itd., z których 
z ła twośc ią wyznaczymy wszystkie statycznie niewyznaczalne. 

3-o. Po okreś leniu wszystkich statycznie niewyznaczalnych możemy 
wyznaczyć wydłużenia wszystkich prę tów pod jarzmem sił osiowych R, 
i uwzględnia jąc w ten s p o s ó b otrzymane d ługośc i i odksz ta łcone p r ę t ó w — 
otrzymać przesun ięc ia p p r z e g u b ó w na które działają siły zewnęt rzne P . 
T a droga jest d o ś ć uciążl iwa i tu również twierdzenie Mohra szybciej pro­
wadzi do celu. Jak wyżej zewnęt rzne siły P wraz z wyznaczonemi z a s t ę ­
pczemi X , y , Z . . . nazywamy uk ładem I; chcąc dajmy na to okreś l ić prze­
sunięcie pk przegubu, gdzie działa siła Pj;, rozpatrujemy układ drugi, obej-
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mujący jedyną siłę P ^ = l zwykłą lub uogólnioną. D a ona siły w prętach 
Rk, k tóre z ła twością wyznaczymy, odrzucając wszystkie więzy zbyteczne, 
s łowem czyniąc ustrój statycznie wyznaczalnym. Nadto oznaczmy przez 
Ar wydłużenia p rę tów pod jarzmem sił osiowych R, układu, pierwszego, 
a zatem na mocy twierdzenia Mohra będziemy mieli 1 . pk=YiRk Ar, co da 
szukaną wa r to ść pk. 

Rozważan ia powyższe jaskrawo podkreśla jąc donios łość twierdzenia 
A1ohr'a w stosunku do ustrojów prę towych przegubowych. 

§ 16. Zastosowania twierdzenia Mohr'a. 
1 o Bierzemy pod uwagę (Rys. 6) wiązar najprostszego typu złożony 

z trzech p rę tów łączonych przegubowo A(' = CB i AB- Lewy dolny 
przegub oparty jest na podporze rolkowej, prawy na 
przegubowej. Na przegub górny ( "dz ia ła siła pionowa 
P. Wobec symetrji przekroju odpory pionowe A =• 
=B = — l / a r \ Z wykresu Cremony z ła twością znaj­
dziemy, że w dolnym pręc ie poziomym p a n o w a ć b ę -

p y s g. dzie siła osiowa H0 = 1/iPctgct., dodatnia, a więc roz­
ciągająca, w obu prę tach górnych siła Ii = — ' / , P : 

: sina śc iskająca. Wyznaczmy te same siły, s tosując twierdzenie Mohr 'a , 
a nadto postawmy nieco szerzej całe to zagadnienie. Załóżmy, że trójkąt 
ABC stanowi cząs tkę większego ustroju przegubowego, inaczej mówiąc, 
że z p r z e g u b ó w A i B rozchodzą się dalsze pręty ustroju, a pręty AC 
i CB 4= AC dają przegub C obc iążony siłą P sk ierowaną jakkolwiek. Wy­
dłużmy jeden z prę tów, dajmy na to BC o przyrost h > o, a więc leżący 
na przedłużeniu osi BC poza przegubem C i odl iczmy w kierunku strzałki 
zegara kąt » pomiędzy kierunkiem przyrostu // >• o, a kierunkiem siły P, 
oraz <p = BCA — kąt pochylenia obu prę tów zbiegających się w C, liczony 
w tym samym kierunku od prę ta wyd łużonego . Promieniem CB -\- hi A( 
zataczamy łuki — w przecięciu otrzymamy nowe po łożen ie przegubu C na 
tle przyrostu h. Proste rozważania geometryczne dadzą wa r to ść p rzesun ię ­
cia b e z w z g l ę d n e g o CC'=h : sin;. Rzut jego na kierunek siły P da przesu­
nięcie p == h sin ((f—io) : siń 'f . Zatem dla siły Jt osiowej pręta CB bę­
dziemy mieli w myśl twierdzenia Mohr 'a Rh--Pp=Phsin (c• — co) : sin tp; 
stąd R = P sin ( ' f— i o ) : s i w f . W danym wypadku dla gó rnego węzła 
co = 270° — x, c 5= 180° — Za, a więc R = — % P : sin a. W po­
dobny s p o s ó b dla lewego dolnego węzła , gdzie siła zewnęt rzna skierowana 
ku górze A = 7a P mamy w stosunku do przyrostu h >» o pręta poziomego 
o> = 90", (p s= 360° — a, stąd R0 Pcig a. 

2-o Weźmy pod uwagę ustrój ramowy (Rys. 7), z łożony z sześc iu 
prę tów po łączonych przegubowo. Dolne przeguby spoczywają na podpo­
rach: lewej przegubowej i prawej rolkowej. Na węzły górne działają siły 
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poziome P , skierowane na prawo. Te siły dają odpór poziomy / / , oraz 
odpory pionowe V i W. Z równań statyki mamy dla sił poziomych 
/ / + 2 P = O, s tąd H - — 2P ; ten o d p ó r zatem dzia ła po osi BA i jest 
skierowany odwrotnie do sił P. R ó w n a n i e momen tów wzg lędem punktu A 
da nam 2HPĄ- WB=0, s tąd W = - 2 P 7 7 : B = — 2Ptg «; nadto 

z równania sił p ionowych f ^ - j - W = 0 ; widzimy, że 
A7 i W mają kierunki odwrotne: W = 2 P / £ a działa 
c i snąco na ust rój , jako sk ie r wane ku górze , F = 2 P / § ' a 
jest skierowane w dół . Rzut oka na' rysunek odrazu 
to uwypukl i , siły bowiem P starają s ię unieść ustrój 
ponad p o d p o r ę A i p rzyc i snąć go do B, wywołują przeto 
sprzeciwy odwrotne. Te same wyniki otrzymamy jesz­
cze wyraźnie j , p rowadząc z B o ś B A X poz iomą 

i BY p ionową w dół . W danym wypadku podwojona l iczba węz łów 
2 X 4 — 3 = 5; jeden pręt jest więc zbyteczny, dajmy na to 5. Jego 
siła osiowa X stanowi jedyną statycznie n iewyznaczalną ustroju. Odrzućmy 
ten pręt zbyteczny i zas tąpmy jego dzia łanie na przeguby siłami A ' ; wobec 
braku jakichkolwiek danych, kierujemy te siły ku s< bie, inaczej mówiąc , 
zak ładamy, że w pręc ie J\l> 5 panują siły osiowe rozciągające, tylko w tym 
bowiem wypadku pręt p rzec iwdz ia ł a s i łami A , skierowanemi ku sobie po 
osi prę ta . W ten s p o s ó b ustrój s ta ł s ię statycznie wyznaczalnym, możemy 
przeto określ ić siły jego prę tów R, budując dwa wykresy Cremony — lub 
też korzysta jąc z poprzednio wyprowadzonego wzoru. Pierwszy wykres da 
siły w prę tach za leżnie od P , V, W, H, drugi od sił X = 1, gdy r ó w n o ­
cześnie P = V = l V = H = 0 . W ten s p o s ó b otrzymamy z pierwszego 
wykresu R\ = 2Ptgtx, R'2 = P; R'3 = O, R\ = 2P, R'K = — 2 P : cos o.. 
Drugi wykres da znowu R'\ = — s w a , R"2 = — cos a, R"a = — sino., 
H'\ == — cos a., R"ti= 1. Zatem przy łącznem działaniu sił P i X siły 
osiowe będą Rx = 2Ptg a — X sin a, R\ = P — X cos a, R3 = — X sin a, 
/ ? 4 = 2P — X cos a, R6 = — 2P : cos a - - f X , a nadto jeszcze pręt odrzu­
cony będz ie miał si łę os iową - X = Rs. D ługośc i p rę tów w danym wy­
padku są: L t = L 3 = H, L 2 = L 4 = Hctg a, L« = = II: sin a, ich wy­
dłużenia pod jarzmem sił Rt będą A r , = RtL,E,- F{ (i = 1,2 ... 6), a przeto 
na mocy twierdzenia Mohr 'a możemy nap i sać , że 1 • A r 5 = £/?,• • A r{ gdzie 
i = 1, 2, 3, 4, 6. Stąd bezpoś redn io otrzymamy równanie dla statycznie nie-
wyznaczalnej 1 • (—XH: E^F^ sina)=—Hsina. (2Ptga.—Xsna):ElFl— 
H cos a cig a ( P — X cos a) : E2F2—Hsin a ( — X sin a) : EtF]—A7cos a ctg a 
(2P - X cos a) : EAFA + 1 • U (— 2P : cos a - f X ) : E(FR sin a, z k tórego 
z ła twością wyznaczymy X w pos tac i : X = P (2 s m 3 a : E ^ -f- cos'a : 
E2F2 - f 2 cos3a : E 4 F 4 + 2 : E 6 £ 6 ) : (1 : E s £ s -f- i : E6F, + s w 3 a : E ^ - j -
- j - cos3a : E2P\ - j - sin3a. : E3FH cos"a : EAFA) c<>s a. P o n i e w a ż ten s p o s ó b 
wyznaczone X jest oczywiśc ie dodatnie, przeto obrany kierunek sił za s t ęp -
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Rys. 8. 

czych był właśc iwy, a pręt odrzucony istotnie rozc iągany, co zresztą można 
było z góry p rzewidz ieć . 

3- o Jako ostatni przykład rozpatrzymy kratowy dźwigar mostowy 
(Rys. 8) oparty na d w ó c h podporach: lewej przegubowej i prawej rolkowej. 
Ten ustrój przy 10 węzłach przegubowych posiada 17 prę tów jest przeto 
statycznie wyznaczalny wewnęt rzn ie . Obciążenie dźwigara s tanowią siły 
P u Pj> P j pionowe na dolnych węzłach . T o obciążenie nazywamy pierwszem 
i wyznaczamy przyna leżne doń siły w prę tach R, a nas tępn ie i wyd łuże ­

nia p rę tów A r = RL:EF. Aby wyznaczyć p io­
nowe przesunięc ie ftt jednego z węzłów dajmy na 
to węzła b, gdzie działa siła P x rozpatrzymy obcią­
żenie II, kiedy wszystkie sUy zewnę t rzne są równe 
zeru, prócz jednej tylko P t = l . D l a tego o b c i ą ż e ­
nia, siły w prę tach będą R', zatem na mocy twier­
dzenia M o h r a będz iemy mieli: 1 • pv = SR ' A r = pt. 

G d y b y ś m y , dajmy na to chciel i wyznaczyć pochylenie, czyl i kąt obrotu W 
przekątni L pod jarzmem obciążenia pierwszego, to na leża łoby w p r o w a d z i ć 
odpowiednią siłę uogólnioną, dla które) owo 0 gra łoby rolę przesunięc ia . 
T ą siłą uogólnioną będzie oczywiśc ie moment !<• o parze sił R, przyłożo­
nych do skrajnych p rzegubów przekątni . Należy w ięc uczynić siłę uogól ­
nioną ," = R L równą jedności i dla tego obciążenin II wyznaczyć siły R " 
w prę tach . W myśl twierdzenia Mohr 'a otrzymamy 1 • 0 — S R " A r = 8, 
G d y b y ś m y wreszcie chciel i wyznaczyć zmianę , jakiej przy odksz ta łceniu 
uległ kąt a pomiędzy przekątną L a stójką 5 pod jarzmem obciążenia 
pierwszego, to na leża łoby wprowadz ić aż dwie pary sił R L i TH, różno-
skrę tne o si łach R, działających na skrajne przeguby przekątni L i s i łach T— 
czynnych w przegubach stójki H. Szukana zmiana A a gra łaby w tym wy­
padku rolę przesunięc ia wzg lędem owej uogóln ionej siły, z łożonej z dwóch 
par R L == TH = 1. Zatem dla tego obciążenia drugiego należy wyznaczyć 
siły R ' " w prę tach dźwigara ; w myśl twierdzenia Mohr ' a będz iemy mieli 
1 • Aa = lR"'lr = Aa. 

4- o Wyżej zaznaczyl i śmy, że twierdzenie Mohr ' a daje dobre wynik i 
w zastosowaniu do ustrojów prę towych przegubowych, w stosunku do innych 
us t rojów twierdzenie to również może być stosowane, aczkolwiek prowa­
dzi zazwyczaj do zawikłanych wzorów. Jako przykład weźmiemy pod uwagę 
belkę (ks ięga druga Rys. 38). W jej b ieżącym przekroju O, odległym o x 
od podpory A, p a n o w a ć będzie moment gnący M = Xx r j - 1/2px2, gdzie 
przez X oznaczyl iśmy statycznie niewyznaczalny odpór A. Tej sile uogó l ­
nionej - o d p o w i a d a przesunięc ie — kąt dy pochylenia obu śc ianek równo­
ległych płytki, a zas tępujących powłoki przekroju poprzecznego w O. 
Z teorji zginania wiemy, że dy == Mdx : El. Układ sił uogóln ionych M, 
łącznie z s t anowić będą obc iążenie I dla danego wypadku. Odrzućmy 
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p o d p o r ę A i wszystkie siły uogóln ione M, a otrzymamy pręt jednostronnie 
osadzony* Swobodny koniec tego pręta obc iążamy siłą X = \ . Będz ie to 
obc iążen ie II, da ono w poprzednio rozpatrywanym przekroju moment 
1 • x = Mr Oznaczmy nadto przez f p rzesunięc ie siły X dla obciążenia I, 

rl 

a otrzymamy według twierdzenia M o h r a 1 • / = ISt^ — MxMdx \ El. J o 

W danym wypadku w założeniu podpory niesprężyste j / = o. stąd 

m a m y j (Xx f- 1/.,px'-) xdx : El = O. Po wykonaniu ca łkowania X == — 
— iUpt- W wypadku ki lku statycznie niewyznaczalnych X , Y,Z... roz­
patrujemy kolejno obciążenia II, gdy siły uogóln ione M= O a X = l , III 
gdy Y — 1; IV gdy z — 1 i t. d. Z szeregu równań wypisanych dla obcią­
żeń I i U , I i III, I i IV i t. d. linjowych wzg lędem X , Y , Z ••. Z łatwi ścią 
wyznaczymy wszystkie statycznie niewyznaczalne. I w tym wypadku twier­
dzenie Mohr 'a daje dobre wynik i , nas t ręcza jednak dość poważne trud­
ności rachunkowe. 

§ 17. Twierdzenie Levy opiera s ię na czysto geometrycznych pod­
stawach i stosuje do us t ro jów p r ę t o w y c h statycznie nie wyznaczalnych łą­
czonych przegubowo. Niech tego rodzaju ustrój zawiera k p rę tów nad l iczbo­
wych; odrzućmy pręty zbyteczne, a otrzymamy ustrój statycznie wyznaczalny. 
Odwrotnie chcąc powróc ić do pierwotnego ustroju należy te k p rę tów ponownie 
za łożyć , łącząc odpowiednie przeguby. Stąd oczywisty wniosek, że d ługość każ­
dego prę ta zbytecznego zależy od prę tów koniecznych, istnieje przeto k 
równań j ( L j L 2 . . . L n ) = o uzależnia jących czysto geometrycznie pierwotne 
n ieodksz ta łcone długości p rę tów nadliczbowych od pierwotnych wymiarów 
n + k p rę tów pozos t a łych . Po obciążeniu p rzegubów ustroju siłami zew­
nęt rznemi pojawiają s ię osiowe siły R w n p rę t ach ustroju i spowodują 
wydłużenia A r = RL : EF. D l a ustroju wzorowo sp rężys tego te wyd łuże ­
nia A r będą proporcjonalne do wydłużeń elementarnych S r , a przeto bio­
rąc pełne różniczki równań f — o, otrzymamy k r ównań postaci df — 
— (oj : dLj) dLl-\-(df: dL2) dL„ 4 - . . . -f- {df -.dl,,) dLn — o, w których 
możemy przyrosty n ieskończen ie małe dL = or zas tąpić proporcjonalnymi 
przyrostami skończonemi A r . W ten s p o s ó b będz iemy mieli k równań: 
(dJ: dlĄ) R.L, : E^+tff: dL2)R,L.,: E,F.,-}-...+(df: dL„ )A'„ L„ : En Fa =0, 
z których wyznaczemy k sił R osiowych dla prę tów nadliczbowych — sta­
tycznie niewyznaczalnych. 

§ 18. Zastosowania twierdzenia Leyy. W przegubach A,B,C sztyw­
nej połac i g ó n e j (Rys. 9) zawieszono prę ty L , , L , L 2 , i po łączono u dołu 
wspólnym przegubem D. Ś r o d k o w y pręt jest pionowy, dwa boczne po­
chylają się ku niemu pod kątami a i [i. Wspó lny przegub dźwiga siłę pio-
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nową P. Oznaczmy siły osiowe prętów przez X , i , Z , będą to zarazem 
odpory górnych p r z e g u b ó w ustroju. Równania statyki X cos a 4 Y-\-Z 
cos$ = P , X s z « a = Zsin[i, zawierają jedną statycznie n iewyznaczalną . 

Chcąc ją okreś l ić , wyznaczamy geometryczny zwią­
z e k / = o. 'Będz ie to w danym wypadku: a'1 •+ b2 = 

2 2 
1 / — 2 L - - j - L 2 . Stąd różniczkując otrzymamy L ^ / L , — 
— 2LdL r- L 2 dL2 = o, należy bowiem rozpa t rywać 
a i b jako stałe wobec założenia bezwzględne j sztyw­
ności połac i górnej . D la ustroju rozpatrywanego, nie­
wątpl iwie wzorowo sp rężys t ego przyrosty n ieskończe­
nie małe, możemy zas tąpić proporcjonalnymi przyros­

tami skończonymi A L X == X L X : ElFl, A L =.- YL : EF, A L 2 ==' Z L 2 : E.Jr

t 

zatem X L t - : ĄĄ — 2YL- : EF + Z L 2

2 : EJ<\ = O. W ten s p o s ó b 
w y z n a c z o n e r ó w n a n i e do łączone do równań statyki pozwoli określ ić istotne war­
tości X , Y, Z. W szczegó lnym wypadku ustroju symetrycznego: L t == L.,=L0, 
a = b, Fx — F, = F0, cos a = cos (3—L : L 0 , sin a = [3, a przeto będziemy 
mieli układ trzech równań: ( X + Z ) L : L 0 -f- F = P , X =* Z , ( X -f Z) 
L 0

2 : E o / ^ = 2 } ' L 2 .• EF, skąd otrzymamy bezpoś redn io X = Z = P : 
: [2L : L 0 -f E F L 0

2 : E 0 F 0 L 3 ] , Y= P : [t -f 2 E 0 F 0 L S : E F L 0

: t ] . Jako drugt 
przykład rozpatrujemy be lkę fRys. 10) opar tą na prawej podporze rolkowej 
i lewej przegubowej. Obciążen ie belki stanowi siła pionowa P na węźle 
górnym C. Z równań statyki wyznaczymy oba odpory pionowe A i B, 
oraz odpór lewy poziomy najwidoczniej równy zeru, mimo to belka jest 
statycznie n iewyznaczalną wewnęt rzn ie , zawiera bowiem jeden pręt nadlicz-

l P bowy. Ła two s i ę o tern p rzekonać : podwo-
• Djn B jona l iczba węz łów 12 — 3 daje 9, a nie 10 

p rę tów jak to widzimy z rysunku. Wyznaczmy 
siły w p rę t ach korzystając z twierdzenia Levy , 
Przedewszystkiem wyznaczamy odpory A i B 
z równań m o m e n t ó w w z g l ę d e m p o d p ó r A i B. 
Niech L 0 oznacza całkowitą d ługość belki , 

zatem będz iemy mieli A = — P ( L 4 4- L,,) : L 0 oraz B = — PL< : L r t . Oba 
odpory są skierowane ku górze . Budując wykresy Cremony, lub też sto­
sując wzór ustalony w § 16 z ła twością wyznaczamy siły' osiowe Rv, R2, 
/f9 i 7?1 0 , dalej jednak tą drogą pójść nie będz i emy mogli ze względu na 
o b e c n o ś ć nadliczbowego pręta . Prowadzimy przeto pionowy przekrój p, 
odcinający lewą część be k i . Jej dzia łanie zas tępujemy si łami osiowemi 
Rit Rit /rfi i Rlt skierowanemi dajmy na to nazewnątrz p rę tów rozc ię tych . 
Równania momen tów wypisane w z g l ę d e m punk tów FiD, dadzą po u w z g l ę ­
dnieniu k ie runków RKH + R6Hcos$ -+- BL., == O, oraz BL9 — R7H — Rh 

Hcos$ = 0. Trzecie równanie otrzymamy rzucając na DF siły osiowe 

Rys. 10. 
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prętów rozc ię tych ; — R s sin% -•- R„ sin fr — B—O- Pozos ta łe dwa rów­
nania będz iemy mieli , rzucając na kierunek DE siły zbiegające się w w ę z ­
łach C i D. Będą to. Rs4jR6sin$=0 oraz P + A : 1 4- A'-, sin p = O. Ty le 
da nam statyka; brakujące równanie możemy o t rzymać na mocy twierdze­
nia Levy, z w a ż y w s z y , że dla ś r o d k o w e g o kwadratu L- r ;+L ' - , . ,=L- 3 + 4~ 
f- L - 7 | - L - 8 . S tąd różniczkując otrzymamy: L 5 CHJ:, • -}- L„ dLK = L : 1 dL 

-\-L,ŁdLĄ —i— L 7 dL--;- L s dLa, gdzie zamiast p rzyros tów n ieskończenie ma­
łych możemy p o d s t a w i ć przyrosty skończone A 'A ; EF proporcjonalne 
do dL, ustrój bowiem jako przegubowo p rę towy jest wzorowo sprężys ty . 
Oznaczmy L 3 = L s / / , L 4 = L ; A", L , = L , ; = M, a wtedy M- \H, : 
: E 5 A 5 + % : E,F{] == / / - [R: ( : E,F, - f R 8 : E 8 A 8 J + K1 [R 4 ; EtFt + R : : 
: E 7 A 7 | . Z tych równań wyznaczymy pozos ta łe siły osiowe R ; I , R 4 , I." , 

Rs. RT> R»-
§ 19. N a p r ę ż e n i a w t ó r n e u s t r o j ó w statycznie niewyznaczalnych. 

Wyżej udowodn i l i śmy , że w ustrojach statycznie wyznaczalnych d ługość 
jakiegokolwiek prę ta nie zależy od wymia rów p rę tów pozos ta łych , a przeto 
pewna w granicach możl iwośc i zawarta zmiana d ługośc i tego pręta 
nie możo wywołać naprężeń w inny .h prę tach ustroju. Inaczej rzecz s ię 
ma w ustrojach statycznie niewyznaczaln>ch, gdzie ogniwa są powiązane 
pomiędzy sobą w ten lub inny s p o s ó b . T u każdy pręt nadliczbowy musi 
mieć wymiar ściś le okreś lony, inaczej bowiem nie mógłby ł ączyć przegu­
bów ustroju statycznie wyznaczalnego. Trzebaby uprzednio cały ustrój 
odksz ta ł c i ć odpowiednio, aby za łożyć pręt nadl iczbowy n iedokładnych wy­
miarów. S tąd prosty wniosek, że pręty nadliczbowe, o ile nie są ściś le 
dopasowane wywołują odksz t a ł cen ia pewnych prę tów ustroju, a co za tera 
idzie, rodzą w nich naprężen ia dodatkowe wtórne. Wiązar , dajmy na to, 
oparty na d w ó c h podporach przegubowych, winien śc iś le t rzymać miarę—• 
rozstawienia obu p o d p ó r , inaczej bowiem już przy ustawianiu na podpo­
rach ulegnie odksz ta łcen iu , zanim nań poczną dz ia łać siły zewnę t rzne ob­
ciążenia . Weźmy jako przykład sierpownicę o rozpię tośc i węzłów dolnych 
AB—LA~k nieco większej od roztawienia podpór przegubowych — nieru­
chomych. Ten ustrój (Rys. U ) nie da się us tawić na podporach bez 

uprzedniego śc i śn ięc ia si łami A r poziomemi, z góry 
<^V2^^1V!^ t a k dobranemi, aby skróci ły rozp i ę to ść s ierpownicy 

v r - A f i o X. Oznaczmy przez R' siły w prę tach ustroju 
obc i ążonego siłami X— i. Układ sił R' wyzna-

y czymy z ła twością budując wykresy Cremony, od-
Rys. 11. razu bowiem widać z rysunku, że sierpownica jest 

statycznie wyznnczalna wewnę t rzn ie . Zatem dla 
sił X różnych od j ednośc i pows t aną w prę tach siły osiowe A? — X A ? ' , 
a praca sprężys ta ca łego ustroju będzie II = ł / 2 ZX2R'-l: EF, gdzie sumo-

20 
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waniem należy objąć wszystkie pręty. Stąd na mocy drugiego twierdzenia Casti­
gliano X = d f l : dX=^XR'2l: EF, pon ieważ X gra rolę p rzesun ięc ia siły X . Z tego 
równania z ła twością wyznaczymy w a r t o ś ć X odpowiada jącą danej różnicy X. 

T a sama sierpownica ze śc i ągaczem AB stanowi ustrój statycznie 
niewyznaczalny wewnęt rzn ie . D ługość jej prę ta nadliczbowego AB, mus' 
być ściś le dopasowana do rozp ię tośc i ustroju. Gdyby prę t AB był o X 
zbyt krótki to na leża łoby przed za łożen iem śc i ągacza — uprzednio śc i snąć 
s ie rpownicę siłami X, z góry tak dobranemi, aby rozp ię tość AB zmalała 
pod ich jarzmem o /.. Dopiero wtedy możnaby za łożyć śc iągacz , poczem 
siły śc iskające X u sunąć , jako już zgoła zbyteczne. W ten s p o s ó b 
odksz ta łcony wiązar nie pozostanie w r ó w n o w a d z e — będz ie się bowiem 
odksz ta łca ł sp rężyśc i e w odwrotnym kierunku dopóty , póki na tle pewnego 
wydłużen ia A ś c i ągacza nie zapanuje nowy stan ró w n o w ag i ustroju. W ten 
s p o s ó b wiązar nie powróc i do stanu pierwotnego, bo na tle wydłużen ia A 
śc iągacza , zrodzą się siły X0, u t rzymujące s i e rpownicę w stanie naprężonym, 
a przeto odksz ta łcen ie X ustroju nie zniknie ca łkowic i e , jeno zmaleje o A. 
Inaczej mówiąc , pierwotne przymusowe śc iśn ięc ie wiązara czę śc iowo po­
kryje się wydłużen iem śc iągacza , pozostanie zaś jego część = X — A. 
W danym wypadku praca sprężys ta wiązaru pod jarzmem sił X0, dających 

siły osiowe X0R' w prę tach , wyraża się w postaci l l n : = '/•> v X R'H : EF. 
praca sprężys ta ś c i ągacza będz ie tls == XL : 2£tF0, zatem na mocy dru­
giego twierdzenia Castigliano A == dl\s. : dXt = X0L : E0F0 oraz w == dU^.: 
: dX0 == ZX0R'2l: EF, s tąd ostatecznie' X = co - f A = X0L : EJ\ 4 - £ X0R'H : 
: EF. Z tego wzoru z ł a twośc ią wyznaczymy war tość X0, odpowiada jącą 
danemu X, a nas t ępn ie siły osiowe X0R', jakio pows taną w sierpownicy 
po założeniu śc iągacza , a więc jeszcze przed obc iążen iem właśc iwem. 
Tego rodzaju naprężen ia nie mogą oczywiśc ie p o w s t a w a ć w ustrojach 
statycznie wyznaczalnych. T o też ustroje statycznie nie wyznaczalne wy­
magają wykonania znacznie staranniejszego, a zwłaszcza n ies łychanie 
dok ładne j zbiórki . Każdy błąd, lub drobna usterka dają nieraz dość zna­
czne naprężen ia wtórne , stąd pewna n iechęć do us t ro jów statycznie niewy-
znaczalnych, wyraźna zwłaszcza u domoros łych wytrawnych kons t ruktorów, 
nieraz zresztą oparta na nieznajomości powyżej wy łożonych twie rdzeń . 

W podobny s p o s ó b powsta ją w ustrojach statycznie niewyznaczalnych 
naprężenia wtórne na tle zmian temperatury poszczegó lnych p rę tów, lub 
ca łego ustroju. Aby to u d o w o d n i ć p o w r ó ć m y do naszego przykładu i za­
łóżmy, że temperatura wszystkich p rę tów sierpownicy wzrosta o /° , każdy 
więc pręt otrzyma przyrost d ługośc i a0lt, a ca ła rozp ię tość — anLf. W obu 
wzorach a„ oznacza s p ó ł c z y n n k rozszerza lnośc i c iepl ikowej . Nieruchome 
podpory stają temu na przeszkodzie, zmuszając wiązar do zachowania 
rozpię tośc i pierwotnej. Ten sprzeciw p o d p ó r rodzi siły X poziome, a z .niemi 



siły osiowe R = R'X w prę tach . Ł a t w o to u d o w o d n i ć . Rozgrzany wiązar 
rozszerza się i c iśnie na podpory — wywołując w nich sprzeciw X pozio­
my, wszelk i bowiem odpór pionowy, jako n iez równoważony nie może istnieć 
w danym wypadku. Stąd praca sp rężys t a ustroju U = 1/.2lX'Ui'H: EF. 
Gdyby ustrój wyskoczy ł nag łe z podpór , to jego rozp ię tość AB wzros łaby 
znagła o v.aLi, i na leża łoby go śc i snąć o ten przyrost, aby móc ponownie 
us tawić na podporach. Zatem <x0Lt gra tu rolę p rzesun ięc ia siły A , i na 
mocy twierdzenia Castigliano: a0Lt = d l i : dX= - A T ? ' 2 / : EF, s tąd wyzna­
czymy z ła twośc ią X , a nas tępn ie i siły osiowe R = R'X p rę tów, ustroju 
ogrzanego o t°. Godz i s ię jednak zaznaczyć , że tego rodzaju jednostajne 
rozgrzanie lub oziębienie wiązani rzadko kiedy zachodzi istotnie. Zazwy­
czaj rozgrzewa się jeno pewna gromada prę tów, a czasem nawet tylko 
jedno ogniwo ustroju. W wypadku rozgrzania się prę ta nadliczbowego 
w pozos ta łych powstają naprężen ia wtórne , zupełnie tak samo jak przy 
zak ładaniu źle dopasowanego pręta zbytecznego. Ogrzany pręt jest zbyt 
d ług i—trzeba odpowiednio rozsunąć przeguby o o=za.Jt, działając si łami A , 
w kierunku osi owego prę ta . Wtedy dopiero można za łożyć pręt ogrzany, 
a siły A 0 usunąć jako zbyteczne. Przeguby rozsunię te nie pozos taną jednak 
w r ó w n o w a d z e . Ustrój będz ie się odksz ta łca ł w kierunku odwrotnym dopók i 
nie ustali s ię ostateczny stan trwałej równowagi , na tle odpowiedniego 
wydłużenia ujemnego 8', p rzyna leżnego do ostatecznej war tośc i sił osio­
wych X w pręc ie nagrzanym. W ten s p o s ó b odksz ta łcen ie ajt nie zniknie 
ca łkowic ie pozostanie jego część t rwała A = 8— 5', odpowiada jąca jego 
siłom c isnącym X' i nagrzaniu. Praca sprężys ta i w danym wypadku będz ie 
Uv = S 1 / 2 X ' 2 K ' 2 / : EF dla ca łego ustroju, a dla pręta nagrzanego l l w = 
= X'-L:2EF0, s tąd na mocy Castigliano II 3' = d l l v : dX'=^X'R"H : EF, 
A = X ' L : EI\„ a przeto 8 = A - f 8' = ZX'R'H : EFĄ- X'L : EF0 = * , U 
Z tego wzoru z ła twośc ią obliczymy A ' , a zatem i naprężen ia w t ó r n e 
prę tów ustroju: R = A ' R ' pows ta ł e przez nagrzanie jednego z prę tów. 
Zazwyczaj nagrzaniu ulega cała gromada prę tów. Weźmy pod uwagę ustrój 
statycznie niewyznaczalny, pozos ta jący pod jarzmem układu sił odksz ta ł ca ­
jących P. Wzamian odpór i p rę tów zbytecznych wprowadzamy siły z a s t ę p ­
cze A , Y... Z , czyniąc go statycznie wyznaczalnym. Siły w p rę tach tego 
ustroju wyznaczą się więc z ła twośc ią z wykresu Cremony w postaci 
7?=A°°- j - /^ 'A- j -R" Y-\-R'"Z-+-...., a wyd łużen ia p rę tów przy łącznem działaniu 
tych sił i nadwyżk i temperatury t będą odpowiednio o = Rl: EF - f ijt-
T o obc iążenie zowiemy pierwszem. D l a drugiego odrzucamy siły zewnęt rzne 
i z a s t ępcze i zamiast jednej z tych ostatnich, dajmy na to X , wprowa­
dzamy siłę równą j ednośc i . Obc iążen ie drugie da n iewątpl iwie siły R ' 
w prę tach ustroju, zatem na mocy twierdzenia Mohr 'a : 1 [ A L : E / r

0 - j - a 0 L / J = 
= ER'o, gdzie wyraz w nawiasach oznacza wydłużen ie odrzuconego prę ta 
zbytecznego, p o w s t a ł e na tle dz ia łania sił X i wzrostu temperatury ł. 
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Czyniąc kolejno X = l , Y= 1, Z = 1 i t. d. wypiszemy cały szereg r ó w ­
nań tego typu, wyznaczymy z nich X , Y,Z siły osiowe R w prę tach 
i wreszcie nap rężen ia wtórne ustroju. 

§ 20. P rzyk łady i ćwiczenia . 
*l-o Słup (Rys. 12) pionowy osadzony w dolnym przekroju, dźwiga 

siłę p ionową / ' , na końcu połac i górne j sztywnie z nim po łączone j . W po­
średnim punkcie s łup podparto. W y z n a c z y ć poziomy nacisk na p o d p o r ę 
n iesprężys tą B. W dolnym przekroju osadczym A p a n o w a ć będą odpory 
pionowy V, poziomy 11 i moment osadczy Sprzeciw podpory w 13 

— p o z i o m y oznaczamy przez O. Z r ó w n i n statyki V=0, 
u . c -1 Q-\-H=0, P(a-\-b)Ą-Oa-\-)x = O, wyznaczymy dajmy 
I Q », na to V, M, pozostanie statycznie n iewyznacza lną Q. 
("o— Oznaczmy sz tywność i przekrój s łupa El i F, po łac i górnej 
1 fl przez 2? / o i FQ . W przekrojach połaci górnej od leg łych 

o s od swobodnego pizekroju 1) p a n o w a ć będą momenty gnące 
Rysunek 12. zmienne l'z, i siły tnące P , które, jak. zwykle pominiemy. 

W przekrojach górnych s łupa ponad B będziemy miel i mo­
menty gnące s tałe l'c i siłę os iową stałą c isnącą P, a nadto dla przekro­
jów leżących poniże j podpory B w od leg łośc i X od B dodatkowo jesz-

cze i moment zmienny -f-QX. Praca sp rężys ta ustroju I I I P-Z-dz : 

; JŁEo/o-f P V i , : 2 E 1 -r- P\a4-b") : 2 P E -j-J (Pc+0*]2<&: 2 E P . Na mo­

cy Cast igl iano II, w założeniu podpory B n iesprężys te j mamy d\\:dQ=. 

= f l ? ' + QA xdx : E / = O, s tąd O = — »/, P c : a. 

Tylko co otrzymany wzór nie jest ścis ły , pominę l i śmy bowiem przy 
rozważan iach powyższych za leżność momentu gnącego s ły P od strzałki 
ugięcia s łupa . Chcąc > t rzymać wyniki dok ładne dzie l imy s łup na dwie po­
łacie o b c i ą ż e m a górną CB i dolną BA. W obu p o ł a c i a c h s łup pracuje 
na g ięc ie m i m o ś r o d k o w e . D l a górnej P P / ' = P (c — YJ), dla dolnej P7rj" = 
= H (c — YJ) 4- Q (a — £), przyczem oś Al uk ładamy po n ieodksz ta łcone j 
s łupa, a At\ kieruj< my na prawo. Całki równań p o w y ższy ch będą: YJ = 
== AsmnZ + BcosriC. 4- c, oraz tj =^A's>nnt. 4- B'cosnZ 4- (Pc -f- Oa — 
— QX,) • P Cztery s ta łe ca łkowan ia i niewiadomy o d p ó r O wyznaczymy 
z warunków zamocowania. W danym wypadku przy Z = a, a więc na gra­
nicy obu połac i mamy A sin na 4- B cos na - j - c = A' sin na - j - B'cos na -) 
- | - c = G> oraz w ̂ 4 s i n na — nB cos na === « .^'cos r/a — n B'sin na — Q : P . 
Nadto dla przeproju c a d c z e g o gdzie C = O mamy YJ = P ' 4- (Pc -f- Oa) : 
: P == O oraz YJ' = nA' — O : P = O. S tąd P ' = — (Pc 4- ć?a) : P , 4 ' = 
s='Q:JPn. P o podstawieniu w drugie równan ie warunkowe otrzymamy 
<J==— ( P c : a ) ( l — cos na) : (s/n na : na — cosna), gdzie n iewątp l iwie « a = 

P : El. Z otrzymanego wzoru natychmiast spos rzec się daie, że ustrój 
nie jest wzorowo sprężys ty , zatem nie miel iśmy prawa s t o s o w a ć Cast igl ano II. 

2-o Żóraw wspornikowy sk łada się ve s łupa AC osadzonego w prze­
kroju dolnym, po łac i górnej CE, po łączone j ze s łupem przegubowo w C, 
oraz ogniwa BD, przegubowo uczepionego w 13 do s łupa AC i w D do 
połaci pórnej (Rys. 13). W skrajnym przekroju E połaci górnej dzia ła si ła 
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pionowa P . Zna leźć jej p rzesunięc ie pionowe w założeniu jednakowego > 
przekroju s t a ł ego i tego samego tworzywa dla wszystkich ogniw ustroju. 

Wyodrębni jmy myś lowo pręt górnej połaci , zas tępując dzia-
r e i i r łanie na przeguby C i D, pominię tych p rę tów AC i DB 

i C j Ł siłami pionowemi C i D oraz poziomemi II i K. Wobec 
v X \ trwa'ej równowagi gó rnego pręta będziemy mieli C - f / ) - ) -

~ *D P - f P = O, II - j - A ' = O, oraz w stosunku do punktu C 
?f\ równanie momen tów : P (c -{- d) j - Dc = O. Stad bezpo-

W* ś rednio I) == - P (c + rf) :. c, C== — P — D = Pd:c. Za-
Rys. 13 tern sprzeciw C jest skierowany tak jak siła P , sprzeciw D 

do góry . Nadto H — K. Obciążenie p rę ta BD, jako 
obustronnie po łączonego przegubowo może być tylko osiowe. P a n o w a ć 
w nim będz ie si ła c i snąca 6 , wypadkowa s k ł a d o w y c h — Di — K, skiero­
wana po osi, zatem oznaczywszy przez a kąt CBD, będz iemy mieli D == 
= Scosa, II = S s i » « , oraz H = Dłga. Stąd wnioskujemy, że H jest 
skierowane ku E , stanowi przeto obc iążen ie rozciągające części CD połaci 
górne j . Zatem H = P (c -f- d) tg a : c, oraz S = — P (c 4- d) : c cos a. 
Z kolei wyodrębni jmy myś lowo pręt AC zas tępując dzia łanie na przeguby 
C i B pominię tych prę tów C E i BD odpowiedniemi si łami. N a przegub 
górny będz ie dzia ła ła siła pionowa C skierowana ku górze , rozciągająca 
część s łupa CB, oraz siła pozioma II skierowana ku E . Pod jarzmem tej 
siły nastąpi zginanie prę ta . Na przegub B dz ia łać będz ie pionowo siła 
D — $cosa skierowana ku dołowi , oraz pozioma siła II — w lewo. Dolna 
część prę ta będz ie przeto obc iążona osiowo si łami C i D, nadto jej obcią­
żenie gnące s t anowić b - d ą siły AA obciążające przeguby A ' i A. W części 
VJ) połaci górne j , w przekroju odległym o x od E , p a n o w a ć będzie mo­
ment gnący P.v, w przekroju dalszej jej częśc i DC, od l eg łym o x od C — 
moment gnący Pdx : c oraz siła osiowa P (c + d) tga. : c = P (c j - d) c : 
: cb == P (c - d) : b. W górnej częśc i CB s łupa , w przekroju odległym 
o x od C—panować będz ie moment gnący Hz = P (c 4- d) x\b oraz 
siła osiowa Pd,; c. W ogniwie BD p a n o w a ć będz ie siła os iowa .S — 11 -. 
: sin a s= II fb- -f- c- : c ==P (c -ft d) Yb'1 4- c- : b. Wreszcie w częśc i dol­
nej BA s łupa, w przekroju odległym o x od przegubu B, będz iemy mieli 
aioment gnący H (b-\-x — x) = 11b-~ P (c - | d), stały oraz siłę os iową 
cisnącą D -4/ C — — P (c 4- d) : c - Pd : c = — P. S tąd praca sp ręży ­
sta: rl== | ' P-x-dx : 2EJ -j f'P-d-x-dx : 2c-'AV 4- A 1 - ( c 4 rf)2c: 2b'!EF-\-

Jo .Jo 
Cb 

4 - A - (c - f < 0 2 * ° : 2 P W P-d-b : 2 c - A A ? J (c ' d\- (b- f c-) 
J o 

F o - •+- c 1 : 2 6 ' - A A 4 P 2 (c + d)-a : 2EI r P-a : 2 A A . Na mocy Castigliano II 
otrzymamy przesun ięc ie siły P w postaci ^ = <)ll : dP. W szczegó lnym 
wypadku gdy d === c -— ó = «. będz iemy mieli pomijając p racę sił os iowych, 
zazwyczaj nader nieznaczną w stosunku do pracy m o m e n t ó w gnących , 11 = 
= 3P-a" : A A stąd p == 6 P a s : E / . 

3-o Wielobok przegubowy (Rys. 14) podparto w jednym z przegu­
bów i obc iążono w ś rodkowym przegubie siłą K pionowo działającą w kie­
runku jednego z prę tów wewnęt rznych . W y z n a c z y ć . sity w prę tach w za­
łożeniu jednakowego s ta łego przekroju i tego samego tworzy wa wszystkich 
prę tów. W danym wypadku podwojona l iczba węz łów mniej trzy daje o je-



— 38 — 

den pręt za mało, niezależnie od l iczby boków zewnęt rznych . Jeden z prę­
tów dajmy na to A"« 16 jest nadliczbowy, a jego si ła osiowa X — s t a t y c z ­
nie niewyznaczalna. Odrzućmy go, dając obustronnie przegubom siły za­

s t ępcze X. Z wykresu Cremony, lub wprost ze wzoru poda­
nego w § 16, z ła twośc ią s ię przekonamy, że we wszystkich 
prę tach zewnęt rznych p a n o w a ć będz ie ta sama siła osiowa X. 
W prę tach wewnę t r znych będz iemy mieli również jednakowe 
siły osiowe Y. Chcąc je w y z n a c z y ć w za leżnośc i od A ' o z n a ­
czamy przez n l iczbę prę tów zewnęt rznych •—• (na rysunku 
osiem), proste rozważania geometryczne dadzą Y~—2Xsin %\n 
dla wszystkich p rę tów wewnę t rznych prócz jednego, obc iążo­

nego dodatkowo sprzeciwem P podpory. W tym pręc ie będz iemy mieli siłę 
os iową P — 2Xsin~!n. Oznaczmy przez r d ługość prę ta wewnę t r znego , 
d ługość zewnę t rznego będzie 2Rsmzjn. Stąd praca sprężys ta ustroju 
1 \—nX- 2 Rsin ir/n : 2EF+(n— 1) 4.Y- sin2 rc/n R: 2EF + (P— 2Xsm TC/M)2/? : 
: 2EF, oraz na mocy twierdzenia Menabrea : d l i : dX=0 co po skróceniu 
przez 2RsinT>jn : EF da X — P: n ( l - j -2 sin ~/«). 

4-o. Belka podparta na podporach przegubowej i rolkowej (Rys. 15) 
d ź w i g a na całej swej d ługości L obc iążen ie jednostajne p kg . na centy­
metr bieżący. W ś r o d k o w y m przekroju belki uczepiono przegubowo s łu­
pek CD pionowy, po łączony również przegubowo prę tami AD i DB z prze­
gubami podpór . W y s o k o ś ć s łupka oznaczamy przez h. Wyznaczmy od­

pory z równań statyki rozpatrując ustrój jako ca­
łość . D la sił pionowych otrzymamy A-\-B\-pL—(J, 
poziomy o d p ó r w A jest n iewątpl iwie równy zeru. 
z równan ia m o m e n t ó w w z g l ę d e m punktu B mamy 
AL - f %pL%—Ot s tąd A=B=—pL — — 1/i P. 

Rys. 15. Ze względu na c iąg łość górnej belki nie możemy 
z a s t o s o w a ć wykresu Cremony do węzła A—inaczej 

mówiąc ustrój jest statycznie niewyznaczalny. Oznaczamy silę os iową 
s łupka h przez — X , kąt CAD przez a. Z wykresu Cremony, lub ze wzoru 
§ 16 z ła twośc ią otrzymamy dla p rę tów AD i BI) siły osiowe X : 2sina. 
Zatem po odrzuceniu dolnego wzmocnienia belki na leży w przegubach 
A, Bi C dać zas t ępcze siły. W ten s p o s ó b w przegubie ś rodkowym otrzy­
mamy silę p ionową X , sk ie rowaną do góry, w przegubach A i B skła­
dowe poziome c isnące — X cos n. : 2 sm ot ć= — X : 2 tg a = X L i h oraz 
pionowe X : 2 skierowane w dół. W przekroju poprzecznym górnej belki 
w odleg łośc i z od A będz ie panował moment gnący M — 1/2 (X—pl) z-\-
+ l/» P*3 ' s ' ł a c i snąca — */a : n - Wobec zupełnej symetrji obc iążen ia 

praca sp rężys ta górnej belki będz ie 2 j * * M-dz : 2 - ( ' / , X L : li)- L : 2 E F 

Pracę sprężystą p rę tów bocznych otrzy mamy w postaci 2 ( X : 2 sin?.)' L : 
: 4 E 1 F 1 cosv., dla pręta pionowego X 2 / / : 2 E 0 / r

( l . Suma tych prac da p r a c ę 
sprężys tą ustroju. Stosując twierdzenie Menabrea, otrzymamy d\l : <3X 

rL/-> 
= 1/E7 o "|V-. (X—pL)z ' , pz-\ zds r X L J : 4 E Fli1 -4- X L : 4 E , F 1 sw­
at cos « -f- Xh : E„ F„ - O. Z tego wzoru wyznaczymy X , zważywszy że sin a— 
= h : /, cos a. =s L : 21, gdzie l- = h- + J / 4 L - . 

b-o' Wspornik z łożony z dwóch p rę tów BC i AD (Rys. 16), osadzo­
nych w murze niesprężys tym i po łączonych przegubowo prę tem CD, dźwiga 
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w dolnem przegubie siłę p ionową P . Oznaczmy przez X siłę os iową pręta 
CD: siła X stanowi jedyne obc iążen ie tego pręta jako przegubowego. Po 
odrzuceniu p rę ta CD należy w górnym przegubie C p rzy łożyć siły X o skła­
dowych: poziomej rozciągającej X cos a i pionowej, skierowanej w dół 

X s z w a , przyczem przez a oznaczy l i śmy kąt ADC. Druga 
z a s t ę p c z a siła X w dolnym przegubie da s k ł a d o w e : po­
ziomą ściskającą X cosa. i p ionową X s i « a sk ie rowaną do 
góry. Zatem w przekrojach p r ę t ó w poziomych od leg łych 
o z od p r z e g u b ó w C i D będą odpowiednio panowa ły mo­
menty gnące (P—Xsina.)z, a nadto siły os ioweXcosa . P r a -

Rys. 16. 
ca sprężys ta ustroju będzie 

X*8%«»% : 2 E 1 I 1 - f 

(P — \sin-J.y z-dz : 2E,I., - j - X-cos-a.P. 2EIF1 -4- X 2cos-a I.: 2E,F2 + X-) . 

: 2EUF„ gdzie X- = hr (L — W myśl twierdzenia Menabrea d l l : d X = 

= i Xsin-x z'dz : E j I j -
(P — X s i« a) sin a sWz : E.,I2 -1- Xcos~o. I: E1F1 -

-j-XCOS-J. L : E._,F, -f XX : E,,F„, s tąd z ła twośc ią wyznaczymy X . 

6- o Rama spoczywa na dwóch podporach przegubowej i rolkowej 
(Rys. 17). Złożona jest z p r ę t ó w łączonych przegubowo—czterech ze­
wnęt rznych , s tanowiących pros toką t L X D i czterech wewnę t r znych , połą­
czonych w ś rodkowem przegubie, gdzie działa siła pionowa P . Ze względu 
na symetrję obciążenia oba odpory pionowe A = B = — '/a P, a nadto nie­
wątpl iwie odpór poziomy w .1 ma w a r t o ś ć zerową. Ustrój jest statycznie 

niewyznaczalny wewnęt rzn ie , jak", że podwojona l iczba 
węzłów = 1 0 — 3 = 7 daje o jeden pręt za mało. A a -
zwijmy przez X siłę os iową w pręc ie nadliczbowym 
dajmy na to dolnym AD i w założeniu jednakowego 
s ta łego przekroju i tego samego tworzywa dla wszyst­
kich prę tów, wyznaczmy siły w prę tach . W tym celu 

/odrzućmy pręt nadliczbowy AO i w jego przegubach 
przyłóżmy siły zas tępcze - l - X skierowane n a z o w n ą t r z p o 

osi pręta usun ię tego . Z wykresu Cremony, lub ze wzoru § 18 wynika że 
siły osiowe prę tów zależne od P będą R t = R 3 = — l/tP, R , =— \ ' .J' : 
: tgct, R s — R 8 = O, R 0 —z R . — ^j.,P: sina., gdzie przaz a oznaczy l i śmy kąt 
('AD. W podobny s p o s ó b dla sił A I otrzymamy: R\ = R ' 3 ==—iga, 
R ' 2 == — 1, R ' s = R ' s == 1 : cosa, R',. — R ' , == 1 : cosa. Przy łącznem dzia ła­
niu sił P i— - X siły osiowe prę tów otrzymamy w postaci R - f - . V R ' , a wy­
dłużenia A ' R ' ) / : EF, zatem dla s i ł — 1 i R' otrzymamy po s k r ó c e ­
niu przez 1 : EF na mocy twierdzenia Mohr 'a : 2 (—7« P — X tga. (—tga) 
// — !•(— : tg& X) • LĄ~2 (X : cosa) (1 : cosa; (L : 2 cosa) j-2(V,,'/' : 
sina -j X: cosa.) (1 : cosa) (L : 2 cosa.) — — 1 . XE, s tąd z ł a twośc ią wy­
znaczymy X. W szczególnym wypadku ramy kwadratowej / / - / . , a^_15", 
a zatem A ' = — P (3 + 2 V 2) : 8 (1 - j - J/ 2). 

7- o Pręt pionowy (Rys. 18), osadzony w dolnym przekroju, w górnym 
po łączono przegubowo ze śc iągaczem poziomym BC. Na przegub C dz ia ła 

Rys. 17 
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fc 
L H 

s i ła pozioma P . Z ła twością możemy zauważyć , że ustrój jest statycznie 
niewyznaczalny. Oznaczmy przez X siły osiowe prę ta poziomego. Po wy­

jęciu tego pręta z p r z e g u b ó w S i 0 na przegub C pręta 
-f; pionowego będz ie działa ła siła P — X. Układ sił zewnęt rz ­

nych /', - X , stanowi obc iążenie pierwsze. Drugie otrzy­
mamy, odrzucając P i czyniąc X = l . T o obc iążen ie da 
st rzałkę końcową prę ta pionowego l,^ll' : El i wydłużenie 
pręta poziomego o L : E1f\. Zatem w myśl twierdzenia Mohr 'a 

Rys. 18. możemy napisać , że XL : E,Fl = h'.(H — X ) / / s : EL Stad 
X = P : [ 1 + 3 E / L : EJ<\IP}.' 

8 o Wiązar 16 Rys. 6) oparty na podporach rolkowej i przegubo­
wej dźwiga na górnym węźle siłę p ionową 12 tonn W założeniu przegu­
bów w A,B,C Z ł a twośc ią wyznaczymy siły osiowe w prę tach . W pasie 
górnym ĄC i CB będz iemy mieli siłę śc iskającą 5 = — C2s>no., w do l ­
nym rozciągającą S()-- P:2tgo. Przez a oznaczyl i śmy kąt CA/3. Dana 
rozp ię tość wiązaru AB = 4m., w y s o k o ś ć 1,5 m., stąd mamy . 7 C = C B = 
= 2,5 m., sini = 1,5 : 2,5 — 3 : 5 , tg et = 1,5 : 2 = 3 : 4, a przeto 5' = -— 
— 12000 >< 5 : 2 X 3 = 10000 kg. , S , = 12000 X 4 : 2 x 3 ^ 8000 kg. 
Licząc z pewnośc ią ;' = 4 na wyboczenie, otrzymamy dla pasa górnego 
Qw — 4 X 10O0O kg. Po ki lku p róbach z ła twością znajdziemy, że dla 
dwóch ką towników 80 X 80 X 8 m/m ustawionych tak, aby s tanowiły 
złożony teownik F=24 ,6 cm.- i?=2,42 cm. S tąd L:i = 250 : 2,42 = 103,3 s£ 
5S 105 Z tablicy (księga druga str. 142) dla tej war tośc i i że laza zle­
wnego [ZZ) mamy Kw = 1660 kg/cm'-', zatem Qw-- 24,6 X 1660 = 40836 kg. 
Pas dolny pracuje na rozc iąganie . D la że laza zlewnego i obc iążen ia trwa­
łego ky =s= 90<» 1500, ś redn io 1200 kg/cm-. Obierzmy kr = : 1000 kg/cm-, 
licząc na os łab ienie przekroju w złączeniach nitowych, k tórego tu nie bie­
rzemy pod u w a g ę , a otrzymamy p„ = Su : kr = 8 cm'-. Dwa kątowniki 
45 X 45 X 5 m/m w taki sam s p o s ó b ustawione dają F = 8,6 cm'-'. Zatem 
w pasie górnym p a n o w a ć będzie naprężen ie - 10000 : 24,6 = 406,5 
kg/cm-, śc iska jące , w dolnym = 8000 : 8,6 == 930 kg/cm-, należy zbadać , 
jak się te naprężen ia zmienią przy doskona ł em usztywnieniu gó rnego wę­
zła? Wiązar stanie s ię statycznie niewyznaczalnym wewnę t rzn ie , odpory 
jednak pozos taną te same. Oznaczmy przez A siły osiowe pasa dolnego 
i od rzućmy pręt dolny, dając siły zas t ępcze X, skierowane po linji AB 
do wewnątrz . Zatem na dolne przeguby A i B będą działały siły X i od ­
pory '/o P , skierowane ku górze . Te siły dadzą w rzucie na pręty pasa 
górnego , siłę ściskającą — X coset — '/., P sino., a nadto drugą sk ładowa 
Xsino. - 1'., P coso. Zatem w przekroju poprzecznym odległym o a od 
przegubu A p a n o w a ć będz ie moment .1/ (Xsiir/.—• 1'., P coso.) z, a praca 

sprężys ta ca łego ustroju U " 2 \F1dz:'ŁFl 2(—Xco*% — '/../'stnet) v : 

: 2/:/•'•{- X'/ : 2F/•',,, gdzie L oznacza rozp ię tość wiązara , a / d ługość 
pręta gó rnego AC lub BC. Na mocy twierdzenia Menabrea : <)X-
= 2ls [Xsino. — l/j Pcos o] sino : 3 P / Ą - 21 \Xcoso. -.|- Psma] Cbsa : 7 : P | 
-\-Xl: El'u — O. — W danym wypadku z tablic ką town ików mamy / = 144,0; 
zatem po podstawieniu A" = P\F : 3 /— l 'F\ sino coso.: [8/$/3 sw-a : / - j - 2 / 
CO^a : /•' A : / • ; | = 1200 [250: i : 3 X 144,6 — 250 : 24,6] X 3 X 4 : 5 X 5 

[2 X 250 3 X 1 5 2 : 3 X 1 4 4 . " ' X 25 s + 2 X 250 X 20- : 24,6 X 25- -j- 400 : 

file:///Xcoso
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:8,6] = 7938.6 k g , a w dolnym pręcie naprężenie zmme szy się do a, = 
== 923 to jest o 0,75%. Skrajna war tość momentu pręta górnego p a n o w a ć 
będzie w przekroiu węzła gó rnego . Będzie to Mc •'== (7938.6 X 3.: 5 — }/9 X 
• 12000 X 4 : 5 )250 = • — 9210 kg/cm. Nadto w tym pręcie panuje s ła 

osiowa — Xcosy.— '/„Psiny.^ — [7938,6 X 4 - | - 6000 < 3] : 5 = — 9950,9 kg. 
Ujemny zunk wskazuje, że moment jest p rawoskrę tny — da przeto w gór­
nych warstwach przekroju naprężen ie śc iskające V ===> Mv : W, w dolnych 
rozciągające Mc: IV". Z tablic W = 04,0, W" == 25 ,2cm\ a przeto 
ó * = = — 144 kg'cm'-', o" - 365,5 kg/«'m4. Siła ściskająca da naprężen ie 
o'" = — 9 9 5 0 , 9 : 2 4 , 0 = — 404,5 kg/cm-, zatem najwyższe naprężen ie pasa 
gó rnego wzrośn ie do 3' — —- 144 —- 4 0 ł , 5 = — 548,5 kg/cm'J, to jest 
b 34,94°/,,. 

Jeszcze raz weźmy pod uwagę ten sam ustrój z usztywnionym węzłem 
górnym. O d r z u ć m y pręt dolny i dajmy wzamian obie podpory przegubowe 
(Rys. 19). Z równań statyki z ła twością wyznaczymy odpory pionowe. 
Poziome, jako statycznie niewyznaczalne niech będą X. Zatem powyższe 
rozważan ia dotyczą również i danego wypadku, a praca sp rężys ta będz ie 
się tylko różniła od poprzednio otrzymanej — jedynie brakiem wyrazu 

X°'L:2Eh\,. W ten s p o s ó b będz iemy mieli X— 7981,2 
kg. Powta rza jąc bez zmiany wszystkie powyższe rachunki 
otrzymamy - = — 5 3 1 kg/cm 2 , a więc nieco mniej niż 
poprzednio, ale zawsze jednak o 30,63% więcej niż dla 
ustroju p rę towo-p rze t j ubowego . Z przeliczonego przy-

Rys. 19. k ładu w i d a ć , że naprężen ia dość znacznie rosną przy 
usztywnianiu węz łów. 

9-o Brama z łożona z d w ó c h prę tów u góry, po łączonych przegu­
bowo i osadzonych u dołu, dźwiga obciążenie siły pionowej P na p zegu-
bie. Wyznaczyć siły w prę tach w założeniu symetrji względem osi siły 
pionowej. Nazwijmy przez V pionowy odpór lewej podpory, przez H po­
ziomy, przez ;J. moment osadczy. Dla prawej /*', II' i ;).', a otrzymamy 
z równań statyki fT.-j- V - f P = O, II - f / / ' == O, JA - f A • 2a \- Pa - f 
-f- t"C* = O. Załóżmy nadto zupełną symetrję p rzekro jów obu prę tów, 
a wtedy V =• V == — l/„P, H — - H == A ' , («.•.== — p.' == Y. Będą to 
dwie statycznre niewyznaczalne zewnęt rzn ie . Wypiszmy jeszcze dodatkowo 
równanie momen tów w stosunku do osi obrotowej górnego przegubu, gdzie 

niewątpl iwie p a n o w a ć winna zerowa war tość momentu:—%PaĄ-
Ą A 7 7 + Y— o; s tąd Y— 7, Pa — XII. Zatem w istocie 
mamy tu tylko jedną statycznie n iewyznaczalną A". Oznaczmy 
jak zwykle kąt CAB przez a i rzućmy oba odpory lewe na 
oś pręta A(". W ten s p o s ó b , kierując odpór X ku ś rodkowi 

if3 otrzymamy siłę osiową pręta ściskającą S- —Xco$o.— \ -, Psin a., 
oraz drugą sk ładową pros topadłą do osi prę ta , sk ie rowaną 

Rys. 20. W dół A ' s w a — l/2Pcosą, która w przekroju od leg łym o z 
od podpory A da moment gnący M = ( A ' s m a — '/., Pcosi) 

* rl 
Z Y\ tutaj więc praca sprężys ta będzie II = 2 I MUiz : 2EJ - j - 2 5 * / : 
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\2EF. Na mocy twierdzenia Menabrea otrzymamy cdi : dx = j [Md M: 

: dX-\~M (dM : dZ) (<)Z : A j ) ] rfa : 2FJ 2.SI: EF= O, gdzie przez l ozna­
czyliśmy d ługość prę tów AC i C/<\ Zatem będz iemy mieli po skróceniu 

przez 2 : £ wzór: [(As/net.— lj.1Pcoso.) e - j - F ] / / ] <fe : . 

SI: /•' 0, z k tórego po wykonaniu ca łkowan ia wyznaczymy A". W wy­
padku gó rnego węzła sztywnego, drugą statycznie n iewyznacza lną stanowi 
moment osadczy Y. W myśl twierdzenia Menabrea z ła twością wyzna­
czymy X,Y z równań dfl : dX = dli :dY= O. 

10 " Łamana wypuk ła utworzona z p rę tów prostych sztywnie na wę­
złach po łączonych stanowi tak zwany ciąg p rę tów, czyl i ramę złożoną ze 
s k ł a d o w y c h — prę tów prostych. Weźmy pod uwagę ciąg obustronnie osa­
dzony. Najprostszym przykładem ustroju tego rodzaju będz ie powyże j roz­
patrywana brama z górnym węzłem sztywnym. Ze względu na zupełną 
ogó lność rozważań nie podajemy rysunku, p ie rwotną o ś p ionową A\ kie­
rujemy ku górze , poziomą At — w prawo, początek osi spó ł r zędnych A 
umieszczamy poś rodku osadzonego przekroju skrajnego lewego prę ta ciągu, 
a cały ciąg mniej więcej w ćwiar tce pierwszej osi . Ścis łe kierunki osi 
wyznaczymy w nas t ęps tw ie . 

W bieżącym punkcie ciągu M (1, rj) prowadzimy przekrój poprzeczny 
i wyznaczamy panuiący w nim moment gnący M. W tym celu oznaczamy 
przez Mn wypadkowy moment obc iążenia sił zewnęt rznych , jakiby panował 

w punkcie M, gdyby ciąg w przekroju osadczym lewym miał podporę przeg t-
hową, a w skrajnym prawym B, r ó w n i e ż ' o s a d z o n y m — p o d p o r ę rolkową, s łowem 
gdybyśmy uczynili pręt statycznie wyznaczalnym. Wyznaczenie .!/„ nie nas t r ę ­
czy żadnych t rudnośc i , możemy bowiem dla tego zmienionego ciągu wyznaczyć 
nionowe odpory A i / ^ . równoleg łe doO / j oraz poziomy / / podpory przegubowej. 
Dla ciągu istotnego właśc iwy odpór pionowy będz ie A - ;- Y, p o z i o m y / / A. 
nadto w przekroju A p a n o w a ć będz ie moment osadczy ;>., będz iemy miel i 
przeto M== u. -f- Xi\—Yt-~Mn. P rzen ieśmy począ t ek osi spó ł rzędnych 
do punktu (){a,b) i p o p r o w a d ź m y ()X\\ OZ i OY\\ Ofr a otrzymamy -
a Ar x, •([ b —[—jy oraz M == yĄ-Xb -{- Xy — Ya — Yx - j - M0 = Xy — Yx j 

; Z-j- M0, gdzie przez Z oznaczyl iśmy nowy moment osadczy Z • A7» — 
— jaki otrzymujemy, łącząc A z O sztywnym prę tem po prze­
niesieniu do nowego początku osi układu sił X,Y\>-. Wyznaczmy p racę 
sprężystą ciągu, pomijając siły osiowe i tnące , co jest zawsze możl iwe 
przy znaczniejszej wysokośc i ciągu z łożonego przynajmniej z trzech prę tów 

sztywnie po łączonych . Będz ie to II = j M2 ds : 2 El, u;dzie ds oznacza 

bieżącą g rubość płytek, kolejno wszystkich p rę tów ciągu. Na mocy twier­

dzenia Menabre'a mamy <J\1 : " A - | |Ajy - Y# 2, . | / „ | y ds : El - ) 

d l i : i y = | [Xy — Yx Ą-.Z + MĄ xds : El= 0}SB : dZ =-- j | A > - Yx Ą-
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~\~Z-\-M0) ds : El — O. P o m n ó ż m y wszystkie te trzy równania przez 

pewną stałą s z t y w n o ś ć E0/o i oznaczmy przez dq = E0f0 ds : El. P rzyp i ­

sując poszczegó lnym pły tkom ciągu wrzekome c iężary dq — otrzyma­

my wrzekomy c iężar ca łego ciągu: Q— fdq— w y p a d k o w ą wszystkich 

dq, k tóra ma pewien punkt uczepienia. Z ła twością wyznaczymy spół-

rzędne tego punktu w postaci Jtdq : O, J-t\dq : O, korzysta jąc ze znanych 

wzorów dla ś r o d k a c iężkośc i . Za łóżmy, że właśnie w tym punkcie ucze­
pienia siły Q — obra l i śmy począ tek O nowych osi spó ł rzędnych , to jest, 
że tylko co wyżej wypisane całki dają spó l r zędne jego a i b. Zatem dla 

wszelkich osi pros toką tnych ś r o d k o w y c h Ox0, Oy0. C a ł k i J " x 0 o ^ = | >'o dq 

=— O, dla osi głównych ciągu OX, (JY—całki j xdq ~ \ydq= ixydq=(J 

A J

X = j y2dq, Ry — j"x"dq, a przeto z równań wyżej wypisanych A" = — 

— lJRx JM(ydq, Y=l/Ry | M^dc.Z^ — ynj Madq. Te całki z ła t ­
wośc ią dają s ię wyznaczać wykreś ln ie Jako przykład zastosowania po­
wyższe j teorji Muel lera rozpatrujemy ramę (Rys. 3) osadzoną w obu do l ­
nych przekrojach A i B. Zachowajmy poprzednie znakowania, a nadto 
niech będz ie n — E/:E0/0, zatem dla połac i górne j dq - dC, dla obu s łu -

pów dq =--ndą. Stąd b e z p o ś r e d n i o <J — B~\- 2nlI, li\dQ = 2n I v A 

4 - / / dx = nin-\-BTr = ll(nll'rB) i ostatecznie b=H(B+nH)•: 

(B-\-2nll). Nadto ze względu na symetrję ustroju a == Y»B, zatem 
układ osi OX, OY jest ustalony. D l a tego układu osi i górnej połac i 
M% = - »/, PB C!iBĄ-x) -f- %p (% B -\-x)- == %p (x9- - yl B-), dla obu 

s łupów M0—O, a przeto .1/,, xdq t ';.,/> (.»;'-' — 1J4 B*) xdx == O, 
J /J/J 

| M0ydq =.- (# - b) I - VU H1) d x ~ — V i i {H—b) pb\ \ M0 

r+B/t '. 
«ty = j l / a ^ 0V'" — V4 #3) == — l/12pBs. Zatem widzimy wprost, że 

>' = O, odpory przeto pionowe A = B = — l/, pB. — Nadto Z—xlvlpB-: 
: 1 1 - j - 2 M / / : /?). Chcąc wyznaczyć A", należy okreś l ić A \ . Oznaczmy 
przez z od l eg łość b i eżącego przekroju s łupa od osi DE, dla tej osi R—2 

I z-ndz == -,':in/1'\ a przeto na mocy ogó lnego wzoru Rx =s= A' — Q 
J o 



(// — li) - === i/j nlP' (2 + « / / : B) : ( 1 - 2 H / / : S ) i ostatecznie: 
X = p B - : 4 7 / (2 A-nH : JB). Te same war tośc i da twierdzenie M e ­
nabrea, o ile pominiemy pracę s i ł os iowych i tnących . T o pomin ięc ie 
nieraz stanowi źródło b łędu. Rama (Rys. 20), obc iążona siłą P p ionową 
w gó rnym węźle stanowi przykład jaskrawy. Gdy pominiemy siły osiowe 
w pracy sprężys te j — otrzymamy Ź=0, sprzecznie z istotą rzeczy. Ina­
czej nawet być nie może , bo wtedy pręty nie ulegają skróceniu , górny 
p r z e g ó b nie obniży się — a zatem prę ty s ię nie zegna nie dadzą momen­
tów osadczych. Należy przeto owo pomijanie pracy sił os iowych stoso­
w a ć nader og lędn ie . 
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