= 198, —

wej diugosci /, zaczepionych o niesprgzysta polaé gérng i obcigzono si-
tami P i Q pionowemi, przylozonemi po $rodku obu przesel a i & belki.
Wyznaczy¢ staly przekréj dwuteowy belki oraz Srednice pretéw stalowych
zlewnych, aby po odksztalceniu zawieszone punkty 4, B, C belki lezaly
na linji poziomej. Zalézmy P = 20000 kg, O — 10000 kg, @ = 1 m,
b=2mi/==10 m. Roéwnanie Clapeyron’a da_nam w zalozeniu pola-
czen przegubowych 2 (100 - 200) A5z = 20000 X 50 X [1002 — 507] :
: 100 4 10000 < 100 X [200% — 1007] : 200, skad Mp = 375000 (kg, cm).
Nadto dla odporu lewego bedziemy mieli réwnanie 4 X
X 100 -+ 20000 X 50 = Mp, dla prawego za§ C X200+ o &
+- 10000 X 100 = Mp, skad 4 =—6250 kg, C== |
— 3125 kg. Odpér srodkowy otrzymamy wprost z réw- s ul
nania statyki 4+ B+C+P+0=0, czyli B=—4 T3 =
- 20625 kg. Nadto w przekrojach obciazonych bedziemy 7' 2
mieli skrajne momenty Mp = — 6250 )< 50 = — 312500 Ry 65.
(kg, cm), Mg =— 3125 X 100 = — 312500 (kg, cm), na-
lezy przeto dostateczny przekroj belki wyznaczyé z réwnania W, =
 =Mp: k. Weimy dla stali zlewnej, w wypadku obcigzenia stalego
ke =1500 kg/cm?® a wtedy W, = 250 cm®. Tej wartosci odpowiada
dwuteownik Ne 21 dla ktérego W, == 244 cm?® lepiej jednak wzigé nu-
mer nastepny, zawsze sg bowiem mozliwe pewne obnizenia punktéw opo-
rowych polaczone ze znacznym wzrostem naprezeri. Bierzemy dwuteow-
nik Ne 22 dla ktérego tablice podaja ¥/, = 278 cm3. Nalezy zawiesic
go tak, aby S$rodnik byl w polozeniu pionowem. Z kolei wyznaczymy
srednice pretow. Znak odporéw 4, B, C ujemny wskazuje, 2e prety te
sg rozciggane. W zalozeniu obcigzenia stalego mozemy wzia¢ £, =
= 1500 kg/cm2, bedziemy mieli przeto wydluzenia A, = I4 : £F,,
Ap=1IB: EFy, A, =1IC: FEF,. Te wydluzenia muszg by¢ jednako-
we, dazymy bowiem do tego,. aby belka po odksztalceniu lezala punkia-
mi A4 B, C na linji poziomej. Zatem A : F,=B: Fp=C: F, =
= k,, co da nam F, = 4,167 cm?, F, = 13,75 cm?, F_,= 2,083 cm?.
Srednice pretéw beda: d, = 2,3 ¢m, dj = 42 cm, d, = 1,6 cm. Wszyst-
kie trzy punkty podparcia obnizg si¢ 0 A = /k,: £ = 1000 X 1500 :
: 2200000 = 0,68 cm.

)

ROZDZIAL CZWARTY:
BELKI PROSTE ZGINANE MIMOSRODKOWO. .

§ 1. Réwnanie odksztatconej., Weimy pod uwage tuk mn od-
ksztalconej belki pierwotnie prostej, ptasko wygigtej mimo§rodkowo Stalg
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o$ odcigiveh £ ulozylismy na osi pierwotnej belki, 0§ rzednych 7 skiero-
waligmy ku dotowi, 0§ & ku patrzacemu. Rozpatrujemy wvyigcznie tylko
prety jednorodnie zbudowane, wygigte plasko w plaszczyinie giecia .
Spotrzedne jakiegokolwiek przekroju poprzecznego O belki odksztalconej
niech beda £, 1. Obcigzenie zewngtrzne lewej czesct belki po sprowa-
dzeniu do $rodka O przekroju da moment gngcy M, sile tngqcg 7, ktorg
jak zwykle pomijamy i sil¢ osiowa S, lezagcq na stycznej odksztalconej.
W danym wypadku S5O, rozpatrujemy bowiem wypadek giecia plaskie-
o mimosrodkowego. Zasadnicze réwnanie giecia' bedzie mialo posta¢
£EJ[V+S: EF):p= M, jakesmy to ustalili w § 5 rozdzialu drugie-
go. W tym wzorze wyraz .5 : EF posiada nader malq warto$¢ i wobec
jednosci moze byC¢ pominigly. kLalwo si¢ o tem przekonaé, zwazywszy,
ze S : F oznacza dodatkowe naprgzenie przekroju — rozciggajace lub
$ciskajqce, towarzyszace naprgzeniom gngcym momeniu A7, a wiec nader
nieznaczne w stosunku do £. Po skre$leniu fego wyrazu otrzymamy
FJ] 1 p= M, to samo zasadnicze réwnanie rézniczkowe odksztatconej.
jakiem dotad postugiwaliSmy si¢ przy rozpatrywaniu giecia zwyklego.
Nadto, dla wygig¢ nieznacznych, jedynie dopuszczalnych w praktyce 1 :
: v oo o, ostatecznie wigc mozemy napisa¢ zasadnicze réwnanie giecia
mimo$rodkowego plaskiego w postaci £ /i’ = M, Catkowanie tego réw-
nania da odksztalcona. Kilka prostych przykladéw najlepiej wyjasni isto-
¢ rzeczy.

§ 2. Belka osadzona jednostronnie, pozioma (Rys. 66) diwiga
obcigzenie gnace, ztoZone z sit prostopadlych do osi pierwotnej preta,
skupionych, lub roztoZonych szeregiem ciaglym w postaci obcigzenia jed-
nostkowego p na jednostke diugosci, a nadto drugostrcnnie ulega jarzmu

sity poziomej @, rozciggajacej lub $ciska-
/ A8 jacej. Ze $rodka B przekroju osadzonego

T4 7. -—4——:%‘__ prowadzimy stalg o§ 5L na lewo po osi
e 7 374 pierwotnej preta, By kierujemy w dét, Bg
@ 'QI'P el 2 ku patrzacemu. W tym uktadzie -+ QO da
Vs B silg rozciggajgcg, — Q $ciskajaca, a $ro-
A 4 dek O jakiegokolwiek przekroju preia od-

2 A 7 .
= 3 xszialconego bedzie miat spéirzgdne C, 7.
7 P Dla srodka .4 skrajnego lewego przekrojn
z‘z A - bedziemy mieli /, /. Po sprowadzeniu dgo
< > P B grodka, O sity pionowe dadza moment A,
-~ Lj\ - sita = Q da moment ¥ Q (f—1), a prze-
L5 b %7 = ﬁg.-"l to réwnanie gi¢cia bedzie tu v/ F n®(p—

—/)=M : EJ, przyczem n*=Q : EJ.
Rys. 66, 67 i 68. Oznaczmy przez Mp=dKM : JtK, a otrzy-
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mamy catke tego réwnania w postaci M= /f~+y F M : O.— M, : u*Q =
FM 'O — M, n%Q F ..., gdzie y czyni zado$¢ rownaniu po-
mocniczemu 3" F nl = 0. Dla gérnego znaku bedziemy mieli y =
= CSin hnt 4 DCos hnt, dla dolnego y = CSinnt -~ DCosnf. Calke
powyzszg stosujemy wtedy jedynie, gdy ktérakolwiek z pochodnych, daj-
my na to Mygy9= O. W tym wypadku ostatni wyraz catki bedzie za-
wierat pochodna Ay . Warunek konieczny przy tem, aby A/ i jego
wszystkie pochodne az do My gy wiacznie byly funkcjami cigglemi &.
W przeciwnym razie nalezy podzieli¢é plaszczyzne giecia na potacie
w punktach odpowiadajacych przerwom ciagiosci. Dla owych punktéw
rzg¢dne 7 i ich pochodne 7' muszg posiadaé te same wartosci, otrzymamy
przeto szereg réwnaii z ktérych wyznaczymy stale catkowania C,, /),
Cy, D, . . . dla wszystkich potaci. Skrajne warunki zamocowania preta
réwniez winny by¢ wzigte pod uwage przy wyznaczaniu statych catkowa-
nia. Zupelnie tak samo mozemy wyznaczy¢ warunki pracy w nastepujs-
cym przykiadzie.

§ 3. Belka jednoprzgslowa, statycznie wyznaczalna (Rys. 67)
dZwiga takie samo obcigZenie gngce pionowe, a nadto ulega dzialaniu si-
ly £ O, czynnej w A4, ponad podporg rolkowa. Zachowujgc znakowanie
poprzedniego ustepu, umieszczamy poczatek stalych osi w przegubowej
podporze prawej 5. Réwnanie gigcia bedzie tu " F un = M : EJ;
w niem, jak poprzednio, oznaczyliSmy przez M moment sit gnacych pio-
nowych oraz odporu lewego A, ktéry z tatwoscia wyzneczymy z réwnaf
statyki. Lewy odpdr poziomy H = ¥ Q. Zatem rdéwnanie to rézni sie
jeno warloscig f = o, a wszystko to, co§my powiedzieli wyzej, dotyczy
i danego wypadku. Istot¢ rzeczy najlepiej uwypukla najprostsze dwa
przykiady. -

WeZimy pod uwage belkg¢ osadzong jednostronnie (Rys. 66), drugo-
stronnie obcigzong sitg Q > o i P. W przekroju O bedziemy micli me-
ment — Q (F — ) + £2(/ — ). Tutaj wiec M =P (¢ — ), M. = 0O,
zatem rownanie odksztalconej: ¢ = f—+ CSin hul - DCos hnl - P (I —

-) : ). Gdy oprécz sity P, dziata jeszcze obcigzenie jednostajne g,
pokrywajgce calg. belke, nalezy moment M wypisaé w postaci P (/—L) -
A= 1y p (I—L)%. Tutaj wiec My =p, M= O, a przeto §=Ff— CSin i nt--
+DCoshnf—P(@—08) : 0 yp(l—2*: Q—p:nQ. Wobu wy-
padkach trzy niewiadome C(, D, f wyznaczymy z warunkdw koiicowego
obcigzenia preta, W przekroju osadczym n=14/= O przy t(== 0O, w skraj-
nym lewym przekroju 4 = f przy { = /. Stad mamy f+D —IP : O —
—YopPP: Q—p: 20 =0, 1y=[nCCoshnt + nDSinhnt |- P :
Q4P (-0 Qbh=nCL+P:Q0+pl: Q=0, f=f—+ CSinhnl--
-DCoshknl—p :n20 — (0. Z dwéch ostatnich réownani wyznaczymy
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C=—P:0n—pl:0n D=[(P+pHSinhnl-+p: ul:nQCoshnl

Nadto = pierwszego f= —[(FP+2DSinhnl+p : 5 : n QCos h nl

+IP: Q4 Y, pi®: Q-+ p : n*Q. Te wartodci po podstawieniu we wzér
dla 7 dadzg réwnanie odksztalconej.

Zupeinie te same wzory otrzymamy dla lewej potowy belki jedno-
przgstowej (Rys. 68), o ile poczatek stalych osi umiescimy w Srodkowym
przekroju i miasto P, / napiszemy w nich -— 1!/, P i !/, /. Latwo to udo-
wodnié ze wzgledu na zupelng symetrj¢ obcigZenia; w $rodkowym prze-
kroju 7=11"= 0O, w skrajnym lewym 7=/, jak wyZej — zatem otrzy-
mamy te same réwnania warunkowe.

W wypadku dziatania sity O ujemnej przyloZone] w A4 (Rys. 66) be-
dziemy mieli moment gnacy w $rodku O w postaci QO (f— )+ P —
— &)+ 1 p ({—C)? zmieni sig jeno znak u Q (f—1v). Réwnanie od-
ksztalconej bedzie tu 9= jf-4 CSinnl 4 DCosnl +P(U—C) : O+
G+ Ysp (b —08)?2: Q—p : #*Q. Niewiadome C, D, f wyznaczymy .z réw-
naii: f-+D+P:O+1Yoplt: O—p :n*Q =0, +4=[nCCos nt—
—nDSinnt — P:Q—p(U—0:0,, =u0C—P:Q0—pl: 0=0,
CSinnl 4+ DCosnl —p : n2Q=0. Stad C= P+ pl) : nQ, D=[p :
tn— (P 4+ p)Sinnl) : nQCosnl, f=—1|[p:n— (P + pl) Swmunl] :
:nQCosnl— P : Q—1, p* : Q-+ p : n*Q. Te wartosci pozwolg wy-
znaczy¢ réwnanie odksztatconej. I w danym wypadku, czynigc — Y/, £
miasto P i !/, / miasto / otrzymamy bezposrednio réwnanie odksztalco-
nej dla belki pracujacej w spos6b wskazany na (Rys. 68).)

Wzory tylko co otrzymane na pozér nie réznig si¢ od poprzednich,
a jednak przy blizszem badaniu wykaza¢ mozna zasadniczg réznice pra-
cy belek, zalezng od kierunku dziatania sity Q. Latwo to spostrzec, zwa-
zywszy, ze w mianowniku pierwszego wyrazu wzoru dla strzatki / mamy
zupelnie rézne dwie funkcje: Cos A nl i Cos nl. Pierwsza jest stale r6zna
od zera, druga przechodzi przez zero okresowo, dla #/=1/, =, 3, =,
/s ® ... Zatem w wypadku dzialania sity Q dodatniej skrajna strzalka
ugigcia f nie moze wzrosnaé nieograniczenie, natomiast przy Q < O mo-
zemy otrzymaé f=oo, gdy ni="1,x, to jest gdy #*2= OF: EJ=
=1/, =?! Istnieje pewna szczegélna warto$¢ sily Q, zupelnie zresztg nie-
zalezna od P i p: w wypadku obcigzenia podanego na (Rys. 66) bedzie
to Qo==n*EJ : 4 /7% w wypadku obcigzenia (Rys. 68) Q,==*E] : &,
Te sily, zreszty, jak widzimy, skoriczone, dajgq nieskoriczenie wielka strzal-
ke ugigcia, wyginaja prgt w sposéb nadmierny, powodujg tak zwane wy-
hoczenie preta niezaleznie od sit P i p!/ Przeczy to prawu Hooke’a.
Wkraczamy w nieznang dziedzine zjawisk, dotychczas bowiem odksztalce-
nie bylo zawsze proporcjonalne do natezenia sily odksztatcajgcej. Ta
sprzeczno$¢ jest jednak tylko pozorna. Latwo to udowodnié, zwazywszy,
ze moment sily O zalezy od rzgednej 7, stanowi przeto funkcje odksztal-

[
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cenia, kidre sam czesciowo wywotal. Tutaj wiec odksztalcenie nie jest
linjowg funkcjg obcigzenia — prawo Hooke’a traci swa moc obowigzuja-
cg. Nadto sita O dodatnia przeciwdziala wygieciu preta. Latwo to spo-
strzec, rzuciwszy okiem na rysunek. Sita Q rozciggajaca prostuje pret
wygigty pod jarzmem sit P i p; ujemna $ciskajaca powigksza jego krzy-
wizng, powstatg na tle dzialania sit pozostalych. Ten wniosek dotyczy
niewatpliwie kazdego obcigzenia pionowego, niezaleznie od sposobu dzia-
fania i liczby sit P poprzecznych. We wszystkich jednak wypadkach si-
ta O dodatnia tagodzi odksztalcenie gnace sit poprzecznych — ujemna
wzmacnia, moze wigc przy sprzyjajacych warunkach wywotaé¢ ugiecie
nadmierne — wyboczenie prgta. Godzi si¢ jednak zaznaczy¢, ze sita ¢
ujemna sama przez si¢ nie moze wygiaé preta i pret doskonale prosty
alegnie jeno Sciskaniu. Wybaczajace dzialanie tej sity moze wiec pow-
sta¢ wylacznie tylko na tle pierwotnego wygiecia preta, pochodzacego
od innych przyczyn, od sily QO niezaleznych., Badanie tych przyczyn sta-
nowi nauke o wyboczenin.

§ 4. Istota zjawisk wyboczenia. Wyboczenie pre¢ta moze pow-
sta¢ pod jarzmem sily O sciskajacej, bez obciazenia poprzecznego, gdy
pret ma lekka krzywizng pierwotna. Bez niéj sita Q nie da momentu
gnacego, pret pozostanie prosty, jak byt— doskonale. Nie znamy jednak
preléw pierwotnie prostych — doskonale prostych, Rzeczywiste prety sa
zawsze nieco krzywe. Kazdy pret rzeczywisty ulega wyboczeniu pod
jarzmem osiowych sit cisngcych. Proste doswiadczenie niezbicie to stwiers
dza. W imadle osadzamy pionowo cienki pret jaknajdoktadniej wypro-
stowany, a mimo to posiadajgcy pewng krzywizne niedostepng dla oka.
Na koniec preta, swobodnie sterczacy ku gérze, zakladamy nieznaczny cie-
“arek. . Pozostawiony samemu sobie pret odchyla sie od pionu, wygina
si¢ na bok, jak lodyga pod cigzarem kwiatu i trwa w réwnowadze od-
ksztalconej. Cigzarek dal na tle krzywizny pierwotnej moment gnacy —
wywotal wygigcie prela nieznaczne, bo powstrzymane sprezystym sprze-
ciwem tworzywa. W ten spos6b ustalona réwnowaga preta jest stata —
z latwoscig mozemy to sprawdzi¢, potracajac zlekka cigzarek: po pewnej
liczbie wahnig¢ powréci poprzedni stan réwnowagi trwalej — otrzymamy
t¢ samq strzatke koricowego odchylenia. Te same zjawiska powtérza sije
w nieco ostrzejszej formie, gdy powigkszymy ciézarek. Zapanuje nowy
stan réwnowagi trwatej przy wigkszem odchyleniu koricowego przekroju
od pionu; gdy jednak powiekszymy ciézarek ponad pewng granicg, pret
wygnie si¢ w palak, zakrzywi si¢, ciezarek zwisnie i oprze si¢ o imadlo.
Nastapi wyboczenie preta, prgt przestanie byé sobg. Tylko co opisane
zjawigka z tatwoscig mozemy wyjasni, zwazywszy, ze ciezarek ci$nie na
pret silg pionowa. Gdy pret jest doskonale prosty, sita ta uklada si¢
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wzdluz osi prgta podiuznej, slaje si¢ osiowag — Sciskajacg jeno pret. Gdy
prgt jest nieco uko$nie osadzony lub niezupeinie prosty, wtedy sitla mija
0s, obcigzajac przekroje poprzeczne mimosrodkowo, i powoduje opisane
zjawisko gigcia. Skoro juz pret ulegt wygieciu, by nieznacznemu nawet,
cigzar wychyla si¢ w bok, rami¢ momentu gnacego wzrasta, samoczynnie
powodujgc dalszy przyrost odksztatcenia, pdoki sprezysty sprzeciw nie za-
hamuje odksztalceii, poki naprezenia gnace nie zrGwnowaZzg momentu.
W tym wypadku zapanuje {rwaly stan réwnowagi — w przeciwnym razie
nastgpi wyboczenie preta. Zatem pierwotng przyczyna wyboczenia jest
zawsze pewna mimosrodkowosc obcigsenia. Nalezy wigc poznaé przyczy-
ny mimosrodkowosci obcigzen rzeczywistych.

Przedewszystkiem samo obciqsenic prota nic jest nigdy Scisle osiowe.
Wezmy pod uwage skrajny przekréj preta (Rys. 69). Zazwyczaj odksztal-
cajgca sila @ trafia nieco mimosrodkowo w punkt N

o o spétrzednych o, ¢ w ukfadzie osi giéwnych. Im pret

J |? obcigzymy staranniej, tem ¢, ¢ bedgq mniejsze.
N v/5 Ve x Z kolei sam pret nic jest doskonale prosty. Jego
A 0$ podiuzna stanowi w ogélnym wypadku krzywg prze-
Kys. 69. strzenna, niewiele réznigcyg sje, od prostej. Jak zwykle

bgdziemy brali pod uwage wyfacznie prety jednorodnie
zbudowane o stalym przekroju poprzecznym, mozemy przeto miasto krzy-
wej przestrzennej — istotnej osi podiuznej preta rozpatrywaé jej rzuty
na plaszczyzny gléwne, zawierajgce jednoimienne osie gidwne przekrojow
poprzecznych. Olrzymane w ten sposéb rzuly plaskie niewiele sie beda
réznity od prostej — teoretyczn¥j osi podiuznej preta doskonale prostego
przy dokiadmem i sumiennem wykonaniu. Godzi si¢ tu zaznaczyé, ze
krzywizna osi istotnej, zalezna w pierwszej mierze od niedokladnosci na- -
szych $rodkow technicznych, posiada charaktier wypadkowy, uzalezniony
od bardzo wielu przyczyn, nie da sie przeto uja¢ zadnym wzorem mate-
matycznym, ani uvzalezni¢ od giéwnych wymiaréw preta, zwilaszcza, ze
cigglym ulega zmianom na tle odksztatceni cieplikowych. Prad cieplej-
szego powietrza wystarcza, aby jg zmieni¢ nieznacznie.

Nadto pret nawet dokladnie prosiy ulega skrasywiemu, gdy jakikol-
wiek jego prsekvd) poprseczmy mie jesi jednolity. Wyobrazmy sobie plytke
poprzeczng, utworzona z powiék owego przekroju. Wobec réznolitosci
tworzywa plytki spéiczynnik Scisliwosci £, ma warto$¢ zmienng, niejed-
nakowa dla poszczegdlnych wiékienek. Po obcigzeniu sitg osiowg Q, ci-
sngcq, wiokienka skrécg si¢ niejednakowo — plytka ulegnie skrzywieniu,
ktére pociggnie za soba krzywizneg. calego preta. Wyczué nieznaczng nie-
jednolitos¢ tworzywa, wyznaczy¢ drobne wahania £, w przekroju nie lezy
w naszej mocy, a kazde tworzywo jest mniej lub wiecej réznolite. A za-
tem obciqicnie osiowe preta prostego nic mose byé doskonale srodkowem.
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lsz’meje sawsse Strzatka pierwoina praekroju poprzecznego o skladowych

, & w plaszczyznach glownych preta jednorodnie sbudowanego, sawiera-
}qc_ych Jednoimienne osie glowne przekrojow. W tem zaloZemiu rozpatru
jemy przedewszystkiem:

§ 5. Pierwszy rodzaj wyboczenia. Pret pierwotnie prosty u do-
la zamocowanego przegubowo, u gory rolkowo (Rys. 70) i obcigzono si-
lg O, cisnaca na gérny przekr6j preta w kierunku sredniej osi podiuznej
preta, réwnolegle do posuwu rolek. Poczatek statych osi spélrzednych
wmieszczamy we Srodku dolne-

go przegubu 5, o$ B{ uklada- Z 21 2t 4
my réwnolegle do osi sredniej - le o ﬂJ""[ ete e q;-g‘

preta ku gorze, oS Bq w plasz- 4

: 2y 3 A\| A N S[A
czyznie gléwnej preta poziomo .'
na lewo, o8 BE — ku patrza- r N\ . v
cemu. Ze wzgledu na pierwotng @ ph "
krzywizne preta, zakladamy, ze _ 3le 7 734\2
srodek 4, goérnego przekroju, z 2 z
podpartego rolkowo nie lezyna | N #B
osi Bl; rzut jego na plaszczy- 12 ] = s
zne giecia wyznaczy punkt A4 Zu # N

Mo

o spélrzednych 7, g. Spéirzed- L=£1/L=2l g ls07l } L=05C
na / ma warto$§¢ skorczong, Rys. 70, 71, 72 i 73.
réwna jest bowiem dtugosci pre-

ta, g jest znikomo mate, pret bowiem zostal sumiennie do gramic mozli-
wodci technicznej wyprostowany. Wobec koniecznej zresztq mimosrod-
kowosci obcigzenia, sita O mija Srodek gérnego przekroju preta: jej punkt
przylozenia da w rzucie na ptaszczyzng giecia punkt N o spéirzednych
/, e+g. Odcinek ¢ ma réwniez bardzo malg warto$¢, starano sie bowiem
obcigzy¢ pret jaknajdokladniej srodkowo. Sita Q zewnetrzna wywoluje
odpory A4, B poziome i odpér H pionowy. Réwnania statyki, wypisane
dla punktu B, dadzg: O+ H=0, A4+B=0, Qe+ o)+ Al=0
Stad mamy H=— 0, A=—0Q (e+ g): /=— B. Wobec pewnej,
nieznacznej zresztg mimoSrodkowosci obcigzenia, pret wygnie sie. Obierz-
my na odksztalconej dowolny zresztg srodek O przekroju w odlegtosci ¢
od poczatku osi spétrzednych. Skitadowa jego strzalki pierwotnej niech
bedzie %, koricowej 7. Po sprowadzeniu do srodka O sit odksztalcaja-
cych otrzymamy sile pionowg (), poziomg .4 i moment gnacy QO (e--
+e—n)+A4(¢—70). Sity Qi 4 dadzg osiowg site S, Sciskajacy i 7,
ingcq przekroju. Przy wygigciach nieznacznych S°° O, 7°° 4, dziala-
nia ich mozemy pomingé, jako nieznaczne. Moment gnacy daje wygiecie
preta. Roéwnanie gigcia bedzie tu miato postaé 4" +n?(n—e— @)=



130 —

— Al —Q): L], przyczem ni=Q : EJ, M=A(U-1C), M,= 0,
a przeto jego calka W= ¢+ o4 CSinal 4+ DCosnt + A{-—C) : O.
W danym wypadku = g, gdv { =/ oraz 7= 0, gdy {= 0. Stad:
g=c+4+ g+ CSinnl + DCosul, O=¢e¢+4 g+ D+ Al : Q=e+ o+
D —0(eo1: Q=D, czyli wigc D=0, C=—¢: Sinnl i osta-
tecznie w=/h 4y =(c4-2){: I —eSinnl : Sinnl. We wzorze tym y
oznacza skladowg strzalki, zalezna od sily Q. Gdy e=g=h= O,
a wigc dla preta doskonale prostego, obcigzonego scisle $rodkowo, be-
dziemy mieli 4=y = Q. Gdy Sinnl= O, ostaini wyraz wzrasta ponad
wszelkg miarg, a =y =-oco. Jedna ze skladowych sirzatki bedzie nie-
skoticzenie wielka. Ten wypadek zachodzi istotnie wtedy, gdy nl==,
a wiec gdy O ==L/ : /2 Powlérzmy 10 samo rozumowanie dla dru-
gie] plaszezyzny glownej pregta, a otrzymamy podobne wyniki. Druga
sktadowa strzatki bedzie réwna zeru dla preta doskonale prostego, obcia:
zcnego SciSle osiowo; stanie si¢ nieskoriczenie wielkg przy Q, = =*L) :
: £, We wzorach powyzszych mamy J i J; — gléwne momenty stalege
przekroju preta; jeden z nich odpowiada minimum — drugi maximum
momentéw. Zatézmy, ze J, > /, a wtedy przy 9= 0, < O,, otrzyma-
my wyboczenie prela w plaszczyZnie giecia CBv, w plaszczyZnie naj-
muiejszej wartosci momentéw bezwladnos$ci przekrojow preta. Stad wnio-
sek, 2€ wyboczenie sachodzi w0 plassczysnic glownej preta o stalym prae-
kroju, jednorodnie sbudowanego, przynalesne; do najmniefssef wartose
momentyt beswladnosci przekrojowe. Mozna si¢ bylo spodziewaé tego, po-
niewaz niewgtpliwie w tej plaszczyZnic giecia, pret jest wytrzymatoscio-
wo najsiabszy. Gdy przekr6j preta jest obojetny, wyboczenie moze na-
stgpi¢ w jakiejkolwiek plaszczyinie giecia- Drobne odstepstwa od praw
powyzszych zdarzajg sig¢ czasami przy prébach, nalezy je przypisaé kaz-
dorazowo istnieniu znaczniejszych strzatek pierwotnych. Tylko co pada-
ne wyniki ostateczne dotyczg réwniez i nastepnych wypadkéw wybocze-
nia, nie bedziemy ich przeto powiarzali, wyznaczymy jeno odnosne wzo-
ry dla sit O,. &

§ 6. Drugi wypadek wyboczenia. Pret zamocowano u dotu
(Rys. 71) i obcigzono silg (), cisngca na gorny przekr6) preta w kierun-
ku $redniej osi prgta podtuznej. Zatézmy nadio dodatkowo, Ze kierunek
dziatania sity nie zmienia si¢ przy odksztaltcaniu preta, a otrzymamy po-
wyzej opisany pret do$wiadczalny Poczatek stalych osi spélrzednych
umieszczamy we $rodku przekroju osadczego, 0§ B: prowadzimy réwno-
legle do osi $redniej preta ku gérze, o§ B7 na lewo w plaszczyznie
gléwnej preta, o§ BE — ku patrzqcemu. Wobec koniecznej mimosrodko-
wosci obcigzenia nastgpi wygigcie preta pod jarzmem sity . Po od-
kszlatceniu s$rodek koiicowego przekroju swobodnego da w rzucie na
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Obrang plaszczyzne gléwng punki 4 o spétrzednych / 7 f, a punkt przy-
tozenia sity O da N (/, e f). Odcinek e stanowi sktadowg mimosro-
du sity ¢; odcinek f daje skladowg strzatki gérnego przekroju. Dla
preta sumiennie wyprostowanego e jest nader nieznaczne, choé rézne od
zera. Qdziekolwiek na odksziaiconej, w odlegtosci £ od poczatku osi
spétrz¢dnych obieramy srodek O. Skladowa strzalki tego przekroju be-
(zie v. Po sprowadzeniu do srodka O odksztalcajgca sita da moment
O (e - f —q); sily osiowg i ingcg pomijamy, jak w wypadku wyzej opi-
sanym. Dzialanie ich jest nieznaczne, a wplyw na wyboczenie znikomy.
Riownanie gigeia otrzyma postaé 7 —-n? (—e—f)= 0. Jego catka
1, == ¢+ f 4 CSmn nl -\~ DCos 1% zawiera niewiadome C, D, f, ktére wy-
znaczymy z warunkéw skrajnych obcigZenia preta. Mamy tu 1= f, gdy
===/, skrocenie bowiem preta pod jarzmem sity O cisngcej pomijamy,
jako nieznaczne. Nadto 7,= O dla osadczego przekroju, a 7', = 6. Pret
jako niezupelnie prosty moze by¢ nieco pochylony w przekroju osadczym
ku swej osi Sredniej BC. Zreszta kat ® jest nader znikomy dla preta su-
mjennie wyprostowanego. Stad mamy f=e¢- f-+ CSin nl -+ DCos n/,
O=¢~+f+4 D, 8 =nuC. Stad C=0:n, D=—(en -+ 0Sin nl): nCos nl,
S == (en+8Sin nl) : n Cos nl-— ¢ i ostatecznie 1 = (® : u) Sin ni -+ (en-
~-8S5in nl) (1 —Cos nt) : nCos nl = h +y. Przez h oznaczyliSmy tu skia-
dowgq strzalki pierwotnej przekroju, przez y przyrost tej skladowej na tie
dziatania gnacego sity Q. Dla preta doskonale prostego /1 =0=¢ =

a zatem n=y=0. Gdy Cosul= O, bedziemy mieli y=1=f=
przy wszelkich wartosciach ¢, o, 4. Sita, czynigca zado§é réwnaniu un/=
=1/, =, powoduje wyboczenie preta. Bedzie to O, ==*EJ : 4/2. Z za-
lozenia £/ jest najmniejsze dla rozpatrywanej plaszczyzny giecia. Rozu-
mujgc zupelnie tak samo, jak w wypadku poprzedzajagcym, dojdziemy do
‘wniosku, ze 0, stanowi istotnie obcigZenie preta niebezpieczne, bo gro-
zace wyboczeniem. Tylko co otrzymany wzér otrzyma postaé nieco
prostszg Q, = =°L/ :-L* gdy miasto istotnej diugosci preta rozpatrywac
bedziemy dfugosc sprowadzonq L =2 [, dwukrotnie wi¢ksza.

’

§ 7. Trzeci wypadek wyboczenia. Pret, pierwotnie prosty. za-
mocowano u dotu, u géry obcigzono sity O, cisnacg w kierunku posuwu
rolek goérnej podpory przegubowej preta. Posuw i sita sa réwnolegle do
osi $redniej preta. 1 w danym wypadku poczatek stalych osi spéirzed-
ny‘ch umieszczamy we $rodku B przekroju osadczego; o$ Bt, réwnole-
gla do $redniej osi preta, kiernjemy do géry, o§ By na lewo, B — ku
patrzagcemu. Rozpatrujemy, jak zwykle, pret jednorodnie zbudowany,
o statym przekroju poprzecznym, {B7, stanowi jego plaszczyzne gtéwna,
odpowiadajacq najmniejszej sztywnosci £/J. Wobec pierwotnej krzywizny
preta srodek gdérnego przekroju w rzucie na obrang plaszczyzne giecia
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da punkt A4 o spéirzednych /, g, a punkt przylozenia sity O da N (/,
¢+ g). To samo mieliSmy wyzej w § 5. Oba odcinki ¢, g sq nader
nieznaczne dla pretéw sumiennie wyprostowanych. Sita @ zewngtrzna
wywoluje odpory 4, B poziome, odpér H pionowy i moment osadczy -
M,. Réwnania statyki, wypisane dla punktu B, dadzg Q- H= 0.
A4+ B=0, Q(¢c+ &)+ 4l + My;= 0. Wyznaczymy z nich B i M,
w zaleznoSci od @ i statycznie niewyznaczalnej A. .Obierzmy na od-
ksztalconej dowolny zresztg srodek O przekroju o spéirzednych ¢, 7. Po
sprowadzeniu sit odksztalcajacych do tego $rodka otrzymamy sile¢ osiowq
i tngca, ktére i w danym wypadku pominiemy, oraz moment gnacy @ (e
-+ g — 1)+ A ({ — ¢)..Réwnanie. gigcia bedzie przeto zupeinie takie, jak
w § 5, a catka jego . n=¢-+ g+ CSinn 4 DCosnl + A (I —1%) : Q.
Niewiadome C, D, A wyznaczymy z warunkoéw koricowych obcigzenia.
Dla gérnego przekroju (Rys. 72) = g przy { =/, dla osadczego =0
i 7" =0 przy { = O, pret bowiem, jako niezupeinie prosty, moze w prze-
kroju osadczym tworzy¢ pewien nieznaczny kat © nachylenia ku swej osi
sredniej. Stad mamy: g = ¢ + g+ CSin nl +DCos nl, O=e¢-}- g+ D+

-4l : Q ©=nC— A : Q Pomnézmy ostatnie réwnanie przez /, po
dodanin do drugiego otrzymamy D = — Cnl-} 18 —¢— g, stad na
mocy réwnania pierwszego bedziemy mieli ostafecznie C=[—e¢ - (e+
- g —18) Cos nl] : (Sin nl—nl Cos nl), D= [nle — (¢ -+ g — I8) Sinnl]:
: (Sin nl—nlCos nl). Nadto 4= Q (nC —0). Te wartosci okreslajg row-
nanie odksztalconej, z ktérego mozemy wyznaczy¢ 7 lub A -y = . Dla
preta doskonale prostego ¢ = g=4=8= 0, a przeto réwniez C=D=
= A= 0, skad 7=y = 0. Taki pr¢t osiowo obcigzony nie ulega wy-
“boczeniu, jeno $cisnigciu. Gdy Sinal— nl Cos ni = O, wiedy C=D =
= A = oo, otrzymamy przeto =y = co. Sila, powodujgca wybocze-
nie czyni zado$¢ tylko co wypisanemu réwnaniu. Najmniejszy jego pier-
wiastek 7/ = 1,4303 =, a przeto n%/? =— 2,046 => 22 2 =% Stad ostatecznie

wyznaczymy site @, = 2 =% EJ : /2, powodujaca wyboczenie preta. I ten
wzOr otrzyma prostszg postaé¢ @, ==* EJ : L? gdy miasto istotnej diu-
gosci preta begdziemy brali pod uwage jego diugosé sprowadzong L=0,7 /,
wtedy bowiem L?=049 2°/2 : 2,

§ 8. Czwarty wypadek wyboczenia. Pret pierwotnie prosty
mocujemy obustronnie (Rys. 73) w spos6b, umozliwiajgcy jednak posuw
gornego zamocowania w kierunku osi $redniej prgta pod jarzmem sity
Q, cisngcej z gory, a réwnoleglej do tego posuwu. Poczatek stalych -osi
sp6irzednych umieszczamy we srodku B dolnego przekroju osadczego.
Os "Bt prowadzimy do goéry réwnolegle do osi Sredniej preta, druga
o§ Bn ukladamy w gléwnej plaszczyZnie preta na lewo, o§ BE kieruje-
my ku patrzacemu. Rozpatrujemy wylacznie tylko prety jednorodnie
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. zbudowane o 'stalym przekroju poprzecznym, plaszczyzna giéwna £Bxy
odpowiada najmniejszej sztywnosci pr¢ta £/, Na tej plaszczyZnie srodek
gbrnego przekroju da rzut A4 (/, £), punkt przylozenia sily @ da w rzu-
cie N(/, e+ g), jak w wypadku poprzednio rozpatrywanym. W goérnym
przekroju bedziemy mieli odpér poprzeczny 4 i moment osadczy M,
w dolnym — odpér poprzeczny B, pionowy A i moment AZ,. Réwnania
statyki, wypisane dla punktu B w postaci @+ H=0, A--B=0,
RQet+o+ A+ M+ M,=0 dadzga H=—Q, B=— 4, M,=
= — Q¢+ 9) — Al — M. Mamy tu dwie wielkosci statycznie niewy-
znaczalne 4 i M. Wobec koniecznej mimosrodkowosci obcigzenia pret
wygnie si¢ w sposéb wskazany na rysunku. Obierzmy na odksztalconej
dowolny zresztg srodek przekroju O (€, 1). Po sprowadzeniu sit gérnego
ukladu do srodka O otrzymamy sil¢ osiowa i tnaca, ktére jak zwykle po-
mijamy, i moment M- O (e + g— 1) + A4 ({ — £). Réwnanie gigcia be-
dzie wiec /' + w2 (M—e— 2 =[A (¢ — L)+ M}: EJ. Jego calka n=ec—+
~+ o + CSinnt + DCosnt + [A(— O + M) : Q zawiera cztery nie-
wiadome C, D, M, A, ktére wyznaczymy z warunkéw skrajnego obcia-
zenia preta. ‘W gérnym przekroju mamy 0= g, #' =0 przy { =/ pret
bowiem, jako niedoskonale prosty, mozZe ujawniaé¢ koricowe odchylenie
osi 0 maly zreszta kat ¢ od osi $redniej. W dolnym przekroju przy
=0 bedziemy mieli 7, = O, 1/,=9, jak w wypadku poprzednio roz-
patrywanym. Stad mamy: g =e¢ + g+CSinnl +DCos nl+ M : Q, 6=
—=nCCLosnl —mDSinnl — A :Q, O=e¢et+og+D+A4l: Q +M: Q,
W =nC— A : @ Pomnézmy ostatnie réwnanie przez /. Po dodaniu do
trzeciego otrzymamy O=e¢ -+ g — 8Ol + Cunl+4 D+ M : Q. Ten wynik
odejmujemy od pierwszego. Stad otrzymamy: C (Siz #l—nl)+D (Cos ni—
~—~1)=g — 08/. Z kolei odejmujemy czwarte réwnanie od drugiego.
Stad: C (Cos ni—1) — DSinnl = (8 — 8) : n. .Z tych réwnari otrzymamy
C == [(g—0)) Sin nl 4 (3—8) (Cos nl—1) : n] : A, D = [(g—8) (Cos ni—
— 1) —(8—8) (Sinnl—munl) : n] : A, gdzie A= Sin*ni — nl Sin ul -
~|- Cos® nl — 2 Cos nl + 1 =2 (1 — Cos nl)— nl Sin nl = 4 Sin® (Y, nl) —
—2 ul Sin(}, nt)X Cos (M, nb)y=4 Sin (> nd) [Sin (}y.nd)—, ni Cos (Y3 nb).
Dia preta doskonale prostego, obcigzonego $cisle osiowo e=g=2d=
—8 =0, a przeto C=D=0, oraz na mocy powyzej wypisanych réw-
nat 4 =M = O i ostatecznie 7=0. Tego rodzaju pret wyboczeniu nie
ulega. Istotne prety nie sa jednak zupeinie proste, malezy wiec zbadaé,
kiedy 7 = oo. Z réwnania odksztalconej wynika, ze warto$¢ {==o0 moz-
liwa jest jeno wtedy, gdy C, D, 4 lub M stang si¢ nieskoriczenie wiel-
kiemi. ‘Zat6zmy, 26 C'—=oo lub D = oo, W tem zalozeniu mamy A =
=0, czyli Sin (Y, n))=0 lub Sin (!/, ul) 1/, nl Cos (*/y nl) = O. Pierw-
sze réwnanie daje najmniejszy pierwiastek !/, /==, drugie spotkaliSmy
w ustepie poprzednim, Da ono !/, n#/= 1,403 n. Szukamy najmniejszej
12
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wartosci sily @), niebezpiecznej ze wzgledu na wyboczenic preta, nalezy
przeto wzigé pod uwage mniejszy z tych dwdch pierwiastkow: !/, nl==.
Istotnie dla niego D =co, a przeto i M=oco, jak o tem latwo si¢ prze-
konaé, rozpatrujgc powyz2ej wypisane cztery réwnania warunkowe, Stad
bezposrednio #*/* = Q/* . FJ = 4 =, sila przy ktérej nastapi wyboczenie
_bedzie wiec réowna Q,=4 =2 £J: 2 1 ten wzér mozna przedstawié
w postaci O, = =* £/ : L?, rozpatrujgc miasto istotnej diugosci preta /,.
diugosé sprowadzong L ==1/, /, dwukrotnie mniejsza.

§ 9. Wzory Euler’a. Wszystkie te cztery wzory zawdzigczamy
Fuler' owi. PolgczyliSmy je w jeden wzor Q, ==*£] : L, w kiérym @,
oznacza najmniejszg wartos§¢ sily, przy ktérej nastgpuje wyboczenie preta,
jednorodnie zbudowanego, stalego przekroju. Wyboczenia oczekiwaé
nalezy w plaszczyznie giéwnej preta odpowiadajgcej najmniejszej jego
sztywnosci £/. Nadto we wzorze mamy dilugo$¢ sprowadzong prgta L,
réozng od jego dilugosci istotnej /. W wypadku pierwszym, dla prgta jed-
nostronnie opartego przegubowo, drugostronnie rolkowo L —/; dla prg-
ta jednostronnie osadzonego L = 2/; dla preta jednostronnie osadzone-
go, drugostronnie prowadzonego rolkowo L =:0,7/; wreszcie dla prgta
obustronnie osadzonego L = 0,5/. Sa to cziery wypadki zasadnicze wy-
boczenia, wszystkie inne, zloZerisze, mozemy sprowadzi¢ do tych'czte-
rech najprostszych.- Czesto spotykane proste przykiady najlepiej to uwy-
puklg. Wezmy pod uwage —

§ 10. Slup wspornikowy. Prgt osadzono u dotu, w gérnym
swobodnym przekroju obcigzono osiowg sita @, cisngcq na pret w kie-
runku jego Sredniej osi podiuznej. Nadto jeden z posrednich przekrojow
preta zaopatrzono we wspornik, obcigzony na korcu sita £ réwnolegia
do @ i czynna w tym samym kierunku. Pr¢t ma by¢ jednorodnie zbudo-
wany. Poczatek staltvch osi spétrzednych obieramy we srodku B prze-

1z 2 kroju osadczego, o§ B3 kierujemy ku gorze, row-
e s " r_g' nolegle do sredniej osi preta, o§ DBn ukladamy
7 w plaszczyZnie gléwnej preta, odpowiadajgcej je-

M7 VA &o najmrniejszej sztywnosci. Prowadzimy Bn na
/ lewo, BE — ku patrzacemu. Wobec mimosrodko-

& TP i woéci obcigzenia, prgt wygnie sig. Srodek skraj-
E\Lil nego przekroju gornego da w rzucie na obrang

plaszezyzne gléwna punkt A (L, f), a punkt przy-
fozenia sily osiowej Q@ — rzut N (L, e f), sita
bowiem @ ujawnia zawsze pewng znikoma mimo-
srodkowos¢ przylozenia. Srodek przekroju, zao-

A
A. 4 patrzonego we wspornik da w rzucie ‘na t¢ samg
al y plaszczyzng punkt C(/, /) a punkt koricowy wspor-

nika, obcigzony silg P da rzut K (/, g -} #). Go--
dzi sie¢ tu zaznaczy¢, ze ¢ i g nalezy zawsze roz-
Rys. 74 i 75. patrywac po jednej stronic preta, ten uktad bowiem
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daje najwieksze odksztalcenia. Znamy istotny kierunek wspornika, nie
wiemy jednak dokladnie, gdzie leZy punkt przylozenia sity @ w przekro-
ju gornym, bo mimosrpdkowos¢ tego obcigzenia jest dzielem wypadku
— zachodzi¢ moze we wszystkich kierunkach zupelnie jednakowo z tem
samem prawdopodobieristwem. Najlepiej przeto postawi¢ zagadnienie w naj-
gorszych warunkach, wtedy bowiem momenty obu sit beda dziataly w iym
samym kierunku obrotowym. W danym wypadku wspornik dzieli plas:-
czyzne giecia na dwie pofacie zmiennosci momentéw. W gérnej panuje
moment Q (e -+ f— 1), w dolnej Qe+ f — )+ P (g-+h—1). Zaem
dla gérnej potaci bedziemy mieli réownanie giecia +--#*(n—e—f)=0,
dla dolnej ' G+ m*n=[Q e+ /)+ P(g+ ) : EJ,, gdzie n?=Q :
. EJy, m* = (Q -+ P) : EJ,, zaktadamy bowiem, ze pret poSiada sztyw-
nos¢ najmniejszg £/, w potaci goérnej, £/, — w dolnej. Obie te sztyw-
noéci sg zresztg jednakowe dla wszystkich przekrojow odnosnych pofaci.
" Catke pierwszego réwnania otrzymamy w postaci 4 = e-} f-- ASin nt -+ -
-+ BCos #nt, drugiego 1, = [@ (e 1)+ P (¢ +h)] : (Q+P) -+CSin mt-4
+ DCos mt. State calkowania wyznaczymy ze skrajnych warcnkéw ob-
cigzenia. Przy { = L, dla gbérnego przekroju mamy 7= f, dla granicz-
nego przy ¢ =/ bedziemy mieli 2= 4=+, i 7 = 1{,, odksztalcona bo-
wiem punktow podwdjnych i osobliwych mieé nie moze. Wreszcie dla
przekroju osadczego przy £ = O otrzymamy +u;,,=0, 7,,= 98, jak dla
ostatnich trzech typowych wypadkéw, rozpatrywanych powyzej. Stad ma-
my kolejno f==¢ -+ f+ ASin nl -|- BCos ul, h= e+ f+ ASinnl 4
+BCosnl, h=|Q (e + f)+4 P (g -+ )] : (Q-+P) + CSin ml--DCos ml,
- nACos nl — nBSin nl = mCCos ml — mDSin ml, [Q (e-}-f)+ P (g+h)] :
: (@+P)+ D=0, mC=80. Z piatego wzoru wyznaczymy |Q (e -
—C[:- )+ P(g+A)]: (P+ @) =R=—D i podstawiamy w trzeci, skad

tn ml + D (Cos ml — 1) =Ah. Po uwzglednieniu széstego rdéwnania.
ktére da C =8 : m, otrzymamy D = (mh — OSin ml) : m (Cos mi — 1).
Mamy prawo tak czynié, poniewaz Cos ml# 1. Ze tak jest istotnie, mo-
zemy sie tatwo przekonad, wtedy bowiem byleby m/=— 2=, otrzymali-
by$my przeto warunek wyboczenia dla preta obustronnie zamocowanego,
/ dtugiego, a obcigzonego sita P4-@, co oczywiscie nie zgadza sig¢ z islo-
1g rzeczy. Z réwnapia czwartego otrzymamy .4Cos nl—BSin nl—[8Cos ml—
—(mh—BSin ml)X Sin ml : (Cos ml—1)] : n=mhSin ml : n (1—Cos ml) —.
— 8 : n, z drugiego znéw ASin nl + BCosnl=15 - (e /). Te dwa
réwnania dajg A = [mh Smml : n (1 — Cos ml) — 0 : ] Cos nl + (h —
—e—f)Sinnl, B=—|mh Sinml : n(1 — Cosml) — 8 : n] Sinnl 4+
~+ (A—e—f) Cosnl. Po podstawieniu tych warlo$ci w réwnanie pierw-
sze otrzymamy: [mh Sinml : n (1—Cos ml) — 0 : m]| Sinn ) 4 (h — e —
— f) Cos n A = — ¢, gdzie oznaczyliSmy L — /=2 Niech bedzie dalej
P=rQ. Piagte r6éwnanie na nam e-/= (mh-— 0 Sinml) (1+r) :
:m (1 — Cosml) — v (g4 h). Z tych dwéch réwnan rugujemy e -+ f
i ostatecznie otrzymujemy 2= [(® : #) Sin nk — O (1) Sin ml Cos n. -
: m (1—Cos ml)—rg Cos nh—é) : [{m Sin ml Sin m—n (14-r) Cos ml Cos nh} :
: n (1 — Cos ml)]. Wyboczeniu preta odpowiada wartos¢ 2= o0, a prze-
to warunek wyboczenia mozemy wypisaé w postaci mSin mISin nd —
—n (1 4 r) Cos ml Cos mkh = O. Inaczej jeszcze tgmlignh =n (1+r) :
: m. Réwnania tego w ogodlnej posiaci rozwigzaé niepodobna, natomiast
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w kazdym szczeg6lnym wypadku otrzymaé mozna wartosci =)@ : . EJ,,

m =} (P -+ Q) : EJ,, czyniace mu zado$é.

- § 11. Stéjka wspornikowa. Pret (Rys. 75) podparto u dotu
przegubowo, u goéry rolkowo i obciazono sita @, cisnaca na gérny prze-
kréj podparty, a rownolegta do S$redniej osi prgta. Nadto jeden z po-
§rednich przekrojow preta potaczono sztywnie ze wspornikiem, obcigZzo-
nym na koricu sitg P, réwnolegia do 5 cisngcg w dot. Pret ma by¢
jednorodnie zbudowany. Poczatek stalych osi spoirzednych obieramy we
srodku B dolnego przekroju, 0§ B{ kierujemy do géry, réownolegte do
sredniej osi preta, 0§ Bn ukladamy w plaszczyinie gtownej preta, odpo-
w1ada]qcej najmniejszej jego sztywnoSct Prowadzimy te o$ na lewo,
a BE ku patrzacemu. Rzut srodka gérnego przekroju podpartego w plasz-
czyznie gtéwnej da punkt o spolrz.e;dnych L, g. rzut punktu przytozenia
sity @ bedzie miat wspéirzedne L, e-- g. Srodek wspornikowego prze-
kroju wyznaczy w rzucie punkt o spdirzednych /, /., wreszcie koniec
wspornika da w rzucie punkt o spéirzednych Z, zw - 4. I tu réwniez mi-
mosrodkowos$¢ obcigzenia gdrnego, jako tez zboczenie g obieramy po
stronie w, aby otrzyma¢ najgorsze warunki obcigzenia. Niema w tem
zalozeniu zadnej spr7ecmosc1 z lstotq rzeczy, ¢ bowiem i g sa zupetnie
przypadkowe, mozemy im przypisa¢ dowolny kierunek. Nazwijmy gérny
odpor poprzeczny przez X. Rownanie momentéw, wyplsane dla punktu
B da Q(e+g)—{—P(w+/z)+XL O, skad X=—[Q(e+ &)+

+ P(w—+A)] : L. Przekroj wspornikowy dzieli plaszczyzng gigcia na
dwie polaci: gérng o sztywnosci £/, i dolng o stalej sztywnosci EJ,.
Dia gérnej mamy réwnanie gigciag £/ =Q (et g — 1)+ X (L —¢),
dla dolnej N — Q(c—l—g—n)+P(zv+/z‘— q)+X( — ). Za-
lozmy n*=Q : EJ,, m-=(P -1-Q) : £J,, a otrzymamy catke pierw-
szego rownania 1 = e - g + A. Sin nt + BCos n + X (L—1¢) : Q. dru-
glego Ny == LSin ‘mC + DCos m{ — XC : (P-4 Q). Dla { =L mamy tu
1= & dla przekrolu wspornikowego przy { =/ bedziemy mieli 'q._-ql_
=h, ¥ =1,, wreszcie dla dolnego podpartego rzekroju

t=0. Stad: ASwmnl + BCosnl = —e, nnl B osn/—|— e+
&+ XA : Q=~h, CSinml -+ DCos ml— Xl (P+Q =h, nACos nl—
~aBSinnl— X : Q = mCCOS ml — mDSin ml — (P—I— Q), D=O.
7 rownania trzeciego mamy = (47 : Sin ml gdz1e oznaczyliSmy
przez 1 = X/ : (P~ Q). Itutaj réwniez Sin ml # 0, w przeciwnym bo-
wiem razie mlellbySmy ml ==, skad P} Q__'rE_[2 : /2, jak dla preta
o diugesci /, obcigZonego sitami P+ @ w wypadku pierwszym wybo-
czenia, co mewqtphwxe stoi w sprzecznosci z zatozeniem. Po podstawie-
nit Ci D= O w réwnanie czwarte, otrzymamy ACos nl — BSin nl —
h—(m ) (h+8) cdgml+ X : nQ X:nP+Q=0m: n) (h-|
- {) ciy ml -5, gdzie s=PX : nQ (P Q) Nadto z druglego réwna-
nia mamy: ASinnl 4 BCosnl =h—e¢— g — u, gdzie u = XA : Q. Te
dwa rownania dajg A= (m : n) (b 2) cte ml Cos nl + sCos nl—l— (h—
—0—g— %) Sinnl, B=— (m : n) (k-1 1) ctg ml Sin nl — sSin nl +
Fh—e—g—mun) Cos nl. Po podstaw1emu tych wartosci w réwnanie
plerwsze otrzymamy [(m : n) (A4 ¥) ctg ml+-s] Sinnk —|— (h—e—
— u) Cosmh = — e. Z kolei wyznaczymy wartosci 1 = —[e+} g} » 50—1—

+m7:--nL s=—rletet+r@+MN :nQ 7))L u=—
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~ e+ g--r(@- A A : L. Po podstawieniu tych wartosci otrzyma-
my z ostatniego réwnania niewiadomg % w postaci A=[(e--g—+rw) (mlXx
X ctg ml—-r) sinmuk : n (1 +7r) L (el -+ gl —rwk) Cosn) : L —e¢] :
Al (L) ctgml— 72 Sinnk : nL (1 41) -4 (L) Cosak : L} .
Przy wyboczeniu prgta 2= oo, a przeto musi by¢ réwny reru mianow-
nik tylko co otrzymanego wzoru. Stad otfzymujemy ostateczny warunek
wyboczenia w postaci m ctg ml~n (1 4-#) ctg nh = »? : (L -}~ #A). Jest
tu wzbr Jaswiskiego. WzOr, wyprowadzony w ustepie poprzedzajacym,
o ile wiem, nie byl znany dotychczas. Oba te wzory majg jedng wade
— s3 bardzo niewygodne w rachunku. Stosujg sie réwniez w wypadku
» skoniczonego. latwo to udowodnié, zwazywszy, ze wielko$¢ e nie gra
zadnej roli przy wyznaczaniu wartoSci krytycznej mianownika. Stanowi
to poniekad istot¢ powyzszych wywodow, milczgco bowiem rozpatrywa-
lismy wszystkie powyzej podane wypadki wyboczenia proste i ztozone,
jako graniczne wypadki obcigzeri mimosrodkowych.

§ 12. Zakres stosowalnosci wzoréw Eulera. W rozdziale dru-
gim zaznaczyliSmy wyraznie, e wzory giecia moga byé stosowane jedy-
nie w tym wypadku, gdy «. ma stala warto$¢ dla calego obszaru napre-
zen gngcych.  Zatem naprezenia gngce nie powinny przekraczaé granicy
proporcjonalnosci Koz Kz To samo zastrzezenie dotyczy réwniez
i wzoréw Lulera, jako wysnutych ze zwyktych wzoréw giecia. Zweza ono
zakres ich stosowalnosci, czyniac koniecznem ustalenie pewnych dodatko-
wych warunkdéw, przez diugi czas zupelnie zapoznawanych. Warunki te
jednak nie mogg byé ustalone bezposrednio, bo wzory na wyboczenie
nie zawierajg napre¢zen. Stanowig zatem pewien rodzaj zabezpieczenia
przeciwko wyboczeniu, wskazujac sile odksztalcajaca, ktéra moze wywo-
ta¢ zjawisko zasadniczo rézne od zwyklych odksztalcen, pochodzacych
od sil cisngcych. Wyboczenie w istocie swej nie rézni si¢ od gigcia mi-
mosrodkowego. Jest jego wypadkiem granicznym, Wobec pierwotnej
krzywizny preta $ciskanego w przekrojach panujg sily osiowe S i mo-
menty gnace M, zresztg nader nieznaczne dla pretéw sumiennie wypro-
stowanych. To obcigzenie daje naprezenia gnace o= — M : Jy +
- Myy : J, + S : F, skrajne warto$ci naprezenn o wyrokujg o bezpie-
czenstwie preta. Zatem warunkiem istotnym stosowalno$ci wzoréw FEule-
v’a musi by€ 6,,,, < K. Niestety, nie mozemy korzystaé z tej nieréw-
nosci, nie znamy bowiem strzalki rozpatrywanego przekroju, nie umiemy
wigc wyznaczy¢ warto$ci momentu gnacego w sposéb wystarczajaco $ci-
sty. Nie znamy skrajnych naprezer przekroju, jeno ich wartos¢ $rednia
3, =S : F. Wiemy natomiast, 2e moment gnacy ma wartos¢ znikoma
dla pretéw sumiennie wyprostowanych, mozemy przeto zalozy¢, Ze skraj-
ne napr¢zenmia przekroju nie wiele si¢ réznia od e,. ‘To zalozenie ma
wszelkie cechy prawdopodobieristwa przy matych wygieciach poszcze-
gllnych plytek. ‘W tym wypadku napr¢zenie Srednie o, stanowi przybli-
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zong miare naprezen przekroju. Zatem nierdwnosé s, < Ky stanowi wa-
runek stosowalnosci wzoréw Euler’a. Stad wnioskujemy, ze sila ¢, wy-
zriaczona z tych wzoréw istotnie moze spowodowaé wyboczenie, o ile
5= @y : & <7 Ky . Ten czysto teoretyczny wniosek, zupeinie zresztg
oczywisty, dilugi czas lezat odiogiem i wzory Luler’a byly stosowane
nicodpowiednio, dawaly wyniki falszywe. Nie dosyé¢ na tem. Zwykly
wzOr $ciskania wymaga, aby naprezenia cisngce byly mniejsze od ke
skrajnego dopuszczalnego naprezenia cisngcego, a przeto prely obcigione
sitami osiowemi cisngcemi winmy byc liczone na wyboczenic wedlug wsordw
Fuler’a © na Sciskanie wedlug zwyklego wzoru. Bogaty dorobek doswiad-
czalny stwierdza to prawo w calej rozcigglosci.

Tetmajer nieco inaczej rozwigzuje zagadnienie, czynigc we wzorze
ogblnym Fuler’a = Fi?, gdzie : oznacza rami¢ bezwladnosci najmniej-
sze stalego przekroju preta jednorodnie zbudowanego. Stad Qy=n>EF? :
: L2 Nazwijmy iloraz ‘Q, : F wylrsymalosciq na wyboczenic Kpy. Be-
dzie to niewatpliwie Srednie naprezeme preta nicbezpieczne, grozi bowiem
wyboczeniem. Z warunku powyzej ustalonego wyplywa, ze Ky = =2L(s :
: L) < Ay. W tym jedynie wypadku nalezy oczekiwaé wybocsenia spr-
ysiego, mamy wiec prawo korzystaé ze wzorow Laudler’'a dla wyznaczenia
t),. Skoro wigc L : i3>z Y E : Kyr, sita Q,==*£] : L? daje wybo-
czenie sprezyste. Po odcigzeniu pret powraca do stanu pierwotnego. Zni-
ka wszelki Slad wyboczenia. Inaczej jednak rzecz si¢ ma, gdy K W>KH,
to jest gdy L : i<<=} E : K, gdv naprezenia przekraczajg granice
proporcjonalnosci. W tym wypadku stosowaé wzoréw ZLwuler’a nie nalezy.
Wyboczenie ma charakier mniej lub wigcej trwaly — po odcigzeniu pret
pozostaje wygigty. Liczne doswiadczenia Telmajer’a stwierdzajg wywo-
dy powyzsze. Skrajna wartos¢ L :7i=a} E : Ky stanowi zatem gra-
nice stosowalnosci wzordow Luler’a. Z tego wzoru mozna z niejakg do-
ktadnoscig wyliczyé L :i. Dla 2elaza zlewnego £ = 2150000 kg/cm?,
K= 1800 kg/cm? zatem L : i= 108. Skoro wiec L : 7> 108, moze-
my korzysta¢ ze wzoréw Euler'a. Mimo to jednak wobec niepewnej war-
tosci Egi KHg’ ktére wiasciwie powinniémy byli braé¢ tutaj pod uwage,
lepiej jest wartos¢ graniczng L : ¢ wyznaczaé doswiadczalnie. Wedtug
Tetmajer’a wynosi ona roo dla drscwa iglastego, 8o dla zeliwa, 112 dla
zelaza sgrzewnego, 105 dla zelaza slewnego, 9o dla stali zlewne). Pew-
niejsze wyniki podaje Jasiriski: dla zelaza sgrsewnego 1147 i dla zelaza
slewnego i slali slewnes 110,27, Z wartosci powyzszych latwo mozemy
wyznaczy¢ najmniejszg dtugosé L, preta o danym przekroju, zachowujg-
cego sie wedlug wzoréw Euler'a przy wyboczeniu. Dla mniejszych diu-
gosci wzory te daja wyniki nieciste, a nawet wprost falszywe, o ile nie
wezmiemy pod uwage dodatkowego wzoru na $ciskanie. Ta niedoklad-
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no$¢ wzordw FEuler’a starano si¢ usunaé oddawna, budujgc wzory do-
$wiadczalne. Najwiecej mial powodzenia stary

§ 13. Wzér Navier-Schwarz-Rankine’a. Stanowi on sztuczne
polgczenie wzoru Ewler’'a ze zwyklym wzorem $ciskania. Oznaczmy przez
Q sit¢ cisngcq osiows, przez [ przekr6j staly preta, a otrzymamy wzor
Q=17»% gdzie b=k, : [l +m(/: 4% Dotyczy on pretow, rozpatry-
wanych w pierwszym wypadku wyboczenia, a wigc obustronnie podpar-
tych. Uzasadnienie tego wzoru jest bardzo proste, im bowiem dlugos¢
preta / jest mniejsza, tem chyzej maleje wyraz drugi nawiasu, tem bar-
dziej zblizamy si¢ do idealnego wypadku $ciskania, przy /= O, kiedy

= k.. Natomiast im / jest wigksze, im giebiej wkraczamy w dziedzine
mozliwosci wyboczenia, tem wigkszg warto§¢ wobec jedno$ci ujawnia
wyraz, zawierajacy spolczynnik doswiadczalny w. Przy / dostatecznie
wielkiem mozemy pomingé jedynke, a otrzymamy @ = 4&.F7* : ml?, wzér
o poslaci wzoru FEwuler'owskiego. Cale to teoretyczne podioze jest jed-
nak nieco chwiejne i, jak dowiodly doswiadczenia Back'a, nawet zgota
btedne, nie mozna bowiem doswiadczalnie wyznaczyé stalej wartosci dla
m. Zazwyczaj biora m = 0,00016 dla zelaza lanego, 0,00008 dla selaza
sgrsewnego, 0,00004 dla stali mickkief, 0,00006 dla stali twardes i 0,00015
dla drsewa iglastego. Obecnie wzdr powyzszy utracit juz swg wartosé,
utrzymal si¢ jedynie szczgtkowo w niektérych naszych fabrykach, dzieki
zadawnionym nawyknieniom. Zreszta, Back zaleca nawet jego stosowa-
nie w szczeg6lnym wypadku, kiedy napiask prostopadle do osi Sredniej
preta obcigte korice obustronnie dotykajg cisnacych powierzchni,

Dalszy postep w tym samym kierunku stanowia:

§ 14. Wzory Tetmajera i Jasinskiego, wysnute czysto do-
Swiadczalnie z duzej ilosci spostrzezenn w ogdlnej postaci K= A+
+ BL : i CL? : i* kg/em? W tym wzorze L oznacza dlugos$é preta
sprowadzong. TZetmajer podaje dla: 1° drzewa iglastego, sosnowego, ]o-
dtowego i swierkowego K p =293 — 194 L? : 7% kg/cm?, gdy 100
>L i3> 1,8—2°2ciwa Kpyy=7760 — 120 L : 1 40,53 L? : i kg/em”,
gdy 80 > L :i > 5 —38° zelaza sgrzewnego Ky = 3030 — 129 L : 7
kg/cm? gdy 112 .. L : i>10,—4° gelaza zlewnego Kpy=3100—114 L :
: ¢ kg/em?, gdy 1056 > L : z‘> 10,—5° stali =lewne; Kpy=3350—64 L ;
1¢ kg/em?, gdy 90 - L :¢ > 10. Powyzej skrajnych lewych wartosci
L : ¢ nalezy stosowac wzory Lulera ponizej skrajnych prawych — li-
czyé prety, jako 4ciskane. Wzory powyzsze wypelniajg lukg¢ pomiedzy
tymi dwoma sposobami liczenia. Wadg ich stanowi brak teoretycznego
wmotywowania, to tez w ostatnich czasach podnosza sie przeciwko nim
nader ostre zarzuty, dotyczace niedokladnosci do$wiadczen, z ktérych
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wysnuto owe wzory. Zwykly {o zreszty los wszelkich wzoréw doswiad-
czalnych. Starzejg si¢. Nowe doswiadczenia doskonalsze zadajg kiam
warto§ciom wspotczynnikow.

Tq samg droga poszedt Jasiiski; opierajgc sie na doswiadczeniach
Bauschinger'a, Considére’a i Tetmajer’a; ustalit nieco inne wzory dla
1° gelaza sgrzewnego K== 3390,7 — 1648 L : { kg/cm® z warunkiem
stosowalnosci 1147 > L : 4 > 73, 2° zelaza slewnego i stali- mickkies
Ky = 3387 — 14,83 L : ¢ kg/cm? z warunkiem 110,1 > L : 7 > 58, Wi-
dzimy tu do$¢ powazne rozbiezno$ci,” rzucajace cieri na wiarogodnosé
powyzszych wzoréw, to tez w ostatnich czasach wzory Zefmajer'a s co-
raz rzadziej uzywane, zwlaszcza ze wzgledu na trudnosé: uzycia. Wzory
Jasinskiego s3 pewniejsze, -jako zbudowane na wiekszej liczbie danych
do$wiadczalnych.

§ 15. Dopuszczaine napreienia pretéw sciskanych. Istotne
napr¢zenia Srednie pregtéw Sciskanych muszg byé niewatpliwie mniejsze
od. Ky, przy ktérem nastepuje wyboczenie. Dopuszczalne napresenic
k=K jy, gdzie sy oznacza stopiesi pewnosci na wyboczenie. Dla
zelaza zgrzewnego lub zlewnego oraz dla stali zlewnej w budowlach nie-
wyszukanych, dla belkowari zelaznych, wigzaréw i stupéw, bierzemy zwy-
kie 7pr=4, w budowlach wigkszej wagi ;= 5. Dla stupéw zeliwnych,
odlewanych pionowo ;= 8. Dla stupéw drewnianych ;= 10. W wy-
padku obcigzenia cisngcego powtarzanego, dla pretéw silnikéw i pomp
bierzemy zazwyczaj ;=8 + 11, w wypadku obcigzenia wahliwego
Jw=16 +25. Pomndézmy przez staly przekréj preta tylko co wypisane
rownanie, a otrzymamy: Q= Fkyr = FKyr: jyr= @, : jyr. Dopusz-
czalna sila, cisnaca istoinie na pret osiowo, winna by¢ 7y razy mniejsza
od sity, dajacej wyboczenie preta. Zazwyczaj sita @ stanowi dana obcia-
Zenia, wediug niej nalezy liczy¢ pret. Przedewszystkiem nalezy ustalié
rodzaj obcigzenia cisngcego, okreslié, ktéry wypadek wyboczenia najle-
picj odpowiada istotnym warunkom pracy preta. W ten sposéb z tatwo-
Scig wyznaczymy sprowadzong dlugo§¢ preta L. Zaleca sie tu 0stroznosé
— nie nalezy przecenia¢ rodzaju pracy preta, a zwlaszcza nie nalezy
zbytnio ufa¢ sztywnosci osadzen, to tez zazwyczaj bierzemy jeno pod
uwage pierwsze dwa wypadki obcigzenia. Trzeci i czwarty sg nader tru-
dne do urzeczywistnienia,” a wigc niepewne. Po ustaleniu L obieramy
odpowiednig warto$¢ ;i stosujemy wzér Euler'a dla sity Q, =y Q,
Jw — krotnie wigkszej od danej W ten sposéb otrzymamy pewnosé ;-
na wyboczenie, wzér Euler’a da najmniejszy moment bezwladnosci J
stalego ‘przekroju preta poprzecznego, a wedlug tego momentu i sam
przekr6j wlasciwy. Nastepnie stosujemy wzér @ = Fk,, z ktérego wy-
znaczamy przekr6j preta poprzeczny. W ogélnym wypadku oba sposoby
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liczenia dajg rézne wartosci dla F, nalezy obra¢ wigkszg i dla niej wy-
znaczyé =7V J: F oraz L : i. Gdy sie okaze, i2 L : i przekracza gra-
nice stosowalnosci wzoru ZLuler’a, trzeba rozpoczaé rachunek na nowo,
korzystajac ze wzoréw Jasiriskiego, lub Tetmajer’a. Ponizej podane przy-
ktady najlepiej to uwypukla.

W ostatnich czasach Huber, a zwlaszcza Kdrmdn podali inne spo-
soby rachunku.

§ 16. Wlasciwa posta€ przekroju. We wszysikich wzorach pe-
wyzszych J oznacza najmniejsza warto$¢ momentu bezwladnosci przekro-
ju, zatem jedynie przekr6j obojetny pracuje na wyboczenie jednakowo
we wszystkich kierunkach. Stad prosty wniosek, ze przekréj tego rodza-
ju stanowi najoszczedniejszga posta¢ przekroju preta. Z tego wzgledu
stupom drewnianym nadajemy zazwyczaj przekr6j kwadratowy, zeliwnym
pierScieniowy, jako najwygodniejszy w odlewie, Prety zelazne lub stato-
we budujemy o przekroju kolowym pelnym, albo tez stosujemy przekroje
ztozone oboje¢tne. Dawniej uzywano przewaznie przekroju, zloZomego
z czterech stupownikéw (I Rys. 29), okazalo sie to jednak niepraktyczme
wobec niepodobieristwa zabezpieczenia preta od rdzewienia wewnatrz.
Obecnie uzywane s zazwyczaj przekrojé: dwuceownikowe (I Rys. 21,
22, 23), czterokatownikowe (I Rys. 25) lub blachownice.

§ 17. Przyklady i ¢wiczénia: 1° Dwuteownik, ustawiony srod-
nikiem pionowo zamocowano jednostronnie w B, drugostronnie sztywnie
potaczono ze wspornikiem AC i obcigzono w C silg poziomg P = 2000
kg. Dlugos¢ preta / — 4 m, wspornika A = 12 cm. Jak zwykle poczg-
tek statych osi spétrzgdnych umieszczamy we $rod-
ku przekroju zamocowanego, o§ Bt kierujemy po
osi pierwotnej preta, Bn w dot, BE ku patrzace Pz

mu. Po odksztatceniu skrajny przekréj A4 obnizy X }ﬁ ’\_ I Z

si¢ dajac strzatke 44’=f. Sprowadimy do $rod- Z, S50, B
ka przekroju O (€, ) site P, w zalozeniu, Ze po- a1 7
chylenie wspornika jest nieznaczne i ze sita P nie -

zmienia swego kierunku dziatania przy odksztal- Rys. 76.

ceniu (Rys. 76). Po sprowadzeniu_otrzymamy w O

sit¢ osiowg P i moment gnacy P (A—f—7), a przeto dla preta o prze-
kroju statym Efq’ =P} — f -} 7). Calka tego réwnania 5 = f— A -
+ ASin h nl + BCos hnl zawiera dwie state catkowania, nalezy je wy-
znaczyé. Przy { = / mamy 3 = f, przy { — o mamy 7 = %' = 0. Stad
ASinhnl + BCoshnl =\, f —X+ B=o0, nd =o, co daje B —
=X Coshnl, f=A(1 —1: Coshnl) i ostatecznie 7 = A (Cos ks nt —
— 1) : Cos hnl; v = n\Sin knt : Cos hnl. Wyznaczmy strzatke korico-
wa preta i pochylenie skrajnej stycznej jego odksztalconej. W tym celu
okreslamy przedewszystkiem wlasciwe wymiary przekroju poprzecznego
preta, w zalozeniu zelaza zgrzewnego, jako tworzywa. W wypadku ob-
ciazenia trwalego mamy 4, = 900 kg/cm® dla tego tworzywa. .Skrajna
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warto§¢ momentu = PA gdy 7 =/, a wiec dla-przekroju koricowego A.
Wage wiasng preta | wspornika pomijamy, jako zgola nieznaczng. W prze-
kroju 4 panuje zatem naprgzenie skrajne o, =LA : W, 4 P : I'=
- 900 kg/em?® == 2000 X 12 : W7, -1-2000 : F. Po kilku prébach prze-
konamy sie, e przekréj dwuteownika Ne 10 czyni zado$¢ temu réwna-
niu, mamy bowiem ¥}/, = 34,1 cm’ / = 10,6 cm* Istotnie wtedy Gg =
= 2000 > 12 : 34,1 -~ 2000 : 10,6 = 892 kg/cm® Metr biezacy tego pro-
filu wazy 8,33 kg, mozemy zatem S$mialo poming¢ wage wlasna ustroju.
Po ustaleniu przekroju preta wyzmaczamy #*==P : £/, . Dla dwuteow-
nika Me 10 mamy z tablic [, = 176G cm?, dla zelaza zgrzewnego £ =
== 2000000 kg/cm?, skqd » =1 : 412,31 oraz =/ = 400 : 412,31 = 0,970.
Z koiei mamy Cos i nl = 1,5085, Sin it ul = 1,1294, a przeto ostatecznie
F =12 (1 — 1 : 1,5085) = 4,04 cm, © = 12X1,1294 : (412,31 X1,5085)=
= 0,02179 =2 1925. Iistoinie wiec wygiecie jest bardzo male.

2¢ Stdjka obustronnie podparta, ulega jarzmu sit osiowych cisng-
cych, jak w wypadku pierwszym wyboczenia. Jej staly przekroj kolowy
ma Sreduice d cm stalg dla calej dlugos$ci L cm preta. Zatem i=4d : 4.
Graniczna dlugo$é dla zelaza zlewnego otrzymamy, piszac L,=110,1
~ 275 d cm, Dluzsze prety zachowujg sie przy wyboczeniu wedtug
wzoru Euler’a, krotsze wedlug wzoru Jasiiskiego. Dla pierwszych Q=
= Kyl = =2£J : L%, dla drugich @* = KF = [3387—14,83 L : i] F
kg, gdzie ' = =d* : 4 cm? :

Gdy dany jest przekr6j £ i diugos¢ preta L, mozemy wyznaczyé
z tych wzoréw sitg @,, powodujacq wyboczenie. Najprosciej mozemy
to uskuteczni¢ za pomocg tablicy, dajace] Ky kg/cm® dla réznych two-
rzyw i réznych stosunkéw L : 7 Poczatkowe jej kolumny pod znakiem
Ne zawierajq szereg wartosci L : ¢ kolumny nastepne dajg odnosne war-
tosci Ky kg/em? dla zelaza slewncgo i stali slewney (Z.8S.), dla zelaza
sorsewncgo (2.Z.), #eliwa (Z.L) i drsewa iglastego (D.1). Dla zeliwa
i drzewa brano pod uwage wzory 7Zefmajer’a, dla tworzyw pozostalych
- Jasiniskiego, jako pewniejsze.

Mo 2.8 V27,7l B | CWNSZI ST 77, LIPSk Ne Z.S. Z.Z.Z.L. D. 1

5 3313 3308 7173 283 | 90 2052 1907 1218 118 | 1756 685 645 322 32
10 3239 3246 6613 274 i 95 1978 1825 1094 109 | 180 657 609 304 30
15 3165 3144 6079 264 {*100 1904 1743 987 69 | 185 622 577 288 29
20 3090 3061 5572 254 | 105 1830 1660 895 90 | 190 589 547 273 27
25 3016 2979 5091 244 | 110 1756 1578 816 &2 | 195 560 519 260 26
30 2942 2895 4637 235 | 115 1609 149 746 75| 200 532 493 247 25
35 2868 2814 4209 225 | 120 1478 1371 686 69 205 507 469 235 23,5
40 2794 2732 3308 216 | 125 1362 1263 632 63| 210 483 447 224 22,5
45 2720 2649 3433 206 | 130 1239 1168 584 5 215 460 426 214 21
50 2645 2567 3085 196 ; 135 1166 1083 542 &4 | 220 440 407 201 20
55 2571 2484 2763 186 | 140 1036 1007 504 50 | 226 420 389 195 19,5
60 2497 2402 2165 177 | 145 1012 939 470 47 | 230 402 372 187 19
65 2423 2319 2193 167 | 150 946 877 439 44| 235 385 356 179 18
70 2349 2287 1957 157 | 155 886 822 411 41| 240 369 341 171 17
’5 2275 2155 1741 147 | 160 831 771 386 38| 245 355 329 165 16,5
§0 2201 2072 1552 138 | 165 782 725 363 36 250 340 307 158 16
§5 2126 1990 1366 128 | 170 736 683 342 34

1 S ey A U | b ) N Z.S. Z.Z Z.L B Ne 2,8, Z2.Z. Z.L. D. L
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Zatozmy, dajmy na to, d =8 cm oraz L = 50, 100, 150, 200, 250,
300, 350, 400, 450 i 500 cm. Zatem /= 50 cm? 7= Tl =
=1/, [, odnosne przeto wartosci Ky = 3016, 2645, 2275, 1904, 1362,
946, 695, 532, 420 i 340 otrzymamy z tablicy. Stad bezpo$rednio @, =
— 150800, 132250, 113750, 95200, 68100, 47300, 84750, 26600, 21000,
17000 kg. Zestawmy wyniki otrzymane w postaci wykresu. Na osi od-
cietych odi6zmy wartosci N =71 :14, a prosiopadle do nich odnosne
wartosci Q,. Poczatkowo linja wykresu bedzie biegta po prostej az do
granicznej wartosci L, : i Wymaga tego wzor Jasinskiego, linjowy
wzgledem L : 4. Dalej otrzymamy krzywg drugiego stopnia, odpowia-
dajgca dziedzinie stosowalnosci wzoru FEuler’a. W ten sposéb za pomo-
cq wzoréw lub powyzszej tablicy mozemy zawsze wyznaczy¢ sile @,
orozacy wyboczeniem. Bedziemy mogli przeto wyznaczy¢ obcigzenie do-
puszczalne preta @ = @, : /., zatozywszy odnosng wartosc¢ jpp.

Inaczej rzecz sie ma, gdy dano ! cm, pierwotna dlugos¢ preta, oraz
() kg jego obcigzenie istotne. Szukamy $rednicy stojki. W tym celu
nalezy przedewszystkiem uwzgledni¢ wzor zwyklego $ciskania. Zalézmy
) = 20000 kg = 20 # oraz kolejno L = 50, 100, 150, 200 i 250 cm..

Dla zelaza zlewnego £ = 2150000 kgjcm® 4, = 900 -+ 1200 kg/cm? =
™ 1000 kg/cm?®, zatem niezaleznie zupeinie od diugosci bgdziemy mieli
Fy,=Q: k,=20 cm® Stad d, 5 cm. Z kolei nalezy uwzglednic
wz6r Euler'a dla powyzej wymienionych diugoéci preta. W zalozeniu
czterokrotnej pewnosci mamy @, = sy = 80000 = =2E] : L% Stad
olrzymamy odpowiednio J =9, 37, 83, 148, 231, oraz d = 3,7 — 5,3 —
-—6,4 — 7,4 —8,3. Pierwsza warto$¢ dla preta pétmetrowego, jako mniej-
<ra od dy=5 cm powinna by¢ odrzucona. Ostatecznie wiec po uwzgled-
nienin wzoréw $ciskania i wyboczenia Euler'owskich otrzymamy Sredni-
ce d =50—53—64—74—83 cm przy L = 50 — 100 — 150 —
900 — 250 cm. Odnos$ne wartosci L :¢i= 4 L :d=40—75 —
— 94 — 108 — 120 Stad wnioskujemy, ze cztery pierwsze wypadki wy-
magaja raczej rachunku wediug wzoru Jasinskiego — ostatni jest policzo-
ny bez zarzutu. Zacznijmy od pierwszego, gdzie L = 50 cm. Wezmy
na chybi trafi L : 2 = 30.” Dia tej wartosci /” = 80000 : Ky = 80000 :
- 9949"= 27,2 cm?, stad d =59 cm, =59 : 4= 1445 cm i ostatecznie
/. +i=50: 1475 = 34 = 30. Wobec tej sprzecznosci zatézmy L :i=
— 40, a otrzymamy kolejno # = 80000 : 2794 = 28.6 cm? d = 6,05,
i==151 em, L :2="50:151 = 33+40. Nalezy przetd wziac L :4
oo 35 a wtedy F = 80000 : 2868 = 27,9 cm®, d = 6,0 cm, { =15 cm,
7 :i-—50:15=333. Ta warto§¢ zbliza sie do zalozonej W sposéb
zupelie wystarczajacy. Tak samo, po kilku prébach otrzymamy dla
nastepnej diugoéci L = 100 cm, L : 2= 60, [ = 80000 : 2497 = 32,0
cem?, d=64cm i=16cm L:i=100:16=162 z przyblizeniem
wystarczajgcem. Z kolei mamy dla L = 150 cm po kilku prébach L :
. i — 85, /*—80000 : 2126 — 37,6 cm?, d==6,9 cm>7 cm, i=1,75 cm,
L 7= 150 : 1,75 = 856. Wreszcie dla L = 200 cm, L : £ = 105, /i =
— 80000 : 1830 == 437 cm?, d=75cm, i= 18 cm, L :i== 200 :
: 1,890 = 106 'Ostatecznie mamy wigc J = 6,0 — 64 — 70 — 75 —
— 83 cm gdy L = 50 — 100 — 150 — 200 — 250 cm. Nadto d=95 cm




stosuje sig¢ do wypadku zwyklego Sciskania, przy nieznacznem L. Trudno
wskazaé istotng warto$¢ tej krytycznej diugosci. Wedtug Telmajera bg-
dzie to przy L :7<{10. Tutaj i =125 cm, zatem krytyczna dlugosc
L =125 cm.

3° Séup o stalym pier§cieniowym przekroju zeliwny, zamocowa-
no u dolu i obcigzono u gory silg osiowg @ = 10000 kg, cisngca. Swo-
bodna dlugp$¢ dreta /= 4 m. Jako dla drugiego wypadku wyboczenia
L = 2/= 800 ¢cm. Dla zeliwa E=—10% kg/cm?*, jpr = 8, a przeto Q=
= ;@ = 80000 = =* 3 1000000 X J : 640000. Stad J==5120 cm4. Po
kilku prébach obierzemy $rednice zewnetrzng przekroju D = 20 cm, we-
wnetrzng @ = 15 cm.  Moment bezwladnoSci bedzie tu J = 7854 —
— 2485 — 5369 cm*, pole F = 314,2 — 176,7 = 137,56 cm? a przeto
i = 6,20 cm, oraz L :7—= 800 : 6,25 = 128. Mielismy prawo stosowac
wzOr Luler’a; olrzymany przekréj istotnie odpowiada wymaganiom.

Zal6zmy z kolei, 26 @ = 50000 kg, /=1 m. Stad L = 200 cm,
@), = 400000 kg — =* X 1000000 <X J: 40000. Zatem j = 1600 cm® Po
kilku prébach otrzymamy D = 15 cm, d = 11,5 cm. Dla tego przekroju
] == 2485 — 859 == 1626 cm*, F = 176,7 — 1039 = 728 cm?, i== 4,72
L :i=200: 472 = 42,4. Tutaj nie mozna uzywac¢ wzory Euler’a, po-
niewaz otrzymana wartos¢ jest mniejsza od granicznej L, : ¢ = 80. Za-
162y najblizszg warto$¢ tabliczng L : /== 40. Dla niej Ky = 3808.
oraz @, : Ky = 400000 : 3808 = 1050 cm® Po kilku prébach otrzyma-
my D =16 cm, ¢ = 11 cm. Dla tego przekroju J = 3217 — 718,7 =
— 2498,3 cm?, /7 = 201,1 — 95,0 = 106,1 cm? {=—4,85 cm, L : =200 :
: 4,85 = 41. Wyznaczony przekrdj odpowiada warunkom istotnym.

4° Dyl kwadratowy sosnowy zamocowano u dohu. Gorny podparty
przekréj dyla ulega jarzmu sily osiowej @ = 1500 kg cisnacej. Swo-
bodna diugo$é preta / = 3 m. Tutaj niewatpliwie zachodzi trzeci wypa-
dek wyboczenia, zatem L =0,7 /=210 cm. Dla so$niny E = 10° kg/cm?,
7w =10, a przeto: 15000 = =2 X 100000 X J : 210% Stgd J=661,5 cm‘=
‘= 1,4 ¢4, gdzie przez ¢ oznaczyliSmy bok kwadratowego przekroju ¢ =
= 9,4 cm. Najblizszy wymiar dyla kwadratowego 10 X 10 cm. Dia nie-
go i?>=1/;, ¢*: ¢?, czyli +=2,89 cm. Poniewaz jedpak L :7=210:2,89 >
™ 73 lezy ponizej granicznej wartosci, przeto nalezy wzia¢ pod uwagg
wz6r Tetmajer’'a. Zalézmy L : i = 70, a otrzymamy Ky, = 167 kg/cm?,
skad F =15000 : 157 = 95,5 cm® = ¢®. Stad ¢ = 9,8 cm 2 10 cm.
Z kolei zatézmy L : 7 = 75, a otrzymamy K'p =147, F = 15000 : 147=

= 102,0 cm? = ¢%. 1 znowu ¢ =101 cm = 10 cm, dla ktérego, jak
wyzej, L : i ==73. Zatem nalezy wzia¢ bal 10 >< 10 cm.

5° Dwuteownik %elazny zgrzewny obustronnie przynitowano w spo-
s6b urzeczywistniajacy praktycznie osadzenie obu koricow preta i obcig-
zono sitami osiowemi cisngcemi @ = 40000 kg. Jako dla czwartego wy-
padku wyboczenia L = 05 /. Zalézmy &= 40, 400, 760 cm, s = 4.

W pierwszym wypadku L = 20 cm. Jest to niezwykle mafa no$na dtu-
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gos¢ preta. Nasuwa to mysl, 2e prgt pracuje tylko na $ciskanie. Istotnie
tak jest. Dla zelaza zgrzewnego, w wypadku trwalego obcigzenia A&, =
== 900 kgjem?, zatem F = 40000 : 900 = 44,4 cm®. Dwuteownik zwykiy
Ne 24 ma F = 46,1 cm® J,,;,,= 220 cm?, a zatem 7=7}220: 46,1 =
== 2,18 cm. Wzory Tetmajer'a dajg nizszg granice L :7=10 dla zela-
za zgrzewnego. Ponizej prely mozna liczyé na zwykle $ciskanie. W da-
nym wypadku L : 7==20 : 2,18 =9,1. Pret jest policzony dobrze.

Z kolei bierzemy /=400 cm czyli L =200 cm. Ze wzoru Zulera
mamy 0, = O = 160000 == ) £ / : L% Tutaj £Z=2000000 kg/cm,
a przeto /=320 cm'. Ta warlo$¢ odpowiada dwuteownikowi Ne 27, dia
ktorego /i =325 cmt, =571 cm®. A przeto ¢=23% cm, L :i=—
= 200 : 2,39 == 83,7, nalezy wigc uzy¢ wzoru Jasiriskiego. Po kiiku pro-
bach otrzymamy dla L :i=75 z tablicy wyzej zamieszczonej K=
= 21585 kg/cm® Zatem /"= 160000 : 2155 = 74,2 cm®. Ta wartos¢ od-
powiada dwuteownikowi Ne 32, dla ktérego J,,,, =554 cmi, F=77,7 cm?,
1=2,67 cm. Stad L : i =200 : 2,67 = 75. ‘

Pozostaje nam jeszcze rozpatrzeé trzecie zatozenie /= 760 cm czy-
i L=2380 cn. Ze wzoru Lulera mamy: 160000 = =2 X 2000000 X
: 380% skad /= 1155 cm* Tej wartosci odpowiada dwyteownik Ne 40,
dia kiérego J,,;,= 1160 cmt, F'=118 cm? =3,13 cm. W danym wy-
padku L : i=380 : 3,13 =121 > 114,7, zatem pret policzony dobrze,
aczkolwiek we wszystkich trzech tylko co rozpatrywanych wypadkach
olrzymujemy bardzo znaczne wymiary przekroju. Pochodzi to stad, ze
dwuteownik nie nalezy do przekrojéw obojetnych — nie nadaje sie prze-
to w wypadku pracy na wyboczenie.

5° S#up o przekroju dwuceownikowym, zelazny zlewny oparto obu-
stronnie i obcigzono sita O = 20 # osiowa cisngcg u goéry. Wyznaczy¢
przekrdj (I, Rys. 20) w zalozeniu diugosci / =5 m. Stosunkowo niewiel-
kie réznice, jakie kazdorazowo otrzymywalismy powyzej przy stosowaniu
WZOréw Lonlear'a i Jashiskiego naprowadzity na my$l praktyczng, aby
ujednostajni¢ obliczenie preté6w na wyboczenie, zwlaszcza, ze liczenie
podtug wzordw Telmajer'a i Jasiiskiego, nawet przy pomocy tablicy —
do przyjemnosci nie nalezy. W tym celu odrzucamy zupelnie oba wzory
decswiadczalne, pozostawiajgc jedynie wzory na wyboczenie i $ciskanie.
We wzorze Luler'a wzmacniamy ;- do 5 dla zelaza zlewnego. W ten
sposéb bedziemy mieli O==2X2150000X% J : 5 2]. Stad J=2,357 OF cm*,
o ile wyrazimy O sit¢ nosng w tonnach, a dlugo$é /— w metrach. Nad-
to Q= Fk,. Zazwyczaj k= 1200 kg/cm? a przeto F = O : 1,2 cm?
gdzie znowu () mamy w tonnach. Tutaj wiec J==2,357 < 20X 25 =
= 1178 cm4, F=20 ;'1,2=16,7 cm®% W _:alozeniu przekroju dwuccow-
nikowego obojgtnego, / =2 J,., zatem dla ceownika skladowego otrzy-
mamy J,.=589 cm®, Tej wartosci odpowiada ceownik N2 14. Dla nie-
g0 Jy=605 cm', F=20,4 cm? a przeto drugi wzdr mozemy $miato
pomingé. Nalezy jeszcze tylko okresli¢ rozstawienie x ceownikéw, z wa-
runku réwnodci obu gtéwnych momentéw zloZonego przekroju. Tablice
dajg x, = 1,76 cm, J, = 62,7 cm*, a przeto 2 [, =2 Jye+2 F (o, +
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-+ 1/, x)% skqgd ¥=06,81 ecm > 6,8 cm. W razie zachowania tego rozsta-
wienia oba giéwne momenty zlozonego przekroju J, = J, = 1210 cm*.
Zalézmy teraz @ =49 ton, /=3 m. W tym wypadku J= 2,357 X
K49 X 9=1039 cmf, /=49 : 12=408 cm® Wystarczy wigc fen
sam Ne 14 — liczony jednak na zwykle sciskanie. Zalézmy jeszcze Q==
=90 4 /=23 m, a otrzymamy J=1909 cm*, F =75 cm% Podlug J
wystarczy z nadmiarem przekréj dwuceownikowy Ne 18, natomiast wed-
“tug [/ wystarczajgcy przekrdj otrzymamy az przy N 22. UiZyjemy wiec
Ne 22, jako sowitszy.

W ten spos6éb wyznaczamy przekroje pretéw zlozonych, Skiadowe
prety nalezy dobrze ze sobg powigzaé, aby otrzymaé spoista catos¢ wew=
netrzna. Inaczej pret zlozony rozpadnie si¢ na poszczegdlne prety skla-
dowe, a caly rachunek powyzszy zawiedzie. W danym wypadku dosy¢
jest zczepié ceowniki blachami bocznemi ustawionemi jak na (Rys. 23)
w pewnych odstepach. Wyznaczmy owe odstepy A, rozpatrujac kazdy
ceownik skladowy, jako pret obustronnie podparty, a narazony na wybo-
czenie sitg pQ. W danym wypadku przekréj skiada sie z dwoch ceowni-
kow, ustawionych symetrycznie wzgledem Srodka, mozemy zatem zalozy¢
n=!/,, bo sila osiowa () powinna chyba rozlozy¢ si¢ na oba prety skla-
dowe jednakowo. W istocie jednak tak nie jest. Drobne krzywizny, nie-
dokladnosci budowy i montazu dajq mimosrodkowos$¢ obcigzenia. Jeden
ceownik pracuje znacznie wigcej. Ktéry — nie wiemy, mimo to jednak
chcemy to wzigé w rachube — docenié, dajac duzg warto$é dla j' 5y, przy
obliczeniu zazwyczaj czterokrotnie wiekszg od tej pewnosci, z jakg liczy-
lisSmy przekr6j ztozony. Zatem pOj’pr= =2£]’ : )\, skad M2 =a2E]" :
: Q) .. W iym wzorze J’ oznacza najmniejszy moment bezwladnosci
preta sktadowego. Wyzej liczyliSmy z jpr=>5, zatem tu j'ppr= dX4=
==20 i ostatecznie A=11030 /' : pO =2} 1000]" : 1O, o ile w tym
ostatnim wzorze wyrazimy O w tonnach. Powyzej mieliSmy Q= 20 ¢,
=1, J' = J,,= 62,7 cm*, a przeto A =} 6270280 cm.

7° Shup o przekroju czworokatownikowym kwadratowym (1. Rys. 25)
dzwiga obcigzenie osiowe cisngce Q = 45000 kg = 45 t. Bok kwadra-
/[ = 20 cm, wysoko$¢ stupa obusironnie wspartego /=4 m. Mamy
tu przeto pierwszy wypadek wyboczenia, Wedlug powyZszych wzoréw
J =2357 X 45 X 16 = 1697 cm*. F =45 :12 =375 cm% Po kil-
ku prébach przekonamy sie, ze drugiemu réwnanin czynig zado$¢ cztery
katewniki Z 70 X 70 X 7 m/m. dla ktérych F =4 X 94 = 37,6 cm?.
Dla nich J;,;=42,3 cm*, x,= 1,97 cm, a przeto J=4 Jy.+4 F, (s [1—
-~ %) == 4 [42,3 -} 9,4 (10 — 1,97)?) = 2594 cmt. Tutaj wigc stup na-
lezy liczy¢ jeno na $ciskanie. I w danym wypadku cztery katowniki na-
rozne muszg by¢ powigzane w pewnych odstgpach poprzecznemi wzmoc-
nieniami, owijajacemi stup w posiaci réwnolegtych kwadratowych obra-
czek. Wyznaczmy rozstawienie wzmocnier. W danym wypadku J’/ =

= Jfuin= 17,6 cm*, p.=1/,, a przeto A<"}y1000 X 17,6 : 1/, 45240 cm.

Ten sam przekr6j otrzymaliby$my, lecz juz ze wzoru Euler'a, gdy-
by$my mieli ¢ =11 ti /=10 m.
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8" Dwuteownik szerokopasowy lezy na dwdch stupach zamocowanych
v podnd6zy i dZzwiga dwie sily, rozlozone w sposdb .wskazany na (Rys. 77).
Wyznaczmy obcigzenia stupéw Aa i Bb. Beda to zarazem odpory dwu-
teownika gornego, wzigte ze znakiem odwrotnym., Roéwnanie statyki dla
punkiu 3 dadza A+ B+ P-+ 040, P(l}a)+ Al 4 Qc= O. Stad
mamy: A= — [P (a4 0c] :l, B=+-|Pa+t
~+ O (c— 0] : L Zatem stup lewy diwiga |P (a-|~

—+ 0+ O¢) 1 I kg, prawy [Q () —c)— Pa] : ! kg. o e {1
Aby w obu stupach panowalo napreZenie cisnace, = LASK R {1
musimy mieé¢ /> - 0, O >0, oraz Q@ —¢c)— P £

— Pa> O, jak zwykle bowiem sily, skierowane rrifrrrrr ol
w d6t, znakujemy dodatnio. Oznaczmy wysokosé ’ 3
ebu stupéw nicodksztalconych przez A Pod jarz- Rys. T7.

mem sit cisnacych 4, B na stupy, diugosci ich

skrécq sie odpowiedni6 o Ak . E\l, Bh: EFy, na tle zwyklego 4ci-
skania. Nadto oba stupy pracuja na wyboczenie. Zalozmy, ze caly ustroj
wykonano z zelaza zlewnego. Lewy stup mnalezy przeto liczy¢ podiug
wzoru J, = 2,357 .4 >{ L? lub tez wedlug F/;, = A4 : 1,2, prawy podiug
f, = 2,357 B X L* lub I, = B : 12, gdzie niewgtpliwie L =2 4, jako
dla stupow swobodnych, jednostronnie zamocowanych. Zatem, gdy stupy
bedq liczone na Sciskanie, z pominieciem” wzoréw wyboczenia, bedziemy
mieli 4 : I, = B: F,=12. W tym szczegélnym wypadku skrécenia
obu stupéw beda niewalpliwie jednakowe, poniewaz £, = E, przy jedna-
kowem tworzywie ustroju.

s Natomiast skrécenia owe w ogdlnym wypadku bedq niejednakowe,
gdy jeden ze stupéw lub oba wypadnie liczy¢é na wyboczenie z pominig-
ciem wzoréw zwyklego $ciskania. Wynika to bezposrednmio ze wzoréw
powyzej wypisanych.

9% Pr¢t sumiennie wyprostowany osadzono sprezysScie u dotu (Rys.
72), u gory sprezyScie podpario i obcigzono sila osiowa O, cisngcg row-
nolegle do Sredniej osi preta. We sSrodku przekroju osadczego dolnego
umiescimy poczatek osi spéirzednych B. O§ B ulozymy ku gérze na
osi éredniej preta, o§ Bn poprowadzimy na lewo, o§ B5§ — ku patrzgce-
mu. Odpér poziomy gdérnej sprezystej podpory oznaczamy przez A;
dolnej przez 5 = -— /. Nadto odpér pionowy dolnej podpory niech
bedzie // = — Q, moment osadczy M,. Wszystkie te odpory wywotuja
przesuniccia sprezyste podpér. Wobec powigzania uktadu osi z pretem,
bedziemy rozpatrywali jeno przesuniecia wzgl¢dne, sam bowiem uklad
przesuwa si¢ wraz z pretem. Jak zwykle o§ D54 ulozyliSmy w gléwnej
plaszczyznie preta jednorodnie zbudowanego, przynaleznej do najmniej-
szej wartosci momentu bezwladnosci statego przekroju. Po odksziatceniu
$rodek gornego przekroju da na tej plaszczyZnie rzut A (/, g) a punkt
przytozenia sity O da N (J, e-|-g). Wobec sprgzystosci podpory gornej
rzut g jest zmienny, zalezy bowiem od natgzenia odporu A. Zaiézmy,
ze g=g,, gdy A=0, a wiedy niewatpliwie g=g,— a4, gdzie a
oznacza odno$ny spoélczynnik proporcjonalnosci dla podpory wzorowo
sprezystej. *W podobny sposéb dojdziemy do wniosku, 2e kgt 8 pochy-
lenia odksztatconej preta ku osi B¢ w przekroju osadczym zalezy od mo-
mentu Mg, panujgcego w tem miejscu. Gdy Ap=0O, mamy 8 = 6,
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zatem oznaczajgc odno$ny spéiczynnik proporcjonalnodci przez m, be-
dziemy mieli dla podpery wzorowo sprezystej © — 8, — mMp, gdzie
Mp=Q (e-}+g) + A/ W danym wypadku réwnanie giecia bedzie £ o=
=Q0+g—n-+ 4@ —7%). Jego catka = ¢ A —8: O+
CSin nt + DCos nl zawiera trzy niewiadomé A, C, 5,—*lztc3re wyznaczymy
z warunkow skrajnych zamocowania preta. Gdy {=/ mamy 7 =g,
nadto 1=o0, 0"=10, gdy {=o0. Stad bedziemy mieli: ¢ = ¢-{- o -
-~ CSinnl+ DCosnl, e--g+ Al : Q-+ D=0, —A4: 0+ nC=06 =
= 08, —m [Q (e + g) - A/|. Z ostatniego réwnania C = |0, — mQ (¢ -
+g)+AQ : Q—ml-}-maQ)]: n, z drugiego D = -— ¢ — gt (a-
— 7 : ). Po podstawieniu tych wartosci w pierwszé otrzymamy réwna-
nie, z ktérego wyznaczymy niewiadomg 4 w postaci ilorazu /2 : 7. Mia-
nownik tego ilorazu bedzie 7 = [(1 -— mlQ -+ ma(?) Sinn/-- (aQ —
— L) nCos nl] . nQ. Latwo spostrzec, ze wyboczenie preta zachodzi¢ mo-
ze jeno wowczas, gdy 7 = O, wtedy bowiem A =oc, a co idzie za
tem-i n=-co. Ten warunek daje nam nclgnl=1:(— aQ)— n(),
wz6r, odpowiadajacy Euler’owskim, a wyprowadzony dla irzeciego wy-
padku wyboczenia w zafoZeriu podpér preta wzorowo sprezysiych. Mo-
zemy zresztg z tego wzoru otrzymaé wprost wzory ZLuler'a. Bedzie to
rodzaj sprawdzenia rachunku powyzszego. Zaléimy a=o0 i m=oco —
podparcie gérne bedzie zupelnie niesprezyste — u dolu bedziemy mieli
Mpg= O — przegub pokretny — swobodny. Stowem otrzymamy pierw-
szy wypadek wyboczenia. Czynigc w powyiszym wzorze a=o i m = o9,
otrzymamy cig nl = — cv, skad Sinn/ = O, nl = =, odnajdujemy prze-
to pierwszy wzor Euler'a, wobec tego, ze n= 0 : £J. W drugim wy-
padku wyboczenia gérny koniec preta jest swobodny, dolny trwale zamo-
cowany, zatem 4 =0, czyli a = oo oraz m = 0. Po podstawieniu tych
wartosci we wzor powyzszy otrzymamy ctg nl= 0O, skad Cosunl= O,
nl =1/, = i ostatecznie Q ==2£/ : 4 /2 otrzymamy drugi wzér Euler'a.
Wzér dla trzeciego wypadku réwniez odnajdziemy z tatwoScig z powyz-
szego réwnania, biorgc a=m = 0, wtedy bowiem nlctgn/=1, skad
nil? oo 2 =2, jak to juz zresztq wiemy oddawna.

10° Slup wspornikowy (Rys. 74 diwiga ciezar dachu, jest wiec
u gory obcigzony sitg osiowg (O = 8000 kg, cisngcg. Nadto przez po-
$rednictwo wspornika w odleglo$ci g = 50 cm dziala sita réownolegia do
poprzedniej — cigzar stropu P = 16000 kg. . Cala wysokos¢ stupa od
przekroju osadczego wynosi L=9 m, wspornik zamocowano na wysoko-’
sci /==6 m, mamy wi¢c ponad wspornikiem u géry jeszcze trzy metry
stupa, stowem A =L — /=3 m. W zalozeniu pewnosci jyr=>5 bedzie-
my mieli obcigzenie niebezpieczne Qy= jpr O = 40000 kg, =7 (O -+
-4 P)=120000 kg, a nadto r=P, : Q= /7wl : jw0 =2, nt= 0, :
rEjy,m =(Py,+0,) : EJ,=R, : E£],. Wz6r wyboczenia zlozonego
bedzie tu ZgnMigm/=n(1+7r):m =3 n: m

W zalozeniu statego przekroju siupa bedziemy mieli #?= Q, : E/.
~mt=10R,: FJ=0, (1) : EJ=3 n’. Na zasadzie powyzej wypisa-
nych wartosci mamy /=2, a przeto ml/=2) 3 nh=2}) 3 x. Stad
bezposrepnio fgxtg (21 34)=23:7 8=} 8 = 1,7821. Po kilku pro-
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bach otrzymamy wystarczajgco Scislty pierwiastek tego réwnania « —
= 22°9"==29°, 15 =22° 15 = : 180°= 0,386 = »} == 300)/'40000 : 2150000 /.
Zatem [J = 11240 cm*. W zalozeniu obojetnego przekroju (I, Rys. 20),
zlozonego z dwoch ceownikOw, otrzymamy ceownik Ne 28, jako dosta-
teczny, jego bowiem /,==6276, a przeto dla calego przekroju J=2 J,=
= 12552 cm®. Nadto jeszcze gbrng czgs¢ preta ponad wspornikiem na-
lezyv sprawdzi¢ na Sciskanie, dolna na giecie mimosrodkowe. Zatem dla
zgsci gornej musi by¢é Q : 7 < k., dla dolnej (P-4 Q) : 7+ P >
< g : W <« k,. Dla obranego przekroju tabiice dajg /"= 2 X 53,3 =
= 106,6 cm* MW =2 x 450 = 900 cm?® stgd O : F —= 8000 : 1066 =
= 75 kg/em oraz (P - Q) : /74 Peg : 7 = 24000 : 106,6 <~ 16000 >
~ 50 : 900 = 1113 kg/cm?®. Ta osiatnia warto$¢ jest nieco zbyt wyso-
ka, lepiej przeto wzigC przekroj dwuceownikowy, zlozony z ceownikow
Ne 30, W ten spos6éb gorna cze$¢ prefa jest wytrzymalosciowo nie wy-
zyskana, iepiej przeto zbudowac stup wspornikowy. o dwéch przekrojach,
statych dla obu polaci zmiennosci momenidw.

We wszystkich prostych wypadkach wybogczenia iloczyn #/ stanowi
miar¢ pracy na wyboczenie. W pierwszym »n/= =%, w drugim nl =1/, %,
wotrzecim n/ = 1,4303 =, w czwartym »/ =2 =. Zatem dwa prety pra-
ewgq na wyboczenie jednakowo, gdy odnosne wartosci n/ tych preféw sa
sobic rowne. 1 w danym wypadku przeto stup wspornikowy bedzie w swych
obu czesciach pracowal na wyboczenie jednakowo. gdy zalozymy ni—=sm/.
Sad n:im=/:h=2, a przeto oznaczywszy #nk= ml=—x, bedziemy
mieli z réwnania zasadniczego fg*x =2(1 4 2) = 6. czyli fgx = Y 6=
= 2,4495. Stgd x = 67°50’ o= 67°8 = 67,8 = : 180 = 213 : 180 = 1,183 =
==nh==wm{, Inaczej jeszcze 300)/40000 : 2150000 J,=—600¥120000 : 2150000 /,=
= 1,183, co da J, =1197 cm*, J, = 14360 cm*. W zalozeniu przekro-
10w dwuceownikowych otrzymamy z tablic dla gérnej polaci ceowniki
Ne 14, dla dolnej Ne 30. Istotnie dla Ne 14 mamy J, =605 cm* zatem
dla catego przekroju zlozonego otrzymamy J=2 J,=1210 cm*. Dla
Ne 30 mamy J, = 8026 cm?, a przeto J=2 J, = 16052 cm*, Oba prze-
kroje policzono z zapasem. Nadto jeszcze gérna czg$é preta nalezy spraw-
dzi¢ na $ciskanie, dolng na gigcie mimos$rodkowe. Dla gérej O : Fy=
= 8000 : [2 X 20,4] = 196 kg/cm® dla dolnej (-+P): F+ P X g
: Wo= 24000 : (2 X 58,8) = 16000 X 50 : (2 XX 535) = 951 kg/cm3. ga-
zwyczaj dla zelaza zlewnego naprezenie dopuszczalne kg = 1000 kg/cm?,
zatem oba powyzsze wyniki sq dostateczne. Godzi si¢ zaznaczyé, ze ca-
ly rachunek powyzszy dotyczy réwniez wypadku, gdy g = o — wypadku

* podwojnego wyboczenia prgta- jednostronnie osadzonego, zresztg swo-
bodnego.

13



KSIEGA TRZECIA.

CZESC SZOSTA.

PRACA SPREZYSTA.

-

§ 1. Praca sily zewnetrznej. Wezmy pod uwage cialo sprezyste
odpowiednio podparte i przylézmy w jego punkcie M site P odksztalca-
jaca. Po ustaleniu réwnowagi odksztalconej punkt M przejdzie w M.
Rzut odksztalcenia MM’ na kierunek sily ‘P oznaczamy przez p i nazjy-
wamy przesunieciem punktu zaczepienia sily odksztalcajgcej, kroce] prae-
sunigcien sily P.  Zaleino§é przesunigcia od sily odksztalcajgcej, ujefa
w ksztalt ogélny p =/ (/°) moze by¢ wyznaczona w ogolnym wypadku ze
wzoréw wytrzymato$ciowych, lub czysto do$wiadczalnie. W obu wypad-
kach wyniki najlepiej uwypukli wykres (Rys: 1), gdzie krzy-

wa OA4 wyznacza owg zalezno§¢. Kazdej wartoSci rzednej 4p f 33
I’ odpowiada szczegdlna warto$¢ odcietej p, cechujgca od-

nosuy stan rownowagi odksztalconej w sposob jednoznaczny. P dfl
W szczezolnym wypadku prostej 0.1 — cialo ulega pierw- ¥
szemu prawu Hooke'a — jest wzorowo sprezyste. Gdy sila Ob-p~54p
I’ wzroénie o 4P, przesuniecie jej otrzyma przilrost dp, przy- Rys. 1.

czem sila odksztalcajaca wykona prace elementarng 4 Il —

=— I’dp, jak to najlepiej zreszta spostrzec mozna z wykresu, a przy stopnio-
wym wzro$cie sity od zera do skrajnego natezenia /°, sila odksztalcajgca
wykona prace II, wyrazona zakreskowanem polem wykresu, poniewaZz przy
obciaZzeniu stopniowem, po kaidym przyro$cie d/’ ustala si¢ nowy stan
rownowagi na tle nowych przyrostow dp, rowniez rosnacych od zera do
skrajnej wartosci p, przynaleznej od sity P. Zatem obciaZajac ciato stop-
niowo nie schodzimy z O.4, kraywej ‘ro'wnowagi odkszialconej. ]est to za-"
razem krzywa najmniejszych wartosci sily odksztatcajacej, przynaleznych do
danych przesunigé, inaczej jeszcze—krzywa najmniejszej pracy odksztatcajace]
dla danej skrajnej warto§ci przesuniecia. Latwo udowodnimy stuszno§¢ wnios-
kow powyzszych, zwazywszy Ze przesuniecia z natury rzeczy muszg wzrastac,
w sposéb ciagly do swej wartosci koncowej p przynaleznejdo /°, w my$l zalez-
noscl p=f (/°;; natomiast stany posrednie zalezg wyraznie od rodzaju zmien-
nosci obcigzenia odksztalcajgcego. Przy obcigzeniu powolnem stopniowanem,
z wystarczajacymi przystankami, otrzymamy krzywa QA zasadniczego wy-
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kresu, przy obcigzaniu szybszem krzywa (.{ uwypukla si¢, na tle zjawiska
upornosci odksztalcen, dajgc wieksza warto§¢ dla I1. Pole wykresu IT sta-
wowi zatem konieczne minimum pracy. Cialo sprezyste pochiania jg i prze-
chowuje w postaci energji utajonej, gdy bowiem znéw stopniowo poczniemy
zmniejsza¢ natezenie sily, cialo sprezyste zwolna zacznie powraca¢ do stanu
pierwotnego nieodksztalconego, przesunigcia zajdg w kierunku odwrotnym,
zwracajac pochtonieta prace Il Przy szybszem odciazaniu praca ta bgdzie
mniejsza na tle zjawisk upornosci, zatem [l przynalezne do krzywej O.l,
stanowi zaséb pracy sprezyste] odwracalnej. Dla cial wzorowo sprezystych
praca sprezysta wyrazi si¢ jako pole trojkata ‘wzorem : I =1/, [p.

§ 2. Praca sit wewngtrznych. Wyodrgbnijmy myslowo znikomo mata
kostke z wnetrza ciala odksztalconego sprezyScie. i zatézmy, ze rownowaga
kostki trwa pod jarzmem osiowem naprezeii o, przylozonych do przeciw-
legtych §cianek kostki odksztalconej. Pierwotne wymiary tych Scianek
byty dF,, je] diugosé nieodksztalcona oz, W danym wypadku wydluzenie
bezwzgledne &ds = =dz, stanowi przesunigcie jednej z sil zewnetrznych
kostki '_dﬁo, zazwyczaj, bowiem naprezenie wyznaczamy w stosunku do
pierwoinego nieodksztalconego przekroju £, a wiec i jego poletka dF,.
Druga sita sdF, gra rolg sprzeciwu konierznego do wywolania odksztalce-
nia, stanowi odp6r, slowem ma przesuniecie réwne zeru. tatwo to do-
strzee, zwazywszy, ze przyrost 3dz stanowi wzgledna zmiang odleglosci
obcigzonych $cianek kostki przeciwleglych. Stad w zaloZeniu powolnego
obcigzenia stopniowego dn = '/, szdzdl, = '/, s*dsdl, : E, zawsze bo-
wiem istnieje zaleZno$§¢ s=—s5: £ nawet po za granicg proporcjonalnosci.
Gdy obcigZenie kostki stanowig naprezenia tngce t, wywolujace przesu-
nigcie A = yds,, gérnego poletka wzgledem dolnego, gorna sila ~dF;, sta-
nowigca obciazenie kostki zewnetrzne da prace 4l = '/, vydzdF, =
= 1/, t%dz,dF,: G i tu bowiem zawsze moZemy napisa¢, ze y==:G. Tylko
co wyprowadzone wzory dla elementarnej pracy kostki dajg wyniki nieslty-
chanie cenne przy wyznaczaniu pracy sprezystej plytek, zastepujacych prze-
kroje ciata odksztalconego. W wypadku obcigzenia osiowego wszystkie
kostki plytki s jednostajnie obcigzone sitami osiowemi adF,. lch lgczna
praca bedzie wiec réwna Y/, 3*F.ds,: E = '/, 5%z, F E, wiadomo bowiem,
ze sila osiowa, wypadkowa obcigZenia. zewnetrznego S=7s/F,. Dla wszyst-
kich plytek na calej pierwotnej dlugo$ci /, preta rozpatrywanego nalezy

']0 ’
wzigé catke, stad N = ' [S*:2Ef,) ds,, a dla preta o stalym przekroju
o 0

n=.5: 2EF,. Nadal bedziemy juz pisali de, F i /, zamiast dz,, F, i/,
W mys] przyblizonej teorji naprezen tnacych, wszystkie kostki ptytki sa
rowniez jednostajnie obcigzone sitami tnacemi tdF, Ich iaczna praca spre-
zysta bedzie wiec réwna !/ t*Fds: G="/, T’dz: I°G, poniewaz z teorji przy-
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blizonej wyplywa, ze sila tnaca plytki— wypadkowa obcigzenia osiowego
T=rF. Catka w granicach O i /, wyznaczy prace sprezysta dla szeregu
plytek — czyli preta o dilugosci pierwo'tnej l,. Te wyniki ulegng zasadni-
czej zmianie o ile wezmiemy pod uwage teorje S§cislejsza dla sil tnacych
7, lezacych na gléwnych osiach OY poszczegélnych plytek, tutaj bowiem
c= TN:X/ W samej rzeczy dla plytki prostokatnej B X} H w (111 § 6)
wyprowadziliSmy wzér © = 3/, (7 : F) [ — 4y* : /{?], nadto mieliSmy

df = Bay, zatem prace; sprezysta dla plytki otrzymamy .w postaci
9 735 i T:ds Yab
4 oCE: s ‘ o [1— H —|—16”‘ dy =12 55 . W obu powyzej roz-

patrywanych wypadkach prace sprezysta plytki mozna wyrazi¢ wzorem
uwT*dz : 2GF. W zalozeniu teorji przyblizonej w = 1, SciSlejsza daje jak
widzimy dla ptytki prostokatnej .= 1,2 W podobny sposéb mozna réw-
niez udowodni¢, ze dla plytki kolowej m = 1,186. Dla dwuteowej p. waha
sie w granicach od p. = 2,4 (dla N¢ 8) do p = 2 (dla Ne 50), $rednia
wartoS§¢ u. — 2,2 zupelnie wystarczy do celdw praktycznych. Zatem dla

szeregu plytek prace sprezysta otrzymamy w postaci catki ll=p. [ Tz 201
wzietej w granicach od O do /—Ilacznej dlugosci wszystkich p}ytek wspot-
osiowych.

Przy skrecaniu plytki kolowej =M, ¢ : I,, stad praca sprezysta plytki

wyrazi sie calkq M:c“a’za’F: ZGl;z[M-dH 20’ ] ' ¢* dl ——111 ds:

: 2(i],. Dla calega preta bedziemy mieli 1] = ’ IM dz . 2(:’11,], a dla

preta o stalym przekroju, diwigajgcego wirowe obciazenie zewnetrzne
M, na obuskrajnych przekrojach: M = M,/# : 2G],. Wypadku szczegélnym
tylko co wyzej rozpatrywanym, wystepuje po raz pierwszy w roli obcigie-
nia odksztalcajgcego moment czyli sila uogdlnienia, dajgca rowniez od-
ksztatcenie, ktére nalezy wzig§¢ pod uwage przy wyznaczaniu pracy spre-
zystej w mysl naszch rozwazafn ogdlnych. Aby wyznaczy¢é przesunigcie
tej sily uogélnionej, rozktadamy moment M/, na pare obrotowa w plasz-
czyinie goérnego skrajnego przekroju preta. W tym celu w owej plasz-
czyznie prowadzimy prostg, przecinajaca podiuzng o$ preta i symetrycznie
w dwdch punktach tej’ prostej, odleglych o A od osi, rozpatrujeray dwie
prostopadie do A sily P czynigce zado§¢ réwnaniu 44, = 27/°. Nadto przez
v oznaczamy kat wzglednego skrecenia gdérnego skrajnego przekroju preta
wzgledem dolnego. W danym wypadku przesunieciasit P beda niewatpli-
wie ¢A, a praca ich sprezysta !/, X 22X P=—=1/, My, zatem kqt obrotu
pary danego momentu nalesy uwasal sa preesuntecie tej sily uogdinione;.
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To samo wynika ze wzoru poprzednio otrzymanego dla M; ratwo to do-
stszec, zwazywszy, ze v =M/ : Gl,.

o i < M- ERe i
Dla plytki eliptycznej mielismy (IV § 1) = e o zatem jej praca
b - 4 M, dz ‘[_x e y Mz ds [za*b =ab®
Birey SR NEnzIE e PO Y T 25%%G | 4at | 4B ]

Mz2ds a*-1-56°

26l @ b

prace sprezysta sily uogélnionej 47, dla plytki. Niech bedzie dz — jej kat

skrecenia - a zarazem przesuniecie M, zatem '/, M dr powinno da¢ war-
Myds a4 b*

to$¢ poprzednia. Stad bezpo$rednio dy = ey S wynik poprze-

To samo powinniSmy otrzyma¢, biorac pod uwage

dnio podany w (IV § 7) bez dowodzenia.
Przy obcigzeniu gnacem piytki o = — A, LMy L4 S l
a przeto praca sprezysta plytki bedzie w danym wypadku rowna (M

=5 l"’_\,E_) { N2df - (I\’\"_vdz e o ' y"'(if -(S%dz : 2 F'F) ’ dF -
(2 Myds: 2], 1, E) ‘ xydl” ——(2111 Sdz : 2[ ff)' xdF -2 M, Sds :

21, FE) | ydF =M ds : 21, E--M2,ds: 21, E<-Sds : 2 FE, jako

ze momenty statyczne i odSrodkowy maja wartosci zerowe dla rozpatrywa-
nych gtéwnych osi piytki. Wynik tu otrzymany daje si¢ z gory przewi-
dzie¢, zwazywszy, ze obcigzenie gnace rozpada sie w danym wypadku na
dwa momenty A i 1[ czyli sily uogélnione o przesunigciach M, dz :
El. i M, ds: El oraz site osiowa S, dla ktdrej przesunigcie réwna sig
Sdz: EF. W mysl prawa o niezaleznem dzlataniu sil praca sprezysta,
tveh trzech obciazen odksztatcajacych stanowi sume prac poszczegéinych,
tv samo cosmy tylko co otrzymali. To prawo ma zreszta powszechna do-
niosto§¢. Praca spregysta sit od siebie niezalesnych stanowi sume¢ prac
tych sit. ‘Latwo to udowodni¢, zwazywszy Ze praca sprezysta jest pewny
odmiang energji. W my$l tego prawa z latwosciag mozemy zbada¢ wplyw
sily tnacej na strzatke ugiecia preta, dodajagc do pracy momentéw gngcych
prace sil tngcych. Wezmy pod uwage szczegélny wypadek preta { cm.
diugiego o .étalym przekroju poprzecznym prostokatnym, Jeden koniec
preta dzwiga site P gnaca, drugi jest osadzony poziotho (V, Rys. 17).
W przekroju O panuje sifa tngca T =P oraz moment gnacy M= P (I—8)=
— Jw, gdzie w=1—1L. Jak zwykle pionowe osie giéwne OY przekrojow
B < 7l leza w plaszczyznie giecia, zatem bedziemy mieli prace sprezysta
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preta Tl ::‘ (Mdw : 2FE1,.) 1 u ‘ (T*dw : 2GF) tutaj niewatpliwie bo-
70 W0 .

¥

wiem dz=—=dw. [naczej jeszcze M= (F": 2EI_\.) o’do--1,2 (P‘-' 1204

o
g
| do = ]* : 6E1 -1-12 P : 2 GF, gdzie I .= '/,, BH®, a I= B//. Stad

bezposrednio M = (/% : 2 EBI/) (42 : /1?12 [ : G). Nadto N="!.17,
poniewaz koncowa strzalka / preta stanowi przesuniecie sily odksztalca-
jacej /. Dla zelaza i stali (IV § 5) podaliSmy wz6r G=0,385 F ~ 04%
zatem f—(P/: EBH ) (4/*: H/*--3). W tym wzorze ostatni wyraz dri-
giego nawiasu wyrokuje o wplywie sily tngcej na strzalke ugiecia. Dla
[=5/4/, a wiec dla bardzo krétkiego preta pierwszy wyraz daje 100 —
w tym przeto szczegélnym wypadku sily tngce powigkszajg strzatke ugiecia
preta zaledwie o 3%. Stad wniosek, ze dziatanie sit tnacych smiato moze
by¢ pominigte dla pretow dlugich zazwyczaj stosowanych w praktyce.

Wyzej wylozone prawo o dodawaniu prac sprezystych ulatwia zrozu-
mienie dalszych rozwazan.

§ 3. Praca sprezysta ukfadu sit zewnetrznych. Cialo sprezyste ni:-
odksztalcone obciazamy uktadem sii odkszilalcajacych zwyklych lub uogoi-
nionych. Po odksztalceniu zapanuje trwaly stan réwnowagi na tle prze-
sunigé p; sit odksztalcajacych /; ukladu (7=1,2....n). W najogdlniejszym wy-
padku przesunigcie p; zalezy od wszystkich sil uktadu, ipaczej mowigc
istnieje pewna funkcja p;=/; (P, I,..FP,), uzalezniajaca poszczegélne prz:-
sunigcia od wszystkich sil ukladu. Gdy wszystkim sitom P, nadamy od-
powiednie przyrosty aP;, réwnowaga zostanie zaki6cona, ciatlo odksztalcac
si¢ bedzie dopoty, pdki na tle przyrostéw dp; nie zapanuje ponowny stan
rownowagi trwalej. Przez ten czas kazda sita ukladu wykonata prace
P ,dp;, zatem elementarna praca calego ukladu bedzie dM=X/F; dp, gdzie
dodawaniem nalezy objaé wszystkie » sil odksztalcajacych. Ten wzér nie-
watpliwie nie zalezy od ksztaltu funkcji f; posiada wigc znaczenie ogdlne
Wyznacza prace spredysig clemenlarng ukladu sit odksztalcajqcych, jako
sume ilocsyndw sit przez przyrosty prsesunieé. W istocie swej stanowi
tak zwane—

§ 4. Pierwsze twierdzenie Castigliano w postaci rézniczkowej. Dzielac
obustronnie wzor otrzymany przez ktérykolwiek przyrost dp, otrzymamy
N :0p, =X Pop;:dp,. W ten sposob wyraza sie réwniez to samo prawo:
(zqstkowa pochodna pracy spregystej ukladu si? po jednem z prsesungg:’
rowna jest sumie tloczynow sil odkszlatcajqcych przez czqstkowe pochodne
praesuniec tych si¢ po owem przesuni¢ciuv. Gdy przesuniecia sa od siebie
niezalezne otrzymujemy wprost ol :dp, = P,, wtedy bowiem dp; : dp,— O
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przy i = 12..k—1, k- 1..m, @ 0p,:0p,=1. (zgstkowa pockodna pracy
spresystej po jednem =z przesunier daje odnosng site w wypadku prazesuni¢c
od sichie niesalegnych. Te trzy odmiany pierwszego twierdzenia Castigliano
stosuja si¢ do wszelkich cial sprezystych. Pierwsze t\gierdzenie Castigliano
jest zatem ogolne.®

§ 5. Ciata wzorowo sprezyste. Cialo nazywamy wzorowo sptgzystem

w tym szczegélnym wypadku, gdy przesuni¢cia p; wyrazaja si¢ funkcjami
linjowemi sit odksztalcajacych, to jest gdy p, = a; P40, Bp-f-~.}a;, B, (1=
=1,2...n). Czynigc kolejno wszystkie F; réwne zeru précz jednej, mozemy sie
przekonaé z latwoscia, ze cialo wzorowo sprezyste ulega¢ musi pierwszemu
prawu Hooke'a w stosunku do kazdej z osobna sily odksztalcajgcej, a nadto
prawu o niezalezno$ci dzialania sil, zatem zaleznoS¢ powyZsza wyraza tak
.zwane uogélnione prawo Hooke'a na n sil uktadu, Rozwigzujac powyzej
wypisane réwnania wzgledem sit F; otrzymamy Py=by; p+by po-toe ~1-bjy £,
Stad wniosek bezpoS$redni, Ze dla cial wzorowo sprezystych sity odksztal.
cajgce moga by¢ wyrazone w postaci funkcji linjowych przesunigé. [Po-
przednio wypisany szereg réwnan wskazuje, Ze przesunigcia p;, jako zalezne
od s1 odksztalcajacych sa niezalezne od siebie, moiemy przeto ‘zastoso“ac
pierwsze prawo Castigliano w postaci JI : dp, = Py = byp - bpapps —
.~ by, Py Kolejno do wszystkich £ = 1,2...n to jest do wszystkich réw-

nah dla P;. Caltkujac bezposrednio otrzymamy kolejno I =— '/, {;“p:
1"171-2]’2*’1“; ----+blnpnpl+‘°1(pzxPa---l’n) =N b2171p2+l/2 bezp; + e b:n Pup:
@y (P, Py - py) =1 t. d. Poniewaz, jak to z samego catkowania wynika o,

dowolna funkcja calkowania nie moze zawiera¢ wyrazéow z p,, a w, wyra-
26w z p, przeto b,,p,p, musi by¢ tozsamosciowe z b, p,p, stad by, — b.,.
Powtarzajac to samo dowodzenie dla innych wyrazéw odpowiednich, tatwo
si¢ przekonamy, ze bp;= b;;, przy jakichkolwiek lecz réinych wartoSciach

&, 7, dowolnie obranych w szeregu 1,2... n. Zatem T=2X" b,,pz | -b,,,p,,p,
gdzie przy pierwszem sumowaniu nalezy kolejno uczymc Zzi 12N

a przy sumowaniu w drugim wyrazie — bra¢ jakiekolwiek dwie rézne cyfry
z tego samego szeregu aZz do wyczerpania wszelkich mozliwych zestawiei.
Nadto wyrazu stalego I zawiera¢ nie moze, poniewaz praca spreZysta ciala
nieodksztalconego z natury rzeczy winna mie¢ warto$¢ zerows, to jest ina-
czej moéwigc przy p, =p, =...p,= O musi byé I = 0. Wyrazmy w tylko
co otrzymanym Wzorze przesuniecia p; przez sily P;, a otrzymamy Lnow
funkcje jednorodng sit P; réwnlez drugiego stopnia. Stad‘ wniosek: praca
spresysta ciala waorowo spresystego jest jednorodnq funkcjq drugego
stopnia 51! odkszialcajqcych, lub ich praesunigé. Odwrotne twierdzenie
réwniez jest stuszne: gdy praca spreZysta wyraZa si¢ funkeja jednorodna
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drugiego stopnia sil odksztalcajacych, lub ich przesunie¢ — cialo jest
wzorowo sprezyste. l.atwo to udowodnié¢ bezposredniem réZniczkowaniem,

§ 6. Belka jednoprzesfowa, obcigzona ponad podporami momentami
gnacemi stanowi dwbry przyktad zastosowania powyzszych rozwazan.
"W ksiedze druziej (Str. 81) rozpatrywali§my belke tego rodzaju, zacho-
wamy przeto te same znakowania, a nadto oznaczymy przez p., moment
obcigzenia ponad podpora ./. Ljczne dzialanie momentéw u, i p da po-
chylenia skrajnych stycznych ©a == (*/,p, — YY) £: £, oraz Oy =("/,n—
— )4 B, co wyplywa bez posrednio z prawa o niezaleznosci dzia-
fanmia sil. Z tych rownain wyznaczamy wn,=2/L1 (2@, - Op): [ oraz
u=2F[ (©,-+2@g): L Na mocy pierwszego prawa Castigliano: 0N :
D00 =py=2FE7 (28, -©p): ] oraz Ol :00g=pn—2L1T (8,
2 0y): /L Stagd calkujac bezposrednio mamy 1l = 2 £'1 (02, - @,
Op)il-bw, (Op) =2FL1 (0,0, ©2):/ —, o, (0,). Tym dwum row-
naniom jedynie czyni zado§¢ 11— 2 /'] (W, -0, 03-3-0%):/ a wiec fe-
dnorodna fuuokcja przesunie¢ drugiego stopnia. Podstawiajac wartosci dia
©a 1 O3 znowu otrzymamy jednorodna funkcje drugiego stopnia ll=(p*,—
— iy — -2 L 6£7, tym razem jednak momentdw — uogélnionych sit od-
ksztalcajacych. Stad wniosek bezposredni, ze ustroj rozpatrywany jest wzo-
rowo sprezysty. o

§ 7. Ustroj nie wzorowo sprezysty da odmienng postaé II. Najlepiej to
uwypukli przyklad uastepujgcy. Haki zakofczone przegubami (Rys. 2)
wbito w sciany przeciwlegle i potaczono pretami L uczepionymi przegubowo
po Srodku, Przegub ( s$rodkowy diwiga ciezar 7°

%‘1'_71'7"”— & B; W zalozeniu zupelnej nieruchomoscl obu §cian prety L
— —+, pod jarzmem sily /’ poczng si¢ wydiuza¢ i wzrosng

P P é do L'=—= AC' —= BC', $rodkowy przegub obnizy sie

Rys, 2, z Cdo C’, dajac przesunigcie CC == p sily odksztal-

cajacej /2. Trwala réownowaga odksztalcona mozliwa
jest niewatpliwie tylko w tym wypadku, gdy sktadowe 72’ sity /> uloig
sie na osiach obu pretéw pochylonych o kat o, a zatem L' — L : cosa,
p= Litgu oraz '/, P= P’ sin 2. Nadto wydluzenie pretéw ¢ — P’ : ['L,
gdzie przez /~ oznaczyliSmy ich przekrdj poprzeczny staly. Stad L'=— L
(1-+y=LQ--P :FEY=LQ--P:2Estno) =L : cosa, a przeto
1:cosa=1-}-2P: FEsino oraz P=2FE[l{go (1 — cosa)y=2 Ll {go
(1 g V1 --tgtay =2EFp (1l —1: V1 1-p*: L% : L. Wobec zniko-
komej wartosci stosunku 4. : L mozemy ograniczy¢ si¢ do pierwszych
dwoch wyrazéw w rozwinigciu 1: ) 1--p?:L? = (1 -} p*: L“)l*('-‘r 1—1,
#°: L? i ostatecznle otezymaé [°-—= [["p%: L3. Ten wzor wskazuje, ze
sita /7’ nie jest flnkcjy linjowa przesuniecia: uklad nie jest wzorowo spre-
zysty, zatem i jego praca sprezysta nie moze by¢ funkcjg jednorodng dru-
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giego stopnia. tLatwo si¢ o tem przekona¢ bezposSrednio, zwazywszy, ze
wobec zupelnej ogdlnosci pierwszego twierdzenia Castigliano oIl : dp =
=P FEp : L3 Stad Il > FEp*: 4L Ten sam wynik mozemy otrzy-
mac bezpo$rednio wyznaczajac 1l, jako sume prac sprezystych obu pretow.
Otrzymamy w ten sposéb =2 X Y, P'[L' — L) = P2 L : FE=P?L :
P4EF sin% = PL (1 -1 : fg%) : 4EL" = P2L (1 - L?: p : 4EF ~
N JRERPS (1 - L2 p?) t AFELP > FEP (L p?) 1 AL> > FEp* : 413,

§ 8. Twierdzenie Clapeyron’a wynika bezpo$rednio z pierwszego
twierdzenia Castigliano. Wezmy pod uwage cialo wzorowo sprezyste, od-
ksztalcone pod jarzmem sil P; (7=1,2....#). Praca sprezysta bedzie
w danym wypadku U = £Y/,0;;p% - Lb,; p, p; . Korzystajac ze wzoréw
dla P; podanych w § 4, tworzymy same X7 p, == b,,p% b by popr -t
bln Pn }51 ’; b?lplpz ‘;"‘ b'.": pz‘_’_‘! _IL b;.'n p;:ﬁ‘l"”r"'-—‘}" bnnp"'n i Wyiej udowod-
nilismy, ze by = by, a przeto XP; p; = Zbyp*; |- ¥2bppp p; = 2 1.
Stad bezposrednio Il =1/, £P; p; , gdzie sumowaniem nalezy objgé wszyst-
kie wartosci 7= 1,2....n. Ten wz6r wyraza twierdzenie Clapeyron'a:
praca spresgysta ciala wzorowo spresystego rowna jest polowie sumy ilo-
ceyndw sit odkszlalcajqcych przes odnosne przesunigcia. Ten sam wynik
otrzymaliSmy w § 1 bezposrednio dla pojedynczej sity P i stosowalismy
niejednokrotnie w § 2, obecnie, opierajac si¢ na uogélnionym wzorze dia
n sil udowodnimy — .

§ 9. Drugie twierdzenie Castigliano. Rozpatrujemy cialo wzorowo
sprezyste, odksztalcone pod jarzmem uktadu sit zwyktych,.lub uogélnio-
nych P; (i=12....n). Na mocy twierdzenia Clapeyron’a mozemy napi-
sa¢ dla danego wypadku, ze 2l = XP; ., stad réiniczkujgc bezposrednio
otrzymamy 2dll == XP; dp; - p; dP; . Wedlug pierwszego twierdzenia
Castigliano dll = XP; dp;, a przeto odejmujgc bedziemy mieli g1l —
ip; al;, wzér stanowigcy istote drugiego twierdzenia Castigliano. Wy-
znacza, ono elemenlarnq pracg spretysiq ukiadu sit, odksstalcajqcych ciato

- WEorowo sprydyste, w postact sumy tloczyndw przesunigc prees preyrosty

odno$nych st odksztatcajqcych. :

Dzielgc obustronnie wzor otrzymany przez ktérykolwiek przyrost gF,
otrzymamy il : dll,= Xp; dF; : 0P,. W ten sposéb réwniez wyraza sig
to samo prawo: Cegstkowa pochodna pracy spresystej ukladu sit, od-
kssialcajqcych ciato weorowo spresyste, po rednej & sit tego uklaau réwna
jest sumre 7locaynéw preesunigl prsez czqsthowe pochodne odnesnych sit
odksztatcajgcych po owej obranej sile. Gdy wszystkie sily sg od siebie
niezalezne mamy wprost oIl : 0% =p;, W tym bowiem wypadku 0F; : 0P, =0
przy s=12... k—1, b -}~ 1,...n, oraz 0P, : 0P, = 1. Czqstkowa po-
thodna pracy spresystej ukladu sil, odksstalcajgcych cialo wsorowo spr¢-
§yste, po jedne; & sit tego ukladu daje odnoSne prsesuniecre, w wypadky
St od siebie miezaletnych. Te trzy odmiany drugiego twierdzenia Casti-
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gliano stosujg si¢ wy'gcznie tylko do cial wzorowo sprezystych, samo
twierdzenie bowiem opiera si¢ na twierdzeniu Clapeyron’a. Mimo. to po-
siada znacznie wigkszg donioslo§¢ praktyczna niz pierwsze. Latwo sie
o tem przekonamy rozpatrujgc:

§ 10. Zastosowania drugiego prawa Castigliano. W ksiedze drugiej
{str. 80), rozpatrywaliSmy pret osadzony jednym koficem, u drugiego obcia-
zony sitg gnacg P. Zachowajmy wszystkie znakowania, a nadto wpro-
wadimy nowa zmienng ow=/—1{ Warto§¢ momentu gngcego dla prze-

TMde PP

!{ 3 oy . = )m l — ——— —_ i .
roju biezgcego w O bedzie M = Pu, zatem Il = B 2E1 e6xr1' M

mocy Castigliano 11 f=0ll:0P == F/?:3 EI, koncowa bowiem strzatka
ugiecia preta f stanowi przesunigcie sity P, jedynej odksztalcajacej. Ten
sam pret obcigzamy u konca swobodnego momentem .. Przesunieciem tej uo-
golnionej sily bedzie kat ® pochylenia skrajnej stycznej odksztatconej ku
osi podiuznej preta nieodksztalconego. W danym wypadku we wszystkich
przekrojach panuje stala warto§¢ momentu, mozemy przeto napisaé, ze
it =p%:2/L1 1 na mocy Castigliano Il wyznaczy¢ @ =oll : dp. =/ : EL
Te same wyniki otrzymaliSmy pierwej drogg zwykla. GdybySmy i tutaj
chcieli znalezé skrajng strzatke ugiecia preta, to nalezatoby wprowadzid
dodatkowa sile¢ P, dzialajgca w swobodnym koficu preta niezaleznie od .
Wtedy przy wspélnem dzialaniu sit P i p w O panowalby moment M —

l M“’dm l Pm
== +- Pw, mielibySmy przeto H_f —f (r"+ )y duw,

a za-
2E1 2Fl

A ol 11[-!.—;~1)u)
razem na mocy Castigliano II: f = P jo—L—[—— wd o,

Jednak sita P nie dziala w istocie rzeczy, nalezy zatem uczynié¢ w wy-
niku otrzymanym =0, co da szukang strzatke f=pf?:2E1. Z kolei gdy
by$my chcieli wyznaczyé w dowolnym przekroju O kat @, pochylenia stycznej
odksztalconej ku pierwotnej osi preta — to nalezaloby wprowadzié sile uo-
gélniona, odpowiadajacg temu przesunieciu — a wiec moment t,. Zatem
w polaci B0, dla wszystkich przekrojéw M=p, w drugiej polacl 04, réw-
niez we wszystkich przekrojach panuje stala wartc$¢ momentu p-p,, mo-
zemy przeto napisa€, ze H=[p*/—{)>4(p+,)%:2E1. Stad na mocy Ca-
stigliano 1l mamy 0, = (p4-p,)¢: £J. Poniewaz w istocie p, = O, przeto
ostatecznie O,=p(: El. Gdybysmy wreszcie chcieli znalez¢ obnizenie sie
7 przekroju O po odksztatceniu, to nalezaloby wprowadzi¢ mniemang sile
F,, przynaleing do owego przesuniecia. W pierwszej potaci byloby po
staremu M=y, w drugiej M=p-+}P,u, trzebaby jednak odlicza¢ » od O ku
-1 w kierunku osl pierwotnej preta. Tutaj wigc M=p2({ —):2E ] +

(. - Pm 2dm 5 P
J (e - 21',1_)___ Castigliano Il daje n=0Il:0P, = ( L‘t_o_ wd o
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przyczem po zrézniczkowaniu nalezy uczyni¢ =0, sita mniemana bowiem
‘nie istnieje w rzeczywistosci. Stad w=—pi*:2 EL

Wezmy pod uwage jeszcze jeden przykiad zastosowania tego samego
iwierdzenia. Uchwyty przegubowe 4,B wbito w $ciang pionowa Scisle nie-
ruchoma i potaczono pretami AC = BC = L. Na przegub (, $rodkowy
dziata sita pionowa P. Wyznaczmy jej przesunigcie, czyli obniZenie sig
przegubu (Rys. 3). Latwo daje si¢ spostrzec, ze gérny pret bedzie rozcia-
gany, a dolny $ciskany sita P:2cos«, gdy oznaczymy katy BAC i CBA
przez o. W zalozeniu doskgnalei sztywnosci muru odksztalceniu ulegaja
jedynie prety, mozemy przeto napisa¢ prace sprezysta, jak dla sif osiowych
w postaci Il = 2P:L : 8EF cos* a, gdzie [ oznacza staly przekré] poprzecz-
ny, wspélny dla obu pretéw. Stad p=o0M:dP = PL: 2E[ cos*a. W ten
spos6b wyznaczyliémy - skladowa pionowa przesunigcia Srodkowego prze-
gubu. Pozioma q wyznaczymy réwniez z latwo$cia rozpatrujac mniemang
site O | P i dajmy na to skierowang ku $cianie. Ta sita da skiadowe
Q: 2 sin « $ciskajgce oba prety. Przy lacznem dzialaniu sit P i Q w gor-
nym precie bedzie dzialata sita osiowa P2 cos a—Q: 2 sin a=>S. '
Tutaj M= — P :2¢0s o — Q:2sin o, zatem Il = (St -+ S5
L:2 EF, oraz ¢ = 9ll:0Q = (50S:00-}-8'dS" : 00) L L EF =,
——(S4-S)L:2 EF sina=QL : 2 EF sin?a. W istocie sita O
nie istnieje, nalezy zatem uczyni¢ =0 w wyniku otrzyma-
nym, stad ¢g=0O. Przegub Srodkowy obniza si¢ nie schodzac
z linji dziatania sity P. Chcac, dajmy na to, znalez¢ kat obrotu
preta AC, czyli przyrost do kata CAB—nalezy wprowadzic
odpowiednia sita uogélniong—moment M/ o parze si R przy-
tozonych do obu koficow preta. Obrét tej pary da do. Stad R=M:L.
Sita R wywoluje w przegubie .4 odpér, druga dzialajaca na przegub C'da
dodatkowe sily osiowe w pretach. Z latwoscig mozemy je wyznaczy¢, zwa-
iywszy Ze sita J? jest pochylona ku przediuzeniu BC pod katem 90° — 2a.
Zatem na gérny pret bedzie dzialala sila osiowa S=P: 2¢cos o Rig (90°—
20) = P:2 cos a--M:Lig 2 a, a na dolny §'=—P:2cosa - M: L sin 2a.
Stad I1=(S*+8?) L:2 EF, oraz da=0ll :0M = (S08:0M S'0S': 0M)L
EF = (S:tg 2 a-}-8 :sin2 a): EF, gdzie nalezy uczyni¢ M=Q0. Osta.
tecznie wiec da=(P:2cosa lg2a—P:2 cosa sin22): EF = P(cos20.—1):
-9 EF cos o sin 2 & = P (cos?a—sin?a—1):4 EF sinacos* o=—D sina:2EF
costa. Znak ujemny wskazuje, ze obrét preta zachodzi w kierunku odwrot-
nym do przyjetego kierunku pary sit R, co zreszta widoczne jest samo
przez sie, poniewaz przegub C opuszcza sie w dol.

Jak widac z przy'kladéw powyzszych Costigliano II oddaje nader
cenne ustugi. Jeszcze prostsze wyniki daje tak zwane—
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§ 11. Twierdzenie Menabrea, zwlaszcza w zastosowaniu do ustrojow
" statycznie niewyznaczalnych. Rozrézniamy zazwyczaj ustroje statycznie nie-
wyznaczalne zewnetrznie i wewnetrznie. Gdy liczba podpdr jest zbyt wielka,
a z réwnan statyki nie mozna wyznaczyé wszystkich odporéw — mamy
niewyznaczalno$S¢ zewnetrzng — wewnetrzng, gdy liczba pretéw, faczonych
przegubowo, jest nadmierna, lub polaczenia maja zbyteczng sztywno$¢, prze-
stajag by¢é przegubami wahliwemi, przy wystarCzajacej liczbie pretéw. W obu
wypadkach nadmierng liczbe czynnikéw réwnowagi mozna z latwoScia wy-
znaczyé, stosujac Castigliano II, lub twierdzenie Menabrea, stanowiace
prosty wynik poprzedniego i z tego powodu mieraz mylnie Castigliano III,
zwane. Dajemy tutaj dowéd ogélny zasady najmniejszej pracy — dotych-
czasowe grzeszyly zbytnig jednostronno$cia. Drugie prawo Castigliano wy-
raza si¢ wzorem oll: 0P, = ¥ p,0P;:dP,, w ktérym [ oznacza prac¢ spre-
zysta ustroju wzorowo sprezystego, odksztalconego pod jarzmem sit stop-
niowo rosngcych od zera az do skrajnych natezen P; (i = 1,2... n), zas p,
przesunigcie punktu uczepienia na osi sity P; lub kat obrotu pary momentu
P;. Rozcigcie jednego z ogniw, lub laczen ﬁstroju zakléci trwalg réwno-
wage odksztaicong, chcac jg przywrécic, nalezy wprowadzic zastepczy uktad
znoszacych sie wzajemnie sit Xi—X, Yi—Y i t. d.—wzamian zniszczo-
nych. Te dodatkowe sily zewnetrzne powinny utrzymaé powierzchnie przekroju
w dotyku pierwotnym, muszg wiec rosn.a(: rownocze$nie z ’; od zera do
do swych skrajnych ostatecznych wartosci. Wezmy pod uwage dwie jakie-
kolwiek sily zastepcze, dajmy na to X i X'=—JX, uczepione w O, pew-
nym punkcie dokonanego przekroju. W wypadku przekroju zewng¢lranego,
to jest poprowadzonego pomiedzy ustrojem, a podpora przez teoretyczny
punkt podparcia O, mozemy uwazaé X, jako odpér, a X' jako dzialame
ustroju na podpore, zatem przy wyznaczaniu pracy sprezystej ustroju, otrzy-
mamy w [] wyrazy zalezne od sily zastepczej X, nie bedzie natomiast wy-
razéw z X', mozemy przeto napisaé: oll:0X =« -} X poll : 0.X, gdzie 1
mate oznacza rzut przesuniecia punktu O na o$ sily X, czyli przesuniecie
sily zastepczej X. Gdy odpér X jest statycznie niewyznaczalny, a wigc od
si¢ P niezalezny, bedziemy mieli wprost dll : 0.X'= x, wtedy bowiem wszyst-
kie pochodne sumy sa réwne zeru. Wzo6r tylko co otrzymany wyraza twier-
dzenie Menabrea dla podpory sprezystej i dajacej odpér X statycznie nie-
wyznaczalny i przesunigcie & do tego odporu przynalezne. Dla podpory
niesprezystej x=—o, zatem dll :0/\’—_—0—}5ockodna pracy spre¢sysies ustroju
wzorowo spresystego po statycanie niewyenacealnym odporse podpory nie-
sprezystej jest rowna seris.

W wypadku przekroju wewnglrznego, to jest poprowadzonego przez
ogniwo lub fgczenie kilku ogniw obie sily X i X’ dadza wyrazy dla [l
a przeto Oll:0X = x4-x0X": 0.X 4 EpoP: 0X = EpoP: 0X, poniewaz po-
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chodna .\" po .\ réwna jest—1. | tu znéw x, mate oznacza rzut przesu-
nigcia punktu O na o§ sit XX', i tu jak wyzejwszystkie pochodne sumy sg
rdwne zeru, gdy X jest statycznie niewyznaczalne, to jest niepowigzane z silami
Prownaniami statyki. Zatem wzér oll : 0.X=O0 wyraza twierdzenia Menabreadla
sily zastepczej X przekroju — statycznie niewyznaczalnej: pochodna pracy
Spresystej ustroju wzorowo spresystego po statyczmie niewyznaczalnej sile
wewnelrsnef jest rowna seru. Ostatnie rozumowania zachowujg swag m ¢
i dla pozostatych si! zastepczych przekroju nalezy jednak dla statycznie
wyznaczalnych zachowaé znak sumy. Daje to nieraz nader cenne wyniki.
Godzi sie tu zaznaczyé, ze oprocz rownan statyki mogg istnie¢ inne
réwnania uzalezniajagce dana sile od pozostalych, nalezy wiec i w tym
szczeg6lnym wypadku uwzgledni¢ sume¢ w prawej czeSci wzoru.
Rozwinmy nieco szerzej ten $cisly wyklad, biorgc pod uwage ustrdj
wzorowo sprezysty statycznie niewyznaczalny., W pierwszym wypadku,
gdy-liczba podpér jest nadmierna, rownania statyki nie dadza wszystkich
odporéw. Oznaczmy brakujace odpory statycznie niewyznaczalne przez
X,Y...Z. Gdyby$my usuneli odnosne podpory, réwnowaga zostalaby za-
ktécona, chcac jg przywroci¢ nalezy przyloiyé dodatkowy uklad sit ze-
wnetrzoych X, Y.... Z zastgpczych, bo dzialajacych jak odrzucone podpory.
W ten sposob sily zewnetrzne pomnoza si¢ o X, Y..Z, lecz caly ustréj
pozbawiony podpér zbytecznych stanie sie statycznie wyznaczalnym, w tem
znaczeniu, Ze pozostate odpory dadza sie wyznaczyé z réwnan statyki
w zaleznos$ci od sil zewnetrznych P oraz sit zastepczych, narazie jeszcze
blizej nieokre$lonych, wystepujacych w postaci znakéw X, Y....Z we wzo-
rach dla pozostalych odporéw statycznie wyznaczalnych. W tej samej po-
staci dodatkowe sily zastepcze wejda w Il. Wezmy pod uwage jedng z nich,
dajmy na to X. Gdy jej podpora jest niesprezysta t. j. przy odksztalceniu
pozostaje nieruchomg, lub porusza si¢ prostopadle do odporu X; przesunie-
cie x—=o, a zatem JMN :0X = 0. W szczeg6inym wypadku podpory spre-
2ystej, dajacej przesunigcie x, bedzlemy mieli o : 90X =— x. W obu wy-
padkach dla kazdego odporu statycznie niewyznaczalnego otrzymamy po
jednem dodatkowem réwnaniu, te za$ lgcznie z r6wnaniami statyki pozwolg
wyznaczy¢ istotne warto$ci sil zastgpczych, czyli brakmnjagce odpory ustroju.
W razie ustroju statycznie wewnetrznie niewyznaczalnego, nalezy przedewszy-
stkiem okres$li¢, czy ta statyczna niewyznaczalno$¢ pochiodzi z nadmiernej liczby
pretow, czy ze zbytecznej sztywnoSci polgczen. W ustrojach przegubowych
tréjkatnych podwojona liczba wezléw mniej trzy winna da¢ liczbe pretow
koniecznych. Dodajmy jeden pre¢t, a uklad stanie sie niewyznaczalnym
i réwnania statyki me wystarczg przy wyznaczaniu sil osiowych dla pretéw.
To samo okaze sig, gdy polaczymy dwa prety ustroju nie przegubowo
a trwale. W zlgczeniu powstanie moment - statycznie nie wyznaczalny.
W pierwszym wypadku mozemy rozcig¢ ogniwo zbyteczne, w drugim od-
19
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sztywni¢ laczenie wlasciwie dobrana powierzchnig przekroju, a wusunigte
w ten sposdéb sily wiazgce przywréci¢, dajac odpowiednie sily zastgpcze,
ktéore pomnoig uklad sit zewnetrznych, a caly ustréj stanie sig¢ statycznie
wyznaczalnym. Te sily zastepcze dadza wyrazy dla ll, bedziemy mieli
przeto szereg rownan oll ;0N =0ll:adY ... =0ll : 0Z == O dodatkowych,
z ktorych okreslimy istotne wartosci statycznie niewyznaczalnych X, Y..Z.
Wszystkie rozwazania powyzsze dotycza ustrojow wzorowo sprezystych,
tylko bowiem w tym wypadku stosowaé mozemy Castigliano [I, z ktérego
wyplywa twierdzenie Menabrea, zwane jeszcze inaczej sasadq najmniejssel
pracy, zgodnie z treSciag odmiennego nieco wyslowienia: /stotne wartoSci
statycznie niewyznaczalnych dajq najmniejszosé pracy spresystej ustroju
wzorowo Spredystego, opartego na podporach miespresystych. Ze tak jest
istotnie, z latwo$ciag moZemy sie przekonaé¢, zwazywszy, Ze wartosci ze-
rowe pochodnych pracy czastkowych odpowiadaja jej skrajnej wartosci naj-
mniejszej bowiem praca sprezysta jako rdzennie dodatnia nie moze mied
maximum. Istotg¢ powyvzszych rozwazan najlepiej uwypukla—

§ 12. Zastosowania twierdzenia Menabrea. W ksi¢dze drugiej (str. 68)
rozpatrywaliSmy belke statycznie niewyznaczalng., Zachowajmy wszystkie
znakowania, nadto przez X oznaczmy statycznie niewyznaczalny odpor, za-
stepujacy oddziatywanie podpory /. W dowolnym przekroju O, obranym
w odleglosu » od tej podpory panowa¢ bedzie moment M= Xo-i-1/, pu?,

/(‘\0) : I, ﬁ(o.

a przdo I = ' 2 1] do. W zaloZeniu niesprezystej podpory .1
: = .\(u) 1/., w?

mamy, w my$! twierdzenia Menabrea: Jll: d.X = E[ wdo =

== [V, XB - Y plt] : El = O, stad X = — 3/, ﬁl. 'Moicmy réwniez za-

miast X rozpatrywa¢ moment osadczy, jako statycznie nie wyznaczalna
Chcac go wyznaczyé, odrzucamy zamocowanie i wprowadzamy zastepcza,
site uogélniona — moment w: w ten sposéb otrzymamy belke jednoprzgstowa
opartg w A na podporze rolkowej i w /3 na przegubowej. Obciagzenie
jednostajne p, tacznie z dodatkowym momentem p. da odpory pionowe
A i B. Odpér 4 zdatwoscia wyznaczymy, piszac réwnanie statyki dla
momentéw wzgledem punktu B. Bedzie to A/-{ '/, p*+.p= O, stad
A =—1,pl—p: ] zatem w przekroju O panowa¢ bedzie moment gngcy
M= — (Y, pi+p:0) o1/, p»?, a praca sprezysta rézniczkowana czastkowo

4 oMdw ! , . ol o do
po wu daodll : ou —_:] M 'U( Il r (1,-2;5«0-—-‘/3;510)— 13 -l_) T

= (Ygpl 8 — Y pI* — Yyud) : E1= 0. Stad p = — 1, pl*, jak w ksi¢dze
drugiei.

W tej samej ksledze (str. 70) rozpatry waliSmy belke dwuprzgslows.
Zachowajmy wszystkie znakowania. Z réwnan statyki mamy A= — /,p/—
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—Xb:loraz B=—pl— X~ 4 =—",pl —Xa :/, zatem w odgle-
glosci z od lewej podpory A panowaé bedzie moment M =1/, pz* —
— (Y, pl - Xb : 1) 2, a w odleglosci w od prawej podpory: M'="/,pu* —
ra Mids b M'do

e By -f-" : SFEl oraz na mocy
oll a . O0Mds b OM'de [ e 2
ﬁzf MoxEL " J . M X E —[j AR

- b
— U, plz — Xzb :1l) (—bz:1) dz-{ J (Yyp02—1/, plo—Xaw: l)(—aw:l)

dw] : E1= 0. Po scalkowaniu i “skroceniu przez ab : L'l otrzymamy:
— Y p(ad4-8%) : [ Y p a2+ b3 + Yy Xab (a-]-b) : 1 = O. Stad bez-
posrednio X = — 1/, pl (a* + 3ab - b?) : ab. — Zamiast X mozemy roz-
patrywa¢ inny czynnik statycznie niewyznaczalny, dajmy na to moment od-
porowy, panujgcy ponad podporg X. Chcac zastosowaé twierdzenie Me-
nabrea rozcinamy pret ponad ta podpora i obcigzamy oba rozcigte prze-
kroje wza,emnie znoszacemi sie momentami réznoskretnymi w. "W ten
sposéb zamiast rozpatrywanego preta statycznie niewyznaczalnego otrzy-
mamy dwa statycznie wyznaczalne prety tozsamosciowe pod wzgledem
obcigZzenia z pretem ostatnio rozpatrywanym w poprzednim przykladzie,
korzystajac przeto z otrzymanych wyzej wzoréw mozemy odrazu napisac
O : 0. = (Vs pa® — Y, pa — Yy pa-i- Yy pb* — Yy pb® — s pb) : E1=0
St&d = ,____l/sp (a-“' -J'- b3) Bt
Jako trzeci przyktad rozpatrujemy bramg dswigowag (Rys. 4) obcia-
zong jednostajnie w stosunku p kg. na jednostke¢ diugosci polaci poziome;j
gbrnej, sztywno na wegtach polgczonej ze stojakami pionowywmi, opartymi
na podporach przegubowych A4 i B. Wysoko$¢ bra-
my /{1 szeroko$é — B. Obciazenie daje odpory pio-
nowe X i X’, poziome Y i Y o istnieniu tych os-
tatnich przekonamy sie z latwoscig zwazywszy, Ze
brama rozkracza sie¢ pod obcigZeniem, stara si¢ przeto
rozsungé podpory. Roéwnania statyki bedg dla sil
X4 X'+pB=0, Y+ V' = O, nadto dla inomen-
tow wzgledem lewej podpory: X' B -1/, pB*=o0
Rys. 4. stad : X' = —1/, pB = X, nadto }"= — Y. Odpér Y’
jest wigc statycznie niewyznaczalny. Chcac go
wyznaczy¢! rozbatrujemy przekréj poprzeczny stojaka C w odleglosci
« od podpory 4. Obciazenie przekroju stanowi sita oslowa X, mo-
ment Ya i, sita tngca Y, ktorg jak zwykle pomijamy wobec mo-
mentu .gngcego. Zatem w zalozeniu statej sziywno$ci £,l, i stalego
przekroju F, dla obu stojakéw otrzymamy ich prace sprezysta w postaci

“'(1/2 pl--Xa:l)o. Stad ll =

twierdzenia Menabrea
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2X*H Hys g . e . .
Ilg =m+2 91 Q—E-OE dx. Z kolei na goérnej polaci rozpatrujemy
przekroj poprzeczny w odlegloSci £ od lewego wezia /). Tutaj panowac
bedzie sita osiowa Y, moment M=YH-}+X:-4 !/, p2* i sila tnaca, ktéra
ini i t dla potaci gérnej: Il e 5 M ds.
pominiemy, piszagc wprost dla pofaci gornej: 11, = 57 Jo 2 EJ
Praca sprezysta ustroju II=11_ 411, zatem w my$l twierdzenia Menabrea:

) “H 2 B

57=2 }V]d“"f"Eﬁ gt f (YHHS B2 o), YEYE -
4- YB: EF-I—(YH'B e pHB3 -+ l/ﬁ;ﬁHB’) : Ef=0. Stad Y = pB*?:
"M H[l +1:FE42HEI: 3BE]). — Rysunek podaje zarazem wy-
kresy momentow. W stojakach momenty rosng linjowo az do skrajnej
warto$ci M, = Y/, ktéra przez sztywne taczenie wegla przenosi si¢ na
pota¢ gérna. Obcigzenie jednostajne daje momenty parabolicznie zmienne
znaku odwrotnego, nalezy przeto bra¢ dla gornej polaci réinice odejmujac
moment obcigzenia od M,.

Jako ostatni przyklad rozpatrujemy wigzar mozliwie najprostszege
ksztaltu, jak na (Rys. 5), lecz bez dolnego preta L, oparty na podporach
przegubowych, a wiec nie tak jak na rysunku, gdzie prawa podpora jest
rolkowa. ' Obcigzenie wiazara stanowi sila P
pionowa na gornym wezle. Oznaczmy lewy
odpor pionowy przez A prawy przez B, nadto
pod jarzmem sil P wiazar stara sie rozkra-
czyé—rozsung¢ podpory, .rodzac w nich sprze-
ciwy X skierowane po linji podpér do we-

Rys. 5. wnatrz. Z réwnan statyki wynika ze 4=B=—
= — 1/, P, oraz, ze odp6r X jest statycznie
niewyznaczalny. Chcac go wyznaczy¢ czynimy wigzar statycznie wyzna-
czalnym — zmieniajgc prawa podpore na rolkowa i dajac zastepcze sily X
znoszace si¢ wzajemnie. Nadto moZzemy zbudowaé dwa wykresy Cremony:
jeden dla sil P,4,B drugi dla sily X' =1, a wigc wskali 1 : X, nie znamy
bowiem istotnej warto$ci tej statycznie niewyznaczalnej, Z pierwszego
wykresu otrzymamy dla pretéw L; (¢ = 0,1,2) sily osiowe S'; = a; P, z dru-
giego S"; = b; XX 1, gdzie spélczynniki a; i b; w postaci oczywiscie trygo-
nometrycznej, wyznacza si¢ z latwoscia, jako stosunki bokéw trojkatow
wykresu, a zatem moga byé wyliczone cyfrowo.

Mnczac S;" przez X, otrzymamy ostateczne wartosci sil osiowych S;

pretow w postaci S;=a,;/>1-b,X, a stad i prace spretysta [I=2X (S:L,-:2_EF,-)
gdzie znak sumy winien obejmowaé¢ wszystkie prety wigzaru. Zgodnie
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z twierdzeniem Menabrea oll: 0 X=X (S;p,L;: EF}) = Y (a;P -+ 6;X) b;L;:
: EF=0 i ostatecznie X=—PX (a; b; L; : F; ): E(bj L; : Fi) o ile wszystkie
prety sa z tego samego tworzywa t. j. o ile E jest dla wszystkich jednakowe.
Tylko co rozpatrywany wiazar stanowi przyktad ustroju statycznie niewy-
znaczalnego zewnetrznie, uczyimy go statycznie niewyznaczalnym we-
wnetrznie. W tym celu prawa podpore przegubowa zmieniamy na rolkowa,
i dodajemy dolny pret L. Liczba przegubéw pozostata ta sama, cztery,
pretow sze$é — jeden wiegc, dajmy na to dolny jest zbyteczny, a jego sila
osiowa X stanowi statycznie niewyznaczalng. Przetnijmy go tuz u prze-
gubu .4, dajac sily zastgpcze X osiowe. Jedna z nich da obciazenie dodat-
kowe przegubu, druga osiowe obcigzenie rozcigtego preta. Ta druga sila
X wywolata sprzeciw w przegubie prawym—obciazenie wiec bedzie takie,
iak dla wigzaru poprzedniego, gdzie sity X stanowily sprzeciw odpér. Za-
tem i sily w pretach beda znéw S; = e;4-b; X, z wyjatkiem preta L.
obcigzonego sila osiowa X, tutaj wiec praca sprezysta wzbogaci si¢ o je-
den wyraz X°L : 2 FE, w ktérym przez [ oznaczyliémy staly przekroj
preta L. Stad oll:0X=Y (a;P4-0;X) b; L;: EF; - XL:FE=O0 i osta-
tecznie XN'=—PX (a; b; L;: F): [S (1); L;: /) + L:F]. Z powyzszych
przykiadéw widzimy, ze twierdzenie Menabrea stanowi nader sprawne na-

rzedzie rachunku. W pewnych jednak wypadkach znacznie predzej prowa-
dzi do celu— "

~ § 13. Twierdzenie Betti czyli tak zwana sasada waajemnosct. Wiemy
juz ze dla ustrojéw i cial wzorowo sprezystych praca spr¢zysta -stanowi
jednorodna funkcje drugiego stopnia sit lub ich przesunigé, mozemy przeto
napisaé¢ w ogélnej postaci ll=aP >+-b602-}-cR* ... 4+-mPO+-nPRA+-....+w0OR
|-, .itd.

Na zasadzie Castigliano II, ktére zgodnie z zaloZeniem da sig¢ zasto-
sowaé w tym wypadku, bedziemy mieli kolejno p=0l1: 0P=2a P+-..+mQ--

b #RA-...., g==011: 00=2 bO-}-.... - P4-..~4w R+-..., r==0I1: 0R-—=2¢R ...
.. +nPt. FwO+itd,, gdzie przez P,Q,R... oznaczylismy sily odksztat-
cajace zewnetrzne, a przez p, ¢, »... ich przesunigcia,

Wezmy pod uwage dwa stany rownowagi odksztatconej: pierwszy I dla sit
}'1,'91,181..., i przesunieé p,, ¢, 7y....,drugi 1l dla 2, ,, ... oraz g, §,,7,... itd.
W tem zalozeniu tworzymy sumy iloczynéw sit stanu I przez odpowiednie przesu-
niecia stanu 11 i odwrotnie, mamy: P, p, | O, g, -} R ry +...=2aFRP, -

o MO P - WRP, - 200,0, - L - mP0, - - wR O -
| 2R R, - . Fn PR, A+ wO,R, - it d. oraz Popy - Oagy |-
- Ryry = o = 2aP,P, - ... > mO Py b L - wR P, - . - 260,0, -
e == POy A oo 4= ROt A 2eR Ry - = nPRA- A wOR,

-}~ ..it.d., a przeto na zasadzie tozsamosci prawych czesci wzoréw tylko
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co wypisanych mozemy napisa¢, ze Pp, -+ Qg -+ Ry -~ ... = Pyp,

< (ug, -+ Ryry -+ ... Ténwzor stanowi istote twierdzenia Betti: Suma séf
odkszlalcajqcych, przynalesnych do pierwszego stanu roéwnowagi ustroju
wWB0rowo Spredystego, mmnosonych przez odnosne przesunigcia druglego
stanu rownowagt, rowna jest summie tlocsynow sté drugiego stanu, przez
odnosne praesunigcia plerwszego. O sitach wewnetrznych niema tu mowy—
wystepuja wylacznie i tylko sily zewnetrzne z przesunigciami. Te¢ ceche
wyrézniajaca twierdzenie Betti nalezy wyraznie podkreslié, stanowi ona bo-
wiem zalete nieslychanie doniosta. W wypadku dzialania tylko dwéch sil,
rozpatrujemy zazwyczaj dla stanu pierwszego wartoSci P, i O, = O wraz
2z odno$nemi przesunigciami p 1 g, dla stanu drugiego odwrotnie P, =

O i O, z przesunieciami p, i ¢,. Na mocy twierdzenia Betti P,p, = 0.q,.
Gdy nadto obierzemy z géry P, = 0,, to otrzymamy p., = ¢,.

§ 14. Zastosowania twierdzenia Bettii Wezmy pod uwage pret
(Ksiega II Rys, 42) obsadzony jednostronnie, drugostronnie obcigzony zrazu
sila P, = P, a potem momentem O, = /7. Obie te sily wywoluja ugigcie
preta, w obu wypadkach otrzymamy skrajne ugiecia preta f, i f, oraz katy
0, i ©, nachylenia koficowych stycznych odksztatconej ku pierwotnej osi
preta, Na mocy twierdzenia Betti: Pf, — 470, gdy nadto sife P liczbowo
uczynimy réwna sile uogdlnionej B, to wtedy otrzymamy jednakowe licz-
bowe wartosci f, = ©,. Latwo sie o tem przekona¢ bezposrednio, zwa-
zywszy ze f,—=M/* : 2/], a & = P/?: 2[]. Wezmy nadto pod uwage zreszta
zupelnie dowolny przekr6j poprzeczny O tego preta w odlegloSci & od
osady. Przekréj O obnizy si¢ o 1 pod jarzmem sity P przylozonej do
swebodnego konca preta, a styczna odksztalconej pochyli sia w punkcie ()
pod katem ©,, gdy skrajny przekréj preta obciazymy momentemn 7. Prze-
sufimy site P ponad 6w przekroj (J, a koniec swobodny preta obnizy si¢
o 1; przenieémy moment J/ w plaszczyzne przekroju (), a styczna koficowa
odksztatconej utworzy kat ©, z pierwotna osia preta, Wymaga tego twier-
dzenie Betti, to samo dadza wzory § 24.

Jako drugi przykiad bierzemy pod uwage pret oparly na dwoch pod-
porach (Ksigga 11 Rys. 44). Przesuniemy site P z jej punktu uczepienia
C'w (O, a otrzymamy w ( te sama strzalke ugigcia, jaka byla poprzed-
nio w 0,. :

Zasada wzajemno$ci oddaje nader cenne ustugi w zastosowaniu do
belek wieloprzestowych. W ksiedze drugiej rozpatrywaliSmy belke dwu-
przestowa (Rys. 45), obcigzona sita P pionowa w odleglosci ¢ od prawej
podpory /3. Qdrzuémy podpore X i site P, do Srodka przekroju poprzed-
nio podpartego przyl6imy site X = 1. Po odrzuceniu podpory X pret
stat sie belka jednoprzeslowa statycznie wyznaczalng, mozemy przeto
z latwoS$cig wyznaczy¢ ze wzorow Scistych lub przyblizonych (Ksigga
trzecia 1X) strzatke ugiecia g jedynej sily zewngtrznej X — 1 oraz ugie-
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cia preta f/ w przekroju, gdzie poprzednio dzialala sila P obecnie odrzu-
cona. W danym wypadku obcigzenie rzeczywiste preta stanowig sila R—Rj
oraz odpér X = (), jako jedyne sily zewngtrzne prela picrwszego stanu
rownowagi. Dla stanu drugiego P,= O, O, =1, oraz odno$ne przesu-
nigcia p, =/ i ¢, =g. Na mocy twierdzenia Betti £/ - Xg = P,p, -
+ Q,9, = Op, + 1 X O = O, poniewaz w zatozeniu niesprezystei pod-
pory posredniej X dla pierwszego stanu mieliSmy ¢, = (). Stad bezpo-
$rednio X — — Pf:g. Wobec niewatpliwie stalej wartosci P : g odksztal-
cona wyznaczona wzorem S$cistym, lub przyblizonym dla stanu drugiego da
w skali P: g wszystkie wartosci odporu X dla poszczegolnych polozen
obcigzenia P na belce. Odksztalcona stanowi przeto tak zwang linjg
wplywu sily P na odpér X, dajacg nader cenne ustugi przy rozpatrywaniu
obcigzenia ruchomego. W wypadku dziatania # sit .pionowych P; ({ =
= 1,2 .... n) bedziemy mieli niewatpliwie X = — 1/g XP;f;, gdzie przez
J; oznaczyli§my strzatki odksztatconej, jaka daje pojedyncza sita X =1
przy odrzuceniu posredniej podpory, wyznaczone dla punktéw uczepienia
sit P;.

Gdybysmy zamiast statycznie niewyznaczalnej X — chcieli okresli¢
moment odporowy panujgcy ponad podpora A, to w tym wypadku mie-
libysmy dla stanit pierwszego P,=P, O,=, oraz Ri=—y, poniewaz plytka
penad podpora X obcigzona jest obustronnie réznoskretnymi momentami ..
Aby otrzyma¢ stan drugi, nalezy rozcia¢ belke przez srodek owej plytki
tuz nad podporg X i obcigzy¢ obie powloki przekroju rozcigtego -momen-
tami == 1 i ,— — 1, réznoskretnymi, odrzuciwszy silg P. W ten sposob
bclka statycznie niewyznaczalna rozpada si¢ na dwie statycznie wyzna-
czalne jednoprzestowe, obciazone jak belka (Rys. 43 ksiggi drugiej). Zatem
dia stanu drugiego bedziemy mieli P, = O, O, = 1, Ry=— 1 wraz z prze-
sunigciami p, =/, ¢ = Yypa i £, v, =—",nb: El, gdzie przez f
oznaczyli$my ugiecie w miejscu, gdzie dawniej dziatata sita P. W mysl
twierdzenia Betti P/ —-‘;- p-X 1/’3 na: o —i— (— p.) (— ]_'3 p.b : ]f]) = Pz}’x %—
+ Quq, -+ Ryry.= Opy + (n—1p.) @ =0, gdzie przez O oznaczyliSmy kat
Pochylenia stycznej odksztalconej belki nierozcigte] ponad podporg X Stad
mamy n=— ELPf:Yy(a--8)=—(£l:3/) Pf. W razie dziatania n
sit P; (s =1,2... n) otrzymamy p = — EIl : 3/ZP; fi , gdzie przez /i ozna-
czylis§my przesunigcia sit P; dla stanu drugiego.

W podobny sposéb mozna wyznaczy¢ odpory posrednie X,Y statycz-
nie niewyznaczalne belki tréjprzgstowej (ksiega druga Rys. 50), obcigzonej
gdziekolwiek sita pionowg P. Dla okreslenia X,Y, bierzemy pod uwage
trzy stany réwnowagi trwalej—pierwszy istotny z dodatkowemi sltaml XY,
zastepujacemi dzialanie podp6r, drugi i trzeci bez podp6r $rodkowych,
a wiec dla belki statycznie wyznaczalnej opartej na podporach: A4 rolko-
wej | B przegubowej. W drugim jedyna sita zewnetrzng ma by¢ X = 1.
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w trzecim Y = 1. Dla stanu Il i Ill z latwoScig wyznaczymy ze wzoréw

‘§cisiych, lub przyblizonych strzalki ugiecia w miejscach, gdzie przedtem

tkwity podpory oraz gdzie dziatala sila P. Zatem dla pierwszego P,=P,

O, =X, R=1Y, p=1{ ¢q. = o, , = o, dla drugiego P, = O, 0, =1,

R,=0, p =g, g = h, r, =14, wreszcic dla stanu trzeciego b, = (),

Oy =0, R,=1,p, =k, qy=m, r,=mn. Na mocy twierdzenia Betti;

dla stanéw 1 i 1l mamy Pg 4 Xk} Yi=0f+41'04+00=0 w po- :
dnbny sposob dla I i 11l otrzymamy: Pé + Xm+Yn=0O:f+0°0 -

+ 1+0=0. Z tych dwéch réwnah wyznaczymy X, Y w postaci utam-

knw o mianownikach nlezaleznych ani od g ani od &, lecz tylko od sta-

tych wartosci 4, ¢, m, n i tu wiec z latwo$cia znajdziemy linje wpiywu

obciqsenia ruchomego P na wartosci X, Y. [ Jako ‘ostatni przyklad rozpa-
trzymy ustréj mostowy (Rys. 5) oparty na dwéch podporach przegubowych,

a wiec statycznie niewyznaczalny, précz bowiem odporow pionowych,‘
ktore z latwoscia znajdziemy z réwnan statyki, bedziemy mieli nadto od-
pory poziome X, statycznie niewyznaczalne. Wyznaczamy X dla obcigze-
nia, stalego lub ruchomego, pionowemi sitami >. Przy obciagzeniu rucho-
mem nalezy wyznaczy¢ linje wplywu dla odporéw X. W tym celu obcig-

!P zamy kolejno gorne wezly ustroju silg pionowag P=1
= = i wyznaczamy odpowiednie wartosci X, znaczac fe

by 4 3 s 3 " 3
N> 7 *l7 na wykresie pod odpowiednimi wgzlami. W ten
'%-_&L:'_T - sposob wyznaczony wykres stuzy¢ moze dla wszel-
;5-- e kiego P, da bowiem wartosci X w skali 1: P.
: oS Zatem obcigzmy jak na rysunku, wezel 2—6 sitg
Rys. 5. P=1 bedzie to I stan rownowagi ustroju. Dla

stanu drugiego rozpatrujemy obcigZzenie silami
Ki="1; dznalajaceml na wezly podporowe, przyczem obie podpory odrzu-
camy, czynigc w ten sposéb ustrdj statycznie wyznaczalnym. Pod obcig-
zeniem sit X =—= 1 oba skrajne wezly podporowe zblizg si¢ ku sobie na
h cm. Z wykresn Villiot'a z latwoscig wyznaczymy przesunigcia pionowe
a, b, ¢, d, e gornych weztéw ustroju dla stanu I, a wiedy na mocy twier-
dzenia Bettl bedziemy mogli napisa¢ X4 + 16 =0, stad X = — b : &
Czynnik 1: A ma niewgtpliwie warto$¢ stalg dla wszystkich weziéw, za-
tem wykres przesunieé a, b, ¢, d, ¢ wyznaczy w skali P : /s, wszystkie
warto$ci X dla sily ruchomej P, kolejno obcigzajgcej gérne wezly ustroju.
Jego krzywa stanowi szukaha linje wplywu ruchomego ciezaru P na od-
por X statycznie niewyznaczalny.
Gdyby$émy ten sam ustr6] oparli na prawej podporze przegubowej
i lewej rolkowej, a nadte zlaczyli dolne przeguby Sciggaczem poziomym,
idgcym po linji XX, to otrzymalibySimy statyczna niewyznaczalno$¢ we-
wnetrzng, a to z powodu zbytecznego dolnego pretas Sily osiowe X tego
preta nle moga by¢ wyznaczone z réwnatt statyki. .1 tu réwnieZ rozpatru-
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jemy obciazenie odksztalcajace, w postaci sil pionowych, dziatajacych na.
gorne wezty. W wypadku obcigzenia ruchomego — nalezy wykresli¢ linje
“wplywu dia X. W tym celu obciazamy kolejno wszystkie wezly gérne
sita réwna jednosci. Towarzyszacy kazdemu z tych obciazen stan réwno-
wagi trwalej nazywamy pierwszym. Pod jarzmem sil zewnetrznych pret
zbyteczny da wydtuzenie XL : //, gdzie przez L oznaczyliSmy diugos¢
$ciagacza, przez [ jego staly przekr6j. Drugi stan réwnowagi odksztalco-
nej otrzymamy po odrzuceniu obu podpér, usunigciu §ciggacza i obcigzeniu
doinych skrajnych weztéw sitami X = 1, stowem bedzie to stan drugi wy-
zej rozpatrywany. Zatem dla stanu pierwszego P,=1, 0;=X i ;= — X,
a nadto niewatpliwie ¢, = XL : £/, oraz », = o bierzemy bowiem wy-
dluzenie $ciagacza wzgledne — to jest zmiang odleglosci skrajnych dolnych
weziéw. Dla stanu drugiego P, =0, (),==1 i K, = — 1 oraz po sta-
remu p, = b, ¢, = h, 1, = o0, zatem na mocy twierdzenia Betti mozemy
napisa¢ Xh-+1-b=1 XL: L[, stad X = — b : (h+L: L[) Mia-
nownik wzoru otrzymanego jest staly bo niezalezny od umiejscowienia
sity P na wegzlach goérnych — a przeto wykres przesunig a, b, ¢, d, e
wyznaczy w skali P : (4 4 L : £/7) wszystkie wartosci sily X dla sity P
ruchomej, kolejno obcigzajacej gorne wezly ustroju. I tu wiec jego krzywa
wyznaczy linj¢ wptywu dla X,

§ 15. Twierdzenie Mohra. Weimy pod uwage ustr01 WZOrowo spre- .
zysty, pozostajacy w rownowadze pod jarzmem ukiadu sit odksztatcajacych
P, (#=1,2...n). Na tle dzialania tych sil zrodzil si¢ uklad sit wewnetrznych
— naprezen /, (k=1,2...~). Przesunigcia sit odksztalcajacych oznaczamy
przez p; ‘odksztalcenia, czyli przesuni¢cia sit wewngtrznych przez 0. Wo-
bec istnienia trwalej réwnowagi ustroju odksztalconego, mozemy don za-
stosowa¢ zasade prac mozliwych (virtuel) piszac P,3p, Pyt ... P, 0p, —
=1,00,-4-4,30,+ ... itd., gdzie warjacyjne przyrosty, maja oznaczaé prze-
‘suniecia mozliwe w danych warunkach obcigzenia. W powyzszem réwna-
Dniu niema sprzecznosci, bo sily odksztalcajace P; rownowaza uktad we-
wnetrznych #,, czynna praca pierwszych powinna przeto przejS¢ w prace
drugich bierng, a wiec rézng co do znaku. Na mocy prawa zachowania
energji, suma tych prac musi by¢ rowna zeru dla cial sprezystych, wtedy
bowiem praca czynna catkowicie przechodzi w prace spreiysta naprezen.
Tylko co otrzymane réwnanie, aczkolwiek bezwzglednie §ciste nie daje sie
stosowaé praktycznie wobec sumowania nieskofczonej liczby skiadnikow
43¢0, moze jednak oddac cemne ustugi tam, gdzie to sumowanie nie
sprawia zbytnich trudnosci, a wiec przedewszystkiem w wypadku ustroju
ztozonego z pretéw prostych faczonych przegubowo. Gdy sily zewnegtrzae
dzialajg tylko na przeguby—w pretach powstaja sily osiowe R, Te sily zaste-
puja ukiady naprezen, panujjce w pretach, dajac te same wydluzenia 7 =06L,
gdzie przez L, oznaczyliSmy diugos¢ danego preta k, zatem dla m pretow
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ustroju, bedziemy mieli £ P; ¢ p; = L IV, ory, pierwszy znak sumy winien
obejmowaé » sil odksztalcajacych, drugi m sil w pretach. Tylko co wy-
prowadzony wz6r ma zastosowanie rozliczne. .

1-o. W wypadku ustroju pretowego o zlaczach przegubowych
statycznie wyznaczalnego moze sluzy¢ do wyznaczania sit /0, w pretach.
tatwo to udowodni¢ zwazywszy, ze w ustroju tego rodzaju wydluzenia
poszczegollnych pretéw sa zupelnie dowolne w pewnych granicach. Istotniz,
skoro odrzucimy jeden z pretéw, wtedy dwa sgsiednie tréjkaty utworza
czworobok o niematerjalnej przekatni w miejscu odrzuconego preta, mozemy
wiec, nie zmieniajac reszty ustroju, skrzywi¢ czworobok w sposab zupelnie
dowolny i wstawi¢ nowy pret krétszy, iub diuzszy az do pewnych granic,
zaleznych od stosunkéw bokéw sasiednich, Stad wniosek, e przyrosty
urp, ustrojow pretowych przegubowych, statycznie wyznaczalnych sa nie-
zalezne od siebie, a nadto w pewnych granicach zupelnie dowolne. Za-
tem na tle przyrostu d» obranego preta pewne wezly ustroju przesuna sie
nieco, ujawniajac przesunigcia Sp weziéw przegubowych,—przesunigcia sit
zewngtrznych P.  Stad na mocy twierdzenia Mohr’a YXP3p == [0r, a przeto
R=+XP3p:8r. Praktycznie przyrost warjacyjny or nie daje si¢ uskutecz-.
ni¢ jako znikomo maly, z latwo$cia jednak mozna zauwazyé, ze wszystkie
3p muszg zaChodzi¢ proporcjonalnie do 27, co wprost wynika z zalozenia
wzorowej sprezystosci ustroju, mozemy przeto zamiast ¢, daé przyrost zni-
komo maly, skoficzony / i odpowiednio wykreslnie lub trygonometrycznic
wyznaczy¢ przyrosty Ap, a wtedy R=XP\p: 4.

To zastosowanie twierdzenia Mohra daje nader cenne wyniki w tych
wypadkach, gdy zwykle sposoby statyki wykreslnej zawodzy.

2-0. Gdy ustréj wzorowo sprezysty przegubowo pretowy ma wiezy
lub prety zbyteczne, dowolno§¢ wszelkich Jr jest oczywiscie niemoZ- .
liwa, istnieje bowiem zawsze pewna liczba przyrostow dJ», zaleznych od
pozostalych. Wobec zaleznosci przyrostéow &, tylko co wyiej wskazany
spos6b rachunkowy zawodzi, trzeba wiec nieco inaczej zastosowaé twier-
dzenie Mohra, aby wyznaczy¢ sily w pretach ustroju. WeZmy przedewszyst-
kiem ustréj o Jednym precie zbytecznym, sile osiowa tego preta oznaczamy
przez X, wyjmujemy go z przegubéw i wzamian preta odrzuconego dajey
na tych przegubach dwie sily zastepcze X i—X, zwiekszajac w ten sposdb
uklad sit zewnetrznych P. Ten uktad sil mianujemy pierwszym. Da on
sity /& w pretach; chcac je wyznaczyé buduje.ny dwa wykresy Cremony:
jeden dla sil P z ktérego wyznaczymy sily w pretach K° zaleine .wylacz-
nie od P, drugi za$ dla sit X=-—X=-1. Ten ostatni wykres da sily w pre-
tach R'. Budowa obu wykresow nie nastreczy zadnych trudnosci, ponie-
waz po odrzuceniu preta zbytecznego ustrdj staje si¢ statycznie wyzna-
czalnym. Zatem bedziemy mieli dla stanu pierwszego uklad sit w pretach
R=R'|XR', dajacych wydtuzenie Ar=(R*4XR’) L:'/£F, nadto wydluze-
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nie odrzuconego preta zbytecznego Ax=X/: E/", gdzie przez L i / ozna-
czyliémy odpowiednie diugosci pretéw, przez f i /7 ich stale przekroje po-
przeczne. Chcac otrzymaé drugi stan réwnowagi, zakfadamy wszystkie sily '
P=0, odrzucamy pret zbyteczny i obcigzamy jego przeguby sitami X =
= —X=—1, Beda to jedyne sity zewnetrzne ukiadu drugiego. Dadza one
sity R’ w pretach, ktére juz przedtem wyznaczyliSmy za pomoca drugiego
wykresu Cremony. W stosunku do sit uktadu I} zewngtrznych X i—X
i wewnetrznych R’ przyrosty Ar i Ax grajg niewatpliwie role przesunigc
mozliwych, a nadto w zaloZeniu wzorowej sprezystosci ustroju, proporcjo-
nalnych do nieskonczenie malych przyrostow warjacyjnych 471 dx, co wprost
wyplywa z linjowych zaleznosci przesunigé od sil; mozemy przeto na mocy
twierdzenia Mohr’a napisa¢ 1. Ax=YR'Ar to iest inaczej jeszcze X/: Ef=
= SR (R+-XR') L: EF, stad X=X ("R L:El):[l: Lf+X( 2L EF)).
Wrazie zbytecznej podpory niesprezystej— i jej odporu X, bedziemy mieli
Ax=0, a zatem X = X (ROR'L:E[F;:Y (R'*L:EF). Wreszcie dla kilku
statycznie niewyznaczalnych X, Y, Z ... nalezy zbudowac kolejno wykresy
Cremony — jeden dla sit zewngtrznych P, drugi dla sit zastgpczych X=1,
trzeci dla Y=1, czwarty dla Z=1, i t. d. Te wykresy dadzg odpowiednic
sity w pretach R° R, R"R" i t. d, a przeto dla stanu pierwszego, gdy sily
zewnetrzne P dzialaja tacznie z zastepczemi X,Y,Z...bedziemy mieli sily
w pretach R=R*F-XR'|}YR'+ZR"+..itd. | tu réwniez budowa wy-
kreséw nie nastreczy zadnych trudnosci, poniewaz wigzy zbyteczne odrzu-
cili$my, uczyniliSmy przeto ustréj statycznie wyznaczalnym. Dla stanu dru-
giego czynimy wszystkie P = 0, odrzucamy wszystkie wigzy zbyteczne
I obcigzamy ustréj silami X=--X=1. W ten sam spos6b dla sil zastep-
czych Y=—Y=1 otrzymamy stan III, dla sit Z=——Z=1 — stan IV itd.
W stosunku do tych ukladéw sit odksztatcajgcych przyrosty Az, przynaleine
do stanu |, beda graly role przesunigé¢ mozliwych i w zaltozeniu WZOrowej
sprezystosci ustroju —proporcjonalnych do dr, bedziemy przeto mogli napi-
sa¢ na mocy twierdzenia Mohra, nastepujgcy szereg réwnan linjowych
wzgledem X, Y, Z, a mianowicie: 1 . XL, : £,/ =X [R4-XR +YR" -+
ZR".JL:LF )'Ly:EyFy:)."R" [RO4-X R+ YR"+ZR"}-.. L LT,
1 v ZL,: EJF,=YR'" [R4+XR'+YR'+ZR"+..] L1 EF itd,, z ktérych
z latwo$cia wyznaczymy wszystkie statycznie niewyznaczalne.

3.0. Po okresleniu wszystkich statycznie niewyznaczalnych mozemy
wyznaczyé wydluzenia wszystkich pretow pod jarzmem sit osiowych £,
i uwzgledniajac w ten sposéb otrzymane dlugosci i odksztaicone pretéw—
otrzymaé przesunigcia p przegubow na ktdére dzlalajg sity zewngtrzne 125
Ta droga jest do§¢ ucigzliwa i tu réwniez twierdzenie Mohra szybciej pro-
wadzi do celu. Jak wyzej zewngtrzne sily P wraz z wyznaczonemi zastg-
pczemi X,Y,Z ...nazywamy ukladem I; chcgc dajmy na to okresli¢ prze-
sunigcie p, przegubu, gdzie dziala sila Py, rozpatrujemy ukliad drugi, obej-
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mujacy jedyng sile¢ P,=1 zwykltg lub uogéiniong. Da ona sily w pretach
R, ktore z latwoScig wyznaczymy, odrzucajac wszystkie wigezy zbyteczne,
stowem czynigc ustréj statycznie wyznaczalnym. Nadto oznaczmy przez
Ar wydtuzenia prgtow pod jarzmem sit osiowych K, uktadu, pierwszego,
a zatem na mocy twierdzenia Mohra bedziemy mieli 1. p,=XKR, Ar, co da
szukang warto$¢ p,.
Rozwazania powyzsze jaskrawo podkreslajgc doniostosé twierdzenia
Mohr'a w stosunku do ustrojéw pretowych przegubowych.
§ 16. Zastosowania twierdzenia Mohr’a.
1 o Bierzemy pod uwage (Rys. 6) wigzar najprostszego typu zfoZony
z trzech pretow taczonych przegubowo A(C = CB i 4AB. Lewy dolny
przegub oparty jest na podporze rolkowej, prawy na
przegubowej. Na przegub gérny ( dziata sila pionowa
P. Wobec symetrji przekroju odpory pionowe 4 =
=B =—"/,P. 7 wykresu Cremony z latwoscig znaj-
dziemy, Ze w dolnym precie poziomym panowacl be-
Rys. 6. dzie sita osiowa R, =1/, Pctga, dodatnia, a wiec roz-
ciggajgca, w obu pretach gérnych sita L= —1/,P :
: stno Sciskajaca. Wyznaczmy te same sily, stosujac twierdzenie Mohr'a,
a nadto postawmy nieco szerzej cale to zagadnienle. Zalézmy, ze tréjkat
ABC stanowi czastke wigkszego ustroju przegubowego, inaczej moéwigc,
ze z przegubéw 4 i B rozchodza si¢ dalsze prety ustroju, a prety AC
i (B== AC dajg przegub C obcigzony sita P skierowang jakkolwiek. Wy-
dluzmy jeden z pretéw, dajmy na to BC o przyrost A >0, a wiec lezgcy
na przedluzeniu osi BC poza przegubem ( i odliczmy w kierunku strzalki
zegara kat » pomiedzy kierunkiem przyrostu 4 > o0, a kierunkiem slty P,
oraz ¢ = B(A4 — kat pochylenia obu pret6w zbiegajacych si¢ w C, liczony
w tym samym kierunku od preta wydtuzonego. Promieniem CB -+ A i AC
zataczamy luki — w przecieciu otrzymamy nowe poloZenie przegubu C’ na
tle przyrostu 4. Proste rozwazania geometryczne dadzg warto$é przesunie-
cia bezwzglednego CC'==h: sin . Rzut jego na kierunek sity P da przesu-
nigcie p =k sin (¢—w) : sén ¢. Zatem dla sily R osiowej preta CB be-
dziemy mieli w my$l twierdzenia Mohr'a Rh==Pp=Phsin (o'~ ) : siny;
stgd R =Psin (3 —w):siny, W danym wypadku dla gérnego wezla
w=270° — 2,¢ = 180° — 20, a wiegc R = — '/, P:sina. W po-
dobny sposéb dla lewego dolnego wezta, gdzie sila zewnetrzna skierowana
ku gérze 4 = !/, P mamy w stosunku do przyrostu # > o preta poziomego
o=90" ¢ =360° — a, stad R, = Y, Pctga.
2-0 Weimy pod uwage ustréj ramowy (Rys. 7), zlozony z szesciu
pretéw polgczonych przegubowo. Dolne przeguby spoczywajg na podpo-
rach: ‘lewej przegubowej i prawej rolkowej. Na wezly gorne dziatajg sily




. BpF

poziome P, skitrowane na prawo. Te sily daja odpér poziomy 7/, oraz
odpory pionowe Vi W. Z rownan statyki mamy dla sil poziomych

H + 2P = O, stad H = — 2P; ten odp6r zatem dziala po osi BA i jest
skierowany odwrotnie do sit P. Réwpanie momentéw wzgledem punktu A4
da nam 2HP 4 WB=0, stad W= — 2PH : B = — 2P¢/g «; nadto

" z réwnania sil pionowych V -+ W = 0; widzimy, ze

P B T Vi W maja kierunki odwrotne: W = 2Plga dziata
TRV cisngco na ustréj, jako skier. wane ku gorze, V=2Piga
¥ H 6 W jest skierowane w doéf. Rzut oka na _rysunek odrazu
to uwypukli, sily bowiem P starajg sie¢ unie$¢ ustroj

H o\g . .
s ponad podpore A i przycisngé go do B, wywoluja przeto
sprzeciwy odwrotne. Te same wyniki otrzymamy jesz-
Rysunek 7. cze wyrazniej, prowadzac z B 0§ B A4 X pozioma

y

i BY pionowag w dél. W danym wypadku podwojona liczba wezlow
2 3 4 — 3 = 5; jeden pret jest wigc zbyteczny, dajmy na to Ne 5. Jego
sita osiowa X stanowi jedyna statycznie niewyznaczalng ustroju. Odrzuémy
ten pret zbyteczny i zastagpmy jego dzialanie na przeguby sitami X; wobec
braku jakichkolwiek danych, kierujemy te sily ku scbie, inaczej méwiac,
zaktadamy, ze w precie Ne 5 panujg sily osiowe rozciagajace, tylko w tym
bowiem wypadku pret przeciwdziala sitami X, skierowanemi ku sobie po
osi preta. W ten sposéb ustroj stal sie statycznie wyznaczalnym, moZemy
przeto okreslié sity jego pretéw R, budujac dwa wykresy Cremony — lub
tez korzystajac z poprzednio wyprowadzonego wzoru. Pierwszy wykres da
sity w pretach zaleznie od P, ¥, W, H, drugi od sit X =1, gdy réwno-
czesnie P— V= W = H = 0. W ten sposéb otrzymamy z pierwszego
wykresu R’ = 2P#ga, R'y=P; R';= 0, R,=2P, R', = —2P:¢osa.
Drugi wykres da znowu R", = — sima, R"; = — cosa, R'y = — sina,
R", = — cosa, R”, = 1. Zatem przy lacznem dzialaniu sil P i X sily
oslowe bedg R, = 2Ptga — Xsina, Ry =P — X ¢cosa, Ry=— X sina,
R, = 2P — X cos a, Ry = — 2P : cos a | X, a nadto jeszcze pret odrzu-
cony bedzie miat sile osiowa - X = R;. Dlugosci pretow W danym wy-
padku sa: L, =L, = H, L, =L, = Hctga, Ly =L, = Il : sin o, ich wy-
dluzenia pod jarzmem sit R, bedg A »;— R;L;:E; F; (¢= 1,2 ... 6), a przeto
na mocy twierdzenia Mohr’a mozemy napisac, ze 1 - Ar, = ER; - A r; gdzie
i=—1,2,3,4,6. Stad bezposrednio otrzymamy réwnanie dla statycznie nie-
wyznaczalnej 1- (—XH : E,F; sina)y=—H sina (2Ptga—X sma): EFi—
H cos o clg o (P—X cosa) : Egfy,—H sin o (—X sin a) : EJJ';—H cos a.cig @
(2P — X cos @): E,Fy + 1 - H(—2P : cos a4 X) : E i sina, z ktorego
z latwoscia wyznaczymy X w postaci: X =P (2 sin®a: E f; + cos’a :
E,F, + 2 cos®e: E,F, +2: EFy) : (1: EFy 4 1: EF, + sina: E.fi+
+ cos®a : EyFy + sinda : EyFy +- cosa: E,F,) cosa. Poniewaz ten sposéb
wyznaczone X jest oczywiScie dodatnie, przeto obrany kierunek sil zastep-



czych by! wiasciwy, a pret odrzucony istotnie rozciggany, co zreszta mozna
bylo z géry przewidziec. :

3-0 Jako ostatni przykiad rozpatrzymy kratowy dzwigar mostowy
(Rys. 8) oparty na dwéch podporach: lewej przegubowej i prawej rolkowej.
Ten ustréj przy 10 wezlach przegubowych posiada 17 pretow jest przeto
statycznie wyznaczalny wewnetrznie. Obciazenie dZwigara stanowia sily
P,, P;, P; pionowe na dolnych wezlach. To obcigzenie nazywamy pierwszem
i wyznaczamy przynalezne don sily w pretach i, a nastgpnie i wydiuze-

_ nia pretéow A »= RL:EJF. Aby wyznaczy¢ pio-
S ZT-S eh o i v ok nowe przesunigcie p, jednego z weziéw dajmy na
s L;" NP4 134 17 to wezla b, gdzie dziala sila P, rozpatrzymy obcig-
4 *Tlo7sf w4y, zenie 11, kiedy wszystkie sily zewngtrzne sg rowne
R 'R zeru, procz jednej tylko P;=1. Dla tego obcigze-
Rys. 8. nia, sity w pretach beda R’, zatem na mocy twier-
dzenia Mohr'a bedziemy mieli: [+ p, = YXR" A r =p,.
Gdybysmy, dajmy na to chcieli wyznaczy¢ pochylenie, czyli kat obrotu
przekatni L pod jarzmem obciazenia pierwszego, to nalezaloby wprowadzic
odpowiednig site uogolniong, dla ktorej owo © graloby role przesunigcia.
Ta sita uogdlniona bedzie oczywiScie moment i+ o parze si} R, przylozo-
nych do skrajnych przegubow przekatni. Nalezy wiec uczynié site uogol-
niong = RL réwng jednosci i dla tego obcigzenin II wyznaczyé sily R”
w pretach. W mys$l twierdzenia Mohr'a otrzymamy 1 - ® = XR" A » = 8.
GdybySmy wreszcie chcieli wyznaczy¢ zmiane, jakiej przy odksztatceniu
ulegl kat « pomiedzy przekatng L a stéjka 5 pod jarzmem obcigZenia
pierwszego, to nalezatoby wprowadzi¢ az dwie pary sit RL i TH, réino-
skretne o sitach R, dzialajacych na skrajne przeguby przekatni L i sitach 7—
czynnych w przegubach stéjki /4. Szukana zmiana A« gralaby w tym wy-
padku role przesunigcia wzgledem owej uogdlnionej sily, ztoZzonej z dwéch
par RL= TH ==1. Zatem dla tego obcigzenia drugiego nalezy wyznaczy¢
sity R w pretach dzwigara; w myS$l twierdzenia Mohr’'a bedziemy mieli
1. Ax = SR"Ar = Ao.

4-0 Wyzej zaznaczylismy, ze twierdzenie Mohr'a daje dobre wyniki
w zastosowaniu do ustrojéw pretowych przegubowych, w stosunku do innych
ustrojow twierdzenie to réwniez moze by¢ stosowane, aczkolwiek prowa-
dzi zazwyczaj do zawiklanych wzoréw. Jako przyktad weZmiemy pod uwage
belke (ksiega druga Rys. 38). W jej biezacym przekroju O, odlegiym o x
od podpory .4, panowaé bedzie moment gnacy M = Xx - !/, px? gdzie
przez X oznaczyliSmy statycznie niewyznaczalny odpér 4. Tej sile uogol-
nionej M odpowiada przesuniecie — kat dp pochylenia obu §cianek rowno-
leglych plytki, a zastgpujacych powloki przekroju poprzecznego w O.
Z teorjl zginania wiemy, ze dy¢ = Mdx~x: E/. Uklad sit uogolnionych M,
facznie z X stanowié¢ beda obcigzenie I dla danego wypadku. Odrzuémy
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podpore 4 i wszystkie sily uogolnione A7, a otrzymamy pret jednostronnie
osadzony" Swobodny koniec tego preta obciazamy sifg X = 1. Bedzie to
obcigzenie 11, da ono w poprzednio rozpatrywanym przekroju moment
1.x =DM, Oznaczmy nadto przez f przesunigcie sily X dla obciazenia I,

!
a otrzymamy wedlug twierdzenia Mohr'a 1. f = XM dy =f M Mdx ;. EL
W danym wypadku w zalozeniu podpory niesprezystej } = o, stad
{
mamyf (Xa - Y, px?) xdx . El= O. Po wykonaniu catkowania X == —
0

-3, pl. W wypadku kilku statycznie niewyznaczalnych X, Y Z... roz-
patrujemy kolejno obcigzenia II, gdy sity uogélnione M=0 aX=1,ll
gdy Y=1;1V gdy 2= 11 t. d. Z szeregu réwnan wypisanych dla obcia-
zed 1 i LI, 1i 111, 111V it d. linjowych wzgledem X, Y, Z... Z latw« §cia
wyznaczymy wszystkie statycznie niewyznaczalne. [ w tym wypadku twier-
dzenie Mohr'a daje dobre wyniki, nastrgcza jednak dosc powazne trud-
nos$ci rachunkowe, :

§ 17. Twierdzenie Levy opiera si¢ na czysto geometrycznych pod-
stawach i stosuje do ustrojéw pretowych statycznie nie wyznaczalnych 13-
czonych przegubowo. Niech tego rodzaju ustrgj zawiera k pretéw nad liczbo-
wych; odrzuémy prety zbyteczne, a otrzymamy ustréj statycznie wyznaczalny.
Odwrotnie chcac powrécié do pierwotnego ustroju nalezy te £ pretéw ponownie
zalozy¢, taczac odpowiednie przeguby. Stad oczy wisty wniosek, ze diugos$¢ kaz-
dego preta zbytecznego zalezy od pretow koniecznych, istnieje przeto £
rownan f (L,L,..L, ) = o uzalezniajagcych czysto geometrycznie pierwotne
nieodksztalcone dilugosci pretow nadliczbowych od pierwotnych wymiaréw
n -+ k pretéw pozostalych. Po obcigzeniu przegubow ustroju silami zew-
netrznemi pojawiaja si¢ osiowe sily R w n pretach ustroju i spowoduja
wydtuzenia Ar = RL : EF. Dla ustroju wzorowo sprezystego te wydluze-
nia Ar ‘b¢dg proporcjonalne do wydluzen elementarnych 7, a przeto bio-
r4c petne roézniczki réwnafi f = o, otrzymamy £ réwnan postaci df =
= (@f :0L,) aL, +} (9 : dL,) dL,+..4@f:0L,) dLo=0, W ktorych
mozemy przyrosty nieskofczenie mate @L =— &y zastapié proporcjonalnymi
przyrostami skonczonemi A». W ten sposéb bedziemy mieli £ réwnaf:
(0f:0L) RL, : E\Fy4-(0f: 0L)RLy : By Pyt (9 f: 0L YR Lot By I =0,
z ktérych wyznaczemy £ sil R osiowych dla pretéw nadliczbowych — sta-
tycznie niewyznaczalnych.

§ 18. Zastosowania twierdzenia Levy. W przegubach A,B,C sttyw-
nej polaci gérnej (Rys. 9) zawieszono prety L, L, L,, i pefaczono u dotu
wsp6lnym przegubem D. Srodkowy pret jest pionowy, dwa boczne po-
chylaja si¢ ku niemu pod katami a i . Wspélny przegub dzwiga sile pio-
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nowa P. Oznaczmy sily osiowe pretow przez X, Y, Z, beda to zarazem
odpory gérnych przegubéw ustroju. Réwnania statyki X cosa F Y 4 Z
cosB=P, X stna—= Zsinf, zawieraja jedng statycznie niewyznaczalna.
Chcac jg okre$li¢, wyznaczamy geometryczny zwig-
zek f = o. "Bedzie to w danym wypadku: @® - 6°
L?-—2L'—‘ -+ L. Stad rézniczkujac otrzymamy.L,dL,—
— 2LdL + L, dL, = o, nalezy bowiem rozpatrywaé
a 1 & jako stale wobec zalozenia bezwzglednej sztyw-
I nosci polaci gornej. Dla ustroju rozpafrywanego, nie-
Rys. 9. watpliwie wzorowo sprezystego przyrosty nieskoncze-
nie male, mozemy zastapi¢ proporcjonalnymi przyros-
tami skonczonymi AL, = XL, : £/, AL = YL : £F, AL, = ZL, : E,/[,
zatem XL,*: E\F, —2YL?: £ 4 ZL,*: E,F, = O. W ten sposéb
gwyznaczonerownanie dolgczone do rownan statyki pozwoli okreslic istotne war-
tosci X, Y, Z. W szczeg6lnym wypadku ustroju symetrycznego: L, = L,=L,,
a=0b,F, = I, =F,, cosae = cosfB=L": L, stn o = sin B, a przeto bedziemy
mieli uklad trzech réwnan: (X + Z) L:Ly+ Y=P, X =2, (X + Z)
Lo® : Egfy =2YL? ; EF, skad otrzymamy bezposrednio X=Z =P
“[2L : Ly 4+ EFLy?: EFL?, Y=P: [l 4+ 2EF,.L?*: EFL,%. Jako drugi
przykiad rozpatrujemy belke (Rys. 10) oparta na prawej podporze rolkowej
i lewej przegubowej, Obcigzenie belki stanowi sita pionowa P na wezle
gérmym C. Z réwnan statyki wyznaczymy oba odpory pionowe A i B,
oraz odp6r lewy poziomy najwidoczniej réowny zeru, mimo to belka jest
statycznie niewyznaczalpa wewnetrznie, zawiera bowiem jeden pret nadlicz-

P : bowy. Latwo sie o tem przekonaé: podwo-

a_ '}: y M4 P,Dm B jona liczba wezlow 12 — 3 daje 9, a nie 10
N 5 L/ 9 pretow jak to widzimy z rysunku, Wyznaczmy

' s 1 4% sity w pretach korzystajgc z twierdzenia Levy,

- ¥ ?47 A Przedewszystkiem wyznaczamy odpory A4 i B
Rys. 10. 'z réwnai momentéw wzgledem podpér A i B.

Niech L, oznacza calkowita dlugos¢ belki,

natem becziemy mieli A= —P (L, +L,): Lyoraz B=—PL, : L,. Oba

odpory s3 skierowane ku gérze. Budujac wykresy Cremony, lub tez sto-
sujac wzor ustalony w § 16 z latwo$cia wyznaczamy  sily” osiowe R, R,,
R, i R,,, dalej jednak ta droga p6jS¢ nie bedziemy mogli ze wzgledu na
obecno$¢ nadliczbowego preta. Prowadzimy przeto pionowy przekréj p,
odcinajagcy lewa cze$¢ be ki. Jej dzialanie zastepujemy silami osiowemi
R,, R, R, i R;, skierowanemi dajmy na to nazewnatrz pretéw rozcietych.
Réwnania momentéw wypisane wzgledem punktéw i D, dadza po uwzgle-
dnieniu kierunkéow R, H + R¢H cosB + BL, = O, oraz BL, — R;H — K;
HcosB = 0. Trzecie réwnanie otrzymamy rzucajagc na DI sily osiowe
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pretow rozcigtych: — R, sinf -1~ R, sinp — B==(0. Pozostale dwa row-
nania bedziemy mieli, rzucajic na kierunck DE sily zbiegajyce sie w wez-
tach C i D. Beda to. K + R, st 3==0 oraz P4 Ry + R, sinfp = 0. Tyle
da nam statyka; brakujace réwnanie mozemy otrzymaé¢ na mocy twierdze- -
nia Levy, zwaZywszy, ze dla srodkowego kwadratu L%+ L*=L% + L% -+
b-L%--L%. Stad rozniczkujac otrzymamy: L,dl, -{-L; dL;=L, dL, +
+L,dL, 4L, dL, -\~ L, dLg, gdzie zamiast przyrostow nieskoficzenie ma-
tlych mozemy podstawi¢ przyrosty skoficzone RL : E[” proporcjunalne
do dL, ustréj bowiem jako przegubowo pretowy jest wzorowo sprezysty.
Oznaczmy L, =L,— [/, Ly,=L. -~ A, L,=L, =M, a wtedy M* [k, :
Bl Ryt Belil) = H? [Ry-2. By y + Ry  Egly] A= KAUIRY nEQesf=R,
: E.[.]. Z tych rownan wyznaczymy pozostale sily osiowe R;, R,, R,
R, R:, Ry

§ 19. Naprezenia wtérne ustrojéw statycznie niewyznaczalnych.
Wyzej udowodniliSmy, 2e w ustrojach statycznie wyznaczalnych dlugosc
jakiegokolwieck preta nie zalezy od wymiaréw pretow pozostalych, a przetb
pewna w granicach mozliwosci zawarta zmiana dlugosci tego preta
nie moze wywola¢ naprezen w innych pretach ustroju. Inaczej rzecz sie
ma w ustrojach statycznie niewyznaczalnych, gdzie ogniwa sg powiazane ¥
pomiedzy sobg w ten lub inny sposéb. Tu kazdy pret nadliczbowy tnusi
mie¢ wymiar $ciSle okre$lony, inaczej bowiem nie moégliby igczyé przegu-
béw ustroju statycznie wyznaczalnego. Trzebaby uprzednio caly ustrdj
odksztalcié odpowiednio, aby zalozy¢ pret nadliczbcwy niedokladnych wy-
miar6w. Stad prosty wniosek, ze prety nadliczbowe, o ile nie sa $cisle
dopasowane wywoluja odksztalcenia pewnych prgtow ustroju, a co za tem
idzie, rodza w nich naprezenia dodatkowe wldrne. Wiazar, dajmy na to,
oparty na dwéch podporach przegubowych, winien $ciSle trzyma¢ miarg —
rozstawienia obu podpér, inaczej bowiem juz przy ustawianiu na podpo-
rach ulegnie odksztalceniu, zanim naf poczna dzialaé sily zewnetrzne ob-
clazenia, Weimy jako przyklad sierpownic¢ o rozpietosci weztéw dolnych
AB=L-{-\ nieco wigkszej od roztawienia podpér przegubowych —nijeru-
chomych, Ten ustréj (Rys. 11) nie da sie ustawié¢ na podporach bez

uprzedniego §cl$niecia sitami X' poziomemi, z gory
tak dobranemi, aby skrécily rozpietos¢ sierpownicy

Aq BAERRY w8 o0 A Oznaczmy przez R’ sily w pretach ustroju
"—_L": ] obcigzonego silami X =1, Uktad sit R’ wyzna-
A > czymy z latwoscig budujgc wykresy Cremony, od-
Rys. 11. razu bowiem widaé z rysunku, ze sierpownica jest

statyczniz wyznaczalna wewnetrznie. Zatem dla
sil X réznych od jednosci powstang w pretach sily osiowe R — XK,
a praca spreiysta calego ustroju bedzie Il =1/, EX*R"I: EF, gdzie sumo-

20
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waniem naleZy objaé wszystkie prety. Stad na mocy druglego twierdzenia Casti-
gliano A=0I1 : )X=NX/?"2/: EJ", ponjewaz \ gra role przesuniecia sily X. Z tego
rownania z tatwoscia wyznaczymy warto$¢ X odpowiadajaca danej réznicy ).

Ta sama sierpownica ze §ciagaczem 4B stanowi ustréj statycznie
niewyznaczalny wewnetrzuie. Diugo$é jej preta nadliczbowego AB, musi
by¢ Scisle dopasowana do rozpigtosci ustroju. Gdyby pret 45 byl o X
zbyt krotki to nalezatoby przed zaloZeniem Sciggacza — uprzednio $cisna¢c
sierpownice silami X, z gdry tak dobranemi, aby rozpieto$¢ 45 zmalata
pod ich jarzmem o .. Dopiero wtedy moznaby zalozy¢ Sciagacz, poczem
sily $ciskajace X usunaé, jako juz zgola zbyteczne. W ten sposéb
odksztatcony wiazar nie pozostanie w rownowadze — bedzie sie bowiem
odksztalcal sprezy$cie w odwrotnym kierunku dopéty, poki na tle pewnego
wydluzenia A $ciggacza nie zapanuje nowy stan réwnowagi ustroju. W ten
spos6b wigzar nie powrdci do stanu pierwotnego, bo na tle wydiuzenia A
" Sciagacza, zrodza sie sity X, utrzymujace sierpownice w stanie naprezonym,
a przeto odksztalcenie A ustroju nie zniknie catkowicie, jeno zmaleje o A.
Inaczej mowiac, pierwotne przymusowe $ciSniecie wigzara czeSciowo po-
kryje si¢ wydluzeniem §ciagacza, pozostanie za$ jego czg$¢ w=— A — A.
W danym wypadku praca sprezysta wiazaru pod jarzmem sit Xo,_dajacych
sity osiowe X R' w pretach, wyraza si¢ w postaci Il, == ‘/,_,SX;R"‘Z: EF,
praca sprezysta $ciagacza bedzie [1, == X":L : 2E,I,, zatem na mocy dru-
giego twierdzenia Castigliano A=09ll;: 00X, =X, L : E, /5, oraz w=24ll,:
10X, = SX,R"?/: EF, stad ostatecznie A=w-~A=X,L : EF,}+Z X, R'*:
: EF. Z tego wzorn z latwo$cia wyznaczymy wartosé .X,, odpowiadajaca
danemu A, a nastepnie sily osiowe X,R', jakie powstang w sierpownicy
po zalozeniu Sciggacza, a wiec jeszcze przed obcigzeniem wlaSciwem.
Tego rodzaju naprezenia nie mogg oczywiScie powstawa¢ w ustrojach
statycznie wyznaczalnych.  To tez ustroje statycznie nie wyznaczalne wy-
magajag wykonania znacznie staranniejszego, a zwlaszcza nieslychanie
doktadnej zbiérki. Kazdy biad, lub drobna usterka dajg nieraz do$é zna-
czne naprezenia wtorne, stagd pewna niecheé do ustrojow statycinie niewy-
znaczalnych, wyrazna zwlaszcza u domorostych wytrawnych. konstruktoréw,
nieraz zresztq oparta na nieznajomos$ci powyzej wylozonych twierdzen.

W podobny sposéb powstaja w ustrojach statycznie niewyznaczalnych
naprezenia wtérne na tle zmian temperatury poszczegdlnych pretéw, lub
calego ustroju. Aby to udowodni¢ powréémy do naszego przykiadu i za-
lozmy, ze temperatura wszystkich pretéw sierpownicy wzrosta o #°, kazdy
wiec pret otrzyma przyrost diugosci a,/, a cala rozpigeto§¢ — a,LZ. W obu
wzorach «, oznacza spéiczynnik rozszerzalnosci cieplikowej. Nieruchome
podpory staja temu na przeszkodzie, zmuszajac wigzar do zachowania
rozpletoscl pierwotnej. Ten sprzeciw podpdr rodzi silty X poziome, a z.niemi



Ly g e

sily osiowe R= R'X w pretach. fiatwo to udowodnié. Rozgrzany wigzar
rozszerza sig i ci$nie na podpory — wywolujac w nich sprzeciw X pozio-
my, wszelki bowiem odpdr pionowy, jako niezréwnowaZony nie moze istnieé
w danym wypadku, Stad praca sprezysta ustroju II—=1/, ZXR'%: EF.
Gdyby ustréj wyskoczy! nagle z podpér, to jego rozpietosé AB wzrostaby
znagla o o,L7, i nalezatoby go Scisna¢ o ten przyrost, aby méc ponownie
ustawi¢ na podporach. Zatem a«,L# gra tu role przesunigcia sily X, i na
mocy twierdzenia Castigliano: a,L¢=0ll: 0 X=XXR"*: EF, stad wyzna-
czymy z latwoscia X, a nastepnie i sity osiowe R — R'X pretéow, ustroju
ogrzanego o 7°. Godzi si¢ jednak zaznaczyé, Ze tego rodzaju jednostajne
rozgrzanie lub ozigbienie wigzaru rzadko kiedy zachodzi istotnie. Zazwy-
czaj rozgrzewa sie jeno pewna gromada pretow, a czasem nawet tylko
jedno ogniwo ustroju. W wypadku rozgrzania si¢ preta nadliczbowego
w pozostalych powstaja naprezenia wtorne, zupelnie tak samo jak przy
zakladaniu zle dopasowanego preta zbytecznego. Ogrzany pret jest zbyt
dlugi—trzeba odpowiednio rozsungé przeguby o ¢=a,/¢, dzialajac silami X,
w. kierunku osi owego preta. Wtedy dopiero mozna zalozy¢ pret ogrzany,
a sily X, usunaé jako zbyteczne. Przeguby rozsunigte nie pozostang jednak
w réwnowadze. Ustréj bedzie sie odksztalcal w kierunku odwrotnym dopoki
nie ustali sie ostateczny stan trwalej rownowagi, na tle odpowiedniego
wydluzenia ujemnego &', przynaleznego do ostatecznej wartosci sit osio-
wych X’ w precie nagrzanym. W ten sposob odksztalcenie «y/¢ nie zniknie
catkowicie pozostanie jego czeS¢ trwala A—2& — &', odpowiadajaca jego
sifom cisngcym X’ i nagrzaniu, Praca sprezysta i w danym wypadku bedzie
fl, = ¥1,X"*R'?]: EI dla calego ustroju, a dla preta nagrzanego M, =
= X"2L : 2EF,, stad na mocy Castigliano II &' =0ll,, : 0X'=SX'R*: EF,
A=X'L: EF, a przeto 8=A4-8& =3X'R?*: EF{ X'L:EF, = o,LL
Z tego wzoru z latwos$cig obliczymy X', a zatem i naprezenia wtorne
pretéw ustroju: R= X'R’ powstale przez nagrzanie jednego z pretéw,
. Zazwyczaj nagrzaniu ulega cala gromada pretéw. Wezmy pod uwage ustréj
statycznie niewyznaczalny, pozostajacy pod jarzmem ukladu sil odksztatca-
Jacych P. Wzamian odpér i pretéw zbytecznych wprowadzamy sity zastep-
cze X,Y...Z czynigc go statycznie wyznaczalnym. Sily w pretach tego
ustroju wyznacza si¢ wigc z latwoScia z wykresu Cremony w postaci
R=R'4-R' X+R"Y+R"Z+...., a wydluzenia pretéw przy lacznem dzialaniu
tych sit i nadwyzki temperatury ¢/ beda odpowiednio 8=RI/:EF + a,l.
To obcigzenie zowiemy pierwszem. Dla drugiego odrzucamy sily zewnetrzne
1 zastgepcze i zamiast jednej z tych ostatmich, dajmy na to X, wprowa-
dzamy sil¢ réwng jedno$ci, Obciagzenie drugie’ da niewatpliwie sily R’
W pretach ustroju, zatem na mocy twierdzenia Mohr’a : 1[XL : EF,-}-a L] =
—=XR'S, gdzie wyraz w nawiasach oznacza wydluZenie odrzuconego preta
Zbytecznego, powstale na tle dziatania sit X i wzrostu temperatury 7
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Czynige kolejno X==1, Y=, Z=1 i t. d. wypiszemy caly szereg row-
nan tego typu, wyznaczymy z nich X,Y,Z.... sily osiowe R w pretach
i wreszcie naprezenia wtérne usiroju.

§ 20. Przyklady i éwiczenia.

*1-0 Séup (Rys. 12) pionowy osadzony w dolnym przekroju, diwiga
sile pionowa /’, na koncu potaci gérnej sztywnie z nim potaczonej. W po-
Srednim punkcie stlup podparto. Wyznaczyé poziomy nacisk na podpore
niesprezysta /3. W dolnym przekroju osadczym .I panowaé beda odpory
pionowy V, poziomy // i moment osadczy p. Sprzeciw podpory w [3
poziomy oznaczamy przez (). Z réwnan statyki P-4 V=0,
le e O+ H=0, Pla+b)+ Qa—-+p = O, wyznaczymy dajmy

al na to V, /, p, pozostanie statycznie niewyznaczalng Q.

5 Oznaczmy sztywno$¢ i przekrdj stupa FE/ i F, polaci gornej
przez £ [ i I" . W przekrojach polaci gornej odleglych
0 z od swobodnego pizekroju /) panowac beda momenty gnace
Rysunek 12. zmienne Fz, i sily tnace P, ktore, jak zwykle pominiemy.
W przekrojach gornych stupa ponad B bedziemy mieli mo-

menty gnace stale I’c i sil¢ osinrwa stalg cisnacy P, a nadto dla przekro-
jow lezacych ponizej podpory B w odleglosci X od B dodatkowo jesz-

a

% ”

rc
cze i moment zmienny -+ OX. Praca sprezysta ustroju ll.—:.‘ P74z .
0

a
: 2800y P, 2E1 +- P (a1 b) : 2FE-1—f [Pc-+- Ox)*dx : 2EF. Na mo-
cy Castigliano 1I, w zalozeniu podpory 5 n;espreiystej mamy dll: 00 =
— (*1Pc-- 0n) xdx : BEI=0, stad Q=—3, P : a.
0

Tylko co otrzymany wzdr nie jest scisty, pomingliSmy bowiem przy
rozwazaniach powyzszych zalezno§¢ momentu gngcego sty P od strzalki
ugigcia stupa. Chcgc « trzymaé wyniki dolitadne dzielimy stup na dwie po-
lacie obciazenia gorng CB i dolng BA. W obu polaciach stup pracuje
na giecie mimo$rodkowe. Dla gornej Efi/' = P- (¢ — 1), dla dolnej £l =
— P (¢c— 1)+ QO (a— &), przyczem o§ A ukladamy po nieodksztatconej
slupa, a An kierujemy na prawo. Calki rownafi powyzszych beda: 7 =
— Asmnt + Beosnt -+ ¢, oraz 1= A'sinn’ + B'cosnl -+ (Pc + Qa —
— Qt): P. Cztery stale calkowania i niewiacomy odpér O wyznaczymy
z warunkéw zamocowania, W danym wypadku przy {==a, a wi¢c na gra-
nicy obu polaci mamy A sinna 4 Bcosna + ¢ = A'sinna + B'cosna -

¢ = () oraz n Asinna — n Bcosna = n A'cosria — n B'sinna — O : P.
Nadto dla przeproju osadczego gdzie { == O mamy 7= B' 4 (Fc + Qa):
P=0 oraz ¥ =n4'"—Q:P=0. Stad B =—(Pc+ Qa): P, 4"'=
— O : Pn. Po podstawieniu w drugie réwnanie warunkowe otrzymamy
Q_—:— (Pc: a) (1 — cosna): (sin na : na— cos na), gdzie niewatpliwie n*=
— P: EL Z otrzymanego wzoru natychmiast sposrzec si¢ dae, ze ustroj
nie jest wzorowo sprs2ysty, zatem nie mielismy prawa stosowa¢ Castigl-ano .

2-0 Zdraw wspornikowy skilada sie ze slupa 4C osadzonego w prze-
kroju dolnym, polaci gérnej CE, polaczonej ze stupem przegubowo w (5
oraz ogniwa BD, przegubowo uczepionego w B do shlpa,AC:l w D do
potaci pérnej (Rys. 13). W skrajnym przekroju £ polaci gérnej dzialta sila
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pionowa P. Znaleié jej przesunigcie pionowe w zalozeniu jednakowego .
przekroju stalego i tego samego tworzywa dla wszystkich ogniw ustroju.
Wyodrebnijmy myslowo pret gérnej polaci, zastepujgc dzia-
lanie na przeguby C i [, pominigtych pretow AC i DB
sitami pionowemi C i D oraz poziomemi f/ i K. Wobec
trwarej réwnowagi gérnego preta bedziemy mieli CH-D |
4+ P =0, I+ N = O, oraz w stosunku do punktu C
rownanie momentéw : P (¢ -+ d) |- Dec = 0. Stad bezpo-
grednio D= —P (¢c+d):¢,C=—P —-D=—Pd:c Za-
“tem sprzeciw (' jest skierowany tak jak sita P,sprzeciw [’
- do gory. Nadto H = K. Obciazenie preta BD, jako
obustronnie polaczonego przegubowo moze by¢ tylko osiowe. Panowac
w nim bedzie sila cisngca .S, wypadkowa skladowych — D i — K, skiero-
wana po osi, zatem oznaczywszy przez a kat CBD, bgdziemy mieli D =
- Scosa, I{ = Ssina, oraz H =— Digo. Stad wnioskujemy, Ze K jest
skierowane ku E, stanowi przeto obciazenie rozciagajace czesci CD polaci
goérnej. Zatem A = P (c |- d) tga:¢, oraz S= — P (¢ | d): ccosa.
Z kolei wyodrebnijmy myslowo pret 4C, zastgpujac dzialanie na przeguby
C i B pominietych pretéw CE i BD odpowiedniemi sifami. Na przegub
gérny bedzie dziatala sita pionowa C skierowana ku gérze, rozciggajgca
cze$é stupa CB, oraz sila pozioma F/ skierowana ku E. Pod jarzmem tej
sily nastapi zginanie preta. Na przegub B dziala¢ bedzie pionowo sita
D — Scosco skierowana ku dolowi, oraz pozioma sila // — w lewo. Dolna
czesé preta bedzie przeto obcigzona osiowo sitami €' i /), nadto jej obcia-
zenie gnace stanowi¢ byda sity A, obciazajace przeguby BiC. W czesci
ED polaci gérnej, w przekroju odlegtym o x od E, panowa¢ bedzie mo-
ment gnacy Px, W przekroju dalszej jej czesci DC, odleglym o x od C'—
moment gnacy Pdx : ¢ oraz sila osiowa P (¢ d) tga:¢c=P (¢ci-4) ¢ :
te¢b—P (c-—d): b. W gornej czesci (B stupa, w przekroju odleglym
o x od ( — panowaé¢ bedzie moment gnacy /s =—= P (c-{-a) x:b oraz
sila osiowa °d:c. W ogniwie BD panowaé bedzie sita osiowa S = //=
csina=—IT VB> L= ¢*:¢c=P (c |- d) V6> —=¢*: b. Wreszcie w czgsci do}-
nej B4 stupa, w przekroju odlegtym o x od przegubu B, bedziemy mieli
moment gnacy / (b4 x — x) = [1b = P (c-|- d), staly oraz sil¢ osiowa
cisnaca D 4+ C=— P (c-+a):¢c-- Pd:¢c—= — P. Stad praca sprezy-

il c
sta: 11 =— ’ Pieidy 2 28T <+ f Fdxidx . 2¢2/5d -+ PP (¢ d)?c: 20K F -
0 v 0

b
1 (TP (¢ - d)a® dut 26°BI -1 P : 2¢EF - P2 (o - d)? (B )

Vo +c: 2b2EF + P2 (¢ + a)?a: 2EJ + Pra:2EF. Na mocy Castigliano 11
etrzymamy przesuniecie sily P w postaci p—=0ll : 0P. W szczegélnym
wypadku gdy & = ¢ — b = a. bedziemy mieli pomijajgc prace sit osiowych,
zazwyczaj nader nieznaczna w stosunku do pracy momentéw gnacych, =
= 3% : E1, stad p— 6Pa’: EJ.

3-0 Wielobok przegubowy (Rys. 14) podparto w jednym z przegu-
bow i obciazono w $rodkowym przegubie sita v pionowo dziatajgeq w kie- .
runku jednego z pretéw wewnetrznych. Wyznaczy¢ sily w pretach w za-
lozenin jednakowego stalego przekroju i tego samego tworzywa wszystkich
pretow. W danym wypadku podwojona liczba weziéw mniej trzy daje o je-
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den pret za malo, niezaleznie od liczby bokéw zewnetrznych. Jeden z pre-
tow dajmy na to No 16 jest nadliczbowy, a jego sila osiowa X — statycz-
nie niewyznaczalna. Odrzuémy go, dajac obustronnie przegubom sily za-

stepcze .\. Z wykresu Cremony, lub wprost ze wzoru poda-
nego w § 16, z latwosciag si¢ przekonamy, ze we wszystkich
pretach zewnetrznych panowaé bedzie ta sama sila osiowa X.
W pretach wewnetrznych be¢dziemy mieli réowniez jednakowe
sily osiowe Y. Chcac je wyznaczy¢ w zaleznosci od X ozma-
czamy przez » liczbe pretow zewnetrznych — (na rysunku
s osiem), proste rozwazania geometryczne dadzg Y=-—2.X sin=/n

e dia wszystkich pretow wewnetrznych préocz jednego, obciazo-
nego dodatkowo sprzeciwem /2 podpory. W tym precie bedziemy mieli sife
osiowa P —2X sin =/n. Oznaczmy przez » diugo$¢ preta wewnetrznego,
dlugos¢ zewnetrznego bedzie 2R sinw/n. Stad praca sprezysta ustroju
H=nAX*2 Rsinan: 2L/ +(n—1) AN s’ =x/n R: 2/ + (P—2X sin n/n)’R :
: 2K, oraz na mocy twierdzenia Menabrea: dll : 0X—=0O co po skréceniu
przez 2R sinw/n : [I7 da X = P:n (1--2sinz/n).

4-0. Belka podparta na podporach przegubowej i rolkowej (Rys. 15}
dzwiga na catej swej dlugosci L obcigzenie jednostajne p kg. na centy-
metr biezacy. W s$rodkowym przekroju belki uczepiono przegubowo stu-
pek CD pionowy, polaczony réwniez przegubowo pretami 4D i DB z prze-
gubami podpér. Wysoko$¢ stupka oznaczamy przez 4. Wyznaczmy od-
e pory z rownan statyki rozpatrujac usiréj jako ca-
e tosé. Dla sit pionowych otrzymamy .-+-B-+pL=0,
poziomy odpor w A jest niewatpliwie rowny zeru,
z rownania momentéw wzgledem punktu /3 mamy
: AL + Y, pL*=0, stad A=B=—1/, pL — — [, F.

Rys. 15. Ze wzgledu na cigglos¢ goérnej belki nie mozemy
zastosowaé wykresu Cremony do wezla A—inaczej

moéwiac ustroj jest statycznie niewyznaczalny. Oznaczamy silg¢ osiowa
stupka k przez — X, kat CAD przez a. Z wykresu Cremony, lub ze wzoru
§ 16 z latwoscia otrzymamy dla pretéw 4D i BD sily osiowe X : 2sina.
Zatem po odrzuceniu dolnego wzmocnienia belki nalezy w przegubach
A, BiC daé zastepcze sily. W ten sposéb w przegubie Srodkowym otrzy-
mamy sile pionowa X, skierowana do géry, w przegubach 4 i B skla-
dowe poziome cisngce — X cosa : 2sinz=—=— X:24ga=1,XL: 4 oraz
pionowe X : 2 skierowane w dot. W przekroju poprzecznym gdrnej belki
w odleglosci z od .4 bedzie panowal moment gnacy M =1/, (X—pl) &
+ 1/, pg* i sita cisngca — '/, XL : 4. Wobec zupeinej symetri obciazenia

praca sprezysta goérnej belki bedzie 2 2M2dz :2E/+-("/,XL: h):-’ L:2EF

. [ .
Prace sprezysta pretow bocznych otrzymamy w postaci 2(X:2sina) L :
: 4E,F, cos o, dla preta pionowego X2 :2E,/q. Suma tych prac da prace
sprezysta ustroju. Stosujac twierdzenie Menabrea, otrzymamy dll :oX

L}, - . 4

- 1/EJ r) ")y (X—pL) 2=/, p2*| zde - XL3 : 4 E FFA* 4 XL : 4E/F, sin®

€oS 0. + Xh: E,F,==0.Z tego wzoru wyznaczymy X, zwaZywszy ze sin a=
—h:/ cosa==L: 2l gdzie = h*+ 1/, L%

5-0 ' Wspornik ziozony z dwdch pretow BC i AD (Rys. 16), osadzo-

mnych w murze niesprezystym i pofaczonych przegubowo pretem CD, diwiga

5]
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w dolnem przegubie site pionowa P. Oznaczmy przez X sil¢ osiowa preta
CD: sita X stanowi jedyne obcigzenie tego preta jako przegubowego. Po
odrzuceniu preta C/) nalezy w goérnym przegubie C przylozy¢ sity X o skla-
‘dowych: poziomej rozciagajacej X coso i pionowej, skierowanej w dol
X sema, przyczem przez o oznaczyliSmy kat A4DC. Druga

¢ zastepcza sila X w dolnym przegubie da skiadowe: po-
l‘ zioma S$ciskajaca X cosa i pionowa X sina skierowanag do
O géry. Zatem w przekrojach pretéw poziomych odleglych

2 J-—v?" o z od przegubéw C i I) beda odpowiednio panowaly mo-

p menty gnace (/2 — Xszna) 2, a nadto sily osiowe Xcosa. Pra-
Rys. 16.

’,

I
ca sprezysta ustroju bedzie: Il = {X?z?sz'n?a ds:2E]I -+
U

~L
—|—J , (P — Xsin2)? 2* dz : 2E,1, - X*os®al: 2E,F, -+ X’cos*a L : 2E,F, - X% ¢

: 2E,F, gdzie )? = A*--(L — /,>. W my$l twierdzenia Menabrea oIl : oX —
o] L

— = J Xsin®s z%dz : EIII—J , (P —Xsina) sinas’ds: E,l, -+ Xcos*al: E/F, -
0 w

-T'--'X cos*x L : E.F, + XX:E F,, stad z tatwosciag wyznaczymy X.

6-0 Rama spoczywa na dwoch podporach przegubowej i rolkowej
(Rys. 17). Zlozona jest z pretow laczonych przegubowo—czterech ze-
wnetrznych, stanowigcych prostokat L > f/ i czterech wewnetrznych, pota-
czonych w $rodkowem przegubie, gdzie dziala sila pionowa P. Ze wzgledu
na symetrje obciazenia oba odpory pionowe .4 — B — — !/, P, a nadto nie-
watpliwie odpér poziomy w A ma warto§¢ zerowa. Ustroj jest statyczgie

niewyznaczalny wewnetrznie, jako, Zze podwojona liczba
wezlow =10 — 3 =7 daje o jeden pret za mato. /fva-
zwijmy przez X sile osiowa w precie nadliczbowym
dajmy na to dolnym 0 i w zalozeniu jednakowego
stalego przekroju i tego samego tworzywa dla wszyst-
kich pretdw, wyznacziny sily w pretach. W tym celu

Rys. 17 ,odrzu¢my pret nadliczbowy .40 1 w jego przegubach

przytézmy sity zastepcze -+X skierowane nazewnatrz po
osi preta usunietego. Z wykresu Cremony, lub ze wzoru § 16 wynlka e

sity osiowe pretéw zalezne od /> bedg R, =R, = — 32, R, =— 1,0
1dga, R, =Ry = O, Ry=—=R, =/, P: sina, gdzne przaz o ozndczyllsmy kat
fAD W podobny sposob dla sit X == —1 otrzymamy: R’, = R'; = —ig=,
R R, =R, ==1:cosa, Ry = R’ :1:cosa. Przy Iacznem dziata-

niu sﬂ Pl— b slly osnowe pretéw otrzymamy w postaci R+ \'R’, a wy-
dtuzenia (R -- XR’)/: EF, zatem dla sit—1 i R’ otrzymamy po skréce-

nin przez 1: /£/° na mocy twierdzenia Mohra : 2 (— '/, 7 — Xiga (—{fga)
H - 1 (— 1Yo tgo — X))~ L4-2 (X :cosa) (1: cosa) (L :2 cosa)—{—2(1/ I' 3
stna |- A : cosa) Ll cosa) (L :2cosa)=—1, XL, stad z latwoScig wy-

znaczymy X. W szczegélnym wypadku ramy kwadratowej //-= /L, a=45"
a zatem \N=——PF (3-42)2):8(14-}2).

7-0 Prg¢t pionowy (Rys. 18), osadzony w dolnym przekroju, w gérnym
pofaczono przegubowo ze $ciggaczem poziomym BC. Na przegub C dziala
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sita pozioma P. Z tatwoscia mozemy zauwazy¢, ze ustréj jest statycznie
niewyznaczalny, Oznaczmy przez X sily osiowe preta poziomego. Po wy-
jeciu tego preta z przegubow /3 i (' na przegub C preta

}b TF DPionowego bedzie dziatala sita P — X. Uklad sit zewnetrz-
},_T_ Bet nych P,-- X, stanowi obciazenie pierwsze. Drugie otrzy-
] - M q mamy, odrzucajac P i czyniac X =1, To obcigzenie da
i : ) o . . o7 - ; -
e o strzatke konicowa preta pionowego Y, //®: E/ i wydluzenie

preta poziomego o L:E, /. Zatem w mys] twierdzenia Mohr'a
Rys. 18. mozemy napisaé, ze XL : £ F, =Y (FP-—-X)/1*: E/l Stad
X=P:[1 +3EIL : E I\ []%.

8 o Wiazar (§ 16 Rys. 6) oparty na podporach rolkowej i przegubo-
wej dzwiga na gornym wezle site pionowa 12 tonn W zaloZeniu przegu-
bow w A4,B,C z latwoSciag wyznaczymy sily osiowe w pretach. W pasie
gornym /(' i /3 bedziemy mieli site Sciskajaca S= — P : 2sina, w dol-
nym rozciggajaca S,=— P : 2fp2. Przez o oznaczyliSmy kat CAB. Dana
rozpieto§¢ wigzaru /B =4 m., wysokos¢ 15 m., stad mamy .1C =CB .

25m., sina =15:25=3:5, fga =1,5:2=3:4, a przeto S—=—
— 12000 3 5:2 X 3 = 10000 kg. S, = 12000 4 : 2 X 3 = 8000 kg.
Liczagc z pewnos$cia j = 4 na wyboczenie, otrzymamy dla pasa gérnego
(), —4 X 10000 kg. Po kilku probach z tatwosciag znajdziemy, ze dla
dwoch katownikow 80 X 80 X 8 m’'m ustawionych tak, aby stanowily
ztoZzony teownik F-=246 cm.” i-—=2,42 cm. Stad L:7 = 250 : 2,42 — 03,3 o~
~ {05 Z tablicy (ksiega druga str. 142). dla tej wartoSci i zelaza zle-
wnego (ZZ) mamy K, = 1660 kg/cm?, zatem QJ,, = 24,6 % 1660 =— 40836 kg.
Pas dolny pracuje na rozciaganie., Dla Zelaza zlewnego i obcigZenia trwa-
tego &, = 900 -~ 1500, Srednio 1200 kg/cm® Obierzmy &, = 1000 kg/cm?,
liczac na ostabienie przekroju w zlaczemiach nitowych, ktérego tu nie bie-
rzemy pod uwage, a otrzymamy 7, =— S,: 4, — 8 cm® Dwa katowniki
45 (45 3<{ 5 m/m w taki sam sposéb ustawione dajg /” — 8,6 cm®. Zatem
w pasie gérnym panowaé bedzie naprezenie 5, —— 10000 : 24,6 = 406,5
kg/cm?, Sciskajace, w dolnym s, = 8000 : 8,6 — 930 kg/cm?, nalezy zbadac,
jak si¢ te naprezenia zmienia przy doskonalem usztywnieniu gérnego we-
zta? Wiazar stanie sig¢ statycznie niewyznaczalnym wewnetrznie, odpory
jednak pozostana te same. Oznaczmy przez .\ sily osiowe pasa dolnego
i odrzuémy pret dolny, dajac sily zastepcze .\, skierowane po linji AL
do wewnatrz. Zatem na dolne przeguby .4 i' 3 beda dziataly sity X" 1 od-
poery Y/, P, skierowane ku gorze. Te sily dadza w rzucie na prety pasa
gérnego, site Sciskajaca — .\ cosa — '/, P séna, a nadto druga skladowa
Nsina — ', Pcosz. Zatem w przekroju poprzecznym odleglym o z od
przegubu ./ panowac bedzie moment A7 — (Nsina — 1/, /?coss) s, a praca

~/
sprezysta calego ustroju H — 2 ’ Mrdeg 2] - 2 (—Xcosx — '/, Psina) % :

(2L - X2/, gdzie [ oznacza rozpieto§¢ wigzara, a [/ dlugosc
preta gornego AC lub BC. Na mocy twierdzenia Menabrea oll : 0.X =
== 2P [Xsina— "/, Pcos a] sina:3L [} 2] [Xcosa -I- 1/, Psina) Cosa : E[ -
Xt £, — O.— W danym wypadku z tablic kgtownikow mamy /-— 144,6;
zatem po podstawieniu X == P[:3/—1:/"| sinx cosa.: [*,§* sm?s: [ 2]
costa: 7 - L1 [] == 1200 [250%:3 X 144,6 — 250:24,6] 3 X 4:5 X 5
[2 % 2508 X 15%:3 3¢ 144,6 X 25° + 2 X 250 X 20%:24,6 x 25 + 400 :


file:///Xcoso

L= i =p

:%,6] ==7938.6 kg, a w dolnym precie naprezenie zmn'eszy sie do o, =
=023 to jest o 0,75%, Skrajna warto$§¢ momentu preta gérnego panowac
bedzie w przekroju wezla gérnego. Bedzie to A7, = (7938.6 X3:5 — 1/, »

12000 % 4 :5)250 = — 9210 kg/cm, Nadto w tym precie panuje sla
osiowa — \cosz-- Y, Psino= — [7938,6 X 4 -}- 6000 - 3]: 5 —= — 9950.9 kg.
Ujemny znak wskazuje, Ze moment jest prawoskretny — da przeto w gor-
nych warstwach przekroju naprezenie $ciskajace ' = M, : W', w dolnych
rozciagajace s — M, : W". Z tablic W' =640, I¥" =252cm?® a przeto
5 — — 144 kgicm® o"=3655 kg/-m* Sita $ciskajaca da napreZenie
S — - 0050,9:24,6 = — 404,5 kg/cm®, zalem najwyisze naprezenie pasa
gornego wzrosnie do 5= — 144 — 4045 —= — 548,5 kg/em?, to jest
o 34,949/ .

Jeszcze raz weimy pod uwage ten sam ustréj z usztywnionym wezlem
gornym. Odrzuémy pret dolny i dajmy wzamian obie podpory przegubowe
(Rys. 19). Z rownan statyki z tatwosciag wyznaczymy odpory pionowe,
Poziome, jako statycznie niewyznaczalne niech beda .X. Zatem powyisze
rozwazania dotycza réwniez i danego wypadku, a praca sprezysta bedzie
sie tylko rozmita od poprzednio otrzymanej — jedynie brakiem wyrazu

XL :2FEF,. W ten sposéb bedziemy mieli .\'=— 7981,2

o e s - e < b 3

m?’c\ % kg. Powtarzajac bez zmiany wszystkie powyzsze rachunki
P J—

otrzymamy s = — 531 kgjcm?, a wigc nieco mniej niz
poprzednio, ale zawsze jednak o 30,6:3°/, wiecej niz dla
ustroju pretowo-przegubowego. Z przeliczonego przy-
Rys. 19. ktadu widaé, Ze naprezenia do$¢ znacznie rosng przy
usztywnianin weztéw.

9-0 Brama zlozona z dwéch pretéw u goéry, polgczonych przegu-
bowo i osadzonych u dofu, diwiga obcigzenie sily pionowej P na p zegu-
bie. Wyznaczy¢ sity w pretach w zaloZeniu symetrji wzgledem osi sify
pionowej. Nazwijmy przez ¥ pionowy odpér lewej podpory, przez' H po-
ziomy, przez p. moment osadczy. Dla prawej J7, //' i p/, a otrzymamy
z réwnan statyki V-V P =0, H}+1l'=0, p+ A -2a | Pa—+
b w' = . Zatézmy nadto zupeing symetrie przekrojéw obu pretow,
awtedy V=V"=—Y,P H= - H=J\, p.== —p/= Y. Bedg to
dwie statycznte niewyznaczalne zewnetrznie. Wypiszmy jeszcze dodatkowo
réwnanie momentéw w stosunku do osi obrotowej gornego przegubu, gdzie
niewatpliwie panowa¢ winna zerowa wartos¢ momentu:—'/,a+{-
- XH -+ Y==:0; stad Y="/,Pa — X/[. Zatem w istocie
mamy tu tylko jedna statycznie niewyznaczaing .\. Oznaczmy
jak zwykle kat CA3 przeza i rzu¢my oba odpory lewe na
0$ preta AC. W ten sposéb. kierujac odpor X ku Srodkowi
otrzymamy sile osiowa preta $ciskaiacy S=— —X cosa—"'/y Psina,
oraz druga sktadowg prostopadly do osi preta, skierowana
w dot Xsino — !/, Pcosa, ktéra w przekroju odleglym o 2
od podpory .1 da moment gngcy A == (Nsinaz — '/, [’cosa)

!
Z - Y. tutaj wiec praca sprezysta bedzie I = 2 r Mds:2FL] +25%:



== A9

!
12 . Na mocy twierdzenia Menabrea otrzymamy dll : dv — | [Maodf:

D OXNA-M (M 2 02) (0Z 2 0X)] dz: 2E] -+ 2SI: El"= O, gdzie plzez 7 ozna-

czyliSmy dtugosé pretow AC i €3, Zatem bedziemy mleh po skroceniu
o

przez 2 : [ wzoér: ‘ [(Nsina—1, Pcosa) z--Y) [ssina — [/] dz:/

-S{: /7= 0, z ktérego po wykonamu catkowania wyznaczymy .\ W wy-
padku gornego wezla sztywnego, druga statycznie niewyznaczalna stanowi
moment osadczy Y. W my$l twierdzenia Menabrea z latwoscia wyzna-
czymy \,Y z rownafi 0l : 0 X =oll :0Y =—=

10 " £amana wypukla utworzona z pretow prostych sztywnie na we-
zlach polaczonych stanowi tak zwany cigg pretow, czyli rame zlozong ze
skladowych — pretow prostych, WeZmy pod uwage ciag obustronnie osa-
dzony. Najprostszym przykladem ustroju tego rodzaju bedzie powyzejroz-
patrywana brama z gérnym wezlem sztywnym. Ze wzgledu na zupeina
ogoblnosé rozwazan nie podajemy rysunku, pierwotna o§ pionowa .7 kie-
rujemy ku goérze, poziomg A{ —w prawo, poczatek osi spolrzednych .
umleszczamy posrodku osadzonego przekroju skra;nego lewego preta ciggi.
a caly ciag mniej wiecej w ¢wiartce pierwszej osi. Sciste kierunki osi
wyznaczymy w nastepstwie.

W biezacym punkcie ciggu A7 (S, 1) prowadzimy przekréj poprzeczny
i wyznaczamy panujgcy w nim moment gnacy A/. W tym celu oznaczamy
przez M, wypadkowy moment obciazenia sit zewnetrznych, jakiby panowat
w punkcie 7, gdyby cigg w przekroju osadczym lewym mial padpore przegu-
bowa, a w skrajnym prawym B, réwniez‘osadzonym—podpore rolkowa, stowem
gdybySmy uczynili pret statycznie wyznaczalnym. Wyznaczenie A/, nie nastre-
czy zadnych trudno$ci, mozemy bowiem dla tego zmienionego ciagu w yznaczy ¢
pionowe odpory A4 i B réwnolegte do (U oraz poziomy // podpory przegubowe;.
Dla ciaguistotnego wiasciwy odpor pionowy bedzie .1 -+ Y, poziomy //+ A",
nadto w przekroju 4 panowac bedzie moment osadczy ", bgdziemy nieli
przeto M= v 4 \'q — Y{ -+~ M, PrzenieSmy poczatek osi spétrzednych
do punktu 0 (a, b) i poprowadzmy ()A | O i OY|| Oy, a otrzymamy 4
a+x, 1=—5b+y oraz M =p+Xb-{- Ny — Ya — Yx - M, --_\y—Yx
- Z- M,, gdzie przez Z oznauzyllsmy nowy moment osadczy Z:-- Xb—

- Ya-+ v, jaki otrzymujemy, chzac A z O sztywnym pretem po prze-
niesienit * do nowego poczatku osi ukiadu sit X,Yw. Wyznaczmy pracg
sprezysta ciagu., pomijajac sily osiowe i tngce, co jest zawsze mozliwe
przy znaczniejszej wysoko$ci ciaggu zlozonego przynajmniej z trzech pretow

sztywnie polaczonych. Bedzie to Il = fM2ds:2E/, egdzie ds oznacza
biezaca grubo$§¢ plytek, kolejno wszystkich pretow ciggu. Na mocy twice-
dzenia Menabre'a mamy ofl : /)_\':f[.\y— Yo - Z 4 Mlyds : 1= )

oY= [[Xy— Yz - Z - My wds: El— 00 : 0Z = ’[.\'y—)".t' b



e 1 et

—“~-Z-4 M,) ds+ EI= 0. Pomnéimy wszystkie te trzy réwnania przez
pewng stala sztywno§¢ E,/, i oznaczmy przez dg = I/, ds: K1 Przypi-
sujac poszczegélnym plytkom ciagu wrzekome cigzary dg — otrzyma-

my wrzekomy ciezar calego ciagu: 'Q:qu_ wypadkowa wszystkich
dg, ktéra ma pewien punkt uczepienia. Z latwoscig wyznaczymy Spot-
rzedne tego punktu w postacifCa’q : 0, f-q dg : (O, korzystajac ze znanych
wzoréw dla $rodka ciezkosci. Zalézmy, ze wlasnie w tym punkcie ucze-
pienia sily (Q — obraliSmy poczatek O nowych osi spéirzednych, to jest,
ze tylko co wyzZej wypisane catki daja spéirzedne jego a i 6. Zatem dia
wszelkich osi prostokatnych srodkowych Ox,, Oy, Calkij xdg— fyo dg

O, dla osi glownych ciggu OX, OY — calki f xdg— ' ydg—= jxydq:()

/\)x_——‘ yidg, Ry= {x"a’q, a przeto z réwnan wyzej wypisanych X'=—

— R, f Miydy, Y="|Ry | Myxdg, Z=—1/0 f Madg. Te catki z lat-

woscig dajg sie wyznaczaé wykre§lnie Jako przykiad zastosowania po-
wyzszej teorjl Muellera rozpatrujemy rame (Rys. 3) osadzona w obu dol-
nych przekrojach 4 i B. Zachowajmy poprzednie znakowania, a nadto
niech bedzie n = E/: [,/,, zatem dla polaci gérnej dq = d<, dla obu siu-

n H
péw dg = ndyq. Stad bezposrednio () — B -~ 2nll, "qd,(_)zzn f -
ot o 0

B
S f/f dx=mnl/%-\- BI[ = I/ (nll-- B) i ostatecznie b= //(B-nfl):
0

:(B—|—2n1']).. Nadto ze wzgledu na symetrij¢ ustroju a-=='/, 3, zatem

uklad osi OX, OY jest ustalony. Dla tego ukladu osi i gornej polaci

My=— Yy B (s B--6) - Yy (s B - == Uy p (48 — 1/, ), dla_obu
_ By

stupéw M, — O, a przeto (ﬂf/o xdg = ‘ e Y, p (=Y, BY xdx = O,

A (% . o/ | T2

‘8 -.—}-Biz -
‘ M, ydg = (11 — b) J _B’“!lz,'b (22 — 1/, BY) dx = — 1, (11—b) pb, ‘ M,

i B/ v
dq :-—-J BI";’gp (x> — 1Y, B®) dx = — Y/, pB* Zatem widzimy wprost, ze
Y = O, odpory przeto pionowe .4 =— BB = — !/, p3.— Nadto Z="/;, pB*:

:(1-4-2n/: B). Chcac wyznaczy¢ .\, nalezy okresli¢ R;. Oznaczmy
przez z odlegio$¢ biezacego przekroju stupa od osi DE, dla tej osi R—=2
vH

s'nds ==*/,nl/[®, a przeto na mocy ogdlnego wzord Ri=K— (0
LR 1)



= d8 Ao

(I — ) =Y m/l*2-Fnll:B):(1--2n/]l:DB) i ostatecznie:
N=pB*:4/]1 (2--nH: B). Te same wartosci da twierdzenie Me-
nabre’a, o ile pominiemy prace sil osiowych i tngcych. To pominiecie
nieraz stanowi zrédto bledu. Rama (Rys. 20), obcigzona sila pionowsg
w gornym wezle stanowi przyktad jaskrawy. Gdy pominiemy sily osiowe

W pracy sprezystej — otrzymamy # == O, sprzecznie z istotg rzeczy. Ina-
czej nawet by¢ nie moze, bo wtedy prety nie ulegaja skroceniu, gérny
przegob nie obnizy si¢ — a zatem prety sie nie zegng nie dadzag momen-

tow osadczych. Nalezy przeto owo pomijanie pracy sit osiowych stoso-
wac nader oglednie.
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