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— Mg, : Wy, = 85 kg/cm® Zeliwo nie powinno pracowaé powyzej
%, = 150 kg/cm? a przeto pgcherz powyZej opisany moze si¢ okazac
niebezpiecznym dla calosci preta w wypadku obciazenia powtarzanego
lub wahliwego.

10° Naroznik stotw debowego z deski ¢ cm grubej odiamat sie pod
jarzmem sily P, przylozonej w samym rogu stolu. Oderwany kawaiek
mial postac trojkata prostokatnego; powierzchnia pekniecia szta po prze-
ciwprostokatnej, tworzgc z przyprostokatng 4B kat ¢. Chcgc wyznaczy¢
najprawdopodobniejsza warto$¢ tego kata oznaczamy diugosé¢ 4B przez
b. Diugo$¢é przeciwprostokatnej wyniesie b: Cosp. Bedzie to podstawa
przekroju prostokatnego niebezpiecznego. Jego wysoko$¢ jest oczywi-
§cie ¢ a wskainik wytrzymalosciowy !/, e*b: Cosv. Po sprowadzeniu do
srodka tego przekroju sita P da moment gnacy Mg = PbSin¢, site tna-
¢g P ktérg, jak zwykle, pominiemy, oraz moment skrecajacy M,, ktory,
jak si¢ to wkrdtce okaze, begdzie réwny zeru. Zatem M ,= PbSino =
=1[se?bog: Cosp czyli 0, =38 Ple* Sin2¢. Jak widzimy, skrajne na-
prezenie przekroju niebezpiecznego zalezy od kata 9. Biorgc pochodng
po de naprezenia znajdziemy wartos¢ kata ¢, odpowiadajgca skrajnej
wartosci o, . Bedzie to: 6 Ple? Cos 2 9, =0, skad ¢, — 45°. Rozek
odlamany utworzy tréjkgqt prostokgtny réwnoramienny, a dla takiego
#djkata w istocie bedzie M, = o, jak to z latwoscig daje sie spostrzec.
Sita powodujaca owo peknigcie bedzie J? == /5 ¢? Kg. Dla dgbiny K, =
=600 kg/cm? a przeto dla deski calowej P=!/,7600X2,64°=1290 kg.

ROZDZIAL TRZECE
BELKI PROSTE ZGINANE.

§ 1. Podpory i odpory. Pret prosty, unieruchomiony ma podpo-
vach zowiemy belkq. Niewazki pret, pozbawiony obcigzenia, nie wywiera
2adnego dzialania na podpory; obcigzony — poczyna cisngé na nie, wy-
wolujgc przeciwdziatanie .podpor. Wiszelki spreeciw podpory bedziemy
nazywali odporem. QOdpory sg to poniekad réwniez sity zewngtrzne bel-
ki, zalezg jednak od ukladu sil odksztalcajacych, nie mogg bowiem, jak
widaé z powyzej powiedzianego, istnie¢ samodzielnie, stlowem — s3 to
sity zewnetrzne odksztalcajgce, zalezne od pozostalych. Rdéznig si¢ jed-
mak od nich znacznie. Sily zewnetrzne — to istotne dame obcigZenia;
edpory — to wiewiadome, nie znamy bowiem ich nateZenia ani kierunku
dziatania, choé wiemy, 2e, lacznie z silami odksztalcajgcemi, stanowic
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winny uktad sit zewnetrznych zréwnowazony. Tkwig przeto w réwna-
niach statyki, jako niewiadome i niekiedy wprost z warunkéw réwnowa-
gi ukladu sil odksztalcajgcych wyznaczy¢ sie daja, a wtedy belke zowie-
my statycanie wysnaczalng zewmeirznie. Poniewaz rozpatrujemy jeno belki
wyginane plasko, przeto wylacznie mie¢ bedziemy do czynienia z sitami,
dzialajacemi w plaszczyinie giecia. Warunkéw réwnowagi bedzie wiec
tylko trzy. Latwo z nich wyznaczymy trzy odpory. Stad prosty wnio-
sek, 2e belka jest stalycanie wyznaczalna zewnelrznie, gdy obcigsenie jej
wywoluje tylko trzy odpory. Chcac sobie zdaé sprawe, kiedy to zachodzi
istotnie, ustalamy:

§ 2. Rodzaje podpér. Przedewszystkiem belka spoczywaé moze
na podporze rol/kowesj. Wyobrazmy sobie czop przegubu wahliwego prze-
cinajgcy prostopadle swg osig podluzng o$ belki. Szczgki przegubu la-
czg si¢ u dolu w plyt¢ spoczywajgcq na kilku rolkach, utozonych na nie-
ruchomej plaszczyZnie oporowej. Osie rolek winny byé réwnolegle do
esi czopa przegubowego. a wiec prostopadie do osi podiuznej belki nie-
odksztalconej. Plaszczyzna oporowa winna by¢ nadto réwnolegla do tej
osi nieodksztalconej. Podpora tego rodzaju, o ile pominiemy tarcie ro-
lek, umozliwia posuw w kierunku osi belki nieodksztalconej, — da¢ moze
orzeto jedynie odpor, prostopadly do plaszczyzny oporowej.

Gdy szczgki tego rodzaju podpory trwale przygwozdzimy do plasz-
czyzny oporowej, to otrzymamy podporg prsegubowq, skazujgcg na bez-
ruch podparty punkt belki, przegubowo ze szczekami zwigzany. Bezruch
ten nie jest zupelny, bo 0§ belki moze sie pochyla¢ swobodnie. Czop
przegubu umozliwia jej ruch obrotowy. '

Wreszcie, gdy przegub z wahliwego staje sie stalym, otrzymujemy
podpor¢ sfafg, uniemozliwiajacg wszelki ruch owego punktu belki — pod-
partego, a nadto i ruch obrotowy jej osi. Zatem punkt osi wsparty na
podpore rolkowa posiada dwa stopnie swobody: posuw w kierunku osi
belki i mozno$¢ obrotu. Podpora przegubowa pozostawia juz tylko jeden
stopieri swobody — obrét — rozwija¢ przeto winna dwa odpory: site
prostopadig i réwnolegta do pierwotnej osi belki nieodksztalconej; wresz-
cie podpora stala uniemozliwia wszelki ruch, dajac trzy odpory: site pro-
stopadia, sil¢ réwnolegla do osi belki nieodksztalconej oraz moment
oporowy, czyli pare sil, uniemozliwiajacgq obrét w przegubie.

Stad wniosek, 2e pret jednostronnie zamocowany, a obcigzony jak-
kolwiek, jest statycznie wyznaczalny zewnetrznie. Srodek jego przekro-
ju osadczego gra role punktu podpartego i mieruchomego. Latwo mo-
glibysmy wyznaczy¢ jego trzy odpory — dwie sity i moment. Mato stad
jednak korzy$ci, bo wzory giecia mozna ustali¢ wprost, nie biorgc owych
czyanikéw pod uwage. Jest to zreszta jedyny wypadek belki o jednej
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podporze — unieruchomionej a statycznie wyznaczalnej zewnetrznie. Gdy:
bysmy zastosowali tu podporg¢ przegubowa, to pret mégiby si¢ w kolo
niej obracaé¢ i nalezaloby go unieruchomi¢ za pomocg nowej podpory.
To samo da sig¢ powiedzie¢ i o podporze rolkowej.

§ 3. Belka na dwéch podporach moze byé réwniez statycznie
wyznaczalng zewngtrznie, gdy damy jej podpore rolkows, powiedzmy le-
wq i prawg — przegubows. Pierwotna, nieodksztalcona o$§ belki niech
bedzie, dajmy na to pozioma. Poczatek osi nieruchomych ® obieramy
w punkcie prawym podpartym przegubowo. O$ of kierujemy ku pod-
porze lewej po osi podiuznej belki nieodksztatconej. O§ wn— kierujemy
prostopadle wdét a o$ of — ku patrzacemu. Odpory pionowe oznacza-
my: lewy przez 4, prawy przez B, nadto odpdr prawy poziomy niech
bedzie FH. Zawsze réwna si¢ on zeru, ilekroé¢ obcigzenie belki sklada
si¢ z sit pionowych, lezgcych w plaszezyZnie giecia Lwy. Wynika to
wprost z warunkéw réwnowagi sit poziomych. Z pozostalych dwdéch
réwnarn statyki wyznaczymy odpory A4 i B — niewiadome obcig2enia.
Nalezy nadto zbadaé¢ odksztalcenia. W tym celu wystarczy wziagé pod
uwage cztery zasadnicze wypadki obcigzenia — wszystkie inne bowiem
mozemy rozpatrywaé, jako zlozone z tych czterech prostych zasadniczych.
Tu mamy:

§ &. Obciazenie silg skupiona, dzialajaca pomigdzy podpo-

rami. Odleglosc¢ sily pionowej /[s0d lewej podpory (Rys. 32) oznacza-
my przez @ — od prawej przez b. Cata diugosé¢ preta _
niech bedzie 2. Of sily P dzieli plaszczyzne gigcia na 2 P o
dwa obszary — lewy 1 prawy. Dla okreslenia odporéw = %
piszemy réwnania statyki w postaci 4+ B+ P =0 ;
oraz Al Pb=o0, przyczem momenty wyznaczamy
wzgledem punktu B. Stad mamy 4 =— FPb:/, B= 7
= — Pa : /. Odpory, jako réznigce sie¢ znakiem od A<
sily P kierujemy ku gérze, bo P skierowaliSmy tak, a
jak o$ By, to jest w d6t. Wartos¢ momentu gnacego
w obszarze lewym bedzie dla punktu O,, odleglego o €, Rys. 32.
od poczatku spélrzednych: My =A4A(—{)=—FPb .
(!—2¢): L Dla drugiej potact My=A4 (! —C)+ P(b—0)=— Pb
(¢—08):2+4 P(b—Z¢C,). Pomijajac znaczki u € i M, mozemy oba te
wzory polaczy¢ w jeden, piszgc M=—Pb(l—0) : .||+ P (6—10)
z kreskq ||, dzielaca. Wykres momentéw bedzie tu niewgtpliwie tréjkat-
ny, jak wida¢ z tego wzoru, zaleznos¢ bowiem momentu od { jest linjo-
wa. Nadto skrajna warto$¢ momentu panowaé bedzie w przekroju sity P,
tam bowiem obie proste wykresu sie przecinaja. Chcac wyznaczyé wy-
kres sit tnacych, nalezy zauwazy¢. ze dla pierwszej polaci sita tngca be-
dzie réwna A4, podézas, gdy dla polaci drugiej wartos¢ jej bedzie
P4 A=—B. To samo wskazuje wykres.

W zalozeniu stalego przekroju preta bedziemy mieli dla skrajnej
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wartosci momentu M,,= — Pb (l—0) : }=— Pab: | oraz M,,=W,k o,
Wyznaczymy stad W, i ustalimy przekrdj preta, a wtedy, catkujgc zasad-
nicze réwnanie Eg ] '="Fb(—C): | 4 P (b—FL), otrzymamy E,] q'=
== C+ 1y, Pb (I—L): || —, P (b—L) oraz E J,n= D+-CC — s Pb (I—
—E3: 2 || 4 e P (0—L)%. Stale catkowania wyznaczymy 2z latwoscia,
zwazywszy, ze dla punktéw podpartych v =o0. Mamy wiec 1=o0 dla
=0 lub { =/, a przeto z trzeciego réwnania otrzymamy D—!/, Pbl?
= 1/¢ Pb® =0 oraz D - Cl=o0. Stad D =1/, Pb (I*—b?), C=—1/, Pb
(2 — 0%t 1i ostatecznie mamy Eg J, 1= Pb(/*— %) — 1/, Pb (/2 —
— )Tl — 1Y Pb (i) : 2| 41/, P (6—L)*. Z tego réwnania mozemy
wyznaczy€ strzalke sity P, czynigc { = 5. Bedzie to ugiecie preta pod
sitg P, réwne p=LPa*b*: 3/ L, /.. W szczegblnym wypadku, gdy sila
dziala posrodku, to jest, gdy @ = b, bedziemy mieli p = P73 : 48 Eg Fa
W ogélnym wypadku iylko co znaleziona strzalka nie daje najwyz-
szej wartoSci spétrzednej w, nie jest wigc strzatka ugigcia preta. Te by
znalezé, nalezy uczyni¢ 4 = o, co da odpowiednig warto$¢ dla ¢. Dla
pierwszej pofaci bedzie {, =7 — V‘/3 (/>—b6% z warunkiem /3> ¢, > .
Tej wartosci odpowiada strzatka f==1/; Pb V[, (*—b6*)]° : 3L E, jx' da-
jaca istotne maximum rz¢dnych 7, lecz tylko wiedy, gdy & < ;2.  Wy-
nika to bezposrednio z warunku dla {,, mamy bowiem Z—}/, (2— 56%)>0,
skad z latwoscig otrzymamy nieréwno$¢ tylko co wypisang. Gdy za$
b = 1/, 7, wiedy nalezy wyznaczy¢ {, z réwnania % = o dla drugiego
obszaru, albo wprost obrécié pret o 180° i skorzysta¢ z poprzedniego
wzoru. W ten sposéb z latwo$cig otrzymamy §, = V7, (P—a?), oraz od-
powiednig strzatkg f=1/, PaV[lfy (P—a*P:8! E,J, W obu wypad- -
kach wartosci {, odpowiada styczna odksztalconej, réwnolegla do osi pre-
ta pierwotnej. Godzi sig tu zaznaczyé, ze tylko co badany pret o sta-
lym przekroju poprzecznym nie jest wytrzymatoSciowo wyzyskany — je-
dynie bowiem przekréj obcigzony sitg P pracuje z natezeniem- wlasciwem
— pozostale przekroje sg zbyt sowite. Aby te¢ wadg usungé, nalezy wy-
kona¢ pret stalej wytrzymalosci o przekroju poprzecznym zmiennym
w taki spos6b, aby wszystkie skrajne naprezenia 7, =My : W, byly
réwne kb, Stad W, = Mg: k,— wzbr, wyznaczajacy wymiary prze-
kroju. Nadto 1:p=M E, ], = W ky,: E, J,. Te dwa wzory roz-
wiazujg zagadnienie. Dla preta o kolowym przekroji: ke Wy =39 %=
1
=— Pb(—t):1! : ~+ P (6—L). Jest to réwnanie paraboli szeSciennej,
wigzace d z {. Wyznacza ono profil preta w postaci dwéch krzywych
tego typu, przecinajgcych si¢ na osi sity F.

Zachowujgc te same znakowania rozpatrzymy kolejno wszystkie ob-
cigzenia zasadnicze. Znaczki u M, E,, J, bedziemy pomijali, piszae

wprost: M, E, J.

§ 5. Obciazeni¢ jednostajne czesciowe, cisngce na r’i‘eﬁa polaé
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preta w stosunku p kg na jednostke diugosci odcinka & (Rys. 33). Po-
taé a=1!—b pozostaje wolna. Oznaczmy przez P catkowity cigzar pb kg,
a wtedy warunki réwnowagi beda: 4+ B+ P =o,

1, Pb= o, skad: A=— 1, Pb:l, B=—P (I— 2p

»b) : I. W odcinku @ bedzie przeto panowal mo- s zr—==iialls
ment 1 = — Y, Pb (! — ) : [, w odcinku & natomiast 287

— M=— 1, PbU—0) : 14 s p b— ). Zatem: % B

! oo de e

Efif" =— Yy Pb(1—0: 2141, P(b— 1) : b. Dla ™ Lcomir 4N

preta o stalym przekroju poprzecznym: L/ = C- Rys. 33.
1
41, Pb(I—08):1 ;— s P (6—0)® : b oraz EJn= D+ Ct—

1
—‘/12 Po(l—C): 1 i ~+ sy P(b—C)* : b. Tu niewatpliwie n=o0, gdy

=g =, d przeto D — 1, Pbl?}-1,, Pb*=0, D + Cl =o i osta-
teczme D =1],, Pbl* — 1,y P, C= —1,, Pbl -} [, Pb*:1 skad
otrzymamy réwnanie odksztalconej w postaci: Ejn —h Pbl2 1/,, Pb3—

— Y1g PIC -3y PO : L — 115 Pb (l—C)"li—i— Yoy P (B — Ot : b

Chcac znaleZ¢ strzatke, piszemy dla polaci pierwszej E/v = — [y, F'bl+-
4 Yy Pb3: 14, Pb({—Co)?: L = o, co daje Ly =1 — VI, P—T] &
z warunkiem / > {, > b. Lewa nieréwnos¢ wypelnia si¢ sama przez
sie, prawa wymaga, aby & < 27:(8 4+ ¥ 2). Zatem dla polaci pierw-
szej fi="Ys PbV Vs B — 1 6P : EJI. W razie, gdy 2> b > 2/:

: 3+7 2), strzatka przechodzi do polaci drugiej, gdzie b>08 >
Wt m wypadku nalezy braé calkowity wzér E jny'=—1/,, Pbl - 1/,, Pbs
.l Lo Pb (0 —G) il —Y. P(b—2C):b=o, czyh4l§’—66(2l~
C’ 46 2L—b2=o.
W szcezeg6lnym wypadku, gdy obcigzenie pokrywa caly pret: b=,
a przeto réwnanie staje sig: 4 (% — 6 X2, - /3= o. Daje ono Co 1,2,
Pret najmocniej ugina si¢ posrodku, dajac strzatke f= %4, L S
W wypadku ogélnym podstawiamy Lo =x-4+62/.—8): 2/ w rowna-
nie, skad mamy: x®4 gx 4 r =0, gdzie q—3b’(2l—b)2 4B » =
=b(Q27.—b) (I —b): 41’ Poniewaz niewatpliwie (‘/y ¢)* > (U, r),
przeto wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste réwmania mozna wypisac
jednym wzorem w postaci

(¢ —by
b (21—b)

x,=—0b2—0b:1) Cos [120° £ 4 Vs arc Cos,

b 21-b) - by
b="97 . 1 —2Cos |120° ¢ + 1, arcCasb(2l“5 , 1=1,2,8.
Jedna z tych trzech wartosci czyni¢ bedzie zado$¢ warunkom
b> > o0. Jak wida¢ z rysunku, wykres momentéw dla pierwszej po-
taci jest prostolinjowy, dla drugiej — paraboliczny. Wykres si! ingcyck
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stanowi lamanq Z wykresu momentéw widaé, ze skrajna warto$§¢ mo-
mentu ¢f = M,, —=— Pb (! -} a)* : 8 /? panuje w polaci drugiej Réwna-
nie dM : dC-—o da odnosne {=6b(1 —1/,6:7). Ta wartos¢ jest mia-
rodajna przy wyznaczaniu wymiaréw bezpiecznych preta.

§ 6. Obciazenie sila zewnetrzng, przylozong (Rys. 34) w punk-
cie 0 spélrzednych (— a, O). Réwnania statyki daja: 4 -} B+ P =g,
oraz w zalozeniu osrodka momentéw u prawego kor’lca
prqta: A+ a) + Ba=o. Stad A=Pa:!/ B=

— PL: !/, gdzie L=a--/ W polaci pierwszej, -
pomxf;dzy podporami panuje moment M= A(/—¢),
w drugiej, prawej, mamy M=A4(—¢%) — B¢, przy-
czem znak minus jest tu konieczny, bo spélrze;dne ¢
¢ sa ujemne, nalezy bra¢ je zatem ze znakiem odwrot-
nym, jako ramiona momentéw.

1
Stad Eff’=1a(l—C: /i - PL : & Dla preta
1

un‘w'

Rys. 34.

1
o stalym przekroju poprzecznym: Ejy = C—1f, Pa({—%)?:! ;-}—1/2 Pl

1
:doraz Efg=D+C Y Pa(l—0%: ! i -+ 1, PL& : [ Poniewaz

mewqtphme n=uo90, gdy E=o01i¢t=, przeto D41 Pal*=0, D+
{- Cl = o, skad: D= — 1y Pal?, C =1, Pal i ostatecznie réwnanie od-

x 1.
ksztalconej: EJy = — Y Pal? 4 Yy Pall ), Pa({—¢)3: !/ : Y PLE : 4,

_ Szukamy strzalki w potaci pierwszej, piszgc: EJq = Y Pal —

— 1, Pa ({— %) : =0, skad otrzymamy ¢, =17—1{: V3, z warunkiem
> ¢ > o. Warunek ten wypelnia sie istotnie, a przeto strzatka f; =
=—Pal?:9Y 3 EJ. W tej czesci pret wygina sie ku gérze; wskazuje
na to znak strzatki ujemny. W drugiej polaci, gdzie pr¢t swobodnie
cwisa, strzatka ugigcia bedzie najwyzsza dla ¢ = — a, co daje ze wzoru
dla odksztalconej f, = Pla? : 3 EJ.
Rysunek podaje odno$ne wykresy sil tnacych i mementéw. Skrajna
warto$¢ momeniu panuje w przekroju podpartym B. Ona jest miarodaj-
na przy wyznaczaniu bezpiecznych wymiaréw preta.

§ 7. Obcigzenie jednostajne zewnetrzne na odcinku & w sto-
sunku » kcr na jednostkeg diugosci (Rys. 35). Réwnania statyki dadzg
tutaj: 4+ B+ P =0, AL+ Ba—+?'/, Pb= o0, gdzie
P=pb, L=a-+! Stad A=P@a—*Y,b): 7 B=
=—P(l-}a—",6) : /. Dzielgc pret na trzy po-
Yacie zmienno$ci momentéw, na odcinki: 2, a—b, b,

o 1 )
mozemy napisaé EJq’ = A4 (! — C); — B¢ §+‘/,P(C+

+a— b)® : b. Znak minus u B jest i tu konieczny
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ze wzgledu na to, ze spolrzedne & sg ujemne dla polaci drugiej. Zatem
1 1

Eff =Pa—"%h8 ¢—9: i+ PUta—"0800: i+ P+

—}—a——b)‘-’ : 5. Dla preta o statym przekroju: Ejfn’'=C— 1y P(a —

—‘/25)(1—5)'3:1;' Yy PU+a—12b)8: li—}-l/‘P(C-}—a—b) 1o,
oraz Efg= D Ct+ Y, Pla— Yy b) ((— O : £ f 28 o g ien o B

3 3
— Y8 114+, PE+a—0)°%: b. W danym wypadku n =0, gdy
1

£=171ub ¢=o0, a przeto: D+ Cl=0, D+ Y P{a—1,b) I*= 0, skad
D=—"Y;P(a—1",6)P C="'; P(a—",b). Te wartosci pozwolg wy-
pisa¢ réwnanie odksztaiconej. Chcgc znaleZ¢ strzalke potaci pierwszej,
czynimy Efy'="[¢ P(a — 1 8)I =1/ P(a—/36) (}—%)* : =0, cO

daje: ¢, =17—17:V 8 z warunkiem / > ¢, > o, wypelniajgcym si¢ istot-
nie. Dla tej wartosci otrzymujemy szukang strzalke f; =— P2 (a —

—1/,6):9 ¥V 3 EJ. I tu réwniez wygigcie preta migdzy podporami ujaw-
nia strzalke ujemng: pret wygina sie ku gérze. W drugiej polaci strzal-
ka bedzie najwyzsza przy t= — q. Ta strzatka bedzie fo=P (4 aL (2 a—
—b) b6 (6 —24*)] : 24 EJ. Rysunek podaje odnosne wykresy sil tng-
cych i momentow. Cechq wyr6zniajgca obu powyzszych wypadkéw sta-
nowi umiejscowienie strzalki f,—niezaleznie od zewnegtrznego obcigzenia.
Cztery wyzej rozpatrywane obcigzenia zasadnicze sa mnajprostsze. Ich
skojarzenie -daje wypadki zlozone, ktdre na mocy prawa o niezaleznosci
dzialania sil oraz drugiego prawa Hooke’a z tatwoscig sprowadzimy do
tych czterech najprostszych. Obcigzenia tréjkatne pomijamy, jako rza-
dziej spotykane, natomiast bicrzemy pod uwage¢ nast¢pujacy przyklad:

§ 8. Obciazenie jednostajne pre¢ta obustronnie zwisajacego.
Lewy koniec zwisajgcy preta (Rys. 36) ma diugosé¢ a prawy — b; od-
leglo$¢ pomicdzy podporami oznaczamy przez /, a ca-
1q diugos¢ preta przez 2 L=a+ b+ 4. Obcane- » 3
.nie p kg na jednostke diugosci pokrywa caly pret,
cisnac nan z silg P =2 Lp. Rownania statyki da- £ 7 >
dza: 4+ B+ P = o oraz wzgledem prawego kori- 7 Y

ca preta, jako osrodka sprowadzenia momentéw ,7( 1N
A(l+b)+Bb+PL—o Stad A=— P (L—b): ¢k ,tP,
:/, B=— P(L— a):/ Osie podpér dzielg ptasz- a 37 el '

czyzng giecia na trzy polacie: a, Z, b; mozemy prze-

1 i
to napisa¢ Efy'=,Pla}+1—¢%)*: L ;-l—A(I—C) i—
1
— B¢. Dla preta o stalym przekroju poprzecznym
mamy. £ff=C—1,Pla+/i—8: L 1— 1, A (1 —0)? i—ll B:? oraz
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1 1
EJg=D 4 G- Yy (a1 —0): L 14 Yo A (—2)* i~/ B, Ponie-
1 1

waz n=o0, gdy ¢=o0 lub ¢ =/, przeto: D4 C/+4 Pa* : 48 L =0, D}
+ Y Pla+ Dt : L+ AP =0, skad C= — Pa*:48 LI+ P(a-}
S0t 48 L1+ AP, D=—1 AP — s P(a-}+0)*: L. Te wartosci
pozwola wypisa¢ rownanie odksztalconej, ktére zreszta moznaby réwniez
otrzymad, rozpatrujgc obcigzenie, jako ztozone z zasadniczych obciazen
najprostszych, wyzej rozpatrywanych.

Czynigc w réwnaniu odksztalconej ¢=-a -}/, otrzymamy strzatke
lewego zwisajgcego korica, u skraju preta korficowa z réwnania Ejf1=
=D+ C(a-+ /). Po podstawieniu da ono f, = Pa[3a*+ 4a*l— B
-+ 2 /6% : 48 £JL. Tak samo zupelnie, zakladajac ¢ = — b, mogliby$Smy
otrzyma¢ skrajng strzatkg prawg, prosciej jednak otrzymamy ja wprost,
na mocy prawa symetryi, przestawiajac litery @ i b, co da f,=Fb[36*+
+ 46—+ 2/a%] : 48 EJL. Chcac z kolei wyznaczy¢ strzatke potaci
srodkowej piszemy L] = C—1,a P(a +{— &) : L —, A ({—§,)*=o0.
Réwnanie to ma wogdle trzy pierwiastki, wyznaczajgce trzy skrajne war-
tosci rzednych m odksztatconej dla tego obszaru. Swiadczg one o istnie
niu dwéch punkitéw przegigcia odksztalconej. Spoélrzedne tych punktéw
czyni¢ bedg zados¢ réwnaniu v’ = o czyli M =o0. Z latwoScig spostrzec
si¢ daje, ze obie strzatki skrajne tej Srodkowej potaci dajg maxima rzed-
nych =, Srodkowa, oddzielona punktami przegiecia, — daje minimum.
Spélrzedne punktéw przegiecia wyznaczymy czynigc: M =Y, P (a+1!—

o LAl —C)—o. Stad (ot i— P — [(a+ D — B (L — )t

:l=o, czyli 2 — (02 +1*—a?) &, : I+ b= o0 i ostatecznie

. br4-10— g7 ‘/(b”+12—a3)’—41)212
ST i ir

57 . Réwnanie daje dwa
pierwiastki w ogolnym wypadku. O ile oba czynig zado$¢ warunkom
[> $> o0, to w Srodkowej polaci odksztalcona ma dwa punkty przegie-
cia. Jest to zarazem wyZej oméwiony wypadek trzech strzatek potaci
$rodkowej. Zachodzi on wtedy, gdy (62 + 2 — a?)* > 4 42 /2 oraz 624
+1?—a*>o0. Gdy znéw (6®-} F— a%)? << 4b%/2, oba pierwiastki sg
urojone: niema punkiow przegiecia w pofaci Srodkowej. Wreszcie, gdy
[0* 42 — a®]> = 4 b* /2 oraz b*{-l*—a? > 0, oba pierwiastki s3 réwne,

a przynalezny do nich punkt odksztalconej staje si¢ punktem_ podwdjne--

go przegiecia W jego sasiedztwie odksztalcona prostuje si¢, nie zmie-
niajac krzywizny wzgledem osi pierwotnej, nieodksztalconej. Poniewaz
Ef’ = M, zatem mozemy znalezé punkty przegiecia odksztaiconej, bu-
dujgc wykres momentéw. O ile krzywa jego przetnie o§ w g lub ¢ be-
dziemy mieli dwa punkty przegiecia odksztalconej, W wypadku styczno-
sci z osig wykresu dwa punkty g, ¢ zlewajg sie w jeden punkt podwéjny,
znaczac podwdéjny punkt przegiecia odksztalconej; wreszcie, gdy linja
wykresu lezy ponad osig — odksztalcona punktéw przegi¢cia w polaci
srodkowej nie ujawnia. Wykres momentéw sktada si¢ z trzech galezi
parabolicznych Cf, fhm, mD. Z wykresu laiwo znaleié skrajne wartosci
momentéw Af = Pa®: 4L, Bm= Pb*: 4 L dodatnie, oraz ck — ujemna
w ogélnym wypadku. Bezwzgledna warto$¢ tych trzech momentéw naj-
wicksza wyrokuje o przekroju preta. Zazwyczaj bywa to jeden z bocz-



nych skrajnych momentéw, czasami, przy dostatecznie wielkiem / w sto-

sunku do @ i & — nalezy bra¢ warto$¢ srodkowg. Chcgc jg wyznaczyé
y : - am , ,

piszemy, jako dla minimum e YoP(a-~-1—¢C): L—.4=09, co

daje &, == (6°4-/*—a?) : 2 /. Po podstawieniu tej warto$ci w rownanie mo-

mentu otrzymamy ch=—=PFP(a-+b—1) (a--1--0) (b-}+!—a): 8

§ 9. Obustronne obcigicnie jednostajne preta, wystajgcego
poza obie podp ry, mozemy rozpatrywad, jako wypadek szczegdlny po-
przedniego obcigzenia, tylko co opisanego. Nalezy jeno pozbawié ob-
cigzenia cze$¢ Srodkowg preta. W tem zatozeniu réwnania statyki beda:
A4+ B+p (a-+b) = o oraz dla priwego korica preta: ap (M) a2+ b)+
FAUC+O)+Bb+apt=0. Stad A4 =— ap — p (a*-- 6% : 2/,
B=—bp—p(*—a?): 2. 1 tu osie podpor dzielg plaszczyzne gie-
cia na trzy pofacie: a, /, b, jak w wypadku poprzedzajgcym, przyczem

EFi' = p (a4 21— it AU =D =Y p (1= — By p2

Zatem dla pierwszej polaci @ otrzymaliSmy zupeilnie ten sam wzor co
i pierwej, natomiast w drugiej potaci M= Y.p (a4 {-—0)?-- A —
— 8 —Yap =02 ="ypa>— ", p(a® — b%) (/-—¢) : I — moment za-
sadniczo si¢ rozni w danym wypadku. W oh“ec symetryi obu bocznych
potaci prg¢ta mozemy niewatpliwie orzec zgory, ze w wykresie momen-
16w obie krzywe boczne zachowujq ksztalt paraboliczny, natomiast $§rod-
kowa bedzie prostg f'm’, ljczgcq skrajne warto$ci momentéw A'f" oraz
B’'m’. Podobny réwniez bedzie wykres sit tngcyc:. Obustronnie (Rys. 36)
pochyte proste Ca’, ¢’D)’, posrodku — prosta 4’0’ réwnolegla do podsta-
wy, nadto prostopadie do niej odcinki a'6' — 4, ¢’ = B, Poniewaz nie-
watpliwie o’'4' = pa, a'/ =4, przeto V' A’ =a’ A — a'0' = p (a®>—b%) : 2 L
Zatem gdy a=056=1»X1 lo jest gdy pret obustronnie jednakowo wystaje
poza podpory — w Srodkowej czeSci sita tngca rowna jest zeru. Nadto
dla potaci srodkowej wtedy M = !/, p)*, jest to wigc pewien rodzaj wy-
giecia Lamarle’a. W zalozeniu stalego przekroju pcprzecznego odksztal-
cona srodkowej czes$ci bedzie lukiem kola o promicnin p, czynigcym za-
dos¢ réwnaniu 1 : p=pa*: 2 EJ. Skrajna warlos¢ rz¢dnej 1 — posrod-
ku da strzatke fo=p—V p?— 1, * =0 (1 — } | — /* : 4 p?), podobnie,
jak dla wygigcia Lamaric'a. Zazwyczaj jednak b # a, nalezy przeto ko-
rzysta¢ ze wzoru ogdlnego. Dla preta o stalym przekroju da on £/ =

1 1
= C—Yep (a-bb— 8 I AU— Py p (=0 —1fy BE 4
1

i
Yo p 8 oraz Efy= D Ciop- Yy plat— i1, A — b —
1

g pUU—C § — 1Y B 4 Yy p8. Tutaj n=0 dla =0 i L=/
13

a pl‘ZetO: D + (.‘[“‘i_ l/:” f"?li =0, D-:" 1]’24 p (U "'i— [)4 \ l/,-‘ .'1[3 == 1,'21 P[4 = 0.
Stad D=-—"y pla* (¢ -+ 212+ 28 ?] oraz C=1/,p12a%(a--1)-}b% ).
Po podstawieniu tych wartosci otrzymamy réwnanie odkszisiconej. Czy-
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wiac w niem f= -7 bedziemy mieli dla skrajnej lewej strzatki preta
Ejf, =D C(t-+a), skad f,= sy pa (3 a>+4a*-+2 6%). Wobec sy-
metryi odcinkéw @ i b w stosunku do /, mozemy wprost napisa¢ dia
prawej skrajnej strzalki poaci irzeciej fy=1/p,p6 (3 6>+ 46/ 2 a? /).
Chcgc znaleZ¢ strzatkg polaci srodkowej w zalozeniu b a pxszemy
EJq ==o0. Po podstawieniu i skroceniu da to 3 (e*—b6%) %2~ 64%17¢,
—B(a*+2b) =0, skad C=[b2=V 1], (@*F b* Fa* b?)] ! : (b>*—

z warunkiem Z > &, > o. MoZemy zawsze zatozy€, ze b > a, gdyby by-
fo inaczej, to nale7aioby obroci¢ pret o 180°. W tem zalozeniu pierwszy
warunek da nam 6% — a@? > % + VY, (at + b* -} a? b%), nalezy przeto
bra¢ znak minus we wzorze powyzej wypisanym. Wiedy — a® > —
— VT, (@ o' Fa6%) czyli 8 a* L at &'+ a4 co sprawdza sig
istotnie przy 6 > a. Drugx warunek daje b — V', (@ b 1ai b)) > 0
czyli 3 b* > a* + b* - a® 6%, co réwniez si¢ sprawdza przy b > a. Zatem
w srodkowej polaci istnieje zawsze strzatka ugiecia f,, ktéra fatwo wy-
znaczymy ze wzoru dla odksztatconej, czynigc w nim ¢ =¢.

§ 10. Obustronne obcigzenie silami skupionémi zewnetrznemi.
Pierwotnie prosty pret uktadamy na podporach poziomo i obcigzamy u obu
koticow silami pionowemi /7 i Q. Dla prawego korica preta otrzymamy

réwnania slatyki: 4+ B4+ P+ Q =o, (a+-

V. 2 42 '-l—/—l- A(1+b)+Bb=o skad: A_—
P B —[F (a-r )—0b): l, B=—[Q(b+)—PFa]:
T "ﬁf Osie podpor dzielg plaszczyzne gigcia na trzy po-
7 ,‘;_’:‘.-:.‘:.«Q - tacie, b(;duemy nueh przeto: Efy'=P(+a—
4 & \,),;ts,_:_,f —9% ; +A¢—=9) : — B¢ Dla preta o przekro-
dloet! il ju poprzecznym statym: EJq' = C— 1/, P (I4-a—
Rys. 37. 1

1
= Pt A G T S B e ks
1

1 1
=D Y, PU4a—0)i i G+ Yo A —C)3i i — Y BL3, Tutaj 4=o0
dla {=0i ¢{=/ a zatem D-{ Cl41Y, Pa‘—o D--Y, P(l+ a)* -
-1- e Al3= o0, skad D=—1; Pa (2/*+ 3/a—|—a“) —- 1/ 0bl:, C =
=Y Pa(2/- }- 3a)+ Y OQbl. Czynigc ¢ =a-+4/w réwnaniu odksztat-
(.onej, otrzymamy lewa skrajna strzalke z réwnania EJfy =D C(a--
+ ), co daje: fi=al2Pa(a+ 1)+ 0bl] : 6 E]. Na mocy symetrji
PiQ, aib mozemy napisa¢ wprost wzdér dla strzatki koricowej trzeciej
polaci: f,=4[2 0b(b+ )+ Pul} : 6 EJ.

Czy i w polaci srodkowej istniejgq strzatki? Chcac rozwigzaé to py-
tanie, nalezy znaleZ¢ skrajne wartosci rzednych =, czyli znaleZ¢ pierwiast-
ki réwnania L Jn'=o, wypisanego dla potaci Srodkowej i podstawi¢
w réwnanie odksztalconej. Tylko co wypisane réwnanie sprowadza ‘si¢
do 3 (Pa — Qb) &2+ 6 Qblt,— 12 (2 Qb -+ Pa) = o, skad, przy Pa# 0b,

otrzymamy ¢ =1/I[{1 L VY (0 Fn--»%] : 1 —n), gdzie oznaczyliSmy
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m==~Pa : Qb. Nadto by¢ musi, jako dla polaci Srodkowej, /> ¢, > o.
Zwazmy, ze wartos¢ bezwzgledng = mozna uczyni¢ zawsze mmniejszg od
jednostki, w razie bowiem przeciwnym wystarczy obrécié pret o 180°.
Wobec tego 1 —#n>> o i ostatecznie warunek /> &, > o otrzyma postac

l—n>1xV (1 n —n-4-n%) > 0. Prawa nier6wnosé wypelnia si¢ zaw-
sze, poniewaz plerwxastek jest niewgtpliwie mniejszy od jednoSci; lewa

daje—n> + Y Yy (1-+n+n?). Gdy sity Pi O dzialajg w jednym Kkie-
runku, wtedy 1>n> o0, a zatem nalezy utrzymac jeno dolny znak przed
plerwxasthem To znaczy, ze w wypadku jednokierunkowego dziatania
sil w polaci Srodkowe] istnieje tylko jedna strzatka ugiecia. Gdy sily sg
roznokierunkowe, o> n>—1. 1 tu znak dolny przed pierwiastkiem
nalezy réwniez zachowad, a nadto przy » < — !/, zachodzi jeszcze nie-

rowno$é —n = ¥ Y (1 -k # +n*). Zatem w wypadku réznokierunkowe-
go dzia%ania sit w polaci Srodkowej 1stnieje jedna tylko strzalka, gdy
o0>n>—1,. Gdy za§ — !/, > n > — 1, odksztalcona w Srodkowej
czgsci wygina sig podwdjnie, ulawmajqc dwne strzalki, dajgce maximum
i minimum rzednych v dla tej polaci. Pomiedzy temi strzalkami istnieje
zawsze punkt przegiecia. .Nadto isinieje on zawsze w wypadku réznokie-
runkowego dziatania sit i Q. Latwo to udowodnié, zwazywszy, 2e
‘w punkcie przemc;cn ER’' =M= P(l+a— &)+ 4 (Z—C )==o0, skad
mamy &, =/7:(1-—u) z warunklem > % > 0. Warunek ten wymaga,
aby n < o.

Chcac wyznaczy¢ bezpieczne wymiary preta, nalezy znaleZé skrajne
warto$ci momentéw. W potaciach bocznych momenty rosna linjowo od
zera do M, = Pa i My = Qb. W potaci $srodkowej moment sie zmie-
nia linjowo pomiedzy temi dwiema warto$ciami. Odno$ny wykres poda-
je (Rys. 37). Peina odksztalcona — odpowiada jednokierunkowemu dzia-
taniu sif, — przerywana — réznokierunkowemu. Wrysowano réwniez la-
mang wvl\resu sif tngcych. W szczegélnym wypadku, gdy Pa'= Qb,
mamy M, = M, = M.  Srodkowa linja wykresu jest wtedy réwnolegla

do podstawy, a przeto srodkowa czes$¢ odksztatconej stanowi¢ bedzie iuk
kota o promieniu p=ZF] : M i strzatce posrodku f=p(1 —V 1—2¢:4p).
Nadto w tym wypadku: 4 = — P, B=— 0, a zatem w $rodkowej cze-
Sci preta sita tngca jest rowna zeru.

§ 11. Belka na dwéch podporach, statycznie niewyznaczal-
na zewnetrznie, odpowiada wszelkiemu ukladowi podpér, réznemu od
tylko co rozpatrywanego. Jezeli damy prawg podporg stalg, a lewg po-
zostawimy rolkowg, to otrzymamy belke¢ jednostronnie zamocowang a dru-
gostronnie podpartg. Jest to jedyny uklad o pojedyriczej odporse posio--
mej H, ktéra w wypadku dzialania sit prostopadtych do pierwotnej osi
poziomej belki réwna jest oczywiscie zeru. [ tu poczalek osi mierucho-
mych obieramy w podpartym punkcie prawym — pierwotnej osi B¢, Os
By kierujemy w dél, os B — ku patrzacemu. Odpory bedq tu: piono-
we A, B, poziomy H i moment osadczy prawy //p Rozpatrzmy dwa
zasadnicze rodzaje obcigzeri gnacych:
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§ 12. Obciazenie ciagle, pokrywajace catg belke w siosunku
? kg na jednostke dtugosci (Rys. 38). Rownania statyki wypisane dla
punluu B dadza: 4+ B—4-pl=o, 1/--0 Al 41, plr+-
-dip = o, bkd(l Mp=—A4l— Y, Pl, B=— A—1D,
gdzie przez 2= pl oznaczyliSmy caly ciezar obcigze-
nia. Zatem EN' = A —L) 4 Y, p ({—L)% tu bowiem
mamy tylko jedng pota¢ zmienno$ci momentéw. W tym
wzorze A jest statycznie odporem niewyznaczalnym.
e tatwo go jednak wyznaczymy z réwnan giecia, gdy
CHRC7 Y przekrgj popr7eczny preta jest staly. W tem zatozeniu
mamy L[y — C — 1/ Al —C)?—1;p (L —C)* oraz
Rys. 38. Lfg=D -4 C.—-Y, A =D+ Yo p (/—-C)‘ Tutaj dia
{ =/ mamy 7= 0 a nadto dla { =0 bedzie v =«
i =0, co bezposrednio wynika ze sposobu umocowania prgla w B.
Zatem D~ Cl=o0, DY, AF + Yo plt =0, C— Y, Al — Y1 pl*=o.
Mnozac trzecie réwnanie przel / dodajemy do drugiego. Stad na zasa-
dzie pierwszego mamy A4 = — 3/; pl. Nadto C= — /5 pP*, D ="/ pl*.
Te wartosci wyznaczg réwnanie odksztalconej. Chcgc znalezé: strzaike,
czynimy EJq =o0, co daje:=8(/ — ()3 +971(—C) — L= (8L
— 15/, + 6P =o0. Stad {,==/(153 -7 33) :16. Ta warto$é po pod-
stawieniu w_réwnanie odksztalconej da strzatke f= (78 -+ 110/ 33) P/:
1 (2 XX 164 X EJ)ye° PP 185 EJ. Chcac z kolei znaleZ¢ punkt przeglg-
cia, czynimy Efy"" =o, co daje (/—5) (/--4¢)=o, skad Gy== ULt
Tutaj-panuje nadto moment réwny zeru.

Skrajng warto$§¢ momentu wyznaczymy z réwnania ey =— A —

T
=

— p (L —1¢,), ktore daje L= /. W tym punkcie warto§¢ momentu
wynosi M,, = — %, p/*. Po przejSciu przez zero w punkcie przegiecia
momenty z ujemnych stajq sn‘ dr‘ddll‘lL i osiegajy skrajng wartos¢ w prze-
kroju osadczym, gdzie M, = A/ - 'j, pi2 = Yy, pl* = — Mp Ta ostat-
nia wartosé stanowi zarazem bezwzg]gdne maximum, wyrokujace o do-
statecznych wymiarach preta. Wykresy momentéw i sit tngcych podaje
rysunek.

§ 15. Obcigzenie sila skupiona, przylozong w odleglosci e od
lewej rolkowej podpory. Niech (Rys. 39) nadio bedzie 1-_—_a+1) a wie-
dy réwnania statykx dla punktu B dadzag A4+ B -}

+P=o0, Al-- Pb 4 M; = 0. Stad Mp=— Al-

2 P %, —Pb B==— P~ A, zatem odpdr A jest statycz-
R e ‘L‘_f nie niewyznaczalny. Okreslimy go z fatwoscig dla
7 & —‘E?l FJre - pelkio stalym przekroju poprzecznym, piszac £ /4=

2 2 e /.'
A '—/;f,;;f =4 (-0 : P (b—2). Tulaj os sity dzieli plasz-
N 7’ czyzne giecia na dwie polacie. Stad LJq =— ¢ —

1
Rys. 3. — N AU =0 =y PO, Ey= D+ (L
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1
= Yo — )P : e Po—0F 1 tu znéw 7, =o0 gdy <=/ a nadto
N==o01i1 =0, gdy ¢ =0. Skad D--Cl=0, D', AL -1, Pb* =
=0, C — Y, Al*—1/, Pb* = 0. Z tych réownai mamy 4= — Pb* @ /—

—0): 28, C=—P*(U—0b): 4! D=1, Pb (I—b). Korzystajac
z lych wartosci snadnie wyznaczymy odksztalcong. Czyniac { — 4 w jej
réwnaniu otrzymamy strzalke sily [, = Pbs (I — by (24— H)*—1b] :
: 12 EJ3. Chcac wyznaczy¢ strzatke ugiecia okreslamy z réwnania
L j1f = o odnosng warto$¢ {,. Dla pierwszej polaci réwnanie to:
— P (I —0b) : 4l+PrBL—0)({—§) : 4P==0 da: (= (M =
+ VI —b): (81— b)] z warunkiem /> §, =~ b. Pierwszej nierdwnosci
uczynimy zado$é, zachowujac jeno znak minus we wzorze; druga nicic -
nos¢ wymaga, aby 1l— [V ({—b): (3/—b)> b Ma to miejsce dla
wszelkich wartosci & < £(2 — 1 2), a wtedy mamy istotnie strzatke w po-
faci pierwszej f,= Py (U — )V A—8): (31— 0):6 L Gdy b1 (2—
-— V¥ 2), strzalka przechodzi do potaci drugiej. Ze¢ wzoru EJq ==C
— 1, A — &) — Y, P(b—L)? = o wyznaczymy odcigte I, =01 § =
=2/ [2/F—31b4-8%: (28 —3 16> +031=21b (21— b): (27 2:-Lb+
_-1-4%). Czynigc we wzorze dla odksztatconej £ = &., otrzymamny szukang
strzatke dla drugiej polaci. Wreszcie, gdy &= /(2 1 2), wiedy &, = b,
czyli f= f, — strzaika ugiecia stanowi strzaike sily zarazem. '
Chcac znalezé punkty przegiecia odkszitatconej, piszemy: /o /4" =

- I
— A (L — &) : + P (b — &)= o. To réwnanie daje dla polaci pierwszej

¢, =1, zalem jedynie w potaci drugicj mozemy oczekiwac istotnego punk-
tu przegiecia, przy (s =06/(27—0b): 22 4-216 -+ %)=/, L. W tem
miejscu panuje nadto warto§¢ zerowa momentu gngcego. W pierwszej
potaci moment maleje linjowo az do skrajnej wartosci My = A (/ — b);

w polaci drugiej moment ro$nie od tej wartosci ujemnej, az do wartosci
.dodatniej M, = 4! + FPb = — Mp ponad podporg prawg. Odnosny wy-
kres momentéw i sit tnacych podaje rysunek. Réznica M, + M, =
— Pb\—b) (272 — 4 bl b*) : 2 1 staje sie zerem dla b=17(2—} 2).
Skoro wiec 6 << /(2 — | 2), wiedy M, stanowi maximum momentéw bez-
wzgledne, gdy za$ 6> /(2 — ) 2) — maximum daje M,

§ 14. Belki wieloprzgslowe. Belka tylko co rozpatrywana sta-
nowi niewgtpliwie jedyny ustréj dwupodporowy, nie ujawniajacy odporéw
poziomych przy obcigzeniu gngcem pionowem, dalsze wigc rozwazanie
ustrojéw statycznie niewyznaczalnych z konieczno$ci wkracza w dziedzi-
ne belek wielopodporowych czyli wieloprz¢siowych, bo prseslem mazywamy
caSc belki, praersuconq ponad dwiema sqsieadniemi podporami. Zatem bel-
ke, lezgcq na » - 1 podporach zowiemy » — przgslowg. Przy obciaze-

8
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niu gnacem pionowem = — przgstowa belka pozioma nie daje odporéw
poziomych jedynie w tym wypadku, gdy # jej podpor nalezy do typu
rolkowych, a pozostata, dajmy na to, prawa skrajna podpora B jest przegu-
bowa, lub stata. W niej umieszczamy poczatek stalych osi spotrzednych,.
kierujac o§ B po osi pierwotnej nieodksztalconej belki. OS By kieru-
jemy w dot a oS BE ku patrzacemu. Skrajng lewa podporg oznaczamy
przez A, srodkowe przez X, Y, Z i t. d. idgc od lewej ku prawej. Te
same litery mianuja zarazem odpory pionowe. Przy obcigzeniu sitami
pionowemi réwnania statyki pozwola wyznaczy¢ dwa odpory pionowe,
powiedzmy 4 i B, oraz odpér poziomy F prawej podpory, oczywiscie
réwny zeru. Pozostale odpory pionowe X, Y, Z.. oraz domniemany
moment osadczy podpory prawej beda statycznie niewyznaczalnemi,,
ktére zresztg latwo wyznaczymy z réwnan giecia dla belki o statym prze-
- kroju poprzecznym, Najlepiej to uwypuklg przykiady.

§ 15. Belka dwuprzgstowa, dajmy na to, obcigzona jednostajnic
w stosunku p kg na jednostke dlugosci (Rys. 40). Diugos¢ lewego prz¢-
sta niech bedzie g, prawego — b, nadto /=a-}-0.

R ST S Podpory 4, X sa rolkowe, prawa B — przegu-
) bowa. Rownania statyki w stosunku do punktu
ot 8 R dadzag: A+X+ B+ pl= o, Al Xbo+ ), pl'=
5 — o0, mozna z nich wyznaczy¢ 4 i 5 w zalez-
A NN nosci od jedynej w danym wypadku statycznie
T I'F‘i:)ﬁ" niewyznaczalnej X. Mimo to mozemy, nie okre-
#WF Nt g $lajac A4 i B, wypisa¢ réwnanie gigcia EJn” =

L}
Rys. 40. =AU =0+ Y:p(C—0)* ;—}—X(b—C). W za-

tozenin stalego przekroju belki bedziemy mieli: £/q = C—'/; 4 (/—0)2—=
]
—Yep U —15) 1 — ;X (b—2t), EM=D+ CL+ s 40—

, :
4 1Yy p (0— O : 41, X (6—1%)*. Aby wyznaczy¢ C, D, X uwzglednia-

my warunki podparcia belki. Przy {=o0 mamy 7=o0 a nadto jeszcze
a=0 dia (=26 i {=1L Stagd: D Cl=o, D - Cb—+ Y Aa* -
Yy pat =0, D Vs AP pl* 415 Xb° = 0. Mnozymy pierwsze
réwnanie przez b i odejmujemy od drugiego, pomnozonego przez .
Réznice Da -+ Y, Ala® /sy plat =0 odejmujemy od ostatniego réwna-
nia, skad: Xb*- A/ (2a-b) + Y, pl (3a? 13 ab+-b%) =o. WreszCie
mnozymy réwnanie momentow przez b i odejmujemy. W wyniku otrzy-
mamy wprost A=—1,pBa’tab—56):a=—"1/, pats ? (a’—l—b-"g]
. al. Na mocy symetrji mozemy wypisa¢ odrazu B =— /356 + ‘lsg (a*+-
L 8%) : bL% wreszcie z réwnania sit mamy: X=—pl— A —B=—
— 1o pl— s p (a* + &%) : ab. Dalej z trzeciego rownania: D =1,, patl—
— 1 pa(a® 4 0%, C=—1, pa’ + Y pala®+ 5% : L W ten sposéb
wyznaczyli$my wszystkie niewiadome, mozemy przeto zbadac ksztalt i bieg
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odksztalconej. Rozwigzujgc réwnanie Ly’ = o, otrzymamy strzalki ugie-
cia preta. Nadto latwo mozemy znalei¢ punkty przegi¢cia odksztalconej,
panuje w nich bowiem zerowa wartos¢ momentu gnacego. Zatem w tych
punktach Z£/v’ = o. Dla pierwszej polaci: 4 (/—1C)+ Yap (— L) =0,
skad: L, =/+4-2A:p=0-+(a®+ 6% : 4al. Dla drugiej polaci: A (/—
— )+ Y p U —C)*+ X (0—L)=0, co daje {,=—2B : p=b6—
—(a®*+ 6%) : 4 b.. Nalezy przytem koniecznie sprawdzi¢, czy znalezione
wartosci odcigtych czynig zado$¢ warunkom: /> (> 0> ¢, > 0. Wa-
runki §, > & > §, sg oczywiste, nalezy przeto jeno zbadaé, kiedy /> {,
i §; > 0. Zawsze mozemy zatozyé, ze b:a=mn <1, w przeciwnym bo-
wiem razie wystarcza obréci¢ pret o 180° aby otrzymaé powyzsza za-
leznos¢é. Zatem b==an, /=a(l+n), co podstawiwszy w pierwsgza
nieré6wnos$¢ wyzej zaznaczong, otrzymamy a(1 4 n) > an4+ (1} »d)a :
.. 4(1 - n), inaczej: 4> 1—n-4-#2 Otrzymana nieréwno$¢ wy: etnia
si¢ zawsze przy wszelkiem #z ulainkowem dodatniem. Stad wniosek, ze
w wigkszej polaci istnieje zawsze punkt przegiecia odksztalconej. Drugi,
powyzej wypisany warunek da nam aen— (1 +#%a:4n(1-+n) > o
czyli 3n2+n—1 2> 0. Ten warunek wypelnia sig, gdy 1> #n > /; (—
—1-¥13). Ostatecznie wigc punkty przegigcia istnieja dla obu przesel
wtedy jedynie, gdy a > b > !/ (— 1 +V13) a; natomiast, gdy /s (— 1+
+¥13) @ > b > o, punkt przegigcia odksztatconej istnieje tylko dla wiek-
szego przesta. Chcac dalej znaleZ¢ skrajne wartosci momentdw, piszemy
M _
dg
Po podstawieniu tej wartosci we wzér otrzymamy skrajng wartosé¢ mo-

— A — p({— L) =0 dla pierwszego przesta, skad L= /1|4 : p.

mentu pierwszej polaci M,=— A4%:2p. Dla polaci drugiej d—zﬂ—g =
=—A—p(l—L)—X=B-+pi,=o0, czyli {;, = — B :p. Odnosna
skrajna wartos¢ momentu wyniesie M,— —B?:2 5. Moment odporowy

srodkowy otrzymamy, czynigc (=24 we wzorze dla momentéw: M, =
=A(U—08) + 2 (@ —bl=a(4+t,pa)="/s p (a®*+ %) : . Odnosny
wykres momentéw i sit tnagcych podaje rysunek. Godzi sie¢ tu zaznaczy¢,
2e wartos¢é skrajna momentu ujemna M, istnieje zawsze dla polaci wiek-
szej, druga za$§ M, tylko o tyle, o ile a > b > Y, (— 1+ V13)a, w prze-
ciwnym razie w polaci drugiej moment splywa parabolicznic od Mx do
zera, nie przecinajac podstawy wykresu. W szezégdélnym wypadku, gdy
a=0b=1/,1, bedziemy mieli d=B=—34pl, X=—3[3pl, M, =
s My = — %59 p8® M, =5 pI*, przyczem obie skrajne wartosci mo-
meniéw ujemne lezg symetrycznie w odlegtosci 3,4 / od $rodkowej pod-
pory, tutaj bowiem: {3 =1%/,/, {,="%/, a nadto: L, =%,/ L, =3,
Te rachunki nie nalezq do tatwych. Trudno$ci rosng wraz z liczbg
podpér, to tez od dawna starano si¢ rachunek bezposredni ominaé¢ spo-

sobami, rychlej prowadzacymi do celu. Jeden z z nich bierze za punkt
wyjscia:

§ 17. Zastosowanie zasady niezaleznos$ci dzialania sil do
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obliczania belek wieloprzestlowych. Weimy pod uwage jakakolwiek
belke » przestows, obcigZong ukiadem sit pionowych. Skrajna prawa jej
nodpora mniech bedzie przegubowa, pozostale — rolkowe. Odrzuémy
wszystkie posrednie podpory X, Y, Z, .., a uczynimy pret statycznie
wyznaczalnym, bedziemy mogli przeto latwo "wyznaczy¢ réwnanie jego
odksztalconej w zaloseniu stalego poprseczmego przekroju belki.

Z tego réwnania otrzymamy strzatki ugigcia belki w miejscach od-
rzuconych podpér. Nazwijmy je fp, fy, fs, . . - . Te strzatki odpowia-
dajg wygieciu preta pod jarzmem istotnie dziatajgcego obcigzenia sit pio-
nowych, cisngcych na belkg, spoczywajacg jeno na skrajnych dwéch pod-
porach. Odcigzmy belke, i, po wyprostowaniu si¢ jej osi podituznej, przy-
16zmy w miejscu, gdzie byla dawniej podpora X — sit¢ X pionowa. Ta
sita ugnie pret ponownie, dajac w miejscach, skad odrzuciliSmy podpory
— odpowiednio strzatki ugigcia fyx, fyx, fox » - - ., ktOre z latwoscig
wyznaczymy z odnosnego réwnania odksztalconej. Z kolei odrzucamy
site X.i przykltadamy nowgq sile Y tam, gdzie uprzednio byla podpora Y.
| znéw z odnosnego réwnania odksztalconej wyznaczymy strzatki f,, ,
Fyps foy oo v - W miejscach odrzuconych podpér. Te czynnos¢ powtarza-
my az do wyczerpania wszystkich posrednich punktéw dawnego podpar-
cia belki. Wreszcie po ostatniem odcigzeniu belki, przywracamy pierwot-
ne, rzeczywiste jej obcigzenie Iacznie z silami X, Y, Z, ..., ktére
maja zastgpi¢ dzialanie odrzuconmych podpér. To Igczne obcigzenie da
wypadkowe strzatki, ktére na mocy drugiego prawa Hooke’a oraz prawa
o niezaleznem dziataniu sit stanowi¢ beda sumy [y + fax + fay +

/xz + ceee =k, j_'\- "%‘fy.\* "1|" ./:;:y "i‘./_.)'s "'}' Ty S /2 ’ fs = fzx =}
Sy T Sos = 10 A Zatem, aby dziataniesit X, Y, Z, ..,
zastepujacych podpory odrzucone, bylo istotne i zgodne z rzeczywistoscig,
nalezy otrzymaé f, == f, == fy = . . . . = o, belka bowiem ponad pod-
porami nie zmienia poziomu, jako podparta. Stowem, z ukladu réwnar
fi==0, fy=o0, f; =0 .... trzeba wyznaczy¢ uklad wlasciwych war-
wosci X, Y, Z, .. Na tej prostej mysli polega caly sposéb powyzszy,

niestety jedrak nader niewygodny przy wigkszej liczbie przgsel.

W zastosowaniu do belki dwuprzestowej, wyZzej rozpatrywanej, spo-
sob ten opiera sig na odrzuceniu posredniej podpory. Obcigzenie belki
icdnostajne da w miejscu podpory odrzuconej strzatke [« . ktérg latwo
wyznaczymy, czyniac - == b we wzorze odksztalconej. W ustepie pigtym
tego rozdzialu mieliSmy wzor EJq =y, Pbl2 — 1y PO — 1]y POIT

!
Ay P =Y PO (L=~ 0 11 -y P(b—C)* : b. Poniewaz w da-
i

nym wypadku obcigzenie pokrywa calg belke, przeto nalezy we wzorze
napisa¢ wszedzie / zamiast b, co da LEJq="Y, p L (& —218+ ). A za-
tem  EJf, = Yo pb (b3 — 2 10 + Y =Yy pab (a* + 3 ab + 07). Z koiei
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wbcigzamy belke sitg skupiong .\, przylozong w odieglosci L =264, a wiec
w miejscu odrzuconej podpory i wyznaczamy jej strzatke sily f,.. ze wzo-
T Effir = Xa®h? : 31, podanego w ust¢pie czwartym rozdziatu niniej-
szego. Dobierzmy X tak, aby f. -+ fux = o, a otrzymamniy istiotng war-
to$¢ odpory X, wszystkie trzy bowiem podpory preta winny by¢ na jed-
nym poziomie, a podczas wygigcia posrednia podpora obnizeniu nie uleg-
nie. Stad mamy: X=—1, p(a*+3ab+ 63! : ab=—"], p — . p (a®+
+ 0%) : ab. T¢ samgq warto$é otrzymaliSmy uprzednio droga bezposrednia.

§ 18. Belka tréjprzgstowa. Weimy pod uwage pret o stalym
przekroju poprzecznym, wsparty na cztery podpory 4, X, Y, B, uszere-
gowane poziomo. Diugosci przesel oznaczamy odpowiednio przez a, A, 6,
przyczem cata dtugosé preta / = a -} ) -+ b dZwiga obcig’enie, dajmy na
to, jednostajne p KG na jednostke diugoS$ci. Réwnania statyki dla skraj-
nej podpory prawej beda: A+ XN+4- Y+ B4 pl=0, Al+ XA+ b))+
F Yo+, pi* =0. Z nich wyznaczymy 4 i B w zaleznosci od sta-
iycznie niewyznaczalnych X, ). Trzeciego réwnania nie wvpisujemy,
zakladamy bowiem ze¢ prawa podpora B jest przegubowa a pozostate —
— rolkowe. Jedyng zatem silg poziomg bedzie tu odpé: A skrajnej pod-
pory prawej. W zatozeniu sil wylgqcznie pionowych /H =o. Checgc wy-
znaczy¢ X, Y, odrzucamy obie podpory posrednie i zakladamy, ze pret,
jak dawniej, ulega obcigzeniu jednostajnemu, kidre daje strzatki f. i J,
w miejscach, gdzie byly podpory X' i ¥ Czynigq (=061 X oraz {=20
w odno$nym wzorze odksztalconej, otrzymamy: £Jf, = Y, pa (b +
1) [a2+ 8@ (b4 W) -k (642 oraz Effy = iy pb (a4 N [(a =22+
+4-8b{a-A -+ 2. Z kolei zakladamy, 2e belka obcigzona jest silg X,
przytozona w miejscu odrzuconej podpory X i wyznaczamy sirzalke tej
sily EJ/zx = Xa® (b--3)* : 3/, oraz strzaike f,, ugigcia preta w miejscu
odrzuconej prdpory Y. W ustepie czwartym rozdzialu niniejszeco mie-
lismy wzér Efq =1 Pb (32— %) — 3, Pb(I2—8)C: L — g Pb(l—

— 5l ‘: 4+ Y, P (b—%)% Aby goe dostosowaé do wypadku obecnego,

nalezy uczyni¢é P=X, b==i—-b oraz (=0, a wtedy 6.E]f), =
= Xab [N+ 2 bh-}-2ak-{-2 ab]. Z kolei po raz ostatni zakiadamy, ze
- belka obcigzona jest silg skupiong Y, przylozong w miejscu odrzuconej
podpory Y, i okreslamy sirzatke tej sity EJf,, = Y (a+A)* 6% : 3/ oraz
strzatke ugiecia f,, belki penad odrzucong podporg X. W tym celu
w réwnaniu odksztalconej, powyzej wypisanem, czynimy P =Y oraz
©= b--A Odrzuciwszy wyraz poza kreska, otrzymamy: 6 /E]f,., =
— Yab(3?-1-2ab--2ak+20k). W istocie wszystkie te trzy obcigzenia
dziatajg réwnoczesnie, sily bowiem X, ¥ majg zastapi¢ dziatanie podpdr.
W obec zupeinej nieruchomosci podpér posrednich, nalezy niewatpliwie
uczyni€ fy - fax + fay = 0. Sy + Sfyx + fyy = 0. Te dwa réwnania
linjowe wzgledem X, Y pozwolg wyznaczyé brakunjace odpory. 2

W szczegélnym wypadku, gdy a=»A=0b=1,/, bedziemy mieli
/o —_—'f_y = Wou pl* 1 EJ, [fop = ‘s XE : £], fy.z:= Ve XP 2 EJ,
fyy = *fass YP : EJ o1az foy = Yy, Y : EJ. Dodajgc odnosne strzaiki,
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olrzymamy po skréceniu przez 2 : 972 £/ rownania 11/p -+ 16 X
14 Y=110p-+ 16 Y+ 14 X = 0. Stad bezposrednio X=Y=—1,/p.
Nadto z réwnari statyki mamy: 4= B=—2?, /p. W ten sposéb za-
gadnienie sprowadza si¢ do dziedziny znanej. Tylko co rozpatrywany
wypadek jest juz daleko bardziej zlozony: trudnosci rosng wraz z liczhg
podpér posrednich. Nalezy przeto poznaé sposoby, nie posiadajgce tej
wady. W tym celu ustalimy przedewszystkiem:

§ 19. Prawo znakowania wzoru dla giecia wlasciwego
plaskiego. Wybér znakn we wzorze przyblizonym: + EJv" = M za-
lezy niewatpliwie od polozenia statych osi, ktére zazwyczaj prowadzimy
ze skrajnej prawej podpory B, kierujac o§ B{ na lewo po osi pierwot-
nej preta, o§ By w dét, a BE — ku patrzacemu. Nadto znak wzoru zale-
zy niewatpliwie od Fkierunku sprowadzania sif gnqcych do Srodkow preze-
rrojow poprzecsmych. Zazwyczaj rozpoczynamy od skrajnego lewego
przekroju preta, idgc poprzez wszystkie przekroje dalsze — ku skrajnemu
prawemu. Kolejno przytem uwzgledniamy sity gnace, spotykane po dro-
dze, sprowadzamy bowiem do s$rodka kazdego przekroju poprzecznege
kazdorazowo tylko lewy uktad sit gnacych. Sily gnace i odpory dodat-
nie, a wigc jednokierunkowe z osig B7, bo skierowane w doét, przy spro-
wadzeniu do srodka przekroju na prawo od- nich lezgcego —— daja mo-
menty lewoskretne, przeciwko strzalce zegara dla patrzgcego; natomiast
sity i odpory ujemne, a wigc skierowane odwrotnie, daja. momenty pra-
woskretne, zgodne ze strzatkg zegara pod wzgledem kierunku odnosnej
pary obrotowej. Kazdy moment prawoskrgtny wygina ku gérze lewg
czg$¢ preta, poza przekrojem sprowadzenia lezgcq, — lewoskretny stara
si¢ nachyli¢ jg ku dotowi. Zatem — moiment prawoskrgtny wygina pret
wypuktoscia do dolu a wklestoscig ku gorze, o ile powstat ze sprowa-
dzenia ukladu sil gnacych Jlewego w stosunku do przekroju rozpatrywa-
nego. Gdy s$rodek tego przekroju lezy pod osig B¢, wtedy w sasiedz-
twie $rodka spéirzedne odksztalconej sq dodatnie, a odksztatcona—obré-
cona wklestoscig ku osi BS. Musi byé przeto 7’ <<o, czyli v’ <o,
poniewaz tutaj 7 >o0. Gdy znowu $rodek przekroju sprowadzenia lezy
ponad osig B ¢ — odksztalcona wzgledem tej osi jest wypukta, musi by¢
przéto 1" > o. Tu jednak rzedne 7 sg ujemne, zatem i w tym wypadku
mamy rowniez 7 << 0. Ujemna warto$§¢ 7’ odpowiada momentom pra-
woskretnym. Rozumujac zupelnie tak samo z tatwoscia przekonamy sig,
se¢ dodatnia warto§¢ v’ odpowiada momentom lewoskretnym, Istotnie,
gdy srodek sprowadzenia lezy pod osig B¢, odksztalcona jest wypukto-
§cig zwr6cona ku osi, musi by¢ przeto ny” >> o, skad, wobec n> o mamy
7’ > o0." Gdy znowu $rodek lezy nad osig B¢, odksztalcona zwraca sig
ku niej wklgstoscia, a zatem musi by¢ 1" << o, czyli znéw %> o0 wobec
7 << o. Stad wniosek ostateczny, 2e wsdr EJv" = M dotyczy momentu
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lewoskretnego, wsor zas: — EJr" = M — prawoskretnego, wszelki bowiem
moment znakujemy dodatnio wediug uwowy.

Wezimy (Rys. 41) jednorodnie zbudowany pre¢t pierwotnie prosty,
odksztalcony pod jarzmem uktadu sit gnacych, prostopadiyvch do osi
pierwotnej preta B{. Na odksztalconej obierzmy dowol-
ny zresztg' punkt o (¢, 1) — $rocdek odnosnego przekroju ;
poprzecznego. Plaszczyzna tego przekroju podzieli obcia-
zenie zewnegtrzne na dwa uklady — lewy i prawy. Sity
i odpory uktadu lewego oznaczymy przez P; (=1, 2... »). Rys. 41.

Po sprowadzenin tego ukladu do Srodka o otrzymamy

wypadkowg sife tngcq T=1XF;, réwng algebraicznej sumie poszczegdl-
nych sit £; Znak sumy da kicrunek sily tngcej. Dodatnia bedzie skie-
rowana w dél, ujemna — do géry. Nadto kazda z sit uktadu, po. spro-
wadzeniu da moment M; = P; (L; —¢), gdzie {; oznacza odcieta punk-
tu przylozenia sity ;. Dla sit lewego ukladu ¢; > {, przeto znak M;
zalezy od znaku sity £;. Ujemng warto$¢ da sita ujemna, zatem wartosé
ujemna iloczynu P, ({; —¢) daje moment prawoskretny, jako pochodza-
¢y od sity, skierowanej ku gorze. Dodatnia wartos§¢ tego iloczynu da
moment lewoskretny — sity P;, dodatniej, bo skierowanej w dét. Mo-
ment wypadkowy M =EM; = LP;(§; —¢), rozpatrywany, jako alge-
braiczna suma momentéw wszystkich sit P; (=1, 2, ... »), bedzie
mial wartos¢ dodatnig, lub ujemng. Dodatniej odpowie moment lewo-
skretny, ujemnej—prawoskretny. Mozemy zatem napisaé¢ wprost EJi'==M,
pomijajac znak podwéjny w lewej czesci wzoru, jako zbyteczny, bo uta-
jony w jego czesci prawej.

Prgy wysnacsaniu momentu sit gnqcych lewej czesci preta nalezy za-
chowaé wlasciwy snak sily gnqcej © mnosyé jq przes odleglosé od srodka
sprowadzenia. Dodajgc algebraicsnie ofrsymane ilocayny, otrsymamy mo-
ment wypadkowy, rowny EJv".

To prawo obejmuje réwniez wypadek szczegélny, kiedy wsrod ob-
cigzenn ukfadu lewego znajdujg si¢ momenty, mozemy bowiem zawsze
‘kazdy moment obcigzenia zewngtrznego rozlo2y¢ na odpowiednig pare
sit pionowych. Pozwala ono nadto ustali¢:

§ 20. Zalezno§¢ miedzy sila tnaca a momentem gnacym
przekroju. Weimy pod uwage belke wygietq ptasko pod jarzmem ob-
cigzenia, le2gcego w plaszczyinie gigcia pionowej. Kierunek sprowadza-
mia sit gngcych niech bedzie taki, jak poprzednio: od skrajnego lewego
przekroju poprzecznego preta do skrajnego prawego. Kolejno zatem roz-
patrujemy przekroje preta poprzeczne. Ich.plaszczyzny kazdorazowo dzie-
l1a obcigzenie zewnetrzne na dwa uklady —- sit gnacych prawych i le-
wych.. Do $rodka kazdego przekroju sprowadzamy zawsze tylko sily

|
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gngce lewego uktadu. Te sily daja wypadkowgq sil¢ tnaca, lezacq w plasz-
czyfnie giecia, oraz — moment gnacy, prostopadly do tej plaszczyzny.
Oznaczmy przez O Srodek ktéregokolwick przckroju, przez 7 i M — je-
go sil¢ tnaca i moment — wypadkowe lewego ukladu sit odksztalcajacych.
W kierunku sprowadzenia sil, a wigc nieco dalej na prawo od O wyzna-
czamy sasiedni punkt O, na odksztatconej, znikomo o 4{ odlegty od o
i zakladamy, ze na przestrzeni OO, nie dziata Zadna sita skupiona, nato-
miast w samym punkcie O, moze panowac sita /,y,, pierwsza zwia-
stunka ukladu odksztalcajgcego prawego. Latwo uczyni¢ zados¢ temu
warunkowi, biorgc OO, dostatecznie male. Stowem wolno nam zblizy¢ sig
do punktu przytozenia sily /,4,, lecz nie przekroczy¢ go nigdy! Ponie-
waz z zatozenia w odcinku OO, nie dziala zadna sila gngca, przeto po
sprowadzeniu ukladu lewego sit gnacych do $rodka O, otrzymamy mo-
ment wypadkowy M,=M -+ Tdl. *Laiwo si¢ o tem przekona¢, zwa-
zywszy, ze uklad lewy po sprowadzeniu do srodka O zastgpiony zostal
wypadkowemi M i 7. Zatem przy sprowadzeniu do Srodka O, mozemy
bra¢ pod uwage jeno te wypadkowe. Moment A4, jako wekior swobod-
ny, moze by¢ wprost przeniesiony w O,; sita tngca 7 po przeniesieniu
do O, da takg samg sile tngcqg oraz dodatkowy moment 7d(, kiéry, wraz
z M da wypadkowy moment A/,. Bedzie on nieco rézny od M, jak to
wynika ze wzoru lylko co wypisanego, mozemy przeto oznaczy¢ M, =
= M-} dM, a wtedy oM — Td{. Ten sam wynik otrzymamy réwniez
i w tym wypadku, gdy nadto ponad odcinkiem OO, odksztalconej panu-
je obcigzenic jednostkowe p kg na jednostkg dtugo$ci. Tutaj przy przej-
$ciu od O do O, moment 3 jeszcze dodatkowo wzrosnie o pdCX Y/, df,
bedziemy mieli przeto dM = Tdf -+ Y. pd{? Pomijajgc wyzszego rzedu
mate, mamy stad, jak dawniej M = Td{. LElementarny prsyrost mo-
mentu gnacego prsy przej$ciu od daunego prackioju poprsecznego do sq-
siedniego w fierunku sprowadzania momentdw rowny jest sile inqcey owe-
L0 prackroju, pomnosonc) prses odleglosc obu praelrojow, miersong w lyni ' |
samyn kierunku. 1Inaczej jeszcze T ==dM : dZ, co zreszig istoty rzeczy
nie zmienia.

W powyzej rozpatrywanym wypadku (Rys. 41} belki wygietej ptasko
pod jarzmem sit pionowych mieliSmy dla srodka O ({, %) sit¢ tngcg 7=
— XP; i moment gnacy A/ —=XP; (§; -- ), wypadkowe sprowadzenia le-
wego uktadu sit P; =1, 2 ,..n). Weimy w kierunku sprowadzenia
sif, a wiec nieco dalej na prawo $rodek O, (£, m,) sasiedniego przekroju
na odksztalconej. Poniewaz {, — { = — J{, jak lo zresztg najlepiej wi-
daé z rysunku, przeto powinni$my mie¢ dla danego wypadku dJdM = —
— fdt na mocy twierdzenia powyzszego. Sprawdza sig¢ to istotnie, ma-
my bowiem dM = d¥P; ({; —{) = — XP,;dt = — Tdt.

W ogélnym wypadku mamy, catkujac: M = f?‘(f: ~+ €, mozemy
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przeto wyznaczy¢ wartosci momeniow gnacych, gdy znamy sily tnace
przekrojow poprzecznych. Najlepiej to uskuteczni¢ wykresinie.

Gdy 7 =o, wtedy i dM — o zatem: Skrajne wartosci momentoie
gnqeych  panuja w prezekrojach prefa  plasko wyginanego, gdsie sila
tnaca ma wartos¢ rowng zern. Tem si¢ tlumaczy, dlaczego skrajne war-
tosci wykresu momentéw zachodza w miejscach przecigcia si¢ krzywep
wykresu sit tnacych z podstawy. Dos¢ jest przejrze¢ powyzej podane
rysunki, aby sie o tem przekonacd naocznie.

§ 21. ZaleznoS¢ micdzy obcigzeniem jednostkowem a silg
tnaca przekroju. Zachowujac znakowania ustgpu poprzedniego, zakta-
damy, se sily skupione prawego ukladu dzialaja poza $rodkiem O, na-
tomiast odcinek odksztatconej OO, diwiga obcigzenie jednostkowe p kg
na jednostke diugosci pierwotnej preta. Oznaczmy, jak dawniej przez 7
— sife tnaca, panujacg w O, przez-7;, sile tnacqa w O,. Poniewaz z zu-
lozenia w odcinku OO, niema sil skupionych, przeto po sprowadzeniu
lewego ukladu sit do srodka O,, otrzymamy wypadkowg sile tnacy
T, = T+ pdi. Z tego réwnania wynika, ze sila tnaca nieco sie zmic-
nia przy przejsciu od O do O;, mozemy przeto oznaczy¢ 7, = I'+d7,
a wtedy JdT =pdt. [Llementarny prayrost sily tnqce) przy praejscin o
dancgo praekroju poprzecznego do sqsiedniego w kierunkw sprowadsania
sil, rowny jest obciqieniu jednosthowemu, panujqcemu ponad owym prze-
krojem, mnosonemu prsez odleglosé obu przekrojow, miersong w tym sa-
mym  kicrunku. I tu réwniez mozna napisa¢ p=d7 : d¢. Calkujac,
mamy 7 - '/'/)a.’é-r-i - D, mozemy przeto wyznaczy¢ wartosci sit tnacych,
gdy znamy obcigzenia jednostkowe, panujgce w poszczegélnych przekro-
jach preta. I tu najlepiej uskuteczni¢ rachunek wykresinie, catkujgc wy-
kres obciazenia p. Gdy p =o, wtedy i d7 =0, a zatem: Skrajue war-
josci sil Ingcych panmjq w przekrojach poprzecsmych preta plasko zginane-
go, posbawionych obcigienia jednosthowego. Tem sig objasnia, dlaczego
obcigZzeniom skupionym odpowiada tamana krzywa wykresu sil tngcych.
Latwo sie o iem przekonaé rozpatrujgc podane wyzej rysunki.

§ 22. Réwnania réZniczkowe odksztalconej. Korzystajacz po-
wyzej udowodnionych zaleznosci mozemy ustali¢ kilka postaci réwnania
rézniczkowego odksztalconej w zalozeniu preta o stalym przekroju po-
przecznym. Wyznacziny rownanie odksztatconej preta plasko zginanego.
Bedzie to 7 =/, gdzic f oznacza strzatke ugigcia, a zarazem moze sju-
2yé, jako znak funkcji zmiennej {. Ta funkcja stanowi réwnanie od-
ksztatconej. Umiemy jy wyznaczaé¢ dla wszelkich obcigzeri gngcych. Za-
lem: raedna odksztafcones daje strzatke ugiccia preta plasko zginanego
w odnosnvm prackroju poprzecnym. Rézniczkujac, otrzymamy bezposred-
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nio v :==df . dl==1g 0°° 0, gdzie przez 6 oznaczyli$my Kkat, jaki tworzy
z pierwotng osig prgta styczna odksztalconej, poprowadzona przez $rodek
danego przekroju poprzecznego. Zatem: prerwsza pockodna vzednes od-
ksztafconef daje kat pochylenia osi pierwotnej preta ku siycamej odkssiai-
conej, poprowadsone przez Srodek odnosnego przekroju poprsecsnego. Go-
dzi si¢ tu zaznaczyé, 2e ma to miejsce jedynie dla wygie¢ nieznacznych,
wiedy bowiem mozemy bezkarnie pominaé znak tangens’a, piszac wprost
7' 2 6. Nastepnie mamy wzoér zasadniczy giecia plaskiego v’ = 4 :"EJ,
ktory glosi, ze: druga pochodna rzednes odksztalcones daje moment odnos-
nego prsekrofu poprsecsnego, dsielony przes sstywnosé preta w tymi prze-
kroju. Dla preta o przekroju stalym bedziemy mieli dalej rézniczkujac:
W =dM . (EJd{) = T : EJ. Zatem: lrzecia pochodna rzednej odksstai-
cone) daje sile tnaca odnosnego prackvoju poprsecznego, dziclong przez
satywno$é preta w lym przekroju. Podobniez otrzymamy ” =dT:
: (EJdQ) =p : E], skad wnioskujemy, ze: czwaria pochodna rzedne od- |
ksstalcone) daje obciqienie jednostkowe, panujgce w odnosnym prsekroju |
poprsecznym, dgielone przes sslywno$c preta w tym przekroju. W ten spo-
s6b otrzymaliSmy caly szereg réwnan dla rzednych odksztatconej oraz
ich pierwszych czterech pochodnych. Ostatnie dwa réwnania dotycza:
preta o stalym przekroju. Sg to rowniez réwnania rézniczkowe odksztal-
conej. Rzadko je stosujemy, poniewaz nie sg wygodne, jako réwnania
wyzszego rzedu. Zazwyczaj korzystamy jeno z trzeciego réwnania 7"’ =
=M : EJ. Daje ono najmniejszg liczbe stalych catkowania.

Przepiszmy jeszcze raz réwnania powyzsze w postaci: EJn= EJf,
EJf=EJS, EJyy =M, EJf" =T, EJy"" =p. Ostatnie — daje sie
zawsze otrzymac¢ bezpo$rednio, zawiera bowiem obcigzenie jednostkowe
p — zasadniczg dang wszelkiego wytrzymato$ciowego zagadnienia. Za-
zwyczaj wyznaczamy p w postaci wykresu o podstawie rownolegtej do
pierwotnej osi prgta. Pionowe rzgdne, poprowadzone ponad odno$nymi
przekrojami poprzecznymi dadza wartosci obciazen miejscowych. Dodajac
te rzgdne wykresu w kierunku sprowadzania sil, otrzymamy sity tnace dla
poszczeglinych przekrojéw preta. Uszeregowane pionowo we wiasciwym
porzadku utworzg one wykres sit tngcych 7. Dodajac z kolei rzedne
tego wykresu w tym samym kierunku, otrzymamy momenty dla poszcze-
golnych przekrojéw, a zarazem bedziemy mogli zbudowaé wykres mo-
mentéw gnacych M dla calego preta. Umiemy zatem z wykresu p otrzy-
ma¢ T, a z wykresu 7 — wyznaczy¢ M dla tego samego przekroju po-
przecznego. Powidrzmy le same dsziatania, biorqc wykres M miasto wy-
kresu p, a otrgymamy EJ8 zamiast T, oraz EJf miasto M. ZLatwo sie
o tem przekonal, biorqc pod wwage poprsednio wypisane rownania. Dia
preta o praekroju stalym lak samo rogniczhujgc otraymamy EJO z EJf, |
fak T z M, tak samo dostaniemy M z EJS, jak p = T. Na odwrdt z p )



, o G

otysymamy T i M zupelnic tak samo, jak = M — IJ6 1 FJf. Na tych
prostych wywodach opiera sig:

§ 23. Sposéb rachunkowo wykreSlny wyznaczania strzalek
i katéw pochylenia stycznych odksztalconej. WeZzmy pod uwage.
belke, wygietg plasko pod jarzmem obcigzenia zewnetrznego. Zbudujmy
odno$ny wykres momeniéw gnacych M i wyobrazmy sobie nowa belke
tej samej dlugosci, dZwigajgcq obcigzenie jednostkowe p,, kg na jednost-
ke diugosci, zmieniajgce si¢ $cisle podtug wykresu momentéw M. Slo-
wem, zamiast preta istotnego bierzemy pod uwage tej samej diugosci
pret wyobrazalny, dzwigajacy obcigzenie jednostkowe p,, = M. Wyznacz-
my dla tego obcigzenia wykresy sil tnacych 7, i momentéw gnacych
M,,. W mys$l wnioskéw powyzej udowodnionych rzedne wykresu pierw-
szego dadzg odnos$ne wartosci £/6, a rzedne wykresu drugiego — war-
tosci EJf. Ta drogg otrzymamy strzalki ugiecia preta rzeczywistego
oraz katy pochylenia ku jego osi pierwotnej — stycznych odksztatconej,
stowem — wyznaczymy wygigcie preta rzeczywistego,

Pewne trudnosci nastr¢cza tutaj nalezyte okreslenie typu podpér
preta wyobrazalnego, nie jest to bowiem zwykla belka, a raczej twor
pomocniczy, ciato state, podlegle swoistej statyce. Jego podporom przy-
pisujemy wiasnos¢ wzbudzania odporéw pionowych i momentéw odporo-
wych. Odpory poziome pomijamy wobec zupeinego braku obcigzen po-
ziomych. Pret wyobrazalny opieramy zawsze tylko koricami obustronnie,
lub jednostronnie, zatem odpory pionowe mogaq nan dzialaé jedynic
~ w skrajnych przekrojach poprzecznych. Przylozone gdzieindziej powodo-

walyby przerwe ciagloSci wykresu 7,,. Odksztalcona mialaby przeto
~ punkt osobliwy o dwéch réznych stycznych, co jest zgota wykluczone
dla preta rzeczywistego, jako ze wtedy powloki odnosnej plytki musialy-
by si¢ przeciag¢ — wnikng¢ w siebie wzajemnie,

Odpory pionowe réwnowazg sily obcigzenia pionowego. Warunek
ten stanowi istot¢ réwnania sil pionowych, pierwszego réwnania statyki
dla preta wyobrazalnego. Drugie réwnanie—sit poziomych odpada, pozo-
staje zatem réwnanie momentéw. To réwnanie w zastosowaniu do preta
wyobrazalnego moze by¢é wypisane tylko dla pewnych punktéw. Wiemy,
2e M, daje wartos¢ LJ/. Ponad podporami prgta rzeczywistego f=o,
przeto w odnosnych punktach preta wyobrazalnego panowaé winna zero-
wa warto§¢ momentu M. lle wigc podpér diwiga pret rzeczywisty,
tyle mozemy réwnari momentéw wypisa¢ dla prgta wyobrazalnego. Z nich
wyznaczymy niewiadome odpory i momenty odporowe. Poza tem wiemy,
2e T, daje wartos¢ KJ6. Dla przekrojow preta rzeczywistégo zamoco-
wanych: 0 = o, zatem w odno$nych punktach preta wyobrazalnego pano-
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waé winna zerowa wartos¢ sity tngcej 77,,. Na mocy rozwazan powyz-
szych mozemy ustali¢ nast¢pujgce prawa ogoine:

W podpartym skrajnvmn przekroju preta wyobrasalnego panuje od-
por gtonowy i momen! odporowy, gdv odpowicdni koniec prefa rsecsywi-
stego wmie jest podparty. ;

W podpariym skrajnym przekroju preta wyobrasalnego panuje jenc
odpor pionvwy, gdy odpowiedni komicc prefa rzeczywistego spocsywa na
podporze rolkowej, lub prsegubowe;.

Skrajny przekroj prela wyobrazalnego nie jest podparty, gdy odpo-
wiedni lkonicc prefa rzeczywistego jest zamocowany. Przyktady najlepie;
wyjasnia istote rzeczy.

§ 24. Pre¢t osadzony jednostromnie. W zatozeniu sily skupio-
nej P, dzialajgcej w skrajnym przekroju - swohodnym preta otrzymamy
wykres momentéw gngcych M w postaci (Rys. 42) tréjkata prostokatnego,

w ktérym podstawa réwna / a wysokosé—druga przy-

2 Pl .-_{' ” prostokatna réwna jest /. W danym wypadku wobec
Sz 77~ zamocowania prawego korica preta rzeczywistego, pret
=\l wyobrazalny moze mie¢ tylko jedng podpore lewa.
3 .
/Z(MQ_/_DP[ Siedliskuje w niej odpdér pionowy B i moment odpo-
= y,  rowy Mp Roéwnanie sit pionowych bedzie:
L e i B--1,PP=o. Stad: B=—1/, P*. Réwnanie mo-
1 mentéw, wypisane dla skrajnego prawego przekroju da
Rys. 42. nam: Mp ~+ Bl + Y, PP=0. Stgd Mp =1/; P

Oznaczmy przez f kolicowa strzatke preta rzeczywi:te-
oo, przez 6 — kat nachylenia ku osi B ¢ skrajnej stycznej odksztalconej,
Na mocy powyzej wylozonej teorji 0 =—B:E/=i PP:E], f=
= Mp: EJ]="1"; PP EJ. Te same wzory otrzymalismy w § 4. Zmie-
nilismy wyzej znak u B na odwrotny. "Koniecznos¢ tej zamiany narzu-
ca si¢ w danym wypadku, poniewaz kicrunki sprowadzania sit i wzrostu
odcietych ¢ sg sprzeczne, nalezy przeto wzory podstawowe wypisa¢ w po-
staci EJy' =M, EJy"'=dM : (— dt)=—T, EJy""= (—dT) : (—d0)=
== p, poniewaz dM i dL,dT i dt s znakéw odwrotnych. Ta uwaga
dotyczy rowniez i nastepnych przyktadow. Wyznaczmy w dalszym ciggu
site tngcq T,,, panujaca w przekroju O, gdziekolwiek na precie wyobra-
zalnym. Odno$ny $rodek przekroju preta rzeczywistego bedzie miat

spotrzedne ¢ i 1. Zatem T, = B+, (/ =) X Om = — 1/, PP’ +

4 1, P (- &), poniewaz Om = Pl(l — %) : /. Inaczej jeszcze T,;==—
~-Pi--1,8)=— EJy. Z kolei wyznaczamy dla tego samego prze-

kroju My, = Mp+ B (1 — %) - iy P (0 — 2 K Yy (l=-5) =1, PP

Sy PR — )Yy P (I =Yy P& (b—1,%) = LJy. To samo
mielismy w § 4. Zalézmy teraz, iz miasto sily P w koficowym przekro-
ju preta rzeczywistego dziala moment gngcy ., a otrzymamy wykres mo-
mentow w postaci prostokala o podstawie réwnej /i wysokosci p.  Pro-
stokat lezy na precie wyobrazalnym, ktéry i w danym wypadku bedzie
mial tylko lewa podpore B. Rownanie sit daje: B-}-p/=o, skad B= —pl.
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Nadto z réwnania momentéw: Mg Bl + 1/, p® =0 otrzymamy Mp=
Y, ul?. Zachowujgc poprzednie znakowania moZemy mnapisa¢ 6 = —
—Tup: El=pl EJ, f=Mg: E]=1,pi% : EJ, a nadto 7= —
—plbp(l—8) =— pt=— EJy oraz M,=Mg-+ B{l—Y
f iy — 8 =y p 8= EJ.
Sprawdimy to bezposrednio, calkujac rownanie gigcia £ =g.
Daje ono Eff=C+wl, EJn=D+ C¢+4 1, ut W obec osadze-
nia preta =17 =0 dla §=o0, a zatem C=D= 0, skad EJy =p¢,
EJg =Y, p.%, jak wyzej.

§ 25. Belka jednoprzg¢slowa, obcigzona momentem gnacym
ponad podpora. Belke pozioma opariq na prawej przegubowej i lewe)
rolkowej podporze (Rys. 43) obcigzono momentem gnacym g w skrajnym
podpartym przekroju prawym. Obciazenie to da odpo-
ry pionowe 4, i B,, czynigce zados¢ réwnaniom sta- A ¢ 12,
tyki A, + B, =0, A -+p=0. Stad A, =—p : %Q"
B,=p : . W odleglosci ¢ od poczatku spétrzednych © I SH3

]
obieramy przekrdéj poprzeczny i sprowadzamy do jego R :
srodka odpore 4,, Da ona moment gnacy M = —

—u(/ —%) : . Wykres momentéw M bedzie miat po- Rys. 43.
sta¢ trojkata ABb, przyczem AB=I, Bb= — p. Tréj-

kat spoczywa na precie wyobrazalnym, podpartym w 4 i B. Latwo wy-
znaczymy odpory pionowe preta wyobrazalnego, piszac réwnanie sik:
A~ B—1,pl =0 i momentéw dla punktu 4 lub B. Dla B bedziemy
mieli 4 — 1,0l X 1, l=o0, skad: 4 =1, ul, B=1),pl. Zatem T, =
=A4Y, ([l =8O X Om =10l — Y, u(} —&)?2 : 1 poniewaz Om = -

—uw(l—2%): 1L Inaczej jeszcze Ty = Yl — o p 0 — 8P = —EJ.
Czyniagc w tym wzorze kolejno ¢= /i ¢ = o, znajdziemy pochylenie
skrajnych stycznych odksztatconej 6 4 — — U/, pl: EJ, 6g="; pl: EJ. Da-

lej mamy: My, =A@ —8) — Yy ¢ —8%: AX s 0 — Y = 0l (}— O~
—Yow (=03l =Y plt —Ypll—Y 0 (! =) : /= EJn Te same
wzory mozemy otrzymaé bezposrednio, calkujac réwnanie £ Jv"'= A4, (/—
—O=—pn(—¢:. Dla preta o stalym przekroju bedziemy mieli
Eff=C--Yop((—92:4 Eff=DLCL—1Yp(({—9:4 W da-
nym wypadku =0, gdy ¢=1/ lub {=o0. Stad D+ Cl=0, D —
— Y, =o0, co daje D=1, pl3 C=—Y;pl. Podstawiajgc te war-
tosci, odnajdziemy poprzednio otrzymane wzory.

§ 26. Belka jednoprz¢slowa, obciazona si- a 7l ¢

1a skupiong. W wypadku obciazenia sila skupiona B 5
wewnetrzng P, otrzymamy (Rys. 44) dla tej samej =T ¢ %
belki wykres w postaci tréjkata 4BD, lezacego na B
precie wyobrazalnym. tatwo wyznaczymy oba jego -

edpory, nazywajac przez a odlegiosé osi sily P od g
lewej podpory, przez & — od prawej. W tem zalo- , P
zeniu wysokos¢ tréjkata H=CD = — Pab : [, gdzie =& g x

= a + b. Réwnania statyki, wypisane dla prawego
korica preta wyobrazalnego dadza: Rys: 44.
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A -B4+y Hl=A4+ B—1, Pab=o0, Al -+, Ha (b -+ Yy @) + ' [1b X
X3sb= Al— ", Pab (ab -+ '; a®* + %3 6*) : 1= 0. Stad bezposrednio
A=Y Pabla+2b): = Pb(l—0b) U+ b):.=1, Pb(2—b?):1
Na mocy symetryi liter B =1, Pa (/*— a”) : [, a przeto dla lewej pofaci
wykresu, w odcinku a, bedziemy mieli 7,= A4 -+ 1, ((— &) X Om, =
=Y Pb(P—06%) : L =Y, PO —8 : l=—EJy, My=A(@—)
4 (0 —8) X Oymy X Yy (0 — %) =13 Pb(P—6% (I —8) : I—Y Pb (/-

— &) 1 = EJq, tutaj bowiem Om =H{{—8 :a=—Pb(t—¢) : I
To samo mieliSmy w § 4 niniejszego rozdziatu. Dla drugiej potaci, w od-
cinku b, mamy: — Tp=B 4 Y, X Oymy = Y, Pa(l? — a?) : I —
=Yy Pal:l=FEJ], —Myuy=BEC+ Yyt X Oymy X YUy & =1, Pa (l>—
—a)C:l— 1, Pat: 1=, Pal(l*— a® — &) : | = EJv, tutaj bowiem
Dgmyg = HC: b=— Pat:[l. Znak ujemny przed T, 1 M, jest tu ko-
nieczny, zmieniamy bowiem kierunek sprowadzania sit na odwrotny. Te
same wzory, cho¢ w innej nieco postaci mieliSmy juz w § 4.

Z kolei rozpatrujemy obcigzenie skupiong sita P, zewnetrzng. Wy-
kres momentéw bedzie miat ksztalt zupeinie podobny, rézni¢ sie jeno be-
dzie wartoscia /7. Oznaczmy przez / odleglos¢ pomigdzy podporami pre-
ta rzeczywistego A’ i ', przez a odleglo$¢ punktu przytozenia sity P
od osi prawej podpory. Roéwnania statyki, wypisane dla prawego skraj-
iiego przekroju preta rzeczywistego, dadzg A"+ C'+P=o0, A’ ({+
+a) +Ca=o0. Stad: A’'= Pa :l, ("= —P(-+}a):l a przeto
H = A’l = Pa. Z kolei wyznaczymy odpory 4, B oraz moment odpo-
rowy Mp preta wyobrazalnego. Réwnanie sit pionowych da nam A4--
+ B -3 Pa(a 4 }) = o, nadto, poniewaz M,,.=0, przeto dla tego
punktu mozemy wypisaC réwnanie momentéw w postaci A/ -1/, Hl X
X Yyl =0, skad A =—Y; Pal. Nadto z réwnania sil pionowych B =
== — Yy Pal — '}, Pa*. Réwnanie momentéw dla punktu 2B da: 4 (4
--a) Yy Hl (@ + Yy §) + ¥y Ha X %y a=Mp, skad Mp="/, Pa*(/+a).
Dla lewej potaci wgkresu, w odcinku /, bedziemy mieli, umieszczajac
poczatek statej osi B'C w prawym koficu preta wyobrazalnego: 7,,—A-
+ Y (+ a—28) X Opny=—1, Pal U, Pa(l +a—0)?: [=— EJq.
My=A(+a—0 +N(l4a—¢) X Om X Vs(l+a—8 =—
— Yy Pal(! 4 a —)4-Y; Pa (! 4 a — &) : I=FE v, tutaj bowiem O,m—
=Pa(l+a—%:.,L Te same wzory, cho¢ w innej nieco postaci, mie-
lismy juz w § 6 niniejszego rozdzialu, Dla drugiejlgolaci, w odcinku g,
mamy: — 7= B~y & X Oy = —1; Pal — Y, Pa® 4 Y, P O=FE J,
= M= Mg+ B¢ X Oty X 1y ¢ = 1, Pa? (I + a) — '/, Pal t—
— Yy Pa* e+, P8 = EJy, tu bowiem O,m, = Pat:a=PL 1 tu
znak ujemny przed 7, i M, jest komieczny, zmieniliémy bowiem kieru-
nek sprowadzania sil. Wzory powyzsze réznig si¢ tylko ksztaltem od
wzor6w § 6. Sa przytem znacznie prostsze.

§ 27. Belka dwuprze¢slowa, obciazona sila skupiona. Roz-
pietos¢ lewego przgsta (Rys. 45) oznaczamy przez a, prawego przez b.
Prawa podpora niech bedzie przegubowa, lewa i $rodkowa — rolkowe.

W odlegtosci ¢ od prawej podpory i ¢ od lewej dziata na belke sita sku-
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piona £. Odrzuémy podpore; srodkowg i na jej miejsce wprowadzmy
pionowy odpér X. Laczne dziatanie sit X, P wytworzy oczywiscie te
same warunki, moZemé przeto rozpatrywa jednoczesnie dwa wvkresy
momentéw gnqcych ABD sity P i ABF odpory X.
Oba wykresy dajg obcigzenie preta wyobrazalnego, e 2]
przyczem mewqtphwxe wysokos$¢ pierwszego tréjkqta X A
H = — Pco : , drugiego K= — Xab : I, gdzie 5
/{ —a-+ b=c-od. Wyznaczmy odpory preta wyo- 4,‘:————-"‘
brazalnego. Poniewaz pod podporami M, 4=M,, y— |
= M,p = o, przeto mozemy napisa¢ M, p=4A (a-- S
+ 6 A=Y aK (04-y a)—l—‘/z bK X 25641y 0H (c+
4+ 1)+ Yo cH X *ye=A(a+ ) — e Xab (a+ ‘Rys. 45.
+20)— 1 Pcd (0+2¢)=o0, MwX—Aa + 1y aK X
< l/a—l—l/arxXGx1/3a—*Aa———‘/ Xa*h : (a+b) — 1/rP‘ac (a—l—
t- ) = o, poniewaz odno$na rz¢dna wykresu momentéow XG —
— - Pac : (a + 6). Ostatnie rownanie da nam 4 (a -+ &) — /s Xa*b —
—1/. Pa%c=o, zatem, odejmujgc od pierwszego otrzymamy: X—=Pc (a’—
— 0 —2¢d):2ab?= — Pc(b>*+ 2ab — ¢? : 2 ab®. Po podstawieniu tej
wartosci w jedno z réwnan powyZszych otrzymamy A= - Pac (6> —
— " : 12 ) (a+ b). Roéwnanie sit pionowych 4 —;B + I (H+ K)=
—_zI—Q—B—‘/gXab—‘/chd:o da nam: B=Pc(b—c)?: 4b— A=
—= Pc (b —¢c)*: 4b—|—Pac(b’—c) 12b(a+b). Z kolei mamy K=
——Xab :l=Pc(b®*+2ab—c*): 26 (a—|—b) > o0, poniewaz za$§ XG=
— — Pac:(a+b) <o przeto GF =K+ XG=Pc(6*—¢*) :2b(a}
i~ b) > 0, mozemy bowiem zawsze zalozy¢, 2e P> o. Podobnie réwniez
C]=KC:b=—Xac: l==—P2 (@ — & —2cd) : 25 (at+b) > o.
Wobec tego, 26 CD = — Pcd: (a-}b)<<o, quznemy mieli /D=CD+}-
FC]=-—Pc20(b*—¢c*) — ¢c(0*—a?] : 26* (a+b) =— Pec(b—
o) [20(0+¢)—c @+ a)]:26%(a—+ b)_:-—Pc (b—¢) [2b0+c(0—
—a)]: 202 (a4 b) <<o. Odiéimy odcinek XQ = GF na osi podpory
al'OdkOW&], oraz CR=_JD na osi sily P, a otrzymamy wykres momen-
16w gnacych w postaci tamanej AQRB, przecinajacei podstawe w drugiej
potaci wykresu XB. Zawsze wigc pomigdzy osig sity, a podporg Srodko-
wa odksztalcona ma punkt przegiecia w S. Z podoblenstwa tréjkatow
wyplywa = (b—c—)— Q:CR=b0b-+¢):120 + c(0 — a)].
Stad == 1b (b" c®:[206+¢ (b —o+ b —|— c ] Wyznaczenie T,
A, z wykresu z tatwosciag kazdorazowo moze by¢ wykonane. PowyZszy
przyktad wskazuje, jak cennem narzedziem staje sie sposéb rachunkowo
wykreSlny przy wyznaczaniu warunk6w pracy belek wieloprz¢stowych.
Dznekl jemu rowniez nie strgczy 2adnych trudno$ci powaznych badanie
wygigcia —
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§ 28. Belki o zmiennyin przekroju poprzecznym. Przekroj
poprzeczny belek tego rodzaju moze si¢ zmienia¢ w sposéb ciggly, jak
w pretach statej wytrzymatosci, o ktérych byla mowa wyzej, lub tez na-
glymi skekami, jak na (Rys. 46), gdzie mamy potowe walu o trzech us-
kokach srednicy. Wtlasciwie mdwigc przekréj F wybiega poza dziedzine
naszych zalozen zasadnmiczych, poniewaz powloki tego przekroju réznia
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si¢ 0 warto§¢ skoriczong. Mimo to stosujemy i w danym wypadku wzo-
ry zwykle w braku wlasciwszych. Btad popeilniany w ten spos6b zapew-
ne nie jest znaczny, bo zwykle wzory giecia zawodzg tylko dla samego
przekroju F, obustronnie natomiast moga by¢ stosowane bez zastrzezen.
Zresztg istotny nagly uskok przekroju spotyka si¢ dosé rzadko, zazwyczaj
bowiem lagodzimy przejscie zaokragleniami.

Oznaczmy przez EJ, sztywnosé preta w odnosnej powioce przekro-
ju F po lewej, przez EJ, po prawej sironie przekroju. Moment gnacy
przekroju F oznaczamy przez M i zakladamy, ze zmienia sie on w tem
‘niejscu w sposéb ciagly. Przekr6j F dzieli plaszczyzne giecia na dwa
obszary zmiennosci, mozemy przeto napisa¢ dla lewego obszaru £ /"=
= M, dla prawego £/ = M. Oznaczmy przez ¢ ( &) funkcje catkowa
M, a przez ¥ ({) takgz funkcje @ (¢). W tem zalozeniu, catkujac, ma-
my dla lewej polaci Efyn = Cp + ¢ (8), EJpn =Dy, + Cp¢ 4 ¥ (¢,
dla prawej EJ7 = C;+ ¢ (L), EJq=D, 4 C 5+ ¥ (¢). Czynige
w tych wzorach {=¢,, otrzymamy <, i 3, dla srodka przekroju F, a wigc
dla punktu odksztalconej, lezacego na granicy obu obszaréw. Obie gro-
mady wzoréw muszg daé niewatpliwie te same wartosci w danym wy-
padku. Latwo to udowodnié, zwazywszy, ze odksztalcona podwojnego
punktu mie¢ nie moze w tym samym przekroju, wartosci ¢=17% musi
wiec odpowiada¢ jedna tylko warto$¢ 7,. Nadto wartosci ¢ = {, winna
odpowiadaé¢ réwniez tylko jedna wartosc 4,’, w przeciwnym bowiem razie
nastapiloby przecigcie si¢ obu powtok przekroju F, co niewatpliwie nale-
2y uwazaé, jako niemozliwe dla preta istotnego. A przeto: [Cp - ¢ ()] :
s L =[CF o ()] 2 J., Dy +CoUAF W ()] : Jp=1D. 4 C&+
LW (&) : J.. Tym réwnaniom mozemy uczyni¢ zados¢ tozsamo$ciowo
przy wszelkiej réznicy Jp i J, i dla wszelkich obcigzen tylko w tym wy-
padku, gdy 9 (Go) : Jo, Y Q) : Jo, Cp:Jp, D : Jb dla lewej potaci bg-
dq odpowiednio réwne ¢ (§)): J, , ¥ (&) : /., C.: J,, D;: J. dla pra-
wej. Inaczej méwiac nalezy jedng potaé sprowadzié do drugiej w sto-
sunku odnos$nych sztywnosci preta, to jest miasto istotnego preta brac pret
sprowadzony o przekroju statym. W ten sposéb zbudowany pr¢t wyobrazalny
bedzie niewgipliwie tozsamog$ciowy z rzeczywistym co do wymiaréw i ob-
cigzenia po jednej stronie granicznego przekroju, po drugiej za$§ otrzyma
przekrdj sowitszy w stosunku sztywnosci, lecz wzamian za to powinien
ulegaé obcigzeniu zwielokrotnionemu w tym samym stosunku. Stowem,
jak w danym wypadku, miasto preta rzeczywistego, obcigzonego momen-
tem M, preta o sztywnosciach ZJs i EJ. po obu stronach przekroju F,
nalezy wzig¢ pod uwage pret wyobrazalny stalego przekroju, dajmy na
to o sztywnosci £/, . W ten spos6b sztywnosé prawej potfaci pozostanie
ta sama, lewej zwigkszy sie w stosunku J.: J, . W tym samym stosun-
ku nale2y zwielokrotni¢ obcigzenie lewej potaci, aby warunki pracy po-



zostaly bez zmiany. Zatem po lewej stronie przekroju granicznego wi-
nien panowa¢ moment gnacy M/, :J,, po prawej dawny moment A/
Odksztalcona preta wyobrazalnego bedzie oczywiscie odksztalcona preta
rzeczywistego. Istot¢ powyzszego sposobu najlepiej ocenimy, rozpatrujac
przyktad. Przy sposobnosci zaznaczamy, ze dla preta o statym przekroju
Jp=J, zatem i C = C,, Dy = D,, o ilemoment #/ zmienia sie w spo-
sob ciggly .ponad przekrojem rozpatrywanym. Wynika to bezpcsrednie
ze wzoréw powyzej wypisanych. Na iej zasadzie opieraliSmy sie milczy-
€0, piszac wzory momentéw z kreskami dla réznorodnych potaci zmien-
nosci momentéw. Dzigki temu przy catkowaniu mielismy zawsze tylko
dwie state catkowania co znacznie ulatwia rachunek.

Latwo to zrozumiemy przejrzawszy ponownie poszczegéine przykla-
dy gigcia. Gdybysmy w nich dia kazdej potaci zmiennosci momentéw
wypisywali oddzielnie réwnania giecia, to liczba stalych catkowania byta-
by rowna podwojonej liczbie polaci, a wyznaczanie stalych staloby sie
ci¢zkg praca. Ominigcie tej trudnosci zawdzieczamy Clebsch owi.

§ 29. Belka jednoprzeslowa o zmiennym przekroju po-
przecznym. Przyklad najprostszy mnajlepiej uwypukli istote rzeczy,
zwlaszcza, ze czgsto spotyka sig w praktyce. Zaklady elektrotechniczne
wymagajg pewnej skrajnej strzalki ugigcia waléw obustronnie podpar-
tych, a obcigzonych po srodku wimikiem pradnicy. Bierzemy tedy pod
uwage polowe symetrycznego watu (Rys. 46), obustronnie koricami pod-
partego, a obciazonego silg. P po $rodku. W od-

cinkach skrajnych « panuje stata sztywnosé £l s p = 2= 57
w odcinkach &—sztywnos¢ £/, , wreszcie w od- 7 = i
einku srodkowym 2 ¢ mamy sztywnosé¢ EJ,. . Istot- P . 1 \
ny wykres momentéw, a raczej jego polowe daje 3 K|
tr}(lijka}; Acf, gdzie ¢f = —1/, i 1, P (a -J|- i ::’%’_'g ¥
~+ 6 4 ¢). Obierzmy najsutszy przekréj jako prze- - 2

kr6j preta wyobrazainego. Odnos$ng czes¢ bcfe 1
wykresu momentéw nalezy przeto pozostawi¢ bez Rys. 46

zmiany, natomiast w odcinku & — zwiekszy¢ rzed-
ne wykresu w stosunkn m = J.: J,, oraz w odcinku @ — w siosunku
n=J.:J,. W ten sposéb otrzymamy wykres wyobrazalny momentéw
Afigefc. Latwo zrozumieé, ze promienie Ak, ig, ef przecinajg sie w A
Wyznaczamy Srodkowsq strzatkg ugiccia preta, stosujgc sposéb rachunko-
wo wykreslny. W tym celu wyznaczamy odpér A4, réwny polu potowy
wykresu. Pole wykresu dzielimy na trzy tréjkaty i dwa prostokaty.
Bedg to: tréjkat Aad, zwielokrotniony w stosunku’ #, prostokatl «b;d i tréj-
kgt dje — m razy wigksze, wreszcie prostokgt bcke oraz tréjkat ekf. Po-
miewaz da = —1/, Pa, ¢ = — ', Ph, kf = — 1/, P¢, przeto 'A-
=1, Pna*+-m 2 ab+6")+-2c(a - b) + ¢? oraz M, = A (@ 6+
+ 0 — Yy nPa (. 1475 @)—"/y mPab (c -~ V[, b) — Y, mPb? (¢ - 1/, b)—
— Yy Pc(a <+ b) X 1;73_( My Pet X Yy ¢ = 3 nPab §- Y, mP_}(S/z;’b +
+8ab’ 6NV PB(a-t8)c-l-3 (a+ b)Y =1, P(atbd
9

\
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+ )P A- Y P —i)ad 4 Y P(im—1y (83a% - 3ab* + 8% = £/./
Siad: f=Y4 PP?: EJ, + Yy Pa*(1: EJ, — 1: EJ) 4 P (3a% -
+8ab:+ 6% (1: EJ, — 1: EJ,). Wzor ten wyprowadziliSmy dla preta
o trzech uskokach przekroju najczesciej spotykanego. Dla preta o dwdch
uskokach naiezy uczyni¢ c¢=o0 i m =1, co da My, ="'/, P (a4 b)* 4
Y P —1) ad = LJf, skad f= 1 PL: EJy + Y Pa® (} : EJ, -
—1: £fp). Widzimy tu pewien algorytm, to tez bez Zadnyclh trudnosci
mozemy dla preta o czterech uskokach przekroju wypisaé wprost:

EJof == Yo PP -1 (1 — 1) Pa* -+ Y, (m — 1) P (3 a* + 3 ab* 4- b*) +
+Yolk—1)PB(a+0c +3(@--bc* 4+ ¢, gdzie n=J. . Ja.
m= Jy: Jo, o= J.:Jo. lIstola algorytmmu poiega na tem: podnosimy
do szescianu, 'fyl=a -+ b4 c4 0+ . ... wylaczajac ostatm sklad-
nik. W poprzednio rozpairywanym wypadku bedzie to oczywidcie ¢. Be-
dziemy mieli przeto [(a4- o) 4-¢c]*=ia4 6P+ 3(a-}b):c 4 3 (a-
—+ b) ¢+ ¢* Odrzuciwszy pierwszy skladnik, otrzymamy spdtczynnik
wymiarowy ostatniego wyrazu dla £/f Z kolei w odrzuconym wyrazie
(@ + 8)* = a® + 3 @%b | 3 ab?+ b% pomijamy sktadnik pierwszy, reszta
da znéw spélczynnik wymiarowy przedostatniego wyrazu wzoru dla £J/,
a odrzucony skladnik da spotczynnik pierwszego wyrazu. Latwo to uogol-
nié. Przy n=m=+Fk=...=1 wszystkie te wzory dajg f =1/, PP -
: EJ. To samo otrzymaliSmy w § 4 rozdzialu niniejszego.

§ 30. Twierdzenie o trzech momentach. Podany powyzej
sposéb rachunkowo wykreslny stanowi duze ulatwienie przy wyznaczaniu
warunkéw pracy belek wieloprzestowych, nie daje jednak rozwiazania
ogdlnego, jakie inng drogg otrzymamy.

Wyodrebnijmy myslowo jakiekolwiek przgsto belki (Rys. 47), spo-
czywaj;ce na podporach C,, Cuti- Poczgtek statych osi obierzemy

w podporze prawej C,,+, , prowadzqc 0§ C,, ¢, L wzdtuz

M,E——/:J z ﬁ’- pierwotnej osi belki. OS$ C,. .1 kierujemy w dd.i..
" o C,,_l_,f'; — ku patrzacemu. Wyznaczmy w  ukladzie
4 St tych osi odksztalcona, a na niej dowolny $rodek
Kys. 47 przekroju poprzecznego O (¢, 1). Panuje w nim mo-

ment gnacy M na tle obcigzenia belki, zloZonego
z sit prostopadtych do G, L, lezacych w plaszczyinie gigcia & Cipy 7.
Chcemy go wyznaczy¢. Plaszczyzna przekroju poprzecznego dzieli ob-
cigzenie gngce na dwa uktady — lewy i prawy, bedziemy nadal kazdo-
razowo zawsze sprowadzali lewe uklady 'sit do Srodka odno$nego prze-
kroju. W danym wypadku przedewszystkiem nalezy uwzgledni¢ pominig-
tq czesé ukladu lewego, obejmujacy sily gnace, czynne na lewo od C,
Uskutecznimy to z latwoscia, sprowadziwszy cate obcigzenie lewej czesci
preta do srodka C,, przekroju podpartego, gdzie w ogdlnym wypadku
otrzymamy sile tnacg 7,, i moment gnacy M, . Te wypadkowe zastapia
dzialanie pominietej czesci lewego ukladu. Oznaczmy nadio sily gngce
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polaci C,,0 przez °; (i=1, 2,. . .n), przez P (j=n+d1y,n-t2..9)
sity potaci OC,,,; po sprowadzeniu do $rodka O lewego ukladu od-
ksztalcajacego otrzymamy wypadkowy moment gnacy M=M,~+T,, (/, -
— O+ & P; (§; — ©), gdzie dodawanie winno objaé wszystkie sity gnace
potaci (0, odlegte o ; od osi prawej podpory. Czyniac w tym wzorze
C=o, otrzymamy moment M, =M, 4 7,/,+ % P;L;, panujacy
ponad podporg C, ;. Jest to moment wypadkowy sprowadzenia obcia-
zenia lewej czesci belki. W tym wzorze dodawanie obejmuje wszystkie
sily gnace calego przg¢sta. Zatem 7, = (M — M, — P4 ¢ 4,
i ostatecznie M =M, + (M, — M,) (l,, — O : }, + SP; (t; — O)—
— IR, —0):14,.

Rozetnijmy belk¢ ponad podporami C,, i Cu11, i, nie zmieniajac
ukladu sit gnacych tego przesta, ustawmy wycieta cz¢$é na podporze
przegubowej — prawej i lewej — rolkowej. Powstang w nich natych-
miast odpory, kiére z fatwoscia wyznaczymy z réwnari statyki, wypisa-
nych dla podpory prawej. Réwnanie sit bedzie tu G, + G,y 1+ LP=o,
momentéw: G, [, + X P;{; = o. Stad C, =— LP;t;i: 4, a moment
przekroju O bedzie niewatpliwie dla belki rozcietej réowny p = —
—EPiti (¢, — ) : 4, +EXP; ({; — ). Zatem bedziemy mielh M =
=M, + (Mn—|-l = Mu) (Up—0: by + @ )

Wz6r otrzymany stanowi tak zwane fwierdzenie o trsech momentach:
Wyznaczamy, idgc w kierunku sprowadzania sil, dwa przekraje preta pla-
sko zginanego — pierwszy i drugi, ovas ich momenty gnqce pierwsszy
i drugi, a olrsymamy moment gnqcy jakiegokolwick przekroju posrediie-
£0 w postaci sumy Ilrzech momentdw: momenti pierwszego wiecej rdénica
momentu drugiego mniej picrwszy, mnosona przes odleglosc posredniego
praekroju od pierwszego i dzielona prses odleglosé prazekrojow skrajmych,
wreszcie wigce; moment, jakiby powstat w prsekvosu posrednim, gdyby prif
rozpitowano wedtus obu prsekrojow skrajnych, i, sachownjqc w calosci 0b-
®qzenie gnqce, czynne powmiedsy nimi, oparto na podporach przegubowe;
i rolkowes. To twierdzenie najlepiej ‘si¢ uwydatnia w oswietleniu wykresl-
mem. Niech krzywa C,,CC,,_H stanowi wykres momentow p przesla,
a nadto niech C,M, = M,, , C,,_|_1M,,+l = M1y . Laczymy korce tych
odcinkéw prosta. Prowadzac ¢Oo prostopadle do podstawy wykresu przez
$rodek O danego przekroju, bedziemy mieli O = M, | (Myyyy —
- —=M) (,—08) :L,, Oc=yp, zatem dc = M.

Momenty M, , M, nazywamy zazwyczaj momentami odporowymi.
33 one wygodniejsze w uzyciu, niz sily — odpory, zwlaszcza w wypad-
kach belek statycznie niewyznaczalnych, gdzie nadto zazwyczaj stosujemy:

§ 31. Calkowe réwnanie odksztalconej. Wezmy pod uwage
prgt plaske zgigty pod jarzinem sit gngcych, leigcych w plaszczyZnie

-
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giecia a prostopadtych do osi pierwotnej preta. Ulézmy na niej o§ ol,
obierajgc gdziekolwiek poczatek osi spéirzednych stalych. O$ wf kieru-
jemy na lewo, of wq w dof, o§ w& — ku patrzagcemu. Na odksztalcone|
obieramy dwa jakiekolwiek punkty: jeden biezgcy O (¢, %) i drugi O, (€.,
Mo), Staly ,punkt wyjscia“. Przekréj poprzeczny preta zakladamy zmienny.
W danym wypadku z réwnania zasadniczego mamy v/ = M : EJ, skad:

¥ M M
,,_f——d; ,'q=.([IEjtl’g.dC+(le)—‘ {}57
l E]C dt + ¢t + D. Tym trzem réwnaniom czynig zados¢ spéirzed-

ne punktu 0 Poniewaz punkt wyjScia lezy rowniez na odksztalconej, '

przeto: 7, = l —dC }U Gt =G [{% i L_ [[l%g i ]o+

-+ C% -+ D. Odejxnu_|q<, te rownania od poprzednio otrzymanych:

\

: $ M M M
yl' — ’f:'“ — % F/ u'g y T e = C [ Ej dC = Co [ / -]j dc ] o
“_.;Co EJ at - &6 — 'C_,,)::C I [[ﬁ]dC] CoE/dC {-

; : M / ﬂ/ - f
'r‘(c—co){"lo |/E/dcl}- 5 COE/ ac — CoEj dC = 7'y (£ — &)

lnaczej jeszcze mozemy napisaé v == 7y + f at, 1=1,4+ € —

LM, < MG
— Go) Mo+ & / £ di — o EJ dt. Sg to catkowe réwnania odksztal-

conej. Mozna otrzymaé z nich trzeci wzér, jako wynik bezposredni.
Pomnézmy pierwsze réwnanie przez ({ — ;) i odejmijmy od drugiego.

, ¢ M Mg
a otrzymamy % — 1, = 74 (£ — &) + & ‘, 'Ej a§ — % E—j da. Osta-

: : o LT Lo Rt
tecznie bedziemy mieli 7' = | L, Tt t £/ ds.
= T o vbe

Te trzy wzory catkowe sg nader wygodne w uzy-
U N ciu. Zwlaszcza dia belek zamocowanych prowadza

.48
E%L’ bardzo szybko do celu, mozemy bowiem zawsze
ra

przekrdj osadzony rozpatrywad, ]ako poczatek spéi-
LL@I rzgdnych, a wtedy & = 7 = 1, = 0. Dwa proste
7"‘ przyklady najlepiej to uwypukla. Bierzemy (Rys. 48)

pod uwage belke jednostronnie osadzong, drugostron-

Rys. 48. nie wystajagcg poza podpore A4 rolkowa, oraz belkg

-
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~obustronnie osadzong. Obciazenie gnace obu belek stanowig sily P;, dzia-
lajgce w odleglosci ; od prawego przekroju osadzonego -- skrajnego
przekroju belki. Zgodnie z powyzej uczyniona uwagg — w tym prze-
kroju umieScimy poczatek osi stalych, kierujac o¢ BL na lewo po osl
preta pierwotnej. O$ By -— w dof, a 0§ BE — ku patrzacemu. W od-
legtosci / od poczatku spélrz¢dnych lezy druga podpora .4 dla pierwsze;
belki rolkowa, dla drugiej stala. Odlegtosé srodka O dowolnego prze-
kroju poprzecznego od przekroju osadczego oznaczamy przez &, przez
M — moment gnacy tego. przekroju. Wreszcie przez f — oznaczamy
moment gnacy, jakiby panowat w tym Samym przekroju, gdyby pret roz-
pitowano w 4 i B i, nie zmieniajac obcigzenia czynnego pomigdzy temi
przekrojami, wsparto koricami na podporach rolkowej i przegubowej, Dia
obu belek srodek przekroju osadczego prawego gra role punktu wyjscia,
zatem tu {, =1, = 4, = 0 i nasze wzory otrzymaja postac

T /c Mo [cMc o ey 3
et EJ ,n—.—flw IV o T C. tych wzorach nalezy

wyznaczy¢ warto$¢ momentu gnacego.

§ 32. Belka osadzona iednostronnie. Z réwnan statyki, wypi- -
sanych dla poczgtku spéirzednych w postaci 4 4 B 4-XP; =9, A] -}
+ 2P 0+ Mp = o, Wyznaczymy odpory pionowe 4, B w zaleznosci
od statycznie niewyznaczalnego momentu osadczego Mp, kitéry réwno-
wazy moment gnacy skrajnego swohodnego przekroju preta. Dia lewe;
podpory mamy 4 = o przy { = /, a przeto z drugiego wzoru mamy

padku. Oznaczmy przez M, moment gnacy, jaki panuje w przekroju
podpartym lewym. Mozemy go zawsze wyznaczy¢ bezpo$rednio, spro-
wadzajgc do $rodka przekroju .4 caly lewy ukiad [E] sit gnacych, czyn-
Ny na zwisajgcej czesci belki. Gdybys$my' znali wartos¢ odporu A4, mo-
glibysmy wyznaczy¢ moment M, prawego skrajnego przekroju, idac
W tym samym kierunku przy sprowadzaniu sif. Nie znamy jednak tej
wartosci, natomiast wiemy, ze M, 4 Mp = 0. Zatem M = M, -+ (M, —

— M) (¢—0):l+ p=M, —(Mp+ M) (!~ :2+ p dla podpar-
tej cz¢éci preta. Po podstawieniu tej wartosci we wzér poprzednio otrzy-
[I M — ) = /'1 I— z

s E_/ dt — 1 Ju ,E:/ =

(=0 .
BT dC = o. Z tego réwnania

many bedziemy mieli:

Mp -+ M, f’ (Z— ¢y
s - — d I

L E,
wyznaczymy Mp. W szczegélmym wypadku, gdy pret urywa si¢ ponad
podporg A, uklad sit [E] nie istnieje i M, = o. Zatem:
. 'y (0 — ¢ (1 — o)
Mp =1 { E‘(—,_.' 2 z : / ~7 4. Nadto dla prgta o przekroju

<o 1;/ E_/

Ja
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vl' ,11
stalym bedziemy mieli wprosi: Mp =1/ | p(Z —8) dt:| (I—t)Pdi—
<0 '

3

— —l—’ w( — € di. Gdy pret jest jednostajnie obcigzony w stosunks
Jo

» kg na jednostke diugosci, mamy p = — Y, p (! —8) + Y, p (/ — 02

» ! B[4
a przeto Mg = — 3/, Z;— f (4 — 02 dL - 3, _/p l (} — Bt @l ==
oy o
— Yy pl? - 3 pi* = — g pl:. Gdy na pret dziala sita skupiona P
w odlegtosci & od przekroju osadczego, mamy p=-- Pb{{ — ) : ||+
-+ P (6 — §), przyczem plaszczyzna gigcia winna by¢ podzielona osig si-
ly P na dwa obszary zmiennosci moment6w. Odpownedmo réwniez na-
lezy dobraé granice catkowania. Moment odpory 4 réwny-—Pb (I—¢8) : /

panuje na catej dtugosci /, drugi moment sk%adowy P (b — C) — jeno
Ph

w odcinku b, dla tego tez Mp=—3 ; L ' (L —
3P '

— 0D b—0di=— Pb-- I f [lb— (1404 CNdl =— Pb(2/1> —

3/ 6% :2/2 Te same wyniki mielismy w § 12 i § 13 rozdzialu
niniejszego. _

§ 33. Belka osadzona obustronniec. Z rownan statyki, wypisa-
nych dla poczqtku -spétrzgdnych w postaci 4+ B-}XF; =90, Hy-}
+Hp =0, M+ Al 4+ X/, 4 Mg =0, wyznaczymy oba odpory pio-
nowe 4, B w zaleZnoSci od statycznie niewyznaczalnych momentéw
osadczych M ,, Mp. Nadio drugie réwnanie wigZze odpory poziome, kti-
re tu jawia sie na tle dzialania obcigzenia gngcego przy bezwzglednej
nieruchomosci podp6r Istotnie, pierwotna o$ preta jest krétsza, niz od-
ksztatcona, zatem przy gigciu podpory muszg sig zblizy¢ ku sobie, lub
ez w wypadku podpér stalych pret musi sie wydluzyé odpowiednio. To
wydtuzenie nie istnialo zupeinie w powyzej rozpatrywanych wypadkach,
poniewaz zawsze mieliSmy jedng tylko . podpore nieruchomg przy pozo-
statych — rolkowych. Pret mégt wyginac’ sie zupeinie swobodnie. Tu-
taj przy dwéch podporach staltych zachodzi gigcie miniosrodkowe plaskie,
na tle rozciqgajacych sit 7/ 4 i H p. Zazwyczaj jednak bierzemy pod uwa-
ge tylko gigcie, czyniagc /4 = Hg = o0, a to dla tego, ze podp6r bez-
wzglednie statych nie umiemy budowac, a nadio gidwnie jeszcze i dla
tego, ze przy mieznacznych, praktycznie jeno dopuszczalnych, wygigciach
preta — rozcigganie ]est niewatpliwie nader nieznaczne. Mozemy przelo
pomingé odpory poziome. W ten sposéb mamy juz tylko dwie statycz-
nie niewyznaczalne. kLatwo je wyznaczymy, stosujgc wzory wyzej otrzy-
mane. Dla prawej podpory 1, = 1;'1 = o przy {, =/, a przeto

[ e o [ [ 25 et e [
E_] = 0 Ooraz Elr g —-. 1—_/ lld(.ZE] _](.SZCZE E_]
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ol M |
= 77 @ =o0. I tu zndéw, jak wyzej M = M (Mg — M) ({—1L) :
o LEJ 1 0 1/
=My — Mg+ My) (=0l Fu=DMy4Mp)0: 04
s g My+ Mg (1tdg i
+ p — My, a przeto mozemy napisaé: 7 )BT "WBjo A
"/JCdC - 7t

‘pdl  My+ Mp (100 -db ad .
+) 5 =" -7——~-jo 5 — Mz &) 5y =0 Z e

réwnaii wyznaczymy oba momenty statycznie niewyznaczalne. Dla preta
o stalym przekroju otrzymamy po skroceniu przez 1 : £J i calkowaniu:

42 6 //
My— Mp-7 | pde=2 My — Mp + o | vidt = 0. St M=
/0 v O
2 [/ 6 4 4 (! 6 ! :
:—1—‘}0 pal — 7 fo pldt, Mp =7-/o udt ) fo ptadl. W wypadku
obcigzenia jednostajnego p kg na jednostke dlugosci mamy, jak wyzej
a=—apl (=0 + hp (=0 == Y, plt + Y, . Zatem
/ i '
[ pdf = — 1/, p/’,/ pedl = — Yy plt, a przeto My =1/;y pi2 = —
o (1) ¥9.9, J

— Mp=M,. Wobec tego wyniku réwnania statyki wypiszemy w posta-

l
ci: A+BFEP,— A4 1 B—}—[ pdi= A+ B+ pl=0, Al +3IP;t;—
7 0
|

~l
= I+ | pid = ALYy pB—o. Stad A—B — — 1/, pl. Nadio
CYAN

M= —Mpg-+un=1,p* x Yy pl - 1y pL2. Z réwnania M=o wyzna-

czymy odcigte (=1,/(1 =1 : V' 3) punktéw przegigcia odksztalconych.
Czynigc dM = o okreslimy przekréj o skrajnej wartosci momentu gnace-
go. Rownanie to daje &, =1/, a przeto M,,=-— Y, p2. Moment
gnacy stdje si¢ minimum posrodku preta, na obu skrajach posiada nato-
miast warto$¢ najwyzsza M= M, =1/, /2. Zwmienia sie parabolicznie.
Latwo wyznaczy¢ wykres momentow i sit tnacych. Réwnanie odksztalco-
wej hedzie tu Efy=t /'jMa’C [ Medt = [1],3 pI% - Y, A2 Vg PTG
— Yy pL2 - 2o pIC3 — Mg pE* = Yoy pL% (L — )2 Cheac wyznaczyé strzal-
kg ugiecia preta, czynimy ' =1/, 50 (/ — ) — 1/, A3/ — O =0, cO
daje £ =1/, 4. Posrodku zaiem mamy sirzatke f = /s, pl* : EJ.

W wypadku obcigzenia sita skupiony P, czynng w odleglos$ci a
od lewej i 6 od prawej podpory, mamy p=— Pb (! —1) : || -FP (b—

Q)= — Pb-- P : L || - Pb— P Zatem /i |LdC=f: (— Pb =+
+ Pb Dl A [P — Py dt = — 11, Pbl -t Y, PI, f: sbds = /:( o
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— Pb - Pher : Iy dl - [:’ (PBE — P2 dt = — 1, Ph* [, P4, a prze-

10 My=Pb(—b) : D= Fab*: P, Mg= — Pb-{ [, Pb?* : | — Pb* :
P =—Pb(l--0): I =— Pba" : P=— M,. Réwnania statyki be-
dy tv A+ B+ FP=o0, Pab*: P+ Al-} Pb — Pba® : ' = 0. Stad:
A=—Pb(lP+ab—a*) : P=-—-Pb*(Ba-{-0): P, B=— Pa(a+
~+-3 6) : A Nadto M = (MA -+ JMB) £:/— ﬂ’lB—:- = Pab(b—a)l :
P4 Patb i 22— PP | - POb—PL=—PFPblP @+ : P4
+-Pb2Ba—+b)L: ||+ Pb—P.. Z réwnania M = o wyznaczymy odcie-
ie punktow przegiecia odksztalconej. Dla pierwszej polaci otrzymamy
L,=Qa-+0bl:Ba-+b), da drugiej L,=254,: (a-+ 35). QObie te
wartosci istotnie daja zawsze punkty przegig¢cia, odrazu bowiem widac,
2e ] > ¢, > b oraz b > i, > o. Poniewaz momenty zmieniaja si¢ li-
njowo, przeto najwyzsze ich wartosci dodatnie panowa¢ bgda w przekro-
jach osadczych. Sa to M4 i M,=— Mp. Ku Srodkowi belki momenty
maleja, przechodza przez zero, dazac obustronnie do najmniejszo$ci ujem-
nej w przekroju sity P, gdzie mamy moment gnacy M,, = — Pb?(a |
+0: PPt @B a-tb): BP=—2PFPa%?: B Krzywa wykresu momen-
tow jest wigc tamang. Wyznacza ona trzy skrajne wartosci momentdw.
Chcac orzec, kiéra z nich stanowi maximum bezwzgledne, miarodajne
przy wyznaczaniu wiasciwych wymiaréw preta, zal6zmy, ze @ > b. To
zalozenie w niczem ogdélnosci naszych rozwazan nie uszczupli, zawsze
bowiem mozna obrécié pret o 180°% aby wypelnié powyzsza nier6wnosé.
W tem zaloZeniu M, jest wigksze od M ,, nalezy przeto jeszcze zbadac
znak réznicy M, + M,,= Pa® (a — b) : I>. Jest ona dodatnia gdy
a > b. Zalem, gdy ¢ > b, M, stanowi skrajng wartos¢ momentéw gna-
cych, Gdy e < b, wtedy M4> M, i znowu M4+ M, = Pab? (b —
— a) : $# > 0. Bezwzglednie najwigksza warto§¢ momentu gnicego pa-
nuje zawsze w jednym z przekrojéw osadczych. Roéwnanie odksztalconej

bedzie tu EJy =t Mdk — [ Mide = [— P> @ a + 8)n - det
4 Wb b
+ P Ba-tb)n [+ P [ di—P[ftat]ec 4 Pe 2 a+
£ b b
- )p [ Gl — o (3 a+ b)n [t vdt — P [ tde+ P |

4Py de — P} tac ¢ — P [ e P [ 0t = PB Ba-t+

BB — P (204 b)) 21 Yy, PO — Y Pb| 4P (b—

B =rra(l —8*:20F -—-Pb*@Ba—+0b 0—08:68|+Y P(b—
— £)%. Czynigc tu (=16 otrzymamy strzalkg sily fp =FPa'6® : 3 £/ Aby
z kolei wyznaczy¢ sirzalkg ugigcia, czynimy % = o. Dla pierwszej po-
faci, w odcinku a, ofrzymamy z latwo$cia z tego réwnania §, = /—2 a/ :
: (3 a -+ b) z warunkiem: 7 > {, > b. Pierwsza nieréwno$¢ wypeinia sie
sama przez sie, druga zachodzi przy @ > b. Zatem strzalka ugiecia istot-
nie nalezy do pofaci pierwszej, gdy a > b, Bedzie to' f, = 2 Pb%*a® :
: 8 £] (3 a + 6)2. Dla drugiej potaci mamy z réwnania v’ = o wartos¢
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8 =2b!:(a + 3 b) z warunkiem & > {, > o.. Prawa nieréwnosc¢ jest
nczywista, lewa daje warunek pochodny & > a. Zalem strzalka wygiccia
nalezy do pofaci drugiej, gdy 6 > a. Jest to f, =2 Pa**: 3 EJ (a -

+ 3 5)°.
W szczegélnym wypadku, gdy @ = & = !/, /, mamy M =1, Pi=

= My=— Mg, & =2/,1, L, =1/,1 — punkty przegiecia s3 symetryczne
wzgledem srodka. Posrodku moment M, = — !/, Pl tutaj wiec skrajne
momenty sa tozsamos$ciowe. Nadto 4= B —= ~-!,, P. Réwnanie od-
ksztatconej bedzie tu Ejn =1/, PI(I —C)* — Y,s P (L — 0)*|| -}/ P(b—
— ). Strzatka sily f, = PI*: 192 EJ stanowi zarazem $rodkowa sirzai-
ke preta.

§ 34. Belka jednoprzgslowa. Roéwnania catkowe odksztatconej
réowniez nader szybko prowadzg do celu w wypadku belki wspartej na
podporach rolkowej Jub przegubowej. Przyklad najlepiej wyjasni istote rze-
czy. Weimy pod uwage belk¢ jednoprzestowa, stalycznie wyznaczalng,
a obcigzona dowolnym uktadem sit gnacych prostopadiych do pierwotnej
osi belki. Poczatek osi stalych umieszczamy w prawej podporze prze-
gubowej B. Os BC prowadzimy wzdluz osi pierwotnej belki ku lewej
podporze 4 rolkowej, — o§ By w dét, B — ku patrzacemu. Podparty
punkt B — jest punktem wyjscia dla nas — zatem ;= 1,=o0, skad

y M M ) 1
=1y + Cjo E} s —jo ?j dt . Spoétrzedne drugiej podpory rolko-

wej % ==/, 5, = o czynig réwniez zado$¢ temu réwnaniu, mozemy prze-

M M
to napisa¢ O = ln’r,+lj Ej dt— L-‘_]_ d%. Rugujgc 7/, otrzyma-
. 1] CUR
: ! M M
my réwnanie odksztatconej: 4 — — ¢ { EJ b+ & / -{,5} ds - -
. < < D -,
¢ MS o M I M M
4 317 / e dho— | o A==t f A5l [ 7 ds —
: Jo EJ Jo EJ Jtv EJ Jo £J
¢ MC ;
— =gl
Jo £f

§ 35. Belki wicloprzgslowe. Idac w kierunku sprowadzania sif,
oznaczamy przez C, skrajng lewg podpore belki # przestowej, przez C;
tt=1,2, ...a—1) podpory posrednie, przez C, skrajng podpore pra-
wa, w ktérej umieszczamy poczatek statych osi spoirzednych. Q$ C,z
.uwktadanty na osi pierwotnej belki ku C,, 0§ C,7 kierujemy w dét, C,&
—-_ku patrzacemu. Pierwotnie wszystkie podpory lezaly na osi C,t,
a wigc na.jednym poziomie w odleglo$ciach ¢; od poczatku spéirzednych,
Po obciqzeniu podpory mogly uledz obnizeniu lub pedwyzszenin ponad



A

poziom, pierwotne jednak odleglosci <&; mie wmogly si¢ wyraznie zmienié,
z zalozenia bowiem rozpatrujemy wygigcie nader nieznaczne. Spéirzedne
podpér preta odksztalconego bedg wige &;, 4; (2 =1, 2, . . . n), rGZnice
{. — t; = /; dajag dlugosci prz¢sel belki, pomig¢dzy sgsiedniemi podpo-
rami C,_l 1C . Oznaczmy przez C; odpér pionowy podpory C;
przez M, jej moment odporowy. Odpory poziome podpdr przegubowych
i statych zakladamy réwne zeru, sa bowiem z istoty rzeczy nader nie-
znaczne przy niewielkiem ugigciu belki, jakie wylacznie tylko chcemy
bra¢ pod uwage. W ten sposéb odpada jedno réwnanie statyki—z dwoch
pozostalych wyznaczymy jeno dwa odpory

4 2y & s, D°:" : pionowe. Reszta stanowi »#—1 statycznie nie-
e eg%( z_' et wyznaczalnych. Chcgc je wyznaczyé, bierze-
éﬁ\; oz, — MY (Rys. 49) trzy sasiednie podpory Cg_; ,
F?‘4 % e -~ Cp, Cgyy pod uwagg. Dwie pierwsze wy-
AN % - znaczajg rozpietos¢ Jy = £, _, — &y przesta
N B 1IN k, dwie drugie — rozpigtos¢ l.; =% —

Rys. 49 & 441 Przgsia &-f-1. Korzystajgc z trzeciego-

wzoru catkowego odksztalconej, mozemy na-
pisa¢ dwukrotnie:

M e T 1 /‘Ck_{}{(c'—":b- 1) g T U
b— Y | % Jeg, & Y% — Sht1

, 1 % M — et

TG =T j R
Stad: ML T M ! [‘A =M Sy D it

L Lt L), L
1 e ME— Cb-H) g
g, JeRES e

kg

Na mocy twierdzenia o trzech momentach mozemy napisa¢ dla #
przesta: M =M, -+ (Mp — Mp_ ) (L4—;3 — ©) : /4 -+ oraz dla &+-1
przgsta; — M= — Mgy + (— Mp + Mpy) € —Cp1) 2 bpgq —
Znaki ujemne momentéw drugiego wzoru s3 tu konieczne ze wzglgdu na
zmieniony kierunek. Po pogdstawieniu otrzymamy:

Ng—1 — Nod1 = Mk d el G —¢
AE R Sy T
A i3 Ley1 i T I g O LT
__]__ CI.---1 (:/__] = ;)l" I l _.]:— ;#--1(Ck— C) :
— fck — gy | = M| i, .{ck_'EJ'_ dc +
1 C G ] [1 L AT
3 Ly -'{C,:-.-. R OF b | — Mgy, Loy yl ;k;‘ ET e 4
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Jest to Waor Clerc’a. Wigze on linjowo trzy sasiednie momenty
odporowe. Poniewaz z zalozenia mamy = przesel, mozemy go zatem
wypisa¢ kolejno dla 112,21 3... przesta, stowem otrzymaé¢ » —1 li-
njowych réwnari dla momentéw odporowych. Z tych réwnan wyznaczy-
my #—1 momentéw précz, dajmy na to, skrajnych M, i M, . Te dwa
ostatnie okreslimy z warunkow koricowego obcigzenia belki. Gdy belka
koriczy si¢ ponad skrajnemi podporami typu rolkowego lub przegubowe-
' go, wtedy M, = M, = o, gdy belka zwisa poza podpory skrajne, a wy-
stajace jej korice ulegajg jarzmu ukladéw zewngtrznych (L], 1 [£], sit
gngcych, mozemy owe uktady sprowadzi¢ do $rodka skrajnych podpar-
tych przekrojéw i bezposrednio otrzyma¢ w ten sposéb MyiM,. Wresz-
cie, gdy belka jest koricami zamocowana, mozemy dwukrotnie zastosowac
trzeci wzér catkowy do skrajnych przeset, a otrzymamy:

v Mo M 1 o M(E—2)

Mo = —c;’_—cl"ffo—_—c; j«:. ST dl = o,

w__ﬁzki_Lj*MW‘U

112 l” /” g EJ
dla pierwszego i ostatniego, tutaj bowjem &, = 7'o=1v, =0 oraz
£4—1 = /4, . Namocy twierdzenia o trzech momentach mamy dla prze-
sta pierwszego: M = M; + (M, — M) C —&) : 4+, dla ostatniego:
M=M, y+ (M, — M, ;) },—0 : 4,4+ r. W ten sposéb otrzyma-
my dwa wzory dodatkowe:
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Z ktérych wyznaczymy brakujace momenty M, i J, .
Pozostaja nam jeszcze odpory. Chcac wyznaczy¢ C; nazywamy
Przez 7; sil¢ tngcq ponad podpora C;. Ponad Co—1s Cp, Cpoq bedg



wigc panowaly sily tnace 7% _;, 7, 73,,. Oznaczmy nadto przez P
sitg gngcg, czynng w odleglosci {; od osi podpory prawej Cgy, a otrzy-
mamy M = My + Thlpy+ EP;C;, gdzie dodawaniem nalezy objgé
wszystkie sity tnace przgsta A+1. Stad T = (Mpyy — IP;L; — Mp) :
: 4pay. W ten sposéb, idac w kierunku sprowadzania sif, a wigc od C;
ku C, , wyznaczymy wykres sit tngcych belki. To samo mozemy réw-
niez zrobi¢, zmieniwszy kierunek sprowadzania sit na odwrotny. ldgc
od C, ku C, otrzymamy nowe wartosci sit tngcych 77, panujgcych po-
nad podporami. Stgd niewatpliwie 7 + 7', = Cx . W ten sposéb roz-
wigzaliSmy catoksztalt zagadnienia. Jedyna trudnosé¢ stanowi tu wyzna-
czenie calek; to tez zazwyczaj czynimy to wykreslnie.
~Dla pregta o przekroju stalym mamy ze wzoru ogélnego:
—1 — Tk, N4l —
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8t « 0) dt AN P (A Sy 4
[ //' 3 o \5—1 N Zb-l-l ’ e -l‘—]—l) -

b,
« S

§ 36. Wzo6r Clapeyron’a. Chcac wyznaczyé calki tego wzoru
hierzemy pod uwage zrazu tylko jedna sile¢ P, w przesle % oraz sife
Py w przgSle A+1. Odleglosé tych sit od podpor lewych G, i Gy
odpowiednio oznaczamy przez ag i azy;, od prawych (g i Ck_l_l——przez
by i bpyy. Wykresy momentéw p. tych sit bedg oczywiscie tréjkaine.
Wysokosé tréjkatow Hy = — Pragbg: I, Hé—!—l = PH—I @p 11 bH—l 3
:dgy, . tatwo spostrzec, ze pierwsza calka stanowi moment statyczny
tréjkata Cp_y Cz Dp wzgledem punktu C; ; jest zatem réwna: ?%/; a; X
X Yyap X Prapby : I —(ap - s b)) X Y2 bp X Ppapby : L =-
— Y Ppapby (ap+-bp) (bp+2ap) i b= —Ys Prayby (g + ap) =
= — 1Y Py ay (P — a%). Druga catka stanowi moment statyczny
wréjkata Cp Cpypy Dpyq  wzgledem punktu Cpyqy i réwna sie —
— e Ppyy bpyy (Pppr— b'pp1). PO podstawieniu tych wartosci we
wz6r ustepu poprzedniego otrzymamy: 6 EJ [(nz—y — n2) = 4 4 (qagy-
) )= L My + 2 L) My 1 Lpiq My — EPgay (Py—
LN a’;;) 2 Z.é = E'P.é-{—l bk—l-l (Zyk-i-l ' 9 b"'k_i_l} : lk—i—l . W szczegélnym wy-
padku, gdy nadto jeszcze dziata obcigzenie jednostajne w stosunku pj kg
na jednostke diugosci przesta £, poczynajgce si¢ w odlegloSci ¢, i koricza-
ce w odlegtosci ¢ od podpory C; ,, bedziemy mieli XP; ay (P, — a’p)=

c
[ gt (e — ) A=, pp(c?— %) (2 — - 3] Nadto gdy
iz

obciazenie jednostajne p;4; prawego przgsta poczyna si¢ w odlegtogci
0, i koriczy w odlegtosci 0 od podpory C},Jrl otrzymamy EP‘,,,_lbé_l_l(P‘,_i_l—*
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+0%). A przeto wzér wydluzy si¢ w prawej czesci o te dwa wyrazy,
dzielone odpowiednio przez —/, i—/4.1y . Gdy sil skupionych brak, a obcig-
zenia jednostajne pokrywajq cale przesta, to jest gdy: P, = Priy=o0,
G=0y=0,c=1; , 0=/, otrzymamy wzor Clapeyron’a: 6 EJ |(np_1—
—M8) < Lot Clpr—ng)  lpg 1= Mgy +2 (U + Dy ) Myt lpgy Mpy1—
TR Bpy o 5l 3 1 c}o 2 ai 11 y H

1 Pat [4 Pby1 Ppa - Kilka przykitadow najlepiej uwypukli istote
stosowania powyzszych wzordw.

§ 37. Belka dwuprzeslowa., Wezimy ponownie pod uwage belke
dwuprzestowg (Rys. 40).. W zalozeniu jednostajnego obcigzenia p kg na
jednostke dlugosci, pokrywajgcego calkowitg diugosé belki, bedziemy mie-
li przedewszystkiem My= Mpg=o0. Chcac wyznaczy¢ M, wypisujemy
réwnanie Clapeyron’a. Wobec tego, ze wszystkie trzy podpory belki
0 przekroju stalym leza na jednym poziomie po odksztatceniu: 2 (a-}-
+ O M, =1, p (a*+ b%. Stad M, — s p (a® + %) : L. Opierajac sie
na tej wartosci latwo wyznaczymy obie podpory skrajne. Idac od 4 ku
X mozemy napisa¢ Aa + '/, pa® = M, , skad A4 =— 1y pa—+ Y p (>4
; 6% : al. Zmieniaiac znéw kierunek sprowadzania sil, a wiec idac od

ku X bedziemy mieli — Bb — Y/, pb? = — M, , skad B = —1/, pb--
+ Ysp(a®*4- 6% : 6L Te same wartosci otrzymaliSmy w § 15 niniejsze-
go rozdziatu.

W zalozeniu sily skupionej (Rys. 45), cisngcej na przekréj posredni
przesta prawego bedziemy mieli znown Myo=Mpo=o0, a dla M, mo-
zemy napisa¢ 2 (a -+ b6) M,y = Pc (b° —¢%) : b skad M, = Pc (b°—¢?) :
: 264 1 tu réwniez Aa= M, skad 4, = Pc (b — ¢?) : 2abl. Podob-
nie zupelie: — By — P (b — ¢) = — M,., skad By = -— P+ P (b 4+
+2b0—¢% : 2 6. Wyznaczmy site tnagcg przed podporg srodkowa.
Idac od 4 ku X, a wiec w kierunku sprowadzania momentéw, ofrzyma-
my 7, =A,=Pc(6>—c? : 2abl. ldac zas w kierunku odwrotnym:
T’y =B, P=Pc[b>+2bl—¢?] : 2% stagd —X = I, 4+ T, =—
— Pc[b®— c* + ab® -2 abl — ac?] : 2 ab¥ = — P¢ G*+2ab— ¢ :

: 2ab6% To samo otrzymalismy w § 26 rozdzialu niniejszego.

§ 38. Belka tréjprzestowa o erekroju stalym, obciazona jedno-
stajnie w stosunku p kg na jednostke dtugosci. s 1 gL
Obcigzenie pokrywa calg belke. Podpory .1, X, -k
Y, B zaktadamy nieruchome i prowadzimy przex © ¥ 2 B
nie oS pierwotng belki B¢, o§ B kierujemy w dét, o rmn R
B — ku patrzacemu. Précz przegubowej-ﬁ;)dpory el in
B — pozostale sg rolkowe, zatem My= Mg=o. .,7,1' .HI‘\
Chcac wyzuaczy¢ (Rys. 50) pozostale dwa momen- st Eﬁ K
ty M., M,, wypisujemy dwukrotnie réwnanie ¢ iy

Clapeyron’a’w postaci: 2 (a-+ 1) M, -+ ) My == Rys. 50.
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=1 P (@0 MM +2 (A b) M, =1, p (3 4 B%). Stad mamy M, =
—P2A8) (@A) — 05 )] : 4[4 a4 O b) — M. My =
—PR@+N O+ 5) — A @+ 4[4 (@) A+ —T. Na-
stepnie. mamy Ada 4 a’p=M,, B, pb*=M,, A(a+}I) +
~4- Xk - Voplat+ 2y =Myoraz A+ B+ X+ Y4p(a+ b+ 1)) =o.
Z tych réwnani wyznaczymy odpory.
Rozpatrzmy blizej wypadek szczegolny, kledy =10 =N=1/x]

W tem zalozeniu otrzymamy M, = M, =1/, pl?,” A= B=— 2, p!,
X=Y=—1,, pl. Te wartosci pozwolq nam wypisa¢ ogélny wzor
dla momentu gnacego M= AU —O -+ 12 p (—O | +X (¥ I—9) || -
+ Yy I —§) = — /‘.f’l(l'—c)‘l‘l/z (l—c)’ |, — /s 22 Cfy £ —

— &) J| — Yo ¢ (s £ —9). Czynigc tu M—o znajdziemy odc1qte punk-
tow przegigcia odksztalconej. Dla polaci pierwszej bedziemy mieli ¢, =
= M5 ¢ .. dla drugle] — dwie wartosci & =1, /(1 + 1:37 5), dla
trzeciej: ¢ = %/, /. Beda to punkty «, B, ¥, 8 Z kolei czynigc dM=o
wyznaczymy odcuete odpowiadajgce skramym wartoSciom momentéw. Dla
potaci pierwszej deZlemy mieli ¢, = '3/,. /, dla drugiej ¢ =1/, /, dla
trzeciej & = ?/,; /. Beda to punkty 1, 2 3. Panujg w nich odpowiednio
momenty My = My = — 33y, pl2, — Yoo A/l’ Bezwzglednie skraj-
nemi wartosciami na;wstzemx bedq tu M /0 222 Wobec tego,
te EJv' = M, otrzymamy calkujgc Ej-q = C -+ 1Y pl ¢ —0? —
1/6 V4 (Z— O Nl Yoo £ Cls £ = 92+ u/oopl (sl — C) EJn=D-
O =45 p1 U— P20 p ((— O || —" 180 22 (s I— 3 || — /150 p7 (/5 I—
—C)’. Dla skrajnych przekrojow mamy n=o dlaé=0 i {=/ zatem
— Y 2 + Y2 Pl‘ lso BL X Blag &8 — Tiag P X 1oy 1’=o, D+
/= o0. Skad: = /1080 7', C"“_‘ 1080 2. Czyniac 7' =o, wy-
znaczymy odciete, przynaleZne do skrajnych strzatek preta. Latwo znaj-
dznemy, ze w polaci pierwszej bgdzie &,=[13—4 cos (240°+-!/s arcCos *1/:,))¢
:16920,882/, w drugiej & =1,/ i w trzeciej ¢ =171 — (20,118 /

Podstawnwszy te wartosci we wzor odksztalconej, otrzymamy odnosne
strzatki ugiecia.

§ 39. Twierdzenie o dwéch momentach. Powyzsze przyklady
nalezg do najtatwiejszych. Przy wiekszej liczbie przesel rozwiazywanie
réwnani nawet za pomoca wyznacznik6w nastrecza powazne trudnosci,
ktére tatwo mozemy omina¢, stosujac miasto wzoréw Clerc’a lub Clapey-
ron’a — twierdzenie o dwdch momentack. Qznaczmy spéiczynniki mo-
mentéw odporowych we wzorze Clerc’a przezz N=[n_1—W: 4+

ck—1 ck—1
1 Lrlt =G 1 Cp—1—0)?
+ [TM«'-{—I—TI\L] : lk-{l ] Rk—l =7“{ck E k_E"lj— dc —-F’rfck giElj—) tl"; 5

¢, & 2
1[5 (G —0)2 e 1 fk €C—Cep)®

R, = _v8)
P l’ E] + ‘2k+1 Ck+1 EJ

at,
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a wtedy Ry My + Ry M+ Ry My = N + S. To samo
wyrazenie moze oczywiscie dotyczy¢ i wzoru Clapeyron’a. W tym jed-
nak wypadku A)k—l = 1,{,, Rk S (lk + lk-l-l)’ R/i—l-l = lk—-l-l s Ste—=
| b \kaak (Lp — a?) @ 4 + ‘\""Pk—l—l bk+1 (12,:_}_1 = bzk-}-l) 3 /],-_*_1 . Tutaj N
bedzie oznaczato: 6 EJ [(np—1 — wp) : /4 + (Me1— 18 * Lpga]. Wedlug
znanego wzorw: M'=M;_ -+ My — My_1) (41— ) : Iy + p’ dla mo-
mentu w przesle £, oraz M"= My + (M — My 1y) (¥ — &4 ¢ Gt
—+ p” dla przesta £-4-1. Z tych wzoréw, oznaczajac ¢ | — ¢ =%,
& — C==x" bedziemy mieli M),_, = (M — ) l, — M} x'] . ({ — %),
Mk+1 = [(M”—— :L”) lk—l—l = ‘Mk (‘: = C/u—!-l)] 5 (/Il‘.—f-l — 3 —l-— Ck—f—l) = [(]'J”—
=) Gpy — My ¢ — G5 - G )] (G — S — S G =
= [(M" — ") hyy — My (lgpq —«)] : &”. Po podstawieniu tych war-
tosci otrzymamy: [0, (M' — ) L : (/) — x') + Ry (M — ) Ly -
s & = My (R &' (g — 2) 4+ Ry g — 57) 2 8" — Rl =N+ S.
Weimy pod uwage pare wartosci x', &', czyniqcych zado$c rownaniu:
Ry : (=) + Rpy1 Gy — 2" 1 & — R =0, a odnosne momen-
2y gnqce M' i M" csynic bedq zadosc rownaniu Ry (M — ) b, : (I, —
— &) 4 Ry (M”" — ") g+ 3" =N+ S. Ten prosty wniosek sia-
nowi twierdzenie o dwich momeniach.

W szczegélnym wypadku belki o stalym przekroju réwnania powyz-
sze przechodzg w: «'/p: (4 — &) -+ (g — 27) lpyy 2" —2 . +
+hyp) =0, (M —p) Py (G — )+ (M"— ) Py, : 5"=N-+S.
Jest to tak zwane fwierdzenie Lévy. Stanowi ono wypadek szczegdlny
twierdzenia o dwéch momentach. Oba sg bardzo wygodne w zastoso-
waniu do belek wieloprzgstowych. Najlepiej to uwypukli przykiad:

§ 40. Belka czteroprzestowa. Oznaczmy przesta kolejne przez
4y, L, I, !, . Skrajng prawa podpore B zakladamy przegubowa — po-
zostale niech beda rolkowe. O$ Bt prowadzimy po osi preta pierwotnej
na lewo, By — w dét, BS — ku patrzacemu (Rys. 51). Niezaleznie od
typu obcigzenia M, = M, = o, ponad rodporami skrajnemi belki. W ten
sposéb odrazu otrzymaliSmy jedna wartos¢ momentu gnacego M,=o,
przynalezng do x'=o0. Qdno$ng warto$¢ x” znajdziemy z réwnania po-
wyzej wyprowadzonego. W przekroju, przynaleznym do x", panowaé be-
dzie moment gnacy M”, ktéry réwniez wyznaczymy z laiwoscia W ten
sposéb, idac od przesta do przgsta otrzymamy szereg wartosci 7, x,
x"", . .. wraz o odnosnymi momentami M", M, M"", ... W ostat-

# ' :
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niem przesle bedg wiec dwa znane momenty — ostatni szeregu tylko co
wypisanego i Mp = 0. Te dwie wartosci okre$la caly wykres zmienno-
§ci momentow w ostatniem prze-
L/ Sle. Latwo sig o tem przekona-
my, rzuciwszy okiem na (Rys. 47).

2 4 o Z tego wykresu otrzymamy mo-

X o AL ' ment odporowy przedostatni, be-

Y, “ p rP dziemy znowu przeto mieli dwie
- |Gl AlllE B wartoSci momentéw gnacych,

A

— VAL 7L %t} wyznaczone dla przesta przed-
2 LYo 4370 4 Sl os)(amiego. Znowﬁx zbudgjemy
"M wykres momentéw gnacych,
Rys. 5L otrzvmamy moment odporowy

dalszej podpory i t. d. az do

skrajnego przesta lewego. Zalézmy, a zalozemie to w niczem ogdlnosci
rozwazan naszych nie uszczupli, ze /, = 4 = I, = /[, = /. Ulatwi to nam
jeno rozwiazywanie réwnan, a przyktad uczyni przejrzystszym. Dla belki
o stalym przekroju wobec x' = o otrzymamy (/—x") /=2 x” (2 /), skad
&' =1/; I Dalsze réwnanie !/, 22 : ({— 1, [y~ (l-——x") 1 : x""=2(l-
+7) da &’ =1*/;4 .. W ten sposob otrzymamy szereg wartosci x' = o,
x=1 L, 2" =14, I, &’ =1/, [ Latwo tu zauwazy¢ pewien algo-
rytm. Licanik nastcpnego ulamka rowny jest mianownikowi poprsednicgo
muie) licznik poprzedniego. Mianownik nastepnego wlamka rowny jest

picciokrotnemu  swemu  licsnikowi mmiey licznil ulamka poprzednicgo.

Te wartosSci wyznaczg momenty. W zalozeniu sily skupionej £/, czyn-
nej po Srodku prawego przesta skrajnego, bedziemy mieli dla dwéch
pierwszych przgset (M —p') @ (I —x) + (M"—p") : "= +
-+S) : /2. Ponad temi przestami brak obcigzenia zewnetrznego .— zatem
S = o0. Nadto gdy wszystkie podpory lezgq na jednym pozioniie, N =0.
Poniewaz przy tem M =p'==a' = p” = o, przeto i A" — 0. W podo-
bny sposidb znajdziemy, ze i M = o. Dla trzeciego przgsta i ostatnie-
g0 (M""'—p'") : (L — XY = (M""—p"") =S 2= P XYy L X (B —
— Y 12y P=2 P, Tuiaj M"" = v/’ = 0, bo ponad przeslem trzeciem .

niema obcigzenia Zatem A" — /""" =43/ Pl 1 wobec "' =—1,P X
X Vi = — %[, Pl mamy M"" = — V.. Pl OtrzymaliSmy w ten
sposéb dla przesla ostatniego dwie wartosci momentu gnacego: tylko co
wyznaczong, panujaca w odlegiosci %/, /od C; oraz Mp= M, =o.

Chege znaleZzé¢ odnosny wykres momentéw gnacych dla tego przesta,
oznaczamy przez x odleglos¢ jakiegokolwiek przekroju poprzecznego bel-
ki od C;, przez M, moment w tym przekroju. Na mocy twierdzenia
o trzech momentach M, = M, - (M, — M,) x : L1 p, , czyli M, —
ety = My - (M; — M) x : I. Latwo zbudowaé wzor tylko co otrzy-
many. Wyznaczamy wykres momentow . ostatniego przgsta. W danym
wypadku bedzie to tréjkat C;q/3 o podstawie (3B =/ i wysokosci — 1/,
Pl W odlegtosci Cyy = %/, / wyznaczamy rzedng </, ktéra jest oczy-
wiscie rowna u”” i od punktu # w dét odktadamy ¢ = 21"". Wtedy
rt=M"" — /", mozemy przeto uczyni¢ zado$¢ powyzszej linjowgj za-
leznosci, prowadzac prosta Brn. Skrajna jej rzedna C,nm = A,. Wykres
momentéw gnacych otrzymamy, biorgc pod uwage pola zakreskowane
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wykresu. Latwo zauwazymy, ze M, = 1r X[ : (1 — &") = [¥/,, —
— Byeg) Pl 2 (I — [y [) ="/ (. W ten sposéb dla przedostatnie-
go trzeciego przesta mamy juz dwie wartosci momentéw A7, i M = o,
panujgcg w odlegtosci C,f = x". Na mocy twierdzenia o trzech mo-
mentach atwo udowodnimy, Ze przy braku obcigzenia zewnetrznego mo-
ment gnacy zmienia¢ si¢ bgdzie linjowo. To samo zauwazymy odrazu,
rzuciwszy okiem na (Rys. 47). Mozemy zatem otrzymaé wykres. momen-
tow gnacych, taczac # z B prosta mn. Odetnie ona Com =M, << o, przy-
czem My = — Cin X Cof : BCy = — %,y Pl Z kolei, rozumujac zupet-
nie tak samo, dochodzimy do przekonania, ze nalezy polaczyé m z a
prostg mk, ktéra odetnie Cik = M, = %,,; Pl> o. Laczac 4 z .4 7akon-
czymy wykres momentéw.

Te same wartosci otrzymamy ze wzoru Clapeyron’a. Stosujge go
kolejno otrzymamy 4 IM, - IM,==0, IM, -4 (M, IM, = o, (01, -
+4 IMy,=">[; P Stad i,=—4 M,, M;=15 M,, M,=3,,, Pl
a przeto My = — 3,3y Pl, M, = %%/, Pl Zwré¢émy uwage na bieg lama-
nej wykresu. Rozfalowana w ostatnich dwdch przestach ledwo oddala
si¢ od podstawy w pierwszem. Obcigzenie przeslta daje sie odczuwaé
jeno w najblizszych przgstach sasieddich. Im dalej, tem jego wplyw sta-
je sig¢ bardziej nieznacznym. Przypisa¢ to nalezy usztywniajacemu dzia-
Yaniu podpér. Im wigcej podpdr, tem belka sztywniejsza.

§ 41. Belka na podlozu sprezystem. Ustawmy podpory obok
siebie w szereg nieprzerwany, a otrzymamy tak zwane podloge. Belka
na podlozu stalem jest niewatpliwie catkowicie sztywna. Nie wygnie jej
zadne obcigzenie gnace, chyba, Ze samo podloze podda si¢ pod jarzmem
obcigzenia belki, a wtedy bgdziemy mieli do czynienia z podloseim spre-
gystem. Ulézmy na niem belke pierwotnie prostg. Po obcigzeniu sitami
gnacemi belka poczyna cisng¢ na podioze wzdluz calej dolnej powierz-
chni dotyku. Podlo?e, jako sprezyste, podda sie nieco, belka sie wern
zaglebi tem silniej, im mocniej ciSnie na podloze w tem miejscu. Gdy
osiadante belki jest proporcjonalne do nacisku, wywierancgo w lom miej-
sci na podloze — podiloze jest, wsorowo spresyste.

Ulézmy na pierwotnej osi belki staly 0§ wf, biorac poczatek spdi-
rz¢dnych w srodku o dowolnego przekroju poprzecznego; 0§ of kieruje-
my na lewo, wy — w dof, a wf — ku patrzagcemu. Po odksztatceniu
belka wygnie, sig, otrzymamy rzedne = — odksztalconej — jako miare
osiadania belki. Sprzeciw podioza wzorowo sprezystego bedzie przeto

= —m, ujemny, bo skierowany oczywiScie ku gérze. Stanowi on
niejako obcigzenie belki zewngtrzne jednostkowe, cisngce od spodu w sto-
sunku ¢ kg na jednostkg¢ diugosci. Spéiczynnik proporcyonalnosci ozna-
czamy tu przez s, Sprzeciw podioza nalezy wiaczyé do obciazenia
odksztatcajycego, aby z rownari ogdlnych otrzymaé dane, dotyczace
pracy belki na wzorowo spre¢zystem podlozu. Przykiady najlepiej to
wyjasnig.

1}
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§ 42. Belka podwalinowa. Belka pozioma na ziemnem podloZw
diwiga w swej czesci Srodkowej w odcinku 2 g, symetryczne obcigzenie
jednostkowe p kg na jednostke dlugosci. Tak cisnie rowniez mur 2 a
gruby na belk¢ podwalinowg. Opieramy go nie na podlozu bezposred-
nio, a na belce, chcac rozlozy¢ ciSnienie na wiekszg powierzchnie podto-
2a. Dlatego belka, a raczej ptyta podwalinowa, zawsze wystaje poza kra-
wedzie muru, ktore w plaszczyZnie gig¢cia wyodrebniajq trzy potacie ob-
cigzenia. W obu skrajnych (Rys. 52) belka ulega jeno parciu podtoza.
Wedtug doswiadczen [oppla zwykly grunt stanowi podioze prawie zu-
peinie wzorowo sprgzyste, mozemy przeto napisa¢ dla obu bocznych po-
taci: EJy"" = qg=— mn. W polaci srodkowej £ /4"’ = — mn -} p. Dla
belki o stalym przekroju otrzymamy calk¢ rownania pierwszego 7 =
= A" Sin nl -+ Be* Cos nt -+ Ce™" Sin nt 4 De="% Cos nt, gdzie 4 n'=
=m : EJ. Calka drugiego réwnania ma postaé¢ zupetnie podobna, nale-
2y jeno w prawej czeSci dorzuci€é wyraz 4 p : m. Rézniczkowanie da
w obu wypadkach wzory réznigce si¢ tylko wartosciami statlych catkowa-
nia: 7 =n (Ae*—De= ™) (Sin nt -+ Cos nl)—n (Be"* -+ Ce""‘c) (Sin nt—
—Cos nt), 7'=2n? (Ae"*— Ce="%) Cos nt, - 2 n? (D — Be™) Sin nt,
7’ =— 2 n° (At + De%) (Sin nt — Cos nt) — 2 n* (B — Ce—™%)
(Sin nt + Cos nt). Nalezy wyznaczy¢ state catkowania. W tym celu ze
wzgledu na zupelng symetryg obciazenia, konieczng dia wszelkiej belki
podwalinowej, mozemy umiesci¢ poczatek stalych osi spéirzednych w prze-
kroju belki srodkowym i rozpatrywaé jeno jej lewa polowe. Prawa be-
dzie symetryczna pod wzgledem napre¢zen i odksztaicen. Oznaczmy calg
diugos¢ belki przez 2 b. W przekroju, lezgcym pod muru krawedzia,
w odlegtosci @ od poczgtku spétrzednych, bedziemy mieli jednakowg war-
tos¢ m 1 ' dla obu potaci, poniewaz odksztalcona nie moze mie¢ punk-
tow podwojnych w tym samym przekroju, ani osobliwych. Nadto w tym
przekroju sita tngca i moment nie doznajg przerwy cigglosci. Dla belki
o stalym przekroju M = EJy’, T = — EJv/”, zatem przy { = a bedzie-
my mieli te same wartosci n” i 7/ dla obu pofaci. Oznaczmy przez
Ay, Byy Coy Dy, Moy %'y 107 My M”"” odnosne wartosci dla pierwszej
skrajnej lewej potaci, dla drugiej $rodkowej przez 4,, B,, C;, D,, 7,
%, n ", m”, zatem przy L= a bedzie N, = Nz, Nog = Mg -
Toa” = Ma'» Toa" = Ma’", niech nadto a = (4, — 4,) % B = (B, —

— Bt 1 =(C,— C) ™ 5= (D, — D) e, a wiedy z warun-
kdw tylko co wypisanych oirzymamy czlery réwnania: o Sinna -
+BCosna 4 v Sinna - 8 Cosna = p : m, « (Sinna -+ Cos na) —
— B (Sin na — Cos na) — 1 (Sin na — Cos na) — 3 (Sin na + Cos na) =
=o, @ Cos na—p Sin na—1 Cos na+¢& Sinna=o, o (Sinna — Cosna)-}-
+ B (Sin na + Cos na) — 1 (Sin na + Cos na) -~ & (Sin na — Cos na) = o.
Latwo spostrzec, ze tym czterem. réwnaniom czynig zado$¢ wartosci:
a=4=ASnna =25 =A Cosna, gdzie A=p:2m. Zatem A,=
=A -+ (p:2m) e Sinna, By= B;--(p: 2 m) e " Cos na, Cy =
=C,+(p:2m) " Sinna, Dy=D, + (p : 2 m) " Cos na.

Z kolei zauwazymy, 2e w skrajnym lewym przekroju belki sita tng-
ca moment gnacy muszg byé réwne zeru, jako w koricowym nieobcigzo-
nym, a przelo przy { = b6 musi by¢ w,"” == o, =" = o. Stad
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Ay € Cos nb — B, " Sin nb — C, e="* Cos nb + Dye= Sinnb=o
oraz A, "% (Sin nb —Cos nb)4-B, ¢"® (Sin nb ~+Cos nb) —C, e~ (Sinnb -+
- Cos nb) -+ D, e (Sin nb — Cos nb) = o. -

Na mocy powyzej otrzymanych wartosci mozemy jeszcze inaczej
napisaé to samo: 4, ¢"® Cosunb — B, " Sinub — C, e"° Cos nb —+
Dy e Sinnb = K = (p:m) Sinn(b — a) Sinhn (b —a) oraz
Ay e (Sin nb — Cos nb) -+ B, " (Sin ub + Cos nb) — Cy.e="° (Sin nb-|
+ Cos nb) -+ D, e (St nb — Cosmb) = L = — (p : m) [Sinn (b —
—a) Coshn (b — a) - Cos n (b — a) Sinh n (b — a)]. W ten sposéb otrzy-
malismy piate i sz6ste réwnanie dla okreélenia stalych catkowania. Chcgc
wyznaczy¢ brakujace dwa, bierzemy pod uwage, iz w przekroju srodko-
wym sita tngca winna byé réwna zeru  Ten wniosek narzuca sie popro-
stu, gdyby bowiem przy { = o bylo 7 # o, to po rozcieciu belki wzdiuz
przekroju Srodkowego mielibysSmy w jednej jego powloce 7, > o —
— w drugiej 7, < 0. Symetrja obcigzenia ulegia by zakléceniu. . Zatem
przy L = o musi byé 7,/ = 4, + D; — B, + C, = o. Nadto pesrod-
ku belki styczna odksztaiconej winna byé réwnolegia do of: wymaga te-
go znowu symeirja obcigzenia. Zatem dla { = o mamy: v, = 4,
— D, + B, 4+ C, = o. Dodajac i odejmujac mamy A4, -+ CL, = B, —
— D, =, asprzeto z réwnan pigtego i szostego: A, Cos nb Cosh nb —
— By Sin ub Stnhnb = 1Y, K, A, (Sin ndb Cosh nb — Cos nb Sink nb) -
-+ B, (Sin nb Cosh nb+Cos nb Sinh nb)=1/, L. Z tych réwnan z latwoscia
wyznaczymy wszystkie state calkowania, bedziemy przeto mogli zbadaé
odksztalcong. Posrodku panowaé bedzie skrajna warlo§¢ momentu gna-
cego M, = EJ',, =2n* ] (4, — C,) = 4 n* EJA,.

Caly ten rachunek nie nalezy do latwych. Dla tego tez zazwyczaj
zakladamy wprost, ze sprzeciw podioza jest jednostajny na calej diugo-
$ci belki. W lem zalozeniu, oczywiscie zupelnie falszywem, otrzymamy
My = — 1/, qb® -+ Y/, pa®. Z rtéwnania sit pionowych bedziemy mieli
nadto: 2 pa — 2 bg = o i ostatecznie M,= — 1/, pa (b — a). Nie wcho-
dzi tu sn: wzdér pomija whasnosdci sprezyste podioza. Nie powinno to dzi-
wi¢ ze wzgledu na zupeina dowolno$é zalozenia.

§ 43. Podklad kolejowy stanowi réwniez belke stalego przekro-
ju — na podlozu ziemnem, a wigc wzorowo sprezystem. I tu réwniez
wobec zupelnej symetrji obcigzenia poczatek sfalych osi spéirzednych
umiescimy w przekroju srodkowym, gdzie sita tnaca musi byé réwna ze-
ru, a styczna odksztalconej — réwnolegta do osi ®w{ — pierwotnej osi
podkladu. Oznaczmy przez 2 b catkowita diugosé podktadu, przez 2«
rozstawienie szyn (Rys. 53). Wobec symetrji obcigzenia sitami skupione-
mi P pionowymi, cisnacemi na szyny, mozemy znowu rozpatrywaé jeno
lewg czes¢ belki, W skrajnym przekroju lewym, dla §{ =% sila tngca
i moment gnacy sa niewatpliwie réwne zeru. Zatem ostdtnie cztery row-
nania ustgpu poprzedniego zachowuja swg moc obowijzujgca i w danym
wypadku. NaleZzy jeno wyznaczy¢ X i L na mocy czterech pierwszych,
ktére tu maja nieco inng postaé, W przekroju pod szyng, w odleglosci
{ = a, sila tngca zmienia si¢ naglym skokiem o wario$¢ skonczong P.
O¢ sily P stanowi przeto granicg dwéch potaci obcigzenia- Dla obu po-
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faci réwnanie odksztalconej rézniczkowe bedzie mialo te samq postaé
EJ0'" = — mmn = ¢, calkowe natomiast rézni¢ si¢ bedzie statemi calko-
wanja. Checac je wyznaczy¢ wypisujemy dla przekroju pod szyng réw-
nania warunkowe. Odcigtej € = @ odpowiada ta sama warto$¢ rzednej
Ta = "ha, tén sam kat nachylenia stycznej ooksztalconej v/,, = %',, Oraz
ta sama warto$¢ momentu gnacegu, czyli EJv”’,, = EJy’,, . Nadto,

przy £ = a sila tnaca zmienia si¢ naglym skokiem, mamy bowiem dla
potaci lewej E/q",, = — 1, dla prawej Efy",, = — T, — P ostatecz-
nie wigc 1", — W, =/ : LJ. W ten sposéb otrzymamy cztery:
pierwsze rdéwnania, rézinigce sie¢ jeno prawemi stronami od réwnan po-
przedniego ustepu. Czynig im zadosé wartosci a = — A (Sin na —
— Cos na), p = — A (Sinna ++ Cos nu), 1= A (Sin na - Cos na), & =
= — A (Sin na — Cos na), gdzie A = P : 4 EJ.
Po podstawieniu w rownania pigte i szoste, otrzymamy K = —

— P [Sinn (b —a) Coshn (b —a) + Cosn(d — a) Sinhn (b — a)] :
1 2FE), L=(P:EJ) Cosn(b— a) Cosh n (b — a), bedziemy przeto
mogli wyznaczy¢ wszystkie stale calkowania i w danym wypadku.

§ 44. Obcigzenie skupione. Odrzuémy prawg potowe podkladu
(Rys. 83), a otrzymamy belke Fo na wzorowo sprezystem podiozu, ob-
cigzong silg P w odlegtosci @ od poczatku osi spéirzednych. W danym
wypadku cztery pierwsze réwnania bedg oczywidcie te same, co i w uste-
pie poprzedzajacym; te same beda réwniez pigte i széste réwnania, nato-
miast siédme i 6sme nalezy zbudowaé nieco inaczej. W skrajnym pra-
wym przekroju belki, przy { = o panowa¢ bedzie moment gnacy i sila
tngca réwne zeru, zatem tu: +";, = 4 — G, =0 oraz ", = 4, +
4+ D; — B, 4+ C,=o0. Te dwa réwnania lacznie z piatem i széstem
pozwola wyznaczy¢ A4; £, C; D,. Nadto z czterech pierwszych réwnar
wyznaczymy A4, B, C, i D, — otrzymamy przeto odksztatcong, bedziemy
mogli wyznaczy¢ momenty i sprzeciw podtoza. Rachunki te sg niesty-
chanie zawile, to tez zazwyczaj staramy si¢ o ile mozna uprosci¢ sprawe,
czynigc mniej lub wiecej prawdopodobne zalozenia. Mozemy naprzyklad
dla belki bardzo dtugiej, obcigzonej sita P skupiong po $rodku rozpatry-
wac obie potowy belki, jako nieskoriczenie dlugie. Srodek sp6irzednych

umieszczamy po Srodku belki, gdzie ze wzgle-

& kim0 QW na symetrjg obcigzenia - panuje wartoS¢ ze-
= P ) towa sily tngcej, a styczna odksztalconej winna
5 2_|o by¢ réwnolegta do osi pierwotnej belki. Zatem

£ 2 3 U przy t =0 mamy %, = o, oraz LJy," ' =— T,

< —t——7— Lo Ply==0, skad EJy,”" ="'/, 2. W danym
A wypadku mozemy réwniez rozpatrywacé wylgcz-

gt

R nie tylko lewg polowe belki ze wzgledu na zu-

s, ‘5 :
j."},‘ pelng symetrje obcigzenia. Dla niej catka réw-
Rys. 52, 53, 54. nania EJq"""'= g=— mr, bedzie 1 =A™ Sin nt-|-

+ B Cos ut 4+ Co— Sin nt 4 De=" Cos nt.
Na koricu belki, a wigc dla skrajnego lewego jej przekroju = = o, tam
howiem dzialanie sity /° siega¢ nie moze, jako do nieskoriczenie dalekie-
go punktu, odleglego o { = oo od poczgtku spéirzednych. Po podsta-
wieniu tych wartodci w tyltko co wypisany wzér, otrzymamy A =—= B = ¢



— 1056 —

czyli bedzie wprost n = (C Smaut - D Cosnt) >, oraz # = —
—n [(Stn nl -~ Cos uk) C - (Sin uk -+ Cos n) D} ¢=7¢. Dla srodkowege
przekroju 1y = C— D = o, zatem ostatecznie 1=C(Sin #i~+Cos nt) e~ .
Stad 0 = —2 Ce ™ nSinnk, 0 =2 Ce™* n* (Sin nt — Cos nt), 7" =
=4 Ce™™" un* Cos n. Zatem dla srodkowego przekroju 4 Cni="/, P : EJ,
skqd C =1, P . EJn®, gdzie, jak zwykle 4 w*=m : EJ. Ostatecznie
=1 (P : EJud) ¢ (Sinut - Cos nt). Strzalka ugiccia belki najwyz-
sza pod sita /° bedzie f=1s P: EJn®* = Pn :2 m. Od tej skrajnej
wartosci poczgwszy odksztalcona szybko zcichajgcemi falami przecina
okresowo osi f ujawniajgc kolejno rzedne 4 > o0 1 1 << 0. Strzalki =¢
otrzymujemy dla rz¢dnych &, czynigcych zado$¢é réwnaniu Sim nt -
—+Cos n{ = o0, a wigc kolejno w odlegtosciach A = 3%/, = : #» po obu stro-
nach osi w7n. Skrajne wychylenia odksztalconej odpowiadajg rzednym,
czynigcym zado$é rownaniu q' = o czyli Sin ul = 0. Wierzchotki fali le-
23 przeto w odleglosciach A== : ». Odno$na posta¢ odksztalconej za-
znaczyliSmy na (Rys. 54). W podobny sposéb zmienia sie réwniez i mo-
ment gnycy. Skrajna jego warto$é, posrodku belki wynosi M,,=F Jq,/"'=
=—2C*Ef=—P: 4n,

Okresowo$¢ tego samego rodzaju wykazujg réwniez odksztalcone
i momenty wszystkich powyzej rozpatrywanych belek. Dla tego ez nie
badahsmy ich praw zmiennosci w poszczegélnych wypadkach. Wyzna-
czanie warunkéw pracy belek na sprg¢zystem podiozu jest, jak widzieli$-
my, nader ucigzliwe.

§ 45. Podpory spreiyste i sztywne. Pojecie sprezystosci podloza
rodzi pokrewne pojecie sprezystosci podpdr nie powigzanych w podioze.
Wezmy pod uwage¢ podporg sprezystg, a wigc usuwajgca sie pod nacis-
kiem belki. Gdy obnisenie podpory warasta proporcjonalnie do nacisku,
podpore zowiemy wzorowo spregystq. Oznaczmy jej odpér przez R, przez -
/ — poddawanie sie podpory w kierunku dzialania nacisku, ktéry wywo-
tuje 6w odpér. Bedzie to wigc strzalka osiadania podpory mierzona na
osi sity odporowej, lub kat pochylenia przekroju podpartego w kierunku
obrotowym pary sil momentu odporowego, wywolujagcego moment osad-
czy — sprzeciw podpory. Poniewaz nacisk na podpore réwnowazy jej
sprzeciw, rowny jest przeto — K. Dla podpory wzorowo sprezystej be-
dziemy mieli wobec tego f = — nR, gdzie przez » oznaczylismy odnos-
ny spétczynnik proporcjonalnosci, Gdy # == o wiedy i f = o — podpora
jest niesprgzysta, sztywna, oczywiscie w stosunku do rozpatrywanego od-
poru, Gdy #» = oo, R = o podpora odporu R nie moze rozwingé
W ogdélnym wypadku podpora daje trzy odpory: pionowy F, poziomy
H i moment osadczy p. Podpora sprezysta da te same odpory, a nadto
ujawni osiadanie spreszyste f = — nV, zboczenie spresyste h = — tH
1 obrdt spreszysty & = — sp.. Gdy wszystkie trzy powyzsze spéiczynniki
proporcjonalnosci maja wartosci skoriczone rézne od zera, podpora nale-
2y do wzorowo spregystych statych, gdy jeno s == oo, a pozostale #» i ¢
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sg skornczone i r6zne od zera podpora jest wszorowo Spresysta przegubo-
wa, gdy wreszcie s =o00, # = oo, a n jest skoriczone i nie réwne zeru
" waorowo spregysta rolkowa. Rzeczywiste podpory sa zawsze Sprezy-
ste wobec istotnej sprezystosci wszelkiego budulca. Niekiedy jednak
strzatki podpor sg tak znikome, ze bez znacznego bledu mozZemy owe
podpory uwazaé jako niesprezyste, czyniac n=¢=s=o9. W innych
wypadkach nalezy jednak strzatki podpér bra¢ pod uwage, — rozpatry-
wacé pret na podporach sprezystych.  Wyobrazmy sobie belke, lezgcg na
jednakowych poprzecznych belkach,. uszeregowanych rownolegle w pew-
nych odstepach. O ile belka lezy posrodku poprzecznic, bedziemy mieli
strzatkg ugigcia pionows f= — R/3 ; 48 LEoJo, gdzie I oznacza dlugosé
poprzecznicy, R jej odpér pionowy, a £, /, odno$ng sztywno$¢ w zaloze-
niu niezmiennego przekroju poprzecznego. Tutaj wiec # = /5 : 48 E, ..
Tylko co opisany ustr6j przewaznie si¢ nie spotyka, natomiast jezdnia
mostu kolejowego, zlozona z poprzecznie uszeregowanych réwnolegle
i obustronnie podpartych stanowi najczesciej spotykane podioze toru-
Obie szyny toru lezg przeto na poprzecznicach—wzorowo sprezystych pod-
porach. Z atwoscia wyznaczymy odnosng warto$é spélczynnika z. Zwy-
kly szereg podkladéw stanowi réwniez uktad podpdr wzorowo sprezystych
dla szyn kolejowych. Te przyklady wystarczg narazie. \

§ 46. Belki na podporach wzorowo sprg¢zystych statycznie
wyznaczalne. WeZmy pod uwage belke pozioma, spoczywajacg na pod-
porach wzorowo sprezystych. Po obcigzeniu sitami gnacemi, prostopa-
diemi do osi pierwotnie prostej belki nastapi wygigcie plaskie, rozpatru-
jemy bowiem pret jednorodnie zbudowany. Wygieciu belki towarzyszy¢
be¢da odksztatcenia podpdr, proporcjonalne do wywolanych odporéw: spre-
zyste strzatki i katy obrotu. Po odksztatceniu, gdy zapanuje stan réwno-
wagi trwalej, bedziemy mogli wypisaé réwnania statyki, wigzace sity
zewngtrzne z niewiadomemi — odporami. Dla belki plasko wygietej trzy
rownania statyki pozwola wyznaczyé jeno trzy odpory — pozostale bedg
statycznie niewyznaczalnemi. Zatem: belka, plasko wygicta, wsparta na
podporach wzorowo spresystych, jest statycznie wyznaczalna, o ile obcigzenie
sewnelrzne wywotuje jeno tray odpory. W tym szczegélnym wypadku od-
pory sa niezalezne od sprezystych wiasnosci podpor. Zalezg jedynie od
obcigzenia zewngtrznego, od wymiaréw belki i rozkladu jej punkiéw opar-
cia, tylko te bowiem wielkosci wchodzg do réwnari statyki. ©¥Zatem pret
ugnie si¢ zupetnie tak samo, jak na tych samych podporach, lecz niespre-
zystych. Krzywizna jego wszedzie pozostanie ta sama. Wynika to wprost
z réwnania zasadniczego momentéw EJy/' =M. Prawa jego czgs¢é sta-
nowi sumg wyraz6w zawierajacych odpory lub sity zewnetrzne mnozone
przez odnosne ramiona momentéw. Tylko co wyzej méwilismy, 2ze w wy-
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padku statycznej niewyznaczalnosci odpory sg niezalezne od wiasnosci
sprezystych podp6r. Zatem prawa cz¢$¢ réwnania nie zalezy od wiasno-
$ci sprezystych podpér — prgt wygnie sig zupetnie tak samo, jak na
podporach niesprezystych, ulegnie jednak, jako calos¢ odksztalcona, osu-
nieciu i skrzywieniu z poziomu. Stad prosty wniosek, ze i po odkssial-
ceniu gnacem belki statycsnie wysnaczalnej podpory waorowo spresyste le-.
sq na prostej. To proste prawo umozliwia wyznaczanie wygigcia belki
statycznie wyznaczalnej spoczywajgcej na podporach WZOTOWO Sprezy-
stych. Nalezy wyznaczy¢ odksztalcong v, = f w zatozeniu tych samych
podpor — niesprgzystych. Istotna odksztalcona preta bedzie sig réznita
o funkcje linjowa strzalek podpér wzorowo sprezystych. Prosty przykiad
najlepiej to uwypukli.

§ 47. Belka statycznie wyznaczalna na dwéch podporach
wzorowo sprezystych. Ulézmy poziomo belkg statego przekroju po-
przecznego na dwéch poprzecznicach. Obie poprzecznice ustawiamy pro-
stopadle do osi belki, poprzecznice obustronnie podpieramy., Prawy skraj-
ny przekr6j belki B oparty jest na poprzecznicy obustronnie wspartej na
podporach przegubowych—lewy A—opiera si¢ na poprzecznicy obustron-
nie sponczywajacej na podporach rolkowych. Za-

tem belka ma prawg podpor¢g wzorowo sprezysta, ! 5

przegubowg — lewg — rolkowa. Po obcigzeniu % 4 V24
sita P w odlegtosci (Rys. 55) a od lewej podpo- 2l% 29, e
ry i b od prawej— podpory obnizg si¢ pionowc 4 ~ B} |
pod jarzmem nacisku. Otrzymmamy strzatkg lewej J] =
podpory 4, — prawej 1, , zatem 1, = — n, 4, .

1 =—n,B, poprzecznice mogg bowiem by¢ wo- Rys. 55.

gble niejednakowe, co pociaga za sobg koniecz- ; '

nosé rozrézniania spétczynnikow proporcjonalsci n, 1 #n, . Strzatki tylko
co wypisane stanowia w danym wypadku jedyne odksztalcenie podpor.
Wynika to wprost ze sposobu podparcia preta. Z réwnan statyki: A +
+ B+ P=o, Al + Pb =0, gdzie przez [ oznaczyliSmy calg diugosc
preta, otrzymamy: 4 = — Pb : [, B = — Pa : [, mozemy przeto nieza-
leznie od sprezystych wilasnosci podpdr wypisa¢ zasadnicze rOwnanie gie-
cla: Efq' =—Pb({—08) : LN\ +P(b—0), stad: Eff = C+ 1, Pbil—
— L2 L =Yy P(b—R Efy=D -+ L~ Pb—0)*: /|| +
+ 1/, £P(b— ©)3. Dla okredlenia stalych catkowania bierzemy pod uwa-
ge, iz przy CL=o, =", a przy L=/ =1, , a przeto: Effy = -—
—En, A= D - Cl, Efop = — EJny, B =D — [y Pbl* 4 '[s Pb,
skad bezposrednio €= EJP (n, b -~ nya): 12 — s Pbl + ¢ Pb*:
i l=EJP(myb—mnya) : & + C,, D=EJu, Pa : I + '[s Pol*—
— VY, Pb* = EJny Pa: !+ D,. Przez C,, D, oznaczyliémy tutaj war-
tosci stalych calkowania, jakie otrzymaiismy juz w § 4 w zaloZeniu pod-
por niesprezystych, a wigc przy m, == up = 0. Zatem po podstawieniu
otrzymamy réwnanie odksztalconej: o= 7, -+ Fany : IH-P(n, b—ny @)t :
c 2=, 4y + (qp — x) ¢ Ten wzér stwierdza nasze przewidywania
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teoretyczne. Odtézmy 4A4' =+, , BB' =1, i poprowadZzmy prosta A'B’.
Strzatka ugigcia preta na sprezystych podporach Of = Of, + fof gdzie
fof = 7M. Nalezy zatem odtozy¢ rzedne 7, w kierunku pionowym poni-
zej prostej A'B’ aby otrzymaé wykres strzalek ugiecia istotnych.

§ 48. Belki statycznie niewyznaczalne. Inaczej zupelnie za-
chowujg si¢ belki statycznie niewyznaczalne na podporach sprezystych,
poniewaz odpory ich zalezg od wiasnosci sprezystych odnosnych pod-
por. I tu réwniez catkowanie zasadniczego réwnania giecia stanowi roz-
wigzanie og6lne zagadnienia, wobec jednak trudnosci rachunkowych nie-
zawsze latwo prowadzi do celu. Wypisujemy réwnanie giecia zasadni-
cze, znaczgc odpowiednio odpory niewiadome i caltkujemy wprost w wy-
padku stalego przekroju poprzecznego. W wypadku belki o przekroju
zmiennym korzystamy z réwnania odksztalconej catkowego. W ten spo-
sOb précz dwoch statych catkowania begdziemy mieli wszystkie odpory
— niewiadome, kidére wyznaczymy z odnos$nych réwnaii warunkowych
i rownan statyki. Istot¢ tego sposobu poznamy najlatwiej biorgc pod
uwage nastepujacy prosty przyklad:

§ 49. Belka tréjprz¢slowa na podporach wzorowo sprezy-
stych. Zalézmy, a zaloZenie to w niczem ogdélnosci naszy:zh rozwazan
nie uszczupli, ze przekréj poprzeczny belki jest staly i jednakowy dla
wszystkich przgset (Rys. 56), ze wszystkie przesla majg jednakowq roz-
pietos¢ A, i ze wszystkie podpory maja ten sam spélczynnik = rézay od
zera skoniczony. Nadto bierzemy pod uwage obcigzenie sitla pionowg P

czynng posrodku belki. Wobec zupeinej syme-

s x P trji obcigzenia umieszczamy poczatek statych osi
Y __ 3 spoirzednych po Srodku belki, kierujac 0§ «{ na

Z, 4 @ * A p y . . . - 2 &
' ‘_ﬁi‘ At lewo po osi pierwotnej preta, 0§ e w dol, a og
2 |g Ply 3| — ku patrzacemu. Odpér skrajnej prawej pod-
N o 2 pory przegubowej oznaczamy przez B, pozosta-

o 7 tych rolkowych przez 4, X, Y, idac od lewej ku
prawej. Roéwnania statyki, wypisane dla skrajne-

Rys. 56 1 57. go prawego punktu /5 preta nieodksztaiconego,

bedg A--X+Y+B+P=0, 3A\+2 X

-+, AM?—+ Y, = O. Nadto réwnanie momeniéw dla punkiu 4 da

3BA+42YA-+3, P4 Xk= 0. Siad prosty wniosek, zreszta zupelnie
oczywisty ze wzgledu na symetrje obcigzenia, z2e A= DB, A = Y. Osta-
tecznie otrzymamy jedno tylko wypadkowe réwnanie 4 - X+ 1/, P=0.
Mimo to mozemy wypisa¢ réwnanie giecia w postaci £/ = A (3, A —
—0 || +X (/; A —¢). Calkujgc otrzymamy: L7 =— C— Y, A (3o X —
— | =Yy X (s A0, EJyj = DHCCA Yy A (3o =0 || 45 X (o A—
- 0% Te trzy rownania dotyczg jeno lewej polowy belki — prawa ze
wzgledu na zupelng symetrj¢ obcigZzenia bedzie niewatpliwie tozsamo$cio-
wa pod wzgledem naprgzen i odksztatcern, mozemy jej zatem nie braé
pod uwage. Dla ckreslenia statych catkowania mamy czrery rowrania
warunkowe. Na lewym skraju belki przy (=23, n=1,=—n 4,
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ponad podpora X, przy { =1/, A bedzie %=1, = -— »X, wreszcie ze
wzgledu na symetrje obcigzenia kqt nachylenia stycznej odksztatconej ku
osi f réwny jest zeru posrodku belki, czyli wiec 7/, =0 dla { = 0. Ina-
czej jeszcze — EjnA=D + 3, C\, — EuX =D 3 Y, C\ - 1/, AR,
C—1y AX Y, N —1; XX Yy A2 =0. Roznica pierwszych dwéch row-
naf da: E/un (X—A) = Ch— 1/, AN, Na mocy trzeciego E/n (X—A)
=2%/,, AN* 4 1/, X\’ Poniewaz na mocy réwnania statyki. .JX == — 4--
— 1/, P przeto ostatecznie A= @8N —24 E/n) P : (403> -+ 96 £ ]/n) —
=B, X=— 23 +24E/n) P : (40 496 EJn) = Y. Z laiwoscig
réwniez wyznaczymy C i 1), bedziemy mogli przeto wyznaczy¢ odksztai-
cong Z powyzszych wzoréw wynika, ze X, Y nie moga mie¢ wartosci
. zerowych, natomiast przy 3 \* = 24 £/n obie skrajne odpory A=B=0C.
W tym szczegélnym wypadku sa one zbyteczne. Gdy znoéw 3 A\* {24 L/n,
odpory skrajne sg ujemne, pret na nie wywiera nacisk, lecz gdy 3A*> 24 £ /i,
wtedy 4> O i B> O — odpory skrajne nalezy da¢ ponad pretem, ina-
czej bowiem pret uniesie si¢ korficami ponad podpory, bedziemy przeto
mieli wypadek powyzej rozpatrywany — belki opartej na dwie podpory
a obcigzonej silg P posrodku. ]

Rozwigzywanie réwnaii warunkowych stanowi powazng wadg powy-
2ej podanego sposobu. Trudnosci rachunkowe rosng wraz z iloscig prz¢-
sel, to tez zazwyczaj stosujemy do belek wieloprzg¢stowych:

§ 50. Twierdzenie o pigciu momentach. Wezmy pod uwage
belke wieloprzesiowg na wzorowo sprezystych podporach, uszeregowa-
nych pierwotnie na jednej prostej.. Ulézmy na tej prostej — pierwotnej
osi belki nieodksztalconej stalg o§ «f, obierajac poczatek spéirzednych
dajmy na to w skrajnym prawym przekroju belki, lub w ktérymkolwiek
przekroju podpartym. Of$ ol kierujemy na lewo, on w dél, a of — ku
patrzgcemu. Po obcigzeniu belki sitami gngcemi prostopadiemi do osi
pierwotnej — nastgpi wygiecie plaskie — wylacznie bowiem rozpatrujemy
belki jednorodnie zbudowane. Po odksztalceniu podpory sprezyste zejda
z poziomu — ujawnig strzalki pionowe. Ich strzalki poziome mozemy
pominaé, jako znikome przy nieznacznych, praktycznie jedynie dopusz-
czalnych wygigciach belki. Korzystamy ze znakowania § 35 i obieramy
na belce odksztalconej dwa sgsiednie przesta %21 2-+ 1. Ich podpory
Ci—y, Cp, Cpyq daly strzatki nz_g, mp, 1p41. W zalozeniu wzorowej
sprezystosci podpér: Mgy =—mp 1 Cpy1, = —1p Cp, Npp1=—
— #t44q Cpp1, Tozpatrujemy bowiem podpory réznych rodzajéw o niejed-
nakowych spélczynnikach sprezysto$ci w ogélnym wypadku. Owe. strzal-
ki, a wlasciwiej méwiac odpory, stanowig niewiadome zagadnienia, nie
mozemy przeto korzystaé¢ z réwnan Clerc’a i Clapeyron’a bo wyraz N
obu tych wzoréw zawiera wiasnie owe strzatki ng_j, 0z, 1441 . Usurimy
je ze wzoréw. W tym celu mozemy wypisa¢ dla przesta £ réwnanie mo-
mentéw w postaci My _q -+ Tp_ylp +2Ppbp = My, dla przgsta 241
otrzymamy M;. + 13 /gy + EP%qy b4qy = My, Kkorzystajgc ze zna-
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kowania (Rys. 49). Dodawanie obejmuje wszystkie sily gngce pierwszego
przgsta P, w pierwszem réwnaniu, w drugiem — sily Py, drugiego
przesta. Poniewaz niewatpliwie 7 = T3 - 2P -+ Cy , przeto M}, |
+ Tyt b1 + Zeg1 EF + Cr by + 2Py bk = My . Rugujac
z tych wzoréw Ty_; otrzymamy Cp =M, : L — (1 : L +1: L1g)
Mk + Mk—{—l : lk—{-l = ka ag : lk =T EPk-I-l bk+1 - lk-}-l , mamy bowiem
ap =1, —b;. W ten sposéb mozemy wyrazi¢ C;_;, Cpi Gy W 22
leznosci od My_o, My, My, Mjyy, Myyo i mno2ac przez —#y_y,
— ny,, — #py1 podstawi¢ we wzory Clerc’a lub Clapeyron’a. W wyniku °
otrzymamy wzory wigzace owe pie¢ momentéw odporowych, a stanowig-
ce istote rwierdszenia o picciu momentach, ktére zostalo wyprowadzdne
przez H. Czopowskiego, w zaloZeniu statych, cho¢ niejednakowych sztyw-
nosci poszczegélnych przgset i tak nazwane. :

Mozna réwniez korzysta¢ ze wzoréw Clerc’a i Clapéyron’a tacz-
nie z powyzej wypisanemi wzorami dla Cj. Istotnie, w zatozeniu »—
przestowej belki, bedziemy mieli # odporéw C,, C,... C,, i » momen-
tow odporowych M,, M, ... M, . Wzory Clerc’a lub Clapeyron’a dadza
jak wiemy »# — 2 réwnann warunkowych, linjowych wzgl¢dem momentow
i odporéw powyzej wyszczegélnionych. Nadto mozemy niewatpliwie wy-
pisaé #n — 2 réwnaii dla C,, G, ... C,_; — linjowych wzgl¢dem momen-
tow odporowych. Z tych 2 » — 4 réwnan wyznaczymy 2 »-— 4 odpo-
réw i momentéw odporowych. Brakujgce nam jeszcze réwnania otrzy-
mamy cze$ciowo z warunkéw réwnowagi belki odksztalconej, czg¢Sciowo
za$ z warunkéw koricowego obcigzenia belki. Gdy belka koriczy sig¢ po-
nad skrajnemi podporami typu rolkowego lub przegubowego, M= M,=
= O, gdy belka obustronnie zwisa — momenty M, i M, mozna wyzna-
czy¢ bezposredniem sprowadzeniem ukladoéw sit gnacych czynnych na
owych koricach. Dla belek o koricach osadzonych mozemy wypisa¢ no-
we dwa rdownania Clerc’a, wigzace dodatkowo M, i M,. Nadto we
wszystkich wypadkach mamy dwa réwnania statyki. W ten sposéb wy-
znaczymy wszystkie odpory i momenty odporowe. Nastepujacy prosty
przykiad najlepiej wyjasni istotg rzeczy.

§/51. Belka dwuprz¢siowa na podporach wzorowo sprezy-
stych. WeZmy pod uwage belke o stalym poprzecznym przekroju,
wspartg na trzech wzorowo sprezystych podporach 4, X, B, lezacych
na linji pr-stej — pierwotnej osi belki nieodksztalconej w réwnych od-
legtosciach A od siebie (Rys. 57). Po obcigzeniu silg skupiong P czynng
na osi po$redniej podpory pret ugnie sie a podpry obniza, ujawnia;gc
strzatki 1, = — n,4, 1, =—n,X, 1, =—mnzB8 W danym wypadku
mamy jeno dwa przesta, przyczem M,= M, 4= O oraz Mg= M, = O,
zakladamy bowiem prawg skrajng podpore przegubowsa — a pozostale
rolkowe. W érodkowej umiedciliSmy poczatek stalych osi spéirzednych,
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kierujagc o§ of na lewo po osi pierwotnej belki, 0§ «on w dél, a w§ — ku
patrzacemu. Réwnanie Clapeyron’a da nam: 4 AM, = 4 M, = 6 EJ(n;—
— 2+ ) A=—06 E] (n;d—2 n, X+ nyB) : . Réwnanie dla
srodkowego odporu bedzie tu X= —2 M, : \—P, przyczem sil¢ P moze-

my zaliczyé do jednego, lub do drugiego przgsta. Oznaczmy przez
2'm=2X\:3 EJ, a wtedy z tych dwéch réwnari otrzymamy ;4 —
— 2 (y 4 m) X+ npyB=2m P. Nadto réwnania statyki, wypisane dla
skrajnej podpory prawej dadzg A+ X+ B+ P= 0, 2 A (PFX)=
= Q. Z nich bezposrednio wyplywa, 2e A =B oraz X=—P—2 4,
co podstawiwszy w rownanie poprzednio otrzymane, bedziemy mieli: A=
=—2nP:n, +4(n,t+m+np)l=B, X=-P+4n.P: [n; 4
~+ 4 (n,, + m) + ny). W zalozeniu obu skrajnych podpér niesprezystych
bedziemy mieli 4 =B =— Pn,: 2 (n, | m). Sprawdzimy to bezpo-
Srednio, calkujgc réwnanie gigcia Ejq' = A4 (A —{), ktére wypisaliSmy
dla lewej czesci belki ze wzgledu na zupelna symetrj¢ obcigzenia. Za-
tem Eff =C—1, AQA—0 Efy=D+4Ct4+ 1 AQ—0)3% W da-
nym wypadku przy { =X mamy 71 = O. Nadto styczna odksztalconej
posrodku musi by¢ réwnolegta do osi of, Wymaga tego symetrja obcia-
zenia. Zatem C=1, AW oraz D4+ Cx= O. Poza tem przy {—=o
mamy 0 =1, = f = — n,X a przeto — E/u, X = D + /3 AN. Dolgcz-
my jeszcze réwnania statyki B=4 i X=—P—2 A4 a otrzymamy ko-
leno: A=B=—Pny,:2(n,+m), C=— Pnp*: 4 (n, +m), D=
= Pn )} : 4 (ny + m), X= — Pm : (n, -+ m). Réwnanie odksztaiconej
bedzie tu EJq=[\— X — Yy A—L)*] Pny: 4 (n, +m)=[33* A—C)—
— (=0 P : 12(1 +m : n,). Czynigc w powyzszych, wzorach #, = oo
odnajdziemy réwnania, dotyczace belki obcigzonej silg skupiong posrodkm
jednoprzestowej statycznie wyznaczalnej.

§ 52. Belki na wielu podporach wzorowo sprezystych réw-
noodleglych. W wypadku belki spoczywajacej na wielu podporach wzo-
rowo sprezystych, ustawionych w odleglosci A jedna od drugiej, trudnosci
rachunkowe uniemozliwiajq rozwiklanie zagadnienia. Zazwyczaj tez ko-
rzystamy ze wzoréw dla belek na spr¢zystem podlozu, jako bardziej ra-
- chunkowo dostepnych. W tym celu skupiony nacisk pionowy podpory K
zastepujemy cis$nieniem rzekomego podioza ¢= R : A. Jest to niewat-
pliwe niezgodne z istotq rzeczy — blad jednak w ten sposéb popelniany
maleje wraz z liczbg podpdr szeregu.

Dotychczas wytacznie tylko rozpatrywali§my podpory wzorowo spre-
zyste, rolkowe lub przegubowe, pomijajgc milczgco stale, ktére précz
strzatek dajg kat ® proporcjonalny do pary obrotowej momentu odporo-
wego lub osadczego. Zatem &= —myp. Szczegblna wartos¢ m = O
cechuje podpore stata niesprezystg, czyli przekr6j osadzony, gdy znowu
m =00 — odnos$ny przekréj polaczony jest przegubowo bez tarcia z pod-
pora. Moze sig zdarzyé, ze pewna liczba podpor belki wieloprzgstowej
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nalezy do typu stalych. Odnosne sprzeciwy nalezy dolgczy¢ do sit zew-
netrznych. W danym wypadku najlepsze wyniki daje sposéb catkowania
zasadniczego réwnania giecia. Proste przyklady najlepiej to uwypukla.

§ 55. Belka jednoprz¢slowa na dwéch wzorowo sprezystych
podporach stalych. Wezimy pod uwage¢ belk¢ pozioma obustronnie za-
mocowang w podporach wzorowo sprezystych stalych. Poczatek statych
osi (Rys. 58) spéirzednych umiescimy w $rodku prawego zamocowanego
przekroju, 0§ of poprowad.imy na lewo ku lewej podporze po osi pier-
wotnej preta, 0§ oy w dél, a »F ku patrzgcemu. Po obciazenin sitg P,
pionowa, przylozong w odleglosci @ od lewej i 6 od prawej podpory, pret
i ~ ugnie sie, jego skrajne przekroje podparte obnizg si¢
B4¢% 1 odksztalca, ujawniajac strzatki pionowe 7, = — n,4,

Nl = u, B2, proporcjonalne do odporéw pionowych
w A i B, a nadto katy obrotu 8, = —m,p,, 8; = —
8 — myuy, proporcjonaine do momentéw odporowych .,

i, . Przesunigcia boczne pomijamy, jak zwykle, jako
Rys. 58 i 39. zgota nieznaczne dla malych praktycznie jeno dopusz-
czalnych ugie¢ preta. Rownanie giecia da nam: £ [q'=

= g A — O +P (b —70), skad: EJif = C |- pgl — 5 A (—0? |
|4 P (b0, Eft== D~ Ct s i, -+ o A (=03 || +YsP (6—0)"
Dla okreslenia niewiadomych C, D, 4, L, p, 1 pp mamy dwa réwnania
statyki, kiére mozemy wypisa¢ dla poczgtku spéirzednych w postaci A+
+P4+B=0, 1, + Al-+ Pb+ py = O, oraz cztery réwnania warun-

kowe. Dla C=o0 mamy £EJ8, = — EJmyp, = C — 1, Al* — |, Pb2,
Efqy = — EJnpyB = D - Y, AI* - '/, Pb’. Nadto dla L=/ bedziemy
mieli £/8, = — EJm,p, = C 4,0, Ljy, =—En, A =D+ Cl +

-+ 15wl Z tych réwnaii wyznaczymy wszystkie niewiadome i otrzyma-
my réwnanie odksztalconej. |

W szczegélnym wypadku, gdy sita 7 dziata poSrodku belki / diu-
giej, a obie podpory sa jednakowo sprezyste, najlepiej umiesci¢ poczatek
spotrzednych w $rodkowym przekroju (Rys. 59) i rozpatrywa¢ jeno lewg
potowe belki, jako zupelnie symetryczna. Réwnania statyki dadzg tu A=
=B=—1, P, g = —wy, = . Calkujgc zasadnicze.réwnanie E "=
=p— 1Yy POl —0), otrzymamy Ejy = C-pl-i-%, £ (lsl— 03
EJy =D -} Ct+ Yy pt® — 1, P (Y, /— 2)* Posrodku styczna odksztal-
conej musi byé réwnolegta do osi ot ze wzgledu na symetrj¢ obcigzenia
i sprezystosci obu podpér. Zatem O = C '/, ” X !/, /?, skad C = —
— 1/,s P*. Nadto dla { =1/,/ mamy w zaloZeniu #n, =mn, = n, m; =
== mp = m nowe réwnania warunkowe: EJ8, = — EJmy = -1/, Pi*+
+ Yol EJn,=—En A="1, EJnP =D — Yy PF -yl Z tych
réwnari otrzymamy g = P/ : 8 (/-2 EJm), bedziemy przeto mogli usta-
li¢ réwnanie odksztaiconej. Belka tylko co zbadana stanowi dosy¢ czgsto
spotykana cze$¢ ustrojéow budowlanych; dwie belki tego rodzaju zawiera
tak zwana — :
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§ 54. Ramownica. Cztery belki polgczone wegltami w sposéb
sztywny stanowig ramownice. Najczescie] uzywane sg ramownice pro-
stokgtne (Rys. 60) o dwdch jednakowej sztywnosci £/, pionowych pre-
tach bocznych 4,B, i ¢,D, i dwéch poprzecznicach — gérnej D,C,
i dolnej 4,B, réowniez jednakowej sztywnosci F£,/,. Wiwypadku zu-
pelnego usztywnienia weglow, katy proste wierzchotkowe ramownicy nie
ylegaja zmianie przy odksztatceniu, mogg si¢ jednak obraca¢ w ptasz-
czyZnie giecia Tego rodzaju ramownice usztywnione na weglach be-
dziemy wylgcznie rozpatrywali — odksztalcone ich pretéw skladowych
przecinajg si¢ zawsze pod kqtem prostym na kazdym rogu. To zatozenie,
praktycznie moze niezupelnie sciste, wszeikie bowiem potaczenie zupelnic
sztywne by¢ nie moze, znacznie utatwi nam wyznaczanie odksztalcer ra-
mownicy. ' '

Oznaczmy rozstawienie jej pretéw pionowych — podtuznic przez /,
poziomych — poprzecznic przez 4 i zalézmy, ze obie podiuznice ulegaja
dzialaniu sit pionowych, lezacych na osi ramowni-
cy, a skierowanych nazewngtrz. Pod jarzmem tych  -#F W&__&j-%p
sit prety poziome wygna si¢ w luki, pochylone Pyw [P#n

4, 4

koricami ku osiom pierwotnym poprzecznic pod £ > 2 =
icatem © na wegtach. Wobec doskonalosci usztyw- £ oh
nien weglowych odksztaicenie to pociggnie za so- %

ha skrzywienie obu pierwoinie prostych podiuz- 1i

nic. Ich odksztalcone pochyla sig¢ pod tym samym L b 14 dh
katem O na weglach ku swym pierwotnie prostym Pl « Pulp
osiom pionowym. #%fatwo to udowodni¢, zwazyw- (A

szy, 2e odksitalcone pretéw ramownicy muszg A B B1-4P
przecinaé¢ sie pod katem prostym na weglach. Kat :

© miatby zerowg wartos¢ jedynie w wypadku zu- Rys-760
pelnej sztywnosci podiuznic. Podiuznice ulegaly-
by jeno rozcigganiu sitami !/, /7, a poprzecznice mozna by bylo uwazac,
jako zamocowane na weglach. Nie znamy jednak tworzyw sztywnych,
kat © jest zawsze rézny od zera, zamocowania poprzecznic nalezg do ty-
pu wzorowo sprezystych. Latwo to udowodnimy. W tym celu rozcine-
my ramownice po rogach, zastepujac dzialanie zniszczonych w ten spo-
séb wegtowych usztywnieri odpowiedniemi psrami sif — momentami we-
glowymi p.” Wobec zupetnej symetrji momenty na weglach bedy jedna-
kowe, choé réznoskretne. Odksztalcenie ramownicy wyraZnie wskazule,
ze dolny pret w lewym konicu swym 4 pod dzialaniem sity £ obrécit
sie nieco naokoto A4 w kierunku strzatki zegara. Ten obrét niewgtpliwic
wywotat sprzeciw sprezysty w postaci momentu o parze sit sprzecznej co
do kierunku obrotu — dat zatem moment oporowy p. lewoskretny, stano-
wigcy odp6r zamocowania lewego poprzecznicy. Rozumujac w podobny
zupelnie sposéb dojdziemy do przekonania, ze odporem zamocowania
prawego bedzie réwniez moment ;. lecz prawoskrginy. Te dwa momen-
ty tacznie z sita P i jej odporami pionowymi — !/; P, pochodzacymi
od gérnej sity P, stanowig obciazenie zewnetrzne poprzecznicy. W uste-
pie poprzednim badaliSmy belke w ten sposéb obcigzong i wyznaczylis-
my dla koricowego punktu odksztalconej — pochylenie ku osi pierwotnej
@ —(—1,, PP+ "y pd) : £ Jy. W danym wypadku p stanowi niewia-
domg zagadnienia, Chcac jg wyznaczy¢ bierzemy pod uwage podiuznice
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AD, lewa. Przy odksztalceniu oba jej korice nie schodzg z piona, jeno
*sie nieco oddalajg od siebie w kierunku pionowym pod jarzmem sit roz-
ciggajacych 1/, P, a nadto zblizajq sig, zreszta nader nieznacznie, ku osi
sit P na tle wygiecia obu poprzecznic. Stowem mozemy zalozy¢, ze kor-
ce 4, B podiuznicy pozostajg na osi jej pierwotnej, pionowej. Wobec
tego poczatek stalych osi umieszczamy w D, o§ D{ prowadzimy w dot
orzez A, o§ Dy na prawo, a D ku patrzacemu. Bedzie to wiec belka
obustronnie podparta, a obcigzona sitami !/, P rozciggajgcemi i momen-
tami p zastepujgcymi dzialanie poprzecznic odcig¢'ych. Dolny jej koniec
ulega dziataniu momentu gnacego p prawoskretnego, na goérny dziata
rowniez moment ., lecz lewoskretny, w tych bowiem dwéch kierunkach
lewe konce poprzecznic chcg wygigé podiuznice po obu jej koricach.
W mysl prawa o znakowaniu zasadniczego wzoru gigcia — £, /" =y
skad — £,/ = C-+pk, — EJ=D —+ CCH- Y, p8% Przy =0 i {=/
mamy v =0 a przeto D=0, C=--1/,ph i ostatecznie — EJq =—
— 1, ph}-pL. Czynige w tym wzorze { =~/ otrzymamy koricowe po-
chylenie odksztalconej 8'=—1/,pi : £, J;. Wobec doskonalego usztyw-
nienia weglowego 0 = 0", czyli: [— Y, P2+ Yo pd] : EgJy=— Y, ph :
sl Jy o skad w=Ys PR [[4-h EyJ, - EyJ}]. W rachunku powyzszym
pominelismy dziatanie sit rozciggajacych !/, P: popelniony w ten sposéb
btad jest zgola nieznaczny dla podiuznic niezbyt diugich; w razie prze-
ciwnym. nalezy sily rozciggajace wzia¢ pod uwage — oba prety boczne
ulegng wygieciu mimosrodkowemu, o ktérem bedzie mowa nizej jeszcze.
Zatem w zaloZeniu podtuznic mocnych a krétkich mozemy $miato rozpa-
trywaé jeno moment p. Po srodku strzatka ugigcia wyniesie — £, /J,f;=
== — 1y wh X Yy b+ Yo X (4, #)2. Zaklgs$nigcie ramownicy bgdzie wiec
rowne 2 f; = !/, wh* : E,J,. W podobny sposéb otrzymamy strzatke po-
nrzecznicy f,, czyniac we wzorach ust¢pu poprzedzajgcego {==o0. W da-
nym wypadku wydiuzenie preta bocznego, powstale na tle dzialania sit
rozciggajacych !/, £ bedzie niewatpliwie rowne %/, Ph: E I, gdzie przez
£, oznaczyli§my poprzeczny przekréj podluznicy. Zatem tu n==h : EF|.
Spoiczynnik ten ma oczywiscie warlo$¢ nieznaczng dla pretow krétkich
a tegich. W tem zalozeniu — n= O, a zatem D=1/, PP®— [y ul*
i ostatecznie E,Jofy = 3 PP — 1y wl® — Y13 P (}/5 0)*. Stad uwypuklenie
ramownicy 2 fo = [Yo, PP — Y 0l?] : Ey J,. W danym wypadku moment
gngcy podluznic posiada wartos¢ stalg p. Ta sama wartos¢ momentu
gngcego pan%e w obu koricéw poprzecznicy. PoS$rodku natomiast mamy
o=t — Yy P X Y, 4 Z tych dwoch wartosci wyzszgq nalezy wzig¢ pod
uwage przy wyznaczaniu wlasciwych wymiaréw poprzecznic. Dla podtuz-
nic bierzemy ..

§ 55. Ramownica mostowa. Ustawmy lewy dolny wegiet 4
tylko co rozpatrywanej ramownicy na podporze rolkowej, prawy B na
orzegubowej, a otrzymamy ramownicge mostowg (Rys. 61). W gdrnych
jej wegtach C, D przykiadamy dwie jednakowe sily poziome P dodatnie,
bo skierowane tak, jak os stata B{. Te¢ o$ prowadzimy przez obie pod-
pory na lewo. Q$ B uktadamy na osi prawej podiuznicy w dét — o¢
Bg kierujemy ku patrzgcemu. ' Pionowe odpory oznaczamy przez A4, B,
jedyny odpér poziomy podpory przegubowej przez f. Réwnania statyki
bedq tutaj 4+4-B =0, H-+2P=0, oraz dla prawej podpory, jake
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srodka sprowadzenia momentow: Al --2Ph=0. Stad A=—2 Ph:
:l=—B, [{=—2P. Przy odksztalceniu — sily 7 przesuna po-
przecznice gorng w kierunku swego dzia-

lania, obie boczne podituznice pochylg sig D= c fu et

73 nia, a przeto wobec usztywniei weglo- 2\ : PTp X
wych lewy koniec poprzeczuicy dolnej zo- | %

stanie obrécony przeciw strzalce zegara * % 7

na kat ©,, prawy na kat @; oczywiscie
réwniez w tym samym kierunku pochyle-
nia sj¢ bocznych pre¢téw. Wyznaczmy oba
te katy. W tym celu rozcinamy ramowni-
ce po rogach, zastepujac dziatanie znisz-
czonych w ten sposob weglowych usztyw- % y
niefi odpowiednimi momentami weglowy- 5_’2,1 6 A4
mi by, By, e 1 2g. Przgsto doine stano- 7

wi zatem belke lezaca na podporach 4, B,
wygigtg pod jarzmem momentow p, i Rys. 61.
prawoskretnych. Wobec zupelnej tozsa-

mogci warunkéw pracy obu podiuznic majacych z zatozenia jednakowg
sztywnosé £, J,, oba katy obrotu 8, i 8, beda oczywiscie rowne. To sa-
mo dotyczy réwniez i momentéw, ktére owe odksztalcenia wywolaly, be-
dziemy mieli przeto ®, = py = py. ~Obcigzenie tego typu da odpory
pionowe A’, B, ktére z fatwoscia wyznaczymy z réwnaii statyki, wypi-
sanych dla poczatku spotrzednych w postaci 4,4By= O, 2 p+4,/=0.
Stad A, =— 2, : L, By=2u,: /, a przeto zasadnicze réwnanie gigcia
bedzie EoJon”’ = o — 2 o (¢ — &) : & Catkujac mamy £ J0 = C+
+pl o C—07F ¢ L EJom = D+ T+ Yy polf— Yy ¢ — 0 2 L
W danym wypadku 1—0 gdy {=o lub {4/ Stad mamy D — Y/, p,/*=0,
D4 Cl+ 1, pf* = O, co daje D=1/,p,2, C=—"/;p,l. Na mocy
tylko co otrzymanych wartosci bedziemy mieli £, J, 85 = — /¢ tol +
- ol =15 ol stad Oy =1fepol : EJy. W tym wzorze , stanowi nie-
wiadoma. Chcac ja wyznaczy¢, bierzemy pod uwage prawg podiuznice.
Wobec doskonalodci usztywnienia weglowego odksztatcona podtuznicy
przetnie si¢ z odksztatcong poprzecznicy dolnej pod katem prostym,
a przeto koniec dolny podtuznicy pochyli si¢ pod katem 8, ku osi pier-
wotnej tego preta — pionowej — na tle obrotu o ten sam kat calej po-
dluznicy okoto punktu B. Po uwzglednieniu tego obrotu koricowy prze-
kréj dolny podiuznicy mozemy niewatpliwie rozpatrywal, jako zamoco:
wany, a sam gqt uwazaé za belke, obcigzong drugostronnie u géry w €
sitg pozioma P i momentem ., zastepujacym dziatanie odrzuconej po-
przecznicy goérnej. Przy odksztatceniu podiuznice pochylaja sie wierz-
chotkami naprzéd w kierunku osi Bt dodatnim, musza wigc oopowiednio
wygina¢ korice poprzecznicy gérnej — prawy od gorv, lewy ku dotowi.
Oba w kierunku jednakowym — przeciw strzatce zegara. Te odksztaice-
nia $wiadcza o istnieniu momentéw .., gy lewoskrginych, stanowigcych
abcigzenie zewngtrzne poprzecznicy gérnej. Momeniy p.. 19 2asigpuja
iziatanie podtuznic. Wobec istnienia trwalej réwnowagi odksztalconej
asowe wygigcie poprzecznicy gérnej wytwarza sprzeciw sprezysty w po-
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staci momeniow p,. i pg prawoskrginych. Jeden z nich stanowi cze$é ob-
cigzenia zewnetrznego preta 5C, osadzonego u dolu, daje wiec pochyle-
nie skrajnej stycznej odksztalconej w C ku pie wotnej osi preta pionowej.
Wz6r .odnosny wyznaczylismy w § 24 rozdzialu niniejszego. Dla mo-
mentu 1w, prawoskreinego otrzymamy zed ©' = —up ki : J £E,. Zupehie
niezaleznie od p.. dziata na betke¢ BC sita gnaca P, powodujgc pochyle-
nie skrajnej stycznej odksztalconej w C ku pierwoinej osi preta nieza-
iezne od tylko co wyznaczonego. Bedzie to ©" =1/, PA* : E| J,, zgod-
nic z § 9 tego samego rozdzialu. Ostatecznie wigec calkowite pochylenie
gornego kornca odksztalconej podiuznicy 0, =0, | 0’4 0" = 1/, p,l :
s Sy —weh 2 E ] - Y. PR? 2 E£)J,. Nadto z warunkéw réwnowagi
wyodrebnionej czgsci BC begdziemy mieli Ph =y, -} p,, jedyna zatem
niewiadoma w danym wypadku stanowi moment p.. Chcgc jg wyznaczyé,
bierzemy pod uwage¢ goérng poprzecznice CD. Przy odksztalceniu oba
je; korice przesuwajg si¢ nieco w kierunku dzialania sit P, a nadto zbli-
2ajg sie, zreszta nader nieznacznie, ku osi B¢ na tle wygiecia obu po-
dfuznic. Stowem mozemy zalozyé, 2e konce C,D; poprzecznicy gornej
pozostajg na osi jej pierwotnej — poziomej. Jest to wiec belka obustron-
nie podparta, a obcigzona momentami ., ng lewoskretnymi na korncach.
Wobec zupelnej tozsamosci warunkéw pracy obu podiuznic p., = g zu-
petnie jak dla poprzecznicy dolnej. A zatem réwniez i w danym wypad-
ku®, ='Y.v .l : E, J, przyczem przez £, J, oznaczyliSmy sztywnosé po-
przecznicy goérnej, zazwyczaj w ramownicach mostowych znacznie stab-
szq od £,J,. Wobec doskonalej sztywnosci wegléw mozemy niewgtnli-
wie napisa¢ /s u/ @ Eolo—wh 2 B L, PR E =g el s By =
=Y Phl : E, Jy —Yisvd @ EJo—vch o EJ+ Y P2 0 EJ,, stad
e =Phll  EJo+80: E S [l : Esfo-+1:E,Js+6k: EJ]=
= Ph—yp,. Te dwie wariosci tylko co wyznaczone rozwiazujs zagad-
nienie. .
W szczegdlnym wypadku, gdy dolna poprzecznica jest bardzo tega,
mozemy zatozy¢ £, /, 2 oo, a wtedy p, =3 PA?* : [[E, ], : E, J16 /]
Nadto gdy brak gérnej poprzecznicy £, J, = O wtedy g, = O, v,= Ph.

§ 56. Przyklady i ¢wiczenia. 1° Be/ka wieloprz¢siowa statycz-
tycznie wyznaczalna (Rys. 62) dZwiga poprzeczne ramig (L) lezace w prze-
kroju posrednim O w odleglosci a od lewej rolkowej i 6 od prawej prze-
gubowej podpory. Na ramie dzialaja obustronnie sily poziome P skie-
rowane odwroinie, stowem w przekroju O panuje moment p = P X CU
lewoskretny, stanowiacy obcigzenie zewnetrzne belki. Przekréj O dzieli
plaszczyzne giecia na dwie potacie lewa i prawa, w pierwszej panuje
moment M, = A4 (@ — L) w drugiej zas M, = A4 (/ — )4 p. Poczatek
statych osi spéirzednych, jak zwykle, umieszczamy w prawej podporze,
kierujgc przytem o$ Bt wzdiuz osi pierwotnej belki na lewo, By w dol,
a Bf ku patrzacemu. Roéwnania statyki dla poczaiku spétrzednych wy-
pisane w postaci 4+ B=0, Al4+n=0 dadzg A= —p : /= — B.
W ten sposéb dla pierwszej potaci otrzymamy EJn," =—pn(/—&) : /,
dla drugiej zas§ LJn," = —p. (! — &) : /4 p. Calkujagc bedziemy mieli
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’kolejno w zalozeniu stale go przekroju belki: Efq’ = C, -+ Y, v (/—
L Efy =D+ CiL—=1 0 (=03 ] ora7 Fjr = C
R /+P-C E_[nz —-D "“ (/QC—l/ P (Z-CO)‘ : 2 P-ta
tutaj bowiem na gramcy obu polac1 mor'xent zmienia
sie naglym skokiem, nie mozZna przeto iaczy¢ obu
wzoréw, dzielgc odnosne wyrazy momentéw kreska-
mi, jak w zwyklych wypadkach dziatania sit skupio-
nych. Dla okre$lenia czterech stalych catkowania
bedziemy mieli y=o0 przy {=o01i =/, a nadio ‘
dla gramcznego przekroju, gdzie {=b, bedzie =1, Rys. 62
nraz yv="a. Stad D, —{ Cil=o0, Dy — Ysult=0o0,
—é—‘/ pa® : / = G- Yypa* : I+ wb, D, +C1)— /uP(r” 1 i=D,+

En) el
A Yy (B

— Y. va /—}—l/q nb? i ostatecznie: C,=—1; l— Yy vl {
D, =, it e o Nl i wdn Y — b, Doy, i, e
wartosci okredla odksztaiconq Chcqc znaleZ¢ sirzatke ugiecia szukamiy
pierwiastkéw réwnania %' = o. Dla pierwszej pofaci quzxemy mieli {=
— ! — YU, P=}% z warunkiem >, > b, ktory istotnie wypeinia sig
przy 1> b ) 3. Tej wartosci G, odpowiada strzatka fo— p ¥ (Mg P=0%)

: 3 EJI. W drugiej potaci qumemy mieli (=1 2 — b*— 2, 2 —
ndnoSna strzatka bedzie fi=—nV (2 6l — 6 — %, [?)® : 3 EJI, z warun-
kiem 2 &/ — 62— 3,2 > 0. Wobec odwrotnoéci znakéw obu strzatek
wnioskujemy o istnieniu poSredniego punktu przegiecia odksztalceii;.
Wykres momentéw abcd wskazuje, ze punkt przegiecia istnieje w przekro-
ju obcigzonym, tam bowiem krzywa wykresu przechodzi przez zero.

2° Ciczhi linjal miernicsy nalezy podeprzeé w dwoch punktach w ta-
ki sposéb, aby odksztalcenie bylo najmniejsze, a linjal w przyblizeniu po-
ziomy. Wobec wymagania ostatniego podpory muszg by¢ niewgtpliwie
symetryczne wzgledem $rodka, ustawione, dajmy na to, w odleglosci a
od obu korcéw linjatu, obcnqzonego jeno waga wiasng. Oznaczmy wage
!'n]alu przez QO — na jednostk¢ dlugosci bedziemy mieli przeto g = g

-/ kg. Ponad podpora panowaé bedzie moment gnacy M, = , ga’

poérodku za$ linjalu moment M, =1, q Y {2 — 1 O ><’[1/,/— %] =
=1y gl [x— Y, I]. Sq to wartosci skrajne momentéw. Na zasadzie pierw-
szego prawa Hooke’a odksztalcenie winno by¢ proporcjonalne do sity od-
ksztalcajgcej — zatem najbardziej poziomy ksztait odksziaiconej ofrzyma-
my niewatpliwie wtedy, gdy M, =—M,. Stad x4 Ix—W, P=¢

czyli x ==, £(y 2 —1). Odlegtos¢ podpér winna by¢ przeto i —2 % =
= (2 —V 2) 1°°0,586 .

3" Deska spoczywa na sztywnym . podiozu (Rys. 63); lewy jej ko-
niec zwisa poza skraj 4 powodujac wygigcie srodkbwej czesci. Wyznacz:
my przekré] B w kt6rym nastgpuje dotyk wy- #
uietej deski do podtoza, dalej bowiem juz de- 2 . 3¢
ska spoczywa calg swg dolng powierzchnia nie-
odksztalcona. Cata dlugosé¢ deski oznaczamy
przez /, jej cze$é zwisajgcq przez a, czesé pod-
partg odksztalcong przez b— pozostatg przez c. Rys 63.°

11
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W przekroju A belka opiera si¢ 0 kant podloza, tutaj wiec n = o, dale}
w B mamy $cisty juz dotyk belki, a przeto y=o0, i 1 = 0. Nadto w
panowaé musi zerowa warto$¢ momenilu, inaczej bowiem dalsze przekroje
belki musiatyby nlec wygigciu. Nazwijmy przez ¢ ciezar deski na jed-
nostke ditugosci, przez 4 odp6r, jaki powstaje na skraju podloza w A.
Bedziemy przeto mieli dla punktu B réwnanie momentéw: !/, g (a+6)*-
+Ab=0. Stad A= -1, q(a—+ b6)?: b. Umiesémy poczgtek statych
osi spotrzednych w B, o§ B{ poprowadimy po powierzchni podioza po-
ziomej na lewo, o§ By w dot, 55 — ku patrzacemu. Zasadnicze réwna-
nic gigcia bedzie tu LJv" =1hg(a+b—C0)? ||~y g(a+b)?* (b—F) -
: b w zalozeniu statego przekroju deski. Catkujgc, mamy EJyf = C—
—Yeq(@a+0—0p || +Yiqg@+0 (6—0?: 6, EJqg= D+ Cl+
F+Yug@ad+b—0 | —Yyagl@a+6)*b—1C)>: b Przy =0 mamy
m=o1iw=o0, przy (=04 mamy n=o0. Zatem C—'/;q(a-}b)*-|
+Ysglad0b=0, D+, q(@+0b)—"Ypqat b)}o*=o0, D-
~+ a4 ga* = 0. Z pierwszego réwnania mamy C=1/; g (a + 6)* —
— 1y g (@ 6)*b. Mnoziac t¢ warto$¢ przez b podstawiamy w trzecie
réwnanie. Po odjgciu drugiego i pomnozeniu przez 24 : g otrzymamy:
4(a+6P0b—4(a-+0b)? b*at —(a+- b)) =2 a?h* — b* = 0. Stad b=
—=aV 2. Skoro wiec /> a(l 4} 2), deska po odksztatceniu wyglyda
tak, jak na rysunku. Gdy /<<a (1 4~V 2) opiera si¢ jeno prawym swym
koricem o podtoze. Gdy /=2 a deska jest podparta tylko w 4, kotly-
sa¢ si¢ moze swobodnie, wreszcie, gdy /<C2a deska spada z podtoza.

4° Budynek fabryczny podzielono stropem na parter i pietro. Usta-
wiono podwéjnym szeregiem stupy zelazne w odstgpach pieciometrowych
rownolegle do osi podiuznej budynku, dzielac w ten sposdb parter na
trzy nawy szeSciometrowej szerokoSci. Na stlupach polozono belki po-
dtuzne podciggowe, 1aczace Sciany poprzeczne,a na nich belki poprzeczne
w odstepach metrowych. Na belkowaniu zelaznem ulozono wpoprzek
deski tworzace wiasciwy strop. Przypuszczalne obcigzenie siropu wyno-
si tacznie z wagg desek, belek poprzecznych i podiuznych — ¢ = 500
kg/m3. Jest to dos¢ znaczne obcigzenie, wyzsze od rzeczywistego —
z zapasem. Strop w ten spos6éb obliczony wytrzymuje z latwoscig cigzar
lzejszych obrabiarek z obstugg. Nalezy wyznaczyé wilasciwe wymiary
stropu. Rozpoczynamy od desek. W tym celu zakltadamy, ze deski sz
laczone ponad osiami belek poprzecznych. Przeczy to istocie rzeczy, za-
zwyczaj bowiem deska pokrywa pare przeset belkowania. Nalezatoby je
wiasciwiej liczyé, jako belki wieloprzestowe, wobec jednak dosé znacznej
wartosci ¢ mozemy uprosci¢ zadanie, rozpatrujac je, jako obustronnie pod-
parte na sasiednich belkach poprzecznych. Oznaczmy szeroko$¢ belki
przez a cm, grubo$¢ przez ¢ cm. No$na diugosé deski réwna jest oczy-
wiscie rozstawieniu belek. wynosi przeto A=1 m. Calkowite obcigzenic
jednego przesta deski wynosi O=g¢ X 1 X a : 100=-5 4 kg. Skrajna
wartos¢ momentu posrodku deski bedzie M, =1/, O\ =1/, X 100 x
"X 5a=2625a(kg, cm) zgodnie z § 5 niniejszego rozdzialu. Poniewaz
tutaj dla deski W/ = 1/; ae? przeto Y, ae’ky = 62,5 a. Dla sosniny kg
o 75 kg/em? zatem e = 2,24 cm. Nalezy uzyé caléwek. Z kolei. oblicza-
my belki poprzeczne, zaktadajac, ze polgczenia ich wykonano na belkach
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podciggowych. Zatem szerokos¢ budynku miesci trzy belki sze$ciometro-
we. Kazdg z nich uwazamy jako obustronnie podparta, a obcigzong jed-
nostajnie deskowaniem na calej diugosci. Obcigzenie jednej belki wynosi
It =500 X 6 )X 1 =3000 kg, cisnie bowiem1 na nig potaé¢ deskowania
6 metréow diuga i metr szeroka. Po $rodku skrajna warto§¢ momeniu
wyniesie M, =1*/; X 3000 X 600 = 225000 (kg/cm). W danym wypad-
ku lwig czes¢ obcigzenia stanowig silv ciezarowe, a wiec stale, Dla ze-
laza zlewnego mozemy wzigé kg = 1200 kgf/cm?® ze wzgledu na duzy za-
pas g. Zatem W, = M, : k; = 187,5 cm® Dla dwuteownika zwykiego
Ne 19 tablice podajg W, =185 cm® Ten profil nalezy uzyé, stawiac
srodnikiem pionowo. Zupetnie w podobny sposéb wyznaczymy beikg
podciggowa; mozna j§ rowniez rozpatrywac, jako zlozong z poszczegol-
nych belek obustronnie opartych na stupach, aczkolwiek wilasciwie jest
to belka wieloprzgstowa. Obcigzenie jej stanowiag sily skupione — na-
cisku belek poprzecznych. Wobec réwnomiern: go roziozenia tych belek
na podciggu mozemy od biedy rozpatrywaé to obciazenie, jako jednostaj-
ne. Wyniesie ono od stupa do stupa V=500 X 6 3 5 = 15000 kg, stu-
py bowiem ustawione sq w odstepach pigciometrowych, a zatem na karb
jednego przesla podciggowego wypada potaé stropu 5 metréw dluga 1 6
metréw szeroka. Skrajna wartos¢ momentu po srodku bedzie réwna
M, = 1[s XX 15000 X 500 = 937500 (kg, cm), zatem W, = M,,: ko=
= 937500 : 1200 = 781 cm3. Tej wartosci odpowiada dwuteownik Ne 32
zwykly, lub tez Ne 24 — szerokopasowy, dla ktérego W, = 855 cm?.

S Belki wspornikowe. Wyznaczanie belek wieloprzestowych jest
nader ucigzliwe, z tego powodu nieraz stosujg belki wspornikowe, zwlasz-
cza w wypadku wielu podpér ustawionych w jednakowych odstepach /.
Ustawmy szereg belek DABC wystajacych poza podpory 4, B i polgcz-
my je przegubowo belkami CD. Obcigzenie pierwszych jednostajne niech:
be¢dzie p — drugich ¢ na jednostkg diugosci. Wobec przegubowego za-
mocowania obustronnego—ogniwa CD moga by¢ rozpatrywane, jako belki
statycznie wyznaczalne, obustronnie podparte w C i D. Ogniwa te wy-
wierajq nacisk na belki sgsiednie podparte, wywolujgc w przegubach od-
pory pionowe (= D = — 1/, gc. Odpory poziome pomijamy, jako z isto-
ty rzeczy nieznaczne przy stabych wygigciach, jedynie praktycznie do-
puszczalnych. Skrajna warto$¢ mo-
mentu gnacego panuje niewatpliwie e ¥l Za. & P
po srodku belki CD. Bedzie to M= - e
=—1qc X Yo 4 Yy q(tho) =7
== — 1/; gc%. Ta warto$¢ jest miaro-
dajna przy wyznaczaniu wlaSciwego Rys. 64.
przekroju belki. Sily pionowe !/, g¢
tacznie z obcigzeniem jednostajnem p stanowia uktad odksztalcajgcy be-
lek podpartych, tak zwanych wspornikowych DABC. To obciazenie wy-
wotuje pionowe odpory 4=B=—p (a4 b) — !/, ¢gc, mozemy przeto
wypisa¢ skrajne wartosci momentéw — ponad podporg 4 lub B w po-
staci My = My = [, qcb + Y/, pb* ="/, b (gc -+ pb) i posrodku pomiedzy
podporami M, =1 gc (b a)+ Yy pib - af — Plygc £ (b4 @)l a=
=1, b (qc + pb) — Y/, pa®. Znaczenie uzytych liter w dostatecznej mierze
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wyjasnia (Rys. 64). Momenty M, 1 M, jako skrajne wyrokuja o wtasci-
wych wymiarach belki wspornikowej. W szczegélnym wypadku, gdy
nrzekrdj i tworzywo belek jest jednakowe, mozemy wyznaczy¢ najko-
rzystuiejsze ustosunkowanie diugosci a, b, ¢. Nalezy jeno w tym celu
uczyni¢ — M, = M,, wtedy bowiemn oba rodzaje belek ustroju beda pra-
cowaty jednakowo w przekrojach niebezpiecznych. Stad mamy w zaloze-

nin p=g¢ rownanie ¢*==4 b (c - 6). Poniewaz rozpietos¢ podpér /=
=2b+c przeto ({1 —206)*=4b(l—0), stad b=(/,—1: V81>
~0,147 [ W tym szy,.»gu.nym va 1dku Wyznaczymy wlasciwy prze-
kr6j staly belek z réwnania 7 =1y pc* : kg

6° DBelka dwu/)f.,m owa (Rys. 45) dZwiga po Srodku pierwszego
przgsta sita pionowg £, == 5000 kg, po srodkn drugicgo /2 = 10090 k.
Rozpigtosé pierwszego przgsia @ = 4 m, drugiego b= 2 m. W zalozeniu
belki o statym przekroju poprzecznym mozemy wypisaé réwnanie Cla-
peyron’a w postaci: 2 (400 -}- 200] M, = 5000 X 200 X [4002 — 2007?] :
: 400 - 10000 X 100 > [200° — 100°] : 200. Stad A4, = 375000 (kg, cm).
b\we drugie skrajne warloscx momentu gngcego wyznaczymy dla prze-
krojéw obcigzonych obu przgsel. W tym celu wyznaczamy odpory. Ma-

my tu 4 X 400 + 5000 X 200 = M, oraz B X 200 - 10000 X 100 = M.

a zatem A4 = — 1562,5 kg, L = 3125 kg. Nadto 4-+ 5+ A+ P, —j—
"P=0 a zalem X = — 10312,5 kg i ostatecznie otrzymamy dla $ro
1\0\\ ego przekroju pxerwszcrro pr/qsia M, = A X 200 = — 312500 (kg,
c¢cm) — i drugiego M, = B X 100 = — 310500 (kg cm) nalezy przeto
wyznaczyé prZ(.kl‘Oj poprzeczny z réwnania W, = M, : k,. Zalézmy,
jak wyzej ko = 1200 kg/cm?® a wtedy W; 375000 1200 = 312,5 cm?.

Tej wartosci odpownada dwuteownik zwykty Ne 23 ustamony $rodnikiem
nionowo, tablice bowiem dajg dlan /¥, = 314 cm?.

Zupelnie tq samg drogg idziemy przy wyznaczaniu belek wieloprze-
stowych o zmiennym przekroju. Z poczatku liczymy je, jako belki o prze-
xroju statym; wyznaczamy skrajne momenty i odpory. Podlug momentow
dobieramy odpowiednie przekroje, a nastepnie przeliczamy od nowa mio-
menty i odpery, biorgc za punkt wyjscia tylko co wyznaczong belke tym-
czasowo. W ten sposob powtdérmie otrzymane wartos¢ei momentéw po-
zwolq wyznaczyC nowy ksztalt pelki, ponownie- zatem powtarzamy obli-
czénie, 'paki nie otrzymamy wiasciwych ostatecznych przekrojéow. Podany
sposob jest zrozumialy sam przez si¢. W danym wypadku, wobec nie-
wielkiej réznicy wartosci skrajnych momentéw belka o stalym przekroju
sitanowi unajkorzystniejsze, bo najprostsze rozwigzanie.

Zalozmy, ze $rodkowa podpora obnizyla sie o # cm, nalezy przeto
moment MM, zwigkszyé o AN M, = 6 EJ [—m : 400 — m : 200j : 1200 =
=-6 X 2150000 < 3605 »:: 160000 = — 290653 s (kg, cm), mamy bo-
wiem dla dwuteownika Né 23 z (ablic J = 3605. Zatem juz przy m =
= -- 1/, cm poprzednin wyznaczona belka nie wystarcza, mamy bowiem wte-

dv '/ = 375000 -}- 96884 = 471884 (kg, cm) a przekrdj niebezpieczny

pracu ¢ na gigcie przy 1502 kg/cm®. Nadto bedziemy mieli 4 X 400 -i-
- 800G > 200 = M., B X 200 - 10000 X 100 = M, czyli 4 = —
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— 1320 kg, B = — 2640 kg oraz X = — 11040 kg. Stad znowu M,=
= — 264000 (kg, cm), M, = — 264000 (kg, cm; istotnie wigc przekroj
ponad podporg posrednig jest niebezpieczny. Godzi si¢ tu wyraznie za-
znaczy¢ wzrost momentu A7, i odporv X, polgczony z dodatkowym na-
- prezeniem tworzywa. Tem si¢ objasnia grzanie tozyska posredniego wa-
tow tréjlozyskowych, pojawiajace si¢ nader czesto przy medokladnem
ustawieniu silnika. Czasami nawet wal peka ponad podporg posérednia.
W pewnych warunkach réznica 0,5 m/m moze juz spowodowaé znaczng
zmiane pracy waiu, grozaca nieszczg¢sciem.

7° Wal generatora pradn trojfazowego. (Rys. 46) diwiga posrodku
ciezar wirnika. Zatézmy ¢ = 22 em, &6 = 18 cm, ¢ == 60 cm i odpowied-
nio $rednice tych czesci d; = 29 em, dp = 31 cm, d, =36 cm. Wy-
znaczmy skrajng warto$¢ sity P — cigzaru wirnika, dajaca strzatkg ugie-
cia §rodkowqg 7 = 0,035 cm najwy?sza dopuszczalna dla generalorow te-
go rodzaju. Tworzywo watu— stal zlewna, dla ktérej £=2200000 kg/cm?.
W § 29 mieliSmy wzlr f=1, P& : EJ. VY, Pad|l 1 EJ, —1: L] ]+
+ Y. P@Ba*%+3ab?d-8%)|1: Efy—1:EJ] W danym wypadku
Jo = 34719 cm*, J, = 45333 cmt, /., = 82448 cm4, [ =2 (a+ b} o) =
— 200 cm, a przeto po podstawieniu odnosnych warto$ci otrzymamy:
P = 1028032 f = 36280 =° 86,3 #. Rachunek ten nie nalezy do fatwych.

8° Belkowanie ztozone z dwéch dyli dgbowych, skrzyzowanych pod
kqtem prostym wykonano w sposéb nastg¢pujacy. W przeciwleglych Scia-
nach wiezy kwadratowej wycieto otwory i utozono belk¢ poziomg o prze-
kroju stalym’' kwadratowym, w sgsiednich $§cianach przeciwlegtych wybito
réwniez nieco wyzej otwory tak, aby wetknigty w nie dyl tego samego
przekroju dolegal do poprzedniego bez nacisku. Przez skrzyzowanie dy-
li przerzucono tancuch, jak szelkg, a na nim zawieszono blok, dZiwigajacy
na sznurze ciezki dzwon, wagi / kg. Calo$¢ mozemy oczywiscie rozpa-
trywaé, jako dwie belki skrzyzowane, obustronnie podparte, a obcigzonc
posrodku sita P, tgcznie dzialajaca na oba dyle. Wyznaczmy ich prze-
kr6j wlasciwy, zakladajgc odleglos¢ $cian wiezy przeciwleglych /=14 m
i P=1900 kg. Czes¢ sity £ réwna nP cisnie na dyl gérny, pozostata
(1 — 1) P na dolny. W ogdlnym wypadku dyle mogg si¢ r6ZniC prze-
krojami i tworzywem; oznaczmy sztywno$¢ gérnego przez EJ, dolnego
przez £, J,. Sity, powyzej wypisane, dzialaja niezaleznie od siebie —
pierwsza daje strzatke sily f, = #P{ : 48 Ef, druga f, = (1 —n) D8 :
: 48 E,J,. W zatoZeniu statego dotyku belek mamy f, = f,, stad = :
tEJj=(0—mn): E Jyaprzeto n=1:(1+ E J, : EJ). W rozpatry-
wanym przez nas wypadku £, J; = [/, zatem polowa sily stanowi ob-
cigzenie dyla gérnego, polowa — dolnego. Posrodku obu dyli panuje
moment najwigkszy M,, =, (2 P) I = [z X 1900 X 400 = 95000 (kg,
cm) mozemy przeto napisaé W = M : k,. Dla dgbiny, w zalozeniu
pewnosci szesciokrotnej #g= K :6=1600 : 6 =100 kg/cm®, skad osta-
tecznie W = 950 cm?® = 1/, ¢3, gdzie przez ¢ oznaczyliSmy bok przekro-
ju kwadratowego dyla. Inaczej jeszcze ¢® = 5700 cm?® i ostatecznie ¢ =
= 17,9 oo 18 em. Nalezy u2yé dyli 18 X 18 cm. Opisany ustrdj jest
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niewgtpliwie statycznie niew‘,',~:nac.'.alhy; ulamek » moze by¢ okreslony
jedynie na mocy zasady niezaleznego dziatania sil, kiéra stosowaliSmy
w danym wypadku,

9% Deska sosnowa lety na sprezystem podlozu, kidre pod cisnie-
niem jednego kilograma na centymetr kwadratowy osiada sprezyscie na

A

¢ cm. Prawy koniec belki ulega jarzmu sily pionowej P. Szeroko$é
deski .wynosi s cm, wyznaczmy jej grubosé stala = cm, w zalozeniu znacz-
nej diugosci deski. Poczatek stalych osi spéirzednych o obieramy we
srodku skrajnego przekroju prawego deski, 0§ o{ prowadzimy po osi
deski nieodksztatconej na lewo, o§ wy w dél, o§ — ku patrzacemu.
Zgodnie z zalozeniem odcigta lewego koricowego przekroju bedzie /=o<.
Zasadnicze rownanie giecia bedzie tu £/v""' = p = — my, gdzie p ozna-
cza obcigzenie jednostkowe — sprzeciw podtoza a m odnosny spéiczyn-
nik proporcjonalnosci. Obierzmy jako jednostke ditugosci deski centy-
melr. W tem zalozeniu p — s kg/cm, a przeto m = s : ¢ kg/cm® Catka
rownania giecia bgdzie tu == Ae™ Sin nt -+ Be™ Cos nf -+ Ce" Sin ni—-
-+ De="™ Cos nt. Dla lewego skraju belki przy 2= oo mamy 7= o,
tam bowiem nie siega wplyw sily odksztalcajacej. A przeto stale calko-
wania 4 i B musza by¢ réowne zéru. Nadto w prawym skrajnym prze-
kroju moment gnacy jest oczywiscie rowny zeru, a sila tngca 7 = — P,
rownowazy bowiem site skupiona /2 obciazenia zewnetrznego. Zatem
przy {=o0 mamy 7%,”=o, 1,/'=— T : EJ=P : EJ. RO6zniczkujac
bezposrednio otrzymamy /= —nCe—"* (Sin nt— Cos nt)—nDe—"* (Sin nt-}-
+ Cosmb), 4" = — 2n? Ce™ Cosnt + 2n® D Smul, 7" =—
= 2 n® Ce"™ (Sin nt+ Cos n) — 2 13 De " (Sin nt — Cos nt). Czynigc
w tych wzorach {==o0 otrzymamy —2#2C=o0, 2#3C 420D =P :
: EJ, przyczem, jak zwykle n*=m : 4 EJ = s : 4 EJ/. Stad bezpoSred-
nio C=0, D= P : 2 #* E] i ostatecznie EJyj = [P : 2 #%] e~ Cos nt,
a nadto jeszcze EJy' = - [ : 2 n2] ¢ (Sin nt-+Cos nl), EJv/’' = M=
=[P :ne ™ Sinnt oraz EJ" = — T=— Pe™ (Sin n{— Cos nt).
Wyznaczmy skrajng warto$é momentu. W tym celu wyznaczamy § z réw-
nania dM : dt = — T = — Pe~" (Sin nt— Cos #{) = o, ktére da n{ —
—=1Y, =, %,m,... a przeto najwigkszy moment gngcy M, = [P :
:n] e FSm (Y w) =[P : nV 2)e""* = Wk,. Podnoszac do pote-
ai czwartej otrzymamy /FPle ™ : 4yt = EJPe™:m = EJt Pe"
s = Wikg'. W danym wypadku J =1, 538, W =1/, sz* a przeto
po skréceniu otrzymamy réwnanie 108 E7P* = s'z%"k.*, z kiérego wy-
znaczymy z Yatwoscig =. Zalézmy P = 1000 kg, s =20 cm, #=0,025 cm.
Dla drzewa sosnowego £ S 100000 kg/cm?2, Kg= 420 kg/cm® Przy
pewnosci szesciokrotnej £, = 70 kg/cm? a przeto z = 4,97 5 cm. Wy-
znaczmy odksztalcong. Po podstawieniu odnos$nych wartosci otrzymamy:
n = 0,1392 ¢~ Cos nt. Stad dla { = 0 mamy 7,==0,1392 cm°°1,4 m/m.

10° Belke stalowg (Rys. 65) zawieszono mna trzech pretach jednako-
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wej diugosci /, zaczepionych o niesprgzysta polaé gérng i obcigzono si-
tami P i Q pionowemi, przylozonemi po $rodku obu przesel a i & belki.
Wyznaczy¢ staly przekr6j dwuteowy belki oraz Srednice pretéw stalowych
zlewnych, aby po odksztalceniu zawieszone punkty 4, B, C belki lezaly
na linji poziomej. Zalézmy P = 20000 kg, O — 10000 kg, @ = 1 m,
b=2mi/==10 m. Roéwnanie Clapeyron’a da_nam w zalozeniu pola-
czen przegubowych 2 (100 - 200) A5z = 20000 X 50 X [1002 — 507] :
: 100 4 10000 < 100 X [200% — 1007] : 200, skad Mp = 375000 (kg, cm).
Nadto dla odporu lewego bedziemy mieli réwnanie 4 X
X 100 -+ 20000 X 50 = Mp, dla prawego za§ C X200+ o &
+- 10000 X 100 = Mp, skad 4 =—6250 kg, C== |
— 3125 kg. Odpér srodkowy otrzymamy wprost z réw- s ul
nania statyki A+ B+C+P+0=0, czyli B=—4 T3 =
- 20625 kg, Nadto w przekrojach obcigzonych bedziemy P* 2
mieli skrajne momenty Mp = — 6250 )< 50 = — 312500 Ry 65.
(kg, cm), Mg =— 3125 X 100 = — 312500 (kg, cm), na-
lezy przeto dostateczny przekroj belki wyznaczy¢é z réwnania W, =
. =Mp: k. Weimy dla stali zlewnej, w wypadku obcigzenia stalego
ke =1500 kg/cm?® a wtedy W, = 250 cm®. Tej wartosci odpowiada
dwuteownik Ne 21 dla ktérego W, == 244 cm?® lepiej jednak wzigé nu-
mer nastepny, zawsze sg bowiem mozliwe pewne obnizenia punktéw opo-
rowych polaczone ze znacznym wzrostem naprezeri. Bierzemy dwuteow-
nik Ne 22 dla ktérego tablice podajg I, — 278 cm® Nalezy zawiesic
go tak, aby S$rodnik byl w polozeniu pionowem. Z kolei wyznaczymy
srednice pretow. Znak odporéw 4, B, C ujemny wskazuje, 2é prety te
sg rozciggane. W zalozeniu obcigzenia stalego mozemy wzia¢ £, =
= 1500 kg/cm2, bedziemy mieli przeto wydluzenia A, = I4 : £EF,,
Ap=1IB: EFy, A, =1IC: FF,. Te wydluzenia muszg by¢ jednako-
we, dazymy bowiem do tego,. aby belka po odksztalceniu lezala punkia-
mi A4 B, C na linji poziomej. Zatem A : F,=B: Fp=C: F, =
= k,, co da nam F, = 4,167 cm?, F, = 13,75 cm?, F_, = 2,083 cm?.
Srednice pretéw beda: d, = 2,3 cm, dj = 42 cm, d, = 1,6 cm. Wszyst-
kie trzy punkty podparcia obnizg si¢ 0 A = /k,: £ = 1000 X 1500 :
: 2200000 = 0,68 cm.

)

ROZDZIAL CZWARTY:
BELKI PROSTE ZGINANE MIMOSRODKOWO. .

§ 1. Réwnanie odksztatconej. Weimy pod uwage tuk mn od-
ksztalconej belki pierwotnie prostej, ptasko wygigtej mimoSrodkowo Stalg
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