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8§ 1. Wyznaczanie skiladowych naprezeii jednostkowych.
Bierzemy pod uwage obcigzenie gngce, kiedy uklad sit zewngtrznych, od-
ksztalcajgcych, po sprowadzeniu do Srodka przekroju poprzecznego — daje
moment, lezacy w przekroju, oraz sile srodkowa prostopadlg do przekroju.
Wobec T,= T,—=M,= O skladowe naprgzen dla osi gléwnych beda:
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A jy i j.,- > ot ],, f A 4 By ]y e 3

+ Aj—li 9y +%=cz, Badanie ukladu naprezen jednostkowych, panujacych
X
w poszczeg6lnych punktach przekroju plaskiego, sprowadza si¢ do badania
wzoréw wyzZej wypisanych. Ostatni wyznacza napr¢zenia normalne, po-
zostale dwa moglyby wyrokowaé o naprezeniach, lezgcych w przekroju,
gdyby$my umieli okresli¢ spéiczynniki A, K, L, N, statycznie niewyzna-
czalne. W pewnych wypadkach wartoscl ich daja si¢ wyznaczyé z warun-
kéw zachowania sie powloki ciala odksztalconego, narazie jednak o od-
ksztalceniach jeszcze nic nie wiemy, czynimy przeto zaloZemie najprostsze
H=K—=—L = N=0, spelniajagce warunek konieczny K + L =0, inacze}
méwigc, zaktadamy Ly=1,=o0, t=1,=9, W ten sposéb badanie napre-
Zefi przekroju sprowadza si¢ do badania jedynej réinej od zera skladowej s,
Rozpoczynamy przeto badanie napreienia o, wyraznie podkreslajgc,
ze wzor wyzej podany dotyczy ukladu osi gtéwnych przekroju poprzecznego
plaskiego, a x, ¥ oznaczajg w nim spélrzedne punktu i, dowolnie w prze-
kroju obranego. Osie gléwne przekroju nazywamy przez OX, QY — trze-
cig 0§ OZ kierujemy ze $rodka przekroju prostopadle do OX, OV, lezgcych
w przekroju tak, aby wskasowka szegara, lesqcego posrodhku pola tarcaq
zwrdcong w kierunku dodatniej os¢ OZ, spolykala w swym biegu piey-
wolnte 05 OX, a potem dopiero dodainig o QY.
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W ukladzie tych osi skfadowe M, A, wyznaczaja moment, lezacy

w przekroju. Wyobrazamy go zwykle odcinkiem, nadajgc mu kazdorazo-
wo taki kierunek, aby wumiesciwssy oko w pocsqtku spolrzednych i spogle-
dajgc w kierunku odcinka, wyobrasajqcego moment, widac bylo obrot, jak:
si¢ stara wywolal para momentu, sawsze przeciwko strzalce zegara. W ten
spos6b okreslamy kierunek momentu, a zarazem i kat » jego nachylenia
ku gtéwnej osi OX przekroju (rys. 1). Stosowanie si¢ do powyzszego
prawa pozwala uniknaé¢ gmatwani-

\\\-\‘ A ny, wynikajacej z rozpatrywania
\\ 3 momentéw dodatnich i ujemnych,
L\ 3& ) {2 wszystkie bowiem, podtug powyz-
7 < X szego prawidla wyznaczone mo-

N 3 2 menty moga by¢ uwazane za do-

o datnie, jako nalezgce do tego sa-
mego typu obrotowego. Nazwijmy

b2 j M ’ moment, lezacy w przekroju, mo-
v 1Y 4 mentem gngcym i oznaczmy przez
M, a wtedy M,= M, Cos v,

Rys. 1 & &

M, = Mg Sin o, co nalezy pod-
stawi¢ we wzor dla a.. :

Moze sie zdarzy¢ w szczegdélnym wypadku, ze S = O, wtedy jedy-
iem obcigZeniem przekroju jawi si¢ moment gnacy M,, ktéry 2z istoty
rzeczy nie moze by¢ réwny zeru, inaczej bowiem mielibySmy przekrdj
nieobciazony, lub obcigzony, sita S — rozciggajacs, czy sciskajacay, a ten
wypadek poznaliSmy juz dawniej.

§ 2. Badanie rozkladu naprezefi gnacych sprowadza si¢ do

. M., Sino M o Cos ® e 1
badania wzoru dla s, = — —='?-J x—+ 3 v+ Va naprezenia
= X

normalnego, wystepujgcego w punkcie p (x, y) danego przekroju (rys. 1)
poprzecznego /7, odksztalconego pod jarzmem Srodkowej sity S prosto-
padlej do przekroju, oraz momentu gnjcego M, , lezacego w przekroju,

a pochylonego pod katem o ku osi gidwnej OX. Przedewszystkiem tatwo
zauwazymy, 2e dla poczgtku spéirzednych O (0,0) bedzie °so=% a za-

tem: mapretenie normalne, panujqce w Srodkw przekroju, jest niezalene od
momentu gnqcego i vowne Srodkowe; sile normalnej, dsielone; prsez pole
preekroju. W szczegblnym wypadku gdy S = O, zarazem i a5, = O.
W $rodku przekroju obcigionego momentem gnqcym panuje zerowe na-
presenie normalne. :

Z kolei, dajac naprezeniu 3, wartos¢ $cisle okreslong o,, czyli ina-
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czej moéwigc, uwazajgc o, w réwnaniu jako stalg, otrzymamy réwnanie
o iy, MgSz’nmX M Cos«)Y :
injowe: e i, +—=- ]x F%—0g=o0, wigtace spélrzedne

X, Y tych wszystkich punktéw p przekroju, w ktérych panuje owo stalc
napr¢zenie normalne. A wigc punkly, w kidryck panuje napresenie nor-
malne state, lesq wszystkie na prostej, swaney linjqg rownego napresenia.

Nadto linje rownych naprezen tworzq raj prostych véwnoleglych, po-
chylonych pod katem W = arctg ]y tgw : J)] ku osi OX — glownej. osi
praekroju. Z Yatwoscig to udowodnimy, rozpatrujac tylko co napxsane wy-
2ej réwnanie roju linji réwnych naprezen L;.

PomewaZ tedy: 2g ¥ = J, #g w: J,, przeto oba te spétczynniki kaiowe
sq zawsze ‘jednakowych znak6éw, a zatem—moment gnqcy i linja rownego
napresenia, przechodzqca przes Srodek prackroju, lesq zawsse w tym sa-
mym kqcie osi spotreednych. Wniosek, tylko co tu wypowiedziany, traci
calkowicie swg moc wtedy, gdy moment gnacy lezy na jednej z gléw-
nych osi przekroju, a wigc gdy 7go=o lub fgw= £ oco. W tym szcze-
g6lnym wypadku bedziemy mieli odpowiednio: 7gW=—o, lub ¥ = + oo,
a zatem rdj jest rownolegly do glownej osi praekroju, gdy mna nief lesy
moment THGcy.

PoprowadZmy plaszczyzng przez o§ OZ, prostopadta do momentu
gnacego. Wyznaczy ona slad na przekroju — prostg OZ, ktérg osig sit
zwaé bedziemy. Kierunek osi sit ustalamy z latwoscig, zwazywszy, ze

iworzy ona z osig OX kgt ¢ = o —i—g, jak to najlepiej zreszta uwypukla
- rysunek. Stad fgo = — éw’ co podstawiwszy we wzor odnosny, otrzy-
mamy J,, + J, 2¢¥tge = o. Podobny wzér otrzymaliSmy przy badaniu
elipsy bezwtadnosci srodkowej. Wnioskujemy zeti: kierunki linsi rownych
napreten oras kierunek osi sit wysnaczajq kierunki Srednic: sprzezonych
elipsy bezwladnosci Srodkowe. :

"Stgd latwy spos6éb wyznaczania kierunku linji Z; roju. Gdy dana
jest o sit lub moment gnacy, odkladamy na osi OX odcinek 0A=jy,' tak,
aby prostopadta 4B OA przecigla dodatnig czes¢ osi sil. Wiedy sgq =
= +A4B: ]/,

Z kolei na tejze osi OX odkladamy odcinek OC=AB tego samego
znaku, co i AB i w jego koricowym punkcie prowadzimy prostopadig do
OX w kierunku momentu gnacego. Odkladajagc na niej CD = J,, pro-
wadzimy o§ OD, ktéra wyznaczy kierunek roju. latwo to udowodni¢,
zwazywszy, te tg (DOC) = J, : AB. Poniewaz katy DOC i ¢ lezg za-
wsze w sasiednich ¢wiartkach, przeto tg9ig (DOC)=— J, AB: ], AB
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stad Jx + Jy tgete (DOC) = o i ostatecznie DOC=W, co nalezalo udo-
wodnié. |
§ 3. Linja obojetna. W szczegolnym wypadku, gdy o, = o

4
otrzymujemy réwnanie: -— Mg/Smw KA e MgCosm Y-—}—‘—IS,: O linji obo-
el

jetnej, geometrycznego miejsca tych wszystklch punktow p, (X, Y), w kto-
rych panuje zerowa wartos¢ napr¢zenia normalnego. Poniewaz najwi-
doczniej istnieje tylko jedna linja obojetna, przeto stanowi¢ ona musi
granice, oddzielajaca dziedzing naprezenn ujemnych od dodatnich.

Czy linja obojetna istotnie lezy w przekroju?

W szczegélnym wypadku, gdy S = O, réwnanie linji obojetnej ma
postaé: — St X+ 0y Y = o, wskazujaca, 2e linja obojeina zawsze

Sy A

praechodsi praes srodek prsekroju, obciqionego momentenm gngcym jedynie.
W danym wypadku rozrzni¢ trzeba dwa obszary: we wszystkich punk-
tach pierwszego panowaé beda naprezenia jednego znaku, we wszystkich
punktach drugiego — naprezenia znaku odwrotnego -— na granicy tych
obszaréw, na linji obojgtnej, przechodzacej przez srodek, panowaé bedzie
warto§¢ zerowa napre¢zert normalnych. Sq to napresenia gnqce pierwszego
. rodzaju.

W ogélnym wypadku, gdy S# O—linja Obo_/(/ﬂd nie mose praecho-
doit prses Srodek prsekroju, obcigiomego Srodkowa silq normalng i mo-
-mentem gnqcym. Moze jednak mimo to leze¢ w przekroju, i dzieli¢ go
na owe dwa obszary naprezeri réznego znaku. MozZe by€ réwniez stycz-
ng obwodu, a witedy we wszystkich punktach przekroju panowaé beda
napreZenia jednego znaku, z wyjatkiem jednej iylko gromady punkiéw
obwodu, lezgcych na owej stycznej, z wyjatkiem jej punkiéw lub punktu
stycznosci, gdzie napre¢zenie normalne jest réwne zeru. Jest to druge
rodzaj naprezeri gnqeych.

Wreszcie linja obojetna moz2e leze¢ poza przekrojem. To znaczy, ze
we wszystkich jego punktach panowaé¢ bedg naprezenia jednego znaku
tylko dodatnie, lub tez tylko ujemne. W tym wypadku linja obojetna
stanowi jeno pojecie geometryczne, istoinego jednak znaczenia nie posia-
da, jako nie nalezgca do przekroju. Ten frzeci rodzaj mapresen gnacych
w istocie rzeczy niczem si¢ nie réini od drugiego.

Wezmy pod uwage jakikolwiek punkt g (x, y) lezacy w przekroju
w odleglosci ¢ od linji obojetnej. Panuje w nim napr¢Zzenie normalne
Mg Sinw g +MgCosm

& s I
od potfozenia tego punktu wzgledem linji oboj¢tnej.

dodatnie lub ujemne o, = — _y+-§., w zaleznosci.
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Jezeli odleglosci ¢ w obszarze napresen dodatnick bedsiemy wwaziali
sa dodatnie, a w sasiednim obssarze napresen wjemmych—rozpatrywali je
7ako ujemne, to na zasadzie znanego wzoru bedziemy mogli napisac:

=0 [_ Mo Sine i MgCosmy 22 %] ) ]/ﬂl:‘gsmzm + M?gCos®ew

_]_Iy % h jx _,2_31 jzx
Cos? » Sin? o : / Cos® o Sin®w
b ==al - T / T - T — stad: s.=eM, |/ —i— +
( b £V 7 Sl % 3 aF R ] Iy J ¥

Wz0r ten wyprowadzony zostat w zatozeniu momentu gngcego dodatniego,
16znego od zera. Glosi on, 2e napresenie normalne rosnie proporcjonalnie
do odleglosci od huji obojetnes; skrajne wartosei napreses normalnych pa-
nujq w najbardsief oddalonych od linji obojetney punktach przekroju.
A wigc na obwodzie.

Gdy linja obojgtna przecina przekréj—mamy dodatnia najwiekszos¢
i najmniejszo$¢ ujemng naprqzéﬁ normalnych; gdy linja obojetna jest styczna
przekroju, napre¢zenia normalne zmieniaja sie od zera do minimum ujem-
nego, albo tez od zera do maximum dodatniego; wreszcie, gdy linja na-
prezen lezy poza przekrojem, naprezenia normalne rosna od minimun:
dodatniego do maximum dodatniego, lub tez maleja od maximum ujem-
nego do minimum ujemnego, pozostajgc w obu wypadkach ciggle jedna-
kowego znaku. We wszystkich tych trzech wypadkach naprezenia nor-
malne rosng linjowo i oczywiscie ciggle jednokierunkowo, Jub w taki sam
Spos6b maleja. Wyznaczenie ich skrajnych wartosci nie nastrecza zadnych
trudnosci — nalezy tylko zbudowaé skrajne linje L, i L, roju, styczne
obwodu, a oddalone o ¢, i ¢; od linji obojetnej. Wartosci ¢, i e, wyzna-
€zq skrajne warto$ci naprezert

CosPw |, Sin® v Cos*v | Sin*o
Bl elMg- ]/__:9]%_1) - ;::2( 5.52=52Mg‘ ]/ 7.2 + - (2).

- Bezwzglednie wigksza z tych dwéch wartosci stanowi o bezpieczenstwie
przekroju. W wypadku naprezen gnacych pierwszego rodzaju naprezenia
- skrajne, tylko co wypisane, s3 znakéw odwrotnych, tutaj wiec o, 6,5<<o.
W wypadku naprezeri gnacych drugiego rodzaju jedno z nich staje sie
zerem, to tez iloczyn e, 6,, = 0, Wreszcie w wypadku napr¢zeri gnacych
trzeciego rodzaju oba naprgzenia skrajne sa jednakowego znaku, a ilo-
€Zyn 65 05y > 0. A przeto skrajne wartosci napresen calkowicie okreslajq
vozklad napresen gnacych prsekroju. '

-Wobec tego nalezy ustali¢c warunki powstawania ukladow naprezer

gnacych owych trzech typéw w zaleznosci od sit zewngtrznych, odksztat-
cajacych. Najlatwiej to uskuteczni¢ rozpatrujac:

4
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§ 4. Obciazenia mimoSrodkowe. Bierzemy pod uwage (Rys. 21
obcigzenie przékroju srodkowg sila S prostopadig do jego pola i mo-
mentem gnacym M, , lezacym w tem polu.
Dzialanie momentu gnacego mozemy niewat-
pliwie zastgpi¢ dzialaniem jego pary, lezacej
w plaszczyzZnie, kidra przechodzi przez os OZ,
znaczac w przekroju S$lad —os si¢ OL. Wy-
znaczmy ramig tej pary z réwnania M, = + AS
czyli A= £ My : S. Podwéjny znak jest tu
konieczny, bo owo ramie A ma by¢ rdzennie
dodatnie, a nadto z zalozenia M, > o podczas
gdy S=o.

Gdy wypadkowa S obcigZenia zewnetrz-
nego jest dodatnia, wtedy para AS iacznie z t4
sita da wypadkowa S, réwniez dodatnig, a przy-
lozong do punktu Q o spéirzgdnycin bieguno-
wych: promieniu wodsacym A i kqcie bieguno-

wym 9 = m-l—»;i, jak to zreszta najtatwiej zau-

wazy¢ z rysunku. Natomiast, gdy wypadkowa S jest ujemna, wtedy pa-
ra— AS, facznie z tg sila daje wypadkowg S, réwnieZz ujemng, lecz przy-
fozong do punktu @ o spéirzednych biegunowych: & i ¢=w -3/, .
Wynika to bezposrednio z oméwiert wyzej poczynionych. W obu wypad-
kach obcigzenie przekroju stanowié przeto bedzie pojedyiicza sita S, do-
datnia lub ujemna, mimoSrodkowo przytozona do punktu Q o spétrzednych
biegunowych — promieniu wodzacym A i kacie biegunowym ¢. Wy-
znaczmy spoirzedne prostokatne tych punktow. W wypadku sity $rodko-
wej S dodatniej bedziemy mieli niewatpliwie
&= ACos v = {l_fé’_Cos ( O _;_) == -—]_l/{é’_ Sin o3

~

7 = ASin ¢ = ﬁé_‘-_’_Sm (w -+ _;_) = _IE:’. Cos w, a dla sily srodkowej &

ujemnej &= ACos§ = — _A_if’_ Cos(®w |- 3p ) = — Mc’f-".. Sin o

7= ASin ¢ = —- ”: Sin (0 -y 7)) = 1__14%1‘:’_ Cos v. Poniewaz nadio
My = M, Cos », 3, = Mg Sin o, przeto dla obu wypadkéw = —_Jgé' .
e A{” , co daje A, =5y, W, = — SG. Stad wnioskujemy bezpo-

s$rednio, 2e obcigienie przehrasu sitq Srodkowq dost prostopadlq i momen-
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lem gnacym wmozina sasigpit sttq pojedyncaq, rownoleglaq s rdung popraed-
niej, a praylosona mimosrodkowo do pewnego punkiu, lesqcego w plass-
caysnie praekroju. Tego rodzaju obciazenie zwaé bedziemy mimosrod-
kowem obcigseniem silg S, a punkt Q uczepienia tej sily — S$rodkiem
napresesi przekroju. Jako s$rodek sprowadzenia sil, moze on i nie leze¢
w przekroju, a nawet w szczegélnym wypadku, gdy S=o0, Srodek na-
prezefi ulata w nieskoniczonosé, wtedy bowiem £ =7y =oo. Nie nalezy
sie temu dziwi¢, jest to bowiem wypadek dzialania momentu gnacego,
czyli pary dwéch sit réwnych zeru na ramig nieskoriczenie wielkie. Wig-
czajac i ten skrajny wypadek w krag naszych rozwazarn, otrzymamy ogo6l-
ny wzér dla napr¢zenia gnacego :

=—1Wy Mx st_&_-.x_ _Il_y_ 1 b o K

| gdzie wchodzg spotrzgdne Srodka naprezefi. W tej nowej postaci wypi-
sany wzor pozwoli otrzymaé mowe, nader cenne wiasnosci ukladu napre-
zeii gnacych.

§ 5. Srodek naprezefi. Bierzemy pod uwage przekr6j plaski,
obciazony sitg S mimosrodkows, dzialajgcg w srodku naprezen Jo X ()]
prostopadle do przekroju. Réwnanie linji obojgtnej bedzie tu

Sy My 1
jyX+ij+F 0.

Ta prosta przecina osie OX, OY w punktach [X,, 0l, [0, Y,
przyczem X, =—J,: F§ Yo=—Jz: Fu.

Spolrzedne &, 7 i X,, Y, sq zawsze réznych znakéw; stad wnio-
skujemy, 2e linja obojetna przecina boki lwiariki osi spolrzednych, wiers-
chothowo praeciwlegley cwiartce, w kidrey lesy Srodek napresen.

Ten wniosek traci swg moc, gdy Srodek naprezen lezy na jednej
z gléwnych osi przekroju. Wtedy albo & =0, albo p==0 i odpowiednio
do tego réwnanie linji obojetnej bedzie: _

71‘; Y-+ 71;. =0, lub tez: Ti—X +—,}.— =0, a zatem lnja obojetna jest pro-
stopadia do glownej osi praekroju, gdy na tej osé lesy Srodek napresen.

Powy2sze wzory dajg §=—Jy: FXy, n=—Jp: FY,. Stad latwy
sposéb wyznaczania spotrzednych srodka naprezeri wedlug danej linji
obojetnej przekroju. Lepiej to jednak czyni¢ w sposéb- nastepujacy.
Wezimy na danej linji obojgtnej (Rys. 1) dowolny zresztg punkt py (x, ).
Rownanie linji obojetnej, przez ten punkt przechodzacej bedzie: ¥ —y=
=m (X —x), gdzie m=1g¥. Tylko go wypisane réwnanie rézni sie

postacig jedynie.od réwnania zwyklego K} 4 +—-13» Y—I——};.— = o linji
: Ty Ja



obojetnej, to tez spolczynmkx obu tych rownan winny by¢ proporcjonal-
ne, musi by¢ przeto: m : [.]_y ] =} ]a,] = (y — mx): [/! :

skad otrzymamy bezpo$reédnio wzory:

mJy LAl R R (4)
T F (y—mx)’ F (y—mx)
wyznaczajace spéirzedne srodka naprezen, przynaleznego do danej linji
obojetnej. Poniewaz migdzy spéirzednemi obranego punktu p, i spot-
rz¢dnemi jakiegokolwiek innego punktu g, (x;, »,) na linji oboj¢tnej za-
chodzi zwigzek y — mx =1y, — mx,, przeto spolrzedne srodka napresen,
praynalesnego do dane linji obojetnej, mogaq byé wyrasome w funkcsi
spotrzednych jakiegokolwick punkin na lingi lef lesqcego, oraz jej spot-
csynnika kqlowego. ‘
Rozumowanie powyZsze stosuje sie do wszelkiego s skoticzonego;

gdy jednak linja obojetna jest réwnolegla do osi OY, wiedy m =
a réwnanie jej bedzie X — x=o0. W danym wypadku warunki propor-

cjonalnosci spétczynnikéw bedg: 1 : [ji] [ ] —— [---
¥

Stad otrzymamy wzory: € =J, : Fx, 1=o.

To samo réwniez mOZemy otrzymaé bezposrednio, kladge we wzorach
og6lnych m = oo, A zatem wzory wyzej wypisane dla & i % stosujg sig
do wszelkich wartosci m.

Gdy$my w ten sposéb udowodnili zupelnej ogdlnosci wzoréw (4),
przypuszczamy, ze nieskoficzona liczba linji obgjgtnych przechodzi przez
dany punkt p, (x, y) przekroju. Kazdej z tych linji obojgtnych, a raczej
kazdej poszczegdlnej wartosci spéiczynnika m we wzorach — odpowiada
pewien $ciSle okreslony Srodek napregzefi. Zesp6t tych wszystkich srod-
kow utworzy miejsce geometryczne. Z latwoscig wyznaczymy jego row-
nanic rugujac m z réwnan dia &, 7. W tym celu mnozymy przez x,-
a 7 przez y i dodajemy, otrzymujac:

SR - .=
ki Ry o
Ta drogg dostaliSmy réwnan‘e linji prostej, pochylonej ku osi OX pod
katem y=arcig |—/, % 2 Jy 2l
Nieskosiczones ilosci linji obojetnych, przechodzqcych praes dany punkt

sdpowiada nieskorcsona licsba srodkdw napresen, fworsqeych linje prostg.
Dalsze wiasnosci linji obojgtnych poznamy, rozpatrujgc

§ 6. Rdzen przekroju. Niechaj w ukladzie osi gléwnych OX,
DY przekroju rownanie K (x, y) = o wyznacza krzywg wypuklg, nie ma-
.acg punktéw osobliwvch — obwéd pola F przekroju (Rys. 3). Zat6zmy,
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ze linja obojetna jest styczng 7 obwodu w pewnym jego punkcie p (x, 3).
Spéirzgdne odnosnego srodka naprezen Q (é, 1) bedq odpowiednio:

.}<(),.j_};0

tutaj bowiem spélczynnik
katowy linji obojetnej 7°
wyznaczy sie z réwnania
obwodu w postaci:

Ay
m=fg¥ = o/ = (?‘i =
' ___[c)R'(x,_y) ; [aK(x,y)],_ Rys. 3.
= ox dy

Rozpatrzmy caly ukiad linji obojetnych 7 tworzacych 16j stycznych
obwodu. Kazda z prostych tego roju w zupeinosci okreslajg spéirzedne
%, y punktu stycznosci ., oraz spélczynnik katowy ¥ w tym punkcie.
Do kazdej linji obojginej — stycznej obwodu przynalezy pewien okreslo-
ny srodek naprezeri, bo krzywa obwodu, jak to wynika z zalozenia,
punktéw osobliwych nie posiada, kazdej wiec parze wartosci x, Y, czy-
nigcej zados¢ réwnaniu K (y, x) = o odpowiada pewna wartosé pochod-
nej y’, a wiec i para wartosci spéirzednych §, 4 odnosnego srodka napre-
zefi. Geometrycznym miejscem wszystkich tych érodkéw naprezen begdzie
krzywa zwana rdzeniem praekroju. ¥

Jej réwnanie otrzymamy, wyznaczajac z réwnan, okreslajacych € i v
— zmienne x, y w postaci funkcji x=7(§, 1), ¥y =g &, 1) i podstawia- -
jac je w réwnanie obwodu. Ta droga otrzymamy réwnanie K(f, g)=o
rdzenia, lIstnie¢ ono bedzie zawsze, o ile tylko krzywa obwodu bedzie
.ciagla, bez punktéw osobliwych. A zatem: limjom obojctnym — stycanym
obwodu praekroju odpowiada krsywa — rdses praekroju — geomelyyczne
mi¢jsce odnosnych Srodkow napresen.

( Oznaczmy przez y kat, jaki tworzy z osia- OX styczna rdzenta, prze-
chodzgca przez punkt Q. Rézniczkowaniem 'bezposredniem wzoréw dla
<, 1 znajdziemy:

dg =Ty WHE g Ja W
F o(y—=xy)? F(y—xy)?
'r"=@=-—ji i:igx.
jy &Y

Z kolei oznaczmy przez p — promieri wodzacy punktu W, przez 0
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jego kgt biegunowy, przez » promieri wodzgcy odnosnego Srodka napre-
ten. Poniewaz érodek naprezeri lezy na osi sit, przeto jego kat biegu-

nowy jest ¢. Zwazywszy, ze /g6 = , otrzymamy na zasadzie powyz-
] = :

szego wzoru J, + Jy tgxigd = o: stycana rdzenia, preechodzqca przez da-
ny srodek napreseri na rdseniu, oraz promier wodsacy odnos$nego punktu
na obwodzie wyzmacsajq kierunkr sprzesonych $rednic Srodkowes elipsy
bezwladnoscs.

Dzielac wzory dla §, 7, otrzymamy e_ ]3’ ’_ ', skad y'=— :&i _éz tg¥.
‘ 1 ja: y
Poniewaz jednak niewatpliwie Zg¢ =1 : £, przeto ostatecznie bedziemy
mieli: Jp 4/, igeoigV =o. ¢ L
Styczna obwodu, przez dany punkt poprowadsona, oraz promici wo-
dzqcy odnosnego Srodka napresen na rdzentu—wyznacsajq kierunki sprae-
sonych Srednic elipsy bezwladnosci srodkowej. Widzimy tu uderzajace

podobieristwo dwu ostatnich wnioskéw. Nie jest ono przypadkowe. Aby
to udowodnié, okreslamy z réwnania dla x4 dwumian y — xy' = — _1{1 k
L
Inaczej jeszcze

jx x /) [ Jx e x [ g
—y(1—2y +E= =y 1—7 2.
] ( b . Ty m N
Ostatecznie przeto otrzymamy dla spéirzednej

y = — i_ . Nadto x = — ," 7', skad x = ]-” 3

F(q—&n) Jx Fn—E&m)
Te wzory dowodza, e pomiedzy Srodkiem napreier ma vdzeniu,
a punktem odnosnym obwodu sachodsi wzajemnosé. Te same wzory laczg
spéirzedne obu punktéw wprost i odwrotnie. Tem si¢ objasnia owo po-
dobieristwo wnioskéw. Siega ono znacznie dalej nawet. R6wnanie stycznej
w punkcie QO (&, 1) rdzenia przekroju jest H—n=1" (B — €). Wobec

Jx %

tego, te W =—2xJ;:yJ,, otizymamy H — q=— e & — §).
J
Ponadto inaczej jeszcze:
Ex  Hy 4y 2§ L e 1
RS- NS v L SR W e * S B SN
A ATy AT T P b

Otrzymane tfu réwnanie stycznej rdzenia niczem sig mie rézni od
réwnania linji obojetnej, przynaleznej do $rodka napreZeii p (x, y), leza-
cego na obwodzie pola. Stgd wniosek, 2e linja obojetna, praynalesna de
danego Srodka napregen, lesqcego na obwodzie pola, stanowi stycznq rdze-
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nia w odnosmym punkcie. 1 w tym wniosku widzimy wzajemnos¢é migdzy
rdzeniem a obwodem.

Tylko co wyprowadzone wzory pozwalajq otrzyma¢ réwnanie rdze-
nia.  Niechaj, jak dawniej, réwnanie X (x, y) = o wyznacza obwéd prze-
kroju. Podstawiajgc w nie wartoéci dla x, y, otrzymamy réwnanie réz-
niczkowe, zawierajace &, 7, 7', ktéremu oczywiscie winno czyni¢ zadosé
réwnanie rdzenia, jako jedna z catek. Aby ja otrzymaé, catkujemy przez
rézniczkowanie:

dK 0K dx | 0K dy __ ¢_)_1£ Jy ' K J. &q" [
dE ox d& oy A ox F (=681 o F (—6&pP
Nadto: 0K _0Kor |, oK dy =0K]y 7 oK ], & o

‘I woy oy o ox F m—E&y 9 F (q—G&n)2

—[‘—ii{- (27", Ostatecznie et = R N =0
d&] R 4§ o :

Stad bezposrednio wnioskujemy, 2e v’ ==o0, co daje ¥ =a. W ten spo-
s6b catka ogélna réwnania rézniczkowego jest

J, a =4y
K B4 ’ - — o.
(F n—Ea) FQ —Sa)) °

Rozwigzujac to réwnanie wzgledem dwumianu zawierajacego &, «,
otrzymamy 7 — Ga =05, gdzie @ i b sg to niewatpliwie zupetnie dowolne
wielkodci — stale catkowania. Catka ogélna wyobraza przeto réj pro-
stych — uklad stycznych rdzenia. W samej rzeczy; funkcja K staje sig
zerem wylgcznie i tylko dla spéirzednych =z, y obwodu, a zatem musi by¢

a=1 = — _IL > oraz, jako tego wynik: b =1 — &y =— _]i,
]y X f_‘y
ostatecznie wiec % — @ — 6—11+J“' L —l—]“’ [ —I—E—x—{-—l— f_x:0
](D ] F y
a przelo Fi;-{-’”’ - —l;—o Jest to rownanie stycznej rdzenia, w niem
>

€, 1 graja role spéirzednych biezacych, a zmienna x odgrywa rol¢ pa-
rametru, zmieniajacego si¢ ciagle w pewnych $cisle okreslonych grani-
cach wraz z 9, zaleznym od x na zasadzie ré6wnania X (x, y) = o. Zatem
ta droga nie mozemy otrzyma¢ réwnania rdzenia z caiki ogélnej, jeno
réwnanie roju jego stycznych. Mimo to jednak czyni¢ winno mu ono
zado$€. Rownanie rdzenia stanowic musi catke osobliwq, czyniacq zados$é

nie réwnaniu 7" = o, a raczej 3—{?: o. Rugujac 7 z réwnai K(x, y)=o
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igfff:z o z latwoscig jg wyznaczymy. Otrzymamy w ten sposéb réwna-
[}

nie R (&, 1) = o rdzenia naszego przekroju. Z rachunku catkowego wie-
my jednak, ze tg samg drogq otrzymac¢ mozna réwnanie - owijajqce; roju
prostych 0 — Ea = b, roju linji obojetnych, praynalesnych do srodkéw na-
prezen, lezqeych na obwodsie. A zatem rdzen stanowi owijajqcq roju lingi
obojetnych, przynalesnych do Srodkow napresen, lesqcych na obwodszie prze-
kroju.

Tylko co podany sposéb wyznaczania rdzenia szybciej prowadzi do
celu, Niech, dajmy na to, obwéd przekroju wyraza si¢ réwnaniem dru-
giego stopnia K (x, y) = ax* -2 bxy -} ¢y? + 2 dx - 2fy+g—0 Pod-
stawiajgc wartodci dla =x, y i mnozac przez F? (n— &')%, otrzymamy
K (x,9) = Nq/* — 2 My + R = o, gdzie: N = af?y—2 dl“jy«i—{— o F2E2,

M= bj:rjy dFJ_y”I +fFJ'rE ot f’Fz‘;"b = ¢Jo* — 2 fF]pn+ gFvt
Pozatem rézniczkujgc bezposrednio mamy: %nlf = 2 Ny — 2 M=o, stad 7'=
M. =l : . = . . NM:* 2M?
= i ostatecznie r6wnanie rdzenia bedzie: R (¢, q)‘—— o N —+R=
M2

== R — W = O Inaczej jeszcze M? — RN = F’j;c" (f* — cg) 1 4=

+ 2 F¥J, ], (bg — df) &1+ FY)7 (& — ga) @ + 2 K2, (ed — ) E4-
+ 2 Ff,Jy* (af — bd) 4+ ]2y (6 — ac) = o.

Rdzeri pola, ograniczonego krzywq drugiego stopnia, jest les krzywq
drugiego stopuia.

Z kolei niech znowu deZle réwnanie R (€, 1) = o rdzema przekro-
ju, ktérego obwéd — K (xy) = 0. Ktadgc w réwnaniu R (§, 7) = o war-
tosci &, 7 otrzymamy réwnanie rézniczkowe, zawierajace x, y, y’, ktéremu
czyni¢ winno zado$¢ réwnanie obwodu, jako jedna z calek. Rozwiazujgc
zupelnie tak samo, jak poprzednio, otrzymamy:

R ( »..f]-y—aa iy «;{’L_) =0
F(y—ax) F(y—ax)
ktére wyraza roj stycznych obwodu. Zatem réwnanie obwodu nie daje
- sig¢ otrzymac z calki ogdlnej przez nadanie stalej catkowania wartosci
szczeg6lnej, stanowi przeto calk¢ osobliwg, kitéra otrzymamy, rugijac 4

z 1éwnai R(§, ) =o i %8’ =o. Tgq samag drogg otrzymujemy réwna-

nie owijajacej roju prostych stycznych obwodu, stanowiacych linje obo-
jetne Srodkéw lezacych na rdzeniu, a przeto: obwdd danego pola stano-
wi owifajqcq roju lingi obojetnych, praynalesnych do srodkow napresen, le-
2qcych na rdzemiu. Ten wniosek mozna réwniez otrzymacé wprost na za-
sadzie prawa wzajemnosci.

-
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Dotychczas rozpairywaliswy krzywe obwodow, pozbawione punktow
asobliwych; obecnie nalezy rozszerzy¢ obszar badan, biorac (Rys. 4) pod
uwage czesé obwodu, ztozong z dwéch tukow ¢ 1
i o 2, zbiegajacych sie pod katem w punkcie p., kto-
ry zwaé bedziemy punktem zespolemia. Styczne ohu
galezi tworza w tym punkcie kat rézny od zera.
Rozpatrujgc r6j stycznych tej czgsci obwodu, z %at-
wo$cia dojdziemy do wniosku, na zasadzie juz zna-
nych wilasnosci, ze:

1° kazdemu tukowi krzywej obwodu (a wigc
lukom p 1, p 2) odpowiadajg réwniez $cisle okreslo-
ne fuki rdzenia (g, 1, p, 2),

2° nieskornczonej liczbie rzekomych stycznych, zawartych wewnatrz
kata, utworzonego przez skrajne styczne — obu lukdéw, zbiegajgcych sig
w punkcie zespolenia, odpowiada prosta (7), stanowigca odnos$ng czes¢
rdzenia — zwana prostq zespolemia. Ta prosta stanowi wspélna styczng
wyz2ej wspomnianych tukéw rdzenia, réwnanie bowiem

-~-—§——1~——0
".l

Jy
wyznacza zarowno prostg zespolenia, jakotez i styczne lukéw p, 1, p,2
w punktach p, i p,, dla ktérych punkt u jest odnosnym punktem obwodu.
A przeto gdy jakakolwick cz¢$¢ obwodu pola sklada sie z dwidch galezi,
zbiegajacych si¢ w punkcie zespolenia, wtedy odpowiednia cz¢sé rdzenia
bedzie slosona = dwdch lukow, preynalesnych dq owych krzywych gales:
obwodu, polgczonych prostq szespolenia, styczmq: obu lych lukow. Prostu
zespolenia stanows odpowiednik punktu zespolenia.

W podobny sposéb z tatwosciag udowodnimy réwniez, Ze, gdy jaka- .
kolwiek czes¢ rdzenia sklada si¢ = dwdch krzywych tukow, polgczonych ze
sobaq stycznq zespolenia, wiedy odnosna czesé obwodu bedzie glozona = dwdch'
krgywych, =biegajacych sig w punkcie zespolema.

. Na mocy prawa wzajemnosci mamy nadto: gdy jakekolwick czesé
rdzenia skiada si¢ s dwdck kyayuych, zbiegajqcych sie pod katem w punk-
cie zespolenia, wiedy odnosna czesé obwodu bedzie zéogona = dwdck lukow,
praynalesnych do owych krsywych galesi rdzenia, polaczonych se soba pro-
stg zespolenia, stycznq obu fukow. Wniosek odwrotny réwniez jest stusz-
ny. Gdy jakakolwiek cagsc obwodu sklada sie s dwoch dukow, polaczo
nych wspolng styceng szespolenia, o odnosna csesé rdsenia bedzie ziozomz
s dwdch kraywych, sbiegajqcych si¢ pod kalem w punkcie sespolenia.

Te wnioski pozwalaja budowaé rdzeri dla wszelkiego przekroju, ha

kazdy obwdéd pola w ogdlnym wypadku sklada si¢ w poszczegélnych
' krzywych tukéw, zbiegajgcych si¢ w punktach zespolenia, lub potjczo-
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nych prostemi zespolenia. Nadto pewne ulatwienie moga daé nastepu-
jace wiasnosci linji oboj¢tnych:

Wezmy (Rys. ) jakikolwiek przekr6j, wyznaczmy jego obwéd K,
rdzen R i elips¢ Srodkowa bezwladnosci £, kiérej réwnanie
[, P {yciyP=1
r: \ \ w\ a3 mozemy, dzielac przez F,przed-

(o stawié w _postaci: ;
1
[ZA + i ~ == 0. Obierzmy
X - B IRSE ,

b jakakolwiek oS sit, a na niej §ro-
» . dek naprgzen O (§,7), o spdl-

a& rz¢dnych biegunowych #, ¢. Li-
s : g .
b : nja obojetna, do tego $rodka
1y \./‘o\L-‘l przynalezna, bedzie:
Rys. 5. SX—-l—’]}—I—— 7 = o
Jy

Spotrzedne punktu przeciecia sig tej linji obojgtnej z osig sit beda oczy-
wiscie czynily zado$¢ temu réwnaniu, oraz réwnaniu osi sit, ktére moze-
my wypisaé w postaci Y = Xfig¢g=mX. Oznaczmy spélrzedne tego

punktu przez X, Y prostokatne, przyczem p =} X2 -| Y? =X J T4mi=
=XV 1 +igq> oznacza¢ begdzie jego promienn wodzacy. Poniewaz da-

o 1=

tgw, przeto Yn—m~X~._,, gdzie m = fg¢ 1 ostalecznie réwnanie

-.f

linji obojetnej bedzie X& 7 —+— 7 ]—I— —% =20, a wiec z tego r6w-
¥ X

nania wyplywa, ze X& jest wielkoscia stata, X¢ _——jxj}, : ) +
-+m?], ] F'; zatem réwniez Yy jest wielkoscig staly, albowiem Y% =
= mXE=—], Jpm?: [ Jp +m%, ] £, Podobnie ez »p= l/--é?-f'—“l)"

VXTI Y =XE( ¥y =— [ Jy G +m¥): [ Jy -+ w? ], | F: iloczyn
ten Jest rowniez statq. A zalem, gdy S$rodek napreZeii posuwa sie po osi
sit — odnosna linja obojgina rowniez si¢ posuwa, pozostajgc réwnolegly
de osi elipsy $rodkowe) bezwiadnosci, kierunkowo z osig sit sprzezonej.
Nadto, gdy $rodek naprezen lezy w nieskoriczonosci, to jest gdy E=n=oco,
wtedy X = Y == o: linja obojetna prsechodst przes Srodek przchroju, gdy
odnosny $rodek naprosen jest nieskoticsenie daleki. Gdy $rodek naprezen
wychodm z ni ieskoriczonosci i posuwa sig¢ po osi sit ku poczatkowi spol-
rzednych — &, 1 maleja, a XY rosng — réwnocze$nie wiec linja obojet-
nz, wychodzgc ze <rodka przekrolu, oddala sie réownolegle do siebie sa-
mej. Gdy srodek naprgzeri wikroczy na obwdéd w punkcie Q,, linja obo-
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jstna dotknie rdzenia w £, przyczem dotyk nalezy tu pojmowaé juz to
jako istotne stykanie si¢ geometryczne, juz to jako zwykig tylko wspél-
nos¢ punktu bez wyrainej stycznosci w $cistem tego stowa znaczeniu,
jak to wlasnie ma miejsce w rozpatrywanym wypadku. Gdy z kolei §ro-
dek naprgzen porzuca obwdéd i dazy ku $rodkowej elipsie bezwiadnosci
przekroju, odnosna linja obojeina oddala sie jeszcze bardziej. Gdy $ro-
dek wkroczy na elips¢ w Q, 0 spélrzednych X,, Y,, odno$na linja
obojetna stanie sig styczng iej elipsy w Srednicowo przeciwleglym punkcie
#: (—X,, —Y,). Latwo to udowodni¢ zwazywszy, e spdlrzedne punkiu
0., lezacego z zalozenia na elipsie, czyni¢ winny zado$é jej rownaniu
{(i—}-—&’f 4—-—1—-=0, Z drugiej znéw strony rdéwnanie linji obojetnej,
]_y jx Z ]

XX, | YY,

.]_y ]x
) t

-} F= o. Z poréwnania obu tych réwnaid wynika, ze. X =—X,’

Y Ye' co nalezalo udowodnié. Nadto owa linja obojetna, jako
sprzezona kierunkowo z osig sit — musi by¢ styczng elipsy. Widzimy
stad, ze rdzen zawarty jest catkowicie wewnatrz elipsy Srodkowej prze-
kroju. Gdy znowu S$rodek naprgzeri porzuca elips¢ dazac ku krzywej
rdzenia, odno$na linja oboj¢tna jeszcze sie¢ bardziej oddala. Gdy srodek
naprgzeni wkroczy na rdzeri w punkcie Q,, linja oboj¢tna dotknie obwo-
du, lub przejdzie przez jege punkt jedyny bez wyraznej styczmosci, jak
to ma miejsce w danym wypadku. Wreszcie, gdy $rodek naprezeri po-
rzuci rdzen i zbliza si¢ do Srodka masy przekroju, odnosna linja obojetna
porzuca obwdd i oddala sie w nieskoniczono$é. Te wszystkie wnioski
s3 oczywiste wobec statoéci iloczynéw XE, Y. Gdy w nich § =1y =,
to wtedy X = Y = oo,

Na zasadzie rozwazan poprzednich tatwo jest ustali¢ wykresiny spo-
$6b budowania linji obojetnej, przynaleznej do danego s$rodka naprezeri
{Rys. 6). W tym celu przez dany $rodek
Q prowadzimy oS$ sit O, ktéra przetnie  #.
elips¢ $rodkowsg bezwladnosci w punktach
Q, iw, Przez Q i @, prowadzimy pro- e L
ste réwnolegte do jednej z gtéwnych osi T
przekroju. Kreslge tuk p, A& promieniem —,
Op, do przecigcia si¢ z owa prosta przez Q 1= Z A ¢
QO poprowadzonga, prowadzimy promien OR &, A o
i przedtuzamy do przeciecia sie z réwno- y
legla przez O, poprowadzong. Luk. opi- Rys. 6.

przynaleznej do $rodka naprezen On(X, Y,) begdzie tu.




= e et
sany promieniern OF7 2 owego punktu przecigcia, odeinie na osi sit
odcinek Op. Przez p przejdzie szukana linja obojgtna, przynalezna do Q.
Aby. jg ostatecznie wykresli¢, nalezy zbudowaé styczng T elipsy bezwilad-
nosci, przechodzacq przez ., Szukana linja oboj¢tna bedzie jej réwno-
legta.

: Zupelnie tak samo mozemy wyznaczy¢ srodek naprezen, przynalezny
do danej linji obojetnej L. Prowadzimy styczng T elipsy bezwtadnosci
przekroju srodkowej, réwnolegla do L. Ta styczna przejdzie przez punkt
stycznos$ci u, na elipsie. -Laczymy u, ze Srodkiem przekroju osig sit OL
ktéra wyznaczy drugi punkt $rednicowo przeciwlegly O, na elipsie oraz
punkt ¢ przecigcia si¢ z. dang linja obojetna. Przez punkt O, prowadzi-
my prosta réwnolegla do jednej z osi gléwnych przekroju. Zataczajgc tuk
wJV promieniem Op znajdujemy punkt przeciecia sie ¥ tego luku z pro-
sta tylko co poprowadzona. traczymy W z O i zataczamy tuk promie-
niem Oy, ktéry wyznaczy na OW punkt przecigcia R. Prosta RO
réwnolegle do Q,W poprowadzona przetnie 0§ OX w O — szukanym
srodku naprezen.

Aby to udowodni¢ oznaczamy OQ, = r, 0Q =17 Op, =p,
Op. = p. Wyzej widzieliSmy, Ze styczna 7 elipsy srodkowej ‘stanowi linje
obojgtng, przynalezng do srodka naprezen (), mamy wiec 7p = r,p,—sta-
fej. To samo wynika z podobnych tréjkatow » Q. WO i & QRO, gdzie
00,: 00 -=0W :0R=O0p:0u, czyli r, . r=yp:p, i ostatecznie
FoPp = rp, CO nalezato udowodnic.

Na zasadzie wyzej wyluszczonych wnioskow z latwodcia daje sie
zauwazyé, ze skoro srodek naprezeri lezy poza rdzeniem, przynalezna dor
linja obojetna przecina przekréj, a wtedy obcigzenie przekroju sklada sig
z naprezeli roznych znakéw. W budownictwie tego rodzaju rozkladéw
napre¢Zeri nalezy unika¢, wobec nader malej wytrzymatosci na rozciaganie
kamieni, a zwlaszcza zapraw i cementu. Nalezy przeto przekroje obcig-
" 2aé jednoimiennemi naprezeniami cisngcymi. Stad wskazéwka praktyczna,
ze $rodek napr¢zeri nie powinien wychodzi¢ poza rdzen przekroju, a za-
tem winien leze¢ wewnatrz lub na rdzeniu. Jest to warunek konieczny.
Czy dostateczny? Tak, o ile styczne obwodu nie przecinajg pola prze-
kroju, wtedy bowiem kazda ze stycznych ma odno§ny srodek naprezert
na rdzeniu. W tym wypadku na stycznych panowa¢ beda naprgzenia ze-
rowe a caly przekréj bedzie obcigzony napr¢zeniami jednego znaku.

Inaczej rzecz sie¢ ma, gdy styczna przekroju przecina jego pole. Ja-
ko linja obojetna nalezy ona do $rodka naprezeri lezacego na rdzeniu, na
niej panujg naprezenia réwne zeru, skoro wigc przecina pole przekroju,
zatem go dzieli na dwa obszary o naprezeniach réznych co do znaku.
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Ma to jedynie miejsce w tym wypadku, gdy na obwodzie przekroju za-
znacza sie zakle$niecie, stowem gdy obwéd nie jest krzywa wypukla,
Jest to samo przez sig¢ zrozumiale: sfycena T, przekroju (Rys. 7) prze-
chodzaca przez punkt ., zakle$nigcia musi prze-
cigé¢ pole przekroju. Z tego powodu przy roz-
patrywaniu rdzenia nalesy wylaczy¢ z pod roz-
patrywania wszystkie styczne zaklg$nigcia i ogra-
niczy¢ si¢ do wyznaczenia $rodka naprezer,
przynaleznego do stycznej obwodu w punktach
#; i e, to jest do prostej zespolenia obu tukéw,
obejmujgcych zaklgsnigcie. Poniewaz prostej
zespolenia 7' i obu punktom stycznosci odpowiada jeden tylko Srodek
naprezen na rdzeniu, przeto pominigcie stycznych zakle$nigcia nie przer-
wie ciaglosci rdzenia. Chcgc zatem wyznaczy¢ miejsce geometryczne
skrajnych $rodkéw naprezeii, przynaleznych do linji obojgtnych, stycznych
przekroju, lecz nie przecinajacych jego pola, nalezy pomingé wszystkie
styczne zaklesnie¢ obwodu i ograniczy¢ si¢ do rozpatrywania prostych
zespolenia przerzuconych ponad zakle$nigciami. Czynigc tak wytgczamy
. z pod rozpatrywania cze$¢ rdzenia, odpowiadajaca zakle$niecitt . pyits.
ktora stanowi petle zewnelrsng, uczepiona ‘do punktu zespoleria p. dwéch
tukéw rdzenia zbiegajacych si¢ w tym punkcie, przynaleznym do prostej
zespolenia T obwodu. Euki rdzenia 1p, 2p. przynalezg do tukéw 1w, 2ps
obwodu, petlica za$ jest zawsze zewngtrzna w stosunka do rdzenia, bo
zakle$niecie puops jako blizej Srodka lezgce da szereg SrodkOw napreZeri
dalej od'srodka lezacych niz punkt g, przynalezny do stycznej 7. A za-
tem jeseli obwcd przekroju posiada zaklesnigcie, to odpowiednia czg5¢ rdze-
nia skiada sic = petlicy lesqce) na sewnqlrs punktu gespolenia, przynales-
nego do prosiej sespolenia, przerzuconey
poprzes whkiestosé obwodit.

Rys. 7.

§ 7. Wyznaczauie skrajnych na-
prezefi normalnych przekroju za po-
mocq rdzenia. WeZmy pod uwageg prze-
kr6j (Rys. 8), odksztalcony pod jarzmem
érodkowej sily S dori prostopadlej oraz
momentu gngcego JM,, pochylonego ku
osi gléwnej OX przekroju pod katem o,
a lezagcego w przekroju. Wyznaczmy oS
sit O momentu i rdzenn przekroju. OS
sit przetnie rdzei w punktach O,, O, od-
cinajac promienic rdzenia w; i w.. ROZ-
162my moment gnacy na parg sit w taki
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sposob, aby jedna z sit pary dzialala w $rodku przekroju, a druga w Q,
lub O, na rdzeniu. W pierwszym wypadku site pary wyznaczymy z réw-
nania Mg = w,S;, a w drugim z Mb = w,S;. W pierwszym wypadku
w O, bedzne dziatala sila S;== M, :w, dodatnia, oraz w $rodku prze-
kroju sita — S; ujemna facznie z sxlq S. W drugim natomiast w Q, be-
dziemy mieli site — S, = = M, : w, ujemny, a w $rodku sile S, dodat-
nig, towarzyszaca sile S. Wyplywa to bezposrednio z zalozer, dotycza-
cych kierunku obrotowego momentu.

Godzi si¢ tu zaznaczy¢, ze promieri w;, jako lezgcy na osi sit tuz
za momentemi ma kat biegunowy ¢, = o -} —;—, podczas gdy promieri
w,, poprzedniemu przeciwlegly, przynalezy do kata biegunowego ¢, =—
= -{-—g- =. W tem zalozeniu sita S, przylozona do O, jest zawsze

dodatnia. Jej linja obojgina przecina boki przeciwlegtej ¢wiartki, prze-
chodzac przez punkt p, obwodu. Wszystkie punkty tej linji Z,, a wiec
i punkt stycznosci p, na obwodzie lezacy, napr¢zeniowo od sity S,, dzia-
lajgcej w ();, nie zaleza, poniewaz lezg na linji obojetnej, przynaleznej
do srodka naprezert O,. Natomiast pozostale dwie sily srodkowe — S,
i S daja dla punktu g, naprezenie [— .S, 4+ 5] : F=T — f—g takie
2 W,
samo, jak dla innych punkiow przekroju, bo sity te, jako Srodkowe obcia-
zajg przekrdj jednosiajnie. Poniewaz sprowadziliSmy obcigzenie przekroju
od trzech sit tylko co wymienionych, przeto wzér otrzymany daje calko-
witq warto$¢ naprezenia w punkcie 1w,

Obcigzenie zewngtrzne moze by¢ réwniez sprowadzone do sity — S,
dzialajgcej mimosrodkowo w O, na rdzeniu oraz do sit srodkowych S,
i S. Poniewaz Q, i O, lezq na tej samej osi sit, przeto ich linje obojet-
ne muszg by¢ réwnoleglte, bo sg kierunkowo z tg osig sprzezone. Nale-
/y zatem poprowadzi¢ drugq skrajng styczng obwodu L,, réwnolegle do
L., aby otrzyma¢ linj¢ obojetng dla srodka naprezen O,. Jej punkt stycz-
nodci p, napre¢zeniowo od sity — S, nie zalezy, lezy bowiem na linji
obojetnej, natomiast dwie pozostale sity srodkowe S, i .S, obcigzajace

Mg
F T Py

Zwréémy uwage, ze kierunkowo sprzezone z osia sit styczne obwo-
du L, i L, stanowig skrajne proste roju linji réwnych naprezer, to tez,
zgodnie z tem cosmy wyzej wyprowadzili wiemy, ze na nich panuja
skrajne wartosci napr¢Zerr normalnych oy i 6,. Mamy wiec o,y =

S MM, S M,

o
&

el —t SO —_—— L. - s 1 1 -
=7 Ty =T . T A zatem mozemy wypowiedzie¢ na

przekréj jednostajnie dajg dlar naprezenie [S, + S]: F =
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sigpujacy wniosek: skrajue wartosci napresen normalnych prsekroju, ob
cigsonego Srodkowq silg don prostopadiq, oraz momentem gnacym, lezq-
cym w przekroju, mosna wysnacsyc, dsielqc prsez przebrd; sume § rosmice
owey sily i momentu, podsiclonego przes odnosne promienie rdsenia, lesqce
na osi sit momentu. Rdznicy odpowiada promien rdsenia, lezqcy na osi
sit tuz sa momentem gnqcym, — sumie dalszy promiesi pierwssemu prae-
ciwlegly. Inaczej méwigc — réznicy odpowiada promier przynalezny do
kata @ -+ 7/;, a sumie — promien przynalezny do o -} 3/, z, gdzie '
oznacza kgt pochylenia momentu gnacego ku giéwnej osi przekroju.

§ 8. Przyklady i ¢wiczenia. 1. Przekr6j prostokatny. Mo-
ment gnacy lezy na jednej z giéwnych osi przekroju. Wyznaczyé skraj-
ne naprezenia w zatozeniu podstawy B = 10 cm, wysokosci przekroju
H =12 cm i My = 0,2 (tn, m). Korzystajac ze znakowania (. Rys. 14)
mamy J, = /132X 10 X 128=1440 cm* J,, = ¥/,, < 12 X 10%=1000 cm".

: e s : ; A Sin ® Cos ®
A zatem réwnanie linji obojetnej bedzie: — 1000 X -+ 1440 Y=o, a na-

Cos*e | Sine

1240 T Tooo: © 8

uczynimy w nim e = ¢; i ¢ = e,. ' .
Zalézmy przedewszystkiem, e moment lezy na osi OX, zatem

w = o i linjg obojetng bedzie OX. Latwo to spostrzec ze wzoru czyniac

prgzenia skrajne wyznaczg sie ze wzoru: eMg ’l/

w nim Coso =1 Sinew = o. Tutaj wiec ¢, = !/, H =6 cm, ¢, = — 6 cm.
Zwazywszy nadto, ze Mg = 0,2 %X 1000 X 100 = 20000 (kg, cm), bedzie-
my mieli Gy = 6 >< 20000 >< ]/—Tlllo—z = 83KG/C11(2 g =—= — 83 KG/CM g

Te dwie warto$ci roZnig si¢ znakiem jedynie; naprezenie rozciggajace
skrajne panuje wzdtuz podstawy dolnej przekroju, cisnace ujemne wzdiuz
podstawy gérnej.

Z kolei zaktadamy, Ze moment lezy na osi OY czyli ze o — "g“-

)

Rownanie linji obojetnej bedzie tu X = o, a przeto ¢, = -{,—)—5 CM e=—

g

= — b cm, a zatem o ; == 5 X 20000 l/_IOLOO_’ = 100 ¥G/cy? oraz o =

== -— 100%G/cy®. Te naprezenia skrajne panowaé beda wzdiuz krawedzi
boczaych przekroju. Gdy o§ QY skierujemy ku gérze — w krawedzi le-
wej bedziemy mieli naprezenie cisnace, w_prawej rozciagajace.

2. Dwuteownik. Wezmy pod uwage dwuteownik Ne 20. O¢ sy-
metrji, prostopadla do srodnika nazywamy OX, druga o$ symetrji lezy
. Wewnatrz srodnika. *Tablice dajq wartoSci momentéw gléwnych r e

= 2139 em* J, = 117 cm!. Wysokos¢ dwuteownika H =20 cm, sze-
rokos¢ obu,pasé6w B =9 cm. Moment gnacy Mg = 05 (1, m) pochyla

]
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sie ku osi OX pod katem o= 28°20". Wyznaczy¢ skrajne naprgzenia
przekroju. Poniewaz Sine = 0,47460, Cos == 0,88020 przeto

Pl TN 50000 X< 0,4746 50000 X< 0,8802
o 117 2139

nej bedzie, gdy uczynimy w tymn wzorze o4 == 0 -—co da ¥ = 9,8576 A.
Przechodzi ona przez $rodek i pochyla sie ku QX pod katem arcle
9,8576 = 84" 10*, Prowadzgc skrajne styczne przekroju, rownolegte do
linji obojetnej, zauwazymy, ze dotkng one przekroju w punktach

(/-— é, E) oraz (B—, - E) . Tam begda panowaé skrajne wartosci na-
vor AL 2 2

prezenn normalnych, ktére wyznaczymy, piszac o5 == 50000 XX 0,4746 X
< 45 : 117 -+ 50000 X 08802 X 10 : 2139 = 1118,2XG/cy?, o, =
= — 1118,2KG/cy? Te same wyniki mogliby$my otrzymac¢ réwniez, wy-
liczajac e, i ;. —

X+

Y Réwnanie linji obojet-

4

3. Katownik., Wezmy (I. Rys. 15) pod uwage katownik réwno-
ramienny ¢m : 10 X 10 X 1 i zatézmy, 2e moment gnacy M, = 03
(tn, m) pochyla sie ku osi gtéwnej OX przekroju pod.katem o = 14°40".
" Tablice daja dla osi symetrji przekroju OX, pochylonej ku obu pasom
pod 45°, wartoéci /, =280 cm’, a dla OY ku OX prostopadlej: J, =
— 73,3 cm*. Poniewaz tutaj Sin o = 0,25320, Cos w = 0,96742, przeto

30000 X 0,2532

dla naprezenia normalnego otrzymamy wz0r s, = — 735 x+
+ o >2<8(()),%'74 y. Czyniac 6, =o, otrzymamy réwnanie linji obojet-

nej w postaci ostatecznej Y'=0, 99978 X. Przechodzi ona przez Srodek
przekroju, pochylajac si¢ ku osi gtéwnej OX pod kgtem &° 45°% Jest to
wiec prosta prawic tozsamosciowa z osig OY;, kat jej nachylenia ku osi
0OX jest jednak nieco mniejszy od 45°, przeto punkty najbardziej odda-
lone od linji obojetnej beda A4 i G. Wyznaczmy ich spélrzedne. W ukia-
dzie osi OX,, OY, bedzie A4 (— 2,82, 7,18) oraz G (7,18, — 2,82) cm
mamy bowiem dla tego przekroju &,= 7, =2,82 cm. Zatem na mocy
wzoréw przejécia bedziemy mieli w ukladzie osi giéwnych OX, OY dla

punktu 1 spéirzedne: x= — 2,82 : V——‘l——{— 7,18 : V 2 = 3,08 cm,
y=282:1 24 718:) 2 =707 cm, a dla punktu G podobniez
x= 308 cm, y=—707 cm. Zatem w A panowa¢ bedzie naprgzenie

skrajne o, =- 80000 X 0,2532 X 3,08 : 73,3 4 30000 X 0,96742 X
' 7,07 : 280 = 413,6%G/cy?, a w G panowaé bedzie réwniez naprezenie
skrajne, lecz znaku przeciwnego o, = -- 30000 X 0,2532 X 3,08 : 73,3 —
— 30000 X 0,96742 x 7,07 : 280 = — 1052,0 ¥6/cy® Bezwzgledna wartosc
naprezenia w G jest wigksza. Mozna si¢ bylo tego spedziewa¢, punkt
. bowiem G lezy dalej od linji obojetnej niz A. :



4 Przekroj kolowy. Na przekr6j kotowy $rednicy) = 20 cm
dziala moment gnacy M,=3 (in, m) oraz sila srodkowa S = 30, 120
i 150 tn, prostopadta do przekroju. Wyznaczy¢é skrajne napreZenia nct-
malne. Wiasciwie méwigc sg to trzy wypadki obcigzenia mimosrodkowe ge
sitami S, = 30 tn, S,=120 tn i S;=150 tn prostopadiemi do przekroju,
a dzialajacemi w odlegtosci: 4, = 300000 : 30000 = 10 cm, A, =

. ==300000 : 120000=2,5 cm i A;=300000: i150000=2 c¢m. Poniewaz ma-
my tu do czynienia z przekrojem obojetnym, przeto 0§ OX mozemy u’o-
zy€¢ na kresie momentu, a wtedy spéirzedne odnosnych $rodkéw naprezen
beda: O, (0,10), O, (0,2,5), O, (0,2) cm. Linje obojetne otrzymamy ze wzoru.
ogoblnego -§-X~{- B *’:»—1_:: 0, gdzie §, =& =E&=0, 7,=10 cm, 4, =

Jy Jx £
: alt Dt
=25 cm, 7,=2 cm, a nadto J, = J; = i
:Tl: Ostatecznie wigc oirzymamy réwnanie linji obojetnej w postaci

%6—;4 Yy - E}}'ﬁ:o czyli Y=—D?: 16y, Zatem kolejno bQQZiemy mogli

napisaé: Y;=—400 : 16.10=—2,5 cm, Y,——400:16.25=--10 cm, Y,=
=—400: 162=—12,5 cm. Wszystkie te trzy linje ebojetne sg réwnole-
do osi OX, przeto najbardziej oddalone punkty przekroju beda lezaly na
osi OY. W pierwszym wypadku bedziemy mieli ;= 12,5 cm, ¢;=—7,5
c¢m, w drugim e, = 20.0 cm, ¢, = 0, w trzecim ¢, = 22,5 cm, ¢, == 2,5 cm.
Odnosne skrajne naprezenia otrzymamy ze wzoru

2 2% T =D - DA
<M, ]/ Lozl :9]1’-2’1’ 300000 e]/ [1 :%04_4] =3oooooe:[“D ] —38,19 e.
Y

oraz F — zlR? ==

T 64
W pierwszym wypadku bedziemy mieli naprezenia skrajne roznych
znakOw G, ,==477,4 X6/, i 0,,—=—286,4%C/ ., W drugim o, ,=763,8 K5/ ..

jdrugie zas$ bedzie réwne zeru — wszystkie naprezenia bedg przeto doda-
nie, wreszcie w trzecim wypadku o, = 859,38 X¢/.,., a.» = 95,5 XG/.,.
Mamy tu wiec wszystkie trzy rodzaje uktadéw naprezeri gnacych od-
powiedriio do réznych wartosci S. 3

5°% Rdzen przekroju prostokatnego. Wychodzimy (rys.5) z réwnan
zasadniczych dla spéirzednych rdzenia §=J, y': F (y—axy'), 9=—], : I
(x —=xy’). W danym wypadku oznaczajgc przez H wysokosé przekroju,
przez B jego podstawe, mamy J, = 1/,, BH?, J, = 1,y B*H, F = BH,
a przeto J, : I'=Y,, H? J, : F=='/,, B2 Roéwnanie prostej, przechodzacej
przez dolng podstawe przekroju bgdzie tu y = -}/, H, a zatem ' = o
stad odpowiedni punkt rdzenia wyznacza spétrzedne §=o0 n=—1,, H?:
2y H = — Y, H Zatem podstawie A5 przekroju odpowiadaé bedzie
punkt /2’ rdzenia, podstawie Dy, symetryczny punkt K", nadto odle-
gtos¢ OR'=0R" =], H=1]; AD. Z kolei réwnanie boku AD bedzie
x = — B/,, przyczem ta prosta jest.rownolegta do OY, a wiec dla nie,

y = oco. Dzielac wzér dla § przez »' otrzymamy & = K (%‘_x\,

J

5
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stad przy 9 = oo oraz x=—~% bedziemy mieli 5=—1, B*: (—~§-):
==1/; B. Drugi wzér daje —o0 przy 9y’ =co. Zatem—krawedzi 4/ od-
powiada¢ bedzie punkt Z%; rdzenia. Krawedzi za$ By, punkt R"”. Rdzer
praekroju prostokginego mma postac ukosnika, lezqcego wierscholkami na
ostach' glownych przekroju. Podstawa ukosnika rowna jest jednej trzeciey
podstawy prosiokqia, wysokoSc—irzeciej czesci wysokoSci macierzystego
preekroju.

6°. Rdzen dwuteownika wyznaczamy w podobny sposéb. Giow-
ng o$ OX kierujemy przez $rodek prostopadle do Srodnika, druga OY
uktadamy w Srodniku. Roéwnanie dolnej krawedzi bedzie y:—g—, w za-
tozeniu, ze oS OY kierujemy ku dotowi i przez // oznaczamy wyso-
kos¢ dwuteownika, a przez B szerokos¢ obu jego paséw. Zatem 3’ = ¢
(>
= 3 =
TR,
—2 J,: FH. Symetryczny punkt rdzenia (0,2 /, : FH) bedzie odpowia-

i odpowiedni punkt rdzenia otrzyma spéirzedne: E=o, 7= —

dal krawedzi gérnego pasa. Réwnanie jej : y =— [)[ Miasto krawedzi
bocznych — przekr6j posiada wklestosci, kiére nalezy, zgodnie z teorja
p A MRS r . B . B L
ogolna, omingd, przerzucajgc proste x.== o P EF=— 5 Lewe_] kra-
wedzi pionowej odpowiada réwnanie x:———l‘:- w zaloZeniu, ze o§ OX
kierujemy ku prawej regce. Dla tej krawedzi nadto v’ = oo, a przeto
odnosny punkt rdzenia bedzie mial spéirzedne § — ijf:l--::; L x] =2],:
: FB oraz 4 = o. Krawedzi prawej bedzie wobec tego odpowiadat sy-

metryczny punkt rdzenia (—2 J, : /°/3, o). I tu wiec rdzen bedzie w ksztal-
cie ukosnika, boki jego proste beda bowiem odpowiadaty punktom we-
glowym obwodu, gdzie krawegdzie paséw przecinajg sie z krawedziami
bocznemi. ;

W zatozeniu dwuteownika Ne 30 bedziemy mieli J, = 9785 cm?,
Jy = 449 cm?, I = 69 cm? // = 30 cm oraz 5 = 12,5 cm, a przeto
podstawa rdzenia bedzie wynosita 2 & = 4]y I3 = 2,08 cm a wysokos¢
20 =4],: FIT=18,90 cm. Jest to wiec ukosnik wydtuzony w kierunku
osi OY. Gdyby$Smy miasto dwuteownika mieli zwykly przekréj prosto-
katny — podstawa ukos$nika bylaby réwna 12,5:3 =4,17 cm a wysokos¢
30:3 =10 cm. Dwuteownik zalem ma rdzen wezszy lecz dluzszy od
rdzenia odpowiedniego prostokgtnego przekroju. :

Te same wzory posluzy¢ mogg - do obliczenia wymiaréw rdzenia
przekroju czworokgtnikowego (I rys. 25), zlozonego z czterech katowni-
kéw, dajmy na to, 65 > 65 3 117/,. Jest to tak zwany csworokatnikowy
prackrd] kwadratowy o jednakowych momentach glownych bezwiadnosci
Jo=Jy =4 Jpe + 4 F,['/s I1 — &, gdzie 7 tablic mozemy wypisa¢
Jye =487 cm,, I, — 132 cm?, $=20 cm. Zatézmy /7=30 cm, a wiedy
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Jz=Jy = 9118 cm’. Poniewaz nadto catkowity przekréj F=4 F, =

—528cm’ przeto w danym wypadku rdzen bgdzie mial postaé kwadratu
lezgcego’ wierzchoikami na osiach gtéwnych przekroju. Przekatnie tego
kwadratu bedg réwne 4 J,: FH =23,02 cm. Gdyby bra¢ pod uwage

przekréj petny 30 X 30 cm, to rdzeri takiego przekrOJu mialby zaledwie
przekatnie 10 cm diugie.

7°. Rdzen przekroju kolowego. Poniewaz w danym wypadku

kazda para osi prostokgtnych srodkowych stanowi pare gléwna, przeto dla
7 R4

jakiejkolwiek pary: [, = [, = —4L = Tﬁzi , nadto F= f , a zatem J :

)4 2 2
 F=],: széi)- : tg = é,)—ﬁ Dla tego przekroju bedzie wiec: & =

LDy Ly Sl
=75 TL«—V’W g - ri=s e gdzie spélrzedne x, y czyni¢ winny
2

2ado$¢ réwnaniu kota czyli réwnaniu x’ 4 92 = % Rézniczkujac, ma-

my: 254 2vy'=o,skad ' =—=x:y,a przeto:-E:-Z—)? Wrer oY - SR
P el 5 » E 4 < 16 y°f«x? Ao
i o et T e e fe A ; {

= — T \:—m— 6 = y 4 Stad bezposrednio

etrzymamy x = —-45, y=—41 i podstawiajgc w réwnanie obwodu ma-

my ostatecznie réwnanie rdzenia w postaci: &2 4 4? = [D : 8. Rdzui
sekroju kolowego jest kolem o Srednicy cazlerokrolnie mniejszes.
Dla przekroju pierscieniowego o $rednicach: D zewnetrznej i d we-

. . P, T D. T_d“ ’ 'l'ﬁ.l)2 ~ ({2 S
wnetrznej mamy [, : I° =/, : / [ o 64] : [—4— sEr 0 i
__Dit-ar . L DR = D2+d’
=== T, a zatem tuta] bedzie: E_, =37 s 7—_—.;}7, N = — 5
-J-,--_la— przyczem spélrzedne x, y czyni¢ winny zados§¢ réwnanitr x2 -
._l__ y= _g: I tu WiQC _y';—. — 5'\::, co podstawiwszy we wzory: é = —
gt d o w0 DI TR T st

16 pr4at 4 D?" LIS 16 94z

Dt a2 D

———;—:——‘— 2)2, otrzymamy x =— 4§ - 7 '_{_dp y=—47 Dy I osta-

tecznie podstawiajac te wartosci w rowname obwodu, otrzymamy réw-
e . Al ¢ +d’] . iDpedi)?
- . L9 P el T
nanie ‘rowname rdzenia ¢’ 4 [ i /e 6T D - Zatem
mozemy wypowiedzieé ogliny wniosek: rdzen przekroju kotowego piers-
2L g8

cieniowego jest kolewmr o Sredmicy i
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8° Rdzeir pola parabolicznego. Wezmy pod uwage przekrdy
paraboliczny {Rys. 9). Srodek jego znajduje si¢ w odleglosci wO=5/; «
; od wierzchotka paraboli, przeto réwnanie
wzgledem osi gidwnych OX, OY obwodu

n y . pola bedzie: X (x, y) = (y°—2 px — %/, pa)
—-""""”f (x — 2[5 @), tuk bowiem paraboli wyraza
= sie 72 =2 pS dla osi wierzchotkowych,

Zg Tg P b a wzory przejscia s3: 1=2y oraz £ =
@, L -TD\D E =3, a-}x ; ‘
\ 7’7< | JE X Nadto dla osi gtéwnych J, = 4/;;ab?
~sa’ ~£ Jy = 1%/y15 @b, przyczem 4% = 2 pa, wresz-
a | 7 cie F=1/,ab. Okresimy na mocy tych
Ty danych rdzen przekroju. Dla punktn
M (%[5 @, b) bedziemy mieli linj¢ prostg
£ 1 a
Rys. 9. ®3 2N b = 2 175/ ¢ 2§
j_y+ . ~1E BT Y czyli 173/ X /5a3b‘=

b 3 . 35,15
15/, 2 b e 35 15 i '
+ By 0+ 5 = o, ostatecznie 5— &+ 4 + 3 = 0. Ta prosta

6
przecina o§ OX w punkcie 4 (——3—:, o), ktéry to punkt rdzenia odpo-

wiada prostej MN 'obwodu..Symetryczny punkt obwodu /N da symetrycz-

na prosta AB o réwnaniu 3752 &—l; N1 3=o. ’

Nastepnie dla luku parabolicznego Mo N bedziemy mieli na mocy
ggolnego wzoru dla rdzenia, przynaleznego_do obwodu drugiego stopnia:
ST pay+p {F2 )75y —2 E{F )2 Jyp}=o0. Po pod-

2
stawieniu odno$nych wartosci otrzymamy &2 — ;% € -- 51—4% %z—'rf’:o. Niech

—7»1-_—-, a wtedy tylko co wypisane réwnanie przy-
/15
(S—n)‘ .2

bierze ksztait: R~ Chm '};!1_2 = 1, otrzymamy przeto dla tuku paraboli

, : 2a
bedzie n= % m =

alipsg, jako odnos$ng cze$¢ skladowq rdzenia. Srodek tej elipsy £ lezy

5 > 8 2(1

na osi OX w odleglosci n = 35
o

przez $rodek O, Jej mala potos wynosi n:—‘-’-a-,duZa za$ m = o ;

35 V15

Obie powyzej otrzymane proste .45 i AC sa styczne tej elipsy, co z tat-

woscig mozna udowodni¢ i bezposrednio. W danym wypadku zatem

rdzen sklada si¢ z dwéch prostych, zbiegajacych si¢ w punkcie zespole-
nia 4, stycznych elipsy £. .

od srodka przekroju. Elipsa przechodzi

9¢. Skrajne naprezenia przekroju prostokatnego wyznaczy-
my za pomocg promieni rdzenia w wypadku rozpatrywanego przez nas
obcigzenia, kiedy moment gnacy Mg.—_- 0,2 (¢n, m) lezy na jednej z gtéw-
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nych osi przekroju. Zalézmy przedewszystkiem ze moment lezy na osi
OX, a zatem jego osig sit staje si¢ 0§ OY. Odnosne promienie rdzenia
beda tu wy = w, =1/; H, a przeto prowadzac, jak dawniej, 0§ OY pio-
nowo ku goérze, bedziemy mieli dla podstawy gérnej skrajng wartosé na-
e :
prezenia oy =—-= ﬂf’ =—20000 X 6 : H3B = — 20000 X 6 : 12? X 10 =
1
= — 83%%/cy?, a dla podstawy dolnej przekroju 6., = 4 Mg : Fw, =
= 83%CG/cy®. Te same wyniki otrzymaliSmy bezposrednio, rozpatrujac
przykiad pierwszy. To samo réwniez otrzymamy w wypadku, gdy mo-
ment leze¢ bgdzie na osi OY, wtedy bowiem os OX bedzie jego osig sit,
a odnosne promienie rdzenia bedg w; = w, = 1/, B. Tutaj wiec dla le-

wej krawedzi bedziemy mieli naprgzenie o, = — —Fg—lz — 20000 x

X 6 : BUH = — 20000 X 6 : [10X12] == — 10056/cy? a dla prawej kra-
wedzi pionowej oy = Mg ; Fuwy = 100%C/cy 2, ~

10°. Skrajne naprezenia przekroju kolowego moga byé réw-
niez wyznaczone za pomocg rdzenia w wypadku obciazenia rozpatrywa-
nego w przykladzie czwartym nieco powyzej. Skierujemy o$ OY w dét,
0§ OX w prawo. Poniewaz moment Mg =3 (Zn, m) lezy na OX, prze-
to osig sit jego bedzie OY. Ta o przetnie u géry ig doh}wobwéd prze-

kroju. Dla punktu gérnego bedziemy mieli g1 = . F_zf_’ podczas

W danym wypadku

o

gdy dla punktu dolnego bedzie B — E = _A_Jb .
F - Fw

2
2 2
=w2=D—go.=2,5 cm. a nadto F;—ﬂD=ﬁiO

8~ 8
_ﬂ.l = g 800000 = 382,0 XG/cy 2 Dalej, kolejno czynigc

1
stad & = & — Dt
¥ Fa. T, 25 x 814,150 2
s =30, 120 i 150 #n, bedziemy mieli s 95,5, lub 382,0, albo tez
; ,
477,5%C[cy®. W tych trzech wypadkach otrzymamy przeto: o, =
= — 286,5%%/cy?, Iub tez o, = o, albo o, = 955%%/cy® oraz o, =
= 477,5%C/cu? albo 6, = 764KG/cy?, lub tez o, = 859,5¥6/cy®. Odnaj-
dujemy te same wartosci, ktéresmy wyzej inng droga otrzymali. Podany
tu sposéb o wiele szybciej prowadzi do celu. :

w

—314,159 cm?,

RS

ROZDZiAL. DRUGL
ODKSZTALCENIA GNACE.

§ 1. Odksztalcenia gnace plytki. Wezmy pod uwage (Rys. 10)
jakgkolwiek bryle, odksztatcong pod jarzmem sit zewnetrznych i zatézmy,
Z¢ pewien przekrdj plaski pp dzieli jej obcigzenie na dwa uklady /.47
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i /B] sit odksztalcajgcych, kidre po sprowadzeniu do srodka przekroju
dadzg obcigzenia gngce. To znaczy, ze uklad [A4] da silg¢ srodkowg S

nio S' i M’,. Poniewaz [A] + [B] = o, zatem by¢ musi
rowniez M -}— M’ =o oraz S+ 5 =o. Te réwnania
obrazowo wska7u1q, ze momenty gngce muszg by¢ réwne,
lecz roznoskretne, a wigc, zgodnie z tem co$my o kierunkach
momentéw moéwili, musza byé skierowane odwrotnie. Nadto
Rys. 10.  Sily osiowe réwniez winny si¢ znosié w dzialaniv. Muszg
by¢ przeto réwne, lecz skierowane przeciwnie. Godzi si¢ tu

wyraZnie zaznaczy¢, Ze moment M, i sita S, zastgpujgc dziatanie ukladu
/4], réwnowaza uklad naprezen [f8], a wiec siedliskuja w gromadzie cza-
steczek & — powloki przekroju, podczas gdy moment /¢ i sita S, row-
nowazac naprezenia [a], siedliskujg w gromadzie c7qsteczek g — sgsiedniej
drugiej powloce przekroju. Nalezaloby wiec, wlasciwie méwigc, miasto
przekroju plaskiego rozpatrywaé obie jego powloki, wyodrebniajgc je
w postaci dwu sqsiednich przelrojow plaskich vownoleglych, snikomo od-
leglych o ds.  Srodki ich winny lece¢ na wspolnej prostopadie; do obu
prackrojow, a obwody nieznacsnie tytko si¢ rosnic od siebic tak, aby obwdd
/ednego pola prawie pokrywal w rsucie obwdd drugiego, a riinica pol
I"—I° byla niesnacsna, porzqdkn dI. Te dwa przekroje sgsiednie stano-
wig plyfke, wyodrgbniong z ciala odksztalconego, a zastepujacg przekrdj
poprzednio rozpatrywany. Jej dolna $cianka, zastepujaca powlokg dolng
owego przekroju, pozostawa¢ winna pod jarzmem sily osiowej S, prosto-
padlej do pola F $cianki, oraz momentu Mg gnacego, lezgcego w tem
polu, podczas gdy na gérnej Sciance ptytki, zast¢pujacej gérng powloke
przekroju, panowaé winien moment gnacy Jl’g, lezgcy w jej polu /7
oraz sita osiowa S’, prosiopadia do pola. Aby otrzymaé M, i S, nalezy
sprowadzi¢ do srodka O dolnego przekroju plyiki uklad sit odksztalca]a-
cych dolnej csgsci bryly; tak samo réwniez, aby otrzymaé¢ M, i S,
trzeba sprowadzi¢ do $rodka O’ gérnego przekroju plytki uktad sit od-
lisztaicajacych, naleznych do gérnej czeSci bryty., W zalozeniu grubosci
ntytki réwnej zeru oba te uklady mialyby jeden i ten sam punkt spro-
wadzenia, jak dla pojedyriczego przekroju., Tu jednak d= # o, zatem bez-
wzgledne wartosci momentéw i sit muszg byé nieco rézne, i, uwzgled-
niajgc znak sit osiowych, mozemy napisaé, ze S’ = — (S+ dS) oraz
Mg=Ms+dM,. Pod jarzmem tych obcigzeri plytka trwa w stanie
nwnowagl odksztalcone], nieznaczne bowiem roznice dM i dS obcigze-
nia obu jej Scianek stanowig uktad, réwnowazacy sily zewnetrzne samej
ptytki, siedliskujace w jej czasteczkach, lub dzialajgce na jej powierzchnie
boczng. Te sily sg zresztg nader nieznaczne wobec znikomej wartosci
ds a nadto daza do zera wraz z gruboscig plytki. Rdznice przeto a'Mg.

normalng i moment gnacy Mg, a uktad [B] da odpowied-.
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i dS staja sie réwne zeru w granicy — dla przekroju plaskiego wyzej
rozpatrywanego. Mozemy je zatem pominad, piszagc warunki réwnowagi
plytki w postaci My =2 Mg oraz S’ 2 — S, przyczem podkreslié nale-
2y, 2e kierunki momentéw ]l/[g i M’g winny si¢ rézni¢ o kgt rozwarty,
jak tego wymaga réwnowaga plytki (Rys. 11).

Wyznaczmy gléwne osie OX, OY dolne- Zl
g0 pola F plytki. Bedq one zarazem rzutami -
gléwnych osi gérnego pola F”, réznica bowiem
znikoma obu pél powodowaé moze jeno zniko-
mg rézZnicg kierunkow osi gléwnych obu prze-
krojow, Trzecig osia OZ przebijamy pole #'
po srodku. W tych warunkach poletko dF —
=dxXdy gdziekolwiek w dolnem polu [ezace,
bedzie rzutem gérnego poletka dF’ pola F. Rys. 1.

Ma to miejsce dla wszystkich poletek obu prze- |
krojéw, précz poletek skrajnych, dotykajgcych odwodéw, gdzie dF” mo-
g4 si¢ rozni¢ od dI" o male wyzszych rzedéw na tle nieznacznych réznic
obu obwodéw. Mozemy wiegc plytke wyodrebniong z bryly rozpatrywaé,
jako ziozong z kostek dx X dy X dz, podlegiych dziataniu naprezen
M, Sin o M, Coso =
Og=——r>—p— x f -2 g L przytozonych do $cian dol-
./_y x yi
nych df” kostek, oraz naprezen tego samego rodzaju:
[Mg - dM,] Sin (0 -} =) [Mo+ dMg] Cos (w 4-7)

R ./_y"l‘d./_y BN ]x"l‘d-/x A
— (S + dS
+ —g , przytozonych doScianek gérnych JF’, Wobec nie-
F 4 dr
znacznych wartosci wszystkich przyrostéw: o, = — (o4 + doy) o —a,.

Zatem naprezenia gnace o, i —s, stanowié beda obcigzenie kostki rozpa-
trywanej — rozciggajgce, lub $ciskajace w kierunku osi OZ. Stad wnios-
kujemy, ze pod jego jarzmem kostka musiata ulec wydluzeniu lub skro-
ceniu o pewng cze$¢ swej pierwotnej dlugosci dz,, 0 przyrost A ds. Po-
njewaz dlugos$é kostek odksztatconych jest jednakowa i réwna ds, przeto
Ads =ds — ds,. Stad A dz = €od7, = ds — dz,, a przeto ds, =
=ds: (14 ep) =ds [1 — L I B ™ St £ _‘)Wobfc nie-
znacznej wartosci dopuszczalnych wydtuzen jednostkowych mozemy na-
pisa¢ wprost dzy = ds (1 —¢g) = ds —e,ds i ostatecznie eg ds =
= dz — dz, = A ds. Te wydhuzenia jednostkowe, przynalezne do posz-
czegolnych kostek ptytki zalezg niewgtpliwie od natezenia i znaku napre-
zef o,. Rzadzi niemi prawo, kidre tu wypisaé nalezy w postaci o=
== &g G5, znane z teorji rozciggania i Sciskania. Dla tworzyw, ulegajacych
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prawu Z/ooké’a, spolczynnik tego wzoru ma warto$é stalg — dla innych
tworzyw — zmienna. Wzér tylko co wypisany pozwoli zbada¢ odksztal-
cenia gnace.

Wyznaczmy linje obojetne obu powlok plytki. Wobec znikomej war-
tosci ds, linje te beda sig pokrywaly w rzucie na dolnej powioce. Wyni-
ka to wprost ze wzoréow tylko co wyzej wypisanych, o ile uczynimy
w nich o, = o', = 0. Poprowadimy plaszczyzng Srodkowa, prostopadiy
do obu linji obojgtnych. Przetnie ona oba roje prostych réwnego napre-
zenia. Wzdluz kazdej prostej roju panowacé bedzie naprezenie normalne
§ciéle okreslonej wartosci, rosngcej proporcjonalnie, jak wiemy, do odle-
glosci ¢ od osi obojetnej. Ta wartoéé wyrazi Sie wzorem:

Cos*w Sin® o
s = eM,, ~
Z S ] j.i\. i ./_1'-
Stad bezposrednio bedziemy mieli kolejno: A ds = e, dz =
Ce Sin? =
= 040, ds = ag el ds / exs -+ = z ,m. W tym wzorze zmienia
J? Jy

si¢ tylko ¢ — odleglos¢ punktu g od linji obojetnej, a przeto réwniez
1 odksstalcenia kosleh praekroju muszq byc proporcjonalne do odleglose
kostek od.osi obojcinych obu powlok, o ile o.g tha wartosc statq dla calego
cbszaru naprecen, pamyacych w praekroju. (I\ys 12).

Zatem i przed odksztalceniem obie powtecki ptytki musialy byé plas-

#ie, a plaszczyzny ich — przechodzié przez od-

0] ]0" nosne osie obojetne, tworzac pewien kat pomig-

AP dzy soba. Latwo to udowodnié. Wyznaczmy $la-
{2

- dy o 1 o’ linji obojgtnych obu s$cianek plytki na
ptaszczyinie Srodkowej, prostopadtej do owych

’a:-’ F”-—’ linji obojetnych., W tej plaszczyznie $cianki od-
) @  ksztalcone zaznaczq si¢ sladami CD i C'I od-
cc ¢ cink6w réwnolegtych prostych, przechodzacych

przez o i o'. Zalézmy, ze i przed odksztalceniem
Rys. 12. slady obu powlok zaznaczaly si¢ na tej samej
plaszczyinie przekroju w postaci odcinkéw dwéch

prostych, przechodzacych przez w i o’. Zatem przy odksztalcenin plytki
obie te proste musialy sig pochyli¢ ku sobie, przechodzgc w réwnolegle
CD i C'D'. Jest to mozliwe tylko wiedy, edy wydtuzenia wszystkich
ikostek ptytki pierwotnie ukos$nej bedg proporcjonalne do odleglosci ko-
stek od osi obolqtnych Wynika to wprost z rysunku, gdzie dla wszyst-
kich warto§ci ¢ musi si¢ wypelnia¢ zaleznos$¢ 7tg (d§) = dy = A dz: e.
Tylko w tym wypadku obie ptaskie powloki plytki, pierwotnie pochylone
ku sobie pod katem dv, stang si¢ réwnolegiymi pod jarzmem naprezen
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gngcych, a ptytka pierwotnie ukosna moze sie sta¢ prostg. Stad réwnie2
wniosek bezposredni, ze plytka pierwotnie prosta CDC'D’ stanie sie ukos-
ng, o ile zmienimy obcigzenie na odwrotne, to jest o ile przestawimy si-
ly i momenty. Wszystkie tylko co wypowiedziane wnioski dotycza two-
rzyw o stalej wartosci %e W€ WZOTZe e, = 0, G, dla calego obszaru na-
prezen, panujacych w przekroju. Nazwijmy tu rozpatrywane obcigzenie
plytki gnqcem, a wiedy bedziemy mieli zupelnie ogéiny wniosek: pivttha
0 plaskich rownoleglych Scianach praechodzi pod dzialaniem obcigzenia
gnacego w plythe ukosng o Sciankach rownies plaskich, pochylonsych ku so-
hie pod kqtem dp, lecz jednak tylko wiedy, gdy spotczynnik oo ma war-
fos¢ stalq dla calego obszaru naprezen, panujgeych w obu Sciankach plvet-
b odksstaicone;.

Ten wniosek stanowi tak zwane ,zafosenie Bernoulliego“. Wypty-
wa on bezposrednio z badania naprezerni i odksztalceri gngcych — moze
by¢ jednak wypowiedziany wprost a priori, jako zasada, na ktérej tatwo
zbudowa¢ caig teorje gigcia. W naszym wykladzie zasada Bernoulli’ego
stanowi sprawdzian praktyczny, o ile bowiem zgadza si¢ z doswiadcze-
niem — postuzy¢ moze jako dowéd bezposredni prawidlowosci samej teo-
rji. Wielokrotne doswiadczenia powaznych badaczéw stwierdzily, ze za-
lozenie to sprawdza si¢ dla wszelkich tworzyw w mniej lub wigcej sze-
rokich granicach obcigzenia. Nalezy przeto powyzej wylozona teorje gie-
cia uzna¢, jako wystarczajaco zgodng z istotg rzeczy i podaé jej zasto-
sowania praktyczne. W tym celu bierzemy przedewszystkiem pod uwa-
ge tak zwane: -

§ 2. Gigcie mimo§rodkowe. Zachodzi ono wtedy, gdy obcig-
2enie gnace plytki stanowia sily $rodkowe S, prostopadie do obu jej
Scianek oraz momenty gngce M. Wyznaczmy osie gidwne jednego
przekroju plytki, nazwijmy je przez OX, OY; trzecia 0§ OZ poprowadz-
my przez piytke prostopadle do OX, OY, a wiec i przez srodek sasied-
niej Scianki plytki, wycigtej w ciele nieodksztalconem. Oba przekroje
ptytki czyni¢ winny zado$¢ warunkom nastepujacym: S$rodki ick winny
lege¢ na wspdlnes prostopadiecy — osi OZ w odleglosci znikome) de=Q0,
a obwody pokrywaé si¢ w rzucie nicomal, ujawniajgc znikomq rosmice pol
F—F obu $cian plytki. Wyznaczmy jakikolwiek punkt p (x, ), lezacy
w polu F. Odno$ny punkt p; pola F’ bedzie miat te same spéirzedne
%, y, a kostka dx X dy X ds, wyodrebniona z plytki, stanowi¢ bedzie
widkienko ppy, faczgce oba punkty. Na zasadzie wniosku wyzej wypo-
wiedzianego, odkszialcenie gnace kostki ujawni pochylenie obu $cian
. plytki o kat 4, przyczem oba przekroje pozostang ptaskie i po odksztat-
ceniu. Inaczej méwige, przy odksztalceniu jedna ze $cian, dajiny na to
£, pochyli si¢ ku drugiej # o pewien kat, pozostajac niezmiennie ptaska,
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musi wigc istnie¢ c§ obrotu wzglgdnego owych scianek plytki o kat de.
PoprowadZmy plaszczyzng srodkowg przez OZ prostopadle do owej osi
obrotowej. W tej plaszczyznie (Rys. 13) $cianki plytki meodkszta%conej
zaznaczg sig Sladami 1B i CD, a o$ obrotowa da punkt o,
lezgcy niewatpliwie na przediuzeniu prostej CD. Po odksztat-
o148 ceniu CD pochyli si¢ wzgledem 4B, znaczac nowy $lad w po-
JE> 4: staci odcinka EJ prostej, ktéra przejdzie réwniez przez o, two-
| rzac kat dp = EoC. To odksztalcenic gnace dokona sie pod
jarzmem odpowiedniego obcigzenia gngcego plytki. Przyi6zmy
i do srodka O $cianki 4B plytki nieodksztalconej site S, czyn-
ng wzdluz osi OZ, oraz moment M, , lezacy w polu ), a po-
chylony ku osi OX pod katem o. Sgsiednig $Scianke CD ptyi-
ki nieodksztatconej obcigzamy posrodku w O silg osiowg S,
dzialajgcq wzdiuz osi OZ, oraz momentem M’,, lezgcym w po-
lu /”. To obciazenie rozwinie naprezenia, ktore sprowadza
o opisany wyzej obrét, przyczem poszczegélne widkienka skrdoca
si¢ lub wydtuza, rozwijajgc sity oporowe Gdy owe sily opo-
rowe zrownowazg naprezenia, plytka wejdzie w stan réwnowa-
Rys. 13. gi trwatej. Przypuscmy, Ze ten stan istotnie nastgpit przy pew-
nej wartosci kata d¢. Pierwotna dtugo$é¢ OO, otrzymata przy

tem przyrost O,0,, lezacy niewatpliwie na osi OZ, zachodzily tu bo-
wiem jedynie i wylgcznie zjawiska rozciggania lub $ciskania, wszelkie
przeto skrzywienia tego wiékienka trzeba z gory wykluczyé, jako zgola
niemozliwe. Zatem punkt przylozenia sity S’ przesunal sie po osi OZ
w te lub owg strong, sila ta przeto po odksztatceniu bedzie i nadal $rod-
kowga, cho¢ nie prostopadla do sScianki £I, pochyli si¢ bowiem ku niej
pod katem =/, — d%. Inaczej nieco bedzie dzialal moment M’g po od-
ksztalceniu — nie bedzie bowiem lezat w polu F”, jeno sie z niego
wychyli pod katem, zawartym w granicach od zera do dy, a zaleznym
od polozenia momentu wzgledem osi obrotowej przekroju. Mimo to
jednak mozemy nadal rozpatrywa¢ S’ i Mg, jako obcigzenie gnace po-
la F” odksztalconego, poniewaz kat dp jest znikomo drobny. Wiasciwiej
jednak nalezaloby miasto S’ bra¢ S’ Cos dy oraz zastgpic¢ M ¢ — odnos-
nym rzutem na $cianke¢ M', Cos (Kdg), dzie 0 < K < 1, wxemy jednak,

2e Cosdp =1 — = é 3 det L, zatem popelnimy bigd nader

[

':_1
o
e

St

nieznaczny biorac wprost S'i M,

Wobec istnienia rownowacrl trwalej musi byé¢ S =— (S - dS)
oraz M",_ﬂlg—}— dM, z warunkiem, aby moment M, pochylony byt
ku osi OX pod katem o -+ | tu znéw drobne réznice 4S i a’M
winny réwnowazy¢ sity zewnegtrzne, siedliskujgce w czgsteczkach samej
plytki, lub dzialajgce na jej powierzchni¢ boczng. Tylko co wyznaczone
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obcigzenie gnace plytki da uklad naprezeri gngcych, przyczem obustron-
Mo Sin o M, Cos o
jy %+ 7. Y+

-+ ]é, Dla srodkowego widkienka OO,, gdzie x — y = o, bedziemy

ne napr¢zenia widkienek pp, beda: 6, = —

mieli 6,0 = S : F, mozemy przeto, korzystajac z ogélnego wzoru, wy-
znaczy¢ odnosne wydtuzenie jednostkowe piszgc €g0 = 0 Gy, a zatem
D0, = g0 X 00, = €god3 == Ug Ogods = “g%

Dla linji obojetnych 6, = 0. Istnieje przeto szereg widkienek istot.
nie nalezgcych do przekroju lub tylko wyobrazalnych, aczgcych odpo-
wiednie punkty pokrywajgcych si¢ w rzueie linji obojetnych obu prze-
krojow plytki. Wiékna te nie ujawnig 2adnego odksztatcenia, bo dla
-nich e, = 0. Stad prosty wniosek, ze o$ obrotowa musi lezeé na linji
obojetnej, co zreszta wynika bezposrednio z ogélnej teorji.

Oznaczmy przez e odleglo$¢ jakiegokolwiek widkienka pp, od osi
obrotu, czyli od linji obojetnej, a wtedy dla tego, widkienka bedziemy

o . Cos’e0  Sin’o ;v ] .
mieli: oy = ?Mé’] T = v Wydtuzenie jego bedzie: A ds=

dz.

Cos?o  Sinle
= egdz = 0o Og dz = Co eMg. as T’x— + -—jz;—. Poprowadimy

skrajne styczne obu odksztalconych scianek plytki, réwnolegte do osi
obrotowej — linji obojetnej. Bedg to linje skrajnych naprezen normal-
nych, przynaleznych do skrajnych wiékienek plytki, iaczacych odnosny
punkty stycznosci. Gdy o$ obrotowa lezy poza przekrojem, oba skrajne
wibkienka ulegng skréceniom, lub, jak na rysunku — wydtuzeniom CE
i DF, pod dziataniem skrajnych naprezer, ktére z latwoscia wyznaczymy
z ogdlnego wzoru, czynigc w nim kolejno e, = Co oraz ¢, = Dw, Bez-
wzglednie wigksza z tych wartosci da bezwzgledng najwiekszosé napre-
Zenia. W dahym wypadku bedzie to oczywiscie

Cos*e  Sino . . ‘
T =8 Mg ]/——,,—i -+ A poniewaz e; > e,, a obie sg tego samego
I b

znaku. Skrajng naprgzenia nalezy uczynié réwng najwyzszemu dopusz-
czalnemu naprezeniu gngcemu danego tworzywa, a wigc o = kg, uw-
zgledniajac przy tem rodzaj obciazenia, ktére i w tym wypadku moze by¢é
stale, powtarsane lub gmiennc. '

' W ten spos6b mozemy sprawdzi¢ wytrzymaltosé preta, pozostate bo-
wiem naprezenia wibkienek, jako bezwzglednie mniejsze od oy, nie prze-
kroczg owej skrajnej wartoSci dopuszczalnej. Cheac z kolei wyznaczy¢



odksztatcenia gnace, przediuzamy proste 48 i FF do przeciecia sie
w Ninazywamy odlegtos¢ tego punkiu od osi OZ przez p. Nadto niech
bedzie ¢, odleglosé osi obrotu od osi OZ, a wiedy z podobieristwa tréj-
katow: -fg' (do) = 00, : p = 0,0, : ¢, == a1, : ¢. Wyzej widzielismy, 2e

S o3
0,0, = ag e 7 dz, zatem 00, = 00, 4+ 0,0, = d= (1 -~ “‘e'})' Nadto,

wobec mnieznacznych: wymiaréw kata dv mozemy niewglpliwie pomingé
znak Zg, piszac wprost:

dz(l +-agS: F) _og Sds o, cMqdz Cos*o Sinze

T T T i el e AR e S
skqd i_— d‘g .J/[ S _l / ( 05 (U Q};]:'T;;’ (’_, s /' "' n- e '//( 052 (‘)—r— fbil::_“f i
f F .] X ./'_y / -]_‘,V

=S:IM, ]/COS’ iy ‘)”r ot Sl wzory rozwigzujg catoksztatt za-
PR AT T

gadnienia. Godzi si¢ jednak zaznaczy¢, ze stosujg sig¢ jedynie i wylgcz-
nie do iworzyw, ujawniajgcych stalg wartos¢ «, dla catego obszaru na-
prezer, panujacych na obu powtokach plytki odksztaiconej

Gdy oS obrotowa lezy poza plytka, wtedy obie odleglosci ¢, ¢, s3
jednego znaku, mamy wigc ¢, ;3 > 0, a na calej plytce panujg napreZenia
jednoimienne. Gdy znoéw oS obrotowa przecina piytke, wtedy ¢, ¢; << o,
linje obojgtne przecinaja plytke, pokrywajac si¢ w rzucie wzajemnie.
Istnieje przeto szereg 'wlokienek obojgtnych, 1gczacych odnosne punkty
obu linji oboje¢tnych. Te widkienka nie ulegajg zadnym odksztalceniom,
a_cala plytka dzieli si¢ w danym wypadku na dwa obszary. W jednym
panujg naprezenia i wydluzenia dodatnie — w drugim — ujemne. Na gra-
nicy obu obszaréw napreZenia i odksztalcenia gnace sg réwne zeru.
W szczegélnym wypadku moga obie linje obojetne przechodzi¢ .przez
$rodki odnosnych przekrojéw. Wtedy e, = o, co jest mozliwe tylko wte-
dy, gdy S = 0. Jest to wypadek giecia wilasciwego.

§ 3. Gigcic wlasciwe. Wyodrebnijmy plytke z ciala odksztatco-
nego, . prowadzac dwa sgsiednie przekroje. Srodki ich winny lezeé na
wspélnej prostopadiej, a obwody pokrywaé si¢ w rzucie nieomal, ujaw-
niajgc znikoma réZnic¢ pél F'—F porzadku dF. Wyznaczmy osie gléw-
ne OX, OY jednego z przekrojow, o§ OZ poprowadimy przez $rodek
O’ drugiej Scianki ptytki, odleglej o dz = OO’. Te plytke obcigzamy pa-
rg momentédw gnacych. Jeden z nich M lezy w polu F, pod katem w
ku osi OX — drugi M, w F' pod kalem o -+ = ku tejze osi. lrgczne
dziatanie obu momentéw da odksztalcenie gngce. WezZmy pod uwage
dowolny zresztq punkt p. (x, y) pola F. Odno$ny punki g, pola F' be-

LS
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dzie mial te same spéirzedne x, y, a kostka dx X dy X ds, wyodrebnio-
na z plytki nieodksztatconej stanowi¢ bedzie widkienko pp,, laczace po-
letka dF i dF’ przynalezne do p6l F i F'. W dF panowaé bedzie na-

- M Sin o M,, Cos »
prezenie normalne gnace 0, = — —=——— x -} —=—

B L Jx
gdy dI" ulega¢ bgdzie naprezeniu ¢’y = — (6, -+ ds,) & — 6., 0 czem
z tatwos$cig przekonamy sig, rozumujac zupeinie tak samo, jak w powy-
Zej rozpatrywanym og6lnym wypadku. Dla srodkéw plytki mamy x=y=o,
dla nich przeto o, = o, linje obojetne istotnie wigc przechodza przez’
srodki O, O’ obu Scianek plytki.

PoprowadZmy plaszczyzne srodkowg przez OZ prostopadig do linji
obojetnych, W tej plaszczyinie (Rys. 14) $cianki plytki nieodksztalconej
zaznaczg si¢ $ladami 4B, CD. Po odksztaiceniu CD po-
chyli si¢ ku 4B, znaczgc nowy s$lad w postaci odcinka 4 C| 7f
prostej [F, przechodzacej przez srodek O' przekroju | J &/t
CD — tam bowiem lezy linja obojetna — 0§ wzglednego 2

¥, podczas

obrotu $cian piytki o kat dp. Przy obrocie jedynie tylko ol =
widkienka, zawarte pomigdzy linjami obojetnemi, nie ule- 3 ol2

gng odksztalceniom. Ten szereg widkien obojetnych za- F n/
znaczy wyrazng granicg réznorodnych obszaréw odksztat-- o fage P

cei. W jednym wszystkie wlékienka ulegng wydiuze- 4

niom — w drugim skréceniom tem znaczniejszym, im da- ~ Rys. 14.

lej leze¢ beda od osi obojetnych. Oznaczmy przez e od-
leglos¢ jakiegokolwiek widékienka ppr, od linji obojetnej. Pierwotna jego
dfugos¢ ppy = dz otrzyma przyrost Adz=1., py =e,dz na tle obu-
. 1 - Cos*w Stn?

stronnego dzialania naprezen gnacych: o, = ea.,.M T, 7
rozciggajacych, lub S$ciskajacych. PoprowadZmy skrajne styczne obu
Scian ptytki odksztatconej, r6wnolegte do osi obrotowej — linji obojetne;j.
Beda to linje skrajnych naprezen normalnych #rdénego znaku. Jedno
skrajne wi6kienko, taczace punkty stycznosci — bedzie $ciskane, — prze-
ciwlegle — rozciggane. Odnosne wartosci naprezen latwo wyznaczymy
Z powyzszego wzoru, czynigc w nim e réwnem e, = CO' lub ¢, = DO,
przyczem tu niewatpliwie e¢,6, << 0, jako, Z2e linje obojetne przechodzg
przez Srodki przekrojéw. Bezwzglednie wiekszg z tych dwoch wartosci
napreZen nalezy uczynié réwng najwyzszemu dopuszczalnemu naprezeniu
gnacemu kg, aby zapewni¢ trwalo$¢ tworzywa.

Chcac z kolei poznaé¢ odksztalcenia gngce, przediuzamy proste AL
I EF do przecigcia sig w N i nazywamy odleglosé tego punktu od osi
OZ przez p. Z podobnych tréjkatéw bedziemy mieli: g (dg) = OO0’ : p =
=pp:e. I tu znéw wobec nieznacznych wartosci kata dv mozemy
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dz oy Mo ds /Cos?e  Sinte 1
napisa¢ poprosiu: de = — == —5 & ! — LT, co da — =
P ¢ T T Ty o
Cos*v Sin*o Cos*w Sin?w
—a, M l/ »-‘3 S dp = g Mg d Coadiv, GRins ot
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sam wynik otrzymamy czynigc .S == o0 we wzorach ogélnych. poprzednio
wyprowadzonych. W ten sposéb rozwigzaliSmy caltoksztalt zagadnienia
w zastosowaniu jednak wylacznie tylko do tworzyw, ujawniajgch stala
.wartos¢ ao dla calego obszaru naprezefi, panujacych na obu powlokach
piytki po’ odksztatcenit.

§ 4. Odksztalcenia gnace pretéw prostych. Wezmy pod uwa-
¢¢ pret prosty dowolnego zreszta przekroju poprzecznogo, stalego, lub
zmiennego (Rys. 15) i wyznaczmy una tym prgcie szereg
przekrojow poprzecznych Aa, Bb, Ce, Dd . . . znikomo
odlegtych od siebie. Ich srodki @, B, v, & . . . lezeé beda
na osi prostej preta w odleglosciach off = dz, Py =d7,
0¥ =4ds” ... W ten sposéb wyznaczamy myslowo w pre-
cie nicodksstalconym szereg plytek prostych. Po odksztal-
ceniu gnacem plytki te przejdqg w ukosne. Chcgc zdaé
sobie sprawg ze zjawisk tu zachodzacych, rozpatrujemy
zrazu pierwszg plytke i zakladamy, Ze tylko ta jedna ule-
gta odksztalceniu, a pozostale -— zachowaly ksztalt pier-
wotny. Po zgieciu $cianka Bb obrdcila sie o pewien kat
— pochylita si¢ ku Aa na tle obrotu okoto osi obojetnej, a jednak pozo-
stala niezmiennie plaska. Obrét odbyl sie okolo linji obojetnej o, leza-
cej w plaszczyznie Bb. Srodkowe widkienka of ulegto skréceniu lub wy-
diuzeniu o przyrost Bj’, zalezny od sily osiowej S panujgcej w plytce,

5
wiemy bowiem juz, ze @’ _a,de. ‘W szczegbélnym wypadku, gdy

S=o0, wtedy i Bf’= 0. Tutaj wiec srodkowe wibkienko pozostaje nie-
2zmienione przy odksztatceniu i réwne swej pierwotnej dlugosci dz, a li-
nja obojgtna przecina o$ prgta w @/, przechodzgc przez $rodek przekroju.
W obu wypadkach tylko co wyszczegdlnionych, dalsza cze$¢ preta po-
chyla si¢ o kat obrotu dp, a o$ podiuzna preta ulega ostremu zalamaniu
w f, pozostajac jednak dalej prostg od tego punktu poczqwezy To sa-
mo nalezy-<stowo w slowo powtérzy¢ w stosunku do nastepnej plytki,
ktora réwniez po odksztalceniu przejdzie w plytke ukosna. Jej srodkowe
wiokienko B¢’ ulegnie przytem skréceniu lub wydluzeniu o przyrost +'v”,
‘tory w szczegbinym wypadku moze by¢ réwny zeru, gdy odnos$na sita
S =o0. Na tle ponownego obrotu okoto nowej linji obojgtnej w’, 0§ po-
Huzna pregta ulegnie powtérnemu zatamaniu, tym razem jednak juz
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w punkcie v — 1 — pochyleniu o kat nowy d¢’. Gdy nowa os obroto-
wa o' rownolegia jest do o, wiedy niewatpliwie oba katy dv i d¢’ lezg
w jednej plaszczyznie. W ogélnym wypacku linje obojeine nie sg row-
nolegle i katy lezg w roznych plaszczyznach obrotu. Powtarzajgc to sa-
mo rozumowanie w stosunku do dalszych plytek, dochodzimy do wnios-
ku, ze pret pierwotnie prosty ujawnia pod jarzmem obcigZenia gngcego
odksztalcenia nastepujace:

1° O$ jego podiuzna pierwotnie prosta, staje si¢ w ogdlnym wy-
padku krzywg przestrzenna, lub — krzywa ptaskg w szczegélnym, gdy
wszystkie linje obojgine, grajgce role osi obrotowych piytek, sg réwnole-
gle. Os podtuzng preta odksztalcong zowiemy zwykle krétko odksztalcong.

2° Wszystkie poprzeczne przekroje plaskie preta, prostopadie do
jego osi podituznej pierwotnie prostej, beda prostopadte do odksztalconej
1 pozostang plaskie i po odksztalceniu. Ten punkt jest wprost oczywi-
sty, poniewaz katy aof’, &', ¢1’%" . . . sg proste, a w granicy odle-
glosci of’, 'v”, . . . daza do zera.

3° Diugosci tukéw osi podtuznej preta pierwotnie prostej, nie ule-
'gng zmianie przy przejSciu tej osi w odksztalcong, o ile sily. srodkowe
wszystkich plytek sa réwne zeru; w przeciwnym razie o$ preta przy od-
ksztalceniu wydluza si¢ lub skréca, w zaleznosci od znaku sil osiowych
poszczegblnych plytek. Istotnie, gdy S=S"= ... =0, wiedy pp’'=
=1%"=... =o0, a przeto 1 odcinki dz, d2', ds", . . . pozostang nie-
zmienione po odksztalceniu. Gdy jednak sily osiowe nie sg réwne zeru,

L P . : . S
‘wydiluzenia zalezq od zmaku sil, mamy bowiem ff =, 7 dz, 7" =

Sl
(Zt‘,.-—[—'.—,ds if. d. =

§ 5. Wygiecie plaskic preta prostego. Wygiccie preta pro-
stego nazywamy plaskiem, gdy jego o$ podiuzna, pierwotnie prosta. staje
si¢ krzywg ptaska po odksztatceniu. Plaszczyzng, w ktérej lezy odksztal-
cona, zowiemy plaszczyzng giecia. Tego rodzaju odksztatcenic gnace za-
chodzi wtedy jedvnie, gdy osie obrotowe wszystkich przekrojéw sa réw-
nolegle, a zatem prostopadie do plaszczyzny gigcia, w ktérej lezy od-
ksztalcona. Z latwoscig dojdziemy do przekonania, ge pref prosly ulega
gigciv plaskiemu, gdy jednoimienne osie glowne wszystkich jego przekyo-
70w popreecamych letq w tych samych plasscayznach do siebie prostopad-
tych, @ wszystkie momenty gnqce sawiera jedua s nich. Druga staje sig
wledy plaszczyzng giccia. Istomie z ogdlnej teorji naprezen gngcych wie-
my, 7e o$ sit momentu gnacego jest kierunkowo sprzezona z linjg obo-
jetng. Gdybysmy przeto zatoiyli, ze osie gléwne poszczegéinych prze-
krojéw preta nie lezg w tych samych plaszczyznach, to wtedy trzebaby
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byto w kazdym poprzecznym przekroju inaczej pochyiaé¢ moment ku
osiom giéwnym, aby otrzyma¢ odnos$ne linje obojetne réwnolegte. Wy-
magatoby to niestychanie zloZonego obcigzenia, ktére w ogélnym wypad-
ku wprost pomysle¢ si¢ nie daje. Nalezy przeto zwezi¢ krag rozpatry-
wania, biorgc pod uwage prety jednorodniec zbudowane. Przekroje po-
przeczne pre¢tow tego rodzaju zmieniajg si¢ w sposéb ciaggly a nieznacz-
ny, a osie giéwne jednoimienne owych przekrojéw — leza w tych samych
plaszczyznach prostopadtych do siebie.

Z ogélnej teorji gigcia wiemy, Ze linje obojetne sg réwnolegte do
osi gléwnej, gdy na tej osi lezy moment gngcy. Zatem warunek drugi
gigcia plaskiego wymaga, aby wszystkie momenty gnace przekrojéw po-
przecznych prata— lezaty na jednoimiennych osiach giéwnych odnosnych
przekrojow. To naleZato udowodnié.

Plaszczyzny, zawierajace jednoimienne osie giéwne przekrojow po- .
przecznych preta bedziemy nazywali plasscaysmami glownemi preta. Za-
162my, 2e osie gléwne OX leza w lakiej. plaszczyZnie, a na nich — od-
no$ne momenty gnace. Wtedy dla kazdej ptylki @ =0, a pryeto dla

A e _ g M,
giecia mimosrodkowego plaskiego: — = ——»‘—-“ dcy___a M ,
P 1= 7’g 'r ] ]
S Jx M, o M, ¢ e :
&y — , 8y = =¥ = ==e¢——"- a za$ dla giecia wlasciwego plas-
Fi, 7.2 TF L s 80 P
1 M. s M., M
kicoo: — = o. S do=o, M, —,6 ¢,==0, G,=—= 3y = ¢ — £
(3 o & ].‘& 1 g g -/.\' S -./.1.' J ./.\; ’

tu bowiem linje obojetune przecinajg odksztalcong preta.

We wzorach ogdlnych przez p nazwali§my odleglos¢ widkna srod-
kowego ptytki od prostej przecigcia si¢ obu odksztatconych $cian plytki.
Szereg ptytek stanowi pret. Ich Scianki dajq przekroje poprzeczne preta.
Odksztatcona skiada si¢ 'z wiékien srodkowych plytek odksztalconych,
kolejno po sobie idgcych. Wynika stad, ze Scianki ptytki odksztalconej,
lezq w sasiednich plaszczyznach normalnych odksztalconej preta, a zatem
u stanowi promien Arazywizny odksztatcone;. Ten wniosek dotyczy wszyst-
kich rodzajéw gigcia, szczegélng jednak uwage posiada w wypadku gie-
cia plaskiego. jak to zobaczymy w nastepstwie.

§ 6. Wskainik wyitrzymalosciowy. W wypadku giecia plas-
kiego mimosrodkowego lub wilasciwego z tatwoscia wyznaczymy skrajne

¢ )
naprezenia gngce w postaci: s, :Mg]—;—{— T Gs2 = Mg%— ~4- i
3 ; X

" W obu wypadkach' odnosna linja obojetna jest réwnolegia do gi6wnej
plaszczyzny preta, w kidrej leza momenty gngce i lezy w odleglosci e,
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od tej plaszczyzny. Gdy S=o, wiedy i ¢, =10, a przeto momienty gnqce
lesq na linjach obojeinych w wypadku gigcia plaskiego wiasciwego. Nadio
w tym wypadku e, i ¢, zalezg wylacznie tylko od postaci samego prze-
kroju. Nazwijmy wskaznikiem preekroju — iloras jego momenti gisrne-
go beswladnosci, deielonego pres odleglosé skrajnego widkna od ovsi tego
momenty 1 oznaczmy przez Wy = J.: e, W = J.: ¢, a wiedy w wy-
padku giecia plaskiego wlasciwego, — moment gnqcy, dzielony praes
wskasnik odnosnego praekroju, da warlosé skrajng napresemia gnacego,
ktérg nalezy uczyni¢ réwnag Re. ,
Wyznaczmy wskaZnik przekrojéw czesciej spolykauych w praktyce:

1° Przekrdj prostokginy. Dla osi gléwnej OX, réwholegtej do pod-

stawy B przekroju: e;= —1/, H, ey = -1/, H, a przeto W, =— WV, ,=
= Wy =1 BH?* Dla drugiej osi giéwnej OY, réwnoleglej do wyso-
kosci /7 prostokata: ¢y = — /3 BB, es =1/, B, a przeto Wy, =— I/V}.1 =
= Wy =1, HB"

2° Prsekrdj kolowy. Dla wszelkiej osi OX s$rodkowei: ¢, = — /v,
¢,=PR, bedziemy mieli przeto: W, = — W,, = W,, = =/, R¥ = =f,, D"
Zupelnie te same wartosci ¢ = — R, ¢, =R otrzymamy dla przekroju
prerscieniowego 0 promieniu zewnetrznym R i wewnegtrznym », a wiec dla
pierScienia  kolowego: W, = — W, = W, — ;1%? (Rt — ) =

== [D'—dV: 32D,

3° Przekrdj eliptycany, Dla osi gléwnej OX, na ktérej lezy duza
potos elipsy, ey=—20, ey=10, zatem W, = — W, = W, = 7/, ab?; dla
drugiej giéwnej osi OY podobniez: ¢, =—a, e, =a, co daje W, =
== Wy =W,=r{a’, — '

40 Dwuteownik Ne 25. Gtéwng of OX tego przekroju prowadzimy
przez Srodek prostopadle do srodnika, drugq OY — przez $rodnik pro-
stopadle do OX. Dla UX tablice podajg wartos¢ J, = 4954 cm* nadto

dla tej osi: ¢y =—1y H=— 12,5 cm, e, =12,5 cm, wysokos¢ bowiem
dwuteownika, w kierunku osi OY mierzona, wynosi A =25 cm. Stad
Wy=— Wy = Wy, =4954: 125 =396 cm®. Te¢ wartos$¢ daja row-
niez i tablice. Dla drugiej osi ¢ =—1/, B=—5,5 cm, ¢, = 5,5 cm,
szerokos¢ bowiem paséw: B =11 cm. Nadto z fablic J, = 255 cm’,
a przeto Wy, = — W, = W,y =255: 5,5 = 46,4 cm®. —

8% Ceownik N2 28. Korzystajac ze znakowania (I. Rys. 19) zauwa-
2ymy, ze dla osi gidwnej OX, osi symetrji przekroju: <, = — 1/, F/ =
= — 14 cm, ¢, = 14 cm, cala bowiem wysokosé ceownika, mierzona
W kierunku osi OV, wynosi H =28 cm. Zatem W, =— W, =W ==
= J,: 14 =16276 : 14 == 448 cm?, tablice bowiem podaja J, = 6276 cm*.
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[naczej rzecz sie ma dla osi OY; {wiaj: ¢y = HO = — 2,53 cm, a przeto
tpe=AD — HO=PB -253=95--253=06,97 cm, bo szerokos¢ obu
pasow =95 cm. Nadlo z tablic: J, == 399 cm®. W danym wypadku
obie wariosci wskaznikow sa rézne: Wy, =399 : (—2,63) = — 157,7 cm’
oraz 1/, =399 : 6,97 = 57,2 cm®. —

7 powyzszych przykltadéw widaé, ze obie wartosci wskaznika nje
rozniy sie wartoscia bezwzgledna dia osi symetrji przekroju, natomiast
w wypadku przekroju niesymetrycziiego wzgledem osi glownej moga
ujawnia¢ dos¢ znaczne r6znice. W tym wypadku oznaczamy zazwyczaj
przez IV, bezwzglednie mniejszg warto$é¢ W, i W,., majgc na widoku
wyznaczenie skrajnego najwyzszego naprezenia o, max =M, : W=k, .

§ 7. Wygigcic Lamarle’a. Ten rodzaj wygiecia stanowi naj-
prosiszy przyktad gigcia plaskiego a zarazem jedyny S$cisly wypadek
urzeczywistnienia powyzej poczynionych zatozen. WeZmy pod uwagge
piet prosty poziomy. W punkiach B i C jego pierwotnie prostej osi
przviézmy dwie iednakowe sity A2, dajmy na to skierowane ku gdrze,
oraz dwie takie same sily skierowane w dot w punktach 4 i O, odleg-
tych 0 2. od C i B Wszystkie te cztery sily sg réwne, réwnoclegte i pro-
stopadie do osi pjerwotne; preta, a przy odkszialceniu nie schodzq ze
swych linji dziatania. Jakikolwiek przekréj poprzeczny preta o sSrodku
0, lezacym na osi, dzieli obcigzenie gnace na dwie gromady, prawg i le-
w4, zawierajgce po jednej parze sii. Ka’da z nich po sprowadzeniu do
osrodka O da poredynczy moment gnacy M, = P, prostopadty do ptasz-
czyznuy sit — staiy dla wszystkich' przekrojéw poprzecznych, zawartych
pomiedzy C i 2. (Rys. 16:. '

Zbudujmy pr¢t jednorodnie, aby osie glowne OY jego przekrojow
poprzecznych lezaty w plaszczyznie sit — wtedy momenty
gngce beda lezaly -na osiach glownvch OJX. Gigcie bedzie
rlaskie; plaszczyzna sil sianie sig plaszczyzng giecia. Mo-
zemy przewo dia przekroju poprzecznego, przechodzacege

przez Srodek O, wypisaé wzory ogdlne:
| PR . U U S
sOWY p S dr & Sy
lutaj bowiem S =0 a wigc i ¢= 0 — momentv gnace lezg na linjach

obojetnych OX.

Gdy przekréj poprzeczny preta jest stalv, wledy dla wszysikich prze-
krojéw J,, I, majq wartosci stale, a wszys.kie przekroje poprzeczne
migdzy C 1 B sg jednakowo naprezone. Jest to wi¢c pret o stalej wy-
trzymalosci na gigcic, bo wszystkie jego przekrojc w Srodkowej czgsci
iezgce, sq jednakowo wytrzymatosciowo wyzyskane. Godzi sie jednak
zauwazyd, ze w pozostalych czesciach preta warunki obcigzenia bedg zu-
peinie inne -— wszystko to, cosmy tu moéwili, dolyczy przeto wylacznie
srodkowej czesci preta. Dla niej promienn krzywizny odksztalconej jest
staty — odksstaicona Srodkoivey cicécl preta. jest {ukicin kola, co stanowj
ceche wygiecia Lamarle’a. Z tatwosciq wyznaczymy strzalke tego luku
czyli tak zwang S$rodkowg strzalke wyziccia.
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Bedzie to f=p—V p*— [V, P2=1[/;: gl A {—=n/n —[agPI\ 2 2 T3
Gdy przekréj poprzeczny preia jest zmienny, poszczegdlne przekroje nic
sq jednakowo obcigzone, a ich protnienie krzvwizny — zmienne. Wygie
cie srodkowej czesci przestaje by¢ kotowem. Odksztaicoua staje sig krzy-
w3, ktorg z fatwo$cia wyznaczy¢ mozna z warunku [, : p = stalej. Nie
jest to juz wygiccie Lamariea.

§ 8. Obciazenia gnace. Tylko co rozpatrywany uklad sit stano-
wi jedyny rodzaj obcigzenia gngcego, dajacego po sprowadzeniu moment
gnacy, lezacy’ w poprzecznym przekroju preta odksztalconego. Inne ob-
quzema gnace tej wiasnosci nie poblada]q, daja bowiem w przekrojach,
procz momentédw gnacych jeszcze i sily ‘ngce. Jest to zupelnie zrozu-
miale — chcemy otrzymacé gigcie wlasciwe, bez domieszek 1vzciagania,
sciskania i skrgcania, gmatwajacych pierwotng czysto§é zjawisk giecia
wilasciwego, dlatego tez z gory wylaczamy przedewszystkiem wszelkie
sity, pochylone ku podhuznej osi prgta nieodksztalconego pod katem roéz-
nym od prostego. Sily tego rodzaju muszg da¢ skladowg S, a zalem
spowodowaé giecie mimosrodkowe.: Ponadto z sit pozostatych, a wiec
prostopadtych do osi podiuznej preta nieodksztatlconego nalezy odrzucic
sity lezgce poza obrang plaszczyzne gigcia, jako dajgce dodatkowe mo-
menty skrecajgce. Bedziemy zatem rozpairywali obcigZenia gnace, zlozo-
ne wylacznie z sit prostopadiych do podiuznej osi preta nieodksztatcone-
go, a lezacych w plaszczyznie zigeia. Kazda z sit tego rodzaju, sprowa-
dzona do $rodka danego przekroju poprzecznego, daje moment gnacy
rowny sile mnozonej przez jej odlegto$é od punktu sprowadzenia oraz -—
site tngca, przylozong do tego -srodka, réwng danej sile, réwnolegly j¢j
i kierunkowo dzialajaca jak ona. Jezeli sprowadzimy kilka takich sil, to
otrzymamy moment wypadkowy rowny sumie poszczegdlnych momeniow
i sit¢ tngcq wypadkowg réwna sumie wszystklch sit tngcych. W szczegol-
nym wypadku, kiedy wypadkowa sita ingca réwna jest zeru — bgdzieiny
mieli obcigzenie gnace wihasciwe.

Mimo to wzory giecia stosujemy i do innych obciaZen gnacich,
mijajac dziatanie sit tnacych. Czynigc tak, popetniamy blad, klmy ]and}\
na ostateczny wynik obliczeri ma wptyw niewielki w wanmkath zwyklych.
Inaczej méwnqc w zjawisku wylirzymatosciowo ztoZzonem pomijamy czes¢
podrzedng ci¢cte, oddajac wylaczne mor\vs7enstwo giecrn. W jednym
z nastgpnych dziatéw kursu 1ozp'1trzymy owg czesé pominiqiq, ustalimy
. wWzajemny stosunek odksztalcen, i przekonamy sie, 2e prawie zawsze $ci-
nanie moze hy¢ catkowicie pominiete. Jako drugi typowy przyklad roz-
patrujemy:

§ 9. Pret osadzony jednym koficem, u drtt- 5 | 5

giego obciazony sila gnaca. Pierwolnie prosty 5m,f
pret, jednym koricem osadzony nieruchomo, obcis2a- Bip 1
my sitg P u drugiego korica, prostopadle do osi gl __2 o
podiuznej pregta przytoZzong. Pod jarzinem tej sity i s
pret (Rys. 17) ugnie si¢ w dék jego os podiu?na, £ JERSL

Pierwotnie prosta, wykrzywi sig, stanie sig Araywq
AB - plaskq. Cze$¢ osadzony preta oznhaczamy Rvs. 17.
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przez Ao, Od punkiu o pret ulega wygigciu, jest to skrajny punkt nie-
ruciomy preta. Poprowadimy zen stala 0§ of wzdluz osi podiuZnej preta
nieodksztalconego, 0§ oy uldzmy w plaszczyZnie sity P — trzecig oS ol
kierujemy prostopadle do ptaszczyzny gigcia ku patrzgcemu. W odleglo-
$ci & od poczatkn spotrz¢gdnych na odksztatconej obieramy dowolny zresz-
1a punkt O, $rodek odncs$nego poprzecznego przekroju prgta odksztatco-
nego. Spoirzedne tego punktu bedg odpowiednio £ i 4. Gidéwng oS tylke
co wyznaczonego przekroju, lezaca w plaszczyZnie sity P, oznaczymy
przez OY; druga o§ OX bedzie szla ku patrzacemu, — trzecig kierujemy
po stycznej, -poprowadzonej w punkcie O do odksztalconej, nadajac jej
‘kierunek zgodny z osig OL. Kierunek osi OZ wyznacza zarazem kieru-
nek osi OY, ktéra tu trzeba prowadzi¢ w dét, zgodnie z ogdlnem pra-
wem, podanem na poczatku tej czeSci kursu. W zalozeniu preta jedno-
rodnie zbudowanego jednoimienne osie gibwne OY wszystkich przekrojow
poprzecznych ulozg si¢ w plaszczyZnie gig¢cia — na osiach OX bedg le-
zaly momenty gngce My= P (/—C) — nadto w srodku O kazdego
przekroju poprzecznego panowac bedzie sita tngca P. Latwo to udowod-
nié, rozpatrujac w $rodku O dwie sity réwne /£ i réwnolegte lecz skiero-
wane przeciwnie, a wiec znoszgce si¢ wzajemnie. Jedna z nich iacznie
z sita P utworzy pare sit o ramienin / — ¢, gdzie / — oznacza odleglos¢
sity 2 od przekroju osadczego czyli pierwotng diugos¢ pr¢ta. Druga —
— da sile tngcg — stalg dla wszystkich $rodkéw O sprowadzenia. Po-
niewaz momenty M, rosng wraz z /—¢, przeto z tatwoscig otrzymac
mozemy odnoé$ny wykres momentéw w postaci tréjkata « B,//. Prostokat
wb,[F stanowi¢ bedzie wykres sit tnacych. Prowadzac w odleglosci oO=(
réwnolegty do w//, otrzymamy z tych wykreséw w odnosnej skali moment
gnacy Mo = OMy i sile tnacg 22 =0OP dla $rodka sprowadzenia O. Skraj-
na warto§¢ momentn A7, = P/ == w/{ panowaé¢ bedzie w przckroju osad-
~czym, gdzie {=o.
' W zatozeniu stalego przekroju poprzecznego prgta, skrajne wartosci
naprezer przekrojow wyralg sig wzorem G, =Mo: W, =P (I—0): W, .
W przekroju osadczym panowaé bedzie najwyzsza warto$¢ naprezeniy
#g=Pl: 1V,. Ten przekr6j jest niebezpieczny — dla nicgo nalezy
wyznaczy¢ wiasciwe wymiary, dobierajgc odpowiednig wartodé W, =
= Pl: k,. Tak, dajmy na to, dla przekroju prostokatnego bedzie Y/,
BH*== Pl: kg, skad okreslimy /7 lub B, biorgc stosunek m = B : H.
Wyznaczywszy w ten sposéb przekrdj poprzeéczny preta, mozemy |

ze wzoru dla i %o 200 otrzymaé réwnanie 7= /f({) odksztatco-
o 3
i 1 rode 1__1_ -f)” y H :_d"] ”_dﬂn
nej, pomew az: —P—_ - (1 _I_ .,i':;) 2 gdZIe N = dc. oraz 0" = d_cg . Te

réwnanie rézniczkowe jest nader trudne do caltkowania, daje sie jednak
uprodci¢. Poniewaz skrajne naprezenie kg jest stosunkowo niskie, prze-

o prakiycznie dopuszczalne wygigcie preta jest nader nieznaczne, a od-
chylenia % od osi «{ — znikome. To znaczy, e styczne odksztalconej
iworzg bardzo matly kat z osig of, mozemy przeto utozsamié¢ dlugosé
nierwolng preta / z dlugoscig odksztalcona, oraz poming¢ zupeinie %
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w mianowniku, piszac + J, 1" = oo P —¢t), co znacznie utatwia catko-
wanie. Wyniki, jakie ta droga otrzymamy, nie bgda zupetnie Sciste, lecz
wystarczajaco przyblizone dla malych wggiec’ preta. Wprowadzmy ozna-
czenie Ep=1: a,. — Wspéiczynnik L bedziemy nazywali spolcsynni-
liem sprezystosci na zginawic, a iloczyn E, J,. — ssiyunosciq preta w da-
nym prackroju. Zatem x Eg J, 0" =P (I —{) = M,. Sila P stara sie
wygiaé pret ku dotowi, dajgc odksztaicong — wypuklg wzgledem osi wl.
Poniewaz wszystkie rzedne 7 odksztalconej sg dodatnie, oznakg przeto
wypukiosci bedzie tu v” > o czyli 77 > o, trzeba wigc zachowad znak do-
datni we wzorze L, /.17 = P (/—%). Ca!‘;:;quc mamy: Lo J. 1=
D .
=C— -é ({ —10)* oraz Eg [ 11=1 —+ CL 3 ({ — ). State catkowa-
nia D i C wyznaczymy z tatwoScia, zwazywszy, 2e w punkcie o od-
ksztalcona musi by¢ styczng do osi of, co niewaipliwie wyplywa bezpo-
srednio ze sposobu zamocowania preta, ktérego koniec oA tkwi w_Scia-
nie i nie ulega zadnym odksztatceniom, jako osadzony trwale. Zatem
~ w punkcie o dla { = o0 mamy 7 =0 oraz 7 =, co da: C — 120 =",
oraz. D 4 Y, PP* = o i ostalecznie Eg Jon = Y, PI — o PP
+ Y. P(Ul—0)>=1, P>l —13L]. Widzimy stad bezpoSrednio, Ze naj-
wyzszej wartosci { =/ odpowiada najwyzsza warto§¢ u = f, czyli tak
zwana strzatka ugiecia preta oraz najwyzszy kat pochylenia stycznej ku
osi ol —kat 6 =arcig . Zatem f=1/y Pl*: E,J,. Poniewaz
EoJe =" PR —1], P(—8)? = PX [I—/, ], przelo 0=/, P/*: E. ], .

§10. Pre¢t osadzony jednym korncem, a obcigZony jedno-
stajnie. Tego rodzaju obcigzenie mozemy sobie wyobrazi¢, jako war-,
stwe piasku statej grubodci, ulozong na precie Jej cigzar catkowity P,
dzielony przez diugo$é preta pierwoing, da obcigzenie jednosikowe 2,
ktére zazwyczaj wyrazamy w KG na jednostke dlugosci prgta. Korzystajac
ze znakowania ustepu poprzedniego, z tatwosciq wyznaczymy moment
gnacy dla dowolnego przekroju poprzecznego, w odlegtosci £ od nasady
preta poprowadzonego. W tym celu bierzemy pod uwage sily, cisnace
na cz¢§¢ OB preta odksztalconego. Wypadkowa ich P = p X O5.
Przy nieznacznych wygicciach (Rys. 18) mozemy napisa¢ ze OB = I—¢,
a zatem P, = p (/ — ). Punkt uczepienia tej sily
lezy posrodku odcinka OB, to tez po sprowadzeniu
tej sity do sSrodka O otrzymamy My =1/, p (I—C)’=

=§; (¢ — )2, oraz sitg tngcq Py, ktorg, jak zwykle,

pomijamy. Tutaj wiec sity tngce bgdg mialy wykres

tréjkatny B,wF, a momenly — paraboliczny B,H o,
jak to najlepiej uwypuklia rysunek. Rys. 18.

' W zalozZeniu statlego przekroju poprzecznego

skrajne naprgzenia beda réwne og,, = M, : W, =P —0)2:2 1, .

Ich najwyzsza warto§¢ panowaé bedzie w przekroju osadczym, gdzie {=o.
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Czynimy ja réwng kg, = £:2W, , skad I/, = =Pl:2%s. W ten spo-
SOb swyznaczymy wlasciwe wymlary przekro,u
Chcac z kolei znaleZ¢ rownanie odksztatconej, piszemy FZ EoJy W =

P o skad: e P

~—'2'/"(‘ —'-.) Skad.L,y_/x f = C— Ez—(/ 53, ],(,. '1]—1) — (L -+ o547

‘/—8). Z warunkéw pamuqcych w przekroju osadczym mamy 1 =19'=¢

dla {=o, co da: (=1, Pi*, D=—",, £/ Stad réwnanie odksztalconej:
P

Eg Jo 7= s, P PP, —2— ({ — 0t Czyniac w niem {=/ otrzy-

rmmy,ja‘n w przykiadzie poprzednim:f = FPP:8 L, ], oraz 6 = P/*:
D BIE
W obu tylko co rozpatrywanych wypadkach jeden tylko przekrdj osad-
czy preta jest nalezycie wytrzymatosciowo wyzyskany — pozostate sg
=byt sowite. Aby te zbyinig rozrzutno$¢ usungé, nalezaloby wykonac:

§ 11. Pret stalej wytrzymalo$ci jednostronnie osadzony. Prze-
iroje tcco preta nalezy tak dobra¢, aby dla wszystkich przekrojow poprzecz-

nvch speimalo si¢ réwnanie My = I, /,. Dla takiego prqta—rll—= ﬂflg

Ee Jp = :E, J.. W zalozeniu przekroju prostokgtnego J, =
1/1» oh*, I/V — /u bkt Uczyrimy wysokos¢ wszysikich przekrojdw
wdh} i 16v \nq 11, wtedy dla 4 otrzymamy wzér b =6 M, : [[*ks . Nadto
' =1'=2ky: Eg — stalej. Wygiecie byloby scisle kotowe, gdyby

¢ bylo sit tnacych. W istocie jest ono jednak nieco inne, zbliza sig
dhd do kotowe go Chcgc wyznaczy¢ b dla poszezegélnych przekrojow,
na]e?y wyrazié 'll W pierwszym wypadku, gdy dziata sita 2 u konca

preta: 4, = P (I—C), w drugun.‘hg; £ (/ £)?, stad odpowiednio: b =

67 (I —20): Hky, oraz 6=3P (l —6)? /1”1,,/ Pierwszy wz6r
wekazuje, Ze b zmienia sie linjowo, rosngc wraz z Z—C—drucl ze zmiana
b jest paraboliczna; pierwszej zmiennosci odpowiada (rys. 19), drugxe] (rys.
20). W obu wypadkach dla przekroju osadczego mamy B=06F/: Ak,

, oraz B=23Pl: H'k,. A zatem b=DB (/—1%):/ oraz

,l,/’ﬂ b=DB ({—0)*: A (,ch. w obu wypadkach otrzymac
‘é == §5 strzatk¢ ugigcia, nalezy caikowac rownanie wyzej wypisa-

' e o 2k, 0%

ke
| ne =g = Cob gy b =D Cob

éi/—'-w state ca}kowama wyznaczy¢ moZna Z warunkow dla prze-
l__f_:,,“ kroju osadczego. Poniewaz 1q=1'—o0 przy {=o, przeto

—L, gdzie

ko
HE ¢2. Czyniac {u =/, otrzy-
namy ostatecznie strzalkg f=4, l":HEg W pierwszym wypadku, gdy

Rys 19120 (C=D=o i ostatecznie 7 =-
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dziata sita P, mamy: b, =6 P/: BH?, w drugim: kg, =3 Pl: BH? zatem
odpowiednio: /=6 PI3: ., BI{* oraz /=3 PP*: E, BII.
Zalézmy z kolei, ze szeroko$¢ b wszystkich poprzecznych przekro-

jéw preta jest stata i réwna B. Tutaj A= 6, : Bk, , nadto —(l~ =t =
S /]

=2 Ieg : Egh. Gdy dziala sila P, wtedy /7*—=6 P {{I—X{): .Bbg , W wypad-
ku zas obcigzenia jednostajnego: 4?=3 P (/—L)?: [Bk,. Pierwsza zalez-
no$é jest paraboliczna i odpowiada budowie preta, wskazanej na (rys. 21).
druga jest oczywiscie linjowa. Pret czynigey jej zado$¢ podaje (rys. 22).
W obu wypadkach dla przekroju osadczego mamy //2=
=6 Pl: Bk, oraz H*=3 Fl: Bkg, a zatem mamy po

podzieleniu: k*==H? (/—C):/ oraz h*=H?* (/—C)?: /2. Chcae — -f‘{
w obu wypadkach otrzymac strzalke ugigcia koficowg, na- ¥ L 2 L
lezy catkowa¢ réwnanie 4"’ = 2kg: Lo n. W pierwszym 5 B

¥ E N e 12 ]:’1:/’ farte ‘ {
wypadku przyjmuje ono postac: 7= Z B--”sﬂfcr.St%d. “mm"m“w
24 Pl .16 P =

1= C— gl b 1= D+ Gt g 0

Rys. 21 i 22,
[ tutaj znéw 1'=o0 n1—o, gdy {=o, zatem bedziemy imnieli:

. 24 PP = 16 113 5o A =, 158 . .
C _-E;,—BH@ D= — —Eg BIF Podstawiajgc te wartosci w réwnanie
odksztatconej i czynige w niem {=/, otrzymamy koricowq strzalke ugiecia
il S

- L. BHY

6 PI3 6 P
“ . - O — L ad: 7 — = ==
W drugim wypadku: 7"'= Eg BHY(I=ty skad: 75 (5 E; B
lg ({—=0), 1=D-}- CL+ -ﬂ6£1-~ = [lg (=0 — 1] (/ —¢). I znéw przy
E, BH?

D4 $

‘=0 mamy 7'=1==0, stad: C :—Efi—jg%;lgl, D = "E%%]—‘]T (1 — 28 i)
& S
Podstawiajgc te wartosci we wzdr dia odksztatconej i.czynige w nim {=/,
otrzymamy strzatke f=6 P/3: E, BH’ Wszystkie te strzalxi preta statej
wytrzymatosci sg znacznic wigksze. od strzaiek prgta o statym przekroju
prostokatnym B X H. Jest to zreszta prawo ogdélne. Nie powinno dzi-
wic—pret statej wytrzymatosci, jako oszczgdniej zbudowany, a wige slab-
szy—mocniej si¢ ugina.

-'§ 12. Obciazenie tréjkatne preta jednostronnie osadzoneco.
Pret wyzej rozpatrvwany obcigzamy piasciem, usypanym w ksztalcie warstwy
tréjkatnej (rys. 23). Cigzar calkowity piasku = P='/, O/, gdzie O=uw#,
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a /--oznacza pierwotna diugos¢ prela. WeZmy pod uwageg jakikolwiek
przekroj w odlegtosci £ od przekroiu osadczego. Obciazenie tego prze-
kroju stanowi¢ bedzie tréjkat o wysokosci 4 = Q (/ — £): /. Pole tréj-

kata 1/, O( — £)? : / da warto§é tego obciazenia,

r 7 Ld ktérg wprost oznaczymy przez P . Punkt uczepienia
o el o] tei sity bedzie niewatpliwie tezat w odlegtosci ¥,
T ity "", o7 (£ — €) od rozpatrywanego przekroju poparzecznego
5 ! 2 a zatem moment gnacy Mg =1/; O (/—C)*: 1. W za-
B%O\ o tozeniu stalego przekroju quznemy mieli E Ji=s
MTp s ___1~ i1 . e
nN/’ 57 € O (1—%)%, skad dwukrotnie calkujgc: Eq /=

Rys. 23. e\
=C— ‘21/“’ Q ({—0)t oraz Eg J, 1= D (‘C+120/

QO (/)% Dla przekroju nsadc zego, gdzie {==0, mamy 7'==1n=o0,a zatem:

~

0
€= o4 l* oraz [)=—=— 0-14 Podstawiajgc te wartoSci we wzér dla 7,

i cz ch w nim { = /, otrzymamy koricowq strzatkg ugigcia f = Q/*:30
} Kat, jaki utworzy skrajna styczna odksztatconej z plerwotnq osia

preta, bedzie 6 = OF : 24 I, J, . Skrajna warto§¢ momentu gngcego

w przekroju Odeuym ]l{,,,,, =1/, O/ Wykres momentéw bedzie tu pa-
raboliczny. Podobny don bedzxe réwniez i wykres sit tngcych Py, ktore
jak zwykle, pomijamy. Oba wykresy podaje rysunek.

o
Lo oy
=3

§ 13. Pr¢t zamocowany jednostronnie czesciowo obcigzony
w stosunku p XG na jednostke diugosci. Obcigzenie ciggle preta urywa
sie w odlegtosci & od przekroju osadczego. PoprowadZmy wyraZng gra-
niczng linjg, dzielgc pret na dwa obszary zmiennosci momentéw. W lewej
czgsci preta, obeigzonej (rys. 24), moment bedzie rowny Mglzl/._. p ({—0)%.
Gdyby obcigzenie ciagle pokrywato caty pret,
f/ \ /4 to wyrazenie tylko co wypisane bytoby praw-
/'/ dziwe dla calego prgta; poniewaz jednak poza
N ge wartoscig t—=4 obcigzenia brak, przeto dla tej
_01—- AN cze>c1 preta bedziemy mieli: 47 —1/2;5 (—t)2—
» “//~~ > BN p (b—C)? nalezy bowiem potrqcxc obcigze-
me bmku]qce Oba te wzory mozemy poiqczyc

Rys. 24. w jeden ogdlny wzér, piszac Mg =1/, p (Z—C)zi
{ t
l—‘/,p (b — ©)°, gdzie kreska ma rozgranicza¢ momenty obu dziedzin.

Dia lewej—wz6r poza kreska nalezy odrzuci¢, poprzestajac na pierwszym
w'razie — dla prawej dziedziny braé¢ calo$é wzoru z pomlmqmem kreski.

Styd, w zalozeniu stalego przekroju preta EgJ 1" =/, (l——Cﬂ): —

I
(00 Catkujac: FyJur = C—Yop (=08 11y p 0 —0) L gl =
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! ]
= D+ CL+ 1y p (L)1 : — Y5 p (b—L)%. Dla przekroju osadczego L=o¢

oraz m=mn'=0o, co da: C='/, pi> — '/, pb* oraz podobniez D=—1/,, pi* -
- /24 pb*. Piszemy oba te wzory bez kresek, poniewaz przckréj osadczy
nalezy do prawej dziedziny. Podstawiajac te wartosci i czyniac w od-
nosnych wzorach {=/, otrzymamy skrajng strzalke ugiecia f="/», # [3/*—
—4.0*+6': E,J . i kat nachylenia skrajnej stycznej 6 =1/, p [/*— b :
: £4Jx. W zalozeniu b=o, odnajdziemy poprzednio wyprowadzone wzo-
ry dla preta obcigZzonego jednostajnie na catej diugosci.

§ 14. Zasada niezaleznosci dzialania sil w wytrzymatosci
tworzyw. Przy wyprowadzaniu powyzszych wzoréw milczaco opieralis-
my si¢ na zasadzie niezaleznosci dzialania sil, ktérg mozemy wypowiedzie¢
w nastepujgcej postaci: sifa nicsalezna powoduje swoisie odksstaicenia, nie-
saleznie od innych sit na to samo ciato dsialajacych. Kazda wiec sila ze-.
wnetrzna, odksztalcajgca, niezaleznie od innych sit ukladu dziatajgca, wy-
woluje w ciele odsztalconem swoiste odksztalcenia niezaleznie od sit po-
zostalych. W ten sposéb na tle swoistych odksztalcern danej sily jawig
si¢ réwniez swoiste naprezenia, mozemy wigc réwniez wypowiedzie¢ te
samg zasad¢ W innej jeszcze postaci: sifa niczalesna powoduje swoiste na-
presenia, niczalesnie od innych sit na to samo cialo d=talajgcych. Te na-
prezenia, jako sily czgsteczkowe, dodajg sie wedtug prawa réwnolegloboku.
Ich wypadkowym—odpowiadaja odksztalcenia wypadkowe, zlozone z po-
szczegollnych odksztaicenn skladowych w mysl prawa, ktére znamy, jako

§ 15. Drugie prawo Roberta Hooke’a. Brzmi ono tak: -
snaczne odksslalcenia dodayg sie — jednokierunkowe algebraicznie, rosno-
kierunkowe—geometrycznie. To prawo lgcznie z poprzedzajagcem umozli-
wia rozpatrywanie zlozonych wypadkéw dziatania sil gnacych. Jako wy-
bitny przykiad, bierzemy pod uwage:

§ 16. Pret jednostronnie osadzony. ObciaZenie zlozone.
U wolnego korica preta osadzonego jednostronnie, dziala (rys. 25) sila P,
dalej w odlegtosci 4 od przekroju osadczego -— sita Q. Nadto w odle-
glosci ¢ od przekroju osadczego rozpoczyna si¢ ob-
cigzenie ciagle i trwa az do nasady preta w stosun-
ku p KG na jednostke diugosci. Tu mamy az trzy ,
typy momentéw: Na calym precie panuje moment
gnacy M,=p (/—L), pochodzacy od sity P; na dlu-
gos¢ b, précz tego momentu panuje jeszcze i M, =
= 0 (b—L), pochodzacy od sily O, wreszcie pocza- Rys 25.
wszy od {=c dochodzi trzeci moment M,=!/, p (¢c—=)*
Wyraznie wigc zaznaczajg sig tu trzy obszary obciazenia. To samo otrzy-

NN

o

] ¥
mamy, piszac jak dawniej: Me=P(I—7) : + 0 —0%) H‘ s p(c — )2,
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gdzie dla pierwszego obszaru braé jeno trzeba pierwszy wyraz, dla dru-
giego—dwa pierwsze, a dla trzeciego—caly wzoér z pominigciem kresek.
Dla przekroju osadczego skrajng warto$¢é naprezenia otrzymamy ze wzoru
kg= Mg: W, , gdzie moment Mb mozemy wyznaczy¢, czynigc we wzo-
rze powyzej wypisanym {=o. To samo otrzymamy w mys$l zasady o nie-
zaleznosci dziatania sit, rozpatrujgc £, jako sume naprezes, pochodzgcych
od trzech skladowych momentéw P/, Ob i, 1/, pct.

Podobnie réwniez, w zatozeniu statego przekroju pr¢ta, mozemy od-
razu wypisa¢ wzoér odksztalconej, korzystajac z¢ wzoréw uprzednio wy-

I
prowadzonych, w postaci: £, /. ' = C — /s P(! — {)® : + C — 1, O

1
(B0 1 - € 1Yo p (=0, Ep Jy 1= D + €L+ Yy PU—3) | + D' -

1
— C'C -1 O (6—=0)*i4- D” - C"C 4 Y,, p (c—C)'. Dla osadczego prze-
1

kroju, jako lezgcego w ostatnim obszarze, nalezy pomingé kreski. Tam
{=o, a nadto: ¥ =n=090 czyli: C-|- C'-- C" =1, P2 -}-*]. Ob* 4 1/, pc*

oraz D D'~+D"= — 1fg PI* — [, Qb* — 5, pc* i ostatecznie: L2y [, ' =
=, Pi* 1+ 1/, Qb* 4= 1/, pe3 — 1/, P (I—L)? f—— s O (b—L)? E — /s p (c—0)?,
Lig Jo =—"1s P — 1, Qb — 1y, pc* + '], PP - 1], O6* 4 Y/, p®le+
g P01y @ (00 Yy p (=0

To samo zupeilnie mogliby$my otrzymac, catkujgc wzér ogélny
Lg Je "= M,. W danym wypadku odksztalcenia 7 sg jednokierunko-

we, to tez je dodawaliSmy algebraicznie w mysl drugiego prawa Hooke’a.
Czyniac we wzorach {=/, otrzymamy koricowq strzatke ugiecia preta oraz
kat pochylenia skrajnej stycznej odksztalconej. W szczegdélnym wypadku,
gdy uczynimy nadto (=p=o0, bgdziemy mieli odno$ne wartosci dotycza-
ce preta obcigzonégo pojedyriczg silg P. :

O wiele ciekawszy wynik otrzymamy czynigc w nich 7°= o, wtedy
howiem mozemy wyznaczy¢ koricowg strzatke i kat dla preta / diugiego,
obcigzonego w spos6b ciggly p kG na jednostk¢ diugosci w odcinku ¢
oraz sitg O w odlegiosci & od przekroju osadczego przylozong. Cale to
ohcigzenie nie moze oczywiscie odksztaici¢ lewey czesci preta — (/ — 4)
diugiej. Pozostanic ona prosta, o czem mozemy si¢ przekonaé, rozpatru-

L} )
jac wabr Eg Jp ol =Yy OB+ Yo pc* | — Y3 O (6 — &P P —1sp (c —1L),

ktéry dla calego pierwszego obszaru obcigzeri daje jedng i te sama war-
tos¢ kata pochylenia stycznej odksztalconej osi preta.

1 Podany przykiad mozna uogélni¢ na wypadek dziatania dowolnej
liczby sit gnacych. Kazda z nich, w my$l prawa o niezaleznosci dziatania
sit, wywoluje swoiste naprezenia i odksztaicenia gnace, chcac zatem, dajmy
na to, wyznaczy¢ strzatk¢ ugigcia w pewnym punkcie preta — okreslamy
dla tego punktu poszczegélne strzatki sit uktadu i dodajemy je algebraicznie.
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it bowiem odksztalcenia sa jednokierunkowe. Inaczej jednak rzecz sie
ma, gdy sily gnace nie lezg w jednej plaszczyznie.

§ 17. Pr¢t wyginany uko$nie. Gdy moment gnacy M, pochy-
la sie ku osi gtéwnej OX odnosnego przekroju poprzecznego pod kgtem
o, wtedy zachodzi ogélny wypadek gigcia wiasciwegog, o ktérym méwi-
li§my wyzej. Dia pigtéw jednorodnie zbudowanych mozemy jednak, opie-
rajac si¢ na prawic o niezaleznem dziataniu sil, sprowadzi¢ fen ogdiny
wypadek gigcia do dwdch prostszych. W tym celu rozkladamy wszystkie
sily gnace na skitadowe lezgce w plaszczyznach gléwnych preta, otrzy-
mujgc w ten sposéb dwie gromady sit skladowych, lezacych w prosto-
padtych do siebie plassczyznach giecia. Obie te gromady daja niezalezne
naprezenia i odksztalcenia. Chcac je wyznaczy¢, sprowadzamy obie gro-
mady sit do $rodka dowolnego przekroju poprzecznego preta. Poniewaz
sily gnace s prostopadle do pierwotnej osi preta, przeto obie gromady
dadza momenty gnace, lezgce w plaszczyznach gléwnych preta jednorod-
nie zbudowanego, kazda wigc z obu gromad wygnie pret plasko. W ten
sposéb otrzymamy dwie odksztalcone preta, w dwéch praszczyznach giow-
nych do siebie prostopadiych lezace. Poniewaz obie gromady sit dzia-
lajg jednoczesnie i tacznie, zatem wyznaczymy odksztalcong istotng, do-
dajgc geomelryczame vzedne obu odksslatconych plaskich, stanowiacych
niejako jej rzuty na obie plaszczyzny gigcia. Wyplywa to bezposrednio
z drugiego prawa Fooke'a. W tak prosty sposéb mozemy sprowadzi¢
giecie wlasciwe do dwéch gigé plaskich — lecz tylko dla preta jednorod-
nie zbudowanego. Jako przykiad iypowy tylko co ustalonego sposobu
wezmiemy pod uwage:

§ 18. Pret jednostrounie osadzony, a obcigzony ukos$nic.
Pret o plaszczyznach gtéwnych pionowej i poziomej, zamocowany jedno-
stronnie poziomo, dZzwiga na calej swej diugosci obcigzenie ciggte p Kg
na jednostke dlugodci, pionowe, a nadto u wolnego koiica obcigZzony jest
silag poziomg O KG, rownoleglg do stalej osi of i skierowana jak ona,—
WeZmy pod uwage jakikolwiek przekrdj poprzeczny preta w odleglosci &
od przekroju osadczego. . Po sprowadzeniu obcigzenie ciggle da w tym
prickroju moment gugcy M, =1/, p (/ — )% lezacy na osi gléwnej po-
ziomej, a sita Q da moment M, = QO (/ — () na-osi gléwnej pionowe;j te-
go przekroju lezacy. Dla okreSlenia wlasciwych wymiaréw preta miaro-
dajnym bedzie przekrdj osadczy, gdzie panujg skrajne wartoSci obu tych
momentow M, =1/, i M, = Q[ Oba wywoluja jedaokierunkowe na-
preZenia normalne, kiére wyznaczymy z latwosdcig ze wzoréw ogdlnych

M,
r

- 4

2 P : . M.
dla giecia plaskiego w postact 65 = — Ay Gpa = — 7:’.1:, ZWazywszy,
v

2e dla pierwszego @ ==, a dla drugiego o = =/,. 1
Wypadkovw'a tych dwdéch naprezen na mocy prawa o niczaleznosci
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A . ’l/l, M ; )
dzialania sit otrzymamy w postaci 5, = — — & — ——y, pozostaje wige
S j\,

tylko wyznaczyC punkt przekroju osadczego o skrajnej wartosci tego na-
prezenia, a wiec pare wartosci x, v, pr7ynale2nych do tego przekroju, da-
jaca maximum o,. Ten sam wynik otrzymamy, stosujgc wzér ogolny,

tutaj bowiem 114;,,:1/1141 4- M, przyczem M, = — M,, M, = M,.
Podobnie rowniez w zatozeniu stalego przekroju preta dla momen-
tow M, otrzymamy odksztalcong Eg /. 10 = — /o pl + Y pPE+ You p

(I —t)i,a dla momentéw M, bedziemy mieli E,J, 6=, 0 U—"0)8
Beda to rzuty odksztatconej istotnej — na obie. ptaszczyzny gléwne pre-
ta. Chcace, dajmy na to, wyznaczy¢ koncowq strzatkg / ugigcia preta,
naleZy znalez¢ obie jej skladowe czymac w tych wzorach { =7/, co da:

=pi*t : 8 E Jy Oraz f, = Ol3 :gjy. Stad bezpo$rednio f=
= |r"71‘-'—|—f,,2, a strzatka pochyla sie ku osi gléwnej koricowego przekro- -
ju preta pod katem ¢ = arcie [/ : fol.

PoznalisSmy juz wszystkie rodzaje odksztalcen gnacych. Zanim po-

damy zastosowania nie od rzeczy bedzie jeszcze raz przypomnieé, ze ca-
ta powyZe] podana teorja wymaga zachowania sfale; wartosci %o lub

g = 1:0ag dla calego obszaru napresett, panujgcych w prsek ;o;u po-
énecznym /)reta wygietego. Trzeba wigc jeszcze zbadaé, kiedy warunek
“ten istotnie jest zachowany

§ 19. Wspolczynniki rozciagliwosci i Scisliwosci przy wy-
ginaniu., WeZmy pod uwage plytke pre¢ta pierwotnego, nieodksztalcona.
Krajac ja srodkowg plaszczyzngq prostopadig do linji obojetnej, zaktada-
my, a zalozenie to w miczem ogdlnosci naszych rozwazar nie uszczupli,
ze linje obojetne przechodza przez Srodki O, O, obu powldk plytki. Po
obcigZeniu silami gnacemi w powlokach powstana naprezenia, proporcjo-
nalne do odleglosci od osi obojetnej. Skrajne naprezenia przekrojow
plytki niech bedg o, i 6, — rozciggajace i cisngce. Gdyby poszczegdine
wibkienka plytki utoZone byly luzno obok siebie w kierunku podiuznej
osi preta i wzajemnie na siebie nie oddzialywaly, to ich wydluzenia do-
datnie i ujemne zachodzityby wedlug odno$nych wykreséw prébek roz-
cigganych i Sciskanych. Zalézmy, ze tak jest istotnie. Gdy nadto two-
rzywo zachowuje si¢ wedlug pierwszego prawa [Fooke’a az do skrajnych
naprezeri o, io,, stowem, gdy caly obszar napr¢zen ptyiki nie wykracza
poza granice proporcjonalnoSci, to wtedy odno$ne wydiuzenia wicdkien
plytki, jako proporcjonalne do naprgzeri, bedq réwniez rosty proporcjonal-
nie do odleglosci od linji obojetnej. Plyta po odksztaiceniu pozostanie
ptaska obustronnie, cho¢ jej powloki pochylq si¢ nieco ku sobie. Inaczej
jednak rzecz sie bedzie miala gdy skrajne naprezenia plytki wykrocza poza
granice proporcjonalnosci. W tym wypadku widkna Srodkowe pozostang
pod jarzmem naprezéri nie przekraczajacych granic proporcjonalnosci —
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— wydtuza si¢ wigc lub skrécg proporcjonainie do odlegtosci od osi obo-
jetnej; — skrajne natomiast wickna plytki, lezace poza tylko co omawia-
nemi, ulegng wydtuzeniom i skréceniom znacznym, jakie widzimy na wy-
kresach wytrzymalosciowych poza granicami proporcjonalnosci. Tutaj
wigc powloka plytki winna by si¢ odksztalcié podiug krzywej wykresu
(Rys. 26) zjednoczonego danego tworzywa FE'F”.
Z kolei gdy tworzywo zachowuje sie sprzecz- i st =rsr—ai7e"
nie z prawem Hooke'a, wibkienka wydiuzaé sig 77( a;
bedq i1 skrécaé nieproporcjonalnie do naprezeri Buﬁy ‘L’AD ‘ A
i powloka ptytki otrzyma ksztalt E”F” linji wy- 2 e
kresu zjednoczonego rozpatrywanego tworzywa, Rys. 6.
Z tych wywodzen wyplywa, 2e zaloZenie Ber- - 1
noulliego jedynie w wypadku pierwszym powinnoby mie¢ miejsce istot
nie; tymczasem liczny materjat doswiadczalny niezbicie dowodzi, iz po-
siada ono zakres znacznie szerszej stosowalno$ci. Przekroje poprzeczne
preta zachowujg swoj ksztalt plaski nawet wtedy, gdy znacznie przekro-
czymy granice proporcjonalnosci dla skrajnych widkien w wypadku zgi-
nania tworzyw, zachowujacych si¢ podlug pierwszego prawa FHooke'a.
Nie dosy¢ na tem. Zalozenie Bernoulli'ego sprawdza sig¢ dosyc $ciSle
nawet i dla tworzyw, nie ulegajacych prawu Hooke’a. Przyczyna istotna
tej sprzecznosci lezy w naszem zatozeniu, z gruntu oczywiscie falszywem.
Wiékienka ptytki nie s luZzno ulozone, a powigzane z¢ sobg w sposdd
nader $cisly, i, jako takie, wzajemnie dzialajq na siebie przy niejednako-
wem odksztatceniu, Dwa sgsiednie widkna, niejednakowo $ciskane lub
rozciggane, hamujg wzajemnie swe odksztalcenia, starajg si¢ je wyréwnag,
zmniejszy¢ ich réznice na tle wewngtrznego tarcia o siebie. Nalezy prze-
to wiékna znacznie wyzej obcigzaé przy wyginaniu preta niz przy rozcig-
ganiu lub §ciskaniu, aby otrzymaé to samo skrajne wydiuzenie. W pierw-
szym przeto wypadku istotny ksztalt powtoki bedzie GH a nie EF, przy-
czem niewatpliwie tylko co oméwiona zdolnos¢é hamowania wystapi wsze-
dzie z jednakows sila — powloka pozostanie wigc plaska. W drugim
wypadku zamiast E'F’ otrzymamy G’H’ — ksztalt powloki wyraznie plas-
ki w srodkowej czesci, lekko tylko zakrzywiony na skrajach, gdzie zdol-
nos¢ hamownicza musiala wystapi¢ z wielkq sitg na tle ostrych réznic po-
miedzy naprezeniami sgsiadujgcych widkien. To samo widzimy w wy-
padku trzecim, gdzie miasto wyraznie krzywej linji esowej E” F* otrzy-
mamy znacznie mniej wygietq linjg G”H"”. Tylko co opisane zjawisko
hamowania,  prostujac linje wykreséw wytrzymatosciowych, opéZnia poja-
wianie si¢ faz wykresowych, nalezy zatem przy wyginaniu prgta — ocze-
kiwaé znacznie wyzszej granicy proporcjonalnosci i ptynnosci, niZli przy
$Sciskaniu lub rozcigganiu tego samego tworzywa, oraz znacznie wy2szego
naprezenia niszczgcego. Wszystko to niezbicie stwierdzily liczne do-
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$wiadczenia badaczéw. Cousidére stwierdzil, ze granica proporcjonalnosci
K, przy zginaniu plaskiem jest o 30 =+ 40°/, wy2sza niz przy $ciskaniu
lub rozciagganiu okraglego prgta zlewnego, lecz tylko o 10°, wy2sza dis
dwuteownika z tego samego tworzywa. Te wyniki stwierdzajg nasze

przewidywania, a zarazem wykazujq pewng ich zalezno$¢ od ksztattu
przekroju poprzecznego. Nie moze by¢ inaczej: wiédkienka, dales od ling:
obojetnes potosone, ulegajq odksztatceniom wigkszym — hamowane s3 za-
tem przez widkienka blizej linji obojetnej lezgce. Zjawisko przez nas
przewidziane powinno zaleze¢ i od ksztaltu poprzecznego przekrojui wy-
stgpowacé tem silniej, im stosunkowo wiecej czasteczek skupia sie kolo
linji obojetnej przekroju. Najsilniej przeto wystepowaé winno w przekro-
ju kwadratowym, gdy linja oboj¢tna przechodzi przez przekatnie, slabiej
w przekroju kolowym, tu bowiem cigciwy, réwnolegte do osi obojetnej,
lepiej sg w czgsteczki uposazone, i najstabiej dla dwuteownika. Wyznacz-
my stosunek: naprezenia lamigcego ]( do naprgzZenia rozrywajgcego K
wtedy dla pr¢tow podanych na (Rys. 27) bedziemy mieli, kolejno idac na
prawo: Kg: K, = 1,45 — 1,52 —
o st R -~ 1,73 — 1,75 — 2,12 — 2,14 —
%‘ — 2,35, jak to wynika z doswiad-
L oo} ¢ ' czeni Bacha dla pretéw seliwnychk.
Rys. 27. Powyzsze wyniki stwierdzajg teo-
retyczne przewidywania w calej
rozcigglosci. Podobuie zachowuja sie przy probach tworzywa, ujawniaja-
ce wyzszg wytrzymalos¢ na Sciskanie niz na rozcigganie. Dla takick
tworzyw peknigcie poczyna sie od skrajnego widkna rozcigganego przy
wyginaniu. To samo daly tworzywa wytrzymalsze na rozcigginie, jak
drzewo, tu jednak przy wyginaniu pierwej pg¢ka widkno $ciskane, to te’f
dla drzewa nalezy braé¢ miasto poprzedniego stosunku — stosunek Ko
: K, , wynoszgcy $rednio 1,5 wedlug Zetmajera. ,

Biorgc pod uwagg wszystko to, co$my powiedzieli, dochodzimy
do przekonania, ze spéiczynnika g nie nalezy utozsamia¢ ze wspolczyn-
nikami rozciggliwos$ci lub Scisliwosci, posiada on bowiem znacznie mmnie/~
szq wartos¢. To samo powiedzie¢ nalezy i o skazniku spresystosct
E,=110ag, kiérego wartos¢ jest wogéle wigksza od wartosci £, i E, .
Dia okreslenia ¢, lub Eg poddajemy prety prébom na zginanie, stosujac
obcigzenie Lamarle’ a, aby unikng¢ sil tngcych. Pomiary dotyczq strzat-
ki ugiecia Srodkowej. Wzory odnos$ne dadzg E lub ag'. Okazuje sig
przy tem, ze to samo napreZenie silniej odksztalca wlékno przy rozciaga-
niu lub S$ciskaniu, niz przy gieciu. Stwierdza to nasze przewidywania.
Zazwyczaj jednak, wobec braku dostatecznego materjalu doswiadczalne-
go, uzywamy jednej i tej samej warto$ci £ we wszystkich rachunkach
wytrzymatosciowych.
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§ 20. Przekr6j niejednolity. Powyzsze rozwazania tracg swa
moc¢ w wypadku przekroju niejednolitego o widknach roéznorodnych $ci-
sle powigzanych ze soba. Trudno jest orzec, jak takie widkna dzialajg
wzajemnie na siebie i czy zasada DBernoulliego sprawdzaé¢ sie moze
i w danym wypadku. Pytania tego rodzaju coraz to czeSciej stawiane
sg obecnie w teorji selbetu, czekajq dotad jednak na odpowiedz, liczenie
bowiem prgtéw betonowych na gigcie wiele pozostawia do 2yczenia
i chyba nigdy dokladnem nie bedzie. WeZmy pod uwage (Rys. 28) piyt-
k¢ betonowg prostokatng, zawierajgca w dolnej cze$ci rozciaganej — zbro-
jenia zelazne, zlozone z okraglych drutéw. Oznaczmy przez f calkowity
przekrdj zbrojenia, przez ¢ odlegtos¢ jego Srodka od dolne-
go skraju plytki, przez H — wysokos¢, przez B jej podsta-

/| §
8

we wreszcie przez 4 odleglosé linji obojetnej od gérnego '
skraju plytki, Zazwyczaj naprezen rozciggajacych betonu l
nie bierzemy pod uwage, uwzgledniajac w rachunku wy- | |l
13cznie tylko naprezenfa rozciggajgce o, zbrojenia oraz — J4l§
— naprezenia cisngce gérnej betonowej czeSci plytki, linjo- Y
wo rosngce od zera na linji obojetnej do skrajnej wartosci  Rys. 28.
s, dla gérnych widkien plytki. Wypadkowa wszystkich
tych gérnych naprezen !/, B o, dziala w odleglosci 2/; % od linji obo-
jgtnej, a bezwzgledna jej warto$¢ jest niewatpliwie réwna wypadkowe;j
Jo, maprezeni zbrojenia, poniewaz naprezenia przekroju, obcigzonego tylko
momentem gngcym Mg, nie mogg da¢ wypadkowej sily osiowej. Musi
by¢ przeto fo, = !/, Bho, . Obie wypadkowe naprezeri stanowig tedy
pare o ramieniu m = H — ¢ — [y 1, r6wnowazgcg moment Mg, a zatem
2 M,

- O s
: mBhL *
-=_Ji{_é.’ . Nalezy wigc jeszcze tylko wyznaczy¢é 4. Wychadzae z zaloze-

V(] ‘
nia Bernoulliego, przyjmujemy, ze wydluzenia poszczegélnych widkien
przekroju rosng proporcjonalnie do odledlosci od linji obojetnej, a przeto
lop : Ep) : h = [0, : Eg] : (H— h— a). Stad, oznaczajac stosunek wskai-
nikéw sprezystosci zelaza i betonu przez » = £, : E;, mamy
w(H—h—a):h=ocy:05="1,Bh: fi ostatecznie

k=%{l/1+2_3(g—_“)—1}.

W ten sposéb wyznaczyliSmy 4-—dalej wyznaczymy m, o, i o5, ca-
ie to jednak obliczenie bynajmniej nie mozna nazwaé $cistem. —

é L1 bl
)
t

Mg =m f oy =1, mBh 55, skad mamy ostatecznie: o, =

§ 21. Naprezenia, lezgce w przekroju poprzecznym preta
Zginanego. Na samym poczatku czesci pigtej kursu zaznaczylismy isi-
nienie naprezett skladowych #., #, lezacych w przekroju. Nie umielismy
ich wyznaczy¢ z réwnan statyki, nalezy je zatem zbadaé doswiadczalnie,
PoznaliSmy dziatanie naprezen normalnych, upodobnilismy je do rozcia-
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gania i $ciskania, przy ktorych zachodzg zjawiska zweZeri i rozszerzers
przekroju poprzecznego. Sprobujmy te nasza wiedze zastosowaé do da-
nego wypadku, nalezy si¢ spodziewaé bowiem, ze i tu widkna rozciagane
przekroju beda si¢ zwez2a¢ poprzecznie—a $ciskane —rozszerzaé. Aby to
sprawdzié, bierzemy pod uwage pret o niezlozonym przekroju, najlepiej
kwadratowym (Rys. 29) i wyginamy go zupelnie, tak, aby w miejscu
wygigcia utworzyta sie wypuklos¢, a oba kotice preta zeszly sie z sobg

poza nia. Przekréj poprzeczny, przez

PRZEKRDI PIERW ITNY J0x 0. owa wypukios¢ poprowadzony pro-

—fE ‘;”m L stopadle do wygietej osi preta, wyka-
s LN p2 ze znaczne rozszerzenie dolnej cze-

| SN W7, 777 /] ' . . . <Al -
e W2 7 sci, gdzie widkna sq Sciskane, oraz wy-
2] /] / razne zwezenie gérnej, gdzie widk-

‘ < na sg rozciggane. Stowem, przekréj

’ : przestat by¢ kwadratowy, stat sie wy-
_( L | 3 cinkiem pierscienia kotowego o pra-
y I wie kotowych zarysach bokéw. Po-

Rys. 29. dzielmy pierwotny kwadratowy prze-
kréj preta na drobme kwadraciki.
Pierwotnie proste szeregi tych kwadracikéw utworza iuki wspéisrodko-
we, réwnolegte do skrajnych odksztatconych bokéw przekroju. To zja-
wisko zrozumiemy z latwoscig, gdy zwazymy, ze kazdy kwadracik dol-
nej czesci przekroju -— $ciskany — pecznieje, a w gérnej rozciggany —
— chudnie poprzecznie, Kwadraciki osi obojetnej pozostajg niezmienio-
ne — szereg ich jednak wygina si¢ koricami ku gorze, _

Wobec symetrycznosci przekroju odksztalconego wzgledem ptasz-
czyzny giecia OY, oS ta OY pozostanie giéwng osig przekroju i po od-
ksztalceniu, druga natomiast o§ OX zmieni swe potozenie w przekroju-
Przez Srodek przekroju odksztalconego poprowadimy nowg o§ OX pro-
stopadle do OY—bedzie to niewatpliwie o§ obojetna przekroju od-
ksztalconego. Ta oS obojetna przetnie boczne proste scianki przekrojir
w punktach, zblizonych do gérnych krawedzi preta. Stad mamy prosty
wniosek: pray odkssialceniach zmacznych prostokatny prackrdy preta wy~
giglego przechodzi w wycinek pierscienia kolowego, zwypuklony po stromie
wlokicn Sciskanych, zaklesniely po stromie rozciqganych; slad linfi obojet-
nej na boczmych Sciankach mmiej wigces plaskich posuwa sig ku skrajnym
widknom Sciskanym. Wszystko to zachodzi jeno w przyblizeniu i tylko
przy wygieciach nader znacznie poza granice proporcjonalnosci posunie-
tych. Zazwyczaj przeto nie bierzemy wcale pod uwage tych zjawisk do-
datkowych, swiadczacych o dzialaniu naprezed lezgcych w przekroju,
dopuszczalne bowiem praktycznie wygiecia sq nader nieznaczne, a owe
zjawiska wtérne wprost niedostrzegalne. To tez je zawsze pomijamy.
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§ 22. Przyklady i ¢wiczénia. 1° Tyczka wbita w ziemi; piono-
wa o przekroju stalym kwadratowym, ulega parciu wiatria, cisngcego
z sitg 150 kg na metr kwadratowy powierzchni plaskiej, prostopadiej do
jego kierunku. Wysokos¢ stupa wynosi csfery metry, zatem sile wiatru
otrzymamy, mnozac boczng powierzchni¢ stupa przez parcie wiatrn.
Oznaczmy przez 6 bok kwadratu w cm, a wtedy sita wiatru P=4XxbX
X-150: 100 =6 &6 kg. Ta sila ciSnie posrodku bocznej powierzchni stu-
pa, daje wigc moment u podsiawy réwny Mg=6 b X 200 =1200 &6 (kg,
cm) oraz sil¢ tnaca P, ktéra pomijamy. Moment M, lezy w przekroju
dolnym stupa, tworzgc kat ® = o0 z odnosng osig giéwna, mozemy prze-
to napisa¢, ze M, =1200 b= /4 6*%,. Dla sosniny napr¢zenie K, —
=470 kg/cm®. W zalozeniu szesSciokrotnej pewno$ci bedzie przeto
&k g=470:6=78,3 > 80 kg/cm?, a zatem &*>=7200 :80 =90, co da
$ =095 cm. Zwykly wymiar dyla wynosi 10 X 10 cm — nalezy go uzyc.
Cheagc nadto wyliczy¢é koricowq strzatkg ugigcia, stosujemy wzér dla pre-
ta, obcigzonego jednostajnie: f= P/ :8 £, [, . Tulaj: £ =610 kg,
=400 cm, E, = £ =100000 kg/cm?, J, =1/, X 10 XX 10° cm*. Stad
f=15,76 cm.

2° Dyl jednostronnie wmurowany drugostronnie zaopatrzono w hak,
ma haku zawieszono drut, dZzwigajacy ciezar P = 500 kg — w odleglosci
dwoch metréw od Sciany. Aby wyznaczyé bezpieczny przekréj prosto-
katny dyla, wyliczamy moment gnacy dla przekroju osadczego, w plasz-
ezyinie muru lezacego: Mg = 500 X 200 (kg, cm) i oznaczamy przez H
wysokos¢, przez B — podstawe tego przekroju. Zatem Mg= W, kg
skqd: /s BH?>=M,: %,. Dla debiny K, =600 kg/cm® i, w zalozeniu
pewnosci szeSciokrotnej: £, = 100 kg/cm? a przeto BH? =06 My : ke =
= 6000 cm® Dla dyla kwadratowego 18 XX 18 cm mamy BH? =18 =
= 5832 cm? a wiec zbyt mato, nalezy przeto wzigé dyl zwyklej wielko-
gci: /=20 cm, B =16 cm, dla ktérego BH?*= 6400 cm%, Wzor f =
=P :3 E; J,, da nam koricowg strzatk¢ ugiecia. Tutaj =500 kg,
1 =200 cm, E,=FE=10% kg/em?, J, =1/;3 X 16 X 20° = 10667 cm’,
stad f=1,25 cm.

3° Pret prosty, jednostronnie osadzony, obcigzamy jakkolwiek sitami
#ngcemi, lezacemi w pionowej plaszczyZnie giecia i nadajemy wymiary
przekrojom poprzecznym, jednorodnie zbudowanym tak, aby dla kazdego
przekroju stosunek M, : £, [/, byl staly i réwny p. Tutaj réwnanie
£y J. 4" = Mg przeobrazi si¢ w: 7' =y, skad: ' = pl -+ C, 1=/, pt*4-
+ Ct4- D. Dla przekroju osadczego, gdzie {=o, mamy 7 =7n=o,
zatem 7= 1!/, p{%. Odksztalcona jest parabolg. Dla { =/ otrzymamy
koricowa strzalke ugiecia f= /1 2

. 4° Dwuteownik jednostronnie osadsony obcigzamy u korica wolnego
Sitg 1000 kg ukosnie. Dwuteownik stawiamy pionowo, prowadzgc wzdiuz
asi Srodnika — osie gléwne OY przekrojéw poprzecznych i kierujac je
ku dotowi. Kat, jaki tworzy sita P z osia OX, wynosi 35° 30’, a dfugos¢

7
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preta =100 cm. WeZmy pod uwage przekr6j poprzeczny preta w od-
leglosci § od przekroju osadczego. Po sprowadzeniun do jego s$rodka O
sifa P da moment gnacy M= P (! —{) i sil¢ tnaca, ktérag pomijamy-
Kat pochylenia tego momentu ku osi OX, poprowadzonej na prawo dla
oka, patrzacego od strony wolnego korica preta, wyniesie w=90°+35°30',
bedziemy mieli przeto dla tego przekroju naprezenie o, = — P ({—C)
Sin o %[ J, 4+ P (! — () Cos » ¥/J... Rosnie ono wraz z momentem, to

tez, chcgc wyznaczy¢é bezpieczne wymiary preta, bierzemy pod uwagg
skrajny osadczy przekréj, gdzie panuje najwyzisza wartos¢ M, = Pl

W obec Sin 125° 30’ = 0,81412, Cos 125°30' = — 0,58070 mamy: o, =
= — 1000 X 100 X 0,81412 =/ J, — 1000 X 100 X 0,58070 ¥/ ],. Przekro;
jest symetryczny wzglgdem osi OX, OY, a przeto skrajng wartoscig #//,,
bedzie niewatpliwie 1: 7, a skrajna wartoscigy//,—1:W, i ostatecznie:

oy =—81412: W, — 58070 : W,. W zatozeniu dwuteownika N 30
mamy W, =652 cm®, W, = 71,9 cm*— skrajne naprg¢zenie bgdzie wigc
tu oy, = — 12214 kg/cm®. Jest to nieco zbyt duzo, jak dla 2elaza

zlewnego, ktére w zatozeniu obcigzenia trwalego wytrzymuje jeno 4, =
= 900 — 1200 kg/cm2. Nalezaloby przeto wzigé Ne 32, lepiej jednak
zmieni¢ osie dwuteownika, stawigc go Srodnikiem poziomo. Wtedy Ne 30
da: W, =719 cm?®, W, = 652 cm?, skad o,,, = — 81412 : 652 — 58070 :
:71,9 = — 932 kg/cm?. Wystarczy przeto Ne 30, ulozony naptask srod-
nikiem. Chcac wyznaczy¢ strzalke ugiecia, rozkladamy sile P na skia-
dowg pionowa P°,=—PSin 35° 30'=>580,7 kg i pozioma P,=FCos 35°30'=
= 814,1 kg. Pierwsza da strzatke fy= P/°:3 E,J., druga za$ f, =
=P, :3 E, J,. Zwazywszy, ze dla zelaza zlewnego L,= E =
2150000 kg/cm? a dla dwuteownika Ne 30 — J,~=449 cm®, /,=—9785 cm’,
bedziemy mieli f, =020 ¢cm, £, =001 cm. Strzalka wypadkowa f=

= V0,22 4+ 001> =020 cm — pochyla si¢ ku OX pod katem 3=
= arctg (0,2 : 0,01) > 87°.

5° Pret pionowy prostokatnego przekroju B X F, diwiga zawieszo-
ny u dotu cigzar /° kg. Mniej wiecej w polowie wysokosci pregta wy-
eiosano wreb, dochodzacy az do osi podiuznej preta — stowem, wycigto
zeni boczng kostke o wymiarach B X 1/, 4 X 20 cm, zwezajac w ten spo-
s6b poprzeczny przekrdj preta o polowe wysokosci A przekroju. Ponie-
waz sila rozciggajaca jest skierowana wzdluz osi preta — w przekroju
peinym panowaé bedq naprezenmia rozciagajace o, = P: BH, natomiast
w przekroju zwe¢zonym bedziemy mieli précz sily rozciagajacej P jeszcze
nadto i moment gnacy P X Y, H. Latwo to spostrzec, przylozywszy do
$rodka przekroju zwezomego dwie rowne, a znoszgce sie wzajemnie sily
L. Jedna z nich da owo rozcigganie, druga, {gcznie z silg istotnie dzia-
lajaca, da moment Mg=1/4 PH. Przekrdj zwezony pracowaé bedzie

przeto na gigcie mimosrodkowe. Skrajne napr¢zenia bgdg w nim: o, =
=P:F+Mg: Wye=P:', BHH{', PH:'|; B{, H?*=8 P: BH=
=80, 0raz s,y =P: F—Mg: W, =—4P:Bl=—45,. W slo-
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sunku do przekroju peinego bedziemy tu mieli oSm razy wieksze napre-
2enje rozciggajace i cztery razy wigksze $ciskajace; zatem wycigcie to
moze mie¢ groZne nastepstwa. Bywa czasami, Ze wskutek przeoczenia
podobny pret nadciety licza wprost na rozciaganie, dzielgc sil¢ przez
przekrdj ostabiony. W ten sposéb otrzymujemy naprezenie o, = P:
: 1)y BH =20, dwa razy wigksze ni2 w przekroju peinym. Istotne jed-
nak napr¢zenia tego przekroju nadcigtego s3: o4 =80, =4 d', .0raz
84 = —40, =—29, a wigc znacznie wigksze od policzonego.

6° Krotki stup pierScieniowy o promieniu zewnetrznym R i wewneg-
trznym r przekroju obcigzono mimosrodkowo sitg P = 20000 kg, cisnacg
w odleglosci ¢ cm od $rodka przekroju. Naprezenia skrajne bgdg tu —
cisngce oy = — P: F— Mg : W i rozciagajace cga=— P: F+My,: W,
przyczem site P bierzemy ze znakiem minus, jako cisnagca. Wiadomo,
7e odlew Zeliwny, wytrzymaly na cisnienie, tatwo ulega rozerwaniu, o ile
wiec mozemy $miato dopusci¢é w wypadku dzialania sily trwalej 2, =
= 900 kg/cm? o tyle 4, nie powinno przekracza¢ 300 kg/cm? Dla wszel-
kiej pewnosci, a tej do$¢ nigdy przy tak kaprysnem tworzywie jak Ze-
liwo, zakladamy 4, = 450 kg/cm? oraz &, = 150 kg/cm®. Zwazywszy, 2e
ke i ky =3 oraz, 2e Mg,= Pe, mamy, pomijajac znak minus u 65—
réwnanie /P:F 4 Pe:W]=38 [—P:F-Pe: W]. Stad 2W = ¢F.
Poniewaz Ji=xR?>—nr? oraz W=/, n(R*—rt) : R, przeto 1/, X2 n(Rt—r*)=
= exR (R*—#?), co da R?®-} y*=2¢R. Nadto mamy 2, = P[—1-4
YeF:W): F=P[—142W: W): F=P:F, a zatem: Ri—yri=
= P: =k,. Dodajac tylko co otrzymane réwnania: 2 R?=2 eR—-P:k,
otrzymamy ostatecznie R =1, e}V Y, ¢*+ P:2 nk,. Zalézmy, dajmy
na to e=8 cm, wtedy KR=4-7 16 4 20000 : 2 = 150 = 10,1 > 10 cm
a wigc 100472=2X% 8 X 10 co daje r=17,7 cm. Ostatecznie ze-
wnetrzng $rednice stupa uczynimy D = 20 cm, a wewnetrzng d=15 cm.
Poniewaz r’= 2 ¢R — R? = R [2 ¢ — R), przeto zadanie jest tylko wtedy
mozliwe, gdy ¢ > !/, R, w przeciwnym bowiem razie nie otrzymamy
przekroju pier§cieniowego i frzeba bedzie obra¢ peiny.

7% Mur oporowy wodny, stanowiacy tame, ulega ciS$nieniu stupa
wody, dochodzacej do brzegu gérnego muru. (Rys. 30). To cidnienie
rosnie wraz z odlegloscia od gérnego poziomu —
bedziemy przeto mieli wykres cisnieri tréjkatny. Wy-

sokos$¢ jego H réwna jest wysokosci muru, a pod- ™
stawa wykresu — g/, gdzie przez ¢ oznaczyliSmy S—
ciezar wilasciwy wody w kg/cmd. Pole wykresu T
O =1/, gH* daje nam obcigzenie calego muru, cis-
ngce nani w odleglosci !/, 1;1 od przekrojt}( dolnego = Q
tamy. Moment sit wzgledem tego przekroju wy- 2 4

1 e J) to przekréj & // A

nosi Mg = 1)y OH =1/, ¢/*. Pona
dolny ulega ci$nieniu gérnych warstw muru. Oznacz-
my przez ¢ cigzar wilasciwy muru i wyodrebnijmy
mys$lowo dowolng jego dlugo$¢ ¢ cm. Dla tej diu- Rys. 30.
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gosci obcigzenie przekroju dolnego bedzie stanowit moment Mg="/;q0H"
oraz sita ciezaru warstw gérnych muru g'¢ofd, przyczem przez e ozna-
czyli§my grubos$é muru. Mamy tu przeto wypadek gigcia mimos$rodko-
wego. Wskaznik wytrzymato$ciowy podstawy bedzie !/, de*, pole — de,
zatem skrajne naprezenia oy = — g'edH : de—1/s qof : 1], de*—= —q' H—
-— gH® : ¢* oraz og = — q'H |- q¢H*: ¢% Skrajne napregzenie cisnace o, ,
nie powinno przekroczy¢ wartosci 4, a nadto nalezy baczy(, aby $rodek
naprezeri tego obcigzenia mimosrodkowego nie wyszedt poza rdzer prze-
kroju, mur bowiem nie znosi naprezeri rozciggajgcych, jeno cisngce. Mu-
si-by¢ przeto Mg: P=1[= qoH?*: g'oel] < /s ¢, czyli ¢ > HY q: 4. Metr
szescienny muru betonowego wazy 2000 kg, a wigc dwa razy wigcej,
niz metr szescienny wody, stad ¢ > H :}'2 czyli ¢ > 0.7 H. Wniosku-
jemy na mocy tego wzoru, Ze mur prosty postaci wskazanej na rysunku
nie jest oszczedny, to tez zazwyczaj nadajg mu nieco inny ksztalt trape-
zu obroconego skarpg nazewnairz.

8" Probka wytoczona z pelnej kostki tworzy jakby dwie cegielki
(Rys. 31) stalowe, potgczone $rodkowg czescig cylindryczng o Srednicy d.
Obie szczeki obcigzono sitami P, réwnoleglemi do osi cze-

P  Sci srodkowej probki, a przylozonemi w odleglosci @ em

1 od niej. Kazdy wiec przekrdj czesci srodkowej bedzie ob-

Ta? cigzony sita [, Sciskajgcg, oraz momentem gngcym Pa.

Skrajne naprgzemia na obwodzie bedzie tu 6,y = — P: F—

d : l —Pg:Worazo,,=—P:F- Pa: W. Gdy sita P ros-

U 1 nie nieograniczenie — §rodkowa cze§¢ prébki peka przy na-

= prezeniu niszczacem Ko—=—2P: F{-Pa: W=PF [a: }/s,nd*—
—1:1/, =d?*, — niewatpliwie rozciggajacem.

Rys. 31. 9° Walek zeliwny Srednicy D=2 R obcigzono sitami
rozrywajacemi .S=20000 kg, dziatajgcemi wzdiuz osi jego

podluznej. W obawie wszelkiej niespodzianki mozliwej zalozono tylko
k, = 100 kg/cm?. Ustalony w ten spos6b przekréj Srednicy D = 16 cm
wykazuje naprezenie o, = .S : zR*= 994 kg/cm?°£,. Przy odlewie
jednak w jednym ze Srodkowych przekrojéw preta wytworzyt sie pecherz
okragly o promieniu  cm mimosrodkowo w odleglosci ¢ cm od osi po-
dluznej preta. Oslabiony przekrdj jest przeto pierScieniowy mimos$rod-
kowy (I, Rys. 30). Obcigzenie jego stanowi sila P, dzialajaca wzdiuz
osi walca Q. Tasita po sprowadzeniu do Srodka O przekroju ostabionego
da moment gnacy M, = FXOQ i sit¢ P— Srodkowa. Zalézmy »=5 cm,
¢=2 cni. Poniewaz w najweZszem miejscu pozostanie jeszcze $cianka
centymetrowa, przeto nic zewnetrznie nie zdradzi istnienia owego pe¢che-
rza. W tem zatozeniu bedziemy mieli 0O = K% : [R? — »?] = 3,28 cm,
zatem OQ — 3,28 — 2= 1,28 cm, a wigc My = 25600 (kg, cm) Odnos-
ny wskaznik wytrzymalosciowy przekroju otrzymamy wyznaczajgc: J, =
=1 ma(R*—rY) —m R*r2e?: (R?— #?) = 2211 cm* oraz ¢ = R OR
i eg=R— OR. Przeto: W,;=238 cm?, W,,=3829 cm®, skad o,y = S: F-
~+ Mg B, = 20000 : 122 —- 25600 : 238 == 270 kg/cm® oraz og,=S: F—
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— M, : Wy, = 85 kg/cm® Zeliwo nie powinno pracowaé powyzej
%, = 150 kg/cm? a przeto pgcherz powyZej opisany moze si¢ okazac
niebezpiecznym dla calosci preta w wypadku obciazenia powtarzanego
lub wahliwego.

10° Naroznik stotw debowego z deski ¢ cm grubej odiamat sie pod
jarzmem sily P, przylozonej w samym rogu stolu. Oderwany kawaiek
mial postac trojkata prostokatnego; powierzchnia pekniecia szta po prze-
ciwprostokatnej, tworzgc z przyprostokatng 4B kat ¢. Chcac wyznaczy¢
najprawdopodobniejsza warto$¢ tego kata oznaczamy diugosé¢ 4B przez
b. Diugo$¢é przeciwprostokatnej wyniesie b6: Cosp. Bedzie to podstawa
przekroju prostokatnego niebezpiecznego. Jego wysoko$¢ jest oczywi-
§cie ¢ a wskaZnik wytrzymalosciowy !/, e*b: Cosv. Po sprowadzeniu do
srodka tego przekroju sita P da moment gnacy Mg = PbSin¢, site tna-
¢g P ktérg, jak zwykle, pominiemy, oraz moment skrecajacy M,, ktory,
jak si¢ to wkrdtce okaze, begdzie réwny zeru. Zatem M ,= PbSino =
=1[se?bog: Cosp czyli o, =38 Ple* Sin2¢. Jak widzimy, skrajne na-
prezenie przekroju niebezpiecznego zalezy od kata 9. Biorgc pochodng
po dp naprezenia znajdziemy wartos¢ kata ¢, odpowiadajgca skrajnej
wartosci o, . Bedzie to: 6 Ple? Cos 2 9, =0, skad ¢, — 45°. Rozek
odlamany utworzy tréjkgqt prostokgtny réwnoramienny, a dla takiego
#djkata w istocie bedzie M, = o, jak to z latwoscig daje sie spostrzec.
Sita powodujaca owo peknigcie bedzie J? == /5 ¢? Kg. Dla dgbiny K, =
=600 kg/cm? a przeto dla deski calowej P=!/,7600X2,64°=1290 kg.

ROZDZIAL TRZECE
BELKI PROSTE ZGINANE.

§ 1. Podpory i odpory. Pret prosty, unieruchomiony ma podpo-
vach zowiemy belkq. Niewazki pret, pozbawiony obcigzenia, nie wywiera
2adnego dzialania na podpory; obcigzony — poczyna cisngé na nie, wy-
wolujgc przeciwdziatanie .podpor. Wiszelki spreeciw podpory bedziemy
nazywali odporem. QOdpory sg to poniekad réwniez sity zewngtrzne bel-
ki, zalezg jednak od ukladu sil odksztalcajacych, nie mogg bowiem, jak
widaé z powyzej powiedzianego, istnie¢ samodzielnie, stowem — s3 to
sity zewnetrzne odksztalcajgce, zalezne od pozostalych. Rdéznig sig jed-
mak od nich znacznie. Sily zewnetrzne — to istotne dame obcigZenia;
edpory — to miewiadome, nie znamy bowiem ich nateZenia ani kierunku
dziatania, choé wiemy, 2e, lacznie z silami odksztalcajgcemi, stanowic
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