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R O Z D Z I A Ł P I E R W S Z Y : 

NAPRĘŻENIA GNĄCE. 

§ 1. W y z n a c z a n i e s k ł a d o w y c h n a p r ę ż e ń j e d n o s t k o w y c h . 
Bierzemy pod u w a g ę obciążenie gnące , kiedy układ sił zewnętrznych, od­
kszta łcających, po sprowadzeniu do ś rodka przekroju poprzecznego — daje 
moment, leżący w przekroju, oraz si łę ś rodkową pros topadłą do przekroju. 
Wobec T x = T v — Mn=0 sk ł adowe naprężeń dla osi g łównych będą: 

H K L , N • M 
tx = . X — -s- y — tyj ty = j - X - j - - y s= XX; /» = X -f-

Jy Jx Jv Jx Jy 
Mx S 

-Ą- -j— y -+- ~ **« Badanie układu naprężeń jednostkowych, panujących 
Jx * 

w poszczegó lnych punktach przekroju p łask iego , sprowadza się do badania 
w z o r ó w wyżej wypisanych. Ostatni wyznacza naprężenia normalne, po­
zosta łe dwa mogłyby w y r o k o w a ć o naprężen iach , leżących w przekroju, 
gdybyśmy umieli okreś l ić spółczynniki H, K, L, N, statycznie niewyzna-
czalne. W pewnych wypadkach war tośc i ich dają s ię wyznaczyć z warun­
ków zachowania s ię powłoki ciała odksz ta łconego , narazie jednak o od­
kszta łceniach jeszcze nic nie wiemy, czynimy przeto założenie najprostsze 
H=K=L = N—0, spełniające warunek konieczny K + L = 0, inaczej 
mówiąc , zak ładamy tx = ty = o, t=t3 = ^s W ten s p o s ó b badanie naprę­
żeń przekroju sprowadza się do badania jedynej różnej od zera sk ładowej =£ 

Rozpoczynamy przeto badanie naprężen ia o3 wyraźnie podkreś la jąc , 
że wzór wyżej podany dotyczy układu osi g łównych przekroju poprzecznego 
p łask iego , a x, y oznaczają w nim spó ł r zędne punktu \i, dowolnie w prze­
kroju obranego. Osie g łówne przekroju nazywamy przez OX, OY—trze­
cią o ś O Z kierujemy ze ś rodka przekroju prostopadle do OX, OY, leżących 
w przekroju tak, aby wskazówka zegara, leżącego pośrodku pola tarczą 
zwróconą w kierunku dodatniej osi OZ, spotykała w swym biegu pier­
wotnie oś OX, a potem dopiero dodatnią oś OY. 



W układz ie tych osi sk ł adowe Mx, My wyznacza ją moment, leżący 
w przekroju. W y o b r a ż a m y go zwykle odcinkiem, nadając mu każdo razo ­
wo taki kierunek, aby umieściwszy oko w początku spółrzędnych i spoglą­
dając w kierunku odcinka, wyobrażającego moment, widać było obrót, jaki 
się stara wywołać para momentu, zawsze przeciwko strzałce zegara. W ten 
sposób o k r e ś l a m y kierunek momentu, a zarazem i kąt w jego nachylenia 
ku g łówne j osi OX przekroju (rys. 1). Stosowanie się do p o w y ż s z e g o 

s t awić we wzór dla a„. 
M o ż e się zda rzyć w s z c z e g ó l n y m wypadku, że 5 = O, wtedy jedy-

nem obc iążen iem przekroju jawi się moment g n ą c y Mg, k tó ry z istoty 
rzeczy nie m o ż e b y ć r ó w n y zeru, inaczej bowiem m i e l i b y ś m y przekrój 
n ieobciążony, lub obc iążony , siłą S — rozciągającą, czy ściskającą, a ten 
wypadek pozna l i śmy już dawniej. 

§ 2 . Badanie rozk ładu n a p r ę ż e ń g n ą c y c h sprowadza się do 
M ,r Sin w M„ Cos <o £ 

badania wzoru dla as = x-\ jy H—j=» n a p r ę ż e n i a 
Jy Jx " 

normalnego, w y s t ę p u j ą c e g o w punkcie y.(x, y) danego przekroju (rys. 1) 
poprzecznego F, o d k s z t a ł c o n e g o pod jarzmem środkowej siły 5 prosto­
padłej do przekroju, oraz momentu g n ą c e g o M^ , l eżącego w przekroju, 
a pochylonego pod ką tem o> ku osi g łówne j OX. Przedewszystkiem ła two 

zauważymy , że dla począ tku s p ó ł r z ę d n y c h O (o,o) będz ie aao = a za­
tem: naprężenie normalne, panujące w środku przekroju, jest niezależne oa 
momentu gnącego i równe środkowej sile normalnej, dzielonej przez pole 
przekroju. W s z c z e g ó l n y m wypadku gdy S = O, zarazem i oso = O. 
W środku przekroju obciążonego momentem gnącym panuje zerowe na­
prężenie normalne. 

Z kolei , dając nap rężen iu ->s war tość ściś le okreś loną ae, c zy l i ina-

Rys. 1 

X 

prawa pozwala u n i k n ą ć gmatwani­
ny, wynika jące j z rozpatrywania 
m o m e n t ó w dodatnich i ujemnych, 
wszystkie bowiem, p o d ł u g p o w y ż ­
szego p rawid ł a wyznaczone mo­
menty m o g ą być u w a ż a n e za do­
datnie, jako na leżące do tego sa­
mego typu obrotowego. Nazwijmy 
moment, leżący w przekroju, mo­
mentem gnącym i oznaczmy przez 
Mg, a wtedy Mx = Mg Cos m, 
My ~ M „ Sin v>, co na leży pod-
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czej mówiąc , uważając oa w r ó w n a n i u jako s ła ła , otrzymamy r ó w n a n i e 

M„ Sin i» M„ Cos <*> S 
Hnjowe: ^-j A - j — s - s y~T~7r— 9g~°* wiążące s p ó l r z ę d n e 

Jy Jx r 

Xi Y tych wszystkich p u n k t ó w u. przekroju, w k t ó r y c h panuje owo sta łe 
nap rężen i e normalne. A więc punkty, zv których panuje naprężenie nor­
malne stałe, leżą wszystkie na prostej, zwanej łinją równego naprężenia. 

Nadto łinje równych naprężeń tworzą rój prostych róivnoległych, po­
chylonych pod kątem W — aretg \JX tgu> : Jy\ ku osi OX — głównej osi 
przekroju. Z ła twością to udowodnimy, rozpat ru jąc ty lko co napisane wy­
żej r ó w n a n i e roju linji r ó w n y c h n a p r ę ż e ń Z.,-. 

P o n i e w a ż tedy: tg W = Jx tg w : Jy, przeto oba te spó łczynn ik i ką towe 
są zawsze jednakowych z n a k ó w , a zatem—moment gnący i linja równego 
naprężenia, przechodząca przez środek przekroju, leżą zawsze w tym sa­
mym kącie osi spółrzędnych. Wniosek, tylko co tu wypowiedziany, traci 
ca łkowic ie swą moc wtedy, gdy moment g n ą c y leży na jednej z g łów­
nych os i przekroju, a więc gdy tgu> = o lub tgu>— ± 0 0 . W tym szcze­
g ó l n y m wypadku b ę d z i e m y mie l i odpowiednio: tgW—o, lub tgW—±00, 
a zatem rój jest równoległy do głównej osi przekroju, gdy na niej leży 
moment gnący. 

P o p r o w a d ź m y p ła szczyznę przez o ś OZ, p ro s topad ł ą do momentu 
g n ą c e g o . Wyznaczy ona ślad na przekroju — pros tą O E , którą osią sił 
2wać będz iemy . Kierunek osi sił ustalamy z łatwością, z w a ż y w s z y , że 

tworzy ona z osią OX kąt tp — w - j - jak to najlepiej z resz tą uwypukla 

Tysunek. S tąd tgm —- -— -irzt c o podstawiwszy we w z ó r odnośny , otrzy-

mamy Jx-\- Jy tg^tg? = o. Podobny w z ó r o t r zyma l i śmy przy badaniu 
el ipsy b e z w ł a d n o ś c i ś r o d k o w e j . Wnioskujemy zeń: kierunki linji równych 
naprężeń oraz kierunek osi sił wyznaczają kierunki średnic sprzężonych 
elipsy bezzo ludności środkowej. 

/ S t ą d ł a twy s p o s ó b wyznaczania kierunku linji Z., roju. G d y dana 
jest o ś sił lub moment g n ą c y , o d k ł a d a m y na osi OX odcinek OA=Jy, tak, 
aby p r o s t o p a d ł a AB i. O A przecię ła doda tn ią część osi sił . Wtedy tgy === 
= ±AB:Jy. 

Z ko le i na te jże os i OX o d k ł a d a m y odcinek OC—AB tego samego 
znaku, co i AB i w jego k o ń c o w y m punkcie prowadzimy p ros topad ł ą do 
OX w kierunku momentu g n ą c e g o . Odk łada jąc na niej CD — pro­
wadzimy oś OD, k tó r a wyznaczy kierunek roju. Ł a t w o to u d o w o d n i ć , 
zważywszy , że tg (DOC) — Jx : AB. P o n i e w a ż kąty DOC i <p leżą za­
wsze w s ą s i e d n i c h ćwia r tkach , przeto tgftg (DOC) = — Jx AB : fv AB 
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stąd Jx -f- Jy tgytg (DOC) — o i ostatecznie DOC—W, co na leża ło udo­

w o d n i ć . 

§ 5. L i n j a o b o j ę t n a . W s z c z e g ó l n y m wypadku, gdy ~>g — a 

otrzymujemy r ó w n a n i e : — ^ęS™^ X-\- M&!f2*- F-J~Ś.== O linji obo-
Jy Jx f 

j ę tne j , geometrycznego miejsca tych wszystkich p u n k t ó w [t0 (X, Y), w któ­
rych panuje zerowa w a r t o ś ć n a p r ę ż e n i a normalnego. P o n i e w a ż najwi­
doczniej istnieje tylko jedna linja obojętna, przeto s t a n o w i ć ona musi 
g r a n i c ę , oddzie la jącą dz iedz inę n a p r ę ż e ń ujemnych od dodatnich. 

C z y linja obo ję tna istotnie leży w przekroju? 

W s z c z e g ó l n y m wypadku, gdy S = Ó, r ó w n a n i e l inji obo ję tne j ma 

p o s t a ć : — ^4—• X-\- ^ Y o, wskazującą , źe linja obojętna zawsze 
Jy Jx 

przechodzi przez środek przekroju, obciążonego momentem gnącym jedynie. 
W danym wypadku r o z r ó ż n i ć trzeba dwa obszary: we wszystkich punk­
tach pierwszego p a n o w a ć b ę d ą nap rężen i a jednego znaku, we wszystkich 
punktach drugiego — n a p r ę ż e n i a znaku odwrotnego — na granicy tych 
o b s z a r ó w , na linji obo ję tne j , p r z e c h o d z ą c e j przez ś rodek , p a n o w a ć będz ie 
w a r t o ś ć zerowa n a p r ę ż e ń normalnych. Są to naprężenia gnące pierwszego 
rodzaju. 

W o g ó l n y m wypadku, gdy S=frO—linja obojętna nie może przecho­
dzić przez środek przekroju, obciążonego środkową siłą normalną i mo­
mentem gnącym. Może jednak mimo to l eżeć w przekroju, i dzielić go 
na owe dwa obszary n a p r ę ż e ń r ó ż n e g o znaku. Może być r ó w n i e ż stycz­
ną obwodu, a wtedy we wszystkich punktach przekroju p a n o w a ć będą 
n a p r ę ż e n i a jednego znaku, z wyjątkiem jednej ty lko gromady p u n k t ó w 
obwodu, l e żących na owej stycznej, z wyją tk iem jej p u n k t ó w lub punktu 
s t y c z n o ś c i , gdzie n a p r ę ż e n i e normalne jest r ówne zeru. Jest to drugi 
rodzaj naprężeń gnących. 

Wreszcie linja oboję tna m o ż e leżeć poza przekrojem. T o znaczy, źe 
we wszystkich jego punktach p a n o w a ć będą n a p r ę ż e n i a jednego znaku 
tylko dodatnie, lub też tylko ujemne. W tym wypadku linja oboję tna 
stanowi jeno pojęcie geometryczne, istotnego jednak znaczenia nie posia­
da, jako nie na leżąca do przekroju. Ten trzeci rodzaj naprężeń gnących 
w istocie rzeczy niczem się nie różni od drugiego. 

W e ź m y pod u w a g ę jak iko lwiek punkt [i (x, y) l eżący w przekroju 
w o d l e g ł o ś c i e od l inj i obo ję tne j . Panuje w n im nap rężen i e normalne 
, • • . , MgSinm . MgCosn , S , , . . 

dodatnie lub ujemne ae = — x~\ — — y - f - S , , w zależności 
Jy Jx * 

od po łożen ia tego punktu w z g l ę d e m łinji obo ję tne j . 
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Jeżeli odległości e w obszarze naprężeń dodatnich będziemy uważali 
za dodatnie, a w sąsiednim obszarze naprężeń ujemnych—rozpatrywali je 
jako ujemne, to na zasadzie znanego wzoru będziemy mogli napisać: 

[ MęSiw* MgCos<6 S] ^/W-gSin*u , M 2g Cos2 w 

= •• Mg l / ^ W - f ^ stąd: o „ - ̂  ] / ^ + ^ f " 
fc/ . V • / V fc/ A< fc' 

Wzór ten wyprowadzony został w założeniu momentu gnącego dodatniego, 
różnego od zera. Głosi on, że naprężenie normalne rośnie proporcjonalnie 
do odległości od Itnji obojętnej; skrajne 7vurtości naprężeń normalnych pa­
nują w najbardziej oddalonych od linji obojętnej punktach przekroju. 
A więc na obwodzie. 

Gdy linja obojętna przecina przekrój—mamy dodatnią największość 
i najmniejszość ujemną naprężeń normalnych; gdy linja obojętna jest styczną 
przekroju, naprężenia normalne zmieniają się od zera do minimum ujem­
nego, albo też od zera do maximum dodatniego; wreszcie, gdy linja na­
prężeń leży poza przekrojem, naprężenia normalne rosną od minimum 
dodatniego do maximum dodatniego, lub też maleją od maximum ujem­
nego do minimum ujemnego, pozostając w obu wypadkach ciągle jedna­
kowego znaku. We wszystkich tych trzech wypadkach naprężenia nor­
malne rosną linjowo i oczywiście ciągle jednokierunkowo, lub w taki sam 
sposób maleją. Wyznaczenie ich skrajnych wartości nie nastręcza żadnych 
trudności — należy tylko zbudować skrajne linje Lx i Z 2

 r 0 J u ł styczne 
obwodu, a oddalone o ex \ e, od linji obojętnej. Wartości ex i ea wyzna­
czą skrajne wartości naprężeń 

, / Cos2 w , Sin2 M , / ć o s 3 i o , S m 3 o l n . 

Bezwzględnie większa z tych dwóch wartości stanowi o bezpieczeństwie 
przekroju. W wypadku naprężeń gnących pierwszego rodzaju naprężenia 
skrajne, tylko co wypisane, są znaków odwrotnych, tutaj więc aal o3z<o. 
W wypadku naprężeń gnących drugiego rodzaju jedno z nich staje się 
2erem, to też iloczyn asl = °» wreszcie w wypadku naprężeń gnących 
trzeciego rodzaju oba naprężenia skrajne są jednakowego znaku, a ilo­
czyn asl a_j.2 > o. A przeto skrajne "wartości naprężeń całkoivicie określają 
rozkład naprężeń gnących przekroju. 

Wobec tego należy ustalić warunki powstawania układów naprężeń 
gnących owych trzech typów w zależności od sił zewnętrznych, odkształ­
cających. Najłatwiej to uskutecznić rozpatrując: 
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§ 4 . O b c i ą ż e n i a m i m o ś > o d k o w e . Bierzemy pod u w a g ę (Rys . 2 ) 
obc i ążen i e przekroju ś r o d k o w ą siłą S p r o s t o p a d ł ą do jego pola i mo­

mentem g n ą c y m Mg, l e ż ą c y m w tern p o l u . 
Dz ia ł an ie momentu g n ą c e g o m o ż e m y n i ewą t ­
pliwie zas tąpić dz i a ł an i em jego pary, leżące j 
w p łaszczyźn ie , k tó ra przechodzi przez o ś OZt 

znacząc w przekroju ś lad — oś sił Ol. W y ­
znaczmy ramię tej pary z r ó w n a n i a Mg = ± A S 
czy l i A = ± Mg : S . P o d w ó j n y znak jest tu 
konieczny, bo owo r a m i ę A ma b y ć rdzennic 
dodatnie, a nadto z za łożenia M„ > o podczas 
gdy SZSLO. 

G d y wypadkowa S obc iążen ia zewnę t r z 
nego jest dodatnia, wtedy para A S łączn ie z t ą 
silą da w y p a d k o w ą S , również dodatnią , a przy­
łożoną do punktu Q o s p ó ł r z ę d n y c h bieguno­
wych : promieniu wodzącym A i kącie bicguno-

^ys* 2 - 7vym T ^ w + Tjr, jak to zresz tą naj ła twie j z au ­

w a ż y ć z rysunku. Natomiast, gdy wypadkowa S jest ujemna, wtedy pa­
r a — A S , łącznie z tą siłą daje w y p a d k o w ą S , r ó w n i e ż ujemną, lecz p rzy­
łożoną do punktu Q o s p ó ł r z ę d n y c h b iegunowych: A i <p = to - j - 3 / i z . 
W y n i k a to b e z p o ś r e d n i o z o m ó w i e ń wyżej poczynionych . W obu wypad­
kach obc iążen ie przekroju s t a n o w i ć przeto będz ie pojedyncza siła S , do­
datnia lub ujemna, m i m o ś r o d k o w o p r z y ł o ż o n a do punktu Q o s p ó ł r z ę d n y c h 
biegunowych — promieniu w o d z ą c y m A i kąc ie b iegunowym <p. W y ­
znaczmy s p ó ł r z ę d n e p r o s t o k ą t n e tych punk tów. W wypadku si ły ś r o d k o ­
wej S dodatniej b ę d z i e m y miel i n i ewą tp l iwie 

A C o s 

S 
TJ = A S I M <p =s ^ILf-Sin ^ OJ - j -

-4- 1 = — — Ł Sin co: 
S 

a dla siły ś r o d k o w e j — I = —s_ Los co, 
2 S 

ujemnej 
M„ 

&Los » =a — C o s (co 
Y S V 

AS?';/ <? = —l^ff 
S 

Sin (<» -; - -) = Cos 

j - 5 / , 7t) = — _ j £ . S m co 
1 1 s 
Mn Ponieważ nadto 

Mx asa Mg Cos o), My = M<r Sin w, przeto dla obu w y p a d k ó w £ Mv 

~ S " 

Mr co daje Mx — Sii S c . Stąd wnioskujemy bezpo-g , j— x — , y 

ś r edn io , że obciążenie przekroju siłą środkową doń prostopadłą i momen-



tern gnącym można zastąpić siłą pojedynczą, równoległą i równą poprzed­
niej, a przyłożoną mimośrodkowo do pewnego punktu, lezącego w płasz­
czyźnie przekroju. Tego rodzaju obciążenie zwać będziemy mimośrod-
kowetn obciążeniem siłą S, a punkt Q uczepienia tej siły — środkiem 
naprężeń przekroju. Jako środek sprowadzenia sił, może on i nie leżeć 
w przekroju, a nawet w szczególnym wypadku, gdy S=o, środek na­
prężeń ulata w nieskończoność, wtedy bowiem £ : = T J = O O . Nie należy 
się temu dziwić, jest to bowiem wypadek działania momentu gnącego, 
czyli pary dwóch sił równych zeru na ramię nieskończenie wielkie. Włą­
czając i ten skrajny wypadek w krąg naszych rozważań, otrzymamy ogól­
ny wzór dla naprężenia gnącego 

My 

Jy Jx F \Jy 
gdzie wchodzą spółrzędne środka naprężeń. W tej nowej postaci wypi­
sany wzór pozwoli otrzymać nowe, nader cenne własności układu naprę­
żeń gnących. 

§ 5 . Ś r o d e k n a p r ę ż e ń . Bierzemy pod uwagę przekrój płaski, 
obciążony siłą S mimośrodkową, działającą w środku naprężeń Q ( £ , T J ) 
prostopadle do przekroju. Równanie linji obojętnej będzie tu 

Ta prosta przecina osie OX, OY w punktach [X0, O], [O, Y0], 
przyczem X0 = —Jy : F%t Y0 = —Jx: Fi\. 

Spólrzędne ś , ij i X0, Y0 są zawsze różnych znaków; stąd wnio­
skujemy, że linja obojętna przecina boki ćwiartki osi spółrzędnych, wierz­
chołkowo przeciwległej ćwiartce, w której leży środek naprężeń. 

Ten wniosek traci swą moc, gdy środek naprężeń leży na jednej 
z głównych osi przekroju. Wtedy albo £ = o, albo TJ = o i odpowiednio 
do tego równanie linji obojętnej będzie: 
~n 1 $ 1 
j- Y-\- •ir==o, lub też:-y— X-\—~- = o, a zatem linja obojętna jest pro-
Jx * Jy 
stopadła do głównej osi przekroju, gdy na tej osi leży środek naprężeń. 

Powyższe wzory dają £ = —Jy : FX0, t\ = —Jx'. FY0. Stąd łatwy 
sposób wyznaczania spółrzędnych środka naprężeń według danej linji 
obojętnej przekroju. Lepiej to jednak czynić w sposób następujący. 
Weźmy na danej linji obojętnej (Rys. 1) dowolny zresztą punkt |A0 (x,y). 
Równanie linji obojętnej, przez ten punkt przechodzącej będzie: Y—y~ 
= m (X—*), gdzie m = tg}¥. Tylko co wypisane równanie różni się 
postacią jedynie od równania zwykłego -y-A"-f- -f- Y-\-—~- = o linji 

Jy lx " 
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obojętnej, to też spółczynniki obu tych równań widny być proporcjonai 

ne, musi być przeto: m : 

skąd otrzymamy bezpośrednio wzory: 

g = m h _ ,ri = - h (4) 
F (y—mx) F (y—mx) x 

wyznaczające spółrzędne środka naprężeń, przynależnego do danej linji 
obojętnej. Ponieważ między spółrzędnemi obranego punktu J A 0 i spół-
rzędnemi jakiegokolwiek innego punktu ji., fa, yj na linji obojętnej za­
chodzi związek y — mx =yx — mxt, przeto spółrzędne środka naprężeń, 
przynależnego do danej linji obojętnej, mogą być wyrażone w funkcji 
spółrzędnych jakiegokolwiek punktu na linji tej leżącego, oraz jej spół-
czynnikd kątowego. 

Rozumowanie powyższe stosuje się do wszelkiego m skończonego; 
gdy jednak linja obojętna jest równoległa do osi OY, wtedy w ==<=», 
a równanie jej będzie X—x — o. W danym wypadku warunki propor­
cjonalności spółczynników będą: 1 : ~ 0 '• = — x ' [~F~] 
Stąd otrzymamy wzory: <; —Jy : Fx, -ą = o. 

To samo również możemy otrzymać bezpośrednio, kładąc we wzorach 
ogólnych m =» oo. A zatem wzory wyżej wypisane dla £ i TJ stosują się 
do wszelkich wartości m. 

Gdyśmy w ten sposób udowodnili zupełnej ogólności wzorów (4), 
przypuszczamy, źe nieskończona liczba linji obojętnych przechodzi przez 
dany punkt u.0 (x, y) przekroju. Każdej z tych linji obojętnych, a raczej 
każdej poszczególnej wartości spółczynnika m we wzorach — odpowiada 
pewien ściśle określony środek naprężeń. Zespół tych wszystkich środ­
ków utworzy miejsce geometryczne. Z łatwością wyznaczymy jego rów­
nanie rugując m z równań dla £, T J . W tym celu mnożymy £ przez x, 
a 7} przez y i dodajemy, otrzymując: 

Tą drogą dostaliśmy równane linji prostej, pochylonej ku osi OX pod 
kątem % — arc tg [ —Jx x : Jy y], 

Nieskończonej ilości linji obojętnych, przechodzących przez dany punkt, 
odpowiada nieskończona liczba środków naprężeń, tworzących linję prostą. 

Dalsze własności linji obojętnych poznamy, rozpatrując 

§ 6. R d z e ń przekroju. Niechaj w układzie osi głównych OX, 
OY przekroju równanie K(x, y) — o wyznacza krzywą wypukłą, nie ma-
ącą punktów osobliwych — obwód pola F przekroju (Rys. 3). Załóżmy, 



— 9 

że linja obojętna jest styczną T obwodu w pewnym jego punkcie p. (x, y). 
Spółrzędne odnośnego środka naprężeń O (£, 7|) będą odpowiednio: 

g = Jy? 

Tj mm — 

F (y—xy') ' 

F Cy—xy')' 
tutaj bowiem spółczynnik 
kątowy linji obojętnej T 
wyznaczy się z równania 
obwodu w postaci: 

dx 
m = tg U1* = y' 

\^K(x,y)^ ]dK(x,yT\^ 
Rys 

Rozpatrzmy cały układ linji obojętnych T, tworzących rój stycznych 
obwodu. Każdą z prostych tego roju w zupełności określają spółrzędne 
x, y punktu styczności {t, oraz spółczynnik kątowy y' w tym punkcie. 
Do każdej linji obojętnej — stycznej obwodu przynależy pewien określo­
ny środek naprężeń, bo krzywa obwodu, jak to wynika z założenia, 
punktów osobliwych nie posiada, każdej więc parze wartości x, y, czy­
niącej zadość równaniu R(y, x) = o odpowiada pewna wartość pochod­
nej y , a więc i para wartości spółrzędnych 6, fi odnośnego środka naprę­
żeń. Geometrycznym miejscem wszystkich tych środków naprężeń będzie 
krzywa zwana rdzeniem przekroju. 

Jej równanie otrzymamy, wyznaczając z równań, określających \\ i rt 

— zmienne x, y w postaci funkcji x = / ( £ , YJ ) , y == g (£, r() i podstawia­
jąc je w równanie obwodu. Tą drogą otrzymamy równanie K(f, g) — o 
rdzenia. Istnieć ono będzie zawsze, o ile tylko krzywa obwodu będzie 
ciągła, bez punktów osobliwych. A zatem: linjom obojętnym—stycznym 
obwodu przekroju odpowiada krzywa — rdzeń przekroju — geometryczne 
miejsce odnośnych środków naprężeń. 

Oznaczmy przez / kąt, jaki tworzy z osią OX styczna rdzenia, prze­
chodząca przez punkt O. Różniczkowaniem bezpośredniem wzorów dla 
•c, KJ znajdziemy: 

yy"dx d l l = = : _ J x xy',dx 

F 
di ==% _ 

F 0 

x 

xyT 

7 j ' = Ą = — & -
d£ Jy y 

Z kolei oznaczmy przez p — promień wodzący punktu u,, przez 9 

(y — xy')2 
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jego kąt biegunowy, przez r promień wodzący odnośnego środka naprę­
żeń. Ponieważ środek naprężeń leży na osi sił, przeto jego kąt biegu­
nowy jest <p. Zważywszy, że tgft — -L , otrzymamy na zasadzie powyż-

x 
szego wzoru Jx -f- Jy tgyjg% — o: styczna rdzenia, przechodząca przez da­
ny środek naprężeń na rdzeniu, oraz promień wodzący odnośnego punktu 
HU obwodzie wyznaczają kierunki sprzężonych średnic środkowej elipsy 
bezwładności. 

Dzieląc wzory dla £, 17, otrzymamy A = — ?̂-y', s k ą d y — — J l = = / f g W . 
•'i Jx Jy ''i 

Ponieważ jednak niewątpliwie tg^~-^ ; przeto ostatecznie będziemy 
mieli: Jx - f Jy tg f tg V = o. 

Styczna obwodu, przez dany punkt poprowadzona, oraz promień wo­
dzący odnośnego środka naprężeń na rdzeniu—wyznaczają kierunki sprzę­
żonych średnic elipsy bezioladności środkowej. Widzimy tu uderzające 
podobieństwo dwu ostatnich wniosków. Nie jest ono przypadkowe. Aby 
to udowodnić, określamy z równania dla vj dwumian v — x/=— — . 

t T\ 
Inaczej jeszcze 

~ „ (1 - ±y\ =Ą k = J 1 - i | . 
tf\ \ y 1 L Jy v y\ 1 vi 

Ostatecznie przeto otrzymamy dla spółrzędnej 

V = — . Nadto x = — Iż- yri', skąd x = ^y ^ 
Fto-bn' Jx \ - Fto—tn') 

Te wzory dowodzą, że pomiędzy środkiem naprężeń na rdzeniu, 
a punktem odnośnym obwodu zachodzi wzajemność. Te same wzory łączą 
spółrzedne obu punktów wprost i odwrotnie. Tem się objaśnia owo po­
dobieństwo wniosków. Sięga ono znacznie dalej nawet. Równanie stycznej 
w punkcie Q (£, •/]) rdzenia przekroju jest H — TJ — rf (S — £). Wobec 

r x . 
tego, że TJ' = — xjx :yjy , otrzymamy H — t\ — —• 1*— (S — i). 

Jyy 
Ponadto inaczej jeszcze: 

+ OŁ _ 3Ł _ A . = JL 3 + JL H + - = o. 
Jy J.x Jx Jy Jy Jx F 

Otrzymane tu równanie stycznej rdzenia niczem się nie różni od 
równania linji obojętnej, przynależnej do środka naprężeń u. (x, y). leżą­
cego na obwodzie pola. Stąd wniosek, że linja obojętna, przynależna do 
danego środka naprężeń, leżącego na obwodzie pola, stanowi styczną rdze-
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nia w odnośnym punkcie. I w tym wniosku widzimy wzajemność między 
rdzeniem a obwodem. 

Tylko co wyprowadzone wzory pozwalają otrzymać równanie rdze­
nia. Niechaj, jak dawniej, równanie K(x,y) = o wyznacza obwód prze­
kroju. Podstawiając w nie wartości dla x, y, otrzymamy równanie róż­
niczkowe, zawierające 6, Y J , Y J ' , któremu oczywiście winno czynić zadość 
równanie rdzenia, jako jedna z całek. Aby ją otrzymać, całkujemy przez 
różniczkowanie: 

IK 
d% dx dV dy dc dx F ( Y J - S Y J ' ) 2 dy F ( Y , - £ T J ' ) 2 

dK óKdx dK dy _ oKJy YJ dK Jx i 

o. 

Nadto: _ = 
tą' dx ot]' 1 dy drj' dx F (YJ — Ś T } ' ) ' dy F (»] — c V ) ł ~ 

IdK\ ,,: • ' . dK dK 

—r : 'f\". Ostatecznie —h == — rt" = 0 d£] di dr}' ' 
Stąd bezpośrednio wnioskujemy, że T J " = o, co daje T J ' = a. W ten spo­
sób całka ogólna równania różniczkowego jest 

IFCTJ —ga) F(ą — UV 

ostatecznie więc 7) - ta - i = 1 + ^ . ^ + ^ = [ ^ + g +^] 

Rozwiązując to równanie względem dwumianu zawierającego £, YJ , 
otrzymamy TJ — = b, gdzie a i b są to niewątpliwie zupełnie dowolne 
wielkości — stałe całkowania. Całka ogólna wyobraża przeto rój pro­
stych — układ stycznych rdzenia. W samej rzeczy, funkcja K staje się 
zerem wyłącznie i tylko dla spółrzędnych x, y obwodu, a zatem musi być 

T x ' f- T a—t{— — oraz, jako tego wynik: b = TJ — C Y J ' = — J X
 R 

Jy y Fy 

Jy y Fy YJx Jy F J y 

a przeto ~j- -f- -y - j - —- — o. Jest to równanie stycznej rdzenia, w niem 
Jy Jx F 

£f 1 grają rolę spółrzędnych bieżących, a zmienna * odgrywa rolę pa­
rametru, zmieniającego się ciągle w pewnych ściśle określonych grani­
cach wraz ty, zależnym od * na zasadzie równania K{x, y) = o. Zatem 
tą drogą nie możemy otrzymać równania rdzenia z całki ogólnej, jeno 
równanie roju jego stycznych. Mimo to jednak czynić winno mu ono 
zadość. Równanie rdzenia stanowić musi całką osobliwą, czyniącą zadość 

dK 
nie równaniu Y J " = o, a raczej — o. Rugując •({ z równań K (x, y) = o 
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i '~-z=.o z łatwością ją wyznaczymy. Otrzymamy w ten sposób równa-

nie R ( £ , ij) — o rdzenia naszego przekroju. Z rachunku całkowego wie­
my jednak, że tą samą drogą otrzymać można równanie owijającej roju 
prostych t\ —• %,a = b, roju linji obojętnych, przynależnych do środkóu' na­
prężeń, leżących na obwodzie. A zatem rdzeń stanoivi owijającą roju linji 
obojętnych, przynależnych do środków naprężeń, leżących na obwodzie prze­
kroju. 

Tylko co podany sposób wyznaczania rdzenia szybciej prowadzi do 
celu. Niech, dajmy na to, obwód przekroju wyraża się równaniem dru­
giego stopnia K(x, y) == ax'2 -j- 2 bxy -f- cy2 -f- 2 dx -f- 2 fy Ą- g — o. Pod­
stawiając wartości dla x, y i mnożąc przez F2 (-/] — s Y ) 2 , otrzymamy 
K (x,y) = Nr{2 — 2 Mrf + R = o, gdzie: A^= aj2

y — 2 «ff?J$ + gF2&, 
M= bJxJy - dF/yj +/FJXĘ, + ^ » « 1 J , A> = ^ - 2 fFJggi + ^ t j » . 

Pozatem różniczkując bezpośrednio mamy: = 2 JVr/ — 2 M—o, stąd •»)'= 

Af - NM2 2 A / s 

=== i ostatecznie równanie rdzenia będzie: R (£, -ą) = —^ —\-R— 

M2 A 

= A3 — = o. Inaczej jeszcze M2 — RN == F 8 /^*' ( /» — c )̂ & + 
+ 2 F2JxJy(bg - rf/) $ j + W - ga) i? 4 - 2 /•;/.,"./>• ( «* - »/> Ś + 
4 2 i ^ / / ( « / - M + 7 ^ / (A» - « C ) = a. 

Rdzeń pola, ograniczonego krzywą drugiego stopnia, jest też krzywą 
drugiego stopnia. 

Z kolei niech znowu będzie równanie R (£, TJ) S=? o rdzenia przekro­
ju, którego obwód — K(xy) — o. Kładąc w równaniu A (6, "f\) — o war­
tości 6, f} otrzymamy równanie różniczkowe, zawierające x,y,y', któremu 
czynić winno zadość równanie obwodu, jako jedna z całek. Rozwiązując 
zupełnie tak samo, jak poprzednio, otrzymamy: 

\ F(y—ax) F (y—ax) ] 
które wyraża rój stycznych obwodu. Zatem równanie obwodu nie daje 
się otrzymać z całki ogólnej przez nadanie stałej całkowania wartości 
szczególnej, stanowi przeto całkę osobliwą, którą otrzymamy, rugując y' 

dR 
z równań R ( £ , T J ) = o i = u. Tą samą drogą otrzymujemy równa­
nie owijającej roju prostych stycznych obwodu, stanowiących linje obo­
jętne środków leżących na rdzeniu, a przeto: obwód danego pola stano-
wi owijającą roju linji obojętnych, przynależnych do środków naprężeń, le­
żących na rdzeniu. Ten wniosek można również otrzymać wprost na za­
sadzie prawa wzajemności. 
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Dotychczas r o z p a t r y w a l i ś m y krzywe o b w o d ó w , pozbawione punk tów 
osobl iwych; obecnie na leży r o z s z e r z y ć obszar b a d a ń , b io rąc (Rys. 4) pod 
uwago, część obwodu, z łożoną z d w ó c h ł u k ó w [i 1 
i fi 2, zb iega jących się pod ką tem w punkcie p., któ­
ry zwać b ę d z i e m y punktem zespolenia. Styczne obu 
gałęzi tworzą w tym punkcie kąt r ó ż n y od zera. 
Rozpa t ru jąc rój s tycznych tej części obwodu, z ła t ­
wośc ią dojdziemy do wniosku, na zasadzie j uż zna­
nych własnośc i , ź e : 

1° k a ż d e m u łukowi krzywej obwodu (a więc 
ł u k o m [t. 1, [t2) o d p o w i a d a j ą r ó w n i e ż śc i ś le o k r e ś l o - Rys. 4. 
ne łuk i rdzenia ([ly 1, [J.2 2), 

2° n i e s k o ń c z o n e j l iczbie rzekomych s tycznych , zawartych wewnątrz 
kąta, utworzonego przez skrajne styczne — obu łuków, zb iega jących się 
w punkcie zespolenia, odpowiada prosta (T), s t anowiąca o d n o ś n ą część 
rdzenia — zwana prostą zespolenia. Ta prosta stanowi w s p ó l n ą s tyczną 
wyże j wspomnianych ł u k ó w rdzenia, r ó w n a n i e bowiem 

Sx . Hy , 1 

. ; , T y + T x

+ - F = ° • • 
wyznacza z a r ó w n o p ros t ą zespolenia, j ako t eż i styczne ł u k ó w ] , 2 
w punktach \it i [Jij, dla k tó rych punkt u. jest o d n o ś n y m punktem obwodu. 
A przeto gdy jakakolwiek cześć obwodu pola składa się z dwóch gałęzi, 
zbiegających się w punkcie zespolenia, wtedy odpowiednia część rdzenia 
będzie złożona z dwóch luków., przynależnych dą owych krzywych gałęzi, 
obwodu, połączonych prostą zespolenia, styczną1 obu tych łuków. Prosta 
zespolenia stanowi odpowiednik punktu zespolenia. 

W podobny s p o s ó b z ła twością udowodnimy r ó w n i e ż , że , gdy jaka­
kolwiek część rdzenia składa się z dwóch krzywych łukózv, połączonych zc 
sobą styczną zespolenia, wtedy odnośna część obwodu będzie złożona z dwóch 1 

krzywych, zbiegających się w punkcie zespolenia. 

N a mocy prawa wza jemnośc i mamy nadto: gdy jakakolwiek część 
rdzenia składa się s dwóch krzywych, zbiegających się pod kątem w punk­
cie zespolenia, wtedy odnośna część obwodu będzie złożona z dwóch łuków, 
przynależnych do owych krzywych gałęzi rdzenia, połączonych ze sobą pro­
stą zespolenia, styczną obu łuków. Wniosek odwrotny r ó w n i e ż jest s łusz­
ny. Gdy jakakolwiek część obwodu składa się a dwóch łuków, połączo­
nych wspólną styczną zespolenia, to odnośna część rdzenia będzie złożona 
z dwóch krzywych, zbiegających się pod kątem w punkcie, zespolenia. 

Te wnioski pozwalają b u d o w a ć r d z e ń dla wszelkiego przekroju, bo 
każdy o b w ó d pola w o g ó l n y m wypadku s k ł a d a się w p o s z c z e g ó l n y c h 
k rzywych ł u k ó w , zb iega jących się w punktach zespolenia, lub polączo-



nych prostemi zespolenia. Nadto pewne u ła twien ie m o g ą d a ć nas t ępu ­
jące w ł a s n o ś c i l inji o b o j ę t n y c h : 

W e ź m y (Rys. 5) j ak ikolwiek p rzekró j , wyznaczmy jego o b w ó d K, 
r d z e ń R i e l ipsę ś r o d k o w ą b e z w ł a d n o ś c i E, k tó re j r ó w n a n i e 

[x:iy]2-\-[y. ix p = 1 
m o ż e m y , dz ie ląc przez F, przed­
s tawić w postaci: 

5 + Z -
Jy Jx 

1 
F 

o. Obierzmy 

jakąkolwiek o ś sił, a na niej ś r o ­
dek n a p r ę ż e ń O (tj, T J ) , o s p ó ł ­
r z ę d n y c h b iegunowych r, <p. L i ­
nja obo ję tna , do tego ś rodka 
p rzyna leżna , b ę d z i e : 

i 
o. Jy Jx' ' f. 

S p ó ł r z e d n e punktu przec ięc ia się tej l inj i obo ję tne j z osią sił b ę d ą oczy­
wiście czyn i ły z a d o ś ć temu równan iu , oraz r ó w n a n i u osi sił, k tó re m o ż e ­
my wyp i sać w postaci Y—Xtgy — mX. Oznaczmy s p ó ł r z e d n e tego 
punktu przez X, Y p r o s t o k ą t n e , p rzyczem a =Y~X2 -f- Y* =X j / l - f - m 2 = 
— X i \ - \ - ł g \ o z n a c z a ć będz ie jego p r o m i e ń w o d z ą c y . P o n i e w a ż da­
lej | = tgv, przeto Yi\ = m2X%, gdzie m — tg<f i ostatecznie r ó w n a n i e 

1 
linji obo j ę tne j będz ie X 

; f 1 . m2\ 
% 1 /7 + 7~ + F o, a w ięc z tego rów­

nania w y p ł y w a , że Xź jest wie lkością stałą, XE, = — JxJy : [Jx + 
- j - m2Jy ] F; zatem r ó w n i e ż Yt\ jest wie lkośc ią stałą, a lbowiem Yi\ = 
= m*Xi = — Jx Jy m* : \JX - j - nfljy ] F. Podobnie też r? = j / 4 . , 

fX»~TY* « Xt(l -r> ™ J ) = —JxJy (1 + w 3 ) : IV* + «*V>, ] # i l o c z y n 
ten jest r ó w n i e ż stałą. A zatem, gdy ś r o d e k n a p r ę ż e ń posuwa s ię po osi 
sił — o d n o ś n a linja obo j ę tna również się posuwa, pozos ta j ąc równo leg ł ą 
d « os i elipsy ś r o d k o w e j b e z w ł a d n o ś c i , k ierunkowo z osią sił sp r zężone j . 
Nadto, gdy ś r o d e k n a p r ę ż e ń leży w n i e s k o ń c z o n o ś c i , to jest gdy £=v]=oo, 
wtedy X = Y—= o: linja obojętna przechodzi przez środek przekroju, gdy 
odnośnv środek naprężeń jest nieskończenie daleki. G d y ś r o d e k n a p r ę ż e ń 
wychodzi z n i e s k o ń c z o n o ś c i i posuwa się po osi sił ku począ tkowi spół ­
r zędnych — £, YJ maleją, a XY r o sną — r ó w n o c z e ś n i e w ięc linja oboję t ­
na, w y c h o d z ą c ze ś rodka przekroju, oddala się r ó w n o l e g l e do siebie sa­
mej. G d y ś rodek n a p r ę ż e ń wkroczy na o b w ó d w punkcie Oz, linja obo-
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Śętna dotknie rdzenia w R3, przyczem dotyk należy tu p o j m o w a ć już to 
jako istotne stykanie się geometryczne, już to jako zwykłą tylko wspól­
n o ś ć punktu bez w y r a ź n e j s tycznośc i w śc is łem tego s łowa znaczeniu, 
jak to właśn ie ma miejsce w rozpatrywanym wypadku. G d y z kole i ś r o ­
dek nap rężeń porzuca o b w ó d i d ą ż y ku ś r o d k o w e j elipsie bezwładnośc i 
przekroju, o d n o ś n a linja obo ję tna oddala się jeszcze bardziej. G d y ś ro ­
dek wkroczy na e l ipsę w Q„ o s p ó ł r z ę d n y c h Xe , Ye , o d n o ś n a linja 
obo j ę tna stanie się s tyczną tej elipsy w ś r e d n i c o w o p rzec iwleg łym punkcie 
j i 2 (—Xt, —Ye). Ł a t w o to u d o w o d n i ć z w a ż y w s z y , że spó ł rzędne punktu 
Q.,, l e żącego z za łożenia na elipsie, czyn ić winny z a d o ś ć jej równan iu 

1 

lx ' 

X 2 Y2 

y 2 - + rp — -pr = O, Z drugiej z n ó w strony r ó w n a n i e l inj i oboję tne j , 

p r z y n a l e ż n e j do ś rodka n a p r ę ż e ń Qz(Xc Ye) b ę d z i e tu J^ł-f- Ip-Ą 
Jy Jx 

+ 1 

~F 
o. Z p o r ó w n a n i a obu tych r ó w n a ń wynika, że X = — X 

Y — — Y. co na leża ło u d o w o d n i ć . Nadto owa linja obo ję tna , jako 
s p r z ę ż o n a kierunkowo z osią sił — musi być s tyczną el ipsy. Widz imy 
stąd, że r d z e ń zawarty jest ca łkowic ie w e w n ą t r z elipsy ś r o d k o w e j prze­
kroju . G d y znowu ś r o d e k n a p r ę ż e ń porzuca el ipsę dążąc ku krzywej 
rdzenia, o d n o ś n a linja obo ję tna jeszcze się bardziej oddala. G d y ś r o d e k 
nap rężeń wkroczy na rdzeń w punkcie Qx, linja obo ję tna dotknie obwo­
du, lub przejdzie przez jego punkt jedyny bez wyraźne j s tycznośc i , jak 
to ma miejsce w danym wypadku. Wreszcie , gdy ś rodek n a p r ę ż e ń po­
rzuci rdzeń i zbl iża się do ś r o d k a masy przekroju, o d n o ś n a linja oboję tna 
porzuca o b w ó d i oddala się w n i e s k o ń c z o n o ś ć . Te wszystkie wnioski 
są oczywiste wobec s ta łości i l oczynów X&, Y T J . G d y w nich 6 = r> = o, 
to wtedy X — Y — oo. 

N a zasadzie r o z w a ż a ń poprzednich ł a two jest us ta l ić w y k r e ś l n y spo­
sób budowania l inj i obo ję tne j , p r zyna leżne j do danego ś rodka nap rężeń 
(Rys. 6). W tym celu przez dany ś r o d e k 
Q prowadzimy oś sił (92, k tóra przetnie 
el ipsę ś r o d k o w ą b e z w ł a d n o ś c i w punktach 
Qe i V-e. Przez Q i Q.t prowadzimy pro­
ste r ó w n o l e g ł e do jednej z g ł ó w n y c h osi 
przekroju. Kreś l ąc łuk \i t R promieniem 
0[i.t do przec ięc ia się z ową prostą przez 
Q p o p r o w a d z o n ą , prowadzimy p r o m i e ń OR 
i p r z e d ł u ż a m y do przec ięc ia się z r ó w n o ­
ległą przez O., p o p r o w a d z o n ą . Łuk. opi- Rys. 6. 
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sany promieniem O W z owego punktu przec ięc ia , odetnie na osi s i ł 
odcinek Oy-. Przez p przejdzie szukana linja obo j ę tna , p rzyna leżna do Q. 
Aby . ją ostatecznie wykreś l i ć , na l eży z b u d o w a ć s tyczną T e l ipsy b e z w ł a d ­
ności , p r z e c h o d z ą c ą przez \i.e_ Szukana linja obo ję tna b ę d z i e jej r ó w n o ­
legła . 

Z u p e ł n i e tak samo m o ż e m y w y z n a c z y ć ś rodek nap rężeń , p rzyna leżny 
do danej l inji obo ję tne j L. P rowadz imy s tyczną T elipsy b e z w ł a d n o ś c i 
przekroju ś r o d k o w e j , r ó w n o l e g ł ą do L. T a styczna przejdzie przez punkt 
s tycznośc i u.̂  na elipsie. Ł ą c z y m y [t, ze ś rodk iem przekroju osią sił Ot 
która wyznaczy drugi punkt ś r e d n i c o w o przec iwleg ły Oc na elipsie oraz 
punkt ix przec ięc ia się z daną linją oboję tną . Przez punkt Qt p rowadz i ­
my p ros tą równoleg łą do jednej z osi g ł ó w n y c h przekroju. Zataczając łuk 
\J.W promieniem Ou. znajdujemy punkt przec ięc ia się W tego łuku z pro­
stą tylko co p o p r o w a d z o n ą . Ł ą c z y m y W z O i zataczamy łuk promie­
niem 0\i.e> k tóry wyznaczy na O W punkt przecięcia R. Prosta RO 
r ó w n o l e g l e do QEW poprowadzona przetnie oś Ot w O — szukanym 
ś rodku n a p r ę ż e ń . 

A b y to u d o w o d n i ć oznaczamy OQe re OQ — r, 0\LC = ptf 

Ou. = p. Wyże j widzie l i śmy, że styczna T elipsy ś r o d k o w e j stanowi linję 
obojętną , p rzyna leżną do ś r o d k a n a p r ę ż e ń O,, mamy więc rp == repe=sta-
łe j . T o samo wynika z podobnych t ró jką tów ^,QeWO i Ł±QRO, gdzie 
^Qe • OQ - OW : OR <r 0\i. : 0\ie czy l i re : r — p : pe i ostatecznie 
rgPe = rp, co na leża ło u d o w o d n i ć . 

N a zasadzie wyżej w y ł u s z c z o n y c h w n i o s k ó w z ła twośc ią daje s ię 
zauważyć , że skoro ś rodek n a p r ę ż e ń leży poza rdzeniem, p r z y n a l e ż n a doń 
linja o b o j ę t n a przecina p r z e k r ó j , a wtedy obc iążen ie przekroju sk łada się 
z n a p r ę ż e ń r ó ż n y c h z n a k ó w . W budownictwie tego rodzaju r o z k ł a d ó w 
n a p r ę ż e ń na leży un ikać , wobec nader małej w y t r z y m a ł o ś c i na r o z c i ą g a n i e 
kamieni, a zwłaszcza zapraw i cementu. N a l e ż y przeto przekroje obcią­
żać jednoimiennemi n a p r ę ż e n i a m i c i snącymi . S tąd w s k a z ó w k a praktyczna, 
że ś r o d e k n a p r ę ż e ń nie powinien w y c h o d z i ć poza r d z e ń przekroju, a za­
tem winien l eżeć w e w n ą t r z lub na rdzeniu. Jest to warunek konieczny. 
Czy dostateczny? Tak, o ile styczne obwodu nie przecinają pola prze­
kroju, wtedy bowiem każda ze stycznych ma o d n o ś n y ś r o d e k n a p r ę ż e ń 
na rdzeniu. W tym wypadku na s tycznych p a n o w a ć b ę d ą n a p r ę ż e n i a ze­
rowe a cały przekró j b ę d z i e obc i ążony nap rężen i ami jednego znaku. 

Inaczej rzecz się ma, gdy styczna przekroju przecina jego pole. Ja ­
ko linja obo ję tna na leży ona do ś r o d k a n a p r ę ż e ń l eżącego na rdzeniu, na 
niej panują n a p r ę ż e n i a r ó w n e zeru, skoro więc przecina pole przekroju , 
zatem go dziel i na dwa obszary o n a p r ę ż e n i a c h różnych co do znaku. 
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w. 

\ J 2 

Rys. 7. 

Ma to jedynie miejsce w tym wypadku, gdy na obwodzie przekroju za­
znacza się zaklęśniecie, słowem gdy obwód nie jest krzywą wypukłą. 
Jest to samo przez się zrozumiałe: styczna T0 przekroju (Rys. 7) prze­
chodząca przez punkt u.„ zaklęśnięcia musi prze­
ciąć pole przekroju. Z tego powodu przy roz­
patrywaniu rdzenia należy wyłączyć z pod roz­
patrywania wszystkie styczne zaklęśnięcia i ogra­
niczyć się do wyznaczenia środka naprężeń, 
przynależnego do stycznej obwodu w punktach 
H i t° jest do prostej zespolenia obu łuków, 
obejmujących zaklęśniecie. Ponieważ prostej 
zespolenia 7' i obu punktom styczności odpowiada jeden tylko środek 
naprężeń na rdzeniu, przeto pominięcie stycznych zaklęśnięcia nie przer­
wie ciągłości rdzenia. Chcąc zatem wyznaczyć miejsce geometryczne 
skrajnych środków naprężeń, przynależnych do linji obojętnych, stycznych 
przekroju, lecz nie przecinających jego pola, należy pominąć wszystkie 
styczne zaklęśnięć obwodu i ograniczyć się do rozpatrywania prostych 
zespolenia przerzuconych ponad zaklęśnięciami. Czyniąc tak wyłączamy 
z pod rozpatrywania część rdzenia, odpowiadającą zaklęśnięciu JJ-I"-,,̂ . 
która stanowi pętlę zewnętrzną, uczepioną 'do punktu zespolenia [i dwóch 
łuków rdzenia zbiegających się w tym punkcie, przynależnym do prostej 
zespolenia T obwodu. Łuki rdzenia 2u. przynależą do łuków 2 ^ 
obwodu, pętlica zaś jest zawsze zewnętrzna w stosunku do rdzenia, bo 
zaklęśniecie [w-0^2 jako bliżej środka leżące da szereg środków naprężeń 
dalej od środka leżących niż punkt u,, przynależny do stycznej 7". A za­
tem jeżeli obwód przekroju posiada zaklęśniecie, to odpowiednia część rdze­
nia składa się z pętlicy leżącej na zewnątrz punktu zespolenia, przynależ­
nego do prostej zespolenia, przerzuconej 
poprzez wklęsłość obwodu. 

§ 7. "Wyznaczanie skrajnych na­
prężeń normalnych przekroju za po­
m o c ą rdzenia. Weźmy pod uwagę prze­
krój (Rys. 8), odkształcony pod jarzmem 
środkowej siły S doń prostopadłej oraz 
momentu gnącego Mg, pochylonego ku 
osi głównej OX przekroju pod kątem to, 
a leżącego w przekroju. Wyznaczmy oś 
sił OE momentu i rdzeń przekroju. Oś 
sił przetnie rdzeń w punktach Qt, Q2, od­
cinając promienie rdzenia wt i zv«. Roz­
łóżmy moment gnący na parę sił w taki Rys. 8. 
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sposób , aby jedna z sił pary działała w ś r o d k u przekroju, a druga w Qv 

lub O , na rdzeniu. W p ie rwszym wypadku siłę pary wyznaczymy z r ó w ­
nania Mg = ztfiSu a w drugim z M^ — a ' s 5 3 . W pierwszym wypadku 
w Oy b ę d z i e działała siła S t = Mg : zvt dodatnia, oraz w ś rodku prze­
kroju siła — S j ujemna łącznie z siłą 5". W d rug im natomiast w Q2 b ę ­
dziemy mie l i siłę — S2 = Mg : zv2 u jemną , a w ś rodku siłę S2 dodat­
nią, t o w a r z y s z ą c ą sile 6". W y p ł y w a to b e z p o ś r e d n i o z z a ł o ż e ń , dotyczą­
cych kierunku obrotowego momentu. 

G o d z i się tu zaznaczyć , że p r o m i e ń wu jako leżący na os i sił tuż 

za momentem ma kąt b iegunowy c t == w -\- -5-, podczas gdy p r o m i e ń 

zv2, poprzedniemu przec iwleg ły , p r z y n a l e ż y do ką ta biegunowego <p2 == 
3 

== w -f- -n *• W tern za łożen iu siła Ą p r z y ł o ż o n a do Qt jest zawsze 

dodatnia. Jej linja obo ję tna przecina b o k i p rzec iwleg łe j ćwiartki , prze­
chodząc przez punkt IĴ  obwodu. Wszystkie punkty tej linji Lu a więc 
i punkt s t ycznośc i ^ na obwodzie leżący, n a p r ę ż e n i o w o od si ły Su dzia­
łającej w Ou nie zależą, p o n i e w a ż leżą na l inji obo ję tne j , p r zyna leżne j 
do ś rodka n a p r ę ż e ń Qv Natomiast pozos t a ł e dwie si ły ś r o d k o w e — 5 , 

S Me 

i 5 dają dla punktu |Ł, n a p r ę ż e n i e [ — : F — -~ g r 5 - takie 

samo, jak dla innych p u n k t ó w przekroju, bo siły te, jako ś r o d k o w e obcią­
żają p r ze k ró j jednostajnie. P o n i e w a ż s p r o w a d z i l i ś m y obc iążen ie przekroju 
od trzech sił tylko co wymien ionych , przeto w z ó r otrzymany daje ca łko­
witą w a r t o ś ć n a p r ę ż e n i a w punkcie (tt. 

Obc iążen ie z e w n ę t r z n e m o ż e b y ć również sprowadzone do s i ły — S 2 

dzia ła jącej m i m o ś r o d k o w o w Q2 na rdzeniu oraz do sił ś r o d k o w y c h S., 
i 5 . P o n i e w a ż Ox i Q2 leżą na tej samej osi sił , przeto ich linje obojęt­
ne muszą b y ć r ó w n o l e g ł e , bo są k ierunkowo z tą osią s p r z ę ż o n e . Nale­
ży zatem p o p r o w a d z i ć d r u g ą skra jną s tyczną obwodu La, r ó w n o l e g l e do 
Llt aby o t r z y m a ć linję obo ję tną dla ś r o d k a n a p r ę ż e ń Q2. Jej punkt stycz­
nośc i n a p r ę ż e n i o w o od si ły — S2 nie za leży , leży bowiem na linji 
obo ję tne j , natomiast dwie pozos t a ł e siły ś r o d k o w e S2 i Sx obc iąża jące 

S Me 

przekró j jednostajnie dają d lań n a p r ę ż e n i e [S2 -f- S] : F = -\- ^ . 

Z w r ó ć m y u w a g ę , że k ierunkowo s p r z ę ż o n e z osią sił styczne obwo­
du Lt i L2 s t anowią skrajne proste roju l inj i r ó w n y c h n a p r ę ż e ń , to też , 
zgodnie z tern c o ś m y w y ż e j wyprowadzi l i , wiemy, że na nich panują 
skrajne war to śc i n a p r ę ż e ń normalnych acl i a s 2 . M a m y więc aei = 

5 
~~F 

A zatem m o ż e m y w y p o w i e d z i e ć na-
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s tępu jący wniosek : skrajne wartości naprężeń normalnych przekroju, ob­
ciążonego środkową siłą doń prostopadłą, oraz momentem gnącym, leżą­
cym w przekroju, można wyznaczyć, dzieląc przez przekrój sume i różnice, 
owej siły i momentu, podzielonego przez odnośne promienie rdzenia, leżące 
na osi sił momentu. Różnicy odpowiada promień rdzenia, leżący na osi 
sił tuż za momentem gnącym, — sumie dalszy promień pierwszemu prze­
ciwległy. Inaczej m ó w i ą c — różn icy odpowiada p r o m i e ń p r z y n a l e ż n y do 
kąta co -\- « / , , a sumie — p r o m i e ń p rzyna l eżny do co - j - 3 / a z, gdzie to 

oznacza kąt pochylenia momentu g n ą c e g o ku g ł ó w n e j osi przekroju. 

§ 8. P r z y k ł a d y i ć w i c z e n i a . 1. P r z e k r ó j p r o s t o k ą t n y . M o ­
ment g n ą c y leży na jednej z g ł ó w n y c h os i przekroju. W y z n a c z y ć skraj­
ne n a p r ę ż e n i a w z a ł o ż e n i u podstawy B — 10 cm, wysokośc i przekroju 
H — 12 cm i Mrr == 0,2 (tn, m). Korzys ta jąc ze znakowania (I. Rys . 14) 
mamy J x = V i a > < H ) X 12 s = 1440 cm* Jy == 7 1 8 X 12 X 10s = 1000 cm 4 . 

, . . . . Sin co , Cos co ^ r 

A zatem r ó w n a n i e l in j i obo ję tne j b ę d z i e : = ^ X - j - ^ A A n Y=o, a na-

, . . . , , / C o s t c o , S / « a w , 
p rężen ia skrajne w y z n a c z ą s ię ze wzoru : cMg y "T4403 ~T "jTjoTĵ  ' % ? 

uczynimy w nim e — el i e — e2. 
Z a ł ó ż m y przedewszystkiem, że moment leży na osi OX, zatem 

<o = o i linją obo ję tną będz ie OX. Ł a t w o to spostrzec ze wzoru czyn iąc 
w nim C o s to = 1 S m to =z o. Tutaj w i ę c el = 72 H — & cm, ea = — 6 cm. 
Z w a ż y w s z y nadto, że Mg — 0,2 X 1000 X 100 =• 20000 (kg, cm), będz ie ­
m y mie l i = 6 X 20000 X J / S ^ i = 8 3 K G / C M 2 *M = — 83 K G / C M

 2 

T e dwie war tośc i różn ią s ię znakiem j edyn ie ; n a p r ę ż e n i e rozc iąga jące 
skrajne panuje w z d ł u ż podstawy dolnej przekroju, c i snące ujemne wzdłuż 
podstawy g ó r n e j . 

Z kolei z a k ł a d a m y , źe moment leży na osi OY c z y l i że 10 = . - — . 

R ó w n a n i e l inji obo ję tne j będz ie tu A ' = o, a przeto «, —• —5 cm 

= — 5 cm, a zatem aęl = 5 X 20000 V T^QI • « 1 0 0 k g / C M s oraz == 

~ — 1 0 0 k g / C M 9 . Te n a p r ę ż e n i a skrajne p a n o w a ć b ę d ą wzd łuż k r a w ę d z i 
bocznych przekroju. G d y oś OY skierujemy ku g ó r z e — w krawędz i le­
wej będz i emy miel i n a p r ę ż e n i e c isnące , w prawej rozc iąga jące . 

2 . D w u t e o w n i k . W e ź m y pod u w a g ę d w u ł e o w n i k N° 20. O ś sy­
metrji, p ros topad łą do ś r o d n i k a nazywamy OX, druga o ś symetrji leży 
w e w n ą t r z ś r o d n i k a . 'Tab l i ce dają war tośc i m o m e n t ó w g ł ó w n y c h Jx = 
= 2139 c m 4 Jv — 117 c m 4 . W y s o k o ś ć dwuteownika H —- 20 cm, sze­
r o k o ś ć obu., p a s ó w B— 9 cm. Moment g n ą c y Mg = 0,5 (tn, m) pochyla 
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się k u osi OX pod kątem w = 28° 20'. W y z n a c z y ć skrajne n a p r ę ż e n i a 
przekroju. P o n i e w a ż S/«w — 0,47460, Cos — 0,88020 przeto 

50000 X 0,4746 „ , 50000 X0,8802 v 

a ^ — ~ ~ A - j * R ó w n a n i e linji obo ję t ­

nej będz i e , gdy uczyn imy w tym wzorze os == o — co da Y== 9,8576 A ' . 
Przechodzi ona przez ś r o d e k i pochyla się ku OX pod ką t em arcig 
9,8576 = 84" 10'. P r o w a d z ą c skrajne styczne przekroju, r ó w n o l e g ł e do 
linji obo ję tne j , z a u w a ż y m y , że d o t k n ą one przekroju w punktach 

/ B H\ IB N\ v . . 
I —, —1 oraz I — , — I . Tam b ę d ą p a n o w a ć skrajne war to śc i na­

p r ę ż e ń normalnych, k t ó r e wyznaczymy, p i sząc = 50000 X 0,4746 X 

X 4,5 : 117 + 50000 X 0,8802 X 10 : 2139 = 1118,2 k g / C M 2 , o a s = 

= — 1 1 1 8 , 2 k g / C M 2 . Te same w y n i k i m o g l i b y ś m y o t r z y m a ć również , w y ­

liczając cy i c2. — 
5. K ą t o w n i k . W e ź m y (I. Rys . 15) pod u w a g ę k ą t o w n i k r ó w n o ­

ramienny cm : 10 X 10 X 1 i za łóżmy, że moment g n ą c y M„ = 0,3 
(tn,m) pochyla się ku osi g ł ó w n e j OX przekroju pod ką tem w = 14°40'. 
Tabl ice dają dla osi symetrji przekroju OX, pochylonej ku obu pasom 
pod 45°, war tośc i Jx — 280 c m 4 , a dla OY ku OX p r o s t o p a d ł e j : Jy — 
~ 73,3 c m 4 . P o n i e w a ż tutaj Sin w = 0,25320, Cos w = 0,96742, przeto 

. . : . 30000 X0,2532 . 
dla n a p r ę ż e n i a normalnego otrzymamy wzor ou = x-\-

, 30000 X 0,96742 _ . . . . . . . . . . . 
-| ~Q—;— y. Czyn iąc G~ — o, otrzymamy r ó w n a n i e l inj i obo ję t ­
nej w postaci ostatecznej Y=0, 99978 X. P rzechodzi ona przez ś rodek 
przekroju, pochy la j ąc się ku osi g łówne j OX pod k ą t e m £ 2 45°. Jest to 
więc prosta prawic t o ż s a m o ś c i o w a z osią OY0, kąt jej nachylenia ku osi 
OX jest jednak nieco mniejszy od 45°, przeto punkty najbardziej odda­
lone od linji obo ję tne j będą A i G. W y z n a c z m y ich spó ł r zedne . W ukła­
dzie osi OX0y OY0 będz ie A (—2,82, 7,18) oraz G (7,18, —2,82) cm 
mamy bowiem dla tego przekroju £ 0 = -q0 — 2,82 cm. Zatem na mocy 
w z o r ó w prze jśc ia b ę d z i e m y mie l i w uk ładz ie osi g ł ó w n y c h OX, OY dla 

punktu A s p ó ł r z e d n e : x ==~- 2,82 : Y 2 + 7,18 : Y 2 = 3,08 cm, 
y == 2,82 : / ' ' 2 + 7,18 : )' 2 == 7,07 cm, a dla punktu G p o d o b n i e ż 
x— 3,08 cm, y = — 7,07 cm. Zatem w A p a n o w a ć b ę d z i e nap rężen i e 
skrajne azi == - 30000 X 0,2532 X 3,08 : 73,3 + 30000 X 0,96742 X 
X 7,07 : 280 -— 413,6 k g / C M 3 , a w G p a n o w a ć b ę d z i e r ó w n i e ż n a p r ę ż e n i e 
skrajne, lecz znaku przeciwnego = — 30000 X 0,2532 X 3,08 : 73,3 — 
— 30000 X 0,96742 X 7,07 : 280 = — 1052,0 k g / C M 2 . B e z w z g l ę d n a w a r t o ś ć 
naprężenia w G jest większa . M o ż n a się było tego s p o d z i e w a ć , punkt 
bowiem G leży dalej od linji obo ję tne j niż A. 
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4° . P r z e k r ó j k o ł o w y . N a przekrój ko łowy ś r e d n i c y / J = 20 cm 
działa moment g n ą c y M,r = 3 (tn, m) oraz siła ś r o d k o w a S = 30, 1 10 
i 150 tn, p r o s t o p a d ł a do przekroju. W y z n a c z y ć skrajne naprężenia nor­
malne. W ł a ś c i w i e m ó w i ą c są to trzy wypadki obciążenia m i m o ś r o d k o w e g o 
si łami S , == 30 tn, S , = 1 2 0 tn i 5 3 = 1 5 0 tn p r o s t o p a d ł e m i do przekroju, 
a dzia ła jącemi w od leg łośc i : Aj = 300000 : 30000 = 10 cm, A., = 
= 3 0 0 0 0 0 : 120000=2,5 cm i A , = 300000: 150000 = 2 cm. P o n i e w a ż ma­
my tu do czynienia z przekrojem obo ję tnym, przeto oś OX m o ż e m y u 'o-
żyć na kresie momentu, a wtedy spó ł rzedne o d n o ś n y c h ś r o d k ó w n a p r ę ż e ń 
b ę d ą : Qx (0,10), Q2 (0,2,5), Q} (0,2) cm. Linje obo ję tne otrzymamy ze wzoru . 

u T 1 
o g ó l n e g o -j-X-\--j-Y = -r.== O, gdzie ^ i £ 2 == £,==0, ' ^ = 1 0 cm, ij.-== 

Jy Jx * 
r/\n TLD^ 

= 2,5 cm, -q3—2 cm, a nadto Jx = Jy = -Ę- == oraz F = r.R- == 
• vD2 ^ • : ' . 

==—A . Ostatecznie więc otrzymamy r ó w n a n i e l inj i oboję tne j w postaci 

64 ' 4 V ' " : . ' T - ' X ^ ' - ^ ' • • A V " r : ... 
— J H J + TTD2~° Czy^ • = — • ^ > 2 : ^ r ' " Zatem kolejno b ę d z i e m y mogl i 

nap i sać : y , = — 4 0 0 : 16.10=—2,5 cm, Y2=— 400 : 16.2,5 = — 10 cm, >>= 
= — 4 0 0 : 16.2=—12,5 cm. Wszystkie te trzy linje obo j ę tne są równole -
do osi OX, przeto najbardziej oddalone punkty przekroju będą leżały na 
os i OY. W pierwszym wypadku będz i emy miel i et — 12,5 cm, e 2=—7,5 
cm, w drugim ex = 20.0 cm, ą = o, w trzecim et = 22,5 cm, * 2 = 2,5 cm. 
O d n o ś n e skrajne n a p r ę ż e n i a otrzymamy ze wzoru 

eMs j / j f + fP =300000 V [ ^ f = 3 0 0 0 0 0 . : [ ^ ] = 38,19 

W pierwszym wypadku b ę d z i e m y mieli naprężenia skrajne różnych 
z n a k ó w 0^=477,4 K G / C M 3 i o . 2 = — 2 8 6 , 4 K G / C M „ w drugim 0^=763,8 K G / C M , 
Jdrugie zaś będz ie r ó w n e zeru — wszystkie nap rężen ia będą przeto doda­
nie, wreszcie w trzecim wypadku a s l == 859,3 K G / C M „ , o~2 = 95,5 K G / C M , 

M a m y tu więc wszystkie trzy rodzaje uk ł adów n a p r ę ż e ń g n ą c y c h od­
powiednio do r ó ż n y c h war tośc i S . 

5° . R d z e ń p r z e k r o j u p r o s t o k ą t n e g o . Wychodz imy (rys. 5) z r ó w n a ń 
zasadniczych dla spó ł r zędnych rdzenia £ — Jyy': F(y—xy), T J = — J x : F 
(x — xy'J. W danym wypadku oznacza jąc przez H w y s o k o ś ć przekroju, 
przez B jego p o d s t a w ę , mamy Jx = Vis BH*,Jy = Vis BaH, F = BH, 
a przeto Jx : F—lll2 H2,JV : / = V i 2 B2. R ó w n a n i e prostej, p r zechodzące j 
przez dolną p o d s t a w ę przekroju będz ie tu y — -f- */j Hi a zatem y' = o 
s tąd odpowiedni punkt rdzenia wyznaczą spó ł r zedne 6 = 0 rj = — y^H2: 
: V 2 / / = — V« H. Zatem podstawie AB przekroju o d p o w i a d a ć b ę d z i e 
punkt R' rdzenia, podstawie D\i0 symetryczny punkt R'", nadto odle--
g ł o ś ć O&^OR"' == */« H= ł /« Z kole i równan ie boku AD będz ie 
* = —Bfi, przyczem ta prosta jest r ó w n o l e g ł a do OY, a w i ę c dla nie, 

y ' = co. Dzieląc w z ó r dla 6 przez y' otrzymamy 6 = Jy '. F (-̂ ', — .\-)j 
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B B\ 
stąd przy y' = oo oraz x ——jr- b ę d z i e m y miel i £ = = — Via - k ' 3 : ( — 2 " ) = = 

==Ve D r u g i w z ó r daje rp=o przy j / s s o o . Z a t e m — k r a w ę d z i AD od­
powiadać będz ie punkt A 5 , rdzenia. Krawędz i zaś B\x0 punkt A " . Rdzeń 
przekroju prostokątnego ma postać ukośnika, leżącego "wierzchołkami na 
osiach głównych przekroju. Podstawa ukośnika równa jest jednej trzeciej 
podstawy prostokąta, 'wysokość—trzeciej części zuysokości macierzystego' 
przekroju. 

6 ° . R d z e ń . d w u t e o w n i k a wyznaczamy w podobny s p o s ó b . G ł ó w ­
ną o ś OX kierujemy przez ś r o d e k prostopadle do ś r o d n i k a , d r u g ą 0 } 

u k ł a d a m y w ś rodn iku . R ó w n a n i e dolnej k r awędz i będz ie y =-<p w za­
łożen iu , źe oś OY kierujemy ku d o ł o w i i przez / / oznaczamy wyso­
kość dwuteownika, a przez B s z e r o k o ś ć obu jego p a s ó w . Zatem y' — o 

1 odpowiedni punkt rdzenia otrzyma s p ó ł r z ę d n e : i—o,rp=—— — 

—2 Jx : FIL Symetryczny punkt rdzenia (0,2 Jx : FH) będz ie odpowia-

da ł krawędzi g ó r n e g o pasa. R ó w n a n i e jej \ y = Mias to k r a w ę d z i 

bocznych — przek ró j posiada wklęs łośc i , k tó re na l eży , zgodnie z teorją 
• A • B . B . ogólną , o m i n ą ć , p rze rzuca jąc proste x.= -~ i x — Lewej kra-

B 
wędzi pionowej odpowiada r ó w n a n i e x = 5- w założeniu , że oś OX 

kierujemy ku prawej r ęce . D l a tej k r a w ę d z i nadto y' = co, a przeto 

o d n o ś n y punkt rdzenia będz ie miał s p ó ł r z ę d n e £ — . - ^ ' : | y ~ *] ~ ^Jy : 

: FB oraz vj = o. K r a w ę d z i prawej będz ie wobec tego o d p o w i a d a ł sy­
metryczny punkt rdzenia (—2 Jy : FB, o). I tu więc rdzeń będz ie w kszta ł ­
cie ukośn ika , b o k i jego prosie b ę d ą bowiem o d p o w i a d a ł y punktom w ę ­
g ł o w y m obwodu, gdzie k r awędz i e p a s ó w przecinają się z k r a w ę d z i a m i 
bocznemi. 

W za łożeniu dwuteownika K» 30 będz iemy mieli Jx = 9785 c m 4 , 
Jy —- 449 c m ! , F = 69 cm-, 11 = 30 cm oraz B = 12,5 cm, a przeto 
podstawa rdzenia b ę d z i e w y n o s i ł a 2 £ == 4 / , , : FB = 2,08 cm a w y s o k o ś ć 
2 7j —-4JX : FH = 18,90 cm. Jest to więc ukośn ik w y d ł u ż o n y w kierunku 
osi OY. G d y b y ś m y miasto dwuteownika miel i zwyk ły p r z e k r ó j prosto­
k ą t n y — p o d s t a w a ukośn ika b y ł a b y r ó w n a 1 2 , 5 : 3 = 4,17 cm a w y s o k o ś ć 
30 : 3 = 10 cm. Dwuteownik zatem ma r d z e ń węższy lecz d łuższy oci 
rdzenia odpowiedniego p r o s t o k ą t n e g o przekroju. 

Te same wzory p o s ł u ż y ć m o g ą do obliczenia w y m i a r ó w rdzenia 
przekroju c z w ó r o k ą t n i k o w e g o (I rys. 25), z ł ożonego z czterech ką towni ­
ków, dajmy na to, 65 X 65 X łl™/*'. Jest to tak zwany czworokątnikowy 
przekrój kwadratowy o jednakowych momentach g łównych b e z w ł a d n o ś c i 
lx — Jy — 4 Jyc T 4 Fe [7« H — gdzie z tablic m o ż e m y w y p i s a ć 
Jyc = 48,7 cm 4 , Fc — 13,2 cm-, 4 = 2,0 cm. Z a ł ó ż m y 7 / = 30 cm, a wtedj 
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Jx=- Ty = 9118 c m 4 . P o n i e w a ż nadto ca łkowi ty p rzekró j F—4FC = 
=52,8 c m 3 , przeto w danym wypadku r d z e ń będz ie mia ł p o s t a ć kwadratu, 
l eżącego w i e r z c h o ł k a m i na osiach g ł ó w n y c h przekroju. P rzeką tn ie tego 
kwadratu będą r ó w n e 4 JX : FH — 23,02 cm. G d y b y b r a ć pod u w a g ę 
p r zek ró j pe łny 30 X 30 cm, to rdzeń takiego przekroju mia łby zaledwie 
p rzeką tn i e 10 cm długie . 

7° . R d z e ń p r z e k r o j u k o ł o w e g o . P o n i e w a ż w danym wypadku 
każda para osi p r o s t o k ą t n y c h ś r o d k o w y c h stanowi pa rę g łówną, przeto dla 
. . . . . . . . - T KF* *Z> .. „ KD> 
jakiejkolwiek p a r y : / ^ — JY = —Ę- = -g-j-, nadto F = —^-, a zatem JX : 

TE Z) 4 % D'1 D? 
•. F = JY : F = - g | - : T-T— == -jg. D l a tego przekroju będz ie więc: 6 == 

Z) 2 y' D% 1 
= -16 y - x y " y i = : 16 y-xy''' g d z l £ s P ó l r z ^ d n e x> V czynić w i n n v 

Z) 3 

z a d o ś ć r ó w n a n i u koła czy l i r ó w n a n i u x*-\-y2 = - j - . Różniczkując , ma-
» /J)a x 

my:2*-f- 2vy' — o, s kąd y'—— x :y, a przeto: 1; = - ^ 

« 

16 y2-\-x2 

Z>2 1 Z>2 y , e . . . . J . 
, » = - 1 6 J , + ^ 7 r = - T e 7 + ^ " = ~ ? : ą d b e z P ° s r e d m o 

c t rzymamy x — — 4$ , jy = — 4 TJ i pods tawia jąc w r ó w n a n i e obwodu ma­
my ostatecznie r ó w n a n i e rdzenia w postaci: £ 2 - j - -rf = [D : 8j 3 . 
przekroju kołowego jest kołem o średnicy czterokrotnie mniejszej. 

D l a przekroju pierścieniowego o ś r e d n i c a c h : Z> z e w n ę t r z n e j i d we-

wnę t rzne j mamy JX : 1< = JY : Z = - ^ J : | ^ - J = 

= — — — , a zatem tutaj b ę d z i e : c = — l r ^ — T J = 
16 J 16 jy — xy 16 

— _ — _ > przyczem s p ó ł r z ę d n e x, y czynić winny z a d o ś ć równan iu x3 -4-
y.— xy » 

Z) 2 g 
- j - y1— I tu więc y = — c o podstawiwszy we wzory: c = — 

Z) 2 + A-__ _ _ /)'- je_ _ _ D*-]-cP _ _ y _ 
16 yt + ć* ~ 4 Z ) 2 ' T ' ~ 16 y - 4 - . T 2 

Z> 2 +rf= , v . . a Z) 2 . Z>2

 T 

" 4 — "2)2. otrzymamy a; = — 41; ^ T j T ^ ' y = — 4 TJ 255-4735-1 osta­

tecznie pods tawia j ąc te war tośc i w r ó w n a n i e obwodu, otrzymamy rów-

nanie r ó w n a n i e rdzenia u s - f 7 f = - y - [ ^ j = ^ m - • Zatem 

m o ż e m y w y p o w i e d z i e ć o g ó l n y wniosek: rdzeń przekroju, kołowego pierś-

cieniowego jest kotem o średnicy ^ g — . 
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8 ° . R d z e ń p o l a p a r a b o l i c z n e g o . W e ź m y pod u w a g ę p rzek ró j 
paraboliczny (Rys. 9). Ś r o d e k jego znajduje się w od leg łośc i (oO=zl5 * 

od wie rzcho łka paraboli, przeto r ó w n a n i e 
w z g l ę d e m osi g ł ó w n y c h OX, OY obwodu 
pola będz ie : K {x,y) == (y2—2 px — % po) 
(x — 2/i a), łuk bowiem paraboli wyraża 
s ię 7f = 2 pc, dla osi w i e r z c h o ł k o w y c h , 
a wzory p rze j śc ia są: •/] = y oraz % = t 

Nadto dla osi g ł ó w n y c h Jx = */u,ab" 
Jy — 1 6 /n5 a3b, przyczem b2 = 2 pa, wresz­
cie F=*l3 ab. O k r e ś l m y na mocy tych 
danych r d z e ń przekroju. D l a punktu 
M ( 2 / 5 a, b) b ę d z i e m y miel i linję p ros t ą 

Rys. 9. 

+ 15/ _ 1_ ^ 
,iaT3Ti~j~ Tab 

o, ostatecznie <; -4- nr % -4- 3 
2 a o 

o. T a prosta 

przecina oś OX w punkcie 
6 a 

' 3 5 , oj, k t ó r y to punkt rdzenia odpo­

wiada prostej MN obwodu. Symetryczny punkt obwodu A 7 da symetrycz-
a T-. • 35 g 15 , _ 

n ą p r o s t ą AB o r ó w n a n i u C ^- TJ - j - 3 = o. ; 

N a s t ę p n i e dla łuku parabolicznego MioN b ę d z i e m y miel i na mocy 
o g ó l n e g o wzoru dla rdzenia, p r z y n a l e ż n e g o do obwodu drugiego stopnia: 
i2 {F2Jx

2'Upa)-\--fi

2 {F2Jy2p*}-2 Ź{FJX

2 Jyp)=o. P o pod­
stawieniu o d n o ś n y c h war tośc i otrzymamy £ 2 — ~ % -\- =7. ^if=o. N iech 

oędz ie 11= — m — , a wtedy tylko co wypisane r ó w n a n i e przy-
35 |/15 

bierze kształ t : • 
ja • 

1. otrzymamy przeto dla łuku paraboli 

i l ipsę, jako o d n o ś n ą część sk ł adową rdzenia. Ś r o d e k tej elipsy E leży 

na osi OX w odleg łośc i 11 = od ś r o d k a przekroju. E l ipsa przechodzi 
35 

przez ś rodek O. Jej mala pó łoś wynosi 
2a 
35* 

duża zaś m = 
Y\5 

Obie powyże j otrzymane proste AB i AC są styczne tej elipsy, co z ła t ­
wością m o ż n a u d o w o d n i ć i b e z p o ś r e d n i o . W danym wypadku zatem 
rdzeń sk łada się z dwóch prostych, zb i ega j ących się w punkcie zespole­
nia A, stycznych elipsy E. 

9°. S k r a j n e n a p r ę ż e n i a p r z e k r o j u p r o s t o k ą t n e g o wyznaczy­
my za pomocą promieni rdzenia w wypadku rozpatrywanego przez nas 
obciążenia , kiedy moment g n ą c y Mrr=0,2 {in, m) leży na jednej z g łów-
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nych osi przekroju. Za łóżmy przedewszysikiem że moment leży na osi 
OX, a zatem jego osią sił staje się o ś OY. O d n o ś n e promienie rdzenia 
będą tu wx — zv2 = U H> a przeto p r o w a d z ą c , jak dawniej, o ś OY p io­
nowo ku g ó r z e , b ę d z i e m y m i e l i dla podstawy g ó r n e j skrajną wa r to ść na-

M 
prężen ia aM = — ^ - = — 2 0 0 0 0 X 6 : H*B = — 20000 X 6 : 122 X 10 = 

— 83 k g / C M 2 , a dla podstawy dolnej przekroju G , 9 = 4 - Mg : Fw2 s= 
= 83 k g / C M 2 . Te same w y n i k i o t r z y m a l i ś m y b e z p o ś r e d n i o , rozpa t ru jąc 
p r z y k ł a d pierwszy. T o samo również otrzymamy w wypadku, gdy mo­
ment leżeć będz ie na osi OY, wtedy bowiem oś OX b ę d z i e jego osią sił, 
a o d n o ś n e promienie rdzenia b ę d ą zi\ — w2 = 1U B. Tutaj w i ę c dla le-

wej k r awędz i b ę d z i e m y mie l i n a p r ę ż e n i e ogl = — j j r ~ '— 20000 X 

X 6 : B*H = — 20000 X 6 : [ 1 0 2 X l 2 ] = — 1 0 0 k g / C M ' , a dla prawej kra­
wędz i pionowej a^ — Mg.; Fw2 — 1 0 0 k g / C B 2 . \ 

10°. S k r a j n e n a p r ę ż e n i a p r z e k r o j u k o ł o w e g o m o g ą b y ć rów­
n ież wyznaczone za pomocą rdzenia w wypadku obciążenia rozpatrywa­
nego w p rzyk ł adz i e czwartym nieco p o w y ż e j . Skierujemy oś OY w dół , 
o ś OX w prawo. P o n i e w a ż moment Mg = 3 (tn, tn) leży na OX, prze­
to os ią sił jego będz ie OY. Ta oś przetnie u g ó r y i u dołu o b w ó d prze-

S M„ 
kroju. D l a punktu g ó r n e g o b ę d z i e m y mie l i asl = - » — - ~ - , podczas 

g d y dla punktu dolnego b ę d z i e o~0 = — + —— • W danym wypadku 
F tw.2 

wx — w2 = -g- = -g = 2,5 cm. a nadto F = — £ - = — ^ — = 3 1 4 , 1 5 9 cm-, 

s t ą d - = Mg- = — = 382,0 R G / c u 2 . Dalej , kolejno czyn iąc 
Fw2 Fw, 2,5 X 314,159 

9 = 30, 120 i 150 tn, b ę d z i e m y miel i = 95,5, lub 382,0, albo też 

477,5 k g / C M 2 . W tych trzech wypadkach otrzymamy przeto: ast = 
— — 286,5 K G / C M

2 , lub też o* = o, albo s , , =ss 9 5 , 5 K G / C M

2 oraz oy, = 
== 477,5 k g / C M 2 , albo as2 = 7 6 4 K G / C M

S , lub też <^„ = 859,5 K G / C M

2 . Odnaj­
dujemy te same war tośc i , k t ó r e ś m y wyżej inną d r o g ą otrzymali . Podany 
tu s p o s ó b o wiele szybciej prowadzi do celu. 

ROZDZIAŁ D R U G I . 

ODKSZTAŁCENIA GNĄCE. 

§ 1. O d k s z t a ł c e n i a g n ą c e p ł y t k i . W e ź m y pod u w a g ę (Rys. 10) 
j akąko lwiek b r y ł ę , o d k s z t a ł c o n ą pod jarzmem sił z ewnę t r znych i z a łóżmy , 
że pewien p r z e k r ó j p łask i pp dz ie l i jej obc iążen ie na dwa u k ł a d y (A] 
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i JBJ sił odksz ta łca jących , k tóre po sprowadzeniu do ś r o d k a przekroju 
dadzą obc iążen ia g n ą c e . T o znaczy, że układ [A] da siłę ś r o d k o w ą 5 

n o r m a l n ą i moment g n ą c y Mg, a układ [BJ da odpowied­
nio S' i M'g. P o n i e w a ż [A] - j - [BJ = o, zatem b y ć musi 
również M? -f- Mg — o oraz S -\-~S' — o. Te r ó w n a n i a 
obrazowo wskazują, że momenty g n ą c e muszą być r ó w n e , 
lecz różnoskretne, a więc , zgodnie z tern c o ś m y o kierunkach 
m o m e n t ó w mówil i , m u s z ą b y ć skierowane odwrotnie. Nadto 

Rys. 10. si ły os iowe r ó w n i e ż winny się znos ić w działaniu. Muszą 
b y ć przeto r ó w n e , lecz skierowane przeciwnie. G o d z i się tu 

wyraźn ie zaznaczyć , że moment Mg i siła S, zas tępu jąc dz ia łan ie układu 
i AJ, r ó w n o w a ż ą uk ład n a p r ę ż e ń [3], a więc siedl iskują w gromadzie czą­
steczek a — powłoki przekroju, podczas gdy moment M's i siła S, r ó w ­
n o w a ż ą c nap rężen ia [a], s iedl iskują w gromadzie cząs teczek 3 — s ą s i e d n i e j 
drugiej p o w ł o c e przekroju. N a l e ż a ł o b y więc , właśc iwie mówiąc , miasto 
przekroju p ł a s k i e g o r o z p a t r y w a ć obie jego powłok i , w y o d r ę b n i a j ą c je 
w postaci dwu sąsiednich przekrojów płaskich równoległych, znikomo od­
ległych o dz. Środki ich winny leżeć Ha 'wspólnej prostopadłej do obu 
przekrojów, a obwody nieznacznie tylko sic różnić od siebie tak, aby obwód 
jednego pola prawie pokrywał zo rzucie obzvód drugiego, a różnica pól 
!:''—F była nieznaczna, porządku dF. Te dwa przekroje sąs iednie stano­
wią płytkę, w y o d r ę b n i o n ą z c ała o d k s z t a ł c o n e g o , a zas tępu jącą p rzek ró j 
poprzednio rozpatrywany. Jej dolna śc ianka , zas tępu jąca p o w ł o k ę dolną 
owego przekroju, p o z o s t a w a ć winna pod jarzmem siły osiowej S, prosto­
padłe j do pola F śc ianki , oraz momentu Mg g n ą c e g o , l e żącego w tern 
polu, podczas gdy na gó rne j ś c i ance płytki , zas tępu jące j g ó r n ą p o w ł o k ę 
przekroju, p a n o w a ć winien moment g n ą c y M'„, leżący w jej polu /• ' ' 
oraz siła os iowa S', p r o s t o p a d ł a do pola. A b y o t r z y m a ć i S, n a l e ż y 
s p r o w a d z i ć do ś rodka O dolnego przekroju płytki układ sił odkszta łcają­
cych dolnej częśc i b ry ły ; tak samo również , aby o t r z y m a ć M'g i S', 
trzeba s p r o w a d z i ć do ś r o d k a O' g ó r n e g o przekroju płytki układ sił od­
kszta łcających, n a l e ż n y c h do g ó r n e j części bryły. ' W za łożen iu g rubośc i 
płytki r ó w n e j zeru oba te u k ł a d y mia łyby jeden i ten sam punkt spro­
wadzenia, jak dla pojedynczego przekroju. Tu jednak dz ^ o, zatem bez­
w z g l ę d n e war tośc i m o m e n t ó w i sił muszą b y ć nieco różne , i , . u w z g l ę d ­
niając znak sił os iowych, m o ż e m y n;ipisać, że S' — — (S-\-dS) oraz 
M's = Ms -}- dM'g . P o d jarzmem tych obc iążeń p ły tka trwa w stanie 
r ó w n o w a g i o d k s z t a ł c o n e j , nieznaczne bowiem różn ice dM n. i dS obc iąże ­
nia obu jej śc i anek s tanowią układ , r ó w n o w a ż ą c y siły z e w n ę t r z n e samej 
płytki , s ied l i skujące w jej cząs t eczkach , lub dzia ła jące na jej powie rzchn ię 
boczną. Te siły są zresz tą nader nieznaczne wobec znikomej war to śc i 
dz a nadto dążą do zera wraz z g r u b o ś c i ą płytki . Różn ice przeto dM„ 
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i dS stają s ię r ó w n e zeru w granicy — dla przekroju p ł a s k i e g o wyże j 
rozpatrywanego. M o ż e m y je zatem pominąć , p isząc warunki r ó w n o w a g i 
p ły tk i w postaci Mg £ f Mg oraz S ' — S, przyczem podkreś l i ć nale­
ży , że k ierunki m o m e n t ó w Mg i M'^ winny się różn ić o kąt rozwarty, 
jak tego wymaga r ó w n o w a g a płytki /Rys . 11). 

Wyznaczmy g ł ó w n e osie OX, OY dolne­
go pola F p ły tk i . Będą one zarazem rzutami 
g ł ó w n y c h osi g ó r n e g o pola F', różnica bowiem 
znikoma obu pól p o w o d o w a ć może jeno zniko­
m ą różn icę k i e r u n k ó w osi g ł ó w n y c h obu prze­
k ro jów. Trzec ią osią OZ przebijamy pole F' 
po ś r o d k u . W tych warunkach poletko dF = 
=dxxdy gdziekolwiek w dolnem polu leżące , 
będz ie rzutem g ó r n e g o poletka dF' pola F'. i^ys 11. 
M a to miejsce dla wszystkich poletek obu prze­
k r o j ó w , p r ó c z poletek skrajnych, do tyka j ących o d w o d ó w , gdzie dF' mo­
gą się różn ić od dF o ma łe wyższych r zędów na tle nieznacznych różnic 
obu o b w o d ó w . M o ż e m y więc p ły tkę w y o d r ę b n i o n ą z b r y ł y r o z p a t r y w a ć , 
jako z ł o ż o n ą z kostek dx X dy X dz. p o d l e g ł y c h dz ia łaniu n a p r ę ż e ń 

M„ Sin OJ M„ Cos w 5 
ne = s - j — x -Ą —. y - i . - p r zy łożonych do śc ian do l -

Jy Jx F 

nych dF kostek, oraz nap rężeń tego samego rodzaju: 

[Mg -f- dMg] Sin (w -f- R) [Mg + dMg] Cos (« - j - w) 
B* = Jy+djy ^ + " jf-FdJx y + 

J . — f p r z y ł o ż o n y c h do ' śc ianek g ó r n y c h dF'. Wobec nie-
F - j - dF 

znacznych w a r t o ś c i wszys tk ich p r z y r o s t ó w : o ^ t = — (as -\- dos) c o — o„ 
Zatem n a p r ę ż e n i a g n ą c e o. i •—ńs s t a n o w i ć b ę d ą obc iążenie kostki rozpa­
t rywane j— rozc iąga jące , lub śc iska jące w kierunku osi OZ. Stąd wnios­
kujemy, że pod jego jarzmem kostka mus ia ła ulec wydłużen iu lub skró­
ceniu o p e w n ą część swej pierwotnej d ługośc i dz0,o przyrost A dz. Po ­
nieważ d ł u g o ś ć kostek o d k s z t a ł c o n y c h jest jednakowa i r ó w n a dz, przeto 
Ada = dz — dzu. S tąd A dz = e?dz0 = dz — dz0, a przeto dza -
— dz : (1 + e„.) —4*[l — *g + **g ~ + •}• w W o b , , c n i e _ 

znacznej wa r to śc i dopuszczalnych w y d ł u ż e ń jednostkowych m o ż e m y na­
p i sać wprost dz0 — dz (1 — eg) — dz — dz i ostatecznie eg dz — 
= dz — dz0 = A dz. Te wyd łużen i a jednostkowe, p r z y n a l e ż n e do posz­
czegó lnych kostek płytki zależą, n iewątpl iwie od na tężen ia i znaku naprę­
żeń 9a, Rządzi niemi prawo, k tó re tu wyp i sać na l eży w postaci e» = 
= ot-ga3, znane z teorji rozc iągan ia i śc i skan ia . D l a tworzyw, u lega jących 



prawu Uookea, spólczynnik lego wzoru ma war to ść stalą — dla innych 
tworzyw — zmienną . W z ó r ty lko co wypisany pozwoli z b a d a ć odksz ta ł ­
cenia g n ą c e . 

Wyznaczmy linje o b o j ę t n e obu p o w ł o k płytki . Wobec znikomej war­
tośc i dz, linje te będą się p o k r y w a ł y w rzucie na dolnej powłoce . W y n i ­
ka to wprost ze w z o r ó w tylko co wyże j wypisanych, o ile uczynimy 
w nich a_ = a'„ = o. P o p r o w a d ź m y p ł a szczyznę ś rodkową, p ros topad łą 
do obu linji obo ję tnych . Przetnie ona oba roje prostych r ó w n e g o n a p r ę ­
żenia . W z d ł u ż każde j prostej roju p a n o w a ć będz ie nap rężen i e normalne 
ściśle okreś lone j war tośc i , r o s n ą c e j proporcjonalnie, jak wiemy, do odle­
g łośc i e od osi obo j ę tne j . T a w a r t o ś ć wyraz i s ię wzorem: 

/%;<o 
4-

Sin- (o 

7 7 " 

A dz dz Stąd b e z p o ś r e d n i o b ę d z i e m y mieli kolejno: 

i\r J t/Cos2^ Sin2 (a . . 
ag eMg dz j / 2 _|_ —-J-J- . W tym wzorze zmienia a „ a d: 

się ty lko e — o d l e g ł o ś ć punktu ;J. od l in j i obo ję tne j , a przeto również 
i odkształcenia kostek przekroju muszą być proporcjonalne do odległości 
kostek od osi obojętnych obu powłok, o ile o.g ma wartość stałą dla całego 
obszaru naprężeń, panujących w przekroju. (Rys. 12). 

Zatem i przed o d k s z t a ł c e n i e m obie powiek i p ły tk i musia ły być płas­
kie, a p ł a s z c z y z n y ich — p r z e c h o d z i ć przez od­
n o ś n e osie o b o j ę t n e , t w o r z ą c pewien kąt pomię ­
dzy sobą. Ł a t w o to u d o w o d n i ć . Wyznaczmy śla­
dy w i w' linji o b o j ę t n y c h obu ś c i a n e k płytki na 
p ł a s z c z y ź n i e ś r o d k o w e j , p r o s t o p a d ł e j do owych 
linji o b o j ę t n y c h . W tej p łaszczyźn ie śc iank i od­
ksz t a ł cone zaznaczą s ię ś l adami CD i CD' od­
c inków r ó w n o l e g ł y c h prostych, p r z e c h o d z ą c y c h 
przez u i w'. Za łóżmy , że i przed odksz t a ł cen iem 
ś lady obu p o w ł o k zaznacza ły się na tej samej 
p ła szczyźn ie przekroju w postaci o d c i n k ó w d w ó c h 

prostych, p rzechodzących przez u i c»'. Zatem przy odksz t a ł cen iu płytki 
obie te proste mus i a ły s ię p o c h y l i ć ku sobie, p r z e c h o d z ą c w r ó w n o l e g ł e 
CD i CD'. Jest to możl iwe ty lko wtedy, gdy wyd łużen ia wszystkic ł i 
kostek płytki pierwotnie ukośne j b ę d ą proporcjonalne do od l eg ło śc i ko­
stek od osi o b o j ę t n y c h . W y n i k a to wprost z rysunku, gdzie d la wszyst­
kich wartości c musi się wype łn i ać za l eżność tg (df) — dy s= A dz : e. 
T y l k o w tym wypadku obie p łask ie powłok i płytki , pierwotnie pochylone 
ku sobie pod kątem dy, s t aną się r ó w n o l e g ł y m i pod jarzmem naprężeń 
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g n ą c y c h , a p ły tka pierwotnie u k o ś n a m o ż e się s tać prostą . Stąd ró w n ież 
wniosek b e z p o ś r e d n i , że p ły tka pierwotnie prosta CDCD' stanie się ukoś ­
ną, o i le zmienimy obc iążen ie na odwrotne, to jest o ile przestawimy si­
ły i momenty. Wszystkie tylko co wypowiedziane wnioski dotyczą two­
rzyw o stałej w a r t o ś c i a^. we wzorze s ^ - = a-g°z dla c a ł e g o obszaru na­
prężeń , p a n u j ą c y c h w przekroju. Nazwi jmy tu rozpatrywane obc iążen ie 
p łytki gnącem, a wtedy b ę d z i e m y miel i zupe łn ie o g ó l n y wniosek: płytka 
o płaskich równoległycli ścianach przechodzi pod działaniem obciążenia 
gnącego w płytką ukośną o ściankach również płaskich, pochylonych ku so­
bie pod kątem dv, lecz jednak tylko zvledy, gdy spółczynnik ma war­
tość stałą dla całego obszaru naprężeń, panujących zv obu ściankach płyt­
ki odkształconej. 

Ten wniosek stanowi tak zwane „założenie Bemoidliego". W y p ł y ­
wa on b e z p o ś r e d n i o z badania n a p r ę ż e ń i odksz ta ł ceń g n ą c y c h — m o ż e 
b y ć jednak wypowiedz iany wprost a priori , jako zasada, na której ł a two 
z b u d o w a ć całą teorję g ięc ia . W naszym wykładz ie zasada Bernoul l i ' ego 
s tanowi sprawdzian praktyczny, o i le bowiem zgadza się z d o ś w i a d c z e ­
niem — pos łużyć m o ż e jako d o w ó d b e z p o ś r e d n i prawidłowości samej teo­
rji. Wielokrotne d o ś w i a d c z e n i a p o w a ż n y c h badaczów s twierdz i ły , że za­
łożen ie to sprawdza się dla wsze lk ich tworzyw w mniej lub więcej sze­
rok ich granicach obc iążenia . Na leży przeto powyże j wy łożoną teorję g i ę ­
cia uznać , jako wys t a rcza j ąco z g o d n ą z is to tą rzeczy i p o d a ć jej zasto­
sowania praktyczne. W tym celu bierzemy przedewszystkiem pod uwa­
g ę tak zwane: 

§ 2 . G i ę c i e n r i m o ś r o d k o w e . Zachodzi ono wtedy, gdy obcią­
żen ie g n ą c e płytki s tanowią siły ś r o d k o w e 5 , p r o s t o p a d ł e do obu jej 
śc i anek oraz momenty g n ą c e Mg. Wyznaczmy osie g ł ó w n e jednego 
przekroju płytki , nazwijmy je przez OX, OY; t rzecią o ś OZ p o p r o w a d ź ­
my przez p ły tkę prostopadle do OX, OY, a w ięc i przez ś r o d e k są s i ed ­
niej śc ianki p łytki , wycię te j w ciele n i e o d k s z t a ł c o n e m . Oba przekroje 
p ły tk i czynić winny z a d o ś ć warunkom n a s t ę p u j ą c y m : środki ich winny 
leżeć na wspólnej prostopadłej— osi OZ w odległości znikomej dz=00', 
a obwody pokrywać się w rzucie nieomal, ujawniając znikania różnicę pól 
F—F obu ścian płytki. Wyznaczmy jakikolwiek punkt u. (x, y), leżący 
w polu F. O d n o ś n y punkt p, pola F' będz ie miał te same spó ł r zędne 
•v, y, a kostka dx X dy X dz, w y o d r ę b n i o n a z płytki , s t a n o w i ć będz ie 
w ł ó k i e n k o pp^ ł ą c z ą c e oba punkty. N a zasadzie wniosku wyże j wypo­
wiedzianego, odksz t a ł cen i e gnące kostki ujawni pochylenie obu śc ian 
płytki o kąt dy, przyczem oba przekroje p o z o s t a n ą p łask ie i po odksz ta ł ­
ceniu. Inaczej m ó w i ą c , przy odksz ta łcen iu jedna ze śc ian , dajmy na to 
F', pochyl i s ię ku drugiej F o pewien kąt, pozos ta jąc niezmiennie płaską, 
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Rys. 13. 

musi więc i s tn ieć oś obrotu w z g l ę d n e g o o w y c h śc ianek płytki o kąt dy. 
P o p r o w a d ź m y p ł a s z c z y z n ę ś r o d k o w ą przez OZ prostopadle do owej os i 
obrotowej. W tej p ł a szczyźn ie (Rys . 1 3 ) śc ianki płytki n i eodksz ta ł cone j 

zaznaczą się ś l adami AB i CD. a oś obrotowa da punkt co, 
l eżący n iewątp l iwie na p r z e d ł u ż e n i u prostej CD. Po o d k s z t a ł ­
ceniu CD pochyli się w z g l ę d e m AB, z n a c z ą c nowy ślad w po­
staci odc inka EF prostej, k tó ra przejdzie r ó w n i e ż przez to, two­
rząc kąt dy = EuC. TO odksz t a ł cen ie g n ą c e dokona s ię pod 
jarzmem odpowiedniego obc iążen ia g n ą c e g o pły tk i . P r z y ł ó ż m y 
do ś rodka O śc ianki AB płytki n i eodksz t a ł cone j siłę S, czyn­
ną wzd łuż osi OZ, oraz moment Mg, l e żący w polu F, a po­
chylony k u osi OX pod kątem to. Sąs iedn ią śc iankę CD p łyt­
k i n i eodksz ta ł cone j o b c i ą ż a m y p o ś r o d k u w O siłą o s i o w ą S', 
działającą w z d ł u ż os i OZ, oraz momentem Mg, l eżącym w po­
lu F'. T o o b c i ą ż e n i e rozwinie n a p r ę ż e n i a , k tóre s p r o w a d z ą 
opisany wyże j ob ró t , przyczem p o s z c z e g ó l n e w ł ó k i e n k a s k r ó c ą 
się lub wydłużą, rozwijając si ły oporowe G d y owe siły opo­
rowe z r ó w n o w a ż ą n a p r ę ż e n i a , p ły tka wejdzie w stan r ó w n o w a ­
gi t rwałe j . P r z y p u ś ć m y , że ten stan istotnie nas tąpi ł p rzy pew­
nej wa r to śc i kąta dy. Pierwotna d ł u g o ś ć OOx o t r zymała przy 

tern przyrost Ot 02, l eżący n iewą tp l iwie na osi OZ, z a c h o d z i ł y tu bo­
wiem jedynie i wy łączn ie zjawiska r o z c i ą g a n i a lub śc i skan ia , wszelkie 
przeto sk rzywien ia tego w ł ó k i e n k a trzeba z g ó r y w y k l u c z y ć , jako zgo ła 
n i emoż l iwe . Zatem punkt p r zy łożen i a siły S. p r z e s u n ą ł się po osi OZ 
w tę lub ową s t r o n ę , siła ta przeto po o d k s z t a ł c e n i u b ę d z i e i nadal ś rod ­
kową, c h o ć nie p r o s t o p a d ł ą do śc iank i EF, pochyl i s ię bowiem ku niej 
pod ką t em * / a — dy. Inaczej n ieco b ę d z i e dzia ła ł moment M'g po od­
ksz t a ł cen iu — nie będz ie bowiem leża ł w polu F', jeno się z niego 
w y c h y l i pod ką tem, zawartym w granicach od zera do dy, a z a l e ż n y m 
o d po łożen ia momentu w z g l ę d e m osi obrotowej przekroju. M i m o to 
jednak m o ż e m y nadal r o z p a t r y w a ć S' i M'g, jako o b c i ą ż e n i e g n ą c e po­
la F' o d k s z t a ł c o n e g o , p o n i e w a ż kąt dy jest zn ikomo drobny. Właśc iwie j 
jednak na l eża łoby miasto 5 ' b r a ć S' Cos dy oraz zas tąpić M'g — o d n o ś ­
nym rzutem na ś c i a n k ę M« Cos (Kdy), dzie o < K < 1, wiemy jednak, 

że Cos dy = 1 j"~2 ~3 ~ł" zatem p o p e ł n i m y b łąd nader 

nieznaczny b io r ąc wprost S i Mg. 
W o b e c istnienia r ó w n o w a g i t rwałe j mus i b y ć S' = — (S -)- dS) 

oraz M'c = Mg -f- dMg z warunkiem, aby moment M'^ pochylony był 
ku osi OX pod ką tem to - j - TC. I tu z n ó w drobne różn ice dS i dM^ 
winny r ó w n o w a ż y ć s i ły z e w n ę t r z n e , s iedl iskujące w c z ą s t e c z k a c h samej 
płytki, lub działające na jej p o w i e r z c h n i ę boczną . T y l k o co wyznaczone 
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. • , . . M„Sin<a M„ Cos <o 
ne naprężenia włokienek U.1J4 będą: c s = a-^ x -j s-r~- jy -(-

obciążenie gnące płytki da układ naprężeń gnących, przyczem obustron-

Co. 

Jx 
S 

-j- Dla środkowego włókienka 00lt gdzie x — y = o, będziemy 
mieli — S : F, możemy przeto, korzystając z ogólnego wzoru, wy­
znaczyć odnośne wydłużenie jednostkowe pisząc = o.gsSOt a zatem 

Oi 02 = Sgo X 001 = £g0dz = Og. oaods = v.g-pdz. 

Dla linji obojętnych Og, = o. Istnieje przeto szereg włokienek istot, 
nie należących do przekroju lub tylko wyobrażalnych, łączących odpo­
wiednie punkty pokrywających się w rzueie linji obojętnych obu prze­
krojów płytki. Włókna te nie ujawnią żadnego odkształcenia, bo dla 
nich eg = o. Stąd prosty wniosek, że oś obrotowa musi leżeć na linji 
obojętnej, co zresztą wynika bezpośrednio z ogólnej teorji. 

Oznaczmy przez e odległość jakiegokolwiek włókienka u,[Łj od osi 
obrotu, czyli od linji obojętnej, a wtedy dla tego włókienka będziemy 

mieli: as = eM„ 1/ —™— _i_ —^—. Wydłużenie jego będzie: A dz — 
f J x J y 

, j , ^ /COS2 (* S l « a » „ ŻJ. 

~ tgdz — a.g Ga dz — o.ge Mg dz y —p— _|_ —p—. Poprowadźmy 
skrajne styczne obu odkształconych ścianek płytki, równoległe do osi 
obrotowej — linji obojętnej. Będą to linje skrajnych naprężeń normal­
nych, przynależnych do skrajnych włokienek płytki, łączących odnośna 
punkty styczności. Gdy oś obrotowa leży poza przekrojem, oba skrajne 
włókienka ulegną skróceniom, lub, jak na rysunku — wydłużeniom CŁ 
i DF, pod działaniem skrajnych naprężeń, które z łatwością wyznaczymy 
z ogólnego wzoru, czyniąc w nim kolejno et = ćo> oraz c2 — D<&. Bez­
względnie większa z tych wartości da bezwzględną największość naprę­
żenia. W danym wypadku będzie to oczywiście 

j.,, , / Cos2 w Sin2 w 
asi — ei Mg 1/ •—fe— _u — « — , ponieważ ct > e2, a obie są tego samego 

' J ".r J y 
znaku. Skrajną naprężenia należy uczynić równą najwyższemu dopusz­
czalnemu naprężeniu gnącemu danego tworzywa, a więc asl — kg, uw­
zględniając przy tern rodzaj obciążenia, które i w tym wypadku może być 
stale, powtarzane lub zmienne. 

W ten sposób możemy sprawdzić wytrzymałość pręta, pozostałe bo­
wiem naprężenia włokienek, jako bezwzględnie mniejsze od asl, nie prze­
kroczą owej skrajnej wartości dopuszczalnej. Chcąc z kolei wyznaczyć 
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o d k s z t a ł c e n i a gnące , p r z e d ł u ż a m y proste AB i EF do p rzec i ęc i a s ię 
w A ^ i nazywamy o d l e g ł o ś ć tego punktu od osi OZ przez p. Nadto niech 
będz ie ea o d l e g ł o ś ć osi obrotu od osi OZ, a wtedy z p o d o b i e ń s t w a t ró j ­
k ą t ó w : 'tg (dv) — 00-, : p = OxO, : eu == \i1\>..> : e. W y ż e j widz ie l i śmy, że 

S I S\ 
Oy02 — ^g-p dz, zatem OO, == 00, -Ą- OxOz = <fe l l + « , , . - ) . Nadto, 

wobec n i eznacznych w y m i a r ó w kąta dz m o ż e m y n iewątp l iwie p o m i n ą ć 
znak tg, p i sząc wprost : 

dz (1 + a ^ 5 : F) _ a „. Sdz a ,, eMg dz y/~CosT(V~i Siu- to 

«• - f - = - V - = — V - 7 V + 

A* • ' 

«0 = 5 : Fi l f f l . 1/ —55— -4- — ™ — • Te wzory rozwiązują ca łoksz ta ł t za-
& ' J'x J y 

gadnienia. G o d z i się jednak zaznaczyć , że s tosują się jedynie i wyłącz­
nie do tworzyw, u jawnia jących stałą w a r t o ś ć o_ dla c a ł e g o obszaru na­
p rężeń , p a n u j ą c y c h na obu p o w ł o k a c h płytki odksz t a ł cone j . 

G d y oś obrotowa leży poza płytką, wtedy obie o d l e g ł o ś c i ex e2 są 
jednego znaku, mamy więc et c2 >• o, a na całe j p ł y t c e panu ją naprężen ia 
jednoimienne. G d y z n ó w oś obrotowa przecina p ły tkę , wtedy cx c 3 < o, 
linje o b o j ę t n e przecinają p ły tkę , pok rywa jąc s ię w rzucie wzajemnie. 
Istnieje przeto szereg 1 w ł ó k i e n e k obo j ę tnych , ł ączących o d n o ś n e punkty 
obu linji o b o j ę t n y c h . Te włók ienka nie u lega ją ż a d n y m o d k s z t a ł c e n i o m , 
ą cała p ły tka dz ie l i się w danym wypadku na dwa obszary. W jednym 
panują n a p r ę ż e n i a i wyd łużen i a dodatnie — w drugim — ujemne. N a gra­
nicy obu o b s z a r ó w n a p r ę ż e n i a i odksz ta łcen ia g n ą c e są r ó w n e zeru. 
W s z c z e g ó l n y m wypadku m o g ą obie linje obo ję tne p r z e c h o d z i ć przez 
ś rodki o d n o ś n y c h p r zek ro jów . Wtedy e0 — o, co jest moż l iwe ty lko wte­
dy, gdy S = o. Jest to wypadek g ięc ia w ł a ś c i w e g o . 

§ 5 . G i ę c i e w ł a ś c i w e . W y o d r ę b n i j m y p ł y t k ę z ciała odksz t a ł co ­
nego, p r o w a d z ą c dwa są s i edn i e przekroje. Ś rodk i ich winny leżeć na 
wspó lne j p ros topad łe j , a obwody p o k r y w a ć się w rzucie nieomal , ujaw­
niając zn ikomą r ó ż n i c ę pól F' — F p o r z ą d k u dF. Wyznaczmy osie g ł ó w ­
ne OX, OY jednego z przekro jów, o ś OZ p o p r o w a d ź m y przez ś rodek 
O' drugiej śc ianki płytki , od leg łe j o dz = OO'. Tę płytkę o b c i ą ż a m y pa­
rą m o m e n t ó w g n ą c y c h . Jeden z nich Mg leży w polu F, pod kątem w 
ku osi OX — drug i M> w F' pod ką t em <o -J- t ku tejże os i . Ł ą c z n e 
dzia łanie obu m o m e n t ó w da odksz t a ł cen i e g n ą c e . W e ź m y pod u w a g ę 
dowolny zresztą punkt \s. (x, y) pola F. O d n o ś n y punkt [*, pola F' b ę -
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dzie miał ie same s p ó ł r z ę d n e x, y, a kostka dx X dy X ds, w y o d r ę b n i o ­
na z p ły tk i n i eodksz t a ł cone j s t a n o w i ć b ę d z i e w ł ó k i e n k o u . ^ , łączące po­
letka dF i dF' p r z y n a l e ż n e do pól F i F'. W dF p a n o w a ć będz ie na-

M„ Sin <o M„ Cos w 
p rężen ie normalne g n ą c e as = —j x Ą y, podczas 

Jy Jx 
gdy dF' u l e g a ć będz ie n a p r ę ż e n i u o'a = — (as -f- doS) — as, o czem 
z ł a t w o ś c i ą przekonamy się , rozumując zupełnie tak samo, jak w powy­
żej rozpat rywanym o g ó l n y m wypadku. D l a ś r o d k ó w płytki mamy x=y=o, 
dla nich przeto os = o, linje o b o j ę t n e istotnie więc p r z e c h o d z ą przez 
ś rodk i O, O' obu śc i anek p ły tk i . 

P o p r o w a d ź m y p ł a szczyznę ś rodkową przez OZ p r o s t o p a d ł ą do linji 
obo ję tnych . W tej p ł a szczyźn ie (Rys . 14) śc ianki p ły tk i n i eodksz ta ł cone j 
zaznaczą się ś l a d a m i AB, CD. Po o d k s z t a ł c e n i u CD po­
chyli się ku AB, z n a c z ą c nowy ś lad w postaci odcinka 
prostej EF, p r z e c h o d z ą c e j przez ś r o d e k O' przekroju 
CD — tam bowiem leży linja obo ję tna — o ś w z g l ę d n e g o 
obrotu śc ian płytki o kąt dy. P r z y obrocie jedynie tylko 
w łók i enka , zawarte p o m i ę d z y linjami obo ję tnemi , nie ule­
g n ą odksz t a ł cen iom. Ten szereg włók ien o b o j ę t n y c h za­
znaczy w y r a ź n ą g r a n i c ę r ó ż n o r o d n y c h o b s z a r ó w odksz ta ł ­
ceń . W jednym wszystkie włók ienka u legną wydłuże ­
niom — w drug im s k r ó c e n i o m tem znaczniejszym, im da­
lej l eżeć b ę d ą od osi obo ję tnych . Oznaczmy przez e od­
leg łość jakiegokolwiek w ł ó k i e n k a j i ^ od linji obo ję tne j . Pierwotna jego 
d ł u g o ś ć {in! — dz o trzyma przyrost A dz — w sg ds na tle obu-

A c I / 
& 

e\ fi 
i 'o' 

0 C(ffj/ ' ;r 

S jp D 
łr ?' 

\ 
Rys. 14. 

stronnego działania n a p r ę ż e ń g n ą c y c h : o. ea.„M, 
_ / Cos2 co 

x J y 
rozc iąga jących , lub ściskających. P o p r o w a d ź m y skrajne styczne obu 
ścian płytki o d k s z t a ł c o n e j , r ó w n o l e g ł e do osi obrotowej — linji obo ję tne j . 
Będą to linje skrajnych n a p r ę ż e ń normalnych różnego znaku. Jedno 
skrajne w łók i enko , ł ączące punkty s tycznośc i — będzie ś c i skane , — prze­
c iwleg łe — r o z c i ą g a n e . O d n o ś n e war tośc i n a p r ę ż e ń ł a two wyznaczymy 
z p o w y ż s z e g o wzoru, czyn iąc w n im e r ó w n e m ex — CO' lub e2 == DO', 
przyczem tu niewątpl iwie exe2 <c o, jako, że linje obo ję tne przechodzą 
przez ś r o d k i p r z e k r o j ó w . B e z w z g l ę d n i e większą z tych d w ó c h wartości 
n a p r ę ż e ń na leży uczyn ić r ó w n ą na jwyższemu dopuszczalnemu naprężen iu 
g n ą c e m u kg, aby z a p e w n i ć t rwa łość tworzywa. 

C h c ą c z kole i p o z n a ć odksz ta łcen ia g n ą c e , p r z e d ł u ż a m y proste AB 
i EF do przec ięc ia się w A 7 i nazywamy od leg łość tego punktu od osi 
OZ przez p. Z podobnych t ró jką tów b ę d z i e m y miel i : łg (dy) = 00': p s= 
= fj.,0-2: c. I tu z n ó w wobec nieznacznych war tośc i kąta dy m o ż e m y 



— 34 -

napisać popros lu : d® = 
dz ect. . Mg dz Cos2 to 

J A 

Sin2 to 
1 » 
y P 

co da — = p 

= «,, M, V ' 7 
to Siu2 o> , 

/ , - + " T i — ' rf? 
J x J y 

KM. dz v 
Sin 2 to 

Ten 

CK 

Cos2 w 

7C + A 
sam wynik otrzymam}', czyn iąc S—o we wzorach o g ó l n y c h , poprzednio 
wyprowadzonych. W ten s p o s ó b rozwiąza l i śmy ca łoksz ta ł t zagadnienia 
w-zastosowaniu jednak w y ł ą c z n i e tylko do tworzyw, ujawniająch stałą 
wa r to ść ag dla c a ł e g o obszaru n a p r ę ż e ń , panujących na obu powłokach 
piytki po o d k s z t a ł c e n i u . 

§ 4. O d k s z t a ł c e n i a g n ą c e p r ę t ó w p r o s t y c h . W e ź m y pod uwa­
gę p rę t prosty dowolnego zresz tą przekroju poprzecznogo, s t a ł ego , lub 

zmiennego (Rys. 15) i wyznaczmy na tym pręc ie szereg 
p rzek ro jów poprzecznych Aa, Bb, Cc, Dd . . . znikomo 
od leg łych od siebie. Ich ś r o d k i «, p, 7, 8 . . . leżeć będą 
na osi prostej p rę ta w o d l e g ł o ś c i a c h <xp = dz, p? = dz', 
78 — dz" . . . W ten s p o s ó b wyznaczamy m y ś l o w o w prę­
cie nicodkształconym szereg p ły tek prostych. Po odksz ta ł ­
ceniu g n ą c e m płytki te prze jdą w ukośne . Chcąc zdać 
sobie sp rawę ze zjawisk tu z a c h o d z ą c y c h , rozpatrujemy 
zrazu p ie rwszą płytkę i z a k ł a d a m y , źe tylko ta jedna ule­
g ł a odksz ta łcen iu , a p o z o s t a ł e — z a c h o w a ł y ksz ta ł t pier­
wotny. P o zgięciu śc ianka Bb ob róc i ł a s ię o pewien kąt 

— pochyl i ła s ię ku Aa na tle obrotu oko ło osi o b o j ę tn e j , a jednak pozo­
stała niezmiennie p ł a ska . O b r ó t o d b y ł się o k o ł o linji obo ję tne j to, leżą­
cej w p łaszczyźn ie Ś r o d k o w e włók ienka 0$ u l eg ło s k r ó c e n i u lub w y ­
dłużeniu o przyrost pp', za leżny od siły osiowej S panujące j w p ł y t c e , 

S 
wiemy bowiem już , że — ag—ds. W s z c z e g ó l n y m wypadku , gdy 

S — o, wtedy i pp'—o. Tutaj więc ś r o d k o w e w ł ó k i e n k o pozostaje nie­
zmienione przy odksz ta ł cen iu i r ówne swej pierwotnej d ługośc i dz, a l i ­
nja obo ję tna przecina o ś p rę ta w P', p r z e c h o d z ą c przez ś r o d e k przekroju. 
W obu wypadkach tylko co w y s z c z e g ó l n i o n y c h , dalsza część p rę ta po­
chyla s ię o kąt obrotu dy, a o ś p o d ł u ż n a p rę t a ulega ostremu z a ł a m a n i u 
w P', pozos ta jąc jednak dalej p ros tą od tego punktu p o c z ą w s z y . To sa­
mo należy"- ,s łowo w s łowo p o w t ó r z y ć w stosunku do nas t ępne j p ły tk i , 
która r ó w n i e ż po odksz ta łcen iu przejdzie w p ł y t k ę ukośną . Jej ś r o d k o w e 
włókienko P Y ulegnie przytem sk rócen iu lub wydłużen iu o przyrost V'T", 
ctóry w s z c z e g ó l n y m wypadku m o ż e być r ó w n y zeru, gdy o d n o ś n a siła 
S' = o. N a tle ponownego obrotu o k o ł o nowej linji obo ję tne j to', o ś po-
j ł u ż n a p r ę l a ulegnie p o w t ó r n e m u za ł aman iu , tym razem jednak już 

Rys 16. 
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w punkcie ?" — i — pochyleniu o kąt nowy dy'. G d y nowa oś obroto­
wa » ' równo leg ł a jest do w, wtedy niewątpl iwie oba kąty dy i dy' leżą 
w jednej p ł a szczyźn ie . W o g ó l n y m wypadku linje oboję tne nie są rów­
nolegle i kąty leżą w różnych p ł a szczyznach obrotu. Powta rza j ąc to sa­
mo rozumowanie Yvr stosunku do dalszych płytek, dochodzimy do wnios­
ku, że prę t pierwotnie prosty ujawnia pod jarzmem obc iążen ia g n ą c e g o 
odksz ta łcen ia nas tępu jące : 

1" O ś jego p o d ł u ż n a pierwotnie prosta, staje się w o g ó l n y m wy­
padku krzywą przes t rzenną , lub — krzywą płaską w szczegó lnym, gdy 
wszystkie linje oboję tne , grające role osi obrotowych płytek, są r ó w n o l e ­
g ł e . O ś p o d ł u ż n ą p rę ta odksz t a ł coną zowiemy zwykle k ró tko odkształconą. 

2° Wszys tk ie poprzeczne przekroje p łaskie prę ta , p r o s t o p a d ł e do 
jego osi pod łużne j pierwotnie prostej, będą p r o s t o p a d ł e do odksz ta łcone j 
i p o z o s t a n ą p łask ie i po odksz ta łcen iu . Ten punkt jest wprost o c z y w i ­
sty, pon i eważ kąty caB', b'$'i', ć'f'%" . . . są proste, a w granicy odle­
głości otB', B'7", . . . dążą do zera. 

3° D ługośc i ł u k ó w osi p o d ł u ż n e j pręta pierwotnie prostej, nie ule­
g n ą zmianie przy przejściu tej osi w odkszta łconą, o ile s i ły . ś r o d k o w e 
wszystkich p ły tek są równe zeru; w przeciwnym razie oś p rę ta przy od­
ksz ta łcen iu wydłuża się lub skrócą, w zależności od znaku sił osiowych 
p o s z c z e g ó l n y c h p ły tek . Istotnie, gdy S = S' = . . . = o, wtedy SB' = 
=='("(" — . . . — o, a przeto i odcinki dz, dz', dz", . . . pozos taną nie­
zmienione po odksz ta ł cen iu . G d y jednak siły osiowe nie są r ó w n e zeru, 

5 

wydłużen ia zależą od znaku sił, mamy bowiem BB' — ag -= dz, = 
5 ' 

= %g dz' i t. d. — 

§ 5. W y g i ę c i e p ł a s k i e p r ę t a p r o s t e g o . W y g i ę c i e p rę ta pro­
stego nazywamy plaskiem, gdy jego o ś pod łużna , pierwotnie prosta, staje 
się k r z y w ą płaską po odksz ta ł cen iu . P ł a szczyznę , w które j leży odksz ta ł ­
cona, zowiemy płaszczyzną gięcia. Tego rodzaju odksz ta łcen ie g n ą c e za­
chodzi wtedy jedynie, g d y osie obrotowe wszystkich p rzek ro jów są rów­
no leg łe , a zatem p r o s t o p a d ł e do p ł a s z c z y z n y gięcia , w które j leży od­
kszta łcona . Z ła twośc ią dojdziemy do przekonania, ze pręt prosty ulega 
gięciu płaskiemu, gdy jednoimienne osie główne wszystkich jego przekro­
jów poprzecznych- leżą iv łych samych płaszczyznach do siebie prostopad­
łych, a wszystkie momenty gnące zawiera jedna z nich. Druga staje się 
"wtedy płaszczyzną gięcia. Istotnie z ogó lne j teorji n a p r ę ż e ń g n ą c y c h wie­
my, że oś sił momentu g n ą c e g o jest kierunkowo s p r z ę ż o n a z linja obo­
jętną. G d y b y ś m y przeto założyli , że osie g ł ó w n e p o s z c z e g ó l n y c h prze­
kro jów pręta nie leżą w tych samych p ł a szczyznach , to wtedy trzebaby 
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by ło w k a ż d y m poprzecznym przekroju inaczej p o c h y l a ć moment ku 
osiom g ł ó w n y m , aby o t r z y m a ć o d n o ś n e linje obo ję tne r ó w n o l e g ł e . W y ­
m a g a ł o b y to n i e s łychan ie z ł o ż o n e g o obciążenia , k tó re w o g ó l n y m wypad­
ku wprost p o m y ś l e ć s ię nie daje. Na leży przeto zwęzić k rąg rozpatry­
wania, b i o r ą c pod u w a g ę p rę ty jednorodnie zbudowane. Przekroje po­
przeczne p r ę t ó w tego rodzaju zmieniają się w s p o s ó b ciągły a nieznacz­
ny, a osie g ł ó w n e jednoimienne owych p rzek ro jów — leżą w tych samych 
p ła szczyznach p r o s t o p a d ł y c h do siebie. 

Z ogó lne j teorji g ięc ia wiemy, ż e linje obo ję tne są r ó w n o l e g ł e do 
osi g łówne j , gdy na tej osi leży moment g n ą c y . Zatem warunek drugi 
gięcia p ł a s k i e g o wymaga, aby wszystkie momenty g n ą c e p rzek ro jów po­
przecznych prą ta— leżały na jednoimiennych osiach g ł ó w n y c h o d n o ś n y c h 
p rzekro jów. T o na leża ło u d o w o d n i ć . 

P łaszczyzny , zawiera jące jednoimienne osie g ł ó w n e p rzek ro jów po­
przecznych p rę t a b ę d z i e m y nazywali płaszczyznami głównemi pręta. Za -
łóźmy, że osie g ł ó w n e OX leżą w takiej. p ł a szczyźn ie , a na nich — od­
n o ś n e momenty g n ą c e . Wtedy dla każde j p ły tk i w = o, a przeto dla 

1 a~ Ma dz 
gięcia mimośrodkowe go płaskiego: — = — - j — a » dy=a.„ M„ y - . 

P * \*g> IF Jx Jx 
S Jx Mg 5 M„ . . . , 

e0 — - „ , . •, Og = -j—y — e —f a z a ^ " l a g ięc ia zołaściwego płas-

1 Mg , dz Mg Mg 
kiego: — = ttg -f-, UKp = o - , c0 = o, a3 = y = e , 

P J x ' J x J x J x 

tu bowiem linje obo ję tne przec inają odksz t a ł coną p rę ta . 
W e wzorach o g ó l n y c h przez p n a z w a l i ś m y o d l e g ł o ś ć w ł ó k n a ś r o d ­

kowego p ł y t k i od prostej przecięcia s ię obu o d k s z t a ł c o n y c h ścian płytki . 
Szereg p ły tek stanowi prę t . Ich śc iank i dają przekroje poprzeczne prę ta . 
O d k s z t a ł c o n a sk łada się z włók ien ś r o d k o w y c h pły tek odksz t a ł conych , 
kolejno po sobie idących . W y n i k a stąd, że ścianki p ły tk i odksz t a ł cone j , 
leżą w sąs iedn ich p łaszczyznach normalnych o d k s z t a ł c o n e j prę ta , a zatem 
[J stanowi p romień krzywizny odkształconej. Ten wniosek dotyczy wszyst­
kich rodza jów g ięc ia , szczególną jednak u w a g ę posiada w wypadku g i ę ­
cia p ł a sk i ego , jak to zobaczymy w nas t ęps twie . 

§ 6 . W s k a ź n i k w y t r z y m a ł o ś c i o w y . W wypadku gięcia p łas ­
kiego m i m o ś r o d k o w e g o lub w ł a ś c i w e g o z ła twością wyznaczymy skrajne 

ex S e3 S 
naprężen ia g n ą c e w pos tac i : a^j = Mgij--\- a = M g - j - ~p . 

W obu wypadkach o d n o ś n a linja o b o j ę t n a jest r ó w n o l e g ł a do g ł ó w n e j 
p ł a s z c z y z n y prę ta , w której leżą momenty g n ą c e i leży w od leg łośc i 



o d tej p łaszczyzny. G d y 6' = o, wtedy i eQ = o, a przeto momenty gnące 
leżą na linjach obojętnych w wypadku g ięc ia p ł a s k i e g o właśc iwego . Nadto 
w tym wypadku ex i e2 za leżą wyłącznie tylko od postaci samego prze­
kroju. Nazwi jmy wskaźnikiem przekroju —iloraz jego momentu główne­
go bezwładności, dzielonego przez odległość skrajnego włókna od osi lego 
momentu i oznaczmy przez WxX = j x : e\, Wx2 — Jx : e2 a wtedy w wy­
padku gięcia płaskiego w ł a ś c i w e g o , — moment gnący, dzielony przez 
wskaźnik odnośnego przekroju, da wartość skrajną naprężenia gnącego, 
k tó rą nalepy uczynić równą k? • 

W y z n a c z m y wskaźn ik p rzek ro jów częściej spotykanych w praktyce: 

1° Przekrój prostokątny. D l a osi g łównej OX, równoleg łe j do pod­
stawy B przekroju: ex — — 1j3 H, e2 — J

r

l l 2 H , a przeto Wx ==— Wsx~ 
— Wx2 = 1/6 BH*. D l a drugiej osi g łówne j OY, równoleg łe j do wyso­

kości II p ros toką ta : e, = — x/a B, e* — B, a przeto Wy = — Wyl == 
= W?* = 7o HB\ 

2° Przekrój kołowy. D l a wszelkiej osi ' OX ś rodkowe j : et —•— J\, 
e2=R, b ę d z i e m y mieli przeto: Wx = — Wxl — Wx2 — *j4 == * / M D3. 
Zupełn ie te same war tośc i ex = — R, e2 — R otrzymamy dla przekrój ; ; 
pierścieniowego o promieniu zewnę t r znym R i w e w n ę t r z n y m r, a więc dla 

pierścienia kołowego: Wx — — Wxx = JVX2 —• (R* — ;-') = 

== n /Z>< — dy : 32 Z). 

3° Przekrój eliptyczny. D l a osi g łównej OX, na k tó re j leży duża 
p ó ł o ś elipsy, c , = — b, c2== b, zatem W 7 ^ = — W.xX == = , : / 4 « 6 2 ; dla 
drugiej g ł ó w n e j osi OY p o d o b n i e ż : ex =— a, e2—a, co daje Wy — 

4° Dwuteownik M ąjr. G ł ó w n ą o ś OAT tego przekroju prowadzimy 
przez ś r o d e k prostopadle do ś rodn ika , d r u g ą OY— przez ś rodn ik pro­
stopadle do OX. D l a OX tablice podają w a r t o ś ć Jx = 4954 c m 4 nadto' 
dla tej osi: et = — V 3 # = — 12,5 cm, e2 — 12,5 cm, w y s o k o ś ć bowiem 
dwuteownika, w kierunku osi OY mierzona, wynos i H = 2 5 cm. Stąd 
IVx = — Wxx = iyx1 = 4954 : 12,5 = 396 c m s . T ę w a r t o ś ć dają rów­
nież i tablice. D la drugiej osi cx = — V* B — — 5,5 cm, e2 = 5,5 cm, 
s z e r o k o ś ć bowiem p a s ó w : 5 = 1 1 cm. Nadto z tablic Jfy = 255 c m 4 , 
a przeto lVy = — Wyx = W y 9 = 255 : 5,5 = 46,4 cm 3 . — 

5° Gcownik M< 28. Korzys ta jąc ze znakowania (1 Rys. 19) zauwa­
ż y m y , że dla osi g łówne j OX, osi symetrji przekroju: -ex = — l/a H = 
= — 1 4 cm, <? s =14 cm, cała bowiem w y s o k o ś ć ceownika, mierzona 
w kierunku osi OY, wynosi H = 28 cm. Zatem IVX—— iVxX—Wx2== 
= JK : 14 - - 6 2 7 6 : 1 4 = 448 cm 3 , tablice bowiem podają Jx = 6 2 7 6 c m l 

y 



— 38 — 

Inuczej rzecz sie ma dla osi OY; tutaj: e, = HO=- — 2,53 cm, a przeto 
e2 == AD — HO == 2? — 2,53 = 9,5 2,53 == 6,97 cm, bo szerokość obu 
pasów B = 9,5 cm. Nadto z tablic: Jy = 399 cm1. W danym wypadku 
obie wartości wskaźników są różne: tVyl = 399 : (—2,53) = — 157,7 cm" 
oraz Wyi = 399 : 6,97 = 57,2 cm!. — 

Z powyższych przykładów widać, że obie wartości wskaźnika nie 
różnią się wartością bezwzględną dla osi symetrji przekroju, natomiast 
w wypadku przekroju niesymetrycznego względem osi głównej mogą. 
ujawniać dość znaczne różnice. W tym wypadku oznaczamy zazwyczaj 
przez Wx bezwzględnie mniejszą wartość Wx, i Wx«, mając na widoku 
wyznaczenie skrajnego najwyższego naprężenia 9g max= Mg: Wx=k„ .. 

§ 7. W y g i ę c i e Lamarle'a. Ten rodzaj wygięcia stanowi naj­
prostszy przykład gięcia płaskiego a zarazem jedyny ścisły wypadek 
urzeczywistnienia powyżej poczynionych założeń. Weźmy pod uwagę 
pięt prosty poziomy. W punktach B i C jego pierwotnie prostej osi 
przyłóżmy dwie jednakowe siły P, dajmy na to skierowane ku górze, 
oraz dwie takie same siły skierowane w dól w punktach A i D, odleg­
łych o X od C i B Wszystkie te cztery siły są równe, równoległe i pro­
stopadłe do osi pierwotnej pręta, a przy odkształceniu nie schodzą ze 
swych linji działania. Jakikolwiek przekrój poprzeczny pręta o środku 
O, leżącym na osi, dzieli obciążenie gnące na dwie gromady, prawą i le­
wą, zawierające po jednej parze sil. Ka?da z nich po sprowadzeniu do 
ośrodka O da pcedyriczy moment gnący M~ — P \ prostopadły do płasz­
czyzny sił — stały dla wszystkich' przekrojów poprzecznych, zawartych 
pomiędzy C i B. (Rys. 16). 

Zbudujmy pręt jednorodnie, aby osie główne OY jego przekrojów 
poprzecznych leżały w płaszczyźnie sił — wtedy momenty 
enące będą leżały na osiach głównych OX. Gięcie będzie 
płaskie; płaszczyzna sił stanie się płaszczyzną gięcia. Mo­
żemy przeto dla przekroju poprzecznego, przechodzącego 
przez środek O, wypisać wzory ogólne: 

_ PI 1 _ do PX 
g*~wx\ p ~ ( h ~ Jx 

tutaj bowiem S = o a więc i <?„, — o — momenty gnące leżą na linjach 
obojętnych OX. 

Gdy przekrój poprzeczny pręta jest stały, wiedy dla wszystkich prze-
krojów Jx , Wx mają wartości stale, a wszys.kie przekroje poprzeczne 
między C i B są jednakowo naprężone. Jest to więc pręt o stałej wy­
trzymałości na gięcie, bo wszystkie jego przekroje w środkowej części 
leżące, są jednakowo wytrzymałościowo wyzyskane. Godzi się jednak 
zauważyć, że w pozostałych częściach pręta warunki obciążenia będą zu­
pełnie inne — wszystko to, cośmy tu mówili, dotyczy przeto wyłącznie 
środkowej części pręta. Dla niej promień krzywizny odkształconej jesj_ 
stały — odkształcona środkowej części pręta jest łukiem kola, co stanów; 
cechę wygięcia La marle'a. Z łatwości.-; wyznaczymy strzałkę tego łuku 
Czyli tak zwaną środkową strzałkę wygięcia. 
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Będzie to / = p - )/ p t Z [ i / 2 ĄT= \JX ; a ^ x j { l - ( / l - ^ P A : 2 • 

G d y p r z e k r ó j poprzeczny p rę ta jest zmienny, p o s z c z e g ó l n e przekroje nie 
są jednakowo obc iążone , a ich promienie krzywizny — zmienne. Wygię ­
cie ś r o d k o w e j częśc i przestaje być k o ł o w e m . Odksz ta ł cona staje się krzy­
wą, k tórą z ł a twośc ią w y z n a c z y ć można z warunku Jx : y — stałej . Nie 
jest to już wygięc ie Lamarle'a. 

§ 8. O b c i ą ż e n i a g n ą c e . T y l k o co rozpatrywany układ sił stano­
w i jedyny rodzaj obc iążenia g n ą c e g o , da jącego po sprowadzeniu moment 
gnący , l eżący w poprzecznym przekroju pręta o d k s z t a ł c o n e g o . Inne ob­
ciążenia g n ą c e tej w łasnośc i nie posiadają, dają bowiem w przekrojach, 
prócz m o m e n t ó w g n ą c y c h jeszcze i siły tnące. Jest to zupełn ie zrozu-
rfliałe — chcemy o t r z y m a ć gięcie właśc iwe , bez domieszek rozc iągania , 
śc i skan ia i sk ręcan ia , gma twa jących p ierwotną czys tość zjawisk gięcia 
w ł a ś c i w e g o , dlatego też z g ó r y w y ł ą c z a m y orzedewszystkiem wszelkie 
siły, pochylone ku podłużne j osi p r ę t a n i e o d k s z t a ł c o n e g o pod kątem róż­
nym od prostego. Siły tego rodzaju muszą dać sk ładową S, a zatem 
s p o w o d o w a ć g ięc ie m i m o ś r o d k o w e . Ponadto z sił pozos ta łych , a więc 
p r o s t o p a d ł y c h do osi pod łużne j p rę ta n i eodksz t a ł conego na leży odrzucie 
siły leżące poza ob raną p łaszczyznę gięcia, jako dające dodatkowe mo­
menty skręca jące . B ę d z i e m y zatem rozpatrywali obc iążenia g n ą c e , z łożo­
ne wyłączn ie z sił p r o s t o p a d ł y c h do podłużnej osi pręta n ieodksz ta ł cone­
go, a leżących w p łaszczyźn ie c ięc ia . Każda z sił tego rodzaju, sprowa­
dzona do ś rodka danego przekroju poprzecznego, daje moment gnący 
r ó w n y sile m n o ż o n e j przez jej od leg łość od punktu sprowadzenia oraz - -
siłę tnącą, p rzy łożoną do tego ś rodka , równą danej sile, r ówno leg ł ą jej 
i k ierunkowo działającą jak ona. Jeże l i sprowadzimy ki lka takich sił, to 
otrzymamy moment wypadkowy r ó w n y sumie poszczegó lnych momen tów 
i siłę tnącą w y p a d k o w ą równą sumie wszystkich sil tnących. W szczegól­
nym wypadku, kiedy wypadkowa siła tnąca r ó w n a jest zeru — będz iemy 
mieli obc iążen ie g n ą c e właśc iwe. 

M i m o to wzory gięcia stosujemy i do innych obciążeń gnących, p< -
mijając dzia łanie sił tnących . Czyniąc, tak, pope łn i amy błąd, k tóry jednak 
na ostateczny wynik obl iczeń ma wpływ niewielki w warunkach zwykłych . 
Inaczej mówiąc w zjawisku w y t r z y m a ł o ś c i o w o z łożonem pomijamy część 
p o d r z ę d n ą ciecie, odda j ąc wy łączne p i e r w s z e ń s t w o gięciu. W jednym 
i n a s t ępnych dz ia łów kursu rozpatrzymy ową część pominiętą , ustalimy 
wzajemny stosunek odksz ta łceń , i przekonamy się , że prawie zawsze ści­
nanie m o ż e b y ć ca łkowic ie pomin ię t e . Jako drugi typowy p rzyk ład roz­
patrujemy: 

§ 9. P r ę t o s a d z o n y j e d n y m k o ń c e m , u d r u - ^ , B 

g i e g o o b c i ą ż o n y s i ł ą g n ą c ą . Pierwotnie prosty ** - - " 
pręt , jednym k o ń c e m osadzony nieruchomo, obciąża­
my siłą P u drugiego końca , prostopadle do osi 
p o d ł u ż n e j p rę ta p rzy łożoną . P o d jarzmem tej siły 
pręt (Rys 17) ugnie się w dół: jego oś pod łużna , 
pierwotnie prosta, w y k r z y w i się, stanie się krzywą 
AB — płaska. Część osadzona prę ta oznaczamy 
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przez Am. O d punktu w pręt uiega wygięc iu , jest to skrajny punkt nie­
ruchomy pręta. P o p r o w a d ź m y zeń stalą o ś w£ wzd łuż osi pod łużne j pręt,: 
n i e o d k s z t a ł c o n e g o , o ś WYJ u łóżmy w p łaszczyźn ie siły P — trzecią o ś u>£ 
kierujemy prostopadle do p ł a s z c z y z n y gięcia ku pa t rzącemu. W o d l e g ł o ­
ści C od początku spó ł r zędnych na o d k s z t a ł c o n e j obieramy dowolny zresz­
tą punkt O, ś r o d e k o d n o ś n e g o poprzecznego przekroju pręta odksz t a ł co ­
nego. S p ó ł r z ę d n e tego punktu będą odpowiednio C i fu G łówną oś tylko 
co wyznaczonego przekroju, leżącą w p łaszczyźnie siły P, oznaczymy 
przez OY; druga oś O A ' b ę d z i e szła ku p a t r z ą c e m u , — trzecią kierujemy 
po stycznej, poprowadzonej w punkcie O do o d k s z t a ł c o n e j , nada jąc jej 
kierunek zgodny z osią CK. Kierunek osi OZ wyznacza zarazem kieru­
nek osi OY, którą tu trzeba p rowadz i ć w dół, zgodnie z o g ó l n e m pra­
wem, podanem na początku tej części kursu. W założeniu prę ta jedno­
rodnie zbudowanego jednoimienne osie g ł ó w n e O Y w s z y s t k i c h p rzek ro jów 
poprzecznych ułożą się w płaszczyźnie g ięc ia — na osiach O A będą le­
żały momenty gnące M?—P(l — C) — nadto w ś rodku O k a ż d e g o 
przekroju poprzecznego p a n o w a ć będzie siła tnąca P. Ł a t w o to udowod­
nić, rozpat ru jąc w ś rodku O dwie siły równe P i r ó w n o l e g ł e lecz skiero­
wane przeciwnie, a więc znoszące się wzajemnie. Jedna z nich łącznie 
z siłą P utworzy pa rę sił o ramieniu / — C, gdzie / — oznacza od leg łość 
siły P od przekroju osadczego czy l i p i e rwo tną d ł u g o ś ć prę ta . Druga — 
— da siłę tnącą — stałą dla wszystkich ś r o d k ó w O sprowadzenia. Po­
n ieważ momenty Mg rosną wraz z / — C, przeto z ł a twośc ią o t r z y m a ć 
m o ż e m y o d n o ś n y wykres m o m e n t ó w w postaci trójkąta <o BJI. P ros toką t 
uBn£F s t anowić będzie wykres sił tnących . P rowadząc w odleg łośc i <oO=C 
równoleg łą do <»//, otrzymamy z tych w y k r e s ó w w o d n o ś n e j skali moment 
gnący Mg = OMg i siłę tnącą P—OP dla ś r o d k a sprowadzenia O. Skraj­
na w a r t o ś ć momentn Mm = PI — <*H p a n o w a ć będz ie w przekroju osad-
czym, gdzie C = o. 

W założeniu s t a ł ego przekroju poprzecznego pręta, skrajne war tośc i 
n a p r ę ż e ń p rzek ro jów wyrażą się wzorem oam=Mg: Wx=^P(l—C): Wx . 
W przekroju osadczym p a n o w a ć będz ie na jwyższa w a r t o ś ć nap rężen ia 
kg — PU: IVX. Ten przekró j jest n i e b e z p i e c z n y — dla niego na leży 
wyznaczyć właśc iwe wymiary, dob ie ra j ąc o d p o w i e d n i ą w a r t o ś ć Wx — 
— PI : kg. Tak, dajmy na to, dla przekroju p r o s t o k ą t n e g o będz ie V« 
BW = Pt : kę, skąd ok re ś l imy 77 lub B, b io rąc stosunek m — B : H. 

Wyznaczywszy w ten s p o s ó b przekrój poprzeczny prę ta , m o ż e m y 

ze wzoru dla — = a f f — K - o t r z y m a ć r ó w n a n i e T I = / ( C ) o d k s z t a ł c o -
' p B Jx 

i 1 Y J " J • , drt „ d*r\ _ 
nej, p o n i e w a ż : — = ± ( 1 _|_' , g ) 3/ł> gdzie YJ ' mń ^ oraz T J ' == . T e 

równanie r ó ż n i c z k o w e jest nader trudne do c a ł k o w a n i a , daje się jednak 
uprościć . P o n i e w a ż skrajne n a p r ę ż e n i e k„ jest stosunkowo niskie, prze­
to praktycznie dopuszczalne wyg ięc ie p rę ta jest nader nieznaczne, a od­
chylenia vj od osi w!; — znikome. T o znaczy, że styczne odksz ta łcone j 
tworzą bardzo ma ły kąt z osią wC, m o ż e m y przeto u tożsamić d ł u g o ś ć 
p i e rwo tną p rę ta / z d ługośc ią odkszta łconą, oraz pominąć zupe łn i e T J ' 
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w mianowniku, pisząc ± J.x vj" — a.g P (l — C), co znacznie ułatwia ca łko­
wanie. W y n i k i , jakie tą d r o g ą otrzymamy, nie b ę d ą zupełn ie ścisłe, lecz 
wys ta rcza jąco p rzyb l i żone dla ma łych wyg ięć prę ta . W p r o w a d ź m y ozna­
czenie Es = 1 : o.g . — W s p ó ł c z y n n i k Eg b ę d z i e m y nazywali społczynni-
kiem sprężystości na zginanie, a i loczyn Eg Jx — sztywnością pręta w da­
nym przekroju. Zatem ± EgJx-q" = P{l— C)=*Mg, Siła P stara się 
w y g i ą ć p rę t ku do łowi , dając odksz ta ł coną — wypuk łą wzg lędem osi toC. 
P o n i e w a ż wszystkie r z ę d n e 7j odksz ta łcone j są dodatnie, oznaką przeto 
wypuk łośc i będz ie tu q'q"y o czyl i r/')> o, trzeba więc zachować znak do­
datni we wzorze. EgJxt{' — .P ( / — C ) . Całkując mamy: EgJxrf== 

= C—C(l — t ) J oraz EgJx YJ = D + CC + -~r (/ — t) 8 . Stale ca łkowa­
nia D i C wyznaczymy z łatwością, z w a ż y w s z y , że w punkcie w od­
k s z t a ł c o n a musi b y ć s tyczną do osi u>C, co niewątpl iwie w y p ł y w a bezpo­
ś r e d n i o ze sposobu zamocowania p rę ta , k t ó r e g o koniec toA tkwi w ścia­
nie i nie ulega ż a d n y m o d k s z t a ł c e n i o m , jako osadzony trwale. Zaterr 

p 
w punkcie o» dla C = o mamy -q = o oraz TJ' = o, co da: C — >, P = o 

oraz D - f y, PP = o i ostatecznie J E ^ / , ij = %PfK — %Pl* Ą-
_|_ »/,. p ' ( / _ _ C ) s — V 2 P C 2 [Z — V , C]. W i d z i m y stąd b e z p o ś r e d n i o , źe naj­
w y ż s z e j wa r to śc i C = / odpowiada na jwyższa w a r t o ś ć -q — j, czy l i tak 
zwana s t r z a łka ug ięc ia p rę ta oraz na jwyższy kąt pochylenia stycznej ku 
osi coC — kąt 0 = arclg -q' T J ' - Zatem f — % i 3 / ' : E^JX . Pon ieważ 
^ / r " i ' = V 2 P / 2 - 7s ^ ( ^ - 0 2 = « P - V* przeto 0 = V 3 ^ 2 : ^ A • 

§ 1 0 . P r ę t o s a d z o n y j e d n y m k o ń c e m , a o b c i ą ż o n y j e d n o ­
s t a j n i e . Tego rodzaju obc iążen ie m o ż e m y sobie w y o b r a z i ć , jako war-, 
s twę piasku s ta łe j g rubośc i , u łożoną na p ręc ie Jej c iężar ca łkowi ty P, 
dzielony przez d ł u g o ś ć prę ta p ie rwotną , da obc iążen ie jednostkowe p, 
k tó re zazwyczaj w y r a ż a m y w KO na j e d n o s t k ę d ługośc i pręta . Korzystając 
ze znakowania us tępu poprzedniego, z łatwością wyznaczymy moment 
g n ą c y dla dowolnego przekroju poprzecznego, w od leg łośc i C od nasady 
pręta poprowadzonego. W tym celu bierzemy pod u w a g ę siły, c i snące 
na część OB prę ta odksz t a ł conego . Wypadkowa ich P* — p x OB. 
P r z y nieznacznych wygięc iach (Rys. 18) m o ż e m y nap i sać że OH — l—l, 
a zatem PQ == p (l — C). Punkt uczepienia tej siły 
leży p o ś r o d k u odcinka OB, to też po sprowadzeniu 
tej siły do ś rodka O otrzymamy Mg=1/ip(l—C)2= 

P ^ 
~ 2 l ^ — o r a z * n ^ c 3 którą, jak zwykle , 
pomijamy. Tutaj więc siły tnące będą miały wykres 
t ró jką tny Bai»F, a momenty — paraboliczny B0I/io, 
jak to najlepiej uwypukla rysunek. R y s 1 8 

W za łożeniu s t a ł ego przekroju poprzecznego 
skrajne naprężen ia będą r ó w n e a s m — M„ : Wx = P(l — C)2 : 2 IWX . 
Ich na jwyższa w a r t o ś ć p a n o w a ć będz ie w przekroju osadczym, gdzie C=o. 

_smmmm 



Czynimy ją r ówną ka- == PI: 2fVx , skąd Wx = PI: 2 kg . W len spo­
sób .wyznaczymy w ł a ś c i w e wymiary przekroju. 

C h c ą c z kole i zna leźć r ó w n a n i e o d k s z t a ł c o n e j , piszemy EgJx T J " = 

skąd: EgJx-ń'^C- ^ ( / - C ) « , EgJx y = p + t t ^ r 

(J—C)4. Z w a r u n k ó w panujących w przekroju osadczym mamy T J — T J ' = C 
dla C=o, co da: C—^i^P/2, D — — l / 2 4 PI3. Stąd r ó w n a n i e o d k s z t a ł c o n e j : 

Eg.Jx rt=—V31P/»-f'/o PK-ł-xlu -j V — O4- Czyniąc w niem C=l otrzy­

mamy, jak w przyk ładz ie p o p r z e d n i m : / = PI3: 8 E„ Jx oraz 0 = PI2 : 

W obu tylko co rozpatrywanych wypadkach jeden tylko p rzekró j osad-
czy pręta jest na leżyc ie w y t r z y m a ł o ś c i o w o wyzyskany — pozos ta łe są 
-.byt sowite. A b y tę zbytn ią roz rzu tność u sunąć , na leża łoby w y k o n a ć : 

§ 11. P r ę t s t a ł e j w y t r z y m a ł o ś c i j e d n o s t r o n n i e o s a d z o n y . Prze­
kroje ' tego prę ta n a l e ż y tak d o b r a ć , aby dla wszystkich p rzekro jów poprzecz­
nych spe łn ia ło s ię r ó w n a n i e Mg== Wx /•„... D la takiego p r ę t a y - = Mg : 

: EgJx - - Wx kg-.EyJ-^ . W za łożeniu przekroju p r o s t o k ą t n e g o Jx = 
-— 1/l2 blr, Wx =? bh2. U c z y ń m y w y s o k o ś ć wszystkich p rzekro jów 
stałą i r ó w n ą / / , wtedy dla b otrzymamy w z ó r b = 6 Mg: IPkg . Nadto 

— = •{{' — 2 kg : IIEg - - s ta łe j . W y g i ę c i e b y ł o b y ściśle ko łowe , gdyby 

nie by ło sił t nących . W istocie jest ono jednak nieco inne, zbliża się 
jednak do k o ł o w e g o . C h c ą c w y z n a c z y ć b dla p o s z c z e g ó l n y c h przekrojów, 
należy wyraz i ć M„ . W pierwszym wypadku, gdy działa siła P u k o ń c a 

& P pręta: Mg = P (7—C), w drugim: Mg — (t — £)2 , s tąd odpowiednio: b = 

— 6 P (/ — C) : H2 kg oraz b — ZP (l — Cp : II2 kg l. P ierwszy wzór 
wskazuje, że b zmienia się l injowo, r o s n ą c wraz z l—C—drugi, że zmiana 
b jest paraboliczna; pierwszej zmiennośc i odpowiada (rys. 19), drugiej (rys. 
20). W obu wypadkach dla przekroju osadczego mamy B—6 PI: H2kg 

, oraz B — ZPl : H* kg . A zatem b = B ( /— C) : t oraz 
1 b — B (l — C)3 : /-. Chcąc w obu wypadkach o t r z y m a ć 
f s t rza łkę ug ięc ia , na leży c a ł k o w a ć r ó w n a n i e wyżej wypisa-

stałe ca łkowan ia w y z n a c z y ć m o ż n a z w a r u n k ó w dla prze­
kroju osadczego. P o n i e w a ż YJ = = TJ '== <> przy C—o, przeto 

Rys 19 i 20. C=D=o i ostatecznie \— TTJĆ~ p " C « y i ^ c tu '^=1, o t rzy-
s 

namy ostatecznie s t rza łka f—kgP:HEg. W pierwszym wypadku, gdy 
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dzia ła siła P, mamy: kg — G PI: BlP, w drugim: kg — Z PI: BH1, zatem 
o d p o w i e d n i o : / = 6 PP: Eg BIP oraz f=3 Z 5 / ' : ̂  BIP. 

Z a ł ó ż m y z kole i , źe sze rokość b wszystkich poprzecznych przekro­

j ó w p r ę t a jest stała i r ó w n a B. Tutaj ffc=6Mg; Bk^, nadto — ==7j"== 

G d y dz ia ła siła Z5, wtedy //-—6 P {l—") : Bk<r, w wypad-= 2 k„ Egh. 
ku zaś obc iążen ia jednostajnego: h~=3P(l—C)5: lBkg. Pierwsza za leż­
n o ś ć jest parabol iczna i odpowiada budowie p rę ta , wskazanej na (rys. 21), 
druga jest oczywi śc i e l injowa. P rę t czyniący jej z a d o ś ć podaje (rys. 22). 
W obu wypadkach dla przekroju osadczego mamy H* = 
== & PI: Bk „. oraz H3 — 3 PI: Bk,r, a zatem mamy po 
podzieleniu: h-=H* (l—Z): l oraz A 3 = / / 2 ( /—C) 2 : /». Chcąc 
w obu wypadkach o t r z y m a ć s t rza łkę ug ięc ia końcową , na­
leży c a ł k o w a ć r ó w n a n i e vj" == 2kg: Eg h. W pierwszym 

* A * 1 2 P L ' U c* ^ wypadku przyjmuje ono pos tać : T J " = — - — — .Stąd: 

C 
24 Pl'l> 

~E~~BH**' * 

Eg BIP]'l-
\GP". 

E „BH 
Y ( / - o s : 

Rys. 21 i 22 
I tutaj znów -q'=o -i\—o, 

24 PP 
" E„BIP 

gdy 0=0, zatem b ę d z i e m y miel i : 

16 PP P o d s t a w i a j ą c te war tośc i w r ó w n a n i e 

odksz ta łcone j i czyn iąc w niem Z—l, o t rzymamy k o ń c o w ą s t rza łkę ug ięc ia 

8 PI* 
' ~ Eg BH*' 

6 PP 6 Pt1 

W drugim wypadku: i j " = B H } n _ ^ s kąd : » / = C ^ E\,BH> 

ig (i - c), i) - Z> + c c + - / ^ r % ( M ) 1] (/ — C). I z n ó w przy 

i). 
6 P / 2 6 PP 

:=o mamy vj'=Trj=d, s t ąd : C== £ BH*ig1, D = ~E~BHT ^ "~ 

Pods t awia j ąc te war to śc i we w z ó r dla odksz ta ł cone j i , c z y n i ą c w nim C—,'. 
otrzymamy s t rza łkę / — 6 Z 3 / 8 : ZTj. BIP. Wszystkie te s t rzałni pręta stałej 
wy t r zyma łośc i są znacznie większe , od strzałek prę ta o s ta łym przekroju 
p r o s t o k ą t n y m B X fi. Jest to zresz tą prawo ogó lne . Nie powinno dz i ­
wić—prę t stałej wy t r zyma łośc i , jako oszczędn ie j zbudowany, a więc s łab­
szy—mocniej się ugina. 

( § 12. O b c i ą ż e n i e t r ó j k ą t n e p r ę t a j e d n o s t r o n n i e o s a d r o n e r o . 
P rę t wyżej rozpatrywany obc i ążamy piaskiem, usypanym w kształcie warstwy 
trójkątnej (rys. 23). Ciężar ca łkowi ty piasku = P=ll^ Ql, gdzie Q—u>k. 
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a l—oznacza p i e rwotną d ł u g o ś ć prę ta . W e ź m y pod u w a g ę jakikolwiek 
p rzekró j w od leg łośc i C od przekroju osadczego. Obc iążen ie tego prze­
kroju s t anowić będz ie trójkąt o wysokośc i k = Q (l — C): / . Pole t rój ­

kąta l/2 QQ — C)2 : / da war tość tego obciążenia , 
k tórą wprost oznaczymy przez Pc . Punkt uczepienia 
tej siły będzie n iewątp l iwie leżał w od leg łośc i */, 
(/ — C) od rozpatrywanego przekroju poprzecznego, 
a zatem moment g n ą c y Mg — V,-, Q ( /—C) 3 : / . W za­
łożeniu s ta łego przekroju b ę d z i e m y mieli EgJxr['= 

=jrj Q (J—C)', skąd dwukrotnie ca łkując : EgJxtf== 

= C - ~ r i Q ( / - Q < oraz = + 

f i fffll Q 

1 i i i 
• * 

0 

Rys. 23. 
v y ™ ^ . - £ 7 1 2 0 / 

0 (/—C)5. D l a przekroju osadczego, gdzie K=o, mamy rf=-q = o, a zatem: 

C — oraz D=—yyrj^- Pods tawia jąc te war tośc i we wzór dla i] 
1 czyn iąc w nim C = /, otrzymamy k o ń c o w ą s t rza łkę ug ięc ia /" == C/ / 4 :30 
EgJx . Kąt, jaki utworzy skrajna styczna odksz t a ł cone j z p i e rwo tną osią 
pręta , będz ie G = C ^ 3 : 24EgJv. Skrajna wa r to ść momentu g n ą c e g o 
w przekroju osadczym: Mom = 1/6 Ol2. Wykres m o m e n t ó w będzie tu pa­
raboliczny. Podobny doń będzie r ówn ież i wykres si ł tnących Pr, k tó re , 
jak zwykle , pomijamy. Oba wykresy podaje rysunek. 

§ 13. P r ę t z a m o c o w a n y j e d n o s t r o n n i e c z ę ś c i o w o o b c i ą ż o n y 
w stosunku p KG na j e d n o s t k ę d ługośc i . O b c i ą ż e n i e ciągle p rę ta urywa 
się w od leg łośc i b od przekroju osadczego. P o p r o w a d ź m y w y r a ź n ą gra­
niczną linję, dz ie ląc prę t na dwa obszary zmiennośc i m o m e n t ó w . W lewej 
części prę ta , obc iążone j (rys. 24), moment będz ie r ó w n y M^=xl2 p (l— C)*. 

G d y b y obc iążenie c iągłe p o k r y w a ł o cały pręt , 
to wyrażen ie tylko co wypisane b y ł o b y praw­
dziwe dla c a ł e g o prę ta ; p o n i e w a ż jednak poza 

,, ńfff, war tośc ią C = b o b c i ą ż e n i a brak, przeto dla tej 
, x części pręta będz i emy miel i : Mg2=x/2 P (h~C)2— 

—lltp na leży bowiem pot rąc ić obciąże­
nie b r a k u j ą c e . O b a te wzory m o ż e m y po łączyć 

Rys. 24. w jeden o g ó l n y wzór , p isząc Mg = lj^p (l—C)2 

xli P (b — edzie kreska ma r o z g r a n i c z a ć momenty obu dziedzin i 
i 
D!a l ewe j—wzór poza kreską na leży odrzucić , p o p r z e s t a j ą c na pierwszym 
w razie — dla prawej dziedziny b r ać c a ł o ś ć wzoru z p o m i n i ę c i e m kreski . 

i 
S tąd, w za łożeniu s t a ł e g o przekroju p rę t a EgJxq" = 1j2 p (/— C3) j — '/2 p 

{b-ty-. Ca łku jąc : E gJ x<{ =C-*Up ( / - C ) « j + >/a P C* 
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i 
= + 7*4 P 9* j — 7a« P (b—ty. D la przekroju osadczego C=<> 

oraz 7]=rj—o, co da: C=l/6 pl* — 1/e pb2 oraz p o d o b n i e ż D——ll%%pllĄ-
4" 724 /•o4- P i szemy oba te wzory bez kresek, p o n i e w a ż przekrój osadczy 
należy do prawej dziedziny. Pods t awia j ąc te war tośc i i- czyniąc w od­
n o ś n y c h wzorach C = / , otrzymamy skrajną s t rza łkę ugięcia j—l!2i p [31*— 
— 4 lb% -f- ó 4 ] : E<rJx i kąt nachylenia skrajnej stycznej 6 = y6p j7s — o5j : 
: EgJx. W za łożeniu 0=0, odnajdziemy poprzednio wyprowadzone wzo­
ry dla prę ta o b c i ą ż o n e g o jednostajnie na całej d ługośc i . 

§ 14. Z a s a d a n i e z a l e ż n o ś c i d z i a ł a n i a s i ł w w y t r z y m a ł o ś c i 
t w o r z y w . P rzy wyprowadzaniu p o w y ż s z y c h w z o r ó w mi lcząco opiera l iś ­
my się na zasadzie n ieza leżnośc i dzia łania sił, którą m o ż e m y w y p o w i e d z i e ć 
w nas tępu jące j postaci: siła niezależna powoduje swoiste odkształcenia, nie­
zależnie od innych sił na to samo ciało działających. Każda więc siła ze­
wnę t rzna , odksz ta łca jąca , n iezależnie od innych sił u k ł a d u działająca, wy­
wołu je w ciele odsz t a ł conem swoiste odksz ta ł cen ia n i eza leżn ie od sił po­
zos ta łych . W ten s p o s ó b na tle swoistych odksz t a ł ceń danej siły jawią 
się również swoiste naprężen ia , m o ż e m y więc r ó w n i e ż wypowiedz ieć tę 
samą z a s a d ę w innej jeszcze postaci: siła niezależna powoduje swoiste na­
prężenia, niezależnie od innych sił na to samo ciało działających. Te na­
prężenia , jako siły cząs t eczkowe , dodają się w e d ł u g prawa równo leg łoboku . 
Ich w y p a d k o w y m — o d p o w i a d a j ą o d k s z t a ł c e n i a wypadkowe, z łożone z po­
szczegó lnych odksz ta łceń s k ł a d o w y c h w myśl prawa, k tó re znamy, jako 

§ 15. D r u g i e p r a w o R o b e r t a H o o k e ' a . B r z m i ono tak: iw-
znaczne odkształcenia dodają się —jednokierunkowe algebraicznie, różno-
kierunkowe—geometrycznie. To prawo łącznie z p o p r z e d z a j ą c e m umożl i ­
wia rozpatrywanie z łożonych w y p a d k ó w dzia łan ia s i ł g n ą c y c h . Jako wy­
bitny p rzyk ład , bierzemy pod u w a g ę : 

§ 16 . P r ę t j e d n o s t r o n n i e o s a d z o n y . O b c i ą ż e n i e z ł o ż o n e . 
U wolnego końca prę ta osadzonego jednostronnie, dz ia ła (rys. 25) siła P, 
dalej w od leg łośc i b od przekroju osadczego — siła Q. Nadto w odle­
głośc i c od przekroju osadczego rozpoczyna się ob­
ciążenie ciągłe i trwa aż do nasady prę ta w stosun­
ku p KG na j e d n o s t k ę d ługośc i . Tu mamy aż trzy 
typy m o m e n t ó w : N a ca łym pręc ie panuje moment 
g n ą c y M^Pij—t), p o c h o d z ą c y od siły P; na dłu­
g o ś ć b, p rócz tego momentu panuje jeszcze i M2 — 
— Q (b—Q, p o c h o d z ą c y od siły Q, wreszcie począ- Rys 25. 
wszy od t,=c dochodzi trzeci moment Ms=l/2p(c—!.)-. 
W y r a ź n i e w ięc zaznaczają s ię tu trzy obszary obciążenia . T o samo otrzy-

i i 

mamy, p isząc jak dawniej: Mg — P (/ — C) j - f O (b — C) j - f - » / , p (c — Q* 
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gdzie dla pierwszego obszaru br3Ć jeno trzeba pierwszy wyraz, dla dru­
giego—dwa pierwsze, a dla t r z e c i e g o — c a ł y w z ó r z pomin ięc i em kresek. 
D l a przekroju osadczego skrajną w a r t o ś ć naprężen ia otrzymamy ze wzoru 
kg = Mg: Wx , gdzie moment M„ m o ż e m y w y z n a c z y ć , czyn iąc we wzo­
rze powyże j wypisanym C=o. To samo otrzymamy w myś l zasady o nie­
za leżnośc i dz ia łan ia sił, rozpa t ru jąc kg jako s u m ę n a p r ę ż e ń , p o c h o d z ą c y c h 
od trzech s k ł a d o w y c h m o m e n t ó w PI, Ob i 4 % pc"-. 

Podobnie również , w za łożeniu s t a ł e g o przekroju p rę t a , m o ż e m y od­
razi: w y p i s a ć w z ó r odksz t a ł cone j , korzys ta jąc ze w z o r ó w uprzednio wy-

i 

prowadzonych, w postaci: EgJx r , ' = C— l/a PU — S)2 j - ł - O — 1j2 Q. 

( , _ C ) 2 i + c - > / „ p ( r - 0 5 , EgJx r, = D 4 - Ct, + V , P ( / - C ) 3 + 

+ C% Ą- V i Q (b—C)5 • - f D" 4 - C"Z 4 - % p (c—C)'. Dla osadczego prze-
kroju, jako l eżącego w ostatnim obszarze, na leży p o m i n ą ć kreski . Tam 
c=0, a nadto: i j ' = TJ = o c zy l i : C - \- C 4 - C " = Vs ^ + Vi + V« ^ B 

oraz ZH-Z?'-4-Z?"= — Ve ^ 5 — Vi 0 * ' — V * £c* i ostatecznie: £ ^ /_R T J ' = 

= V , P / 3 + V, 4 : V. K J - V i P j - Vs 0 (b-C)2 (c-Q\ 

Kg Jxr, = — V, PI* - % Q * 5 - V * P^ + [Vi ̂  + % Qb* + % « 4 -

4- 7* ^ ( / - c ) 3 i -|- V . « ( J - O ' i 4- V.« fcHB*. i i 
T o samo z u p e ł n i e m o g l i b y ś m y o t r z y m a ć , całkując w z ó r o g ó l n y 

Eg Jx T J " — Mc . W danym wypadku o d k s z t a ł c e n i a łj są jednokierunko­
we, to też je d o d a w a l i ś m y algebraicznie w myśl drugiego prawa Hooke 'a . 
Czyniąc we wzorach £ = / , otrzymamy końcową s t rzałkę ug ięc ia prę ta oraz 
kąt pochylenia skrajnej stycznej o d k s z t a ł c o n e j . W szczegó lnym wypadku, 
gdy uczynimy nadto Q=p-—o, b ę d z i e m y miel i o d n o ś n e war to śc i do tyczą­
ce p rę ta o b c i ą ż o n e g o p o j e d y n c z ą siłą P. 

O wiele ciekawszy wynik otrzymamy czyn iąc w nich P — o, wtedy 
bowiem m o ż e m y w y z n a c z y ć k o ń c o w ą s t rza łkę i kąt dla p rę t a / d ł u g i e g o , 
o b c i ą ż o n e g o w s p o s ó b c iąg ły p KG na j e d n o s t k ę d ługośc i w odcinku c 
oraz siłą Q w od leg łośc i b od przekroju osadczego przyłożoną . Ca łe to 
obc iążen ie nie m o ż e oczywiśc ie odksz ta łc i ć lewej części pręta — (/ — b) 
d ług ie j . Pozostanie ona pros tą , o czem m o ż e m y się p r z e k o n a ć , rozpatru­
jąc w z ó r E Jx YJ' = % Q& + V i P? ! —lhQ{b- C)! i - V , p i c - C)«, 

• . i . •'•, % 
k tó ry dla ca ł ego pierwszego obszaru obc iążeń daje j e d n ą i tę sama war­
tość kąta pochylenia stycznej o d k s z t a ł c o n e j osi p rę ta . 

Podany p rzyk ład m o ż n a u o g ó l n i ć na wypadek dz ia łan ia dowolnej 
l iczby sił g n ą c y c h . Każda z nich, w myśl prawa o nieza leżnośc i dzia łania 
sił, wywołu je swoiste nap rężen i a i o d k s z t a ł c e n i a g n ą c e , chcąc zatem, dajmy 
na to, wyznaczyć s t rza łkę ugięc ia w pewnym punkcie pręta — o k r e ś l a m y 
dla tego punktu p o s z c z e g ó l n e strzałki sił uk ładu i dodajemy je algebraicznie. 
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tu bowiem odksz ta łcen ia są jednokierunkowe. Inaczej jednak rzecz się 
ma, gdy siły g n ą c e nie leżą w jednej p łaszczyźn ie . 

§ 17. P r ę t w y g i n a n y u k o ś n i e . G d y moment gnący Mg pochy­
la się ku osi g łówne j OX o d n o ś n e g o przekroju poprzecznego pod kątem 
w, wtedy zachodzi o g ó l n y wypadek g ięc ia w ł a ś c i w e g o , o k tó rym m ó w i ­
liśmy wyżej . D l a p r ę t ó w jednorodnie zbudowanych m o ż e m y jednak, opie­
rając się na prawie o n i eza i eżnem dzia łaniu sił, sp rowadz ić ten o g ó l n y 
wypadek g ięc ia do d w ó c h prostszych. W tym celu r o z k ł a d a m y wszystkie 
si ły g n ą c e na sk ł adowe leżące w p ł a szczyznach g ł ó w n y c h p rę ta , otrzy­
mując w ten s p o s ó b dwie gromady sił sk ł adowych , leżących w prosto­
pad łych do siebie płaszczyznach gięcia. Ob ie te gromady dają n ieza leżn i 
nap rężen i a i odksz ta ł cen ia . Chcąc je wyznaczyć , sprowadzamy obie gro­
mady sił do ś r o d k a dowolnego przekroju poprzecznego pręta . P o n i e w a ż 
siły g n ą c e są p r o s t o p a d ł e do pierwotnej osi prę ta , przeto obie gromady 
dadzą momenty gnące , leżące w p ł a szczyznach g ł ó w n y c h prę ta jednorod­
nie zbudowanego, każda więc z obu gromad wygnie prę t płasko. W ten 
s p o s ó b otrzymamy dzvic o d k s z t a ł c o n e pręta , w d w ó c h p łaszczyznach g łów­
nych do siebie p r o s t o p a d ł y c h leżące . P o n i e w a ż obie gromady sił dzia­
łają j ednocześn i e i łącznie , zatem wyznaczymy odkształconą istotną, do­
dając geometrycznie rządne obu odkształconych płaskich, s tanowiących 
niejako jej rzuty na obie p łaszczyzny gięc ia . W y p ł y w a to b e z p o ś r e d n i o 
z drugiego prawa Hooke'a. W tak prosty s p o s ó b m o ż e m y s p r o w a d z i ć 
gięcie zvłaściwc do d w ó c h g ięć płaskich — lecz tylko dla prę ta jednorod­
nie zbudowanego. Jako p r z y k ł a d typowy tylko co ustalonego sposobu 
w e ź m i e m y pod u w a g ę : 

§ 1S . P r ę t j e d n o s t r o n n i e o s a d z o n y , a o b c i ą ż o n y u k o ś n i e . 
P rę t o p łaszczyznach g ł ó w n y c h pionowej i poziomej, zamocowany jedno­
stronnie poziomo, dźwiga na całej swej d ługośc i obc iążen ie c iągłe p KO 
na j e d n o s t k ę d ługośc i , pionowe, a nadto u wolnego k o ń c a obc iążony jest 
siłą p o z i o m ą Q KG, równoleg łą do stałej osi « 4 i sk i e rowaną jak ona.— 
W e ź m y pod u w a g ę jakikolwiek p r zek ró j poprzeczny pręta w od leg łośc i C 
od przekroju osadczego. P o sprowadzeniu obc iążenie c iągłe da w tym 
przekroju moment g n ą c y Mt — Vap (l— C)3, leżący na osi g ł ó w n e j po­
ziomej, a siła Q da moment M2~Q(ł— C) na osi g łównej pionowej te­
go przekroju leżący. D l a okreś len ia właśc iwych w y m i a r ó w prę ta miaro­
dajnym będz ie przekró j osadczy, udzie panują skrajne war tośc i obu tych 
m o m e n t ó w Mx == >/a pP i M2 — Oł. O b a wywołują jednokierunkowe na­
prężen ia normalne, k tó re wyznaczymy z ła twością ze w z o r ó w o g ó l n y c h 

. . . . . M. M» 
dla g ięc ia p ł a sk iego w postaci bSi== ~ y> ~ r o z w a ż y w s z y , 

Jx " Jy 
że dla pierwszego a> = n. a dla drugiego w — - / 2 . 

Wypadkowa tych d w ó c h n a p r ę ż e ń na mocy prawa o n ieza leżnośc i 
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dzia łania sił otrzymamy w postaci os — ~ x — -~y, pozostaje więe 
Jy J x 

tylko w y z n a c z y ć punkt przekroju osadczego o skrajnej war tośc i tego na­
prężen ia , a więc pa rę war tośc i x,y, p r z y n a l e ż n y c h do tego przekroju, da­
jącą maximum a3. Ten sam w y n i k otrzymamy, s tosując w z ó r ogó lny , 
tutaj bowiem Mg = \f M\ - j - M\ p rzyczem Mx == — Mt, My = M2. 

Podobnie równ ież w za łożeniu s t a ł e g o przekroju prę ta dla momen­
tów Mr o t rzymamy odksz ta łconą EgJx -q = — lfupP + lLpPt -f- llnP 
( / — £ ) > , a dla m o m e n t ó w M2 b ę d z i e m y miel i Effjy £ = »/. O (/—-'/. Q C2. 
Będą to rzuty odksz ta łcone j istotnej — na obie p łaszczyzny g ł ó w n e prę­
ta. Chcąc , dajmy na to, w y z n a c z y ć k o ń c o w ą s t rza łkę / ug ięc ia p rę t a , 
na leży zna l eźć obie jej s k ł a d o w e , czyn iąc w tych wzorach C = /, co da: 
f1=?z,pl* : 8 EęJx oraz f2 = OP : 3 ĘgJy. S tąd b e z p o ś r e d n i o / = 

— \< f£ - J - / 2

2 , a s t rza łka pochyla s ię ku osi g ł ó w n e j k o ń c o w e g o przekro­
ju pręta pod ką tem tp = » arctg [fi: /»]. 

P o z n a l i ś m y j uż wszystkie rodzaje odksz ta ł ceń gnących . Zanim po­
damy zastosowania nie od rzeczy będz ie jeszcze raz p r z y p o m n i e ć , że ca­
ła p o w y ż e j podana teorja wymaga zachowania stałej wartości a^. lub 
Eg = 1 : a.g dla całego obszaru naprężeń, panujących w przekroju po­
przecznym pręta wygiętego. Trzeba więc jeszcze z b a d a ć , kiedy warunek 
ten istotnie jest zachowany. 

§ 19. W s p ó ł c z y n n i k i r o z c i ą g l i w o ś c i i ś c i ś l i w o ś c i p r z y w y ­
g i n a n i u . W e ź m y pod u w a g ę płytkę pręta pierwotnego, n ieodkszta lconą . 
Krając ją ś r o d k o w ą p łaszczyzną p ros topad ł ą do linji obo ję tne j , z ak ł ada ­
my, a za łożen ie to w niczem ogó lnośc i naszych r o z w a ż a ń nie uszczupl i , 
że linje obo ję tne p r z e c h o d z ą przez ś rodk i O, (9Ł obu p o w ł o k płytki . P o 
obc i ążen iu si łami gnącomi w p o w ł o k a c h p o w s t a n ą n a p r ę ż e n i a , proporcjo­
nalne do od leg łośc i od osi obo ję tne j . Skrajne nap rężen i a p r z e k r o j ó w 
płytki niech będą ar i oc — rozc iąga jące i c i snące . G d y b y p o s z c z e g ó l n e 
włók ienka płytki u ł o ż o n e .były luźno obok siebie w kierunku p o d ł u ż n e j 
osi p rę t a i wzajemnie na siebie nie oddz i a ływa ły , to ich w y d ł u ż e n i a do­
datnie i ujemne z a c h o d z i ł y b y w e d ł u g o d n o ś n y c h w y k r e s ó w p r ó b e k roz­
c iąganych i śc i skanych . Za łóżmy, że tak jest istotnie. G d y nadto two­
rzywo zachowuje się w e d ł u g pierwszego prawa Ilooke'a aż do skrajnych 
n a p r ę ż e ń o r i at:, s ł o w e m , g d y cały obszar n a p r ę ż e ń płytki nie wykracza 
poza gran icę p roporc jona lnośc i , to wtedy o d n o ś n e w y d ł u ż e n i a włók ien 
płytki , jako proporcjonalne do n a p r ę ż e ń , będą r ó w n i e ż ros ły proporcjonal­
nie do odleg łośc i od linji obo ję tne j . P ły ta po odksz ta łcen iu pozostanie 
p łaska obustronnie, choć jej p o w ł o k i pochylą się nieco ku sobie. Inaczej 
jednak rzecz się b ę d z i e mia ła gdy skrajne nap rężen i a płytki wykroczą poza 
granice p ropo rc jona lnośc i . W tym wypadku włókna ś r o d k o w e p o z o s t a n ą 
pod jarzmem nap rężeń nie przekracza jących granic p roporc jona lnośc i — 
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— wyd łużą się więc lub sk rócą proporcjonalnie do odległośc i od osi obo­
j ę tne j ; — skrajne natomiast w ł ó k n a płytki , l eżące poza tylko co omawia-
nemi, u legną wyd łużen iom i s k r ó c e n i o m znacznym, jakie widzimy na wy­
kresach w y t r z y m a ł o ś c i o w y c h poza granicami p roporc jona lnośc i . Tutaj 
więc p o w ł o k a płytki winna by się odksz ta ł c i ć p o d ł u g krzywej wykresu 
(Rys. 26) zjednoczonego danego tworzywa E'F'. 

Z kole i gdy tworzywo zachowuje się sprzecz­
nie z prawem Hooke'a, w ł ó k i e n k a w y d ł u ż a ć się 
będą i s k r ó c a ć nieproporcjonalnie do n a p r ę ż e ń 
i p o w ł o k a płytki otrzyma ksz ta ł t E"F" l in j i w y ­
kresu zjednoczonego rozpatrywanego tworzywa. ^ y S - 26. 
Z tych w y w o d z e ń w y p ł y w a , źe za łożen ie Ber-
noulltego jedynie w wypadku pierwszym powinnoby m i e ć miejsce istot 
nie; tymczasem l i czny mate r j a ł d o ś w i a d c z a l n y niezbicie dowodzi , iż po­
siada ono zakres znacznie szerszej s t o sowa lnośc i . Przekroje poprzeczne 
p rę ta zachowują swój kształ t p łask i nawet wtedy, gdy znacznie przekro­
czymy granice p r o p o r c j o n a l n o ś c i dla skrajnych włók ien w wypadku zgi­
nania tworzyw, zachowujących s ię p o d ł u g pierwszego prawa Hooke'a. 
Nie d o s y ć na tem. Za łożen ie Bernoulli' ego sprawdza s ię d o s y ć ściśle 
nawet i d la tworzyw, nie u legających prawu Hooke'a. P r zyczyna istotna 
tej sp rzecznośc i leży w naszem za łożen iu , z gruntu oczywiśc ie fa łszywem. 
W ł ó k i e n k a płytki nie są l u ź n o u ł o ż o n e , a powiązane ze sobą w sposób 
nader ścisły, i, jako takie, wzajemnie działają na siebie przy niejednako-
wem odksz ta ł cen iu . D w a s ą s i e d n i e włókna , niejednakowo śc i skane lub 
rozc iągane , hamują wzajemnie swe odksz ta łcen ia , s tarają się je w y r ó w n a ć , 
zmnie j szyć ich różn icę na tle w e w n ę t r z n e g o tarcia o siebie. Na leży prze­
to w łókna znacznie wyże j obciążać przy wyginan iu p rę ta niż przy rozcią­
ganiu lub śc i skaniu , aby o t r z y m a ć to samo skrajne wyd łużen i e . W pierw­
szym przeto wypadku istotny kszta ł t powłok i będz ie GH a nie EF, przy­
czem niewątpl iwie ty lko co o m ó w i o n a z d o l n o ś ć hamowania wystąpi wszę­
dzie z j e d n a k o w ą siłą — p o w ł o k a pozostanie więc p łaską . W drugim 
wypadku zamiast EF' o t rzymamy G'H' — kształ t powłok i w y r a ź n i e płas­
k i w ś r o d k o w e j części , lekko ty lko zakrzywiony na skrajach, gdzie zdol­
n o ś ć hamownicza mus ia ła wys tąp ić z wielką siłą na tle ostrych różn ic po­
m i ę d z y n a p r ę ż e n i a m i są s i adu jących włókien. T o samo widz imy w wy­
padku trzecim, gdzie miasto w y r a ź n i e krzywej l inji esowej E" F" otrzy­
mamy znacznie mniej wygię tą linję G"H". T y l k o co opisane zjawisko 
hamowania, pros tu jąc linje w y k r e s ó w wy t r zyma łośc iowych , o p ó ź n i a poja­
wianie się faz wykresowych , na leży zatem przy wyginaniu p r ę t a — ocze­
k i w a ć znacznie wyższe j granicy p ropo rc jona lnośc i i p łynnośc i , niźli przy 
śc i skaniu lub rozc i ągan iu tego samego tworzywa, oraz znacznie w y ż s z e g o 
n a p r ę ż e n i a n i s z c z ą c e g o . Wszystko to niezbicie s twierdz i ły liczne do-
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świadczen ia b a d a c z ó w . Considere s twierdzi ł , że granica p ropo rc jona lnośc i 
Kf. przy zginaniu plaskiem jest o 30 4 0 % wyższa niż przy ściskaniu 
lub rozc iągan iu o k r ą g ł e g o p rę ta zlewnego, lecz tylko o 10°/ 0 w y ż s z a dla 
dwuteownika z tego samego tworzywa. Te w y n i k i s twierdzają nasze 
przewidywania, a zarazem wykazują p e w n ą ich z a l e ż n o ś ć od kształ tu 
przekroju poprzecznego. N ie m o ż e b y ć inaczej: włókienka, dalej od linji 
obojętnej położone, ulegają odkształceniom większym •— hamowane są za­
tem przez włók ienka bliżej l inji oboję tne j leżące . Zjawisko przez nas 
przewidziane powinno za leżeć i od ksz ta ł tu poprzecznego przekroju i wy­
s t ępować tern silniej , i m stosunkowo więcej cząs t eczek skupia się koło 
linji obo ję tne j przekroju Najsilniej przeto w y s t ę p o w a ć winno w przekro­
ju kwadratowym, gdy linja obo ję tna przechodzi przez p rzeką tn ie , s łabiej 
w przekroju k o ł o w y m , tu bowiem cięciwy, r ó w n o l e g ł e do osi obo ję tne j , 
lepiej są w cząsteczki u p o s a ż o n e , i najsłabiej d la dwuteownika. Wyznacz­
my stosunek n a p r ę ż e n i a ł a m i ą c e g o Kg do n a p r ę ż e n i a r o z r y w a j ą c e g o Kt 

wtedy dla p rę tów podanych na (Rys. 27) b ę d z i e m y miel i , kolejno i d ą c na 
prawo: Kg : Kr = 1,45 — 1,52 — 
— 1,73 — 1,75 — 2,12 — 2,14 — 

^ p ^ " — 2,35, jak to wynika z doświad ­
czeń Bacha dla p r ę t ó w żeliwnych. 
P o w y ż s z e w y n i k i s twie rdza ją teo­
retyczne przewidywania w całej 

rozc iągłośc i . Podobnie zachowują się przy p róbach tworzywa, ujawniają­
ce wyższą w y t r z y m a ł o ś ć na śc i skanie niż na r o z c i ą g a n i e . D l a takich 
tworzyw pękn ięc ie poczyna się od skrajnego w ł ó k n a r o z c i ą g a n e g o przy 
wyginaniu. To samo dały tworzywa wytrzymalsze na rozc iągan ie , jak 
drzewo, tu jednak przy wyginaniu pierwej pęka w ł ó k n o śc i skane , to też 
dla drzewa na l eży b rać miasto poprzedniego stosunku — stosunek Kg : 
: Kc , w y n o s z ą c y ś r e d n i o 1,5 w e d ł u g Tehnajera. 

Biorąc pod u w a g ę wszystko to, c o ś m y powiedzie l i , dochodzimy 
do przekonania, że spó łczynn ika ag nie n a l e ż y u t o ż s a m i a ć ze w s p ó ł c z y n ­
nikami rozc iąg l iwośc i lub ściś l iwości , posiada on bowiem znacznie mniej­
szą wartość. To samo p o w i e d z i e ć na leży i o skażniku sprężystości 
Eę= 1 : v.g., k t ó r e g o wa r to ść jest w o g ó l e większa od war tośc i E r \ Ec . 
Dla o k r e ś l e n i a a^. lub Eg poddajemy prę ty p r ó b o m na zginanie, s tosu jąc 
obciążenie Lamarlea, aby un iknąć sił tnących . Pomia ry do tyczą strzał­
ki ug ięc ia ś r o d k o w e j . W z o r y o d n o ś n e dadzą Eg lub a g . Okazuje się 
przy tern, że to samo naprężen ie silniej odksz ta ł ca w ł ó k n o przy rozc iąga­
niu lub śc i skan iu , niż przy gięciu . Stwierdza to nasze przewidywania. 
Zazwyczaj jednak, wobec braku dostatecznego mater ja łu d o ś w i a d c z a l n e ­
go, u ż y w a m y jednej i tej samej war tośc i E we wszystkich rachunkack 
wy t r zyma łośc iowych . 

I 



— 51 — 

§ 2 0 . P r z e k r ó j n i e j e d n o l i t y . P o w y ż s z e rozważan i a t racą swą 
moc w wypadku przekroju niejednolitego o włóknach r ó ż n o r o d n y c h ści­
s ł e powiązanych ze sobą. Trudno jest orzec, jak takie włókna działają 
wzajemnie na siebie i czy zasada Bernoulli'ego s p r awdzać się m o ż e 
i w danym wypadku. Pytania tego rodzaju coraz to częściej stawiane 
są obecnie w teorji żelbetu, czekają do tąd jednak na o d p o w i e d ź , liczenie 
bowiem p r ę t ó w betonowych na g ięc ie wiele pozostawia do życzen ia 
i chyba n igdy d o k ł a d n e m nie będzie . W e ź m y pod u w a g ę (Rys. 28) płyt­
kę be tonową pros tokątną , zawierającą w dolnej części rozc iąganej — zbro­
jenia że lazne , z łożone z okrąg łych d ru tów. Oznaczmy przez / ca łkowi ty 
p rzekró j zbrojenia, przez a od leg łość jego ś r o d k a od dolne­
go skraju p ły tk i , przez H — w y s o k o ś ć , przez B jej podsta­
w ę wreszcie przez h o d l e g ł o ś ć linji obo ję tne j od g ó r n e g o 
skraju płytki . Zazwyczaj n a p r ę ż e ń rozc iąga jących betonu -
nie b ierzemy pod u w a g ę , uwzg lędn ia j ąc w rachunku w y ­
łączn ie tylko n a p r ę ż e n i a rozc iągające oa zbrojenia oraz — . 
— n a p r ę ż e n i a c i snące g ó r n e j betonowej części p łytki , linjo-
wo r o s n ą c e od zera na linji oboję tne j do skrajnej war tośc i Rys. 28. 
o b dla g ó r n y c h włók ien p ły tk i . Wypadkowa wszystkich 
tych g ó r n y c h n a p r ę ż e ń 1I2 B h ab działa w od l eg ło śc i 2 / s h od linji obo­
ję tne j , a b e z w z g l ę d n a jej war tość jest n iewątpl iwie r ó w n a wypadkowej 
fos n a p r ę ż e ń zbrojenia, pon ieważ nap rężen i a przekroju, obc iążonego tylko 
momentem g n ą c y m Mg, nie m o g ą dać wypadkowej siły osiowej. M u s i 
b y ć przeto fas = 1/3 B h ob . Obie wypadkowe n a p r ę ż e ń s tanowią tedy 
p a r ę o ramieniu ni = H— a — V» h, r ó w n o w a ż ą c ą moment M„ , a zatem 

« 2 M 
Me — tn f = JAs * Bh ab, skąd mamy ostatecznie: ob = §, , a . = 

M 
5 = 3 Ł. N a l e ż y więc jeszcze tylko w y z n a c z y ć h. W y c h o d z ą c z za łoże-

mf 
nia Bernoullfego, przyjmujemy, że w y d ł u ż e n i a p o s z c z e g ó l n y c h włókien 
przekroju rosną proporcjonalnie do odledlości od linji obo ję tne j , a przeto 
[ob : Eb] : h = [o3 ; Es\ : (H — /; — a). Stąd, oznaczając stosunek wskaź­
n ików s p r ę ż y s t o ś c i że laza i betonu przez n — Es -. Eb , mamy 
n (H — // — a) : /; = aa : ob — ł / 3 Bh : f i ostatecznie 

W ten s p o s ó b wyznaczy l i śmy h —dalej wyznaczymy nt, aa i ab , ca­
łe to jednak obliczenie bynajmniej nie m o ż n a nazwać śc is łem. — 

§ 2 1 . N a p r ę ż e n i a , l e ż ą c e w p r z e k r o j u p o p r z e c z n y m p r ę t a 
z g i n a n e g o . N a samym począ tku części piątej kursu zaznaczy l i śmy ist­
nienie n a p r ę ż e ń s k ł a d o w y c h tx, ty, leżących w przekroju. N ie umie l i śmy 
ich wyznaczyć z r ó w n a ń statyki, na leży je zatem z b a d a ć doświadcza ln i e . 
P o z n a l i ś m y dz ia łan ie n a p r ę ż e ń normalnych, u p o d o b n i l i ś m y je do rozcią-

H \ l 
k . 
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gania i śc i skan ia , przy k tórych zachodzą zjawiska z w ę ż e ń i rozsze rzeń 
przekroju poprzecznego. Sp róbu jmy t ę n a s z ą w i e d z ę z a s t o s o w a ć do da­
nego wypadku, na l eży s i ę s p o d z i e w a ć bowiem, że i tu w ł ó k n a rozc iągane 
przekroju b ę d ą się zwężać poprzecznie — a śc i skane — r o z s z e r z a ć . A b y to 
sprawdzić , bierzemy pod u w a g ę p rę t o n i e z ł o ż o n y m przekroju, najlepiej 
kwadratowym (Rys. 29) i wyginamy go zupe łn ie , tak, aby w miejscu 
wygięc ia u t w o r z y ł a s ię w y p u k ł o ś ć , a oba końce p rę t a zesz ły s ię z sobą 

poza nią. P r zek ró j poprzeczny, przez 
ową w y p u k ł o ś ć poprowadzony pro­
stopadle do wyg ię t e j os i p r ę t a , w y k a ­
że znaczne rozszerzenie dolnej c z ę ­
śc i , gdzie w ł ó k n a są ś c i s k a n e , oraz w y ­
r a ź n e z w ę ż e n i e g ó r n e j , gdzie w ł ó k ­
na są r o z c i ą g a n e . S ł o w e m , p r z e k r ó j 
p r z e s t a ł b y ć kwadratowy, s ta ł s ię wy­
c ink iem p i e r ś c i e n i a k o ł o w e g o o pra­
wie k o ł o w y c h zarysach b o k ó w . P o ­
dzielmy pierwotny kwadratowy prze­
kró j p r ę t a na drobne k w a d r a c i k i . 

Pierwotnie proste szeregi tych k w a d r a c i k ó w u tworzą łuk i w s p ó ł ś r o d k o ­
we, r ó w n o l e g ł e do skrajnych o d k s z t a ł c o n y c h b o k ó w przekroju. T o zja­
wisko z rozumiemy z ła twośc ią , gdy z w a ż y m y , źe k a ż d y kwadracik dol ­
nej częśc i przekroju — śc i skany — p ę c z n i e j e , a w g ó r n e j r o z c i ą g a n y — 
— chudnie poprzecznie . K w a d r a c i k i osi obo j ę tne j p o z o s t a j ą n iezmienio­
ne — szereg i c h jednak wygina się k o ń c a m i ku g ó r z e . 

Wobec s y m e t r y c z n o ś c i przekroju o d k s z t a ł c o n e g o w z g l ę d e m p ł a s z ­
czyzny g ięc ia OY, o ś ta OY pozostanie g ł ó w n ą osią przekroju i po od­
ksz ta łcen iu , druga natomiast o ś OX zmieni swe p o ł o ż e n i e w przekroju-
Przez ś r o d e k przekroju o d k s z t a ł c o n e g o p o p r o w a d ź m y n o w ą oś OX pro­
stopadle do OY—będzie to n iewątp l iwie o ś o b o j ę t n a przekroju od ­
k s z t a ł c o n e g o . T a o ś o b o j ę t n a przetnie boczne proste ścianki przekroju 
w punktach, zb l i żonych do g ó r n y c h k r a w ę d z i p rę t a . S tąd mamy prosty 
wniosek: przy odkształceniach znacznych prostokątny przekrój pręta wy­
giętego przechodzi w wycinek pierścienia kołowego, zwypuklony po stronie 
włókien ściskanych, zaklęśnięty po stronie rozciąganych; ślad linji obojęt­
nej na bocznych ściankach mniej więcej płaskich posuwa się ku skrajnym 
włóknom ściskanym. Wszystko to zachodzi jeno w p rzyb l i żen iu i tylko 
przy wyg ięc i ach nader znacznie poza granice p r o p o r c j o n a l n o ś c i p o s u n i ę ­
tych. Zazwyczaj przeto nie bierzemy wcale pod u w a g ę tych zjawisk do­
datkowych, ś w i a d c z ą c y c h o dz ia łan iu n a p r ę ż e ń leżących w przekroju, 
dopuszczalne bowiem praktycznie w y g i ę c i a są nader nieznaczne, a owe 
zjawiska w tó rne wprost niedostrzegalne. T o też je zawsze pomijamy. 
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§ 2 2 . P r z y k ł a d y i ć w i c z e n i a . 1° Tyczka wbita w ziemie piono­
wa o przekroju s t a łym kwadratowym, ulega parciu wiatru, c i s n ą c e g o 
z siłą 150 k g na metr kwadratowy powierzchni p łaskie j , p ros topad łe j do 
jego kierunku. W y s o k o ś ć s łupa wynos i cztery metry, zatem siłę wiatru 
otrzymamy, m n o ż ą c boczną p o w i e r z c h n i ę s łupa przez parcie wiatru. 
Oznaczmy przez b bok kwadratu w cm, a wtedy siła wiatru P—AxbX 
X 150 : 100 = 6 b k g . T a siła c iśnie p o ś r o d k u bocznej powierzchni s łu­
pa, daje więc moment u podstawy r ó w n y Mg — 6b X 2 0 0 = 1200 Z» (kg, 
cm) oraz siłę t nącą P, k tó rą pomijamy. Moment M„ leży w przekroju 
do lnym s łupa, t w o r z ą c kąt w = o z o d n o ś n ą osią g łówną, m o ż e m y prze­
to nap i sać , że Mg — 1200 b — 1/6 bz kg, D l a s o ś n i n y nap rężen i e łtg = 
= 470 kg / cm 2 . W za łożeniu sześc iok ro tne j p e w n o ś c i będz ie przeto 
kg = 470 : 6 = 78,3 f* 80 k g / c m 2 , a zatem Ir = 7200 : 80 == 90, co da 
h = 9,5 cm. Z w y k ł y wymiar dyla wynos i 10 X 10 cm — należy go użyć . 
Chcąc nadto wyl iczyć k o ń c o w ą s t rza łkę ugięc ia , stosujemy wzór dla p rę ­
ta, o b c i ą ż o n e g o jednostajnie: / = PP : 8 Eg Jx . Tutaj: P = 6 X 10 kg, 
/ 400 cm, Eg = E— 100000 k g / c m 2 , Jx = »/ta X 10 X 103 c m 4 . Stąd 
/ s = 5,76 cm. 

2° Dyl jednostronnie wmurowany drugostronnie zaopatrzono w hak, 
aa haku zawieszono drut, dźwiga jący ciężar P = 5 0 0 k g — w odległośc i 
d w ó c h m e t r ó w od śc iany . A b y w y z n a c z y ć bezpieczny p rzekró j prosto­
k ą t n y dyla, wyl iczamy moment g n ą c y dla przekroju osadczego, w p łasz ­
czyźnie muru l e ż ą c e g o : jtfg. = 500 X 200 (kg, cm) i oznaczamy przez H 
w y s o k o ś ć , przez B — p o d s t a w ę tego przekroju. Zatem M„— Wx kg 
skąd : ł / 6 BH2 = Mg : kg . D l a d ę b i n y Kg = 600 k g / c m 2 i , w założeniu' 
p e w n o ś c i s z e ś c i o k r o t n e j : kg = 100 k g / c m 2 , a przeto BH2 = 6 l£g i kg — 
a= 6000 c m 3 . D l a dyla kwadratowego 18 X 18 cm mamy BH2 = 183 = 
= 5832 c m 3 , a w ięc zbyt ma ło , na leży przeto wziąć dyl zwykłej wielko­
ści : 77 = 20 cm, B = 16 cm, dla k t ó r e g o BH2 = 6400 c m 3 . W z ó r / = = 
= PP : 3 Eg Jx da nam k o ń c o w ą s t rza łkę ug ięc ia . Tutaj P = 500 kg, 
1 = 200 cm, Eg = E= 105 k g / c m 2 , Jx = Vis X 16 X 2 0 3 = 10667 cm 1 , 
s tąd / = 1,25 cm. 

3° Pręt prosty, jednostronnie osadzony, o b c i ą ż a m y jakkolwiek s i łami 
g n ą c e m i , l eżącemi w pionowej p łaszczyźn ie g ięc ia i nadajemy wymiary 
przekrojom poprzecznym, jednorodnie zbudowanym tak, ahy dla k a ż d e g o 
przekroju stosunek Mg: Eg Jx by ł s ta ły i r ó w n y u.. Tutaj równan ie 
£gjx T J " = Ś Mg przeobrazi się w: T J " = u., skąd : T J ' = u.; - j - C, TJ ==Va 
Ą- CXĄ- D. D l a przekroju osadczego, gdzie C = o, mamy T J ' = TJ = o, 
2atem TJ = ^ 2 t^2- O d k s z t a ł c o n a jest parabolą . D l a C = / otrzymamy 
k o ń c o w ą s t rza łkę ug ięc ia f=1/3^.P. 

4° Dwuteozunik jednostronnie osadzony obc i ążamy u k o ń c a wolnego 
siłą 1000 k g ukośn ie . Dwuteownik stawiamy pionowo, p r o w a d z ą c wzd łuż 
osi ś rodn ika — osie g ł ó w n e OY p r zek ro jów poprzecznych i kierując je 
ku do łowi . Kąt, jaki tworzy siła P z osią OX, wynos i 35° 30', a d ł u g o ś ć 

7 



— 64 — 

pręta 7 = 1 0 0 cm. W e ź m y pod u w a g ę p r z e k r ó j poprzeczny p rę t a w o d ­
ległości C od przekroju osadczego. P o sprowadzeniu do jego ś r o d k a G* 
siła P da moment g n ą c y Mg — P{l — C) i siłę tnącą, k tórą pomijamy. 
Kąt pochylenia tego momentu ku osi OX, poprowadzonej na prawo dla 
oka, p a t r z ą c e g o od strony wolnego końca p rę ta , wyniesie o)=900-|-35030', 
b ę d z i e m y mie l i przeto dla tego przekroju n a p r ę ż e n i e ox as — P {l—C) 
Sin » x\Jy - j - P (J — C)Cosu>y/Jx. Rośn ie ono wraz z momentem, to 
też, c h c ą c w y z n a c z y ć bezpieczne wymiary prę ta , bierzemy pod u w a g ę 
skrajny osadczy p r z e k r ó j , gdzie panuje na jwyższa war tość M„= PI. 
W obec Sin 125° 30' = 0,81412, Cos 125° 30' = — 0,58070 mamy: os = 
= — 1000 X 100 X 0,81412 x/Jy — 1000 X 100 X 0,58070 y/Jx. P rzek ró j 
jest symetryczny w z g l ę d e m osi OX,OY, a przeto skra jną w a r t o ś c i ą *fL 
b ę d z i e n iewątpl iwie \\Wy,a skra jną wa r to śc i ąy /J x —\ :W X \ ostatecznie: 
ae = — 81412 : Wy — 58070 \WX. W za łożeniu dwuteownika Na 30 
mamy Wx = 652 c m 3 , Wy = 71,9 c m ? — s k r a j n e n a p r ę ż e n i e będz ie w i ę c 
tu oem = —1221 ,4 kg / cm 3 . Jest to nieco zbyt d u ż o , jak dla że laza 
zlewnego, k tó re w za łożen iu obc iążen ia t r w a ł e g o wytrzymuje jeno kg — 
= 9 0 0 — 1200 kg / cm 2 . N a l e ż a ł o b y przeto wz iąć Ne 32, lepiej jednak 
zmien i ć osie dwuteownika, s t awiać go ś r o d n i k i e m poziomo. Wtedy Ar» 30 
da: Wx =5 71,9 c m ' , Wy = 652 c m 3 , skąd asm = — 81412 : 652 — 58070 : 
: 71,9 == — 932 k g / c m 3 . Wystarczy przeto N? 30, u ł o ż o n y nap ła sk ś rod-
Hikiem. Chcąc w y z n a c z y ć s t rza łkę ugięc ia , r o z k ł a d a m y siłę P na skła­
dową p ionowa Py=PSin 35° 30'=580,7 k g i p o z i o m ą Px-=PCos 3 5 ° 3 0 ' = 
= 814,1 k g . Pierwsza da s t rza łkę fx — Pyl3: 3 EgJx, druga zaś / , = 
a Pxls : 3 Errjy. Z w a ż y w s z y , że dla żelaza zlewnego Ec.= E — 
2150000 k g / c m 3 , a dla dwuteownika NR2 30 — / r = 4 4 9 c m 4 , y==9785 c m 4 , 
b ę d z i e m y miel i / , = 0 20 cm, / , = 0,01 cm. S t rza łka wypadkowa / — 

= ^ O ^ 2 - f 0,013 = 0,20 cm — pochy la się ku OX pod k ą t e m * = 
= arctg (0,2 : 0,01) <j» 87°. 

5° Pręt pionowy p r o s t o k ą t n e g o przekroju B X H, d ź w i g a zawieszo­
ny u do łu ciężar P kg . Mniej więce j w p o ł o w i e w y s o k o ś c i p rę ta w y ­
ciosano w r ę b , d o c h o d z ą c y aż do osi pod łużne j p rę ta — s ł o w e m , wycięto-
zeń boczną k o s t k ę o wymiarach B X l /a H X 20 cm, zwęża jąc w ten spo­
s ó b poprzeczny przekró j p rę t a o p o ł o w ę w y s o k o ś c i / / przekroju. Ponie­
waż siła rozc i ąga j ąca jest skierowana wzd łuż osi p rę t a — w przekroju 
p e ł n y m p a n o w a ć będą nap rężen i a rozc iąga jące ar — P:BH, natomiast 
w przekroju z w ę ż o n y m b ę d z i e m y mieli p rócz si ły rozc iąga jące j P jeszcze 
nadto i moment g n ą c y P X 74 H. Ł a t w o to spostrzec, p r z y ł o ż y w s z y do 
ś rodka przekroju z w ę ż o n e g o dwie r ó w n e , a z n o s z ą c e się wzajemnie siły 
P. Jedna z nich da owo rozc iągan ie , druga, łącznie z siłą istotnie dzia­
łającą, da moment Ma = l/4 PH. P r z e k r ó j z w ę ż o n y p r a c o w a ć będz ie 
przeto na g ięc ie m i m o ś r o d k o w e . Skrajne nap rężen i a będą w n i m : o31 = 
= P : F - f Mg: Wx — P: »/. BHĄ- % PH: % B [7 , 7 / ] 2 = S P: BH= 
= 8 5,. oraz s „ = P : F — Mg : Wx = — 4 P: BU ~ — 4 <sr . W sto-
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sunku do przekroju p e ł n e g o b ę d z i e m y i u mie l i o ś m razy większe n a p r ę ­
żenie rozc iąga jące i cztery razy większe śc iskające; zatem wyc ięc ie to 
m o ż e mieć g r o ź n e nas t ęps twa . B y w a czasami, że wskutek przeoczenia 
podobny p rę t nadc ię ty liczą wprost na rozc iągan ie , dz ie ląc siłę przez 
p rzekró j o s ł a b i o n y . W ten s p o s ó b otrzymujemy n a p r ę ż e n i e a'r = P \ 
: V 2 BH —2ar dwa razy w i ę k s z e niż w przekroju p e ł n y m . Istotne jed­
nak n a p r ę ż e n i a tego przekroju n a d c i ę t e g o są: agl = 8 ar = 4 o ' r oraz 
0̂2 — — 4 o r = — 2 s ' r a więc znacznie większe od pol iczonego. 

6° Krótki słup p i e r ś c i e n i o w y o promieniu z e w n ę t r z n y m R i w e w n ę ­
t rznym r przekroju o b c i ą ż o n o m i m o ś r o d k o w o siłą P = 20000 kg , c i snącą 
w od leg łośc i e cm od ś r o d k a przekroju. Naprężen i a skrajne będą tu — 
cisnące a3l = — P: F— Mg : W i rozc iąga jące aa3 = — P: F-\-Mg : IV, 
przyczem siłę P bierzemy ze znakiem minus, jako cisnącą. Wiadomo, 
że odlew że l iwny , w y t r z y m a ł y na c i śn ien ie , ł a two ulega rozerwaniu, o ile 
więc m o ż e m y śmia ło d o p u ś c i ć w wypadku dzia łania siły t rwałe j kc = 
= 900 k g / c m 2 , o tyle kr nie powinno p r z e k r a c z a ć 300 k g / c m 3 . D l a wszel­
kiej p e w n o ś c i , a tej dość n igdy przy tak k a p r y ś n e m tworzywie jak że­
l iwo, z a k ł a d a m y kc — 450 k g / c m 8 oraz kr = 150 k g / c m 2 . Z w a ż y w s z y , że 
kc : kr = 3 oraz, że Mg = Pe, mamy, pomija jąc znak minus u — 
r ó w n a n i e fP: F + Fe : IV] = 3 [-P-.FĄ- Pe : W]. Stąd 2 W = eF. 
P o n i e w a ż / - " = « / ? * — w 3 oraz JV=tft r « ) : R, przeto y 4 X 2 r 4 ) = 
= etiR{R*—r>), co da R3 + r a = 2 eR. Nadto mamy kr — P [— 1 - f 
-Ą-eF: W] : F = P[— 1 - f 2 W: W] : F= P : F, a zatem: R*— r J = 
— P : ickr. D o d a j ą c ty lko co otrzymane r ó w n a n i a : 2 7 ? 2 = 2 eR-\-P: zkr^ 

otrzymamy ostatecznie R = % e - f ]/ 1ji Ą- P: 2 %kr. Za łóżmy, dajmy 

na to e = 8 cm, wtedy 7? = 4 - j - j / 16 + 20000 7 2 T 7 5 0 == 10,1 ~ 10 cm 
a w i ę c 100 + r 2 = 2 X 8 X 10 co daje r — 7,7 cm. Ostatecznie ze­
w n ę t r z n ą ś r e d n i c ę s łupa uczynimy D — 20 cm, a w e w n ę t r z n ą af=15 cm. 
P o n i e w a ż r 2 = 2 — i ? 2 = R [2 e — R], przeto zadanie jest tylko wtedy 
moż l iwe , g d y e > 1/2 R, w przeciwnym bowiem razie nie otrzymamy 
przekroju p i e r ś c i e n i o w e g o i trzeba b ę d z i e o b r a ć pe łny . 

7° Mur oporowy wodny, s t a n o w i ą c y t a m ę , ulega c i śn ien iu s łupa 
wody, d o c h o d z ą c e j do brzegu g ó r n e g o muru. (Rys. 30). T o ciśnienie 
rośn ie wraz z o d l e g ł o ś c i ą od g ó r n e g o poziomu — 
b ę d z i e m y przeto miel i wykres c iśnień t ró jką tny . W y ­
s o k o ś ć jego H r ó w n a jest w y s o k o ś c i muru, a pod­
stawa wykresu — qH, gdzie przez q oznaczy l i śmy 
ciężar właśc iwy wody w k g / c m 3 . Pole wykresu 
Q = VJ qH% daje nam o b c i ą ż e n i e c a ł e g o muru, cis­
n ą c e n a ń w od leg łośc i H o d przekroju dolnego 
samy. Moment si ły Q w z g l ę d e m tego przekroju wy­
nosi Mg — Vj QH = V 6 <lH*- Ponad to p r zek ró j 
dolny ulega c i śn ien iu g ó r n y c h warstw muru. Oznacz­
my przez q' c iężar właśc iwy muru i w y o d r ę b n i j m y 
m y ś l o w o d o w o l n ą jego d ł u g o ś ć d cm. D l a tej dtu- Rys. 30. 
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gości obc iążen ie przekroju dolnego będz ie s t anowi ł moment Mg=l\&qdH7' 
oraz siła c i ęża ru warstw g ó r n y c h muru q'cćH, przyczem przez e ozna­
czy l i śmy g r u b o ś ć muru. M a m y tu przeto wypadek g ięc ia m i m o ś r o d k o -
wego. Wskaźn ik w y t r z y m a ł o ś c i o w y podstawy będz ie l / 6 de9, pole — dc, 
zatem skrajne nap rężen i a aal — — q'edH : de—1/6 qdfP : 1j6 de2——q'H— 
— qHs : e2 oraz d M === — q'H - j - qHz: e". Skrajne n a p r ę ż e n i e c i snące as , 
nie powinno p r z e k r o c z y ć w a r t o ś c i kc a nadto na leży baczyć , aby ś rodek 
n a p r ę ż e ń tego obc iążen ia m i m o ś r o d k o w e g o nie w y s z e d ł poza r d z e ń prze­
kroju, mur bowiem nie znosi n a p r ę ż e ń r o z c i ą g a j ą c y c h , jeno c i s n ą c e . M u ­
si b y ć przeto Mg:P= */• • q'dePI < l/6 e, c zy l i e > Hfq:q'. Metr 
s ze śc i enny muru betonowego waży 2000 k g , a więc dwa razy więce j , 
niż metr s z e ś c i e n n y wody, s tąd e > H : \ 2 c z y l i e > 0.7 H. Wn iosku ­
jemy na mocy tego wzoru, że mur prosty postaci wskazanej na rysunku 
nie jest o s z c z ę d n y , to też zazwyczaj nada ją mu nieco inny ksz ta ł t trape­
zu o b r ó c o n e g o s k a r p ą nazewnąl rz . 

8° Próbka wytoczona z pełnej kostki tworzy jakby dwie ceg ie łk i 
(Rys. 31) stalowe, po łączone ś r o d k o w ą częścią cy l i nd ryczną o ś r e d n i c y d. 

Obie szczęki o b c i ą ż o n o s i łami P, r ó w n o l e g ł e m i do osi czę­
ści ś r o d k o w e j p r ó b k i , a p r z y ł o ż o n e m i w od leg łośc i a cm 
od niej. Każdy więc p rzek ró j części ś r o d k o w e j będz ie ob­
c i ą ż o n y siłą P, ściskającą, oraz momentem g n ą c y m Pa. 
Skrajne nap rężen ia na obwodzie będz ie tu p t̂*== — P : F— 
— Pa : W oraz as2 — — F;FĄ-Pa: W. G d y siła P roś­
nie nieograniczenie — ś r o d k o w a część p r ó b k i pęka przy na­
p rężen iu n i szczącem Kg=^—P : FĄ-Pa : W—P [a : 1jii%ds— 

|/> — 1 ; i/i xd2], — niewątp l iwie r o z c i ą g a j ą c e m . 

Rys. 31. 9° Wałek żeliwny ś r edn icy D — IR o b c i ą ż o n o s i łami 
rozrywającemi S=== 20000 kg , działającemi wzd łuż osi jego 

podłużne j . W obawie wszelkiej niespodzianki moż l iwe j z a ł o ż o n o tylko 
kr — 100 k g / c m 2 . Us ta lony w ten s p o s ó b p r z e k r ó j ś r e d n i c y D = 16 cm 
wykazuje nap rężen ie a;. = 5" : KR2 = 99,4 k g / c m 2 ^_kr. Przy odlewie 
jednak w jednym ze ś r o d k o w y c h p r z e k r o j ó w prę ta w y t w o r z y ł się pęcherz 
okrąg ły o promieniu r cm m i m o ś r o d k o w o w od l eg ło śc i e cm od os i po­
dłużnej prę ta . O s ł a b i o n y p rzek ró j jest przeto p i e r ś c i en iowy m i m o ś r o d -
kowy (I, Rys . 30). Obc i ążen i e jego stanowi si ła P, działająca wzdłuż 
osi walca il. Ta siła po sprowadzeniu do ś r o d k a O przekroju o s ł a b i o n e g o 
da moment g n ą c y M„ = PX.O^ i siłę P— środkową . Z a ł ó ż m y r—-5 cm, 
c — 2 cni . Pon ieważ w na jwęższem miejscu pozostanie jeszcze śc i anka 
centymetrowa, przeto nic zewnę t r zn ie nie zdradzi is tnienia owego pęche ­
rza. W tem za łożen iu b ę d z i e m y miel i wO = R?c : [R2— r2] = 3,28 cm, 
zatem OQ — 3,28 — 2 = 1,28 cm, a więc Mg m 25600 (kg, cm) O d n o ś ­
ny wskaźn ik w y t r z y m a ł o ś c i o w y przekroju otrzymamy wyznacza jąc : Jy — 

— 7 4 Tc {R* — iA) —r.R2r2 e*: (R2 — r 2 ) = 2211 c m 4 oraz CL = R + O S 
i E, = R— OH. Przeto: # ^ = 2 3 8 cm 3 , # ^ = 3 2 9 c m 3 , skąd d £ = 6 ' : F-{-
~Mg: 1FVI— 20000 : 122 - f 25G00 : 238 — 270 k g / c m 2 oraz ae,=S : F— 

1 a 

d 
•—m 

1 
t 

l 
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— Mc : Wy2 = 85 k g / c m 2 . Żel iwo nie powinno p r a c o w a ć powyże j 
kr = 150 k g / c m 2 , a przeto pęche rz p o w y ż e j opisany m o ż e się o k a z a ć 
niebezpiecznym dla całości p rę ta w wypadku obciążenia powtarzanego 
lub wahl iwego. 

10° Narożnik stołu d ę b o w e g o z deski e cm grubej od łama ł s ię pod 
jarzmem siły P, p r zy łożone j w samym rogu s to łu . Oderwany kawałek 
mia ł pos t ać t ró jką ta p r o s t o k ą t n e g o ; powierzchnia pękn ięc i a szła po prze-
c i w p r o s t o k ą t n e j , tworząc z p r z y p r o s t o k ą t n ą AB kąt <p. Chcąc w y z n a c z y ć 
n a j p r a w d o p o d o b n i e j s z ą war tość tego kąta oznaczamy d ł u g o ś ć AB przez 
b. D ł u g o ś ć p r z e c i w p r o s t o k ą t n e j wyniesie b: Cosy. Będz ie to podstawa 
przekroju p r o s t o k ą t n e g o niebezpiecznego. Jego w y s o k o ś ć jest oczywi ­
ście e a wskaźn ik w y t r z y m a ł o ś c i o w y 5/c e' b : Cos y. P o sprowadzeniu do 
ś r o d k a tego przekroju siła P da moment g n ą c y Mg — PbSiny, s i łę tną­
cą P którą, jak zwyk le , pominiemy, oraz moment sk ręca jący M0, k tó ry , 
jak się to w k r ó t c e o k a ż e , będz ie r ó w n y zeru. Zatem Mg — Pb Siny — 
~^j6e2bag:Cosy c z y l i a^ — Z P/e2 Sin 2 y. Jak widzimy, skrajne na­
p r ę ż e n i e przekroju niebezpiecznego za leży od kąta y. B io rąc p o c h o d n ą 
po dy n a p r ę ż e n i a znajdziemy war to ść kąta cp0 o d p o w i a d a j ą c ą skrajnej 
w a r t o ś c i ag . Będz ie to: 6 P/e2 Cos 2y0 = o, skąd y0 — 45°. Rożek 
o d ł a m a n y utworzy trójkąt p r o s t o k ą t n y r ó w n o r a m i e n n y , a dla takiego 
irójkąta w istocie będzie M0 = o, jak to z ła twośc ią daje się spostrzec. 
Si ła powodu jąca owo pękn ięc ie b ę d z i e P = lJ4

 e* D l a d ę b i n y = 
= 600 k g / c m 2 , a przeto dla deski calowej P= 73XG00X2,542=1290*kg. 

R O Z D Z I A Ł T R Z E C I : 

B E L K I P R O S T E Z G I N A N E . 

§ 1. P o d p o r y i o d p o r y . Pręt prosty, unieruchomiony na podpo­
rach zowiemy belką. N ieważk i p rę t , pozbawiony obc iążenia , nie wywiera 
ż a d n e g o dz i a ł an ia na podpory; o b c i ą ż o n y — poczyna c i snąć na nie, wy­
wołując p rzec iwdz ia ł an ie p o d p ó r . Wszelki sprzeciw podpory będziemy 
nazywali odporem. O d p o r y są to p o n i e k ą d również si ły z e w n ę t r z n e bel­
k i , zależą jednak od układu sił odksz ta łca jących , nie m o g ą bowiem, jak 
w i d a ć z powyże j powiedzianego, i s tn ieć samodzielnie, s ł o w e m — są to 
siły z e w n ę t r z n e odksz ta łca jące , z a l eżne od p o z o s t a ł y c h . Różnią się jed-
»ak od nich znacznie. Siły z e w n ę t r z n e — to istotne dane obc iążenia ; 
odpory — to niewiadome, nie znamy bowiem ich na t ężen i a ani kierunku 
dzia łania , c h o ć wiemy, że, łączn ie z s i łami odksz ta ł ca jącemi , s t anowić 
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