
CZĘŚĆ TRZECIA. 

Ś C I N A N I E . 

§ 1. Naprężenia tnące. Obc iążen ie zewnęt rzne nazywamy łnącem 
gdy układ sił odksz ta łca jących , po sprowadzeniu do ś rodka przekroju daje 
siłę tnącą T, leżącą w płaszczyźnie przekroju. D la tego wypadku we wzo­
rach (3) dla naprężeń (1 § 6) należy uczynić .S—Mx—Mv—Mn—0. Ostatni, 
wzór da war tość zerową naprężenia osiowego ->~— O, dwa pierwsze mo­
głyby wyrokować o naprężeniach tnących, leżących w przekroju, gdybyśmy 
umieli określ ić spółczynniki H, K, L, N, statycznie niewyznaczalne. W pew­
nych wypadkach wartości ich dają s ię wyznaczyć z w a r u n k ó w zachowania 
się powłoki ciała odksz t a ł conego , narazie jednak o odksz ta ł cen iach jeszcze 
nic nie wiemy, czynimy przeto za łożenie najprostsze H — K = 1< = N— O 
spełniające zresztą warunek konieczny K -\- L — O. W ten s p o s ó b otrzy­
mamy tx — Tx • /', = Tv : /•", fs — U, dla osi g łównych przekroju O X , 
O Y i p ros topad łe j osi OZ. Kierunek osi wyznaczamy jak zwykle tak, aby 
wskazówka zegara, leżącego p o ś r o d k u pola, tarczą w kierunku dodatniej 
osi OZ, spo tyka ła w swym biegu dodatnią oś O X , a potem dopiero doda­
tnią oś OY. Na ()X, OY leżą s k ł a d o w e Tx, Ty siły tnącej , w dowolnym 

punkcie \i (x, y) naprężenie tnące t - ^ fx

2 /,.'-' — ^ Tx- • 7 : /•*= T: F, 

leżące w przekroju, zatem cały przekrój jest jednostajnie naprężony. Wy­
nika to wprost z poczynionych założeń. Jak widać ze wzoru dla t, naprę­
żenie tnące jest wprost proporcjonalne do siły tnącej i odwrotnie propor­
cjonalne do pola przekroju. Dwa przekroje o różnych obwodach K , lecz 
jednakowych polach P, dają tę samą war tość -., o ile ich siły tnące są je­
dnakowe. Nadto sk ł adowe jednoimienne siły tnącej i naprężen ia t są pro­
porcjonalne zatem naprężenie tnące przekroju jest równolegle do siły 
tnącej i skierozoane, jak ona. 

§ 2. Odkształcenia tnące. Wobec zupełnej n ieza leżnośc i n a p r ę ż e n i a 
tnącego od spó ł rzędnych przekroju, a więc i kierunku osi w nim leżących 
ob róćmy w przekroju osie tak, aby siła tnąca leżała na osi OY. W tym 
układzie nowych osi ś r o d k o w y c h C V , (JY, TX=(J Ty = T, a zarazem 
tv = o ty—z=T: /•', ts~o. To znaczy, że jednorodna bryła dowolnego 
kształtu ( R y s . 72) pozostaje w r ó w n o w a d z e odksz ta łcane j pod jarzmem sił 
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zewnętrznych, które, po sprowadzeniu do ś rodka O przekroju dz ie lącego 
owo obc iążenie zewnę t rzne na dwa układy \A] i [B], daje dwie sijy tnące 
T A i T B , leżące na osi OY. W o b e c istnienia t rwałej równowagi odkszta ł ­
conej : TA - j - Tn == O, siły tnące znoszą się w działaniu są przeto równe, 
lecz skierowane odwrotnie. Siła TA wypadkowa układu [A] siedlis-

kuje w gromadzie cząs tek a, Tn — wypadkowa układu [B] 
w gromadzie cząs tek {3— drugiej p o w ł o c e przekroju. Możemy 
przeto i tu również rozpa t rywać płytkę (11 Rys. 32). w y o d r ę b ­
nioną z ciała odksz t a ł conego , a zastępującą przekrój poprze 
dnio rozpatrywany. Jej dolna śc ianka F, zastępująca dolną 
powlokę przekroju będz ie pod jarzmem siły tnącej T, leżącej 
na osi 0 7 ; na górnej śc iance F\ zas tępujące j górną p o w ł o k ę 
przekroju, p a n o w a ć będz ie si ła tnąca T'. Pierwsza T stanowi 
wypadkową obciążenia dolnej części bryły, leżącej pod 

płytką — druga T' — w y p a d k o w ą częśc i górnej , leżącej nad płytką. W za­
łożeniu g rubośc i płytki dz — o oba uk łady sił zewnęt rznych miałyby ten 
sam punkt sprowadzenia jak dla pojedynczego przekroju wyżej rozpatry­
wanego, tu jednak dz=$=o, zatem bezwzg lędne war tośc i sił osiowych muszą 
być nieco różne, możemy przeto n a p i s a ć , uwzględnia jąc sprzeczne kierunki 
sił, że —T' — T<Ą- dT. Siły te utrzymują płytkę w r ó w n o w a d z e od­
ksz ta łcone j , nieznaczna bowiem różnica dT obc iążenia obu śc i anek oraz 
znikomo mały moment dM^- Tdz jaki dają — r ó w n o w a ż y ć winny obcią­
żenie samej płytki , które przy obu sprowadzeniach było oczywiśc ie pomi­
nięte a więc siły zewnę t r zne przy łożone do cząs t eczek samej płytki, lub 
czynne na jej powłoce bocznej. Te siły zewnę t r zne s tanowią zresztą 
uk ład nader nieznaczny wobec znikomej w a r t o ś c i dz, a nadto ich wy­
padkowe dT i dM dążą do zera wraz z grubośc ią płytki . Możemy przeto 
w pierwszem przybl iżeniu nie brać ich pod uwagę , p i sząc wprost T'^- T. 

1 tu również , jak w (11 § 2) możemy płytkę wyodrębn ioną z bryły 
rozpa t rywać , jako złożoną z kostek dxdydz, pod leg łych dz ia łaniu naprężeń 
tnących z — T : / ' , na dolnych śc i ankach dF oraz nap rężeń tnących 
t ' = T' : F'— [T-'• dT]: [F-r dF] — na górnych . Wobec nieznacznych 
war tośc i dT i dl' — mamy — t' = t - j - di ^ T. Te prawie równe , lecz skie­
rowane odwrotnie naprężen ia s tanowią obc iążenie odksz ta łca jące każde j 
kostki płytki , wyodrębn ione j z bryły odksz t a ł cone j . Pod ich jarzmem 
kostka n iewątp l iwie musi ulec odksz ta łceniu w kierunku dzia łania naprężeń , 
a .więc (Rys. 73) w kierunku krawędzi dy, przyczem niewątpl iwie jej górne 
i dolne poletka przesunę ły się wzg lędem siebie o \ . Pierwotna kostka 
n i eodksz t a ł cona ukośna „•l uF,JiJ '„PIK.'67, musiała przejść po odksz ta łcen iu 
w'.prostą AEFBDHGC, jaką myś lowo wyodrębn i l i śmy z płytki . T o odkształ­
cenie tnące zasz ło na tle p rzesun ięc ia A = A0A = B0B obu śc ianek gór ­
nej i dolnej obc iążonych naprężeniami tnącemi . Po odksz ta łcen iu kostka 
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trwa w równowadze , stanowi bowiem cząs tkę bryły odksz t a ł cone j , a w i ę c 
z równoważone j wewnęt rzn ie . Na górne jej pólotko działa siła (z-\-dz) 
dxdy, na dolne siła zdxdy, skierowana odwro) i Siły t e . z n o s z ą się wza 
jemnie, czynią więc zadość warunkom równowa^ ponieważ wypadkowa ich 

dają naprężen ia dodatkowe 8 i (-)' przeciwdzia ła jące , na śc iankach bocz 
nych leżące w płaszczyźnie naprężeń t i t', a zarazem siły sprzeciwu 
%dxdz i S'dxdz. Te siły s tanowią dodatkowe obciążenie kostki od­
kształconej zewnątrze , jawią się bowiem na tle przec iwdz ia łan ia kostek 
sąs iednich . Ich wypadkowa winna być równa zeru, a moment — równo­
ważyć parę sił t i z . W ten s p o s ó b r ó w n o w a g a odksz ta łconej kostki 
winna być zachowana. Wypi szmy równanie m o m e n t ó w wzg lędem osi 
DII i A ' / ' , a otrzymamy -Jdx dyds = *d'dx dzdy, oraz zdxdydz = %dxdzdy\ 
Stąd bezpośredn io <->' = t ' i (-) — z, istotnie więc wypadkowa sił dodatko­
wego obciążenia w granicy jest r ówna zeru, wynosi bowiem dzdxdz. Układ 
naprężeń tylko co wyznaczony stanowi pe łne obciążenie tnące kostki. Przy­
należne doń naprężenia tnące działają w jednej p łaszczyźnie , zbiegając się 
na przec iwległych k rawędz iach DII i BF. Dwie pozos ta ł e śc ianki kostki 
są odc iążone . Ten układ naprężeń daje p rzesun ięc ie A . Kostka pierwotnie 
skośna stała się prostą, stąd wniosek, że naprężenia tnące krzywią przy od­
kształceniu tnącem pierwotnie prostą kostkę pochyla jąc jej ścianki , przylega­
jące do kostek sąs iednich o kąt y, na tle o m ó w i o n e g o wyżej p rzesunięc ia i . 

W założeniu bezwzględn ie jednostajnego tworzywa — odksz ta ł cen ia 
tnące wszystkich kostek płytki z koniecznośc i muszą być jednakowe wo­
bec zupełnej tożsamośc i w a r u n k ó w obciążenia na obu śc iankach płytki , 
naprężonych jednakowo. T o znaczy, że górna śc ianka p ły tk i przesunie 
się względem dolnej również o A, a obwody K i K' nie zmienią swego 
kształ tu pierwotnego. Zatem i przed odksz ta ł cen iem obie ścianki płytki 
były p łask ie i równoleg łe . 

§ 3. P r z e s u n i ę c i e jednostkowe. Stosunek przesunięc ia bezwzględ­
nego A kostki do odleg łośc i dz jej śc ianek p rzesun ię tych nazywamy prze­
sunięc iem jednostkowem i oznaczamy przez i — ^:dz. P rzesun ięc ie sta­
nowi miarę odksz t a ł cen ia tnącego, wyznacza bowiem kąt pochylenia śc ianek 
kostki B0 CD, jak to najlepiej uwypukla (Rys. 73). Pomiędzy p rzesun ię -

Rys. 73. 

dzdxdy jest znikomo mała . 
w granicy r ó w n a zeru. Stano­
wią jednak parę , która mogłaby 
w y w o łać obrót kostki, zak łó­
cający równowagę odksz ta ł ­
coną, lecz zgoła niemożl iwy 
ze względu na sprzeciw są­
siednich kostek płytki. One to 
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ciami, a rodzącemi je naprężen iami tnącemi powinna niewątpl iwie is tnieć 
pewna za leżność w postaci funkcji T = / (t); najprostszym kształ tem tej za­
leżności będzie oczywiśc ie ir =="pt, lub •! = v:G, gdzie G•= 1 : [i. W o g ó l ­
nym wypadku spółczynniki [i i G mają war tośc i zmienne, dla pewnych two­
rzyw jednak i w pewnych granicach mogą być s ta łe , warunkując propor­
cjonalność p rzesun ięć do naprężeń tnących w myśl pierwszego prawa Ho-
oke'a. 1 tu również naprężen ia wyznaczamy w kg./cm.-, v jako stosunek 
A i dc jest liczbą oderwaną, zatem spółczynnik G sprężystości poprzecznej 
stały lub zmienny, ma wymiar [kg./cm.-], a spółczynnik [3 przesuwatności— 
wymiar [cm.-/kg.]. 

§ 4. Naprężenia tnące kostek zewnętrznych. Wobec zupełnej t oż sa ­
mości obciążenia wszystkich kostek płytki, kostki leżące na obwodzie, a więc 
s t anowiące jej powłokę zewnętrzną, boczną winny być obciążone na ścian­
kach zewnę t rznych p o w ł o k o w y c h nap rężen iami 0 lub 0'. Wynika to bez­
poś redn io z rozważań powyższych . S t ą d wniosek oczywisty, że powłoka 
boczna płytki winna być obc iążona siłami zewnęt rznemi stycznemi, dają-
cemi owe naprężen ia . Ten warunek konieczny wymaga nader skompliko­
wanego obciążenia , praktycznie niewykonalnego, nie znamy bowiem sił stycz­
nych, prócz siły tarcia, a ta siła nie może być zastosowana w danym wy­
padku ze wzg lędu na niepokonane t rudności techniczne. Zatem powyższa 
teorja naprężeń tnących nie odpowiada istotnym warunkom pracy ogniw 
obciążonych siłami tnącemi , mimo to jednak dość częs to jest stosowana, 
daje bowiem wyniki przybl iżone , któremi nieraz pos i łkować się musimy 
w zagadnieniach bardziej z łożonych . Ścis ła ogólna teorja naprężeń tnących 
dotychczas nie istnieje — możemy jednak ustal ić nieco doskonalszą od wy­
żej wyłożone j , a w każdym razie lepiej dos to sowaną do w a r u n k ó w rzeczy­
wistych, czyniąc nowe za łożenia bardziej zgodne z istotnym stanem rzeczy. 

§ 5. Naprężenia tnące przekrojów symetrycznych. P o w r ó ć m y do 
dawnego układu osi g łównych , rozpatrywanych w (I § 6) . Za łożen ie funkcji 
linjowych 'dla sk ł adowych naprężenia tnącego tv, iy odrzucamy, prowadzi 
ono bowiem do powyże j ustalonej n i e d o ś ć ścis łej teorji; pozostawiamy 
[ednak bez zmiany wzór (3) dla sk ł adowe j ts ze względu na p rawid łowe 
wyn ik i , jakie zeń wysnul i śmy w teorji naprężeń osiowych. Niema w tern 
żadnej sp rzecznośc i wewnęt rzne j , jako że wzór (3) dla ł8 wyprowadzony 
zos ta ł z za łożenia funkcji linjowej dla tej sk ł adowej naprężenia n ieza leżnie 
od kształ tu funkcji dla tx i Ła two się o tern p rzekonać , b iorąc pod 
u w a g ę wzory (1) w (I § 6). 

Nadto bierzemy wyłącznie tylko pod u w a g ę pręty proste o przekrojach 
symetrycznych wzg lędem osi g łównej OY i zak ładamy, że obciążenie zew­
nętrzne po obustronnem sprowadzeniu do ś rodków U i O' płytki (Rys. 74) 
da odpowiednio dwie siły osiowe T i T', leżące na owej osi symetrji 
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?JM = Tdz 

Rysunek 74. 

przekroju. Te założenia zwężają znacznie nasz zakres badan, odpowiadają 
jednak warunkom istotnej pracy ogniw budowlanych i technicznych. Siłę 
tnącą T' gó rnego przekroju f ' dodatnią uk ładamy na dodatniej osi OY. 

T a siła stanowi wypadkowe obciążenia zewnętrz­
nego odcięte j górnej częśc i p rę ta . Obciążenie dol­
nej części odcięte j da w y p a d k o w ą T sk ierowaną 
odwrotnie. Wobec znikomej g rubośc i płytki dz obie 
wypadkowe są prawie r ó w n e , lecz skierowane odwrot­
nie, możemy przeto nap i sać , ż e — T'— T Ą-dT. 
W gramcy przy dz — O różnica dl' = O — zatem 
siły 77 i T znoszą się wzajemnie,' dają jednak parę 
sił T'dz^- Tdz, leżącą w p łaszczyźn ie osi YZ. 

Zazwyczaj moment pary wyobrażamy w postaci wektora p ro s topad ł ego 
do jej p łaszczyzny, nadając mu taki kierunek, aby oko umieszczone w po­
czątku osi spó ł rzednych widziało obrót , jaki s ię stara w y w o łać para mo­
mentu - przeciwko strzałce zegara. W myśl tego prawa moment Tdz jest 
równoległy do OX lub UX', lecz skierowany odwrotnie. Wobec istnienia 
odksz ta łcone j równowagi płytki, obciążenie zewnę t r zne winno dać sprzeciw 
w postaci momentu równego Tdz, l ecz skierowanego odwrotnie, inaczej 
bowiem równowaga nie da się u t rzymać . W ten s p o s ó b obc iążen ie płytki 
s tanowią siły tnące T ' i T, oraz dodatkowy moment Tdz. Siły te dadzą 
naprężenia tnące łx, t v oraz znikomo małe naprężen ie osiowe, które z ła twoś­
cią wyznaczymy ze wzoru (3) w postaci dt: = d~z = Tydz: Ix, zważywszy , 
że jedyną sk ładową momentu będz ie w danym wypadku Tdz na osi OX 
lub OX', a nadto, że S = 0 z za łożenia . Ty lko co wyznaczone napręże ­
nia osiowe panują niewątpl iwie na górnej ś c i a n c e płytki , dla której dz=$=o, 
dla dolnej ścianki bowiem dz- o, zatem i dzg-=o. Zresztą wszystkie 
przyrosty różn iczkowe dotychczas zawsze przyp isywal i śmy górnej śc iance 
płytki, jako pows ta ł e na tle przyrostu dz — przesunięc iu się po osi OZ do 
dalszego sąs iedn iego przekroju. 

Wyznaczamy naprężenia tnące przekroju. W tym celu w odległości 
y wyodrębn iamy myślowo szereg AB kostek płytki , równoległy do osi 
głównych OX i OX (Rys. 75) i zak ładamy, że na wszystkich kostkach 
lego szeregu panuje ta sama składowa tv naprężen ia tnącego . Dolną część 
płytki ABC odcinamy wzdłuż AB p łaszczyzną p ros topad łą do jej śc ianek 
równoległych. P ł a szczyznę AB przekroju w ten s p o s ó b utworzonego, sta­
nowić będą boczne ścianki kostek szeregu obc iążone naprężen iem x = t 
w myśl powyżej przytoczonych rozważań o r ó w n o w a d z e odksz ta łcone j kostki. 
Te naprężen ia pochodzą od sąs iedn ich kostek, p rzyna leżnych do pozos ta łe j 
części płytki odksz ta ł cone j , powinny przeto r ó w n o w a ż y ć układ sił zewnęt rz­
nych odc ię t ego skrawka pły tk i . Oznaczmy pole górne j ścianki „ IBC skrawka 
przez / . W tern polu panują naprężen ia osiowe d^z, a raczej siły cząs tecz-
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kowc d~,sdlr, dające w y p a d k o w ą j dazdF równoległą do osi OZ. P rzekró j 

AB, jako naprężony jednostajnie ulega jarzmu sił cząs teczkowych idzdx 

o wypadkowej \ idx dz, równoległej do tej samej osi. Istnieje wprawdzie na 

bocznej powierzchni płytki obciążenie zewnęt rzne r ó w n o w a ż ą c e przyrost dl, 
znikomo mały, sił tnących, lecz jako takie nie może dać wypadkowej równo­
ległej do osi OZ, możemy przeto nap i sać pierwszy warunek równowagi 

skrawka AEG w postaci | zdxdz — J di, dl'. Niech AB = X, wo­

bec stałej war tości % dla ca łego szeregu AB kostek, oraz jednakowego dz]dla 

wszystkich kostek skrawka ( i dxdz == z Xdz z kolei d^z = Tyds:/v mamy 

więc z Xdz I (TydzdF: 7 V ) = ( T dz: Jx) ( ydh\ gdzie ca łkowanie winno 

obe jmować wszy­
stkie kostki pola 
f. Oznaczamy 
przez N statycz­
ny moment pola 
J wzg lędem osi 
OX', a otrzyma­
my, wychodząc 
z okreś lenia te-

Rysunek 75. go rodzaju omen-

że \ydF—'N, i ostatecznie, po skrócen iu przez dz będz iemy mieli 
- L = T A : Xlx. P r ó c z tej s k ł a d o w e j naprężen ia tnącego , równoległe j 
do osi OY przekroju powinna is tn ieć sk ł adowa tx. Z ła twością ją wyzna­
czymy w założeniu symetrji przekroju wzg lędem osi głównej OY, zważy­
wszy, że w skrajnych punktach A i B szeregu naprężenia tnące tA i ta mu­
szą być styczne do obwodu, nie mogą bowiem wychodz ić poza p o w ł o k ę 
płytki boczną wolną od sił stycznych obc iążen ia zewnęt rznego . Stąd prosty 
wniosek, że naprężen ia JrY i ń, powinny leżeć na stycznych obwodu, prze­
chodzących przez jego punkty A i B. 

Wobec symetrji przekroju w z g l ę d e m jego osi głównej OY, obie styczne 
przechodzą przez punkt w tej osi pod kątem tp, jak to najlepiej zresztą 
uwypukla rysunek. A przeto t v = tn = : cos tp = TN.Xfx cosy, oraz 

ty'A lyB = ty, /.VA == - hei ***y *S ? = 7 Ntg r : X1x. D l a P a k t ó w po-
średnich ( szeregu AB śc i s łego kierunku naprężeń tnących łc nie. znamy, 
czynimy jednak założenie najprostsze, że naprężenia tc leżą na prostych, 
łączących owe punkty C p o ś r e d n i e z w. Nadto z założeń poprzednich skła­
dowe łyc = ty, zatem tc — ty:costy, oraz tcx — tytg$> gdzie ó oznacza kąt 

tu, 



— 102 -

pochylenia, CM ku OY. W ten s p o s ó b okreś lony układ naprężeń istotnie 
możliwy jest tylko dla przekrojów symetrycznych w z g l ę d e m osi gtównej OY, 
w tym bowiem jedynie wypadku s k ł a d o w e txc dają w y p a d k o w ą równą zeru, 
każdej bowiem składowej tvc odpowiada sk ł adowa-— t v c dla punktu syme­
trycznego szeregu . IB. T o samo dotyczy również innych sze regów kostek, 
a zatem wypadkowa naprężeń txc płytki ma war tość zerową. Ten wnio­
sek nie przeczy założeniu umiejscowienia zewnęt rznych sił tnących na osiach 
(JY, OY' przekrojów. Nadto jedynie tylko dla przekrojów symetrycznych 
względem osi (JY i OY sk ł adowe tv mogą m i e ć war tośc i s ta łe dla po­
szczególnych sze regów kostek AB: wymaga tego wprost symetrja obcią­
żenia dla tworzywa jednolitego; należy jednak sp rawdz ić bezpoś redn io czy 
wypadkowa sił c zą s t eczkowych tv dF da wypadkową równoważącą obcią­
żenie tnące T przekroju. W tym celu wyznaczyć należy war tość caiki 

dF przyczem, m o ż e m y niewątpl iwie obrać dF— | ty dF= | [TNiXJx 

= Xdy. Stąd bezpoś redn io | t y dF - ( T: Ix) | N dy = ( T: Ix) | 

yXdy, pon i eważ pierwsza ca łka ma obe jmować ca łkowi te pole prze-

dy 

y 
yt 

kroju a druga tylko skrawek / . Oznaczmy przez w -- yXdy. Będzie 
J y 

to pewna funkcja zmiennej y, dolna bowiem granica jast zmienna i równa y. 
Jej pochodna po y wyrazi się przez w'- —y X, o czem z ła twością można 

się zresztą p rzekonać . Zatem całkując przez części otrzymamy 

v, J 

dyiv 

Vi 
y'-Xdy=-Ix pon ieważ dla obu skrajnych sze regów A B [wy\v + 

przy y = y i ) l ub jy — y.. statyczny moment równy jest zeru, a ostatnia całka 
niewątpl iwie stanowi moment bezwładnośc i przekroju /•' w z g l ę d e m osi O X. 

Ostatecznie więc /., dF'— 1 co należało u d o w o d n i ć . Zastosowania naj­

lepiej uwypuklą powyższą teorję. 
§ 6. Rozkład naprężeń tnących w przekroju. 

wania poprzednie i przedewszystkiem w e ź m y pod 
uwagę : 

l - o Przekrój prostokątny o podstawie B i wy­
sokośc i / / (Rys. 76). W danym wypadku f<==Ó; 
cos'5~1, X = B, fx = Via BH*, pozostaje więc 
tylko wyznaczyć N. W tym celu prowadzimy równo­
ległą do osi g łównej (JY w odleg łośc i y. Moment 
statyczny względem tej osi ma niewątpl iwie war tość 
&XHi U ~y) —%B (//-' — jy-), a P ' z e t o t = »/j 

Zachowajmy znako-

N--
T 

13 
Rys. 76. 

= V , ('/., / / + > ' ! . 
|/ -(2y ://)•-']: 
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Rys. 77. 

B//— (T: F) [z—(2^: y / ) 2 ] , gdzie F = JIB oznacza pole przekroju. 
Z ła twością można zauważyć , że rozkład naprężeń jest paraboliczny o skraj­
nych war to śc i ach T — o dla y = + ' / , / / i maximum T0 ==-VJ 7": F d la 
szeregu kostek l eżącego , na osi g łównej O X, a więc dlajy = o. Nadto, 
wobec 9 = 0 mamy dla wszystkich kostek przekroju ty — x tx — o. R o z ­
kład naprężej tnących 1 uwypukla wykres. 

2-o Przekrój dwuteowy o podstawie B i wysokośc i / / (Rys. 77). 
Oznaczmy przez h od leg łość śc ianek wewnę t r znych pasów, przez B — b 
sze rokość środnika . D la ścianek pionowych przekroju jak wyżej c === o, 
cos<v— 1, a nadto dla p a s ó w X = B. T a war tość nagłym uskokiem prze­
chodzi w X — B — b dla ś rodnika . Wobec tej zmiany ciągłości wzory 

powyże j wyprowadzone tracą swą war tość , 
mogą być przeto jedynie uważane jako przy­
bl iżone w braku ściś le jszych. Nazwijmy 
stosunki b : B — m, h : II - n , w tem za­
łożen iu Jx = V 1 2 (BHS — bhl) =. l/u BU' 
(1 — wm1). Nadto dla wszelkich s z e r e g ó w 
kostek pomiędzy AB i CD, w odleg łośc i j ' 
od osi g łównej C A ' będziemy mieli N — 
— %'BIP [1—(2y : 7/) 3] jak dla przekroju 
pros toką tnego pe łnego . Stąd dla sze regów 

obu p a s ó w t s= '/j 7" ( 1 — 4 y - : Z / 2 ] : / " ( l — /««•''), gdzie przez / ' o z n a c z y ­
liśmy wrzekomy przekrój />'//. W skrajnych szeregach ^4/>, gdzie y= ± 
ifc V j ^ A panuje war tość t = o, w szeregach C D , gdzie y — + 1/.,h — war­
tość tg ==s=-8/a7"(1—w2) : / ' ( 1 — ; « M 3 ) . P o m i ę d z y temi skrajnemi war tośc iami - : 
zmienia się parabolicznie, jak zresztą wskazuje wykres. Dla sze regów CK 
ś rodn ikowych w odleg łośc i y od osi OX mamy N= '/s/> [II-—li'] L 
(B—b) (h-—4y2), jako sumę momen tów statycznych pros toką tów ABCD 
i GKEF. Inaczej jeszcze N— X'SBI I'1 [1 — ri- 4 - (1 — w ) ( » 3 — 4y'-': yy '-')], 
a przeto naprężenia tnące sze regów ś rodn ikowych •z — ij.yT[l—»--j-(l—m) 
(ri-—4y- : / / ' - ' ) ] : /•'(l—m) (1—nur) zmieniają s ię również parabolicznie. 
D l a skrajnych przekrojów granicznych /:'/•', gdzie y — 1 Ji, będz iemy 
miel i TT = il-,'J'(]—ri-) : /'"(l—ni) (1 — mns). W ś rodkowym szeregu, gdzie 
y = o p a n o w a ć będz ie najwyższe naprężen ie z^—^I^Ti^.—mri-) : F (1—tn) 
(1—mn 3 ) . Rozkład naprężeń uwypukla wykres . D la zwykłych dwuteow-
ników m ~ 0 , 9 0 , n ń 0 , 8 8 , a przeto t 0 = U , 8 T : F, = 8 , 8 T : F, 0,9 
T : F. Widzimy stąd, że pasy są bardzo mało naprężone , a środnik pra­
wie jednostajnie, możemy przeto p rzypuśc ić , że naprężen ia tnące w prze­
kroju dwuteownlkowcm siedliskują wyłącznie w środniku, a nadto, że war­
t o ś ć ich jest s ta ła . W tem założeniu ze wzoru p rzyb l i żonego będz iemy 
mieli T = T : // (B—-b)—-T : F ( 1 — tri) n 3= 1 1 , 5 T : F, war tość , jak widzimy 
w y s t a r c z a j ą c o — ś c i s ł ą . S tąd prosty wniosek, że w przekroju dwuteowym 
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siła tnąca napręża jednostajnie wyłącznie tylko środnik. Możemy więc 
zawsze dla dwuteownika, zwykłego lub z łożonego , o t rzymać przybliżoną 
war tość naprężenia tnącego , dzieląc siłę tnącą przez pole ś rodnika . Wy­
starczy to do celów praktycznych, zwłaszcza że powyższe wyprowadzenie 
ma duże braki. Istotnie wprowadza cosz = ł dla śc ianek pionowych prze­
kroju, jednak dla s z e r e g ó w CD i FJ) — z = 90°, cosz ±£ o a /̂ <p = co, - a 
wzory ogólne dają zgoła nieprawdopodobne wartości ^ " = = t = obi Ta 
sp rzeczność wynika z nagłej przerwy ciągłości X przy przejśc iu od sze­
regu CD do sąs iedn iego Ef, uniemożliwiającej śc is łe stosowanie w z o r ó w 
dla naprężeń . — Lepiej więc używać wzoru przybl iżonego, zwłaszcza że 
istotny przekrój dwuteownika odbiega od wyżej rozpatrywanego. 

3-o Przekrój kołowy o promieniu R, D la tego przekroju (Rys . 78) 

mamy h ---x!^r.li\ X—AB-2x--2^,' R-—y\ cosz -x : R=zżJ R* —y- : R, 

należy więc jeszcze tylko wyznaczyć ./V dla częśc i zakreskowanej ABN-

Tutaj 7V = 

: FR, gdzie F = 

R 

li 

yXdy 

a przeto 

i[Ry]/R-
J V 

• y dy - ; 3 ((/?—>>) 

T y >r r- R» Vs T j/^-y2 : 

Rys. 78. 

Z otrzymanego wzoru wynika, że t zmienia się 
eliptycznie, co zresztą uwypukla wykres. Dla 
y~-jzR mamy t — ó, w szeregu ś rodkowym, 
gdzie y — o panuje skrajna wa r to ść t 4 = 4 ' 3 T : 
: F. Z powyżej przytoczonych p rzyk ładów 
w y d a w a ć by się mogło , że naprężen ie tnące 
jest zawsze największe dla ś r o d k o w e g o szere­
gu. Ła two się jednak p rzekonać o niesłusz­
ności tego wniosku. W tym celu bierzemy 
pod uwagę : 

4-o Przekrój kwadratowy w stosunku do jednej z przekątni , jako osi 
symetrji (Rys. 79). Oznaczmy bok kwadratu przez C, w y s o k o ś ć C V przez 

h--c:]/2. W danym wypadku cosy—cos 
4 5 ° = 1 : V2, X=- 2 {h—y), a nadto jako dla 
przekroju obo ję tnego (I, § 4) mamy Jx s=V 1 3 c*. 

! rn 
D l a części zakreskowanej ./V = | y\dy—2 

n „„ ' y ^ d v ~ - " i hy'2 'r'ky\ a naprę-
Rys. 79. J y 

żanie tnące « = 2 f2T (A J —3Ay--j-2y s ) : c 1 (A—y) == 2 f2T (A--j A y — 2 y - ) : 
: c1. W z ó r otrzymany wskazuje, że naprężen ie tnące zmienia się parabo-
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T 

Q Q 

;icznie. Czyniąc jego pochodną równą zeru, otrzymamy, h—4y=o, naj­
większa przeto war tość naprężenia leży w odległośc i j y = 4- a więc nie 
na szeregu osiowym, gdzie x0 = 2 \'l Th- : c s — }2 T*: e'- = f 2 T : F = 
= 1,4142 T : F, podczas gdy owa najwyższa war tość będzie TJ, = ' / 8 2 

Th- : c* == 11 s ¥% T : F == 1,5910 T : F. W danym wypadku wykres jest 
symetryczny względem O A ' i złożony z dwóch parabol, przecinających się na 
tej osi . 

§ 7. P róby na śc inan ie . Poda l i śmy wyżej dwie zupełnie różne te-
orje śc inania . Która z nich lepiej odpowiada istocie zachodzących zjawisk 
nie wiemy — na to pytanie mogą jedynie dać odpowiedź próby bezpoś red ­
nie, n ies łychanie zresztą trudne i nader wątpl iwe co do wyników ze względu 
na t rudność śc i s łego urzeczywistnienia w a r u n k ó w teorji. Zazwyczaj przy 
p róbach śc inamy pręt o przekroju poprzecznym. F za pomocą nożyc A i B 
i Rys. <S0) ustawionych w znikomej od leg łośc i dz. Nóż górny ciśnie na boczną 
śc iankę pręta z siłą t n ą c ą T , dolny daje sprzeciw T w postaci równej siły tnącej . 
Te dwie siły s tanowią obciążenie tnące płytki P w założeniu idealnego wy­

ostrzenia obu nożów. W rzeczywis tośc i jednak ostrza noży 
zawsze mają pewną g rubość , nie można przeto w ten spo­
s ó b uzyskać dok ładnego obc iążenia siłami tnącemi — rów­
noległych pojedynczych przekro jów pły tk i ,—a przeto próby 
nie dają śc is łych wyników. O wiele dokładnie jsze wa­
runki obciążenia tnącego można ot rzymać ścinając próbkę 

Rys. 80. w przegubie (Rys. 81). W danym wypadku widlasto za ­
kończony pręt obejmuje szczękami K g łówkę pręta R. Przez 

otwory szczęki i g łówki przechodzi sworzeń tej samej średnicy 8, s tanowiący 
właściwą p róbkę . Pomimo dok ładnego przylegania obu szczęk do główki R, 
pomiędzy powierzchniami dotyku istnieje zawsze pewien luz dz, możemy 
przeto wyodrębn ić myślowo dwie płytki 0,0-, i 03Ot na sworzniu pomię ­
dzy szczękami a główką. Osiowa siła pręta rozwidlonego, po sprowadze­
niu do ś rodków G>, i 04 zewnęt rznych śc ianek tych płytek da siły tnące T 
jednokierunkowe, siła osiowa pręta R, sprowadzona do ś rodków C , i r J 3 

wewnę t rznych śc ianek płytek da drugie dwie siły tnące T, lecz skiero­
wane odwrotnie. W ten s p o s ó b otrzymamy obciążenie tnące dla obu p ły ­

tek. Oznaczmy przez I< poprzeczny przekrój próbki — 
jego naprężen ie tnące da wzór t = u.T : F. W myśl 
pierwszej teorji przybl iżonej ;J.= 1, w myśl drugiej śc i ­
ślejszej [J-— ' ;, dla ko łowego przekroju, */2 d la prosto­
ką tnego i t. d. W obu wypadkach dopuszczalne nap rę -

mw 

; 
Ą 6. ; 

£_ 

i \ 
1 — — W] 

Rys. 81. 

żenię tnące 
wzoru St ' 
jącą, przy 

oznaczamy przez k, n i szczące przez Kt Ze 
-Kt F : >J. z ła twośc ią określ imy siłę ści>ia-
której następuje rozdział cząs tek — śc ięc ie 

próbki w przekrojach obc iążonych . Bach hołdujący teorji ściślejszej otrzy-
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mał kt : kr — Kt : ^ = 0 , 7 5 - ^ 0 , 8 0 dla próbek o przekroju kołowym, ż e ­
laznych i stalowych, dla że l iwnych 1,02 - -1,17. 

§ 8. P rzykłady i ćwiczenia : 
l -o Przegub stanowi dość częs to używane w Ameryce połączenie 

prę tów rozciąganych. Nie różni s ię on w zasadzie od wyżej opisanego. 
Wymiary g łówne podaje (Rys. 82). Oznaczmy przez P siłę os iową obu 
prę tów przegubu rozciągającą. Ze wzoru F # = P: kr = l/A a D- określ imy 
ich wspólną ś rednicę I). W założeniu teorji ściślejszej naprężenie tnące 
sworznia przegubowego średnicy 8 wyznaczy s ię , że wzoru 
gdzie F, z. o-. kt— dopuszczalnego skrajnego naprężenia tną-

F„ = ccgo tworzywa sworznia. Stąd F 1 = 2 P : 3 £ / inaczej jeszcze F, 
— 2kr:'Mt, Dla żelaza i stali, zwykłych tworzyw przegubu kt~ 0,75 

0,94 0,91 / ; - D, 

Rys. 82. 

0,8 hft a przeto F, : F 0 = 0,89 -5- 0,83, stąd 
zgodnie z rysunkiem. Na ś rodkową część 
sworznia ciśnie g łówka prę ta , na sąs iednie 
dolne części sworznia cisną w odwrotnym 
kierunku szczęki prę ta lewego. Te części \ - -
przegubu pracują na docisk powierzchni cy-
lindrycznych. D la tego wypadku w (1 § 12, 
4-o) poda l i śmy wzór k=P:l/). Zazwyczaj 
dla tego rodzaju p r z e g u b ó w k'~-kt to jest 
i' :ID— % P : 2F,, stąd / - »/8 z I) == 1,18 
D 55 i%ą !). P o z o s t a ł e wymiary, czysto 
praktyczne, podaje rysunek. Godzi się tu 
zaznaczyć , że przegub powyższy używa się 
tylko w wypadku obc iążenia t rwa łego . Po­
przednio (II, § 12, 9-o) rozpatrywany krzyżulec może s łużyć jako przykład 
przegubu pracującego pod obc iążen iem zmienneni. Łyżwy K krzyżulca 
Rys. 70) ślizgają t i ę w prowadnicach bagnetu; przy ruchu tłoka naprzód 

i wstecz zmienia się znak siły P 20000 kg., zatem czop krzyżulcowy 
pracuje na ścinanie jako przegub pod obciążeniem wahl iwem. D l a stali — 
zwykłego tworzywa czopa kt = 320^-480 kg./cm. ' , nie można jednak z tą 
wartością wyznaczyć ś redn icy czopa 8, pon ieważ zachodzą tu zjawiska 
wtórne . Wobec koniecznośc i sprawnego smarowania tego przegubu, po­
między czopem, a panewkami, zwykle bronzowemi, musi być pewna gra. 
Przy każdej zmianie obc iążenia dotyk czopa przenosi s ię na przeciwległą 
p a n e w k ę . Powstają przytem uderzenia za leżne od wie lkośc i gry. Zazwy­
czaj ś r edn icę czopa liczą na docisk do panewki cylindrycznej w założeniu 
stosunku długości czopa / : o 1,5 . 1 , 7 5 , oraz war tośc i 80~: 90 kg. cm.-, 
we wzorze k~P:fc. Niech będz ie ł = 1,68, £ = 85 kg.,cm.-, zatem 85 = 
= 20000 : (1,68*), stąd 8 SKSS 12,5 cm. / = ? 2 0 cm. G d y b y ś m y chciel i po­
liczyć 8 w s p o s ó b zwykły dla średniej war tośc i kt —- 400 kg./cm.-, to przy 
ś rednicy o = 1 2 , 5 cm. o t rzymal ibyśmy ze wzoru kt = 4j3P:2Fi t. j . 400 = 
= */« P- (2 X 122,72) — war tość P— 73630 kg.—3,58 krotnie wyższą. Z a ­
tem przy tego rodzaju uderzeniach należy brac współczynnik bezp ieczeń­
stwa 3,5 krotnie wyższy . W ustroju krzyżulcowym mamy jeszcze drugi 
przykład ogniwa, p racu jącego na śc inanie , a mianowicie kl in L, który 
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siła P, rosnąca w danym wypadku od zera do 20000 kg. chce ściąć wzdłuż 
dwóch powierzchni cylindrycznych. Pomijając zaokrąglenie klina oraz krzy­
wiznę promienia '/., d', możemy te przekroje rozpa t rywać jako pros tokątne 
p łaskie o polach f'=z'ef. Zazwyczaj czynimy / = 4Ć, CO daje F' = Ae3, 
dla stali zlewnej zwykłego tworzywa klina w założeniu obciążenia powta­
rzanego kf == 640 — 960 kg./cm.- Należy tu brać war tość najmniejszą ze 
względu na tęgie począ tkowe wbicie klina, mamy więc 640 = 3/-> X 20000: 

stąd 6 = 2 , 4 1 2 2 2 , 5 cm. oraz / = 10 cm. 

, 2-o Nit. Przez otwór ac (Rys. 83), wywiercony lub przebity w ki lku 
warstwach blach pizedzierzga się rozżarzony sworzeń nita z główką A ' . 
Wystający nazewnątrz koniec sworznia rozkuwa się w drugą g łówkę . P o 

ostudzeniu sworzeń kurczy się , g łówki N cisną obu­
stronnie na blachy, zwierając warstwy wewnęt rzne 
w powierzchniach dotyku. Zazwyczaj łączymy w ten 
s p o s ó b dwie blachy A i B nitowym ściegiem lub też 
trzy blachy A, />', ('. Po znitowaniu łączenie może 
p r a c o w a ć pod znacznym obciążeniem rozciągającem. 
Oznaczmy przez P s i łę przypadającą na jeden nit 
śc iegu . W wypadku dwóch blach siły P kierunkowo 
różne chcą śc iąć sworzeń nita w przekroju bc łą­
czenia, jedna z blach bowiem wywiera nacisk na 
boczną powierzchn ię nita cc — druga na przeciwległą 
górną aa. W wypadku trzech warstw, ś rodkowa bla-

Rys. 83. cha B ciśnie na średnią część sworznia bb. dwie 
skrajne blachy A i C na przec iwległe sąs iednie części 

sworznia a i c, a siły P chcą ściąć sworzeń w przekrojach ab i cb łączenia. 
W obu wypadkach sworzeń nita przec iwdzia ła tym s i łom, pracuje-na śc inanie 
w przekroju F ==• 1/i«d2, przyczem d oznacza ś redn icę sworznia. Oprócz 
sprzeciwu sworznia na ścinanie działa tu dodatkowo dość znaczna siła tarcia 
w styku blach, rodząca się z nacisku g łówek , nie może w ę c być mowy tutaj 
0 wyłącznej pracy nita na śc inan ie . M i m o to jednak liczymy przekrój nita na 
śc inanie , z pominięc iem wpływu siły tarcia w łączeniu, zazwyczaj pr7ytem ko­
rzystamy ze wzorów przybl iżonej teorji, p isząc kt = P : « F , gdzie n oznacza 
l iczbę przekrojów, śc inanych jednego nita. Dla nitów że laznych zlewnych uży­
wanych w ustrojach budowlanych fy==600-*-l000 kg./cm.-. Ś redn ica n i ta wy­
znacza sięze wzoru d=)/5s — 0,2 cm. w za leżnośc i od największej g rubośc i 
blach łączenia . D l a dwóch blach A i B będz iemy mieli « = 1 oraz s = 8 , o ile 
o ' < o , dla trzech ABC— n = 2 oraz s = A widocznie bowiem tutaj A -'8 
1 A : - 8'. Zwykłe wymiary o"=- 1,2 — 1,6 — 2,0 — 2,3 — 2,6 cm., do tych 
war tośc i należy zaokrągl ić ś rednicę wyznaczoną ze wzoru, i sp rawdz ić czy 
naprężenie tnące w przekroju P: nF nie przekracza powyże j wskazanych 
granic. Nadto należy zawsze sp rawdz ić p racę nita na docisk sworznia do 
blach, wed ług zwykłego wzoru k — P : de, w którym e oznacza najmniejszą 
łączną g rubość blach obc iążonych siłą P. D la blach A. B : « = 8 ' , gdy 8 8, 
dla b\ac\\ABC: e— A, gdy A ; 8'-f- 8; W ten sposób wyznaczone k nie 
powinno p rzek raczać 2 ktt Od leg łość osi nita od brzegu blachy—1,5-*-2,0^, 
podzia łka t. j . ods t ęp od osi do osi ni tów w szeregu = 2,5 3,5d, naj­
wyższa 5 —8 d. Łączna g rubość wszystkich blach nie powinna przekra-
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czać 3 -:- 4,5rf. W ustrojach technicznych, a zwłaszcza w kotłach i zbior­
nikach wymiary ni tów są nieco odmienne. 

3- o Łączenie dwóch dyli pod kątem a. można wykonać w s p o s ó b wska­
zany na (Rys. 84). D y l A opiera się ukośnie o dyl B, c isnąc nań z siłą 
I'. Pod działaniem tej siły ukośnej dyl A mógłby się ześ l izgnąć po gór­
nej powierzchni dyla B, przeszkadza temu dolna wpustka dyla górnego 

opar ła o śc iankę dd, odpowiedniego wydrążenia 
w dolnym dylu. Pod naciskiem siły F wpustka 
chce wyt łoczyć z dolnego dyla kos tkę abed o wy­
miarach _/Xg\'-. to jest śc iąć tworzywo wzdłuż 
korytkowego przekrojuc£óc. Niech będzie P==.100o 
kg. a = 30", wymiary dyli m — k = 12 cm. Siła 
t n ą c a T = P cos o = 1000X0,86603=866 k g , sta­
nowi obciążenie tnące przekroju F=2 gf -\-if—J 
(2g-\-7), a nadto ciśnie na śc iankę p ionową wpustki. 
daje więc obciążenie c isnące przekroju F^=gi. Dla 
sośniny Kc = 280, Kt = 45 kg./cm.- w kierunku 

Rysunek 84. .włókien, stąd w założeniu sześc iokro tne j pewnośc i -
z jaką zazwyczaj tego rodzaju ustroje są budowane 

. . . . . . 7,5 kg./cm.-, możemy więc nap i sać j (2g 4 i) = 866 : 7 ,5= 
= 115,5 oraz gi == 866 : 43,3 = 20; obierzmy t = 6 cm., a wtedy ^ = 3 , 5 

y = 9 c m . T a sama siła chce ściąć wpus tkę u nasady de wzdłuż prze­
kroju i h, zatem thkt=-T, skąd po podstawieniu h = 20 cm. Nadto po­
ziomy przekrój (A— *) X h — 0 2 — 0) X 20 = 120 pracuje na zgniecenie 
z ae = P sin a : 120 == 1000 X ° . 5 : 120 §3 4 kg./cm.- jest więc zbyt sowity. 

4- o Łącznik (Rys. 85) złożony z d w ó c h tarcz osadzonych na wałach 
ś rednicy d, po ześ rubowan iu może p rzen ieść pewien moment obrotowy M„ 
przy u obrotach obu wałów na minutę. Jedna z tarcz ma cyl indryczną 
wpus tkę , druga zag łęb ien ie tej samej ś rednicy —w ten s p o s ó b śc is ła wspó ł -
o s i o w o ś ć obu wałów jest bezwzg lędn ie zapewniona. Tarcze osadzone są 
na wałach na gorąco i zaklinowane. Oznaczamy przez I) ś redn icę wieńca 
i ś rub rozłożonych w równych od­
s tępach , przez o - ś rednicę sworz­
nia śruby. Nazwijmy jeden z wa­
łów pędzącym — drugi pędzonym, 
Pierwszy daje moc, drugi sprawia 
opór . Pomijając tarcie obu tarcz 
w p łaszczyznach dotyku, przypusz­
czamy, że śc ' ś le osadzone w swych 
otworach sworznie ś rub S pracują 
tu na śc inan ie , wałek pędzący chce bowiem obróc ić swą tarczę w stosunku 
do tarczy wału p ę d z o n e g o — chce przec iąć śruby w płaszczyźnie styku. 
Oznaczamy przez P siłę tnącą jednej śruby, ta s ł a da moment */•, VD 
w stosunku do osi wałów, zatem M0 '/•_. i PD, Punkt zaczepienia" siły 
P za każdym obrotem łącznika przebiega drogę rj), możemy przeto wyz­
naczyć pracę siły P na obrót , w postaci ~PP, a p racę wszystkich ś rub — 
i r.PD — 2zMu. Na minutę będziemy już mieli 2 x « j W „ kg/m., o ile siłę 
P wyrazimy jak zwykle w kg., a D w m. Na s e k u n d ę 2icńM0:Q0, co 

Rysunek 85 
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czyni 2 n n A / 0 : [60 X 75] - N koni mechanicznych przenoszonych przez łącz­
niki . Stąd mamy M0 = 716, 1972 N:n (kg./m.) = 71620 N:n (kg./cm.). 
Dorzućmy tu jeszcze war tość siły P wyznaczoną w myśl dokładniejszej te­
orji ścinania , ze wzoru ht — 4/3 P: 1/i ic 82, a otrzymamy odpowiedź na py ­
tanie, jaką l iczbę koni przenosi łącznik, gdy « = 100, ]) = 3 3 cm., z = 6, 
8 = 3 cm. Wobec braku jakichkolwiek bl iższych danych na wszelki wypa­
dek rozpatrujemy obciążenie jako wahliwe. W tern założeniu dla sworzni 
ś rub, zazwyczaj że laznych zlewnych mamy £ f = 2 4 ( H - 4 0 0 ś rednio 300 kg./cm.-', 
stąd P== s / 4 X 7,0686 X 3 0 0 = 1590 kg., A f f l = »/2 X 6 X 1590 X 33 = 157410 
(kg./cm.) i' ostatecznie N= 157410 X 100 : 71620'ss 220 koni. 

5-o Przebijanie- Górna powierzchnia twardej matrycy U (Rys. 86), 
zlekka s tożkowo wzniesiona ku ś rodkowemu otworowi ś rednicy / ) , roz­
szerzającej s ię nieco u dołu, stanowi s tół przebijarki. Na tej matrycy k ła­
dziemy b lachę P i przyciskamy przebijakiem S ś rednicy d nieco mniejszej 
od D. Dolna powierzchnia dotyku przebijaka jest s ł abo wgłęb iona , jej 
brzegi wzniesione cisną na b lachę na całym obwodzie i powodują zanurza­
nie się przebijaka wgłąb blachy. Odwrotnie działa matryca; następuje w ięc 
śc inanie blachy kończące się przebiciem, przyczem wypada wyt łoczony 
krążek Q. Przebicie po łączone jest ze znacznem odksz ta łcen iem tnącem 

cząs teczek sąs iednich, jak to zresztą najlepiej 
y . . - L f c ^ uwypukla przekrój blachy przebitej i krążka, 
j g S j i g i j wyraźnie widzimy tu ostre wywinięc ie brze­

gów otworu — skrzywienie warstw blachy. 
g; I • Oznaczmy znikomą różnicę ś rednic przez 
| | p j f I)—d = 2 dr, przez 5 g rubość blachy P i wy­

obraźmy sobie dwa w s p ó ł ś r o d k o w e przekroje 
cylindryczne A B CD i EFGH, myś lowo 
w y o d i ę b i o n e w głębi blachy. Te dwa prze­
kroje s tanowią cylinder wydrążony o grubośc i 
śc ianek dr. Wyżej zaznaczyl iśmy, że dotyk 
przebijaka ustala się wzdłuż obwodu - d, mo­
żemy więc bez znacznego b łędu za łożyć, że 
parcie T przebijaka na b lachę jest rozłożone 

Rysunek 86. równomiern ie wzdłuż tego obwodu i skiero­
wane wgłąb blachy po wewnęt rznej powierz­

chni zdo cylindra. Ten układ sił równoważą odpory matrycy, statycznie 
nie wyznaczalne, i tutaj więc w braku dokładnie jszych danych możemy 
bez znaczniejszego błędu p rzypuśc ić , że te sprzeciwy są równomiernie 
roz łożone wzdłuż obwodu ~D i skierowane wgłąb blachy po zewnętrznej 
powierzchni KDZ cylindra. Cylinder dzielimy na płytki p ie rśc ien iowe <7,c grube, 
płytki na kostki przekrojami ś redn icowymi płaskimi , pochylonymi ku sobie 
pod kątem dv. W myśl poczynionych założeń na śc iankach wewnętznych 
kostek ACDE p a n o w a ć będą naprężen ia tnące /, pochodzące od siły 
przebijającej T, a więc równoleg łe i skierowane jnk ona ; w odwrotnym 
kierunku działać będą równoleg le naprężen ia oporowe / ' , przyłożone do 
śc ianek zewnęt rznych D F G H kos t ek—naprężen ia sprzeciwu matrycy. W o ­
bec zupełnej symetrji osiowej warunków obciążenia kostek, możemy za ło ­
żyć, że t i ł' mają war tośc i s ta łe , inaczej mówiąc , że siły T dają na tężen ia 
przekrojów jednostajne t=T:r.do oraz / ' = T : icDo — T : it o (rf-j- 2 dr)^t. 



Są to niewątpl iwie naprężenia tnące — pod ich jarzmem kostki ulegają, 
skrzywieniu, jak to najlepiej zresztą uwypukla rysunek. Przy dostatecznie 
wielkiej skrajnej war tośc i ł, równej A7, nastąpi rozdział cząstek w kostkach— 
przebicie blachy. Stąd war tość siły przebijającej Q = A / 7 t r f o . — P o d a n a 
tu teorja przebijania grzeszy zbytnią dowolnośc ią założeń, wystarcza jednak 
do ce lów praktycznych. Przebijanie daje dużą s p r a w n o ś ć pracy, posiada 
natomiast poważną w a d ę : powoduje zmęczenie cząs teczek wewnęt rzne j po­
włoki otworu, to też zazwyczaj używane są przebijaki o ś rednicy nieco 
mniejszej, a nas tępnie otwory przebite rozwiercane do średnicy właśc iwej . 
W ten s p o s ó b powłoka z m ę c z o n a zostaje usunię ta . 



CZĘŚĆ CZWARTA. 

S K R Ę C A N I E , 

§ 1. Naprężenia wirowe. Obciążenie zewnęt rzne nazywamy skręca-
jąccin, gdy układ sił odksz ta łca jących , po sprowadzeniu do ś rodka prze­
kroju, daje moment Mv, p ros topad ły do przekroju. D l a tego wypadku we 
wzorach (3) dla naprężeń (J, § 6) należy uczynić Tx—Ty=S=Mx—My—0. 
Ostatni wzór da war tość zerową naprężen ia osiowego ~s—O, dwa pierw­
sze mogłyby w y r o k o w a ć o naprężen iach skręcających, leżących w przekroju, 
gdybyśmy umieli okreś l ić spółczynniki 11, A', L, N statycznie niewyznaczalne. 
W pewnych wypadkach war tośc i ich dają s ię wyznaczyć z warunków za­
chowania s ię powłok i ciała odksz t a ł conego , narazie jednak o odksz ta łce ­
niach jeszcze nic nie wiemy, czynimy przeto założenie najprostsze / / = 
N= O. Pozos ta łe spółczynniki A', L nie mogą być równe zeru, wobec 
warunku koniecznego K-]-L = M„. W ten s p o s ó b otrzymamy tx=—Ky : 
:ty- Lx:Iy, ag== O, dla osi g łównych przekroju OX, OY i prostopa­
dłej osi O Z — ś r o d k o w y c h . Kierunek osi wyznaczamy, jak zwykle tak, aby 
wskazówka zegara leżącego poś rodku pola tarczą w kierunku dodatniej 
osi OZ, spo tyka ła w swym biegu dodatn ią oś 0X, a potem dopiero do­
datnią oś OY. Na OZ leży moment skręcający Mllt w dowolnym punkcie 

I* ixy) przekroju panuje naprężenie s s k r ę c a j ą c e t= \ t\' - l\ , dotychczas 
bliżej n ieokreś lone , lecz niewątpliwie na leżące do rodzaju tnących poprze­
dnio rozpatrywanych. Oznaczmy przez (i 0 (xQ,ylt) punkt leżący na obwodzie 
przekroju rozpatrywanego, przez •:„, panujące w nim naprężenie skręcające . 
W myśl uwag poczynionych w (111 § 4) T„ nie może wychodz ić po za prze­
krój w przeciwnym bowiem razie na bocznej p o w ł o c e przekroju istniałby 
układ naprężeń tnących 6 , p o w ł o k o w y c h , wymagających , nader zawik łanego , 
praktycznie niewykonalnego, obciążenia zewnę t rznego . Zatem T„ musi le­
żeć na stycznej obwodu p rzechodzące j przez u.„, inaczej m ó w i ą c jego skła­
dowe Vx= — Ky0:Jv, Vy = LxQ:ly powinny czynić z a d o ś ć warunkowi 
brzegowemu vx dy„ ==•• vy dx{), ustalonemu w zagajeniu (I, 4? 6). Oznaczamy 
przez y'u = dya: dx0, po podstawieniu otrzymamy L Ixx0-\- K Iyy«y\ — O. 
Tej za leżności czynić winny z a d o ś ć spó ł rzedne b ieżącego punktu JJ.,, obwodu, 
a przeto całka tylko co otrzymanego równania różn iczkowego s tanowić 
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będzie równanie roju o b w o d ó w , czyniących z a d o ś ć poczynionym wyżej za ­

łożen iom. Całkując bezpoś redn io mamy: LIxx - j - Kl„y == C, lub też x : 

:\C:LIX] <ry^:[C: Kly] — \. Jest to równanie roju elips spó ł ś rodko-
wych, podobnych, stąd prosty wniosek, że podana wyżej teorja dotyczy 
wyłącznie tylko przekrojów eliptycznych, ko łowych pełnych, lub pier­
śc ien iowych. W stosunku do innych o b w o d ó w daje wyniki b łędne . W ten 
s p o s ó b zwęża się zakres naszych rozważań . Bierzemy pod u w a g ę : 

l -o Przekrój eliptyczny. Jego równanie obwodu x :a--\ryo : b 2 = l 
stanowi jedną ze szczegó lnych całełc rozpatrywanego powyże j równan ia 
różn iczkowego , to znaczy że O", LJX~= a? oraz C : K/y == Io2- Inaczej jesz­
cze La'iIx=-- Kb-Jy. Zważywszy , że Ix

 1

 + ~ab'\ jL = 1/i«a3b, otrzymamy 
L = K, a przeto wobec A" - L = A / „ , będz iemy mieli ostatecznie K — L = 

— 1\.:,M{) i bezpoś redn io potem dla wszystkich p u n k t ó w przekroju / v = — 
— 2Muy : r.ab", ty — 2 M0X : za:ib. Chcąc z b a d a ć własnośc i otrzymanego 
układu naprężeń , wyznaczamy kąt <o, pochylenia t ku osi 0X ze wzoru 
tgi& =ty : /v =— b-.x : a-y ==— b- : ąrłg%, gdzie przez 0 oznaczyl i śmy 
kąt biegunowy punktu ;J. (x,y). Otrzymany wzór nie zawiera drugiej spół-
rzędnej biegunowej punktu ;J. — promienia w o d z ą c e g o z, stąd prosty wnio­
sek, że co ma war to ść stałą dla wszystkich naprężeń t, p rzyna leżnych do 
punk tów [j. uszeregowanych na promieniu wodzącym b ieżącego punktu ;J.) 
obwodu. W układzie wspó ł r zędnych biegunowych x =? <; cos 8, y ••• i sin 8 

stąd t = ś i'/ tv-+tv

 2 = 2—L ; \ g 0 5 " ' e _1_ s ? w - l § : przy stałej war tośc i 8 
X -x * *ab X a* ^ b* 

naprężen ia t rosną proporcjonalnie do c. Stąd wniosek bezpoś redn i , że 
naprężen ia sk ręca jące , p rzyna leżne do p u n k t ó w uszeregowanych na pro­
mieniu wodzącym punktu b i eżącego obwodu eliptycznego są równoleg łe do 
stycznej obwodu przechodzące j przez ów punkt b ieżący i rosną od zera do 
skrajnej war tośc i na obwodzie proporcjonalnie do odleg łośc i danego punktu 
przekroju od początku osi, mierzonej po promieniu wodzącym. Maxima nap rę ­
żeń panują w punktach obwodu, wyznaczmy maximum i minimum maximorum. 
Z ła twością można wprost z a u w a ż y ć że maxinutm maximorum T m da w a r t o ś ć : 
8 = ' / , ! : , lub 0== 3 /2"> minimum maximorum zm—kąt 6 O, lub 0 = ic. 
W istocie wobec a b, nap rężen ie zM - 2 i l / 0 : zab-, będz ie większe od 
- . m = 2iI / 0 : r.a2b: najwyższe nap rężen ie przekroju eliptycznego panuje 
w skrajnych punktach jego małej osi g łównej - najniższe — w skrajnych 
punktach dużej osi na obwodzie. S k ł a d o w e tych skrajnych naprężeń będą 
odpowiednio / x M = + 2Mvy: r.ab-, A M = O, orny. txm -U, tVM~-±2Mnx: r.a-b. 
Podwójny znak wskazuje, że w przec iwleg łych punktach osi panują n a p r ę ­
żenia kierunkowo odwrotne. Ten sam warunek dotyczy również naprężeń 
przyna leżnych do wszelkiej ś rednicy elipsy: naprężen ia wirują w przekroju 
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zachowując kierunek obiegu jednakowy, s tanowią przeto układ naprężeń 
wirowych. Dolna część (Rys. 88), leżąca pod osią OX dostatecznie to 
uwypukla. Z kolei rozpatrujemy: 

2- o Przekrój kołowy. W danym wypadku a == b = R, a przeto = — 
— 2M(ly : TT / ? 4 , t y = 2M0x : - /?*. Dalej mamy, zachowując znakowania 
poprzednie /^io ==— tgQ'. naprężenie i jest prostopadłe do promienia wo­
dzącego punktu, w którym panuje. Oznaczmy moment biegunowy prze­
kroju ko łowego pe łnego przez /„ === -RA, a wtedy i = y't x

 2 - j - ty '- = 

= 2M0\JX1 -\~y- : -Jt4~-M0 e : /„. Stąd wniosek bezpoś redn i , że na­
prężenie skręcające kołowego przekroju jest wprost proporcjonalne do mo­
mentu skręcającego, do odległości od środki przekroju puikłu, w którym 
panuje i odwrotnie proptrcjonalnc do b,egunowego momentu bezwładno ści 
przekroju. Rośnie więc od wartości zerowej, panującej w środku prze­
kroju do skrajnej, war tośc i z0-=IA0R: /„ , stałej dla wszystkich punktów 
obwodu. Iloraz l0 : jB = Y s * ^ * nazywamy zazwyczaj biegunowym zoskaż-
wkiem wytrzymałości i oznaczamy przez Wt>. I tutaj również n a p r ę ż e ­
nia t zachowują kierunek obiegu jednakowy: wirują w przekroju, s t anowią 
zatem uktad naprężeń wirowych. Górna lewa część (Rys . 88) dostatecz­
nie to uwypukla. Weźmy jeszcze pod u w a g ę : 

3- o Przekrój kołowy pierścienowy, o promieniach zewnęt rznym R2 

i w e w n ę t r z n y m Wszystko to, c o ś m y powiedziel i o naprężen iach wiro­
wych pizekroju pe łnego — może być powtórzone bez zmiany, z tą drobną 

różnicą, że tutaj IQ — l / , s (R* — R*), W'„ =%* (Rl ~ Rt) : R- Na obwo­
dzie zewnęt rznym naprężen ie wirowe ma stałą war tość T2 = M0 : IV0 naj­
wyższą, na wewnęt rznym najniższą t, = M0 RY : / 0 , i rośnie proporcjonalnie 
do z w tych granicach. Że tak jest istotnie z ła twością możemy się prze­
konać , zważywszy , że uk ład wirowy spełnia warunki brzegowe na obu 
obwodach zewnętrznym i wewnę t rznym. 

W poprzednio rozpatrywanych wypadkach rozciągania , śc i skan ia i ści­
nania skrajna war tość naprężen ia była zależna od pola przekroju, tutaj tę 
samą rolę gra, jak widzimy wskaźn ik wyt rzymałośc iowy, równy l / 2 TC ab2 dla 

t 4 
przekroju eliptycznego, ]/., z R3 dla ko łowego pe łnego i lj2 % (/? —Rf) : 
: R2 dla p ie r śc ien iowego , należy przeto zdać sobie sp r aw ę , który z tych 
trzech przekro jów jest najdoskonalszy w3 r t rzyinałościowo przy tej samej 
zasobnośc i przekroju w tworzywo. Inaczej mówiąc , który z tych trzech 
przekrojów daje najniższą skrajną war tość naprężen ia sk ręca jącego , przy 
tern samem obciążeniu ilf 0 i tern samem polu F przekroju. Czyn imy z a d o ś ć 
warunkowi pól, p isząc - ab == * R K (R — R) i porównywamy skrajne na-

8 
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prężenia tych trzech' przekrojów. Wobec a > b, oraz K, /.', będz iemy 
mieli a> R >• b oraz R2 2> R > Stosunek skrajnych naprężeń dla 
przekroju eliptycznego i ko łowego będzie xM : x0 ~ R*: ab-=R : b>\, ponie 
waż z za łożenia R2—ab, a dla przekrojów k o ł o w e g o pe łnego i p ie r śc ien iowego 

t„ : t, = {») - fcj : R* R, = - (ftj + R]) : R> R2 ^ (Rl - f B*) : 
2 2 

A 5 / ? a , wobec tego że R — R R-. Inaczej jeszcze v0 : *, — R2 : R - j -
R'. RR.,, a przeto t 0 : T, 1, pon ieważ już pierwszy wyraz prawej części 
jest większy od jednośc i . Zatem wyt rzymałośc iowo najdoskonalszy jest 
przekrój p ie rśc ien iowy, potem idzie ko łowy pełny — wreszcie eliptyczny. 
O d uposażen ia przekroju w tworzywo przy pozos ta łych jednakowych wa­
runkach zależy cena ogniwa, na leża łoby przeto o d d a ć p i e rwszeńs two prze­
krojom pie rśc ien iowym skręcanym, wchodzą tu jednak w g rę dodatkowe 
koszty obróbk i , zazwyczaj przewyższa jące cenę tworzywa, a stosunkowo 
naj tańsze dla przekrojów kołowych toczonych pełnych, dlatego też należy 
uważać przekrój ko łowy pełny, jako najdoskonalszy pod wzg lędem wytrzy­
małośc i na skręcan ie . Praktyka potwierdza ten wniosek w całej pełni , 
wobec tego przedewszystkiem rozpatrujemy: 

§ 2. Odkształcenia wirowe przekrojów kołowych. Bierzemy pod 
uwagę bryłę odksz ta łconą pod jarzmem sił zewnęt rznych i zak ładamy 
(Rys. 87), że pewien przekrój ko łowy p dziel i jej obciążenie na dwa układy 
[A] i [B] sił odksz ta łca jących , które po sprowadzeniu do ś rodka przekroju 
dadzą obc iążen ia skręca jące . T o znaczy, że układ [A] da moment M o A , 
skręcający, p ros topad ły do przekroju, a układ [B] moment M ( | B tego sa­
mego rodzaju. Wobec istnienia trwałej równowag i M n A + M„n == U — mo­
menty skręcające znoszą się wzajemnie, są przeto równe , lecz skiero­
wane odwrotnie. Moment M n A , wypadkowy układu [A], siedliskuje w gro­
madzie cząstek ot, M o B — wypadkowy układu [B] — w gromadzie czą­
steczek [i — drugiej p o w ł o c e przekroju. Zatem i tutaj możemy również 
rozpa t rywać płytkę (Rys. 89) kołową, zastępującą przekrój tylko co rozpa­

trywany. -Jej dolna śc ianka F, zas tępu jąca dolną p o w ł o k ę 
przekroju, będz ie pod jarzmem momentu skręca jącego M 0 , 
l eżącego na osi OZ. na górne j śc iance F' płytki , z a s t ę p u -

t° J 3 c e J górną p o w ł o k ę przekroju, p a n o w a ć będzie moment 
skręca jący M'„. Moment M 0 , stanowi w y p a d k o w ą obcią­
żenia dolnej części bryły, leżącej pod płytką, -moment M ' ( l — 
w y p a d k o w ą obc iążenia części górnej , leżącej nad płytką. 

Rys. 87. W założeniu grubośc i płytki dz — O oba układy sił ze­
wnętrznych miałyby ten sam punkt sprowadzenia, jak dla 

pojedynczego przekroju wyżej rozp/itrywanego, tu jednak dz4=o, zatem 
bezwzg lędne war tośc i momentów muszą być nieco różne , możemy przeto 
napisać , uwzględniając ich sprzeczne kierunki, że — M'„ = M„ -}- 7M„. Te 
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momenty utrzymują płytkę w r ó w n o w a d z e odksz ta łcone j , nieznaczna bo­
wiem różn ica ^M„ obciążenia obu śc ianek , r ównoważyć winna obciążenie 
samej p ły tk i , k tóre przy obu sprowadzeniach zos ta ło oczywiśc ie pominię te , 
a więc s i ły zewnę t rzne przyłożone do cząs tek samej płytki, lub czynne na 
jej powłoce bocznej. Te siły zewnę t rzne s tanowią zresztą układ nader 
nieznaczny wobec znikomej war tośc i dz, a nadto ich wypadkowa dMa dąży 
do zera wraz z grubośc ią płytki . Możemy przeto napisać , że — M' 0 ^sM„. 

Zupe łn ie dowolna para osi OX, OY ś rodkowych stanowi zarazem 
układ osi g łównych dolnego ko łowego przekroju płytki F. Rzuty osi OX, 
OY na górny również kołowy przekrój płytki , wyznaczą jego osie g łówne 
OX', O Y'. Trzecią osią OZ przebijamy pole F przez ś rodek ()'. Od osi 
g łównych OX, OX' w kierunku strzałki zegara, leżącego na płytce tarczą 
do góry, odliczamy kąt biogunowy 0 . W sąs iedz twie punktu ;x(c,0) wy­
znaczamy poletko dF~ r,dcdQ i budujemy na niem kos tkę c,dc,dQdz. Jej górna 
śc ianka dF' — c,dcd® da w rzucie na F — śc iankę dolną dF. T o samo 
okaże się s łusznem i dla wszystkich kostek płytki , a nawet i dla skrajnych 
kostek dotykających o b w o d ó w , gdzie a F ' mogą się różnić od dF o małe 
wyższych r zędów na tle nieznacznych różnic obu o b w o d ó w , zas tępujących 
powłokę górną i dolną poprzednio rozpatrywanego przekroju p. W ten 
s p o s ó b możemy płytkę rozpa t rywać , jako złożoną z kostek cdcdQdz, pod­
ległych działaniu naprężeń wirowych t = M0$ : 1Q na dolnych śc iankach dF. 
oraz naprężeń również wirowych i' = M',,? : I ' 0 = (M„ - f dM0) c : (/„ 1 dJ,t 

na górnych dF'. Wobec nieznacznych różnic pol F ' i P r ó ż n i c a / '„ - /„.-= 
== d/0 jest znikomo mała, bę ­
dziemy przeto mieli , uwzg lędn ia ­
jąc kierunki naprężeń — T' = T 4 -
-f- dz 5fi t = M 0 c : Te prawie 
równe , choć skierowane odwrot­
nie naprężenia wirowe, stano­
wią obciążenie odksz ta łca jące 
każdej kostki płytki, wyodrę ­
bnionej z bryły odksz ta łcone j . 
W istocie rzeczy mamy tu do 
czynienia z obciążeniem tnącem 
dającem odksz ta łcen ia tnące (III 
§ 2). D la odróżnienia nazwijmy 
rozpatrywane tutaj obciążenie wi-
rowem. Jego siły vcdc.dQ powo­
dują p zesunięc ia górnej ścianki 
dF' kostki względem dolnej (Rys. 
90) o ± = CC =/)/)' na tle przesunięc ia ką towego, zwanego wprost prze­
sun ięc iem v ±: dz, jak to zresztą już wiemy z teorji śc inania . Górna 

Rys. 88, 89, 90, 91. 
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śc ianka kostki nie zm-enia przytem swego kształtu pierwotnego, przesuwa 
się jeno o ^ w kierunku p ros topad łym do promienia w o d z ą c e g o c, inaczej 
mówiąc skraca się o kąt d<v = CO'(''= DO'D' względem osi OZ. Nazwijmy 
kąt <ftp elementarnym kątem skręcenia. P o n i e w a ż A == cdv — *;dz, zatem 
f/tp= rdz : <;. I tu również , jak w wypadku śc inania , na bocznych ś c i a n ­
kach kostki prostej odksz ta łcone j powstają równoważące n a p r ę ż e n i a : z na 
śc iance ACGE i -.' na BDH F - Układ naprężeń tylko co wyznaczony sta­
nowi pe łne obciążenie wirowe kostki, wyodrębnione j gdziekolwiek m y ś ­
lowo z płytki . Przyna leżne d o ń naprężenia wirowe leżą w jednej p ł a szczyź ­
nie ś rodkowej kostki, p ros topadłe j do promienia wodzącego i zbiegają s ię 
na przec iwległych śc iankach AE i DH kostki. Dwie pozos ta łe ścianki 
kostki ACDB i EGH F są odc iążone . Ten układ naprężeń daje przesu­
nięcia A. Kostka pierwotnie ukośna stała się prostą — w tej postaci bo ­
wiem wyodrębni l i śmy ją z płytki, naodwró t przeto kostka pierwotnie prosta 
skrzywi s ię o kąt y , dając elementarne skręcenie d'$. — Pomiędzy przesu­
nięciami y , a naprężeniami wirowemi t powinna niewątpl iwie istnieć za­
leżność w postaci funkcji ==j (z), jak w wypadku śc inania , i tutaj więc 
możemy nap i sać że y = pi = t : G, gdzie G == 1 : [i. W ogólnym wypadku 
spółczynniki [5 i G mają war tośc i zmienne, dla pewnych jednak tworzyw 
i w pewnych granicach mogą być stałe w myśl pierwszego prawa Hooke 'a . 
Wobec tego, że naprężenia wirowe stanowią pewną odmianę tnących — 
wartości p i G u tożsamiamy dla obu tych w y p a d k ó w , aczkolwiek mo g ą tu 
jednak zachodz ić pewne różnice , które być może da łyby się s twie rdz ić , 
gdybyśmy umieli robić próby na śc inanie z taką dokładnośc ią , jak na sk rę ­
canie. Praktycznie nie daje się to urzeczywis tn ić , to też do czasu przy­
pisujemy te same war tośc i p i G dla obu odmian naprężeń . Chcąc sko­
rzystać z wyników wyżej otrzymanych, bierzemy pod uwagę wazki wyc i ­
nek z płytki, zawarty pomiędzy p łaszczyznami pochylonemi pod kątem d@, 
przechodzącemi przez oś OZ. Szeregiem powierzchni cylindrycznych, od­
ległych o dc, dzielimy go na kostki cdcdQdz aż do powłoki ko łowej płytki . 
Górne i dolne poletka tych wszystkich kostek wycinka pozos ta ją pod jarz­
mem naprężeń wirowych, rosnących proporcjonalnie do o d l e g ł o ś c i kostek 
od osi OZ, co w dostatecznej mierze uwypukla (Rys. 90). Skrajna kostka 
na obwodzie będzie najbardziej obciążona, bo war tość n a p r ę ż e n i a wiro­
wego wyniesie dla niej T0 — M 0 / i : I0 gdzie R oznacza p romień płytki . 
Pod dzia łaniem tych naprężeń górne poletka przesuną się w z g l ę d e m dol­
nych o kąt dy-~tdz : c == $zdz : c — $M0dz : / „ jednakowy dla wszystkich 
kostek wycinka, gdy spółczynnik p rzesuwalnośc i p ma war to ść stałą dla 
wszystkich naprężeń wirowych aż do skrajnego t 0 włącznie . W razie prze­
ciwnym, oznaczywszy przez p średnią war tość tego spółczynnika dla na­
prężeń t T 0 otrzymamy średni kąt skręcania ds = pM 0 rfa : 70 wycinka 
ko łowego . W pierwszym wypadku (Rys. 91) skrajny górny punkt O jed-
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nej z bocznych ścianek płaskich wycinka przesunie się po odkszta łceniu 
w Q', skręci s ię o kąt d'f = Q'0'Q, przjczem niewątpl iwie k rawędź QO 
pozostanie niezmiennie prostą. W drugim wypadku k rawędź ta ulegnie zwich­
rzeniu, a obwodowy łuk skręcenia Q Q ' nie będzie miarą ścisłą kąta dy, lecz 
tylko przybl iżoną. Rozpatrując z kolei cały szereg wycinków kołowych, możemy 
p o w y ż s z e wyniki uogóln ić dla ca łego krążka. Wobec zupełnej tożsamości wa­
runków obciążenia odksz ta łcen ia wszystkich wycinków będą jednakowe, a dc 
w stosunku do płytki da kąt skręcenia górnej powierzchni krążka względem 
dolnej. 1 tu r ó w n i e ż c b w o d o w y luk Q Q ' skręcenia będzie miarą kąta dy ścisłą 
zupełnie , gdy (3 jest stałe d l a - : - t 0 , oraz wystarczająco przybl iżona, gdy {3 
ma w a r t o ś ć zmienną w tej dziedzinie. W obu wypadkach możemy przeto 
n a p i s a ć Q Q ' == Rafc. W ten sposób uzewnęt rzn ia s ię odksz ta łcen ia wirowe 
płytki k o ł o w e j . Górne jej dno wykonało tylko obrót wzg lędem dolnego, po­
nadto oba dna pł j tk i nie uległy żadnym odksz ta łcen iom. Wynika to bezpo­
ś redn io z poczynionych założeń. Powyższe rozważania w całości można za­
s t o s o w a ć do pł ) tk i kołowej p ie rśc ien iowej . 

§ 3. Skręcanie w a ł ó w . Wszys>kie wyżej otrzymane wyniki teore­
tyczne b e z w z g l ę d n i e miiszą być sprawdzone doświadC7alnie , zbyt bowiem 
wiele czyni l i śmy założeń, być m o ż e nie odpowiada jących istocie zjawisk 
rzeczywis tych. Należy obrać kształt bryły najbardziej odpowiadający wa­
runkom badania, a zarazem najprostszy, s ł o w e m wał o przekroju ko łowym 
sta łym — na jczęśc ie j zresztą stosowane ogniwo skręcane us t rojów. Zatem 
bierzemy pod u w a g ę wał prosty n ieważk i , doskonale jednorodny o poprzecz­
nym przekroju ko łowym s ta łym. P ie rwotną d ługość wału / mierzoną po­
między skrajnymi przekrojami — dnami pręta dzielimy na n równych częśc i 
szeregiem przekrojów poprzecznych, znacząc na bocznej powierzni wału 
obwody ko łowe K w jednakowych od leg łośc iach z^-l:n. Nadto na bocz­
nej powierzchni wału zaznaczamy ryskami L szereg tworzących równo­
ległych do osi, zresztą obranych zupełnie dowolnie. Oba dna prę ta obcią­
żamy momentami., skręcającymi różnoskrę tnymi M0. Te dwa wzajemnie 
znoszące się układy sił zewnęt rznych dają obciążenie wirowe stałe dla 
wszystkich przekrojów prę ta , niewyłąezając zewnęt rznych obu den wału. 
Zatem i odksz t a ł cen ia wirowe będą t o ż s a m o ś c i o w e dla wszystkich płytek 
w a ł u : górne dno każdej płytki wykona obrót wzg lędem dolnej o kąt <ją 
mierzony na obwodzie łukiem Q Q ' (Rys. 91). Przed odksz ta łceniem obwody 
każdej p łytki śc iś le się pokrywały w rzucie, po odksz ta łceniu wirowem będą 
się nadal poKrywać w rzutach, aczkolwiek nie tymi samymi punktami ob­
wodów, co przedtem. Obwody A kołowe pozos taną niezmienne w swej 
postaci, przekroje poprzeczne nic wyjdą z płaszczyzn p ros topad łych do osi 
wału, siedliska ich ś rodków. Natomiast ryski podłużne ot zwichrzą się 
i przejdą w Hnje śrubowe. Aby to udowodn ić podzielmy myś lowo odle­
g łość Z dwóch sąs iednich o b w o d ó w A na elementarne odcinki dz szere-



- 118 -

giem przekrojów poprzecznych. D l a wszystkich m płytek w ten s p o s ó b 
wyodrębn ionych sk ręcen ia Q Q ' będą s ta łe , a zarazem i kąty Q ' N Q będą 
t o ż s a m o ś c i o w e . Zatem na całej d ługośc i wału elementarne odcinki 
O N k tórejkolwiek ryski L pochylą s ię wszędz ie pod tym samym kątem 
Q' Q N ku osi wału: ryska L stanie się linją ś rubową. Oznaczmy stosu-
sunek skręcenia d® = Q Q ' : R w z g l ę d n e g o d w ó c h sąs i edn ich przekro jów 
płytki do odległośc i tych przekro jów dz przez <l> i nazwijmy go skręceniem 
iednostkowem. Wobec toż samośc iowych odksz ta łceń wirowych dla wszyst­
kich m płytek <l> będz ie s ta łe , zatem po odksz ta łceniu obwody wału m 
płytek, czy l i dwie sąs iednie ryski K ujawnią skręcen ia zewnęt rzne w po­
staci łuku Q Q ' m — kroć większego , który da kąt względny sk ręcen ia 
Atp = tn Q Q ' : R = md® oraz skręcen ie jednostkowe Acp: z — md® : »«<fe=4>.. 
T o samo dotyczy wszystkich n płytek, a zatem i ca łego wału, który po 
odksz ta łceniu ujawni ca łkowi ty kąt skręcen ia ® dna górnego w z g l ę d e m do l ­
nego na tle skręcen ia jednostkowego cp:/=<!>. Wa ł o s ta łym przekroju 
ujawnia jednakowe sk ręcen ia jednostkowe na całej swej d ługośc i . W da­
nym wypadku <J> = d®:dz-= M0: GI0 zatem całkowity kąt sk ręcen ia wału 

<h/ M0l:G/„. Te wszystkie czysto teoretyczne wnioski powinny 
być poparte d o ś w i a d c z e n i e m . W tym celu używamy zazwyczaj próbki o po­
miarowej d ługości cylindrycznej zakończone j kwadratowemi łbami . Odpo­
wiednio zbudowano imadła nadają g łówkom obrót względny o kąt ę cał ­
kowitego sk ręcen ia części pomiarowej: jedno z nich skręca p róbkę , drugie, 
po łączone z dynamometrem daje sprzeciw równoważący moment oporowy, 
który z ła twośc ią można wyznaczyć z o d c z y t ó w dynamometru. W ten spo­
sób obc iążen ie wirowe działa na p róbkę za poś redn ic twem główek, co 
w dostatecznej mierze zapewnia rozkład wirowy naprężeń w przekrojach 
jej części pomiarowej, czyni więc zadość warunkom wyżej wyl iczonym. 
Środkową pomia rową część próbki dzie l imy na kratki ryskami ko łowemi 
K i podłużnemi L. W ten s p o s ó b p rzygo towaną p róbkę poddajemy dzia­
łaniu obciążenia wirowego i zapomocą nader dokładnych przyrządów ba­
damy jej część pomiarową, biorąc pod u w a g ę wzajemne położenie rysek 
K i L. Okazuje się przytem, że ryski A pozostają kołowemi — natomiast 
ryski L stają s ię linjami śruboweni i pochylonemi w kierunku skręcan ia pod 
stałym kątem. Nadto biorąc próbki o różnych ś rednicach i d ługośc iach 
możemy s twierdzić , że kąty ca łkowi tego ich sk ręcen ia są wprost propor­
cjonalne do długości i odwrotnie proporcjonalne do /„ . Te spos t r zeżen ia 
stwierdzają bezwzględną śc i s łość naszych p rzewidywań teoretycznych w sto­
sunku do prę tów prostych o stałym przekroju ko łowym, a zarazem poś red­
nio i p rę tów o przekroju ko łowym zmiennym, pon ieważ pręt tego rodzaju 
można podz ie l i ć na szereg płytek znikomej g rubośc i , a każdą z nich roz­
pa t rywać , jako odcinek prę ta o stałym przekroju. W ten sam s p o s ó b można 
doświadcza ln ie s twierdz ić przewidywania teoretyczne dla prę tów prostych 
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o przekroju p ie rśc ien iowym, s ta łym lub zmiennym. Godz i s ię tu zaznaczyć , 
że pręty obu powyżej rozpatrywanych rodza jów żadnych poprzecznych 
zmian przekroju nie ujawniają przy p róbach na skręcan ie . Badania po­
wyższe pozwolą również ustal ić d o ś w i a d c z a l n i e : 

§ 4. Prawo zmienności skręceń jednostkowych w stosunku do na­
prężeń wirowych. P r ó b k ę mocujemy w uchwytach i poddajemy działaniu 
sił skręca jących. Na pomiarowej części próbki w odległośc i / mocujemy 
ostrza na jednej z linji L, i zapomocą celowo zbudowanych dźwigni i sznu­
rów, przetwarzamy ich względne skręcenia w obrót b ę b e n k a z nawinię­
tym papierem, w taki s p o s ó b , aby obroty b ę b n a były proporcjonalne do 
skręceń ostrzy. Na papierze wykresowym w kierunku poprzecznym, rów-
noległem do osi znaczy w pewnej skali momenty skręcająco o łówek, połą­
czony z dynamometrem maszyny probierczej. Tak wykreś la s ię samoczyn­
nie wykres wyt rzymałośc iowy przy skręcaniu próbki . Oś wykresu nakreś­
lona w kierunku obrotu bębenka przy obciążeniu zerowym próbki , wyzna­
czy kierunek odmierzania całkowitych sk ręceń z w skaii wykresu, a zara­
zem w skali / razy mniejszej — skręceń jednostkowych <J* — cp: /. T a oś 
zwie się przeto osią skręceń O <l>. Druga oś p ros topad ła w s k a ż e kierunek 
pomiaru momentów skręca jących, a zarazem i naprężeń wirowych T0 w zmie 
nionej skal i , zowie się przeto osią momentów OM. W ten s p o s ó b otrzy­
mane wykresy należą do rodzajów „ W S " (11 Rys. 47, 48) lub „WK" (Rys. 49). 
Tworzywa ciągl iwe dają wykres „ W S " o wyraźnie zaznaczonej lub niewy­
raźnej granicy płynności Q, przynależnej do naprężenia z„ zwanego granicą 
płynności na skręcanie. Poniżej Q leży drugi punkt krytyczny wykresu — 
granice proporc jona lnośc i P, przynależna do naprężen ia ~.p ; t^, zwanego 
granicą proporcjonalności. Od punktu wyjścia O - początku wykresu ołó­
wek bieży po prostej aż do P. W tym pierwszym okresie proporcjonal­
ności sk ręcen ia jednostkowe są proporcjonalne do naprężeń wirowych, 
a nadto prawie doskonale sprężys te , należą jednak do typu mieszanych, 
o czem z ła twością p rzekonać się można za pomocą czułych pomia rów 
optycznych. W punkcie P krzywa wykresu porzuca linję prostą i pochyla 
się ku O <f>, - następuje drugi okres skręceń nieproporcjonalnych, zawiera­
jących już znacznie większą część trwałą, aczkolwiek jeszcze nieznaczną 
w stosunku do części sp rężys te j . W punkcie Q tworzywo poczyna się gwa ł ­
townie sk ręcać : traci swą wyt rzymałość , przechodzi z amę t wewnę t rzny . 
Wyraźny okres p łynności zaznacza się na wykresie zupełnie tak samo jak 
przy rozciąganiu —niewyraźny stanowi gran icę n iedost rzegalną przejśc ia do 
ostatniego okresu skręceń znacznych kończącego się nagleni ukręcen iem 
próbki przy skrajnej war tośc i naprężen ia wirowego tom = A"„, zwanego wy-
t rzynu łośc ią na skręcan ie . Skrajnemu naprężen iu wirowemu odpowiada 
na jwyższe skręcenie jednostkowe *f>0. Okresu ostatniego RR ' wykresy na 
skręcanie nie ujawniają, pon ieważ zniszczenie następuje bez szyjki w jed-
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nym z poprzecznych przekrojów, prostopadle do osi p róbki . Zatem ten 
typ wykresu pozwala ustal ić następują e cechy wyt rzymałośc iowe tworzywa, 
granice : ip — proporc jona lnośc i , zq — płynności i ts. — sp rężys tośc i , ok re ś ­
lane zupełn ie w taki sam s p o s ó b jak przy obciążeniach osiowych, naprę ­
żenie n iszczące A"0, czy l i wyt rzymałość na sk ręcan ie , odpow adającą ca łko­
witemu skręcaniu jednostkowemu próbki <I>0, wreszcie p racę jednos tkową 
wykresu y]0

 n a sk ręcanie . Wartos-ć pio mc żerny wyznaczyć z ła twością , 
p r o w a d z ą c skrajną rzędną wykresu. Pole wykresu, ograniczone tą rzędną, 
należy wyrazić w kg. cm. i podzie l ić przez obję tość częśc i pomiarowej 
próbki w cm :'. 

Tworzywa nieciągl iwe, twarde, a zwłaszcza żel iwo dają i tutaj wy­
kres . , W K ' , z łożony z nader krótkiego okresu proporc jonalnośc i O P , prak­
tycznie zazwyczaj równego zeru, oiaz ok re su—skręceń nieproporcjonalnych 
urywającego się nagle w Q, przy naprężeniu n iszczącem A'„. Cechy przy­
należne do tego wykresu : -p K0, 4>0 i flo wyznaczają się zupełnie tak 
samo. W obu wypadkach cechy wyt rzymałośc iowe określają zasadnicze 
własnośc i w y t r z y m a ł o ś c i o w e tworzyw przy skręcaniu . Naprężenie niszczące 
A ' 0 stanowi mia rę obc iążeń a stopniowego, statycznego, n o - nag łego , dy­
namicznego, jak dla sił osiowych (II § 9), <l>0 —- daje miarę skrę t l iwości 
tworzywa. W wypadku obciążeń a statycznego, stopniowego wyczerpywa­
nia się energji oporowej próbki następuje na tle zwolna rosnących skręcein 
wywołanych działań em sił odkszta łca jących, które zwolna choć ciągle rosną 
aż do n a j w y ż s z e g o natężenia A„, s ta ty izni j wytrzy n ałcści na na skręcanie 
Inaczej rzecz się ma, gdy obciążenie zewnęt rzne działa w s p o s ó b nagły, 
gdy siły wirowe znagła p rzy łożone , w nader krótkim przeciągu czasu roz­
wijają swe na tężenie ca łkowi te , s łowem, gdy siły skręca jące działają w spo­
sób dynamiczny. W tym wypadku idzie raczej o za sób pracy niszczącej , 
a nie o natężenie siły ukręcającej — tutaj n o stanowi miarę wytrzymałośc i . 
Ciała twarde, gromady wykresowej „ W K U ujawniają nader s łabe war tośc i 
A'„ i <I>0 i H„ — nic powinny być przeto narażane na wst rząśn ien ia lub 
uderzenia wirowe. Tern się t łumaczy, dlaczego obecnie zaprzestano budowy 
wa łów że l iwnych , dawniej dość częs to używanych . P róby powyżej opisane 
umożliwiają : 

§ 5. Wyznaczanie wartości spółczynników sprężystości poprzecznej. 
Wyżej już zaznaczyl iśmy, że oś wykresu OM może być rozpatrywana jako 
oś n a p r ę ż e ń wirowych i 0 — Mn: Wu, w podobny s p o s ó b oś skręceń jedno­
s tkowych OJ> można uważać jako oś przesunięć jednostkowych v„ na ob­
w o d z i płytki , a to w my śl wzoru dla <1> = d® : dz = M „ : G / 0 = M 0 R : G IV0-
= T„ R ; G = 'f0R. gdzie niewątpl iwie T„ o-nacza kąt Q' N O (Rys. 91) po­
chylenia ścianek kostki na obwodzie. Poniżej Xp krzywa wykresu bieży po 
pos te j , tworzącej kąt G z osią O <$>, możemy przeto, korzystając z uwag 
tyiko co wyżej wypowiedzianych, wyznaczyć tg Q—iu : T 0 = | i l/G, mierząc 
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bezpoś redn io skręcen ia 4>, przynależne do pewnych okreś lonych obciążeń 
wirowych M„. W ten s p o s ó b z ła twością otrzymamy wartości 67 lub $ 
dla tworzyw pierwszych dwóch gromad wykresowych, zachowujących się 
podług prawa Hooke'a w pierwszej dziedzinie wykresu. Po za granicą P 
proporc jona lnośc i ^trzymane w ten s p o s ó b war tośc i będą zmienne. D l a two­
rzyw ostatniej gromady wykresowej również otrzymamy zmienne wartości G, 
mimo to jednak ze względu na stosunkowo dość szczupłe podstawy tych wykre­
sów, k a ż d o r a z o w o można ustal ić średnie wartości dla G i |B lub też podać 
ich granice zmiennośc i . Na końcu książki podane są w tablicach" wartości 
G dla tworzyw częściej używanych w praktyce. W teorji sp rężys tośc i 
wyprowadzimy za leżność pomiędzy G i E dla tworzyw jednolitych w po­
staci G = mE: 2 (m + 1). D la żelaza i stali «m== % , stąd 67 p= 0,385 E 
co odpowiada war tośc iom podanym w tablicach. 

§ 6. Naprężenia dopuszczalne. To , cośmy powiedziel i w (II, Roz­
dział II, § 9), może być bez zmiany zastosowane również w wypadkach 
ścinania i skręcania . Stosunek naprężenia niszczącego Kt lub K0 do bez­
piecznego, praktycznie dopuszczalnego kt lub £ 0 nazywamy stopniem bez­
p i eczeńs twa i oznaczamy przez jt — Kt: kt lub /'„ == K0 : kn. War tośc i za­
leżą od cech wyt rzymałośc iowych tworzywa, jego budowy, mniej lub wię­
cej jednolitej, a nadto od rodzaju obc iążenia s ta łego, powtarzanego lub 
wahliwego. W myśl praw Wohlera, które mogą być doświadcza ln ie stwier­
dzone dla śc inania i sk ręcan ia A~, : A" , : A ' I U = kj : ku : km = 3 : 2 : 1 , co 
zresztą wyraźnie się zaznacza w tablicy Bacha umieszczonej na końcu 
Wytrzymałośc i . Wszystko to również stosuje się i do zginania, o którem 
pomówimy w ks iędze drugiej, — s łowem prawa Wohlera obejmują wszyst 
kie proste rodzaje obciążeń rozpatrywane w Wytrzymałości tworzyw. 

§ 7. Przybliżone wyznaczanie naprężeń wirowych. W teorji sprę­
żystości wyłożymy ścisłą teorję skręcania prę tów o przekroju różnym od 
ko łowego , — tutaj podamy zarys teorji przybl iżonej , wystarczająco ścisłej 
do ce lów praktycznych. Załóżmy, że przekrój płaski p bryły wyżej rozpa­
trywanej (IV § 1) ma o b w ó d różny od ko łowego . W układzie osi g łów­
nych OX, Ó Y tego przekroju, krzywa obwodu wyrazi się równaniem A" 
(x, y) — o. Oznaczmy przez p pochodną cząs tkową dK'dx, przez q po­
chodną dK: dy. W wypadku obciążenia wirowego przekroju momentem 
M„, warunek brzegowy (I § 6) wyrazi s ię wzorem łx • p -j ty • q = o, 
w którym przez tx, ty oznaczyl i śmy sk ł adowe naprężenia wirowego prze­
kroju. Temu warunkowi z ła twością możemy zadośćuczyn ić , czyniąc 
tx — — u. • q, ty = {i • p, gdzie u. gra rolę spółczynnika s t a łego . W do­
wolnym punkcie u. (x, y) przekroju p, wyznaczymy poletko dF — dx • dy. 
Siła cząs t eczkowa s t anowiąca obciążenie wirowe tego poletka będzie miała 
sk ł adowe tx • dF i tv dF, dające moment elementarny ty • dJr - * — tx. • 
• d? • y względem osi OZ p ros topad łe j do przekroju. W danym wypadku, 



jak zwykle oś OZ, wyprowadzamy prostopadle ze ś rodka przekroju, a g łówne 
osie przekroju OX, OY uk ładamy w nim tak, aby w s k a z ó w k a zegara, leżą­
cego tarczą w kierunku osi OZ, spo tyka ła w swym biegu dodatnią o ś ()X, 
a potem d >piero dodatnią o ś 0 7 . W tym układzie osi siła tydF da mo­
ment kierunkowo zgodny z OZ, a w ięc dodatni, siła txdF— ujemny, jako 
różnoskrę tny . Łączny moment wszystkich naprężeń wirowych kostek 
powinien równoważyć obc iążenie wirowe przekroju, możemy przeto nap i sać : 

f /i 
[łyx — txy] dF = y. I [px - f qy\ dF, gdzie ca łkowan ie o b e j m o w a ć 

ma wszystkie poletka krzekroju F bryły. Z tego wzoru z ła twością wyzna­
czymy j i—a, co zatem idzie i tx, tv. Jako przykład bierzemy pod u w a g ę 
przekrój p ros toką tny (II Rys. 75) o w y s o k o ś c i / / = 2A i podstawie B = 
== 2b. Równan ie obwodu będz ie tu K (x,y) *== (x2 — b2) (y- A-) — O, 

p = 2.v (y- — A'-'), q = 2y (x- — b-). Wyznaczmy całkę | \px -!~ qy\ dF = 

= f[2x- (y- - A») - f 2y- lx- — b'*)\ dF = | [Ax2y- — 2h-x- U 2b'y-) dF 

4 | Xy-dF — 2h- | x-dF — 2b- J y*dF = 4 j x1yidP — 2h-Iy — Ib11x 

Pierwszy wyraz otrzymanego wzoru J x'y~dF - j xidx.l ^ y2dy—4/9 b'-*!/', 

zatem I | > r | qy] dF = — 2AS ' / , , / * 3 / / — 2$ 4 1 / 1 S Bil3 = B»/- / s . 

Stąd bezpoś redn io fj. = 1 8 M 0 : B*!!"', oraz / t . .-_ — 9M„_y (4ar - . 5 - ' ) : 
: B3Hi, ły = 9 M 0 # (4y- —/ / - ) : IBB'. Z ła twością zauważyć się daje, że 
skrajne war tośc i naprężenia , przy / / > B p a n o w a ć będą na osi ()X 
w skrajnych punktach przekroju, gdzie X — + V-,B, y — 0. Sk ł adowe tego 
naprężenia będą: /^' = Q, j L = ; i ' jM„ : z3"-//. W z o r y tu otrzymane nie są 
ścis łe . W teorji sprężys tośc i udowodnimy, że podany wyżej sposób wy­
znaczania naprężeń wirowych daje dobre wynik i tylko wtedy, gdy d7K'. 
: <)y- -{- d2K: dy- — s ta łe j . Ten warunek nie spe łn ia się dla przekroju pro­
s toką tnego , należy przeto wzory p o w y ż s z e u w a ż a ć , jako przybl iżone. 

§ 7. Wzory Bach'a. Jako uzupełn ienie wyn ików dotychczasowych 
podajemy wzory Bach'a, wyznaczające współczynnik i wyt rzymałośc i na skrę ­
canie Wu i sk ręcen ia jednostkowe <p, dla przekrojów najczęściej używanych 
w praktyce: l-o Elipsa. Pó łoś wie lka a — mała b — Wt) - ^..zab'1, <t> = 
= (3M0 {ar -\- b-) : za3b*; 2-o Pierścień eliptyczny. Pó łos ie wielkie o i a , < 
< a, małe b i A, Z b IV„ = « {ab* — a^bj : 26, cp *= [3M0 (a1 - f A ' ) : 
: -a : i6 ! (1 — ; « ' ) , gdzie m alt : a ----- bu ; b; 3-o Hześciokąt. Bok sześc io -
kąta 6. — W„ b' : 1,09, <p = 0,967 [iM„ : 6*; 4-o Prostokąt. W y s o k o ś ć A, 
podstawa A < A — W „ == A 2 A : [3 -f- 2,6 : (A : b Ą- 0,45)J, <J> = i3M 0 (6» + 
- f A 2 ) (3,645 — 0,066 : h) : bslv\ 5-o Trójkąt prawidłoivy. Bok trójkąta 6.— 
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— IV„ = l/.,nb'\ 0 == 46,2pM 0 : b4; 6 - 0 Prostokąt wydrążony. Wysokośc i 
h i h0, podstawy b i bn, przyczem h0 : h = A,, : 6 oraz A — IV0 = 2 

(bJh — bji„) : 9b\ 7-o Dwuteowmk wysokość h, s ze rokość ś rodnika 5. 

grubość p a s ó w 5 podstawa b -f- s. — W0 — 2/,, s* (h j 2£ 0 ) — <1> = (40-s-
7 - 42) • [3M 0 / 0 : F 4 , gdzie T0 oznacza niomont biegunowy przekroju a F jego 
pole; 8 - 0 l'rsekrój krzyżowy. W y s o k o ś ć h, s ze rokość b, g r u b o ś ć ramion S.— 
— W0 — 7., s2 (h -rj- b — s); 9-o Ceowmk. W y s o k o ś ć h, podstawa b, wy­
sokość wnęki h„, podstawa wnęki b0.— Wa — :/o s2 (h - j - 2b0); lO-o A"ą-

% s2 (h-\ b-s)-townik. Wysokość h, podstawa b, g rubość ramion 5. 

§ 8. P r zyk łady i ćwiczen ia . 
I-o Wał o stałym przekroju poprzecznym kołowym, l cm. długi ob­

ciążony różnoskrę tnemi momentami M„ w skrajnych przekrojach wału. W y ­
znaczamy odpowiednio do rodzaju obciążenia , t rwa łego , powtarzanego, lub 
wahliwego skrajną war tość dopuszcza lną naprężen ia k0. Stąd JV0 = IA0 : 
: kt) = 7 i 6 ic ds. Z tego wzoru wyznaczymy ś redn icę wału . D l a prę tów 
krótkich powyższy s p o s ó b wyznaczania ś redn ic wystarcza w zupe łnośc i 
pon ieważ pręty krótkie ujawniają znikome war tośc i skręceń tp. Inaczej 
jednak rzecz się ma dla p rę tów długich . Oznaczmy przez 4> dopuszcza lną 
war tość skręcen ia jednostkowe. P o n i e w a ż dy == Mndz : GĄ. przeto 4> = M , , : 
: GJn, s tąd fn = M 0 : G<t>. W ten s p o s ó b okreś lona war tość Ia wyznacza 
przekrój poprzeczny, zazwyczaj jednak różniący się wymiarami od poprzed­
nio otrzymanego. Z tych dwóch przekro jów obieramy większy, jako czy­
niący z a d o ś ć obu postawionym warunkom. Pierwszy s p o s ó b l iczenia pręta 
nazywamy liczeniem prę ta na skręcan ie , drugi — na kąt sk ręcen ia . 1 D l a 
przekroju ko łowego Wn = V,.«R* =*= Vt« red*, L = \U itR* == Zazwy­
czaj dopuszczalna war tość <t> wynosi V4° na metr b ieżący d ł u g o ś c i pręta. 

W podobny s p o s ó b l iczy się pręt o s tałym przekroju poprzecznym, 
zamocowany u obu końców, a obciążony parą sił, skręcającą pewien po­
średni p rzekró j poprzeczny prę ta . Oznaczamy moment pary skręcającej 

przez Mc , przez ( "p ł a szczyznę tej pary (Rys. 92). 
Od leg ło ść tej p łaszczyzny od końców zamoco­
wanych pręta niech będz ie odpowiednio a i b. 
Wobec zamocowania obu k o ń c ó w prę ta , mo­
ment Mc , obróc ić go nie może, bo para sił mo­
mentu M c jest obezwładn iona sprzeciwem koń­
c ó w prę ta . T o znaczy że u obu k o ń c ó w prę ta 
powstają momenty M A i M n , r ó w n o w a ż ą c e mo-

M A -f- MB = O. Ty le mówi 
Rys. 92. 

możemy przeto nap isać , że : M<-ment M c , 
statyka. Momenty M A i MB są więc statycznie niewyznaczalne, mogą być 
jednak z ła twośc ią ok reś lone ze w z o r ó w wyt rzymałośc iowych . Rozdzielmy 
moment M< na sumę ściśle zresztą niewyznaczonych momen tów M A i MB . 
Działanie tej sumy będz ie n iewątpl iwie takie same, jak M ( ; — momentu 
nierozdzielnego. Składnik M A — będz ie równoważy ł sprzeciw zamocowa­
nia M A , a składnik M u sprzeciw MB . W ten s p o s ó b ca łkowi ty pręt roz­
padnie s ię niejako na dwa prę ty AC i CB, obc i ążone momentami sk ręca ­
jącymi M A i M H . Kąt ca łkowi tego skręcen ia prę ta . ^ ' b ę d z i e ? A - - ( 3 M A a : 
: WM a kąt ca łkowi t ego sk ręcen ia pręta CB—- <pa = 3MB A : 0 . P o n i e w a ż 

1 
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pośrodku , w przekroju p łaszczyzny C, pręt nie uległ przerwaniu, zatem 
niewątpl iwie p rzekró j C ujawni jednakowe skręcenia wzg lędem obu prze­
krojów skrajnych. Stąd <pA = <pc, co daje | 3 M A a : Wn — (3MB JJ : lVn i osta­
tecznie e M A v = bM & Wobec M A --j- M B - j - M c = O mamy M A = Z»MC : (a-\-b) 
= bNic : L. oraz M B = f l M c : L. Niech będz ie , dajmy na to a > b, w tym 
wypadku M n > M A , zatem większy moment M H winien być użyty do wy­
znaczenia przekroju w ła śc iwego ze wzoru MB== Wak„, s tąd określ imy wy­
maganą ś rednicę pręta. 

2-o Wal o stałym przekroju poprzecznym obciążony momentem 
równomiernie rozłożonym na całą d ługość pręta . W ten s p o s ó b możemy 
czysto teoretycznie ująć warunki obciążenia wału turbiny wielowirnikowej, 
rozwijającej moment obrotowy, z łożony z momen tów poszczegó lnych wirni­
ków, osadzonych na wale obok siebie. Każdy wirnik nas tępny dorzuca 
cząs tkę ogó lnego momentu obrotowego, rosnącego w ten s p o s ó b od zera 
pod pierwszym wirnikiem, do swej wartości całkowitej po za ostatnim wir­
nikiem, gdzie moment obrotowy spotyka sprzeciw w postaci momentu opo­
rowego — obciążenia poży tkowego turbiny. Przy n ieskończen ie wielkiej 
l iczbie w i r n k ó w możemy rozpa t rywać moment, jako równomiernie roz ło ­
żony na całej drugości / wału. Niech B oznacza swobodny koniec wału 
( A y s . 93). Moment M„ będz ie jednostajnie rósł od swej pierwotnej war tośc i 
zerowej dla końca wału B aż do ca łkowi te j war­
tości M A = M„, panującej w skrajnym przekroju 

prę ta w . /. W 'jakimkolwiek przekroju pośrednim, ytJt 
odległym o ? od B otrzymamy moment M 3 M„s : / , 
co wyp ływa b e z p o ś r e d n i o z warunków założenia . 
Najwyższa war tość M„ tego momentu spotyka w A 
moment oporowy równoważący . W obec s ta łych 
wymiarów przekioju poprzecznego należy niewątpli­
wie oczek iwać na jwyższego naprężen ia wirowego tam, gdzie panuje naj­
wyższa war tość momentu zmiennego, możemy przeto nap i sać dla przekroju 
nubezp ecznego .1 równanie M„ —- W„k{). Stąd mamy W0 = tA0:kn, a zatem 
i ś rednicę d, określającą stały przekrój wału. T ę samą ś redn icę otrzyma 
liśmy w punkcie poprzednim, jako ś redn icę wału obc iążonego momentem 
niezmiennym M„. Zatem liczenie wału na skręcanie daje tę SHiną ś rednicę prze­
kroju poprzecznego, niezależnie od tego, czy pręt jest obciążony momentem 
niezmiennj m, czy też momentem równomiernie rozłożonym na c-łą d ługość 
pręta. Wyznaczmy całkowity kąt sk ręcen ia tylko co policzonego wału. 

Będzie to z | M:dz : GĄ = ( M 0 : G/J) ('zdz = »/, M„/ : GĄ. Podobną 

war tość lecz dwa razy większą ot rzymal iśmy wyżej , zatem wał o stałym 
przekroju, obciążony momentem skręca jącym stałym dla całej długości 
ujawnia ca łkowi ty kąt sk ręcen ia dwukrotnie większy od kąta skręcenia wału 
obc iążonego takim samym momentem skręcającym, równomiern ie rozłożonym 
na całej d ługości pręta. Jest to niewątpl iwie duża zaleta wału tylko co rozpa­
trywanego, posiada on natomiast wadę bardzo poważną: nie jest on stałej 
wytrzymałości , jak pręt rozpatrywany w przykładzie pierwszym, pon ieważ 
w danym wypadku zaledwie przekrój A jest wy t rzymałośc iowo należycie wy­
zyskany, pozos ta łe przekroje są zbyt sou ite, pręt jest p rze ładowany tworzy­
wem, budowa jego nie jest oszczędna . Aby tą wadę usunąć rozpatrujemy: 

D 
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3- o Wał o stałej wytrzymałości obciążony momentem skręcającym, 
równomiernie rozłożonym na c<tł>j długość pręia. W danym wypadku 
skrajne naprężen ie każdego przekroju poprzecznego winno p o s i a d a ć tę s amą 
skrajną dopuszcza lną war tość k%, mamy więc dla dowolnego przekroju po­
przecznego (Rys. 93), od leg łego o a od końca B prę ta — M3 == M„z : / = 
= JVzkt), a zatem wskaźnik wyt rzymałośc iowy Wz ma w a r t o ś ć zmienną, wy­

znacza przeto przekrój pręta zmienny. D l a skrajnego przekroju—dna prę ta A, 
to jest dla z = / mamy W0 = M „ : ku. T ę war tość otrzymal iśmy już przed­
tem dla poprzednich w y p a d k ó w . P o n i e w a ż war tość jest najwyższą, 
wyznacza przeto przekrój poprzeczny najbardziej suty równy przekrojowi 
poprzecznemu prę tów poprzednio rozpatrywanych. Prę t o stałej wytrzyma­
łości jest więc znacznie uboższy w tworzywo, a więc i znacznie lżejszy 
od pręta o stałym przekroju. Chcąc wyznaczyć kształ t wału stałej wytrzy­
małości na leży okreś l ić ś redn ice dla wszystkich p rzek ro jów poprzecznych, 
korzystając ze wzoru dla Wz =Ni0z : lka; dzieląc ten wzór przez JV0 = 

= M 0 : ka otrzymamy IVz : W{, = z : /, s tąd zważywszy , że Wz = ll3*d 

oraz Wn = V2 ~ds, będziemy mieli dz — d \ z : l. Jest to równan ie para­
boli sześc ienne j , okreś la jące prawo zmian ś redn icy wału. Tego rodzaju 
wały nader rzadko bywają stosowane w praktyce, wobec nadmiernych 
trudności wykonawczych, zwłaszcza , że dają one znaczne war tośc i kata 

ca łkowi tego skręcenia , tutaj bowiem cp= I ? T T dz gdzie / „ = l / M xci == 
' C r / , * ' » 

= 7 , , <s : /) 4 »=s / 0 (z : l) Vi ; zatem c = ( M 0 / ' / i : Gln) I z •/«afe = 3/-> * M : 
• ' o 

6r/„. Podobną war tość lecz trzy razy mniejszą o t rzymal iśmy dla wału 
o s tałym przekroju tak samo obc iążonego . Zatem w wypadku obciążenia 
wirowego momentem równomiern ie roz łożonym na całą d ł u g o ś ć wału, kąt 
ca łkowi tego sk ręcen ia dla wału statej wyt rzymałośc i jest trzykrotnie większy 
od kąta ca łkowi tego skręcenia dla wału o stałym przekroju poprzecznym 
ko łowym. 

4 - o Wał pędniany żelazny zgrzewny, lub zlewny winien p rzenos ić 
N koni mechanicznych przy n obrotach na minutę . Wyznaczmy jego 
ś redn icę d. Jest to podstawowe zadanie, jakie stale rozwiązywać należy 
przy obliczaniu pędni fabrycznych. D l a wa łów krótkich g łówny nacisk po 
łożony być winien na wyt rzymałość , ś redn icę wału należy więc wyznaczyć 
ze wzoru na skręcanie k„ = M 0 : Wa dla skrajnej dopuszczalnej war tośc i 
naprężen ia ku — 1 2 0 kg /cm. 2 , przynależnej do obc iążenia III i że laza zgrzew-
nego. W ten s p o s ó b z góry chcemy się zabezp ieczyć przeciwko wszelkim 
niespodziankom, l iczymy przeto na tworzywo na j s łabsze , na że lazo zgrzewne, 
a nadto z góry uwzględn iamy wszelkie szarpania i uderzenia, z a c h o d z ą c e 
w pędn iach , przy obciążaniu maszyn pędzonych . Stąd Mo — 1 2 0 X l/l6 -d3. 
W zadaniu czwartem (III § 8), wyprowadz i l i śmy w z ó r dla momentu M 0 = 
= 7 1 6 2 0 N: n (kg./cm.), zatem 7 1 6 2 0 N: n == 1 2 0 / 1 6 *d3 i ostatecznie rf = 

== 14,5 y N: n cm. Wed ług tego wzoru należy l iczyć wałki k ró tk ie . Dłu­
gie należy l iczyć na kąt sk ręcen ia jednostkowego, który nie powinien prze­
kraczać ćwierci stopnia na metr bieżący długości wału. Ćwie rć stopnia 
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w naturalnej mierze kąta wyniesie l / 4 * : 180. W teorji sk ręcan ia wypro­
wadzi l iśmy dla kąta sk ręcen ia <? =• M 0 / : G/o, gdzie / — należy brać w cm.; 
gdy / bierzemy w metrach będziemy mieli (p = 100 M 0 / : 67/0. S tąd bez­
poś redn io V*" : 1 8 0 =T lOOMo : 67/, D la żelaza zgrzewnego 67=770000, dla 
zlewnego 67 = 830000, ś rednio 800000 kg./cm.-, zatem po podstawieniu tej 

war tości oraz war tośc i dla Mo=71620 N:n otrzymamy d= 12,024 YN: n 3-
•4 

^ \2y N:n. Wed ług tego wzoru należy ob l iczać wałki pędn iane d ługie . 
Oba powyżej wyznaczono wzory dają tę samą w a r t o ś ć ś redn icy d, gdy 

3 4 
14,5 y Ń:n 1 2 / / A ' : n. Logarytmując mamy Ig 14,5-1 Ig (N:n) — 
== Ig 12 4 l/t Ig (.V : n), stąd Ig ( A : n) == 12 (Ig 12 - Ig 14,5). Z tego 
wzoru otrzymamy N : n = 0,10322. Gdy więc N: n > 0,1 wzór drugi daje 
niniejsze wymiary dla d, gdy N: n : 0,1 mni-jsze d otrzymuje się ze 
wzoru pierwszego. W pierwszym wypadku przeto, należy s t o s o w a ć wzór 
pierwszy, w drugim drugi — inaczej bowiem war tość d może s ię okazać 
zbyt słabą. 

5-o Sprężyny śrubowe. Drut stalowy zwinięty ś r u b o w o cylindrycznie 
lub s tożkowo, stanowi sprężynę śrubową, złożoną z pewnej l iczby zwojów. 
Skrajne zwoje sprężyn zakończone są zazwyczaj zakrzywieniem drutu skie-
rowanem ku osi sprężyny. Drut nas tępn ie wygina się ku osi i kończy 
haczykami, jak to zresztą najlepiej uwypukla (Rys. 94). Na tego rodzaju 
sprężynę winno dzia łać obciążenie rozciągające /'. Skoro sp rężyna ma 
u legać obciążeniu osiowemu śc iska jącemu, wtedy należy sp ł a szczyć jej 
skrajne zwoje, aby ot rzymać płaską powie rzchn ię dotyku u obu k ńców 
sprężyny. W obu wypadkach obciążenie działa osiowo. Jeżeli gdziekol­
wiek przetniemy drut sprężyny płaszczyzną Q poprzecznego przekroju, to 
oś pod łużna sp rężyny da na tej p łaszczyźnie ślad przejścia w postaci pun­
ktu O, gdzie przyłożona jest siła P obc iążenia zewnę t r znego rozciągająca , 
lub ściskająca. Oznaczmy przez c promień sprężyny , czyl i od leg łość pun­
ktu O od ś rodka w poprzecznego przekroju drutu i roz łóżmy siły P ob­
ciążenia zewnę t r znego na sk ładowe 1" — leżącą w p łaszczyźn ie O i P" 
pros topadłą do tej p łaszczyzny . Niech będz ie nadto a = kąt nachylenia 
ś rubowego zwojów. Ten sam kąt utworzy z osią podłużną sprężyny płasz­
czyzna Q, co zresztą jest wprost oczywiste. Stąd mamy P' = 1'coso., 
oraz P" — P sin Przyłóżmy do ś rodka <o poprzecznego przekroju drutu 
sprężyny po dwie wzajemnie znoszące się, bo skierowane odwrotnie siły P ' , 
i P'„, oraz P" , i P".,. Te siły łącznie z P ' i P " s tanowią ca łkowi le ob­
ciążenie zewnęt rzne rozpatrywanego przekroju poprzecznego drutu. Sk łada 
się ono: l -o z pary sił P ' i P ' 2 , dającej moment skręcający M a - P'c, 
2-0 z pary sił P " i P a " , dającej moment P"c, 3-o z siły osiowej P / ' , wresz­
cie 4-o z siły osiowej P ' , , przyłożonej do ś rodka co przekroju. Mamy tu 
więc do czynienia z nader z łożonem obciążeniem, jednak dla zwykłych 
sprężyn używanych w praktyce, możemy pewną część tego obc iążenia po­
zos tawić bez uwai^i, a to ze względu na stosunkowo małą war tość kąta a, 
dającą cos o. as 1 oraz sin a (). Stąd mamy P ' >= P i P " ^ O, pozostaje 
więc tylko moment skręcający M 0 - Pc i siła tnąca P . Ponad to, wobec 
momentu skręca jącego tą siłę tnącą możemy śmiało pominąć , pon ieważ 
daje ona naprężen ie tnące ki lkakroć mniejsze od wirowego. Prostym ra­
chunkiem można to z ła twością u d o w o d n i ć . W ten s p o s ó b nader złożony 
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wypadek obciążenia daje się sp rowadz ić do zwykłego skręcania . Stosu­
jemy wzory wyżej ustalone pisząc przedewszystkiem M 0 = P« = W0k(,. 
Nadto biorąc pod uwagę d ługos tkę ds — zdio drutu sprężyny, odpowiada­
jącą war tośc i do> kąta osiowego rozpatrujemy krótki wycinek sprężyny ds. 
sk ręcony wirowo. Jego kąt skręcen ia ofo = (iM„cte : / 0 — [isPę-^co : / „ u z e ­
wnętrzni s ię odchyleniem górnej części sprężyny, rozpościera jącej się ku 
górze ponad przekrojem u>, rozpatrywanym — wzg lędem pozosta łe j dolnej 
części , poczynającej s ię w sąsiednim przekroju <o(l. W istocie, przed od­

kszta łceniem promień wodzący i»BO prze­
kroju poprzecznego wyznacza ł w przedłu­
żeniu punkt O na osi podłużnej sprężyny: 
po odkszta łceniu wycinka ds p romień wo­
dzący obróci się o kąt d'{, znacząc już tym 
razem punkt O', odległy od poprzedniego 
o dz, mierzone wzdłuż osi. Gdyby więc 
w całej sprężynie odkształci ł s ię jedynie 
tylko ten wycinek, u ległaby ona wyżej od­
pisanemu odchyleniu, a pierwotna wysokość 
n ieodksz ta łcone j sprężyny h o t rzymałaby 
przyrost dz dodatni w wypadku obciążenia 
rozciągającego, ujemny w wypadku śc i ­
ska jącego. W y s o k o ś ć // 4 dz na leżałoby 
przytem mierzyć wzdłuż osi sprężyny lekko 
zgiętej w miejscu, gdzie nastąpi ło skrę ­
cenie. A jednak sprężyna pozostaie prostą, 

że odksz ta łcen ia wycinka ś r edn icowo przec iwległego 
wyżej rozpatrywanemu, ponownie odchyli sp rężynę w odwrotnym kierunku 
i przytem, wobec niezmienności w a r u n k ó w obc ążenia dla wszystkich punk­
tów zwojów śc iś le o ten sam kąt afip, powodując nowy przyrost dz, mie­
rzony wzdłuż osi sprężyny, tym razem już prostej. W ten s p o s ó b , prze­
chodząc kolejno przez wszystkie n zwojów, wyznaczymy całkowity przy-

Pochodzi 

rost y wysokośc i //, p isząc /==j ^dz~([iP : /,) | c*dia. Przyrost j zowiemy 

strzałką sprężyny odksz ta łcone j . Zazwyczaj zwija się drut o stałym prze­
kroju, dlatego też w tylko co ustalonym wzorze /„ nie wchodzi pod znak 
całki . D l a sprężyn walcowych n zwojowych c-—R zatem /.== 2 • * » ( i P R s : J0. 
D l a sp-ężyn stożkowych n—zwojonych, o skrajnych promień ach R, i R, > R, 
będz iemy mieli niewątpl iwie c R. ,—(R,—R,) to : 2 " «. Stąd różn iczkując : 

dc=—(R.,— R,) du>: 2 - n, zatem 

tej całki wyznaczymy z łatwością, zważywszy , 
co s t anowić będzie dolną granicę . Górna jest c=R, 

f ?dm^2« n (R* — R ) : 4 ( R , - R . ) '/, TCn (R" |- R) (R, | 

[ 2 i t » : ( R 2 - 5 R 1 ) 3 ) iad;. Granice 

że przy M~~0 p romień ? = R , 
, a sama całka 

R,) i ostatecznie 

y = 1/.,nn{iP ( R - j - R ( ) (R 2 H R , ) : W d a n y m wypadku największą war­
tością momentu skręca jącego będzie war tość M ; „ = PR.,, w pierwszym ta 
war to ść będzie stała M,„ PR , możemy przeto nap i sać , że Wt = M.m:k0. 
W obu wypadkach strzałka jest proporcjonalna do siły odksz ta łca jące j , co 
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