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Od Wydawcéw.

Ze wzgled6w natury technicznej, numera-
cja stron 1l czesci (ksiegi) ,Wytrzymalo$é Two-
rzyw”’ zaczyna si¢ od str. 1; numeracja stron
ksiegi 1l — od strony 6.



KSIEGA PIERWSZA.

CZESC PIERWSZA.

NAPREZENIA | ODKSZTALCENIA.

ROZDZIAL PIERWSZY.
USTALENIE POJEC ZASADNICZYCH.

§ 1. Nauka o wytrzymaloSci tworzyw. Wszelki twér budowla-
ny lub techniczny stanowi zwartg calo§é, zlozong z oddzielnych ogniw,
trwale ze sobg powigzanych. Ten uklad ogniw pod jarzmem sil zewnetrz-
nych pracuje celowo, powinien przeto by¢ trwaly i pewny w dzialaniu.
Jego ogniwa musza by¢ trwale i niezmienne, bo kazde wyrazZniejsze od-
ksztalcenie wewnetrzne psuje wzajemne ustosunkowanie ogniw, dajac
Zazwyczaj groZne” zaburzenia, koriczace si¢ zniszczeniem calego uktadu.
Skrzywienie kota wykoleja parowéz. Stowem — nadmierne odksztalcenia
ogniw burzg statecznos¢ ukladu. Stgd konieczno$¢ preewidywania od-
ksztalcenn i uzalezniania odpornosci ogniwa od wymiaréw wytycznych
i ksztattu, Wiotka karta papieru, zwinieta w rurke, ujawnia sztywnos$é
dos$¢ znaczng. Ten prosty przyklad wystarcza, aby podkresli¢ konieczno$é
istnienia nauki o wyfrzymadosci tworzyw. Nalezy ona do gromady nauk
mechaniki stosowanej, obejmujacych rozlegly obszar wiedzy do$wiadczal-
nej a zbudowanych na wspélnej podstawie — mechanice teoretycznej.’

Wsréd nich wytrsymatosc tworzyw jest naukq odkssztaicen ciala ob-
ciqzonego.

§ 2. Odksztalcenia cial stalych. Ustalone w mechanice teore-
tycznej czysto oderwane pojecie ciala sztywnego, niezmiennego, traci swa
moc obowigzujacg wobec powyzszego okreslenia, gdzie bierzemy pod
uwagg ciala odkszlalcajqce sie, a wiec istotne ciala stale, okre$lajac je
w sposéb nastepujacy: ciado stale stanows uklad caqsteczkowy wyrasnego
ksstaltu, sprzeciwiajqcy si¢ wszelkim zmianom, wywolywanym w ukladzie
Jjego caqsteczek.

Aby ten opér pokonaé, nalezy uzyé sit zewnetrznych. W tym jedy-
nie wypadku ksztalt pierwotny ciata stalego ulegnie zmianie, cialo od-
ksztalci sig. Sily te bedziemy nazywali odksztalcajgcemi. Zatem cialo ob-
cigzone ulega odksztalceniu, podczas gdy cialo wolne od sit zewnetrz-
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nych — zadnych odksztatceri nie ujawnia, przyczem, zgodnie ‘'z tem, cos$-
my dotychczas ustalili, — :
Odksztalceniem nasywamy wsselkq zmiane w ukladzie -€zqsteczek ciala
obcigsonego, to jest znajdujacego si¢ pod jarzmem sit zewnetrznych.
Badanie warunkéw powstawania odksztalceri na tle dziatania sit zew-
nelrznych rozszerza nasze pojgcia o budowie wewnetrznej ciala statego,
jako uktadu czasteczkowego. Poniewaz liczba czgsteczek tego ukiadu nie
moze oczywiScie ulec zmianie przy odksztalceniu, przeto zmuszeni jestes-
my przypu$cié¢ istnienie przestrzeni migdzyczasteczkowych, a, co za tem
idzie, i odleglosci micdzyczqstecskowych, zmieniajqeych sie pod dziataniem
energetycsnych czynnikow zewngirsnych, jako to obcigzenia ukladem sit,
lub nagrzania. Stgd wnioskujemy, 2e wszelkie odksztalcenie ciala stalego
powstaje na tle szeregu zmian possczegolnych odleglosci migdzycagstecsko-
wych, wywolanych dziataniem caynnikow energetycanych.
Cialo state nie jest wiec zwyklym zlepkiem czgsteczek: jest ono ra-
czej mglawicowym rojem czastek odlegtych od siebie, a stanowigcych je- .
den trwaty ukiad. W ciele nieobcigzonem, a wiec nie' ujawniajacem zad-
nych odksztalcen, odleglosci migdzyczasteczkowe sa niezmienne. Dowo-
dzi to istnienia trwalego stanu réwnowagi wewnetrznej — széywmego po-
wigsania czqsteczek ukladu sitami wiqsqcemy. Te sily wzajemnie sie zno-
szq w dziataniu, wytwarzajgc w ten sposéb zupeiny bezruch wewnetrzny
ciata swobodnego, nieobcigzonego. Pod wpltywem energetycznych czyn-
nikéw zewnetrznych réwnowaga zostaje zachwiana: czynniki wprowadzaja
nowe. dodatkowe sily miedzyczsqsteczkowe — naprezenia odkszlalcajgce, zu-
pelnie niesalezne od sit wigsqcych. Na tle dziatania tych sit dodatkowych
poszcsegdlne ceqsteczhki otrzymujq odnosne prayspiessenia: powstajq ruchy
wewnetrzne § smiany odleglosSci migdsycaqsteczkowych ciata obcigzonego.
 Poniewaz jednak wszelka zmiana we wzajemnym ustosunkowaniu
czasteczek ciata stalego wywoluje w niem, jak wiemy, sily oporowe wew-
ngtrzne, przeto na tle owych ruchéw migdzyczasteczkowych powstaja
w ciatach statych sily miedzyczasteczkowe, czyli napresenia oporowe, kt6-
re si¢ sprzeciwiajg zmianom dokonywanym i chcg je sprowadzi¢ do zera.
Napresenia oporowe powstajq wylqcznie na tle zmian odleglosci miedsy-
sqsteczkowych i rosng wraz z niemi, stanowigc naturalny hamulec dzia-
tania sit odksztatcajacych, bo zmiany wewneirznego ukladu czgsteczek
" ciata trwajg dopéty, poki rosngce naprezenia oporowe nie zniweczg na-
prezeni odksztatcajgcych. Od tej chwili réwnowaga wewnetrzna ustala sie
ponownie: ciato wchodzi w nowy stan rowmowagt frwate; na tle zahamo-
wania ruchéw czgsteczkowych; od tej chwili naprezenia odksztatcajgce
i oporowe stanowig zréwnowazony uktad si¢ wewnetramych, znoszgcych
si¢ wzajemnie, bo réwnych, lecz skierowanych przeciwnie. MozZemy prze-
to utozsamié oba rodzaje naprezer, o ile bierzemy pod uwage cialo od-
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ksztalcone; natomiast w ciatach odksztalcajacych si¢ naprezenia oporowe
sq oczywiScie mniejsze.

Otrzymany stan réwnowagi ciata obcigzonego zachodzi przy zmie-
nionych odleglosciach migdzyczasteczkowych i trwa dopéty, péki cialo
ulega obciazeniu odksztalcajgcemu. Jest to wigc #rwady stan réwnowagi
ciata odksztalconego, stan rownowagi naprezoney,

Gdy obcigzenie powigkszymy w tym samym kierunku -— powtérzy
si¢ przebieg tylko co opisany: ofrzymamy nowe odksztaicenia dodatkowe
na tle trwatego stanu réwnowagi, réznego jednak od poprzedniego. Dal-
sze powigkszanie obcigzenia w tym samym kierunku da szereg nowych
odksztatceri dodatkowych, kazdorazowo powstajgcych na tle trwalego sta-
nu réwnowagi ciala obcigzonego; powtarzaé si¢ to bedzie jednak tylko
do pewnej wartosci granicznej obcigzenia, bo dalsze, nawet najdrobniej-
sze powiekszenie w tym samym kierunku natezenia sit odksztalcajgcych
wywota juz nadmierne ruchy czasteczek, wykluczajace wszelka mozliwosé
rownowagi wewnetrznej tworzywa: odleglosci miedzyczasteczkowe wzro-
sng poza wplyw sit wewnetrznych — uktad juz nie zdota rozwinaé napre-
2eri oporowych — przyspieszenia czastek nie bedq zahamowane — nastgpi
rozdziat czgstek, czyli pekniecie ciata.

Nie mozemy wiec dowolnie obcigzac ciala stalego: jednokierunkowe
powigkszanie sit zewnetranych musi w koricu sburzyé ukiad obcigsony. Wy-
trzymato$¢ tworzyw winna wyznaczyé z gory to obcigZenie niebezpieczne,
wywolujace w ogélnym wypadku niszczacy uklad odksztalceri tworzywa.
Przy obecnym stanie nauki okreslenie obcigzer burzqcych nie nastrecza
2adnych trudnosci, to tez wypadk1 pekania ogniw staja si¢ coraz rzadsze,
zwlaszcza, ze obcigzenia praktycznie dopuszczalne, sg zazwyczaj dosyé
niskie, dajg wiec odksztalcenia nader nieznaczne.

§ 3. Odksztalcenia spre¢iyste i trwale. Wezmy pod uwage
cialo staleé, pozostajgce w stanie trwalej réwnowagi pod jarzmem ukladu
sil zewngtrznych, odksztalcajgcych. W pewnej chwili znagla usurimy cia-
to rozpatrywane z pod wplywu sit zewnetrznych, kiére w niem wywolaly
ukiad naprezeri odksztalcajgcych, oraz réwnowazacy ukiad napreZen opo-
rowych. Cialo, pozostawione samemu sobie, wejdzie w nowy stan réw-
nowagi, przyczem wogdble mogg zajs¢ trzy wypadki:

1. Moze si¢ zdarzyé, 2e odksztalcenie zginie wraz z obcigZeniem
odksztalcajgcem. To znaczy, Ze naprgienia oporowe, niezréwnowazone
dzialaniem naprezeri odksztatcajgcych, ktére znikajg wraz z obcigzeniem
zewngtrznem w danym wypadku, przywrécg pierwotne odleglosci miedzy-
ezgsteczkowe, jakie istnialy w ciele nieobcigzonem, i po dokonaniu tej
pracy, zging wraz z odksztalceniem, ktére je wywolalo. Mamy tu wige
do czynienia ze zjawiskiem odwracalnem: znika wszelki $lad dziatania sit



odksztalcajgcych — cialo powraca do pierwotnego stanu réwnowagi: od-
ksztalcenie jest spresysfe. Rurka kauczukowa rozciggnigta, powraca do
swej pierwotnej postaci.

Nazywamy spresystem odksztalcenie, znikajqce wraz = obciqseniem,
kidre je wywotato.

2. Z kolei moze sie rowniez okazaé, ze odksztalcenie pozostame
niezmienione po wyzwoleniu ciala z pod jarzma sit odksztatcajacych. Te
znaczy, ze napr¢zenia pozostang w napieciu, jako dodatkowe sily miedzy-
czgsteczkowe wigsace i nie sprowadza do zera odksztatcer, ktdre je wy-
wolaly. Tutaj wigc uklad sit wigzacych wewnetrznych zasadniczo sie
zmieni po odcigzeniu: kosztem pracy sit odksztatcajacych wytworzy ste
jakoby inne ciafo stale, réine od poprzedniego. Cialo to do pierwotnego
stanu réwnowagi juz nie powrdci, bo odksztalcenie stato sie Zrwalem
Mamy tu wigc do czynienia ze zjawiskiem nieodwracalnem. Glina wilgot-
na zmienia swg posta¢ pod uciskiem sit zewnetrznych i nie powraca do
ksztaltu pierwotnego.

Nazywamy trwalem odksztaicenie, pozostajgce w ciele wyswolonem
z pod jarzma sit odksstatcajqcych.

3. Moze sig wreszcie zdarzy¢, 2e odksztalcenie czesciowo tylko zgi-
nie wraz z obcigzeniem odksztalcajgcem. Mamy wtedy do czynienia ze
zjawiskiem czesciowo tylko odwracalnem, a tego rodzaju odksztalcenia na-
zywamy mieszanemi, poniewaz mozemy je zawsze rozpatrywaé, jako zto-
zone z odksztalcen sprezystych i trwatych.

Stowem, jedynie w pierwszym wypadku dzialanie obcigzenia przemi-
ja bez sladu: w pozostalych powrét do pierwotnego stanu jest niemozli-
wy: cialo przybiera nieco odmienng postaé¢ po jednorazowem obcigzeniu
i odcigzeniu, nie moze by¢ przeto uzyte jako ogniwo. Wyznaczanie gra-
nicy odksztalceri sprezystych stanowi jedno z wazniejszych zadari Wytrzy-
matosci Tworzyw. Do tego celu dgqzymy, zbierajgc dane doswiadczalne,
dotyczace warunk6w powstawania odksztalceri sprezystych na tle napre-
zen, ktére je wywolaty. Odksztatcenia mozemy mierzy¢ wprost, a napre-
zenia wyznaczaé, jako pewien rodzaj sit na mocy praw mechaniki. To
tez niekiedy nazywaja wylrzymatos¢ tworzyw — meclzamkq sif wew-
netranych.

§ 4 Wyznaczanie napre¢zefi ciala obciazonego. Wyznaczanie
naprg¢zeni dokonywa si¢ na mocy podstawowej zasady Wytrzymatosci Two-
rzyw. Glosi ona, ze: wszelki przekrd; myslowo poprowadsony w ciele od-
ksztalconem jest wykonalny istotnie, a possczegolne czesci rozcietego w fen
sposcb ciala odksztatconego, stamowiq rowniez ciala stale, podlegle ogo!-
nym prawom mechaniki.

Zasada ta jest oczywista wtedy jedynie, gdy wyodrebniona czesé
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daje si¢ istotnie wycia¢ z macierzystego ciala stalego, co niewatpliwie
nie zawsze mozna uskuteczni¢ wobec niedokladnosci naszych $rodkéw
technicznych. Tem niemniej prawo powyzsze nalezy & priori uznaé, ja-
ko stuszne bezwzglednie we wszystkich wypadkach, a wigc nawet i wtedy,
gdy wyodraniona czgstka ciata statlego jest znikomo mata.

Aby wyznaczy¢ naprezenia na mocy tej zasady, bierzemy pod uwa-
ge¢ jakiekolwiek ciato stale, pozostajace w trwatym stanie réwnowagi od-
ksztalconej pod jarzmem ukladu [E] sit zewngtrznych i prowadzimy my-
slowo powierzchnig pp, zupelnie zreszta dowolnego ksztaltu [Rys. 1],
dzielac nig ciato rozpatrywane na czesci A i B. '

Oznaczmy przez [A] uklad sit zewnetrz-
nych, dzialajacych na czes$¢ A, przez [B]
ukfad sil, odksztatcajacych drugg czesé¢ B.
W ten sposéb dzielimy catkowity ukiad [E]
na dwa skladowe uklady, co wyrazamy obra-
zowo piszac [A] 4 [B] = [E]. Nadto, cza-
steczki ciala stalego, sgsiadujgce ze sobg Rys. 1.
wzdtuz powierzchni pp, zostaly réwniez po-
dzielone na dwie gromady « i B czgstek, obustronnie rozsianych wzdiuz
tej powierzchni.

Przed odksztalceniem byly one inaczej roztozone. Laczyly je sily
wigzace, skojarzone parami. Nie bylo ruchéw czgsteczkowych, bo sity
wigzqce wzajemnie si¢ znosily, tworzgc zréwnowazony uktad sit wiagzg-
cych [W] ciala nieobcigzonego. Po obcigzeniu pojawily sie dodatkowe
naprezenia odksztalcajgce. Wowczas to wyprowadzone z réwnowagi wie-
z0w czasteczki utworzyly sasiadujace ze sobg gromady « i B. Nastapit
nowy stan rownowagi, przyczem do istniejgcego juz dawniej ukiadu [W)]
sit wigzacych dolgczyt si¢ nowy réwniez zréwnowazony uktad naprezer
obu gromad, powstalych na tle dzialania sil zewne¢trznych, odksztalcajg-
cych. Oba te uklady stanowig zespét sit miedzyczgsteczkowych przekro-
ju, przynaleznych do gromad o i B.

Oznaczmy przez [o] uklad naprezeri, przynaleznych do czastek a,
a dzialajacych na czasteczki P, oraz przez [§] ukiad naprezer, siedlisku-
jacych w gromadzie B, a dzialajgcych na czasteczki . Wobec istnienia
rownowagi odksztatconej, oba powyzsze uklady stanowi¢ musza acznie
zréwnowazony ukiad naprezen przekroju, zatem sity uktadéw [2] i [B] wza-
jemnie si¢ znosza, co wyrazamy obrazowo piszac [a] 4 [8] =0, lub jesz-
cze inaczej [2] = — [B]. :

Zwréémy uwage, ze sity ukladu [«] beda niejako sitami zewnetrzne-
mi dla czastek gromady B, poniewaz wychodza z zewnatrz, z gromady «;
tak samo réwniez sily ukladu [8] beda mialy wszelkie cechy sit zewnetirz-
nych w stosunku do czastek gromady o, jako pochodzace z zewngtrz,
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z gromady B. W ten sposéb cze$¢ A ulega jarzmu ukiadéw [A] i [B],
a druga czes¢ B jarzmu ukitadéw [B] i [«]. Nadto na czgstki obu gro-
mad, sgsiadujgce poprzez powierzchnie dotyku, dzialajg sily wigzgce ukta-
du [W], zupelnie zresztg niezalezne od tylko co wymienionych czterech
uktadéw sit.

Czesci A i B pozostaja w réwnowadze, bo i cate cialo znajduje sie
w stanie trwalej réwnowagi. Jednakowoz réwnowaga obu czes$ci natych-
miast bedzie zachwiana, gdy powierzchnia pp stanie sie powierzchnig
istotnego przekroju a wiec zarazem i powierzchnig rozdziatu ezesci A i B.
Aby si¢ o tem przekonaé, rozetnijmy cialo wzdiuz pp. W tym celu na-
lezy zniszcayl catkowity sespotl sit miedzyczqstecskowych obu gromad o i .
To samo zresztg czyni néz, krajac.

W mysl podstawowej zasady obie rozcigte czgSci winny podlegac
ogélnym prawom mechaniki. Obie sg przytem odksztalcone, a wigc nie-
zmienne w ukladzie czasteczkowym, zachowujg si¢ przeto, jako ciala
sztywne, niezmienne. Jedyne obcigzenie czesci A stanowi obecnie juz
tylko uktad sit zewnetrznych [A], jedyne obcigzenie cze$ci B uktad [B].
W ogélnym wypadku uklady te pojedyriczo wzigte nie sg zréwnowazone,
a zatem i czeSci rozciete nie mogg by¢ w rownowadze. Po rozcigciu
cialo rospadnie si¢ w obie strony.

Chcac temu przeszkodzié, trzeba zréwnowazy¢ obcigzenia rozcigtych
czesci A i B. Najprosciej byloby przywrécié catkowicie stan poprzedza-
jacy rozciecie. Moznaby mianowicie sk/ei¢ rozcigte potowy, tworzac sztucz-
na spoisto§¢ powierzchni dotyku. W tym celu nalezy wskrzesi¢ dzialanie
ukladéw [W] [«] i [B], a zapanuje poprzedni stan réwnowagi ciala od-
ksztalconego.

A zatem tylko co wymienione uktady réwnowazyé muszg dzialanie
ukladéw [A] i [B] na czedci A i B. Poniewaz jednak uklad [W] od po-
zostalych nie zalezy zupeinie, przeto uktadéw [A] i [B] réwnowazy¢ nie
moze. Wystarczy wiec, gdy wskrzesimy jeno dzialanie uktadéw [a] i [B].
Inaczej m6wiac, czg$¢ rozcigta A pozostanie w réwnowadze pod jarzmem
ukladéw [A] i [B], stanowigcych jej obcigzenie zewneirzne po rozcieciu,
a cze$¢ B zachowa swg réwnowage, skoro jg obcigzymy ukitadami {B]
i [a], jako jej przynaleznem obcigzeniem zewngtrznem. Obrazowo moze-
my wypisa¢ warunek réwnowagi cz¢sci A w postaci [A] 4 [f] =0. Po-
dobniez dla czgsci B bedzie [B] -+ [¢] = 0. Stad bezposrednio [g] = — [A]
eraz [a] = — [B],

Uklad napresen, praynalesnych do czqstek jednostronnie rozsianych
wzdius powierzchni, dowolnie wewnqirz ciata odkszlalconego poprowadzo-
nej, rownowasy obcigzenie zewnelrzne ley czesci ciata odksztalconego, kiora
sqsiaduje drugostronnie poprzez owq powierzchnie z gromadaq czqstek roz-
patrywanych.
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Wyzej zaznaczyliSmy, e [a] = — [3], zatem by¢ musi réwniez —
[B] = [A], skad bezposrednio [A] 4 [B] = 0. PoniewaZz jednak z zaloze-
nia [A] -} [B] = {E], przeto [E] = 0.

Obcigzenie zewnelyzne ciala odkszstalconego stanowi zrownowasony
uklad sil.

Inaczej méwiac, sity ukladu odksztatcajgcego winny byé w réwnowa-
dze po odksztalceniu. Zatem wyznaczanie naprezen wkracza w dziedzing
statyki. Przy rozrywaniu sznurka sily ciggnace obu rgk wzajemnie sig
rownowazg. Ten sam sznurek, pociggany za jeden koniec, bedzie sie je-
no wlékt za rgka nieodksztalcony. Stgd widzimy, 2e obciazenia niezréw-
nowazone nie daja odksztalcen, czyli ruchéw wewngtrznych, lecz przy-
spieszenie masy ciala czyli ruch zewngtrzny, Wypadki obcigzeri niezréw-
nowazonych nalezg wigc raczej do mechaniki ciat sztywnych, a nie do
Wytrzymatosci Tworzyw.

Nie braliSmy dotad jeszcze pod uwage ksztattu powierzchni prze-
kroju. Poniewaz, jak to juz wiemy z zaloZenia, przekrdj pp ciata od-
ksztalconego (Rys. 2) jest zupeinie dowolny,
przeto mozemy go mniej lub wigcej uwypu-
kla¢ we wnetrzu ciata odksztatconego w tym,
lub w owym kierunku, pozostawiajgc jednak
bez zmiany pierwotng przestrzenng krzywe
K, lezacq w przekroju p, a zaznaczajgcg sie
jako Slad tego przekroju na powierzchni cia-
ta stalego. Otrzymamy w ten sposéb do-
wolng ilos¢ przekrojéw, oznaczonych cyira-
mi parzystemi po lewej, a nieparzystemi po
prawej stronie pierwotnego zasadniczego przekroju, oznaczonego zerem
na (Rys. 3). :

Wzdtuz kazdego z tylko co wymienionych przekrojéw mozemy wyz-
naczy¢ gromady czasteczek « i f, skupionych odpowiednio po obu stro-
nach przekroju. Do lewych gromad czastecz-
kowych « przynalezg odnosne uktady napre-
zen [a], dzialajacych na prawe gromady cza-
steczek B; z kolei w tych prawych gromadach
czgsteczek siedliskuja uklady naprezen [B],
dzialajgce na lewe gromady czasteczek po-
przez odnosny przekréj. Te prawe i lewe
uklady napregzeri kazdego przekroju wzajem-
wie si¢ znoszg, jako zlozone z naprezer od-
powiednio réwnych, a skierowanych przeciw-
nie. Obrazowo to mozna wyrazi¢ szeregiem réwnan [a}; = — [B8]; gdzie
i=1,2 8, ... Réwnania te warunkujg -rownowage¢ przekrojow, wypes-
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niajqcych wnetrze ciala odksstalconego, a réwnowaga przekrojow stanowi
o0 r6wnowadze wewnetrznej ciala odksztalconego. A zatem we wszysthich
punktach wewnqlrz ciala odksztalconego panujq napreienia, pozostajqce
w rownowadze napicte] na tle dzialania sit sewnetrznych, odksztalcajgeych.

Podobne warunki zachodzgq réwniez i na powierzchni. Skrajne prze-
kroje m i ¢ mozemy niewatpliwie poprowadzi¢ w bezposredniem sgsiedz-
twie powierzchni bocznych = i », stanowjacych wspdlnie powloke zew-
netrzng ciala odksztalconego. Stad wniosek, ze i powierzchnie » i » mu-
szg by¢ rowniez w réwnowadze, inaczej méwiac, 2e czgsteczki ciala, jed-
nostronnie rozsiane wzdtuz tych powierzchni, pozostaja w réwnowadze
trwalej, mimo dziatania sit zewnetrznych na powloke zewnetrzng ciata od-
ksztalconego. Jest to mozliwe wodwczas jedynie, gdy wsréd czasteczek
powierzchni # i » powstang odpowiednie uktady [n] i [r] naprezefi, réw-
nowazgcych dziatanie sit odksztalcajacych. Stowem, powierzchnie 7 i »
sq poniekad przekrojami granicznemi ciala odksztalconego — przekroja-
mi o jednostronnem li tylko skupieniu czgsteczek, podlegajacych dziala-
niu sit zewnetrznych. Naprezenia, przynalezne do gromady tych czaste-
czek zewnetrznych, rownowazone sa dzialaniem sit zewnetrznych. Moze-
my wiec i tu obrazowo napisaé¢ [n] = — |[A] oraz [r] = — [B]. A zatem
sily zewngtrzne, odksstalcajgce, wywolujq rownowasny ukiad naprezen,
praynalesnych do czqsteczek zewnetranych ciala odksstalconego.

Wobec istnienia trwalej réwnowagi dochodzimy do przekonania, ze
naprezenia moga wychodzi¢ poza powloke li tylko w tym wypadku, gdy
powloka znajduje si¢ pod jarzmem sit zewngtrznych, naprgzenia powkoko-
we musza bowiem niweczy¢ dziatanie sit odksztalcajgcych; nie moga wiec
powstawaé tam, gdzie na powloce niema obcigzenia. W takich miejscach
moga jawié si¢ tylko napr¢zenia wewnetrzne, nie wychodzace poza po-
wioke zewngtrzng, a wigc jedynie styczne do powloki ciala odksztalco-
nego. '

Na powdloce ciala odksstatconego, wolnes od jarzima sit sewnelrznych
niema napresen sewnetrznych; jedynie napregemia Sstyczne do powloki mo-
£9 panowac w lem miejscit.

Ten szereg wnioskéw pozwala wyznaczaé cale uklady naprezen prze-
kroju. Chcac z kolei wyznaczyé poszczegélne napr¢zenia ukladu, rozpa-
trujemy:

§ 5. Naprezenia przekrojéw plaskich ciala odksztalconego.
Wobec znikomych odleglosci pomigdzy czasteczkami ciata statego, obszar
dzialania naprgzeri wydaje si¢ by¢ nader ograniczonym, mozemy wiec
$mialo zalozyé, iz dzialanie naprezer nie sigga zbyt gieboko, rozszerza-
jac sie jedynie na czgsteczki bezposrednio ze sobg sasiadujgce poprzez
powierzchnie przekroju. Nadto zakladamy, Ze czgsteczki sa jedmostasnie
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rosdosone wzdluz powierschni przekroju. To zalozenie odpowiada istotnej
budowie wewnetrznej ciala jednolitego, poniewaz cialo tego rodzaju sta-
nowi uktad czasteczek jednostajnie skupionych w kazdym punkcie tego
ukladu. Dla ciala niejednolitego bgdzie to zaledwie przyblizony obraz
warunkéw istotnych, poniewaz jednak w budownictwie technicznem sto-
sujemy wytacznie prawie ciata jednolite [2elazo zlewne, stal] przeto przy-
puszczenie powyzsze jest zupelnie uprawnione w przewaznej wiekszosci
wypadk6éw, a wystarczajaco zblizone do rzeczywistosci dla reszty.

Jezeli nadto, zamiast przekroju dowolnego ksztattu, rozpatrywaé be-
dziemy prsekrdy plaski, tnac ciato odksztalcone ptaszczyzna, to po obu
jej stronach bedziemy mieli gromady czasteczek powiazanych naprezenia-
mi. Gromady te beda plaskie o jednostajnej, cho¢ znikomej grubosci.
Stanowi¢ beda sciamy przekroju. Wobec znikomej grubosci obie te war-
stwy moga by¢ rozpatrywane, jako pola materjalne o jednostajnem skupie-
nin czasteczek, to jest, inaczej méwiac o niezmicnnes g¢stosci. To znaczy,
te w jednostce pola, gdziekolwiek wyznaczonej na Sciankach przekroju
plaskiego, ilo$é czgsteczek pola materjalnego jest zawsze ta sama. Stad
wniosek oczywisty, ze pole przekroju plaskiego jest miarg ilosci czaste-
czek, rozsianych wzdtuz tego przekroju.

To tez zamiast naprezen, siedliskujagcych w czasteczkach przekroju,
lub do nich przylozonych, mozemy rozpatrywaé naprezenia, przynalezne
do jednostki pola, jako wyobrazicielki pewnej ilosci czasteczek przekroju
ptaskiego. Tego rodzaju naprezenia zowiemy mnapreseniami jednostkowe-
mi i wyznaczamy ich warto$é¢ w jednostkach sity na jednostk¢ przekroju
— a wiec w kilogramach na centymety kwadratowy [K¢/cn?]. Przez te
jednostke przekroju przechodzg réznokierunkowe naprezenia migdzycza-
steczkowe, przynalezne do poszczegdlnych drobin. Skoro wigc miasto
tych wszystkich naprezen czasteczkowych rozpatrujemy jedno napreZenie
jednostkowe, to tym samym bierzemy niejako ich $rednig wartos¢, co jest
dostatecznie uprawnione przy nieznaczaych wymiarach jednostki pola.
Latwo sie o tem przekonaé. Niech = oznacza przypuszczalng ilos¢ cza-
steczek w jednostce pola rozpatrywanego, a ¢ (lacifiskie tensio = napre-
2enie) oznacza naprezenie jednostkowe, panujqce w tem polu; iloraz #:#
da warto$¢ $rednig naprezenia dla czasteczek jednostki pola. Bedzie ona
tym bardziej zblizona do istotnej wartosci naprezeri migdzyczasteczko-
wych, im jednostajniejszy jest rozkiad naprgzen czgsteczkowych w polet-
ku, a wiec im ono jest mniejsze, a tworzywo bardziej jednolite. Dawniej
wymiary poletka brano nader nieznaczne, bo wynoszace zaledwie mili-
mely kwadratowy, z czasem przekonano si¢ jednak, iz pole cm?® zupelnie
wystarcza, to tez jest ono dzistaj powszechnie stosowane.

Ze naprezenia jednostkowe stanowig znacznie $cislejszq miare istot-
nych naprezeri miedzyczasteczkowych dla ciala jednolitego, niz dla ciata
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réznolitego, o tem z tatwoscig mozna si¢ przekonaé rozumwjagc w sposib
nastepujacy: wezmy w przekroju plaskim ciala odksztalconego dwie jed-
nostki pola o naprezeniach jednostkowych réwnych. W ciele jednolitem
liczba czgsteczek bedzie niewatpliwie ta sama dla obu poletek, przeto czg-
steczki obu jednostek pola bgdg ulegaé jednakowym $rednim naprezZeniom
Z:n miedzyczgsteczkowym. Tutaj wiec naprezenie jednostkowe stanowi
dobra miare naprezen miedzyczasteczkowych.

Inaczej atoli rzecz si¢ ma dla ciata niejednolitego. Tu ilos¢ czaste-
czek bedzie wogodle rézna dla obu poletek: », czasteczek pierwszego be-
dzie ulegato Sredniemu napre¢zeniu t: », podczas gdy =, czasteczek dru-
giego bedzie pod jarzmem napre¢zenia sredniego t:m,. Tu wigc przy
jednakowych napr¢zeniach jednostkowych czgsteczki obu poletek nie sq
jednakowo naprcione. Stad wnioskujemy, ze w ciele yednolitem odksztal-
conem napresenie jednostkowe stamowi miare Sredniego napresenia czqste-
czek jednostki pola przekroju plaskiego, podcsas gdy w ciele niejednolitem
stanowi ono zaledwie miare napresen miedsycsqsteczkowych prayblizong.

Wobec jednak braku jakichkolwiek danych, dotyczacych stopnia sku-
pienia czgsteczkowego w cialach niejednolitych (ciala widkniste, kamie-
nie, drzewo), zmuszeni jesteSmy mimo to rozpatrywaé naprgzenia jednost-
kowe, jako miar¢ naprezern migdzyczasteczkowych; czynimy to jednak
z ostrozno$cia nalezyts.

Oznaczmy wiec raz na zawsze przez f5S/cu® naprezenie jednostko-
we, panujgce w danej jednostce przekroju plaskiego, dowolnie przez cia-
to odksztalcone przeprowadzonego. W ogélnym wypadku wartosci # be-
dg rézne dla poszczegdlnych punktéw przekroju; moze si¢ jednak zda-
rzyé, ze ¢ bedzie geometrycsnie jednakowe dla wszystkich punktéw prze-
kroju, a wtedy mOéwimy, ze przekréj jest jednostajnic napresony. W obu
wypadkach zadaniem Wytrzymatosci Tworzyw jest wyznaczy¢ wartosci
naprezen jednostkowych dla poszczegélnych punktéw przekroju.

§ 6. Wyznaczanie napre¢zefi jednostkowych przekroju pla-
skiego ciala jednolitego. Bierzemy pod uwage przekr6j plaski p ciala
jednolitego odksztalconego. Jego rozcigte czgsci A i B pozostajg pod
jarzmem odno$nych uktadéw [A] i [B] sit zewnetrznych odksztalcajgcych.
Po obu stronach przekroju, w gromadach czgsteczkowych o if siedlisku-
ja uktady naprezeri [«] i [8]. Poniewaz [o] = — [i] oraz [A] = — [f]
i [B]=— [o], przeto mozemy rozpatrywa¢ uklady ([A] i [g]; stanowigce
obcigzenie jednej tylko czesci ciala obcigzonego, dajmy na to czesci A.
Chcac warunek [A] 4 [¢] = 0 wyrazi¢ w postaci zwyktych warunkéw réw-
nowagi ukladéw sit [A] i [f], bierzemy pod uwage uklad osi spéirzednych
prostokatnych, obierajgc poczatek osi ® gdziekolwiek w plaszczyznie
przekroju (Rys. 4), choéby nawet poza jego obwodem. Osie o, o ukla-
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damy jakkolwiek w plaszczyznie przekroju, a o$ of prowadzimy prosto-
padle do tej plaszczyzny. W ukladzie tylko co obranych osi spdtrzed-
nych wyznaczymy spéirzedne g m ¢ zu- zZ
pelnie dowolnego punktu ., lezace w prze-
kroju, przyczem oczywiscie { =0. Oznacz-
my jak zwykle przez #XG/cy’ napr¢zenie
jednostkowe, panujgce w punkcie . Jezeli
przez dF = d&dn oznaczymy rézniczke po-
la, przynalezna do punktu . (§, 7, o) to
poletko dF cm?® podlegac bedzie dziataniu
sity elementarnej fdF kg, a uklad sit #dF
poletek calego przekroju bedzie niewatpli-
wie uktadem [3], o ktérym byla mowa nie-
co wyzej. Wobec zupeinej niezmienno$ei
przestrzeni migdzyczgsteczkowych ciata od-
ksztalconego, jego cze$¢ A zachowuje sig
jak cialo sztywne, mozemy wigc sprowa-
dzi¢ ukiad [A] sit zewnegtrznych, odksztal-
cajgcych do poczatku spélrzednych o jako
o$rodka sprowadzenia, a otrzymane w ten sposéb wypadkowe sifa R
i moment M zastapig dzialanie uktadu [A], réwnowazac zarazem ukifad
sit ZdF przekroju.

‘ Oznaczmy skladowe naprg¢zenia jednostkowego przez #, Ly % Mno-
23c je przez dF otrzymamy skladowe sity /JF. Poniewaz skladowe Ri M
sq odpowiednio Rg, R.,], R, i Mg, M,, M przeto warunki réwnowagi
obu uktadéw z tatwoscig otrzymaé mozemy piszac

Re =— ZtédF R — Zt.qu Rr == chdF,

Mg = Y[7#dF — Cz‘ n@F} = Z*qz’ch ......... (1)

M, = E[¢fedF — &tch] — X&#dF,

MC = 4-[-_,1‘ dF — ntedF).
Prawe strony tych réwnan wypisaliSmy bez znakéw ujemnych, wyznacza-
liSmy przeto naprezenia ukifadu —[#] czyli ukladu [«], co zreszig nie gra
zadnej roli, wobec tozsamos$ci obu uktadow napre¢zeri. Z réwnosci tych
niepodobna wyznaczyé skladowych naprezer bez zatozern dodatkowych.
W ogélnym wypadku sktadowe %y, ty, Iy majg wartosci rézne dla posz-
czegdlnych punktédw przekroju, sg wu:c Sunkcjami spotrzednych €, n tych
punktéw. Nadto od czasu nie zalezg zupelnie, mamy iu bowiem do czy-
nienia z cialem juz odksztalconem o wartosciach naprezeri trwale ustalo-
nych. Mozemy przeto napisa¢ 7% = 8, 1), by = (&, ), fy = v, ),
a w réwnaniach (1) miasto sum podstawi¢ wszedzie znaki catkowania
po dF. =

Uzalezrienie lgy by B od wspéirzednych punktéw przekroju datoby
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mozno$¢ ustalenia praw zmiennosci naprezeri, gdybysmy mogli wyzna-
czyé ksztalt tylko co wypisanych funkcji. Poniewaz jednak nie znamy
go, przeto idziemy zwyklg w takich razach droga: nadajemy tym funk-
cjom posta¢ mozliwie najprostszg i badamy wyniki otrzymane. Gdy te
okazg si¢ zgodne z doswiadczeniem, wnioskujemy o trafnym wyborze
funkcji. W razie przeciwnym obieramy inng zawilszg postaé. Najprost-
szym ksztaltem beda funkcje /Jinjowe wspoétrzednych &, 4, Ta posta¢ zda-
je si¢ odpowiada¢ warunkom istotnym w pewnych prostych wypadkach,
nalezy przeto zbadaC zalozenie funmkeji linjowych ty = a& 4 bn 4+ ¢,
tg=d+ en+ f, & = g& - /m -, zawierajacych stale wspéiczynniki,
ktére nalezy wyznaczy¢ z warunkéw réwnowagi (1). Po podstawieniu
otrzymamy:

Re = a /SdF + 6 [naF + ¢ ['dF,

R, = d[€dF + ¢ [1dF + f [ dF,

R, = g [&dF + h [ndF + j ['dF,

M = g [€1dF + 4 [?dF + j [1dF,
M, =— g [ &dF — h [éndF — j [GdF :
M¢=d [$dF + ¢ [SndF + f [CdF — a [&dF — b [12dF — c [naF

Te réwnania mozna uprosci¢, obierajgc poczatek osi spéirzednych
w Srodku masy O przekroju. Spétrzedne &,m, tego Srodka czynig zadosc
réwnaniom F§, =/§dF, F1, =_/"qu, gdzie F oznacza pole przekroiu,
a catki / &dF, / ndF sg to tak zwane momenty statyczne przekroju. Z tego

srodka prowadzimy o$ OZ:prostopadle do przekroju, pozostate dwie osie
OX, OY kierujemy wzdtuz gfdwnych osi przekroju. W ukladzie tych no-
wych osi spoirzedne punktu p. beda odpowiednio x, y oraz z=o, ilo-
czyn dF =d x dy da rézniczke pola, a skladowe naprezenia jednostko-
wego bedg, jak pierwej, funkcyami odnosnych wspéirzednych linjowemi:
ty=ax—+by+c¢ ty=dx+ ey + [, t,= gx + by ;. Zazwyczaj ozna-
czamy Z przez Ty, #y przez Ty oOraz Z, przez .. Nieco dalej wyjasni-
my tres¢ wewnetrzng tego znakowania. Nadto skltadowa sity R réwno-
leglta do osi OZ, oznaczamy przez S, sktadowg, lezacq w przekroju przez
T, a rzuty tej ostatniej na osi OX, OY odpowiednio przez Ty, Ty. Skla-
dowe momentu M niech bedq My, My oraz M; =M,. Z réwnan staty-
ki otrzymamy :

T, = a [%dF + b [ydF + ¢ [dF, Ty = d [xdF + ¢ [ydF +
-+ /[ dF, S =g [%dF + k [ydF + j [dF
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My = g ["xydF + I [y*dF +  [ydF,
M, =— g‘/ﬁx'-‘a’F — /1'/1xde —jf xdF.

M, = d [x*dF + ¢ [xydF + f [%dF — a [xydF — b [32dF — c [ydF.
Tutaj przedewszystkiemh/“a’F =F a nadto/'.m’F = /de = O, poczatek
bowiem osi lezy w Srodku masy przekroju. Catka I; :/'_y’a’F stanow”
tak zwany smoment bezwladnosci prackroju wzsgledem osi OX, a catka
I y=/x2a’F — wzgledem osi OY, wreszcie catka Jyy :_-/x_ya’F — moment
odsrodkowy prackroju wsgledem osi OX, OY. Nizej udowodnimy, ze dla
osi giéwnych Jyy =o, a zatem Ty =cF, Ty =,F, S=,F, M=

Z tych réownosci mozemy wyznaczyé wszystkie wspélczynniki, précz
a, b, d, e, bedziemy mieli przeto wzory dla sktadowych napreZenia jed-
nostkowego: ‘

e Ty
t = ax -+ by+—F~=Ty, ty = a’x—}—ey—}——l—:;—::":x, 1y = — —— &

M S '
_}__J_}_y_}_ R W celu ujednostajnienia tylko co otrzymanych wzoréw
X

mozemy jeszcze dodatkowo oznaczyé
H - K L N

”:_7;' b:—]—;' dzj—y‘, =7
a otrzymamy postaé ostateczng wzoréw:
g H K 4 2%, ! L N
= — =) e (s = - 4) -
- -/'rx jxj F g ij+.]xJ+

M, M. oY
tg——j—y'—x—}—j—x'_y—l—'ﬁ—ﬂs P (3)

Spétczynniki K, L czynig tu zados¢ réwnaniu K+ L =M,, zaleza
zatem wylgcznie od tej skiadowej momentu, pozostale dwa H i N, jako
nie objgte warunkami (2), nie dajg si¢ wyznaczy¢ w wypadku ogélnym.
‘W szczegdlnym natomiast mozemy niekiedy wyznaczy¢ ich warto$é z wa-
sunkow dodatkowych, dotyczacych powitoki ciata odksztalconego. Wezmy
pod uwage jakikolwiek punkt p,, lezgcy na obwodzie przekroju. Jego
~ spélrzedne x,y, czyni¢ bedg zado$¢ réwnaniu obwodu K(x, y) = O
Sktadowe naprezenia, panujgcego w tym punkcie beda odpowiednio

B SE T L s e
’xo=_7; iy el Ly o t_y;)::ijo—l"j;yo—l'"p_'

2
e et
_],‘ o T, i

| Mozemy je

zresztq przedstawi¢ nieco inaczej, w postaci sum sktadowych trzech na-
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prezen, piszac f, = 1y o Uy Wy, Ly =11y + v, +w,, gdzie przez
1, %, Oznaczylismy sktadowe napr¢zenia, lezgcego na normalnej ob-
wodu, przez v, v, skladowe naprgzenia stycznego do obwodu, wreszcie
przez w,, w, sktadowe naprg¢zenia 7': F, panujacego zresztg we wszyst-
kich punktach przekroju, jego bowiem rzuly w, = T, : /[, wy, =T, : F
stanowig stale wyrazy ogélnych wzoréw dla /7., t,. Zalézmy, ze na-
pr¢zenia v majg kierunek wspoiny na calym obwodzie przeciw strzalce
zegara, Ze napr¢zenia » wychodza poza przekréj (Rys. 5); proste rozwa-
Zzania geometryczne dadzgq nam wzory
iy xo_"g , Uy Uy
— 1y d%, + wydy, = O oraz dxo=—(?}—,;.

Poniewaz nadto, rézniczkujgc, mamy
oK oK .
5 ax, + I dv, = O, przeto ostatecznie

otrzymamy dwa réwnania warunkowe postaci:
 [RK — e AL oraz v ks -1
P Vo | T o iz

Rys. 5. + 2, oK = O, ktére si¢ winny wypetnia¢

tozsamosciowo dla wszystkich punkiow obwodu.

Odksztatcenia powloki zewnetrznej moga byc¢ dostrzezone z fatwo-
$cia, to tez w niektérych prostszych wypadkach otrzymujemy na tej dro-
dze dostateczne wskazéwki co do kierunku dzialania napre¢zeri, mozemy
przeto wyznaczy¢ # i v. Zwazywszy nadto, ze

H K L N
Ly == Ve == —— Xg — — — Yo OFaz i, 4 v, = —/— x —— 4%, W pew-
U,y =t Ua ./y Xy ]_;\- Yo ”,,V_l 'y ]y ’\’0+ Jx Yo P
nych wypadkach okreslimy brakujace spétczynniki X, H, L, N,

Tq droga ostatecznie otrzymane wzory dla skladowych naprezeri od
powiadajq istotnym warunkom w nastgpujgcych prostych wypadkach ob-
cigzenia odksztalcajgcego.

1. WYPADEK A. Zewnetrsny uwktad [A] sil odksstalcajqeych spro-
wadza si¢ do pojedyiiczej sily S, prostopadley do prsekroju plasikiego,
a pyzylozone; do srodka jego masy, Jest lo wypadek Sciskania lub yoz-
ciqgania.

2. WYPADEK B. Uklad [A] sprowadza si¢ do pojedyrcses sily T,
lesqce w przekroju. Jest {o wypadek Scinania.

3. WYPADEK C. Uklad [A] sprowadsa sic do pojedyricsego mo-
mentu M,, prostopadlego do przekroju. Jest to wypadek skrecania,

4. WYPADEK D. Uklad [A] sprowadza si¢ do momenléw M,



M, lezqeych w prsekroju, oraz do sily S, prostopadie; do tego przekroju.
Jest to wypadek sginania.

§ 7. Przyklady i ¢wiczenia. 1. By unaoczni¢ przebieg pow-
stawania napr¢zeri w przekroju, bierzemy kawatek skoéry (Rys. 6), roz-
cinamy go wpoprzek posrodku, przebijamy otworki wzdiuz
obu brzegéw przekroju, i, przewlekajac sznurek gumowy
przez te otwory, trwale lgczymy oba kawaiki tak, aby
krawedzie przekroju si¢ zeszty. Wymaga to niewatpliwie

_pewnego natezenia sznurka gumowego. W ten sposéb
stworzyliSmy sztuczny obraz przekroju ciata statego. Sze-
regi dziurek obustronnie wzdiuz brzegéw przekroju roz-
siane, wyobrazaja gromady czgsteczek przekroju; sznu-
rek zastepuje wigzy tych czastek, ajego natgzenie dziata,
jak sity wigzace. Dzieki im obie polowy A i B zacho-
wuja sie jak jedna calosé. Wleszamy je pionowo na lin-

ce, przedzierzgnigtej przez gorny otwér C, przez dolny S
otwér D przewlekamy druga linke z szalkq do cigzarkéw.

Nieznaczna waga calosci niewiele zmieni w uktadzie, do- Accd
piero gdy na szalke pctozymy ciezar Q, utworzy sie w miej-

scu rozcietem szpara mniej lub wigcej szeroka. Linka prze- Rys. 6

niosta dzialanie cigzarow na dolng cze$¢ skory, ta znow

. oddata je sznurkom wigzacym: powstaly w nich naprgzenia odksztalca-
jace, sznurki poczely si¢ wydiuzaé, wreszcie sprgzystosé gumy wywo-
lala naprezenia oporowe, ktdre zahamowaly odksztalcenia. Nastgpit
stan rownowagi. Po dodaniu nowego ciezarka szpara powigksza sig,
napr¢zenia w sznurkach rosng; natomiast po zdjeciu tlego cigzarka
szpara maleje wraz z naprezeniami, Zupeinie tak samo dziala kazdy
ciezarek nastgpny — ostatni wywola nadmierne naprezenia: pegkna
sznurki wigzace. Potézmy gze dwa ciezarki na szalke i rozetnijmy
wszystkle sznurki wigzace. Uklad rozpadnie sie: czgs¢ doina oddzieli
sie od gdérnej, przestang bowiem dziata¢ naprezenia, utrzymujgce row-
nowage odksztatcong uklsdu. Moznaby jednak czes$¢ jego dolng -utrzy-
maé w.rownowadze, zastgpujgc tylko co zniszczony ukiad naprezen
== odpownedmm ukiadem sit zewneirznych, rownowaZacych ciezarki
— wtedy réwnowaga caiosci trwalaby i nadal bez zmiany. Gdybysmy
chcieli jednak powrdci¢ do stanu, poprzedzajgcego rozcigcie sznurkow,
to oprécz uktadu sit, rownowancvch cigzarki, trzebaby jeszcze powo-
la¢ do zycia uklad dodatkowy, zastgpujgcy dziatanie sii wigzacych.
Wtedy obie czesci nie tylko pozostalyby w dotyku obok siebie, lecz
nadto stanowilyby jedng catcs¢, jak przed rozcigciem sznurkéw wig-
zgcych. Nalezy tu jeszcze podkreéllé 2e naprezenia od sit wigzgcych
nie zalezg, muszg bowiem réwnowazy¢ cigzarki polozone na szalce.
Ten prosty przykiad wyraZnie wigc zaznacza réznice, zachodzaca po-
migdzy sitami wigzacemi a naprQZemaml, powstajgcemi na tle dziala-
nia sit odksztalcajacych.

Stosujgc miasto sznurkéw gumowych — sznprki z tworzywa roz-
ciggliwego, mozemy - unaoczni¢ powstawanie odksztatceri wniej lub
wigcej trwatych, bo tego rodzaju wigzy po zdjgciu z szalki cigzarkéw
pozostang jednak nieco rozciggniete, rozciete korice skéry nie zejdg
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sig, odksztalcenie bgdzie trwato nadal po odciazeniu. Tutaj obcigzenie
zewngtrzne zmienito ukiad sit wigzgcych.

. 2. Przy danem obcigZeniu zewng¢trznem naprezenia przekroju sg
$cisle okreslone. Nie mozZemy przeto wyznaczac dowolnie sktadowych
naprezen, poniewaz w ogélnym wypadku réwnania 4, = 4, 4, = B,
#, = C wylaczaja si¢ wzajemnie, sg bowiem w nadmiarze. Z trzech
réwnan trzeba wyznaczy¢ dwie niewiadowe — spéirzedne punktu o da-
nej wartosci naprgzenia. Stad wniosek, 2e 4, B, C nie moga by¢
obierane dowolnie, Wyznacznik tych trzech réwnan musi byé réwny
'zeru, stowem musi istnie¢ pewna zaleZnoSé f(4, B, C)= 0O, aby

naprezenie
t=y &AL B ¢

bylo istotnie jednem z naprezer uktadu, wtedy bowiem mozemy wy-
znaczy¢ spéirzgdne punktu, w ktérym panuje owo z géry okreslone
napr¢zenie. Ten punkt moze jednak nie leze¢ w przekroju. Wy-
znaczmy réwnanie obwodu przekroju rozpatrywanego w postaci
K(x, vy) = O. Skoro K(x, y) staje si¢ zerem na obwodzie, to dla
wszystkich punktéw przekroju jest jednakowego znaku taklego, jaki
przynalezy do srodka przekroju, gdzie x =y = O, W ten sposdb,
badajgc znak funkcji K(x, y) z tatwoscia mozemy okresli¢, czy punkt
wyznaczony lezy w przekroju. Stanowi to drugi warunek konieczny.

3. NazwaliSmy przekrdj jednostajnie naprg¢zonym, gdy wszystkie
jego naprg¢zenia byly geometrycznie réwne. Wtedy 4, = 4 & const.
t, = B = const. {; = C = const. Warunki rownowagi statycznej be-
da tu

Ty =/ t,dF= AF, T,=[t,dF= BF,
S = [t,dF = CF, M, /yta’F C[ydF = 0,
M, = —/xzde= — CfxdF = O,

My = [xt,dF — [yt,dF = B [xdF — A4 [ydF = O.
Wynika stad, ze

R=V I+ 1T,/ FS*=Fy A+ B+ C*=1¢F oraz M = O.

Przekrdy moze byc jednostajnie mapresony jedynie wiedy, gdy
ukiad sit odksztalca]qc_yc/z po sprowadzenin do Srodka pr..,e/ero]u d{ljt’
wypadkowy moment rowny zeri.

Jest to warunek konieczny, lecz nie dostateczny

4. Wyznaczmy $rednig warto$¢ naprgzenia przekroju, czyli jego
$rednie naprezenie. Skiadowe tego naprezenia wyznaczg si¢ z réwnan

F =/ t.dF, t,,F = [ t,dF, 1,,F = [ 1,dF.
Czyh wxec
1oF = Ty, 0= Tk £ =8 st d

y'
R
—-Vtz;\s‘i"tys‘l"tss 7;"'
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Srednie napresenie przekroju rowne jest sile wypadkowej, jaka
daje odnosny uklad sit od/eszta{ca]qcych po sprowadzeniu do Srodka
przekroju, dsielones prez pole praekroju. Jest to wynik ogéiny, nie-
zalezny od postaci funkcji naprezen.

5. Wychodzac z zalozenia funkcji linjowych, otrzymamy dla
$rodka przekroju, gdzie x = y = o skladowe naprezenia

T, L S
lyo = ¢ tyo = T,y: leo = F

Zatem Zy, = Iy, {1'(') T {ys: lgo = lgs-

W $rodku przekroju panuje napr¢zenie réwne s$redniej wartosci
naprezen.

W zaloteniu funkcyi linjowych skladowych napregen praekroju,
jego napresema Srodkowe i Sredmie sq rowne.

ROZDZIAL DRUGL
MOMENTY PRZEKROJOW PLASKICH.

§ 1. Wyznaczanie momentéw przekrojéw plaskich, Weimy
pod uwage przekrdj plaski ciala jednolitego (Rys. 7), czyli pole F ogra-
niczone obwodem K. Krzywg K okreslamy
réwnaniem K(§, 1) = o w ukfadzie osi pro-
stokatnych «f, v, lezacych w przekroju.
W poprzednim rozdziale otrzymali$my, précz

pola F=/dF, catki nastepujgce:

f ndF = Fy — moment stalyczny wzgledem
ost w8,

EdF = F,, — moment sialyczny wzgledem osi o1,

3 7 Lycany wzg

f WdF = Ji — moment bezwladnosci wzgledem osi wf,
f §2dF = Jq — moment bezwladnosci wegledem osi ov, oraz

/ EndF = Jgn — moment odsrodkowy wagledem osi w§, oy,

We wszystkich tych'catkach dF = didy oznacza rézniczke pola, a ca%ko-
wanie winno sie rozszerzaé na caly przekr6j. Sa to wigc catki podwdjne
typu / E™q"d3dy. Granice calkowania po 7 beda w nich wogéle zalezne
od § i okreslg sie, jako pierwiastki réwnania K (&, m) = o; granice catko-

warta po & beda state, wyznaczyé je mozna w postaci pierwiastkéw réw-
nania, ktére otrzymamy, rugu]qc 7 z réwnan

K(E-, .,‘) — 0 aK(“.n "1)

o = O.
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Wychodzac z rozpatrywania calki, jako granicy sumy, z latwoscia
mozemy dla tych wszystkich powyzej ustalonych momentéw przekroju
wypowiedzie¢ nastgpujgce twierdzenie:

Moment przekrosu zlosonego rowny jest sumie odpowiednich moinen-
16w czesci prackrosu, branych wsgledem tej samej osi.

W.ogélnym wypadku wartosci momentéw zalezg od uktadu osi spét-
rzednych. Momenty Fi, F,, J., mogg by¢ przytem dodatnie, ujemne
lub réwne zeru, pozostale za§ F, J:, Jq sa rdzennie dodatnie. Widzie-
lismy juz, 2e zerowym wartosciom pierwszych trzech momentéw odpo-
wiada najprostsza posta¢ skladowych naprgzeri — trzeba wigc umie¢ obrac
uktad odpowiednich osi spéirzednych, aby mozliwie najwieksza ilo$¢ mo-
mentéw miata wartos¢ rownq zeru. ~ W tym celu przedewszystkiem wy-
znaczamy:

§ 2. Osie $§rodkowe przekroju. Wyznaczamy spétrzedne &7,
srodka przekroju O, ktére, jak wiemy z mechaniki, czynig zado$¢ réwna-
niom F§& = Iy, Iy = Iy i umiészczamy w tym punkcie poczatek no-
wych osi spéirzednych OX,, OY,, réwnolegtych do starych, a wigc réw-
niez prostokatnych. W uktadzie tych nowych osi srodkowyc/s ponownie
wyznaczamy momenty przekroju. Opierajac si¢ na wzorach przejscia od
starych do nowych osi spétrzednych E=¢& -+ %, 1="1 -+, moze-
my poprzednio rozpatrywane calki wyrazi¢ za pomocgq nowych, zwazyw-
szy, 2e dF = dfdy = dx,dy, = dF,. Bedziemy przeto mieli kolejno

Fy =/ (1 + 30dF, = Fuy + [yodFy = Fig + Fo,
F-q=/(£o+xo)dFo=F£o+Fo
Jo=[ (4 90%dF, = Fu* + 21, [3dF, + [y,2dF, —

= Fne® + 200 F 0 + Jxo- i

Jo =) Gort m)dFy=F&t 2%, [mdF ot [50dF= F&t-26Fy0+Jyo-
Jen =S G + 2t + 3)dF, = Fésto + & /30l + [ xodFy +
+,/xoyodFo == Feono a0 SoFxo i 'ﬁoFyo o jxyo-
Wiemy z zalozenia, ze F'§ = F, oraz Fy, = F, a zatem z pierwszych
dwéch réwnari mamy bezposrednio .Fy, = Fy, = O. Poniewaz wobec
dowolnoscl osi w, o kierunek osi 0X,, OY, jest réwniez zupelnie dowol-
ny, przeto moment statycsmy prsekroju, brany wsgledem osi Srodkowej jest
rowny .zeru.

W dalszym ciagu, wobec Fy, = Fy, = o, mamy Je = Jyo-t F'0o%,
Jo=Jypo+F E,2 stad: moment bezwladnosci przekroju wzgledem dowolnes
o0si rdwny jesi momentows bezwladnosci wzgledem osi Srodkowej, rownole-
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gley, dodanemu do pola przckroju, pomnosonego przez kwadrat odleglosci
tej osi dowolnej od Srodka prsekrosu.

Wobec £y, = Fy, = 0 mamy réwniez Je, = Jyyo -+ F&y1e, skad
moment odSrodkowy praekroju wzgledem dowolnych osi spotrzednych pro-
stokqinych rowny jest momentowt odsrodkowemu wzgledem osi Srodkowych

réwnoleglych, dodanemu do pola przekroju, mnozonego przez iloczyn od-
beglosci tych osi dowolnych od srodka przekrosu.

§ 3. Osie gléwne przekroju. Idac dalej po drodze tu wyzna-
czonej, bierzemy pod uwage nowy uktad osi OX, OY, srodkowych, two-
rzacych kat « pomiedzy osiami OX i OX, i znéw w uktadzie tych osi wy- ,
znaczamy momenty przekroju. Sa to osie Srodkowe, zatem dla nich
./tvdF= Iy =o, /xa’F= Fy = o, nadto poniewaz x=x,Cosa - y,Stna,

y = — x,Sina. + y,Cosa. oraz dF = dxdy = dx,dy, = dF,, przeto
s =/‘[— xoStina -+ y,Cosaj?dFy = Jy, Cos?a 4]y, Stin’a — [y Sin 22,
Jy =./‘[xo Cosa. ~+ 3, Sina] 2dFy = JzoSinta ~+ Jy, Cos?a + [y Sin 22,
Jxy _—_./’[xoCosa + 9,Sina][— x,Sina + y,Cosa] dFy = — ]yOSz'naCosa -+
+Jxyo [Cos?a—Sin?a] - JoSinaCosa =[5 [Jxo—Syo] Sinn 20~ JreyoCoS 20,
Dobierzemy kat « w taki sposéb; aby J,, = o. Uklad osi 0X, 0Y, do
tej wartosci « = «, kata przynalezny, zowiemy uktadem osé géowmych
przekroju. Dla tych osi

Sy =2 [Jxo—Tyol Sin 20, + JxyoCos 22y = 0
stad Zg 29, = 2].:910 : [j_yo"'jxo]-
Wyznaczmy kat «, czyniacy zados¢ temu warunkowi. Précz o, czynié
mu bedzie zado$¢ jeszcze i % -+ */,, mozna wigc zawsze znaleZé dwie

wartosci kata «, rézniace sie o kat prosty, a wyznaczajace kierunki ost
glownych przekroju. Dla tych osi /., = o, ta wartos¢ wyrdznia uklad osi
gtéwnych z posréd innych ukladéw osi srodkowych, przynaleznych do
réznorodnych wartosci kata a.

Istnieje i druga wlasnos¢ osi giéwnych. Wyznaczmy pochodne

dJx

da T 2 Cosa Sina [ vo + 2Sina Cosa [y — 2 Cos 20 Jxyo =
=Jyo — Jxol CosQa{tg-ga_b_o_ﬁrjo;}

g \

'—d'—]:— = 2 Sina.Cosa [, — 2 Cose Sina. Jy, + 2 C0s 22 Jryo =

- 2 xV0
— [Jyo — Jxo] Cos2 a{ te 2 _f}-o if’/x_o}
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d°Jx :
gt = 2Cos 20 [Jyo — Jxol + 4 Sin 20y =
= 4 jx_yoCOS 2!1{'—]2—12 _I_ l‘g 20.}
2]xyo
aj, .
7 Ela 2 Cos 2a. [f_yo — Jxol — 4 Sin2a jx_yo —

=—4 Jx_yoCOSQa{jyo — Jxo . 18 fg?a}
2 Jxyo

Widzimy stad, Ze drugie pochodne sa zawsze réznych znakéw,
a pierwsze stajg sie réwne zeru dla «, lub a, -+ */,; te wartosci wyzna-
«zajga, jak wiemy, kierunki osi glownych przekroju Zatem odwrotnosé
znakéw drugich pochodnych wskazuje, iz mamy tu do czynienia z naj-
wiekszo$cig i najmniejszo$cia momentéw. Stad: tsiniejg zawsze dwa wza-
jemnie prostopadle kierunki, odpowiadajgce najwiekszosci i najmniejszosci
momentow bnzwladnosei prazekroju, branych dla osi srodkowych.

_ Oba te kierunki dajg w istocie rzeczy jeden i.ten sam uktad krzy-
zujacych sig osi glownych przekroju, z ta jeno rézmica, ze przy a—=a,+1-%/,
osie sg obrécone o kat. prosty. A wiec, gdzie przy « = a, byla 0§ OY,
tam przy o = a, -} ¥/, bedzie o§ OX, gdzie byla 0§ OX ujemna, tam
leze¢ bedzie 0§ OY dodatnia. Stowem, osie be¢da przemianowane. Po-
niewaz jednak przemianowanie osi powoduje przemjanowanie catek J,,
j}, na ]},, Jx, przeto kat ¢, wyznaczy maximum i minimum momentéw
w sposéb odwrotny, niz kat «y 4 */,, Widaé to réwniez bezposrednio
ze wzor6w wyzej wyprowadzonych, mamy bowiem Cos 2¢, = — Cos(2¢,-}
-+ =), co powoduie zmiang znaku obu wtdrych pochodnych przy zmianie
ay na ag ~+ /.

Najwickszosci & najmniejszosci momentow beswladnosci praekroju wy-
znaczajq kierunki jego osi glownych prostokqinych Srodkowych.

Uklad osi gtéwnych $rodkowych jest najwygodniejszy, daje bowiem
najwigksza ilo§¢ wartos$ci momentéw zerowych. Przypusémy, zeSmy wy-
znaczyh k1erunk1 osi gléwnych OX, OY przekroju. Dla tych osi
= F = fxy =0 a Jy, J,sato glowne momenty bezwladnosci praze-
kroju. Dla jakiegokolwiek nowego ukiadu $rodkowych osi prostokatnych
Ov, Ou — wyznaczamy kat ¢ pomiedzy osia Ov a osig giéwng OX, za-
tem v = xCosp -} ySing, u = — xSing 4 yCosp. Dla tych nowych osi
bedzie wige J,=J, Cos’s 4 J,Sin*op— [, Sin2a= ], Cos’cp—l—]y Sinte,
mozemy przeto, znajac J,, .J, wyznaczy¢ moment bezwladnosci J, wzgle-
dem jakiejkolwiek osi Srodkowej Ov, nachylonej pod katem ¢ ku osi OX.
Stad: gldwne momenty beswladnosci przekrofu catkowicie okreslajg rodsaj
smiennosci momentu bezwladnosci, branego wzgledem dowolnej osi srodkowej.
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Wyliczanie momentéw podtug tego wzoru jest jednak dosy¢ kiopot-
liwe, prosciej mozemy to uskutecznié, rozpatrujgc tak zwang elipse prze-
kroju srodkowg lub koto bezwiadnosci przekroju.

§ 4. Srodkowa elipsa przekroju. WprowadZmy pojecie ramie-
nia bezwladnosci, czynigcego zado$¢ réwnaniu F7? — J. Stad ramie bez-
wladnosci, przynalezne do danego momeniu

i=VJF

okresla sie, jako odcinek rowny pierwiastkowi kwadratowemu z momeniu,
dzielonego przez pole prackroju. Niech bedzie:

b=V IoF, o=V IF, o=VIyF,

a wtedy wyzej wyprowadzony wzor da bezposrednio 2, = 2, Cos?¢ |
~+ %, Sin%. Aby go wykresli¢, budujemy w uktadzie osi gtéwnych $rod-
kowg elipsg¢ przekroju, okreslong réwnaniem [x:4,]? 4 [y:i,]* = 1.
Elips¢ tego rodzaju wykreslimy latwo, zwazywszy, 2e jej p6lo§ jedna
jest rowna ¢, a druga: {,. Aby z pomocs tej krzywej wyznaczy¢€ 7,
dla dowolnej osi Ov Srodkowej, pochylonej pod katem ¢ ku osi OX,
nalezy (Rys. 8) zbudowaé styczng 7T ellpsy §rodkowej, pochylong ku osi
0OX pod katem o.
Ta styczna T, réw-
nolegta do osi Oz,
wyznaczy  punkt
dotyku I elipsy
o wspéirzednych x,
yprostokatnych lub
tez p, O bieguno-
wych. Przedtuza-
jac promienn wo-
dzacy p w obie
strony, otrzymamy
nowa o§ Ow, po- Rys. 8.

chylong ku osi OX

pod katem ©. O$§ Ov przecina elips¢ wpunktach ViV, a o§ Ow
w punktach W i W' Odcinki V'V’ i WW’' nazywamy S$rednicami elip-
sy sprazesomemi, mozemy przeto réwniez nazywa¢ osie Ov, Ow osiami
spragsonemi elipsy praekrosu Srodkowej.. Budowa stycznej 7" nie nastrecza
zadnej trudnosci. Wykre§lamy ze Srodka elipsy kolto promieniem réw-
nym pélosi wielkiej 7,. Pion 4V, prostopadty do osi 0X, a przechodzg-
cy przez punkt V przeciecia sig elipsy z osig Ov, wyznaczy na tym kole

\
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punkt V. Budujac styczng kota w punkcie V i przediuzajac jg do prze-
ciecia sie z osig OX, wyznaczymy punkt V7, przez kiéry przechodzi
styczna 7, elipsy, przynalezna do punktu V. W dalszym ciagu przez
$rodek elipsy prowadzimy 0§ Ow, réwnolegla do stycznej 7, i przez jej
punkty I i W/’ przecigcia sig z elipsg — proste- 7" i 77, réwnolegle do
Ov.. Obie te proste bgdg stycznemi elipsy, jedna z nich bedzie tworzyta
kat ¢, druga kat 180 — ¢ z osig OX, jak to wida¢ na (Rys. 8), gdzie
styczne owijaja elips¢ w kierunku przeciwnym strzalce zegara. Szukana
styczng begdzie prosta 7, przechodzaca przez punkt J/, przecigcia sie
osi Ow z elipsg tuz za punktem V' w kierunku rosngcych katéw biegu-
nowych 6, ktére odliczamy w kierunku strzalki zegara.

Wyznaczmy réwnanie stycznej 7, przechodzacej przez punkt H/(x, y)
w postaci Y — y = g [X — x/, gdzie lg¢ = y’.

Rézniczkujac, mamy z réwnania elipsy

z'%‘ —[—}:’2}:: = 0, a zatem y’ = fgp = — [xi%, ] : [”_y] Wyznaczmy od-

legltos$¢ stycznej 7" od Srodka przekroju. Odlegto$é te mierzymy oczy-
wiscie wzdiuz Ou, osi prostopadiej do Owv, a wigc i do 7. Oznaczmy
ja przez =.

Na mocy znanego wzorit 2z = [xigp — y/: V1 - 7o% poniewaz
dla $rodka przekroju X = Y =o0. Stad 2% = [xige — 9/? : [1 4 fo0] =
= [x — yctg ¢]* Sin*p. Wyzej widzielismy, 2e fg o = — [xi®.] @ [y, ]

a zatem ycig¢ = — [y*4%,] : [x4*,], co da

J‘2 P12
z=[x—[—

]Sm(p——— —|——— Sintp = 'ySm'p

Stad »* = ¢, ﬁn ﬁ . Pozatem mamy

x 3o x2 L ("os2
tgcp —_— y Sl\Qd y' =

Obie tylko co otrzymane wartoécx podstaw1amy w réwnanie elipsy, a otrzy-
mamy z* = 2, Cos’p 4- i, Sin%p.

Wyzej widzielismy, ze %, = 2, Cos% - #*, Sin’p, przeto z=74,.
Ramig momentu bezwladnosci, przynaleinego do danes osi srodkowey, wy-
znacza si¢ odleglosciq srodka przekroju od proste], rownolegtes do tef osi,
a stycznes do elipsy Srodkowe) przekroju.

Jest to nader wazna wtasno$¢ elipsy. Aby otrzymaé jej drugg wia-
snos¢, wyznaczamy spoirzedne biegunowe wyzej rozpatrywanego punkiu
W, a mianowicte, jego promien wodzgcy p = OW i kgt biegunowy 8.
*,pCos®

Stad X = [ICOSG, =S ?Sﬁl@, co da]e tg(? = — ;.'{ym 5
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skad bezposrednio 2, +- 2, fo9ple® = o, Mno2ac wz6ér tylko co otrzy-
many przez F, to jest przez pole przekroju, bedziemy mieli:

iy + 17 fgete® = o skad Jy + J) tg9ig® = 0. To réwnanie uza-
leznia spétczynniki kierunkowe katéw ¢ i 8, Wyzej méwilismy, ze przy-
nalezne do tych kierunkéw érednice V'V’ i WIW' stanowig osie sprzg-
zone elipsy Ov i Ouw, zatem zaleznos¢ J, + J, tg¢tg®=0 wyznacza kie-
runki osi spraeionych Srodkowes elipsy przekroju.

W szczegélnym wypadku, gdy oba gidwne momenty przekroju s3
réwne, to jest, gdy J, = J, = J, elipsa bezwladnosci staje si¢ kotem
o promieniu 7 = V]/F. s

Tutaj oczywiScie = = p = 7, a przeto J, = Fi2 = ], jak to zreszta
najlepiej uwypukla (Rys. 9), na ktérym wyraznie widaé styczng 7, réwno-
legla do osi Ou, nachylonej ku OX pod ka-
tem ¢. Ten sam wynik otrzymaé mozna
i czysto analitycznie z réwnania
Jv=JCos*o—+ ], Sin*¢=J( Cos*¢-+Sin*p)=].. \ \
Stad wnioskujemy, ze przekrds o jedna/eowyc}; 4
obu momentach glownych ujawnia stalq war- ¢
fos¢ momentow bezwiadnosci dla wsaystkich
esi srodkowych. e

Stosuje sig¢ to niewatpliwie do przekro- Y\T
jow kolowych, pier§cieniowych i wielobokéw
prawidtowych. We wszystkich wypadkach, Rys. 9.
gdy elipsa srodkowa staje si¢ kolein bez-
wladnosci Srodkowem, kierunek osi gtéwnych jest oczywiScie obojetny:
kazda para osi prostokatnych srodkowych moze byé rozpatrywana, jako
osie gtéwne przekroju, dla kazdej bowiem Jxy =0, co wyblywa bezpo-
srednio ze {wzoru J, = J,Cos*¢ + J,Sin*p — JuySin2¢, gdy uczynimy
w nim J, = J, = J, = J. Tego rodzaju przekr6j mozemy nazwaé obo-
7etnym. Stad: moment odsrodkowy, brany wzgledem dowolnych osi Srodko-
wych prostokaqinych, posiada wartosé zerowq dla prsekroju obojetnego.

W zwyklym przekroju ma to miejsce wylacznie tylko dla jednej pa-
ry osi prostokatnych — osi gléwnych przekroju. Niekiedy mozna zgdry
przewidzie¢ zerowa wartod¢ momentu odsrodkowego, a mianowicie w wy-
padku istnienia symetrji przekroju w kierunku prostopadtym do danej osi,
zwanej osig symetrji. Aby to udowodnié, bierzemy pod uwage przekroj
symetryczny wzgledem osi UR w kierunku prostopadiym do tej prostej
(Rys. 10). Poprowadimy o$ UT #dwnolegle do kierunku symetrji prze-
kroju przez jakikolwiek punkt U, lezacy na UR.

Rozpatrujac catke frta’F: Jy+ W ukladzie tych osi, jako sume
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sktadnikéw ridrdt, z tatwoscia zauwazymy, ze J,;, = o. Wy-nika to bez-

poSrednio z okreslenia osi UR, jako osi symetrji, mozemy bowiem zaw-
sze dla jakiegokolwiek punktu AM(r, #) przekroju — wy-

T._r_.. znaczy¢ punkt M’ (r,—t), symeiryczny wzgledem osi
UR, a rowniez nalezacy do przekroju; kazdej przeto

L M rézniczce rtdrdt odpowiadac¢ bedzie rézniczka — ridrdt
7 A - ’ 2 : 2 A,
////f) . pod znakiem catki, ktéra musi przeto réwnac sie zeru.
1/ ? # To rozumowanie dotyczy wszelkiej catki typu
S ./'r"'t“drdf, przy = nieparzystem, wtedy bowiem réz-
Rys. 10. czki »#"drd?f, wyznaczone dla punktéw symetrycznych

sg réznego znaku i przy calkowaniu dadzg w sumie ze-

ro. Mamy wigc rowniez _/ tdrd! == 0. To znaczy, Ze spéirzedna $rodka
masy przekroju #, = o, a zatem Srodek przekroju lesy na osi symetrji
prazekrosu, kidra stanowi jednq s glownych osi tego przekroju. Druga —
przecina jq prostopadle w Srodku przekroju.

Natomiast, przy = parzystem rézniczki #”#"drd?, wyznaczone dla
punktéw M(r, ©) i M'(r,—17) symetrycznych, beda jednakowego znaku i cal-
ka ./‘r"‘t"drdt, brana wzdluz catego pola, bedzie sumg dwéch jednakowych
catek tego samego typu, branych dla obu cze¢sci symetrycznych przekroju.
Ulatwia to wyliczanie catek. Gdybysmy, dajmy na to, chcieli wyznaczy¢
ca!kql/‘t"dra’t dla przekroju symetrycznego wzgledem wusi UR, to nalezalo-
by jg wyznaczy¢ jeno dla jednej z dwu czeéci symetrycznych przekroju,
a wynik otrzymany — podwoi¢. Bedzie to warto$¢ szukana. To samo
dotyczy catki '/.dra’t wyznaczajgcej pole przekroju. Zatem obie czescr sy-
metryczne przckroju majq te same pola.

§ 5. Wykres Mohr’a. Wykredlanie elipsy srodkowej jest niewy-
godne: w zastosowaniu zmudne, to tez zazwyczaj stosujemy wykres koto-
wy Mohr’a. W _tym celu rozpatrujemy ukiad osi giéwnych OX, OY prze-
kroju, oraz giéwne momenty J., J,, przyczem zakladamy, ze J, > J, .
Gdyby sie okazalo odwrotnie, to przemianowaniem osi znowu uczynimy
zado$¢ temu warunkowi. Ze $rodka przekroju prowadzimy nowa parg¢ osi
prostokatnych Ov, Ow i oznaczamy kat ¢ nachylenia osi Ov ku OX. Po-
niewaz v = xCos¢ -+ ySiny, oraz u-== — xSinp -+ yCosp, przeto

) ='/[—sz'ﬂtp—|—yCosc?]2dF= JCos*o- J,Sinp oraz [, ="/‘[xCostp -}
+ ySing] [ — xSing + yCosg] dF =[], — J,] SingCosp. Wzér dla J,
pomijamy, mozemy go bowiem wypisa¢ kazdorazowo wprost, zmieniajgc
we wzorze dla J, kgt ¢ na ¢ 4+ ™/;. Na mocy wzoréw 2 Cos*p = 1 Cos2¢


file://-/-ySinw
file://-/-yCosy

=, g

oraz 2 Sin*¢ = 1 — Cos 2¢ mamy
Jo="Yo [Jx + Jy] 412 [J — Jy] Cos 2¢ oraz Juy ="1Is [Ju—Jy]Sin 2.
~ Te wzory dajg wykres Mokr’a (Rys. 11). Odkiadamy na prostej AB
odcinki 4D = J,, AC=J,. Na
réznicy DC tych odcinkéw, jako na
grednicy, budujemy koto, przyczem
A0 =", []. + Jy], gdzie przez O

oznaczylismy srodek kota, Jego pro-
mieni bedzie R=1/s DC="/, [Jx—J}]-
Odkiadajac od punktu C kat XCOE=
= 2¢, prowadzimy $rednic¢ GE i pro-
stopadte GK i FE do 4B. Zatem
OF = RCos 2¢ i ostatecznie
AF =40+ OF =y [Jx + Jy] + 2 [Jx — T3] Cos 2¢ = Jp. —

Aby otrzymaé J, nalezy miasto ¢ bra¢ ¢ - ®/,, czyli miasto 2¢ brac
9¢ -+, zatem AK = J,. Réwniez mamy GK = EF = RSin 2¢ =
= 1/2 [.]x . j_y‘jS"n 2"? o= juu'

WyznaczyliSmy wiec J,, Ju, Jur

Odwrotne zagadnienie réwniez nie nastrecza trundnosci, mozemy bo-
wiem wyznaczy¢ zawsze J., J, oraz kierunki osi gtéwnych wediug da-
nych J,, Ju, Juv, Przynaleznych do jakiejkolwiek pary osi prostokatnych
$rodkowych. W tym celu odkladamy na prostej 4B, poczawszy od pun-
ktu A4 odcinki AF = J, oraz AK = J,, przyczem znow zakiadamy, jak
wyzej, z¢ J, > J,. Nastepnie budujemy prostopadle do 4B odcinki
EF=KG=],, Laczymy E z G i zataczcamy promieniem '/, EG =R
kolo, ktére wyznaczy na AB punkty CiD. Bedziemy przeto mieli
AC=J,, AD =], a kat odchylenia osi Ov od OX okresli potowa tu-
ku CE,

Mozemy réwniez wyznaczy¢ J,. Jy rachunkowo. Z wykresu widzi-
my, ze AO =y [AFV+ AK]="/, [ ], + J, ], nadto FO='/, [AF—AK]=

Rys. 11.

— 1), [Jo— Ju] oraz OC =R =Y} FO* + FE»,
zatem wobec tego, 2e J, = AO 4 OC oraz J, = A0 — OC bedziemy
mieli dla momentow gldwnych

Te =" [Ty 4 T+ VLT o—Tu PP T
Ty =0 LTy + Ju ] =VLTo=Tu P+ T2~ -+« (5)

Nadto rzut oka na wykres pozwoli nam wyprowadzi¢ nader ciekawa wilas-
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no$¢ momentéw bezwtadnosci przekroju. Poniewaz

04 ="1s Uy + Jh = Uy + Ju, przeto Jo + Jy=Jy + I

§ 6. Moment biegunowy przekroju. Ten sam wynik mozemy
rowniez otrzymac, rozpatrujgc jakikolwiek punkt A/ przekroju o promieniu
wodzgcym OM = p. Wspéirzedne tego punktu niech beda x, y. Bedzie-
my mieli przeto p?==x?-4 3% Weimy nadio pd uwagg jakikolwiek inny
ukiad prostokatnych osi $rodkowych Ow, Owu. Spoétrzedne punktu M dla
tych nowych osi b¢gdg odpowiednio v, 2, przyczem znowu p? = 92 +} 22
Stad x?+4y?=12v?tu'=p% Poniewaz dF =dxdy, lub tez dF=duvdu, albo
dF = pdpdd, gdzie przez 6 oznaczyliSmy kat biegunowy, przynalezny do
punktu M, przeto

xdF -+ [ydF = [ vdF+ [udF = [p*dF
J#dF + [ydF = [vdF + [wdF= [

co daje bezposrednio /. + J, = J, +J,, = J,, gdzie przez fo=/P’th
- oznaczyliSmy moment biegunowy przekrosu. :

Stad wnioskujemy, ze suma momentiw beswladnosdci, prsynaleznych
do dwu prostokginych osi Srodkowych jest wiclkosciq stalq, niesaleing od
kierunku ost i daje wartos¢ momentu biegunowego przekroju.

§ 7. Osie mimosrodkowe. WeZmy pod u;wage osie prostokatne
mimo$rodkowe €, oy, wyprowadzone z dowolnego punktu o. Oznaczmy
przez m, n spéirzedne tego punktu (rys. 12) w ukladzie osi gléwnych

. OX, OY srodkowych przekroju i poprowadz-
my przezen osie op, oA, réwnolegle do osi
giéwnych OX, OY. Kat nachylenia osi o3
ku op niech bedzie ¢; nadto przez J,, fy
oznaczymy giéwne momenty przekroju, przez
jp, NHho e _L,1 — momenty bezwtadnosci
mimosrodkowe wzgledem osi wp, w), ©f, v,
wreszcie przez Ja, jg,] odnos$ne momenty
odérodkowe. Na mocy wzoréw przejscia
§=unCoso+1rSing, 1=—pSing+A Cose
otrzymamy
Je=[ndF =/ [1 — p.Sing +-1Cose)2dpdi =

= J, Cos* + Jy Sin’o — [\ Sin20,
Jq= / §2dF = / [nCosp + ASinePdpdh =], Sin*s + ], Cos*¢ + /,,;Sin 27,
Jen = J &1dF = [ [pCosp + \Sing] [— pSino + 1Cosg] dudh =
= s LSy — h])Sin2¢ + Jp Cos2s. :

Rys. 12.


file:///LSiny
http://dy.dk

Zupelnie podobne wzory mieliSmy wyzej dla osi srodkowych, powtarzajgc
przeto slowo w slowo szereg rozumowar, mozemy wypowiedzie¢ naste-
pujacy uogdlniony wniosek: istniejq zawsze dwa wsajemnie prostopadie
kierunki, odpowiadajqce najwickszosci ¢ najmniejszosci momentow beswlad-
nosci. przekvoju, branych dla osi mimosrodkowych. Te skrajne wartosct
praynalezq do osi mimosrodkowych prostokgtnych, dla ktorych moment od-
Srodrowy ma warto$¢ rowng zeru.

Chcgc wyznaczy¢ kierunek tych osi, nalezy znalezé odnosny kat ¢
'z réwnania fg20=2J, : [/ —Ju]. Osie prostokaine w ten spo-
s6b wyznaczone zowiemy osiami glownemi mimosrodkowems, a przyna-
lezne do nich skrasne momenty bezwladnosci momentami géswnymi mi-
mosrodkowymi, przyczem niewatpliwie i tu znéw: glowme momenty bez-
wladnosci mimosrodkowe calkowicie okreslajq rodsaj smiennosci momentu
beswladnosci, branego wzgledem dowolnes osi mimosrodkowes. 1 tu przeto
mozemy wyznaczy¢ elipse bezwladuosci mimosrodkowq, kiéra w szczegdl-
nym wypadku moze przej$§¢ w kolo. Obie te krzywe majq podobne wias-
nosci. I tu wykres Mokr'a oddaje cenne uslugi, ulatwiajgc wyliczanie
momentow.

/

§ 8. Punkty obojetne przekrojtt. Punkt prsekrosu, praynalesny
do kota beswladnosci, mimosrodkowego, zowiemy obojetnym. Dla takiego
punktu Jz = ] = J. =/ =J. Z tych warunkéw wyplywa réwniez
/,, :].,] =0 na mocy tylko co wyprowadzonych wzoréw. Oznaczmy
wspolrzqdne punktu obojetnego przez m,n, w ukiadzie osi giéwnych $rod-
kowych OX, OY. Poniewaz niewatpliwie J, = J, + Fn?, Jj = T+
-+ Fm?, oraz Jy; = f77rof1o, przeto dla punktu obojetnego J, 4 Fui =
= Jy + Fm?, czyh 1.* -+ 1% = 1,® + m? oraz men, = 0. Niech bedzie
dajmy na to i, >4, czyli J, > Jy. W tym wypadku n, = o oraz
my = + Vi, — 73, . Aby wykresli¢ otrzymane w ten sposéb punkty
obojetne, zataczamv ze $rodka przekroju koto, przechodzace przez ogni-
ska elipsy $rodkowej. To kolo ogniskowe wyznaczy na drugiej osi punkty
obojgtne przekroju. Z tatwoscia mozna to spostrzedz, zwazywszy, ze od-
legto$é ogniskowa wynosi ¥ i%, — ¢%, w wypadku gdy i, >4, . Dla

przekroju obojetnego m,=mn,=o0 oba punkty obojetne lezg w érodku
przekroju.

Istmejq zawsze dwa punkly obojetne, lezqce na prostej, przechodzqces
prsez matq oS Srodkowej elipsy beswladnosci w odleglosct ogniskowes od
srodka przekroju; panuje w mich stala wartosé momentow beswiadnosci
mimosrodkowych oras zerowa warto$¢  wmomentu odsrodkowego dla
wszelkich osi prostokqinych, prees te pumkly przechodzqcych. Dla prae-
krojow obojetnych istnieje tytko jeden pumki obojeiny -— Srodek przebroju.
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Punkty obojetne umozliwiaja wyznaczanie momentéw bezwiladnosci
mimosrodkowych. Prowadzimy (Rys. 12) 08 OJF pod katem ¢ do osi OX,
a wtedy dla tej osi J, = J, Cos*¢ + Jy Sin*¢ = F(i?; Cos*y +
+ %, Sintg) = F[i’y — (% — %) Sin*@ ] = F[i?, — my Sn?¢].
Poniewaz osie OV i o sg réwnolegle, przeto Je=/,+FA?, gdzie A oznacza
odlegtos¢ OL $rodka przekroju od osi @, Stad Je=FJi,+-A2—m?,Sinip]=
= F[i% + (A 4+ mySing) (A — m,Sing)]. PoprowadZmy z punktéw obo-
jetnych G i G, odcinki GH = 0 i G;H; = f prostopadie do osi w§ oraz
GK || uf. Poniewaz niewatpliwie kat G;GK =1, przeto 0=A—m,Sin¢
oraz f = A -4 m,Sinp i ostatecznie Jz = Fli?, 4 fd).

§ 9. Momenty przekrojéw wypuklych. Nazywamy przekroy
wypuklym, gdy jakakolwick prosta praecina jego 0bwdd w dwu punkiach.
Wezmy pod uwage przekréj wypukly (Rys. 13). Zgodnie z zatozeniem

wszelka prosta, w odlegtosci % réwno-
x legle do osi w& poprowadzona, przetnie
} : obwéd przekroju w punktach A (&, n)
i B (&, ), a prosta w odlegtosci &
réownolegle do osi wn poprowadzona da
n punkty przeciecia obwodu C (§, %)
i D (§ 7). Oznaczmy skrajne spoi-
rzedne obwodu, réwnolegie do w§ przez
£, i¢&,, aréwnolegle do wn przez =,
i 79, przyczem musi byé oczywiscie
E>&>8 oraz g >>m. Wiym
Rys. 13. zatozeniu mamy bezposrednio

& 2 : 1 % ) eu’ g
f&m .,‘nd]:':f ’&mdéf.? 7" d fgm 'f‘”dF=f z.qn d"lﬁ, Em gt (6).
St L] » h

Tutaj obie wartosci 7' i 7" sg w ogdlnym wypadku zalezne od §
i otrzymane by¢ moga jako pierwiastki réwnania obwodu K@E n)=o,
rozwigzanego wzgledem 7. Rozwigzujac to samo réwnanie wzgledem 3
otrzymamy & i & w funkcji 1. Nadto skrajne wartosci § i €, otrzyma-
my, jako pierwiastki stale réwnania, ktére wyznaczymy, rugujac v z réwnar
)

on 4

Podobnie wartosci 4, i 1. otrzymamy jako pierwiastki stale réwnania, ktére
wyznaczymy, rugujgc tym razem § z réwnar

0 K (&,
KE =0 i*%gﬁ=a

T

Z

JIYY

K@Gn=o i
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Gdy m = o, a wiec dla F, F;, J: bedziemy mieli

] A dF = [ gy ] i j e — &) 4 dy = f b e Ty,
vy § R T

Calke te wyznaczymy z latwoscia, wyraziwszy z — §" — §'=AB w za-

leznoéci od 7. Gdy z kolei =10, a wigc dla F, F.,l, J.,l bedziemy mieli

znowu:

]' EgmdlF’ = jdé"‘ Em gz }
& ‘. '

'’ ,..gz ~ e 5 - 3
: d :-)51 [y — o] &™ dE = jg‘ 2Wt_,mdc_, ... (8

gdzie nalezy oczywiscie wyznaczy¢ w =" — ' = CD w funkcji od g,
aby méc catkowaé. Tylko co wyprowadzone wzory stanowig nieraz dos¢
znaczne ulatwienie przy wyznaczaniu momentéw, nalezy jeno przekrdj
dzieli¢ na sktadowe przekroje wypukie.

§ 10. Momenty przekrojéw rzutowanych. Rzucajgc wszystkie
punkty przekroju na dang ptaszczyzng¢ otrzymamy przekréj rzutowany.
Momenty przekroju rzutowanego zalezqg od momentéw przekroju macie-
rzystego. Aby to udowodnié, utézmy o$ »S na prostej przeciecia sie
plaszczyzn obu przekrojéw. W dowolnym punkcie o tej osi poprowadzi-
my o$§ prostopadia wv, w plaszczyznie przekroju macierzystego lezacg i o$
o, w plaszczyznie jego rzutu. W ten sposéb o$ wv, bedzie rzutem osi
w7, przyczem pierwotne spétrzedne 7 zmienig si¢ w rzucie w jednako-
wym stosunku, przechodzgc w rzuty w;,. .= Zatem v, = nCosa, gdzie przez
o oznaczyli$my kat, jaki tworzg osie wn i ox,. Stad réwniez dv, = Cosady,
caly bowiem przekr6j macierzysty wydluzy si¢ w rzucie jednostajnie w kie-
runku prostopadtym do osi wf, przyczem jednak wszystkie jego odcigte
€ pozostang niezmienione. Wobec €, = & mozemy tedy napisa¢ w ogél-
nym wypadku:

[5,’” 1" d€,dn, = Cos"t1 af Emqrdidy = Cos"t! af EmadF . .. (9)

Moment przekroju rzutowanego rowny jest odnosnemu momentowi przekro-
ju macierzsystego, pomnozonemu przez [Cos a]”+1.

§ 11. Przykilady i ¢wiczenia. 1° Przekréj prostokatny.
Oznaczmy przez H wysokosé, przez B podstawe prostokata (rys. 14).
Przez srodek przekroju O prowadzimy OX || B i OY | A. Jako wza-
jemnie prostopadie dwie osie symetryi przekroju, stanowig one ukiad
osi gtéwnych. Dla tych osi Fy = F, = Jy, = o. Wyznaczmy po-
zostale momenty. W tym celu wypisujemy réwnanie obwodu

o 3 I B2
A (-\"_)’) = [y" S ] ["‘72 =i 4] =57 2
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czyli taczne réwnanje czterech prostych

U\
\Ep B OB T
! % 4 R Ty e AT T T g i A T
{ i //>\(?’ Da ono po rozwigzaniu wzglgdem y granice cal-
H oK FXx - kowania ‘
K72 P e e
13 " s S e S Ty
-—--2-—
s w danym wypadku zupeinie niezalezne od zmien-
Rys. 14 nej x. Aby z kolei wyznaczyé granice calkowania

po tej zmiennej, bierzemy

——r=2y=0

i te warto§¢ podstawiamy w réwnanie obwodu.

Jako wynik wyrugo-
wania y otrzymamy

B2 B B
D S = =4 e
X = 4 Stad Xy — 2,’ X 9
zatem
YRE LT B H
J a’7 —%- BH?®, ] id ;72" Y.B3H (10)
= |dx |y2dy=1/,, ; =[x2 xf» T W e, Tar T .
= Jo B T e
2 2 2 2

Dla osi jakiejkolwiek OV pochylonej pod katem ¢ ku osi gléwnej OX
bedziemy mieli ' :

Jo = JyCos*¢ + J,Sin’g =£;—g [H2Cos* + B*Sins),

a dla prostopadtej OU podobniez: J, = J,Sin*¢ 4 J,Cos*¢ =

— BU (12 Simtg 4 BiCoss] Nadto Juy = ' Us—Jy] Sin2y
= 1,, BH [H?* — B?] Sin2s.

Dla jakichkolwiek innych ost réwnolegtych do gléwnych, lecz
odleglych o §m, od $rodka mamy warto$ci momentow Ji = J, -+ F?,

Jo=Jy+ F3t Jog = FE&p, Dla osi wierzchotkowych nadto

= g, o = o zatem J¢ = !/, BH* + '1/4 BH* = '|y BH?,
L LTSS R

Joi = Y B'H + Y, B = Y}, B'H, Ji,

Nadto oczy-

wiscie Fy = n,F = Y, BH? oraz Fy = I'§, =
Chcge wyznaczy¢ elipsg¢ srodkowg przekroju

H zl/%=

T :
g

Iy

_ﬁr’y

1/, BH".
okreslamy wartos¢

B

4v
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2°, Katownik réwnoramienny. Bierzemy pod uwage przekrdj
katownika réwnoramiennego Ne 10. Pomijajgc diotne zaokragienia,
wyznaczymy jego momenty przekroju, a nadto podamy w nawiasach
f—1 Scistg ich tabliczng wartos¢, jaka otrzymaliby$my, biorgc pod
uwage zaokraglenia. Przedewszystkiem wyznaczmy $rodek O przekroju
(rys. 15). Pole przekroju £ =10X1-}9X 1 =19 cm? [19,2], przy-
czem rozpatrujemy przekréj, jako zlozony n
z dwu prostokatow 4BwD i DEFG. Podziat
ten i nadal utrzymamy przy wyznaczaniu mo-
mentéw. Dla osi wierzchotkowych, idacych | 7 X
wzdluz paséw o4 i oG, bedziemy mieli {
Fe =1 X10X54+1X9X05=545cm3}, oKl e
a wigc spétrzedna Srodka my=rF¢ 1 F'=2,87 % At
_cm. [2,82]. - Poniewaz mamy tu do czynienia \> v
L= <

o,

X,

i

z przekrojem réwnoramiennym, posiadajacym
of symetryi X, pochylong ku & pod katem J N g
45°, przeto na mocy symetryi 1,=—=6,=2.87 cm.

Nadto Je="/;X1)X10341/,X9X18=336,3cm.* Rys 15.
Prowadzac przez $rodek osie OX,, OY, réw-

nolegle do wierzchotkowych, mamy J,.=J/t—7F%%=336,3—19)<2.87?=
=179,8 ecm.* [177], przyczem na mocy symetryi Jy, = Jy=179,8cm.4,
Zatem we wzorze dla 722 mianownik bedzie réwny zeru, co da a=45°,
o ile Jyy # 0. Nalezy to sprawdzi¢, inaczej bowiem, przy jxy0 = o0

<
&

mielibySmy miasto elipsy — kolo bezwladnosci $rodkowe. Mamy
Jeg=1X 10 X5X 05+ 1X9X05X55=49,8 cm.t=/,);—FC,1.
Stad Jpy = 498 — 19 X 2,872 = — 106,7 cm.* i ostatecznie J, =

= Jx0C05*45° 4 /o Sin*45°— ] .., Sin 90°=179,84-106,7=286,5 cm. [280].
Momentu ./, mozna nie wylicza¢, poniewaz Jot Ty =Jun+Jp=
== 2 X 1798 cm.4, a zatem ]_y = 359,6 — 286,5 =73,1 cm.*[73,3].
Nadto z latwoscig znajdziemy ¢, = 3,88 cm. [3,82] oraz 7, = 1,96 cm.
[1,95], bedziemy wiec mogli wykreslié odnosng elipsg.

3°. Zetownik. Cho¢ przekréj zetownika nie ma osi symetryi,

to jednak odrazu spostrzec si¢ daje, ze jego ¥
srodek (rys. 16) lezy w punkcie O, na po-  J\ g.,%}os

fowie wysokosci $rodnika 4BCD. Srodko- (TN _ills

wg 0§ OX, prowadzimy przez o$ $rodnika, %32z

druga o$ OY, kierujemy prostopadle i roz- ) “’.] X
patrujemy przekréj, jako -zlozony z trzech W\ B
prostokatow AEGI!', ABCD i CKLM. Po- ¢ 21%0’
mijajac drobne zaokrgglenia mamy przeto 7\ N\ o X
Jro="1/12 X 08X 143 2 X 1/, X 57X : >

X 134-2X 57X 1X651=665,5 cm* [676], s ST

Ty = X 1N 08 42X Yy X 1 X N
X 5,78 +2X57X1 X [04+4 1y X57)*= SR
=151,9 cm* [148] Nadto, poniewaz moment e
odsrodkowy $rodnika jest oczywiscie zerem 0% 67

dla osi OX, OY,, przeto nalety jeno wy- Rys. 16.



znaczy¢ momenty odsrodkowe obu bocznych prostokatdw, aby otrzy-
mag jxyo. Oznaczmy przez &, v, spétrzedne srodkéw owych prostoka-

tow. Moment odsrodkowy kazdego z nich bedzie F,&v, gdzie £

oznacza pole prostokata bocznego. Zatem J,., =57 X 1 X [7 —
— 05] X [—3,25] + 57 X 1 X [—65] X 825 =— 240,8 cm* [239].
Stad £g20 = 2 [,y : [Jyo — Juol = — 2 X 2408 : [151,9 — 665,5] =

=0,9377, co daje a=21"30'[21°5’]. O$ giéwna OX, pod tym katem popro-
wadzona i prostopadia do niej OY wyznacza momenty: J,=/,,Cos?a+
+ JyoSin?a— J ., Sin20 = 665,5 X 0,9304* 4 151,9 X 0,3665% |- 240,8 X
X 0,6820 = 760,7 cm.* [768]. Poniewaz J, + J, = Jyot/po = 817,4
cm?, przeto jy = 817,4 — 760.7 = 56,7 cm* [56,4].

Wreszcie by wyznaczy¢ elipse bezwladnosci §rodkowa, okreslamy
pole przekroju F=14X 0842 X 1 X 5,7=226 cm® [22,9] skad
bez trudu znajdziemy 7, = 5,80 cm [5,79] oraz iy = 1,58 cm [1,67],
co da odnosng elipse.

W praktyce przewaznie przekroje zlozone sg z prostokagtow. Po-
wyzsze dwa przyktady wskazuja, jak wyznacza¢ momenty takich prze-
krojow. Czasami spotykamy jednak skladowe przekroju—tréjkaty lub
trapezy. Trapez mozemy zawsze roztozy¢ na prostokat i dwa trojkaty
prostokatne, a tréjkaqt na dwa tréjkaty prostokatne, chcac przeto roz-
szerzyC zakres naszych badari nalezy wziaé pod uwage:

49, Tréjkat prostokatny. Wierzchotkowa os o prowadzimy
przez podstawe B tréjkata—drugq o$ wy przez wysokos¢ f. Przeciw-
prostokatna odetnie na osiach odcinki B i /. Z lat\xosciq (rys. 17)

daje sie tu zauwazyé, iz &, = o, &, = B, 1, = o,
n, = H, a nadto § =0, £"=2Z, 1 =0, '= w,
y 1 y jak to zreszta najlepiej widaé¢ z rysunku. Ponie-
~E- waz z gory wiemy, gdzie szukaé srodka przekroju,
| przeto odrazu wyznaczamy te momenty, ktére po-
[ stuzq do okreslenia kata a; a wigc
i <X Jo= (Fon (%= (Zrra
| ] S 2y ,dg: [ Ty
'?I’/// .;/X" s -/on“-O' -on y
A o { B w B
e 1T 2 Sy = f&zd& fdn —= f W &S,
:-_"_g o< 0 ) o
. H Z - ‘H
Jeg= "rd'r €d§ =1 {Z"’l(z’ ;
Rys. 17. én Jn ‘.,C la JZ
Z podbieristwa tr%kqtéw z fatwosciq ustalimy nastepujace proste
zresztg zaleznosci Z : B =[H — 4): H, W: H=[B — &| : B skad

e 1 ’ He . -
Z=B—,—{-q oraz W =H—-B—€.1 ostatecznie:

H : i
J: = {[B T !;in]n’dFllnBH", j"l - ./[H—%elﬁ’d€=‘/123'fi
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y (Z B
.]E'q = /2 ﬁB = ﬁ'ﬂ]z'/]dn = 1/2482H2.
(o]

Poniewaz spoirzedne srodka przekroju sg § = %3, N = g. przeto
dla osi OX, OY,, srodkowych a réwnolegtych bedziemy mieli /,, =
= .]E —_ ﬁ‘“ll_zo = 1y BH* — ', BH X 1/, H?* = Yee BHE ]yo =
T /-q — FG% = Yy, BSH — '/, BH X 1/, B? = Y3 B*H, nyo =5
= Jon— Floto=1foy BH'—YBH X & X B oo — v, B, St
1920 = 2[5y i [ Jyo — Jxol = — *lrs B*H? : Y[y, BH [B* — H?| ==
= BH : [H 4 B| [H — B] i ostatecznie na mocy wzoréw ogélnych
bedziemy mieli dla momentéw giéwnych:

Je="12Jxo + jyo] + ]/i/.i Jro — j_ya]"‘ . jzxyo =

=22 (52 + B VP — BT ¥ BB

Jy == s Uco + Jyol — Vs Uno —JyoP F Jnyo =
_HB
a2

z ktérych bezposrednio wyznaczymy réwniez i i, iy

[H? + B — VIAF — BF + HiBi,

§° Wielobok prawidlowy. Tego rodzaju przekroje, jako po-
siadajgce wigcej niz dwie osie symetryi, nalezq do przekrojéow obojet-
nych. Wystarcza przeto wyznaczy¢ ich moment bezwladnosci dla ja-
kiejkolwiek osi Srodkowej OX. Aby to uskutecz-
nié¢, dzielmy przekr6j (rys. 18) na = tréjkatéw,
odpowiednio do # bokéw wielokata, za pomocg
n promieni wierzchotkowych. Wezmy pod uwage
jeden z tych tréjkgtow OKL; o§ s$rodkowg OX
skierujmy prostopadle do boku B — podstawy
tréjkata. Wysokos¢ jego niech bedzie H. Promien

kota opisanego R = OK = OL = YV H? 4/ B

Na mocy wzoréw, wyzej wyprowadzonych, mo- Rys. 18.
ment tréjkata OKL wzgledem osi OX bedzie
3
J=2X1Yp X HX I-%;] = Y, HBS, a wzgledem osi O,Y,, prze-

chodzacej przez srodek O, tréjkata OKL, bedzie

Poniewaz oS OY wierzchotkowa jest réwnolegta do $rodkowej osi
0O, Y,, przeto dla tej osi moment bezwladnosci

"=+ X 00 ="/, BH*+ ', BH X [}, H ="/, BH".
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Nazwijmy wierzchotkowym mementem biegunowym tréjkata tylke
co rozpatrywanego moment J, = J -+ J” = Y, HB* |- Y/, BH?.

Z tatwoscia postrzec sig¢ daje, ze moment biegunowy praekroju
Jo = nJyy = J. + Jy. Poniewaz jednak dla przekroju obojetnego

Je = Jy = J przeto
J="0sJo =%Ju = 5 BH s B+, H) = F Yy B* 4 Y, H}=

s P
=g vl iRl Sl

gdzie przez F oznaczyliSmy pole wieloboku. Dla szesciokata dajmy
na to mamy B =R, a przeto J =%/, FR?=5/,, V 3 R

Nader ciekawy wypadek otrzymamy gdy B = O, wtedy bowiem
wielobok przechodzi w koto. Dla tego przekroju bedzie wiec

J =1, FR* =1, =R,

6°. Ceownik. Bierzemy pod uwage przekréj ceownika Ne 28
(podany na rys. 19). Pomijamy drobne zaokraglenia i wyznaczamy jege
momenty, piszgc- w nawiasach $cislq ich tabliczng warto$é, jaka otrzy-

maliby$my, uwzgledniajac owe zaokraglenia

Y y w przekroju. Wobec zupelnej symetryi prze-
s kroju bierzemy pod uwagg jeno potowg, ponad

' la 2 j osig symetryi HX lezgca, ktéra jest oczywiscie
W7 L2 2 wobec tego osig gléwng przekroju. Chcac wy-
znaczy¢ momenty, dzielimy przekréj na dwa
L e prostokaty ABGH, i BDEC oraz tréjkat ECF.
Przedewszystkiem wyznaczamy pole przekroju,
d nie znamy bowiem polozenia jego srodka O.
7 cd ‘ Polowa pola !/, Fi=1X14+835Xx1,124-1/,%8,5X
5 X 0,66 =263 cm? Stagd /F'=52,6 cm.?[53,3].

' Chcgc dalej znaleZé moment statyczny przekro-
26 |0 X ju wzgledem osi HY;, biegacej wzdtuz $rodni-
ka, piszemy sumg odno$nych momentéw: F, =

Rys. 19. =2X14X1Xx05+2%85% 1,12 [1 40,5 X 8514

T 42X, % 8.5%X0,66X[14 Y/, X 85]=135,7 cms.
Stad spétrzedna $rodka przekroju HO=F, : F =258 cm [2,53]. Przez
wyznaczony w ten sposéb srodek O prowadzimy drugg o$ gtdwng OY.
A zatem dla momentéw giéwnych bedziemy mieli: J/, = 2 X [Y/, X
X1 X 14841, x 85 x1.12°+85 X 1,12 X (14 — 05 x 1,12)*
+ Y. X 8,5 X 0,66 4 1/, X 85 X 066 X (14 — 1,12 -— 1/,X0,66)%}] =
= 6251,2 cm* 6276}, J, =2 X [Y/12 X 14 X 13 4 14 X 1 X (2,58 —
05) +'/1a X 1,12 X 85*+8,6 X 1,12X(1+!/;X8,5 —2,58)* - !/;5 X
0A6 X85 4 3 X 066 X 85 X (1 + 13 X 85 — 258)! =
405,2 c¢m* [399). Dalej mamy 7, = 1084 cm [108R] oraz iy =
2,77 cm [2,74].

112
066"

X
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7°. Przekréj dwuceownikowy. Dwa réwnolegie ceowniki da-
ja przekréj dwuceownikowy (Rys. 20). Wyznaczmy jego momenty
w zatozeniu ceownikéw N 22 ustawionych srodnikami
ku sobie w odlegtosci x cm, jak to zresztg najlepiej vy Y ’
uwypukla rysunek. Srodek przekroju ztozonego, wy- _J 0 '_:
tworzonego w ten sposéb lezy oczywiscie na osi syme- 1 I
tryi OY réwnolegle do obu srodnikéw poprowadzonej C 0lic_ .
w odleglosci 1/, x od obu ceownikéw. Druga o$ syme- X

iryi OX prostopadta do obu $rodnikéw, przechodzi  _L 3 2l
przez srodki C obu sktadowych ceownikéw przekroju. 7, ,.ZJ
Sa to niewatpliwie gtéwne osie przekroju ziozonego, 5 <

jako osie symetryi. Korzystajac z tablic, wyznaczamy Rys. 20.
momenty giéwne przekroju. W tym celu przez oba :
$rodki C ceownik6w prowadzimy osie C'Y, prostopadte do OX. Otrzyma-
ne w ten sposéb osie CX, CY, stanowig uklad osi gléwnych ceownika.
Dla tych osi tablice ceownikéw podajg J,, = 2690 cm* Jye =197 cm*.
Nadto pole ceownika /' = 37,4 cm?, a odleglos¢ srodka ceownika C od
scianki zewnetrznej S$rodnika x, =2,14 cm. Tyle nam daja tablice.
Zatem dla zlozonego przekroju mamy J, = 2 J, = 5380 cm* J, =
=2 Jpe + 2F[Yoxr + %, =394 187 [x} 428 P =187 2%+
- 160 x -+ 736,6 ] cm*.

Ten wymiar x mozemy wyznaczy¢ dowolnie, to tez zazwyczaj
obieramy x w taki sposéb, aby J,= J,, to jest aby przekréj byt
obojetny. To da nam 18,7 x? | 160 x - 736,6 — 5380. Jedyny do-
datni pierwiastek tego réwnania bedzie x =120 cm. Dla tej szcze-
golnej wartosci x bedziemy mieli J, -= /,, = 5380 cm®,

8%, Przekré6j dwuceownikowy ze Srodnikiem dwuteowym.
Laczac dwuteownikiem Srodniki ceownikéw, otrzymujemy przekréj zio-
zony (Rys. 21) o dwdch osiach symetryi OX, OV,

jego osiach gléwnych. Weimy pod uwage, dajmy VAN *yc
na to, ceowniki Ne 20 i dwuteownik N 20. Przez e

C oznaczamy Srodek ceownika sktadowego, przez 0

I, jego pole, przez x, odlegto$¢ srodka C'od stro- T B |G
ny zewngetrznej $rodnika. Prowadzac osie CY, pro- 214 k=-
stopadie do OX, bedziemy mieli z tablic dla osi - .
giownych CX, CY, ceownikéw momenty /,, = 3

= 1911 cm!* J,, = 148 cm*. Réwniez z tablic dia Rys. 21.

dwuteownika bedziemy mieli, zwazywszy ze osie .
OX, OY s jego osiami giéwnemi — momenty J,9=117 cm* J,5 =
= 2139 cm*. Stad dla calego przekroju J, =2 /.. J.9 = 3939 cm+.
j_y = 2jyc+2Fc[l/2x+xc P+ jyd =2 X 148 + 2 X 322 X
X[ 10 4 2,01 ]* - 2139=11724 cm*, poniewaz tutaj x réwne jest wyso-
kosci dwuteownika, to jest x =20 cm, a £, =322 cm? i , = 20! cm
wedtug tablic.

9°, Przekréj czteroccownikowy., Dwuteownik tylko co roz-
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pairywanego przekroju zastepujemy dwoma ceownikami, ustawionymi
symetrycznie a réwnolegle do osi OX. Odlegto$¢ pomiedzy Scianka-
mi zewnetrznemi ich $rodnikéw niech bedzie y > 0. Zachowujac zna-
kowania poprzedniego przykiadu, oznaczamy nadto przez J,s J,; mo-
menty gtéwne ceownikéw Srodnikowych, przez F ich pola, a przez
ys — odleglos$¢ ich srodkéw D od $cianek zewngirznych srodnikéw.
Dla catkowitego przekroju bedziemy mieli

9

Je=2JwA2 St 2 F gyt |

o

A
Jy = 2jys+2j_yc +2F, [‘2’-’“1“-‘7(:] .

Wezmy (Rys. 22) pod uwage¢ przekréj ztozony
z czterech ceownikéw Né 20 i zalézmy y = 20 cm.

Dla takiego przekroju x = 20 cm, [, = F; =

-

== 32,2 em? x, = y5 = 2,01 em, Jp, = J,,s = 1911 cm*
cl7 Jye=Jxs = 148 cm?, a przeto
— J-=2X 1911 4 23X 148 4+ 2% 32,2 [05 X 2+
* + 2011 = 47009 cmf, J, =2 X 148 4 2 X
Rys. 22. X 32,2105 X 20 42,01 ]2 2 X 1911 = 13407 cm*

=

10°. Przekréj dwuceownikowy z nakladkami. Nitujgc obu-
stronnie plaskowniki symetryczne (Rys. 23), wzmacniamy przekrdj
dwuceownikowy. Aby wyliczy¢ jego momenty, za-

y chowujemy znakowania poprzednie, a nadto przez H
oznaczamy wysoko$¢ ceownika skladowego, a przez %
grubo$¢ obu naktadek B szerokich. Szeroko$¢ paséw

CTHPTE X ceownika niech bedzie, dajmy na to, 4, a wtedy
L B=2b+1x-+42 X 05 cm, naktadki bowiem zazwy-
j‘_a__'-‘ czaj na 0,5 cm wystajg poza pasy ceownikéw., Zatem
Je =2 Jue2 X Yo X B X 5 2 Bh [y H + 141,

Rys. 24. jy=2ch+2Fc [fs 2+ 2P 4 2 X Y13 4B,
WeZmy pod uwage Ne 22 ceownika i zalézmy. jak
w przyktadzie si6dmym x = 12 cm. Niech bedzie nadto 2=1 cm.
Dla takiego ceownika & =-8 cm, stad 5 =29 cm oraz

Je =2 X 2690 +2 X Y43 X 29 X 1342 X 29 X 1 X [1/3X22-}1/,) =
=13055 cmt, J, =2 X 197 +2 X 37,4 [05 X 12+ 2,14]2 4 2 X
X Y2 X 1 X 293 = 9415 cm*. Poréwnywujac wartoSci momentéw tu
otrzymane z odno$nemi wartoSciami przykfadu siédmego, widzimy,
ze dodanie nakladek znacznie zwigksza warto$¢ momentéw przekroju.

11°. Przckréj czworokatownikowy. Stupy ciezkie majg za-
zwyczaj przekréj zlozony z czterech kgtownikéw, tworzacych jakby
dwa cecwniki o przerwanym Srodniku (Rys. 24). Tego rodzaju prze-
kréj ma oczywiscie dwie osie symetryi OX, OY — osie gléwne prze-
kroju. Oznaczmy przez K, pole katownika skladowego, przez C jego
$rodek, przez x odleglo$¢ pomiedzy $ciankami zewnetrznemi paséw,
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réwnolegtych do OY, przez H — odlegtos¢ pomiedzy sciankami ze
wnetrznemi paséw, réwnoleglych do OX, wreszcie przez CX,, CY,
osie katownika srodkowe, réwnolegte do OX,

OY. W ukliadzie osi OX, OY spotrzedne Srod- ry yc

ka ¢ oznaczamy przez x., ¥., a wiedy dla —.~xc-'-_*
przekroju zfozonego mozemy wypisa¢ momen- i3 *'z
ty gtowne J. = 4 Joo+ 4 Feyct Jy = 4 Jyct z c i X
4 F, x.2, gdzie przez [, Jyc nazwalismy mo- - h),
menty bezwtadnosci katownika -wzgledem osi %’ 1 E

CX, CY. Wymiar x mozemy dobrac fak, ‘
aby byto [, /= ,, zatem dla obojetnego prze- FE

kroju winno by¢ Jyo— Jye= Fo (% — ).

Oznaczmy przez & odleglosé $rodka C Rys. 24.
katownika od jego Scianki zewngtrznej, réwno-
leglej do osi QY, przez 7 — odleglo§¢ srodka ( od Scianki zewnglirz-
nej, rownoleglej do OX. Wtedy a; =Yg x4 &, yo = Yo —1
zatem mamy Jyo — Jyo =1 [(fax+ )2 — (Yy H — %))

Dla katownikéw réwnoramiennych, najczesciej uzywanych J,. =
= Jye zatem Yy H— =132+ ¢, nadto § =17, a przeto x=H—4§.
Wezmy, jako przyklad, przekrdj, ztozony z czterech katownikéw réw-
noramiennych 90 X 90 X 9 i zal6zmy, ze A = 20 cm. Z tablic mamy
Jie = Jye = 116 cmt, F, =155 cm?, §=1n =254 cm, a zatem
x=20 —4 x 2,54 =984 cm. Niech bedzie x=10 cm, a wtedy
2, =54 254 = 754 cm, v, =10 — 2,64 =746 cm, /., = 4 X
X 116 44 X 15,5 X 7,467 = 3914,4 cm*. [, =4 X 116 -4 X 15,5 X
% 7,54% — 3988 8 cm*. Drobna réZnica wartoSci inomentéw pochodzi
stad, zesmy nieco zaokraglili warto§¢ .

120, Przekr6j czworokatownikowy kwadratowy. Te sa-
me momenty gtéwne posiada réwniez odmiana (Rys. 25) przekroju
tylko co rozpatrywanego, o czem z latwosciag mozemy y
sie przekona¢ wypisujgc wartosci J, dla tego przekro-
ju. Poniewaz przekréj tem mozna otrzyma¢ z po-
przednio rozpatrywanego, przestawiajgc prawg jego
cze$¢ na miejsce lewej, przeto niewatpliwie uktad czg-
steczek w siosunku do osi OX nie moZe ulec zmianie. T
bedziemy mieli przeto te¢ sama warto§é dla J, = i

=4 Jee+4Fc v =4Jpc+4F [ H—T]) Rys. 25.
Gdy wszystkie katowniki skladowe tego przekro-

ju sq rownoramienne, wtedy caty przekr6j jest obojetny, wtedy bo-

wiem J, = J,; w przeciwnym razie J, =4 [, +4 Fox =4 ;yc =+

4 Fc [V, /T—E), przyczem zachowujemy znakowanie przykladu

poprzedniego.

2

—t—
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13°. Blachownica dwuteowa. Korzystajac ze wzoréw tylko
co wyprowadzonych, z latwoSciq wyznaczymy momenty przekroju,
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zlozonego z blachy $rodnikowej F/f, wysokiej, x grubej, oraz -dwu-
paséw blaszanych B szerokich, # grubych, przynitowanych u skrajow
§rodnika za pomoca katownikdw. W ten sposéb wytworzony przekroj
ma dwie osie symetryi OX, OY. Aby znaleZ¢ przynalezne do nich
momenty giéwne, oznaczamy pole i momenty srodnika znaczkiem s,
dla pasow znaczkiem p i dla katownikéw znaczkiem ¢, a witedy mamy:

Juo=Jus + 2Jup+ 2 Fp Uy Hy + s B F- 4 T+ 4 Fo [ Ho—%
]y =,ya+ 2j_y/>+ 4]}:0'{”4 FelYyx+ S
W tych wzorach opieraliSmy sie na znakowaniu obu przykiadéw

poprzednich. Wezmy, dajmy na to, (Rys. 26) wysoko$¢ srodnika
H,=50cm 2=1 cm. U obu jego koricow przynitujmy

= 87819,6 cm.

14

katowniki 80 X 120 X 10, krétszemi ramionami dotykajgc
$rodnika, a do nich — pasy nieco u bokéw wystajgce,
y @ wiec, powiedzmy, 28 cm szerokie i 1 cm grube. Tabli-
o ce katownikéw daja J.. = 98,2 cm* dla osi Srodkowej,

X réwnolegtej do ramienia diuzszego J,, = 276 cm* dla osi
$rodkowej, réownoleglej do pasa krétszego, & =3,92 cm

odleglo$¢ srodka od $cianki zewnetrznej ramienia krétsze-

go, a 7= 1,95 cm odlegto$¢ Srodka od Scianki zewnetrz-
nej ramienia dluzszego; wreszcie F, = 19,1 cm’.

Stad [, =112 X 1 X 50342 X /35 X 28 X 1742 X 28 X
XIX[Ys X 50 +- /]2 44 X 98,2 -4 X 19,1 X [/, X 50 — 1,95]" =

Ty =12 X 50 X 1342 X 133 K 1 X 28° - 4 X 27644 X 19,1 X
X [Y5 + 3,92]* = 6259,5 cm.

154°,

R/

Blachownica dwuceowa. Dwie rownolegte (Rys. 27)
blachy pionowe X, wysokie, » grube dotykaja paséw poprzecznych

v ]

h :
W

o

v

4
F)

_ZE k

|
£

« Rys. 27.

B szerokich, & grubych, przynitowanych za posred-
nictwem katownikow do blach. Calo$¢ w ten spo-
s6b otrzymana tworzy przekréj ztozony o dwu osiach
symetryi OX, OY. Korzystajac ze znakowania przy-
ktadu poprzedniego, z latwos$cia mozemy wyznaczy¢
momenty giéwne przekroju. W tym celu oznacza-
my przez 2 w rozstawienie blach srodkowych,
awtedy Ju =2 Jus+ 2 Jup 42 Fp ['fs Ho—+ 2 A+
=0 4ch+4 Fc /2 £, '—7]]2,
jy o= 2]ys';" 21"3;[7” "l" 1/2v]z+2jyp'i'4j‘yc+
+4 F¢ [v+w + GF.

Wysokos¢ blach s$rodnikowych niech bedzie,
dajmy na to 50 cm, grubo$¢ 1 cm. Do tych blach

nitujemy katowniki 80 X 120 X 10 ramionami krétszemi, a do ich
ramion dluzszych — oba pasy, nieco po bokach wystajace. Rozsta-
wienie blach S$rodnikowych wynosi powiedzmy 2 w = 20 cm zatem
szeroko$¢ obu paséw B = 50 cm, a grubo$¢ 1 cm. Stad, jak dla
przykfadu tylko co wyzej rozpatrzonego J, =2 X !/;3 X 1 X 50 +4-

=423 112 X 50 XX 18 125050 2 13 [, X 50 + 1) - 4 X 98,2 |
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+ 4 X 191 X [ 13 X 50— 1,95 F = 126851,0 cm?, J, =2 X ;3 X
XO0X134+-2X580X1 X[V X2043.12-F2X V2 X1 X504
+4 X 276 4-4 X 19,1 X [Y/; X 20 -} 1 -} 3,92)? = 49977,8 cm*.

W obu tylko co rozpatrywanych wypadkach wyznaczyliSmy mo-
menty giowne przekroju calkowitego, nie uwzgledniajgc otworéw na
mty, ktore nieraz dos¢ znacznie ostabiaja przekrdj i obnizajg wartosé
momentéw. Dla odréZnienia nazywamy przekroje bez potrgcania
dziur na nity przekrojami brutto. W przekroju dziura na nit stanowi
prostokat — tatwo przeto t¢ przerwe przekroju uwzglednié, a wtedy
otrzymamy przekroj netto.

15° Cwiartka kota. GdybySmy chcieli posunaé¢ dalej doktad-
no$¢ naszych wyznaczan momentéw, nalezatoby bra¢ pod uwage zao-
kraglenia przekrojow, ktére w wiekszosci wypadk6éw stanowia ¢wiart-
ki kota. Nalezy prrzeto obecnie wyznaczy¢ momenty dla tego prze-
kroju (Rys. 28), jako skiadowego wielu innych. -

Wierzchotek o kata prostego cwiartki obieramy % Yy

jako biegun osi wierzcholkowych of, wn. OS o g\ ° X

moze by¢ nadto rozwazana, jako o$ biegunowa ///'/

sp6trzednych: p — promienia wodzgcego oraz ® //4‘/%,

kata biegunowego, ktéry bedziemy odliczali od 7] ";v,,,‘) X

osi biegunowej przeciw strzatce zegara. \a/tedy 3 45};{&1 0

¢ =p Cos®, 1 =p SinB, a poletko dF = dpd8, "'5 . £

jak uczy rachunek nieskoliczonosciowy. A zatem g

kolejno bedziemy mieli: ‘Rys. 28.

¢ - BT R s
iet=— }na'F=} 2Sinede [p’a’p:—];—;
s o ( Yo
1_:: > n —:'-'
Je = f't)"‘ a’F:j 25:'11'*',(")0’9{ e e 1:——[?[1/2 — C0322Q]de= 1 ¢ Wit~
o Jd. g J o
Rt R
= 16f2C0320a'(20)= Uy ® RY,
0
S = R L] Rt
Jon = [bndF= [25in8 Cos8a® f P dp =1, R* f 75in 20 d(28) =",
J 0 0 0

nadto F=1, = R2
Wobec oczywistej symetryi przekroju wzgledem osi wX, pochylonej ku
obu osiom pod katem 45°, bgdziemy mieli F, = F;, oraz J, = J; .
Wspotrzedne srodka O przekroju bedq réwniez jednakowe

&, =-qu:§2_ = E;.‘_ = ;—E . Poprowadzimy osie $rodkowe O.X,,
ho
OY, réwnolegte do wierzchotkowych. Dla tych osi bedziemy mieli

: n ? 16 R* 7 4 -
jxo =_]5 —_ F‘I‘3o == L W A _4\-9 Py =[[‘:__) = QEI Vo :=-/}'0 oraz



; =R? 16R?
Jayo = Jtg — F&ne = Ys 23— -——‘--. Gt = [1/8 — —-] R4  Ponie-
waz osie giéwne OX, OY tworzq z 0X, OY, katy 45", przeto mo-
Zemy bezpoérednio napisaé, ze J, = _]xo Cos* 45° + ], Stn? 45° —
4RY Rt 4R T It
= W T PR S A 4 SEST ¢ ey b
Jzyo Stnr 90° 6 5 R Iz g T o [2 l] g M

4 /0% ;
=0 5454/, Cos™5° + Jiyo Sin 900 = Rt 4kt | &2 af

160 9% T8 Or
=1 __§] 4
-[16—'— b= gl X A
Jako bezposrednie zastosowanie wzoréw tylko co otrzymanych,
bierzemy pod uwage:

16° Shupownik, Tak nazywamy (rys. 29) ceownik o $rodniku
zackraglonym. Znitowane bokami cztery stupowniki tworzg cylinder
z wystajacemi listwami podiuznemi. Calo$¢ tworzy stup. Stad nazwa.
7y Wyznaczmy momenty przekroju, podajac
7 obok w nawiasach Sciste tabliczne ich
Nie )g wartosci; jak zwykle pomija¢ bgdziemy
PN g et drobne 7aokraglema Aby umozliwié
2|
1=

s zadanie, prowadzimy tuki DC i GH,

) dzielac w ten sposob caly przekréj na
! 45° dwa boczne prostokaty 4BCDi GHJK,
; : o oraz Srodkowg krzywa cze$s¢ DEFH.

7 7} R4 0 Prowadzimy nadto przez zewngtrzne
‘/YT’ J ., Scianki pasow osxgd g, m;) Dla tych
ZIL S osify = Fy =5 -§+4><1><

% X [840,5 4]+4 X 13X }/,=98,3 cm.*.
Rys. 29. Nadto pole F=1!/,n8*—1/&7>2 4 X
d X1=19,8 cm? [20]. Stad mamy spoi-

)2
rzedne $rodka £ — 1, = —If — 497 cm. [497]. :

Korzystajac nadal ze wzoréw dla momentéw éwiartki kota, mo-
zemy napisa¢ Jg =], = Yoo 8 — Yo w74 + 1 X1 X 8+ 4 X
X1IX 18 +05><4l’:ll-’/-z><4><1’—|—4>< 1 X ['/:]?=739,8 cm* [745],
g =1/ 84 — /g 7‘+4XIX[8+05><4J><‘/2+4><1><‘/z><10—
== 251,6 cm*.

Prowadzac rownolegle do wierzchotkowych osie OX,, OY, $§rod-
kowe, bedziemy mieli dla nich J,, = Jz — F7,? = 789,8 — 198 X
X 4,972 = 250,7 cm* = J,5i Juyo = Joy — Fbo = 251,6 — 19,8 X
X 4,97" = —237,5 cmt. Poniewaz J,, = J,, oraz J,, + 0, przeto
0§ gtéwna OX pochyla sie ku osi OX, pod katem 45°. Dla tej osi
S = JxoC0s?45° + J,, Sin? 45° — -]x_)'o Sin 90° = Yy [Jo + Jyol —
—Jayo=4882 cmt 1479). Nadto J. + Jy = Jyo +.Jyo =501,4 cm!
i ostatecznie J, = 501,4 -— 488,2 = 13,2 cm.* [13,3].
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17°. Przekr6j kolowy. Bierzemy pod uwage jakikolwiek uktad
osi §rodkowych prostokatnych. Beda to osie giowne przekroju OX,
OY. Nadto, niech p oznacza promien wodzacy jakiegokolwiek punktu
przekroju, a 8 — odnosny kat biegunowy. Biegunowy moment bez-
wiadnosci kotowego przekroju bedzie wigc

™ 2r 'R
o e fp’a’F = |db jp’dp = 1/, =R4, gdzie przez R oznaczyliSmy
Y (% o (4]
promieri kota. Wobec tego, ze przekréj kotowy nalezy do rodzaju
ohojetnych, jego' J, =/, = ), a zatem J, = J, = !/, =R* oraz
iy = iy = Vi, zR' - aR2 =1, R, .
Przekrdy kolowy ma kolo Srodkowe beswladnosci o promieniu dwus
krotnie mniejszym.

18° Przekro6j eliptyczny. Wielkg pétos elipsy oznaczamy przez
a, malg przez b; dajg one kierunki osi gtéwnych przekroju, jako jego
osie symetryi. Niech « lezy na OX, 6 na OY. Poniewaz przekr6j
eliptyczny mozna rozpatrywaé, jako rzut przekroju kolowego o pro-

mienin a pod katem a = arcCos 2 przeto na zasadzie ogdlnych wzo-

; 4
réw dla przekrojéw rzutowanych bedziemy mieli /, = Cos®a F-t-:-;— —
R Ty T |

4 7 4 o &

Nadto pole elipsy F=Cosara’=rab, a przeto Pk L b, fy =1/.3 a.
Przekrdy eliptycany ma elipse srodkowq beswiadnosci o polosiach dwu-
krotnie mniejssych.

19°, PiersSciefi kolowy mimosrodkowy. Promieniem r zaia-
czamy (rys. 30) koto ze $rodka o, lezacego na osi wX. Od tego punktu
w kierunku dodatnim odkladamy wQ—e i zataczamy koto promieniem
R ze Srodka Q tak, aby bylo R > » 4 e.

W ten sposéb wytworzony piersciert kofowy 3‘], y
o mimos$rodzie ¢ ma o$ symetryi o X — 0§ )
giowna. Chcgc wyznaczyd oS druga, prowadzi- - 4]
my przez érodek ® o oY, 1 oX. Dla tej osi £ Al X
moment statyczny przekroju bedzie  F),, = I" , X
= wlR%. Poniewaz pole F' = = (R* — r?), 7|
przeto spéirzedna x, srodka O otrzymamy N
£, R?e

. VO, L Lo .

w  postaci Xo="F = g Przez , Rys. 30

wyznaczony w ten sposéb $rodek prowa-
dzimy o$ gléwng OY. Dla osi gtéwnych J, = % (RA—r*)

‘ v .
oraz J, = ’% + 7R% (e — x,)? — % — mrix,? = ’Z'(Au_,.;)_}_sz [e—



A

— R2e: (RP—r)P—r? Uf%‘j) = TR —ry+ (-ﬁ-"é,T), [rile? —
. = we" R?r?
S RSSO ey

Dla zwyklego przekroju kolowego pierscieniowego 0 promieniu K
zewngtrznym i » wewnegtrznym mamy e = o. Tutaj wiec J, = ]), =

T : . L
= (R4*—»*. Ten sam wynik otrzymaé¢ mozna rdéwniez, i bezpo-

srednio, rozpatrujac pierdcieri, jako réznice¢ dwoéch przekrojéw koto
wych.

20°. Przekr6j paraboliczny. W ukladzie osi wierzchotkowych
luk paraboli (V.rys. 9) wyrazi si¢ réwnaniem 7® — 2pG. Poprowadz-
my prosta G=a, a olrzymamy odcinek paraboli symetryczny wzgledem
osi w§. Aby wyznaczyé jego drugg o$ symetryi szukamy momentéw.
W tym celu piszemy réwnanie obwodu w postaci X (§, 1) = (42 — 226)
(@ — @) = o. Da ono dwa pierwiastki 7' = — J 2 p&, 7"=V2 p¢, jako
granice catkowania po 7. Aby otrzyma}c’ granice catkowania po g, wy-
taczamy 7 z réwnan K (&, n)=o i = =0, co daje 2v = o0, a zatem
5, =0, &;=a. Wobec symetryi przekroju F: = Jgq=o0, 2 zatem mo-
2emy wypisaé kolejno momenty pozostate:

» "l‘ .’.‘I l
= f dF = |d& jd-q =14, aV2pa = 4, ab,
o 7'

s 0" B G Ly
i /f’“’g / dn =2V L VEdt = 4]0 V2pa = %[5 a%,
: w ] af .

(2]

a, 1]’ p. Dz el =
Je = /L,; f'n?a’n='~’, Vepy | VEdE = iy ab?,
-o I“q A

/@

4 "’ S Tay = s
B }C'—’d& /d"] =2 V2 jo VEdE = 1.a° VOpa = *;ad%;
« e .ql

o

przyczem b6?=2pa jak to zreszta wskazuje rysunek. Spéirzedna srodka
bedzie tu §, = F.,l : F =3, a. Prowadzimy przezen o$§ giéwng OY.
Dla osi gléwnych: OX, lezgcej na osi-©§ i OY bedziemy mieli J, =

= Jt= 1_45.3”1)3’].)’ =g FSo® = Y; a% — ¥, ab 9,'12:.,“2 = /i, a’b.
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