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promied krzywizny linji #rubowsj jest przeto_wiel-
K kodoip stala . Wissnodé te dszieli linja drubowa 2
.kolem i prostg, ktdre: zreszta mogs byé uwaz ane ze
przypadki szczegélne llnap drubowe: . gdy .. of=0;

wzgl, & = él, .
Srodki krzywizny linji érubowea leig na innej hn-—
ji drubowej % ,, zwanej wsgajemng, o. tym semym skoku,

krzywidnie i skrqeie, ale o » réinym promieniu i spad-
| ' ku, by wyznaozyé
promieﬂ krzyw:.znv
. ¢ 1linji frubowej s
w jej punkcie 2.,

kroflimr tréjkat
B <5 R, e vrostokatny 45K
r__- 75...

——p s /Rys 432/, ktérego
‘-‘?.7" 234, ﬁetohtna A Rer

e kat do niej przy-
M legty ARH =<
wtedy ZA& = o4 btudujac na AR trojkat

prostokatny z tym samym htem preylegiym < otrzy—
mamy -1?-‘? AR s = df.:_.cz.f

. Odeinek
A R jest promieniem walca, ' ne ktérym
lety linja érubowa wz2ajemnsa XA , 8 knt J{A?if=
2 o, = ;'g"'r—oé._; Jjest jej spadkzem wyznacze;ge 4

i -—-ﬂ----——-——--—----l\.--—

GEOMETRI A WYXRESBLNA N:63

Arkusz &-ty
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v ten sam 3po«6b promleﬁ krzywizny jgﬁzi
tej drugiej linji, drubowej enejdziemy ten sem co po~
przédnio odcinek KR = ¢ .. 6dy « = *Z—Z .

e : linje érubowe;wgajemne gg wtedy rdéwne -
i symetryczne wzgiedem”wbpdlﬂéj osi.

.Styezne S, do linji_éi@bOWej S tworza_po-
wierze hLig_rozwijalﬁgh ktérej krawe-dzig zwrbtu jest

s .. Przegigeio, tej pow1erzchn1 plaszczyzng kierow-

UiEyerdod. gakakOLW1ek plaszczyzna prostopadig do 081

est ewolwentg kols, Punkt¢4 jest tym punktem ewol~
wenty, z ktérego wychodza dwie joj gatezie do siebie
‘styczne; jesﬁ to punkt zwrotu, Na $redniey AJ  le-
ﬂzy-niesﬁ@ﬁczehie wiele punktow podwéjnych ewolwenty
/§.219/C,Gdy przstniemy powierzchnig rozwijelna pro-
stopadle do o0si na wysokofci % od plaszezyzny kie-
z.'__oylmicy__v to otrzymsmy w przecigeiu tg samg swolweute
kﬂ?? ale obrGeona o kgt ¢ = i%; . Punkt zwrotu

A oraz punkty pedwgjne .Jq ; ;.JZ o T zakrsr
$lajas wiec linje Srubowe o tym samym skoku 5{ . Miej~
see goometrycﬁne punktu zwrotu stancwi linje érubowa

dana; poniewaZ w kazdyu punkeie podwéjnym ewolwenty

e

wia przecinajq sieg dwic-tworzace'powierzch?i r0Z—
'Wifﬂiﬂej,@wiqo misjecs geomstryczne kazdego punktiu

nodwi aege jest_linjs ssmoprzeniksnis tej powierseh-
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ni. Na powierzchni rozwijalnéj 1inji $rubowej leiy
zatem nieskodiczonie ﬁiele drubowych samOprzenikania
powierzchni o tym samym skoku i skrecie.

§ @31._ Zsdanie ilykreflié rauty prostokatne limii-

srubowej prawoskretnej, ktérsi of jest prostopadig

do }? . Jezell dene sg promied wslca #» i skek 4 A

/Rys.433/. Rzut poziomy 5): 1inji drubowej jest
kierownica waica. Przypuddmy ze linja $rubows prze~
bija & w punkcie O’ kierowniery. Podzielmy kie-
rownicq na dowolna iloéé. .np. na 12, czgéei réwnych
i pornumerwjiny punkty podziegiu poczynejac od a’

w strong przeciwng ruchowi skazéwki zegara., Na taks
samg ilodé ezedei réwnych podzielmy skok linji 4ru-
bowej odmierzony nas osi wales od punktu 27 i po--
numerujny punkty podzisiu poczynsjae od tego punktu,
Wystawisjae w kazdym z punktéw podzialu kierownicy
linjq rzedng i prowadzac przez odpowiedni pﬁnkt po--
dzialu skoku réwnolegls do osi rzutéw, wyznaczymy
drugie rzuty dowolnej ilodei punktiéw linji drubowe;,
Dls wyzneczenia atyeznyeh w tych punktach wikredlmy
ewolwente kierowniey, obiersjac punkt zwrotu ﬁ-punkm
cie 0%l Prowadzge w kaidym z punkteéw podzistu
kierownicy styezng 2o viej, wyznaczymy ne ewolwencie

f, punkty, ktére sa Pierwszymi 4ladami stjcznych

1
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A10




do &rubowych w tych jej punktach, ktére odpowiadajes

punkton podzialu kierownicy; igc
z drugiemi rzutemi odpowied-

gat drugie rzuty -

‘punktéw linji Srubowe]
| nich_pierwszych §ladéw wyznsczymy drugie rzuty szu=

kanych styeznych.
Styczna do §rnbowej w punkeie
do P kat jej drugiego reutu z osia ré%éw jest

&
przeto_spadziem & linji érubowe]. ProwsdzqC DIZez

R rowndlegia do ST , wyznsczymy ha osi parametr
AA  linji Srubowej; W gamej rzeczy: A = "’?a%:
= 4, - Prostopadlé 3o XA w punkcie H wy

e ND . = A 2
gnacza odcinek A=y ; jest to nprouied

6 jest réwnolegka

walea, na ktérym lezy linja §rubows wzajemna ¢ o tym
gamym skoku, promieniu krzywizny i Skegeie. Odecinek

RR, jest promieniem krzywizuy obu tych linji

grubowych.
s 232, _Zadanie. MWykre§lié rzuty punktu 2 1inji
b , oraz

§ rubowej prawoskretnej o osi prostopadlej do
reuty stycznejw tym punkcie,_igzeli dane sg " A p i
¥ . /Rys. 433/. szypuéémy znowu, #e punkt, w kté~

rym linjs &rubowe przebija 1? jeét punktem‘kierow-

nicy najblizszym osi X . Odmierzmy w strone ﬁrzeéiw—
na ruchowi skazéwki zegara kat ¢ , ktérego jedngm
AR . 4’0’ ’ '

ranieniem jest - ! ;, punkt Vst , w ktérym drugie
ramig tego kats przecins kierownic—e, bedzie pierw-

. szym rzutem punktu £ | W punkeie 2 pop;owadiﬁy



' - 8%
styczna dc kiercwnicy; odmierzmy ne niej e jﬂ-—

= ¢ ;. ponkt 1ﬁfjest pierwszym ladem stycznej
do érubowej w punkcie-zjg Aby wyznacezyé wyeokodé 2
punktu 2 , odmierzmy na osi « od punktu A‘N od~
cinek £¢ . drugs przyprostokgtna tréjkata Pro-
stokgtnego, ktérego jodna preyrrostokgtna = "y =
8 kat do nisj przylegdy jest A , bgdzie réwna szu-
rene keéci. Iaczgc punkt j:”' % AL otrey-
kenej wysokedci. Iaczgc . ¥
memy drugi raut £ gtycznej Zs:

Na mocy powyzszego wykredlenia znajdziemy tatwo
réwnenie drugiege rzutu £ linji Srubowej A
rawszy z8 ozie delrzeu ych proste % i &, mamy
dla purxtn = / oty Sxatele oS P = 1 sin ¥ s

: 0z tréjkatéw,zaé rodobnyeh:
Ziho = L Ee akad Z = '40'%’5

- = o4 ” . r s J - 5 z o -
Rugujac ¢ , otrzymemy: 4 =sin x; ; jest to

rémnsnie vinusoidy._Rzutem prostokatnym linji Srubo-

wel ng nisszezyzne réwnolegis do osi iest sinmsoida,

lozra stwierdzié istwo, Ze rzutem réwnolegiym u-
kodnym linji drubowej ra pilaszczyzne kierowniey, tj.

nu piaszczysne prostopadiy do csi wales jest_eykloida,

W semej rzeczy, tworkenie linji &rubowej moZemy ro-
zumieé w ten spos¢h,, ze punkt 7 poruszsa 2ig z 8gZyb~-

kodrig staln, na okregu kolsa £ , podczas gdy pla-
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szezyzna tego kole przesuws sig réwnie? 5_sayukoﬁcza
stalg . w kierunku do te] plaszﬁzygnv rrostopadivn Je-
zoli rzucimy ukoénie vunkt ruchomy ID'na DlaSaC?Jaﬁ$ 
‘.Ia ., to jego rzut _JZQ bgdzie w plaszczvﬁn1e |

Ia wykonywsl jedmoczesdnis dwa ruﬂhj Jednostajne
1/ ruch na obwodzie kola 3€; , ktére jest ruutem
ukodnym kols £, oz szybxoécla réwng svybsoécl . |
punktu £ na tym'kolo G ruoh postepowy wrez z ko-
Tom fu, % szybkoéc1a, ktéra jest rsutem szvbkoéc4
. plaszczyzny kola R . Jezeli tak zazreélcvv przez
punkt, E%L' na kole l.€; gest W danym odstanle |
ézasu rdwny‘odcinkowi ktérv w tym samvm czesie nrzeQ
biega drodek kols, to krvvwa opisane przez punkt ka
Jest eykloidg zwxczajgg nastqpl to wtedy, gdy pre-
mienie rzucance punkt £ g4 nachylone do Ia, pod
katam o« . Jeseli nachylen1e nromleni rvuceJaoych

jest > » to eykioida jest skglczona . jeZels

- to nachylenie jest < °¢‘, to cykloida jest_wyeig-
Wyniki tego rogwazenia mzﬁna wyrazi&'; ﬂ;éteéajq;

cy eposéb: _ﬂ_1eninm_lin;;_ﬁxnhnxﬂ;_na_nlﬁazczxénxﬁ_

k;erown1cx, rzuconxm praaz prom1en1e rgwnolegle 1est

8_gwyczs ina scurczona lub wvclagnlota zal Z, =

nie od tego, ZYy naghxigg1e rrom1en1 éW1et1nych do
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plaszczxénx kierownicy jest réwne, wigksze 1ub-mniej-
sze od spadku linji drubowej. '
§ 233, Konoida Sruby i powzerzchn1a $rubowa o ostrxp
g!;ncie, Powierzchnia rozwijelna linji érubowe] Jest

przypadkiem szczegélnym powierzchni drubowych pro-

stokredlnych, powstaiych przez fuch drubowy prostej
iakiejkolwiek, Wezne znaczernie praktyczne maja prz§¥”
dewszystkiem te powierzchnie prostokréélne skoéne,

w ktérych tworzaca przecina of /powierzchnie Srubowe
zamkniete/. Jezeli tworzace sa przytem prostopedie
2o osi, to powierzchnias nazyws sie_konoida druby,

Jest to powierzchnie utworzons przez normalnd'giéwm'
ng linji 4rubowej;, proste 77 , 27 , 4 , .

-/Rys. 434 / 8§ tworzacemi tej powierzchni. Me ona
- zgstosowanie w_$Srubach o plaskim gwincie powstaJa—

cych przez ruch drnbowy prostokata, ktdrevo piaszczyz-
na przechodzi przez od, a jeden z bokéw jest do niej
rdwnoleglj i réwna sig wysokodci skoku.. ~ Jezeli two-
rzgca przecina od pod kétem ostrym, to utworzons p*&éz
ruch drubowy tej prostej pow1erzohn1a nazywa BIQ_BQ:
wierzchnia $rubows o ostrym gwincie, nazwene; tak
dlatefgo, te ma ona zastosowanie w $rubach o ostgxg
gwincie. Nazywemy tak figury powstele przez ruch =
§rubowy tréjkmta rdwnoramiépnego,”kgdrego plaéchyg:“
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ne przechodzi przez of, a- podstawa jest do niej réw—
holegta i réwna sie wysokoseil akoku.

Zadanie, Wykredlid rzu+Lprostokatne powierzch~

ni @rubowgj o o»igm gwincie 1 wyznaczyé przecigceie

161 plagzezyzng prostonadla do os1.. 04 dzieli po~

wierzchnig ne dwie powloki; gérna 1 dolna, jezeli of
jeat pionowsa. Nykreéllmv jedsn skok dolne] powtoki
pow1erzohn1 §rubowej o ostrym gwincie, - Niech oé
e’a” /Rys. 434/ bedzie Prostopadie do
I? @ prosta & /s”  niech bedzie tworzaca po-
wierzchni réwnolegla do It' , © nachyl»niu 6" do

a #
R . Tworzaca te przecina o & W punkcie A24”

a B, przebija w punkcie B . 87U - nie-
- chaj bedzie jednym skokiem lezacej na pow1erzchn1

: 11n;1‘érubowe§n skok ten podzielilidmy nas 12 réwnvch
. czelci w punktach S J RO

2 - e ,. przez
kt6re prowadzimy tworzace powierzehni; tworzgce te
wyznacze na osi & odeinki Y RUITERT o AREONAY
g , ‘réwne 75' . ﬁysokoééi skoku
g% ZZ - . Dla pfostety wykreélenia obralidmy

punkt A w -jednymi z punktéw podzialu’ wysokodeci sko-
k.. - ' '
Kazda plaszczyzna przechodzace przez 0f 2 przeci-

na powierzchnig wedlug dwuch uktadéw vrostych tréwno-
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leg}ych,,w tej piasszezydnie, ktéra jest rownolegia

do I)

L
proste drugiego ukladu do Bt Punkty przeciecia

., proste jednego ukiadu sa rdwnolegie do &§ .

4J, , 4, , ... prostych jednego ukladu z pro—
stymu drugiego lezg na linjach drubowych zwanych !
krawedzismi samoprzenikania powierzchni; wzdiusz tych
lihji powloka gérna przecina powZoke dolna powierzch-
ni, ~ Przetnijmy powierzchnie plaszezyzna S pro~
stopadls do osi @ . Krzywa przecigcias bedzie miejscem
geometrycznym punktéw, w ktérych tworzace brzebijajq
plaszczyzng S . Otéz odleglosé punktu przebicia
riaszezyzny 05 ktérakolwiek tworeges qd osi jest
provorcionslna do od‘egloéc1 tej plaszczyzny od punk-
tu, w ktérym ta tworzgea przecina 0, ta zad jest
rropercjonalnas do kata @ , ktéry odpowisda tukowi
$rubowej Affvl/ - pomigdzy. plaszczyzng ﬁy i two=-
rzaca, hrzywa piaska posiadajgca tg wiasnodd, ie od-
'er%oqé dowolnego jej punktu od pewnago stalego punk-
tu jej plaszezyzny jest proporc;onalna do kata, za~ -
kresionego przez promier wodzacy tego dowolnego punk- |

tu, nazywe siqg_spira.ng Arohlmedesa Tek wige
przecigeie nowierzehni §rubowei o ostrym gwineie

piaszczyzng prostopadiy do osi jest spiralna Archimee :
dess,

»
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'§ 234, _Krzywa przenikenis dwuch powierzchni, Jed-

—_—

nym z nejczqeéciej w praktyce spotykanych zagadnies

jest wyznaczenie krzywej przenikania dwuch powierzch-
ni, Metoda og6lna polega na przecinsniu obu powierzch
ni uklademnplaszczyzn pomocniczych dogodnie obranym

i wyznsczaniu krzywych przeciecie tych pisszezyzn

z kazda powierzchnia; punkty wspélne obu tych krzy-
wych plaskichsa zarazem wapélne obu powierzchniom,

s wigo naloég do krzywej przeniksnis, JeZeli np..
-jedna lub:obie dane powierzchnie sg stozkiem lub
walcami, to najlepiej za plaszczyzny pomocnicze wziad
plaszezyzny przechodzace przez oba wierzcholki; '
wtedy krzywe przecigcia kazdej powierzchni z kté-
rekolwiek plaszczyzna sieczng skiadad sig bedzie

z dwuch prostych., Jezeli np. danymi powierzchniami
aa'kula i powierzchnie drugiego stopnis posiedaja-

ca przecigeis kolowe /elipsoida, paraboloida eli-
ptyczna, obie hyperboloidy/, to ptaszczyznami pomoce-
niczymi nazywamy plaszczyzny przeciqé kolowych i t.d.

Zedsnie. _Wyznaczyé rzut linji przenikshia dwuch

stozkéw, ktsrych kierownice S T8 sq kolami

lezgcymi w pismszczyfnie rysunku, jezeli dane sa nad-

“td rzutxﬁ/prostdkatnej:hkoéne lub Srddkowes/ wierz-
chotkew S, i Sy oraz lad S prostej ,5:'/.5:
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w praszezyfnie rysunku , /Rys 435/.
Poprowadfmy pek pilaszczyzn O osi s = /5 5 AT
§1edy tych plaszczyzn beda promieniami wychodzgeymi
z punktu S .. Oczywidcie w gre wchodza tylko te pro- J
ktsre przecinajg oba kols kierownicze; jeie-

iny z S styczne &o obu k6%, to
ktére znaji-

mienie,
1i tedy poprowsdz

korzystad bedziemy 2 tych tylko promieni,

duja sie migdzy promieniemi 2. 19 stycznymi do

nego = siecznymi wvgledem drugiego kola, Moga

Jﬁd
1/ Obie styczns do jedne-

przytem zajsé 4 przypedki:
» k61 sg gieczne wzgledem drugiego kola, Méwimy ‘

go

wtedy, 2e nrzen1kan1e jest zupelne, krzywsa pruenlka— i

nia sklada sig w dwuch gatezi nie magaevch weapélne-

2/ Jedns ze stycznyech do £, przecina
£ :

£ 0

go punktu,
f; , a druga jest zcwngtrzna wzgledem

Wtedy méwimy, ze przenikanie, jest_czodciowe ; krzy-
wa przenikania stanowi jedna jedyna krzywa, 3/ Kola
£ i ,'ﬂ, majga jedna wepélna styczna wychodzacsa
z /5 :, krzywa przenikanie posiada jeden punkt podwéj
ny i 4/ kola A i 4 nmeja obie styesne wychodza- |
8 % /g'wspclne; krzyws przenikenia posieda dwa !
punkty podwéjne i rocklade sig na dwie przecinajsce i
sig stozkowe, leBgcc w réznych ptaszcgyznach. ' l
Przypudémy np. /Rys 45.5'/ ze przenikanie jest ; I
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czqgciowe', t.j.»fzé styc.’zha 2 do 4%4 pr'zecina/z/’;
w punktach AL 72 a'styczna ¢ do i p-i:._ze-—
nika 1‘.,;, w ﬁunktach &, i 4{ . Aby wyznsaczyé 4
punkty krzywej przenikania, lezace W jedne] plasz-~
czyfnie pomocnicze], p;rowédzi'my Z ,5’/ promie® jaki-
kolwiek ¢ , ktéry niechaj bedzie §ladem tej pia= |
.szczyzny;, oznaczmny 1ite’rami A, ; 2, , /y; i-/f/z,
punkty, w ktéryeh 7z przeciné xota £ i “x .,
taczae 4, i -/’-?g, Z »:«5:// otrzymamy rzuty dwuch two- .
, wedlug ktérych\ pla-.-szczylm-

sm  przecine stozek 5, s laczac 4, 4 4
2z ,5;' , otrzymamy podobnies rzuty tworzacych ~,
i m, , wedlug kiérych ta same plaszezyzna przeci- -
ne stozek S, ; punkty 4 , B, O i 7, wediug
ktérych m, . i s przecineja 7 i1 My , e&
punktemi linji przenikanis. Aby w ktsrymkolwiek z
tak otrzymsnych punktéw np.. w 4 poprowadzié styesz-
ng do krzywej, zauweiny, 2e owa styczns musi lezed
'w kazdej z obu pieszeczyzn styeznych, ktdre moina po-
prowadzié do stozkéw 3; i '.*5'; w ich punkecie w,s.pdl--
nym _-’g i Sll_adami tych plaszezyzn stycznych sg stycz-
ne %, i A4, do kierownic £ i 4‘; w punkiach
M, i M, . pukt 7= &, dj jest Sladem
sz,uka.zlej styeegnej;, proste A jest wiec jej rau-

~
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tem, ~ Dla szybkiego i dok‘l_gadn.egc.) wykreéle‘nia krazy-
wej przenikenia zaleca sie przedew‘nszys'tkiem wy',zn_a-
czenie 1/ bunﬁtowf’ P" PR et &7 , w ktérych
krzywa jest styczna do tworzqcych YT S 9
i g. . 2/ punktow R e R BT T s A

V", w ktérych krzywe jest styczna do konturu rze-
ngywistego obu stozkéw.

Zadenie, yznaczyé rzut krzvwej przenikenidé

dwuch walcedw, ktérych osie €a rdwnoleg}e. do P. :
| /P.}:s. 436/. Zadeanie to rdzni sig od poprzedniego\tyl-

ko tym, ze wierzcholki obu stozkéw sa niewlasciwe.
Za pladszczyzny pomocnicze obieramy pieszczyzny réw-
nolegte do osi obu walcdéw, t.j. do P . Wykresdliwszy .
rzuty waleYw ns plaszezyzny l:,{ i Iﬁ prostopadle
do ‘Pl , Wyznaczymy pierwsme rzuty tworzacych 777, |
#y . My i My | wediug ktérych jakakolwiek
. plaszezyzne S rownolegta do -1:: przecinas jeden
i drugi walee, Punkty A , 2 | € i J  y kts-
rych tworzgce /7, i /73 przecineja tworzace- #y i

Py neleia do krzywej przenikania. - Rozwingwazy
powierzcbnie boezng jednsgo z walcéw wyzneczemy na,
niej z Iatwodeis punkty 4. , B, | , i s
nelezace do roswinigeie krzywej przeniksaias.

Jezeli osie dwuch powierzchni obrotowyeh sig prze-

I



7 -h——-—L.hh-.v_—-—-——-—-————--—--u—-—o-

Arkuss 40-ty

cEoMRYR A WYERESINA Nee



- 624
rinaja, to krzyws ich przenikania moze by wyznaczo-

ne zapemoes kul pomocniczych o wspélnym §rodku

w punkcie przeciecia osi /metods kul/.

Wykréélmy'np. pierwszy rzut krzywej przenikania
dwuch waleéw o osiach @ i & , przecinejacych sig
w punkcie J /Rys.437/. FPrzypudémy, ze plaszcgyzna

40 jest réwnélegila do R Ku’l‘a jakakolwiek
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0 érodkd J rrzecine oba walce wedlug k¢, ktdrych'
plaszezyany sa prostopadle do 1? , 8 wige ktérych
rzuty sg prbstymi, iaczaeymi punkty przeideias konty-
ra widaialnege kuli z konturami walcéw., Punkty :
w3p6lne obu kolom, sg wspSlnes obu waleom, & wige
nalezg do krezywej przenikenia, Rzuty tych punktsw

sg to oczyyiééie punkty przééiecia rzutéw obu k6, -
Mozna %atwo okézaé;-ze rzutem krzywej przenikanis

w tym przypedku jest_hyperbola , dla ktérej rzuty

osi waledéw sa Srednicami sprezonymi, -

ROZDZIALEL XVIIT,

STIATTE ST T e Ty s e e Gk 1ot o i e, et e L il e s i

0 POWIERZCHNIAGH CEROTOWYCH.
§ 235, Fojecie ogélne o rowierzehniech, E*BS”OZX

ny _styeczne, styozne gidwna, Punkty hvnerbollcvn

pa;abgi;czne i_eliptyczne, Przez ruch pTOStPJ utwo-

rzyé moZna ocgywiseie tylko takie pow19220hn18 ns

ktérych leiy nieskotdezenie: Wlele prosvych, jek siozii,

walee, powierzchnie rO?WIJ?lDe h}perbolozd Jedno—
pnwlokowy; raraboloidii hyperboliecg zny, konmlda Sruby,
powierzchnia $rubows o ostrym gwincie i 1.4, Wszjsikiu

te powierzchnie obejmujemy w8pélng nazwa_prostckrog!.

nych, Stanowis one przyradek 8z2czegblny powiirzehni

 krzywokredlnvch » Viwerzonych ogélnie przez rueh
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.krzyweJ ptaskiej lub skodnej, badf niesmiennej, bads
zmieninjgcej swéj ksztatt w sposéb ciagly wedlug do-
nego prawa,
Niech bedzie na powierzchni TT punkt jakikolwiek
2 .. Polaczmy 80 2 jekimkolwiek innym punktem JD
tej pow1erzchn1 i gblizajnmy 7 Al ¢ £ na jakiej-
kolwiek krzywej lezacej na powierzehni i taczace]
punkty £ i /£, . Grenicq poldéénia prostej L2,
gdy P zblize sig niecgraniczenie- do ZD‘, na-
Zwilemy styczng Z do povxelzcﬂal w punkcie PEg
Jest to wiqe pros ste, mRjace z powierzchnia dwa punk-
ty zjednoczone wsvdlne. Katda pilaszczyzna przechodza~
ca przez styczng € oprzetnie powierzchniyg wedlug
krzywe] piaskie] styezne] do Z w punkcie zetknig"
cig £ '

W kazdym punkcle £ powier vchnl.T"lstnlewe nie-

]

skoncZen1e w1e1u styczayeh Z, : Z; Z; %

ER) »

vy

Ffa'bowiam w punkeie < przecina sie nieskodczenie

-

wi ele krzywych lesgeych ne 77, Dowiedziemy, Ze
e"vst{1e te styczne leza W Jedne1 piaszezyinie,

W semej rzeczy, sbiersmy dwie Jaklekolw1ek styczne |

w punkcie Z : LA g e noprcwa Zmy plaozczyznéi

TE f( t&

: }r2301na ona TI wedlug kréyweﬂ
oy - i a ;_L ‘
stycznej zaréwne do e Jak do %y w tym samya




YLk
punkecie . ]D . Punkt ten jest przeto punktem podwéj-
nym /wzgl. punktem odoscbnionym/ krzywej przecigqeia
i kezda prosta é; i 59 : i;— y ot e e e eels
w plaszczyinie T i przechodzaca przez punkt 'Z',
me z tg krzﬁwq,-a wige i z powierzchnia dwa punkty
zaednoczone wspél..a;, jest to wige styczna do ‘powierzch

ni T w punkcis & , 3L LT
Fiaszezyzna ‘I' |, w Ktotej leza wszystkie styesms

ne db powierzchni. IL punkeie ~ | nezywa sie

Pisszczyzng styczna do II' w tym punkeie. Prostas

- prostopadts do T' w punkcie nazywa sie_normalna

do powierzchni w punkcie Vs
Z podréd stycznych do pow1erzohn1 T punkC1e
4=’wyr62n1amy dwie, swanemi stycznemi gléwnemi, Ttsi
re maja juz nie dwe, sle trzy zjednoczone purnkty
wepélne z krzyws przeciqeia, a wige i g powierzchnis
T . Kesdsa z nich jest granics polotenia siecznej,
ktéra iaczy punkt podwéjny 7 =z punktem £ 1luy
13 jednej z galezi krzywej przeciqeia, gdy te
punkty zblisajs sig nieogreniczenie do £ | Kazdas
piaszczyzna przechodzges prazez jedng 2 tych styos-
nych przecina powierzchnigq wediug krzyweJ, ktéra w
punkcie £ ma punkt przegigcia,

Styczne gléwne mogs byd albdo rzeczywiste i résne
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/punkt -f’*est wtedy ﬁunktem podwéjnym krzywej prze-
ciecir/, . albo rzeczywiste i zjednoczone /punkt it
jest wiedy punktem zwyotu/, albo urojone snreéone
/punkt Z~ jest wtedy punktem odosobnionym krzywej
przeciqcia/e.W'pierwszym przypadku punkt i naéywa-
gig punktem hvperboligznvm powierzchni, w drugim -
parabolicgnym , W trzeeim -~ punktém.gliptxcznym, :
§ _236. £o1gc1n ogélne o powierzchniach obrotowych,

ngnmleanl i potudniki. Jezeli krzywa plaska lub
skosna K , sztywno zwiazana z 2z prosta « , obra-

ca sig dokols niej, to powierzchnis przez ruch krzy-
wei A utworzons nazyws sig_obrotowa, Prosta 4 na-
zywa siq_osis powierzchni., Kazdy punkt Jfakrzywej
tworzacej £ opisuje koo, ktérego plaszezyzna jest
prostopadia do osi & i ktérego drodek na niej lezy.
Kola te nazywamy réwnoleinikami,

Powierzchnie obrosowe sa najpospolitéze Z po-
wierzchniISpotykanych technice i w 2yciu codzien-
nym, Ze wspomn1my tylko n1ezllczone ciata otrzymans
‘na tokarni i kole garncarskim.

Ze sposobu w jaki powstaje powierzéhnia obrotowa,
wyniks ze przez obrét dokois oai a przesuwad 8iq
ona bedzie sama w sobie, 2e zatem moze ona powstaé

przez ruch obrotowy kazdej wykreslomsj na niej kray-
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wej, ktéra przecina wszystkie réwnolezniki. W szcze-
'gélnoéci powstanie ona przéz obrit krzywej przecig-
cia pbwierzchni pleszczyzna prz8chodzace przez of,

KrZJwa -taka nazywa sie_potudnikiem vpowierzehni.

Pon1ewaz nrzaz obrét o 180° nlaszczyzna poludnlka
powraca do swego poloisnia p1erwotnegp, przechodzac
przez'polOZenia wgzystkich innych poludnikéw, wigoe:
wszystk1e pgludnlkl gq _réwne 1 kazdy z nich jest sy-
metryczny wzgledom osi,

Przez swojg of 1 pdludnik powierzchnia obrotows
jest wyznaczona.:PrzezAkaﬁdy punkt powierzchani prze-
chodzi jeden réwnoleznik i jeden poludnik; pfzeciw
na;q eig one pod katem proetynm, gdyz piaszczyzne .
kezdego poludn1ka przecina kszdy réwnoletnik prostoé
katnie. |

Plaszczyzna styczna do powierzchni obrotowym w da-
“nym jej punkcie £ jest, jek zawsze, wyznaczona przez
dwie jakiekolwiek styczne do powierzchhi w tym punk-
cie, = wieé pPrzez styczna'do réwnoleinika i stycz~
na do poludnike przechodzgcego przez punkt;.z.z-7 ,

' 'Plaszczyzny styczne do powierzchni obrotowej w
punktach jednego potudnike sg préstopadle do pilasz- |
czyzny tego poludnika, slbowiem przechodza przez

prostopadle do niej styczne do réwnolezniks, Plasz.
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czyzny te powtéczs walec rvucagqcy poW1erxchnle ob-

rotowe W kiesrunku prostcpadiym do plaszezyzny poiud-
nika. L RLRH
Jezeli of jest prostopadia do Iﬂ . to.polu&pik,
ktérego piaszczyzna jest réwndlegla do Ia ,'ngzyu _

wa #sie pojudnikiom giéwnym . Jest on konturem rze-

¢sgywistym pionowym pow1erzohn1 obrotowej,,konturem

widzialnym pionowym jeet réwny mu rzut pionowy tego
potudnika,

Poniewsz przez obrét dokola osi. piaszczyzna
styozna do pewierzchni obrotowej prsystanie do in-
noj ptaszeszyzny stycznej, 8 punkt zetkniecia pogo-.
stanie na tym samym réwnolegniku, WIgét

Plaszczyzny styczne do powierzchni obrotowe ej

w_vupktsch jednego réwnolesnika powidsczg wogdle stomf‘*

- zek oh;otowy. ktérego csin jest 4 , a tgorzqumi 88

styezne do potudnikéw w_punktach grzecigcia ich
g_tym réwnolegnikiem.
W dwuch:wypadkach atoli stoiek ten wyrodnieje

1/ gdy styozne do potudnika jest réwnoleglg.dq oei;
wtedy p}hszczyzny styczne powiiczs walce 8 puﬁkty"
» zetknigeie lezs na réwnolezniku maximum /réwnik/ lub

minimum /koko szyine/ 3 88 to kontury rzeczywiqfh

poziome rdwne zreaztig konturom wzdzﬁalnym pozinnyl.
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2/ gdy styczna do poludniks jest prestopadla do osi,
wtedy piaszczyzng styczne sa zjednoogone w plaezczyl
 fAnie prostopadlej do osi. |
§ 237, Rzuty punktu lezacego na powierzchni obro-

Snmm————————

towej. Zadanis.

Powierzchnia obrotowa jest dana przez rzut pozio-

my osi prostopadiej do R , oraz przez rzut vniono-

wy poludnika gléwnego /kontur 'nionovg/‘.. Majqc jeden

rzut punktu leiacego na powiergchni wyznaczyd rzut
drugi. Niech £ “/Rys. 438/ bgdzie rzuten pionowym
potudnika gléwnego,'aa’@‘” rzutami ogi obrotu; |
préez tego dany jest jeden rzut,-nf. JDIV, punktu
VA , lezgcego na powierzchni. Przes A7 poprowed £-
my réwnolegla do X ; bedzie to rzut pionowy TéWRO~
leénika 7t przechodzacego przéz £, Odeinek % . 4d
jest promieniem tego réwnoleznika; jeseli prezeto z
punktu @’ zakréélimy tym promieniem kolo, to otray-
mamy rzut poziomy réwnoleinika /7 , Linja rzednych
punktu Vit wyznacze na 7’ dwa punkty YR
ktéro 8 poziomymi rzutami punktéw powierzchni maja-
eyeh 7 za reut pionowy., - Gdyby dany byt rzut po-
giomy P’ punktw powierzehni a nslezalo znaleéd
r_zfut pilon.owy/. Y : to obréciwszy P’ qokota 2 do
pdégnig,,fa_*i,wy;nquywszy 457 na poiudniku gigwnym
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o
"‘kreélm.,r rzut pionowy réwnolezniks #7 , na ktdrym
linja rzedaych punktu 7l wyznaczy punkt P
Pipszczyzna styczna S do powierzchni w tak wyzna-
czonym jej punkcie. P27 bedzie okreéloné przeg
prosts pozioma & oraz prostas .hajwiekszego spadku
A, vprzechodzgee przez punkt 2 /b’jeet stycz-
ng do 7 ’, _ /b’/‘ jest réwn@leghv\do odi « \
» ’__:_- P.//y/;, . aby _zrialeéé n? obraca’inj poludnik
punktu ~ do przystanie z poludnikiem géwnym i
w nowym polozeniu punktu £ prowadzimy do niego
styczna; punkt jej nrzeciqoia J z osis & Dpray
obrocie pozostaje bez ruchu, zatem Id"P%z n
Sled poziomy , plaszogyzny styczne] S /an
bedzie styczany do kolm, zakredlonego w piasczyinie
P przez 41ad S, prostej /7. i réwnolegly
g . :

do f°.

§ 238. Punkty przebicia pomorzchm obrotowe; pro

pumiERS————

'sta Zadanie:

Wyznaczyé punhty przebicia da_;_powu;:zchni 0.~
trotowej prosta ¢ i Niecha] pow1erzohntia obro~
. howa bedzie dans zapomogs osi & ‘a” 4 potudnika
gl@nego ////Rys 433/. Nyzneczmy rzut pionowy |
krzywej, wediug ktérs)' pirazezyzna B‘ , rzucejg-

ca poziomo prostg é. , przecina powierzchniq. Rzut
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poziomy tej krzywej praystaje do Sladu poziomego
rleszczyzny j3, S -5 (PSR U é‘,;,biorac ne & /_
rézne punkty. &?, , znejdziemy na zasedzie poprzed-
niego artykuiu punkty @ naleznce do szukanego
pionowego rzutu krzywej przecigcia. Rozwiazeanie za-
dania znacznie zostanie ulatwione dzigki symetrji
krzywaj prze01901a” osig tej symetrji jest prosta

€ przecigcim plaszezyzny B, z piascuyznag T :
przechodzgce przez o8 prostopadle do B, .. Rzut pio—~
nowy Hi punktu A , ktérego noziomy rzut H%J/lf
bedzie najwyzszym lublnajniészym punktem krzywej,
w ktérym styczna jest-réwnolegla'do .R , 8 jej
rzut: pionowy rYwnolegty do X ; w punktiach 4?71-3?,
réwnika styczne bedq prostopadle do &« . Styczne w
innym jakimkolwiek punkcle 4 krzywej przec’iecia
gnajdzieny jsko przecigcie plaszezyzny - .B z pla-
szezyzna styoczna do powierzehni w punkeie « ; rzut
pionowy tej stycauej otrzjmamy przsz poiaczenie
punktu a’ 2 rzutem pionowym punktu, w. ktérym é’

przecins $§lad u, plaszczyzny étycznej do powiérzch—
niw punkcise 4 . - Rzuty pionowe _punktdw.przebicia :

‘i powiefzchni prosts é beds punktami, w kté-
rych 5‘y_przecina rzut pionowy krzywej przeciaecia;

rzuty paziome tych punktéw wyznaczone zostana ns
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/
O przez linje rzqdnych punktéw
§ 239. _ Przecigcise powierzchni © rotowe; p1aszCEyZ-

Powierzchniq utworzong przez obrdt kola dokola

proste] zewngtrznej lezgcej w_jego phszcz}_tme
przeciaé pleszczyzna styesng do tej powierszchni

\
|
na styezng, Zadesnie: :
|

. / V/4
'w danym jej punkoie hyperbolicznym A4

Wyznaczyd atyczne gifwne W punkcie A . . Poludni- 1
.| <
I

kiem tej powierzchni, zwanej pierdcieniem kolowym
. P

sg dwa kols ﬂ i '0/ symetryczue wzgledem ogi’ # :
/Rys.439/. Nischaj of a’a” bedzie prostopadia .-_
‘do B ' i niechaj deny bedzie rzut poziomy A1 l
punktu -/ lezacsgo na nomﬁrzchnl, gnajdzemy ATH
i wyznaczumy lane nozmma /7/57 i 1linje najwig- j
kszego spadku n’n” oraz $lady S i &, pie- ]
szggyzny styeznej & . Zsuwazmy przedewszyst-
kiem, 268 K jest osig symetr31 krzywej ; dZIle cze- 1
mu A ’jgst osia symetrji prostokatnej, = n” onia J
symetrji ukodnej rzutéw krzywej przeciqeia. Kazde- |
mu punktowi i styceznej kfzywej ‘przecigeis odpowie |
przeto punkt i styczns symetryczna. Obrawszy do-~

wolnie rzut poziomy m’ rewnoleznika 1 i znalazlszi
iego rzuty pionowe s ? i m?* | wyznaczymy od-
razu 4 punkty krzywej przécieoia S 4 -/y, e ,-/-’/x,

i ./y, ey seko punkty, w ktéryeh réwnolesnik #1i m”
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przeﬁinaja ptaszeczyzng styezng S . Styczne
w tych punktach Lyla prostymi, w ktérych viaeszeczysz-
ny styczhe do pierfcienia przecinsjg plaszczyzne

5, S, . Dla szybkisgo wykredlenia rzutéw krzy-
wej .szezegélnie pomocne beds punkty #i < ,'ktére
lezq ‘na o841 symetrji punkty J AR ¢
lezace w plaszeczyZnie voludnika gidéwnego, punkty

7 , 8, 9 i %9 ,leince w pleszeczyfnis réwni-~
ka oraz punkty <7 i <R  leiace na najnizszym
réwnolezniku. Styczns w punktach 7 ! 2 e

ZR 83 linjami poziomymi pisszezyzny S5, Ss -
rzuty poziome stycznych w punktech 7 , 8 9 |
e, 8g stycznymi do réwniks wzgl, do kola szyj-
‘nego: wreszcie rzuty.pionowe stycznych w punktach

o AL/ S R S sﬁ.stycznymi do poludniks
gicdwnege. . Styczne do obu gsilgzi krzywej , przécizaja—
‘cych sig w punkeie podwéjnym 4 47 sa styconyimi

giéwrymi, -
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