
bliskim punktu A otóż ta no rm&i na,. j sk każ da in~ 

przecina osia AA \ .83 w takich punktach 

skąd 

na 

ze - - ., 
AZ, ** M-

A K ~ 

Szukając środka krzywizny w wierzchołku j ^ , 

znajdziemy: BK, d I e BL*BO=&; . J 

Punkty znajdziemy w p r z e c i ę c i u obu osi 

z prostopadła spuszczoną na c i ę c i w ę 
z punktu <f\ 

w którym s i ę praacinają styczne w wierzchołkach A i Ą 

w samej rzeczy,, z trójkątów podobnych A OB i C'AK 
mamy: '.AK 0B AJC & /} tf- A*. 

AC " 0AI T *> - * ' 
z trójkątów zaś A OJŚ u ?JBJ{ 

£*<i M r M< - f; J3AC. m fj 3C ' 03 > 
Wyznaczywszy punkty K' i JC, symetryczne z punk­

tami K i ^ . w z g l ę d e m osi -^-^ i 33* i wykreś l iwszy 

cztery koła krzywizny, możemy w wielu razach obejfi©* 

s i ę bez innych punktów lub stycznych el i psy.. 

t. 0 Z D Z I A t xvi: 
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sos geometryczne p o r u s z a j ą c e g o s i o według" pewnego pra­

wa punktu,, o którym wtedy mówimy,, że •opjgujjre t ę k r z y -

wą. Styc a na do krzywej skośnej * w danym ja j punkcie ' 

•4 nazywamy granica p o ł o ż e n i a prostej ł ą c z ą c e j punkt 

A z innym punktem B krzywej , gdy JO Z b l i ż a s i ę nie-

o g ran i -zen ie do A i punkt A 'i żywa sie. punktem 

z e t k n i ę c i a s tycznej 2r s krzywa »t ... Może s i o zdarzyd , 

że punkt - T o p i s u j ą c y krzywą >£ p rze jdz ie wiocoj n i ż 

ras jeden przez pewien punkt J) ;. krzywa b^d^ie mis• 

ł n wtedy więce j n i ż jedna s tyczna w tyn punkcie ; punkt 

t a k i nazywamy podwójńftml' p c t r ó j a y m , wogćłs 2* - . kr.ot.--_. 

pym punktem., krzywej skośnej , 

. Kzut krzyw oj skośne j £ g dowolnego punktu na do.-

wolną p ł a s z c z y z n a j e s t oczywiśc i e krzywą n ioską * ; 

rzut s tycznej t w punkcie Ax krzywej £ j ost s t ycz ­

ną ^ w punkcie A krzywej ^ ' „ Kzut punktu podwójne­

go krzywej skośne j i j e s t punktem podwójnym krgywej 

p ł a s k i e j *; • n ie każdy jcdnnk, punkt podwójny krzywej 

^ j e s t rzut?m punktu podwójnego krzywej ^ '; punkt 

$od.vrójny i wogóle n * k i o t n y poWstanie na krzywej <ć 

zawsze wtedy, j e ż e l i prcraies rzurvj_{f;y p rzec ina dwa 

lub wogóle A rasy krzywą % . 

Każda p ł a s z c z y z n a p?dochodząca prze:; e tyczną "£ na-

z^re s i o ..płaszczyzna et^czngL.k rzyvej skośne j £ . 

Płaszczyzna styczna .ma za.tym ż krzyw/ ? przynejranie 1 

dwa nieskoiSczenie b l i s k i e punkty wsp/o S.rdd pł-a*s.£-

http://kr.ot.--_


eayzn stycznych w każdym pur> -io krzywej jest jednak 

B a k a . . k i $ ł a m z krzywą * S . p t ó t y n i e skończen ie 

K l i a k i e wspólne. . Przez stjo&naj % 1 P r s B 9 Z punkt e 

krzywej >f po prowadźmy p ł o e s c s y s n ^ ; j e ż e l i punkt ^ 

bodzie s i ę u b l i ż a ł n i eog jr & B i c s e n i o do p u n k t u j w któ­

rym £ jest styczna do < , to po łożen ie płaszczyz*-

Sny ^ dążyć* będz ie do pewnej p łaszczyzny T , swa-* 

| » e j p łaszczysną wc ie lę atycgna,... która z krzywa £ 

będzie miała przynajmniej trzy punkty n i e s k o ń c z e n i e 

;bliskie wspólne, 

Płasaczysno. £ c j j l j ) _ ą t ^ ^ krsyjyei_ 

- Przechodzącej przez A i clws- inne punkty B j (f 

' krzywe;]' gdy cba te punkty ni eogrenicaenie z b l i ż a d 

;gig- bodą do punktu A ^ 

Możemy teraz sobie wyobrazić powstanie krzywej 4 
TT 1 

W sposób następujący Punkt j porusza sio po pro-

I stoj i , podczas gdy ta prosta obraca sio w p łooa -

' c z y ś n i e *P dokoła punktu ^ . s p łaszczyzna T do­

koła prostej £' B, J e ż e l i w pewnym punkcie A 9 pod­

czas gdy punkt T opisując;, krzywą przezeń przecho­

dzi , nie zmienia s i ę żaden :,o zwrotów tych trzech 

ruchów, to punkt' A naaywanry punktem zwyczajnym 

krzywej. J e ż e l i punkt ? w pewnym punkcie J? zrnie-

nia na prostej r zwrot swego rucHu, podczas gdy ani 
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prosta £ „ ani p łaszczyzna T nie śmienia zwrotu 

swego obrotu, to punkt P- nazywa sio punktem zwrotu; 

j e ż e l i prosta ~t d o s z e d ł s z y do pewnego p o ł o ż e n i a o 
rrf 

śmienia zwrot swego obrotu dokoła punktu 1 , pod--

nz&s gdy ani punkt T „nle zmienia zwrotu swego ru­

chu na prostej "i , ani piasłsezyzna * zwrotu swego 

obrotu dokoła prostej £ , to prosta i nazywa s i ę 

styczna p r z e g i ę c i a , a jej punkt z e t k n i ę c i a $ z krzy­

wą Ą ~ punk ten p rzegieci a' . Gdy wreszcie w pewnym 

p o ł o ż e n i u J$ pi.aezeżyzna doznaje zmi«my zwrotu 

swego obrotu de koła prostej t , podczas gdy zarów­

no punkt T , jak prosta 27 , zachowują zwrot do-

tyftbfezsspweifo ruchu, to p łaszczyzna nazywa n ię 

r ł c s z c z y z r ^ _ ? j ^ p t ^ . 

I J u J l Krzywi zna i s k r ę c e n i e krzvw%ch s ^ ć n y c h . 

Z powyższego wynika że wszystkie w ł a s n o ś c i krzywej 

w p o b l i ż u danego jej punktu muszą z a l e ż e ć od 

dwuch w i e l k o ś c i ; od ilorazu szybkośc i obrotu prostej 

t przoz szybkość" punktu T , eeyli 1crs.vwi.gBy -f i od 

ilorazu szybkośc i obrotu p łaszczyzny ' J przez szyb-

kedd. punktu i 7 , czyli t»d ygkrecenia ^ w tyra punk*. 

C ie k rzy w ej. Ujm i e my t e o k rę *en i a nieco ś c i ś l e j , 

Podobnie jak dla krzywych p.łn.skich /"§ nazwie-

_*__d..gP3 jrjodnJiL.. krzywej £ mi od z: jb^Jcten zwv-

http://1crs.vwi.gBy
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czjlnym A i punktem jakimkolwiek At , i loraz 

gdzie S j e s t d ł u g o ś c i ą wyprostowanego łuku AA- t 

a ?̂ - kątem s tycznych Z % w tych punktach. - Gdy 

punkt / z b l i ż a d s i ę będz ie nieograniczenie do punk­

tu A f to łuk s będz i e malał nieograniczenie; jed­

nocześn ie atoli malec* b ę d z i e nieogranicsenie kąt <jf, 

który j e s t funkcją łuku S . - Krzywizną rzeczywista 

krzywej 4, w punkcie -A nazywa s i ę granica ilorazu 

? . gdy s dąży do zera , czyl i 

Nieskończen i e ma le j ący ł u k ^ 5 nazywamy elemen- . 

tern krzywej skośne j fi ; z a l e ż n y ed niego n i e s k c ń c z e -

a i e mai ej ą cy kąt d(£ aa zyw amy kątem s t y c z n o ś c i „ Po-

dobnio j a k dla krzywych p ł a s k i c h , krzywizna w punkcie 

A krzywej skośne j fi j e s t to i loraz kąta s t y c z n o ś ­

c i j>~zes odpowiadający mu element krzywej w punkcie 

A «, - »V punkcie zwrotu <dj=Oj <x> * w punk­

cie p r z e g i ę c i a «7 = <?; 

Skreceni om | r e d n i m krzywej skośne j >t pomiędzy 
punkt era zwyczajnym <tf i punktem jakimkolwiek Af na­
zywamy i l o r o z 

< s 
gdzie s , jak poprzednio, jest d ługośc ią wyprostowa. 
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nego łuku AA, , a # f e s t l i t e ra -płaszczyzny s e p i e 

stycznych xv punktach A i , Gdy ł u k $ malec* 

d z i a n i e o g r a n i c Ł a n i s , te z a l e ż n y ©d niege kat ^ rów­

n i e ż mai e 6 hę dz ie nie ograni c z ani ©. - Skręceniem rze^ . 
/fi? 

c żywi s tym. _. w punkcie "4 aa kwanty granice i l e razu jr- , 

gdy dąży do ze ra , c z y l i 7 ^ 

n ie skończen ie ma le jący ką t nazywamy kątęai n i i 

s k r ę c e n i a : aożeray tedy OfcreŚlid skrecerie o k rzy 

wej £ w punkcie . j ako i l o r a s kata s k r ę c e n i a przez 

element krzywej W psakeie A . * 1 

Przez trzy punkty A , 3 i Ć krzywej skośne j /f 

• wyznaczone j e s t koło,, k t ó r e l e ż y w p ł a s z c z y ź n i e * 

A B(? ; gdy punkty 3 i £ dążyć będą n i e o g r a u i -

czenie do punktu to p ł a s z c z y z n a A3C dąży do 

p łaszczyzny ś c i ś l e s tycznej , kolo mś A3'(f dąży do 

ko ła (f , k t ó r e g o krzywizna H~ j* j e s t ta sama, 

co krzywizna w punkcie A krzywej *t . .Kolo to na ­

zywamy kołem krzywizny, w punkcie™// jego ś r o d e k 

^ ffro&riea krzywizny jego promie- -...promieniem krzr 

1$ Normalna g ł ó w n a ' i hinormalna . P i a s 2 c z y z n a 

p r o s t o p a d ł a do etycznej t w punkcie-^ krzywej s k o ś ­

nej K nazywa eie p ł a s z c z y z n a conna lną w tym punkcie 
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Każda prosta w tej p ł a s z c z y ź n i e przez punkt Jt prze­

chodząca nazywa ś i a normalna. Śród nich zfcwie są 

s z c z e g ó l n i e ważne, jedna 2t l e ż ą c a w p ł a s z c z y ź n i e 

ó e i ś l e stycznej nazywa sio normalna główna,: na niej 

to l e ż y środek krzywizny;, druga 6 , prostopadła db 

p łaszczyzny ś c i ś l e s i,yc.3»ej nazywa sio_ binormalną. . 

Trzy proste: t , 2i : i <b są wsaj sumie prostopadle 

i tworzą układ prostokątny spółrjsędnyeh, s z c z e g ó l n i e 

dogodny do badania w ł a s n o ś c i krzywej w pobl i żu punktu 

ji , P łaszczyzna jest ś c i s ł e s t y c z n ą , piaszcsyz-

ao vJ% normalną, p łaszczyzna ° nazywa s i ę płaoa^ 

czyzna rektyfikacyjna. 

Rzut krzywej K na płaszczyzno ś c i ś l e s tyczną 

jest krzywą o tej samej krzywi śnie w punkcie'. «<* • 

rzut krzywej 4 na p łaszczyznę normalną jest krzywą, 

dla k tóre j p u n k t j e s t punktem zwrotu; rzut krzy­

wej K na p łaszczyzna rektyf ikacyjną jeet krzywa? 

dla k tóre j punkt A. jest punktem p r z e g i ę c i a , 

,§ Powierzchnio rozwijalne. Powierzchnia prosto*. 

krealną nazywamy miejsce geometryczne prostej £' po-

rusza jące j s i ę według pewnego prawa. Poszczegó lne po­

ł o ż e n i a prostej i nazywają c i ę tworzącymi powierzch­

ni pros t&kreś lne j , *- Powierzchnie proatokreś lne dzie­

limy na powierzchnie rozwij glng ./ np.. e t o ż k i i wal • 
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ne/ i skośne . czyl i wichrowate / n n . h y p e r b o ł o i d jed-

nopowłokowy i paraholeld hyperboliczny. § 2 l4 /„ 

powierzchnia pros tokreś lną nazywa s i ę rozwi;" alną 

j e ż e l i jej'*, tworzące są styczne do krzywej skośnej 

9 , która nazywa sia ?:^awędzia zwrotu powierzeh-

ni rozwij a.lnej „ Weźmy na krzywej skośnej fi /Ąys . 4-50/ 

następstwo punktów 

A, 4,>4Ą* * 

połączmy punkty A ' i 

A , A, i A* \ 
A, r , 

a. 

•A i ^4 
p ro s tymi a 

Jesz d a 

z tych nrostvch prze 

cina poprzednią i na 

s tepną. Kąty / a 4, 

/ /, / a< Ai / 
. . . będą miały t ę 

własność , ż e każdy z nid* 

ma z poprzednim i z na­

stępnym jedno ramię 

wspólne, . Obróćmy p ł a s z ­

czyznę kąta / ^ / dokoła tak, żeby ta p ł a s z ­

czyzna prsystsP a do p łaszczyzny kąta / &, <4K / , w ten 
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sposób trzy proste ćl ,, ćl, i ożj „' l e ż e ć będą. w jed­

nej p ł a s z c z y ź n i e ; , obrodmy n a s t ę p n i e tę p łaszczyznę 

dokoła tf*. tak, żeby p r z y s t a ł o do p ła szczyzny kąta 

. / *K&3 '» 7; ter sposób cztery proste: A , A , S 

^ ' i będą l e ż a ł y w jednej p ł a s z c z y ź n i e ; obra­

cając ją dokoła #2 do przystania z płaszczyzną /*j€+J 

otrzymamy 5 prostych: et \ gg^ #s ifyif jednej 

p ł a s z c z y ź n i e i tak postępujmy dalej, dopóki wszystkie 

.proste nie będą l e ż a ł y w jednej p ł a s z c z y ź n i e . 0 po -

wierzchni w i e l o ś c i e n n e j ez A , A ^ a3 . . . a Owi -

my wtedy \ że z o s t a ł a rozwin ię tą . J-Ożeli liczba 

punktów A » A, , x , . . . na krzywej -c zwię ­

kszać s i ę będzie nieograniczenie, podczas gdy ich od-

l e g ł . o ć c i AA, , A,A< , i 4 4 w a i « ó 

będą nieograniczenie, to proste A tzt , , 

z b l i ż a ć s i ę będą do stycznych t t Ć/ \ ć^ ,. . . „ 

a powierzchnia w i e l o ś c i e n n a A ĆIk u3 . . . do 

powierzchni rozwijalnejr której krawędzią zwrotu b ę ­

dzie krzywa skośna Ą Postępując z n i e skończen ie 

małymi kątami: 

tak samo, jak postępowo!iimy z kątami / A - A , /. 

/ /> / *K / , *. ... . , można bodzie "roz­

winąć" powierzchnię rozwij a Iną krzywej >£ . 

Powierzchnia rozwijalna krzywej skośnej sk łada s i ę 



z dwuch powłok," stycznyeb wzajemnie we wszys tk ich 

punktach krawędzi zwrotu, W samej raeczy r p rzec ięc ie - . : 

tej powierzchni j akakolwiek p ł a szczyzną n i e przecho­

dzącą przez żadną- i tworzących j e s t krzywą p ł a s k ą , 

p o s i a d a j ą c ą w punkcie p r z e c i ę c i a z krzywą skośną 

punkt zwrotu I rodzaju* Stąd nazwa tk^wędź* zwrotu, 

k t ó r ą dajemy krzywej s k o ś n e j . 

Przez r o z w i n i ę c i a p o w i e r z c h n i - w i e l o ś c i e n n e j 

a. aK a3 . . . żaden z odcinków AA i t 

A, AK • JŚ^AS T . . . ( żaden z kątów 

/ aa, /t / eta^ /ę / &i#»s / . , . . n i e u l e g ł 

o c z y w i ś c i e zmianie. Podobnież przez r o z w i n i ę c i e po­

wie rzchn i rczwij.ainej żaden z e lementów, ani żaden 

z kątów s t y c z n o ś c i krzywej- skośne j n ie doznał zmia­

ny; krzywa skośna przez t ak ie r o z w i n i ę c i e p r z e k s z t a ł ­

ca s i ę przeto ns krzywą p łaską o tej samej d ł u g o ś c i 

i tej samej k r z y w i i n i e w każ dym z j e j punktów* Jedy­

n i e s k r ę c e n i e s t a ł o s i ę d la wszys tk ich j e j punktów 

równym zeru , 

• Jako powierzchnie rozwi ja lno powszechnie znane 

p r z y t o c z y ć możemy s t o ż k i i walce ; krawędsS zwrotu re­

dukuje s i ę w tych powierzchniach do punktu• w ł a ś c i ­

wego d l a s tożków, n i ewła śc iwego d la walców. 

J e ż e l i z dowolnego punktu wyprowadzimy równo-
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l e g ł e do stycznych % , % , ' ^ ' " •• » • krzywej 

skośne j ^ , to utworzymy p o w i e r z c h n i o , . k t ó r a s i ę 

Hftgywa S tożk iem Ł.ń ' :-Hil^6i^--.' krzywej ' f .. P ł a s z e z y z -

styczne do tego s t o ż k a są równoleg łe do p ł a s z c z y z n 

ś c i ś l e stycznych krzywej s k o ś n e j . • S tożek kierunkowy 

krzywych, p ł a s k i c h redukuje s io ' do p i s esc żyzny. 

Powstanie krzywej skośne j możemy w inny teraz ro~ 

zumieó sposób . Kiechaj p ł a s z c z y z n a x porusza s i ą 

według pewnego prawa;, p ros ta p r z e c i ę c i a dwuch po łóże l . 

Ji i .B p o r u s z a j ą c e j s i ę p ł a s z c z y z n y dąży do pew­

nej g ran icy t,, gdy p o ł o ż e n i e 33" z b l i ż a s i o h ieogra-

n i c z e n i e do A ; g r a n i c ą tą j e s t tworząca powierzch­

n i r o z w i j e l n e j . Punkt p r z e c i ę c i a t rzech położeń" A ; 

B > i C p o r u s z a j ą c e j 3 i ę p ł a s z c z y z n y dąży również 
do pewnej granicy * , gdy p o ł o ż e n i a B i G z b l i ż a ­
j ą s i e n ieogran iczen ie do A j g r a n i c ą tą j e s t punkt 
krawędzi zwrotu F . 

Powierzchnie rozwi j a lne są f igurami wzajemnymi 

względem krzywych skośnych. Podczas gdy krzywą s k o ś ­

ną uważamy za miejsca porus zająeegb s i ę punktu, po- . 

wie rzchnie rozwij a ]. ń ą uw s ż a my z a obwiednie po rusgo­

j ą c e j s i ę p łaszczyzny; , stycznym krzywej skośne j od­

powiadają tworzące powierzchni r o z w i j a l n e j ; - p ł a s z ­

czyznom ś c i ś l e stycznym krzywych skośnych odpowiadają 
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punkty krawędzi zwrotu powierzchni r o z w i j a l n e j , 

§ 230. Ł i n j a śrubowa e Kej prostszym przykładem 

k r żywe i s ko śn e i - i es t l i n i a śrubowa, 

K i ech b ę d z i e walec obrotowej ^ o osi , 

kierownicy £ i promieniu £ / Ą r s . -434 / Wzdłuż two­

r z ą c e j -A 3 poprowadźmy p ł a s z c z y z n ę s t y c z n ą P 0 , 

t j , . poprowadźmy p ł a s z c z y z n ę przez 3 i przez 

o tyczną do k ie rownicy Ą w punkcie •» . Popro­

wadźmy przez p u n k t ^ w p ł a s z c z y ź n i e $ o p r o s t ą 

S0 nachyloną do £ o pod kątem , poczem 

nawińmy"płaszczyznę $ o na p o w i e r z c h n i ę walca? pod­

czas gdy to nawinie s i ę na k i e r o w n i c ę ^ , pro--

s t a &Q nawinie s i ę na powierzchnio walca tworząc 

krzywa. skośnąj k t ó rą nazwiemy l i n ^ ą śrubową. Linj a 

śrubowa j e s t to więc krzywa l e ż ą c a na powierzchni 

Walca obrotowuego, która po r o z w i n i ę c i u powieczchni 

p r z e k s z t a ł c a s i ę na p r o s t ą . - Powstanie ł i n j i ś r u b o -

'.7ej nożna rozumieó j e s zcze i n a c z e j . Niedhaj p ł a s z -

Csy zna $0 wraz z wykreś loną na n i e j p r o s t ą s9 

toczy s i ę po. powierzchni walca bez p o ś l i z g u ? , wtedy 

J e 3 t a tyczna, do powierzchni walca w coraz 

to nowym punkcie, a ie j sco geometryczne tych*" punkt ów 

z e t k n i ę c i a na powierzchni walca j e s t l i n j ą śrubową. 

0fly $o toozy s i ę po $ \ %0 toczy s i ę po Ą t 
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a S0 po J , przy ten £ jest wciąż styczna do v£j$ 

a SQ do ^ ;; punkt A kredii w p ł a s z c z y ź n i e kie-

rowniewolwenty koła / § 2iJ>/. 

Weźmy na punkt jakikolwiek , które 

go rzutem na niechaj będzie punkt -P,' ; gdy 

$ 0 tocząc s i ę po powierzchni walca obróci s i ę 

o kąt , którego wyprostowany łuk na kierownicy 

- AP , to P^, przystanie do P , a Ą do 

W tym położen iu prosta o będz ie styczna do 

S w punkcie P ; d ługość jej między punktami i 

A b ę d z i e , równa Po A , rzut jej A '-P 

~ = o nachylenie stycznej ^ do 

p łaszczyzny kierownicy pozostanie równym <Ą • .fcąt <?c 

nazywa sio spadkiem l i n j i śrubowej. Odcinek P> P 

- PP'=Z . Z t r ó j k ą t a A P> p,*\ Z*AP>'%?-

= SLftf<* ~ <{'rfyi1'* *sJ* wzniesienie £ jest propor­

cjonalne do kata obrotu & , Współczynnik propor­

c j o n a l n o ś c i ^ = ; - nazywa s i ę na ragę trem 
l i f i j i śrubowej jest to wartość' e t a ł e g o stosunku 

. Na zasadzie powyższego możemy o k r e ś l i ć 

ł i r t ję śrubową jako miejsee geometryczne punktu poru 

szajrącegb s i ę ruchem j e dno s tajnym u a prostej Z 

podczas gdy Z ruchem jednostajnym obr'- • dokoła 

równoległej do niej -prostej 0 O' , paraT?> : ^ 
'•t 
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j e s t stosunkiem tych dwuch s z y b k o ś c i jednostajnych. 

Gdy kąt ^ e t ś n i e s i ę równym , to punkt 

zna jdz ie s i ę aa tworzące j w punkcie 

Odcinek ^ ~ -^-^/ j j e s t p r z e s u n i ę c i e m w kierun­

ku os i odpowiadającym całemu obrotowi j nazywa s i ę 

skokiem l i n j i ś rubowe j . Z równania z ~ %o jf 

mamy: k ł adąc f - ^ € ^ = ' ^ $ skąd 

4C =• 4 >' t dlatego to nazywa s i ę t eż 

zredukowanym s ko kir;? za l i n j i ś rubowej , 

Przez skok i spadek l i n j a śrubowa nie j e s t j e s z -

css c a ł k o w i c i o wyznaczona, odróżniamy bowiem i i n j e 

śrunowe nrawo i lewo s k r ę t n e . . L in j a śrubową nazywa 

s i ę prawoskrę tną , j e ż s i i dla widza umieszczonego 

wzdłuż o s i walca punkt P posuwając się ku dołowi 

obraca s i ę w kierunku skazówki zegara;., w przeciwnym'- . 

r a s i e j e s t lewo s k r ę t n a. , '• 

P ł a s z c z y z n a ś c i ś l e s tyczna v;'punkcie l i n j i ś r u ­

bowej j e s t nachylona pod kątem *C do p ł a s z c z y z n y k i e ­

rownicy. W samej rzeczy utwórzmy s t o ż e k kierunkowy 

l i n j i śrubowej ;„ w tym celu z dowolnego punktu prze---

s t r ż o n i n a l e ż y wyprowadzić rćwnoł&głe d« j e j . R f ^ z -

nych;, ponieważ zaś wszys tk ie styczne są nachylone 

pod tym samym kątem *C do p ł a s z c z y z n y k ierownicy w a l ­

c a , wiec to równoleg łe utworzą s t o ż e k obrotowy. K i e -
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równicą tego s t o ż k a będz ie k ie rownica samego walca 

j e ż e l i w i e r z c h o ł e k s t o ż k a # obierzemy na os i 

w o d l e g ł o ś c i r£<?°£ » ifeń od p ł a s z c z y z n y k i e 

równicy. P ł a s z c z y z n y styczne do tego s t o ż k a , nachy­

lone do p ł a s z c z y z n y kierwonicy pod kątem °C , są 

równo leg ł e do p ł a s z c z y z n ś c i ś l e stycznych l i n j i śru­
bowej / § 4*r/« J e ż e l i tedy przez s tyczną J / 
przeprowadzimy p ł a s z c z y z n ę p r o s t o p a d ł a do t>o . 

a-więc nachyloną do p ł a s z c z y z n y k ie rownicy pod kątem 

< t to będz ie to p ł a s z c z y z n a ś c i ś l e s tyczna w punk­

c i e -T c P r o s t o p a d ł a dc so' l e ż ą c a w tej p ł a s z c z y ź ­

n ie ; c z y l i nc.realna główna w punkcie P , musi za­

tem przec ined -oś i być do n ie j p ros topa&łą . Na tej 

normalnej głównej i e ź y ś rodek krzywizn;**. & d i a punktu 

P ;, aby wyznaczyć" podmień krzywizny, zauważmy., że 

krzywizna l i n j i śrubowej w punkcie P ,t musi być* ta sa 

sama, co krzywizna p r z e c i ę c i a walc1? p ł a szczyzną ś c i ś ­

l e s t y c z n ą , albowiem -te dwie krzywe mają p rócz punk­

tu P j e s z c z e dwa n i e s k o ń c z e n i e mu b l i s k i e punkty 

wspó lne . Otóż p r z e c i ę c i e m walca tą .p łaszczyzną b ę d z i e 

e l i p s a , dla" k t ó r e j punkt p j e s t w i e r z c h o ł k i e m ma-• 

ł e j o ś i ; ; oznacza jąc przez- «- i ^ p d ł o s i e - e l i p sy ' 

i zważywszy, źe V - £fK S fc£ r ' z n a j d z i e m y 



Kr* 45-1. 
W 



^promień' krzywizny l i n j i Śrubowej jest przeto wiel­

kośc ią s t a ł a . Własność* t ę dz ie l i l i n j a śrubowa z 

kołem i p r o s t ą , k t ó r e z r e s a t ą mogą być uważane za 

przypadki s z c z e g ó l n e l i .njf śrubowo; , gdy << * 0s 
wzgl. «c = ^ i . 

Środki krzywizny l i n j i śrubowej l e ż ą na innej l i n 

j i śrubowej zwanej jrfjj emna. o tym Samym skoku, 

krzywienie i s k r ó c i e , ale o różnym promieniu i spad­

ku, iby wyznaczyć 

promien" krzywizny 

. ^ l i n j i śrubowej s 

w jej punkcie P 9 

k r e ś l i ^ t r ó j k ą t 

prostokątny 

/Ifcra 432/, którsgo 

£ros tokątna *4R*r 

a kąt do niej przy­

l e g ł y A£lf* 
wtedy * cZJlt ; budując na WFt t r ó j k ą t 

pros tokątny z tym samym kątem przyległym otrzy­

mamy = •* * - Jf . Odcinek 

A W, • jast promieniem walca, na którym 

l e ż y l i n j a śrubowa wzajemna ^ , a kąt A 

= ^ i jeat jej spadkiem;, wyznaczając 

GEO^ETIUA «YKte8LNA^.63 Arkuaz ^ t y 
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, .. ... * U$ ,&* i . y . . . . - r v ' • • : ^ / .< 
w ten sam spoeób promień krzywizny w*ac 

te j drugiej i i n i i . ś rubowej znajdziemy ten sam co po­

przednio odcinek' - C - ? , - j f Gdy oC - ~p , 

^ = /• : l i r g G śrubowe wzajemne są wtedy równe-

i symetryczne względem wspólnej osi. 

Styczne ^ do l i n j i śrubowej s tworzą po­

wierzchn ie rozwi ja łna . k tóre j krawę^dzią zwrotu jest 

s ... P r z e c i ę c i e , tej powierzchni p łaszczyzną kierow-

ui ,} , t . j . jakąkolwiek p łaszczyzną prostopadłą do oeiN 

Jes t ewolwenta ko ła . Punkt A jest tym punktem ewol-

Wenty, ziktórego wychodzą dwie jej g a ł ę z i e do siebie 

s tyczne; j e s t to punkt zwrotu.. Na średnicy Ać l e ­

ży n i e s k o ń c z e n i e wie le punktów podwójnych ewolwenty 

/ § . /£• =0dy przetniemy powierzchnię rozwijainą pro* 

s topadle do os i na wysokości z o d , p ł a s z c z y z n y kie­

rownicy, to otrzymamy w p r z e c i ę c i u t ę samą ewolwentę 

kola,; a le obróconą o kąt f s Ą0 . Punkt zwrotu 

-A oraz punkty podwójne , , . . . zakre­

ś l a j ą wiec ł i n j e śrubowe ó tym samym skoku i .. Miej­

sce geometryczne punktu zwrotu stanowi l i n j ę śrubowa 

dana;; ponieważ w każdym punkcie podwójnym ewolwenty 

koła p r s e e i n s j ą s i ę dwie tworzące* powierzchni roz-

. w i ; s inej ^ więc miejsce geometryczne każdego punktu 

pód*ój:iie^c j co tjLinj ą samoprzenikania tej powierzch-



n i . Na powierzchni rozwijalnej l i n j i śrubowej l e ż y 

zatem n i e s k o ń c z e n i e wiele śrubowych sainoprzenikania 

powierzchni o tym samym skoku i s k r ę c i e 

§ 2 3 1 . Zadanie Wykreś l ić rzuty prostokątne Ijftji' 

śrubowej prawoskrętnej , k tóre j oś jest pros topadła 

do fi ,, j e ż e l i dane są promień walca /* i akek i „ 

/Irys. 433/. Rzut poziomy ^ \ l i n j i śrubowej jest 

kierownicą wal<ca. Przypuśćmy że l in ja śrubowa prze­

bija Pt w punkcie O. kie równicy e Podzielmy kie­

rownice na dowolną i l o ś ó ' npt na 12, c z ę ś c i równych 

i ponumerujmy punkty podz ia łu poczynając od O* 

w s t r o n ę przeciwną ruchowi skazówki zegara. Na taką 

samą i l o ś ć c z ę ś c i równych podzielmy skok l i n j i Śru­

bowej odmierzony na osi walca cd punktu & i po 

numerujmy punkty podz ia łu poczynając od tego punktu. 

Wystawiając w każdym s punktów podzia łu kierownicy 

l i n j ę rzędną i prowadząc przez odpowiedni punkt po­

d z i a ł u ukoku równoległą do osi rzutów, wyznaczymy 

drugie rzuty dowolnej i l o ś c i punktów l i n j i śrubowej. 

Dla wyznaczenia etycznych w tych punktach wykreślmy 

ewolwentę kierownicy, ob i era jąc punkt zwrotu w punk­

cie 0* . Prowadząc w każdym z punktów podz ia łu 

kierownicy styczną do niej , wyznaczymy na ewolwencie 

Gt punkty, któro są pierwszymi śladami stycznych 





do śrubowych w tych jej punktach, k tóre odpowiadają 

punktom podz ia łu kierownicy; łącząc 1 drugie rzuty ' 

punktów l i n j i śrubowej z drugiemi rzutami odpowiedz 

nich pierwszych śladów wyznaczymy drugie rzuty szu* 

kanych stycznych,, 
Styczna do śrubowej w punkcie e^jest równoległa 

do ; t kąt jej drugiego rzutu z o s i ą rź^ów jest 

przeto spadkiem. °C l i n j i śrubowej . Prowadząc orzez 

3? równoległa do S? t wyznaczymy na osi -parametr . 

j4JZ l i n j i śrubowej \ w samej rzeczy; AJ?« f*^<Ą^. 

* n i . Prostopadła do PJf w punkcie 2ł wy 

znaczą odcinek A "P., — -f*/ j jest to proiuieh* 

waiea, na Jttórym l e ż y l in ja śrubowa wzajemna £ o tym 

samym skoku, promieniu krzywizny i skręcie. Odcinek 

P,."Rt jest promieniem krzywizny obu tych l i n j i 

śrubowych,, 

§ 232. Zadanie. Wykreśl id rzuty punktu 2P l i n j i 

śrubowej prnwoekrętnej o osi pros topad łe j do P, , oraz 

rzuty s tycznej w tym punkcie, j e ż e l i dane 3ą /" . A i 

f . /Hya. 433/. Przypuśćmy znowu, że punkt,, w k t ó ­

rym l inja śrubowa przebija i ? jest punktem kierow­

nicy na jb l i ż szym osi X . Odmierzmy w stronę przeciw­

ną ruchowi skazówki zegara kąt f , którego jednjrra 

ramieniem jost A'O ; punkt P' , w którym drugie 

ramię tego kąta przecina kierownic- , będz ie pierw-

. *zym rzutem punktu P „ W punkcie poprowadźmy 
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styczna dc kierownicy;, odmierzmy na niej 2? Sr r 

« punkt i^jeet pierwszym diadem stycznej 

do śrubowej w punkcie + .< Aby wyznaczyć' wyeoko£ć 

punktu __P , odmierzmy na osi * od punktu od­

cinek -̂ f7 ; druga przyprostckątna t r ó j k ą t a pro­

s t o k ą t n e g o , którego jodsa przytroetokątna - ' Y , 

a kąt do niej p r z y l e g ł y jest <<- , bidzie równa ssu-

kanej wysokośc i . Łącząc punkt ^ z * , otrzy­

mamy drugi rzut ^ stycznej ^ •• 

KTa mocy powyższego wykreśl en i a znajdziemy łatwo 

równanie drugiego rzutu ^ 1inji śrubowej *̂ „ Ob­

rawszy 'AH osie spółrzędnych proste % i *** , mamy 

dla punktu -J^.f/ * , jf / : JT * - P ^ ' * 4 ^ 

; z trójkątów Zaś podobnych: 

Z:Ao-rif'r* skąd * C - f i 

Rugując ^ , otrzymamy: j*- =• sin T Ś T - ; jest to 

równanie ainusoidy, Hzutem prostokątnym l i n i i śrubo­

wej na p łaszczyznę równoległa do osi jest simaoida. 

Można s twierdz ić ' ł a t w o , że rzutem równoległym u-

kośnym l i n j i śrubowej na p łaszczyznę kierownicy, t j . 

na p łaszczyznę prostopadłą do osi walca .jest cykl o id a. 

ii. samej rzeczy, tworzenie linii śrubowej możemy ro­

zumieć w ten s p o s ó b , . ż e punkt ^ porusza s i ę z szyb­

k o ś c i ą s t a l ą , na okręgu koła Ą , poaCżas gdy pia-
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szezyzna togo ko ła przesuwa $ią również s szybkością 

31 ał a. w kie runku do tej p ł a s z c zy es ay p r o s t o pa di y m , J e 

ż o l i rzueiny ukośnie punkt ruchomy Z 7 na płaszczyznę 

, to jego rzut -P% będzie w p ł a s z c z y ź n i e 

wykonywał j e d n o c z e ś n i e dwa ruchy jednostajne; 

1/ ruch na obwodzie ko ła £ i , k tó re jest rzutem 

ukośnym koła ( , z szybkośc ią równą szybkośc i 

punktu P na tymlcole, i 2/ rucb postępowy wraz z ko­

łom *u % s z y b k o ś c i ą , która jest isutem szybkości 

płaszczyzny koła £ . J e ż e l i tak z-akreślcEy przez 

punkt Pu, na kole ^ jest w danym o d s t ę p i e 

czasu równy odcinkowi, k tóry w tym samym czasie prze­

biega środek kola, to krzywa opisana przez punkt Ptc 

jest cykl o i da zwyczajną nas tąp i to wtedy, gdy prc~ 

nienio rzucające punkt P są nachylone do }̂ ? pod 

kątem «C . J e ż e l i nachylenie promieni rzucających 

jest > cC , to cykioida jest skurczona j e ż e l i 

to nachylenie jest < °c , to cykioida jest wycia" 

Wyniki tego rozważania można wyrazie* w n a s t ę p u j ą ­

cy sposób :..C ieniem l i n j i śrubowej na p ł a s z c z y ź n i e 

kierownicy, rzuconym przez promienie równoleg łe T jest 

cykioida zwyczajnar skurczona.lub w y c i ą g n i ę t a , z a l e ż ­

nie od tegor czy nachylenie promieni świe t lnych do 
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p łaszczyzny kierownicy jest równe, większe lub mniej«-

sze od spadku l i n j i śrubowej. 

§ 233, ftonoida śruby i powierzchnia śrubowa o ostryg 

gwincie. Powierzchnia rozwijalna l i n j i śrubowej jest 

przypadkiem szczególnym powierzchni śrubowych pro-

s t o k r e ś l n y c h , powstałych przez ruch śrubowy prostej 

jakiejkolwiek. Ważne znaczenie praktyczne mają prze-

dewszystkiem te powierzchnie p r o s t o k r e ś l n e skośne , 

w których tworząca przecina oś /powierzchnie śrubowe 

zamknię te / . J e ż e l i tworzące są przytem pros topadłe 

dc osi , to powierzchnia nazywa s i ę konoida śruby. 

Jest to powierzchnia utworzona przez normalną g łów­

ną l i n j i śrubowej; , proste <// , j# , JP , . . . 

/Itys. 4-S4 / są tworzącemi tej powierzchni. Ma ona 

zastosowanie w śrubach o płaskim gwincie . powstają­

cych przez ruch śrubowy p r o s t o k ą t a , którego p ł a s z c z y z ­

na przechodzi przez o ś , a jeden z boków jest do niej 

równoległy i równa s i ę wysokości skoku. - J e ż e l i two­

rząca przecina oś pod kątem ostrym, to utworzona* przez 

ruch Śrubowy tej prostej powierzchnia nazywa s i ę po­

wierzchnia śrubową o ostrym gwincie, nazwanej tak 

dlatefro, ż e ma ona zastosowanie w śrubach o ostrym 

gwincie. Nazywamy tak figury powstałe przez ruch ' 

śrubowy t r ó j k ą t a równoramiennego,, którego p ł a s z c z y e -
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na przechodzi przez oś", a podstawa jest do niej rów­

n o l e g ł a i równa s i ę wysokości skoku. 

Zadanie.... Wykreślić' rzuty prostokątne powierzch­

ni tfruo-owój ',o ostrym gwincie i wyznaczyó p r z e c i ę c i e 

jej p ła szczyzna 'pros topad ła do osi.. Oś dz ie l i po­

wierzchnię na dwie powłoki; ; górną i dolną, j e ż e l i oś. 

jest pionowa. Wykreślimy jeden skok dolnej powłoki 

powierzchni śrubowej o ostrym gwincie. - Niech oś 

'a " /Itys. 434/ będzie pros topadła do 

a prosta s'słJ niech będz ie tworzącą po­

wierzchni równoległą do , o nachyleniu ©** do 

Jf . Tworząca ta przecina oś A w punkcie •4.'-<t" 

a PT , przebija w punkcie 00 .. 0TV nie­

chaj będz ie jednym skokiem l e ż ą c e j na powierzchni 

1 i n j i 'śrubowej skok ten p o d z i e l i l i ś m y na 12 równych 

c z ę ś c i w punktach: <ź , 4 , J ,, . . . ,, przez 

k t ó r e prowadzimy tworzące powierzchni;, tworzące te 

wyznacza na osi « odcinki tPj , 'Jf , JjJxT 

. . . H M , równe wyeokości skoku 

U, . Dla prostoty wykreś len ia obral iśmy 

punkt -4 w jednym z punktów podz ia łu wysokości sko^ 

ku.. 

Każda p łaszczyzna przechodząca przez oś ^ przeci­

na powierzchnię według dwuch układów p-rostych równo-
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l e g ł y c h ; , w tej p ł a s z c z y ź n i e , która jest równoległa^., 

do „ proste jednego układu są równoległe do Ś 

proste drugiego układu do £ . Punkty p r z e c i ę c i a 

J), » * . . . prostych jednego układu z pro-

stymu drugiego l e ż ą na linjach śrubowych zwanych 

krawędziami samoprzenikania powierzchni; wzdłuż tych 

l i n j i powłoka górna przecina powłokę dolna powierzch­

n i . - Przetnijmy powierzchnię p łaszczyzną $ pro­

s topadła do osi CL . Krzywa p r z e c i ę c i a będz ie miejscem 

geometrycznym punktów, w których tworzące p r z e b i j a j ą 

p ł a s z c z y z n ę $ . Otóż o d i e g ł o ś ó punktu przebicia 

p ła szczyzny którakolwiek tworzącą Qd osi jest 

proporcjonalna do o d l e g ł o ś c i tej p łaszczyzny od punk­

tu, w którym ta tworząca przecina o ś , ta zaś jest 

proporcjonalna do kąta (( , który odpowiada łukowi 

śrubowej 

pomiędzy, p łaszczyzną $ i two­

rzącą. Krzywa płaska pos iadająca t ę własność , , że od-

i e g ł o - i ó dowolnego jej punktu od pewnego, s t a ł e g o punk-

tu jej p łaszczyzny jest proporcjonalna do kąta , za- *• 

kreś lonego przez promień wodzący tego dowolnego punk­

tu, nazywa s i ę spira..ną Archiraedesa' . Tak więc, ; 

p r z e c i ę c i e powierzchni śrubowej o ostrym gwincie . ' 

p łaszczyzną prostopadicą do osi jest . sp ira lną Ąrchirae* 

desa. 
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§ 234. Krzywa przenikania dwuch powierzchni. Jed­

nym z n a j c z ę ś c i e j w praktyce spotykanych zagadnień 

jest wyznaczenie krzywej przenikania dwuch powierzch­

n i . Metoda ogólna polega na przecinaniu obu powierzeń 

ni układem p ł a s z c z y z n pomocniczych dogodnie obranym 

i wyznaczaniu krzywych p r z e c i ę c i a tych p łaszczyzn 

z każdą powierzchnią; , punkty wspólne obu tych krzy­

wych p łask icksą zarazom wspólne obu powierzchniom, 

a więc należą do krzywej przenikania. J e ż e l i np.. 

jedna lub obie dane powierzchnie są s tożkiem lub 

walcami, to najlepiej za p łaszczyzny pomocnicze wz iąć 

p łaszczyzny przechodzące przez oba w i e r z c h o ł k i ; 

wtedy krzywe p r z e c i ę c i a każdej powierzchni z k t ó ­

rekolwiek płaszczyzną s i eczną sk ładać s i ę będz i e 

z dwuch prostych. J e ż e l i np. danymi powierzchniami 

są kula i powierzchnia drugiego stopnia pos iadają­

ca p r z e c i ę c i a kołowe /el ipsoida, paraboioida e l i ­

ptyczna, obie hyperboloidy/, to płaszczyznami pomoc­

niczymi nazywamy p łaszczyzny p r z e c i ę ć kołowych i t .d . 

Zadanie-. Wyznaczyć rzut l i n j i przenikania dwuch 

stożków, których kierownica 4, j &K są kołami 

leżącymi w p ł a s z c z y ź n i e rysunku, j e ż e l i dane są nad-

• t ć rzuty / p r o s t o k ą t n e , 'ttkoans lub środkowe/ wierz­

chołków j AĄ oraz ś l a d $ prostej 
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w p ł a s z c z y ź n i e rysunku . /Ifcrs 435/. 
Poprowadźmy pęk p łaszczyzn o osi * s ^ v-t 

ś lady tych p ł a s z c z y z n będą promieniami wychodzącymi 

z punktu $ .. Oczywiście w grę wchodzą tylko te pro­

mienie, które przec ina ją oba ko ła kierownicze;, j e ż e -

l i tedy poprowadzimy z 0 styczne do obu ł ć ł , to 

k o r z y s t a ć będziemy z tych tylko promieni, k tóre znaj­

dują s i ę między promieniami i f stycznymi do 

jednego a siecznymi względem drugiego k o ł a . Mogą 

przytera z a j ś ć 4 przypadki: 1/ Obie styczne do jedne­

go z kół są sieczne względem drugiego ko ła . Mówimy 

wtsdy, że przenikanie jest zupe łne ; krzywa przenika­

nia składa s i ę w dwuch g a ł ę z i nie mających wspólne­

go punktu, 2/ Jedna ze stycznych do * / przecina 

£Ą , a druga jest zewnętrzną względem ^ , 

Wtedy mówimy, że przenikanie, jest częśc iowe : krzy­

wa przenikania stanowi jedną jedyną krzywą, 3/ Koła 

&i i . 4. mają jedną wspólną s tyczną wychodzącą 

z fi ;. krzywa przenikania posiada jeden punkt podwój 

ny i 4/ koła Ą i ^ mają obie styczne wychodzą­

ce z j$ wspólne; krzywa przenikania posiada dwa 

punkty podwójne i rozkłada s i ę na dwie p r z e c i n a j ą c e 

s i ę stożkowe, l eSące w różnych p łaszczyznach . 

Przypuśćmy np. /Bya ^3J~/t £e przenikanie jest 
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c z ę ś c i o w o , t . j . że styczna do Ą przecina ^ 

w punktach ?, i Ą „ a styczna / do f/ prze­

nika Ą. w punktach <2, i ^ . Ahy wyznaczyć 4 

punkty krzywej przenikania, l e ż ą c e w jednej p ł a s z ­

c z y ź n i e pomocniczej, prowadzimy z J> promień j a k i ­

kolwiek , który niechaj hędz ie śladem tej pła« 

szc żyzny;, oznaczmy literami A/, t ^ ( AŹ^ i Af^ 

punkty, w których przecina koła % i . 

Łącząc 

otrzymamy rzuty dwuch two­

rzących m* i , według których | * ^ * ^ * / * ^ 

Sm. przecina s tożek $j ; ł ą c z ą c 4 
z jS' i otrzymamy podobnież rzuty tworzących "fj 

.i fn^ , -według których ta sama płaszczyzna przeci­

na s t o ż e k AK j punkty A , J3 , V \ J7 % według 

których #t, , i przec inają ^ i , są 

punktami l i n j i przenikania. Aby w którymkolwiek z 

tak otrzymanych punktów np„. w A poprowadzić stycz­

ną do krzywej., zauważmy, że owa etyczna musi l e ż e ć 

w każdej z obu p łaszczyzn stycznych, które można po­

prowadzić do stożków 3/ i $Ą w ich punkcie wspól­

nym -A . Siadami tych p ł a s z c z y z n stycznych są stycz­

ne i «JP do kierownic i w punktach 

^ 1 \ Punkt ^ &j jest śladem 

szukanej stycznej;. prosta AT', jest więc jej rzu-
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tem. «• Dla szybkiego i dokładnego wykreś l en ia krzy-

wej przenikania zaleca sic przedewszystkiem wyzna­

czenie 1/ punktów/ P, - i 3 * , # i , w których 

krzywa jest styczna do tworzących /o, , , <f, 

i fĄ , 2 / punktów i ? „ X* , CT , 27* , ?*' i 

7^X w których krzywa jest styczna do konturu rze­

czywistego obu stożków. 

Zadanie. Wyznaczyć rzut krzywej •przenikania 

dwuch walców t których osie sj równoległe do J?t . 

/Rys. 436/. Zadanie to różni s i ę od poprzedniego t y l ­

ko tym, że w ierzcho łk i obu stożków są n i e w ł a ś c i w e . 

Za p łaszczyzny pomocnicze obieramy płaszczyzny rów­

nolegle do osi obu walców, t, j , do .3 f Wykreśliwszy • 

rzuty walców na p łaszczyzny PK i rj pros topad łe 

do P ( • wyznaczymy pierwsze rzuty tworzących #7/ , 

tóx , tns i *Vy \ według których jakakolwiek 

p łaszczyzna $ równoległa do -H przecina jeden 

i drugi walec. Punkty A 9 J3 t Ć i J? f v k t ó ­

rych tworzące /% i przec inają tworzące- i 

należą do krzywej przenikania. - Rozwinąwszy 

powierzchnie boczną jednego z walców wyznaczamy na. 

niej z ł a t w o ś c i ą punkty -A0 t JSa ^ i JJ^ 

n a l e ż ą c e do r o z w i n i ę c i a krzywej przenikania. 

J e ż e l i osie dwuch powierzchni obrotowych s i ę prze-
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r i n a j ą , to krzywa ich przenikania może być wyznaczo­

na zapojjocą kul pomocniczych o wspólnym środku 

w punkcie p r z e c i ę c i a osi /metoda ku l / . 

Wykreślmy np. pierwszy rzut krzywej przenikania 

dwuch walców o osiach a. i & , przec inających sie 

W punkcie O /Kys„437 / . Frzypuśćmy, ż e p łaszczyzna 

ai> jest równoległa do P, . Kula jakakolwiek 
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o środku 0 przecina oba walce według k ó ł , których 

p łaszczyzny są pros topadłe do i? , a więc których 

rzuty są prostymi, łączącymi punkty p r z c i ę c i a kontu 

ru widzialnego kuli z konturami walców. Punkty 

wspólne obu kołom, są wspólne obu walcom, a więc 

na leżą do krzywej przenikania. Rzuty tych punktów 

są to o c z y w i ś c i e punkty p r z e c i ę c i a rzutów obu k ó ł , -

Można łatwo okazad, że rzutem krzywej przenikania 

w tym przypadku jest hyperbola . dla które j rzuty 

03i walców są średnicami sprężonymi. 

R O Z D Z I A Ł XVIII. 

0 POWIERZCHNIACH OBROTOWYCH. 

§ 235. Fojecie ogólne o powierzchniach. P ł a s z c z y z ­

ny styczne, styczne główne. Punkty hyperboliczne. 

paraboliczne i eliptyczne. Przez ruch prostej.utwo-

rzyó można o c z y w i ś c i e tylko tflkie powierzchnie, na 

których l e ż y n i e skończen ie ' wiele prostych, jak ster.kl, 

walce, powierzchnie rozwijalne, hyperbolojd^ jedne-

powłokowy, paraboloid.;' hyperboliezny, konaids śruby, 

powierzchnia śrubowa o ostrym gwincie i t .d. Wszystkie 

te powierzchnie obejmujemy wspólną nazwą prostokrośl,. 

nych. Stanowią one przypadek s z c z e g ó l n y powierzchni 

krg.ywokreślnych r otworzonych o g ó l n i e przez ruejji 
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krzywej p ł a s k i e j lub s k o ś n e j , bądź niezmiennej, bądź 

zmien ia jące j swój k s z t a ł t w sposób c i ą g ł y według da­

nego prawa. 

Niech bodzie na powierzchni TT punkt jakikolwiek 

P „. Połączmy go z jakimkolwiek innym punktem Jf 

tej powierzchni i z b l i ż aj ąy P, L- ? na jakie j ­

kolwiek krzywej l e ż ą c e j na powierzchni i ł ą c z ą c e j 

punkty 

. Granicę po łożen ia prostej PPt , 

gdy P z b l i ż a s i ę niecgraniczenie do P t na­

zwiemy styczną ^ do powierzchni w punkcie -P c 

Jest to więc prosta, mająca z powierzchnią dwa punk™ 

ty zjednoczone wspólne. Każda p łaszczyzna przechodzą­

ca przez styczną £ przetnie powierzchnię według 

krzywej p ł a s k i e j stycznej do ZT w punkcie zetknie 

P 
W każdym punkcie powierzchni 3? istnieje nie­

skończen ie wiele stycznych ( j ć t źj 

albowiem w punkcie / przecina s i ę n i e s k o ń c z e n i e 

wiele krzywych leżących na W . Dowiedziemy, że 

wszystkie te styczne l e ż ą w jednej p ł a s z c z y ź n i e . 

W samej rzeczyt obierzmy dwie jakiekolwiek styczne 

w punkcie P : , i poprowadźmy p ł a s z c z y z n ę 

^ ^ . Przecina ona '-TT według krzywej 

stycznej zarówno dc t, , jak do w tym samym 

Cl 8 
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punkcie P . Punkt ten jest przeto punktem podwój­

nym /wzgl. punktem odosobnionym/ krzywej p r z e c i ę c i a 

i każda prosta £j , t , . . . , l e ż ą c -

w p ł a s z c z y ź n i e * i przechodząca przez punlćt 'f , 

ma z tą krzywą, a więc i z powierzchnią dwa punkty 

zjednoczone w s p ó l - e j , jest to więc styczna do powierzeń 

n i TT w punkcie P . 

Płaszczyzna J. , w k tóre j l eżą wszystkie stycz­

ne do powierzchni .-/f* w punkcie P 3 nazywa s i ę 

p łaszczyzna styczną do 2T w tym punkcie. Prosta 

prostopadła do T w punkcie JP nazywa s i ę normalną 

do powierzchni w punkcie P 

Z pośród stycznych do powierzchni 1* w punkcie 

•P wyróżniamy dwie, zwanemi stycznemi głównemi, k tó* 

re mąjją już nie dwa, ale trzy zjednoczone punkty 

wspólne z krzywą p r z e c i ę c i a , a więc i z powierzchnią 

1T . Każda z nich jest granicą p o ł o ż e n i a siecznej, 

k tóra ł ą c z y punkt podwójny P z punktem PŁ lub 

P3 jednej z g a ł ę z i krzywej p r z e c i ę c i a , gdy te 

punkty z b l i ż a j ą s i ę nieograniczenie do P . Każda 

p łaszczyzna przechodząca przez jedną z tych stycz­

nych przecina powierzchnię według krzywej, która w 

punkcie P> ma punkt p r z e g i ę c i a . 

Styczne główne mogą być* albo rzeczywiste i różne 
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/punkt -Pjest wtedy punktem podwójnym krzywej prze­

c i ę c i a / , albo rzeczywiste i zjednoczone /punkt iP 

jest wtedy punktem zwrotu/, albo urojone sprężone 

/punkt P jest wtedy punktem odosobnionym krzywej 

p r z e c i ę c i a / , W pierwszym przypadku punkt P nazywa 

s i ę punktem hyperbolicznym powierzchni, w drugim ~ 

parabolicznym . w trzecim - punktem eliptycznym. . 

% 236. Pojecie ogólne o powierzchniach obrotowych. 

Równoleżniki i po łudnik i . J e ż e l i krzywa płaska lub 

skośna <\ , sztywno związana z z prostą <£< • obra­

ca s i ę dokoła n ie j , to powierzchnia przez ruch krzy­
wej utworzona nazywa s i ę obrotową. Prosta 4* na­

zywa sie osią powierzchni. Każdy punkt ^krzywej 

tworzącej ^ opisuje k o ł o , którego p łaszczyzna jest 

prostopadła do osi i którego środek na niej leży. 
Koła te nazywamy równoleżnikami. 

Powierzchnie obrotowe są najpospolitsze z po­

wierzchni spotykanych w technice i w ż y c i u codzien­

nym, ż e wspomnimy tylko niezliczone c i a ł a otrzymane 

na tokarni i kole garncarskim. 

Ze sposobu w jaki powstaje powierzchnia obrotowa, 

wynika że przez obrót dokoła osi <t przesuwać s i ę 

ona będz i e sama w sobie, że zatem może ona powstać 

przez ruch obrotowy każdej wykreślonej na niej kray-



wej , która przecina wszystkie równoleżniki . W szcze­

g ó l n o ś c i powstanie ona przez obrót krzywej przec ię ­

cia powierzchni p łaszczyzną przechodzącą przez o ś . 

Krzywa taka nazywa s i ę południkiem powierzchnio 

Ponieważ przez obrót o 180° p łaszczyzna południka 

powraca do swego po łożen ia pierwotnego, przechodząc 

przez p o ł o ż e n i a wszystkich innych południków s w i ę c : 

wszystkie południki sa równe i każdy z nich jest sy­

metryczny względem osi. 

Przez swoją oś i południk powierzchnia obrotowa 

jest wyznaczona. Przez każdy punkt powierzchni prze­

chodzi jeden równoleżnik i jeden południka przeci-

nają s i ę one pod kątem prostym, gdyż p łaszczyzna 

każdego południka przecina każdy równoleżnik prosto­

k ą t n i e . 

P łaszczyzna styczna do powierzchni obrotowym w da­

nym jej p u n k c i e . j e s t , j e.k zawsze, wyznaczona przez 

dwie jakiekolwiek styczne do powierzchni w tym punk-

cie, a więc przez styczną do równoleżnika i stycz­

ną do południka przechodzącego przez punkt -P , 

Płaszczyzny styczne do powierzchni obrotowej w 

punktach jednego południka są pros topadłe do p ł a s z - ' 

cżyzny tego południka, albowiem przechodzą przez 

prostopadłe do niej styczne do równoleżnika. Płaaz 
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ozyzny te powłóczą walec rzucający powierzchnię ob­

rotową w kierunku prostopadłym do p łaszczyzny połud-
* 

n i k a . 
Jeżeli oś j e s t prostopadła do P, , to południk, 

którego p łaszczyzna jest równoległa do , nazy­
wa się pojiudnikiem głównym . Jest on konturem rzo-

Os-ywistym pionowym powierzchni obrotowej;, konturem 

widzialnym pionowym jest równy mu rzut pionowy tego 

południka. 

Ponieważ przez obrót dokoła 0 3 i p łaszczyzna 

styczna do powierzchni obrotowej przystanie do i n -

noj p łaszczyzny stycznej, a punkt z e t k n i ę c i a pozo-, 

stanie na tym 3amyra równoleżniku^ wiJC 

Płaszczyzny s t y c z n e do powierzchni obrotowej 

w punktach jednego równoleżnika powłóczą wogóle oto*-
żek obrotowy, którego osia jest . a tworzącymi sa 

styczne do południków w punktach p r z e c i ę c i a ich 

z tym równoleżnikiem. 

W dwuch wypadkach atoli s t o ż e k ten wyrodnieje: 

1/ gdy styczna do południka jest równoległo do osi;, 

wtedy p ł a s z c z y z n y styczne powłóczą walce a punkty 
^ .ze tknięc ia l e ż ą na równoleżniku raajtimum / r ó w n i k / lub 

minimum A o ł o szyjne/ ;, są to kontury rzeczywisto 

poziome równe z r e s z t ą konturom widzialnym poaionyir; 
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2/ gdy styczna do południka jest prostopadła do osi , 

wtedy p łaszczyzny styczne są zjednoczone w p ł a s z c z y -

Ani* pros topadłe j do osi. 

§ 237. Rzuty punktu l e ż ą c e g o na powierzchni obro­

towej. Zadanie. 

Powierzchnia obrotowa jest dana przez rzut pozio­

my osi pros topadłe j do P, . oraz przez rzut piono­

wy południka głównego Ą o n t u r pionowy/. Mając jeden 

rzut punktu l e ż ą c e g o na powierzchni wyznaczyć rzut 

drugi. Niech A ̂ / i ł y s . 438/ b ę d z i e rzutem pionowym 

południka głównego, a'4." rzutami osi obrotu; 

prócz tego dany jest jeden rzut, np. , punktu 

P , l e ż ą c e g o na powierzchni. Przez P poprowadź­

my równoległą do -* j będz ie to rzut pionowy równo­

l e ż n i k a przechodzącego przez - ° . Odcinek Pa '-M" 

jest promieniem tego równoleżnika; j e ż e l i przeto z 

punktu zakreś l imy tym promieniem k o ł o , to otrzy­

mamy rzut poziomy równoleżnika *1 y l i n j a rzędnych 

punktu P" wyznacza na M ' dwa punkty P/ i -P/Jr 

które są poziomami rzutami punktów powierzchni mają-

cych * za rzut pionowy. - Gdyby dany by ł rzut po­

ziomy P' punktic powierzchni a n a l e ż a ł o zna l eźć 

rzut pionowy P" % to obróciwszy P' dokoła <fc' do 

pojeni,a,. P* i. wygnaćzywazy Pj " na południku głównym 





k r e ś l i n y rzut pionowy równoleżnika ftl , na którym 

l i n j a rzędnych punktu -^'wyznaczy punkt ^ , 

P łaszczyzna styczna $ do powierzchni w tak wyzna­

czonym jej punkcie -P'PJ/ będz ie okreś lona przez 

pros tą poziomą fi oraz prostą największego spadku 

7l „ przechodzące przez punkt P ; /^'jest stycz­

ną do "i \ ft" jest rćwnffłegłą do osi * ; 

jj '= Pffl • aby zna l eźć n f , obracamy południk 

punktu J P do przystania z południkiem głównym i 

w nowym po łożen iu punktu P prowadzimy do niego 

styczną i punkt jej p r z e c i ę c i a 0 z o s i ą <Z przy 

obrocie pozostaje bez ruchu, zatem &"P &-2t" 

Siad poziomy *s4 p łaszczyzny stycznej $ = K 

b ę d z i e styczny do k o ł a , zakreś lonego w p ł a s c z y ź n i e 

Pt przez ś l a d prostej i równoległy 

do fi'. - , 
J_238' Punkty -przebicia powierzchni obrotowej pro­

s t ą . Zadanie: 

Wyznaczyć punkty przebicia danej powierzchni o>-~ 

brotowej prostą j^£^ . Niechaj powierzchnia obro­

towa będz i e dana zapomocą osi a'a" i południka 

głó>nego / ; / /Bys &JS/. Wyznaczmy rzut pionowy 

krzywej, według k t ó r o j ' p łaszczyzna Qf , rzucają­

ca poziomo prostą £ , przecina powierzchnię . Rzut 
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poziomy tej krzywej przystaje do śladu poziomego 

p łaszczyzny 3, , t . j . do & "biorąc na ^ & ' 

różne punkty 6,* , znajdziemy na zasadzie poprzed­

niego artykułu punkty ' n a l e ż ą c e do szukanego 

pionowego rzutu krzywej p r z e c i ę c i a . Rozwiązanie za­

dania znacznie zostanie u łatwione dz i ęk i symetrji 

krzywej p r z e c i ę c i a ; , o s i ą tej symetrji jest prosta 

t p r z e c i ę c i a p łaszczyzny 3 , z płasczyzną ( 

przechodzącą przez oś prostopadle do B, . Rzut pio­

nowy punktu T2 i którego poziomy rzut H 

"będzie najwyższym luh najniższym punktem krzywej , 

w którym styczna jest równoległa do P, , a jej 

rzut pionowy równoległy do *"C ; w punktach 

równika styczne będą pros topadłe do * . Styczne w 

innym jakimkolwiek punkcie $ krzywej p r z e c i ę c i a 

znajdziemy jsko p r z e c i ę c i e p łaszczyzny 3 , z p ł a ­

szczyzną styczną do powierzchni w punkcie <Z ; rzut 

pionowy tej stycznej otrzymamy przsz p o ł ą c z e n i e 

punktu (2" z rzutem pionowym punktu, w którym 

przecina ś l a d K , p łaszczyzny stycznej do powierzch­

ni w punkcie 4? . - Rzuty pionowe punktów przebicia 

c i JJ powierzchni prostą ^ będą punktami, w k t ó ­

rych fc" przecina rzut pionowy krzywej p r z e c i ę c i a ; 

rzuty poziome tych punktów wyznaczone zostaną ns 



przez l i n j ę rzędnych punktów i „ 

§ 239. P r z e c i ę c i e powierzchni obrotowej p ł a s z c z y z ­

na s tyczną . Zadanie; 

Powierzchnię utworzona przez obrót koła dokoła 

prostej zewnętrznej l e ż ą c e j w jego p ł a s z c z y ź n i e , 

p r z e c i ą ć p łaszczyzną styczną do tej powierzchni 

w danym jej punkcie hyperbolicznym ^ 

iYyznaczyó styczne główne w punkcie A . Po łudni ­

kiem tej powierzchni, zwanej p i e r ś c i e n i e m kołowym 

są dwa koła symetryczne względem oei; 4 

/Bys.439/. Niechaj oś b ę d z i e prostopadła 

do P, ' i niechaj dany będzie rzut poziomy Ą-Ł 

punktu -A l e żącego na powierzchni; znajdzi-rrmy -A* 

i wyznaczmy l i n j ę poziomą fi '/b " i l i n j ę najwię ­

kszego spadku oraz ś lady s/ i ^ p ł a ­

szczyzny stycznej fin . Zauważmy przedewszyst-

kiem, że H jest o s i ą syraetrji krzywej; d z i ę k i cze-

mu n jest o s i ą symetrji p r o s t o k ą t n e j , a n o s i ą 

symetrji ukośnej rzutów krzywej p r z e c i ę c i e . Każde­

mu punktowi! stycznej krzywej p r z e c i ę c i a odpowie 

przeto punkt i styczna symetryczna. Obrawszy do­

wolnie rzut poziomy ^ ' r ó w n o l e ż n i k a »i i zna laz ł szy 

jego rzuty pionowe " i , wyznaczymy od-

razu 4 punkty krzywej p r z e c i ę c i a Jł , A/, A/* t 

i JM, X , jako punkty, w których równoleżnik ^ r i ^ y 
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przec inają p i a 3 z c ż y z n e s tyczną -v <Sj> « Styczne 

w tych punktach b^dą prostymi, w których p ł a s z c z y z ­

ny styczne do p i e r ś c i e n i a przec inają p łaszczyznę 

SF SĄ . Dla szybkiego wykreś len ia rzutów krzy­

w e j - s z c z e g ó l n i e pomocne będą punkty / i 4 , k tóre 

l e ż ą na osi symetrji punkty J , 4 , s~ i ć t 

l e ż ą c e w p ł a s z c z y ź n i e południka głównego, punkty 

J , 8 t 9 i , l e ż ą c e w p ł a s z c z y ź n i e równi­

ka oraz punkty --/^' i l e ż ą c e na najniższym 

równoleżniku,, Styczne w punktach 4 , <| , ^ i 

są linjami poziomymi płaszczyzny s, sA ; 

rzuty poziome stycznych w punktach ? t & y 9 i 

•̂ tf są stycznymi do równika wzgl/do k o ł a . s z y j -

negp- wreszcie rzuty pionowe stycznych w punktach 

J 4 , if i (? są stycznymi do południka 

głównego. Styczne <fo obu g a ł ę z i krzywej, p r z e c i n a j ą ­

cych s i ę w punkcie podwójnym A'J$" są stycznymi 

głównymi. -




	sgkg18 - 0593
	sgkg18 - 0594
	sgkg18 - 0595
	sgkg18 - 0596
	sgkg18 - 0597
	sgkg18 - 0598
	sgkg18 - 0599
	sgkg18 - 0600
	sgkg18 - 0601
	sgkg18 - 0602
	sgkg18 - 0603
	sgkg18 - 0604
	sgkg18 - 0605
	sgkg18 - 0606
	sgkg18 - 0607
	sgkg18 - 0608
	sgkg18 - 0609
	sgkg18 - 0610
	sgkg18 - 0611
	sgkg18 - 0612
	sgkg18 - 0613
	sgkg18 - 0614
	sgkg18 - 0615
	sgkg18 - 0616
	sgkg18 - 0617
	sgkg18 - 0618
	sgkg18 - 0619
	sgkg18 - 0620
	sgkg18 - 0621
	sgkg18 - 0622
	sgkg18 - 0623
	sgkg18 - 0624
	sgkg18 - 0625
	sgkg18 - 0626
	sgkg18 - 0627
	sgkg18 - 0628
	sgkg18 - 0629
	sgkg18 - 0630
	sgkg18 - 0631
	sgkg18 - 0632
	sgkg18 - 0633
	sgkg18 - 0634
	sgkg18 - 0635
	sgkg18 - 0636
	sgkg18 - 0637
	sgkg18 - 0638
	sgkg18 - 0639

