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' c z a j ą na prostej n iewłaśc iwej 3 pary punktów, t 0 j , 

kierunków odpowiednich; naluży znaleźć kierunki podwój-

ne t . j . asymptotyczne„ Przez punkt jakikolwiek np. przez 

'-ss£ prowadzimy koło Steinera i z jego pomocą wyznacza­

my proste podwójne dwuch pęków rzutowych o wspólnym 

'wierzcho łku $ których proste ą/ź/c/ i t^Ąf/c^' są 

równoległe do prostych a.,]?^, i a.^ ^ cK , 
Znalazfezy kierunki / * i (c°° , prowadzimy styczne 

w tych kierunkach do stożkowej . Łącząc każdy z tych 

punktów niewłaściwych ^ A z punktami J t 4 i f 

Otrzymamy dwa pęki rzutowe, których środek rzutowy O 

jest punktem p r z e c i ę c i a obu stycznych szukanych, t . j . 

środkiem s tożkowej . Proste jf> i JJ , poprowadzone przez 

punkt O w kierunkach F°° i 0,°° są asymptotami, dwu­

sieczne <i i ^ kątów między niemi są osiami s tożkowej . 

R 0 Z D 2 I A Ł XV. 

POWIERZCHNIE DRttGISGO STOPNIA. 

§ 203. JColineacja środkowa dwuch układów przestrzeń' 

nych. Niech będzie płaszczyzna j§ , którą -nazywać bę-^ 

dziemy płaszczyzną kolineaeji, punkt O który nazwie­

my środkiem kol ineaej i i dwa punkty A, i A;» , l eżące 

na dowolnej prostej wychodzącej z punktu O / lub 
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dwie płaszczyzny Af i » przec inając s i ę według pro­

stej: l e ż ą c e j w p łaszczyźn ie $ /Rye.369/, Dane powyż­

sze wyznaczają dwa układy /dwie figury/ przestrzenne 

f , i w ten sposób, że 

1/ każdemu punktowi 

prostej lub p łaszczyźn ie uT 

kładu F, odpowiada jeden 

jedyny punkt, prosta lub 

płaszczyzna układu i 

nawzajem. 

2/ punktowi, prostej i 

p ł a s z c z y ź n i e , należącym do 

siebie w jednym układz ie , 

odpowiada punkt, prosta i 

p łaszczyzna drugiego ukła­

du, które również do sie­

bie należą , 

3/ punkty odpowiednie l e ż ą parami na prostych, 

przechodzących przez środek kolineacji O % 

4/ płaszczyzny odpowiednie przec inają s i ę parami 

według prostych, leżących w p łaszczyźn ie kolineacji 

5/ proste odpowiednie l eżą parami w płaszczyznach 

przechodzących przez środek kolineacji O i przecina-
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ją SŁS parami wpunkbach leżących w p łaszczyźn ie J? i ' 

6/ każde dwa szeregi odpowiednich punktów, każdo 

dwa pęki odpowiednich p łaszczyzn lub prostych aą rzu­

towe. 

Środek kolineacji oraz wszystkie punkty p ł a s z c z y ­

zny kolineacji - p ł a s z c z y z n a kolineacji oraz wszystkie 

płaszczyzny przechodzące przez środek kolineacji o':*«;Z 

- proste, przechodzące przez środek kolineacji 

oraz proste l eżące w p łaszczyźn ie kolineacji, - odpo* 

wiadają same sobie. 

Płaszczyzna » która odpowiada w I układzie p ła ­

szczyźn ie n i e w ł a ś c i w e j , zaliczonej do I układu / B ^ ° V 

oraz płaszczyzna która odpowiada w II układzie 
p łaszczyźn ie n i e w ł a ś c i w e j , zaliczonej do I układu 

--nazywają s i ę płaszczyznami wzajemnemi, są one rów­

n o l e g ł e do płaszczyzny kolineacji jjf i mają t ę w łas ­

ność , że od leg łość jednej z nich od środka kolineacji 

Q i o d l e g ł o ś ć drugiej od płaszczyzny kolineacji £ 

są odcinkami równej d ługośc i i przeciwnego zwrotu. 

Kolineacja środkowa w przestrzeni może być wyznaczona 

przez swój środek O , p łaszczyznę' p i jedną z p ł a ­

szczyzn wzajemnych jRjlub Gt̂ . J e ż e l i płaszczyzny 

wzajemne i Gt 3 ^ zjednoczone /w równej o d l e g ł o ś c i 
i 9* 
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między środkiem i p łaszczyzną k o l i n e a c j i / , to k o l i n e ­

acja nazywa s i ę inwolucyjna;w t ak i e j k o l i n e a c j i każde­

mu punktowi, p ł a szczyźn io lub prostej odpowiada ten 

sam punkt, p ł a s z c z y z n a lub p ros ta , n i e z a l e ż n i e od tego 

dc k tó rego układu ten punkt, p ł a szczyznę lub p r o s t ą 

zal iczymy. 

Ko l ineac ja środkowa w przes t rzen i ma zastosowanie 

do p ł a sko rzeźby perspektywicznej i w tea t ra lne j sztuce 

dekoracyjnej . 

§ 204,, Ko l ineac j a ogólna dwuch układów przes t rzen­

nych. Z dwuch układów przestrzennych F, i F^ , k t ó r e 

są w k o l i n e a c j i środkowej przesuńmy jeden w dowolny 

sposób . Z 6 - c i u warunków, którym c z y n i ł y zadość te u -

k łady , n i e k t ó r e , mianowicie J -, ^ i £~ nie będą wo-

g ó l e w nowem p o ł o ż e n i u układów s p e ł n i o n e , natomiast 

pierwsze dwa i os ta tn i pozos taną w swej mocy, 0 u k ł a - . 

dach t ak ich mówimy'wciąż jeszcze , że są w ko l ine . ac j i , 

k t ó r a jodnak nie b ę d z i e już wogólo środkową, mówimy 

wtedy, że układy Ft i F^ są w k o l i n e a c j i ogó lne j 

Ko l ineac j a ogólna dwuch układów przestrzennych 

jeat wyznaczona przez 5 par punktów lub 5 par p ł a ­

szczyzn odpowiednich z tern z a s t r z e ż e n i e m , żeby żadne 

4 z tych punktów w żadnjf.m u k ł a d z i e nie l e ż a ł y w jednej 

p-H.czczyźrri e A więc t akże żadna 5 na jednej p r o s t e j / 



| 2 g l ; ż e b y ż a d n e 4 2 tych p ł a szczyzn w żadnym u k ł a d z i e 

nie p r z e c h o d z i ł y przez i en p u n k t • / a więc t a k ż e żadne 

3 p rzez j e d n ą p r o 3 t ą / . . 

W s a m e j rzeczy ; j eże i d np, . punktom ji,- » ̂  , , 
» 4 ^ , u k ł a d u Ą o d p o w i a d a j ą punkty ^ , ^ , 

^ • ^ ' ^ » «fcładu /Rys:"390/, t o dla każde­

go p u n k t u p r z e s t r z e n i -4^ . zaliczoidO^o do u k ł a d u i j 

z n a j d z i e m y punkt o d p o w i e d n i w u k ł a d z i e w spo­

sób n a s t ę p u j ą c y m Poprowadźmy przez p u n k t jf/, i prostą 

p łaszczyznę ćy-ty . k t ó r ą oznaczymy l i t e r ą 

j j j , p r o s t a ^/ będzie o s i ą czwórki p łaszczyzn 

B^ĄJ, i 4 ^ 4 • 4<?< 1 4<M?s.T; • C z e r n y 

w i ę c wyznaczyć p łaszczyznę » którą z płaszczyznami 

J^^JŚj, J$ŁCfJ?Ł* ^ ć ^ ^ , t w o r z y ten sam dwustosunek; 

poprowadźmy następnie w układzie płaszczyzny 

CY AT-MT £ JJ( i A,Ąjyf*y^ i w y z n a c z m y 'w taki 

sam sposób płaszczyzny " U i układu J?^ ; punkt 

p r z e c i ę c i a p łaszczyzn W , \ 7 * i \ % będzie szukanym 
punktem -*x̂ c / 

§ 205, Korelacja dwuch układów przestrzennych. -

Kolineacja ogólna dwuch układów przestrzennych napro­

wadź a nas na nowy związek geometryczny dwuch układów 

przestrzennych, z w a n y k o r e1acja, a polegający na na-
8 tępu jących w łasnoóc i ach: •• 
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N \ 
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1/ każdemu 

punktowi 

układu i*/ 

odpowiada 

jedna jedy­

na p łaszczy ­

zna układu 

ido. 

x Ł ; każ­

dej p ł a s z ­

czyźnie ukł& 

du JJ odpo­

wiada jedna 

jedyna płaszczyzny- uk ładu -SJ i nawzajem; 

2/ punktowi i p ł a s z c z y ź n i e , należącym do siebie w 

jednym układzie odpowiadają p łaszczyzna i punkt d rugie j 

układu, które również do siebie na l eżą , <itąd wynika, ż l 

każdej prostej jednego ufcłeći; / k t ó r a łączy dwa jego 

punkty/ odpowiada pros ta drugiego u k ł a d u / k t ó r a jest 

przec ięc iem odpowiednich p ł a s z c z y z n / , 

3/ każdej czwórce punktów jednego układu odpowia­

da afrzwnórka płaszczyzn drugiego, k t ó r a j e s t z tamtą rzu­

towa i nawzajem, wogóle każdemu szeregowi punktów jedno' 

go układu odpowiada pęk płaszczyzn drugiego i nawzajem 

każdej czwórce / p ę k o w i / prostych jednego układu odpowî l 



da rzutowa z n i ą czwórka Ą&k/ prosty eh drugiego u k ł a ­
da, . * 

"Korelacja* taka będzie wyznaczona przez z a ł o ż e ­

nie odpowiedniośc i wzajemnej 5 punktów jakichkolwiek 

A / - , 3 , Ą * Ą i . St uk ładu f, z 5 p łaszczy ­

znami drugiego układu A ^ , B 4 > , i E A z. tom 

z a s t r z e ż e n i e m , żeby z tych f> punktów żadne 4-*7-nie 

l e ż a ł y w jednej p ł a s z c z y ź n i e , ani żeby z tych 5 p>r.-

Obczyzn żadne 4 n ie p r z e c h o d z i ł y przez jeden punkt, 

S 206. Układ biejyinoyyy przestrzenny. Niech będz ie 

czworościan AfA^AjA^ / k t ó r e g o śc iany oznaósyiiy ' l i t e ­

rami : AfA4AA* , AiAvAl ,A^A9A)^, i 
JKĄ-AJAŻAS • P u n k t j ak iko lwiek B nie leżący na żad­

nej ze ś c i a n / a więc i na żadnej z k r a w ę d z i / i p ł a s z ­

czyzna 3 3 • , nie p rzechodząca prze:, żaden z w i e r z c h o ł ­

ków / a więc i przoc żadną z k r a w ę d z i / czworośoianu 

ASAJAJAJ /Rys..391/. Na mocy poprzedniego artykułu . 

odpowiedniośC punktów A t i A4 jAfJA^ \ JB płaszczyznom 

A, , Ax , Ai ', -Â  i £ wyznacza kore lac ję dwuch 

układów p rzes t rzennych. ,Kore lac ja t a ma t ę własność , 

że każdemu punktowi odpowiada zawgze t a 3ama p ł a s z c z y ­

zna, każdej p łaszczyźn ie ten sam punkt / a więc i każ- „ 

dej prostej ta sama prosta/ n i e z a l e ż n i e od tego, do 

/którego układu tamten punkt t tamtą płaszczyznę / tamtą 

GEOHSTRJA. WYKREShNA Arkusz 33-ci. 
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4*=r r--> 

nr o a t ą / •lalicihftny 
. Wiasności tej 

dowieść można^w po­

dobny epos ób, jak do­

wiedliśmy analogicz­

nej v l a s n o ś c i ukła­

du biegunowego p ł a s ­

kiego /$ 161/. 

Te dwa układy 

korelacyjne można 

przeto stważać za 

2 eden jedyriy': uk ład 

przestrzenny, w któ­

rym zachodzi wzajem-

ne podporządkowanie 

punktów płaszczyznom i t>ła.«zc*"«rzn nunktom. Układ te.-

ki nazywa sie biegunów™, płaszczyzna podporządkowa­

na punktowi nazywa s i ę jego płaszczyzną biegunową, 

punkt podpórżyłkowany p łaszczyźn ie jej bicgunem. 

' **J?cnietojtii -punktowi i p łaszczyźn ie należącym do sie: 

bie |iodporóąd$dWane są płaszczyzna i punkt również do 

siebie .należące#* wi$e mamy twierdzenia: 

l e ż e l i puhfct ć l e ż y w p łaszczyźn ie oiegunówftj1 

punkt u J3 to p ł i i z c z y zna biegunowa punktu C prze-
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c h o d i . i przez punkt J3 
J e ż e l i p ł a s z c z y z n a C przechodzi p r z e z b i e g u n 

płaszczyzny B , -to biegun p ł a s z c z y z n y C l e ż y w 

płaszczyźn ie B . 
— «•- * • - • 

Stąd /z^-'wynika 

1/ płaszczyznę biegunową p u n k t u p r z e c i ę c i a 3 p ła-

J£czyzn jĄ . > fi i C j e s t p ł a s z c z y z n a poprowadzona 

przez ich bieguny ^ , ^ i C i n a w z a j e m 

biegunem płaszczyzny p r z e c h o d z ą c e j przez 3 punk­

ty A. , J& i (f jest p u n k t p r z e c i ę c i a ich płaszczyzn 

biegunowych A * B I £ 'i 
2/ Bieguny płaszczyzn p r z e c h o d z ą c y c h przez jedną 

prog tą lożą na drugiej i n a w z a j e m ! 

p ł a sceżyzny biegunowe p u n k t ó w leżących na jednej 

p r o s t e j przechodzą p r z e z d r u g ą . 

Dwie ptoste, mające t ę własność , ż o bieguny p ł a s z ­

c z y z n przechodzących p r z e z j e d n ą z n i c h l e ż ą na drugiej 

n a z y w a j ą s i ę prostemi wzajemnie biegunoWemi. 

Ewie płaszczyzny mające t ę własność , że biegun jed­

n e j z nich l e ż y na drugiej, nazywają s i ę płaszczyznami 

/biegunowo/ s pr z ężonemi, Z punkty, z których jeden le-». 

zy w p łaszczyźn ie biegunowej drugiego, nazywają s i ę 

Jpunktami /biegunowo/ sprzężonemi, dwie proste, z których 

k a ż d a przecina biegunową drugiej, nazywają s i ę proste-
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mi /biegunowo/ sprzężonemi . 
Układ biegunowy przestrzenny wyznacza w 'każde j p ł a ­

szczyźn ie pewien układ biegunowy p ł a a k i a dokoła każde­

go punktu pewien uk ład biegunowy w i ą z k i . 

Ta ł np. biegunową punktu M , łożącego w j ł a s z c z y z n i e • 

P j e s t w t e j p ł a s z c z y ź n i e ś l a d j "'aszczyzny b i e ­

gunowej J f punktu , biegunem pro ot ej tri , l e ż ą c e j 

w p ł a s z c z y ź n i e P j e s t w te j p ł a s z c z y ź n i e ś l a d $ 

prostej z n i ą biegunowej n, . Układ biegunowy pr;-estrzeri-

ny wyznacza na każdej prostej pewną i n ^ c l u c j ę punktów 

/zwaną inwolucja biegunową na t e j p r o s t e j / i dokołe 

każde j prostej pewną inwoluc ję p ł a szczyzn /zwaną inwo­

lucja biegunową dokoła t e j p r o s t e j / . Niechaj będz i e np. 

na podstawie fn, szereg punktów ^/Jtt , 2, , Jłft, , . Vj 
p ła szczyzny biegunowe ty eh pu to w pxze .-h^dią v;s,7.yst-

k ie przez p r o s t ą biegunową Ji , tworząc dokoła n ie j 

pęk p ł a s z c z y z n / K 4 > Ł > , » ^u tpwy ? 

szeregiem r7l /2Tt , ^ , , . . . / ; j e ż e l i p r z e c i ę c i a 

tych p ł a s z c z y z n z podstawą //£ oznaczymy l i t e r a m i ^ t 

-4* • ^ . . . . ' » to szeregi / 2Ct, £ } /ł/^ , . . / i 

^ / - ^ 4 ^ . , . /będą rzutowo. Otóż każde dwa punk­

ty odpowiednie tych szeregów, np5 Jf i / / , odpowiada-

ją sobie podwójnie , - j e ż e l i b owi er. sajlicz/jry punkt 

Jf+ do I szeregu, to punkt, c.dpowierr i •. 



p r z e c i ę c i u podstawy /rv. z płaszczyzną biegunową punktu 

KK » k t ó r a musi p r z e j ś ć przez punkt J[ , gdyż p ł a s z ­

czyzna biegunowa punktu JL, przechodzi przez punkt JCĄ 

§ 2Q7. Czworościany biegunowe, Czworościan. A,A^A^A^ 
ma t ę osobl iwość że 1/ każdy wie rzcho łek jes t biegunem 

p r z e c i w l e g ł e j ś c i a n y , 2 / p r z e c i w l e g ł e krawędzie , np. -^-^ 

i ji^Atf są prostowi wzajemnie biegunowemi i 3 / każde 

dwie krawędzie n i e p r z e c i w i e g ł e , każde dwa w i e r z c h o ł k i i 

każde dwie śc iany są s p r z ę ż o n e . Czworościan taki nazywa­

my biegunowym. Czworościanów biegunowych jest n ieskoń­

czenie wiele Dla otrzymania któregokolwiek z nich poste 

pujemy jak n a s t ę p u j e : Obieramy dowolny punkt i znaj -

dujemy jego p łaszczyznę biegunową JMT , w p łaszczyźn ie 

mVl obiofajmy dowolny punkt Jf \ znajdujemy jego p ł a s z ­

czyznę biegunową M , na mocy poprzedniego artykułu 

musi ona prze j ść przez p u n k t , / / ; na prostej p r z e c i ę ­

cia p ł a s z c z y z n M" i 3^ obieramy dowolny punkt JP i 

.znajdujemy jego p łaszczyznę biegunową H? , która mu­

si p r z e j ś ć przez prostą A/J/' ; przez punkty M , 

Jf i -P prowadzimy p łaszczyznę Qb , której biegu­

nem b ędz i e punkt p r z e c i ę c i a p łaszczyzn M , l̂ L i P 

Czworościan AłA^J^ćZ będzie biegunowy. Oczywiście ten 

san układ biegunowy przestrzenny, który o k r e ś l i l i ś m y 

zapomocą c :rvorościanu biegunowego Aif Al^AjAt^, punktu 
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B i iQt° p łaszczyzny biegunowej 5 , można o k r e ś ­

l i ć 2 upomocą1 każdego innego* czworościanu-biegunowego 

, jakiegokolwiek punktu i jego płasz,-

cżyzny biegunowej 
§ 208. Trzy-rodzaje układów! biegunowych przes t rzen-

nych. Niech będzie układ biegunowy wyznaczony przez 

czworościan biegunowy -4,^^^^]^ oraz płaszczyznę b i e ­

gunową J3 dowolnego punktu JE$ , przytęm punkt 3B nie 

leży na żadnej że ś c i a n , a p łaszczyzna B riie przecho­

dzi przez żaden z v:ier*chołkćw tego czworośc ianu. Na­

s t r ę c z a j ą S i ę dwa pytania: 
1/ Czy i w jakich warunkach mogą i s t n i e ć rzeczy-? 

wiste punkty i , p ł a s z c z y z n y sprzężone same ze sobą, t . j . 

punkty leżące we własnych płaszczyznach biegunowych i 

płaszczyzny'przechodzące-przez własne bieguny? 

2/ J e ż e l i takie punkty i płaszczyzny i s t n i e j ą , to 

czy mogą i s t n i e ć rzeczywiste proste sprzężone same ze 

sobą t . j . przys tające do własnych \prostych biegunowych 

który każdy punkt byłytyzatem sprzężony sam1ze sobą? 

Aby na te pytania odpowiedzieć, zauważmy, że czwo­

r o ś c i a n biegunowy-^/ A^-4j^*^ dzieli przes trzeń na 3 ob­

szarów, z których jeden tylko jest skończony-i nazywa 

3ię o b j ę t o ś c i ą czworościanu, - cztery mają z tą obję­

t o ś c i ą po jednej ś c i n n i e wspiJnęj , a 3 'i ™i 
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dwie przec iwleg ł e krawędzie wspólne. Ponieważ punkt JS 

nie leży na żadnej ś c i a n i e czworościanu, więc może on 

na leżeć tylko do jednego obszaru, ponieważ płaszczyzna 

B nie przechodzi przez żaden wierzchołek , więc dla 

jednego obszaru musi ona pozostać obcą'.' Przypuśćmy np. 

że punkt B l eży wewnątrz o b j ę t o ś c i czworościanu /co 

zresz tą przez obiór odpowiedniego czworościanu biegu­

nowego zawsze można sprawić / . Położenie płaszczyzny 

2 J względem obszaru, w którym znajduje s ię .punkt 

może być trojakie: 

1 / Płaszczyzna JB nie przecina żadnej krawędzi 

czwórościaru między jego wierzchołkami /Rys.393/.: Ra 

każdej krawędzi inwolucja biegunowa jest wtedy elip-?. 

tyc-zna, gdyż ś lad każdej krawędzi na p ł a s z c z y ź n i e , ł ą ­

czącej punkt S z p r z e c i w l e g ł ą . j e j krawędzią, l e ż y 

zawsze między wierzchołkami, a ś lad jej na p łaszczyź ­

nie J3 l eźy poza wierzchołkami, tak, że te dwa punk­

ty sprzężone przegradzają wierzchołki na każdej- kra^ęi-

I ź i . J e ż e l i wyznaczymy'płaszczyznę biegunową dowolno--

' go punktu J\i , to s i ę pokaże, że ta płaszczyzna nie 

przenika do obszaru, w którym s i ę znajduje 'punkt"^!^ . 

W takim więc układzie biegunowym nie i s t n i e j ą -punkty, 

któreby l e ż a ł y we własnych płaszczyznach bieguikiwych, 

terrbardzioj nie ia tn ie^ąf .proste , przys ta jące do włas^-



nych prostych biegunowych-Na wszystkich płaszczyznach 

i dokoła wszystkich punktów, układ biegunowy /pła.ski 

lub w i ą z k i / jest jednostajny, - na wszystkich i dokoła 

wszystkich prostych inwolucja biegunowa jest eliptycz­

na. ; • , .. '... '. ' i.•i-&';t' \ : • . .• 

2/ Płaszczyzna J i przecina 3 krawędzie czworo­

śc ianu, wychodzące z jednego wierzcnołka /Rys,393/, Na 

tych trzech krawędziach inwolucja biegunowa jest hyper­

boliczną, - na trzech pozostałych - eliptyczna. Na pier-

WBzych trzech krawędziach i s t n i e j ą przeto po dwa rzeczy­

wiste punkty podwójne, t . j . sprzężone same ze sobą. Ist­

n i e j ą wtedy zatem punkty rzeczywiste l eżące we własnych 
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płaszczyznach biegunowyca, natomiast nie i s t n i e j ą prote­

st© rzeczywiste, ktćreby były własnemi swemi bieguno-

wemi, W samej rzeczy zauważmy, że na ś c i a n i e *A,Al^Aj 
układ biegunowy przestrzenny wyznacza biegunowość p ł a s ­

ką, jednostajną, gdyby i s t n i a ł a prosta, która jest włas«^< 

ną swoją prostą biegunową, to jej ś l ad ńa p ła szczyźn ie 

'At^^i bytybjrpunkteiŁ sprzężonym z samym sobą, co nie­

możliwe. # jednych płaszczyznach i dokoła jednych punk­

tów biegunowość jest jednostajna, - w innych p ł a s z c z y z n , 

nach i dokoła innych punktów może ona być niejednostaj­

na. W płaszczyznach przechodzących przez własne biegu­

ny, t . j . sprzężonych z samcmi rjobą s ta^ sir < ona inwo­

lucja. e l i p t y c z n ą prostycn sprzężonych dokoła bieguna. 

W samej rzeczy, w każdej p łaszczyźn ie , przechodzą-

coj przez własny biegun J\£ , biegunowa <Ł , k , ef9m, 
punktów A , 3 , d , tej p łaszczyzny przecho­

dzą przez punkt Jź ., tak że w p ła szczyźn ie ] V f doko­

ł a punktu Ai istnieje inwolucja prostych sprzężonych 

%% , JtfAj Z> 3AŹ-B . t U ; Inwolucja ta jest 

eliptyczna, gdyż w przeciwnym razie i a t n i a ł y b y proste 

sprzężone same ze sobą: byłyby to proste podwójne tej 

inwo łuc j i , 

3/ Płaszczyzna ]J przecina 4 krawędzie czwóro-

*cianu biegunowego /Rys.39V, np. A,fii^ , . 
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ATJ3 , J4ąAĄ 
Na tych czterech 

krawędziach inwo­

lucja biegunowa 

jeat hyperbclicz-

na, na pozosta­

łych dwuch elip­

tyczna. Podobnie 

jak w przypadku 

drugim, i s t n i e j ą 

więc i tutaj punk 

ty l eżące we włai 

nych p łaszczyz ­

nach biegunowych 

ale prócz tego i s t n i e j ą także proste sprzężone same 2e 

sobą t . j , przys ta jące do własnych swych prostych bie­

gunowych. W samej rzeczy, niech punkt Jf* będzie jed­

nym z punktów podwójnych inwolucji biegunowej na kra­

wędzi , a punkt J1' niechaj będzie jednym s 

punktów podwójarych inwolucji biegunowej na krawędzi 

p r z e c i w l e g ł e j A^^tl , tak że punkty J * 7 i i 5 * są punk­

tami sprzężónemi z samemi sobą i l e ż ą na dwuch prostych 

wzajemnie biegunowych A,-^^ j. ji3_/ły , 
'aszc.-,vf;>ia J^jijji^ jest pl V.HZV>.V biegunowa-



punktu ^ /gdyż punkt J7 j e s t samosprzężony i l eży 

na prostej j4,ALK /, podobnież p ł a s z c z y z n a jfidrA^ 
j es t p ła szczyzną biegunową- punktu - /^ , prosta J^JF*' 

jest p r o s t ą p r z e c i ę c i a tych dwuch p ł a s z c z y z n i zara­

zem łączy i c h bieguny, j es t to zatem prosta sprzężona 

sama ze sobą. We wszystkich p ł a szczyznach i dokoła 

wszystkich punktów biegunowość jest niejednostajna 

z wyjątkiem p łaszczyzn i punktów samosprzężonych, 

gdzie biegunowość staje s i ę hyperboliczną inwolucja 

biegunową dokoła bieguna wzgl , w p łaszczyźn ie biegu­

nowej. Proste podwójne t e j i nwoluc j i są proatemi samo-

sprzężonemi, z każdego więc punktu samosprzężonego wy­

chodzą i w każdej p łaszczyźn ie samosprzężonej l eżą dwie 

proste samosprzężone, 
§ 209, Powierzchnia drugiego stopnia. Ogół punktów 

płaszczyzn i prostych, rzeczywistych i urojonych, któ­

re w danym przestrzennym układzie biegunowym są samo-

sprzężone, nazywamy powierzchnią drugiego stopnia. Punk­

ty samosprzężone nazywamy punktami tej powierzchni, prze­

chodzące przez nie własno ich płaszczyzny biegunowe na­

zywamy płaozczyznami stycznemi do tej powierzchni w 

tych punktach; preste samosprzężone nazywamy tworzące-

mi powierzchni. Punkty powierzchni są to więc punkty 

podwójne i nwoluc j i b i e g u n o w e j ^ j a k i e j k o l w i e k prostej 



rzec żywi stej, płaszczyzny styczne do tej poi,yierzchni 

są to płaszczyzny podwójne inwolucji biegunewej doko­

ł a jakiejkolwiek prostej rzeczywistej. Na każdej pro­

stej rzeczywistej l eżą dwa punkty powierzchni drugie­

go stopnia: rzeczywiste urojone sprzężone lub zjedno­

czone, w których ta prosta "przebija" powierzchnię , • 

przez każdą prostą rzeczywis tą przechodzą dwie p ł a s z ­

czyzny styczne: rzeczywiste, urojone, sprzężone lub 

zjednoczone. Wyra.żamy to krótko mówiąc, że powierzchnie 

drugiego stopnia są powierzchniami drugiego rzędu i 

drugiej klasy. Prosta nazywa s i ę s i e c z n ą , prostą zew-

nętrzną lub styczną z a l e ż n i e od tego, czy inwolucja bie 

gunowa na niej jest hyperboliczna, t . j . czy przebija o-

na powierzchnię w dwuch punktach rzeczywistych, urojo­

nych sprzężonych, lub zjednoczonych. W każdej p ł a s z ­

czyźnie * P dany układ biegunowy przestrzenny wyzna­

cza pewien układ biegunowy p ł a s k i : jednostajny lub nie­

jednostajny, normalny lub zwyrodniały/ inwolucję biegu* 

nową/. Stożkowa tego układu p łask iego /urojona lub rze­

czywista, normalna lub zwyrodniała/ jest "przeoięciem 

powierzchni drugiego stopnia płaszczyzną P . Każda 

płaszczyzna "przecina" powierzchnię drugiego stopnia 
^ * " * " 11 

według s tożkowej . Płaszczyzna nazywa s i ę zewnętrzną, 

s ieczną lub s tyczną, z a l e ż n i e od tego, czy układ bie-



gunowy tej p ł a szczyzny j e s t jednostajny, n ie jednos ta j ­

ny lub zwyrodnia ły , t . j , czy przec ina ona powierzchn ię 

według stożkowej urojonej , rzeczywis te j lub zwyrodnia­

ł e j /dwie proste urojone sprzężone lub r z e c z y w i s t e / ; 

Wszystkie styczne do powierzchni w danym je j punkcie 

l eżą w p ł a s z c z y ź n i e stycznej i s tanowią inwoluc ję b i e ­

gunową dokoła punktu z e t k n i ę c i a . Dokoła każdego punktu 

J? dany układ biegunowy przestrzenny wyznacza pewien 

uk ład biegunowy wiązk i : jednostajny lub niejednostajf-

ny, normalny lub z w y r o d n i a ł , ot,ożek te j biegunowości 

/urojony, lub rzeczywis ty , normalny lub z w y r o d n i a ł y / 

nazywamy s tożkiem opisanym na powierzchni z tego punk-

Z każdego punktu można o p i s a ć na powierzchni 

drugiego s topnia s tożek drugiego s topnia . Punkt nazywa 

s i ę wewnętrznym, zewnętrznym lub leżącym na powierz-

chni z a l e ż n i e od tego, czy uk ład biegunowy wiązki do­

ko ła niego j e s t jednostajny, niejednostajny lub zwyrod­

n i a ł y , t . j . czy s tożek z niego na powierzcb.nl opisany 

jea t urojony, rzeczywisty lub zwyrodnia ły /gdz ie pro­

ste urojone sprzężone lub r z eczywi s t e / . 

Miejsce geometryczne punktów z e t k n i ę c i a tego s t o ż ­

ka z powierzchnią drugiego s topnia jest stożkową. W 

samej rzeczy, punkty z e t k n i ę c i a p ł a szczyzny stycznych 

wyprowadzonych ? punktu Jz , t . j . i c h bieguny, l e ś ą w 

http://powierzcb.nl


. p ł a szczyźn ie biegunowej JE*!! bego punktu / * £<2 i / f ogół 

tych punktów z e t k n i ę c i a stanowi zatem stożkową, według 

które j p ł a szczyzna 1*1"przecina powie r zchn i ę . Nawzajem 

p łaszczyzny styczne w punktach s tożkowe j , l e ż ą c e j na 

powierzchni , przecinają, s i ę w biegunie AŹ p ł a szczyany 

tej s tożkowe j , powłócząc s tożek drugiego s topnia , o p i ­

sany na powierzchni . 

Zarówno kontur rzeczywis ty , jak i kontur w i d z i a l ­

ny /% 26/ rzeczywis te j powierzchni drugiego s topnia 

jost stożkową. Pierwszy jest miejscem punktów z e t k n i ę ­

c ia , powierzchni ze s tożkiem opisanym na n i e j ze środ­

ka rzutów, drugi j e s t p r z e c i ę c i e m tego s t o ż k a p ł a s z ­

czyzną r zu tów, ponieważ s tożek ten jest drugiego stop­

nia, więc jego p r z e c i ę c i a j e s t stożkową 

P ł a s z c z y z n a biegunowa j e s t miejscem gtometrycsaom 

punktów sprzężonych h&rmoniczaie z biegunem względem 

punktów, w k tó rych s ieczne, wychodzące z bieguna prze­

b i j a j ą powie r zchn i ę . Wyprowadzamy z bieguna J% s i eczną 

ft , która p r z e b i j a powierzchn ię w punktach A i J5 

a p łaszczyznę biegunową J ^ f * punkcie AT /Rys..395/. 

Punkty A i & są punktami podwójnami inwoluc j i b i e ­

gunowej na s iecznej łv , a punkty Ji i Af są w tej 

i nwoluc j i sp r zężone , bo punkt J\l leży w p ł a s z c z y ź n i e 

biegunowej punktu Jtt , Otóż wiadomo,/§ 151/, że punk-
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ty podwójne inwolu­
c j i hyperbolioznsj 
przegradzają harmo­
nicznie każdą parę 
punktów sprzężonych. 

J e ż e l i więc z 

danego punktu Jft 

poprowadzimy 3 ja­

kiekolwiek sieczne 

?l K « 76 . nie 

leżące w jednej p ła­

szczyźnie /Rys„395/ 

i na każdej z nich wyznaczymy punkt jV sprzężony har­

monicznie a punktem Jtf względem punktów J i j ' 

w których ta sieczna przebija powierzchnię, to A^JlTAf 
będzie płaszczyzną biegunową punktu 

Przez każde dwa p r z e c i ę c i a p łaskie .powierzchni 

drugiego stopnia przechodzą dwa s tożk i drugiego stop­

nia, niechaj dwie płaszczyzny przecinaną po-
ź J 

wierzchnie drugiego stopnia według stożkowych 2\ i /C, 

/Ry?i.396/, niechaj dH i K będą biegunami płaszczyzn 

Q^ l , połączmy to punkty prostą t która nie­

chaj przetnie płaszczyzny Qj i w punktach & i JR> 

Prz?; prostą jfy poprowadźmy dowolną p łaszczyznę 
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s i eczną P 

/np. p ł a s z ­

czyznę kon­

turu rzeczy­

wistego po­

wierzchni/, 

która przet­

nie powierz­

chnia według 

stożkowej Ą 

a płaiisc żyzny 

& i R 

według pro­

stych JA, St 

które są bie-

gunowemi 

punktów </v 

i 2L wzglę­

dem s tożko­

wej 4 • Wy­

kreślmy punk­

ty przekątne 

j / i jf 
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czworokąta zupełnego wpisanego w stożkową: 

na zasadzie § 186 punkty At i "leżą na prostej" 

& . Powiadam, że punkty Jź i AT. są s t a ł e -

mi punktami tej prostej, t . j . nie za leżą od p ł a s z c z y z ­

ny P , tak ze gdy płaszczyzna sieczna P obraca sio 

dokoła prostej , punkty te nie zmieniają swego po ło ­

żen ia , W samej rzeczy, punkty te są 1/ sprzężone w in­

wolucji biegunowej danej przez dwie pary s t a ł y c h punk­

tów @>,(X i H,R 2/ sprzężono harmonicznie względem 

punktów a i R / t . j . sprzężone w irwolucji „hyperbo-

l icznej, której punkty a i M są punktami podwójnemi/ 

co wynika z własnośc i czworoboku zupełnego o bokach 

AA^ , A^Ą , -4Ą i Ą - 4 . którego AfAlT jest 

jedną przekątną, a A,3, i są dwiema innemi 

przekątnemi. punkty Ai i Ar są przeto wspólną parą 

punktów sprzężonych dwuch inwolucji i jako takie mogą 

być wyznaczone n i e z a l e ż n i e od płaszczyzny 3? / § 152/, 

Znalezione w ten 'sposób punkty Ai i AT są wierzcho ł ­

kami dwóch stożków, z którycn każdy przechodzi przez 

stożkowe i ł , . 
Z twierdzenia tego wynika ważny wniosek, że prze-

c i ę c i a powierzchni drugiego stopnia płaszczyznami rów-

noległemi są stożkowemi podobnemi,- są to bowiem zara­

zem p r z e c i ę c i a równoległe stożka drugiego stopnia. Je-

GEOtETPJA WYKRS3LM Hr.63. Arkusz 34*-ty. 
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ż e l i wiec np, pewna p r z e c i ę c i e powierzchni drugiego 

stopnia jest kołem, to wszystkie p r z e c i ę c i a do niego 

równoległe sa kołami„ 

Twierdzeniem wjajemnem do powyższego będz i e : Krzy­

wa przenikania dwuoh si ażkjy opisanych na powierzchni 

dr U J E : i e go sto pn i a s k lada s i ę z dwuch stożkowych. 

§ 210, Grodek, średnice , csie, s tożek asymptoty-, 

czny, Biegun płaszczyzny n iewłaśc iwej nazywa s i ę środ­

kiem powierzchni drugiego stopnia; płaszczyzna biegu­

nowa każdego punktu niewłaściwego nazywa s i ę płaojscjry-

zna średnicową.; prcsta biegunowa każdej prostej n iewła­

śc iwej nazywa s i ę średnicą . Wszystkie płaszczyzny ś r e ­

dnicowe i średuco przechodzą przez środek, albowiem 

bieguny tych płaszczyzn i biegunowe tych prostych l e ż ą 

w p łaszczyźn ie biegunowej środka, t . j . w p łaszczyźnie 

n i e w ł a ś c i w e j . Odcinek siecznej, zawarty pomiędzy punk­

tami przebicia powierzchni nazywa s i ę c ięc iwą i gdy 

nie zachodzi obawa dwuznaczności, to c ięc iwę leżącą na 

średnicy nazywamy noprostu średnicy Środek powiiiezchni 

jest zarazem środkiom każdego p r z e c i ę c i a powierzchni 

płaszczyzną średnicową i środkiem każdej "średnicy". 

J e ż e l i wierzchołkiem czworościanu biegunowego 

jest środek powirrzchni, to krawędzie tego czworościanu 

^-chodzące ze kredka,są średnicami sprzężonemi. Cię -
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ciwy rówrieległe do jednej z trzcoh środnio sprzężonych 

są przez płaszczyznę dwuch pozosta łych p r z e c i ę t e na poło 

wy; płaszczyzny sieczne równoległe do dwuch średnic' 

sprzężonych są przez t r z e c i ą przebite w środkach s tożko­

wych p r z e c i ę c i a . Płaszczyzny etyczne w końcach jednej 

z 3-ch średnic sprzężonych są równi eg, łe do płaszczyzny 

dwuch pozosta łych średnie . Każdo'diwe średnice sprzężone 

powierzchni są zarazem średnicami sprzężonymi stożkowej 

według której płaszczyzna tych średnic przecina powierz­

chn ię . . 

Można dowieść , że istnieje zawsze układ trzech śre ­

dnic sprzężonych wzajemni® prostopadłych /dowód musi tu­

taj być pominięty/;każdą z tych trzech średnic nazywamy 

os ią powierzchni; punkty w których oś przebija powierz­

chnię nazywamy wierzchołkami. Płaszczyzna dwuch których-

kolwiek esi jest dla powierzchni płaszczyzną syswtrji 

pros tokątne j ; każda z osi jest os ią symetrji prostoką­

tnej. J e ż e l i p r z e c i ę c i e prostopadłe do jednej z osi 

jest kołem, to wszystkie p r z e c i ę c i a do niej prostopadłe 

są kołami i powierzchnia nazywa s i ę obrotową; wszystkie 

średnice prostopadłe do osi obrotu są osiami tej po­

wierzchni. 

Stżek opisany na powierzchni drugiego stopnia z 
jej środka nazywa s i ę stożkiem a sy mptotycznym tej po-
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w i e r z c h n i , z k tó rą posiada wspólne o s i e . Stożkowa ze t ­

k n i ę c i a tego s tożka z powierzchnią l eży w p ł a s z c z y ź n i e 

n i e w ł a ś c i w e j . Każde dwie tworzące tego s t o ż k a są asymp­

tot orni s t o ż k o w e j , według k t ó r e j p ł a s z c z y z n a tych two-

r ż ą c y c h przecina powiorzchni©, 

§ 211. K l a s y f i k a c j a powiorzc. , i drugiego s topn ia . 

W § ^06 od różn i l i śmy 3 rodzaje układów biegunowych 

przestrzennych z a l e ż n i e od tego, czy i s t n i e j ą punkty, 

p łaszczyzny i prosie samosprzężone. Na t e j zasadzie 

dz ie l imy powierzchnie drugiego s topnia na ure jone,krzy-

wokreś lne i p r o s t o k r e ś l t y ^ Druga zasada k l a s y f i k a c j i 

polega na zachowaniu s i ę tych powierzchni .względem p ł a 

szczyzny n i e w ł a ś c i w e j , k t ó r a może d l a tych powierzchni 

być zewnątrzną / e l i p s o i d y , s ieczną /hype rbo io idy / lub 

e tyczną / p a r a b o l o i d y / , 

§ 212 Powierzchnie urojone odpowiadają układom 

biagunowym I r o / z a j u , gdy p ł a szczyzna biegunowa punk­

t u , l eżącego wewnątrz czworościanu biegunowego, nie 

p rzec ina ludnej jego k rawędz i . Wszystkie punkty te j 

powierzchni i wszystkie p łaszczyzny do n i e j styczne 

są urojone. Każdy / r z e c z y w i s t y / punkt j e s t względem 

te j powierzchni wewnętrznym; każda p ł a s z c z y z n a i pro-

s ta*- zewnętrzną. Środek, ś r e d n i c a i osie " ' s ą . tu t a j ? 

jak z r e s z t ą ząwese\ rzeczywis te , Fcmcwr.i p łaozczyzna 
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niewłaściwa jest względem tej powierzchni zewnętrzną 

możemy przeto powierzchnię urojoną uważać za elipsoid, 

§ 213, Pow i er z chnie kr żywo krosine odpowiadają 

układom biegunowym II rodzaju., gdy płaszczyzna biegu­

nowa punktu, leżącego wewnątrz czworościanu biegunowe-

£-o, pr zecina trzy j ego krawędzio, Punkty samospr zężene 

stanowią punkty tej pov;ierzchni, płaszczyzny samosprzę 

żone są styczne do niej; i s t n i e j ą zatem tutaj zarówno . 

rzeczywiste jak i urojone punkty l e ż ą c e na powierzchni 

i płaszczyzny styczne do niej, natomiast nie i s t n i e j ą 

w tych układach rzeczywiste proste samosprzężene, t . j . 

rzeczywiste tworzące powierzchni. Z pośród prostych 

rzeczywistych jedne są zewnętrzne względem powierzchni 

/ j e ż e l i inwolucja biegunowa jest na nich eliptyczna/, 

inne są sieczne /gdy inwolucja biegunewa jest na nich 

hyporboliczna/, jeszcze inne są etyczne do powierz-

chni /gdy inwolucja biegunowa jest na niej paraboli­

czna/. Przez s ieczną nie można poprowadzić do powierz­

chni rzeczywistej płaszczyzny stycznej /bo inwoluarja 

biegunowa dokoła siecznej jest eliptyczna/; przez pro­

s tą zewnątrzną przechodzą dwie płaszczyzny styczne /bo 

inwolucja dokoła niej jest hyperbolicznu; płaszczyzny 

te zostaną zjednoczone, gdy prosta zewnętrzna stanie 

s i ę s tyczną. Styczne do powierzchni w którymkolwiek 
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. jej punkcie l eżą wszystkie w- p łaszczyźn ie stycznej i 

' s t a n o w i ą dokoła punktu z e t k n i ę c i a e l i p t y c z n ą inwolu-

c ję prostych sprzężonych, Z pośród rzeczywistych punk­

tów, nie leżących na powierzchni jedne są wewnętrzne 

/ j e ż e l i układ biegunowy wiązki dokoła rich jest jedno­

stajny/, inne zewnętrzne /gdy ten układ jest niejedno­

stajny/, Z każdego punktu zewnętrznego można opisać 

na powierzchni rzeczywisty stożek drugiego stopnia; na-

toniaet stożek opisany z punktu wewnętrznego jest uro-

Z pośród rzeczywistych p łaszczyzn , które ni© są 

styozne do powierzchni, jedne są zewnętrzne / j e ż e l i 

układ biegunowy płaski jest na nich jednostajny/, inne 

są sieczne /gdy ten układ jest na nich niejednostajny/. 

Każda płaszczyzna sieczna przecina powierzchnię według 

stożkewej rzeczywistej; p łaszczyzna zewnętrzna powierz 

chni nie przecina, lub raczej przecina ją według s t o ż ­

kowej urojonej. Płaszczyzn& biegunowa punktu zewnętrz­

nego jest s i eczną; płaszczyzna biegunowa, punktu wewnę­

trznego jest zewnątrzną. 

a/ Powierzchnia drugi ego stopnia, dla której p ła ­

szczyzna niewłaściwa, jest zewnątrzną, t , j , której śro 

dek jest punktem wewnętrznym, nazywa 31 ę elipsoidem, 

ffozy/stkie irJedniCwj• a;więc i osie są siecznemi, wszyst? 



kie średn ice , a więc 

i osie są siecznemi^ 

wszystkie wierzcho ł ­

ki są rzeczywiste, 

wszystkie przecie* 

c i a p ł a s k i e elipso­

ida są elipsami -

rzeczywistemi lub 

urojcnemi; stożek 

asymptotyczny jest 

urojony. Odróżnia­

my elipsoidy t r ó j -

psiowe / j e ż e l i c i ę ­

ciwy osiowe są nierówne/ , obrotową / j e ż e l i dwie c ięc iwy 

osiowe są równe/, a wśród nich elipsoid spłaszczony, 

wydłużony i kulę , z a l e ż n i e od tego czy oś obrotu jest 

krótsza , d łuższa lub równa każdej z dwuch osi równych. 

W elipsoidzie trójosiowym i s t n i e j ą dwa ustawienia 

których płaszczyzny przec inają powierzchnię według kół 

Niechaj będą darie w rzutach prostokątnych/Rys. 398/trzy 

03ie A,AK* - Ą Ą i elipsoidu i przypuśćmy, że 

Ji,Jl > > C,CK - - Ze'środka O zakreś l -
i o s i &3 j e j my kulę o średnicy równej średnie 

pionowy kontur rzeczywisty będz ie .ko łem, przec inają-
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cem kontur picno-
vry e l i p B O i d u W pun­
ktach J), , J) , 

£ , i £z , l e żą ­

cych na średnicach 

AA i 

przez każdą z tych 

średnic i o ś 3,3^ 

poprowadźmy p ł a s z ­

czyznę: 

P r z e c i ę c i e kuli 

płaszczyzną 33 

jest kołem, a prze­

c i ę c i e elipsoidu 

t ą samą p ł a s z c z y ­

zną jest e l i p s ą , 

która Z tyra kołem mawwpólne punkty J)t , J}^ , £t i 

£ i styczne w punktach 3, i , a więc jest 

z niem identyczna / § 131/; płaszczyzna D i wszystkie 

płaszczyzny d o niej równoległe przec inają więc powierz 
chnię według kół ; tak same płaszczyzna E i wszystkie 

płaszczyzny do niej równoleg łe . Dotyczy to nietylke 

płaszczyzn siecznych, ale i zewnętrznych /koła Urojone/ 
i w szczegó lnośc i stycznych /!»••. -<!,.?ja r~'>--tck'vtna pr* • 
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stokątna prostych sprzężonych/ , których punkty zetknie 

eia s powierzchnia^ nazywają s i ę punktami kołowemi po­

wierzchni i mogą być otrzymane w p r z e c i ę c i u elipsy 

-A,Az(ftCfi średnieą sprzężoną bądź ze średnicą 

JJ, Ą /punkty Jf, i / , bądź ze średnicą 

/punkty K± i JCS / . w" elipsoidzie trójosiewym istnie­

ją dwa układy przec ięć kołowych w elipsoidzie obroto­

wym tylko jeden, prostopadły do osi ebretu, w kuł i każ 

de p r z e c i ę c i e p łask ie jest kołem, w* elipsoidzie t r ó j ­

osiewym i s t n i e j ą 4 punkty kołowe, w obrotowym tylko 

dwa / w i e r z c h o ł k i osi obrotu/, w kuli wszystkie punkty 

powierzchni są wierzchołkami i punktami kołowemi.-

Rzut jakiegokolwiek p r z e c i ę c i a p łaskiego ^ . e l i p ­

soida z punktu kołowego JC na płaszczyznę P odpo­

wiedniego p r z e c i ę c i a kołowego, t . j . na płaszczyznę 

równoległą do płaszczyzny stycznej w punkcie X , 

jest kołom. W samej rzeczy, punkt kołowy JC jest zwy­

rodniałem przecięc iem kołowem powierzchni płaszczyzną 

styczną w tym punkcie; p r z e c i ę c i e s tożka rzucającego 

płaszczyznę P równoległą do płaszczyzny stycznej 

musi być figurą podobną do tego zwyrodniałego koła , ' 

a więc musi t e ż być kołem. J e ż e l i elipsoid jest kulą, 

to rzut taki nazywa s i ę stereegraficznym; środkiem 

rzutów jest jakikolwiek punkt powierzchni kuli K , \ 



a p łaszczyzną rzutów . 

jes t jakakolwiek p ł a - •-

szcżyzna p r o s t o p a d ł a 

de ś r edn icy OJC 

Hzuś- s tereograf iczny 

dego ko ła leżącego 

na k u l i j e s t ko łom; la-

twe okazać , że w rzu ­

cie tym zostaje zacho­

wany kąt jakichkolwiek 

dwuch krzywych p r z e c i -

nającyo'., i g na powierzchni k u l i . Na tej zasadzi© r t u t 

s toroagraf iczny ma zastosowanie v. t o o r j i f u n k c j i , kar­

tograf j i i k r y s t a l o g r a f j i , 

b / Powierzchnia krżywokrośIria drugiego s topn i a ,d l a 

k t ó r e j p ł a szczyzna n iewłaśc iwą jes t s i e c z n ą , t . j . k to- , 

re j środek jes t punktem zewnętrznym, nazywa s i ę hypor-

poleidem dw upowi o kewym. Z każdych t rzech ś r e d n i c s p r z ę ­

żonych, a więc i z t r z e c h e s i , t y l k o ' j e d n a jeat s i eczną ; 

hypsrboloid dwupewłokowy p##i*4£ t y l k o dwa w i e r z c h o ł k i 

rzeczywiste.. Stożek asy&pt©.tyczmy jeat '^rz©ćzywis-ty, Każ 

de p r z e c i ę c i e powierzchni płaoz^ozyznę jes t pod©bn© do 

p r z e c i ę c i a s tożka asymfct o tycznego, t ą eaassą p ł a szczyzną , 

gdyż pierwsze s tych p r z e c i ę ć jeat zarazom p r z e c i ę c i e m 



s t o ż k a , ' k t ó r y . p r ze-

chedzi przez przecie 

c i a h y p o r b e l e i d u - p ł a 

3zezyzną niewłaściwą 

i k tóry j e s t przesu* 

nictym równe l eg łe 

s tożkiem asymptetycz 

nym. Stąd wynika, te 

p ł a s z c z y z n a , k t ó r a 

p rzec ina s t ożek asym 

ptotyesny według ko­

ł a , przecina w ten 

sam sposób i byperbo 

1o i d dwupowłękowy, 

Powierzchnia ta po­

siada satem wogóle 

4- punkty kołowe , k tó re w ' , rbe i o. i d z i e obrotowym zo­

s t aną zjednoczone w dwuch je j w i e r z c h o ł k a c h . 

c / Powierzchnia krzywekreś lna drugiego s topnia , 

d l a k t ó r e j p ł a s z c z y z n a n i ewłaśc iwa jes t s t y c z n ą , nazywa 

s i ę p ar ab e1o i dem o 1iptyc znym. Z t r zech osi t y lko jedna 

jes t w łąjściwą. Każde p r z e c i ę c i e parabol o idu e l i p tyczne -

,;;o jest*, e l i p s ą z wyjątkiem p r z e c i ę ć równe l e g ł y c h do 

Si, k tó ro są parabolami e Parabol©id e l ip tyczny posiada 



- 538 -

jeden wierzchołek , dwa 

układy przec ięć kołowych 

i dwa punkty kołowe, któ 

re wyznaczyć można pob©-

bnis jak dla elipsoida, 

t , j , zapomecą kuli podwój­

nie etycznej, 8zezegó.lnyflr 

przypadkiem paraboloidu 

eliptycznego jeet para­

bolo id obrojtjjw ,̂ którego 

dwa punkty kołowe zjedno* 

czone są w wierzchołku. 

§ 214. Powierzchnie pro3tokreślne odpowiadają ukła* 

dom biegunowym III rodzaju, gdy płaszczyzna biegunowa 

punktu leżącego wewnątrz czworościanu biegunowego prze­

cina 4 jego krawędzi. Jak widz ie l i śmy w § ^ 0 8 i s t n i e j ą 

wówczas nietylko punkty i p ł a s z c z y z n y , a l e i proste sa­

mosprzężone, zwane tworzącemi powierzchni. Każdy punkt 

takiej prostej jest punktem powierzchni każda p ł a s z ­

czyzna, przechodząca przez taką prostą jest styczną do 

powierzchni. Z pośród innych prostych przestrzeni jedno 

są styczne, inne zewnętrzne liab sieczne, z a l e ż n i e od 

tego, czy inwolucja biegunowa jest na nich paraboliczna 

eliptyczna lub hyperboliczna. W przeciwieństwie do po-
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wierzchni krzywokreślnych przez prosto zewnętrzną nie 

można poprowadzić płaszczyzny stycznia rzeczywistej a 

przez s ieczną przechodzą dwie takie p łaszczyzny . Wszyst 

kie punkty przestrzeni, nie l eżącą na powierzchni, 3 ą 

względem niej zewnętrzne, t . j . z każdego punktu można 

opisać na, powierzchni rzeczywisty s tożek drugiego sto-

pnia; wszystkie p łaszczyzny , które nie są styczne, są 

sieczne, t . j . każda z nich przecina powierzchnię we­

dług steżkowej rzeczywistej. 

Niechaj -prosta będzie tworzącą powierzchni 

p r o s t o k r e ś ł r e j , Wszystkie punkty tej prostej l e ż ą na 

powierzchni, gdyż ich płaszczyzny biegunowe przechodzą 

przez nie; wszystkie płaszczyzny przechodzące przez t ę 

prostą są styczne do powierzchni, gdyż ioh bieguny leo 

żą w nich. Poprowadźmy przez tworzącą a. jakąkolwiek 

płaszczyznę P . Przetnie ona powierzchnię według 

stożkowej; ponieważ zaś prosta €L wchodzi, w skład tego 

p r z e c i ę c i a , więc ową stożkową mogą być tylko dwie prze 

c inające s i ę proste: jedną z nich jest prosta , dru 

gą niechaj będzie prosta k , przec inająca prostą 

W pewnym punkcie P , który jest punktem z s t n i ę c i a 

płaszczyzny Jp z powierzchnią. Presta A jost tworzą­

cą powierzchni; gdy płaszczyzna P obracać s i ę będzie 

dokoła prOfitej a, , tworząca Ą opisywać będzie powie-
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r ą c b n i o , p r z e c i n a j ą c tworzącą w coraz to nowym punk. 

eie ^ w e t k n i ę c i a tej p łaszczyzny z powierzchnią . Po­

szczególne p o ł o ż e n i a tworzącej , m, , . . , 

3 ą wszystkie skośne ze sobą, bo gdyby dwie k tó reko lwiek 

z tych prostych, np. Ą i C , s i ę p r z e c i n a ł y , to po­

nieważ każda z n i ch przecina pros tą CL , więc wszyst­

kie 3 proste CL T Ą i Z l e ż a ł y b y w p ł a s z c z y ź n i e 

P , k t ó r a w ten, sposób p r z e c i n a ł a b y powierzchnię 

drugiege s topnia według 3 prostych, cs niemożliwe /by­

ł a b y to bewitm krzywa 3 rzędu/ . J e ż e l i p ł a szczyznę 

P obracać będziemy dokoła prostej Ą , te tworzą­

ca A. opisywać będzie powie rzchn ię , p r z e c i n a j ą c two­

rzącą & w eeraz to nowym punkcie ^ \ z e t k n i ę c i a tej 

płaszczyzny z powierzchnią; poszczególne po łożen ia 

tworzącej CL : CL , ć> , c , b ę d ą wszystkie sko­

śne zc aobą. w" ten spesób na powierzchni prcstekreslne 

l eżą dwa układy tworzących: k. , L t m \ CL , 6 , 

a » • , mające t ę własność , że każde dwie tworzące, 

należące do togo samego układu są skośne, a każde dwio 

tworzące, należące do układów różnych s i ę przec inają , 

tak, że przez każdy punkt powierzchni przechodzą i w 

każdej p łaszczyźnie stycznej leżą dwie tworzące na­

leżąc© do różnych układów. • 
•JJieeh będą trzy proste s |«$ne><t , ^ i c / kie-
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równice / i niechaj prosta. ^ / t w o r z ą c a / porusza s i ę w 
r ten spesób, że w każdem położeniu przecina.yszystkie 3 

prost© ^ , $ i c / ś l i z g a j ą c s i ę pe nich/*, powierz­

chnia opisana przez tworzącą Ą. będzie powierzchnią 

pros tokrsś lną drugiego stopnia. J e ż e l i obierzemy 3 do­

wolne po łożen ia tworzącej £ : £ t Z> i o których 

wiemy* że są skośne, i będziemy poruszali tak prostą 

€k, , aby ona w każdem położeniu przec ina ła wszystkie 

trzy prost© i , £ i ••<#% , to tworząca <L opisze t ę 

samą powierzchnię pros tokreś lną , 

a/ Kowierzchnia prostokreś lną drugiego stopnia 

nazywa si,ę hyperholoidom jednopewłękowym, płaszczyzna 

niewłaściwa jest wz^ędem niej s ieczną /Rys. 402/; % 

peśród trzech średnic sprzężonych, a więc i z pośrj.d 

trzech osi, dwie &ą siecznemi; stożek asymptotyczna 

jest rzeczywisty, każda jego tworząca jest równoległa 

do jednej z tworzących hyperboloidu każdego układu. 

Tak samo, jak w powierzchniach krżywokresinych istnie­

ją i tutaj dwa układy przec ięć kołowych; p ł i ezcżyzny 

przecinając© hyperboloid według kó ł , przec inają jego 

stożek asymptotyczny według kół spółirodkowyoh. Wszyst­

kie 4 punkty kołowe są wszakże urojono, albowiem ś r e ­

dnica sprzężona z dwiema wzajemnie prostopadłomi średni 

cami p r z e o i ę c i a kołowoge, przechodzącego przez środek 
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powierzchni,nie przebija powierzchni w punktach rzeczy­

wistych. Hyperboloid jednopowłokowy stanie s i ę obroto-

rjy, j e ż e l i oba kłady przec ięć kołowych zostaną zjedno -

czone, powierzchnia taka może być utworzona przez obrót 

prostej o, dokoła nie przec inające j jej osi <r , a jej 

-stosunek asymptotyczny powstanie przez obrót prostej 

równoległej do <a* i przec inające j oś w spodku wspólnej 

prostopadłej do prostej a- i osi c 

b/ Powierzchnia'prostokreś lna drugiego stopnia 

nazywa s i ę paraboloidem hyperbolieznym, j e ż e l i p ł a s z ­

czyzna niewłaściwa jest do niej styczną /Rys.403/. Jak 

każda płaszczyzna styczna, ma wtedy płaszczyzna niewła­

śc iwa dwie tworzące wspólne z powierzchnią, każda z 

innego układu. Ponieważ wszystkie tworzące właściwe I 

Układu przec inają ic.z tych tworzących niewłaściwych 

Hora należy do II układu, a wszystkie tworzące II ukła­

du przec inają t ę z nich, która należy do I układu, więc 

tworzące każdego układu mają wspólne ustawienie. Para-

boloid hyperboliczny może przeto być utworzony przez 

riŁck prostej ś l i z g a j ą c e j s i ę po trzech prostych rówrole-

Słych do jednej p łaszczyzny, wszystkie po łożen ia tej 

Worzącej będą równoległe do innej p łaszczyzny , 2 trztfCh 

H i tylko jedna pozostaje "właściwą. Płaszczyzny, prze-

chodzące przez t ę oś w danych dwuch ustawieniach, są 

^OWETRJA 1YKRSSLHA t Arkusz 35-ty. 
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zwyrodnia­
łym s t o ż ­
kiem asymp­
totycznym 

tej pow*£fz-

chni. Każde 

p rzec i ecie 

paraboloidu 

hyperbo l icz -

nego jes t 

hyperbolą 

2 wyjątkiem 

p r z e c i ę ć 

równoległych 

do o s i , k t ó ­

re są para­

bolami . Pa­

rabolo i d 

hyperboliczny jest jedyną powierzchnią drugiego stop­

nia, która nie posiada p r z e c i ę ć kołowych i. k t ó r a ń.ie 

może być obrotową. 
§ 215. Powierzchnie drugiego s topnia zwyrodn ia ł e . 

Układ biegunowy przestrzenny o k r e ś l i l i ś m y zapomocą 

czworościanu biegunowego AtAtA3A^ i p ł a szczyzny 
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biegunowej B punktu jakiegokolwiek -B z tera zastrze­

żeniem, że punkt J? nie leży W żadnej so śc ian , a. p ł a s z ­

czyzna JB nie przechodzi przez żaden z wierzchołków 

czworościanu ĄĄĄA* < Odrzućmy teraz te Zastrzeże­

n i a . 

Przypuśćmy najpierw, że płaszczyzna biegunowa - H 

punktu jakiegokolwiek B przechodzi przez jeden z 

wierzchołków czworościanu biegunowego, np. przez AĄ , 
układy biegunowe p ł a s k i e na -ścianach zab i e r a j ących 

wie rzcho łek A^ będą zwyrodniałe, na ścianie z a e - ^ i ^ 

układ biegunowy p ł a s k i może być albo jednostajny, a l ­

bo niejednostajny. P ł a szczyzna biegunowa każdego punk­

tu M przechodzi przez „ natomiast biegun każdej 

p łaszczyzny JMT j es t nieoznaczony, może to być miano­

wic ie dowolny punkt pewnej pro- te j zn, , p rzechodzące j 

przez \AĄ . W'ten sposób układ biegunowy przestrzenny 

staje s i ę układem biegunowym wiązki dokoła punktuA^ 

z a l e ż n i e od tego, czy t en układ będzie jednostajny lub 

niejednostajny, powierzchnia tego układu będzie s t o ż ­

k i em urójonym lub rzecżywiatyia^ Gdy płaszczyzna JB 

przechodzi przez dwa wierzchołki czworościanu bieguno­

wego, AĄ i AT • to jest przez krawędź A^A, , sto­

żek ten z n i e k s z t a ł c a s i ę do dwuch p%&8zęzyzn urcjonych 

sprzężonych lub rzeczywistych, przeć i, na jacy eh s i ę we-
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dług krawędzi A^At 

Stożek urojony lub rzeczywisty oraz dwie p ł a s z ­

czyzny urojone sprzężone lub rzeczywiste stanowią po­

wierzchnię drugiego rzędu /bo każda prosta przebija 

ją w dwuch punktach / i klasy zerowej /be przez dowol­

ną prostą nie można w ogóle do niej wyprowadzić żad­

nej płaszczyzny stycznej/. 

Przypuśćmy n a s t ę p n i e , że biegun -5 jakiejkolwiek 

danej płaszczyzny U leiy w jedne i ze śc ian czworo­

ścianu biegunowego, np. w ś c i a n i e A,-4iA3 . Układ 

biegunowy przestrzenny st%je s i ę wtedy układem biegu­

nowym płaskim w tej ś c i a n i e , s a l e ż n i e od tego, czy ten 

układ jest jednostajny lub niejednostajny, powierzchni 

taj biegunowości jest stożkową urojoną lub rzeczywis tą 

Gdy punkt JB l e ż y na jednej s krawędzi czworościanu 

biegunowego, np. na At , ta stożkowa z n i e k s z t a ł c a 

s i ę do dwóch punktów urojonych sprzężonych lub rzeczy­

wistych, leżącyoh na tej krawędzi, 

Stożkowa urojona lub rzeczywista praż dwa punkty 

urojone, sprzężone lub rzeczywiste stanowią powierz-

conię drugiej klasy /bo przez każdą prostą można do 

niej przeprowadzić dwie płaszczyzny styczne/ i rzędu 

cerowego / bo dana prosta wogółe jej nie przebija/. 
S treszczając powyższe, moż emy- p o dż io 1 i ć p oj., i e i • z -
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chnie drugiego stopnia jak następuje: 

lą POWIERZCHNIE DRUGIEGO RZĘDU I DRUGIEJ KLASY 

Powierzchnie kraywokreslne| 

1. Powierzchnia /e l ipsoid/ urojona. 
2. Elipsoid rzeczywisty. 

3. Hyperboloid dwupowlokowy. 

4. Paraboloid eliptyczny. 

Powierzchnie pros tokreć lno . 

5. Hyperboloid jednopowłokowy 

6. Paraboloid hyperbołiczny 

II.POWIERZCHNIE DRUGIEGO 

RZĘDU I KLASY ZEROWEJ 
— — 

7. Stożek urojony 

8. Z p łaszczyzny urojo­

ne sprzężone. 

9. Stożek rzeczywisty. 

10. Dwie płaszczyzny rze­

czywiste . 

III. POWIERZCHNIE DRUGIEJ 

KLASY I RZĘDU ZEROWEGO. 

11. Stożkowa urojona 

12. Dwa punkty urojone 

sprzężone. 

13. Stożkowa rzeczywista 

14. Dwa punkty raecayYii.ste. 
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C Z E S C 7. 
i 

KRZYWE I P0TOR2CHNIB W OGÓLNOŚCI. 

ftOZDZikl X7I. j KRŻYWE PŁASKIE. 

§ 216. Krzywa płaska jako miejsca i jako obwied­

nią . Przy badaniu stożkowych rzeczywistych r o z w a ż a l i ­

śmy te krzywe z dwojakiego stanowiska: albo jako miej-

sce geometryczne porusza jącego s i ę według pewnego pra­

wa punktu, k tó ry t ę krzywą opisuje , albo jako obwied-
__________ -

riię p o r u s z a j ą c e j s i ę według pewnego prawa prostej, k tó -

ra t ę krzywą powłóczy. Ta dwois tość o k r e ś l e n i a te j sa­

mej krzywej nie .ogranicza s i ę bynajmniej do stożkowych 

ale dotyczy wogóle wszystkich krzywych p ł a s k i c h . Każda 

krzywa p łaska j es t zarazem miejscem i obwiednią. 

Gdy krzywą k uważamy za miejsce porusza jącego s i ę 
punktu, to możemy dla każdego p o ł o ż e n i a tego punktu 
/a pewnymi wyjątkami, o k tó rych zaraz będzie mowa/ o-

k r e ś l i ć p r o s t ą przez ten punkt przechodzącą i zwaną 

styczną do krzywej \ w tym punkcie. 

Z pośród po łożeń porusza jącego s i ę punktu obierz­

my jedno s t a ł e A /Rys.404/ oraa drugie zmienne 1$ i 



połączmy ABss 
Gdy punkt -3 z b l i ż a ć 
s i ę będzie do punktu 

A poprzez punkty 
3, , , -5^ » . . . 

krzywej, tak że odci­
nek -43 maleć bę­
dzie nieograniczenie, 
to sieczne: <*, - AB, 

i t .d , będą stanowiły c i ą g promieni pęku A t Prosta 

^ , która jest granicą c iągu tych siecznych, gdy od­

cinek AJ? dąży do zera, nazywa s i ę styczną do krzywe 

k rr punkcie A , punkt -A nazywa s i ę jej punktem 

z e t k n i ę c i a . z kr żywą, 

Rys. 405. 

że s i ę zda­

rzyć , że punkt 

opisujący krzywą 

przejdzie przez 

ten sam punkt 

płaszczyzny D 

dwa lub więce j ' 

razy /Bys.405/, 

punkt taki nazy-
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wa s i ę punktem podwójnym względnie n -krotnjTn, Wogóle 
' 1 111 m « n w li • mmmm • m •! ••• — i • mm 

punkt ruchomy 3" za pierwszym razem nadejdzie do punk-

' tu J) poprzez inne punkty n i ż za drugim razem, w punk-

cie podwójnym mamy tedy wogóle dwie styczne, w punkcie 
7% -krotnym - Ji etycznych. 

Gdy krzywą k uważamy za obwiednię poruszającej 

s i ę prostej, to możemy dla każdego po łożen ia tej pro­

stej, z pewnymi wyjątkami, o których zaraz będzie mowa 
1 okreś l i ć , punkt 

na tej prostej 

l eżący i zwany 

punktem z e t k n i ę ­

cia tej proatej 

z krzywą Ź . 

Z pośród 

położeń poru­

s z a j ą c e j s i ę 

prostej obierz­

my jedno s t a ł e CL /Rys.406/ oraz drugie Imienne i 

wyznaczmy punkt p r z e c i ę c i a & £? ~ ; j Gdy prosta 

£ z b l i ż a ć s i ę będzie do prostej *t poprzez po łożen ia 

6, , bK , bd tak, że kąt / & ł / maleć będzie 

nie ogranie zenie, to punkty £ M a, &, , sS^ s A &Z , 

JŚ.3 CL&I , i.t.c*. będą s tanowi ły o i ąg'punktów 

Rys J06, 

\ 
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prostej 4. , Punkt T , który jest granicą c iągu tych 

punktów, gdy kąt / a, £ / dąży do zera, nazywa s i ę 

punktem z e t k n i ę c i a prostej a z krzywą ^ , prosta CL 

nazywa s i ę styczną do krzywej w tym punkcie. 

?£oże s i ę zde­

rzyć że pro-

•' cząca krzywą 

przystanie 

do tej samej 

•AZys. prostej p ł a s z ­

czyzny cL dwa 

lub więce j razy /Rys.407/, prosta taka nazywa s i ę sty­

czną podwójną, względnie ^ -krotną . Wogóle prosta ru­

choma h za pierwszym razem przystanie do prostej 

po p r z e j ś c i u innych położeń n iż za drugim razem, na 

stycznej podwójnej l e ż e ć tedy będą wogóle dwa punkty 

z e t k n i ę c i a , na stycznej n -krotnej - zt punktów zet­

k n i ę c i a . 

Możemy odtąd uważać, że krzywa % powstaje jedno­

cześn ie obu sposobami; jako miejsce poruszającego s i ę 

punktu i jako obwiednią stycznej w tym punkcie. Wyo­

braźmy sobie, że punkt •* porusza s i ę po prostej t. , 

podczas gdy ta prosta obraca s i ę jednocześnie dokoła 
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punktu F . W każdem położeniu punktu ?: prosta t 

jest styczną do krzywej w tyin punkcie; w ten sposób, 

gdy punkt opisuje krzywą, prosta ^ jednocześnie 

ją powłóczy. 

Gdy np, tniemy papier nożycami, to punkt spotka­

nia s i ę dwuch ostrzy nożyc, trzymanych w prawej r ę c e , 

posuwa s i ę wzdłuż prostej, podczas gdy lewa ręka nada­

je kartce papieru ruch obrotowy dokoła tego punktu. 
Wychodzi to na to, 
jak gdyby papier 

b y ł nieruchomy, a 

prosta przez no­

życe wycinana 0-

braca ła s i ę doko­

ła tego punktu w 

przeciwną s t ronę . 

J e ż e l i w pew­
nym punkcie A 
krzywej /Rys,408/ 
ani ruch punktu 

T po prostej i , ani obrót tej prostej dokoła punk­

tu Ę nie zmienia zwrotu, t . j . gdy punkt ? przecho­

dzi na prostej t z jednej strony punktu A na drugą 

a jednocześnie ta prosta przechodzi z jednej strony 

Rys. 4o6. 
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prostej cc na drugą, to punkt i styczna nazywają 

s i ę punktem zwyczajnym i styczną zwyczajną krzywej. Ta 

kie są np. wszystkie punkty łuku, wycinanego nożycami 

z papieru, j e ż e l i w ciągu wycinania ruch nożyc nie zo­

s t a ł zatrzymany, a kartka papieru by ła obracana wciąż 

w t ę samą s t r o n ę . Z o kreś l en i a punktu zwyczajnego wy­

nika, że punkty krzywej nieskończenie mu bliskie, a 

po obu jego stronach l e ż ą o e , znajdują s i ę po tej samej 

stronie stycznej, strona ta nazywa s i ę stroną w k l ę s ł o ­

ś c i krzywej w punkcie A 
J e ż e l i punkt !F przechodzi na prostej ^ przez 

punkt £ J z jednej jego strony na drugą, podczas gdy 

prosta ZT zatrzymuje s i ę w położeniu & , aby natych­

miast zmienić zwrot obrotu na przeciwny, to punkt 
• 

jest punktem p r z e g i ę c i a krzywej, a styczna i w tym 

punkcie jest styczną p r z e g i ę c i a . Przy wycinaniu papie­

ru nożycami otrzymamy taki punkt w chwili, gdy nie 

przerywając prawą ręsą ruchu nożyc, zmienimy lewą r ę ­

ką nagle zwrot obrotu kartki papieru. 

Jest rzeczą oczywistą , że punkty krzywej nieskoń 

czenie bliskie punktu p r z e g i ę c i a , a po obu jego stro­

nach l e ż ą c e , znajdują s i ę po przeciwnych stronach sty 

cznej p r z e g i ę c i a ; styczna ta przechodzi zatem w punkc 

p r z e c i ę c i a z jednej strony krzywej na drugą. 
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J e ż e l i prosta £ nie przestaje w pewnym po łoże ­

niu K obracać s i ę w t ę samą wciąż s t ronę , p o d c 2 a s 

gdy"punkt T , dokoła którego jej obrót s i ę odbywa, I 

zatrzyma siew punkcie f$t , aby zmienić zwrot swego 

ruchu na tej prostej, to prostą nazywa s i ę styczną 

zwrotu, a punkt Rt punktem zwrotu I rodzaju. Zapomo-

cą krajania papieru nożycami trudniej taki punkt otrzy. 

mać, ponieważ nożyce krają w jedną tylko s tronę; nale­

żałoby w i ę c , doszedłszy do punktu i przerwawszy 

krajanie, wykonać dodatkowo obrót papieru o 38 O °, 

poczem, rozpocząwszy krajanie, obracać papier w t ę sa­

mą s t ronę , co poprzednio. 

Wreszcie może s i ę zdarzyć, że w pewnej chwili je­

dnocześnie u legają zatrzymaniu i doznają zmiany zwro­

tu zarówno ruch punktu F wzdłuż prostej £ , jak i 

obrót prostej 2f dokoła punktu -F , Punkt , w 

którym to nas tępuje , nazywa s i ę punktem zwrotu II rodss* 

ju albo dziobem. Dziób krzywej jest przeto zjednoczo­

nym punktem p r z e g i ę c i a i punktem zwrotu I rodzaju. A-

by otrzymać taki punkt na krzywej wycinanej nożycami 

z papieru, należałoby dos iąg ł s zy punktu , przer­

wać krajanie, wykonać obrót papieru o 1$0° , poczem, 

rozpocząwszy krajanie, obracać papier w przeciwną 

stronę n i ż poprzednio. 
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Punkty i styczne: podwójne, wielokrotne, p r z e g i ę ­

cia i zwroty nazywamy punktami i stycznemi osobliwemi, 

Z samego o k r e ś l e n i a tych elementów krzywej wynika, że 

pomiędzy punktami i stycznemi osobliwemi istnieje wza-

jemność dwoista. 

Wzajjemnemi są mianowicie: punkt podwójny i styczna 

podwójna, punkt p r z e g i ę c i a i styczna zwrotu, punkt zwro­

tu i styczna p r z e g i ę c i a . 

§ 217. Koło krzywizny. Ponieważ krzywa \ powsta­

je przez obrót prostej '-h dokoła jej punktu T , k tó ­

ry s i ę na niej jednocześnie porusza, więc wszystkie 

własnośc i krzywej w pobl iżu danego jej punktu A za­

l e ż e ć muszą wyłącznie od ilorazu szybkości tych dwuch 

ruchów w chwili, gdy punkt 2* przechodzi przez punkt 

A , t . j . od krzywizny K w tym punkcie. Ujmiemy to 

okreś l en ie nieco ś c i ś l e j . 

Niech będą na krzywej $ punkt zwyczajny A i 

punkt jakikolwiek A, /Hys.409/, Poprowadźmy w tych 

punktach styczne <2 i Długość wyprostowanego łuku 

JA, oznaczamy przez s ; naturalną miarę kąta / / 

oznaczamy przez y . Krzywizną średnią krzywej ^ 

między punktami A i A nazywamy iloraz.' -f* 
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Gdy punkt A, z b l i ­

żać s i ę będz ie ku 

punktowi -* t to 

łuk s b ędz i e mala ł 

n ieograniezenie , 

j ednocześn i e maleć 

będz i e n ieogranicze-

nie kąt ^ , k tó ry 

Jćy*. j e s t funkcją łuku 

s • Krzywizną r ze ­

czywis tą krzywej % 
A <P w punkcie nazywa s i ę g ran ica i l o r a z u y , gdy s 

dąży do zera , c z y l i 

Nieskończenie malejący łuk nazywamy elemen­

tem krzywej \ \ za leżny od niego, n i e s k o ń c z e n i e maleją­

cy kąt <L<{ między stycznemi w końcach elementu <£<s 
nazywamy kątem s t y c z n o ś c i . Możemy więc p o s i e d z i e ć , że 

krzywizną n punkcie -A krzywej nazywa s i ę i l o r a z ką ta 

s t y c z n o ś c i przez odpowiadający mu element krzywej w 

punkcie -A t W punkcie p r z e g i ę c i a \f kąt s t y c z n o ś c i 

<£i£> s Ó; , a więc krzywizna w tym punkcie ^ 

W punkcie zwrotu I rodzaju -i?, ds=0^ K - 0 0 • 
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Wśród krzywych 

p ł a s k i c h jes t jedna, 

k t ó r e j krzywizna w 

każdym punkcie jes t 

s t a ł a : j e s t to k o ł o . 

W samej rzeczy , niech 

będz ie koło O / R y s . 

410/ promienia J* i 

aa nim dwa punkty A 

i A, oraz styczne O, i «? /W tych punktach, kąt między 

temi stycznemi (f kątowi <=C między promieniami 

punktów 4 i 41 • ł u k 4Ą, * S V *<< i , a więc 

krzywizna ś r e d n i a 

1/ " J r*C 
/ 

Gdy' •«/ z b l i ż a ć s i ę będz ie nieograniezenie do A 

i krzywizna ś r e d n i a dążyć będz ie do krzywizny rzeczywi­

s te j w punkcie A , war tość jako l i c z b a s t a ł a nie 

ulegnie zmianie, tak, że krzywizna rzeczywis ta w punk­

cie A i j _/ . 

Krzywizna koła w każdym jego punkcie jes t przeto 

l i c z b ą s t a ł ą i równa s i ę odwrotności promienia k o ł a . 
Przypuśćmy te raz , że marny krzywą \ , k t ó r e j krzy-
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wiznę K w zwyczajnym jej punkcie A ob l i czy l i śmy na 
zasadzie jej równania, b iorąc pochodną kąta <f wzglę­
dem łuku J . Zamiast notować otrzymaną l i c z b ę K , 
moglibyśmy zanotować jej odwrotność, t . j . podać pro­
mień koła tej samej krzywizny, czyli t.zw. promień 
krzywizny w punkcie A . 

J o ż e l i koło to wykreślimy w ten sposób, by jego 

okrąg przechodz i ł przez punkt A by jego etyczna w 

tym punkcie p r z y s t a ł a do stycznej a, krzywej k i by 

punkty nieskończenie bliskie punktu A na krzywej A 

i na kole *y l e ż a ł y po tej samej stronie wspólnej stycz­

nej 4. , to to dr.ie krzywe posiadać będą we wspólnym 

punkcie A wspólną styczną a. i wspólną krzywiznę 

Aby wyznaczyć środek % koła Ą wystawmy w punkcie i 

A do stycznej prostopadłą, czyli t.zw. normalną 

krzywej « w punkcie At i po stronie w k l ę s ł o ś c i od 

punktu A odmierzmy na tej normalnej promień krzywi­

zny fs J7 . Z otrzymanego w ten sposób punktu K 

zakreślmy koło ** promieniem ? z -~ - JfA , koło 

to nazywamy kołem krzywizny, jego środek J[ - środ­

kiem krzywizny w punkcie A 

0 każdym kole, które ma z krzywą >ł wspólny punkt 

A i wspólną w nim styczną «<t, możemy powiedzieć , 
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że ma z t ą krzywą wspólne dwa punkty, zjednoczone w 

punkcie A . Miejscem geometrycznem środków tych kół 

jest normalna i krzywej k w punkcie A , wśród tych 

kół jedno, mianowicie koło krzywizny k, , ma z krzywą 

k. nadto wspólną krzywiznę < i dz ięki temu lepiej, 
od wszystkich innych przylega do £rzywej k w pobli­
żu punktu A . Koło k, ma zatem z krzywą k. wspólne 
przynajmniej 3 punkty, zjednoczone w punkcie\ -A . 
Stąd wynika następujące czysto geometryczne okreś l en ie 
środka, promienia i koła krzywizny: 

Poprowadźmy do krzywej i w punkcie Ji s tyczną 

<Ł i obrawszy na krzywej K inny punkt jakikolwiek . 

Az » poprowadźmy koło przechodzące przez punkty-4 

i -4Ą oraz styczne do # . Zbliżajmy teraz punkt.-^*. 

do punktu A i w każdym położeniu punktu AK wyznaczaj 

my koła przechodzące przez A i i styczne do «z . 

Środki tych kół JT ' , K"r

t.leżeć będą oczywi­

ś c i e na normalnej 3v t Środkiem krzywizny krzywej k w 

jej punkcie A nazywa s i ę punkt K normalnej , 

który jest granicą c iągu punktów A*: , & $ &"$. i 

gdy odcinek AAĄ dąży do zera. 

Gdy dwie krzywe | i k, mają ^ , J , , . . . $ 

wogóle n ieparzys tą i l o ś ć punktów wspólnych, to punkt 

opisujący jedną z tych krzywych po p r z e j ś c i u przez 

GECMffiTRTA WYKBBSLNA ift65. Arkusz 36-ty. 



550 

wszystkie punkty 

wspólne musi wy­

d o s t a ć s i o nu dru­

gą s t r o n ę drugiej 

krzywej . Ponieważ 

koło krzywizny na 

z krzywą przynaj­

mniej t r z y punkty 

zjednoczone wspól ­

ne, więc b ę d z i e ono 

wogóle p r zechodz i ć ir punkcie A z jednej strony krzy­

wej * ha drugą / R y s . 4 1 1 / , podobnie jak styczna w punk­

cie p r z e g i ę c i a przechodzi z jednej .strony krzywej na 

drugą /Rys.408/, ^ . v' t I 

Gdy dwie krzywe * i mają 4 ,4 , 0 i 

wogóle p a r z y s t ą i l o ś ć punktów wspólnych, to punkt op i ­

sujący jedną z tych krzywych po p r z e j ś c i u przez wszyst­

kie punkty wspólne muc i pozos tać po te j samej s t ronie 

drugiej krzywej . Otóż na krzywej aiogą s i ę zdarzyć t a ­

kie punkty zwyczajne ^ , że koło krzywizny, wyznaczo­

ne, jak zawsze, przez punkt ^ * i dwa punkty n i e skończę ' 

nie mu b l i s k i e A, i AĄ / R y s . 4 1 2 / p rzec ina j ą jeszcze 

f jednym punkcie n i e s k o ń c z e n i e b l i s k i m - ^ j . - P u n k t y , 

p o s i a d a j ą c e t ę w ł a s n e ś ć , nazywają s i ę wierzchołkami 



krzywej. 
Ponieważ pro­

mień krzywizny jest 

odwrotnością krzy­

wizny, zatem w punk­

cie p r z e g i ę c i a pro­

mień krzywizny 

/ j jest nieskończenie 

A^ii^^A wielki, koło krzy-

f" wizny z n i e k s z t a ł -
v ., ca s i ę do prostej 

a mianowicie do stycznej p r z e g i ę c i a ; w punkcie zwrotu 

I rodzaju krzywizna jest nieskończona, promień krzy­

wizny równy więc jest zeru; koło krzywizny wyrodnieje 

do punktu, a mianowicie dó punktu zwrotu, 

§ 218. Ewoluta i ewolwenta. Gdy punkt T* opisuje 

krzywą k , to środek krzywizny opisuje inną krzywą 

zwaną odwijającą albo ewoluta krzywej ^ . Nawzajem, 

krzywa * nazywa s i ę odwiniętą albo ewolwenta krzywej 

. Ewoluta jest miejscem geometrycznym środków 

krzywizny ewolwenty. w* punktach zwrotu ewoluta dotyka 

ewolwenty; punkty ewoluty, które odpowiadają punktom 

p r z e g i ę c i a ewolwenty, l eżą w n ieskończonośc i . 
Ewoluta krzywej k może być jednak inaczej jeszcze 
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określona. W punkcie A krzywej /Rys.413/ poprowadź­

my normalną 2t , t . j . prostopadłą do stycznej t % Na 

tej normalnej ?Ł l e ż e ć będzie środek krzywizny K od­

powiadający punktowi Al . Weźmy inny jeszcze punkt 

krzywej A, i poprowadźmy w nim normalną ; środek 

krzywizny A, odpowiadający punktowi A, l e ż y na n, . 

Oznaczywszy 

punkt p r z e c i ę c i a 

normalnych 7v i 

przez A z b l i ż a j ­

my punkt -d, nie-

ograniczenie do 

punktu A ' ś ro ­

dek krzywizny J£, , 

l eżąc wciąż na nor­

malnej A , z b l i ż a ć s i ę będzie niecgraniczenie do środka 

K le żącego na n. . Dzięki temu punkt «v również 

z b l i ż a ć s i ę musi do K , tak że granicą punktu ^ , 

gdy A, z b l i ż a s i ę nieograniczenie do A t jeat środek 

krzywizny K krzyw aj k w punkcie A t Gdy teraz punk* 

A opisywać będz ie krzywą \ , to normalna K w tym 

punkcie powłóczyć będzie krąywą h , która jest miej­

scem geometrycznem środków krzywizny, czyli erfolutą 

krzywej f . Ewoluta jest obwiednią normalnych awoł-
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wenty. 
Pochodzenie nazw: ewoluta — odwijająca i ewolwen-

ta = odwin i ę t a t łomaczy następujące rozwiązanie: 

Weźmy na krzywej ^ /Rys.41A/ dowolną i l o ś ć punk-

tów, k t ó r e oznaczmy *• kolei ich następstwa A/ , AK » 

A$ , At, , . . . . » * j e ż e l i o d l e g ł o ś c i każdych dwuch punk­

tów sąs i edn ich maleć będą nieograniczenie, to każdy z 

łuków A,AK f A^Aj , AjAy , . . . można będzie uważać 

za odcinek prostej, albo za łuk koła przechodzącego 

przez dwa końce każdego łuku krzywej i jeszcze jeden 

punkt następny, popełniając przytem błąd nieskończenie 

mały rzędu wyższego n i ż pierwszy. W środku odcinka 

A, A^ wystawmy do niego prostopadłą rtl, w środku od­

cinka AŁAd wystawmy do tego odcinka prostopadłą nt 

i t . d . Prostopadło *, , n± , n$ , . . . przetną każdą na­

stępną w punktach JCt , JC , Jf , . . . Otrzymamy w ten 

sposób l i n j ę łamaną, k t ó r e j wierzchołkami będą te punk­

ty, a bokami proste nt , nŁ , H9 łamana ta zbli­

żać s i ę będzie do pewnej krzywej k , gdy łamana 

A,AĄtAiAv..„ z b l i ż a ć s i ę b ę d z i e do krzywej Ą . Od­

cinki AtA^ , AĄAj , AdAy . . . . s t a w a ć s i ę bodą ele­

mentami krzywej Ą , prostopadłe rt,v; NK » % »•• J e J 

normalnemi, a zarazem stycznemi krzywej ^ . d<anic^ 
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dopóki jej koniec nie przystanie do punktu Aj . Koniec 

nici opisze łuk koła o środku , prz.e chodzącego przez 

punkty A, , *4e i -4 \ koło to stanie s i ę kołom krzy­

wizny w punkcie -A^ % g<_y te trzy punkty z b l i ż a ć s i ę 

będą do siebie nieo^raniczenie. Nieskończenie mały łuk 

' tego koła między punktami -A^ i Aj nie będzie wtedy 

r ó ż n i ł s i ę od łuku krzywej między temi punktami. Odwi-

jając dalej n ić tak, aby jej koniec p r z e n i ó s ł 3 i ę z 

punktu do punktu A*, , wykreślimy znowu łuk koła 

0 środku , które przechodzi przez punkty ~Aj^ , , 

1 At, i które stanie s i ę kołem krzywizny w punkcie Af 

gdy te trzy punkty zb l i żą s i ę do siebie nieogranicze-

nie; dz ięk i temu łuk tego koła między punktami Aj i 

Ay nie b;dzio s i ę w granicy r ó ż n i ł od łuku krzywej 

/£ . Postępując dalej w ten sposób, przekonamy s i ę , 

że miejsce środków krzywizny , lub co to samo, ob­

wiednią normalnych K danej krzywej Ą , jest krzywą 

mającą t ę własność , że n ić na nią nawinięta , w jednym 

jej punkcie umocowana", drugim swym końcem opisałaby :> 

krzywą £ , gdyby ten koniec początkowym swym położe­

niu p r z y s t a ł do jednego z jej punktów. 

Każdy bok l i n j i łamanej Kt JQ A^ JC^ równa 

s i ę oczywiśc ie różnicy promieni k ó ł , których środkami 

są końce tego boku. Oznaczywszy te promienie odpowied­

zmy 
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ni o literami r, , , Ą , . . . *\ \ mamy: 

Dodając te równości stronami, otrzymamy 

łamana,* 

czyl i : obwód l i n j i łamanej Jt, XŁX^J^ . . . JJIĄ =t róż ­

nicy promieni kó ł , których środki są końcami tej łama­

nej. Przechodząc do granicy, mamy twierdzenie: 
Długość łuku ewoluty równa s i ę różnicy promieni 

krzywizny ewolwenty w punktach odpowiadających końcom 

tego łuku. 

Stąd wynika możliwość rekty-^fikacji łuków tych krzy­

wych, dla których ewolwenty umiemy wyznaczać promienie 

krzywizny. Zrobimy z tego użytek dla cykloidy. 

Na zasadzie powyższego twierdzenia możliwą jest 

inna jeszcze interpretacja ewolwenty-; Zostanie ona 

mianowicie opisana przez punkt J& prostej >%. toczące j 

s i ę bez p o ś l i z g u po krzywej 4 . Ewolwenta należy zatem 

do krzywych, które opisuje punkt sztywno związany z 

krzywą toczącą s i ę bez p o ś l i z g u po innej krzywej sta-
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ł e j . O krzywych tych, zwanych ruletami, będz ie mowa w 

) § 2 2 0 . 

Każda krzywa posiada nieskończenie r/iele ewolwent 

każdy bowiem punkt stycznej powłóczącej t ę krzywą opi­

suje ewolwentę. Wszystkie te ewolwenty posiadają wspól­

ne normalne, których odcinki zawarte między dwiema ewol-

wentami są równe Krzywe posiadające t ę własność nazywa­

my równoległymi. 

§ 219. Et: o Iwę nt a ko ła . Z rozważań powyższych wyni­

ka, że dla wykreś lenia ewolwenty danej krzywej trzeba 

umieć wyprostować dowolny jej łuk. Zadanie to można 

wogóle rozwiązać tylko w p r z y b l i ż e n i u . J e ż e l i mamy np. 

wyznaczyć długość wyprostowanego łuku -A3 krzywej 

danej £ /Rys.415/, to obieramy na nim pewną i l o ś ć punk­

tów , •* , 3 , rrr i . , , i następnie na prostej et 

od punktu A odmierzamy c ięc iwę Ad do punktu d 

od punktu d' c i ęc iwę -dź do punktu i t . d . W ten 

sposób zastępujemy łuki Ad , 4 Z ; &J , 

cięciwami tej samej nazwy; oczywista, że długość łuku 

•A M będzie wyznaczona tom dokładniej im raniej wię ­

cej punktów pośrednich weźmiemy pomiędzy punktami J 

i B . Wykreślenie będzie ł a t w i e j s z e , gdy punkty * , 

*\ » 3 , . . ' b ę d ą tak obrane na l:rżywej, że wszystkie 

c ięc iwy Ad ,4* , Ą,J , . . . z wyj jukiem może 
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444^ f -M -H l- H~f I 1 1 I 1 I 4 1 

ostatniej 
będą równe. 

Gdy krzywa 
którą mamy wypro 
stowaó jest ko­
ło lub jego 
część wymierna, 
wtedy najlepiej 
zastosować spo-
sób Kochańskie­

go, który ma t ę osobl iwość , że daje s i ę wykreś l ić jed­

nym otwarciem cyrkla. W końcu A średnicy AJB /Rys. 

416/ kreśl imy styczną do koła . Poprowadziwszy promień 

pod kątem 30° ^ średnicy AB , odmierzamy od 

punktu Ć , w którym ten promień przecina styczną od­

cinek '0*fr/ . Odcinek BJ) , jak łatwo obli­

czyć = J, /4/<rjrsfz dokładnością do ąceteJf 
Przy wyprostowaniu okręgu o średnicy błąd jest 

mniejszy od # / ^ a więc jest znacznie mniejszy n i ż 

błądiji który dz ięk i niedokładności narzędzi k r e ś l a r s k i c h 

popełniamy np.przy wyznaczaniu punktu p r z e c i ę c i a dwuch 

prostych. 

Y/ykreślmy np, ewolwentę koła . Niech będzie koło 

A /Rys. 417/; poprowadźmy do niego styczną w punk-
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V / 

i \ , / W , yy. \ 
\ / 

cie $ i 
od tego 

punktu od-

mierzmy na 

niej d łu­

gość okrę­

gu, wyzna­

czoną np. 

sposobem 

Kochańskie­
go. Podziel­
my następnie 
okrąg koła 

oraz wyprostowaną jego długość <L na jednakową i -

l o ś ć równych c z ę ś c i , np. na 1% ,* w punktach ^ , $ ., 

£ ^ . N a stycznej w punkcie odmierzmy odci­

nek JT^ÓI t . j . JĄ wyprostowanego okręgu; punkt 

J. będzie punktem ewolwenty ko ła , a koło o środku ź 

i promieniu będzie kołem krzywizny tej ewolwen7 

ty w punkcie £ ; podobnież na stycznej w punkcie^ 

odmierzamy odcinek Ą//zOA> t . j . ŷ - wyprostowa­

nego okręgu; punkt (l będzie znowu punktem ewolwentyj 

koło o środku Z i promieniu będzie kołem jej 

krzywizny w punkcie JI . Postępując w ten sposób, doj 
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dziemy do punktu XJł , poczem dla wyznaczenia.dalszych 

punktów wystarczy na normalnych , 4jf , Jj/.>... 
odmierzać długość <L wyprostowanego okręgu. 

Ewolwenta koła składa 3 i ę właśc iwie z dwuch g a ł ę ­

zi symetrycznych względem średnicy &A /druga z tych 

g a ł ę z i wykreślona jest l i n ja, przerywana/, tak że krzy­

wa ta posiada jeden punkt zwrotu ć i n ieskończenie 

wiele punktów podwójnych J)( , 27^ , Ą , . . . l eżących 

na osi symetrji po obu stronach środka A . Godzi s i ę 

zauważyć, że przez obrót ewolwenty koła dokoła środka 

A otrzymujemy ewolwentę równą i równoległą; o d l e g ł o ­

ś c i ą tych dwuch krzywych jest mianowicie wyprostowany 

łuk koła-1-? , odpowiadający kątowi obrotu. Jest to 

własność wyróżniająca ewolwentę koła od wszystkich in­

nych krzywych p ł a s k i c h , 
I 220. Rulety. Niech będą w p łaszczyźn ie rysunku 

dwie linje łamane: Z-Al&Ć-D i l A '3'C j7 

o odpowiednio równych bokach, tak że A 3 - A 3 v 

BĆ=3'Ć' > CA = . . . . /Kys.418/ . Niechaj dwa 

odpowiednie boki tych łamanych, np. 3& i 3/A/ będą 

zjednoczone; przypuśćmy nadto, że z łamaną •£ 'związany 

est sżtywnd punkt jakikolwiek A£ % Obróćmy łamarą & 

raz z 'punktem-/K dokoła C!/ o kąt Jl'<!27— f 
ik, żeby bok (!'D p r z y s t a ł do ÓJI ; punkt ^ 

wraz 



obróci s i ę dokoła 
Ć również o 

kąt i zajmie 

położenie punktu 

* Następnie 

obróćmy łamaną l 

wraz z punktem M 

dokoła D = 27/ 

Okąt B/Hg^ł* 
tak, żeby bok/?,#/ 

p r z y s t a ł do 

punKJt związany eztywno z łamaną £ obróci s i ę doko­

ła H o kąt cTv i zajmie położenie \ Gdy postępo­

wać będziemy w ten sposób dalej, tocząc łamaną po 

Z b e z p o ś l i z g u , punkt -M będzie z a k r e ś l a ł łuki kó ł , 

których środki będą s i ę przenos ić od wierzchołka do 

wierzchołka łamanej t* , a kąty środkowe będą za każ­

dym razem sumą kątów spe łn ia jących odpowiednie kąty obu 

łamanych. 

Niech będą w p łaszczyźn ie rysunku dwie krzywe £ i 

4 /Rys.419/, z których pierwsza jest s t a ł a , a druga 

ruchoma, i niechaj w pewnej chwili krzywe te będą stycz­

ne w punkcie «rf ; przypuśćmy znowu, że. z krzywą rucho­

mą £ związany jest sztywno punkt jakikolwiek 



- 573 -

Wpiszmy w każdą 
z tych krzywych 

/ począwszy od wspól-

v*\ '1 4 ; » łamaną o 
bokach równych; 

\ przytem wspólną 

długość boków mo­

żemy obrać dowol-

*̂  mniejsza będzie 
ta d ługość , tem 

bardziej łamane 

£ i ł z b l i ż a ć s i ę będą do krzywych £ i ^ . Gdy z 

łamanerai £ i L* postępować będziemy tak jak poprzed­

nio, to puno zakreślać będzie łuki kó ł , których 

środki będą w każdorazowym punkcie wspólnym łamanych 

Li t1 Gdy d ługośc i boków maleć będą nieogranicze-

nie i łamane l i i zb l i żać s i ę będą do krzywych 'A i 

£ , to droga opisana przez punkt M z b l i ż a ć 3ię bę ­

dzie do pewnej krzywej C , albowiem punkty d£ , JM, % ; 

Jtf staną s i ę nieskończenie bl iskie . Mówimy wtedy 

że krzywa £ , zwana tworzącą, toczy s i ę bez p o ś l i z g u 

po krzywej £ , zwanej kierownicą. Z okreś l en ia krzywej 

I 
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tworzącej wynika, że długości łuków pomiędzy punktem 

z e t k n i ę c i a krzywej tworzącej z kierownicą a punktami 

tych krzywychs które do siebie niegdyś przystawały lub 

z czasem przystawać będą, muszą, być równe,. Krzywa opi­

sana przez punkt , sztywno związany z krzywą two­

rzącą , nazywa s i ę r u l e t ą . 
Nieskończenie małe odcinki ™-fft , A/t-AfŁ . Jif^Jtij-

możemy uważać za elementy krzywej, wyznaczające kierun­

ki stycznych do rulety w punktach M.,Mt. , J/z 

Prodtopadła wystawiona do odcinka $Fźt w jego środku 

przechodzi przez punkt C \ gdy punkt Jf, z b l i ż a ć s i ę 

będzie nieograniezenie do punktu % prostopadła ta 

stanie s i ę normalną do rulety w punkcie M 

Stąd twierdzenie: .Normalna do rulety przechodzi przez 

każdorazowy punkt z e t k n i ę c i a krzywej,tworzącej z kiero­

wnicą. 

§ 221. Cykłoidy, Wspomnieliśmy poprzednio / § 2/6./ 

że każda krzywa płaska może być uważana za r u l e t ę , dla 

które j krzywą tworzącą jest prosta, a kierownicą - ewo-

luta danej krzywej. Często jednak dogodniej będzie za 

krzywą tworzącą wziąć inną krzywą, np. ko ło . 

Szczególnie ważnemi są rulety, opisane przez punkt 

związany sztywno z kołem toczącym s i ę po prostej. Krzy­

we w ten sposób powstałe nazywamy ogólnie cykloidami, 



j e ż e l i przytem -̂punktem opisującym jest punkt należą­

cy do okręgu koła tworzącego, oykloida jest zwyczajną, 

gdy jest nim punkt zewnętrzny tego koła , mamy cykloi-

dę skurczoną; punkt wewnętrzny koła tworzącego opisu­

je cyklo idę wyciągnię tą . 
wykreślmy najpierw cyklo idę zwyczajną i zbadajmy 

jej w ł a s n o ś c i . Niech będzie koło fi , koćre toczy s i ę 

fjo prostej fi /Rys.420/; mamy wykreś l ić krzywą opisaną 

przez punkt należący do okręgu koła fi . W ciągu jed­

nego obrotu koła punkt fil raz i tylko raz będzie punk­

tem z e t k n i ę c i a koła tworzącego * z kierownicą fi . 

Ten punkt JH obierzmy za początek cykloidy. Po jednym 

obrocie punkt opisujący znowu stanie s i ę punktem zet­

k n i ę c i a . / ^ * ; od leg łość -MM? , na zasadzie o k r e ś l e ­

nia rulety, równa s i ę d ługośc i okręgu koła fi . Po 

drugim zupełnym obrocie koła punkt opisujący znowu 

stanie s i ę punktem z e t k n i ę c i a i t . d . , przytem 

k s z t a ł t krzywej pomiędzy dwoma sąsiednimi punktami 

z e t k n i ę c i a będzie taki sam. W ten sposób cykloida jest 

krzywą perjodyczną, złożoną z nieskończonej i l o ś c i rów-

nych zwojów. Wystarczy zatem wykreś l ić i zbadać jeden 

taki zwój JtfJ/* . 
Wykreśliwszy koło A styczne w punkcie Al do 

prostej y& , odmierzmy odcinek A/Aj* równy d ługośc i 

u|i!'QMETKJA WYKRESLNA ^ , < s ^ - Arkusz 37-my . 
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„camy punkty c y k l o i d y , odpowiadające 6 

okręgu ko­

ła i Po­

dzielmy o-

krąg ko ł a 

oraz jego 

wyprosto­

waną d łu ­

gość 

na jedna­

kową i l o ś ć 

równych 

c z ę ś c i , n p . 

na 5, w 

punktach 

O , * , 

2 , 3 • 
_/ i i" 

względnie 

* . / . 

i , _f, 

6 
obrotu koła: 
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Zmianę.położenia punktu Al , gdy koło y toczy 

sio po prostej p od punktu ó do punktu J , zawdzię­

czamy dwom jednoczesnym ruchom: obrotowi punktu Ji 

dokoła środka A o kąt j i przesunięc iu całego koła 

a więc i punktu At o odcinek &2 . Aby więc wyzna­

czyć po łożenie punktu Al po ^ całego obrotu, może­

my najpierw .obrócić punkt dokoła nieruchomego środ­

ka A o kąt T , przez co punkt Aź dostanie s i ę do 

punktu / , potem zaś przesunąć punkt 1* równolegle do 

fi o odo inek AMf - 0J - . Połączmy Ml i 

IAf, , punkt A/, jest wierzchołkiem równoległoboku, 

zbudowanego na odcinkach 0^ i ; wyznaczymy 

go ffi.ęc n a j p r o ś c i e j , wyprowadzając z punktu J odci­

nek lAi, równy i równoległy odcinkowi 0** . Po­

dobnież aby wyznaczyć punkt Af4 -t w którym punkt opi-

sujący znajdzie s i ę po obrotu, zbudujemy równole-

głobok na odcinkach 04 i 0 0 , t.%l z punktu 

2 wyprowadzimy odcinek równy i równo.legły odcinko­

wi . Punkt A/j znajdziemy, wyprowadzając z punk* 

tu / /odcinek (fMjf i t-d. 
Wykreślmy styczne w tak otrzymanych punktach 

Jif, Jtf^jA/j , . . . V tym celu zauważmy, że na zasadzie &-

gólnego, wszystkich rulet dotyczącego twierdzenia / § 

2 3 0 / normalne do cykloidy w tych punktach przechodzić 



- 578 -

- - muszą przez Kaz dorazowe punkty z e t k n i ę c i a ko ła fi z 

p r o s t ą fi , będą to więc proste Mó , jfy"j „ J/ // t 

JI./// . . . . i styczne z a ś , jako proste do n i ch prosto-

padłe będą prostymi JŹT , M,7t , Ą?K , ^ , 

Wykreślmy teraz koić £ , równe kołu ^ i styczne 

do niego oraz do kierownicy fi w tym samym punkcie O i 

równolegle do fi poprowadźmy s tyczną fi do k o ł a * vi 

załóżmy, że koło to toczy s i ę po prostej fio ; j e ż e l i 

punktem opisującym będz ie punkt Jf - -M , to krzywą 

p rzezeń opisana będz i e cyk lo idą c ' równą c y k l o i d s i e c 

i p r z e e u n i ę t ą o ^-f w kierunku prostej fi i o ^ 

r kierunku dc nie j p ros topad łym. Dowiedziemy, że cyk lo -

i d a c j e s t ev«olutą cykl, o idy £ , 
Gdy koło ^ ' o b r ó c i s i ę o Ę ca łego obrotu, to 

punkt op i su jący zakreś l : , łuk JC JC," c y k l o idy c' , punkt 
JC, o t r zyma r , j ak po ;<r z e dn i o , obr acaj ąe na j p i crw 

punkt JC dokoła nieruchome^a arodka 4 0 kąt , 

prze,: co punkt JC des tanio s i ę do punktu y ' , potem 

zaś przesuwając punkt ro.5mol.ft]lc dó i odcinek 

/ T T , ^ o'r'= 07źfv \ Prosta; jest normalną 

do cyk lo idy ^ w punkcie , pr o a t o p a d ł a zaś do n i e j 

p ros ta -^C-/ j es t s tyczną &0 t e j krzywej. 

Otóż -Mj. 1 i 2 K, s tanowią jedne, p r o s t ą , k t ó ­

re j środkiem j e s t punkt 1 . A więc normain JJ, 7 

http://ro.5mol.ft
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do cyklo idy c j e s t zarazem s tyczną do cykloidy o' \ 

ta o s t a tn ia krzywa j es t przeto obwiednią normalnych 

do pierwszej, c z y l i jej awolutą. 
Aby więc wyznaczyć środek krzywizny 2C, ^ punkcie 

•4/ eykloidy ć , wystarczy na normalnej Jft 2 od 

punktu 7 odmierzyć 2Xt - A/,7 . Promień krzywiany 

cykloidy równa s i ę podwojonej normalnej. 

Dzięki t e j własności cyklo idy bardzo mała i l o ś ć 

punktów wystarcza do dokładnego jej wyznaczenia. Zau­

ważmy, że punkt M jest punktem zwrotu cykloidy C , 
gdyż promień krzywizny w tym punkcie s ó , p u n k t y 

j e s t wierzchołk iem c y k l o i d y ; w samej n ę d z y koło krzy­

wizny d l a tego punktu l eży z obu jego stron po tej sa­

mej s t ronie krzywej, gdyż prosta -"JJCJ jest o s i ą sy-

metrji cykloidy. 
Na zasadzie dowiedzionego w § 213 twierdzenia, 

długość łuku ewoluty równa s i ę różnicy promieni krzy­

wizny ewolwenty w punktach, odpowiadających końcom tego 

łuku. Stąd wynika, że np. łuk JCJC, = odcinkowi ty2Cs 

- £ M -1 'i . Łuk cykloidy, mierzony od jej, wierz-
chołka podwojonej c i ę c i w i e odpowiadającego mu łuku 

i 
koła tworzącego. W szczegó lnośc i łuk JC2C} a JCj-dC - 4<r 
stąd wniosek: 

Długość jednego Zwojtt 'HO'--*-3 

/ 
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cztery rasy większa od ś r edn i cy k o ł a tworzącego.— 

W t a k i sam sposób, jak d l a cyklo idy zwyczajnej, 

wyznaczamy punkty oraz styczne do cyk lo idy skurczonej 

lub w y c i ą g n i ę t e j . Niech koło 4 toczy s i ę po prostej 

/> , a punktem opisującym krzywą niech będz ie punkt 

Ji , sztywno z kołem tworzącym owiązany i względem 

niego zewnętrzny / c y k l o i d a skurczona-,Rys.421/ lub \ 

wewnętrzny / c y k l o i d a wyc i ągn i ę t a Rys .422/ . Przypuśćmy 

że w c h w i l i r o z p o c z ę c i a ruchu punkt leży na pro­

mieniu s t y c z n o ś c i AV . Gdy koło obróci s i ę raz 

jeden, to jego środek przesunie s i ę o wyprostowaną dłu­

gość okręgu ko ł a Ą ; punkt op i su jący znajdzie yię 

wtedy znowu na promieniu s t y c z n o ś c i , przesunąwszy s i ę 

r ówno leg ie do k i erowni ćy h o o dc i ne k ' 00 * ćfa 

Krzywa będz ie s i ę zatem sk ładać z n i 3 s k o ń c z e n i e w i e l u 

równych zwojów, z k tó rych jeden +k ' ^ r /kreś l imy. 

Poprowadźmy ze środka ^ kolo ^ o promieniu 

JR.-AM i podzielmy koło oraz wyprostowany 

okrąg ko ł a A , t . j , odcinek na jednakową i l o ś ć 

równych c z ę ś c i , np. na (4 « punktach At , 3 , 4 t 

J , . . . H wzg l . 0 , 1 , 1 , ^ / 1 I* . Punkt 

M dostaje s i ę do jakiegokolwiek innego punktu cyklo 
i d y , np, do Jż, , d z i d k i dwrm je dr-cc z?'mym sirym ruchom 



\J -ż i. 
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go k o ł a o odcinek . Aby wyznaczyć punkt Ad, rn 0 _ 

żerny zatem obróc i ć najpierw punkt At dokoła nierucho-

mego środka A o kąt , przez co dostanie s i ę on 

do punktu d. , potem zaś przesunąć punkt ^ o odcinek 
Ar 

f-Mf ~ <?A - -g~ . Różnica, z cykl o idą zwyczajną polega 

jedynie na tern, że przesunięc ie ^gr w kierunku pro- '.<: 

staj fi nie j es t teraz równe wyprostowanemu łukowi 

opisanemu przez ten punkt na kole m ; jest 

ono mniejsze dla cyk lo idy skurczonej, większe dla wy­

c i ą g n i ę t e j . Proy/adząc tedy przez punkty I , F , 

U/ . . . „ o d c i n k i równe i równoległe cięciwom , 

04 , #3 otrzymamy punkty-^ t A/^ , ^ •,. . 

cyklo idy skurczonej lub w y c i ą g n i ę t e j . Podobnie jak po­

przednio, p r o s t o p a d ł e do normalnych jAtt , I? , 

Ż7/M3 , . . . punktach^ , ^ , ^ , . . . b ę d ą stycz­

nemi. Ewoluta cykloidy skurczonej lub wyc iągnię te j nie 

j e s t bvnajraniej cyk lo idą; wyznaczenie środków krzywizny 

byłoby tutaj znacznie trudniejsze. Obie cykloidy po-

s iadr . ją wierzchołki r, punktach A/ , A/6 t •4?---Jł i t . d . 
Cykioide. skurczona posiada pozatem punkty podwójne 2)9 

J)* . . . . ł o ż ą c e na promieniach A O , JŚ*O* ; 

cykloida ufyciągnięta posiada natomiast punkty p r z e g i ę ­

c i a , o czem s i ę łatwo przekonać zważywszy, i ż normalna 

dw-';. razy wj czasie jednego obrotu koła tworzącego zmie-
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nia zwrot swojego obrotu, wtedy ułanowi cie, gdy równo­

l e g ł a do n i e j z punktu O wyprowadzona 3taje s i ę sty­

czną do k o ł a Pt . Tyleż więc razy -mienić s i ę musi 

zwrot obrotu s tyczne j , 06 za każdym razem spowoduje 

powstanie punktu p r z e g i ę c i a / § 216/. 

§ 222. Epicykloidy i hypocykloidy. Gdy koło £ 

toczy s i ę po stałym kole £, , to punkt związany sztywno 

z kołem ruchomem opisuje ep icyk lo idę lub hypocykloidę, 

za leżn ie od tego, czy k o ł a i ^ są styczne zewnętrz­

nie lub wewnętrznie^ każda z tych krzywych może być 

zwyczajną, skurczoną lub wyc iągn ię tą z a l e ż n i e od tego 

czy punkt op i su jący loży na okręgu, na zewnątrz lub 

wewnątrz toczącego s i ę ko ła . Między temi krzywemi, a . 

cykloidami istnieje daleko idąca analogja. V s z c z e g ó l ­

nośc i zauważmy, że ewoluta Cbi = lub hypocykloidy 

zwyczajnej jest spółśrodkową i podobną o pi = lub 

hypocykloidą. Opierając s i ę na tej własnośc i można z 

ła twośc ią wykreś l ić te krzywe. Na rys.423 przedstawio­

no jeden zwój epicykloidy zwyczajnej w tym z a ł o ż e n i u 

że promień tworzącego k o ł a jest czwartą c z ę ś c i ą pro­

mienia koła kierowniczego. 

§ 223. Elipsa jako" hypocykloidą. Twierdzenie. Gdy 

koło <?' o promieniu -** toczy s i ę we nątrz koła O o 

promieniu 4r , to każdy punkt należący do okręgu ko-

-



łu O opieu-

\ 

V ^ ^ « ^ s ^ 

i i r^r^L \ s*i. y t i ' \ >*i v 

•eonice 
0 W 

osaczę jedne­
go zupełnego 

ot. i o tu kołu . 

i : - idy 

pun&t M je-

6° okr.^u raz 

i tylko raz 

i e ci ounkt 

obu kół / R y ś , 

424/. Od tego 

PO ł o ż e n i a ' r o z ­

poczniemy ba­

danie krzy- . 

r e j , którą 

opisuje punkt 

M ] Punkt 

ton jest ob-

dareony dwo­

ma ruchami 

•obrotoremi- b 



/ 

v ^ ; > s < przeciwnych zwro-
/ ' N 

/ "\ lach: dokoła środ-
s 

7 / / . \ ka i dokoła 
V -

Q \ ś rodka O . Ponie-

( r / a ż obwód koła o 7 ' 

\ iA>£<JU / ; mniejszy od ob-

fi ^ więc szybkość 

Jźjrs. obrotowa punktu 

•M- dokoła O' 

jest dwa razy większa .n iż jego szybkość obrotowa dokoła 

O m Nowe położenie jakie—-kolwiek M, punktu 

może być przeto znalezione w taki sposób: Obróćmy 

punkt Af dokoła o kąt jakikolwiek , poczerń 

obróćmy go w przeciwną stronę dokoła O o kąt '<<* 

jest oczywistem, że po wykonaniu tych dwuch obrotó?/ 

punKt pozostanie na średnicy . 

Twierdzenie. Gdy koło o promieniu s ,toczy 

s i ę wewnątrz koła $ o promieniu % , , to każdy 

punkt sztywno związany z kołem v o p i s u j e • e l i p s ę spó ł -

środkową z kołem O . Punkt <M sztywno związany z 

kołem O' /Ryg.420/ połączmy ze środkiem tego koła i 

;aj prostu przetnie koło H; w punktach n x e o r 
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i . Przy tocze­
niu s i ę koła 0' 
wewnątrz koła 0 
punkt & na zasa­
dzie powyższego 
twierdzenia,.opi­
suje prostą Ol* 
na tej sanie j z a ­

sadzie punkt & 
opisuje prostą 

óa . Ponie­

waż proste Ć-P 

i S ą wza­

jemnie prostopadłe , a punkt A , jako sztywno związa­

ny z kołem O , jest stałym punktem średnicy 

więc ten punkt opisuje e l i p s ę o osiach i 

których d ługośc i są ć-MP i ćMd 

W samej rzeczy, punkt, opisujący jest stałym 

punktem prostej, której dwa inne s t a ł e punkty 2* i 

# ś l i z g a j ą s i ę po ramionach kąta prostego -PO$, • 

§ 224. Wyznaczenie osi elipsy. Połączmy punktu 

-Rys. 4*5. 

ze środkiem elipsy O i znajdźmy średnicę sprzężoną 

ze średnicą O/i /Rys.426/, W tym celu zauważmy, że 

normalna do każdej rulety przechodzi przez chwilowy 
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punkt z e t k n i ę c i a * 

krzywej tworzącej 

z krzywą kierowni­

czą / § 208/; nor­

malna do elipsy w 

punkcie M przecho­

dzi tedy przez punkt 

z e t k n i ę c i a kół 

O i 0\ Otóż 

wiemy, że średnica 

sprzężona z daną 

średnicą OAf 

jest równoległa 

do stycznej w punkcie Af / § 3.70/ a więc jest prosto­

padła do normalnej -M? , Z punktu O 3puszczamy 

tedy prostopadłą Op na M¥ ; jest śred­

nicą sprzężoną z 0AL .; a^y wyznaczyć jej d ługość , 

zauważmy, że przy toczeniu koła wewnątrz koła 0 

punkt /> pozostaje na & $ , punkt 7 na OS" , 

a o d l e g ł o ś c i A10 i • nie u legają zmianie. E-

iipsa opisana przez punkt At powstaje więc również i 

w ten sposób, że prosta ALporusza s i ę ś l i z g a j ą c 

s i ę punktem $ po prostej Ojlf , a punktem T po 

prostej OS \ 
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Aby więc zna leźć koniec ś redn icy OjSf , t r z e ­

ba w y k r e ś l i ć p r o s t ą J//2* w takim p o ł o ż e n i u , żeby 

punkt T unadł na 0 , wtedy punkt zajmie szuka­

ne p o ł o ż e n i e Jf. . Odmierzając więc n* prostej <0/> 

odcinki Ó/f* OĄ - JtfT wyznaczymy ś r e d n i c ę JfJ^ 

sprzężoną z JJJd, 

Nawzajem, wykonując te same wykreślenie w porządku 
odwrotnym rozwiążemy zadanie: 

Mając dwie średnice sprzężone MJVt i Jf-tf yy-
' k r e ś l i ć 03ie e l i p s y . 

Z końca A średnicy JtM, /Rys.427/ spuszczamy 

prostopadłą na średnicę /f/f, i odmierzamy na tej pro­

s topadłe j od punktu ti w jedną lub drugą 3tronę JdF-

•= O/f ; na zakreślamy koło jak na średnicy i 

środek tego koła P łączymy z M . Niechaj prosta 

przecina koło w punktach f* i j8? ; odmierzając na 

prostych O a i odcinki OAP O^, = /i ^ 

i /_7-3 = 03, - Jtfd t otrzymamy osio elipsy A.Af _ 

33, . 

§ 225. Środki krzywizny elipsy w j e j w ierzcho ł ­

kach . Twierdzenie, Normalna do elipsy w jej punkcie 

jakimkolwiek _y przecina o s i e elipsy w takich punk^ _ — — — — — . * 

tach X i Z , że • MJ[ Ą,* 
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/ 

Miech e l i p ­
sa będz ie opisaną 

przez punkt Af 

s 2 bywno z v; i ą z ary 

z kołem ^ x , to­

czącym s i c we-

wnątrz dwa razy 

większego k o ł a 

& . ' /Hys .428/ 

Wyznaczmy os i ę 

łącząc i 

prowadząc • 

i <?& . Pros ta 

bodzie nor­

malną do e l i p sy 

w punkcie JM 

Oznaczmy l i t e r a ­

mi K i 

punkty, w k t ó r y c h 

t a normalna prze-

c m a osie U J ^ 

ć& : Trzeba 

dowieść , ż e ; 
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I / Zauważmy, ze czwóro-
£/ ^_ k^t O PT (Z jest 

"tSs prostokątem, tak że 

- by M <cV — •P o l a 

\ \ / tr&kątÓw i 
^ i <x 

\ 1 ^-^ . JV Z, P o wspólnym 
\ wierzchołku J° , i 

r^' podstawie i 

~%ys. 4&9, M l leżących na 
tej samej prostej, 

mają sio jak to pod-

J/Jf A MKP_ . 
ML " A Ml,**' 

Ale t ró jkąt AtC.P jest równoważny z t ró jką-

tei-i ^Tf. ; tak żo ; 

MI, ~<*Ji ~ M<$ZK; c.b.d.o. 

Na twierdzeniu tern oparte |#*.t wykreślanie środ­

ków krzywizny w wie rzcho łkach elipsy /Rys.429/. 

Znajdźmy najpierw środek krzywizny JC w wierz­

chołku A . Jost to taki punkt osi AA I w którym 

j4 przecina normalna elipsy w punkcie nieskońcaenie 



bliskim punktu A otóż ta no rm&i na,. j sk każ da in~ 

przecina osia AA \ .83 w takich punktach 

skąd 

na 

ze - - ., 
AZ, ** M-

A K ~ 

Szukając środka krzywizny w wierzchołku j ^ , 

znajdziemy: BK, d I e BL*BO=&; . J 

Punkty znajdziemy w p r z e c i ę c i u obu osi 

z prostopadła spuszczoną na c i ę c i w ę 
z punktu <f\ 

w którym s i ę praacinają styczne w wierzchołkach A i Ą 

w samej rzeczy,, z trójkątów podobnych A OB i C'AK 
mamy: '.AK 0B AJC & /} tf- A*. 

AC " 0AI T *> - * ' 
z trójkątów zaś A OJŚ u ?JBJ{ 

£*<i M r M< - f; J3AC. m fj 3C ' 03 > 
Wyznaczywszy punkty K' i JC, symetryczne z punk­

tami K i ^ . w z g l ę d e m osi -^-^ i 33* i wykreś l iwszy 

cztery koła krzywizny, możemy w wielu razach obejfi©* 

s i ę bez innych punktów lub stycznych el i psy.. 

t. 0 Z D Z I A t xvi: 
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