. nych Niech bedzie piaszczyzna

oy - 506 -

uzam ne proste] nvewlasczw j 3 pary punktéw, t.j,
' k1erunkow odpowiednich; nalczy znalesé kisrunki podwdj-
ne t-;-jf, asymptotyczne, Przez punkt 3ak1koh iek np, przez
—:§ prowadzimy kolo Stemera i z jego pomocg Wyznacza~
'my p"osbe podwdjne dwuch pekow rzutcw;ch 0 wspo‘nym B
*wmerzcholku.5 ktérych proste &, AN a{é ¢,” 83
-rownolegle do prostych &, Ge, i ay ey pi
R Znalathy kierunki [’vwi A ,' prowadzimy styczns
W tyc% kKier unkach do stozkowej, kaczac kazdy z tych
punk’ 6w niewladciwych F%i €%y punktami & , 4 i85
otrz ymamy dwa peki rzutowe, Ltozvch srodek rzutowv g
3est punktem przeclec.ia. obu styczaych szukanych t.

2 poprowadzone przez
punn:‘b 0 w kierunkech e i é 83 nwmt nt,anup dwu-

_srodkmm stozkowe; Prc,rstec/‘i g7

L sxeczne a i ¢ katéw mledzy niemi 8§ c~*a.m stozkowe]j,

R0ZD21I AL XV,

POVLERZCENIE DROGIEGO STOPNIA,

§ 203 KollneaCJa $rodkowa dwuch ukla.dow przestrzen

S , ktoéra nazyw aé be~
dz1emy pluszczyzna kolineacji, punkt d , ktéry nazme~

my qrodklem kolmeacll i dwa punkty ./4 ..4 P 1eza,ce
na dawolneg prostej 4 , wychodzacej z punktu ad /1ub
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dwie plaszczyzny A, i A‘.‘ . przec1na3&1.o sig wedlug pro-

stej leiacej w plaszczyinie -:; /Rys 389/ Dans . powyi-
8z¢ wyznaczaja dwa uk2ady /dwis fignry/‘przestrzenne

_ f?| i 1“ w ten sposdb, Ze

| | 1/ kesdomu pupktowi
prostej lub plaszezyinie u-
kla.di;_ f; odpowiadg jeden
Jedyny punkt, prosta lub -
plaszczyzné.ukladu 1'1 i
rawzajem,

2/ punktow1, proste; i
ptaszczyznze.:nalcagcym‘do
siebie w jednym ukladzie,
%9U“ﬂ551 | odpowiada.pﬁnkt,:prosta i‘
plaszczyzne drugiego ukla-

du, ktére réwniez do sie-
bis naleig,
3/ punkty oapow1edn‘e leza parami na prontych
Przechodzgcych przez ,rodek k011ﬂ93031 ‘2 s A' P
4/ piaszczyzny odpowiednie przecinaja sie parami
wedlug prostych, lezgcych w plaszczyénfe kolineacji

s

5/ proste odpowxednie 102a parami-w plaszczyznach

przechodzacych przez srodek kolineacji 7 i przecina~
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!

Jg sig parami w punktach leiacych w.;ﬁi‘é‘;‘wsﬁﬁf{ Sl
6/ kazda dngbzeregi ‘odpowiednioh punkiéw, kazde

dwa peki odpow1edn1vh plaazcsyzn lub prostych 83 rzu-

towe . | : i Lo

| Srodek kolineac31 oraz wszysthe punkty plaszuzy-

eny kollnea031 - plas czyzna kolinzacji oraz wszystkie

plaszcayzny przechodza,ce przez grodek kolineacji ciwz

= 'proste, przechodzace przez frodek kolineacji
orag proste lezace w plaszcayinmie kolineacji, - odpa~.
wiadaja same sobie, ¥
| Pl':zu.s_zc:zy.'zn-g~ R. , ktore odpowiada w I uktadzie pla-
s.aczvénie niewlagciwej, '~a']ic"onej do I ukladu / R w/
oraz plaszoczyzna cab ktéra odpowiada w II uk?adgle
plaszczyzn1e n19w1asc1wej, zaliczonej do I ukiadu QEL /

- nazywaja sig plaszczyznami wzajemnemi, sg one rdw=

nolegle do plaszczyzny kolineacji 31 maja te wlas-
nosé, ze odleglodé jednej z nich od srodka kolinencji

g i odlegloéé drﬁgiej od ptagzczyzny kolineacji s
84 odcinkami rdwnej dlagoscz i przeciwnego zwrotu,
Kolineacja sroJLowa w przestrzeni moje by¢ wyznaczona
przez swog érodek d » plaszczyzneg’ s i jedng z pla-
sznayzn wzajemrych ,Pz lub Gih‘ Jezeli ptaszcayzny
wzajsmne .Ii (5L 83 ajudno~zone /% réwne’} odlegloac1=



()]
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migdzy drodkiem i plaszcrvzng kolineasji/, to keline-

acja nazywa sig inwolucyjma;w takiej kolineacji kazde-

,\‘mu‘bghktowi, ptaszczyzni. lub proste] odpowiada ten
‘sam punkt, plaszczyzna 1ub prosta, niezaleznie od tego
dc ktdérego ukladu ten punkt, plaszczyzne lub prosta
zaliczymy, ,

Kolineacja srodkowa w przestrzeni ma zastosowanie
do plaskorzeéby perspektywicznej i w teatralnej sztuce
dekoracyjnej, .

§ 204, Kolineacjavogé}na dwuch uktadow przestrzen-

nych,k 2 dwuch uktadéw przestrzennych £y i .fz . ktdre
s3 w kolineacji Srodkowej przesurnmy jeden w dowplny;”
gposdéb, Z 6-ciu warunkéw, ktdérym czynily zadosé te u-
‘k¥ady, nisktére, mianowicie J., 4 i4 nie bedg wo-
g6le w nowem podozeniu ukZadéw speinione, natemiast
pierwsze dwa i ostatni pozcstang w swe]j mocy, O ukla-

dach takich méwimy weigs jeszcze, 26 3§ W kolineacji,’

ktéra jodnak nie bedzie juz wogdle érqdkqu,Iméwimy

wtedy, ze uklady fﬂ i fﬂ; 8q W kolinéacji ogdlnej
Kolineacja ogdlna dwuch ukladéﬁ_przestrzennyoh

jest wyznaczona przez 5 par punktéw lub 5 par pia-

szczyzn odpowiednich z temVZastrzezeniem, zeby zadne

4 2z tych punktéw w gadnym ukladzie nie qualy’w~jédnej

virnia /& wizc tekis zadns 3 na jednej prostej/

;
piaszn:

»
o



wagl . zeby zadne 4 z tych ploszozyrn wozaonyn ukladzis
nis przech

| oc'g_'z.il’y preez i¢ten purki-/a wige takie Zadne
2 przaz_gednq rozte/ . | 5 ;
W gamei rzeczy, je;.ﬁii np. punktonm _zf,-, .E, > (:
__/7 i cukdadu f" cipariadajs punkty B A _B
J 5 , uktadu F /Pv- 330/, to dla kazde-
g0 oml'tu przestrzeni ./.’f zal caonogn do ukiadu ﬂ
_znajdziemy punkt odpow_mdm ./_'/ W kladzie'f; W spo-
adb nagtsonjacy: Poprowad“z,—, przez punkb Jf{, i prosta
B (’; l}‘u:s::czyzne, BCH kté;q, L,,ma.c'fymy liters

Tl a B 0, bedzie osia czwork~ plaszczyzn
Bz 0 ./5’ ﬁﬂlﬂ G E A [’W._T mozemy
wige wyznaczyld plaszczyzne T ktorg = nlaszczyzna.mx
.5 C’/Jf/ ,5 C’/j _3 6/5 t ‘orzy ten sem dwustosunek/
~p0prowadzmy na.stgpme w ukiladzie f'_,' plasz zZy Zny

.4 _L'/ U i 4, ﬂ.ly.v i wyznacemy w teki
sam sposdb plaszwyzny U V ukZadu -FR. ; punkt.

Przeciecia plaszczyzn T v V bedzie qzakdnym
DPunktem ﬁ

§ 20 5 Korelacja dwuch ukZaddw nrzﬂ‘str‘zemﬁych, -

,.

Kohneac;a ogbélna dwuch uktaddw przestrzemnych mapro~
Wadza nas no nowy zwiazek geemetryczny dwuch ukladdw

przestrzommych, zwuny korslacjg, a polsgajacy na na-

stepujgeych ‘wlaan oémach - ‘



1/ kazdemu
punktowi
ukzadu N
odpowiada
jedna jedv-

na piaszcey-

sna_ukladu

F,_ , kaz-
dej plasz-

cayénie vkia
du jf 0dpo-
viade jedna

jedyna piaszozyzna ukiaau Jg i nawzajem,

2/ punktowi i plaszccyinie, nalezgeym do siechbie w

jednym ukladzie odpowiadsja ptaszczyzna i punki drugicgl

ukladu, ktére rdwniez do siebie nalozg, stiyd wynika, 2¢
kazdej prostej jednego ukledu /kldre aczy dwe Jego
punkty/ odpowiada proste drugiego ukladu /ktdéra jest
preecieciem cdpowiednich plaszczyzn/,

3/ kaidej czmérce punktéw jednego mkladu odpowxa—

da gewdika plaszczyzn drugiego, kidra jest z tamte rzus

towae i nawzajem, wogdle kazdenu gzeregowi punkt sy jednor

go ukledu odpowiada pek plaszczyzn drugiego i nawzajem_
kazdej czwérce /pekowi/ prostych jednego ukladu odpowis
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da. rzutov&a z nig ceworka /-gel,/ p\*mt vah drugiszo uklg-
du ‘ :

' “Ko?-r'lec‘ja." taka bedzip v*ym:écziona_pr'zez 282676~
nie odpombdniosr'l wa;amne; 6 punkidw jakichko}wiek
'A,-., ,B,, [7 _] nkladu f:' z 5 ptas .czy-
znami drugiego ukZaduA B C D E 7 tem
zZesoriezeniem, ze‘hv z tya"x ¥ punk’oow zadne o ~nie l
lezaly W Jedneg plas"c'zyzme,_am zeby 2 tyc’* 5 pla-
§zczyzn iadne 4 nie przechedzily przez jeden punkd,

S 206, CUklac 'bieg-.u'l'o-',-fy brzestrzevny, N"ie.ch'be:!zie

wzw\)roéenan A, 4,44, /xtirego dciany ovnw"yny it
i AZ 4,44, Az A A4, A2 A8
-.-._Jj/é 4, + punit 1al'~kmwuk B nieletscy na .&ad~

ej ze dcian /o wige i na fadnel z kv a.wsdzi/ i glasz-

ks

czyzna I3 -, nie przeshodzaca preze: saden 2 merz\‘,.hol-
kéw /& wise i przo: zedn3 z krawedzi/ czworoscianu
A%/{,A{, /Rys.391/, Na mocy poprzedniago artvkuiu :
odpowiedniod’ punkidw .4,,/.{; -/},-1 ._5 plaszczyznom
A' | A A A A i B vyznacza korelac;e‘ dwuch

uk}.aaow przest rzermych {wrelacga to ma te wlasnosc

Ze kar'dﬂnm punktowi odpowmda zawgze ta sama pla.szozy-

Zna, kazdej plaazczyznie ten sam punkt /a wiec i kaz-

dej prostej ta sama prosta/ meza.levme od tego, do
Etorego ukladu tamten punkt,tamba plaszczyzne /tam

GEOHET_'RJA WYKREBLNA _*  Arkusz 33-ci. .
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nfpaﬁgj-;giicivmv

7. WiasnosEi bej
”dqwieéé-mozna*wsﬁo;

&obny;sﬁoséb;ﬁjak do-
wiedlidmy anaiogicz-
- nej viasnosci uklaa
du bi egunowego ,'pla.s- ‘
' kiego /§ 161/,

Te dwa."u'll_ixluady

" korelacyjne mojna

; praeto uwazal ze
RJ,.J.% jeden ie dyry* uklad °
' _praestrzenny, w kt¢-
 rym zachodzi wzajem-

' | ne podporzqdkowénie
punktéw plaszczvanom i nlnagézvzn vunktom,k Ukiad te-

ki nazywa sie biegunowwm. plaszczyina podporzgdkowa~

Ra punktowi masywa sie‘jego plasgzczyzng bieginowg,

punkt pqdporzadkovany plaszczyznie jej biegunem,
‘Ehrlewud punktowi X plaszczyznie nalezgcym do sie-
bie’ yo&porngdkowane 39 nlaazczyzna i punkt réwniez do
sieb;e ﬂaleﬁqoe, w:ip‘mam“‘twier&zenza Y,
Jedoli punkt (Z lezy w pla@zczvznle Biegunovej

Punl.f‘bu.f.B i to Ap-laszczyzz_w. }‘zewmo ra, punkiu [’ prag-




)

on

bt

22
!

‘chodzl proesz punkt Y = AR
. Jezeli p a3zZCIyIna, G przechodzi przez biegun
pZaszc:'yzny B to ba.egun plaszczyzny C lezy i
Plaszcayinie B wi |

Stgd zaé wyrlka i
| l/ plaszczyzne blegunowa purktu pr2901ecla 3 pla—
szezyzn: A IS (: jest plaszczyana poprowadzona
brzez ich bleguny _A , B i C i nawzajem

biegunem plaszczvzny przechodzgcej przez 3 punk-

Lv A. , B 1€ jest punkt przecigcia ich plaszczyan
hu=e>‘u‘lowy h A B i C ® |

2/ Bieguny plaszczvan prbnchodzacych przez Jadnq

E£pat& lozg na drugleJ i nawzajem;
pkasaczyzﬁy biegunowe punktidw lea&CjCh na JedneJ

proste] przechodza przez drugg,

‘Dwie proste, majace te wtasnogé, zo bleguny piasz-

Cayzn przechodzacych przez jedng z nich lezg na drugiej
W&LVWQJQ 51e prosteml -wzajemnie biesgunowemi
Bwie pkaszanzny majace te wlasnoec. %e blegun jad-

nej z nich legy.na_drug;eJ.‘nazyyajq sig ptaszciyznami
/biegunowo/ ‘spragionemi, 2 punkty, 2 ktérych jeden le-.

zy w plaazczyéhie biegunowej drugiego, nazywaja.sié s

Punktami /biegunowo/ sprzgzoremi, dwie proste, z ktdérych

kazde przeclpa biegunowg drpggg;!_gazywaja sie proste-
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mi /biegunowo/ SPr wzonem_

Uklad biegunowy p"Z(,r, 4r zeTny wyeznecza W kazdej pla-.

gzcayinie powien ukzad biegunowy P plaski a dckola kazde-

g0 ,unktu pewien ukmd bieguncwy wigzki.

Tak np, biegunowg punktu /7 . lozgcego ™ jla.szczyénis-
P jest w tej plaszczyinie S.LE‘..d /7y | laBBCLY 4 ny bie~
szuncwe;] M punktu SN i biegurem proatej /2. lezgce]
w plaszczyznio P Jést w Lej plaszozysnie élad /y

prostej z nig biegunowe] /¢ . Uklad ‘r~1e'“ncwy preesgtraens

ny wyznacza na kaﬁdej_proatej chﬂ2.1rv;‘“cj punkt ow

&

/zwang inwolucjg biegunowyg na te} nrcme,]/ i dokole
18

kazde ] proste; pewng inwolucje p 53 Ly N /gwpra irwo-

luc.,a biegunowg dokola tej pr aqte;}/ Ninochej bednie np.
na podﬂtdwae /. szereg punlidw ”L//f [ ./l/, Sl
plarzczyzny biesunowe bych punitbdw przechecdag 3 varyst-
kie przez prosty biegunowg 72 , tworone doroia nie
pek ptaszczyzn /K < T -t 5, M}v s oLl rzulowy Z
azeregiem /7 /f /, ,/1/ Jonnde s jeuedl przecigcic
tych plaazczyzn z podstawa 4 ozneCLyrY literami *%, .
.4,, . ..., to szeregi ~t / ﬂ’, 4 .Z, e {
m/ .E’,L:v_/y)”_/'bedzg rzutows, Otéi kezde dwa punk-
t} odpowiednie tych szeregdw, nNp, % i /_} odpowiada~
jg sobie podwdjnie, - J('ZL.LI bowier selicziwy punkt !

-‘Zfe. do 1 szercgu, to pun.-b Lgéporivcéri L oajlaicwy ¥

~



1
(9]
'—-‘
(o

1

pwoczxr\cn"pod tawy #u 2 pluszoryzng bilegunowg punktu
f[& S ktéra musi przejsé przez punkt .Zf, » gdys piasz-
czyzng biegunowe punktu ]{,. przeo};odzi ‘przez punkt ]’{4

$ 207, Caworodciany biegunowe, Czworodcian 44,

4
ma tg osobliwogé. ie 1/ kazdy wierzchozek jest biegunem
przaciwleg,lej Scinny, 2/ przeciwlegle kraw;—zdzié", np. .44'
i ./43.14,, 33 prostemi wzajemnie biegunowewi i 3/ kazde
dwie kruvedzie nieprzeciwlegle, kaide dwa wierzcholki

kazde dwiv Sciuany sa sprzpzone, Czworodcian teki nazywa-

my biegunowym, Czworosciandéw biegunowych jest nieskon-
czenie wicle Dla otrzymanie kidregokolwiek z nich poste
pujemy jak nastgpuje: Obieremy cdowolny punH: ﬂ i znaj-
dujemy jego plaszczywe biegunowg M » W plaszczyinie .
M chicramy dowolny punkt /V i znajdujemy jego plasz-
czyzneg biegun(.zwa N , nag mocy poprzedniego artykulu
musi ona przejéé przez punkt /4 | na prostej przecie-
cia praszczyzn M 1 N obieramy dowolny punkt i
»a.n%augemy jego plaszczyzng biegunowg P , ktéra mu-

8i przejéd przesz prostyg. /3/./1/ ;  przez punkty .ZY §

A i P proveczimy plaszczyzng @ , ktérej biegu-
nem bpdzie punkt przecigcia plaszczy:’.n M ]\L i P
Caworadcian /K/V'P@ badzie biegunowy, Oczywidcie ten
ssm uklad biegunowy przostrzenny, ktdry okreslilismy
zapomocd czworosciaru biegunowego .z{, ’{04"4 , punktu



2 51@ L
B i jess plaszczyzny biegunowe] B | rmoina okres-
1ié zupomoca' kazdego innego: czworeoscianu. bieguncwego
JéﬁAVQDZZ jakiegokolwioek punkuu.ze i jego plasa-
czyzny bloaunowej Iar..

$ 208, Tray rodgaje uklgdow  bieglnowych przestrzen—

._XEE. Nlech rgdz1e ukiad bie aunowv WyZnaczony praex
cazworoscien b*egunowy.foégxf.Ay oraz piaszczyzng bie-
gunowq,JB dowolnege punitu B, pruytem purkt B nie
ledy na Z&dﬂeaﬂzq gcian, & a pliaszczyana B nie przecho-
dzi przez:zaden;z wierzeholikéw tego cswo vodeiany, Ha-
streczais Bl dwa, ‘pytania:

1/ Czy x W jakich warankach alof < istnied rzeczy-~

wiste punkty i plaszezyzny sprzeziona B8ame 26 aohg, b.].

punkly lezace we wlasnych plaszczyznach biegunowych i
plaszczyzny "przechodzgce: przez wlasne bleguny’ 3
2/ Jezeli takle punkty i plaezczyzny istnlegg, to

czy mogq is tnleé rzeczyw1ste proste sprzezone seme ze

nobe, G R prvygtajace do wilasnych proauyﬂh biegunowych
'7253?5 kazdy punkt byly@yzatem sprzezony Sam ‘ze soba9
Aby na te pyuania odpowiedziec, zauwazmy, is czwo-
r‘oecmn blegunowy 4 A AA; dzieli rr"estraen ne 8 ob-
szarow, ktor"ch jedJn bylko jest a&oncuopy i nazywa

.‘sx cbjgtodcig czwor0501anu. cztery ma ia z t; ObJQ-

A

q‘?-w

todcis po jedndi k.mame v.spnlm‘j a3 mait oz om

PRSTEapEveR wepemem PR RS SR SEEE RS T VSRS AU PP SR LS
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dwie przeciwleg}.e,krawe'&zie_-wspélne; Poniewaz punkt 5
nie lczy na sadnej fcianie czworoscianu, wige moze on
nalezeé tylko. do jednego;obszarugrppnieyag plaszczyzna
]3 nie przechodzi przez zaden wierzchotek, wiec dle
jednego obszarw rmasi ona pozostac obca,tPrzypuacmy np

ze punkt B lezy wewngtrz objetodei czworodcianu /eo

gzreszta przez obidr odpowiedniego czworosczanu blega- :
nowego zawsze moina sprawic/, lPolozﬁen;-e, plagzczyzny
B wzgledem. obszaru, w ktérym znajduje sig. p\_m_kt‘
-moze by trojekie: b et i R o )
1/ Plaszczyszua B nie przecin& zadn_;_krav'gdzi
czworofcianu migdzy jego w1erzcholkam1 /Rys 398/ Na

kazdej kravedzi ‘inwolucja bwgunowa jest wtedy ele- |

tycena, gdyz slad kazdej krawgdm na plaszczyznle,.kq-
“zqced punkt B przeciwlegla. je} krawedzia, lesy
rawsze migdsy wierzchoikami, a 8lad jej na. pla.-sﬁ!yé;
nie B ]u.ay poza wierzcholkami, tak; %e te dwa punk-
ty sprzezone przegradzaja wierzcholkz ns, kazdej krn“e-
dzi, Jedeli wyznacayny ‘plaszczyzneg biegunows dowolne--
© go punktu _/M to sig pokaze, zZe ta plé.szc’zyzna nie
przerika do obs sru, w ktorym sig znajduje~ pmkt-':fl{ ,
¥ tokim "71(30 ukladzie biebunowyn nie 1stmegq. Tu'z‘:ty.
ktdreby lez.aly we wlaqnych plasvczyznach ’b;aguﬂowych

tembardaic] nie 1at.n1eg¢ .proste, przyata}qce 80 wlas-
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nych prostvch blegunowych Na wszvstk1ch nlaszgzyznach
i dokola wszvqtk1vh punktéw, uklad biegunowy /p agki
1ub_yi@gk;/hJesthedjcs@aJny. - na vszystk;ch_;_dogo;q
wszvstkich prostych inWOlucja biegunowa jesﬁ eliptycz-

na

2/ Plaszbiygra B przecine 3 krawedzié_czwofo-

§cianu, wychodzgee z jednego wierzcnolka /Rys . 393/ Na

]J Jyj

tych trzech krawedziach inwolucja biégunowa jest hyper-

boliczna, % na trzech pozoatglych'- qliptycznaL Na pier-
'iazyoh:trzech krawgdziach is#nieja przeto po dwa raecay-
wiste punkty podwéine, t,f, spfzqeoné éame'zélsobq,,Ist—

niejd wtedy zatem pﬁnkty rzﬁ?ZYiisté lezgee we wlasnych



- B1g -

plaézc'zyznach biégur\ov--yc;x. ratomiast nie istniejea pros--
ste rzeczymste, kiireby byty wlasnemi swemi ticguno-
wemi W samej razeczy zaUwasny, Ze na gciunie ./f,.l#
ukiad blegmowy przesirzenny WYZnacza bleganowo ¢ pla«-‘
kg . Jednosbajna,, giyty 3=tnl¢,la prosta., ktora jest wlasmy
ng ewo;a. prosta biegunowg, to 3e; §lad na plaszczyinie
.J.J , by tytypunkben sprzg ,sonym & samym #obg, cO nies .
mozliwe, W _jednych pseszezyzn h(’.}‘ i dokola jednych punk-
téw biegunowos¢ jest Jednoqtagna, - w innych plaszczyz# ..
nach i aqko;a inaych punktdw moze ona bré niej ednp_s’oa;-
ne, v ptaszczyznach przechodzgcych priez wleane biegu~
hy, t,j__s_sprz?ggny_rc_h z samemi z0bg stag~ 2.y N8 irwo-
lucjg elipty_c:_anq prostych sprzegonych dokola bi_eguz‘fza;,_. |
W samej rzeczy, w kazdej piaszczyénie.M , przechodzg-
coj przes wlasny biegun A, bieg\mqyé @, o . gl
. punktéw A g , ¢ ,....%ej plaszczyzny przocho-
. dzg prrez punkt. 1?/ ., tek Ze w plaszczyénie M doko-
ta punktu V.4 igtnieje inwoliucja prostych sprzezonych
o M4, e, %8 .0, .&0’ ... Inwolucja ta jest
eliptyczna, gdyz w przeciwnym razie istnielyby proate
eprzezone game z6 aobg: bylyby to proste podwégme teJ
inwoluc.,i i
' 3/ Plaszczysna B praecma 4 krawedzie czworo-

fcianu biegunowego /Rys.;’»?&/. np, ../1,44& vl Jf




o
o

O
]

o

A4,
Na tych czterech
krawedziach inwo-
lucje biegunows
jeast hyperbelicz-
ns, na pqzostaj
tych dwuch elip-

tyczna, Podobnie

jek w przypadkp
drugim, istnieja

wige i tutej pumk

ty lesgce we wlas
nych plaszczyz-
naca biegunowych
ale pricz tego istnieja takie proste sprzgione scwe 3ze
sobg t,i. prazystajace do wiasnych swych prostych bie-
guncwych, W samej razcczy, niech punkt 1;7 bedzie jed-
rym z purktéw podwdéjmyck inwolucji biegunowsj na kra-
wedzi 44:4{' s a'nunkt.jpy niechaj bedzie jedrym =
punktéw podwojnych 1nwc7uu.1 bieguncwej na krawedzi
przeciwlegiej -é;Ji; , tak ze punkily 47? i 2‘1/5& punk-
tewi sperzesonemi @ ssmemi sobe 1 lezg na dwuch prostych
wzulcunle hleguncwych .dﬁdéz i: Jf;af>¢

-Flaszcéyuna 1524;149 jest pisszusviny hiegunows.



punkin A7 /gdyi punkt 7 jest samosprig Zony 1 1ezy
na pros t‘; ;éﬂgég /, poaqbniez plagzce

/
_1est pro,tn przeciecia ty(h dwuﬂh plaszczyzr 1 zara-
zem Yaczy ich bieguny, jest to zatem proata sprzgzona
sema e 30bg, We wozvstkich plaszezysnach @ dokola

wszystkich punhtow biegunowoéé jest niejednestajna

o]

wyiatkiem plaszezyzn i punkt.ow BULOSPY 2§ zonych,

gdzie biegunrwosd staje sie hyperb011Cnna inwoiurga
bieguncwg dokode bieguna wzgl, w plaszezyinie biegu-
nowe:. Proste podwdjne tej inwolucji sg prostem;_sam07
sprzezonemi, z kesdego wigec punkbu samosprzezonego Wy-
chodzg i w kazdej plaszczyinie samospragzoneg lezg dwie
proste samosprzgzone,

§ 209, Powierzchnis drugiego stopnia, Ogdl pumktdw

ptaszczyzn i, prostych, rzecvaistyoh i urojonych, kté-
re w danym przestrzennym uklad21e biegunowym 8§ s&amo-

przezonea nazywaLy pow1e*Lcnn19 drugiego stopnia, Punk-

ty semosprzeione nazywamy punktami tej powierzchni, prze:

chodzgce priez nie wlasne ich ptaszczyzny biegunowe na-

zywamy plaszeczyznami styc znnm1 do tej powierzchui w

tych punktach; proste sumosprzeions nazywamy tworggce-

mi powierzchni, Punkty powierzohni ag to wige punkty

podwdjne imwcelucii bi@gumcwmjlpa jukicjkolviek progbe]
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rzeczywiste], pl&sécZyzny stycazne do tej powierzchni

sg to plaszczysnmy podwéjne inwolucji ﬁiegunowej_dokqQ
ta jékiejko&wiek proste] rzsézywistej,ﬂﬁa kazdej pro-
ste] rzedzywistej lezg dwa punktiy powierzchni drugie-
go stopnia: reeczywiste urojone sprzezone lub zjedno-
cZone, w ktdérych ta prosta "prazsbija” pcwiergéhni@,J
przez kasdg prosta rzecsywisia przechodzg dwie plasz-
czyzny styczne: rzeczywists, urojone, sprzezone lub
zjednocgone, Wyrasamy to krétko méwigc, ze powierzchnie

drugiego stopnia sg powierzchniami drugiego rzedu i

drugie klasy, Prosta nazywa si¢ sieczna, prosts zew-

ngtrzng lub styczng zaleinie cod tego, czy ;ngplucjg bie-
gunowa na niej jest hyperboliczna, t j, czy prrzebija o-
na'powierzchnie w dwuch punktach rzeczywistygh. urojo-
nych sprzezonyck, lub zjednoczénych_ L kazdej plasz-
czyznie ]P dany uklad biegunowy przestrzenny wyzna;_
cza pewien uklad biegunowy plaski: jednoatajny lub nie-'
jednostajny, normalny lub zwyrodniaty/inwolucje biegus
nows/, -Stozkowa tega ukladu pleskiego /urojona lub rze-
czyw1ata. normelna lub zwyrodnlala/ jest przeoigoiem

powierzchni drugiego stopnia ptaszcayzng P Kazda

plaazczyzna "przecina" powierzchnie drubl_gp stopnia

wad*gg stozkowej, Plaszczyzna nazywa sie zewnetrang,

aieczna lub stycznq. zaleznie od tego, czy uklad bie~
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gunowy us] plaszczyzuy jest jednosvajny, niejednostaj-
ny lub zwyrodniaky, t.j., czy przecina ona powierz;ﬁnie
wedlug stozkowej urojomej, rzeczywiste] lub,zwyro&nia-
e} /dwie proste urojons sprzpions lub rzeczywista/:
Wszyﬁtkie styczne du powierschni w danym jej punkcise
leza w plaazczyinie'stycznej i sta%owis iﬁwolucje bie-
gunowg dokols punktu zetknigcia, Dokola kazdego punktu
£ dany uklad bieguniowy przestrzeuny wyznacza pewidn
uklad biegunowy wigzki: gednosta*n" lub nxeuednoataf-
ny, normalﬁy lub gwyrodniely. Stozek teJ b;sgunuwosoj
/urojony luh rzeczywiaty, normalny lud zwyrodnialy/

nazywamy stozkiem opisanym na powierzchni z tego punk-

s, = . 2 kazdego punktu mozna opisaé na pewicsrzchni

drugiego atonnla stozek druglego stopnia, Punkt nazywa

gig wewnetrznym. zevnegbranym lub leigeym na powiers-

chni zaleinie od tego, czy uklad biegunowy wigzki do-

ko2a niego jest jednostajny, niejednostajmy lub zwyrod-
niaty, t.j. czy stoiek z niege na powisrzchni opisany
jest urojony, réecszlsty lub zwyrodnialy /gdzie pro-
ste urojone sprzgzone lub 1aeGZYW1ste/

¥iejsce geometryczha punxtow zetknigzia tego stoi-
£8 z powisrzchnig dru riezo stopnia jest stozkows, W
same] rzeczy, punkly zetkn19c1a plaszezyzny atyvcznyeh

wyprowadzony h % PanUGJé( » t;j. ich bieguny, lesa w


http://powierzcb.nl

plasccuvinie ﬂi@gUtuwajzsﬁi beago panilu /NEeS/, ogli
tych punktdéw zebkniecia stanowi zatem stoizkowsy, wediug
ktdrej piaszczysna ]>1rprzecina powierzchnig, Nawzisjem
ptaszeczyzny stycvne w punknach steskowej, lezacej na -
powzerzchn-, p;zecznaga 319 w biegunie M p*aszv 2V 3NV
tej etoikowae], powkdczac stozek drugiego stopnia, opi-
gany na powierszchni,

fardwno xontur rzecZywiatv, jak i kontur widzial-
nf /% 26/ rzsczywistej powierzehni drugiege stopnia
jest stozkows, Pierwszy jest miejscem punkidw zetknie-

Sl
ey
Qi e

nia powisrschni ze atoikiem opisanym ua niaj AE

O

ka rzutdw, drugi jest praecieciem tego stozka plami-
czyzng rautdéw, poniewaz stozek ten jest drugiszo suop-
nia, wieo jege przecigcie jest stoskowg,

PYaszcazyzna bieguncwz jest miejscem geomebvycunem
punktdw spragionych harmoniczuie 3 biegunam wzmlodew
punktdw, w ktérych sieczne, wychodzges 3 bhlagun

a pProgs

S

bijaig powierzchnig, Wyprowadszamy 2 bieguna N siecing
. , ktéra przebija powierzchnig w punktavn A
a piaszcsyzng Dis unowaﬂr%[ 7 punhcie N /Rys . 395/,
Punkty A i B =2 punktami pedwdjriami inwolucji bie-
gunowej na siecine] /M, a pun xz;_ﬁ/ i NV osn ow te)
inwolucji sprzesone, bo punki VA lezy w plamzcayznie

biegunowsj punktu M . otéz wisdomo,/§ 161/, 3s punk-



(SN T s »
o

ty pedwéding inwolu-
cji hyperbolicsns]
przegradzajg harme-
nicgnie kazdy pafe
punktéw sprzgionych,
Jezeli wiec 2
danego punktu ¥
poprowadzimy 3 Ja-
kiekolwiek siaczne
7.7 . P, nis
lezace w jednej pia-

gsaczyinie /Rys 395/

i na kazdej % nich wyanaczymy punkt N gprsezony har-

woniczuie 3 punkitenm M wigledem punkiiw A i B ’

w kidrych ta sieczna przébija powierzchnis, %o 12;4{)pr

bedzie plasacsyzna biegunowa punkiu M.

Przez kazde dwa przeciecia plaskie powiorzchni

drugiego stopnia przechodza dwa stozki drugiegoe stop-

nia Niechaj dwie plaszczyzny Qo i R przecinaja po-

wisruichnie drugiego stopnia wedlug stoikowych 35 i ﬁﬁ;

T / y / s
/Tys 386/, niechaj 62 i ]? bedg biegunami plaszczyzn
: & ' B , polaczmy te punkbdy prostg /3 , ktéra nie-

zhaj prietnie plaszcavany (ab'i"

w punktach 52 i K

. Prun: oarnsty /b poprowadimy dowolns plaszczysne



sieczng P
/np. plasg- -
czyzne kon-

‘turu rzeczy-

vistogo po-

vigrzchni/.

ktdra przet-
nie powiersg-
chnie wediug
sbodkowe] ﬁ{
. piugscayzny

Q: R

"wedZiug pro-

auych 44,:5a
en v
ktdre sa bie-

Fuowemi

/
puanktdw 63
. 7
b ]‘: wazzlo-

dem stozko-
LEN '€ . Vy-
kredinmy punk-

ty prgokatne

M
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caworokgta supetnego 4 5 4,5, wplsanogo w stoskowss
na zasadzie § 186 punkty <% i A4 1623 na prostej’
ARz p . Powiadam, ze punikty /# i A sa stale-
mi punktami ﬁej prostej, t.j. nis zaleza od plasaczys-
ny P , tak ze‘gdy plészczyxna gieczna P obraca sie
doko2a prostej » , punkty te nie amieniaija swego polo-
zenia, W samej rzeczy, punkty te sa 1/ sprzezone w in-
wolucii biegunowej danej przez dwie pary stalych punk--
téw d,d' i ﬁ,ﬁl 2/ sprzezonc harmonicznie wizgledem
punktdw drne 70 /t.j. sprzezone w inwolucji,hyﬁerbo«
licznej, ktdérej punkty & i X sg punktami podwdjnemi/
co wynika z wlaegnodci czworoboku Qupelnego o bokach
AA, . A4, B . B8, 1 B4 . xérego MU jest
jedng praekstna, a 4,58 i 4,5, sa dviema innemi
prackatnemi, punkty H i N sa przeto wspélng para
punktéw spraezonych dwuch imwolucji i jako takie moga
byé wysnaczone miezaleinie od plaszcsyany ]? /8 152/,
inslezione w ten‘?*_;poséb punkby M i N sa wierschoil-
kami dwéck stozkdw, z ktdérych kazdy przechodzi pruss
stozkowe £ ik, . :
% twierdsenia tego wynika wainy wniosek, e prze-

;22 mk

cigcia powierachni drugiego stOpnia plaszcsyznam row-

noleglemi sy stozkowemi podobnemx,- sa to bowiem sara-

som prseC1ecia réwnolegle stozka drugiego stopnia, Je-

GEOUETRIA WYKRESLNA Nr 63, Arkuss 3dety,
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zeli wige np, pewne przecigcie powierzchni drugiago

stopnis jest kolem, to wszystkie przecigcia do niego

révmolugle ga kotami,

Twierdzeniem wrajemnem do powyzszogo bedzie: Krzy-

wa przenikania dwuck s*7kéw opisanych na powierzchni
'drugnego stopnia sklada sie z dwuch stozkowych,
§ 210 Srodek, érednice

czny, Biegun piaszczyzny niewladciwej nazywa sie¢ srud-

. caie, stozek asymptoiy- .

kiem powierzchni deugieso stopnia; plaszczyzna hiegu-
nows kazdego punktu niewlagciwego nazywa sie plapzczy~-

zng srednicows; presta bilegunowa kazde] prestej nisewia-

gcivej nazywa sig frednica, Weeystkie plaszczyzny re.-
dnicowe i érednpe przechodzg przez srodek, albowiem
Lieguny tych plaszezyzn i biegunowe tych prestych leig
w plaszczyinie ulegunrwe* érodka, t,j. w plaszcayznie
niewlasciwej . Odcinck siecznej, zawerty pomiedzy punk-
tami przebicia powierzchni nazywa 8ig cxec1wa i gdy
nie zschodzi chawa dwuznaczn0501, to cz¢01we lezaca na
grednicy nazywemy poprostu sredmg. S;‘pdpk powisxrzchni
jest zerazem $rodkiom kazdego przecigél;'powierzchni
pEASZCLYLLY dredricowg i &rodkiem ka;de; *grednicy®
Jezoli wievzcholkiem czworodcianu blegunorego

jést drodek pewirrzchrni, to krawedzie tego czworoscianu

s-chodzgce ze srcdka, sy érednicami sprzesonemi, Cig-
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ciwy rownolegie do jedﬁaj z traeczh éradnic sprzezonych
39 przez plaszczyzne dwuch pozostailych przsciete na polo
Wy, plaszczyzmy sieczne rownolegle cdo dwuch Srednic |
sprzezonych sg przez trzecis przebité w.érodkach stozke-
wych przeciycia, Plaszczyzry siyczne W kovicach jednej

z 3-ch s$rednic sprzeionveh sa riwnlegle do vlaszczyzny
dwuch pozostalych ércdnic, Kezdo diwe Srednice sprzezone
powierzchni pg zarazer srednicami sprzezenzmi stozkowsj
wedtug ktérej plaszczyzne tych Srednic przecina powierz-
chnig, '

Mozne dowiedé, ze istnieje zawsze uklad trzech dre-
dnic sprzezonych wzajemnis prostopadlych /dowéd musi tu-
taj by¢ pominigty/;kazdq z tych trzech srednic nazywamy
osig powierzchni; punkty w ktorych of przetija powiers-

‘chnie nazywamy wierzcholkami, Plaszczyzna dwuch ktérych-

kolwisk esi jest dla powierzchni ptaszcsyzna symetrji
prostokatnej; kazda z osi jest osig Byﬁatrji prestoka-
inej. Jezeli przeciscie prostopadle do jednej z osi
jest kolem, to wazystkie przecigcia do niej prostopadle
8§ kolami i powierazchnia nazywa sig obrotows; wazystkie
grednice prdsyqpadlo do osi cbrotu sg osiami tej po-
wierschni, |

Stzek opiseny na powierzchni drugiego stopnia z

Jej drodka nauywe sig steozkiem asymptotycznym tej po-
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wierzchni, 2 ktora posiade Wspélne‘osie, Stozkowa zet-
kﬁiecia tego slozka z pewierzchnig leiy W praszczyzinie
1ewlasc1weJ, Kaide dwie twor:zgce tegc stozke sg asymp-

tobami stozkowej, wedlug ktérej plaszczyzne tych two-

; rzgcych przecina powiorzchnlg;

. ' § 211, Klagyfikacja pcwiérzc.ai drugisgo stopnia,
w § 208 odréanilidmy % rodzaje uk taddw biegunowych
przestrzennych zsleinie od tego, czy istnieja punkty,
nlagzczyzny i prosie 8amospr 262008 , Na tej zasadzie
dzielimy powierzchnie drugiego stopnia na urejone, krzy-

wokreglne i proatokrvélﬂa Druga zasada klagyfikacji

polege na zachowaniu sig lych powxerzbknA wzgledem pla
szczyany niewksdciwe], ktére moze dla tych powierzchni
byé zewngtrzng felipseid/, sieczng /hyperboloidy/ lub
styczng /paraboloidy/.

3 212, Powierzchnie urcjone odpowiadajg uktadom

bisgunowym I rodzaju, gdy plaszecayzna biegunowa punk-

tu, lezgcego wewngtra czworecécianu biegunowego, nie
przecina fmdnej jege krawedzi, Wasystkie punkty te]
powxe*zchni { wsuystkie plaszezyzny do niej styczne
sa urojone, Kazdy /rzecz zywisty/ punii ieat Wzg 1pdem
tej powiercchni wewng otrznym; hezda plecgezyzna i pre—
sta" - sewnelrzrg, grodek, ¢rednica ! czie'sq‘tutn*

¥

jak zresslg zawzoe, rzecuyvinte, Foniewiw piasecEyEne
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niewzadciwa jest wzgledem tej powierzchni zewngtrong
mozemy przeto powierzchnie urojong uwazac za slipsoid,

§ 213, Powierzchnie krzywokredine odpowiadejsg

uk2adom biegunowym IT rodzaju, gdy pieszczyzna biegu-
nowa punktu, lezgcexo wewnatirz czworoécianu'bieguanG—
0, Przecina érzy jogo krawgdzie, Punkty samosprzgﬁana
stanowig. punkty te] powierzchni, plaszczyzny samosprze
zone sg styczne do niej; istniejg zatem tutaj zarodwno
rzeczywiste jak i urojone punkty lezgce na powierzchni

i pladzczyzny styczne do niej, Ratomiast nie istniejq

w tych ukladach rzeczywiste proste samosprzezens, t.].
rzeczywiste tworzgce powierazchni, Z poesérdd prestych

rzeczywistych jedne sg zewnelrzne wzgledem powierachni

/jezeli inwolucja biegunowa jest na nich sliptyczna/,
inne 8§ sieczne /mdy inwolucje biegunewa jest na nich
hypqrboliczna/, ieszcze inne éé gtyczne do powierz-
chni /wdy inwolucja biégunowa jest na niej paraboli-
czna/. Przez siecanvnfe mozne, poprowadzié do powlerz-
chni rzecgfwistej plaszezyzny stycznej /be inwolu&ja
biegunowa dokola siecznej jest e)iptyczna/; przez pro-
sty zewnatrang przechodzq dwie plaszczyzny stycine /bo
inwolucja dokola niej jest byperbolicznu; plaszciyzny
te zostang zjednoczéno. gdﬁ.yrosta zewnetrzna stanie
sie styocans, Styczne do powierzchni w ktérymkolwiek
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je) punkczo lezs wszystkie w plaszczyinie stycmej i

. gtanowig dokola punkiu zetkniecia eliptyczng: 1nwolu—

cje prestybh aprzezenych, Z posrdd rzaczywistych punk-

téw, nie lezgcych na powierzchni jedne sg wewngirzne

/jezeli uklad biegunowy wigzki dokale ~uech jest jedne-
stajny/. inne zewnetrzne /gdy ten uklad jest niejedno-

stagny/ 7 kazdego punktu zewnebrznego mezna opised
na pewlerzchni rzeczywisty stozek drugiege stopnia; na-
temisat stozek opisany z punktu wewngtrznego jest ure-
jomy.

7 posrdéd rzeczywistych plaszezyszn, ktére nie sg

styezne do powierschni, jedne sg zewngtrzne /jezeli

uk2ad bisgunowy plaski jest na nich jednegtajny/, inne
s sieczne /gdy ten uktad jest na nich niejednestajny/.
Kazda plassczyzna sieczns przscina powierzchnie wedZug
stozkowe réeczywistej; plagzczyzna'zewn@trzna powierz
chni nie przecina, lub racze] przeé%na ja wedlug stoi-
koews ] ufojsnaj, Plaszczysns biegunowa punktu zewnebrz-
nego jest aisczng; plaszczyzna bisgunews punkiuv wewno-
trznego jest zewnstrang, | |

s/ Powierzchnia drugiego stepnia, dle ktirej pla-
szczyznue nicwlasciwa, jest zewn &txkla, t,j. ktérsj Bro-.

dok jest puvnkiem wewngirznym, Ralywa aie alipacidem,

Wasys'kie <rodrice,s wiec i vmie 88 siecznemi, wazyal-



kie érednice, a wisc
i osie sg siecznemi,
wszystkie wierzcho-
ki sg rzecéywiste,'
wezystkie przeciege
cia plaskie elipso-
idu sg slipsami -

rzeczywistemi lub

urvjonemi, stozek
asyumplotyczny  jest
JZQQ,.A5%? urejony,‘Odréﬁnia-
o my elipsoidy tréj-
6310we./jezeli cieg-
ciwy nsiowe sg nierdwne/, obrotowe /jezeli dwie cigciwy

oziowe 83 réwne/, a wérdd nich elipsoid splaszezony,

wydluzony i kulg, salesinie od tego czy oé obrotu jest
krétsza, diuzsza lub réwna kazdej z dwuch osi réwnych,
W elipsoidéie:tréjosiowym iatniojg-dwa~ustawienia
ktérych plasszvzyzny przecinajg powierzchnig wediug ko%
Niechaj beds dade w rzutach prostokgtnych /Rys  398/trzy
. 0319 AA,, BB, i (Z(j% elipsoidu i praypudémy, ze
./fﬂ AR LTy . Ze grodka J zakregl-
my kulg o frednicy rawneJ éredniej osi B B5,, jej .

‘pionowy kontur rzeczyW1sty bedzle koiem, prZBC1naJ4—



cem kontur picne-
vy elipsoidu w pun-
ktach 4, , 4, .
£ 3 £, , leig-
cych na érednicach
BJ, 144,
przez kazdg z tych
grednic i o8 85,
poprowadimy plasz-
czyzne: Di E

Przeciecie kuli

piaszczyzng D
jest kolem, a prze-

ciecie elipseidu

tg samg plaszczy-
. Zng Jest el1psa,
ktéra z tym kolem mawepdlne punkty e /A i

£, ‘i styczne w punktach B i B, , awige Jout

z niem 1dentycznn /§ 181/; phszczy"na D i wesystkie
pltaseczyzny do n1e3 rownoleplo przecxna;a wigc powiersz
ohnie wedlug kol; tak same plaszczyzna IB i wszystho
pRaszcsyzny do nioj réwnelegle, Dotyczy to n1oty1ko

piasgczyzn slecznych, alp i zevnetrznych /kela urejene/

o

i v szezegdluedei stydznyeh /im. ! 2jn vrastekodne noes
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stokgina prestych sprzosenych/, ktérych punkty zetknig

eis o poyierzchnis nazywaj§ sig¢ punktami kolowemi pe-

wierzchni i mogs byé oirzymane w przecigciu elipsy
-A,J{sz[g srednieg sprzezeng badz ze dredrics
D, 4, /ounkty 4 i X, /, vadi ze érednica £,
/punkty A, i zf.; /. Welipsoidzie tréjosiewym istnie-
j& dwa uklady przecieé kolowvch w elipseidzie obrote-
wym tylko jeden, preostopadly de osi ebretu, w kuli ka3
de przecigcie pleskie jest kolem, W elipseidzie tréj-
esiowym istniejs 4 punkty kolowe, w ebretewym tylke
dwa /wierzcholki osi ebrotu/, w kuli wezystkie pun-kty'
pewierzchni sg wiserzchotkami i punktami kolewemi.--'
Rzut jekiegokolwiek przecigcia ph.skiego £ elip-
seidu z punktu kelewego X na plaszcgyzne P odpe-
wiedniege przecigcia kelewego, t. j, na plaszcsyzne
‘rémoleglq de plaﬁzczyzny stycznej w punkcio <A
jost kolem, W semej rzeczy, punkt kelowy J jest zwy-
ro‘dhicieﬁ“—"przooieciem keXtowem pewierzchni plaszczying
. styczng w ’ty'm punkcie; przeciegcie stoika rzucajacego
blaszczyzné P riwrelegla do plaszczyzny stycanej
.nmsi byé figurs pedebng do tego zwyrodnialege koli.'
s ¥ige musi tei by¢ kolem, Jezeli elipseid jest kuls,
to rzut taki nazywa sig stereegreficznym; Srodkiem
czubéw jest jakikelwisk punkt pewierzchni kuli X ,

L= ]




& plaszczyzna rzutow
jest jakakolwiek pla- -
,///’ ﬂ[f N T sZcayzna prostopadla

}
7 J \
4% P \ h] ! 3 .
/ ;‘ﬂ \, de érednicy O .
; L ] ' .
i T Rzub- stereegraficzny
Ga - - :

ﬂ_,i_——-~“jf‘f’ji_f ;\\ kozdege kols leigcege

Co\ ne kuli jest kolem;la-

WS e el sine
\ _i gl ;yﬁiﬁﬁﬂwm twe ekazaé, %o w rIg-
5T =t ; cie tym zostaje zacha-
S5 21258, wany kat jakichkolwiek

dwuch krzywych przeci-
najgcycl cip na pewisrzehni kuli, Na tej zasadzie raud
steresgralicony ma zsstesovenie v teorji funkeji, ker-
tografji i srystaieprafl}i, _
b/ Powisrzchris krzywekredlne drugiegs suopnx& dla
kbtére] plaszczyzna niewlasciwa jest sleczna, f,]. gto-.
ra] sredek jsst punktem zewnelranym, razywa sip hyper-
peieidem dwupawkekeﬁym Z kaidych trzech grednic aﬂizeu

zenych, & wige i 2 trzech esi, tylke 1adna Jest gisczng;

hypsrboleid dwupen @kcwy p;w;ad$~myxke fwa wierzche ki
rzeczywiste  Stoiek acympiolyesuy jsst Treczywisty, Kai
de przecigois powiervzchnl plasscrying jesd pecebns de
przecigcie stesz naympto uyczﬂesa ilg 8 BT} plaszczyxha,

7 . -
o S agt
&

jest zerasem priecigclem

!

.\;gif_-

=
T

zdys pierwsze z tych pv



atozke, ktory . prze-

chedzi przez przecie

i 2 cia hyperbeleidu-pla
T e T . szczyzng niewladciwa
5 5 ' P g
&%Q: SR N S i ktéry jest przesu-
N - //g b .
PR g i | nietym réwnelegle
\ N1 ,—’/ Th ; ) o
\\x i stozkiem asymptetycz
/s ; '
ﬁ( nym. Stad wynika, ge

‘plaszczyzne, kidra
' przecina stagek asym
I_ptotyezny wedlug ko~
la, przecina w ten
sam speséb i'hyperﬁo

loia dwupewlekswy

. - Peowisrzchnia ta po-

sisde zatem wozdle

4. punkty kokowe, kidre w v erhelojdzie chrotewym zé-

steng zjedneczone w dwuch joj wierzchedkach,

A}

¢/ Powierzohnia krzywekresdlna drugiego stopnmia,

dla kidrej plaszczyiﬁa niewladciwa jest styczng, nazywa

sig paraboleidem eliptycznym 2 trzech esi tylke jecdna
iest wiggciwg, Kazde prgeciécip parubelaidulciiptycznu—
40 jest. elipsg z wyjatkiem przescied §éwnalegkych de

31, kiorc =g parabelami, Parabeleid elipityczumy pesiadae
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'jeden wierzchelek, dwa
uktady przecieé kolewych’
i dwa punkty kelews, kté
re wyznaczy¢ mezna pebe-
bnies jak dla elipsoidu,
t,j.zapomecqg kuli podwdj.
nie stycznej, Szezegdlnym
przypadkiem parabeleidu ‘

eliptycznege jest para-

toleid obrotozl;'ktércgo
dwa punkty kelewse zjedne=

X ;.ﬁ?éh(

czone s8 w/;}erzcholku"

§ 214, Pewisrzchnie prestokredilne edpowiadajg uklaé

dem biegunowym III rodzaju, gdy piaszczyzna biegunowa
punktu.lezacoge wewngirz czweroscianu biegunewege prize-
cina 4 jego krawedzi, Jak widzielidmy w §208istnieja
wéwez as nietylke punkty i plaszczyeny,ale i preste sa-

mosprzezone, IwWane tworzgcemi powierzchni, Kazdy punkt

takiej prostej jest punktem pewierzchni . kazda plasz-
czyzna, praechodzaca przez takg prestga jest styczng do
powierzchni,6 2 poéréd‘innyéh progtych przestrzeni jedne
sgq styczne, inne zewngtrzne lgb sieézne, zaleznie od
tego, czy inwelucja ?iagunowa jest na nich parabeliczna

eliptyczna lub hyperboliczna, ¥ przeciwienstwie de pe-

!
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norhchni kraywokre slnycn przea pmdta. zewnolrzng nie
mezna popr@wa.dzm ptaszczyzny styczn&} rzecgywistej =
przez sieczna przechedzg dwie takie plaszezyzny, Wszyst
kielpunkty przestrzeni, nis lezgced na powierzchni, s§ .
wigledem niej zewnetrzne, t,j, z kasdege punktu mozina
opisaé na powierzchni rzeczywisty stezek drugiege ste-
pnia; wszystkie plaszczyzny, ktére nie sg styczne, sa .
sriéczno, t.j. kazda z nich przecina pewierzchnie we-
dlug steikewej rzeczywistej, |

- Niechaj _/orostm . @ bedzis twoerzgcs powierzchni
prostokredlnej, Wazystkie punkty te] prestej lezg na
pewiersehni, gdyz ich pleszcayzny biegunowe przechedzq
przez nie; wszystkie plaszczyzny przechodzace przez te
prosta s3 atyczne de powierzchni, gdyz 3ch bieguny lea
%8 w nich, Poprowadimy przez twerzges a jakgkelwiek
paszczyzne P . Przetnie ona pewierzechnip wedlug
s‘beékewej; poniewaz zad prosta <@ wchedzi w skZad tege
przecigcie, wiec owa stozkowg mogzd byé tylke dwie prze
cinajgce sie preste: jedua z nich jest presta < ,d:ru
£E niech@j bedzie presta - A przecinsjaca prests -
W pewr_ym. punkcie ey ktéry jest punktem zetnigcia
plaszcayzny P z pewierzchnig, Presta £ Jjost tworzs-
g powierzohni; gzdy piaszczyzna P obracaé sig bedzie
' dekels prescj a , twerzaca of opisywad tedzie powie-






rzchnip, przecinajgce twoerzgcs ¥ corazz Lo vovym punk.
cie fi retknigcie taj plaszczyzny z pewierzchnig, Po-
szczegdlne peiezenia tworzacej s Aoe s AT

sg wszystkls skodne ze soba, be gdyby dwie ktdirekelwiek

’cych prostych, np. o V4 ;, sie¢ przecinaly, te re
niewaz kazda z nich przecina prosig e , wige wasoyst-
kie .3 proste a , £ i A lezalyby w \:Za.szczy:'mie
, P : kiéra w ten sposdd pr':zccihalaby powierzchnie
drugiege stopnia wedlug 3 prostych, ce niemozliwe /by-
‘23by te bewien krzywe 3 rzedu/, Jezeli pias‘;zczyzne

P. vbrecac bedziemy d@kb?ﬁa prestej £ , te tworzg~
ca A opisywadé bedzie pewierzechnig, przscinajae two-
rzaca £ w ceraz te newym punkcie f,’e zetknigeis tej
- piaszczyzny z pewisrzchrig, peszczegélm polo |nis
twerzgcel] 4 : a , & , e ,... bods wzystkm s ko~
éne zo sobg, W ten speadh na powisrzchni prestekreslne
lezg dwa uktady twormcye‘x 'é 1 7 S /7'1 i I ;\ a , &

e WY Uy majaco te wlasnasc, ze kavuo dwie tiwrzsg.ce,'
‘naleigce de tege samego ukladu sa skeéne, a kazde dwie
twerzgce, nalezgce dc ukleddéw rdinych sig przecinaja,
tak, ze przez kaidy punki pewierzchni przechedszg i w
kazde] plaszcsyz’nie stycavej leza dwie f,worza.ce né—
lezgco de rdinych ukladde, ‘ |

.Nieeh bedq tray .prestic skogne. @ é i ¢ / kie-
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rownice/ i niechaj prosta, Kk /tworzgce/ por".ua-:;& sig w
' ten speséb, se w kezdem poloieniu przecinaﬁﬁszystkio 3
p{nﬁ a, & i ¢ /élizgajac sip pe nich/: powierz-
bhniﬁ'qpisana przesz tworzacq K bgdeie powierzchnig
proaiokreélna drugiego stopria, Jezeli ebisriemy 3 de-
wolne poleienia twerzacej £ : £, i me, o ktérych
wiemy.-zﬁ 83 skoéno.,i bedziemy peruszali tak prostg

a .hdby éna w kazdem polozeniu przucinala wszystkie
trzy preste £ . l i ., to tworzaca @ opisze te¢
samg powierzdhnig prostokreslng,

a/ Pewierzchria prostokreslna drugiego stopnia

nazyva sip hypéerboloidem jednepewlokewym, piaszczyzna

niswlafciva jost wzdedem niej slecimg /Rys, 402/, %
pesréd trzech drednic sprzezonych, a wiec i z po2xgd
trzech.osi. dwie «8 siecznemi; stozek asymnptelyczny
jest rzccqy?isty, kazda jege tworzgca jeét rivnelegia
do jednej z twerzgcych hyperbeloidu kazdege ukiadu,

Tak same, jak w powierszchniech krzywokreslnych istnie-
jg i tutaj dwa uklady preciel kolewych; pliszczyzny
prezecinejgce hy;crbaloid wedluz ko1, przecinajg jege
stozok asymptotyozny wedlug kol ap6téredkowych, Warysi-
kis 4 pumkty kolowe s3 ws2gkie urojene, albewiem sro-
dnics spyrzezena z dwiema wéajemnie préstopadlemi dredni

cami przecigeia kolewege, prizechodzgcego prizes srodek
. M |
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Powierzchni,nie brzeb~ga pow;erzchnl ¥ punktach razecazy-
' wistych, HQyperboloid Jednopowlokowy starie sig obroto-

~Y, jezeli oba klady przecigé kotowych zostang zjedno -
€zone, powierzchnia taka moie by¢ utworzora przez ob¥ét

Prostej @ dokola nie pr2901naJace3 jej osi o | a jej
’etOsunek aswmptotyczny powstanie przez obrét prostej:
Téwnoleglej do a i Przecinajacej o8 w spodku wspdlnej .
Prostopadiej do prostej a i osi o | . 4

b/ Powierzchnia ‘prostokreslns drugiego stopnia
Nazywa sie paraboloidem hyperbolicanym, jezeli prass- .
Cayzna niewlasciwa jest do niej stycznq /Rys _ 403/, Jak

kazda piaszciyzna stycana, ma wtedy plassozyzna niewla~
‘eiva dwie tworzace wspélne 3 powierzchnig, kazda 2z
innego ukiadu, Poniewa; wszystkie tworzace wludciwe I
UkYadu pra zecinajg tg z tych trorzaoych n1ewlasc1wych
kLorg nalezy do II ukladu, & wssystkie dworzace II ukza-
% przecinajg tg z nich, ktére nalesy do I ukladu, wiec
tworzgce kazdego ukiadu majg wspdlne ustavienie, Para-
.50101d hyperbollczny moze przeto byd utworzony przez
Tuch prootej é11zgagqcoj 8ig po trzech prostych réwrole-
%1ych do jednej plaszczyzny, wasystkie polozenia tej
:tworzaceg bedg réwnolegte do innej plaszezyzny,_z trzaeh

981 tylko jedna posostaje wlasciwg, Plaschyzny. prse—

Chodzgce przez te 08 w danych dvuch ustawionlach. 8§

SE0METRI A WYERESINA W63, . Arkusz 35-ty,
%
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zwyrodnia-

iym atoi-

kiem asymp-
A . ~ totycanym
te] powsdwz-
chri . Kazde
przecigcie
paraboloidu
hyperbolicz-
nego jest
hyperbols
z wyjatkiem
przecigd

réwnolegiych °

do osi, ‘kto-

re sg para-

bolsmi. Pa-
raboloid
hyperboliczny jest jedyna powierzchnig drugiego stop-
nia, ktéra nie posisada przecigé kolowych 1 ktéra nie
moze byé obrotowg,

§ 215. Powierzchnie drugiege stopnia zwyrodniale,

Uklad biegunowy prizestuzenny skredlilidmy zapomocy

czworosdcianu biegunowego A, A, A4, 1 piaszczyiny



biegunowej B punktu jakiegokolwick 45 =z tem zastrae-
Zeniem, ze punkt & nie lei

czygna B nie prazechodzi przes aww z wie rzcholkow

czworoScianu 44 A4,  Odrzudmy terasz te z\"trze/a-
nia, A

‘Przypudéémy najpierw, ge pluszczyuna biégﬁnowa B
punktu jakiegokolwiek 5 priechodzi przez jeden z
wierzcholkéw czworoscianu biegunowego, ip, przes <4,
uklady biegunows plaskie na dcianach zawierejgcych
wierzchotek <, beds zwyrodniasle, ma dcianie zaé 44,4,
ukYad biegunowy plaski moze byé elbe jednostajny, al-
bo niejednostajny, Piasmcinna biegunowa kazdego punk-
tu M przechodzi praez 4, , rnatomiast biegin kazde]
plaszczyzny.}f jest nieognacsony, meie to byé miano-
wicie dowolny punki pewnej prostej # , przechodzgce] .
przez 4, . W ten sposdh uklad bieguncwy przestrzerny
staje sig ukzadem biegunowym wisaki dokola punktu-4,
zaleinie od tege, czy ten ukiad Eadzia jednostajny lub
niejednostajny, powierzchnie tego ukiadu bedzie stoi-

kiem urojonym lub rzecazywistym = Gdy piass na I3

przechodzi przes dwa wierscholki caworoscianu bzegumo-
wego, 4, i A, , to jest pruez krawedi 4, .4, , steo-

ek ten zniekszielca sig do dmuch piugzecazyzn urocjonych

r ¥ #adnej ze scian, e plamz-

sprzeionych lub rapcaywisty oh pr"&CLL@ jacych sig we-,
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dtug krawpdzi 4,4,
Stozek urojony lub rzeczywisiy oruz dwie plasz-
czyzny urojone spragzone lub rzeczywiste stanowig po-

wierzchnig drugiego rzedu /bo kzzda prosta przebija

j& w dwuch punktach / 1 klazy EIRALD /be przez dowol-

ng prosts nie mozna wogdla do niej wyprowsdzid Zad-

nej ptaszczyzny stycznej/,

Przypusiémy nastgpnis, e biegun B jakiejkolwiek
danej piesszczyzny I3 leiy w jednej ze Scian cazworo-
fcianu biegunowego, np, w Scianie 4,4, 4, , Uklad
Licgunowy przestraenny staje si:z whedy ukiadem biegu-
nowym plaskim w tej dcianie, zaleiznie od tegn, cay ten

ukiad jest jednostajny lub niejednostajny, powierachnia

tej biegunowodci jest stoikowg urojong lub rzeczywistg .-
Gdy punkt B leiy na jednej z krawegdzi camorogcianu
bisgunowego, np, na —4,~4, , ta stoikowa znieksztalca

sie do dwoch punkidw urcjonych sprusionych lub rzecazy-

¥istych, lezgcyoh na tej krawedai,
Stozkowa urojona lub rzeczywists orau dwa punkty

urojone, spragione lub rzecaywisie =tanowig powiers-

canie dru§§cj klasy /bo przez kagdq prosug wodng do

niej przeprowadszié dwie plaszczysny stycznme/ i ragdu

zarowego / bo dana prosta wogdle jej nie przebija/,

ey vy,

4

Stresiczajac powyzsze, mozemy- Lodzielid popiera-
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‘chnie drugiego stopmia jak nastepuje:

I. DOWIERZCHNIE DRUGIEGO RZEDU I DRUGIEJ KLASY

Powierzchnie kraywokredlne,

SR ¢ I A

Pow%erzchnia /elipsoid/ urojona,
) Elipsoid rzecaywisty,

Hyperboloid dwupowlokowy
Paraboloid eliptycany.

Powisrzchnie prostokraeglne,

Byperboloid jednopowZokowy

6. Paraboloid hyperboliczny

II POWIERZCHNIE DRUGIEGO

RZEDU 1 KLASY ZERQWEJ

7. Shook, urojony

8., 2 ptaszézyany urojo-
ne sprigione,

9, Stozek rzeczywistiy,
10, Dwie pluszczyzuny rze-

czyviate

111, POWIERZCENIE DRUGIEJ

KLASY I RZEDY ZEROWEGO,

11, Stozkowa ufojona

.12, Dwa puhkty urojone

Spragzone,
13, Stoskowa razeczywisla

14, Dwa punkty razecaywiste
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KRZYWE I POWIZRZCHNIE W 0GOLNOSCI.

ROZDIIAL VI, KRIZYWE PLASKIE,

§ 218, Kraywa plaska jako miejsce i jako obwied-

m

nia, Przy badaniu ﬁtuzluwych rzeczywistych rozwazali-

smy te krazywe z dwojakiego stanowiska: albo jako miej-

306 geometryczne poruszajgeego sig wediug pewnego pra-
g ) . ¢

wa purnktu, ktdéry te kraywq opisuje, albo jako obwied-

_ﬁig poruszajgcsj sig wediug pewnsgo prawa proastej, kté-

ra te kraywg powidczy, Ta dvoistosé okredlenia tej sa-
¢ 3 ¥

mej krzywej nie ogranicza sig bynajmniej doc stozkowych

ale dotyczy WOgole wszystkich kraywych plaskich, Kazda

krzywa ptaska Jest szarazem miejscem i obwiednig,
Gdy ¥rzywa k uwazamy a mxe;age porusza;acego 319

punktu, to mozemy dle kazdego polozenia.tego punktu
/% pewnymi wyjatkami, o ktdérych zaraz bgdsie mowa/ o-

kresli¢ prostg przez ten punkt przechodsgeg i zwang

gtycang do krzyreJ k w tym punkcie,
Z posrdd poiozeh poruzzajjcego sig punktu obiers-

-

vy j2inc stake A /Rys, 404/ orasz drugie zmienne sk



4

'polac'zmy' AB=s

Gdy punkt 5 zblizac

sie bedzie do punktu
A poprzez punkly
B , B, By ...

kraywej, btak ze odci-

nek 425 maleé be-

dzie niseograniczenie,
ﬁyx%ﬂé | ~ to sieczne: s, =45,
Sz=d4.fa ',%adj%
i t. 4, bedg atanowily cigg promieni peku A . Prosta
£ . ktéra jest granicg ciagu tych siscsnych, gdy od-
cinek A5 daizy do sera, nazywa sig styczﬁq do krzywe
% w punkcie -4 , punkt A4 nasyva sie jej punktem

zetkniecia 2 krazywg,

Moge qie gsda~-
rzyé, e punkt45

?' A | opisujgcy krsywg
praejdaie przes
I, "~ ten sam punkd
| plaszcayany Ve

dwa lub wigcej’
%&: /05' : ) rasy /Rys 405/,

punkt taki nazy-
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wa sig punktem podwéjnym waglednie 2 -krotnym_  Wogdle

punkt ruchomy B* za piiarwssym razem nadejdzie do punk-

' tu J poprzes inne punkty nii za drugim razem, w. -punk-
cie podwdjnym mamy tedy wogdle dwie styczne, w punkoxe
7 -krotnym - atycznych, '

Cdy krzyws & uwazamy ze obnedme poruazajace;

eig prostej, to mozemy dla kazdego polozenia tej pro-
stej, 2 pewnymi wyjgtkami, o ktorych saraz bedzie mows
‘ ; "~ okresli¢ punki

na tej prostej

poiojen poru-

b ¢ 4 & pA lezecy i swan
//y punktem zetknie-
g j cia tej prostej
:g" 2 krazywg £
3; 2 posréd
h
=

szajgce] sie
1?7-:.405. | prostej obierz-
my jedno stalte <« /Rys, 406/ oraz drugzezguenre é i
Wy zneczmy punkt p*zeciema a b= S Gd; proa'ba

/A zbluac s8ig bedzie do prosteJ Q. poﬁr.bz polo.mma.

4 5, » @40 0y ,..., tak, ie k3t / a & / maleé bedzie

nisogranicienie, to punkty ,.S:'.s-a. e ., ,‘5; sa b
,S;"_g 4-63 oo Wit bedg stancwily cigy punkléw
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prostej @ , Punkt 7 ; ktéry jest grahicg ciggu tych
punktéw, gdy kat / a & / dazy do zera, nazywa sig

punkiew zetkniecia prostej a 2 krgywg k", prosta a.

nazywe sig stycang do krzywej w iym pﬁnkcie,
Moge sig zde-
rzyé ze pro-
s sta @ powlé-

v/
(’ T : ~ czgca krzywg
\\\kj///r przystanie
: - ~do te] samej
4€5n:.fé¢7i¥ ik prostej plasz-

ciyzny od dwe

lub wigcej rasy /Rys.407/, prosta taka nazyrs si¢ sty-
czng podwéjng, wiglgdnie 2 -krotng, Wogdle prosta ru-

choma & za pierwszym ragzem przystanie do_prpgtejftd“
po przejsciu innych polozed niz za drugim-rézeﬁ; na
stycinej podwijnej lezeé tedy bedg wogéle dwa punkty ..
zetknigcia, na stycsnej 7 -kiotnej: - 2 punktéw zet-
knigcia, y

Mozemy odted uwaiaé, ze krzywe £ powstaje jedno-
czesnie chu sposobami: jeko miejsce porusszajgcego sig
punkiu i Jako obwiednia stycznej w tym punkcie. Yyo-
brazmy sobie, ie punkt 7 porusza sig po prostej £ ,
. podczas gdy ta prosta obraca sig jednoczednie dokola
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punktu Z7 , W kazdem poloieniu punkiu 7. prosta 7
jest styczng do krazywej w iym punkcie; w ten sposdb,
gdy punkt 7 opisuje krzywg, prosta Z jednoczesnie

ja powidcay, :
Gdy np. tniemy papier nozycami, to punkt gpotka-

nia sig dwuch ostray nozyc, trzymanych w prawej rece,
posuwa sip wzdluz prostej, podczas gdy lewa reka nada-

je kartce papieru ruch obrotowy dokola tego punkiu,
Wychodzi to na to,

jak gdyby papier
byi nieruchomy, a
prosta przez no-
zyce wycinana o-
bracaia sig doko-
la tego punktu w
przeciwng strone.
Jezeli w pevw-
nym punkcie A
krzywej /Rys, 408/

ani ruch punktu

T po prostie] ¢ , ani obrét tej prostej dokola pUnN£s
tu 7 nie zmienia zwrotu, t.j. &dy punkt Z przecho-
dzi na prostej € z jednej strony punktu 4 na drugs

8 Jednoczesnie ta prosta przechodzi % jedne; atrony
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prostej & na drugg, to punkt A3 ¢ stycazna & nazywajg
sig punktem zwyczajnym i stycang zwyczajng krzywej, Ta~

kie sg np, wszystkie punkty Iuku, wycinanego nciycami
z papieru, jezeli w ciggu wycinania ruch nozyc nie zo-
stal zatrzymany, a kartka papieru byla obracana wciaz
v te samg strong, 7 okreélénia punktu zwyczajnego wy-
nika, ze punLty krzywej nieskoriczenis mu blisgkie, a
po obu jego stronach lezgce, znaJdujq si¢ po tej samej

stronie stycznej, strona ta nazywa sig strong wklesko-

$ci krzywej w punkcie 4

Jezeli punkt 77 przecnodz1 na proste] Z przoz
punkt J 2 jednej jego strony na drugg, podczas gdy
prosta f'zauruymuje sie w polozeniu z , aby natych-
miast zmienié zwrot obrotu na pr2001wny, to punkts7

jest punktem pxzeg1901a krzywej, & styczna T W tym

punkcis jest styczng przegigcia, Pray wycinaniu papie-

- ru nogycami otrzymamy teki punkt w chwili, gdy nie
przerywajgc prawg reka ruchu nozyc, zmienimy lewsg re-
kg nagle zwrot obrotu kartki papieru,

| Jest rzscza oczywista, ze punkty krzywej nieskof-
czenie bliskie punktﬁ prazegigcia, a po obu jego stro-
nach lezace, znajduja sie po przeciwnych stronach sty-
 czne3 przegziecia; styczna ta przechod21 zatem w punkcie

: -prvegiecla z ﬂeiuej strony krzywe; ne drugg.
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Jezeli prosta T nie przestaje w pewnym poloz'e-
niu # obraecaé sig w te samy wcigz sirong, podczas
gdy punkt 2 , dokola ktdérego jej obrét sigp odbywa,
zatrzyms sig w punkcie <%, , aby smienié zwrot swego
ruchﬁ na tej prostej, to prosta 4 nazywa sip siycansg
~swrotu, a punkt £, punktem zwrotu I rodsaju, Zapomo-

cg krajania papieru notyoaml trudniej taki punkt otray-.
maé, poniewai nozyce krajg w jedng tylko sirong; nale-
zaloby wigc, doszedisay do punktu i przerwa'wsﬁy
krajanie, wyko_'naé dodatkowo obroét papisru o 780 i
poc'zem, rozpoczawséy krajanie, ' obracac papier w te¢ sa-
m strong, co poprsednio, |

Wresscie moze 8i§ zdarzyé, ie w pewmr; chwili je-
‘dnocaesrie ulegaga, zatrzymaniu i doznaj§ znuany gwro-
tu saréwno ruch punkt.u 77 wadiluz prostej T, Jak i
obrét prostej Z dokola punktu 2 , Punkt %,

ktérym to nastegpuje, nasywa sip punktem zwrotu II rodsé

ju albo «ziobem, Dsidb krazywej jest prazeto 3ajednocao-
;1;;11 punktem przegigcia i puhkt'em swrotu I 'rodzaju,- A-
by ctrzymaé taki punkt na krzywej wycitf&ine j nozycumi
s papieru, naleialoby dosigglsay punktu &, , przer-
vaé krajanie, wykonaé obrét papieru o 789° , poczem,
rozpocsgwszy krajanie, obracaé papier w prieciwng '
atrong niz poprzednio, |
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Punkty i stycsne: podwéjne, wielokrotne, przegie-

cia i gwroty nazywamy punktami i siycznemi osobliwemi,

I samego okreslenia tych elemeniéw kraywej wynika, ze
pomigdzy punktemi i stycinemi osobliwemi istnieje wza-

Jemnoéé dwoista,

Wzajemnemi sg mianowicie: punkt podwdéjny i stycana
podwdjna, punkt przegiecia i styczna zwrotu, punkt zwro-
tu i styczna przegiecis, |

8§ 217, Kolo krsywigny, Poniewai kraywa k powsta-
je przez obrdét prostej ¢ dokola jej punktu 7", kté-

ry sieg na niej jednoczesnie porusza, wigc wszystkie
wlasnosci krzywej w poblizu danego jej punktu <4 za-
lezeé muszg wyigcsnie od ilorazu szybkosci tych dwuch
ruchéw ¥ chwili, gdy punkt Z7 przechodzi przes punkt
A , t.j. od krasywiany K w tym punkcie, Ujmiemy to
okreélenie nieco scislej,

Niech bedg na krzywej £ punkt swyczajny 4 i
punkt jekikolwiek -4, /Rys, 409/, Poprowadimy w tych
punktach styczne @ i ,, Diugoéé wyprostowanego luku
A4, osznacsamy przez < ; naturalng miarg kata /e, /
Oznacaamy pries g . Krzywisng - srednig kraywej £ .

migdzy punkbami A i A, nazywamy iloraz: oL L

K. = ¥;
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Gdy punkt 4. zbli-
zaé sie bedzie ku
punktowi <4, to
fuk & bedzie malal
nieograniczenie,
jednoczesdnie maled

bgdzie nieogranicse-

: nis kg3t ¢ , ktory
 Rys 408, jest funkcjg tuku
o S . Krgywizna rze-

czywiaty krazywej £
3 : : ¢ 4
w punkcie A nazyws sie granica ilorazu 3 , gdy o

dgzy do zera, czyli

;(= {%wm | _ffﬁ}? = Eél?’;
S=0

S L s

Nieskonfczenie malejacy Zuk s nazywamy elemen-

tem krzvwe ] £; zalezny od niegn, nieskonczenie malejg-
cy kat ch( migdzy stycznemi w kouncach elementu s

nazywany kgtem stycunosci, Liciowmy wiegc -powiedzied, Ze

krzywizng w punkcie A  krzywej nazywa sig iloraz kata

stycznosci przesz odpowiacdzjacy mu slement kraywe] w

punkcie -4 | W punkcie przegigcia J kat stycznosci
6[({—1 Gl wigc l_&rzywizna w tym punkcie ’(-‘ Qo

W punkcie zwrotu I rodzaju &L, &ls= g &
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Wéréd krzywych
ptaskich jest jedna,

a,
“L A ‘*x\\ ktérej krgywizna w
»3 % kazdym punkcie jest
<
A0%0 | stata: jest to koZo,

W samej rzeczy, niech
R //. bedzie koio d /Rys.
Cyss. #/0, 410/ promienia +° i
. nim dwa punkty -4
i 4, oraz stycznme @ i &, w tych punktach, ket migdzy
temi stycznemi katowi < migdzy promieniami
punkt éw A 5 A, dk AA, =5 = 7L ; | a wigc

krzywizna érednia
e e
r

== —— e for 2
al

-43 TS TS pelal

_ Gdy“'d} zblizaé sig bedzie nieograniézenie do A

i krzyvwizna drednia dgiy¢ bedzie do krzywizny rzeczywi-
.stej v punkcie 4, wartosé ;f -jako liczba stala nie
ﬁlegnie gmianie, tok, Ze krzywizna rzeczywista w p&nk-

=7

Krzywizna kol w kazdym jego punkcie . jest przeto

cie ..,f' 2

liczbg stalg i rowna sie odwrotnosci promienia koia,

 Przypusémy terez, ge mamy krzywg £ , ktorej krzy-
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wizng K w zwyczajnym Jej punkcie »4 ' obliczylidmy né
zasadzie jej roéwnania, bicrac pochodnq kata ¢ vwzgle-
dem fuku ¢ | Zamiast notowad otrzymang lxczbe &0
moglzbysmv zanotowaé jej odwrotnodéd, t .J. podaé pro-

mien kola tej samej krzywizny, czyli t, zw, promiex
e

krzywizny w punkcie .4

/.
/‘-‘ k—)

Jozeli koZo to wykreslimy w ten 3posdb, by jego
okrgg przechadzil przez punkt 4 by jegc styczna w
tym punkcie przystala do stycznej @ krzywej £ i by
~ punkiy meqkonczeme bhskze punatu < na ky zywe; £
i na kole £, lozuly po te_] samej stronie wspélnej stycz-
nej 4, to te dwie krzywe posiadad bedg we wspélnym
punkcie 4 wspdlng styczng a i wspolng kraywizng «
Aby wyznaczyé érodek 4 kola 4 wydawvmy w punkcie

A do stycznsj < prostopadlg, czyli % L2W normalng
krzywej £ w punkcie 4 i po stromie wklesZoéci od
punkiu A odmierzmy na tej normalnej promien Krzywi-
2ny = ;é . & olrzymane;zo w ten sposdb punkiu A
zakreslmy koo £, promieniemn ff,—c’-: H A , koo
to razywamy kolem krazywizny, jego érodek 4 - érod-

kiem krzywizny w punkcie A

0 kazdym kole, ktdre ma z krzywg £ wspdlny punkt
A i wapdlng w nim styczny 4, mozemy powiedzied,
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ze ma z tg krzm wspéine dwa punk'ty,' zjednoczone w
punkeie: 4 . Miejscem geometry‘cznem drodkéw tych kéz
Jest normalna n krzywe; 4 w punkcie 4 , wérdd tychl
ko1 jedno, mianowicie koio kraywlzny f , ma 2 krzyws
£ nadto wspélny krzywizng K i dzigki temu lepiej

od wszystkich innych przylega do Jrzywe] A w pobli-
zZu punntu s Koto £ ma zatem z krzy'l'a,. A wspélne
przynajmniej 3 punkty, zjednoczone w punkcxe A4

Stgd wynika nastgpujgce czysio geometryczne okreslen:.e
§rodke, promienia i koia krzywizny:

Pbprowadz’;my do krzywej £ w punkeie A styczng
a i ob;'-a.wszy na krzywej 3 i.nhy punkt jakikolwiek
'sz : poprowadzmy koo przechodzace przez punkty..d
i 4, oraz styczne do 4 , Zblizajmy teraz punktd
do punktu 4 i.w kaidym polozeniu punktu 4, wyznaczaj-
my kola przecliodzgce przez A i A, i styczne do @
Srodki tych két 4 ‘X", A7, .. leiaé bedg oczywi-
écie na normalnej % , Srodkiem krzywizny krzywej A w
Jej punkcie < naszywa sig punkt A normalnej % ,

V4 74

ktéry jest granicg ciggu punktéw v REIEY Rl Al £
gdy odcinek 44, daiy do zera,

Gdy dwie krzywe ik mejg £ , J 4 I ... 1
wogdle nieparzysta ilosé punktéw wepélnych, to punkt
opisujacy jedng z tych krzywych po przejéciu przes

GEOMETRIA WYERESLNA A8 63, Arkusz 36-ty.



wszystkie punkty
wspélne musi wy-
dostaé sis nu dru-
ga strong drugie]
krzywej, PoniewsaZ
LoXo krzywizry ma
z krazywg przyne]-

mniej trzy punkty

zjednoczone wspél-
ne, wiec bedzie ono
wogdle przechodzic w parlcie Az jednej strony krazy-
we) kK na druga /Bys.411/, podobrie jak styczna W punk-
cie.przegiecia przechodzi & jedune] strony krzywej na
aragg /Rys 408/, | : ,

Gy dwie kraywe A i X maja & P/ SO P |
VOgéle parzystyg ilesd punktow wapdlayeh, to punkt opi-
zujacy jedng 2 tych krzywych po przejfciu przes wezysb”
kie punkiy wepélne rusi gozozstaé po tej éamej stronie
drugie] krzywe]. 0tz ne krzywel mosg sig zdarzy¢ ta-
kie punkty zwyczajne w , ze kole krzywizny, wWyznecso”
ne, jak zawsze, przex punkt H'i ana puckty nieskonicze’
nie mu bliskie A, i A, /Rys. 412/ przecina ja jeszcz@
w iednym punkcie nieskoiczenis bliskim Jij,qunkty,

posiadujgce tg wlesncdd, nazywajg sie wiersachoXkami
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krzywej,
Poniewasz pro-
k L mied krzywizny jest
i~
,_,~4‘ P S odwrotnoscig krazy-
Pl ™Y ¥ b | :
// /// wizry, zatem w punk-
// Vi cie przegigcia pro-
S £ ey
N - 73 nied krzywizny
"\ / { e a 3 - 3
Bﬁ§%~“ ’i“.\\%hK J jest nleskogczenle
A A, WAAN A “wielki, koo krzy-
e s wizny znieksztal-
')"S- 4/’{10

. ca sig do proste]
& mianowicie do stycznej przegiecia; w punkcie zwrotu
I rodzaju krzywizna jest nieskonczona, promien kray-
wizny réiny wigc jest zeru; kolo krzywizny wyrodnieje
do punktu, a‘mianpwicie dé punktu zwrotu,

§ 218, Ewoluta i ewolwenta, Gdy punst Z° opisuje

krzywg k’, to grodek krzywizry opisuje inng krayws

zwang odwijéjacq albo ewolutg krzywej X . Nawzajem,

krzywe & nazywa sig odwinigts albo ewolwenby krzyweg
i . Emoluta jest miejscem geometrycznym érodkdw

krzywxznyaewolwenty, W punktach zwrotu ewoluta dotyka
ewolwenty, punkty ewoluty, ktdre odpowiadajg punktonm

przegxgcxa ewolwenty, leig w nieskondczonosci,
Ewolute krzywej £ moze byé jednak inaczej jeszcze
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okredlona. W punkcie 4 krzywej'/ﬂ}*sﬂll?:/ poprowadi-
my normelng Z , t.j. prostopadlg do styczne] & . Na
tej normalnej 7 lezeé bedzie grodek kraywizny A od-
powiadajacy punktowi A4  Wesmy inny jeszcze punkt
krzywe j ‘4: i poprowadimy w nim norhla.lnq, 7, ; srodek
krzyvizny KA, odpowiadajgcy punktowi -%, lezy na %, .
Oznaczywszy
punkt przecigcia
normalnych 7 i7%,
przes V) zblizaj-
my punkt A, nie-

ograniczenie do

punktu A ; éro-

Ry':. 4/\’

malnej 7% , zhlizaé sig bedzie rigcgraniczenie do Srodké

A leizgcego na » , Dzigki temu punkt'g rownies

zblizaé sig musi do A , tak ze granicg punktu & ,

dek krzywizny v

lezgc weigi na nors

|.
[
"r
i
|

gdy 4, zbliza sig nieograniczenie do 4 , jest érodek

krzywizny A  krzywe] k w puxkcie A | Gdy teraz punkﬁ

A  opisywaé bedzie krzywa R, to normalna % w tym
4

purlicie powldczyé bedzie krzywe k , ktdra jest miej-

scem geometryczrem frodkéw krzvwizny, czyli evolutg

krzywe ] £ _ BEwoluta jest obwiednis normilnyelh ewol-




Pochodzenie nazw: ewoluta = odwijajaca i ewolwen-
ta = odwinigta tiomaczy nastepujaée rozwigzarie: .

Wesmy na krzywej % /Rys: 414/ dowolng ilos¢ punk-
tow, ktére ozmsczmy w kolei ich nastepstwa d, , A, .
Ay, 4, ... Jeieli odleglosei kazdych dwuch punk-
téw sgsiednich maleé bedg nieograniczenie, to kezdy z
kéw A4, , 4.4, A 4,4, ,...moina bedzie uwasas
‘za odcinek prostej, albo za Iuk kola przechodzgcego
przez dwa koxnce kazdego tuku krzywej i jeszcze jeder
punkt nastepny, popeiniajac przytem b213d nieskonczenie
maly rzedu wyzszego niz piérwszy, W érodkﬁ odcinka
4,4, v-.-'yst_awmy do niego prostopadlsg ﬁ', w érodku od-
cinka £ wystawmy do tego odcinka prostopadis %,
i t. d, Prostopadle 2, , 2 ., % ,...przetng kazdg na-
stgpng w punktach e i ]Q ; ]f; , ... Otrzymamy v ten
gposdb linje amang, ktérej wierzchndikemi bedg te punk-

ty, a bokami proste 2, , 7, , £ Iamana ta zbli-

s 2eead
zaé sie beGzie Go pewne]j kraywe] k', gdy tamana
-4,444113A.).,,. zblizaé sie bedzie do krzywej £ . 0d-
cinki <4 4, , 44‘-43 , 4,4, .. .stewal sig bedsa cle-
mentami kroywe] »6 , prostopadie 7, -, % , Zy oy je]
norinalnerhi, o garagem styczremi krzywej £ @ Gramica

wige linji Jamanaj KK H A, o bgdzie éwolota.’ kr.zyvge y k.
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dopdki jej koniec mie prazystanie do puhktu -4, . Koniec
nici opisze uk kola o srodku e przmchn 43C0g0 przez
punkty 4, , 4, i 4, koio to Stdnle sio kolom krzy-
wizny w punkcie 4: , gdy te trazy punktj zblizaé sie
bedg do siebie nieograniczenie, Nieskordczenie maly Ziuk
‘togo kola migdzy punktami £, i g{, nie.bedzie wiedy
- résnil sig od Iuku krzywej migdzy temi punxtami, Odwi-
jajac dalej nié tak, aby jej koniec brzéniésl sig 2
punktu «4; do punktu Ay, nykreéiimy znowu fuk kola
o drodku Zls, ktére przechodzi przez punkty -, , A4
i A, i ktére stanie sig koiem krzywizny W punkdieldb
gdy te trzy punkty zblizg sig do siebie nieogranicze-
nie; dzigki temu Zuk tego koia mlvdzy punktami A, i
4, nie bgdzio sig W grenicy réznii od Tuku kpzyweJ

A . Postgpujge dalej w ten gposéb, przekonamy sie,
.ze mi¢jsce érodkéw krzywizny X, lub.co to samo, ot~
wiednia normalnych % daneJ krzywe j R, jest krzywg
majgca lg wlasnosc, ze ni¢ na niy naw1nleta. w jednym
jeld punkc1e umocowana. drugim swym koricem op1salaby
krazywg £, gdyby tern koniec m poczgtkowym swym poloze-
niuw przystaz do Jecnego z jej panktow, PRCls:

Kazdy bok linji Xamane] _k]( /f']f',,_ riwna

sig oczywifcie roznicy promieni k61, ktorych érodkami

sg kofice tego hoku, Ognaczywsazy te promienie odpowied-

LYl g fm‘v
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niv literami 4 , s veeo. ’m , many:
ﬁsz__’, 4 Ralivg -

ALK s

5
LK, = 7 -%;

T 3

-,

K &, = 1 - Wrws) 5
Dodajac te rdéwnosci stronami, dtriymamy
Xanieha ¢
Ky Bl 4 -Res By tysrnt gyt By
czyli: obwdd linji Zumane] AN KKk .. Hy=ris-
nicy promieni kdéX, ktérych érodki sg koncami tej Ziama-
nej. Przechodzgc do granicy, mamy twierdzenie:

Diugosé tuku ewoluty rdéwna sig réznicy promieni

krzywizny ewolwenty w punktach odpowiadajgcych koncom

tego tuku,

Stad wynika mozliwosé rekty-fikacji tukéw tych krzy
wych, dla ktérych ewolwenty umiemy wyznaczaé promienie
krzywizny, Zrobimy z tego uzytek dla cykloidy,

Na zasadzie powyiszego twierdzenia mozliwg jest
inna jeszcze interpretacja ewolwenty; Zostanie ona
mianowicie opisana przez punkt -# prostej A toczace]j
sig bez posdlizgu po krzywej R . Erolwente naleiy zatem
do krzywych, ktdre opisuje punkt sziywno zwigzany z
krzywy toczgcg sig Bez poslizgu po innej krzywe]j sta-
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tej. 0 krzywych tych, zwanych ruletami, bedzie mowa W
. § 220,

Kazda krzywe posiade nieskoniczenie wiele ewolwent
kazdy bowiem punki styczne] powXéczgce] U krzywg 0pi-
suje ewolwente, Wezystkie te ewolwenty posiadaja wspdl-
ne normalne, ktérych odeinki zawarte miedzy dwiema gwol-
wentami sg rowne, Krzywe posiadajgce ¢ v tasnosé nazywa-

my réwnolemiymi,

§ 219, Evolwenta kola, % rozwazan powyzszych wyni-

ke, ze dla wykreslenia ewolwently dunej krzywe] trzeba
umieé wyprostowac dowolny jej tuk, Zadanie 10 mozna
wogdle rozwigzaé¢ lylko w przybliﬁeniu, Jozeli mamy np,
| wyzneczy¢ dtugosd wyprostoivanego tuku A8 krzywej
danej £ /Rys 415/, to obieramy na nim pewng ilogé punk-
tow £ , 2 ., 4, 4 ,... i nastgpnie na prostej @
od punktu A’ oamierzamy cigeiwg 44 do punktu £’
od punktu 4’ cigeiwg 24 do punktu 271 t.d, W ten
gposdb zasbepujemy Iuki AR R - AN
cigciwami te] same] nazwy, oczywista, zZe diugosé Zuku
A48 Ybedzie wyznaczona tom dokiadniej im mniej wig-
cej punktow posrednich wezmiemy pomigdzy punkiami 4
i B _ Wykreslenie bedzie latwiejsze, gdy punkty Z ,
2 , 3 ... bedy tak obrene nus Lrzywej, ze wszystkie

ciecivy 44 ., SRy - Ut R 2z wyjabkiem moze



nstatniej /88
beda rowne,

| Gdy krzywa
ktérg mamy wypro-
stowaé jest ko~

g s ' Y s
%:--&-4-1444-44-4—:—4—\#- to lub jego

RS MG PR G sy 1 18N NS e R &4 p
&'9reow # Cczgs8C wymierna,

@fs 415 | | wtedy najlepiej

zastosowad spo-
séb Kochanskie-

g0, ktory ma t3; osobliwosé, ze daje sig wykreslid jed-

nyn otwarciem cyrkla, W koncu -4 grednicy A3 /Rys,
ALY, kreslimy styczng do kola, Poprowadziwszy promieri
pod katem J0° 4o érednicy 458 odmierzamy od
punktu ¢ w kidrym ten promien przecina styczng od-
cinex (D =3r; . Odcinek B.J » jak tatwo obli-
' czyé = J, /4/f3’={hz dokiadnoscig do ¢ ggwoZ
Przy wyprostoweniu okregu o “srednicy 7% btgd jest
mniejszy od &/ % a wiec jest znacznie .mniejszy niz
bigdy khéry dzieki niedoktadnosci narzedzi kredlarskich
popeiniamy np,przy wyznaczaniu punktu przecig€ia dwuch
prostych, La
Wykreslmy np, ewolwsnte kola; Hiech bedzie koo
. /Rys, 417/, poprowadémy do mniego styczng w punk-



- 569 -

cie 67 i
od tego
punktu od--
mierz&y_na
niej diu-
gosé okre-
gu, wyzna-
czona np,
sposoben
Kochanskie-
go. Podziel-

my nastepnie
okrag kola

A oras wyprostowang jego diugodé « na jednekowsg i-
lo8é réwnych cszgéci, np, na 72 ;w punktach 7 , 4 .,

3
nek 2 4 [=01 t.J. 75 wyprostowanego okregu; punkt

... 41 . Na stycznej w punkcie Z odmiersmy odci-

i b@lee punktem ewolwenty kola, a kolo o érodku Z

i promieniu 4.7 bedzie kolem krzywizny te] ewolwens
ty w punkcie';z- ; podobniez ne stycznej w punkcie #
odmierzamy odcinek £/7- ga A ;% wyprostowa-
nego okregu; punkt Z a7 bedzie znowu punktem ewolwentys
kolo o drodku # i pro'nlemu ‘3// odzie kolem je

krzywizny w punkcie 37 4 Postegu*nc % ten sposdh, doj-
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B ~

dziemy do punktu Z/7 , poczen dla v:yznac_zenia.da.lszych
purnktéw wystarczy na.normalnych /.-7 g 4_{7 : ‘.}jz
odmierzaé diugoéé @ wyprostowanego okregu. |

Ewolwente kola sklada sie wlasciwie 2z dwuch gale-
zi symetrycznych wzgledem grednicy d;/f /druge 2z ty&ch
galeui wykroglona jest linja,przerywan&/,' tak ze krazy-
wa ta posiada jeden punkt zwrotu J i nieskonczenie
wiele punktéw podwdjnych a7 o —/]z : 4,,,,,1'eiﬂ.acych
na osi symetrji po obu stronach srcdka A , Godzi sig
zauwasyé, %e praesz obrét ewolwenty kola dokola srodka

A otrzymujemy ewoliwentg rowng i réwnolegls; ocdlegio-
écig tych dwuch krzywych jes£ mianowicie wyprostowany
vuk kotad . odpowiadajacy katowi obrotu, Jest to
wlasnosd wyrézniajgca ewolwent koka od wazystkich in-
nych krazywych plaskich, '

§ 220, Rulety. Niech beds w plaszcazyénie rysunku
dwie 1inje tamane . z=~/-43€l-ﬂ"“' i z,=~’5':5/d{ﬂ/""
6 odpowiednio réwnych bokach, tak so- A48=4 Bian

Be-8¢ . €9 = €0 ..../Rys 418/, Niechaj dva
odpowiednie boki tych yamanych, np, B¢ i B% veda

E 2’ 2 . / » : :
zjednoczone; proypuscmy nedto, Ze z lameng L’ zwigzany

/
jest sztywno punki jukikolwiek -/f{ . Obréémy lamang 4
vraz 2 'punkt.emﬂ dokola (= 2’ o xat Jer= 4

: /
tak, zeby Lok C/Z . przystal do C/j ; punkt H



B

obroci sig dokoia
C réwniez o
kgt f i zajuie

A poiozenie punktu |

‘ g’/o : -’Zg‘. ] Nastepnine :
obroémy amang €

N, ' ‘ Wragz 2 'punktem/’l—
¢ dokots J=47

0 kgt 5:/..’747= Jv
bak, zeby bok 4 &/
przystal do J&
punki M Zwigzany sztywno z tamang Zlobréci sig doko-
ta J o kat J¥ i zajmie polczenie l’f . Gdy postepo-
waé bedziemy w ten sposdéb dalej, toczagc Yamang i po
¢ bez poslizgu, punkf- /4 bedzie zakreslal Tuki kéi,
ktérych srodki bedg sig przenosié od wiericholka do
wierzchotks lama.nej l =S katy srodkowe bedg za kal.zl-
dym rasem sumg katdéw speiniajgcych odpowiednie 'kqty obu
tamanych, AN RN | | ‘
Niech bedg w Plaszcayinie rysunku dwie kizywe /{" i
él/Rys,'419/, z ktdrych pierwsza jest stala, a druga
ruchoma, i niechaj w pewnej chwili krzywe te beda stycaz-
ne w punkcie 4 i przypusémy znowu, Ze 2z krzywg rucho-

ng £ zwigzany jest sstywno punkt jakikolwiek /7 . |



Wpiszmy w kazds
z tych krazywych
pocaawszy od wspélé
: :—?{-ct‘r‘{-{&; nego ich punktu
) A | Yemang o
bokach rownych;

przytem wspélng

diugosé bokdw mo-
zemy cbrac¢ dowol-
4/9 " nie malg., Im
mniejsza bgdzie
te dlugoéé, tem
. ~ bards iej lamane
2 i ' vlizaé sie beds do krzywych £ i £7 Gay 3
Yemanemi € i ¢° postepowaé bedziemy tak jak poprzed-
nio, %9 pw"kt M zoxredlad bedzie tuki koZ, ktorych
érodki bedy w kazdorazowym punkecie wspdlnym Xamanych
l i 5 . Gdy dlugosm bokov maleé bedg meogramcze-
nie i lamane ¢ i (' zhlizaé sie bedg do krzywych £ 3
fl, to droga oplsa.na. przesz punkb M znlizaé sig be-
dzie do pewnej krzywej € , albowiem punkiy W AR J{ RZ).
-M:.. S st’;/na, gig nieskodczenie bli_skie; Héwimy wtedy
se krzywa £ °, gwana tworzgcs, toczy sie bes poslizgu-

PO krzywe_j £ , zwonej kierownicy, 2 okreslema krzywej




tworzgcej wynika, ze dlugosci ukdw pomigday punktem
zetknigcia krzywej iworzacej z kierownicg a punktami
tych krzywych, ktére do siebie niegdys przystawaiy lub
z czasem przystawaé bedg, muszg by¢ rdwne, Krzywa opi-
.;sana przez punkt M , sztywno zwigzany z krzywg two-
re§C8, naszywa sie ruletg '

NJ.eskonczenle mate odcinki 4 _/V,/I/ -/y-/y'
mozemy uwazaé za elementy krazywej, wyznaczajace kierun-
ki stycznych do rulety w punktach H U . 4
Progtopadla wystawiona do odcinka Z%O@ﬁ v jego Srodku
przechodzi przez punkt ¢ : i gdy punkt 192 zblizad sig
bedzie nieograniczenie do punktu AL prostopadia ta '
stanie sig normalng do rulety w punkcie M

Stad twierdzenie: Normelna do rulety prazc cchodzi przes

kazdorazowy punkt zetknigcia kraywej tworzgcej z kiero-

wnicg,
§ 221, Cykloidy. Wspomnielismy poprzednio /5§ 218/

76 kaZda:krzywa ptaska moze byé uwazana za ruleté, dla
lktérej krzywg tworzgcg jeét prosta, & kierownicg - ewo-
luta danej krzywej, Czgsto jednak dogodniej bedzie za
krazywg twofzaea wzigé inng krzywg, np, kolo,
Szcazegdlnie waznemi sg rulety, opisane przez punkb
zwigzany sztywno z koiem toczgcym sig po prOStej; Krzy-

we w ten sposdéb powstale nazywauy ogélnie cykloidami,
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jezeli przytem- ~punktem opisujgcym jest punkt naleig-

cy do. okregu kola tworzgcego, uykloma, jest zwyczajna,

gdy jest nim punkt zewnetrzny tego kola, many cvklo:.-

de skurczong; punkt wewnetrz’xy k_o¢a. twor zacego opisu-

je cykloide wyc;a,gnieta ‘ |
Wykredlmy naJpnrw cykloidg zwyczajng i zbadajmy

jej wiasnosci, Niech bedzie koio £ , Kuire toczy sig
.p proste] Jo /Rys, 420/; mamy wykreshu krzywg 0p1s ing
przez punkt nalesgcy do okregu kole £ . W ciggu jed-
nego obrotu kota punkt M raz i tylko raz bedzis puiriz

1

tem zetknigcia kola tworigcego £. 3 }.wrormca .

Ten punkt M obierzmy za poczaltek cykloidy, Po jednym

obrocie punkt opisujgcy znowu stanie sig punktem zeb-

knzecu.ﬂ : odleglosc -/I/-M , na zasadzm. okretle-

. nia rulety, roéwna sig dlugogci okregu kola £ . Po
ugim zupeinym obrocie kola punkt opisujacy Znowu

gtanie sig pua ktem zetinigcia M5y 4, przyte'n

ksztalt krzywej pomiedzy dwoma sesxe’lnl“‘i punktami
zetkmocia bedzie taki sam, W ten sposdb cyklroida jest

krzywg perjodyczng, gtozong 2z n1eskonczonej 110501 rév-
nych zwojoéw, Wystarcey z'a_.tem wykreshc g Z‘“a.da.c jeden
taki anoj MA*. | |
Wykresliwszy kolo A stycznu W punkcie A o
prostej A ., odmierzmy odcinek AHY*  réuny dxugosci

LEOMETRT A WYKRESLNA N263. Arkusz 37-my;
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Ry

Zmigne poiozenia punktu M, gdy kolo £ toczy
sig po prostej & od punkiu 0 do punktu 7 , zawdzie-

czamy dwom jednoczesnym ruchom: obrotowi punktu M
dokola érocka 4 o kat 3'/—7 1 przesunigciu oalego-kdla
a wige i punktu- M o odcinek 97 . Aby wigc wyzna-
czy¢é polozenie punktu /4 po 6—‘1 catego obrotu, moze-
my najpierw obrocic punkt M Jokola nieruchomegzo Srod-
ke 4 o ka,f jJ , przez co punzt # dostanie sie do

punktu 7 , potem zas przesungé punkt Z roéwnolegle do

A o odcinek 74 = 07 = i-{E, Polgczmy Mz i
/X, , pankt 4, jest wierzcholkiem réwnolegioboku,
gbudowanego na odcinkach 27 i 27 ; wysnaczymy

go wigc majprosciej, wyprowadzajé,o z punktu 4 odei-
nek /M, réwny i réwnolegly odcinkowi &7 | Po-
dobnies aby wyznaczyé punkt A, ; w ktérym punkt opi-
sujgey znajdzie sig po 6' obrotu, zbudujemy réwnole-
giobok na odcinkach 04 i 97 , t §, 5 punktu
/  wyprowadzimy odcinek réwny i rownolegky odcinko-

wi 97 . Punkt _/y:, znajdziemy, wyprowadza.jac 2 'punk-
tu /// odcinek ///Mjf‘ ?3s i@,

Wy kreslm_/ styczne w tak: otrzymanych punktachﬂ

ﬂ /2/ .V tym celu zauwazmy, ie na zasadzie b-
golnego. WSavS'lelch rulet dotyczicego twierdzenia /3%

220/ normslne. do cykloidy w tych punktach przechodzic



.. muszg przez Kaszdorazowe punkiy zetknigcia kota £
prostg /b ., bedg to wigc prostie MO | /V,_f : _/%_57—,
JQG“é? . _; styczne zag, jako proste do nich prosto-
padle bedg prostymi A e, AL A /%*741 TR
Wykredlmy teraz koic ,éfﬁ rowne koku K i styczne
do niego oraz do kierownicy 4 w tym '...amym punkcie &5
réwnolegle do A poprowadimy styczng M "do kola ‘fli
zaldzmy, ze koo to toczy sie po proste] /@ ", jezeli
punktem opisujgcym begﬁ.e punkt H=M , Lo krzywa
przezel’ opisana bedzie cykloidg € " réwng, cvkloidzie ¢
i przecunigig © qr W kisruoku prOSLej /2 10 A7

v kicrunku doc niej prostopadlym, lowiedziemy, e cvklo-

1 , - i - -
ida ‘¢ jest ewolutag cykloidye
’ A : A b
Gdy koo £°0bréci sie 0o g calego obrota, to

- . ey o g T~ L )

punkt opisujgey zakresli zuk A K, cyklioidy ¢’ , punkt
M, otrzywa =, jak po

punkt A dokola nis sruchomege 4yodks A7 8 tkat T .

yorzednio, obracajac nrajplerw

przes co punkd A dounbanic sig do punkia Z , potem
zaé przecsuwajac punkt # rdmoleple do ¢ 1 odeinek
/, #Jf’ e -.v-l

j"ﬁ; 5 OT’: "7= —é_;‘." i Prosua "/11_1

do cykloidy ¢  w punxcie 4%, , proghopadia zas do nie]
prosta [£~/ Je

wos ML i LA
V7l

rej érodkiem jesh punkt £ ., £ wige normoing VA4

e ~
igst normalng

est styczng do tej kraoywej,
7

1 ; - B Gy S 4
stancris jedny proaslg, kto-


http://ro.5mol.ft
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do cykloidy ¢ jest zafa.zam styczng do cykloidy o’
te ostatnia ¥rzywa jest przeto obwiednig normalnych
do pierwszej, cuzyli jej awoluty,
Abhy wige wyznuczyd érodek krzywizny A, w punkcie
4, crkloidy ¢ , wystarczy na normalnej A7 od
punkiu __7 odmierzyéd _7./1(, A Proniier’x Xrzywizny

cykloidy rdéwna siz podwojonej normalnej,

Dzigki tej wlasnosci cykloidy bardzo maks ilosé
punktéw wystercza do dokladnego jej wyznaczenie. Zau-
wazmny, e punkt 4 jest punkiem zwrotu cykloidy ¢ .,
, punkt 47

Je«t wierzohokkiem cvkloidy, w samej raeczy koto krzy-

g4y a promien krzywiany W tym punkcie .-;- d

wizny dla tego punkiu leiy 2z obu jego stron po tej sa-
mej stronie krzywej, gdyz prosta A, X, jest osia sy-
metrji cvkloidy.

Na zasadzie dowicdziomego w § ~18 trierdzenia
dXuso$¢ ruku ewoluty rowna sig réznicy promieni krzy-
wzzny ewolwenty w punktaciy odpoviadajgcych koricom tego

Tuku, Stad wymk.-.ﬂ-.;, e NP, Iuk 'z(ﬂ' odcmkom ./Yﬁ'-
= A A AL . kuk cv hloldf, mierzony od jej. wierz-

cholka — podwojonej cigciwie oioomadajacego mu - uku

kola tworzgcego. W szczegdlnosci luk AL _—_-f(‘;./g = 4r
stad ymiosek: | |

Dlugoéé jedne{-)o Z'."Oju PO TS R ! S g
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cztery razy wigksza od sSrednicy kola tworzgcego —

W taki sam sposdb,
WY Znac 2 anmy puﬁkty ora2 stvczne do
lub vyciggnietej, Ni

J

N , sztywno z kolem tworazgcym

, a punktem opisujscym krazywg

niego

wornetrzny /eykloida wyclggnista Rys. 422/,

jak dla cykloid;

zevnetrzny /cykloids skurczona,Rvs

~
-(‘
~{
et
'J

»

nej.,
oyk4oiay skurczonej

ech koto £ toczy sig po prostej

niech bedzie punkt

“wigzany i wzgledem

L4217/ lub

Przypuscémy

<

ze w chwili rozpoczgcia ruchu punks M leZy na pro-

mieniu stycznogei -4J Géy koo
jeden, to jege drodek prazssunie sig

£

gos¢ okregu kola

i punkt opisujgey znajdai

L4 - -
obruci sie rez

Q hj,ruﬁtom;ug d 2u-

%}e

e

-
rS

wtedy znowu na promieniu stycznosci, przesungwssy sie

réwnolegle do kierownicy A o od

-

adal z

G TU W

Krzyws begdzie sig zabtem ski

1 a

o u\'f‘. i En .’

M dostaje sie do

idy, np. do M, dnigki dwiém jed
; . ! B R 2o
obrolowi na kole »2 o luk F %

cin

VA 4

oxolwiek -

OCLES

kM 00 =R

nisskonczenis wielu

réwnych zwojdw, z ktdrych jeden wykredlinmy

. Poprowadimy ze sSrodks 4 k3.0 7t 0 promieniu
‘]€=’14/y i podzielmy kolo ¢ orasw jy“ORtOi“ny

okrgg kola o v.]. cdeinck ﬁ€7x ne Jelnakowsq iledg

réwnych czpéci, np, ne /4 w pusliacu 4, Z , 2
ST W S i R S A e T Punkt

& I.J.l-‘ "JP‘ \)

punktu cyklo-

- » 1 L)
nym aryry ruchom®

ﬂ',.
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go kola o odcinek &7 | by wyznuczyé punkt 4 mo-
zemy zatem obrdcié najpierw punkt 4 dokola nierucho-
mez0 Srodka A 0 kab g— , przez co dostanie s*ie on

do punktu Z , potem zad przesungé pumct Z o odcinek

r Ao -
M, =0 = Z’JZ . Réinica z cvykloida zwyczajng polega

jedynie na tem, 2ze przesuniecie o kierunku pr".»o-

4
stej [ nie jest teraz rowne wyprostowsnemu lukowi

_.?2 opisanemu przez ten punkt na kolezz ; jest
ono mniejsze dla cykloidy skurczonej, wigksze dla wy-
ciagnietej, Prowadzgc tedy przez purkiy gL 7

{_77 ,...cdcinki rdéwne i réwnolegte cigecivom 7 ,

o2 , 43 ,,.., otraymamy punkty #, |, 4, ,;/!/., ,
cykloidy skurczonej lub wyciggnigtej, Podobnie jak po-'
przedrio, pfOStOdele do normalnych 4%, , 7 4,
///./!/ » ... ¥ punktach = AR e »...bedg stycz-
nemi, Ewoluta cykloidy skurczoncg lub wyciggnigtej nie
igat by na..]mmej cykloidg; wyaznaczenie srodkdw krzywizny
by toby tutaj znacznie trudniejsze, Obie cykloxdy po- -
siad:cia Wl-;“?C"lOlkl v punktach /y V. /. & u_a,'
Cykloids skurczonc_ posiada pozatem punkty podwoipe 2,
_ﬁx 1'9zace ne promieniach A , A¥o¢* |,

cyklo1da nf:,'clq,pmgta. pos:.ada natomlast punkty 1:»rzeg‘rL g-

cia, o czem si¢ Xatwo przskonad zwazywszy, iz normalna

dw:. vazr v.« czagie jednego obrotu kola tworzqcego zm19~
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nia zvrol srojeso obrotu, wied: rianowicie, gdy rowno-
legla do niej 2 punkéu d wyprowcdzona sleaje sig sty-
czna do kota 7  Tyleiz wigc razy smieni¢ sig musi
gwrot obrotu stycenej, cé za kaidym razen spowoduje
powstenie punktu przegigcia /8 216/ . .

§ 222 EBpicykloidy i hypoeykloidy. Gdy koto £

toczy siy po stalym kole 4 , to punkt zwigzany sztywno

z kolem ruchomem oplsuge epicykloide lub hypoch101de,

zeloznic od tego, cazy kola £ i £ sg styczne zownetrz-
nie lub wew 1gtxzn10, kezda 2z iych krzywych moze byé

gwyczajna, skurczong lub wycige niety zaleinie od tego

czy punkt opisujacy loezy ne. okreﬂu, na zewngtrz lub
vewngtrz toczgcego sig kola, Migdzy temi krzywemi. )
cykloidami istnieje daleko idada analogja, W szczegdl- .
nosci zauwaimy, ze ewoluta €pi = . lub hypocykloidy

. zwyczajnej jest apdtérodkowg i podobng epl = lub
hypocykloidg, Opierajac sig na tej wlasnoscl mozna 2
latwoscig wykre€lié te kraywe, Na rys, 423 przedstawio-
no jeden zwéj opicykloidy'zwyczajnej w tym zalozeniu
Ze:promiéﬂ tworzyceso kota jest czwarta czescig pro-
mienia kola kisrowniczego, '

§ 223, Elipsa jake hypocykloida, Twierdzenise, Gdy

koo 0 o promieniu - toczy sig Wer natrz kota & o

promlenlu Rr , 40 kazdy punkt nalezacy do okregu 30-
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o ~. przeciwnych zwro-
/ tach: dokola srod-
i
; S ¢ /K
/ : \ ka ¢ i dokole
; 0 \; - drodka () . Ponie-
i H - ’ 1 4
| /Z\ [ waz obwod kota
\ TN i
\ / ,/"“!M \ / jest dwa razy
‘ bt v ! ¥ LR
i W\v’i”‘:j; /I g mniejszy od ob-
N T, P A
"-\““-—\Lﬁl A s wodu kota @ ,
'\\\QM../:' = )
M p wige szybkosdé .
5 =y '
J\:)fs. 454 -obrotowa punktu

M gokota O

Jest dwa razy wigksza nii jego saybkodd obrotowa dokola

O . Nowe.polozenie jakis-—kolwiek -/, punktu 4
moze byé przeto znalezione w teki sposdb: Obréémy -
punkt Y dokota 9’ o kat jakikolwiek 3 , poczem
obrécmy go w przeciwng strong dokoia 0 o kgt '« |
jest oczywiatem, Ze po wykonaniu tych dwuch obrotdw
punkt 4 pozostenie na frednicy &Y

Twierdzenie, Gdy koto &7 o promieniu 2 .toczy

. 9 ) ¥ » o 9 \‘ .
si¢ wevngltrz koia . o promieniu 47 , to kaidy

_ E = '
punkt sztywno zwigzany z kolem J  opisuje elipse spéi-

érodkowy z kotem ¢ , Punkb A gztywno awigzany 2z

kotem O /Rys, 450/ polgczmy ze drodkiem tego kolae 1

; a/ p 8 7 ‘
nieckaj pros.u 2 przetnie kolo €& w punktach b



i @ | Przy tocze-
~niu sig kola 2’
wewngérz kola ¢
punkt 4 na zZase-
dzie powyzsazego
twierdzenia, . opi~
suje prostg JF
na tej samej za-
sadzie punkt &
obisuje prostg
J& . Ponie-

waz proste 7

i J&  gg wza-
jemnie pr0stopadlé, &« punkt 4 | jako sziywno zwigza-
ny z kotem O , jest stalym punktow srednicy &
wigc ten punkt opisuje elipse o osiach ¢4 i &
ktérych diugosci sa A~H4L i 4KHQ

W samej rzeczy, punkt opisujgcy 4 jest staiym
‘punktem prostej, ktérej dwa inne stale punkty £ i

& élizgajq sig po ramionach k3ta prostego PO0& -

§ 224, Wyznaczenie osi elipsy, Polgcamy punkt ./
ze s’x-w_dk—i-e.;n elipsy ¢ i znajdimy srednicg sprzezong
ze frednicag I  /Rys.426/. W tym celu zauwazmy, Ze
normalna do kaidej rﬁlety przechodsi praez chwilowy'




punkt zetknigcia *
-krzywej tworzgcej
ztk;zywa kierowhi-
cza'/§ 208/; nor-
malng do elibsy W
punkcie # przecho-
dzi tedy przez punkt
7" zetknigcia kéi
g i .0, 046s
wiemy, ze érednicﬁ
sprzezona z dang
‘érednicg OH

jeat réwnolegla
do atyczhej w punicie </ /§ 170/ & wigc jest prosto-
padla do normalnej 427 2 punkbu ¢ spuszczamy
tedy prostopadisg 08 na HMT , 5 : jest fred-
nicg sprzezong I o4 . gby wyznaczy¢ jej dlugoéé,
zauwazmy, e pray toczeriu kola o’ wewngtrz kola &
purkt S pozostaje na of ', punkt 7 na 97
g odleglogei 4 i ML e ulegajg zmisnie, E-
iipse upissans przez;punkt H powstaje wigc rodwniez i
x Len sposdb, Ze prosia HBT porussa sig slizgajac
sig punktem 5 po proste] 05 , a punkiem 7 po
prostej 07
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iby wige znulesl koniec N ':Zre.dnicy a5 | tr-e-
ba wykreillic prostg AT w vakin poiczeniu, zeby '
punict I' upadi na ¢ | wtedy punkt zajmie gzuka-
‘nc pciozenie N Odmierzajgc wigc muw proste] o5
odcinki ON= 04 = MT wyzneczymy srednice N4
sprzeaong z /}//L/I

Nawzajem, wykonujge te same wykredlenie w porzadku
odwrotnym rozwigsemy zadanie:

Majgc dwie sredrice sprzozone MY, i »’V-A,f Wy -

"kresli¢ osie elipsy, - .
Z kofica # érednicy HA, /Rys. 427/ spuszczamy
prostopadly ne srednice A4, i odmierzamy na tej pro-

stopadtej od punvtu # w jedng lub drugg strong M7=

= N y na or zakreslamy koio jak na srednicy i
-8rodek tego koila g’ igczymy z Vi Niechej prosta g%
przecina koo 0’ g punktach £ i & ; odmierzajgc na
prostych Jd& i £ odcinki 04 = 04, = MF
i wB= 08 =HNK » otrzymamy osie elipsy -£4, i
33, |

§ 225, érodki krzywizny elipsy w jej wie'rzchol-;

kach, lwierdzenie. Normalna do elipsy w jej punkcie

jekimkolwiek & przecina osie ellpsy W taklch punk=- .

beolceid s L7 26 ; M _at.

-
m——— o,

R AS A A




iech elip-
sa bedzie opisang
przez punkt V4
sz lywno zwigzany

/
z kKoiem J to-

wnglrsz dwa razy
wigkszego kola
C . /Rys. 428/
Wy znac zuy osié
igczac %4 i
prowadzgec ¢4 .
i CO& | Prosts
M7 bedzie nor-
" malng do olipsy

w punkcie ¥
Oznaczny litera-
S Vi A a4
punkty, w ktorych

t& normalnu prze-

cina osie 9%

4 o R0 . Trzeba
'f,/.' s dowiesd, ze:
n é



mx  MP®

wl H#aA*’
l'/
.+ / Zauwvezmy, Ze CZwOro-
SO A T kat OPT& jest
TS&H,;T l \\\f;\\ prostokgtem, tak ze
AL g BT AR A R
;<‘\\ l%i ; tréjcgtow LA L
N !’ 2 NP i1
AN ._é' — ; 0 wepdlnym
\%[ vicrachotku & , i
e podstawie ME i
RVS' 428, .24 lozgcych na
g 2] samej prostej,
mejg sig jak te pod-
S Lany MH o AP

ML ~ 4 MLP?

Ale trijkat M 42 jest rownowazny z tréjka-
TELL M T L - bak 726

HE . 2 4KP 22

p—3 ——— ey —=

ML aM T -}.74_“' c.h.d,0,
Ne twierdzeniu tem oparie jeoot wykrodlanie srod-
kow krzywisny w wicrzchoikech elipsy /Rys,429/.
inajdzmy najpierw srodek krzywizny KA w wierz-
chotku 4 | Jost to taki punkt osi A4’ , % kidrym

ja przecina normalne elipsy w punkcie nieskoncaenie



hliskim punktu 4 ; otéz ta mermeina,. jek kezds in-
7 7 1 \ &
na, przecina osie AA i BB w takich punktach X4

» £ 3
ze AKX 6 . ale AL=A40=a;

q Py
AL 4 5 7 skgd

AX =2 ¥
Szukejac drodks krzywizny H w wierzcholtku B,

gnejdziemy: B4, a*, 3le 34 BJ= 6;
- B " i

- B, =
Punktvﬁf ﬁ/‘ znag dziemy w przecmcux obu osi
z prostopadis spuszcsong na ciqeiwe A8 2 punktl 6'/9
w kt6rym siq praecinaja styczne w wierzchotkach oA i.5;
w samej rzeczy,, s tréjkatéw podobnych ./ﬁ’ﬂB cAHX
mamy: , AL _ 48 .Aff 6, AH-L

A DA ke e
z tréikatow za§ A 9B, (B4, 2
BA, o4 . BH_ 2. BH= 2,
A e TP N =
Wysnaczywssy puankty A i A, Bymetr:rczne 2 punf-

tami 'ff i _/f;..wzgledem oai A47 i BAB’i wykreéliwséy :
cztery kola krzywizny, mosemy w wielu rszech obegjdad
sig bez in‘nyﬁ'éh punktéw lub styecznych elipsy.,.

RO Z D Z 1AL XVII.
mLu aIxCSI\I?., 3

S ot

¥y €26, Krzywa skodna jsko mielsros noruszejeesge @ig

==t

punktu. Nazywemy krzywa skodna <!be wichrowets mied .
LY

-
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GREOMITIC S FYKRESINA. B 3 ' Arkusz 3B-my,
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