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biegunowe i bieguny. - W podobny sposdéb moina ckreslié
punkty i proste. biegunowo sprzeions, ie 1/ ne kaide)
proste] rzeczywistej ukladu biegunowego lbig dwa punkiy
sprzeiono same ze.sobg, t.j. leisce nalwlasnyéh biegu-
nowych; moga one byé rzecsywiste i odrgbne, rzeciywiste
i sjednocmone;, lub ufojoné spraeizone, 2/ s kaidego punk-
tu rzecaywxstego wychodsq dwie proste spragzone same ze
schy, t.j. przeohodzace przez wlasne bieguny; mogg one
byé rzeczywxute i odrebne, rzeczywiste i zjednoczone,
lub‘urojdne spragione, - | =ty

RQ2ZDZIAL XIV,

STOZKOWE I STOZKI

§ 166 Okreélenie stoikowych, Ogol punktéw i pro-
btych fzeczywiatyoh i wrojonych, ktére w danym ukladzie

biqg;nowym‘aa sprzoione same 26 soby, nazyweny stozko-
W&‘ J . v 3 h

Punkty ‘samospragiono nezyweuy punktami stozkowe

tego 'ukladu; przeohodzace przes nie wlasne ich bieguno-

we nazywazy styc"neml do stbzkowej w tych. punktech

Punkiy- atoﬁkowej sa to wiec punkty podwojno inwolchi



ktéra dany uklad biegunowy wysznaczs na jakiejkolwiek
proste] rzeczywiﬁtej;.styczne do mtcikowsj sq to pro-
ate podwdjne inwolwcji, ktére ten vkiad wyznacza dokoia
jakiegokolwiek punktu rieczywistego, Ne kagdej proetej
rzeczywistej leig dwa punkiy stozkowej: rzecszywiste,
uro jone sprkgéone'lub'zjodnoczone; 3 kaidego ﬁunktﬁ
rzeczywistege wychodzg dwie styczne: rzecsywiste, uro-
jone sprzeione lub zjednoczone, Innemi slowy, kaida

prosta "przecina® stoikows w dwuch punktach /rzeczywi-

styeh odrebnych, rzeczywistych zjednoczonych lub urc-

jonych sprzezonych/; s kaidego punktu mogna do stosko-

we] wyprowadzié dwie styczne /rzeczywiste odrebne, rzo-

czywiste zjednoczons lub urojons spraeione/, Wyrazamy

to krétko, méwige, is stozkowe sg krazywemi drugiégo

rzedu i drugiej klasy, _
§ 167, Stozkowe urojone i rzecsywiste, W ukZadzie

biegunowym jednostajnym wsszystkie punkty stozkowej i

wazystkie atyczne do stozkowej sa urojone, gdyz inwo-
lucje biegunowa na kazdej prostej rzecazywistej i doko-
ta kagdego punktu rzeczywistego jest eliptyczna, Stoz-
%owa takiego ukladu jest wigc urojone; méwimy, ze kaz-
de prosta rzecsywista "przecina" ja w dwdéch punktach
urojonych sprzezonych i se z kazdego punktu rﬁe&sywi-

stego"wychodzg® do niej dwie styczne urojone sprapions,
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W ukZedzie biegunowym nisjednostajoym istiiejs
punkty i atyczne stoikows] saréwno rzecmiato. jak u-
rojone; dowiedsiemy, &e punktéw 1 stycznych rzeczywi-
stych jest nieskoriczenie wiele, Mechgf"bedzio w danym
ukzadzie biegunowym punkt /J: A kfory lazy na wiasne]
swej biegunowej] <5 /Rys 311/, moie to byé np. punki

| | ‘podwéjny hyperbo-
{,73 // Yy licznej inwolucji

I‘O

az bleg_gnowej na jed-

. nym 3 bokéw tréj-
kata biegﬁnowégo,.
Weémy na prostej
Jp dowolny punkt
4"11, ; jego bie-
gunowe 2, 'or.f.eoho- :
dzié musi przes
punkt ‘W, ; w se-
wej rzeczy wiemy, de jezeh blagunowa punktu 5, /t 14
prosta & / prsechodzi przez punkt -, v Yo nawza.jem-
biegunowa punktu -4 /t.i, prosta <,/ prsechodn przez
punkt J /8161/. Punkty A, 4 ,f 88 zatem sprzetone :
gdyi biegunowa jednego /-A / przechodq pruz drugi |
/ ,S’ /; W ten nposéb inwolucja biegunowd na prostej
.s,, jost pe.rabol;ozna, wagysthio bowiem’ punkty pro-
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stej J, #4 sprigione 2 jodnym jedynym punkiem _A'S:’o .
ktory jest punktem podwdjnym tej ipwolueji, zr‘e"sth Jo--
dynym, | A
Inaczej =ig rzecay majg 2 pros{,a «,, Nie przocho-:ﬁ'
dzi one przez wltasny bisgun; inwolucje biegunowa nie i
jest wigc na niej parebelicsna, Peniewag sas ta inwo-
lucja ma jeden punkt podwéjny',J:, , musi bna._byé hy-
perboliczna i mieé szatem jesscse drugi punkt podwdjny .
;5’,' Punkt ten jest spragiony sam se sobg, t;j. leky .
18 wiasne; biegunowej & , ktdéra sressty musi przej_éé '
press 4, , giyé joj biegun 4% , leiy na biegunowe]
punkiu A, » ¥.), na prostej @,, Jeicli na prostejs,
obierzemy inniy punki zfe , ktérego biegunowa &, prie-
cholzi zatem anowu pries /5",; » to na prostej «, snaj-
dziemy, jek poprzednie, drugl punkt podwdjny /5: ’ kt_é-_i
Ty jest spragiony & samym sobq, t;j, lety na wiasnej
swej biegunowej «, , przechodzgcej przes Ay . W ten :
sposcéh w denyy niejednostajnym ukiadzie biegunowym kai-
demu péunktowi -A,‘ proste] «5, spragionej aamoj'. 30 alebq  -
" pedperzgdkowany hyé moie punkt )5'; sprzeieny sam 3o
" 80b4, t.j, leiscy na wlasnej biegunowej o, , Pologenie
punktu ,6" i prostéj e saleiy zat'em_wqucsznio od po=
tozenia punkiu -4 na prostaj S, . :
Jegeli sobie tedy pomyélmy, ge pewien punkt zmioﬂ-



- 392 -
ny 4 poprzes punkty / f{ .zf -/ .

rusze sie w sposch c;a:gly o] prosbeJ So , "opisujac"

te prostyg, to punkt zn;ienny,é" poruszaé¢ sie bedzie po-
przez punkty A3 , ,5; . ,,g o, G réwnioi w spo-
séb ciggly, ®episujac® stoikowg rzeczywistg, Jednocsed-

nie zg.é prosts smienna S , peruszajgc sip w épeséb

“viggly poprzesz prests 4, , S 008, . 5, beu. . "powé-

czyé" bedzie te samg steskows, Stoskowa rzecsywista

jewst "miejscem geomeirycznem" episujgcege jg& punkiu i

sarazem "obwiednig" powlécagcej ja prostej; Gdy punki

smienny 4 , opisujac prosts S, , przeszediszy przez
Jej punkt niewlasciwy, powrdéci z pr-eciwnej strony do
punktu 5, , to i punkt zmienny .5 opisujsc stozkows

powrici do punktu J’, . Stezkowa raeczywista jest prze-

to krizywq zamknigtg,

S 168, Stoikowe zmyrodniate, W § 161 okreslilidmy

uklad biegunowy zapomocg tréjkata biegunowege A, 4 *’4

i biegunowej 2 punktu jakiegokelwiek & 3 tem zastrze-
seniem, ze punkt B nie leiy na iadnym z bokéw & pro-
sta 8. nie przechodzi przez zaden z wierszcholkdw tréj-
kata /7, 4,,'-4, i O'drzuc'my teraz te zastrzegenia,
Przypusémy najpierw, e biegunewa € punktu jakie-
gokolwiek .B‘ praechodai prazez jeden z wierzcholkéw
tréjkgte bieguncwege, np, przaz_-/!, /Rys 312/, Janst



- 495 -

ocgywistem, se inwolu-

cja biegunowa na bokach
4, i e, bedzie parabo-

liczna, ne trzecim sad

" boku &, albe hyperbe-

' licana albo eliptycana

W katdym przypadku bie-
gunowa dowelnego punk-
tu 4 moze byé wysna-

czona i przejdzie praez
punkt £, ; natomiast
biogun dewolnej prostej /¢ jeat niesoznaczony; meze to
byé mianowicie dowelny punkt lezgcy na biegunowej -
punktu e, m , -~ Jezell inwoelucja biegunowa na proste]
a,, a wigc i dokola punktu‘-f{) jest hyperboliczna, te
wsazystkie punkty leigce na prestych pedwéjnych tej in-
wolucji =g samosprzezdne; te dwie proste/ i j i
wazystkie punkty na nich lezgce stenowiy zatem steg-
kowg rzecazywistg /Rys, 312/, Jezeli inwolucja biegunc-
wa na 4, 1 dokoia -/1, jest eliptycana, to i wiedy uro-

jone punkty, leigce na urejonych podwéjnych tej inwe-
lucji .gsa. sanosprzesone; te dwie urojene proste sprze-
tone oraz wssystkie ne nich leigce punkty stanowig za-

tem stoikowgq ureojons, ktdrej jedpym punktem rzecazywi-
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stym jest -4,
‘Dwie proste rzeczywiste i dwie proste urcjone

sprzgione sg krzywg drugiege rzedu /be kaida prosta

rzeczywista przecina jg w dwdch pu-n.ktach/ i kdasy ze- -

rewe] /bo 3 dewelnego punktu nie moina de niej wyprowa-

dzié gadnej stycanej/.

Przypudémy nastepnie, ie biegun & jakiejkelwiek
denej prestej 4 leiy na jednym z bokdw tréjkata biegu-
nowego; np, ne & /Rys.313/; jest 6czywistém, e inwoe-

. ' lucja biegunowa na A
bokach & i 4 bg-
dzie parabeliciana,
ne. trzecim zadé dboku

@, albe hyperbeli-

cana, albe eliptycz-

na, W kazdym pray-
padku biegun dewel-

nej prestej »7¢ mo-
de bydé wyznacaeny i
legy :-—aze na @, ; natomiast biogunéwa dowelnego punk-
tu & jes’o nieeznaczona; moze te ‘byé mianowicie dewol-
na prosta przechedzgca prses biegun preste] -’1-4? |
Jezeli inwelucja bz_ogunowa na preste] d, jest hyperbo-

liczna, te wsrystkie prente praechedsgce prizes _punkt:v
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podwédjne tej inwelucji Ll samosprzezone, t?’&ia ﬁunk-
ty & 1 & i wszystkie proste przez nie przechodzgce
ﬂt&hﬂﬂl& zatem stozkeowg rzecaywists /Rys. 313/, Jeseli

irwslucja bisgunowa na preste] q, jest eliptyczﬁa, te

i ntedy urejone prezte; przechadzace przez urogene

pur ity pedwdins tej inwelucji sg mamesprzegons; te
BE urajane punkis sprzeiene i wazymtkie preeg nie

o zechedagce proste astanewla zatem atoﬁkewq u:_isﬂa,

ktiére] jedyng stycang rzeczywliasla jest 4, ,
Dw. . pumkty rzeuwywiste i dws punkty urcjons sprze-

gove 8% kruiywa drugiej kiasy /e 2z kegkdege punkfu rze-

caywistegs wychodsg de niej dwie atyczne/ i rzgdu ze-
rowoge /be dewelna pruste jej nie przecine/,

§ 169 Prosts zewnsbrane, sieczne i siyczne, -Pro-
P -

o= i

sta na ¥idérsj w.lad blegunowy wysnacza inwolucie e-
lip'x:;mzna‘., nezysc sip gewuglrana wigledem stogkewe]
\tagé 1flauu._Prcaia RN 3L TEna * prscinme® sater sbueze
kows w dedch punktasih a1¢ jsnych sprzgzenych, mia owi-
cie w punktich perwiiryca Liwelueji 3li ptvuznee, &y-
'anaCZOueg pries usled hiegunowy ne te] prostej. Wagle-
dem stox newych rejonych wa"vs+kla prestc sg zewngbrz-
N3y : _

Presta, ne kbérsj inwelucja biegunawa'jest hyper-

boliezna, nasywa si; sisczng steikowe] tegé ukledn
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‘Kazda sieczna przecina" atezkowq v dwéch punktach
r«aczyw;stych miannw1cze v Punktach podwégnych inwe-
lucji biegunewej,

Presta, na ktdre) inwelucja biegunewa jost parabe-
liczﬁa, jert Efiffﬂﬁ.d” stozkowe; /8166/. Na atycznoj

lesy jeden Jedyry punkt samesprszeseny, ktdry Jout joj
biegunem i nasywea sip pupktem getkniecia tej stycznej.

a¢ steikews, Wszystkie inne prasﬁa przechodzqce przes

unkt zotknigcia sig. 5@ sieaznr, be zdyby p*zazzaﬁ
przechadzila p“eata zewngirzna, %e nie mégloy ra niej
leseé punkt rzeczywisty -a’wskme;.

Jeicll inwelucje parabelicsag uwaiedé bedziemy za
przypedek "granicazny® inweluc]i hyperbblicznej, te mo-
ﬁeﬁy powiodzieé, ze styczna me, ze'a%oikowa dwa punkty
wspblne, ktdére zestaly"szjednoczene w punkuie zetknie~
sia. Stycsng do steskewej w denym jej‘puﬁkcie;ﬂz; /Rys;

Z11/ mozemy przets uwaisd se granice siecane] przez ten
punkt przechedzgcej, gdy drugi joj pahkt przecigcia se
atezkews niesgraniczenie 2bliza sig de punktu 1%; ;
170, Punktf wewn,zvzna, p””kty zewnetrsno i

.—&-_—:—
punkty leizce ra stoslrone], - Dt‘nk‘b. dakoln ktérog' u-

AT

k2ed biegunwwy nf:n coa inwelucy xlﬁp*"czna, nasywa

349 wawnatrzuiw rzukgdem etozkewe] tage ukladu 2 punk-

tu wuwnstrznogo wychodzs do steikewc] dwie stycane ure-’



jons sprzgaens, mian@wicia preste pedwijne inﬁelucji
eliptycunej, wyznaczensj przes ukiad biegunewy dokela
tege punktu, Wagledem steikewych urejenych wszystkle
punkiy sg wewngtriane, |

‘Punkt, dokoia kidrege inwslucje biegunowa jead

hrparbelicina, nesywa sie zewngtrznym wagledem steske-

v:j tege ukiadu, 2 punkiu zewagirznege meina de steike-

Yo @
of s

R A

wyprewadzid dwie stycuns razsczywiste; ag te preste

| pe&:é; ne inwelucji hyperhelicsusj, wyznacsenej deksia
begs pum.itu praes uklad biegunowy,
0 punkcis, dekeis kidrege inwelucja biegunowa

[

jest parabeliczne, méwimy, $¢ lezy na stegkowsj,. Przez

-

taki punkt przechedzi jedna jaéyna presia samesprzefoe-

ne, ktdéra jest jege hisgunewsg i nasyws sig alycing de

Steikswel w tym punikcls, quys+k‘- inne punkty leiace

na styszne] eq zewnstrvann, be gdyby lefel rna uiej punki
wewnelrsny, te nis weglaby prueseil praschedzid ¢ .dnma
stycuna rereczywistia,

CJeseli inwelucje prrabeliczng uwadaé badzien - ze
przypadek “granjcsny" inwelucji hyperbolicznej, tu as-
domy pewiedzied, 4o 2z punkbtu leggcege ne stéakawej Wy~
chedsy de niej dwie styczne "zjednecszene®, Punki zet-
knigeia stegkewaj s deng presta S, /Rys,3ll/ meiemy

przete uwsiad za granice punkiu zewnptrancge, na te]
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~prostej 1ezqcoge, gdy druga 'styczna, 3z tege punktu de

*stezkawej wychodzaca, nleograniozenle zbliza sig do

fstyczne; T

Jezeli z punktu zewngiranege N wyprewadasimy de

" gtozkewe dwie ztycane J i &

- te presta 2 ktéra

ﬂzgczy punkty zetkniecia L A /5“ /Bys, 314/ jest bie-

D, gdyz b

ngwysh dwéch pucktdw tej preste]

gunewa punkiu N . W sa-
me j rzeczy, biegunewa
punktu przecigoia A
dwéch prsstych 4 1 &
St
A5 /8§ 161/, Nawzajem
punki przecigeia styoczy
nyeh J 1 S jest biegu-
nam presie] Inczgcej icn

punkty zetknigeia » i

Yycay ich bieguny

ierun prestej 4 jeet przocigciem hiegu-

j. Punkiy padwogne in-

~welucji biegunowej na prestej /7T s§ przete punktomi

“getknigcia sveikewej ze stycznemi, wyprowsdzenemi de

nie] 2 biegunna prestej #7 , - i newzajsm, preste ped-

.: wojno imw.uvu bispunswel dekslo yunkbu ﬁ' 85 stycz-

nerd de steikewej w punktach przecigcia jej przez hie-

s owg punktu A |



~ %99

Jogell zleskewra jest. rzecazywisba, fe bicpinswe

punktu zownptranegs jest s;@uz;,, a bisgunowa punktu

wewnetrznega jost prestq zewnetrzng, ce wynzka stad,

ie 1nwoluc3a bxa~unawa na prostei«vz jest w prespek
wic z. anelchq biegunews, aekola bieguna prestej 2.
/81657 Ponlewaz ukiad bleranewy jest wiedy n;eaedno-
sta;ny, wige w kazdjm tré;kgcie biegunewym na dwéeh
bekach inwelucja bzegunqwa Jest-hyperbellczna, & na
5.

trzecim eliﬂtyczna; ) P dwn boki 'ag axeczneml. e trze-

c1 preate zewn@trzna, akga wynik&, k6 W kazdym.ﬁrojkq-

010 biegunowym steskowe] rseoszzlt ¢j dwa wicrschalki_

85 zewnelrane, = uraeci jest wuwngar:ry” o kt\ﬂ ted

Bteikewo],
Fasdo prestc, proschodzfts press v, Womslrany
SRR AR g s e SOt PG B . St ® Gt s s ARSI AP SN Sl —~—'—-———"V;; -l ——". : - - - - ",
8tmzkewe3 rzacuy isie] jeoc sieczug, ¥ 2av -« 137,

he-

g ; prigta,/f praechodzaca przez dary punkt wewngirzny

]
4

utwérzuy tréjkqi biegunowy, kidreze bekami p.-'

Jl , ‘bisgunewa A tege punkiu i bisgunewa Jg jurl-
tu prascigeia A prestych # i1 #2 . Tuaiewad biegune-
¥a s punkiu wemngbrznege 4 jest presia semagiruna,

wigd 3be pusestale baki & i 7 riasag hyé slecznemi,

G~

¥ pgdebny. opnaob mezina ekazaé, fe haidy punki, le-

’d

~wcy na proutej zownetzzrnc1 wagleden steilkowo] v 2622y~

. Wlsth, jest zewnvtrany,

) OROURTRI A WYKRTSLEA o B AR


http://ju.nk.tem

- 400 -

Hatemiast proste wychedzrce z punkbu zewnglrane-

go mogg by¢ mieczne, stycune, lub proste sewnetrune:

punkty leigce na siecsnej mogs byé wewnetrzne, zewng-

trzne, lub leied ma stoikowej,

Wazystkie proste przechodzg~e przez punki stosko-
wej s§ siecznemi & wyjgtkiem styczne] /§ 166/; wazyst-
kie punkty stycznmej, z wyjgtkiem punkiu zetkniecia, 34
zawnetane ., bo ich bi;gupowa 5g 9iecznsemi,

§ 171 metoda blegunowycb woajemnych, Zasada dwo-

intodel w geomqtrjz plackisj polega, jak wiadomo /§136/
ra tom ,3e jezeli prawdziwe jost poavme rzutowe twier-
~dzenie geometrji plaskicj, Lo musi byé prowdzive pew-
ne inne'twiordzenie, otrzvmane priez zamiang w itambem
twierdzeniu pojgcia: "pun't® pojgciem *prosta" i naw-
zejcm, pojecia "prosta® pojeciem 'punkt".‘ﬁklaﬂ bie-
cunowy ptaski pozwale urzecazywis ﬁ'é zasade drioisto-
éci, t.j. wykredlié figure, ktira jest wzajemna wagle-
den danej figury plaskiej, a %o przes uamiane kazdego
punktn na jogo bicgunowa i kazis] prostej na jej bie-
:gan. przez co kazdy punkt i prosts dc 3iedbie n nalezace
zostang sastgpione przez tiegunowg i biesun roéwniez
o siebie nalezgce, Dwic {igury w ten sgcséb scbie

vzajemnie podporzgdkowine nazyw.ny kisgunows wzajem-

anmi, Istniejg przrtem figury, rp. trijkaty bisgunowe,
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ktére praystaig do wiesnych sﬁych figur bieguncwyon,
Do takich naleizy przedewszystkiew stozkowa danego uilts-
du biegunowego, Jezeli przeto odnajdziemy jekakolwiek
rzutowsy wlasnoéétatozkowej, to stosujac biegunowoéé,
ktora poalhﬁyl&:ddvokroélonia tej stoikowe], otrzyma—
my pewng inng wlaanoéé rautowg teJ samej stczkowej.
/W ten sposddy zoetalo np. odkryte twierdzenie Briecn-
chona/ Mdtodaﬁbiegunowych wzajemnych nie ma bezpodre-
dnisgo ﬂaétOBOWanié do-m15rowych wlaanoécihfigur /r ow=
nos¢ odcinkdw,: katbw i pol, prostopadloau 1 rownoleg-
108¢ prostych i wogole te wlasnosci, ktdre na;eza od
elementéw'niawlaéciwych i od inwolucji brOEnohatneg/,
§ 172, Trzy rodzaje steikeuych, - 8tozkowe nazy-

wg sie¢ hvperbolsg, elipsa lub par 1b01a, zaletuis od te-

80, czy inwolucje bieginowa na prosie] Plyﬂlfé ;wfi
Jest hyperboliczna, eliptycizne lub paraboliczna, t, ]
zalesnie od tego, czy prosta niewladciwa jest sieczng,
Proety zqwngtrznq lub styczna, Weszyatkis stoikowe u-
rojone /a wigd i dvie proste urojone sprzpkone/ sg -
lipmami; dwie prbste rzedzywiste naledy zaliczyé do
rodzaju "hyperbola', jezeli te proste przecxnaja sig
¥ punkcie mlasclwym. do rodzaju parabola', Jozoli aa
réwnolege tub zjednoczone, Dla dwéch punktéw rzeczywi-
. stych lub urojonych_aprzqzonjch. ktdre éq krzywg rag-

b Y
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du zerowego, w tej klesyfik >j: niems miejsca, albo-
wiem prosta niewledoiwa tej stoikowej nie przecina,

§ 173, Srodek, drednice, asymptoty Biegun pro-

atej niewlasciwe] masywa sig érodkiem stoszWeJ. &

' biegunowa kazdego punktu nlew 1ndciwesgo nazywa sig
érednica, VWezystkie érodnice stoxkowo; p»zoohodzq |
przes jej drodek, albowiem bisguny érodnie loﬁ& na.

i “biegunowej drodka, t_.j, na prostej’ n:ewlaécinej

Srodek stoikowsj jest punktem zownetranym,w hy-
parboli /be jege niopvﬁow jeet eiccang/, wswnetrznym
¥ glipsie /bo. jegs bisgunowa jest proata z&wnetrznzf

W paraboli drodek jest punktem zstknigeia stoikowej 2

prostg niewladciwg Jbo jego blegunowa. t.). prosta

niewtadeiva, b §, prosta aiew2adoiva jost etyczng do
stozkowej/. Srodek wige jest punktem wlaéciwym v hy-
porboli 1 elipsie, - niewladeivym w paraboli Wazyst-
kie srednice paraboli =a. rownologle

Inwolucja srednic sprzgzonych, t,j.'iniolucja

Liegunowa dokola Srodka jest w porspektywie z inwolu-

cjg biegunowg na prostej niewlaéciﬁoj /§165/, e wige

igat oﬁa hyperboliceng w hyperboli, elintyézna w elip-

#ic, Proste podwdjne inwolucji drednic sprzezonych

nazyvajq sie asjmgﬁptami; sg one tzecrywiste w hyper-

b2li, urojons sprzezone w alipsie, 7 okreélenia tego
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-

wyfika, ie asymptobty sg to stycune do atogkows), wy-
provedzone z je] drodka; punkty zethnigeia sa to punk-
ty przescigcia biegunowe] Srodke, U.j, proatej nim 1a~
SCIV&J, ze sboikowg /91”0/ Koglitydmy vieh okresl ié.
asymptoty, j ko suyczna do. stozkowe] w punktach, w
ktdrych stoiicya ta jesl przecigte przez prostag nie-

windciwg ., Puniiy te nazywamy kierunkami asymptotyczne-

1

mi .

VW hyperboli asymptoty przegrgdzajs harmonicsrnis

s

_kazdg parg drednic sprzesonych /§154/, Powiadem, e 2z
dwéch drednic mprzegionych hyperboli jedna jest siecz-~

ng, & druge prostg zewnptrzng, W samej rzecay dwie

drednice aprzgsone wras 2z prositg niewtasciwg tworsza
tréjket biegunowy; otés wiadomo, ie jeden'z bokow
kazdego tréjkate bisgunowego zawsze jest prostg zew-
netrzng, s dve sg siecznemi /§169/, Poniewas p}osta
niewladciwa jest wzgledem hyperboli aiscang, wige z
dwdch pozostatych bokdéw jeden musi byé sieczng, a dru-
gl prosta zewngtrang,

Poniewai érodek elipsy jeet punltom wewngtranynm, -

wiec wasystkio drednico elipey .sq siscznemi

Odoinek siecznej, zawgriy mipdzy punktami przecis-
cia jej ze stoikows, nazywamy cigciwgq stoikowsj, {atef

13 nie zachudzi obawa dwuzrucznodei, to eigeiwe prac-

(Y
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chodzgoy przez drodek, t,.j. lesacs na drednicy, row-
niei nazywamy grednice, |

§ 174, Wlasnodci hermomicune bieguna i b*ogunowcj
Nizchaj bedzie punkt /¥ nieleigcy na stozkowej i jo-
go biegunowa #7 /Rys_ 315/, Przsz pankt 4 peprowadimy

——

jakgkolwick siecz-
nay /A, inwolucja
bLizpunowa na tej
proste jcst hy-
perbeliczana /316%/

& purkty podwé;}m«:

tej inwolueji 4
i & sa to punk-
ty przecigeia

sieczrej A ze

atoikowg; otdz
wiemy /§154/, ze
punkty podwéjne involucji hyperbolicznej przegradzaja
harmonicznle kaidg parg punktéw sprazgzonych, Jedng z |
takich par stanowig punkty MiN, .z ktdrych pier-
. wazy jest biegunen, a drup¢ lezy na. jego blegunowej
Stad twlnrc"nnle

Biegunowa jest micjscen reometrycsnem punktdr

sprzgionycll harmonicznic z hiegunem wagledem punkt:i-

. e e

[rovE—
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w ktdrych siesczne wychodzgce ¢ bieguna przecinajg stoa-

e

kowg.,
/Stosujac do tego twierdzenia zasadg dwoistodei
znajdziemy twierdzenis wzajemne,

Biegun jsst punkiem spotkenia prostych sprzegszo-

nych harmonicznie z biegunowg wzgledem stycznych, wy-

prowadzomyc~h do stozkowe] z punktdw zewngirznych bie-

gunowe;/

Jezeli wige z danego punktu Y, 4 poprowadzimy dwie
jekiekolwiek sieczne 2 , 4 i na kazdej z nich wyrna-
czymy punkt 4 sprzeiony harmonicznie z punictem V.4
wzgledem punktidw 4{ B , w ktérych ta sieczna prze-
cina stozkowa, to prosta -/V-/V- bedzie blegunova, /7T
punktu Jy . Jozeli punkt /f jest zewmetrzmy, to jego
biegunowa 1 przecine stoikowg w punktach ,5" a ,9’
ktére sa punktami .etkniecia stycznych 8 , 8 , wy-
prowa.dzonych do stozkowe] z tieguna A /Rys 314/,

Jezeli punkt /‘/ jest punktem merlascmym /Rys,
..516/ to jego bieguncwa Jest érednics, sieczne wycho-
dzgco 2z punktu V. nq rownplegle; punkty N 0 /V
sprzezone harmonicznie z punktem /sza‘s'z;Odkami cig-

civ JB , 4B e

Srod)n cigeiw rownoleglych lei3 na sredmcy

Cigeiry te 83 sprzeiore ie srednics, bq. prgecho-
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dzg przez biegun
Srednicy, ktory
jest kierunkiem
tych cigeiw,

" Kazda érednicg

dzieli cigeiwy &

nig sprzgione na

potowy,
Stad wynika,

e srednica jest
dla stogkowej .o-
sig symetrji Ywo-
aéle ukognej/. '
Wéréd-cigciw spragionych z dang érednics znajdu-
Jo sig takio drednica. Poniewag.kaﬁde dwie #rednice
gbrzecinajé sig w drodku stotkowej, wigo
Srodek stoikowej dzieli kaitdg dredmicg na polowy,

Jest ic zatem drodek symetrji stoikowej,
Dwie drednics sprzgiome majg t¢ wiasnods, &9 kasz-

da 3 nich dzieli c;éciwy réwﬁologze do dr&giej na poio-
wy.

8tyczne w kodcach érsdnioy sg réwnolegle do cip-

i et

ci7 2 nig sprzedonych, Uplerajac sig na tsj ostabtni |

wlasnodci wysznacsyd moing pumkt zetkaijpeis na stycsue
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poprowadzone] do &ykreélonej stodkowe i, Jesi’. to punkt
- w ktérym be styczng przecina. prosta ch_zq.ca grodki
dwéch jakichkolwiek cigeiw do stycznej r-éwholeglych

- .8 175, Rozpoznanie rodsa.;u stozkovej vedlug JeJ

_Z_}_;E_x_*__‘ Opierajac si¢ na powpzszych wilssnodoiasch, mozna
ra*lbm zygngd, czy dany wykredlomy iuk stozkowej nale-
iy do elipsy hyperboli lub paraboli /Rys,317/. Popro-
ﬁadzimy dowoing cigeiwg
,S; ,5: -denego zuku,
| wykreslmy w jej kor’xca;h
,5, i AS'; styczne S, 14
S punkt przecigcia
_/‘/;f-i\““tych stycznych po-
.la,c:;;{y ze. rodkiem A
oigcfwy ,5, 45',‘ » prosta
MN  bvedzie éredni-
cg stogskowe], Jedeli 1li-
ters 4 oznacsymy punkt
w ktorym srednica /‘//V prrnecina damy tuk, to mogs
28,86 trsy proypadki; 1/ punkt 4 jest blidej Hunk-
tw # , nii punktw <¥ , 2/ punkt Z jest bligej
punkiu A , nis punktu /V 1 3/ ptmlft A lesy w drod-
kuw odecinka /y/_" . Poniswvai punkiy /{7" i //'sg apreg-

Zons harmonicznle wuzgledem puuicidw, ¥ ktérych érednice
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4@éd/’ przecima.étdﬁkoﬁq, wiéc.ﬁ I praypadku drugi z
tych punktéw 5 oraz drodek odcinka A5 t,ju“éro—
dek stozkowej ¢ . lezy po przcciwnéj stronie punkbu
4 niz punkt s wigc érodek ¢ jeat punktsm
wewnotrznym; stozkowa jest elipsg; w drugim przypadku
punkt & oraz.drodek & odcinka 25 lezy po tej
samej stromie punktu 4 , €0 punkt A , a wige sro-
dek & Je st punktem zewngbrznym, stozkowa jest hyper-
bolg; wreszcie w 1II przypadku punkt B oraz srodek

O odcinka 7B  jest punktom niewZadciwym; stozko-
wa jest parabolg, |

§ 176, Osie i wierzchoiki, Srednioa_prostopadla

do prostych z nig éprzeZOnych nazywa sig ‘osig; jest to.
wige dla stozkowei of avmeirji prostokgtnej. W elipsie
i hyperboli osig jest kaizda z dwdch érednic sprzeso-
nych wzajcmnie prostopadlych; moﬁs'ich byé albo dwie,
albo nieskoﬂczenie.wiele, ¥ samej rzeczy, widzielismy
/78151/, %e w inwolucji dokola Qunktu albo wszystkie pa-
ry prostych sprzgzonych sq prestokatne, albo tylko jed-
na, Osle elipsy i hiporbpli mogg by¢ wykrodlone, jeze-
1i dane aé dwie pary Srednic aprzgizonych, W szczegdl-
noéci osie hyperboli s dwusiecznremi k@ﬁﬁw poriedzy
asymptotami , ; o |
Punkty, w ktdrych 23 przecina stozkowa, pézywamy
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joi wigcrzcholkami, Gdy nie zachodzi obtave dvnznacsznos-

ci, bto odeinek osi zawarty pomigdzy ruecrywistemi wiersz

cholkani nezywamy rdwniez osia, W elipsis kaida éred-

nica, a wige i kazda o8, przecine stoikowag w punktach

“

rzeczywistych; elipsa posiada zatem 4 wierzchodiki rze-

czywiste; wigkeza z osi nazywa sig¢ wiclka, mnicjaza

maia 0uiq elipsy, W hyperboli jedna tylke od, zwana
gidwng, przecina stcikowa w punktach rﬁeczywistych,
hyporbola posiada zatem wierzcholki rzeczywiste i1 dwa
urojone ayprzpsone, Parabole posiada jedng tylkc oé wia
sciwg 1 jeden wlasciwy wierzcholek; za dfuga 08 nalezy

uwaiad prostg riswladciwg, ktdora jest Srcdnicg sprzezo-
| ng 2z osig wiasciwg,

§ 177, Koto jako stoskowa, Okazemy teraz, ze olip-

sa w kbtérej inwolucja biegunowa dokcla srodka jemt

prostokatns, jest kolem K -Niech 4 3 B beda dwoma
punktami takisj elipsy. Srednica prostopadia do cig-
ciwy 458  jest z nia sprzeiona, a wige jg dzieli na
polowy, Trdojkat oAB /Rys. 318/ jest rdwnoramien-
ny, gdyz jego wysokosé jest zarazem érodkowa, skgd wy-
nika @4 = oR . Wazystkie punkty tej elipsy.s&
zateom jucnekowo odleglé od drodka; elipsa ta jost wigpe
‘koium,‘KaiQe dwie érednice wzajemniec prostopadle sa

sprz¢ione; kaida drednica kola jeal jego osia, kazdy
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punkt koga jesl jego wiors-
chodkism,
Prosie podwdjne inwolu-
cji érednic sprzegsonych, %,
J. wrojone asympltoty Lola ag

prostemi jednorodnemi /§156/
" Wazystkie kola legace ¥ jed-

necj plaszezyinie przeéhodzg
przez punkty kolowe tej pia~
szczyzny /§15€/; kolo moie byé okredlome rzutowo, ja=-

ko stoskowa przschodzgcs przez punkiy kolowe,

Pod okredlenie "kd6i" podpadaj@ przetio réwniet te
wszystkie stogkowe urojone, w ktorych inwolucja doko-
la drodka jest prostokgina, przechodzg one bowism rdw-
niez przez punkty kolowe, Mogs ome byé okredlome mp,A
przez tréjkgt biegunowy 04{”4” /Bys 319/, ktd-
. rego jeden bok -2, “-&wjest prostg niewladoiwg, a
~ dvwie imne sg vzajemmie prostopadlo, oraz przez biegun
| ,.3 i biegunowa 4 prostopada do - 0.5 , lecz nie
proenikajscq do éwiartki, w ktérej leéy punkt .5 |
Proste jednorodno naleiy uwazaé za kolo zwyrodmiale,

_§ 178, Hyporbola réwnoboczna . Hypocrbola, w kbé-

rej involucja dredhic anrzeionych jent symetryczna

/3154/, nazyws =ig riwnoboczna; jsj asymptoty g dwu-

L)
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4f’ ' siccznemi katéw dwdch
A : jakichkolwick drednic
4| ' A . aprzeionych, a wigo
) e cz,»—‘“}__;ﬁh g wzajemnis prosto-
el (R pacle /Rys.320/: jej
o&id, jak w kaédéj
\\ : sresctg hyperboli, sa
;S; 5. 3/9. drusiccunemi katiw

Amiaﬁzﬁ aéymptotami,
‘Hyperbola réwnobocz-
na jest stogkowa =z
wislu wzgleddw analo-
ciczua do kela,

3 175, Caworokgt

zupeiﬁy wplsany w

stoskowg 1 ceworobok

zupadny opisany ma

' BA, B, leis
na stoskowej /Rys, 321/, Polgczmy punkty przekatnme aﬂf
A 1 P, Powiadanm, ie tréjkat 444¢GD joeat biegh-
mowy SN Ao ey dgedtided
¥ samej razeczy, kaidy hok tego tféjkqtazjéat bie-

stoslowaj, -~ RNiechaj
.wiergcholki czwordkgta zupelmego A

gunowy przeciwlegieso wierzcholka,K Okagomy np,, %6 bok_
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A

NP

jest bpiegu~
nowg wierz-
cholkas, ﬂ/
¥ tym -elu
wystarczy
dowinsd, ge
punih ,4//
jeel mpriag-
Enny heaomoe

" . i 4 Pl
MNLS LilsT 4

punktem /‘/

wzglegden

. punitow 4,
i1 A, , 2 punkt /?é warledem & i 52' ] Zaﬁwaz';mv C %W 0=
robok .L.nolny 9 bokach A .3 ) 5’4’ d 5 i .-'3 -4

ktorego przokginemi ss -&(4 ﬁﬁe /VP 2w cZwWo-
roboku tym punkty przeciecia przekgtine] -4,44 2 praze-
kg tuemi 5.5 i AP sy aprzpione harmonicznie wzgle-
dem wisrzchotkéw, lezacych na /fd /8142/, 4.5, punk-
ty A /‘/ przegradzajn harmonicenie punkty-d/' id
podobniez punkty przecigeia pruzekatne] 3}3"2 przok&t- '
‘nemi Jl /f i MNP 83 sprzgione harmoniczuie wzgledem
morzohonov, lPZQGth na 55 i. punkty A i
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ﬁ{@-przegradzajq harmoniczrio punkiy <3 i.Zz e dod o
Tak wigo mamy twierdzenis: | |
Tréjkat, ktorego wierzoholhyksq punkty przekatne
zwe ~okgba zupelnego, wpissnepso w stozkowy, jest tréj-
";gg:n'biegunowym,
Jegeli jednym z wrzech punkidw prezcokgbtuych cowoe

ro gba wpisanege jest drodek stoskowej, Lo dwa pozo-
et e punkiy prrekgtme =g kierunkemi sredric sprzegn-

;naye, Stgd wniodek: Ramiona kata wpisarepo opartoego

na iecnicy stofkowei majg kierurkl frednic sarz¢la-

e = eem

nyca /dyas,322/. Na tem moina oprzed wykredlonie pary
A

2 3 -
Srednic anrueio-

&

same moghi oy Smy

na zesadzie dwoi-

stogci dowiesd

' Brs IR,

twierdzenia wra-~
iemmego, ktdére brami:
Trojket, ktorego bokami sg priekgime czworoboku

. zupalnego, opisansao na siockowej, joest tréjkgtem bie-



http://ic-.it

2 &4
;@&&Jﬁd

Jeieli z truech przekgbrych czworobcku opisanego

jedna jest prostg niewladciws, t.]. Pfell ozvorobok

opimary jeut eraoleglobnklem to dwie pozosbtale prze-

kgtne s3 frednicami sprzegonemi /Rys, 324/, Na tem po-~

legs sposdb wykredlenia

pary srednic sprzgzo-

~mych jakiejkolwiek wy-
kreslonej atozkowej

§ 180 Wyznaczenie

bisgusa, biggynowea
zglgdgm.wykreéleneJ

Y stozXOWéa /PP, vzg1@~
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dem ko}a/ -~ W zadanxach uy~h przypuucim,, ia EtQéKhW!
Jast wykrsélona, t J,, ie mozemy = nalezyts aokladms~
eia, bezpoaredmo wyznaczyd purtkty przscigoia jekiejkol-

wiek s1ecznej ze stoikowsg oraz poprowsdzidé a kazdego
punktu zewngirznego do niej‘obia styczne, -Nétomiast
poprowa.dzeni:e stycznej w danym .punkcid wykréélono;
atoﬁkowe; i wyznaczenie punkiu zetknieoia daro}] stycsz-
nej z teks stozkows naleig do zadad, ktérych bezposro-
‘dnio ¢ nalezytq dokladnodeis rozwmzaé nie umiemy, -
Viech bedzie punkt A /Rys 325/, nie leiacy na
atozhowm. aby wykrea*xc jwo bwguncwa,, Urowadzimy z
‘niego dwa jakiekolwiek sieczne, kifre mecha; praeci-
| najg rhokkows w punkbach
4, -i‘{é P A
v czvgor\:\?;@cié zupe Inym
484, 8, punkt /L jent
jednym z punktiw przekst-
' njch; 'quzac 4481 ﬂr@g
oraz 4, —B,é,i A, 3, Ty zna-~

czymy dwa pozostate punk-
- by przekgtno_.{V i P ';
‘prosta NP jeat bisguno-
: wg punkiu M , gdvz kagdy
' hoh. tro;;k:@te. 'bimgunowogo ﬂﬂf iest bmp.mm"_, prze-~ .

| CROMETR A FKRESLNA - . Arkusg 27-my.
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Z§m132f

ve 4,1 @, @ 1} A

prosta m jent jedha

.
.

ciwleglego mu wierzchotka
Jezeli punkt A jest ze-

| wﬁgtrzny /Rys 326/, to punk-
by zetkniecia stycznych J

*

i1 o niegd wyprowadzo-

nych 38 punktami, w ktorych

biegunowa punktu-AVf prze-
cina gtoikowq;/§169/; Wy-

| kréélenie'powjiaze daje

przeto w tym przypadku roz-
wiazdnie zadania: Wyzna-

czyé na danej styczne] s

do wykreélonej stozkowe]

jej punktb zetknigcia z 3

stozkowg,

Niech bgdzie prosta
7 /321/, ktéra nie jest
styczng do;ﬁtozkowej; aby
wyznéczyé-jej’biogun,‘o-
bieramy ns '!;pf"oato'j e dwa
A

i provadzimyiz'nich styc2-

punkty zéﬁqg@rzne 4

¥ czworoboku zupo Inym. <, 5 a, 4
. P

2 pruekgtnych: 19czac wisrzcho ki
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.42 i 4 e L, otrzyuamy dwie pozostale przekat-
ne. .z i /b : tch punkt przecigeia S jest biegunem |
rostej 2¢ , pdyi kazdy wiarzchdlek;tréjkata bieguno-
¥8go o bokach #¢ , % i K jest biegunen przeciwlepte-~
g0 mu boku, Jereli prosta.zm jest sleczng /Rys, 328/, to
styczne w punktach przecigcia jej ze stoikdwa Ve
ad przecinajg sie w
biegunie .praste j
2 /5169/. Wy-
kredlonie. powys-
sze daje przeﬁo v
tym przypadku roz-
' wigzanie zadania:
E_dgnymgpungciqu

wykreslonej stozko

wej wykreslié do

niej styczng, -

3. 181, Twierdzenie, Stoikowa jest WyzZnaczona przesu

4 swoje punkiy i siyczng w jednym z pich - albo przes

jL;woj, gtyczne i punkt zgtkniggia.nﬁ 3°a§§ikz gichz
Niechaj bedg 4 punkty .4 , & , ¢ 1.2 /Rys,
829/, z ktérych zadne 3 nie leig na jednej prostej i
%9 e .
Prosta a przschodzgca przecz punkt-dﬂ . ITréjkgt prae-



gty xﬁﬂJCf)czworn-'
kgta zupelinego ﬂBC'ﬂ
wraz 2 punktem Jﬂ
stycing & WY INACEE
ukiad biegunowy, dla
ktdrego ten ‘bréjmt
Jsst tréikatem bie"u-
S powym, & prostg,q@

jest biegunowg punkiu

_ 4 . Stopkowe tego
{Sbhidheél |  ukladu musi przejsé
’ . oczywidcie przéz purkt
4 i byé stycang do prostej < /31667, ale bedzie one.
przach0021ia takie przez punkly a8, 01 .l?,,'kté-
. #§ sprzgione harmonicznie 2. puvktmn A wnglodem
sunktow My M, N £ ,awigc 4
punictani’ podwé jnemi irwolucji bicgunowych ne prostych
AR , A€ i AT |
8 182 Stoz;owa rzecaywista, jako rzut koxg, Po-

re

niewas okreslenie stozkowych, potane ¥ § 166 jest rau-

T, Wise rautem kazdei stoikore] jeat stoukowa, - ¥

1
[CRVAL

szozegdlnodci, rautem kola jest stolkowa, Dowiedimy

e®
terez, %6 i nawzajem: kezda stozkowa rzacgywxsta mozo

by‘ uwatans za raub A&’dSJ innej stozkowed’ rzecszi-
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_stAj, - W qzczegolnosc1 2 rzut kote, W tym ceiun west
ozy dOWleSC, ze kaz&a 3tc§kowa rzeczywista jent ® koli-

‘neacji z kolem

Nisch he-
Y dzie stozkowa
' & /Rys 330/,

w dowolnym jej

punkcie S po-
prowvadiny do
niej stvczng §
i wykredlmy ja-~
kgkolwiek inng
stozkowg lub

ko to 1; stycz-

ne do prestoj

S w tym msamym
punkcieﬁﬁy
Na prostej &
obierzmy jeszcze
3 punkty -4 -,
; B i po-~
prowsdsmy z nich’
styczno < 1 &,
B REE S

3 )
. >
Ty v v .bn '
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. A B z . ';. - / A
¢, do stoikowe] 4, i do kole &,  Tréjksty < 5 3

’, 5, e, 23 trijkateni Desarpues’a /gdys ich boki prae-

cingjqg sip pareml na proste] & J, wigc proste A,4, |
—’3 B .‘ 0‘[’ , tgczace paraml i_éh _W‘ierzchokki, -‘prze-—l
c%odzz{, przes lede“ punld o . Tazeli ten puhkt ue zy-
niny Qrodklem k011ma031, prest q, g jei mm,, s punk-
;

bty 4, i in wrazadé bediiemr oo :::,r: punktdw: orpo vied-
nich v te]j kolimé.«:ji, o koku 44"; %yvzr\emu &o *rosty

. v
F 1 i,-: ‘zechodzgcemu przes puniv V5

[

A
a.b y *"a ¥ C:?’

sdpeviadad bedzie stoziova stycznna do prostych <, , 3
¢ i § 1 prazschodzica priez punkt ,5” , & wigec na Ba-

/
sadeie § 131 identrezne ze' stoikows, A, . |
§ 18%. lastosowenin - 1. Zaduale, karfx i1ié atog-

m T TS
ovs, K. kidra cduvowials de neul kol X. , W kolinea-

cji denej, Hozemy to zadanie wyrazié np. v tej formie:

Wrkre£1ié rzul srodkowy kole, 16£30880 W daneg plaaz—-

e TN
ot v “”oaka rguatée,

3o

czyzinie 4‘_3;, - Wyznaezmy ¥

bedzis to Srodek kolinescji xola 4, 7e stoskowy k,, :

S bedzie osis te] kolineacii ¢, jedng z osi wze]em-
e

-
aychi wykrodlmy drugg of wzujemmg v, 7§97/ . 0drdinimy

X przyradki,

r/ '\.o?xo 14' przecina of wznlemng oy stozkows

54 przecina ;w'mtf; nijewiadeivg 4 ; Jest to-wigc z’-

werhola / 41/, B j.rcw‘ym g, i t ‘do kole £, W. punk’t,a.ch |

e e
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przeciecia ta‘go kola z osig 'I',_ odpowiadajg asymptoty
A t hyperboh /§175/. ich przecigoeie JY jest
drodkicm hyporboh. dwasieczne ka,téw miedzy aw?npto-
 tami sg osiami a, i 4 hyperboh /3 1767, wyzr;za_lf'z_my
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wierscholki -7, i A," nyperboli, t.j. przepigcie osi

gloxmqj Ry z hyperbols; bodg im odpom-iadaiy"purikty 4,.

i 4, ",. w ktérych prosta «, przetnie kolo &, | Xpy wy-
znaczy¢ puniiy hyperboli, lezgce na ktoregkolwmﬁ re-
~dnicy ¢, , kreslimy prosts odpowiedniy ¢ , znasjdujemy
punkty£§r2e01ecia tej prostej z kolenm £, i rzucamy te

punkty na ¢, z punkﬁu g Shyczne'do hyperboli we .

wszystkieh wyznaczongch punkta.c;h odpowiadaja stycznyn
do kola w punktach odpowiednich,

b/ Kolo f,, nie przecina oei wzajemnej % ; stoz-

kowa' -l"“ nie przdcina. prostej niewiascive] "é ; jest
to elipla /Rys= 332/. Dwom ktérymkolwiek srednicoum sprue-
zonym ellpsy odpona,daga, blegunowe wzgledem kole dwdeh
punktéw sprzeionyeh prostej. . by wige wykreslié pa-
re rednic spmezonych azukmog elipsy, obierzmy na
prostej % punkt.y kto*’ekolmekI Yi poprowadi-
my z nich styczno. do .kola‘., tréjkqt przekqiny. caworobo-
ku zupelnego w ten sposadb utworzoneso bedzie tréjkatem
bicgunowynm wzgledem kola /j 179/7 jednym jego bokiem
jest prosta £ ; dwe irne niechaj przecinejg koo w
punktach A, 4,7 3 A, , 8,/; fproate 4444) i A, -?33/
oapowiadaj&c'e prostyns A, 4, i ﬁfﬁf'f heds srednicsmd
do aiipay w tych punktach; ns kagdej inme] drecni - o

lipey sxajdziemy dwa jej purnkiv, kredige odpowiled
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cigeiwg kola i rzucejge jg z sunktu @ na te dredni-
cg; slyczne w dwdch korcach kagde ] érednicy sg réwno-

legie i ”QPOWiaﬂaja stycanym do knla w kodicach odpovied-

»

nigj cleciwy,

o/ Eoko Jé Tesh stroo. o
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stozkowa 4, jest styczna do proste] niewlasciwe] 73 i

jest to m*abola. /Rys., WS/ Promien kolineacji, rzu-~

R

cajgey punkt ze tlrm scia .x]l) kota £, z osig wz ajermﬂ 24

mo kierunek #rednic, s wige i osi parsboll, aby wykrad-
114 of pareboli wystarcsy WZR&G"Y\; je wisrzcholek,
W tym celu kreslinmy promien kolineacii 0 /, prosto-
padly do J&, ; w punkcis A, " tejdg sig wazystkie

<3sczne kola, kiérym odpoviedajs sieczne par aboli sprze-
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sone z osiz, a wige prostopadie ﬁo nleJ, v sz¢zegdlno~

4ci styczen] do kota z punktu R’ odpovieda styczna do
pargboli w JejAwlarzqhokku, a punktowi zetknigcia -7,
'iz kolem odpowiade wierzcholek parsboli 4, . kby zna-
1add pare-puﬁktéw-paraboli, itore sg symetryczne wzgle-
 aem jej os;, rzucamy %e srodka kolineacji na odpowied-
nin siecezng parabeli purkity, w kidryeh sisczne z punk-
bu «L;C wypfawaazcna przecira kolo, |

I1. Jeiseli dredsk rouid , albe drodeok kolineacji
7 vtonle sl punktem niew adeivym, t j. jesesli rzut
~atiaie sie réwnolegly, a kolineacja povinowactwem, to
08 waejemns # - atanie sig proaty niewlaécirg, tak, Ze
Kesde stoﬁkowej jﬁ edpowieda w tem powinowvuctwie stos-
1&0“8 tagc samego rodzaju: hyperheli typorbola, slipsie
wllpsa, paraboli parasbola; w srczepd: 2odei kolu odpo-
v .ade zawsse elipsa /razulem riwrolegivm sois jcét e-

Jipsa;, fSrecfnice kola przslesia<ca si) ns ricp -

IT'-K
Ql

red
1ipa&. srodes rola ne Srofsic slipsy, dradiic) VP o6 -
sone kolz, bt j. jakiskciwiek dwie jego Srednico wza-
.jomnio-pfostopadle, na srednice sprzeﬁone elip .y, Na
tem mogna oprazed wykreulani osi elipsy, ktérej dane
nqy dvie érednice sprzgione éf(Y’ 447, Przez je-

ﬂ
den 7 kededw CT drednicy ,féz /Rys ,uaﬁ/ prowadzimy
-'O - / z. ik ay
vrosty S rovnol&; 5 du drednicy 4 J 7 ; bedzie to



styctna do elipsy w
punxcie (),' /31747, Na~-
stopnie prowadzimy kolo
—‘76'& stjczne do § w punk-
cie € o frednicy réw-
nej ,ngZ',;.kolo to

bedzie w powinowathie'

z elipsq, praytem csig
powinowactﬁa jest pro~
sta o , a kierunek po-

winowactwe wyznaczony

'bedzil przcz dwa punkty
@,& 34 e odpowiednie <%, i 4, -
Kagde] parze dérednic
kola wzajemmie prosto-
pedlych odpowiada para #érednic sprzgionych elipsv; a-
by wige znale il jakiekolwiek dwis Srednice mprzgzone
elipsy, prowadzimy ze drodka kola /Yé dwie proste wza-
jemnie prostopade i %gczymy érodek eiipsy 2, 26 §la-
dami tych prostych na & , - Aby wjznuczyé osis elipsy,
t.j. takie drednice spragionc, kidre byZyby wsajemnie y
prostopadle, znajdziemy na s punkt A& jednakowo od-
legly od 4, ; 17; ! zltcgo punkiu zukfcélamy koZo, :

4 o '
preachoduger przez % 4 :f'.“?’,; 3 wyr.mr-;ozymy.pun::'by-_/f' 5 |
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] , v ktdrych to koko pfiecing prosia J,proa‘te
/3/,-’5’ i '-/3{,1’3"3@ osiami elipey, Wiafzchﬂki_ 2lipey
zvinjdziemy, pz‘owadz'a’,c,’prﬁezl kotice 344 i 5}, érednic
spmgionych kola,réwnolegle do )%JZ‘., poczem b‘dmia- >
rramy dA,F DA 3 gp - ZA7 . ¥ rozdziale me
t‘s‘t-.;priym poznamy prostszg jenc‘z.a lgtgz'xutru?ccje'csi elip-
Przypuddny teraz, e osia powinowactwg kola

I1I
: ¥ 1 o _'.,»,, .‘-a « / ~ . <
% elipsg jest wielka 04 elipar A -f'ife | v”-"@a./Ryez_l.'SSﬁ.
kt

¥
éra jest zsrazem
~ Srednieq koZa A&, |
.-Bgl

Tl TS P Kierunek povihowac-

A\ tra jest wiedy nrosto-
7 R . ! a0y SAE
X \-;d,\ ~padly 8c wielkiej osi

VAV G E
EE R R e rivnclesty do male)

v ; : e
B B =RB , ce-
€ 3 o
A cha povinoweetwe rip-

ne lest stoeludenid

. 4 ‘ 15:0‘ : -—é—- ) "i-.
R S, JJ, *5":“; 8 ﬂ..a . wRrsa
R wszy punkt jakikolwiek

1:' ne kols ./41'4 zne ) dimy _oc’..powiadaja,é}f mi punkd ¢lin-
.sy ol . Jest to taki punkt proste] J? & ='.‘,j:r03’t_§pa-
'dhj do -da-/{,, s Le 5?52 = éf o . Polgcemy -i-?ﬂ_,,

o e A& B4 O
poprovadinmy ze srodkas ¢ koke &, o promioniu réwnym .



<.

rﬁal‘ej polosi L3, 0 i wyznaczmy puncd £ , w ktoryu
2O przecina koio gc Réwnolegia do 4,4, 2
punktu 4 wyzmacza ne 60 szukany punkt elipay

P by wiec wykreflié punkt jekikolwiek elipsy, kté-
raj osie AzA.z, i 5,’,_/53’ 54 dane, zakredlamy ne osiach .
kota £, i 4, o wepélnym éredku & ; wyprowadzamy ze
:-’sroudka dowoln_q, prosig i z punktéw przecieéia jej‘ 2 ko=
tami £ i 4, prowadiimy réwnolegte do osi A, A "3 BB,'
Punkt przecigcia tych dwdch prostych bedzie punktem
elipsy /~ . Elipsg ta bgdzie w powinowactwie nietyl—
ko z ko Lem ffz , ale { z koloem 14',.; 0510 tego drugiego
powinowactiwa jesi mala o8 olipsy 5, B 7 kierunkiem
powinowactwa - kierunek melkm; osi 4, J ,, & cechyg
powinowactwa stosunek 4s0 .~.-§‘-’- . vy wykreslié
styczna,./.v do elipsy v J;‘)'ggkcie /2, prowedzimy w punk
cie 4 styczng @, do kola %, 1 punkt przecipcia S
“tej styczne;; 2 o:ua, A'A igcnymy 2 punktem - .P P -
albo prowadzimy w punkeie 4 styssng &, do kola £ 1
punkt prazecigcia Z° toj stycanej z osig 5.:3 laczy-
my 2 punktem 2 -

| 2 punktu- ~ poprowadimy xownolegk@ ¢ do 4’3 i
niechaj ta riwnolegla prictnie osie _5,-5,’ i.-’ﬂ,d{w
punktach A i A | I réwnolegobokiw o”]:f’/y i JBa
wynika, ge Vol &) (713’ ‘=-.“ﬂ. i V= gp = B t_ak,
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se M, N i £ sa punktanmi, ktdryeh weajemms odle-
gloéci ne zmiennej prostej £ sg stale, przytem punkt
. pozontaje zavaze na osi .513’ , pun «:t./V na nsi
A, -ﬂ‘F , & punkt ~ ne elipsie, ktérej polosm ag
PN e i /’./V‘é !

- »
T,

Jezeli wigc odcinek YA porusza sig w ten spo-

80b, ie punkt &7 posuwa sie po prostej 2 , a punkt

N po'prostopadlej do niej proetej 2zt , to kaidy inny
punkt iz proste] A zakroéla'elipae o osiach ~<%¥
2PN 1¢iacyc‘n na proastych #¢ i 7

Na tem tvierdzeniu opiera sip konstrukcja t, azw,

i
o

cyrkla olipbycznego, t.]: narzedzia, sluzacego do kred-
lenia elips o danych osiach, Prymiﬁywnem takiem narze-
dziem moZe by¢ skrawek papieru, ns ktér:go prosto -ob-
ciptej krawedzi odmierzono odcinki 2¥sa i f’/ﬂv &
Wykredliwszy dwie proste wzajemnie prostOpadle,‘.__uklla.-
damy skrawek w ten sposéb, aby punkt & lezal na jed-
nej 2z tych prostych, a A na drugiej, wtedy 2~ bedaie
punktem elipsy o osiach Ra i RS . Zmieniajgc polo-
zenie akrawk" wyznaczymy dowolng ilodé punktow elipoy

| § 184, Stgzki dr_ugiogo stopnia, - Ogél prostych
rzucajaeych punkty stoskowe; & oz dovolnego punktu

nie lezgcego w jej piaszczyznie oraz 6561 plaazczyzh
rzucajgeych stycsne do tej stoikarej z tego punktu na-
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zywamy stogkiem ﬂrugiaén sucrwxa Stockowa }% NALFHA
sig kisrownics shotlka; érodgk rau*ow naywa, si@ grodkiam
St s R

albo wierﬁchrlk st auovka, praﬂhw, rwuﬂajgce 2z wierz-

cholka punkty AibeWHlOy na?ywawa elp tworzscemi stoz-

ka; wazystkie inne proste wychodzaes z wierzchoZka ne-

gywsis sig éredaic@mi stoska; plasscsyany raucajsce z

wisrzohodka siyczns do klarawnxcv nazywaJa sie- pias"ezy*

znnm1 stycznemi do stoska, wagystkie . Lnna pkaxze By sny

przechodzacn Praes WiQTZChOmQh nnngan sie pl&szczvz-

L

nemi érodnicowams stodka, Na bagde] paaﬁzcz?znza'sbyw

cane j laéy jej tworzaca zeanieu_g 2u sbozkien pirea

A

ke3dq tworzece przesnodzi.gej plaszczyzna styczna ze
stozkiem, | _

Stozki drugiego dtopnia aq-ﬁem w geonreotrji wioez
czem 8§ stomkowe w gecmetrii plaskiep, Odpowiadajs one.
dvoiseie stogkowym i megs %ak jak one byd ckresdlone
zapomocq vkiadu bzegunowego v&qzzi I takisgo wza-

Jemnego oodporazakgwanla prostych i plaszezyszn, wycho-
dzglych z jednego punkiu, se proate] i plaszezyinie

do s:op1s naletgeym poapqrzadkowano 8% plmszceyzna i
proafa.réwnieé do- aiebie naleéace-7piaizczyzna biegu-
nowa proste’d i nroata biegunows n?aszczyzny/ Uklad ta-
ki bylby wyznaczong praez tréjécianm blegunony 6&%451
1 plamzesyzneg biegunowg |ﬂc? jakiejkolwiek prostag
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529 z tem zuetrzezenlau, Zzoby pleszezyzna &é
nie praeahodz11a nrzez zadng kraweds, g prosta é&?
nie leials na zadnej ssianie trdidcianu 531”4&45g
Tekie niszalezne od gaom@ﬁrji'gﬁaﬂkia] okresdlenie sﬂo?
kdw @fﬁgiége stopnia o ile mietoby ne eelu wlasnodol
rzatowe %yéh stozkdw, nie jest konisczne, pdyz wazyet-
k

gaiom stozkowyeh,

&

g wlasnodei odpowiad. «ja dvoldecie rzutowym wiasno-

| ol
o

Kazda plaszezyzns przechodzaca przes wierzoholelk

r,_-!\

stoike /pleszéeyzna drednisowma) pchexna g¢ wedlug -

dwueh tworzacyeh: rzecaywistyeh, MFOJCﬂyPh iub zjedno-

{‘h-ﬂ

ezcnych, kit & rzusajg raszezywiafe, urcjone lab zjed-

to

(ﬂ
L,

Aoezone punkly vrzecigeia kisrﬁwuiav kg przes glad

Py

plaseszyzny siccunc] na plaszesn ay Zrie

px

Xierownisy . Stgd

Uin

wyalks, ie kuida prosta /7 wyigtkien drednis/ pv71h*Ja
stg@ek deupisge slopnie w dwoash sunktach, rezaezywistye:
urcﬁonysh spragionysh iub zisdnoszonyeh, Jezeli howial
przez dany prosty i wierzehctek sbazks ponrowedsimy i

ezez2yzne srednisows, to punkiy przehisis atoiks dens
: » L IR

Cis: T &
af

prosta beds punktemi, w ktdryeh fa prosis prescine
rzeezywisle, urojone sprzsions, lub 43ed1~nr'7n prosta
preesigein stoika plesscuyuing drednisowg,

Przecigeiec siodka drugiesgo stownia plassezyuns,

nieprrechndzgey przez wicrzehs ek, jest csswridein

mEOIJP!Tn'r, v'*-f'[\g,u‘_ ?.4 1 . ;s’t"h‘lﬂ 2 ﬁgn‘ﬂb :
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rzutem kierowniey z wierzcholka na piaszezyzng sisez~

ng, e wige stozkowg, 8tozkows ta jest hyperbols, 8lip-

sa, lub parabols, zaleznie od tego ,szy plaszczyzna

érddnicowa ¢y réwnolegla do plaszezyzny sieczne]

Y

§ oprzseina stozek wedlug pro;'-,’ch r

(.

ywiglyen, u-

rojonych sprzgionych lub zjednoezonych,K W samej rzeezy

edy plaszezyina srednicowa &»  réwnole egla do pla-

szezyzny sieeczne] |f; przeeine stozek w iluﬁ dwueh

S el tworzgeyeh rasczywi-
“"\.\_A
//’ L styoh « i 2 /Rye,
I ™ i
\ \\\ 336/, to sioikowa
N\ —~7\ przeciscia, ktéra
\ -~
e N L s B
N AT Jest miejscem geo-
1 e T o =/ .-’/2;-" :
Sk %(4@%? metryeznem punktow
l o~ 4
e L1 AT /
o IR \legﬁ s przebicia plaszczyzny

Aﬁ? twarzqqemi stoz~-
ka, bedzie miata dwa
rzeezywiste punkty
niewlaéciye, miano-
wicie punkty U‘;q’

i I’qﬂ , v ktdryeh

A
Le tworzace przebi-
jajia. pisszcayzne
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vem hyperhola, Jeieli plaszezyzna rednieowa ‘7"/Rys
337/, rownolegla do p2a54ezyzny gieezne j ﬁy nie ma

stozka /Rys 338/, 1

26 stoikiem zadnej
wspélnej tworzgees

- Tzsezywietej, to

plﬁszgzyzna :g
przeeina wezystkie

“ tworzaee w punktaeh

wladeiwysh; stogko-

wa przeciseia nie

- ma jadnago punktu

niewlaseiwego, jest

to wige elizaa,

Gdy wreszeie plasiz-

e¢zyzne Sredniecowa
réwnolegla do S
jest styezng do

& = nig dwie zjednoezone two-

rigee wspélne v0 plaszezyzng f{ Przecina wegystkie

tvorzgne w pwnnta & wxasulwyan 2 wyjatkiem te] jednej

pruseigeiom jesi przeto atozkows posiadajaca dwa zje- |

dnoezone punicty riewlaaeiwe, eayli parabola

7 powyzezego wynika, e niema zasady do rogrdi-

'nieﬁia trzech rodzajdéw stozkéw wiedeiwych drugiesn



atopnia, tak jak y o
rogrdinielldmy tray
rodzaje stoikowy@hgr
n eacnstrii wiazki |

S
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nigje howiewm

ment, ktoryhy w nied |
» odgrrwal take rol;

jakg odgrywa prosba

P B, 4 = -
1.3V L43¢AWe F Selmo-

orji plaskiej, Kai-

dy stojek drugiego

stopnia o wierzsholk-

ru wiaddéivwym moie

byd przecigiy wed-

Tug hyperboli, elip .y l®b paraboli; kaidg wige z Uyech
z le

krzywvch moze bydé vzista za kierownice tego stoika,

1 2 . . 1, £ \. "‘
Inaczej rzeczy =ip maja ze stolrkami, kboryeh wierd
cholki sa punktami niewlasciwemi, eu.yli 2z waleami Po-

AT RTINS i

miedzy elementami wiacki niewlade.vej znajduje sic je-

den niewlaseiwy, mianowisie pfaszeay:na niewtadciva,

Plaszczyzha ta odgrvwe w geometrji wiazki niswlaseiwe]
te samg role, co prosta niewlasciwa ¢ veometrji plas-

‘kiej, Dlatego tei wales drugiego niopnia muie byé hypet
. I

i



bolipzny, eliptyesnys lub parapoliezny, zaletinie od
tego, ezy plasuczyszna niewlaseiwe pr zecina go wedlub
dwueh tworzseyech niewladeiwych rzcezywistyeh, wrojo-
nych sprzegsonych lub zjednoezonych, Kazde przeesigeie
rlaskie wslsa hyperbolicZnego jest hyperbols, ktéred
yp & yperbcla, ktore]

asymptotemi sg przee ~cia plaszczyzn3d siecang plasi~
o P i)

¢zyzn esymptotycznyc .. j. styezaych do walea w nie-

skofiezonoéei, podobu..i kaide przeeigeis #alaa slipe
tycanego jost elipsa, a kazde przeeigeis walca parabc-

11canego jest pd‘abol,‘

§ 185 0Osie i praecigeie kolowe stozka drugiego

stopnia—Tréjécian, raucsjaecy z wiarzeholka stozka.

+ “I-I

tréikat bieguncwy kierownicy jsst irdjsecianem bieguno-
wym, kazds jego fciana jest plaszezyzng biegunowa pfzeé
ciwleglej mu krawedzi, Mozne dowiedC /dowdd musi tuta)
byc pomlnxety/ ze 1atn1339 jeden i wogdle tylko jeden
tréjdeian bisgunowy w krawedziach i deianach wzajsmnie
prostopadiyeh, Kasda z takich trzeeh krewedzi nazywa
319_23£2_st04ka drugiego stopnia; jest to érednica,-ma—
jgea te wiasnodd, 2ze biegunowa pluszozy"na grednieowa
jest do nisj proetopadla, Plaszcayina ktbf)ahiOlWlBk
dwueh omi jest dla stozka plaszezyzng aymetrji prosto-
katnej, kazda 3 osi jest osig symetr;i prostokaths;

stoska, Dlw stoskdw. rve"zywzatych jodna % osi jest we-
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wnétrzng; & pozostale sg zewngtrzne,_t,j, przez dwie
osie moiné'popfbwadzié do stozké plaszczyzny styezne

' rZeCh&wiafe, & przez trieeia tekie] p!asiezyzny poproé
wadzié nie moina, Jezeli jedns z trzeeh osi np. of we- |
wnetrzna jest dare, to pozostale dwie znajdziemy, pro-
\wadzqc przcz wierzeholek rdwholegké.do osi jaklegokol-
wiek przecigeia, ktdrego plaszezyzna jest prosﬁopadla
do osi danej. Gdy to przecipeie jest kolem, to stozek

nazyws sie pbrotowym i posiade bprécz‘oqi wevnetranej

zwanej 0sig obrotu, nieskoficzenis wisle osi zewngbrz~-

nych; kazda prosta prostopod;a do‘oni uHrotu v wierz-
aholku takiego stozka jest jego osia zezwngtrzna

W stosku nieobrotow*m /trigosiowym/ 1stniejq dws,

ustaW1en1a_E}aszczy~q pr7661naiagzrh atosek wedlug kél

‘tak 3a_kisrownieg kazdego stozka drlglepo s@_gnla

/obrotowego lub tr0J051owego ale nie zwyrodniatego/

moze byo koo,

v samej rzeczy niech bgdzie w rzutach prostokat~
nyeh stozek /Rys,559/, ktérego kierowniea jest elipes
.0 osiach —4 -4,, .: ﬂﬂ , otrzymena w przecigein
stozke pZaszea)zna prostoped its do i wewnetrznej S
Obrawscy na tej us i punkt 1“**£01v1*k X , opisamy z
'ﬁi;go kule Qtyczn& do tworzaeych A9;4,' i $§:4£

Pionowy koitur rzeezyeisty tej kuli jesi kolew, leig-
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i g

eym v ptaszezyinie /5/3_3 0 promieniu -{/Sy“jf«sy
rovnym odlegtodci purkie /1; 0od tworzacych 54, 1
/,SVAZ& _ Polaezmy punkty O i 5;, orcz 4, i ,4 y
v ktdryeh to kole przesina iworzgee ,5/_5, i jﬁe
1 przeg eigeiwy (/:IC’:,V i ,ﬂ, ,/7’3 poprovadiuy plaszczy-
Zny C :D , prostopadis do plasszccy.:ay ,3'_8,_84
Przeeigeie kuli plaszezyzna c jest kclem, a przeeie-
~eie stoike 1= saemq plaszezyzng jeet stozkowa, ktéra z
tym kolem iz wepdlne: 4" punkty 8, 6: 2 ,S; i AS:
i utyezne 4, i ,g'ﬁ‘e v punktach 8 i ,5;
vwige jesl z niem identyezns /§ 181, 2// Plastczyzna
& vszystkie plaszezyasny do niej réwnclerle prae-
cirzje wiee stiozek wedlug k42, tak samc praszeiyvzna
D i wezystkie plaszezyzny do niei réviolepgle,

§ 186 Czworokst wpisany i ezworobok opisany wza-

apes

jemnie biegunowe, Zastosujmy metode bisgunowyeh wzajem-

nyeh AL71/ &o obu twierdze# § 179 /Rys . 340/. Figure
bisgunowo wzajemns wazglodem ezworokata zupelmego

4, 8,4 3 jest cavorobok zupelny @, 4, g, 8, , ktérego
boki sa styczne do stozkowej w punktach 4, , B,
A&, i .Bz . Biegunowe purkiéw przekqinych czworokgta
sg przekatnemi czworoboku; tréjkat, ktdrego bokami =g
te przekaine, bedzie przeto idemtyezny z tréjkatem

bicpgunowym MNP . Poniewas prueciwlegle boki ezwo-



rckgte przechodzg pa-

rami przes punkt YJAff

./Vip.wiee

&y

bisguany tych bokdw,
v.i. przeciwle gle

vierzehotki ezworobo-

ku lezg parami na

: |  biegunowyeh punktiw
. N, Ny P
; | t.j. na bokach NP
ﬂ:f Taf .73 | - PM oMY troj-

xata MNP  3tad

twierdzenie:

d. Punkty przeci¢{
Rys. 339, gia dwuch par bokéw -

przociwleglyeh ezworokgta zupelmeso vwpizonego w stoz-

kows orez biegunowy dwueh pozostaiyclh boudw leis

_Jednej proste],

Itosijac metode biegunowyeh wzajeunyeh do drugie-
go twierdzenia § 178 otrzymamy twierdzenie wzajemme:

Proste, 2zezgce ‘dvie pary wierzcholkdw przeeiwle-

£Xyelh cuzroroboku zupeinege opisanepo na stozkorej o-

% \

ras hisgunowe deueh pozosialych wierzcholkdw przeehor

dzn praoz jeden punkt,
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25F o4y




% twierdzel powyzszych wynite s o ic wagne srupy
twierdzeri: Steiners i 3taudta, Odkieds’icc na pdinie]
twierdzenia Staudta, zajmismy sie rraszdey mayatkiem
4 T 3 ' & } gt 1 4 ( J‘ S r Y 1 ‘.’.1'7
ivierdzeniami eivere i liecznemi wyrikajocemi z nish
wniorkani

w8 187, Stozkows rzeezywista, jako miejses punktdw

pr aLCl@'bl& prostych udyporwiednich {ruch pgkdw rzutowyeh
Twierdzenie I. Poxid mcs‘.?fq rLucaigevels punkiy
m" A TS B IR -L‘-nmnmw:. vy ‘ =i 52 =

AW e 10 [E <o Rt I S N e R e e e
stoikowe] % jekichkolwicx ¢rueh jej purkil

routowe

Nieeha]j beds dwa jakiekolwiek p.nbkiy slogkows) 5 i
ktd

3, .

mej stozkowej, trzeba dow

oryeh razueary vwszystkie inne purnkiy tej as-

Lln‘.

4%, ze peki AT, i a3y, X

rych odpowiednie ;rostm ng. 4,

i &, rzucaja ven sam
punkt A stozkowej, s3 rzutowe JRys 341/, Niechaj &
bedzie jekimkolwiek stalym punktem stozkowej, a -4
zmiennynz jej punktem; wyznce-amy punkiy M , W
ktoryeh proste ,5:’..4 1 ,5; A prierinzis ofpowisd-
nio proste .S 7 i ,3' & ;v caworokasis zupelnym
wpisanyn JJ—A @ dvie pary przccivleglyeh bokdw

’5.:"4 i ﬁi_/] ', /3:, g i .«Z,:,ﬂ przecinejs sie
v punktach Moy & sked vyaike, e provtie LN

: 3 - o 3 H - 1 L/
przechodzi przei biegun /5“ “oku .Qﬁ R .}, przez

»

punkt przecigeia siyczmyell &, 1 5; w punktach ,3, i
,3;’ Gdy purkt A opisuis stoizkowa, proste €,i @,
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- e - o~ ‘. ‘--u
Tzulajgee wen punil

2 punkt éw /5', i ,S;

/%ﬁ&\ tworzg dwa pgki, A

AN ktdéryeh kazdy jest

Y - I, L/‘ﬁ':;\\\ S perspektywieany sz
fig/VZ' o ??X’ pekiem utworzonym
;/’ e / przez odbraeajgea

si@'ddkola punktu
S prosta MN ]
peki ,9: i J5; 35
frzeto rzutowe, Za-
uwasmy, e punkt .ASV
jest drodkiem rzubo-
wym pokdw é’l P .05',%
tak, ze prostej, Ia-

A Ry 3.

_ czgee] wierzeholki

,ji i AS; tygh pgkﬁw i zaliczongj dc jedmego z nieh

odpovwiada w drugim styczna do stoszkowej w jego wierz--
ehotku ' :

Twierdzenie 11 /odwrotue/. Stozlkowa jest misjseem

goomeiryesznem punktdw przecigeia prosiyeh odpowiednich

dwuoh pekéw rzutowyeh, Niech beda dwa pgki rzutowe /a-

le nio perspekiywiczne/: ,.5: (a, 5¢..) i ,8; (a“é Gue)
/Rys 342/, ktéryeh odpowiednie proste przecimajs sig w



punkuach 5 5

g ¢ ..... Vyzna-
AR czmy Brodek rzu-
7 /"‘\ N\

127 5 II \‘\\ N oW jS, tvel -
St BRSNS S £ oWy vYea P@
/ (3 R ’

e ci A S kéw /§ 147, II v/

/ \ ¥ v

Ol \ N X :

TN g Jest to, jak wie-

___,'_._é_i.__‘;,___‘_’z__ S

\ =2 demo, punkt prze-

2 4 ciecia rostych
B/ ¢ 1 &,
ryen plerwsza xa -~

ezy punkty (,“-?. ,C,

i C,=a,c,

i P S
TS jafﬁ ' a druga punkiy
o/ ,
A, = a, b
| i A= 4 3
Pole,om'v punkty ,9 ,5" prosty p 2 punxc Ly ,S" i

,5'; proyta, s, . Na zasadzie § 181 przesz punkty. -4 ,
B, 81 ,S' przechodzi jedna jedyna stozkowa, kté.- /
re jeut styczna do proatej «, ; na iauadzie zad po-
.przedmego twierdzenia peki, rzueajaee z punkt dw J’ i
/5’1 wszystkie punkty tej stozkowe]j sa rzutowe; _rzuto- .
®¥O0EC ta moze byc WYyznaczone priesd 3 kuorekolmek pery
preatyzn odnowiednieh, mp, przez pery: &, i a,, 5, i

7

), o+ 8,0 5, skad wynika, Ze te peki o8 identyczne'



z pekami danemi,

Jezeli peki 5 /5' 33 perspokiywiczne, to miej-
sce geometryczne punktdw przeecigeia prostyeh odpowisd~
nieh jest stozkowa zwyrodmiala, 7Zoaone, z proste] AS'J

Zgczge=] wierzehotki pokdw i osi per spektywy/.z tyeh
pekow, |

Wa zamadzie obu powyiszyeh twierdzed mosna roz-

ni
Wekreslid dowolng ilosé ._punktéw stozkowsj , prze-

chodzace]j przes ef’) danyoh puwktc' /7% ktdrych zafdne

J
J nie leza na jsdne] m‘oste i/, - albo: przeshodzgee]

praes 4 dare punkiy i siycznej w jednym 2z nieh do da-

nej prestej, - albe: przeehodzacej proes J dane punk-

D

by L styczngj w dwuck z nich 29 danych prestyeh; -

L4

Picrwszs z treh zadad rozwiszalisdmy juz w § 148 4; roz-
wiazemy wi@c vuta] dre inne zadanlia,

1/ Nizchoj beds dene punkty 4 , B , U 3.
oras slyezna «, w punkels ,«5': ,-f'l'{ys',543/,'Polaczmy punk-
t: S i S oz punkteni A4 i B prostemi &, 8 i a

: / 2 , 2

ng < rastq. -5: ,S\; axnaczmy.litera S, rzuto-
woS¢ pekd 3" 1 s Jest wyznaczompa przez J pary pro=-
siyeh odporie inieh e, 3,85 " a, oy , o, /&ly2

. wierzeholki A, i ,4.51 i galiezonsj do
paku 5( od owiadla W pg,ku',.sl’, atycsng s do stozkowej

prostiej iaezg

Ll
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f v punkeie Asi, /. Srodek
> ,3 rzutowy «F  jest prze-
_&:;,./'i ; cigeiem styeczne] &5, z
S d o an g wrosts BB, xtéra
//(\,\:}1\ 7/'\\&,;’/5;.:5‘7’ ' | tgezy punkt przeeipeia |
\4\f\1'4\\":, prostyeh @, i 4 z punk-
’ \\l/‘b: 7 tem przecigeia prostyeh
A\ : / A, i 5 . Chege otrzy-
\ : / .
\ | % mac¢ jekikolwiek nowy
\\:v/ punki stozkowe ] ¢
N .

wyprowadzamy z punktu
Kye. 343 S dowolna prostg c ,
ktéra nieehaj prazetnis.
prdsta, a, w puﬁkéie C’, , a prosta 4, w punkeie (: 5
proste A5, % i /5'; C, 1veds para prostyeh odpowied-
rieh pekow ,5'; i /SI , & wiee ieh pumkt przeeiesia o
- bgdzie punktem stozkowej, |
2/ Nieehaj beda J punkty stozkowe] »5: , ,\5:
A4 orsz siyczne .S, 12’:',, w purkiaeh /3: i _,5; /TYs
344/ Punkt przeeigcie ,S/ 1tycinyeh o, i f% bedzie

drodkiem rzutowym pekdw, rzucejgeych z punkidw AT

=t

4

’5/-:1- gunkty stozkowej; rzviowosd ta lesl wyanaczona
przes g pary prostych: e, s, ?ﬁ, 1 @y S, Zf,, 3

(3 Y ] o = \ = L) . ’3_:. _-! » ‘
gdyz proste] Jf,b: = t,....J‘a saliczone] do jednogo



Jekow cdpowiada
;o atyczne w wierzechotku
PN drugiego, Prowadzge te-

7 r
F AN dy z punkiu O dowolra
3

G

» ktéra przeti-

SO \ nie proste @, i <, odpo-

B : NAS . q
\ %y / P e wigdnio w punktach in
\ ; ] "_;(.' l.-’

\ b i ; SR O
NS e i B, , otraymamy punkt
g e . stoikowsi B , jako
TR o pria@igcie prostych

vt 5 ’ A o= B,

--"'1"""’

- -f','-:' e £ 4 4 = A
= s b, e /‘jz . frve é.e
§ 188, Zastosowanie.

&N
e
4
‘\
S
>
ade

Wykreélid hyperbolg, ma-
jgc asymplovy .8, L _Zi ; oraz jeden punkt hyperboli 4

Lo R

Asympuony, jak wiemy,.uw&Zaé moina za atyezne do stoz-
| kowe j ﬁ iel punkiaeh niewlageiwych, Mamy wige poprowa-
QZlO stozkowy priez pumkt A i ?unkuy niewlasciwe »9,
i ,5:', w'ktoryeh ma, oma byé styeczng do prostyeh &, i

‘ /Rys 345/, Lsczae puhkt 44 .z punkiami niewZadei-
weni ,5( i /32, t.J. kreslae z punktu 4 réwnolegle

4, i @,do prostveh S, i 2"’ i'provwadzgs z punkty &=

M

II’

?i dowcing prosta & | sanajdzieny n:i miej punk-
b gﬁf'i Jf?‘,ktéru-polqezonn PRovn 4w kiaael niewlas



. -
/|
48 -

feiwemi ‘5;
i o5 dadzg
proste }/ i
b , 'a ieh
przecigele
bedzie punk-
tem hyper-
voli B3
Jeuwagmy, %e
pfﬁbkatna ‘
AB .
révnolegto-
boku AB,.B,B jest przez prostg 45 i punkeis #9
podzielona ra polowy otdz punkt & igat rowniez £ro
kiem odeinka 4B~ proste] AB . wewarvego migday
asymptotami, albowiem trdjkaty A ,_S /3'# /‘7/@ Vo
sg podobne, Stqa wynike, 28 _(1_/1 - {5‘5
Na kaszdej siecune] nyp.erboll, odeinki migdzy kray-|

wa, aj_i_asyiota.m sa ‘f'owne
W szczegdlnodei, gdy pusk ty_A 1,8 zostang |
zjednoszons % punkeie ../'_Z /Rys . 348/, t.j. gdy siccznae
_AB atamie sie. styeras Qo hyperbeli w tym punkeid

to odeinki MA i /557 veta rome, 1.1,

Punkt zetkmieeia jest érodkiem odeinka stycume] miedzy




il

asymptotami

Majac tedy ssymptoty
i mtyczng do hyperboli m
mozemy natychmiawt -vgi;:alezé
jej punkt zetknigeia 4

Nawgajem, przez kazdy purkt

hyperboli J’{ moaemy popro-
vadzié stnzm@ 7% . T tym

celu wstar"zy punkt dany

.ngunfzéﬁi-¢

M polaczyc ze Erodkiem
hyparboh ,5" /t.j.2 pnnktem przncigcm asymptot/; na
presdiuzeniu proate} JS’M odmisrzyé po stronie punk-
tu A odcinekx - 4;_5""' S , przez punkt S =o-
prowadzié réwnoleglg do jednej = asymptot, nmp do &, ,
i punkt pregecigcia A4 ’ toj réwnolephe] z drugs asymp-
tots J,."pol'i;_cgyé ,z:;.{p\m'k'tsm M

Te dvie wiapnotei pozwalejg, sztbko i doklradnie

wykredlié hyperbolg, ‘gdy dane s3 jc] asympioty 1 jeden
- p..mk'o wlusclwy A /lub jedna styezna e , gdyzi viedy

..ngdujemy ne:ty«.hnuast. punkt zsetkniecia A /. Prowe-
dzxw‘ha:.anowicie prses punkt o jaL&kuhiek sieczng,-
ktére mieeh#} prieinie a.symptoty w penktach 4 _/3
/Rys '547‘/ 1i-g@ punkiu .5 odmiqr¥amy odcinek BB =
= Ad ] ?! xeidym z punktow w ten sposch otrzyma.nyr-n

CEOUETHI A WYKRESLRA Arkusz 29-ty.

-



prowadzimy oczy-
widcie styczng,
a majse dostae-
tecung ilodg
punktdw i siycz-

nych wykredlimy

si0zkowg 3z na-
~lesyty doklad-
nosciy .

189
8tozkowa rzeczy-
ou0z CIy~

wista, jako ob-

wiednia ﬂ*ostych Xy o"&cycH‘ng«{y odporzednle dwdch

azereﬁdw rzut0wych

Tw;er enie 1. Szersgi punkidw B?ﬂéciedia stycz-
_nych do stoakowe] & jakigmikolwisk driema stycznemi -
m

Y rzuto!a. /Rys 348/, Niech beda dwie stycane do stoz-
kowsej o, i &, ktdre przecinaja wsaysthle inne siycz-

ne do tej samej éﬁozkowej- trzaba dowicié, ze szoregi
5, i &, ktérych odpowiednie pAnxby np. 4? i 44 le-
23 na tej samej stycaznej 4 sg rrutowe, Niechaj &
bedzie jakakolwiek stals sty¢zng do stozkowe;, oznacz-
‘my jej pumkty przecigeia ze stygznem L, i 1xnerami
g i A ;prSsta. 4nieché.j b@dlﬂhid shil ohag NtyCan.
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do stoz- .
kowe ;
niechaj
ta prosta
przecina
styczne
g, i 4,
.. W punk-
tach A,
i Ay
Poigczmy
4,0,
4.9, ;
¥ C2woro-

- 2.7;; Jéao N\ Ghokibin

peinym

opisanym < S @ ¢ proste 4, £ 1 A, ¢, lacza prze-
ciwlegle wierzehotki, skad wynika, 26 ich punkt prze-
cigeia P lezy na viegunowej & punktu o, g, = A
t.J. na prostej lac-geej punkty zetkniecia AZ i 52 -
stycznych'-@ i J,, Gdy prosta 4v5powléczy“ thzkowa
punkty 4, i Ji& tworza dwa szeregi, z ktérych kazdy
jest w perspeskiywie z mzeregiem utworzonym przesz po-

ruszajacy sie na prostej g punkt'-P ; szoregi S,1 ¢
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S, sa przeto rzutowe, Zauwaimy, i& prosts »9,' 7: jeat
osia rzutowg tyéh szeregow, tak, ze punk-towi przesig-
~iz podstaw &, i <, zaliczonemu do jednego 'zv'tych
aperezéw; odpowiada w drugim punkt zetknigeia podsta-
wy drugiegc ue shoikowa, |

Twierdzenie 11 /odwrotne/, .coikowa ;e-st., obwied-
| S

nig proslych ractgcych punkty odpowiednie dwuch 820T6-

gén rzutowych, Niech bodq dwa szeregl rzutowe /ele nie
ity

parspektywiezne/: & /A, B, AT S PA, By Gere/
/Rys 349/, kt6rych odpowisdnie punkty laozymy: prostemi.
a b e
Wy znae zuy od rzutowyg
3 tych szeregéw,
Jeat to, jak wiadomo,
prosta lgezaca p}mk‘r
by B i ¢ .3
kxtérych plerwsszy
j.éat przecigeiem
prostyeh 44,_84 i
A, 8, , s drugt |
prostyeh -410; i
A, ¢, . Wyunaou-
my punkty J¢% 5
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zssadzie § 181 istnisje jedna i tylko jedna stoikows
styczna do prostych & , & , 4, i 4, i praschodagea
przez punkt ,Jz ; ne zasadzie zad poprzedniego twier-
dzenia gzeregli punktlw przecigeia styczmych o, 1 &
ze wezystkiomi siyczremi do stozkowej s3 rzutowe; rza-
vowosé ta jesl wyznacuona przez 3 kidrekolwiek pary
punktdéw odpowiednich, np, przez pary .4 i ﬂ‘ - 5,
i B, , P ,5'_: = A5 , stad wynika, ze te szeregi
sg idoniyezne z szeregani danemi,

- Jeseli szerepri 5 i Sy 8% perspextywxczno to ob-
w19dnlq prostych lgezgcych punkty odpowiednie jest
stoikowa zwyrodniata, zlozona z punktu & £ =25 i
§rodka perspektywy < tyeh szefegéw, |
: ~ Na zasadzie obu powyzszych {iwierdzen moina roz-

wiazal zadania: .
Wrkredlié dowolng iloéc¢ stycznych do stoikovel__

styez 138 § do pigciu danych prostych /z ktoryeh gadne 3

nie przechodza pruzez jeden punkt/, - albo: siycznej

do 4 danych P_t_‘_oa%ych i majgcej z jedna z nich da.nyﬂ

punkt zotknigeis, -~ albo: siyesrej do 3 danyeh pro-
o

e o nmm L

ptych i majgeych z dwiema z nich dene punkiy zetknie-
cia, -

1/ Niech beds dane styczne J, , &4 , @ , é i

¢ . ladanie bedzie roswigzane, gdy wskaiemy, jak z
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dowolnego punktu, lesacego na styeznej ¢, wyprowadzic
drugs styczng ﬂldo stozkowej, ktéra jest styezna do
wazystkich 5 danyeh prostyeh, Imieniajge bowiem polo-
senie tego punktu na stycznej &, , znajdziemy dowolna
ilogé styeznych do te] stozkowed /Rys. 550)
Obierzmy styezne

5 1 5 za podsta-
vy szeregdw wyzna-

ezonych przez sty-

eane do stoikowej,
Jeieli siyezne «
5 i ¢ przeecinaje
.styczna s, w punk-
tach 4, , &, i'.
., , to te trzy
pery punktdw w"_yz-l

nacza razutowosdé
szeregw S, (4. 86..) 7 :‘[4 B, Cy vrrin] 5
ktére przez pulaczenie odpow:.edmch punktéw utworza
stozkows styczna do wszystkich 5 danyeh prostych A-
by z punktu .4, , leiseego na stycznej J, , Wyprowa-
dzié nows styezng o, lodnagdnemy w szeregu S, punkt
A .ﬂ odpowiadajgey rautowd punktowi J, ; styszna 4
~ gcay dwa - punkty odpomednie ﬂ ﬂ Wykredlmy
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ﬂ'

wige nsgpi rv of rzutows s tych szai*egdw, Iaczse
punkt 4 przeciefia prostyen _5,(’; g J. p,' %
punkbemn _B przecigeia nroabyc‘r‘- ) Jf’ i J-‘r
¥yznaczdy naztgpnis punkt 17 przecxecm prostych
A, 6. 1 § i _:;»,aq,cz;g 2 punkt 4 bgdzie
pruzecigeiem prostych & i % ; proste JZ
bedzie szukaxﬁs}. swn,,,n.' & Zaus;?az':m*,f, ze 08 rz.utova &

przecins %*yc:’ne g, 1 g w punktach zetkniseias,

Wyznacozy punkiy
4, 814
54 , ¥ kXtiryeh
rroste & | é prze-
cinaja.' g i &
pankt & &£, oznaez-
my literg ,’; ; rzu-
towodd szeragéw s,

i jest ¥y 2naczo- A

na przez o pary £
punktdw odpowied-
nich A4, 8., 1.
A'.B ,..5’ /gdys punk‘tom przecigcia podstaw 3, i A b

zuliwonema do azersgu <, odpowiada w szerepu ¢, ptm__kt

Y
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gotknigeia stycinej 4, ze s‘boikovd' 0‘ r:u’oova. 4 l3-
¢zy punkt .5/ z purktem przecigeia proatyeh J 45 i
,4 A . Chege otrsymad ja.kq,kolviok novg stycsng do
stoskowsj, obicramy me prostej & dowolny punkt VA
laesywy g0 3 punkiani A, Jf‘ prostemi ¢ i ¢, p
punkty o € i ¢, ¢ beds parq punktéw odpowiednieh
szeregév g i 3,, awigs prosis, “.téln je polaesy,
bodzie styezng ¢ do stoikowej, . |

3/ Nieehaj wresseie beds J styesns 3, , 5, i
a oras punkty setknigeis S, 1 7, na stycznyeh s,
i &, /Rys.3b2/. Prosta S’ 7' bedsie osig rzutowq
sgeregdw ktéryeh podstawami sg§ styezne 9, 1 J_‘, a _
punktemi odpowiedniemi kazde dwa punkly tych yrostych
/op. A, i A, /, ktére leig na te] same etycmej Q
Obawszy tedy na proste] 5 2 dowolny p\ml:t 1
Yaczgqc @oz punktemi A, 1 A, otrzyuamy prosto ‘ 34
ktére przecinajg podstawy 4 L 1 S w punkt.o.eh odpoviod-
nich A, i B, tycn szeregiw; pros’oa. .8,3 bedzie
styczna do stozkowej : ' i :

2190 Ze.stoaovama. I Vykreéllc para.bolg ujac

| S —— E
jej 4 styczne a , b , c i .r, 2 ’Pomevai PE ta nie-
wlaiciva jest styuu do. paraboli. 'M nuny wét&a.s
5 danych stycmych do- atozkbﬂﬂ; A

Il Wykredlié jarabole, naju Je} d..m qucz‘ne

e el vy R 208 e DanSvStbASSO R - b



& 1 5,wraz 2 punkia-
__ = == )
i zetkniecia Y, i

4

==

7 /Ry=.353/ Mary
teraz dave trsy styecz-
re / & . s i prosts

niewlascive & /, orag
punkty zetkniecia na

stycznych o i & .
S8tosujac rozvizazanie

ogdlne ohieramy na pro-
stej A 7, dowolny
| punkt B8 i 1a-
ezg8¢ go z punkta-
mi niowviasdeciwemi
4, i .4, pro-
styeh o, i & /Y.
vj. prowadzae :
punktu & réwno-
‘legle do stfczn
nyeh 5, 1 S5/,
otrzymamy na pro-
| st?éh s i 5,
punkty 5 i ,B&;; prosta 5, B, j-<t stysing do para-
boli, - Prosie, 25dz2g0a punkt .S',.S'%:-:-f ,:)7’ z2 drodkiem




y My a v - . . : A
17 cigeiwy ,JZ g jest érednieg spragions z cigeiwyg
,5;’ ]:, i jej kiorunek jest punkiem zetlmigcla para-
boli z prosta niewiadeiws /a wige jest grodkiem para-
boli/. Xaezae ten punki z punktem L5, t.j. prowadzsc

BM Y €8 , otrzymemy na prostej -& jej punkt
zetknigeia M 1z parabola, Przekuwgjgc punkt 5 po
proste] ,.5’,’.7; wyznaczymy potrzebna ilosé punktiw i
stvczaych parsholi,

111, Wrkredli¢ hyperbole, magnc jel a%ymptotys

ST TR T

J, , oraz jedng styczna @ . Zedenis 10 rozwigzalis-

my iuz w § 188, ale prodcie] jeszcze moina Je rozwia-

zaé, stosujae rozwigzanie ogélne, /Rys. 304/ Osig rzu-

towe szcregdw S, 1
SIOD ol
% 1 S, jest teraz pro-

. 3 A : & P

bz e . . . % ’ . .
——————f‘——zﬁ/f/, sta niewiasciwa, o-
\/qq bieramy na niej

o, _‘__< ' punkt dowolny, t. ],
\ _
% i \ jakikolwiek kieru-
Rys J54 ugros ok B% i punkt
? ten lgezymy z punk-
tami -4, 1 z‘?ﬁ, Lj
ktdrreh rz-!;::;r-:tm.q @ przecina styezno 5 109, innemi

alowy z punkidw .J.‘l i .A‘ prowadzimy & dowolnym kie- _‘

il
runku dwle ro:*-:n,olacle 5, i Z:z - 1.1n.kt.3,* B, i 3


file:///ffTQo
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ktérych te proste przetng &, i Sy » laczymy nowa styci-
ng 4 ., W ten sposdh mozemy otrzymaé dowolng ilosé
StVCznych Prowadzac przez férodek /4 odcinks 4’87
rownolegta do obrane mo kierunku B otrzymamy zarazem
purnkt zetkniecia A na kazde] nows]j at?etnej y

Z tego wykredlenia wyciagamy wniosek:

Pola tréjkatdw, ktére dowolne stycuna do hyperbo-

1i tworzy z jej asymptotami, 88 stakﬁ&

W samej rzeczy tréjkaty'gf,Jdngé i .33:5;‘4

4

mejq *dwa wierzchotki A4, i &, |, a wviec i bok 4, B,
J / 3 T R %

wsnélne, trzeocie zasd wierzeholki 4,1 B, leza na réw-
‘noleglej do tego boku; sa to zatom tréjkaty rdéwnowagne
Ode jmujge po trdjiacic A, ,S’B od kazdego z tyech
trdjkgtdéw, otrzymamy trOJnaty réwnowaine 4, /4 g5

133,5

- Wtasnodé ta znajduje swéj wrvraz w réwnaniu hyper-

boli, odniesionej do asymptot, Z dowolnego punktu A7

hyperboli /Rys 355/ poprowadimy réwnolegle do asymptot

uwa sanyech za osie spdélrzednyeh; utworzy sip wtedy row-

noleglobok AKJﬁAV}r . ktdrego pols jest polaws pola

t:éJtha J4,14¢;V ; to ostatnie zud jest stale, t.j.

' odfpolbzenia punktu 4 na hyperboli niszeleins, 8tad
SBX 3Y sins5) =staley

Oznaezajqo jek zwykle, ,.5'.1’—’--*" \ ASVX-‘.Y
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]gy:.dﬁﬂf"

teeh, lezacych na iednej
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i ‘zauwagywssy, e kat / 3, J; £
jest staly, mamy rdéwnanie hy-

perboli, odniesionej do asymp-

Xy = stale].

§ 1%&; Twierdzenie Pascala

[ e dsson g .
W szefdeiokgeie wpisenym w stoi-

kows boki przeciwlegie przeci-

najg mie parami w trzech. punk-

prosteJ Nieeh bedzie szescio-

wat A, Ly L’A
B Gy, wpisany
o atozkowa /Rys,
556/, trzebe do—
- wiedé, ze punkty
P A7 4,7,
w ktdryeh sip prze-
einajg pary bokdw
przeeiwleglych
151‘:3 i ‘540;
C Az i CyA,

dzgr&‘JJ;Zi

lu23 pe jedne) pro-

stej, 2 dwoch wierz-

J

3
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shclkc_’m-niesa,sieunieh i nileprzeeiwlegiyeh, np, 6 z 4 i
| 6{ , rzudémy pozostate & wierzeholki: A, A4,

. A C" . Na zasadzie iwierdzenia Steinera /§.187,
I/ proste razucajace te # punkty punktéw A& i C:
stenowis dwie ezwérki rzutowe B, /aa,°87c,” / i
fj’a /a,’a, ”é gy '/, Przetnijmy pierwszg czwérke pro-
ste A, (", , a drugs prostsg 4, 8, ; otrzymamy dwie
| azwérkl punktéw A, A, Re’: 4 A ‘B C’, ktére nie-
tylko bedsg rzubows, ale nawet perspektywiezne, bo punkt
prazeeiscia podstaw A, odpowiade samemu sobie. Stad
wynika, ie punkiy odpowiednie -4, 7 i .-4 B, _J
. Cf i C’ ,leza ng prostyeh przoc1najqcych sig w jed-
nym punkeis, mianowicie w érodku perspektywy 2 tych
dwush perspektywieznych ezwérek punkidéw. Innemi sto-
wy, prosta 4, -,’5, "przeehodsi przesz punkt przeeigeia
prostyeh B 48,7 1 tft',',’ , t.j. praez punkt & ,
tek, 306 4 punkty P , 47 A, Neis na jednej pro-
stej, c. b d.o.

I‘wierdzenie to pozostaje w swej moey, gdy w sse-
deiokgede wPisqnyﬁ w stozkowg jednea, @wie lub trzy pa- -
ry wierzeholkéw sgsiednieh zostang sjednoeacne, przes
00 ezeéciokat wvrodhieje do pigeiokgta, emworokata,
lud tréjkata wpimanego, & swyrodniale doki lhja sip
styememi do stoikowej w wierszeholkash ljtm.ﬂmh
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1/ Przypudémy rajpierw, ze w szsseiokacie wpisa-
nym A, 5,C, 4.5,8; /Rys 357/ jedna para sgsiednieh
| wierzecholkéw jest
zjednoezona; salég~
my np,ie wierseho-
Yek ﬁ; przystaje
do B, tak ie

szedeiokat przer-

ksztalea sig na pip-
ciokqt.wPisany o
A,B8,64,3 v xts-
rego jednym wierz-

choltku /_B// dana

jeet styeczna,

W pigeiokgeie wpisanym w stoikows punkiy przeeie-

cie dwuch par niscsgsiednich bokdw orez punkt przeeie-

eia pigtepo boku ze silyczng w przeeivleglym mu wierz-

ehotku, leza na jednej prostej,

2/ Zlaléimy powtdre /Rys 308/, 2e w szesciockacie
wpisanym ./{, 54 0;-4{-3)0,: dwie pary‘ sgsiedniech wierz-
ehotkéw, np, B, € i B,¢, zostaly zjednoezone,
Figura staje sig wpisanym czwarokatem Jﬂ,ﬁ%Jﬁw@i
twierdzenie Pasecala przekszialea sie na znane nam do-

brze twierdzenie o eczworokacie wpisenym § 136, ktdre



mozna, sfor-
mutowaé jesz-
cze tak:

W ezworckg-
_“.

cie wpisanyn

w atozkgwa

[

punktyrbrzo-

.T‘ " 4‘
cigecia styecz-

nych w wierzcholkach przecivleglych lezg na jednej pro-

stej, :
—memsmncaris T
‘ 3/ Niechaj wreszcie w szesciokgeie wpisanym
A,-%C'A,,JS C:/Rya.559_/ trzy pary sasiednich wiesuclol-
xéw 4, 1 B, , C, i Ay, B i O zosted zjedno-
czone w punktach Jf, . Ci 53 .Zz

nienia z trdéjkatem wpisanym w stoikowg, w kidrego wierz-

Mamy wtedy do cuy-

chotkach déne sq styczne,

¥ tréjkacie wpisanym w stoikowa punkir przeciecia

L

_}eglych lez3 na jedne] prostej,

bokéw ze stycznemi v wierzcholkach tym bokou przeciw-

Na zassdzie pow zszych wnioskis mozna rozwiazad
zadania: : _ ,
SR Jezeli dane sa I punktéw sboskowej, to moz-
na w kazdyg ¢z n'eh poprowadzié stycznag /e i/

2/ Jezeli dane sg ég,;punkty stozkowej i styczné



w jednya z nieh,
. ¢ moina wykreé-"
1ié styszns w.
kajdyn s traeed

~ posostalyeh ./l'n
27; |

3/ Jesell dans
sn F | punkty
stoskowe] -1 siy-
czne W _dwieh ¥

nieh, t0 moina

wykro¥lid styes-
ng w vrzeecim wierzeholku /wn. 3/

§.192. Twierdzenie odwrotne i Jepo zas’ooaowania

m ’wwrd..enie Pascala, jek & ﬁymivamone wy-
ie] J ynioski mogg byé odwrdeons, Pgk np. prawdziwe
jeat twierdzenie ] »

Jezeldrzeeiwlesrle boki szefeiokata przeemajq

sig parami w trzech punktaeh jedne, prostej, to stozko
Rl s

ua, orgechodzaca przez J  Jego wierzcholkow, przecho-
N aanad

dzi takse praes szosty Niech bedzie szedciokat
W/Rys 356/ majacy te wiasnosé, e boki

praecivlegle B & i ﬁ,f’ A SR o4 |,
A, 3‘ | i,Aa, .8, pr_zecina;a, sig W punktaeh 1’, A,’




- &R -

i .4, ."1Iv§wych na prostej 2 . Mawy dowiedé, e wszy-
gtkie 6 wxlerzcnork w leig na 3ednej starko've‘] Dwie.
czwérki punktéw A;:A’, 4, (’N j Jf)z‘? //d 83 perspe-
kt,;rwigzne, »gdy,z"'. kgéda Z n ich mqt preeciceciom tej same
mej czwérki prostych, wychodz;gcych 2 punk‘éu _f‘) o IR
,” wychodzg-
'cychuz'punktﬁ i?'ﬂo‘punktéw 4, 'Jil, .ZZ % ';{?fa
'_Jest rzutnwa 8. cm*r‘fa pros‘bych < “a, '(’é ”C;'”__ ,‘ wycho~
dzacych z *aunktu ;;z do punktiéw 4 s s ﬂ Z"

punity .,ﬁ’ Jf : B R TR ] ktozych sig przecina- . .
ja pzo.ste odpownedme tvch c zwér sk, len& na stozkowej

st@d WYnika: 26. GZWérkaxprogtyc‘h Q;lﬁ,’é,

ktora jest miejscem geometrycznem punktcw przeclecla |

prosgych odpomedmch deuch pekdw rzutowyeh:

‘ r‘ L | B (dz ﬂ, é C’ / m-—!... i 9 (’d/’ i; ’/46

.tuz‘ﬂ'owa u&., Ja,k wmdomo preachodszi pr "ez uls wierz-
B

nolki pekéw 3, i 6-4

Na z&saczle +ego twierdzenia mozne wyznaczyé do-

mmy gzostly punkt ‘stozkows ], .kuore_, 5 punktdw £ , &

v 4 i 5 se dane /Rys, 3607 . Szukamy wierzcholka

5 azeselokata wpisanego, ktérego poszostals wierzchol-
kive , & . 4 . 4 iS5orez bok €<= o, ' jest da-
6y, W:emy, ze boki przecmlagle 72 i —lé‘ VI i
¢z . 24 1 € przecma;;q, sig w trzech punktach
j'--, 7 i M, leza.cych na’ JedneJ proste] /031 -Pag-~ -

<t

SHGEISTA WIKRESINA © o irkuss 30-ty,
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cala/, Fulgczywszy
punkty <2 i 45

znajdzi emy W prze-

cigeiu tych proBtych
punkt f, B przecne-
ciu prostej J’{ z

62 = ¢, naj-
dziemj; punkt _{/— 2
prosta T4 jest
osig Pascala ﬁ ,I
___na ktdérej musi le-

; ze¢ punkt /// . Be-

dzie to oczywigcie

@"7’ JGO,

punkt, w k"oérym |
T e i | -prosta #J przeci-
na prostsa /7 K la,czac g0 2 pumctem Jotrzymamy w prze-
cigciu-z prostg 672 ‘Z, punkt szuka.ny_///

~ Rozwjazanie nie ulega zasadnic#ej zmianie, gdy

dwa ktorekolwmk danych punktow, np, £ 19 sa zje-
dnoczone, t e gdy dane sg 4 punkty Z , 4 ,J 1

4§ oraz styczna w punkcie 45’ /Rys . 361/ - alto gdy
dwa pu_ms,ty‘ 2 i J , oraz dwa imne £ i J sa zjedno-
czone, t, j. gdy dane sg J punkty £ , 44 i 43 o-
raz styczne v punktac}'; 23 i 45 /Rys 362/ .



§ 193 Twier-

. - gl =
dzenie‘Brianchonah

V¥ szescioboku opisa -

nym na stozkowe j

wierzcholki przeciw-

legie le%g parami na

trasech prostych prze-

chodzgcych przez je=

den punkt, - Niech

bedzie ssedeiobok

aqlé,g_. ¢, a‘,g.éc. s
opisany na stoskowe}

: /Bys,SGS/_, trzeba

dowiedé, ze prosta Y
oy i q, /._ ktére 1gczg
pary wierzcholkéw prze-
ciwlegtych: é/ € i Z:,“‘:ﬁ
G4 i %t “'é‘ i
@, 6, praechodzg przez
jeden punkt, Na dwuch
‘bokach niesgsiednich i

nieprzeciwlegiych, np,

na &, i ¢, , pozostale
4 boki « ®, , é

4 °? Ce
PAEN

F



= AP

i ¢ wyznaéz ajs dwie
C?WOI‘kl punktéw _/{_/:’-Z
B Cr .dA,BC" o
k@gre na ggsadzze twier-
dzenia Steiner: /§ 189
1/ sgfrzutoﬁe, Rzuémy
pierwsze czwérke pumk-
téw 2 wierzcholka <, €
a drugs z @ ¢ , o-
trzymamy dwie czwdrki
prdstyun 2, a, w’,/e,"_'
a, «, "¢, e ”_ , ktdre

nletylko beds rzutowe

ale newet perspekiywiei
Svin s ~ ‘czne, bo prr;s_tga.' < Ig-
czgca wier;éholki, jqdpow'iié_,da samej sobie, ®tad wynika
46 proste odpowiednie 2’i a”, é/i é,,, c(/_'i C',»,przef-
cinajg sie v puhktach 1'e'zq.cych ne jednej ‘prostej, mia-
nowicie na 081 perspektywy /70 tych dwuch perspektw;cz—
nych czvorek Innem:. slovy, punkt 2, ’a, lezy ns pro-
stej, lq.czqceJ punkty 6, é 1 % , t.j. na prostej
/2, tak ze 3 proste /b, a, i &, przechoam praez.
jﬁa.d'en,j,punkt. W d , 0 b, d, o _ '
Twierdzenie to pozostanie w.mocy, gdy w szedecioc-
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boku opisanym na stozkowej }edns, dwie, lub trzy pary
BOR6W-sasiGdnioh sostang zjddneczone, przez co szescio-
¢ ok wyrodnieje do pieciobokh,‘czwofbboku lub trdjkata
dpisanege, ®w ‘zwyredniale ,wier.zche-lki“étaja sie punkia~
mi zetkriecid na bokach, vjednooZOnycﬁ
1/ Przypusdny najpzérw, ze 'w 833scioboku opisanym
%, é G Ry ée : /Rys 364/ jedna parg. sgsiednich bokdw
Jearde e Jest z;ednoczona, Z 8-
lozmy_np,, 46 bok
¢, ‘praysteje do ¢
tak, e szedoiobok
~-praeksstaica sig na.

'» pigciobok opisany

; ! '. ' -, . éz €, ey é/ Sk
ktérego jednym ‘boku./i-é; / dany jest punki zetkniecie
‘W _pieciobokh ‘opjsanyn ne stoskowej.p¥qute, Iacze-

ce dwie pary niesgsiednich \uerzcholkow or‘az prosta,

ktéra lgczy pialy w1erzchelek 3 punk’oem zetkmecla na

przeciwleglym mu. boxm, przechodza. przes -jeden punkt

2/ Zalézmy powtore /Rys . "»ob/, 2o W sz‘eécioboku

opisanym &, é ¢ @, dc dwie. pary. sqsmdnich bokéw, np.
b 16 0 zo,q,ta.ly zjednoczone, Figura. staje sie

op;lsuny'n caworobokiem @ é 2, é i tm.erdzenp Briancho-

na pracksztalca sig na. anane rnam dobrm twierdzenie o
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czworoboku o-
pisanym /§ 186/
W czworoboku

opisanym na

stozkowej pro-

ste, %gczgce

~wierzecholki
przeciwlegte
_.7%:5. JG-‘f: : oraz proste,

lacz&cegpunk-

ty zetkniecia

na Bokach przeciwleglych prz chodzg przez jeden punkt,

S Niechaj wreszcie y szeéqioboku opisanyin éaéa'

‘¢, @ 6,¢. /Rys 366/ trazy pary sasiednich bokéw <, i &,

G i a,, ¢ i c, zoatanalzjednoczone na bokach «,,

R & i e, . Mamy
wtedy do czynienia
z tréjkgtem opisa-
nym'ha stozkowe

~ na ktérego bokach
dane s§ punkty zet:
koigais,

. \W_tréjkacie

crisanym na atog-

U, (S S~ a



Epwei_groste laczace wierzcholki 3_punktami zetkniecia

ha bokach tym-ﬁierzchoZkomggyzeciwleglych przechodzg
przez jeden punkt

- Na. zasadzie powyzszych wn1oskow mozna roszwigsaé
s zadania: . ! 2 e S

| 1/ Jozeli dane 84 5 stycznych do stozkowe], to .
ROZna na kazdej 3 nich wyznaczyé punkt zetknigcia /W 1/
« 2/ Jeseli dane sa 4 styczne do stozkowej i punkt
zetkn1gcia na jednej z nich, to mozna wyznaczy¢é punkty
zetkn1ecla na kazdej z trzech pozostalych stvoznych
M2/ i |

3/ Jezeli dane sg 3 atyczne do stozkowe; i punk-

ty zetkn1ecia na dwuch 2 nich to moina wyznaczyc punkt
zetknlecia na trzeciej stycznej /3,

§ 194, Twierdzenie odwrotne i 1050 zastosowan1a

Rozumujgc w ten sam sposéb, jak § 192 dowxedl1byemy.
twierdzenia odwrotnego:

Je3eli proste, laczace przecxwlqg}e W1erzcholki

uzesc1oboku przechodza przes jeden pt punkt 1o stozkowa "

styczna do pl@Clu lggo bokéw jest stycznq takze do szé~
stego,

Na zasaddle tego tW1erdzen1a mozna wykreslic do-

wolnq sz6stg styczng do stoikowej, ktdrej O stycz-
nych: 2z , @ , J-. 4 i & _sa dcne /Rys 367/,
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§‘.gzz cioboku opi-
sanegt; ktérogo .
‘pozostale boki <
B ¢ 41T
oraz wierzcholek ,
6457 jest
deny. Wiemy, e =
wiérzchqlki'p;ze— :
ciwlegte 74 i 45
J4 i €7 , 23§

‘ 55 lez& parami
na prOStych ” i. ﬁV z przechodzqcych przez jeden
‘pﬁnki /punkt Bna.ncaona/ Polgczmy punkiy Cr 43
proats J , a punkty 74 { €42, prosty //. pﬁnkt
przeqiee;s prdaﬁych F i ,¢ 1est punktem Brzanchona
J?Wprzoz ktéry. ytzljsc mysi rdwnzaz _prosta _/,_// T
‘laosy ans;paaywidote punkt ¢ s punktem ', w proe-
oigsiu jej 2z prosta: & otraymsmy punkt I&", ktéry
‘wrez 3 pukktem ‘9730, wysnacsy szukang stycing & .
" Rozwigzanie té moze byé zastosowane réwniez,i_wﬁe-
dy, gdy jedna lub dwie pary danych st}cznych sa'zjednoa
czons, t, i, gdy dame sg # "styczne i punkt zetknigcia
- ra jednsj" 5 nich, 16b. gdv dane aa - J‘aﬁt’Cﬁnﬂ i pankiy
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getknigciamna dwuch‘z_pich_nstyczne,'na ktérych dane
'gé punkty zetkriecia opatrujemy poprostu dwoma. numefaf'

mi kolejnemi np, J¢ , dany punkt zetkniecia na te]

stycznej uwazamy za punkt przecigcia ézyoznych S i
'§ 195, Twierdzenie Staudta, Maja% S punktéw, al-

bo plec stycznych rzeczyw1stych atoZkowej mozemy na
zasadzie twierdzen Stelnera lub Pascala i Brianchona
wykresliié dowolng ilos8é nowych punktéw i stycznych
stoikowej - praytem z J danych punktéw mogs kaide dva
byé zjednoczone /wtedy dana jest styczna w tym_pqgkcig/
albo z 5 denych stycanych mogs kasde dwis byé zjedno-
czone /wbedy dany jest punkt zetkniecia na tej stycs-
‘nej/ Powstaje pytanie, ? czy moﬁna vyznaczyé stozﬁbwa
ieseh_. ] pqmedzy.plec;u d__emrcb .'16.3 elgmentorr-/fJ -punl.t,-.

- tow 1ub 5 stybznych/ dwa albo'dwa - jészcze dwa, s§ u-
rojone sprzezone, - 1. J ‘Jeieli zamiast dwuch punkt éw
rseczywistych dana jest b138“397§“1nﬁ°1?°33 eliptyczne
na prostej sevnelrsnej, albo jeseli samiast dwuch stycs:
nych rzeczywistych dana jest biegunowa inwolﬁcja elip~
tyczna dokola pumkiu wewngtrznege’ Odpowiedz na to pyta-

nie da]& twierdzenia Staudta,

I Punktv, ¥ ktérych d=s boki t;ogkata wpiaaneso
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W stozkowa przecinaja prostq przechodzqca przez biegun

trzdclego boku, 83 biegunowo sprzeiome, - Niech bo-_

dzie /Rys, 368/ trojkat ABC wpisany W stozkow& i
niechaj punkt ,Jy
b?dme biegunem
poku 45  Po-
prowadﬁmy przes
~punkt _,5" jakgkol-
wiek prostq /b e

traeba dowméé %0
punkt.y-/y
w ktdrych ta proa

sta przecma bo-

i B¢ 14C
8g, biegunowo sprie-
| zone, “Polgcamy B4;
"’?f" Jé8, N prosta BJV jest

~sieczng stozkowej

/§ 169 / i przecma ja zatem Jeszcze v jednym pnnkcio
ﬁ Polq,czmy AJ T pouadam, ze J] przecho-
dzi przez punkt M W samej rzeczy, - w czworoka.cxe
zupelnym Wplsa.nym .43(/.” dwa punkty przekqtne i b1e-
~ bun boku 4B nmuszg lezeé na jedne]. prostej /§ 186/,
t.j. trsy proste AD , BC. i 8 muszg przecho-
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dzié przez jeden punkt, Punkt;y-/.’{ i JV , jako wierz-
chotki tréjka,ta, biegunowego s sprzeione, |
11, /Odrotne wzgledem 1/, Jezeli dwa w1erzchol—_-

ki tréjkata leza, na stozkowej, a przecmlegle_ im boki

przecinaja prosta, wychodzaca z bieguna trzeciego bo-

" ku, w punktach sprzezonych, to trzeci wierzcholek trdj-

kgba leiy na stozkowej, Niech beds dwa puhkty stozkowej

Jf i .5 /Rys 369/, a na prostej A , przechodzacej
przez biegun S prostej 4.8 niech beds dene dwa

_ : punkty biegunowo
sprzgz'one_./_‘{ i A ; trzeba dowiesé, ze proste A4
'i B4 przecinajg sie w punkcie Linr ktéry lezy na
stoz’:kowéj, ‘Przypudémy, ze jest inaczej, t.j. 2e punkt
4 nie lezy na stoZkowej W takim razie prosta AN
ktéra jest sieczng /bo nie jest styczng 49 , § 169/
nusialaby przeciac stozkowa, w pewnym punkcie g/,_ \roz-
nym od a4 . Polgczywszy V3 i , otrzymalibygmy na
prosteJ /b pewien punkt J’f ,» ktdry bylybyréiny od -/y
i na zagadzie twierdzenia [{ sprzezony z 4 , co nie
mozliwe, K

111, /wza.jemne wzgledem I /., Proste, ktdrs laczg

dwa wierzchoki tro;ka.ta opisanego na s’c.ozkoweJ 2 punk-

tem loéacym na blegunoweg trzeciego wieracholka, sa
_bzep;unoyro sprzezone,
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Niech bedzie trdjkat
SUY /Bys 370/
opisany na wtozkows
i niechaj s bedzie
bisgunowa wierzchol-
ka ,5/ . Obierzmy na
prostej s punkt ja-
kikolwiek 2% traze-
ba dowiescé, e pra=
ste m i n , ktére
rzucaig. punkt £ 2
wierzcholkdw U i
}, 8§ sprzpione,
Punkt 7  , w kté-

Tym p;osta /L prze-

cina sty"zna. 6, jest punktem zewngtrznym /§ 176/ ‘moZ-
na wiec z gnegq \:vyyrowagiz.;cl;)gg'z_QZe__ jedng styczng 6/
Powiadam, Ze prosta 2 przechodzi przez punkt I ) W
ktorym d przecina g;tycgna, @ . W samej rzeczy, W Czwo-
roboku supelnym opisanym @ 6¢ ol dwie przekatne i bie-
gvnowa wierzchoika ,S mus zg przechodzié prezez 'jeden |
punit P /8186/, t.j, tray punkt.y Y P mu- -
828 1_¢zeé_, na jednej prostej 42, I_’_r_os-ta:m i, ja-
%o dwa boki troikata biegunowego s sprsezoﬁe, :



1V, /odwrotne wagle-
dem III i wzajemns
wagleden 11/, Jeie-
'1i dwa boki tréjkata

sa'styczne do stoia-

kowe], & proste, rau-

cajgce prueciwlegle

im wisrzchoiki 2z

punktu,nleﬁapegd'na

biegunowej trzecie-

§L7w1erzchozka, sg

\wY aprzezone, to trze-

Rys..fio. ‘ ci bok tro_;kq,ta jest
| gtyczny do stoikowej.

Niech b@dauéwie'stygzne_do stozkowe j < i & /Rygv37}/_
oraz dvie prqste.sprzeéonelﬁ?“; ’i_.‘wychOdZ&Ce z_pppk;
tua f”-, lezgcego na bisgunowsj s punkiu gué’; trze-
ba dowiedé, se prosta ¢ , kira Isczy pukty s i
éaﬁzMjﬁstuptygzﬁg @Q“stqu¢Wej;_Przypuéém;',ﬁe iés£‘ ‘
inaczej, 1,j. 2e prosta ¢ nie jest styczne do:StOQRQj
wej. W takim razie 'z punktu &« , kb bory jasf iewnqﬁrv—
ny /8§17 )/, moznaby wyprowadz - do stozkowej PENDY stycz-
ng ¢’ 1iing 0d ¢ . Prosta ~ ﬂucagaca punkt. . €C° 2z

punktu B bylaby rézna od 2 i nu zasadzie twierdze-'



L
=3

(9)1
3

nia III sprzpiona
z s, cO niemoz-
liwe,

§ 196, ZADANIE,K
Wﬁ;g;;glié stozko-

wy, majgc biegu-

nowg ¢ danego
punktu ,in, in-

wolucje bieguno-

wg na - < , lub
dokola ,5“ , oraz
jeden punkt A

stozkowej.

JeZeli @gna inwo-

> . _ ~lucja Jest hiper-
bollczna, to prosta Jest sisczng a punkty podwogne_
gf i ‘;7 tej inwolucji sg rzeczywistemi punktami stoz-
kowej, proste zag J, i &, _ktére je Zaczq z_biegunem

8q rzeczyw1stem1 styczneml do stozkowej w tych punk-
tach Jezeli dana inwolucja jest eliptyczna, to I jest

prostsg zewnetrzng, a punkty podwdjne 1nwoluo31 88 uro;o-
nemi . sprzezonemi punktami stozkowej, pzoste zad podwdj-

ne perspakiywxcznej inwolu031 dokota bleguna éy 8§ uro-

jopemi stycznemi w tych puhktach, Rozwigzanie w obu ra-



ks 4,?7' ! 1 et

zach jest 1e&ﬁ§fk{we, przypuéémy jednak, 2e dana inwo-
lucja jest eliptyczna, 1
 Niechaj wigc bedg da.ne punkt A stozkowej ble-

gunowa J danego punktu ;5' , & na proste;) S dme

‘przegradzmace 319 pary . punktéw sprzezonych ]f ff
A g Luw# /Ry, 372/, Polgczmy, AS i mec@gJ_t;a“__
prosta przetnie biegunows s w punkcie A Wiemy._ze
biegunowa S jest miejscem geometrycznem punktow harmo-
1cznie sprzezonych % biegunem /«5’ wzgledem punk’c.ow _
przeciecia. stoszkowe] z siecznemi, wychodzacemi z biegu-
na /§ 174/, Wyznaczmy tedy punkt_A gprzezony harmo-
nicznie z punktem A wagledem ,5 i e punkt i “be-
dzie punktem stozkowej Pola.czmy _/:‘ff_ i AK' i po-'
‘wiadam, e punkt S , w ktérym te proste sig przeci-
najg, Jest punk‘bem stozkowej ¥ samej r26C2y., dwa wierz-
cholki -/4 Jf tréjkata JAB lezq. na stozkowe;
a przeclwlegle im boki A.B AT przecmam pro-
stg s, 8przes0ng -z ‘trzecim bokiem .AA ‘t:‘eg?”‘_i}_r_‘.éjka.-
ta w punktach sprzezonych; na zagadzie tw1¢rd§enia-ll.,.-
§ 195 trzeci wierzcholek 8 leiy réwniez na stozkowej.
Podobniez punkt 13/, w ktérym si¢ przecinajg prosta
4K i AA lesy réwniei na stoikowej. Kazda para’
punkt jw SP?ZQQQQYCH prostej s pozwala w ten sposéb wy-

znacz ‘¢ dwe nowe punkty stozkowej. Na zasadzie wlasnosc:
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F

2
&

h.armonicznyeh czworcka.ta _ﬂ_ﬁ/ﬁ’ﬁ I&tm a:t@..e'rﬂa G5 86
8ieczina 3[;’ praechodzi przez .5 | Ten Takt pozvala
odrazu wykreslic styczne ¥ punktach & i 37, Punkt
praec1ecm tych stvcznych .A/" Jest biegunem pr oqteg 3_5
lezyVa 9 , alboviem biegun prostej o lezy na 35 _Bgs -
dsie to zatom punkt sprazeiony z puﬁhtam JV , W khdry'xx:

Prosta .38’ przecina.$ i jako ta.ki moze byé znaleziony,
Aby wiec po wyznaczemiu punktéw A i B° ssybko
*'zna.lezé dostateczng ilosd dauszych punktdéw i stycznych
najlepiej postgpowad tek: '
Rolgczmy BB’ i niechaj prosta BB’ przetnie
S w punkcie _/V' ;‘ wyznaczmy punki /V sprzezony z
A i poigcamy go e B i B’, beda to styczne & i
e’ Korzystajge z punktéw sprzetonyeh A4 | JV_'/,' |
Znajdimy dwa nowe punkty stozka wej T e , beda to,
Jek wiemy, punkty przecigcia prostyeh A4 i AW’
oraz x{JV./i AW . Polgczry C/Cw ‘1 niechaj prosta
C/Cyl _Pprzetnise S w punkcie T wyznaczmy punkt P',
8Przpsony z P : poiaczmy g0 z o C’/bgda, to aty- -
zne ¢ i ¢’ W ten sposébh poste, jun dalej: a wigc
korzyg"ba.jac z punktéw P i P/, wysnaesmy dwa nowe
Punkty J i /', polaczmy 0 i b 4 - Jesoli d. -
Progta S5 bedzie prosta niewlasciwg, & mwolucm dr’
ta, bzeguna ,61 /srodka stozkowej/ bedzie prostc! atm,

GEOMETFEJ A WYKRESLNA ' : - Arkusz 31-35@?, '
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to atozkowa bgdme ﬁolem, O@tf‘}.nkl ﬂ/sl i) /;5)/ std—
ng sie réwne, aprbs’he ,AUY‘ i, A”]( oraz A4 i
AX proempadle odnajdu;em_,r wige znang wlaanmc ko-
1a, poleg;aja.c@ '1&4 tem. %6 2z punktiw jego okregu widaé |
érednice .44 pod w3tem prostym. |
Do tea q'ﬁuego zadania. moine ‘sprowadzid rozwigza-
nie zadania wzfzgewnego

Wykreélw stozkows, mag&.c nmgun 5/ dane j proste;

;T inwolucjs biegunawg dokola, ,S" /lub na § / oraz

_Jedna styczng @ stczboweg W tym celu wysta,rczy wyzna-

czy¢ punk‘c @et* ¢€bid ,./f na stycznew a. /Rys. STEA cacs
‘Wyznaczywszy- punkt M ‘W k’c.orym a pr2e01na J po-,

tgczymy pwkt /12'_ spraezony Z Jf zZ bwgunem ,.S" pro- ;
atej s . w prze czeczu prostych a @ /Y,S" . lety purkt

14 o = % B 4
- § 197, ZADANIE Wykreéllc stozkowa maja.c jej <
,._.-t-._-.====-

punk,ty Z ., 2.1 3 oraz enptyczn& inwolucje bieguno-

wg na dane | grostel s . Za,dame to da.loby 319 sprowa-

dzié do poprzedniege, gdybysmy zdola.h wyznaczyc bie=
gwn ,5/ p“oath S Mogubyamy wtedy bow;em uwazac .o
za dane: biegunowg S aa,nego punktu ,3/ 1nwoluc39
blegunowa, na 9 /lub perspektymczna Z nia inwblucja
| Yiezunowg dokola ,S’ / oraz jeden punkl stozkowe ], TP,

4 Din wykrailsnie bleguns progtai yrr gl ere FUA
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lezé blegunowe dwuch punktow tej prosto;, np. punktow
M JV , W L’oorych proste 2 AL przeuna;a

S /Rys 373/, Aby wykreglié bu-gunowq /rz _punktu 4
zwazny, - ze do teJ |

4
! prostej. musza nale-
J \
W zeé: 1/ punkt A,
/ . ¢ ot
\ : .
Sy {74 - £, ot ok
‘{,’( b = sprzezony harmonicz-
g = v 4% .
TN A nie 2 A wzzledem
y) "‘-\ S /,14 \(Qj -—-:gs--— U g "
’ \ / . : .

z "\ Zi ® , 2/ punkt -
I, / a
’ ; ,// r\ >' ﬂ sSpr 16)

& 1 / preeiony z /4

. biegunowej Podobn:_mez |

L _.' ’ o m*~—o
t\{ 7 /7/ W dcmeJ ).nyolucjz
\\' /

biegunowa £ punktu

~ Ry, m.

i N » 2 ktérych pierwszy jest harqnonl'c.m-i_.e_spr’zezony
Z_/V-'wzglgc_icm Z 1-" ,» & drugi jest éprzézonj e &

w danej inwolucji biegunowej. Przeciecie pros‘bych m oy
-~ n jest blegunem prostej MA=s | o v |
| Jezeli dang pros‘c@ § bedzie prosta. nlewlaéclwa.

& dana na niej inwclucja biegunowa bedzie 11_11791;:103&. X
kierunkdw prostopadiych, t,j. gdy stozkowa stanie sig
kotem, to stosujgc pudane rozwiguanie odraJduemy Tna-
ng konstrukcje srodka kolea, ktérego dane sg. trazy punkty

Z , 2 i 3 VW gomej rzeciy, punkty # i A ctang
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sie niewlasciwe, purkiy -7 i A bedg zatem éfcdkami
cigciw 72 1 #J | Aby wigc zraleZ¢ bisgun prostej nis
wtasciwej wzgledem koZa, t j. jego Srodek, naleiy w
crodkach cigciwy £ 1 4J wystawi¢ do nich prostopa-~
die i wyznaczy¢ jch przecigcie: jest to powszechnie
znane wykreslenie srodka kcla, opisanego na trdjkacie
227 0 ).

Ta sama konstrukcja da sie zastosowad rdwniez wte-
dy, gdy z poérdd trzech danych ﬁunktéw rzeczywistych
Ol BB 7 3 LAY, pER zjedncczone, t,j. gdy done sg
dwa punkty £ i < , styczna w jednym'z_nich, np, w
oraz eliptyczna inwolucja hieguncwa na prostejs,
Biegunowa m punktu A4 , w ktdérym dana styczna prze-
cina s , przechodzi wtedy przez punkt £ |

Zupelnie w taki sam spusdb rovviazalibysmy zada-
nie wzajsmne:

Wykres$lié stozkows, majac 3 siycane # , 42 i 4

oraz eliptyczng inwolucje bisgunowg dokola danego punk-

tu ;1 , —

przytem z posréd stycznych rzeczywistych 7 , <
i 3 dwie moga by¢ zjednoczone, t,j. moga byé dane
dwie styczne, punkt zetkrigsia na jednej z nich oraz

eliptyczna inwolucja tiegurowa dekoia danego punxtu.;{



- 483 -

_§ 198, ZADANIE, Wykresilid sto'kowa, majac jej punkt

_Z oraz dwie ellptyuhne inwolucje biegunowe na dwuch

A

_krostyeh § i ,f'r ykrenlmy na prestych s j % punk-

iy A? it . ktére g *rrzezone w danych inwolucjach
2 punktr 4 przecigeia prostych s i Z ; pros'_t',tsu-slj7

bedzxa biegunowy 2 nunktu < . Jezeli oznaczymy 1i-

N

terami B 1'C’ punkty przecigcia siecznej & ze stoz-
| kowy, bto na zasadzie tw1eruzen*d I Staudta proste
48 i AC  prietra zaréwno prostg s , jak i pro;
sty & w punktach 2przezonych, skqad wynika, ze proste
48 i 4 stanowig parg prostych sprzgionych
zardwno w inwolucji razucujgcej z punktu A inwolucje
b;ngnJW4 na prestej 5 , jak i w 1nwoluc31, rzucajg-
cej z teg ' samego punktu involucge biegunowg na prostoj
t /§ 152/, (0 e Mg v e

Tak samo rozwigzujemy zadinie wzajemne:

Wykreslid stozkowg, majgc jej styczng « oraz dwie
8liptyczne inwolucje b;egunowe dokota dwuch punktow ;7
i Tty

Ze wszystkich dotychczas rozwazarych przypadkéw
wynika zatem: _ .

Stozkowa Jeqt wyznaczona przez J punktéw lub.

Przez & stycznych, kidre meggd by¢ parami urojons spkzg-

gone, Yub < draas, g
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§ 199, ZADANIE, Y_ykreshc el;pse mga,c para sred-

nic sprzezonych AB i J  /Rys, 374/ .

Ry's ‘)74

Poprowadémy przez punkly 4 i B réwnolegle do
oo, a przez punkty O i J réwnolegle do 4B
otrzymamy rownoleglobok oplsany na s’&OzkoweJ, Wystar-

czy wykreslié uk elipsy zewerty pomigczy purktami ﬂ

i ﬂ/ : pozgs_fp_alg. czgsl krzywe] moZna ‘wykredlié na za-
sadzie symetrji ukosne j wzgledem srednic Jﬁ i Cy_ﬂ
oraz na: za.ae,dzie symetrjl wzglgdem grodka % . Lauwaz-
my tro;kq.t iWV 5 ktorego wieracholek o jést
punktem niewlaéciwym érednicy 4 3B . bieguncwa §
w1erzch9h§g_:ﬁ: jest prosta _A’C'/ : obrawszy na niej
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punkt dowoln.‘y__.iD » rzuémy gp.z_awuch pozostatych wierz-
chotkéw U™ i 7 na boki przecivlegte 57 i SlUM
1 polacamy rzuty U, i 7] ; proste {7, bedzie styca-
ng do s#ozkowéj, Poniewai w czworoboku opisenym o wierz-
cfﬁolka_.ch U2 U i 7] znany punkt szetknigeia
.7) na boku 77U | wige prosta J/Z wyznacszy na

przeciwleglym boku {/ 7 punkt zetkniecia J, /8193,3//

Przesuwajac punkt £ wzdluz odcinka A4 otrzymamy
| dowolnq ilodés atycznych i punktéw Iuku ellpsy migdzy
4punktam$ A i € . Wykredlenie powyzsze ma te waing
zalete, ze wszysthe punkty pomocnicze zawarte sg we-
Smgtrz rownolegloboku opisanego na elipsie,

§ 200, Wlasnotici ogniskowe stozkowych Punkty,_
dokola ktérych inwolucja bxegunowa jest prostokatng, -

‘nagywamy Ez_skam, Urojone, sprzegzone proste podwé j~
‘ne te] ‘i‘nwo.lx'_icji,. t.j. proste jednorodne /8156/ wycho-

degce 2 ogniska sg styczne do stozkowej, Jak wiemy,
wszystkie préste_jedqorddne przechodzg przez punkty
kqtqu; égpiéka;sa_tq wiec punkty przeciecia dwuch
par atyczn&cp urojonych, wyprowadzonych do stozkowej
2 obu‘pﬁpktéf‘kolowych, Styczne te tworzg czworobok
ktérego dwa wierszcholki sg punktami kolowemi, a pozo-
~stale cstery .- ogniskami stozkowej.

Srodek kola jest jego ogniskiem, albrwiem inwolu-
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cja biegunowa dokola tego punktu jest prostokatng. Jak

zobaczymy niebawem, w srodku kola sg zjednoczone wazys .-

stkie catery jego ogniska, \
Aby znalei¢ ogniska stoikowe]j, kidra nie jest ko-
tom, ustalmy kilks wiasnodci ognisk, ktére wynikaja 2z
ich okredlenia, : , ‘
1/ Poniswasz inwolucje biegunowa dokola kazdego
ogniska jest prostokainag, a wige eliptycing, wieé_EEE;

‘de ognisko jest punulbem wewnebrznym stozkowej

2/ Kazde ognisko musi lezeé mns jadnej 081, W

-

sa@gj,rzeczv'piecga;rpgn?t'weyn@trzny:ﬁﬂ‘.bedzie ogni-
sadzie ckr-glenia ogniska, prpét@_sprz§20nq z proat4.
jﬁélg a w inwolucji biegunowej dokoia 47 jest
prqataha;'prostopadia do O | Srgdnica'jFZP ma
risc tg wiasnoké, 25 jedna,’n wige wezystkis cisciwy
z nig sprasione 3§ do niej prostopadie, jest to wisc
of stozkowej, : e -
;“ 3/ Poniswai ognisko Vi jeéi punktem wowpetrzﬁym
stozkowej, wiec 08 A0 , na ktérej ono lezy, musi
pfzecinaé's£03kow5; jézeli z&tsmlstQZkowa jest hyper-
tula, to rzecaywiste ogniska moga tylkc lezeé na osi
s idéwae],

Niech hedzia abnzlowa o drodica whasciwyn,
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elipsa lub hyperbola /Rys 375/ i niach ;/ﬁ b

7
3 e g 3 )] V / 2 P
cgniskiem W wierzchotkach A i1 4 5 ktdryeh of

stozkowa, popro-
wvadimy styczne £
i /£’ . 93 L0 pro-
sle rownol:sle

do &, a wigc

preatopadle do
./I"./f/ Po-

Rv-:; 35’7

——a

]

dzenie 4/ § 197 do opisanegdo na stoskowe] tréjkata

' £/
STl . Bisgu rowg wierzcholka “t’ jest oé _AA47

S

rosve, ktore rzucaja cozostale dwa ! erzcholki .S't
Y L

i _S'f 7 kazdego panktu osi A4 1§ spregione, a

wigc na zasadzie okrsdlenia cgniska, wzajemnie proatso-
padle Stad twicrdzenise:
0d01ﬂp£ stvcene] 5, zawarty pomisdzy styczrnemi

zZ it'w wierzcholkach A4 i A’ stozkowsj, jest wi-

- . / . .
dﬁxany z kLZdego ogiiska lezac:go na 44 pod katem

N
“aatyn,




Nawzajem, jezeli istnieje na osi A4’ punkt 7

z ktox;eéoi odunek stycznej zawarty pomledzy stycznemi
w w1erzcholkaoh 4 3 A’ widzieny jest pod katem pro-

; st_vm - to ten punkt jest ogmsklom Albowiem na zasas
: dme tw1erdzenia 4

§ 195, proste 72

iy
/ : i /7L 38 spPrig-
b £ zone, punkt #
,51

posiads zatem

tg wlasnosc

se dwie /a,a/

c 1 g A
wigc wszystkie
i pary prostych
gprzezonych pf‘zeﬂpn Py ze .chodzacych sg pros tckatno
ra Wy znac zmy oenisks elipsy /Ryfsi’wﬁ/ ktore] dane
sg cztery wierzcholki: 4 ‘4/,’, B i B, |
Szukajmy najpierw ognisk,: 1ezace,x.cych na w1elk1eJ os'uM/
Poprowaf‘zmy w wierzcholkach A ,,'_/f/ i _B styczne
‘ﬁ f S . PICTWSAG dwie sg§ rownolegle do ,3_5
trzecia jest réwnolegla do A4’ _ Szukane ogniska
beda punktami. osi AA' , z ktérych odcinek C/C'//
gstycznej & w1dmany jest pod katem prostym Jezell
tedy na odcinku 5'/0/ AA"  gokredlamy kolof, jak



”. E k = ‘\"1; 2 q.
- 439 - T '

3 - - - Y e A

ns Srednicy, to punkty préeq;gcié tego kota z osig -
44" bodg ogniskanmi. Ne osi 44’ leig dwa ognis-
kg'rzeq'zyv;:r‘igtev./’” i 7’ , albowiem promien kola £
jost wigksay ni# odleglodé jogo érodka od osi A4
. by znaleié ogniske, lezgce na malej osi S5
_ braebaby wyznaczyé punkty przecigcia tej osi z koZem
Punkty te bedq urojone sprzgzone, albowiem promien ko-
1o &, jest mniejszy od odleglosci jego srodkd od osi -
BB . Ogniska, leiace na osi BB, sg zatem uro--
jome sprzezome, . I v ST
 Jezeli osie #A4” i BB sa réwne, 1. gdy
olipsa jost Kolem, to wszystkie czbery ognisks sy zje-
d#qczqng w srodku kota, albowiem kazde z ko ki %,
jesth atyczne do jednej z osi A4 .iZZi ..
‘ ; Rzeczvwiste ogni-
, ska elipsy sg to
zabsm punkty,‘ﬁté;
re lezg na_wigi-
kiej osi po obu
gtronéch éfddka -

odlogioéci

‘.
c=V ‘?""q..z

jezeli, jek zwykle
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Drnaczgmy dA=z2a s OB=4

Aty wyznaczyé rzeuzywmte ognlska hyperboli /Rys

.
-

377/, poprowadimy cnowu w wierzcholkach gléwnej osi

[ a4 » (]
A 1w 3 siyczne £ i £/ ,» & za brzecig styczna uwa-

zajmy agymptots S , ktéra niecha] przecing tamte sty-
: /
czne w purktach ¢ i ,_ﬂ’,f,. Na odeinku (/(J zakredlmy

knto £ jak na érednicy, punkty jego przeciecia z osia

447 boda ogniskani 7 i 77

SyperpalaseRalaten

zatom réwniez dwa i tylko dwa ogniska rzeczywiste,'_pc;i-

legicodé tych punktdéw od érodka & réwne sg promienio-

wi kola ,é » Y.j. polowie odcinka

co’ Jezeli przez

analogje z elipsg dlugosé odcinka -tfzér _oznaczymy przez

e , to. C-';'-'V;“iér'l'j

32
/' gess "I'{uq
/
?\ T
4
e ”//A m—

‘J

Rj.s‘.é’ &3

. 'Dla wyznaczenia ognisk

paraboli /Rys 378/
poprowadimy w wierz-*
chotku wladciwym < -
styczng Z£ ; stycs-
na ﬁ/ w w_ier_zchob
ku niewlasciwym

jest prostq niewle-

$ciwg, Jezeli dana

jest st czna jakakolwiek ¢ , przecinajgca é_w_punk-_-_

cie U/ i posiadajgca kierunek A

dzie taki punkt 4 osi

s ogniskiem be-
W ¥ AR GUTE ktdrego Vil Al



-
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4

vida¢ poc kglem prostym. Jezeli w punicie @ wyslawi-
my do s prostopadla ﬂ?, to punkt 3?% w ktﬁ;ym /7T prze-
cina ¢f¢4 o tedzie ogniskism paraboli. Poniewaz 2 kaz-
dego innego punktu wiadciwego osi A 4% odqiqgk_(’ﬂ”“’
by 2by Wwidziany pod kgtsm réznym od proatego, wige punkt
zﬁ _Jest jedynem rzeczywistem i wtasd ciwem ogniskiem
Paraboll S 5, | g .
x Blegunowe 0fnisk nazywaga sig klerownluaml w e-
11psxe i hyperb011 1stnleja dW1e klerownlce rzecsz1ste,
3§ to proste zewnetrzne symntryczne wzgledem srodka i
prostopadie do osi /ﬁ;elklel w elipsie, gtéwnej w hy-
Perboli, W paraboli istniejc tylko jedna kiorownica
Wlaéciwa, jeat to pro-topadla do osi w punkcie symetry-
Cinym z ogniskiem wzgledem wierzcholka

Twierdzenie, Stosuriek cdlegXosci punktéw stoiko-

¥ych od ogniska i jego biegunowej /klerownlcy/ Jest sta-
Ay, Weimy dwa _jakiekolwiek punkty stozkowe] 44/ i A,
/Rys 379/ niechaj sieczna JQ’JQ' przetnie ble”unOW4

A ognlska V4 /k;erownlcg/w pankule S A blegunowa
f punktu P przejdzie przez ognlsko & /8161/ i
Przetnie sieczng JQ'JY w punkcie & ktory jest
harmonlcznle sprzgsony z £ wzgledem 4 i A :pro-

JECF7 o }762 jeko sprzgione i wyﬂhodzace % 0g-

Liszka s3 wzajemnie prostopadle Czwdrka prostych
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A (4L P
| rzucejaca harmo-
v niczng czwirke

MY PA

jest harmoniczna

poniewaz proate
aprzgione if
W
LI 79. - jemnie prostop-

dle wigc sg one

e Yo i d"“i“?’iemi ka-
téw miedzy prostemi /F § /@? /8 _140/,- W t_y_dj}.ca{
cie FM M, , FP jest dwusiecing kata 47, & wige

AR LY BT M, D

M, - DT A
_éred‘.iue w proporc;i allbzonej ze stosunkdéw pierwszego

i przedstawiajac wyrazy

i trzeciego, otrzymamy

. LY MY
A K’ e.b.d. 0.

Wartosc ‘tego stalego stosunku nazywamy mlmos;odem

stOZ_kQ_V_FeJ i oznaczamy _1_1fjera e ; biorac punkt ZZ

w jednym 2z wierzcholkdw stoszkowe] latwo obl_lczyc_,___ze

dla c¢lipsy i hyperboli e = 1‘1 , gdzie c"jest odleg-
Yodcia ogniska od srodka atozkowej i rowna sie Vg=g?

dla elipsy, s Vai-é dla hyperboli. Mimoéréd jest
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mniejszy od Z dle eligsf, wigkszy od 2 dla hyperboli

i réwny 4 dla paraboli. ' '
TWIERDAENIE Styczna i normalna W kazdym punk01e

stozkowej sa dwusleczneml katdéw miedzy prdéstemi, ktodre

}acza ten: punkt A ogmskaxm |
&/ Nleuh bedzie elipsa o osuch -ff-/{ .5.5
' /Rys 380/, Wy znaczmy Jaka,kolm.ek stycana. %l d.o ellpsy

A Jjej punkt got-
knigcia A

W tym celu popro-

-

wa&zng styczne Z‘
Zf i's w wierz-

_ cholkaoh A .4
i _B i obrawsfy :
no osi A4’ jaki-
kolwiok punkt 2

rzuémy go z wierz-
/
chotkéw ¢ 1 €7

tréjkata opisaﬁego
SZZ" e boki
przeciwlegle, Z i

f’
, prosta 13cz3-
ca rzuty ff i L

jest stvczng /72
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do wtozkowej; punkt zetinigcia A7 zncjdileny w prze-
¢ijciu prostej # 3 prosig BF /8 193,3/; ogniska

jﬂ i z” obrzymamy w przecieciu osi AA 3 kolem
£ oplsaLym na, Jfaf jak na sreanlcv Polabzmysz(

J yad x?' Jrzeba okazac, ze styczna ﬂn.l proatopadla
do nleJ w punkcie A normalna.s sa dwusigcznemi kg-
téw vomiedzy AAM ; FM W tréjkacie C’IO/QD N
Srodkowa PR i réwnolegla do hoku ¢’ przegradza-
ja harmonlcznxu pouostale boki £¢€ i 2DC7'/,/§ 146/,
stad wniosek ze czworka vunktdw KHoN jest harmo-
niczna, Normalna 2 jest bleganuw% punktu 4 wzgledem
{ﬁla.f , &dyz Jeeu to prostopadia do srednicy .)Zz?
przechodzges nrzez punkt sprze zonv haxmonlczvle z pun-
ktem 4~ wzgledem koncdw tej krednlcy Stad wynika, z8
czwérka punktdw J;ZAVAV}Vbest uarmonlczng /gdyz punkty

WAy AN punktami przecigcia siecznej #¢ 3z ko-
tem .é » & punki 44r lezy na biegunowej punktu 4¢r
§ 174/, a wiec rzucajgca Jq grupa prostych %/ . A7

ﬁ74454r / jest tes harmoniczng . Ale wiadomo /8 140/
ze jezeli dwie proste na”monicvnie sprzezone 2 i ¢
83 Wzajemnie prostopadls, to 33 one dwusiscznemi katdw
migdzy pozostalemi prostemi, M4 i MF 7 , ¢,b.d o,

WNIOSEK I, Suma odlegogci kazdego punktu elipsy

od obu ognisk rdwna sie'wielkiej osi. Przediuzmy




\ / =

b 1 /
Y dlugosc M = s P /Rys 580/ , tak ze

’(Z Jﬂﬂ*]-/‘f : Dz;ekl syretrji punktéw 47 i &
” wzgledem §rednicy .ﬁ’z , punkt & leiy na kole, £,
Cwki 7, f'{ i 4@ sa réwne, skad wynika
| “ RV SVIALY )
- ,Wniosek 2,
| Gdy punkt Y
opisuje 311P83'
punkt & opi-

suje kolo o~ér9d-

. AQH

ku __/7 i promie-

niu :
F'@=44"
/koto kierowni-
cze/, a_pdr;kt
A ko2o o drod-

Rys. JOZ.  xu 0 i pro-
;- mieniu O/=
= 04 = 04

| /kolo gluwne/ /Rys 381/ Jezeh pruto kat prosty po-

rusza sie¢ v ten sposob, 4o jego wierscholek .17 opisu-

je kolo, a jedno ramie- przechodn przez punkt wewnetrz-

“ny /' tego kola, to drugle ramie powloczy elipse.
b/ Nisch bedzie dana o6 gléwna hyperboli 44"

GEOMETRIA WYERZSLIA ; - Arkusz 32-gi,

-



- VIOE =

oraz asymptota & /Rys 382/, Wyznaczmy w taki sam spe-
séb, jak w przypadku elipsy, styczea 772 do hiperboli i
jej punkt zetknigcia <% _ Styczne Z i ¢y wierzchoX-
kach 4 i A" oraz asymptote 5 stanovig tréjkat opi-
3any na byQé;boli; na biegunbvej wi.rzchélka. Z%f,, .3,
ne osi giéwne] A4  “obierzmy jakikolwiek punkt £~ i
rzuémy go z wisrzcholikdw ¢ i Cf/iego tréjkata ﬁa bo-
ki przeciwlegle fl ﬁ/, Prosta 44 b

cggca te

rzuty,'bédzie_qpyqzn§"ﬁ¢1/§ 165,1/; punkl zetknigeia
A leiy w pngqgeciu.@ej stycéﬁaj z réwnolegiy do a-

symptoty 4 wyprowadzong z punktu 22N cgniska 7 i
./7’znajdziemy w pfzecigciu osi AL’ z'kglem £ oni-

sanem na 44 jak na Srednicy, Trzoba domicdé,

stopadta do niej
normalne /2 do
hyperboli w punk—
ciegﬁy sg dwu~
siecznemi katiw
pomiedzy LY
R AT
W trdojkacis .
GO §rod.-
rowa £ag -
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réwnolegta do boku & '/__przegt%sizaj% harmonicznie
boki PC i 'fﬁ/ , stad wnidsek,"ﬁe czwérka punk-
tow ALMN jest harmoniczna, Normalna /z jest bie-
~ganowg punkbu ./V wigledem kola £ » skad wynika, ze
~czwérka punktéw j’j"./}"./}" i czzworka'prostych.ﬂ/fz_"_ﬂ’/t’/’
88 harmq_niczné;' Poniew_a'z proste'.ﬁz i 7 sa wzajemnie
prostopadle, wiec sz one dwusiecznemi katdéw miedzy

ME 5 MF c.b.d,o. _' B
Wniosek 1, Réznica odleglosci kazdego punktu hy-

perboli od obu ognisk réwna -siz osi gldwnej, Odmierzmy

ME=MF [Rys 382/, tok s L = FH =~ gy
Dzigki symetrji punktdw WA 4 wzgledem Srednicy
4, punkt & leizy na kole £ , tuki FLLFL
i 4 & sa réwne, skad wynikar /7 E-= [4 A4
Wniosek 4. Gdy
punkt A opisu- -
je hyperbole, punkt
& opisuje koo
0 érodku.f'/i
promieniu
g =AA
a punkt /Z kolo
0 érodku 0@ i

promisniu
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OH=04= 04" /Rys. 333/, Jezeli przeto ket pro-
sty porusza sig w ten sposdb, %e jc_agp_wierzchplgk'.zy

opisuje koo, a jedno ramig przechddzi przez punk@'ie-

wnetrzny Vit tego kola, to drugie ramie opisuje hyper-
bolg, I i 9 b

e (UL / e

c/ W paraboli jeden wierzchoie A4 jedno ognisko

" " lesq w punkcie niewladciwym osi, Niech -7 bedzie
\\G/ wierzqholk_iem' '

V, KF& wiasciwym para-
/Ml i

«/Yi boli, Z - sty-

czng w tym wierz

cholku, /2 - stycs”

F : ng jakgkolwiek do
_7?),3}84 paraboli, ktéra
. ' ~ niechaj przecina
jej o8 w punkcis ./V a slyczng f' - w punkcie '-/.?_/_Rys,

384/, Aby wyznaczyé punkt zetkniecia 4 na stycznej
M, wykredluy biegunowa punktu 7. Bedzie to pro-
stopadla 8o osi, wystaﬁona w punk.cie .ZD symebrycznym
z N wzgi?dg‘y{x A . punkt 4 bedzie przeto symetryca-
ny z A wagleden £ . Ognisko ¢ znejdziemy w prae-

cieciu-os'i_ z-bprt')'sf_)op_a&la,-'do /m ., wystawiong w'punkcit{

]f £ Pl:gq.z -/-'1_, poprowadimy réwnolegl@ MF’ “’ a5 osi

t.]. Prdsta w kierunku ogniska niewladciwego, Trdjkat
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FHUN jest réwnoramienny /bo MHA=NE  i-. . :
BF L MY/, stasd wynika « =P=V, , cb.d.o,
~ Gdy kqt prosty porusza sig w ten sposob ze jego

w1erzcholak I opisuje prostg _i e & ]edno_rame prze-
chodzi Pprzez ‘punkt £ nie -1ezq.c.y na Z , to drugie ra~
mig powldczy parabole, ; _ ¥ &
K1erowmca Jparaboh, t.j. b1egunowa ogmska/'
.jes’f prostopadls do osi, wystawionq w punkcie J syme-
trycznym z ogniskiem /' wzpledém wiergchotka -»!
Odleglosé kazdego puutibu /4 paraboli od ogniska i od-
klerowmcy sg réw. 2. co juz wiemy / M4 = ME; v .

§ 201, Twierdzenie D\,sargaes s, 7. Punkty, » kté-

rych dowolna sieczna przecina stozkow:,

_ ., oraz punkty, w
\ ktérych ta sisczna przecina boki przeciwlegle caworo-

kyta wpisanego w stoikowy, gtanowig 3 pary punkt.'éw'_

_sprazezonych inwolucji, Z wierzcholkdéw przéciwleglych

4.1 6’ ¢zworokgta wpisanego J{SC’J /Rys;~385/,:
rzuény pozostale 4 punkty stoikowej X , &X°, .5

i J . Na zaﬂsﬁzie § 187,1 czwérki .prbafyéh reucaig-
cych to punkty z wierszcholkéw 4 i (7 sa rzutowe;
przecigcie tyoh czwérek prostg ¥ 'sténoy§¢__pxgeto be-
dg dwie czwdérki punkidéw na wspdlnej podstawie:

B (AXLH)x G (AANEY;



Ale druga 2

tych czwérek

_jesﬂ‘rzutowé

A cZwérka
AELNH
/be dwusbosunki
/) EX ML/
s ) AALA /

]\31: JEI. ! 88 réwne, § 137/,

akad wynika:

V4 //Y/Y[Jf/’ TEVE. FX LM /. Foniewai punk-
ty A i A’ odpowiadajsg gobie w tych czwérkach podwdj-
nie, wigc wazystkic inne pary punktow odpowiednich, &
wige Z; i 5_ ./f{ i -/ff _ro_vympz odpoviadaja gobie
podwéjnie, @;J 88 w inwolucji /8 182/, ¢ b.d.o. /Inwo-
lucji tej nie nalesy oczywiscie mieszaé z inwolucja bie-
. gUNowg na pz"osteJ A

Twierdzenie powyz83ze pozostanie w mocy jeszcze
wtedy, gdy sieczna /o stanie sie stycenz do stozkowej,
v punkcie zetknlgcxa zostbang wtedy zjednoczone oba punk-
ty A i }.{/. skqd wynika: . 5 |
Punkt zetkniecxa~stycznej”ze stoskowg jast_jednym'

punktéw podwé jnych inwolucji, ktéra na tej stycznej

wyznaczajsg boki przeciwlegle dowolnego czworoﬂata wpi-~



-~

sanegd W stozkowy,

Poslugujgc sie zaszdy dw01stosc1 aow1ed11bvsmy

twierdzenia wzajemnego /Rys K 388/:

11, Styczne wyprowadzone dc stozkowej z dowolne-

go punktu zeﬁngﬂfinegd'draz proste, rzucajace z tego

- punktu wierzchotki Drzeciwlegie czworoboxu oplsanego

na stozkowej, stanow1a ttzy pary prostyoh sprzezonych

1nwoluc31

Twierdzenigipe-
sargues’a, podobnie,
jak_twierdzenia“?as-
cala i Brienchona wy-
razajgq zaleinosé li-
njowg miedzy 6 punk-
tami lub 6 styczne-
mi stozkowej, Dlatego
tes dactych twierdze-

niach mozna oprzed

jeszcze jeden spoadh
wykreslenia linjowe-
go stozkowe] priechbdzacej przeé 5 danych punktdw lub
styczhej do 5 danych prostych, l

_§ 202, Zagadnienia 2-go stonmnia W#znac;onio i

kowej przez 5 101 blementow tego _samepo rodzawv 1est

-

A

4
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zagadnienion, ktére w kazdym przypadku ma jedmo i tyl-
ko jedno rpzWiqzanie.i'dqﬂsie-uskutecznié zapomocg kon-
strukeji:linjowej, t;j, bez uiycia cyrkla i ekimrki,

Méwimy o takich zagadmieriach, %e 33 pierwszego stopnia,
Ponizej podajémy-kilka.przykkgd5w zagadnien drugiego

stopnia, b, j, takich, ktére mujs wogdle dwa rozwigzania,
Za.gadnienia._'ue wymegajg uzyocig cyrklia, & zapomocy  kon= .
strukcji linjowej dadza sip rozwigzac jedynie wtoedy, gdy
w p;aszczyénie‘ rysunke meny wykreslone kolo @ dowolnem
zreszigq polozeniu i dowyulasj wielkosci /Steiner/,

I, Wykresdlié atosnowa, przeoh odz a,ca,. przez 4 da.nc

punkty £ , & , C i 7 1 stycazna do danej prostej
_ Zadanie t@ sprowadzi gie,dg_ggganialjuz rozwizza-~
nego: 'wykreélié stoskows przechodzacs pfzez 5 danych
punkiow, jezeli zdolamy na siyeznej & wyzuacryg punkt
zotknigcia 7’ . , lauwainy, Ze czworokat A£BCJ
/Rys 387/, jest wplsany w sozkowg, na zasadz1e artyku-
tu poprzednlego punkt zetknigcia na Buycznej S jest
jednym z dwuch punktdw podwo;nych 1an1uc;1 14.’- 740 A »
ktérg wyznaczaja boki przeciwlegle czworokata JBC'J
Zaleznie od tego, czy inwolucja ta jest hyperbolicuna,
paraboliczrna lub #il, lyozea, znnjdeiemy dwa, isdno lut

*zero® rozwignei

. -t



zﬁpélnie”t&k_ﬂa'
O, TOIIALST A
danie w;ajpgnat
11, Wykreslid
sboskows styczng
40 czterech da-

wych prostych
a, 6, ¢ i
i p;zeehpdza-
ce, priez deny
Punkt ,5" . Punkt
S laceymy 2
wierzcholkami |

przéciwlegkami
czworoboku opi-
sa.nego abed i zapomoca kola Steinera ‘znajdujeny pro-
ste podwéjne inwolucje przez te dwie pary prostych do~
kola punkiw: ,S wyznaczonej, ' ;
III Znaleié punkty prze01acia prosteJ s ze stoz-
km;q, ‘wyznaczong przez 5 punktow Z A J 4 i
4 lut z punktu ,5‘, wyroﬂadzié styczne do stozkowej,
wyznxczone,] przes 5 sty;znych Ly e, Sy it

TS

#. Pierwsze z tych dwuch zadan wzaJemnych rozma.za—

et t—

lismy juz w § 151 /Rys,ZBB/, Z2astosujmy to rozwigzanie g



*s

do nastgpujguore pravvasia

<%
caagapdlrnezn .

3

Wyuresdlid assyinp-

tr

sty gtozkowsj, dansj

sapamocyg S-ciu punk-

téw 7 , 2, I 4
i I /Rys.SB&/o

W tym celu nalezy

‘najpierw wyznaczyd

punkty ¥ Ibérych

prosta niewladciwa
pragaina stozkowg,
a pbéiniej w tych

punkiach poprowadzid
styczne /9§ 173/, Dia
rozwigzania pisrwsze]
czedel zad snia * WO

-

rzywy peki rzuvowe
1(2,6, 6] 7 % (2,6,%)

xtére razucaja 3 punk
téw Z i & wazyst-
i m v 'Vi <y 1, &5 1 - .
L8 patias W ST)O,&Z\OW&JJ"
Proste @, i @y, &

o
e

, ¢ i ¢, wyznas

[

\

-




: _nych Niech bedzw piaszczyzna
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uzam ne proste] nvewlasczw j 3 pary punktéw, t.j,
| k1erunkow odpowiednich; nalczy znalesd kisrunki podwdj-
ne t-;-jf, asymptotyczne, Przez punkt 3ak1koh iek np, przez
—:§ p*"ov*admmv koto Steinera i z jego pomocg Wyznaczaa~
'my p"osbe podwdjne dwuch pekdw rzutcw;ch 0 wspo‘nym "
fw:Lerzcholku.5 ktérych proste &, (A a{é ¢,” 83
rownolegle do prostych &, Ge, i Ay g.cy o
S Znalathy kierunki [’vwi € ,' prowadzimy stycznse
W tyc% kKier unkach do stozkowej, %igczac kazdy z tych
punk’ 6w niewiasciwych F? €%y punktemi 4 , 4 15
otrz ymamy dwa peki rzutowe, ktdérych srodek rzutowv g
Jest punktem przeclec.ia. obu stycanych szukanych b,

3 p0prowadzone przez
punxt 0 w kierunkech 71 €% 83 ==wrr!tu.r‘t,an\1P dwu-~

_srodkmm stozkowe; Prc,rstec/‘i g7

. sxeczne a i ¢ katéw mledzy piemi sg czismi stozkowej,

R0ozZD21I1AZL XV,

——

POVIERZCHNIE DRUGIEGO STOPNIA,

§ 203 KollneaCJa $rodkowa dwuch ukla.dow przestrzen

S , ktoéra nazyw raé be~
dz1emy pluszczyzna kolineacji, punkt d , ktéry nazwie-

.‘my qrodklem kolmeacll i dwa punkiy A, i 4 ! 1eza,ce
na dawolneg prostej & , wychodzacej z punktu 7 /1ub
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