
biegunowe i bieguny. - W podobny sposób moina o k r e ś l i ć 

punkty i prosta biegunowo sprzężone, że 1/ na każdej 

prostej rzeczywistej układu biegunowego l eżą dwa punkty 

sprzężone same ze sobą, t . j . l e ż ą c e na własnych biegu­

nowych;.mogą one._byó rzeczywiste i odrębno, rzeczywiste 

i zjednoczone, lub urojone sprzężone, 2/ a każdego punk­

tu rzeczywistego wychodzą dwie proste sprzężone same ze 

scbą, t , j „ przechodzące przez własne bieguny; mogą one 

być rzeczywiste i odrębne, rzeczywiste i zjednoczone, 

lub urojone sprzężone . -

R O Z D Z I A Ł m . 

STOŻKOWE | STOŻKI. 

§ 166. Określenie stożkowych. Ogół punktów i pro­

stych, rzeczywistyoh i urojonych, które w danym układzie 

biogunowyra są sprzężone same ze sobą, nazywamy stożko­

wą. ] . '•• 

Punkty samosprzężono nazywamy punktami stożkowej 

tego układu; przechodząc© p r 2 e z nio własne ich bieguno­

we nazywamy stycznemi do stożkowej w tych punktach. 

Punkty stożkowej są to więc punkty podwójno inwolucji, 



którą dany układ biegunowy wyznacza, na jakiejkolwiek 

prostej rzeczywistej;. styczne do stożkowej są to pro­

ste podwójne inwoimcji, którą ten układ wyznacza dokoła 

jakiegokolwiek punktu rzeczywistego. Na każdej prostej 

rzeczywistej l eżą dwa punkty stożkowej: rzeczywiste, 

urojone spr*..żone lub zjednoczone; z każdego punktu 

rzeczywistego wychodzą dwie styczne: rzeczywiste, uro­

jone sprzężone lub zjednoczone. Innemi słowy, każda 

prosta "przecina" stożkową w dwuch punktach /rzeczywi­

stych odrębnych, rzeczywistych zjednoczonych lub uro­

jonych sprzężonych/; z każdego punktu można do s tożko-

wej wyprowadzić dwie styczne /rzeczywiste odrębne, rze­

czywisto zjednoczone lub urojone sprzężone / , wyrażamy 

to krótko, mówiąc, żo stożkowe są krzywemi drugiego 

rzędu i drugiej klasy, 

§ 167. Stożkowe urojone i rzeczywiste. W układzie 

biegunowym jednostajnym wszystkie punkty stożkowej i 

wszystkie styczne do stożkowej są urojone, gdyż inwo­

lucja biegunowa na każdej prostej rzeczywistej i doko­

ła każdego punktu rzeczywistego jest eliptyczna. Stoż­

kowa takiego układu jest więc urojona; mówimy, że każ­

da prosta rzeczywista "przecina" ją w dwóch punktach 

urojonych sprzężonych i żo z każdego punktu rzebzywi-

stego"wychodzą" do niej dwie styczne urojone sprzężona. 



W układzie biegunowym niejednostajnym i s t n i e j ą 

punkty i styczno stożkowej zarówno rzeczywiste, jak u-

rojone; dowiedziemy, że punktów i stycznych rzeczywi­

stych jest nieskończenie wiele. Niechaj'-będzie w danym 

układzie biegunowym punkt JS* , kCóry l eży na własnej 

swej biegunowej >̂ /Rys.311/; może to być np. punlt 

podwójny hyperbo-

A> 4 </'' licznej inwolucji 

•-' ^ biegunowej na jed­

nym z boków t r ó j ­

kąta biegunowego. 

Weźmy na prostej 

dowolny punkt 

•AF \ jego bie­

gunowa przecho­

dzić musi przez 

punkt JS0 ; w sa-

uiej rzeczy wiemy, że j e ż e l i biegunowa punktu JS0 / t . j . 

prosta *i*o / przechodzi przez punkt A, , to nawzajem-

biegunowa punktu -/f, / t . j . prosta **/ / przechodzi przez 

punkt AS^ / § 1 6 1 / . Punkty At i są zatem sprzężone 

gdyż biegunowa jednego / -A, / przechodź^ przez drugi 

/ Jt* / . W ten sposób inwolucja biegunowi na prostej 

&o jest paraboliczna, wszystkie bowiem^punkty pro-
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atej J0 aa sprzężona a jednym jedynym punktem 

który jeat punktom podwójnym tej inwo łuc j i , zresz tą je­

dynym. 

Inaczej e i ę rzeczy mają z proatą Nie przecho-' 

dzi ona przez własny biegun; inwolucja biegunowa nie 

jest więc na niej paraboliczna. Ponieważ zaś ta inwo­

lucja ma jeden punkt podwójny JSQ , musi ona być hy­

perbol iczną i mieó zatem jeazcze drugi punkt podwójny 

. Punkt ten jeat sprzężony sam ze sobą, t ; j , l e ż y .. 

na własnej biegunowej ** , która z r e s z t ą musi p r z e j ś ć * 

przez AF , gdyż jej biegun &i , l eży na biegunowej 

punktu Af , t . j , na prostej <2, . J e ż e l i na prostej & 0 

obierzemy inny punkt A^ , którego biegunowa *tg prze­

chodzi zatem znowu przez /Sf0 , to na prostej znaj­

dziemy, jak poprzednio, drugi punkt podwójny >5£ , któ- ; 

ry jeat sprzężony z aamym aobą, t . j , l e ż y na własnej 

awej biegunowej tf> , przechodzącej przez , W ten 

aposób w danym niejednoatajnym układzie biegunowym każ­

demu punktowi -Al proatej *SC sprzężonej aamej ze aobą i 

podporządkowany być może punkt jSf^ sprzężony sam ze 

aobą, t . j , l eżący na własnej biegunowej jt^ , Położenie 

punktu jSf^ i prostej j - ^ za leży zatem wyłącznie od po? , 

ł o ż e n i a punktu na proatej S9 . . 
J e ż e l i aebie tedy pomyślimy, że pewien punkt zmian 
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ny A poprzez punkty 4+ , AĄ , A# , po­

rusza s i ę w sposób c i ą g ł y po prostej »S0 , "opisując" 

t ę pros tą , to punkt zmienny poruszać s i ę będzie po­

przez punkty A > sfz » sJtj. » > również w spo­

sób c i ą g ł y , "opisując" stożkową rzeczywis tą . Jednocześ­

nie zaś prosta zmienna ó , poruszając s i ę w sposób 

- c i ą g ł y poprzez proste J , , , ^ , , "powłó-

czyć" będzie t ę samą stożkową. Stożkowa rzeczywista 

jewt "miejscem geometrycznem" spisującego ją punktu i 

zarazem "obwiednią" powłóczącej ją prostejh Gdy punkt 

zmienny jj , opisując prostą J 0 , przeszed ł szy przez 

jej punkt niewłaśc iwy, powróci z przeciwnej strony do 

punktu A0 , to i punkt zmienny opisując stożkową 

powrćci do punktu jSQ . Stożkowa rzeczywista jest prze­

to krzywą zamkniętą. 

§ 168. Stożkowe zwyrodniałe^ W § 161 o k r e ś l i l i ś m y 

układ biegunowy zapomocą t r ó j k ą t a biegunowego A^A^Af 

i biegunowej S punktu jakiegokolwiek 0 z tern zastrze 

ieniem, że punkt 3 nie l eży na żadnym z boków a pro­

sta £ nie przechodzi przez żaden z wierzchołków t r ó j ­

kąta AfAjAj t Odrzućmy teraz te z a s t r z e ż e n i a . 

Przypuśćmy najpierw, że biegunowa w punktu jakie­

gokolwiek JB przechodzi przez jeden z wierzchołków 

t r ó j k ą t a biegunowego, np. przez -A, /Ity!5.312/, Joit 



oczywistem, że inwołu­

cja biegunowa na bokach 

i **-3 będzie parabo­

liczna, na trzecim zaś 

boku albo hyperbo-

liczna albo eliptyczna 

W każdym przypadku bie­

gunowa dowolnego punk­

tu M może byó wyzna­

czona i przejdzie przez 

punkt jłj ; natomiast 

biegun dowolnej prostej n% jest nieoznaczony; może to 

być mianowicie dowolny punkt leżący na biegunowej 

punktu dt t*l . - J e ż e l i inwolucja biegunowa na prostej 

€Lf , a więc i dokoła punktu'-^ jest hyperboliczna, to 

wszystkie punkty leżące na prostych podwójnych tej in­

wolucji są samosprzężone; te dwie proste,/' i £ i 

wszystkie punkty na nich leżące stanowią zatem s t o ż ­

kową rzeczywis tą /Rys.312/, J e ż e l i inwolucja bieguno­

wa na i dokoła jest eliptyczna, to i T/tedy uro­

jone punkty, l eżące na urojonych podwójnych tej inwo­

lucj i są samosprzężone; te dwie urojone proste sprzę ­

żone oraz wszystkie na nich leżąc© punkty stanowią za­

tem stożkową urojoną, k tórej jednym punktem rzec żywi-
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stym jest . 

Dwie proste rzeczywiste i dwie proste urojone 

sprzężone są krzywą drugiego rzędu /bo każda prosta . 

rzeczywista przecina ją w dwóch punktach/ i kłasy zer • 

rswej /bo z dowolnego punktu nie można do niej wyprowa­

dzić żadnej stycznej/. 

Przypuśćmy n a s t ę p n i e , że biegun 3 jakiejkolwiek 

danej prostej & leży na jednym z boków t r ó j k ą t a biegu­

nowego, np. na 4f /Rys.313/; jest oczywistem, że inwo-

lucja biegunowa na 

bokach <̂  i bę ­

dzie paraboliczna, 

na trzecim zaś boku 

4, alba hyparboli-

\ czna, albo eliptycz-

\ na, W każdym przy­

padku biegun dowol­

nej prostej f*i mo­

że być wyznaczony i 

loży '̂ sze na <2, ; natomiast biegunowa dowolnego punk­

tu Af jast nieoznaczona; może to być mianowicie dowol­

na prosta przechodząca przez biegun prostej 

J e ż e l i inwolucja biegunowa na prostej 4Lf jest hyperbo-

liczna, te wszystkie prosta przechodzące przez punkty 



podwójne tej inwolucji aą samoaprzężone, ve~ dwa punk 

ty 2? i Gf i wszystkie preste przez nie przechodzące 

stanowią zatem stożkową rzeczywis tą /Rya.313/, J e ż e l i 

irasiucja biegunowa na prostej 4, jest eliptyczna, te 

i a tedy urojone prestei przechodzące przez urojone 

pur.tty podwójno tej inwolucji aą eamesprzężone; te 

( i . urojone punkty sprzężeń© i wszystkie przez nie 

i zechi-dzące proste stanewią satem stoźkewą urejoną> 

Hor ej jedyną styczną rzeczywistą- jest At , 

Dr.. punkty rzeczywiste i dwa punkty urojono sprzę 

ier.e są krzywą drugiej klasy / ' .» z kaadega punktu rze­

czywistego wychodzą de niej dwie styczne/ i rzędu ae-

rowego /bo dewelna prosta jej nie przecina/, 

.§, 169' Preste zewnętrzne, sieczne i styczna. -Pro­

sta na której u.'.ład biegunowy wyznacza inwolucję e-

lipijjroaac., nazywa s i ę zewnętrzną względem stożkawej 

tego . ikład-. Prosi \ ^ewnjit.raha * przeciaa11 zatem s t a ż -

kawa w daóch punktach .uc-janych sprzężonych, miarowi -
ci© w punktach po-.a', iry o \ .'iwolucji eliptycznej , iry- • 

znać zen© j priea ukłud biegunowy na tej prostej, Wzglę­

dem stożkowych urojonych wszystkie proste są zewnętrz­

ne. 

Praata, na które j inwelucja biegunowa jest hyper-

boliczna, nazywa c i - s i eczną stożkowej tega układu.. 
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Każda sieczna "przecina" stożkową w dwóch punktach 

rzeczywistych, mianowicie w punktach pedwójnych inwo­

luc j i biegunowej i 

Prosta, na której inwolucja biegunewa jest parabo­

l i c z n ą , jeet s ty o gną de stożkowej / § 1 6 6 / . Nautycznej 

leży jeden jedyny punki samosprzężeny, który jest jej 

biegunem i nazywa s i ę punktem z a t k n i ę c i a tej stycznej 

ze stożkową. Wsaysikig inne proste przechodzące przez 

punkt z e t k n i ę c i a s i ę są sieezno, bo gdyby przezzeń 

przechodz i ła prosta zewnętrzna, te nie mógłby na r iej 

l e ż e ć punkt rzeczywisty s tożkowej . 

J e ż e l i inwolucje parabol iczną uważać będziemy za 

przypadek "graniczny" inwołucj i hyperbelicznej, t© mo­

żemy powiedzieć * że etyczna ma ze stożkową dwa punkty 

wspólne, które zesta ły"zjednoczzne" w punkcie ^ t k n i ę ­

cia. Styczną do stożkowej w danym jej punkcie /Rys. 

211/ możemy przeto uważać za granicę siecznej przez ten 

punkt przechodzącej , gdy drugi jej punkt p r z o o i ę c i a ze" 

stożkową nieegraniczenie z b l i ż a s i ę do punktu >^ . 

§ 170,. Punkty wownęr^zne^punkty zewnętrzne X 
punkty lezące na s t o ż k o w e j . - Punkt, dokoła którego u-

kład biegunowy wyznacza inwoluc j v e l i p t y c z n ą , nazywa' 

s i ę wewnętrzuym względem stożkowej - tego układu. Z punk-

tu wewnętrznego wyoho&zą do stożkowej dwie styczne ur©-' 



jonc sprzężono, mianowicie proste podwójne inwolucji 

eliptycznej, wyznaczonej przez układ biegunowy dokoła 

tego punktu. Względem stożkowych urojonych wszystkie 

punkty są wewnętrznei 

Punkt, dokoła którego inwolucja biegunowa jest 

h; parboliczna, nazywa s i ę zewnętrznym względem s tożka-

f' g tego układu,, Z punktu zewnętrznego można do stożk© 

woj wyprowadzić dwie styczno rzeczywista; aą ta proste 

podwójno inwolucji hyparbalicanej, wyznaczonej dakała 

tego punktu przez układ biegunowy* 

0 punkcie, dokoła którego inwolucja biegunowa 

j>e s t p arab o 1 i c zna, mew imy, ś a l eży na stożkowej^. Pr 2 e z 

taki punkt przechodzi jedna jadyna prosta samesprzęże-

na, która jest jego biegunową i nazywa s i ę atyo gną jflo 

stożkowej w tym punkcie. Wszystkie inno punkty l eżące 

na stycznej &Ą zewnętrzne, bo gdyby l e g a ł na niej p'..nk 

wewnętrzny, te nie mogłaby prźóaajS przechodzić i ,dn.i 

styczna rzeczywista. 

J e ż e l i inwolucję. p&cabelieaną uważać będzien. r za 

przypadek "graniczny" inwolucji hyperbelicanej, to mo­

żemy p o w i e d z i e ć , . g o z punktu lo łącogo na stożkowej wy-

cnodsą do niej dwie etyczna Ś*jednoczone"..Punkt zet­

kn ięc ia stożkowej s daną prostą Sę /Rys,311/ możemy 

przeto uważać za granicę punktu zewnętrznego, na tej 
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•-prostej l e ż ą c e g o , gdy druga styczna, z tego punktu do 
• i . 

^stożkowej wychodząca, nieograniozenie z b l i ż a s i ę do 

stycznej ^ . 
J e ż e l i z punktu zewnętrznego wyprowadzimy do 

'jstoikowej dwie etyczno «? i a , to presta , która 

łączy punkty z e t k n i ę c i a J$ i /Rys,314/ jest bie­

gunową punktu , W sa 

, , S \ / . m e j rzeczy, biegunewa 

' \ punktu p r z e c i ę c i a At 
/ 

s M^- / ' j dwóch prostych J i S 
?5$N . / I i łączy ich bieguny i 

s \ ' / jS /% 161/, Nawzajem 

* K — A punkt p r z e c i ę c i a stycz-? 
nych J i *5 jest biegu-

• 7&rS. 3/4. i i v 

nem prastsj ł ączące j I C I 

punkty z e t k n i ę c i a J i 

J> , gdyż biegun prostej #i jest przecięciom biegu­

nowych dwóch punktów tej prostej. Punkty podwójne in­

wolucji biegunowej na prostej są przeto punktami 

z e t k n i ę c i a stonkowej ze atycznemi, wyprowadzonomi do 

niej z bieguna prostej #1 , - i nawzajem, preste ped-

wójne inwolucji Msgunowe j dokoła punktu Af są"s tycz 

iftOffii do stożkowej w punktach p r z e c i ę c i a jej przez bio 

i .ową punktu 
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J e ż e l i śtejjskewa jest. ,rzoc ,zywista» te biejgunowa 

punktu zewnętrznego jest si-ocz^Ą, a biegunowa punktu 

wewnętrznego jest prostą zewnętrzną, c» wynika s t ą d , 

że inwolucja biegunowa na prostej /rt jost w prospekty-

wic z ..inwolucja biegunową dok®ła bieguna prostej 

/ § 1 6 5 / . Ponieważ układ biegunowy jest wtedy niejedno­

stajny , więc w każdym t r ó j k ą c i e biegunowym na dwóch 

bekach inwolucja biegunowa jest hyperbol iczną, a na 

trzecim eliptyczna, t . j . dwa boki są siecznami, a trze­

ci prostą zewnętrzną, skąd wynika,, se. w każdym .trójką­

cie biegunowym stożkowej rzeczywistej dwa wierzchołki 

»ą zewnętrzne, a trzeci j e« t wewnętrznym ju.nk.tem tej 

jjtożkowoj. 

F&żda pres u-. przechodząca przez W jtrzny 

atogkowej rzeczywistej j e i l i uiocznQ. W • % "zy. 

Utwórzmy t r ó j k ą t biegunowy, którego bakami • ] bę~ 

"dą; prosta y£ przechodząca przez dary punkt wewnętrzny 

, -biegunowa • /fi tego punktu i biegunów^, /t :£ur.k-

tu p r z e c i ę c i a prostych ,/£ i ^ ; Ponieważ bieguno­

wa im% punktu wewnętrznego jt jest prostą 'zewnętrzną, 

w i ę c o b a pozos ta ł e boki i muszą być aieeznemi, 
T•podobna cpoaób można ©kazać, że ' -:-żdy punkt, Łor 

i&cy na 'pros te j •zewnętrznej względem, s tożkowej rzeczy­
wistej , jest zewnętrzny. 
9, ________ . — -

KOMETO A TOHSSŁS i & kUG •- z 6- ty 
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Natłmiast proste wychedz'-ce z punktu zewnętrzne­

go mogą i by ć a i e c zna, s ty c ano, lub proste zewnętrzne; 

punkty l e ż ą c e na siecznej mogą. być wewnętrzne, zewnę-
• • A — r m i t - w i - i • • • i • - . i i i | , . • • i • • „ i . , , . _ n * 

tr^zne, lub l e ż e ć na stożkowej , 

Wszystkie proste przechodzące przez punkt s tożko­

wej są siecznomi -z wyjątkiem stycznej / § 166/; wszyst­

kie punkty stycznej, z wyjątkiem punktu z e t k n i ę c i a , są 

zewnętrzne , bo ich biegunowe cą siecznomi. 

§ 171. Metoda biegunowych wzajemnych. Zasada dwo­

i s t o ś c i w geometrji p ł a s k i e j pelcgo, jak wiadomo / § 1 3 6 / 

ra tom ,że j e ż e l i prawdziwe jest pewno rzutowe twier­

dzenie goometrji p ł a s k i e j , to musi być prawdziwe pew­

ne inne twierdzenie, otrzymana prr.cz zamianę w tpjntsm 

twierdzeniu p o j ę c i a : "punH" pojęciem •prosta" i naw­

zajem, p o j ę c i a "prosta" pojęciem "punkt".'Układ bie-

euhowy p łask i pozwala urzeczywis tn ić zasadę dwoisto­

ś c i , t . j . wykreś l i ć f i g u r ę , ktjra jest wzajemna wzglę­

dem danej figury p ł a s k i e j , a to jprzO'a z m i a n ę każdego 

pani tu na jogo biegunową i ka'i'dej prostej na jej bie­

gun, przez co każdy punkt i prosta dc siebie należące 

zostaną zastąpione przez biegunową i biegun również 

do"siebie n a l e ż ą c e . Dwie figury w ten sprano sobie 

wzajemnie podporządkowane nazye.^iy b i g gunow o ?/ z a j em-

:-;mi. I s t n i e j ą prżytem figury, np. t r i j k ą t y biegunowe, 

http://prr.cz


które p r z y s t a j ą do własnych swych f igur bielmowych. 

Do takich należy przedewszystkiem stożkowa danego ukła­

du biegunowego. J e ż e l i przeto odnajdziemy jakąkolwiek 

rzutową własność stożkowej., to s tosując biegunowość, 

która pos łuży ła do o k r e ś l e n i a tej stożkowej , otrzyma­

my pewną inną własność rzutową tej samej stożkowej , 

/w* ten sposób zos ta ło np. odkryte twierdzenie B r i c n -

chona/. Metoda biegunowych wzajemnych nie ma bezpośre­

dniego zastosowania do miarowych własnośc i figur / r ó w ­

ność odcinków, kątów i p ó l , prostopadłość i równoleg­

ł o ść prostych i wogólo te w ł a s n o ś c i , k t ó r e należą od 

elementów niewłaściwych i od inwolucji p r o s t o k ą t n e j / . 

f 172, Trzy rodzaje atcżko«,ycb, - Stożkowa nazy­

wa s i ę hyperbolą, e l i p s ą lub pa rabo lą , z a l e ż n i e od te ­

go, czy inwolucja biegunowa na prostej n i ewłaśc iwe j 

j e« t hyperboliczna, e l i p t y c z n ą lub paraboliczna, t . j . 

za l eżn ie od tego, czy prosta-jiiew^aściwn jest s i eczną , 

prostą zewnętrzną lub s tyczną . Wszystkie stożkowe u-

rojone / a wiec i dwie proste urojone sprzężone / są e-

i1psami; dwie proste rzeczywiste należy z a l i c z y ć do 

rodzaju "hyperbóla", j e ż e l i te proste przec inają s i ę 

iv punkcie właściwym; do rodzaju "parabola", j e ż e l i są 

równoległe lub zjednoczone. Dla dwóch punktów rzeczywi­

stych lub urojonych sprzężonych* któro eą. kr z w ą r z ę -
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du zerowego, w tej klasyfik- cj l niema, miej go a, albo­
wiem prosta niewłaściwa tej stożkowej nie przecina. 

| 173. Środek, średnico , asymptoty. Biegun pro-
•SB353H350» —mmhmmmmmmmmmirnw**** ••> -*n ninn* im • • i;—^M^W^—KWW 

stej n iewłaśc iwej naaywa s i ę środkiem_ stożkowej t a 

biegunowa każdego punktu niewłaściwego nazywa sio 

średnicą . Wszystkie średnice stożkowej przechodzą 

przez jej środek, albowiem bieguny średnic l e ż ą na 

biegunowej środka, t , j „ na prostej n i e w ł a ś c i w e j . 

Środek stożkowej jest punktim zewnętrznym w hy-

parboli /bo j#go biegunowa Jaet s i e c z n ą / , wewnętrznym 

w ©l ipaie /bo jego biegunowa jest pros tą zewnętrzną/. 

\1 paraboli środek jest punktem z e t k n i ę c i a stożkowej z 

prostą niewłaściwą /bo jego biegunowa, t . j . prosta 

n iewłaśc iwa, t . j . prosta niewłaśc iwa jest styczną do 

s t o ż k o w e j / . Środek więc jest punktem właściwym w hy-

porboli i elipsie, - niewłaściwym w paraboli. Wszyst­

kie średnice paraboli są równoleg ło . 

Inwolucja średnic sprzężonych, t . j . inwolucja 

biegunowa dokoła środka jest w perspektywie z inwolu­

cja biegunową na prostej n iewłaśc iwej / § 1 6 5 / , a więc 

jest ona hyperbol iczną w hyperboli, e l i p t y c z n ą w elip* 

sic. Proste podwójne inwolucji średnic sprzężonych 

nazywają s i ę asymptotami; są one rzeczywiste w hyper-

b o ł i , urojone sprzężone w elipsie, Z o k r e ś l e n i a tego 



wynika, że asymptoty są to ętyczm do s tożkowe j , wy-

prowadźon© z i a i ś rodka ; - punkty z a t k n i ę c i a są to punk­

ty p r z e c i ę c i a biegunowej ś rodka , t „ j , prostej n i e w ł a ­

śc iwej , ze stożkową / § 1 7 0 / , Moglibyśmy więc o k r e £ l i c 

asymptoty, i ko styczne do stożkowej w punktach, w 

k tó rych s t o ź k a / a t a j e s t p r z e c i ę t a przez p r o s t ą n i e ­

właściwą^ Punkty te nazywamy k i g r un k ami as y erg t o ty b z n e •> 

mi , 

W hyporbo ł i asymptoty p r z e g r a d z a j ą harmonicznie 

każdą p a r ę ś r e d n i o sprzężonych / § 1 5 4 / , Powiadam, że z 

dwóch ś r e d n i c sprzężonych hyperbol i jedna j e s t s i e c z ­

ną, a druga p r o s t ą zewnętrzną, W samej rzeczy dwie 

średnice sprzężono wraz z p r o s t ą niewłaściwą tworzą 

t r ó j k ą t biegunowy; otóż wiadomo, że jeden z boków 

każdego t r ó j k ą t a biegunowego zawsze j es t prosię , 

nętrzną, a dwa są siocznomi / § 1 6 9 / . Ponieważ p ros ta 

niewłaśc iwa jest względem hyperboli s i eczną , więc z 

dwóch p o z o s t a ł y c h boków jeden musi być s i eczną , a dru­

gi p r o s t ą zewnętrzną. 

Ponieważ środek e l i p sy j es t punktom wewnętrznym, 

więc wszystkie ś r e d n i c e e l i p s y .są siocznemi 

Odcinek siecznej, zawarty między punktami p r z e c i ę ­

cia j e j ze stożkową, nazywamy c i ę c i w ą u s t o ż k o w e j . Jożor 

l i nie zachodzi obawa dwuznaczności , to c i ę c i w ę prze- . 
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chodzącą przez środek, t . j , leżącą na średnicy , rów­
nież nazywamy średnicą, 

* - J l JLZi . ^ * a 3 n ° ś c i harmoniczne bieguna i biegunowej 
Niechaj będzie punkt Jj( n i e l e ż ą c y na stożkowej i je­

go biegunowa Ml /Rys, 2515/, Przez punkt AC poprowadźmy 

jakąkolwiek siecz­

ną ^ ; inwolucja 

biegunowa na tej 

prostej jest hy-

perbcliczna /$169/ 

a punkty podwójne 

tej inwolucji A. 

i J& są to punk­

ty p r z e c i ę c i a 

siecznej f% ze 

stożkową; otóż 

wiemy / j l54 / , że 

punkty podwójne inwolucji hyperbolicznej przegradzają 

harmonicznie każdą parę punktów sprzężonych. Jedną z 

takich par stanowią punkty z których pier­

wszy jest biegunem, a drugi leży na jego biegunowej. 

Stąd twierdzenie: 

Biegunowa jest miejscem jrg orne tryfl snem punktów 

sprzężonych harmonicznie z biegunom względem punkt 
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w których sieczne wychodzące z "bieguna p r z e c i n a j ą stoż­

kową. 

/ S t o s u j ą c do tego twierdzenia zasadę dwois tośc i 

znajdziemy twierdzenie wzajemno. 

Biegun jest punktem spotkania prostych sprzężo­

nych harmonicznie z biegunową względem stycznych, wy­

prowadzonych do stożkowej z punktów zewnętrznych bie­

gunowej/. 

J e ż e l i wjęc z danego punktu poprowadzimy dwie 

jakiekolwiek sieczne 4 , /t i na każdej z nich yryzna-

czymy punkt sprzężony harmonicznie z punktem Al 

względem punktów jf. i £ , w których ta sieczna prze­

cina stożkową, to prosta AFAT będzio biegunową /^Ł 

punktu . J o ż e l i punkt Al jest zewnętrzny, to jego 

biegunowa A*t przecina aljoikową w punktach J3f , , 

które są punktami z e t k n i ę c i a stycznych J , 3 , wy­

prowadzonych do stożkowej z "bieguna >j /Rys.314/. 

J e ż e l i punkt Af jeat punktem niewłaściwym /Hys. 

316/, to jego biegunowa jest średnicą , sieczne wycho­

dzące z punktu /Y*%ą równoleg łe ; punkty , -̂ f . . . 

sprzężone harmonicznie z punktem ^ ^ s ą środkami c i ę ­

ciw 4B , . . . . 

Środki c i ęc iw równoległych l e ż ą na średnicy . 

Cięc iry to aą sprzężone ze średnicą , bo przecho-
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dzą przez biegun 
średnicy , który 

jest kierunkiem 

tych c i ę c i w . 

Każda średnica 

dziel i c i ęc iwy z 

n ią sprzężone na 

połowy. 

Stąd wynika, 

J y ^ , że średnica jest 

dla stożkowej o-

s i ą symetrji /wo-

góle u k o ś n e j / . 

Wśród c i ę c i w sprzężonych z daną średnicą znajdu­

je s i ę takie średnica . Ponieważ każde dwie średnice 

^.przecinają s i ę w środku s tożkowej , więo 

Środek stożkowej dzieli każdą średnicę na połowy. 

Jest to zatem środek symetrji s tożkowej . 

Dwie średnico sprzężone mają t ę własność , «a każ­

da z nich dziel i c ięc iwy równoległe do drugiej na po ła -

yy 

Styczne w końcach średnicy są równoległe do o i ę -

z nią sprzężonych. Opierając nię na tej ostatni ] 

własno w ci wyznaczyć można punkt « a t k n i ę c i a na otyć 
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poprowadzonej do wykreślonej atoakowej. Jest to punkt 

w którym t ę styczną przecina.prosta łącząca środki 

dwóch jakichkolwiek c ięc iw do stycznej równoległych. 

A 175. Rozpoznanie rodzaju stożkowej według jej 

łuku. Opierając s i ę na powyższych własnośoiach, można 

rozs trzygnąć , C 2 y dany wykreślony łuk stożkowej nale­

ży do elipsy hyperboli lub paraboli /Rys.317/'. Popro­

wadzimy dowolną c i ęc iwę 

jS, /Sj danego łuku, 

wykreślmy w jej końcach 

i £>% styczne i 

; punkt p r z e c i ę c i a 

Af tych stycznych po-

łączmy ze środkiem A/ 
c ięc iwy /Ŝ  J3^ ; prosta 

będzie średni ­

cą s tożkowej . J e ż e l i l i ­

terą jj oznaczymy punkt 

w którym średnica $/\f prsecina dany łuk, to mogą 

za j ść trzy przypadki: 1/ punkt 4 jest b l i ż e j punk­

tu y , n i ż punktu Af , 2/ punki A. jeat b l i ż e j 

punktu $ , nii . punktu "r 1 3/ punkt 4 l e ży w środ­

ku odcinka M/f , Ponieważ punkty ^ / i- ^ są sprzę­

żono harmonicznie względem punktów, w których średnica 
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J*£^r przecina stożkową, więc w I przypadku drugi z 

tych punktów 3 oraz środek odcinka JiS t . j . ś ro ­

dek stożkowej O , l eży po przeciwnej stronie punktu 

n iż punkt z więc środek (7 jest punktem 

wewnętrznym; stożkowa jest e l i p s ą ; w drugim przypadku 

punkt £ oraz środek O odcinka l e ż y po tej 

samej stronie punktu , co punkt a więc śro­

dek O j ' s t punktem zewnętrznym; stożkowa jest hyper-

bolą; wreszcie w III przypadku punkt 3 oraz środek 

0 odcinka Aj$t. jest punktem niewłaściwym; s tożko­
wa jest parabolą. 

§ 176. Osie i w ierzcho łk i . Średnica prostopadła 
amammmm—mmmmmmmmmmmmmmBmmf — — ' 1 . i _ j 

do prostych z nią sprzężonych nazywa s i ę oa ią; jest to 

więc dla stożkowej or: aymetrji p r o s t o k ą t n e j . ¥ elipsie 

i hyperboli o s i ą jest każda z dv-och średnic sprzężo­

nych wzajemnie prostopadłych; może ich być albo dwie, 

albo nieskończenie wiele, W samej rzeczy, widz ie l i śmy 

/ § 1 5 1 / , że w inwołucj i dokoła punktu albo wszystkie pa­

ry prostych sprzężonych są prostokątne , albo tylko jed­

na. Osie elipsy i hyperboli mogą być wykreślone, j e ż e ­

l i dane są dwie pary średnic sprzężonych. W s z c z o g ó l -

nośc i osie hyperboli są dwuniecznemi kątów ponięrizy 

asymptotarai , ._• . . 
Punkty, TT których oś przecina stożkową, nazywamy 
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joj wjjor,zchołkamir Gdy nie zachodzi obawa drcuznao znoś-

c i , to odcinek osi zawarty pomiędzy rzeożywistcmi wierz? 

chołkarai nazywamy również o s i ą , Wr elipsie każda śred­

nica, a T/1 to i każda o ś , przecina stożkową w punktach 

rzeczywistych; elipsa posiada zatem.4 wierzchołki rze­

czywis te ; większa z osi nazywa s i ę wie lką , mniejsza 

mjają 0^1.4 elipsa. W hyperboli jedna tylko oś , zwana 

główną, przecina stożkową w punktach rzeczywistych, 

hyporbola posiada zatem wierzchołki rzeczywiste i dwa 

urojone sprzężone. Parabola posiada jedną tylko oe wła 

ś c i w ą i jeden właściwy wierzchołek; za drugą oś na leży 

uważać prostą niewłaściwą, która jest średnicą sprzężo­

ną z o s i ą właściwą, 

§ 177. Koło jako s tożkowa. Okażemy teraz, że elip­

sa w k t ó r e j inwolucja biegunowa dokcła środka jeist 

prostokątna, jest kołom. Niech i i ^ będą dworna 

punktami takiej elipsy. Średnica prostopadła do c i ę ­

ciwy AJB jest z n ią sprzężona, a więc ją dziel i na 

połowy. Trójkąt 04J5 /Rys.318/ jest równoramien­

ny, gdyż jego wysokość jest zarazem środkową, skąd wy­

nika #A ~ 0 3 . Wszystkie punkty tej elipsy są 

zatem jednakowo od leg ł e od środka; elipsa ta jost więc 

'kołom. Każde dwie średnice wzajemnie prostopadłe są 

sprzężone; każda średnica ko ła jest jego o s i ą , każdy 
t, 



punkt ko$a joat jego wierz­

chołkiem. 

Prosto podwójne inwolu­

c j i średnic sprzężonych, t. 

j . urojone asymptoty koła są 

prostemi jodnorodnerai / § 1 5 6 / 
; Wszystkie koła l eżące w jed­

nej p ła szczyźn ie przechodzą 

przez punkty kołowe tej p ł a ­

szczyzny / § 1 5 £ / ; koło może być określone rzutowo, ja-

ko stożkowa przechodząca przez punkty kołowe. 

Pod okreś l en i e "kół'1 podpadają przeto również te 

wszystkie stożkowe urojone, w k tó rych inwolucja doko­

ł a środka j es t prostokątna, przechodzą one bowiem rów-

nież przez punkty kołowe. Mogą one być określone np. 

przez t r ó j k ą t biegunowy ^A/°A^° /By a , 319 / , k tó -

, rego jeden bok A.f ^i/9 j e s t p r o s t ą n iewłaśc iwą, a 

dwie inne są wzajemnie pros topadłe , oraz przez biegun 

jB i biegunową prostopadłą do &J8 , lecz nie 

przenikającą do ćwiar tk i , w które j l ećy punkt ~8 . 

Proste jednorodne należy uważać za koło zwyrodniałe. 

§ 178,, Hyporbola równoboczna , Hyperbola, w któ­

re j inwolucja ś r e d n i c sprzężonych jent symetryczna 

/ § 1 5 4 / \ nazywa s i ę rówaobocsną; j e j asymptoty są dwu-



siecznemi kątów dwóch . 
jakichkolwiek średnic 

sprzężonych, a więc 

są- wzajemnie prosto­

padłe /Rys.320/; jej 

osie, jak w każdej 

z r e s z t ą hyperboli, są 

dwus i o c znorai kąt ów 

między asymptotami. 

BypOrbola równobocz-

na jest stożkową z 

wielu względów analo­

giczną do koła . 

jr 179. czworokąt 

zupełny wpisany w 

stożkową i czworobok 

znpclny opisany na 

stożkowej.., -• rieehaj 

wierzchołk i czworokąta zupełnego - ^ ^ ^ ^ • Ą lezą. 

na stożkowej / R y s . 3 2 1 / . Połączmy punkty przekątne Sf, 

0- i JP , Powiadam, że t r ó j k ą t jest biegu­

nowy. 

W samej rzeczy, każdy bok togo t r ó j k ą t a jest bie­

gunową przec iwleg łego wierzchołka. Okażemy np., że bok 
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yp 
jest biegu­

nową wierz­

chołka . 

W tym ~ełu 

wystarczy 

dowieść, że 

jest, sprzę­

ci! OBy barrao-

.nio&ti+e z 

punktem 

względem 

punktów Ą, 

i ^ , a punkt }Ai względem i ? i ^ . Zauważmy czwo­

robok ?.ur,olny o bokach > > d^3Ł i Ą A, > 
którego przokątnemi są -^,4^ , iS,3^ \ A/P ; w czwo­

roboku tym punkty p r z e c i ę c i a przekątnej ĄJI^ Z przo­

kątnemi ĄS^i są sprzężone harmonicznie wzglę­

dem wierzchołków, leżących na ^ / § 1 4 2 / , t . j . punk­

ty Af i Sf, przegradzają harmonicznie punkty 

podobnież punkty p r z e c i ę c i a przekątnej Bt 8^ z przekąt-

nomi A . , i ^P są sprzężone harmonicznie względem 

wierzchołków, leżących na , t . j . punkty H i 
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/ ^ p r z e g r a d z a j ą harmonicznie punkty 3/ i 3t , c. I. 

T.ak wice raamy twierdzenie: 

Trójkąt, którego wierzchołkową punkty przekątne 

a.zwb "okąta zupełnego, wpisanego w stożkową, jest t r ó j ­

kąt f a biegunowym. 

J e ż e l i jednym z trzech punktów p rzeką tnych czwo­

rokąta wpisanego jest środek s tożkowej , to dwa pozo-

sti. :e punkty przekątne *ą kierunkami ś r e d n i e sprzężo­

nych , Stąd wniosek: Ramiona kąta wpiaarsgo opartego 

na htenicy stożkowi;j mają k i o r u r k i średnic s;r:c;,o-

aycn / i ł y a . 3 2 2 / , Na tera można oprzeć wykreślanie pary 

średnic sprzeżO" 

\ 
nych j e ż e l i daiia 

ic-.it np jedna' oś 

i jodon punkt s t o ż ­

kowej-. 

Zupełnie ta* 

samo moglibyśmy 

na zasadzie dwoi-

s t o ś c i dowie?ó 

twierdzenia wza­

jemnego, które brzmi: 

Trójke.t, którego bokami aą przekątne czworoboku 

zupełnego, opisanego na s*o«kowej, jest trójkątem bie-

V 

http://ic-.it
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gunowym /Rya.323/. 

J e ż e l i z trzech przekątnych czworoboku opisanego 

jedna jest prostą niewłaściwą, t . j . j e ż e l i czworobok 

opisany jest równoległob okiem, to dwie pozos ta ł e prze-

kątne są średnicami sprzężonemi /'Rys.324/. Na tem po­

lega sposób wykreś lenia 

y" pary średnic sprzężo­

nych jakiejkolwiek wy-

kreś lonej s tożkowej . , 

§ 180 Wyznaczenie 

bieguna 1. biegunowej 

wzglądom wykreślonej 

stożkowej /np. wzg lę -



deón k a ł a / . - -.W„.żądaniach tych przypuścimy, że stożkowa 

jost wykreślona, t . j . , że możemy a na leżyta dokładuoś-

c ią "bezpośrednio wyznaczyć punkty p r z e c i ę c i a jakiejkol­

wiek siecznej zo stożkową oraz poprowadzić z każdego 

punktu zewnętrznego do niej obi© styczne. Natomiast 

poprowadzenie stycznej w danym punkcie wykreślonej 

stożkowej i wyznaczenie punktu z e t k n i ę c i a donoj stycz­

nej z taką stożkową należą do zadań, których bezpośre­

dnio z na leżytą dokładnością rozwiązać nie umiemy. 

Mech będzie punkt M /Rys,325/, nie l eżący na 

stożkowej; aby wykreś l ić jego biegunową, prowadzimy z 

niego dwa jakiekolwiek sieczne, które niechaj przeci­

nają rbośkową w punktach 

W czworokącie zupełnym 

JSA^S^ punkt Ji jest 
jednym z punktów przekąt­

nych; łącząc A, ST i ^5^% 

oraz 4 Ą i -^t^ wy zna­

czymy dwa pozos ta łe punk­

ty przekątno 

prosta jest bieguno­

wą punktu M . gdrż każdy 

bok. t r ó j k ą t a bilonowego . jeat biegunowa prze -

GJOKRTJUTA WYKRKSIH* ,• Arkusz *7-tay. 



- ar 
oiwlfcgłego mu wierzchołka 

J e ż e l i punkt & jest ze­

wnętrzny /Rys.326/, to punk­

ty z e t k n i ę c i a stycznych s 

i t z niego wyprowadzo­

nych są punktami, w których 

biegunowa punktu J*f prze­

cina stożkową / § 1 6 9 / . Wy­

k r e ś l e n i e powyższe daje 

przeto w tym przypadku roz­

wiązanie zadania: Wyzna-

czyć na danej stycznej s 
do wykreślonej stożkowej 

jej punkt z e t k n i ę c i a z tą 

stożkową. 
Niech będz ie prosta 

M /327/, która nie jest 

styczną do,'stożkowej; aby 

wyznaczyć jej biegun, o-

bieramy na prostej zn dwa 

punkty zewnętrzne K i C 

i prowadzimy z nich stycz-

ne a i <z , A i £ w" .czworoboku zupołnyra. «», ł 4 

prosta m jest jedną z przekątnych 1 łącząc wierzchoHl 
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Ą i MĄ , £, i £ \ otrzymamy dwie p o z o s t a ł e p r z e k ą t ­

ne 21 i >b ; i c h punkt p r z e c i ę c i a Jtt j e s t "biegunem 

prostej *n> t gdyż każdy w i e r z c h o ł e k t r ó j k ą t a bieguno­

wego o bokach 2n \ Ą i j e s t biegunem p r z e c i w l e g ł e ­

go mu boku. J e r e ł i p ros ta 2ri jest s ieczną . - /Rys .328/ , . to 

styczne, w punktach p r z e c i ę c i a j e j ze stożkową 

p r z e c i n a j ą s i ę w 

biegunie proste j 

M> /&1'69/.. Wyr 

k r e ś l t^nic powyż­

sze daje przeto.w 

tym przypadku roz ­

wiązan ie zadania: 

X danym p u n k c i e ^ 

wykreś lone j ' s tożko 

wej w y k r e ś l i ć do 

n i e j styczną.. ' 

§ 131. Twierdzenie, Stożkowa jes t wyznaczona przez 

4 swoje punkty i s tyczną w jednym z n i c h - albo przez 

jt swoje styczne i punkt z e t k n i ę c i a na jednej z nich. 

Niechaj będą 4 p u n k t y . / , J? , C i J> /Rys. 

321/, z których żadne 5 nie l e ż ą na jednej prostej i 

prosta CL przechodząca przez punkt A . Trójkąt prze-



*• 4 i 8 • 

kąt 117 MArJ? czworo­

kąta, z up e łn© go -4 -fi? 

wras z punktom 
A i 

s tyczną a, wyznacza 

układ biegunowy, dla 

którego ton t r ó j k ą t 

jest trójkątem biogu-

' nowym, a prosta".-4, 

jest biegunową punktu 

4 „ Stożkowa tego 

układu musi p r z e j ś ć 

oczywiśc ie przez punkt 

A i być styczną do prostej <%. / § 1 6 6 / , ale będzie ona 

przechodz i ła także przez punkty 3 , & 1 JD / k t ó ­

re są sprzężone harmonicznie z punktem A względem 

punktów M i Jt, , Jf. i At, , P i P, ,a więc są 

punktami podwójremi inwolucji biegunowych na prostych 

§ 182 Stożkowa rzeczywista, jako rzut k o ł a . Po-

n.iev;aż o k r e ś l e n i e stożkowych, podane w § 165 jest rzu-

toT.a, v i ę c rzutem każdej stożkowej jo^t stożkowa, - w 

s z c z e g ó l n o ś c i , rzutem koła jest stożkowa. Dowiedźmy 

t?raz t że i nawzajem: każda stożkowa rzsczywista może 
_ i — * — - '•• ' 1 mi nu mlii 

być uważana za rzut każdej innej stożkowej rzeczywi-
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f 

a te j , -' w s z c z e g ó l n o ś c i ' z a rzut" koła . W tyra celu *ystr;/~-
ozy dowieść, źa każda, stożkowa rzeczywista-jest w kol i -

neacji z kołem. 

Kioch bę­

dzie stożkowa 

/Kys.330/; 

w dowolnym jej 

punkcie $ po­

prowadźmy do 

niej styczną S 

i wykreślmy ja­

kąkolwiek inną 

stożkową lub 

koło stycz­

ne do prcstoj 

«5 w tym samym 

punkcie 

Ha prostej <S 

obiorzmy jeszcze 

3 punkty A •', 

M i F i po­

prowadźmy Z nich 

styczne p£ i 

^ i i " A i 
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*Ą Ho stożkowej Ą i do kola Ą, .' T r ó j k ą t y c, i 

\ * 4 są t r ó j k ą t a m i Sesargues'a /gdyż i c h boki prz 

c i n a j ą s i ę parami na prostej <s / , więc proste -A,^ 

i $ 4̂ , łączące parami i c h w i e r z c h o ł k i , -prze­

chodzą przez jeden punkt O " ,T*$śuli fcen punkt uczy­

nimy środkiem k o l i n c a c j i , p r o s t ą <T jej 3s ią , a punk­

ty At i ^ uw 'aż ać b ędvi era? 3 a o ar c punki ów oc p dw i e d-

n i ch w te j k o l i n o a c j i , to ko łu stycznemu do prostych 

» ^ ' ^* * ^ J i'*'3ećhodząeemu przez pun':t A? 

odpowiadać b ę d z i e - t o ż k o * * styczna do prostych , 4 

ct i j i p rzechodząca przez punkt ^ , a więc na za­

sadzie \ 131 identyczna ze' stożkową. Ac,. 
§ 183. Zastosowania - X. Zad-rai a. w y k r e ś l i ć s t o ż -

i1 1 MMMM I M I I I I T » mmm mmesm 
korą i * . k t ó r a odpowiacU; danemu ko łu „ w. k o l i n e a -
*v - i — i • i • i -HI u i mm i i - • i i - — • • • • — f 1— — i-fT ' ' " m j r -- T I I I -H I I I U 

c j i danej. Ho żerny to zadanie wyraz ić np, w t e j formie: 

'JMcr*:ślić' r zu t środkowy keta , l eżącego w danej p ł a s z -
^ ^ a i M ^ n » i — — II.I • » , • • . • > t • mm•mmmm**/* mmm~~ -••-••«*•—»—•—•-—immęt « . » u, m 

czyźn ie 9<j4 - % znaczmy kład W i ' " odka rzu tów; 

b i d z i e to Środek k o l i n e a c j i . k o ł a ze stożkową Ą± ; 

J będz i e o s i ą t e j k o l i n e a - j i 4Ą jedną z o s i wzajem­

nych; wykreślmy drugą oś wzajemną. R, / § 9 ? / . Odróżnimy 
3 p rzypadki . 

a/ Koło Ą p rzec ina oś wzajemną '/ '; stożkowa 

AĄ p rzec ina p r o s t ą - n i e w ł a ś e i w ą £ ; j e « i to więc hy-

Serboła / 3 3 1 / . Stycznym <s, i do k o ł a k, w. punktach 
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p r z e c i ę c i a tego koła z o s i ą f, odpowiadają asymptoty 

i tę hyperboli / § 1 7 3 / ; ich p r z e c i ę c i e jest 

środkiem hyperboli; dwusieczne kątów między asf-mpto-

tami są osiami i \ hyperboli 17&S', wyznaczmy 

< 



• 

wierzchołki i A/ hyperboli, t . j . p r z e p i ę c i a osi 

głównej fBL z h iperbolą; będą im odpowiadały punkty A, 

i Af

ł, w których prosta a/ przetnie koło -k, , Aby wy­

znaczyć pur;!- ty hyperboli, l eżące na którejkolwiek śre ­

dnicy cĄ , kreślimy prostą odpowiednią c, , znajdujemy 

punkty p r z e c i ę c i a tej prostej z kołem i rzucamy te 

punkty na ^ z punktu . w \ Styczne do hyperboli we . 

wszystkich wyznaczonych punktach odpowiadają, stycznym 

do koła w punktach odpowiednich. 

b/ Koło Ą0 nie przecina osi wzajemnej ; s t o ż ­

kowa £4 nie przecina prostej n iewłaśc iwej s\ ; jest 

to elipsa /Rys.352/. Dwom którymkolwiek średnicom sprzę­

żonym elipsy odpowiadają biegunowe względem koła dwóch 

punktów sprzężonych prostej, *J . Aby więc wykreś l i ć pa­

rę średnic sprzężonych szukanej elipsy, obierzmy na 

prostej ff dwa punkty k t ó r e k o l w i e k i Yi poprowadź­

my z nich styczne do koła; t ró jką t przekątny, czworobo­

ku zupełnego w ten sposób utworzonego będzie trójkątem 

biegunowym względem koła /] 179/; jednym jego bokiem 

jest prosta r, ; dwa inns niechaj przec inają koło w 

punktach % • A/ i Bt \ Ą' ; proste 4* At' i Ą &/ 

odpowiadające prostym A, At \ ĄĄ- środnic&mi 

do elipsy w tych punktach; n?j kaście j innej 'Sroćńi - •: 

lipsy znaj .̂7: i omy dwa jej punkty, kreś ląc odpoa-iiid Ą 
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stożkowa kK j es t styczna do prostej n i ewłaśc iwe j ^ ; 

j#st to parabola /Rys, .333/, Promień k o l i n e a c j i , r zu ­

ca jący punkt z e t k n i ę c i a k o ł a ^ r z o s i ą wzajemną /f 

ma kierunek ś r e d n i c , r więc i o s i p a r a b o l i , aby wykreś­

l i ć oś paraboli wystarczy wyznaczyć jej w i e r z c h o ł e k . 

W tym c e l u k re ś l imy promień k o l i n e a c j i oJć, , prosto­

padły do OIź, ; w punkcie J?/ zejdą s i ę wszystkie 

sieczne k o ł a , którym odpowiadają sieczne pa rabo l i s p r z ę 
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•aone z o s i ą , a więc p r o s t o p a d ł e do n i e j ; w s z c z e g ó l n o ­

ś c i styczenj do k o ł a z punktu JR, odpowiada s tyczna do 

pa rabo l i w j e j w ie rzcho łku , a punktowi z a t k n i ę c i a AT 

.z kołem odpowiada wie rzcho łek parabo l i A^ „ Aby zna-

l e i e p a r ę punktów p a r a b o l i , k t ó r e są symetryczne wzglę­

dem ja j o s i , rzucamy ze ś rodka k o l i n e a c j i na odpowied­

n i a s i eczną pa rabo l i punkty, w k tó rych s ieczna z punk­

tu *ZF , wyprowadzona przec ina k o ł o , 

I I . J e ż e l i ś rodek r utó , albo środek k o l i n e a c j i 

r* vt.,n*.e s i ę punkt om. n i er śc imym, t . j . j e ż e l i rzut 

. ą t i i i t s i ę równoleg ły , a ko l ineac ja powinowactwem, to 

:oś wzajemna C - s t a n i e s i ę prostą, n iewłaśc iwą, tak, że 

• kivjde j s tożkowej Ą odpowiada w tern por/i)iowactwie s t o ż ­

kowa tegc samego rodzaju: hyperbol i fcyporbola, e l i p s i e 

• tó5 Ipsai pa rabo l i parabola; w s r c z e g ó ; . lości ko łu odpo-

w .ada znws«e e l i p s a /rautem równoległym .:oia j e s t o-

J ipaa/ śrefn* r.& koła prz^kr:r,tar:a oi ; na ś r e d n i c a e -

l i p g y . ś rodek / .c ła na śroi' sJ: e l i p s y , BEodbić j 3przę-

żono k o ł s , t . j . j ak iekolwiek dwie. jogo ś r e d n i e j wza­

jemnie p r o s t o p a d ł e , na ś r e d n i c e sprzężono e l i p . y . Ha 

tern można oprzeć w y k r e ś l a n i e o s i e l i p s y , k t ó r e j dane 

są dwie ś r e d n i c o sprzężone Ct C, i .ĄJ7, , Przez'je*-

den końców C( ś r e d n i c y ?, Ct ' /Hys.334/ prowadzimy 

p r o s t ą r ó ł n o l o g i ą do ś r edn i cy J)f J}/ \ będz ie to . 
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styczna do ©Iips]r w 

punkcie Cf / § 1 ? 4 / . Na­

stępnie prowadzimy koło 

&jy styczne do S rr punk­

cie Cy

t o erednicy rów­

nej J)tj)/\ koło to 

będzie w powinowactwie 

z e l i p s ą , przytern c s i ą 

powinowactwa jest pro­

sta ó , a kierunek po-

vi now ac twa wy znae z ony 

będzie przez dwa punkty 

odpowiedni© -JĘ9 i J% -

Każdej parze średnic 

koła wzajemnie prosto­

padłych odpowiada para średnic sprzężonych elipsy; a-

by więc z n a ł e ś ' jakiekolwiek dwie średnice sprzężone 

elipsy, prowadzimy ze środka koła Al dwie proste wza­

jemnie prostopadłe i łączymy środek elipsy Ai, ze ś l a ­

dami tych prostych na 6 , - Aby wyznaczyć osie ©l ipsy , 
• 

t . j . takie średnice sprzężono,, które byłyby wzajemnie 

prostopadłe , znajdziemy na s punkt At jednakowo od­

l e g ł y od i A/^ \ z U&o po.n.i'tu zakreślamy koło , 

•pr?.^cho'i?Ącv- przez Aft i WĄ \ wyśnieżymy .punkty Ji' i 



, v których tc koło przecina prostą %$ ; proste ' 

J%tA i .ńfjjB są osiami olipgy. Wierzchołki slipsy 

znajdziemy, prowadząc,przez końce Sw. i średnic 

sprzężonych koła ,równoległe do , poczem odmie- • 

rząmy <*•' i ^2^^ . W rozdziale na 

stępnym poznamy pros t szą jeszcze konstrukcję osi elip-

III. Przypuśćmy teraz, że o s i ą powinowactwa koła 

a - ' e l i p s ą ' j e s t wielka óś elipsy ALĄ "^^ii/Rye. 335/ 

która jest zarazem 

średnicą koła & K 

Kierunek powinowac­

twa Jest wtedy prosto­

padły do wielkiej osi 

a r^owttoitgt* do małel 

cha powinowactwa rów­

na jest stos w .•. ur?i 

* i ' . oora-

wszy punkt jakikolwiek 

na kolowł", znajdźmy odpowiadający muf-punki el ip-

sy . Jest- to taki punkt prostej J% & • "prostopa­

d ł e j do ĄĄ' , że j r | śM>i v .,Po>ąc*my 

poprowadźmy środka o kołc Jr# o nr orni o ni u .równym 
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malej p o ł o s i 25, O i wyznaczmy pun.fi W, , w którym 

At O przecina koło , Równoległa do AĄA± % 

punktu 7f wyznacza na fi^O szukany punkt elipsy 

-P Aby więc wykreś l ić punkt jakikolwiek elipsy, któ­

rej osio A^Afi i B/B/

/ są dane, zakreślamy na osiach 

koła i. i o wspólnym środku O ; wyprowadzamy ze 

środka dowolną p r o s t ą ' i z punktów p r z e c i ę c i a jej z ko­

łami Ą i JJCĄ prowadzimy równoległe do osi A^-A^ i ĄS/ 

Punkt p r z e c i ę c i a tych dwóch prostych będzie punktem 

elipsy P . Elipsa- ta będzie w powinowactwie nietyl-

ko z kołem I<K , ale i z kołem * o s i ą tego drugiego 

powinowactwa jest mała oś elipsy ^kierunkiem 

powinowactwa - kierunek wielkiej osi A^A^' a cechą 

powinowactwa stosunek _JL- * & , Aby wykreś l ić 
A O * & 

styczną fi do elipsy w punkcie J , prowadzimy w punk 

cie ^ styczną fit do koła \ i punkt p r z e c i ę c i a J> 

tej stycznej z o s i ą ^ i ^ 7 łączymy z punktem'--^ ; -

albo prowadzimy w punkcie *9 styczną do koła i 

punkt p r z e c i ę c i a tej stycznej z o s i ą Ą - Ą ł ączy­

my z punktem *P , 

Z punktu poprowadźmy równoległą C do i 

niechaj ta równoległa przetnie osie Ą Ą / i A* -n 

punktach M i Jf , £ równpległcbokÓw ĆĄPAt i óf&T 

wynika, że f*At* OP^ - * i ; tak, 

http://pun.fi


że At i jV i JP są punktami, których wzajemno .odle­
g ł o ś c i na zmiennej prostej C są s t a ł e , przytem punkt 
i*f pozostaje zawrze na osi Ą Ą f

 t punkt Jf na osi 
A.A^\ a punkt P na elipsie, której p ó ł o s i e są 

P/y za i PJT- h 
J e ż e l i więc odcinek /YJY porusza s i ę w ten spo­

sób, że punkt # posuwa s i ę po prostej Tl , a purikt 

jV po prostopadłej do niej prostej łn , to każdy inny 

punkt P prostej zakreś la e l i p s ę ó osiach £PA£ 
i £ Pjf , l eżących na prostych-^z- i Ti , 

fta tern twierdzeniu opiera s i ę konstrukcja t.zw, 

cyrkla eliptycznego, t . j . narzędzia , s łużącego do kreś­

lenia elips o danych o'siach. Prymitywnem takiem narzę­

dziem może być skrawek papieru, n& którego prosto ob­

c i ę t e j krawędzi odmierzono odcinki JP/f* 4. *i PA* b 
Wykreśliwszy dwie proste wzajemnis prostopadłe , ukła­

damy skrawe£ w ten sposób, aby punkt At l e ż a ł na jed­

nej z tych prostych, a jf' na drugiej, wtedy P będzie 

punktem elipsy o osiach 4 i . Zmieniając po ło - * 

zenie skrawka wyznaczymy dowolną i l o ś ć punktów elipsy 

§ -164, Stożki drugiego stopnia. - Ogół prostych 

rzucających punkty stożkowej m z dowolnego punktu 

nie leżącego w jej p łaszczyźn ie oraz ogół p łaszczyzn 

rzucających styczne do tej stożkowej t tego punktu na-



zywamy stożki®m drugi ego, stopnia; Stożkowa ^nazywa 

s i ę kierownicą s tożka; środek rautów nazywa s i ę środki&rr 

albo wierzchołkiem stoika; prost©4, rzucające z wierz-

c ho łka. punkty kierownicy nasywają s i ę tworząc cmi s t o ż ­

ka; wszystkie inne proste wychodzące z wierzchołka na­

zywają s i ę średnicami stoika; płaszczyzny rzucając© z 
W i n i i H i . > u i H W » * f ^ w w H 

wierzohołka styczne do kierownicy nazywają s i ę p łaszczy* 

znami szycznemi do s tośka; wszystkie inne płaszesrysny 

przechodzące przez wierzchołek nasywajc. «ię> p ł a s z e s y z -

nami średnlcowemi stoika. Na i: as dej p ł a s z c z y ź n i e sty-

cznej loży jej tworząca z e t k n i ę c i a ZJ- stożki#m pr.żóa 
każdą tworzącą przechodzi jej p łaszcżyzna styczna ze 
stożkiem. 

Stożki drugiego stopnia są tern w geonetrji więź 

czem są stonkowe w geomstfji płaski©^. Odpowiadają one 

dwoiście stożkowym i mogą tak jak one być określone 

zapomocą układu biegunowego wiązk i , t . j , takiego wza- . 
III i l ' i iMfc> « l i i i • irV u • r » 

jemnego podporządkowania prostych i p łaszczyzn , wycho­

dzących z jednego punktu, ie prostej i p łaszczyźn ie 

do siebie należącym podporządkowano są płaszczyzna i 

prosta również do aisbie należące / p ł a s z c z y z n a biegu­

nowa prost*j i nrosta. biegunowa p ł a s z c z y z n y / Układ ta­

ki byłby wyznaczony, przez t r ó j ś c ian biegunowy &Ą<d/L 
i p łaszczyznę biegunową 3b jakiejkolwiek prostej 
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z tern z a s t r z e ż e n i e m , żeby .p ł a szczyzna ć& 

nie p r z e c h o d z i ł a przez żadną krawędź, a pros ta 

n i e l e ż a ł a na żadnej ś c i a n i e t r ó j ś ć i a n u 4/A,A,A. 
Takie n i e z a l e ż n e od geometrji p ł a s k i e j o k r e ś l e n i e stoż­

ków drugiego s topnia o i l e miałoby na ce lu własnoso i 

'rzatowe tych stożków, nie j es t konieczne, gdyż wszyst­

k ie te w ła snośc i odpowiadają dwoiśc ie rzutowym własno­

ściom stożkowy oh. 

Każda p ł a s z e ż y z n a przechodząca przez w i e r z c h o ł e k 

s t o ż k a / p ł a s z c z y z n a ś r edn icowa / przeoina go według 

dwueh tworzących: rzeczywiatyeh, urojonych lub zjedno­

czonych, •k tó re rzuoają. rzeczywis te , urojone lub z jed- , 

•ńoozone punkty p r z e c i ę c i a kierownicy s t o ż k a przez ś l a d 

p ła szczyzny siecznej na p ł a s z c z y ź n i e kierownicy. Stąd 

wyaika, że każda prosta / z wyjątkiem ś r e d n i o / " p r z e b i j a 

sto-żek drugiego .stopnia w dwóch punktach, rssezywistya! 

urojonych sprzężonych łub zjędnoozónyeh. J e ż e l i bowiej 

przoz daną p r o s t ą i wierzono£ek s t o ż k a poprowadzimy p ł 

szcżyzne średnioową, to punkty p r z o b i o i a s tożka daną 

p r o s t ą będą punktami, w k tó rych t a ' p r o s t a p rzec ina dw| 

rzeezywiate, urojone sp rzężone , lub zjednoczone proste 

p r z e s i ę c i a s t o ż k a płaszczyzna, średuioową. 

P rzec i ęc i e , s t o ż k a drugiego s topnia p ł a szczyzną i 

niepi*z%chodzątrą przez wierzchołek. , j e s t oczywiście*.-

GS0!OTA wYKSS3LNA Arkusz 7&~m . ' 



rzutem kierownicy z w ie r zcho łka na p ł ą s z t z y z ń ę ei©ezT 

ną, a wiec stożkową. Stożkowa t a j es t hyperbolą , e l ip -

są, lup pa rabo lą , z a l e ż n i e od tego ,szy p ł a s z c z y z n a 

śradnieowa równoleg ła do p łaszczyzny sieeznej 

^ przec ina s tożek według pro. /ch rzeczywistych, u-
( lryi f Wy,r T i. i l.»-i---m-yr.n^»-.r*™n> — i n n i n T U i j - n i w n-irMTri MMI » m • i n n u i i n n a • - " inLwa» 'n: i *mMMiCM 

rojonych sprzężonych lub zjednoczonych. W samej rzeezy 

gdy p ł a s z c z y z n a średnicowa 01* równoleg ła do p ł a ­

szczyzny siecznej J J przecina s tożek według dwueh 

tworzących rżoo-źywi-

\ s tych u i ir /Ryń 

\ 336/. to stożkowa 

\ v P r z e c ^ ? c ^ a * k t ó r a 
\ ^ > ^ J ^ < /'^łóy jest miejscem geo-

\ I \K'~rf metryeznem punktów 
/W, \ / 
v

\ • 

X" ^ PM L 

\ \ / v--^ A' będz ie m i a ł a dwa 
u x V / T / ' U / >< 'Jsfc^** vwf rzec zywi ste punkty 

n i ewła śc iwe , miano­

w i c i e punkty £^ °° 

i , w k t ó r y c h 

te tworzące p r z e b i ­

j a j ą , p ł a s z c z y z n ę 

: bodzie te za* 

p r z ob i o i a p łaszczyż ny 

% tworzącomi s t o ż -

Y 
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tern hyperhola. J e ż e l i p ł a s z c z y z n a średnicowa ^ 7 /Rys. 
337/, równoległa do p ł a szczyzny siecznej $ nie ma 

ze stożkiem żadnej 

wspólnej tworzącej 

/JsŁ rzeczywistej, to 

^ " i/y' / , % p łaszczyzna j j 

S " • S / . L W ///f»\ \ przecina wszystkie 

iY* '4' \ tworzące w punktach 

,Vf X Aj/f V ł % \ właściwych; s tożko-

V ^ /o "rv /'-«r! T\ \ wa p r z e c i ę c i a nie 

)S^>^^^>Ug!fi \ \ •'" m a żadnego punktu 

£L ££ x ^-V- niewłaściwego, jest 

/ / ń , £ v v to więc elipsa. 

f(r~4p -oc Gdy wreszcie p ł a s z -

czyzna średnicowa 

równoległa do jjf 

jest styczną do 

s t o ż k a /Rys.336/. t . j . . ma % nią dwie zjednoczone two­

rzące wspólne, to płaszczyzna #5f przecina wszystkie 

tii-orzące w punktach właściwych z wyjątkiem tej jednej 

przec ięc iem jest przeto stożkowa pos iadająca dwa zje­

dnoczone punkty niewłaśc iwe, czyli parabola. 

7. powyższego nynika, że niema zasady do rozróż­

niania trzech rodzajów stożków właściwych'drugiego 
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hm 

s topnia , tak jak 

TOZT5inlallimy t r zy 

rodzaje stożkowy«h< 

W geomeirj^ wiązki 
w^aie.iwej "nic i s t ­
nieje* bowieifc ele­

ment, k tóryby w niej 

odgrywał taka r o l v 

rywa prosta 

n*..3v. łase iwa w geome-
t r j i p ł a s k i e j , Każ­

dy s tożek drugiego 

s topnia o w i e r z c h o ł ­

ku właściwym może 

być p rzeć i ©ty sred-

ług hype rbo l i , e l i j ;y lab p a r a b o l i ; każdą wiec z tych 

krzywych może być >.z ię ta za kierownica tego s tożka . 

Inaczej rzeczy s i ę mają ze stor.kami, k tó rych wiorl 

c h o ł k i są punktami n iewł ?ściwemi, bźfii z 3 ^ i £ ^ i ^ 

między elomontami wiązki n i ewłańc . ;ej znajduje s i c j e ­

den n iewłaśe iwy, mianowicie płaszczyzna n i ew ła śc iwa . 

Płaszczyzna ta' odgrywa w geonetr j i wiązki n i ewłaśc iwe j 

t ę samą r o l ę , co prosta n i ewłaśc iwa .? geometrji p ł a s ­

kie j . Dlatego też walea drugiego stopnia może być hypef 

4 



bo l i ezny , e l ip tyczny? lub parabol iczny, z a l e ż n i e od 

tego, ezy p łaszczyzną n iewłaśc iwa przec ina go według 

dwueh tworzących n iewłaśc iwych rzeczywis tych, urojo-

j nych sprzężonych lub zjednoczonych. Każde p r a e e i ę c i e 

p ł a s k i e walca hyperbolicznego j e s t hyperbc lą , k tórej 

asymptotami są p rzeć l i a p ł a szczyzną s i eczną płas*» 

czyzn asymptotycznyt j , stycznych do walea w nie-

śkończonośe i , podobnież- każde p r z e c i ę c i e walea elip­

tycznego j es t e l i p s ą , a każde p r z e c i ę c i e walca parabo­

l icznego j e s t p a r a b o l ą . 

§ 135, Osie i p r z e c i ę c i a kołowe s t o ż k a drugiego 

s topn iar -Trój śc ian , rzucający z wierzchołka stożka 

t r ó j k ą t biegunowy kierownicy jest t r ó j ścianom bieguno­

wym, każda jego śc iana j e s t p łaszczyzną biegunową prze­

c i w l e g ł e j mu krawędzi. Można dowieść /dowód musi tutaj 

być pomin ię ty / , że istnieje jeden i wogóle tylko jeden 

t r ó j ścian'biegunowy w krawędziach i ścianach wzajemnie 

prostopadłych. Każda z takich trzaoh krawędzi nazywa 

s i ę o s i ą s tożka drugiego stopnia; jest to średnica , ma-

jąea t ę w ła sność , że biegunowa p łaszczyzna średnicowa 

jest do niej p r o s t o p a d ł a . Płaszczyzna kier;,-chkolwiek 

dwueh osi jest dla stożka płaszczyzną symetrji prosto-

k ą t n e j , każda z osi jest o s i ą symetrji prostokątnej 

s t o ż k a . Dla stożków rzeczywistych jedna z osi jest we-
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wnętrzną, * pozos ta łe są zewnętrzne, t . j . przez dwie 

osie można poprowadzić do stożka płaszczyzny styczne 

rzeczywiste, a przez t r z e e i ą takiej płaszczyzny popro­

wadzić nie można. J e ż e l i jedna z trzeeh osi np, os we­

wnętrzna jest dana, to pozos ta łe dwie znajdziemy, pro­

wadząc przez wierzchołek równoległe do osi jakiegokol­

wiek p r z e c i ę c i a , którego płaszezyzna jest prostopadła 

do osi danej. Ody to p r z e c i ę c i e jest kołem, to stożek 

nazywa s i ę obrotowym i posiada oprócz osi wewnętrznej 

zwanej os ią obrotu, nieskończenie wiele osi zewnętrz­

nych; każAa prosta prostopadła do'osi obrotu w wierz­

chołku takiego stożka jest jego os ią zezwnętrzną 

W stożku nieobrotowyra /trógiosiowym/ i s t n i e j ą dwa 

ustawienia p łaszczyzn przecinających stożek według kół 

tak, że .kierownicą każdego stożka drugiego stopnia 

/obrotowego lub t r ó j osiowego, ale nie zwyrodniałego/ 

może być ko ło . 

1* samej rzeczy niech będzie w rzutach prostokąt ­

nych stożek /Rys.339/, którego kierownica jest e l i p s ą 

o osiach - 4 , A.Ą i jBt > otreymaną w p r z e c i ę c i u 

s tożka płaszczyzną prostopadłą do ba i wewnętrznej jSO 

Obrawszy na tej osi punkt jakikolwiek K. , opiszmy z 

niego kulę wtyczną do tworzących ,$21/ i $ 

Pionowy koi tur rzeczywisty tej kuli jest kołem, l e ż ą -



eyi. v p ł a s z c z y ź n i e J$J3t jQ 0 promieniu 2^fll—2fjSiĄ 

równym o d l e g ł o ś c i purktv. K od tworzących i 

. Połączmy punkty Ct i ^ oraz Ą i Ą , 

w k tó rych to koło przec ina tworzące 2?23, i 2f23^ , 

i przez eięeiiry Ct (f^ i J), poprowadźmy p ł a s z c z y ­

zny C i O , pr o s to pad łe do p ł a s z c z y n y J5l3,2$^ 
P r z e c i ę c i e k u l i p łaszczyzną Cf j"*st kołem, a p r z e c i ę ­

c ie s tożka t ą samą p łaszczyzną jes t stożkową, k t ó r a z 

tym kołem ma wspólne : W punkty (2t , (2^ , £, i 

i styczne 22A, i J> 21% r ounktach i ^ , a 

więe jes t z niem identyczna /śj 181, 2 / / , P ias to żyzna 

(jJJ i wszystkie p ł a szczyzny do n ie j równoległe prze­

c i n a j ą więc s tożek według k ó ł , tak same p ł a s z c z y z n a 

JJ i wszystkie p łaszczyzny dc nie j równo leg łe , 

§ 186, Czworokąt wpisany i czworobok opisany wza-

jemnie biegunowe. Zastosujmy metodę biegunowych wzajem­

nych /SI71/ do obu tw ie rdzeń § 179 /Rys.340/. F igurę 

biegunowo wzajemną względem czworokąta zupełnego 

^ Ą - ^ Ą j e s t czworobok zupełny » k tó rego 

boki są styczne do stożkowej w punktach Ą[ » 34 • 

Af i 3^ , Biegunowe punktów przeką tnych czworokąta 

są przekątnemi czworoboku; t r ó j k ą t , k tó rego bokami są 

te p r z e k ą t n e , będz ie przeto identyczny z t r ó j k ą t e m 

biegunowym Af//P . Ponieważ p r z e c i w l e g ł e boki ezwo-



1 " i Ą 

/iynh 

rokąta przechodzą pa­
r a n i przez punktyJ?f 

P 
* , więc 

bieguny tych boków, 

t . j . p r z e c i w l e g ł e 

w i e r z c h o ł k i ezworobo-

ku l eżą parami na 

biegunoT.ych punktów 

J4 , AT i P \ 
t , j . na bokach <>W 

PtM i ^ t r ó j . 

k ą t a AtJTP . Stąd 
twierdzenie : 

Punkty p rzee ję -
o i a dwuch par boków 

p r z e c i w l e g ł y c h czworokąta zupełnego wpisanego w s t o ż ­

kową oraz biegunowy dwush pozosta łych boków leżą na 

jednej prostej. 

Stosu jąc metodę biegunowych wzajemnych do drugie­

go twierdzenia § 178 otrzymamy twierdzenie wzajemne: 

Proste , łączące dwie pary wierzchołków przec iwle -

g łyeh czworoboku zupełnego opisanego na stożkowej o-, 

raa biegunowe dwuch p o z o s t a ł y c h wierzchołków 'przeefcot-

dzą przez jeden punkt 





Ż tw ie rdzeń powyższych wyhii&ją • .u ważne grupy 

t w i e r d z e ń : Ste inera i Staudta. OdkJadając na późn ie j 

twierdzenia Staudta, zajmiemy s i ę przedewazyśtjkięm 

twierdzeniami Ste inera i l icznemi wynikającemi, z nich • 

wnioskami 

§ 187, Stożkowa rzeczywista, jako miejsce punktów 

p r z e c i ę c i a p r o s t y c h o d p o w i e d n i c h dwuch p ę k ó w r z u t o w y c h 

Twierdzenie I , Pe.«:k prosty eh, rzucających punkty 

stożkowej z jakichkolwiek -<irueh jej .punktów są 'rautowe 

•Niechaj będą dwa jakiekolwiek punkty stożkowej S, i 

, z których rzucamy r s z y * t k i e inne punkty t e j śa~ ' 

mej stożkowej; trzeba ddwieac, że pęki jSf, i ^ , kto-

rych odpowiednie proste , np, i «*, r zuca j ą ten sam 

punkt A. stożkowej, są rzutowe /Rys.341/. Niechaj 

będzie jakimkolwiek stałym punktem s tożkowej , a -A 

zmiennym jej punktem; wyznać'my punkty - / * i Ar t w 

których proste i Af p aeeinają odpowied­

nio proste i St O ; * czworokącie zupełnym 

wpisanym jStJ^-A & dwie pary przeciwległych boków 

i ł $f & 1 *5£ przecinają s i ę 

w punktach . /S i « ^ , skąd wynika, że-proeta . . / / ^ r 

przechodzi przez biegun /S* boku , - t, j . przez 

punkt p r z e c i ę c i a s tycznych *5/ i ^ w punktach ^ i 

^ , Gdy punkt ji. opisuje stożkową, prosto &^ 
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/li: \ 

rzucające ten putiktf 

z punktów i jSf^ 

tworzą dwa pęki,, z 

których każdy jest 

perspektywiczny z 

pękiem utworzonym 

przez obraeająeą 

s i ę dokoła punktu 

prostą jtfJf ; 
pęki $j i są 

przeto rzutowe. Za­

uważmy, że punkt 

j e s t środkiem r zu to­

wym pęków i $4' 
tak , że prostej, łą­

czące j w i e r z c h o ł k i 

i /5l tych pęków i za l i czone j dc jednego z ni<sh 

odpowiada w drugim styczna do s tożkowej w jego wie rz ­

chołku. 

^Uerdzenie Xl /odwrotne/. Stożkowa jest miejscem 

geometrycznem punktów p r z e c i ę c i a prostych odpowiednich 

. M M-s, 34/. 
/•i s —' 

1 -n • - t v m m t t m m ••W M W — J J . . u —_— 

dwuoh pęków rsutowjrcji^ Niech będą dwa pęki rzutowe /a~ 

le nie perspektywiczne/: Ą Ą ' <• m..j i Ą Ą „,J 

/ R y s , 3 4 2 / , których odpowiednie proste przec inają s i ę w 



punktach JŚ , Q , 
O * . , . . Wyzna­

czmy środek rzu­

towy jS tych pę­

ków / § 147, II b/ 

Jest to, jak wia­

domo, punkt prze­

c i ę c i a prostych 

C i k , z któ­

rych pierwsza łą ­

czy punkty FYFT at 

a druga punkty 

Połącznry punkty JS i /Sj prostą a punkty ^ i 

-5̂  prostą «y, . Na zasadzie § 181 przez punkty , 

3 » y$C 3 przechodzi jedna jedyna stożkowa, k tó - ' 

ra je'jt styczna do prostej Sf » na zasadzie zaś po­

przedniego twierdzenia pęki , rzucające z punktów i 

£ wszystkie punkty tej stożkowej są rzutowe, rzuto­

wo 3 ó ta nożo byó wyznaczona przez 3 którekolwiek pary 

prostych Odpowiednich, np,. przez cery: i, i 4>A , 4 i 

bm , S. i A?, i skąd wynika, żc te pęki są identyczno 
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z pękami danemi. 

J e ż e l i pęk i $( i /S^ są perspektywiczne, to miejr 

B c e geometryczne punktów p r z e c i ę c i a prostych odpowied­

nich j e s t stożkową zwyrodniała^ złożoną z prostej A ^ A 5 £ 

ł ą c z ą c e j w i e r z c h o ł k i pęków i os i perspektywy fi tych 

pęków. 

Na zasadzie obu powyższych tw ie rdzeń można roz­
wiązać zadania: 

Wykreś l ić dowoIną i l o ś ć punktów stożkowej , prze-

chodzącoj .przez ó danych punktów / z k tó rych żadne 

ó nie leżą na jedne-j "pros te j / , - a lbo: p rzechodzące j 

pr^ez 4 dane punkty i stycznej w jednym z n i ch do da-

noj p ros t e j , - a lbo: p rzechodzące j przez *3 dane punk­

ty Ł etycznej w dwuch z n i ch 6 darr; c h nr os tyeh- -

Pierwszo ż tych zadań rozwiąza l i śmy już w § 148 d; roz -

wiOŻ«.:ay więc tutaj dwa inne zadania. 

1/ II i o cha j będą dane punkty - i , .3 , ^ i 

oraz styczna tf, w punkcie ty /Hys.343/, Połączmy punk-

v ^ i AS! Z punktami 4̂ i jf3 prostemi A." i i « . 

L : p r o s t ą ^ /S* oznaczmy -1;.terą 4 . ; r zu to-

woćć pęków /V i i ust wyznaczona przez J pary pro­

stych odpowie .mich #t \ '» * V * » • ^ » /g*y^ 

pros L e j łąożsjeaj wtorzehołki A & i i zaliczonej do 

pęku $> odpowiada w pęku '*S^ s t yczną *f/do stożkowej 
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Pt 

;,y v punkcie £ t /', Środek 

/";> rzutowy jest prze-

$ i / \ Gięciem stycznej Ą z-

I i 1 prostą Bi MĄ , która 

/ V / ' ' - - . / 7 łączy punkt p r z e c i ę c i a 
v\ '< / ̂ *SĄfr #r z 

\ V - V ' v ' i 7 prostych a i QĄ a punk* 

\j.y:B\ / tern p r z e c i ę c i a prostych 

1 / * * i 4 , Chcąc otrzy­

mać jakikolwiek nowy 

punkt stożkowej O t 

wyprowadzamy z punktu 

• ^ J , JŚ dowolną p r o s t ą c , 

która niechaj przetnie 

prostą w punkcie Cf , a p r o s t ą « ? w punkcie ^X ; 

proste C^z i ^/ będą parą prostych odpowied­

nich pęków £ft i A > ^ , a więc ich punkt p r z e c i ę c i a ( / 

będzie punktem s tożkowe j . 

2/ Niechaj będą *f punkty stożkowej /S^ , i 

.4 oraz styczne *5/ i - ̂  w punktach ^ i /'Rys. 

344/. Punkt p r z e c i ę c i a ^ stycznych * i ? i ^ będz i e 

środkiem rzutowym pęków, r zuca jących z punktów i 

^ cunkty s t ożkowe j , rsr.iowośó ta j es t wyznaczona 

przez j> pary prostych: a, ó, ^ i ^ *sĄ ^ , 

^dyż proste j 3,$^ £ Z> ~ za l iczone j do jednego 

V ] / 

^ 

iw •'• 

6 



E tyeh pęków odpowiada 

/d s tyczna w wie rzcho łku 

/ ) \ drugiego. Prowadząc te-

./• i \ dy z punktu dowolną 

$y i \ . p r o s t ą & , k t ó r a przet-

• -' G —V h\ •. proste a.t i *S odpo-
w. Vy / . -v; ' v« wiednio w punktach J3t 

i 3^ , otrzymamy punkt 

\ x l \ " ; s tożkowej i , jako 

L f\ i p r z e c i ę c i e prostych 

§ 108. Zastosowanie 

wykreśl ić hyperbolę , ma­

jąc asymptoty *<;. i Ą , oraz jeden punkt hyperboli . 

Asymptoty. jak wiemy,.'uważać radzna za styczne do s t o ż ­

kowej w je j punktach n iewłaśc iwych. Mamy więc poprowa­

dz ić stożkowa przez punkt -A i ounkty niewłaściwe /S^ 

i » w których ma ona być styczną, do prostych i 

CV . / R y « , 3 4 5 / . Łącząc punkt -Ą z punktami n i e w ł a ś e i -

wemi i t . j . kreś ląc z punktu ~Ą równoległe 

i ^ do pj*ós : .yth i & i*'prowadzą* z punktu *f£ 

:.r ^ dorc.;.iJv, p r o s t ą & , znajdziemy n a niej punk­

ty -jQ -i j k t ó r n p o ł ą c z o n e nuô u a pun&tauii n i e w ł a -
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- jź/ >jg 
Ki ^ 

'm. (VOO 

seiwemi * / 

i /So dadzą 

pro.te 4 i 

fiL , a ich 

p r z s c i ę e i e 

będzie punk- j-

tern hyper-

boli 3 , 

Zauważmy, że 

przekątną 

równo l eg ło -

boku -4B»JSS> j es t przez o r o s t ą 3 i? punkcie 

podzielona na połowy. Otóż punkt i/ jest również środ­

kiem odcinka ~ĄJS proste j , zawartego między 

asymptotami ,• albowiem t r ó j k ą t y ^ $ 3 i 

są podobne. Stąd wynik4, że J$ji 'pJifM 
-Na każdej siecznej hyperboli, odcinki między krzy­

wą* a j e j asymptotami aą równe. 

W s z c z e g ó l n o ś c i , gdy punkty^ i JS gostaną 

zjednoczone w punkcie ^ / R y s . £ 4 5 / , t . j . gdy s ieczną 

_/4 j5T stanie s i ę styczną do hyperbol i w tym punktid 

to odeiaki J$A' i fuJ9' będą równe, t . j . 

Punkt z e t k n i ę c i a jest środkiem odcinka stycznej mię&sy 
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aBymptotami. 
• i 1 ' i n nm 

*\ając tedy osynptoty 

i s tyczną do hyperboli 

możemy natychmiast znaleźć 

jej punkt z e t k n i ę c i a A£ . 

nawzajem, przez każdy .purfct 

hyperboli -&i możemy popro­

wadzić styczną , tym 

celu wystarczy punkt dany 

Ai połączyć ze środkiem 

hyperboli jtf / t . j . z punktem p r z e c i ę c i a asymptot/; na 

przedłużeniu prostej j&Ai odmierzyć po stronie punk­

tu M odcinek , przez punkt 

prowadzić równoległą do jednej s asyraptot, np do «J, , 

i punkt p r z e c i ę c i a A ' tej równoległej z drugą asymp­

tot% SF połączyć Zdunkiem Air , -

te dwie własnośc i pozwalają, szybko i dokładnie 

wykreś l i ć hyperbolę , gdy dane są jej asymptoty i jeden 

punkt właściwy A / lub jedna styczna * , gdyż wtedy 

znajdujemy n.a^yc^ia-st punkt z e t k n i ę c i a A / Prowa­

dź im§%łianowicie przez punkt A jakąkolwiek s i eczną , 

która ftieeh*} przetnie asymptoty w paktach A' i A) ' 

/Rye.34?/ i Od! punktu -3 o^niąrfcamy odcinek jfijB** 
# AA"', W kaćdym z punktów w ten sposób otrzymanych 

fflTOMETHJA wTKRESISA Al*kusz 29-tr. 
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J%yS. S&T. 

prowadzimy oczy­

w i ś c i e s tyczną , 

a mając dosta­

teczną i l o ś ć 

punktów i s tycz­

nych wykreśl imy 

stożkową z na­

l e ż y t ą dokład-

n o s c i ą . . 

Stożkowa rzeczy-
il i im likkmfm-

wista, jako ob-
wiednia prostych ł ; c l ą c y c h punkty odpowiednie dwóch 
MMMMMMMMMMMM • I MMMMM u i i HIII i i i V f , l ' i MIII , , M B ! 1 1 1 1 

szere gów rzutowych 

Twierdzenie I. Szeregi punktów p r z e c i ę c i a stycz-

nych do ztożkowej z jąkismiteolwiek dwiema etycznemi • 

są, rzutowe^ /fiys.348/. Niech będą dwie styczne do s toż­

kowej 3 # i 4 ^ , które przec inają wszystkie inne s tycz ­

ne do tej samej stożkowej; trzeba dowieść , że szeregi 

J, i J ? , których odpowiednie punkty np. -4, i 'Jajj6 le-

żą na tej aamej stycznej 4 są rzutowe. Niechaj f 

będzie jakąkolwiek a ta łą styczna do slozkowej; oznacz­

my jej punkty p r z e c i ę e i a ze stycznemi Ą i JĄ literami 

i °* i prosta *v niechaj będzie ałłiigrsną etyczną 
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do s t o ż - . 

kowe I ; 
niechaj 

ta proata 

przecina 

atyczne 

w punk­

tach -A. t 

i -4* . 
Połączmy 

w czworo­

boku zu­

pełnym 

^ łączą prze-

\ 

opisanym JT sĄ+\ + proste ^ ' ^ C i -4 
c i w l e g ł e w i e r z c h o ł k i , skąd wynika, że ich punkt prze­

c i ę c i a P l e ży na biegunowej. * punktu «*T 

t . j . na prostej łąccące j punkty z e t k n i ę c i a A ) , i J

K 

stycznych «J, i . Gdy prosta * "powłóczy" stożkową 

punkty At i ji^ tworzą dwa szeregi, z których każdy 

jest w perspektywie z szeregiem utworzonym przez po­

ruszający s i ę na prostej $ punkt P ; szeregi sf i 
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JŁ są przeto rzutowe. Zauważmy, żO prosta Ą 57 jest 

o s i ą rzutową tych szeregów, tak, że punktowi p r z e c i ę ­

cie, podstaw *, i , zaliczonemu do jednego z tych 

szeregów? odpowiada w drugim punkt z e t k n i ę c i a podsta­

wy drugiego ze stożkową # 

Twierdzenie II /odwrotne/, rożkowa jest obwied-
-i — - w m ni u i " u II I I l — T * 

nią prostych łączących punkty odpowiednie dwuch szere­

gów rzutowych,. Niech będą dwa szeregi rzutowe /ale nie 

perspektywiczne/: Ą / At BT / i $»ĄAĄ BąCĄ.t../ 

/Rys.349/, których odpowiednie punkty łączymy prostemi-

£L » * » O ' , . . . 

Wyznaczmy oś rzutową 

«j tych szeregów. 

Jest to, jak wiadomo, 

prosta łącząca pu~>fcr 

ty ^ i , z 

których pierwszy 

jest przec ięc iem 

prostych i 

A% &, , a drugi 

prostych A, CfĄ i 

-4ł W§ . wyznacz­

my punkty 34, 2 

\ s.r. s 71 . Na 
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zasadzie § 181 istnieje jedna i tylko jedna stożkowa 

styczna do prostych & , i , i i przechodząca 

przez punkt A, ; na zasadzie zaś poprzedniego twier­

dzenia szeregi punktów p r z e c i ę c i a stycznych i 

ze wszystkiemi styczncmi do stożkowej są rzutowe; rzu-

towośó ta jest wyznaczona przez 3 którakolwiek pary 

punktów odpowiednich, np, przez pary jit i jtą , Ą 

i , $ t i S?^BA> stąd wynika, że te szeregi 

są identyczne z szeregani danemi, 

J e ż e l i szeregi st i są perspektywiczne, to ob­

wiednią prostych łączących punkty odpowiednie jest 

łtośkowa zwyrodniała, z łożona .z punktu J> *ą 3 JS0 i 

środka perspektywy P tych szeregów. 

Na zasadzie obu powyższych twierdzeń można roz­

wiązać sadinia: ', . 

wykreś l ić dowolną i l o ś ć stycznych do s tożkowej , 

stycznej do p i ę c i u danych prostych /z których żadne 3 

nie przechodzą przez jeden punkt/, - albo: stycznej 

do 4 danych prostych i mającej z jedną z nich dany 

punkt wetknięc ia , -- albo: stycznej do 3 danych pro-

Litych i mających z dwiema z nieh dane punkty zetknie-

cia . 

1/ Niech będą dane styczne J, , JĄ , * . & i 

<? . Zadanie będzie rozwiązane, gdy wskażemy, jak z 
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dowolnego punktu, leżącego na stycznej S, wyprowadzić 

drugą styczną do stożkowej , która jest styczną do 

wszystkich 5 danych prostych. Zmieniając bowiem p o ł o ­

żenie tego punktu na stycznej , znajdziemy dowolną 

i l o ś ć stycznych do tej stożkowe,; „ /Rys.350/. 
Obierzmy styczne 

«? i ^ la podsta­

wy szeregów wyzna­

czonych przez sty­

czne do s tożkowej . 

J e ż e l i styczne 

f i c przec inają 

styczną w punk­

tach A, , <&, i 

, to te trzy 

pary punktów wyz­

naczą rzutowość 

szeregów st (Jtą ĄCf....J 7C 3Ą &K ...,.Ja 

które przez po łąezen ie odpowiednich punktów utworzą 

stożkową styczną do wszystkich 5 danych prostych. A-

by z punktu J, , leżącego na stycznej s, , wyprowa­

dzić nową styezną U , odnajdziemy w szeregu punkt 

J L odpowiadający rzutowo punktowi j$ ; styczna ^ 

łączy dwa punkty odpowiednie ^ i ^ , wykreślmy 
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więc najpierw oś rzutową s tych szeregów, łącząc 

punkt. A p r z e c i ę c i a prostych JS, i Ą z 

punktem 9̂ p r z e c i ę c i a pros ty cn "];JĘ^L i ALĄ&, 
Wyznaczmy na.:3-tupnie punkt ^ przecięcia prostych 

J},Ć*, . i ^ i połąozr.7 ^ OC \ punkt będzie 

p r z e c i ę c i e m prostych // <ft i ^ ; prosta j^JJ 

b ę d z i e s suk ET."-;. :j tyczną «a£ Zauważmy, że oś rzutowa $ 
przec ina styczne ^ i jff n punktach zotknięcia. 

2/ Niechaj bodą dano styczne «t , J , «c i JtĄ 

oraz punkt zetknie o t a stycznej s. /fefa,S51/ . 

Wyznaczy punkty 

^ , Ą i , 
& » ^ których 

proste a i <̂  prze­
cinają 4, i 
punkt oznacz­

my l i t e rą jfĄ ; rzu-
towosc szeregów s, 

i JĄ jost wyznaczo­
na przez J pary 
punkt ów odpowi e d-
nich A, i 

/gdyż punktowi przecięcia podstaw .5, i , 
zaliczonemu do szeregu «*, odpowiada w szeregu punkt 



z e t k n i ę c i a stycznej «*, ze stożkową/ . Oś Rzutowa ^ ł ą -

• zy punkt /Ŝ  z punktem p r z e c i ę o i a prostych At4JS^ i 

- ^ 4 - A • Chcąc otrzyiaaó jakąkolwiek nową styczną do 

stożkowej , obierany na proatej * dowolny punkt Cr i 

łączymy go z punktami A, i AtĄ pr ostemi C i f# i 

punkty 4, c% i ,r4 bodą parą punktów odpowiednich 

szeregów 4 i a więt prosta, która jo po łączy , 

będz ie s tyezną c do s tożkowej . 

3/ Niechaj wreszcie będą J etyczna J, , *Ą i 

a, oraz punkty z e t k n i ę c i a i Tą na stycznych 

i * Ą /ftys.352/. Prosta ^ bodzie o s i ą rzutową 

szeregów których podstawami są styczne s, i , a 

punktami odpowiedniejsi każde dwa punkty tych prostych 

A p v i , i A± / , która l e ż ą na tej samej stycznej * . 

Obrawszy tedy na prostej j(t dowolny punkt JB i 

łącząc goz punktami A, i AĄ otrzyiaamy proste Ą i &h 

które przec inają podstawy *% i sx w punktach odpowied­

nich jjŁ i -Ą tych szeregów; prosta A będz ie 

s tyczną do s tożkowej . 
§ 190, Zastosowania. I . Wykreślić parabolę ziając 

jej 4 styczne m , i , c i 4; . Ponieważ prosta nie­

właściwa jeat s tyezną do paraboli, wiec maĄf wówczas 

V danych etycznych do stożkowej* 
II Wykreślić1 parabolę , mając jej dwio styczno 
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Ą i JT̂  wraz a yankta-

~i i c tkn ięc i s i f i 

TĄ /Kys.353/ Many 

teraz dane trzy etycz­

ne / sf , s. i prosta 

niewłaściwa <t / , oraz 

punkty z e t k n i ę c i a na 

stycznych J, i 

Stosując rozwiązanie 

ogólne obieramy na pro­

stej Aft fK dowolny 

punkt 3 i ł ą ­

cząc go z punkta­

mi niowłaściwemi 

A, i AĄ pro­

stych Ą i Ją, / t . 

" j . prowadząc z 

punktu A5 równo­

l e g ł e do styez- • 

nyc: 4 i 
otrzymamy na pro­

stach 4 i tf^ 
punkty Ą i 3% t prosta B, 3K j r ' t s tyczną do para-

bo l i . - Proeta, łącząca punkt A> ze środkiem 



O c ięciwy /$, 2^ j es t ś r e d n i c ą sprzężoną z c ięc iwą 

$, 2*g i je j kierunek jes t punktem z e t k n i ę c i a para­

b o l i z p r o s t ą n iewłaśc iwą / a więc jes t środkiem para­

b o l i / . Łącząc ten punkt z punktem 23 , t , j , prowadząc 

3J£// * otrzymamy na prostej jej punkt 

z e t k n i ę c i a At z p a r a b o l ą . Przesuwając punkt 23 po 

prostej J3>, 2^ wyznaczymy po t rzebną i l o ś ć punktów i 

s ty c z ny c h p ar ab o 1 i . 

I I I , Wykreś l ić h y p e r b o l ę , mając je j asymptoty 

i SK , oraz jedną s tyczną €C ; Zadanie to r ó z w i ą z a l i ś -
— w i « i T i n — [ mmmwĘmmwtmmMjmmwWmmymMm) M M M M I iMmamamm 

my już w § 138, ale p r o ś c i e j jeszcze można je rozwią­
zać , s tos t l j ąe rozwiązan ie ogó lne , /Rys.354/ Osią r z u ­

tową szeregów <S, i 
I jPi jest_ teras pro­

s ta niewi i sc iwa , o-

\ffTQo 

bieramy na n i e j 

punkt dowolnyj t , j 

j ak iko lwiek k i e r u ­

nek J 5 *T i . punkt 

ten łączymy z punk' 

tcami -At, i Jt^ , w 

innemi k t ó r y c h styczna • p rzec ina styczne i ^ i 

słowy s punktów i prowadzimy *; dowolnym k i e ­

runku dwie. równoległo it i \ ; punkty Ą i 

file:///ffTQo


k t ó r y c h te proste p r z e t n ą S, i >$Ą , łączymy nową stycz­

ną 3 , W ten sposób możemy otrzymać dowolną i l o ś ć 

s tycznych. Prowadząc przez środefc Ai odcinka A '& 
równoległą do obranego kierunku 

otrzymamy zarazem 

punkt z e t k n i ę c i a Jf na każdej nowej s tycznej 2> 
Z tego w y k r e ś l e n i a wyciągamy wniosek: 
Pola t r ó j k ą t ó w , k t ó r e dowolna styczna do hyperbo­

l i tworzy z je j asymptotami, są s t a ł e 
W samej rzeczy t r ó j k ą t y A,AĄSĄ i JB,3ąĄ 

mają 'dwa w i e r z c h o ł k i Af i Ą \ a więc i bek Ag 

wspólne, t r z e c i e zaś w i e r z c h o ł k i AK i A$t l ezą na rów­

n o l e g ł e j do tego boku.: są to zatem t r ó j k ą t y równoważne, 

Odejmując po t rÓ j k ąo i o A( JS'A$ od każdego z tych 

trójkątów, otrzymamy t r ó j k ą t y równoważne "At, AK £ i 

• Własność ta znajduje swój wyraz w równaniu hyper­

bol i , odniesionej do asymptot. Z dowolnego punktu A/ 

hyperboli /Rys.355/ poprowadźmy równoległe do asymptot 

uważanych za osie spółrzędnych; utworzy s i ę wtedy rów-

nołegłobok AJCAfY , którego pole jest połową pola 

t r ó j k ą t a A,AK0 ; to ostatnie zaś jest s t a ł e , t . j . 

od po łożen ia punktu At na hyperboli n i e z a l e ż n o , Stąd 

$X*A>Y' Jt* foĄj ~ t y -
Oanaczająo jak zwykle, /<>X~ ' . $£~-2T 
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i zauważywszy, że kąt / J, / 

jest s t a ł y , marsy równanie hy­

perboli, odniesionej do asyrnp-

tot: 

Xy as s t a ł e j . . . 

§ 191. Twierdzenie Pascala 

4 Rys- JmfS, 
W s z e ś e i o k ą c i e wpisanym w s t o ż ­

kową boki przec iwleg łe przeci­

nają s i ę parami w trzech punk­

tach, leżących na jednej prostej. Nieeh będzie s z e ś c i o -
kąt A, 3^Ć/A^ 

*?2, wpisany 

w stożkową /Rys, 

356/; trzeba do­

w i e ś ć , że punkty 

J* , A* i A T \ 

w których s i ę prze­

c inają pary boków 

przec iwleg łych 

€Ą i <f%A, 

"Kią na jednej pro­
stej . Z dwóch wierz• 
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ehcłków n i e s ą s i e u n i e h i n i eprzee iwleg łyeh , np, z -<Ą i 

i rzućmy pozos ta ł e i w ierzcho łk i ; ji^ , jj$ , 
M, i (?, ; Na zasadzie twierdzenia Steinera / § . 1 8 7 , 

I / proste rzucające te ^ punkty z punktów Ą i ^ 
stanowi'ą dwie czwórki rzutowe i 

<̂  * 4 Przetnijmy pierwszą czwórkę pro­

s t ą -A^C*, , a drugą prostą ^ 4 ; otrzymamy dwie 

czwórki punktów j$ <y'i A^A, *J3, które nie-

tylko będą rzutowe, ale nawet perspektywiczne, ho punkt 

p r z e e i ę c i a podstaw odpowiada samemu sobie. Stąd 

wynika, że punkty odpowiednie -A,' i ' 4 i 

i l e ż ą na prostych przec inających s i ę w jed­

nym ' punke ie , mianowicie w środku perspektywy -P tych 

dwuoh perspektywicznych czwórek punktów. Innemi s ł o -

wy, prosta A,-A, przechodzi przez .punkt p r z e c i ę c i a 

prostych Ą 3, " i C4 , t . j . przez punkt P , 
• 

tak, że J punkty P , A, i A, l e ż ą na jednej pro­
stej , c. ^.o. 

Twierdzenie to pozostaje w swej moey, gdy w sze-

śo iokąc ie wpisanym w stożkową jedna, dwie lub trzy pa­

ry wierzchołków sąs i edn ich zostaną zjednoczone, przez 

oo s z e ś e i o k ą t wyrodnieje do p i ę c i o k ą t a , czworokąta, 

lub t r d j k ą t a wpisanego, a zwyrodniało boki a t a j ą s i ę 

stycznemi do stożkowej w wierzchołkach zJednoczonych, 
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7 W j& ^ -

1/ Przypuśćmy najpierw, że w s z e ś c i o k ą c i e wpisa­

nym A,ĄĆ, /Rys.357/ jedna para s ą s i e d n i c h 

wierzchołków jetfl 

zjednoczona; sałoft-

my np.że wierzcho­

łek ^ przystaje 

do 4 , tak że 

s z e ś c i o k ą t prze?* 

k s z t a ł c ą s i ę na pif-

c iokąt wpisany 

AyB^C^^, w któ­

rego jednym wierz­

chołku / JSj / dana 

jest styczna 

¥ p i ę c i o k ą c i e wpisanym w stożkową punkty p r z e c i ę ­

cia dwuch par n i e s ą s i e d n i e h boków oraz punkt przecie-
• w w w B t ^ M w w M M w a w B B B O T m T O a M B ^ ^ ULiF^jiuiMim 1 mmi- ujm — — • ^MtAwuwgimmmttLMT^mmn^mcMmw^iiOSmmmmmW 

cia p ią tego boku ze etyczną w przeciwległym'mu wierz­

chołku, l eżą na jednej prostej. 

2/ Załóżmy powtóre /Rys.358/, że w s z e ś c i o k ą c i e 

wpisanym ji, 3% % A^ JB,0^ dwie pary s ą s i e d n i c h wierz­

chołków, np, 3Ł4% i J3, t?L zo s ta ły zjednoczone. 

Figura staje s i ę wpisanym czworokątem 

twierdzenie Pascala p r z e k s z t a ł c a s i ę na znane nam do­

brze twierdzenie o czworokącie wpisanym § 136, które 
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Rys. J58. 

można sfor­

mułować jesz­

cze tak: 

w* czwcrcką-

cie wpisanym 

w stożkową 

punkty prze­

c i ę c i a stycz-

nych w wierzchołkach przec iwleg łych l eżą na jednej pro­

stej. 

3/ Niechaj wreszcie w s z e ś c i o k ą c i e wpisanym 

4ĄVĄ*% 359/ trzy pary s ą s i e d n i c h w i e r z c h o ł ­

ków A, i 3K i ^ / i AĄ , 3>, .1 zos ta ją zjedno­

czone w punktach At, \ , i ^ , Mamy wtedy do czy­

nienia z trójkątem wpisanym w stożkową, w którego wierz-

chołkach dane są styczne. 
W t r ó j k ą c i e wpisanym w stożkową punkty p r z e c i ę c i a 
- * | f - T i i i > i ' i n i i—i—• — r i i B W n •• • ••• ii-n MiiwiM — ,wm, l i i-' • .LII . i J • - II im i m - i i p i i III. I I n I I — I I I H H P 

beków ze stycznemi w wierzchołkach tym bokom przeciw-

l e g ł y c h l e ż ą na jednej, prostej. 
Na zasadzie powyższych wniosków można rozwiązać 

zadania: 

1/ J e ż e l i dane są 5 punktów stawkowej, to moż­

na w każdym z lr.eh poprowadzić styczną /wn. i / ; 
2/ J e ż e l i dane są /punkty stożkowej i styczna 

/ 
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Rys. 359. 

w jednym z nisk, 

to można wykreś­

l i ć styczna w 

każdym z trzeoa 

pozos ta łych y%n. 

V J e ż e l i dane 

są * punkty 

stożkowej i •ty­

czne w daruelk z 

nich, to można 

wykfofculió stycz­

ną w trzecim wierzchołku /wn.3/ 

§ 192. Twierdzenie odwrotne i jego zastosowania. 

Zarówno twierdzenie Pascala, jak i tfymCenione wy­

że j Jf wnioski mogą byó odwrócone. Tak np. prawdziwe 

jeat twierdzenie : 
, J e ż e l i p r z e e i w l e g ł e boki s z e ś c i o k ą t a przec inają 

s i ę parami w trzech punktach jednej prostej, to stożko 

wâ  przechodząca przez jego wierzchołków, przecho­

dzi takie przez s z ó s t y . Niech będzie s zośc iokąt 

- ^ , Ą £ ^ « 4 ^ /Rys.356/ mający t ę własność , że boki 

p r z e c i w l e g ł e 4 ? 1 A <v » € i ^ ^ » 
•aft A i Ą przec inają s i ę w punktach ^ 



, Ipżącyeh na.prostej ^ , Mamy. dowieść, że wszy­
stkie 6 wierzchołków l e ż ą na jednej s tożkowej . Dwie 

czwórki punktów A,AS B, ć,'i 'A.A/2? "C są perspe-

ktjWiczne, gdyż. każda s n^ch jest p r z e c i ę c i e m tej sam-,, 

mej czwórki prostych, Wychodzących z punktu JP . 

Stąd wynika, że czwórka prostych ' 6t fi,' wychodzą­

cych z punktu .J3Ą do punktów AĄ ,-A,'t A5, , ^•'• 
jest r z u t o w ą c z w ó r k ą prostych. ,' WychO-

dzących z punktu i?* do punktów , A, 9 Jj t i, , 

punfcty AĄ , A, , 3; % C/ t w których s i ę przecina­

ją proste odpowiednie tych czwórek,, l e żą na stożkowej 

która jest miejscem geometrycsnem punktów p r z e c i ę c i a 

prostych odpowiednich*dwuch pęków rzutowych: 

"Uożkowa ta, jak-wiadomo, przechodzi przez 'oba wierz-

bbłki oęków J S , i *-> . 

Na zasadzie tęgo twierdzenia mo zna, wyznać zy ć do -

wolny s z ó s t y punkt s tożkowej , której 5 punktów J , 3 

i są. dane /Hys.360/. Szukamy wierzchołka 

6 ,;.eześciokąta wpisanego, którego pozos ta ł e wierzcho ł ­

ki -y , 4 . v' , • / i 5 oraz bok ^ ^ s c£y jest da­

ry. Wiemy, że boki przec iw leg ł e i ^A , J4 i 

ó V » 4 ,,' i $~€ przec inają s i ę w trzech punktach 

J > f i » leżących na' jednej prostej /os i Pas-

JEO.tET^JA wTKRBSLNA •" p • Arkusz 30-ty. 
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cala/ , Fcłączywszy 

punkty i 

znajdziemy w prze­

c i ę c i u tych prostych 

punkt J , 7 p r z e c i ę ­

ciu prostej 

£ 1 = eZr znaj­

dziemy punkt £ , 

prosta J Jl jest 

o s i ą Pascala , 

na które j musi le­

żeć punkt #/ . Bę-

dzie to oczywiśc ie 

punkt, w którym 

prosta ^3 przeci­

na prostą fi , łącząc go z punktem S otrzymamy w prze­

c i ę c i u z prostą <oJ& d, punkt szukany M 

Rozwiązanie nie ulega zasadniczej zmianie, gdy 

dwa którekolwiek s danych punktów, np. / i 5 są zje­

dnoczone, t . j . gdy dane są ^ punkty: d , <? , 3 i 

kit oraz styczna w punkcie £5" /Sys.361/ - albo gdy 

dwa punkty <j? i J , oraz dwa inne Ą i 5 są zjedno­

czone, t . j . gdy dane są J punkty <̂  , *J i o-

raz styczne -v punktach ^ i /Rys.362/. 
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§ 193. Twier­
dzenie Brianchona. 
W sześcioboku opisa -

nym na stożkowej 

wierzchołki przeciw-

l e g ł e l e ż ą parami na 
i II i i 

trzech prostych prze­

chodzących przez je-

den punkt. - Niech 

będzie sześc iobok 
c, «<* 

opisany na stożkowej 

/Rys.363/, trzeba 

dowieść, że prosta fi , 

a, i CL, , które łączą 

pary wierzchołków prze­

c iwleg łych: 4 C4 i 
e, <iĄ i c, t Ą i 

4 » przechodzą przez 

jeden punkt. Na dwuch 

bokach n i e s ą s i e d n i c h i 

n i e p r z e c i w l e g ł y c h , np. 

na i c, , p o z o s t a ł e 

4 boki €%Ą , a, , ó, 
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i C/ wy znać 2 a. ją dwie 
czwórki punktów -A.AF. 

ĄC/ i ĄĄAC, 
które na zasadzie twier­

dzenia Steiner / § 189 

1/ są rzutowe. Rzućmy, 

pierwszą czwórkę punk­

tów z wierzchołka ^ 4 

a drugą z ^ c, , o-

trzymamy dwie czwórki 

prostych i 
' O " " 1 4 . ' 

^ e>, v, , które 

nietylko będą rzutowe 

ale nawet perspektywio^ 

czne, bo prosta <̂  łą ­
cząca w i e r z c h o ł k i , odpowiada samej sobie. ?tąd wirnika 

że proste odpowiednie *, i , 4 i , i C prze­

c inają s i ę w punktach leżących na jednej prostej, mia­

nowicie na osi perspektywy tych dwuch perspektywicz-

nych czwórek. Innemi słowy, punkt l e ż y na pro-

stej, łączącej , punkty 4 4 1- •£ ?/ t . j . na prostej 

yv , tak że 3 proste: fi , <z, i przechodzą przez, 

i punkt , co b d. o 
Twierdzenie to pozostanie w mocy, gdy w s z e ó e i o -
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boku opisanym na stożkowej jedna, dwie, lub trzy pary 

boków s ą s i e d n i c h zos taną zjednoczone, przez co s ze śc io -
• . ' . 

f bok wyrodniejeIdo pięci©boku* czworoboku lub t r ó j k ą t a 

opisanego, a "zwyrodniałe wierzchołki s t a j ą s i ę punkta-

mi a et kr.\ ę c i a na bokach,zjednoczonych. 

1/ Przypuśćmy najpierw, że w.'sześcioboku opisanym 

^/ Styj E

R

 C\ŹCĄ /Rys,364/ jedna para. są s i edn ich boków 

jest zjednoczona, za­

łóżmy np., że bok 

ćj, przystaje do &» 

tak, że sześc iobok 

p r z e k s z t a ł c a s i ę na 

pięciobok opisany 
&, ifi C CL, -

la którego jednym, boku / ^ / / dany jest punkt ze tkn ięc i 

W pięcioboku opasanym na stożkowej ; pTQcte; łącz a-
oe dwie pary n i e s ą s i e d n i c h wierzchołków oraz prosta, 

która łączy p ią ty wierzchołek ż punktem z e t k n i ę c i a na 

przeciwległym mu. boku, przechodzą przez jeden punkt. 

2/ Załóżmy pówtóre /Rys.365/, że w BZeścioboku 

opisana & c <^dwie-pary sąs i edn ich beków, np. 

i.ę, i 4 ^ * zo s ta ły zjednoczone. Figura staje s i ę 

opisanym czworobokiem «^«* » i twierdzenie Briancho-

na p r z e k s z t a ł c a s i ę na znane nam dobrze twierdzenie o 
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czworoboku o-

pisanym / § 186/ 

W czworoboku 

opisanym na 

stożkowej pro­

ste, łączące 

wierzchołki 

przec iwleg łe 

oraz proste, 

łączące punk-

ty z e t k n i ę c i a 

na bokach przec iwleg łych prz chodzą przez jeden punkt. 

3/ Niechaj wreszcie w sześcioboku opisanym *fv^* 
Ci ^^Az /Rys.366/ trzy pary sąs i edn ich boków a, i &̂  

ct i ««ł , 6, i eĄ zostaną zjednoczone na bokach <ą, , 

ł>, i C, , Mamy 

wtedy do czynienia 

z trójkątem opisa­

nym na stożkowej 

na którego bokach 

dane są punkty zetT 

k n i ę c i a . 

W t r ó j k ą c i e 

-x*. ioanym na atoż-
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kowej proate łączące wierzchołki z punktami z e t k n i ę c i a 

na bokach tym wierzchołkom przec iwleg łych przechodzą 

przez jeden pnnkt, 
Na zasadzie powyższych wniosków można rozwiązać 

zadania: 
1/ J e ż e l i dane są 5 stycznych do s tożkowej , to 

można na każdej z nich wyznaczyć punkt z e t k n i ę c i a /Wn. l / 

2/ J e ż e l i dane są 4 styczne do stożkowej i punkt 

z e t k n i ę c i a na jednej z nich, to można wyznaczyć punkty 

z e t k n i ę c i a na każdej z trzech pozosta łych stycznych 

/Wn.2/ 

3/ J e ż e l i dane są 3 styczne do stożkowej i punk­

ty z e t k n i ę c i a na dwuch z nich, to można wyznaczyć punkt 

z e t k n i ę c i a na trzeciej stycznej / In .3 / . 

§ 194f Twierdzenie odwrotne i jego zastosowania. 

Rozumując w ten sam sposób, jak § 192 dowiedlibyśmy 

twierdzenia odwrotnego: 

J e ż e l i proste, łączące przec iwleg ł e wierzchołki 

sześc ioboku przechodzą przez jeden punkt, to stożkowa 

styczna do p i ę c i u jego boków jest styczną także do szó" 

stego. 

Na zasadzie tego twierdzenia można wykreś l i ć do­

wolną s zós tą styczną do Btożkowej, k tórej 5 stycz-

nych: l , 4 , J , 4 i ^ . s ą dane /Rys.367/, 



Sz-nk-fiutay boku-

6 sz-i cioboku opi­

sanego, którego 

pozosta ło boki ^ 

4 , J ,4 i <T : 

oraz wierzchołek 

£<ł z Jł, jest 

dany. Wiemy, że ? \ 

wierzchołki prze­

c i w l e g ł e i 

i 61 , ..Ż* ; 

* ^ l e z ą parami 

na prostych , i ^ , przechodzących przez jeden 

punki /pUnki Brianchoria/. Połączmy punkty j 

prostą i" ,. a punkty $^ i ĆJ$J}f prostą J ; punkt 

p r z e c i ę c i a proatyoh Jr i ^ jeSt punktem Br i a,nchona 
v i . . . . . . . ^ 

przez który prz# j ść musi również prosta . 

' łączy ona-.Oczywiście punkt z punktem 2P , w prze-

oieciu jej- z pros tą otrzymamy punkt " , który 

wraz z pufcktem- GlaJ), wyznaczy szukaną styczną 

Rozwiązania te może* być zastosowane również i wte­

dy» gdy jedna lub dwie pary danych stycznych są zjedno­

czone, t . j . gdy dane są # .styczne i punkt z e t k n i ę c i a 

na jednej s nioh( lub-.gdy dane są «iĘ «.j£jxteri» i punkty 
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z e t k n i ę c i a na dwuch z nich. -Styczne, na których dane 

są punkty z e t k n i ę c i a opatrujemy poprostu dwoma numera­

mi kolejnemi np. S6 , dany punkt z e t k n i ę c i a na tej 

stycznej uważamy za punkt p r z e c i ę c i a szycznych & i 
e 

« 

§ 195. Twierdzenie Staudta, ^ając S punktów, a l ­

bo p i ęć stycznych rzeczywistych s tożkowej , możemy na 

zasadzie twierdzeń Steinera lub Pascala i Brianchona 

wykreś l i ć dowolną i l o ś ć nowych punktów i stycznych 

stożkowej - prżytem z O danych punktów mogą każde dwa 

być zjednoczone /wtedy dana jest styczna w tym punkcie/ 

albo z S danych stycznych mogą każde dwie być zjedno­

czone /wtedy dany jest punkt z e t k n i ę c i a na tej stycz­

nej/ . Powstaje pytanie, - czy można wyznaczyć stożkową 

/ t . j . wykreś l i ć dowolną i l o ś ć jej punktów i stycznych/ 

j e ż e l i z pomiędzy p i ę c i u danych jej elementów /5 punk­

tów lub 5 stycznych/ dwa albo dwa i jeszcze dwa, są u-

rojone sprzężone, - t . j . j e ż e l i zamiast dwuch punktów 

rzeczywistych dana jest biegunowa inwolucja eliptyczna 

na prostej zewnętrznej , albo j e ż e l i zamiast dwuch stycz­

nych rzeczywistych dana jest biegunowa inwolucja elipr 

tyczna dokoła punktu wewnętrznego? Odpowiedź na to pyta­

nie dają twierdzenia Staudta, 

I, Punkty, w którycb dira boki t r ó j k ą t a wpisanego 
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w stożkową przec inają prostą przechodzącą przez biegun 
trzeciego boku, są biegunowo sprzężone. - Niech bę­
dzie /Rys.368/ t r ó j k ą t -A3C wpisany W stożkową i 

niechaj punkt 2 

cz będz ie biegunem 
/ / [ boku AB m p0_ 

/ . . . . . .>.... 

a/ jbj Y prowadźmy przez 
/ _J_ \ 

J^j^^k g punkt J jakąkol-

ń / / \ wiek prostą jb i 

\ / // J trzeba dowi-eść, że 

\ M ' / punkty-^ i~JT T 

w. ty '• • -'- - -
w których ta pro* 

/ sta przecina bó-

^ [/ . ki 3? iJC 
są biegunowo sprzę­
żone. Połączmy 

JZys. J66. prosta BjJ jest 
s i eczną stożkowej 

/ § 169 / i przecina ją zatem jeszcze w jednym punkcie 

. Połączmy AJ) ; powiadam, że AA przecho­

dzi przez punkt -A4 . W samej rzeczy, - w czworokącie 

zupełnym wpisanym 4 Bej) dwa punkty przekątne i bie-

bun boku A 3 muszą l e ż e ć na jednej prostej / § 186/, 

t . j . trzy proste AJ) , £<? i A>-^ rausza przecho-
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dzić przez.jeden punkt. Punkty-^ i 7/ \ jako wierz­

chołki t r ó j k ą t a biegunowego są sprzężone. 

II . /Odrotne względem I / . J e ż e l i dwa wierzcho ł ­

ki t r ó j k ą t a l eżą na stożkowej , a przec iwleg łe im boki 

przec inają prostą,, wychodzącą z bieguna trzeciego bo­

ku, w punktach sprzężonych,, to trzeci wierzchołek t r ó j ­

kąta leży na s tożkowej . Niech będą dwa puhkty stożkowej 

yj i J3 /Rys.369/, ą na prostej fi , przechodzącej 

przez biegun J) prostej -iJS niech będą dane dwa 

• r-r— • — : — punkty biegunowo 

sprzężone M iJf ; t r zeba dowieść, że proste AJ\T 
i przec inają s i ę w punkcie , który l e ż y na 

stożkowej . Przypuśćmy, że jest inaczej, t . j . że punkt 

V nie lczy na s tożkowej . W takim razie prosta JL-^T 

która jest s i eczną /bo nie jest s tyczną A0 t § 169/ 

musiałaby przec iąć stożkową w pewnym punkcie (f , róż­

nym od C . Połączywszy £ Ćy , otrzymalibyśmy na 

prostej fi pewien punkt AŹ , który byłybyróżny od J% 

i na zasadzie twierdzenia I sprzężony z -AT , co nie 

możliwe. 

III. /wzajemne względem I / . Proste, które łączą 

dwa wierzchołk i t r ó j k ą t a opisanego na stożkowej z punk­

tem leżącym na biegunowej trzeciego wierzchołka, są 

biegunowo sprzężone. 
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Wiech będzie t ró jkąt 

ĘU$ /Rys. 370/ 

opisany na stożkowej 

i niechaj .5 będzie 

biegunowa wierzcho ł ­

ka JS . Obierzmy na 

prostej S punkt ja- . 

kikolwiek p : trze­

ba dowieść, że pro­

ste m i n . , które 

rzucają punkt P z 

wierzchołków 

y są sprzężone. 

Punkt , w k tó - . 

rym prosta Jt prze­

cina styczną & , jest punktem zewnętrznym / § 176/, moż­

na więc z niego wyprowadzić jeszcze jedną styczną. . 

Powiadam, że prosta ^ przechodzi przez punkt , w 

którym d przecina styczną . W samej rzeczy, w czwo­

roboku zupełnym opisanym dwie przekątne i bie­

gunowa wierzchołka JS muszą przechodzić przez jeden 

punkt P- / § 1 8 6 / , t . j . trzy punkty mu- ' 

szą l e ż e ć na jednej prostej . Prosta fin i » JO-

ko dwa boki t r ó j k ą t a biegunowego są sprzężone. 
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IV. /odwrotne wzglę­

dem III i wzajemna 

względem II / . J e ż e ­

l i dwa boki trójkąta. / 

ęą styczne do s t o ż ­

kowej,, a proste, rzu­

cające przec iwleg łe 

im wierzchołk i z 

punktu, leżącego na 

biegunowej trzecie- . 

ô wierzchołka , są 

sprzężone, to trze-

ci bok t r ó j k ą t a jest 

styczny do s tożkowej . 

Niech będą dwie styczne do stożkowej »•*- i & /Rys,371/ 

oraz dwie proste sprzężone w i fi , wychodzące z punk­

tu P , l eżącego na biegunowej s punktu ; trze­

ba dowieść, że prosta c , która łączy punkty i 

P&l jest. s tyczną do s tożkowej . Przypuśćmy ,że jest 

inaczej, t . j , że prosta C nie jest styczną do s tożko­

wej. W takim razie z punktu <z<*£ , który jest zewnątrs-

ny /§17 )/, możnaby wyprowadzić do stożkowej pajfną- stycz-

ną e. i iżną od C . Pfrosta rzucająca punkt &c 2 

punktu B byłaby różna od ^ i na zasadzie twierdze-
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nia III sprzężona 

z sis , co niemoż­

liwe. 

§ 196. ZADANIE. 

Wykreślić s tożko­

wą, mając b.iegu-

nową <S danegjo 

punktu AJ , in-

wolucję bieguno­

wą na • J , lub 

dokoła jSl , oraz 

jeden punkt A 

s tożkowej . 

J e ż e l i dana inwo­
lucja jest hiper-

boliczna, to prosta 3 jest s ieczną a punkty podwójne 

/jj i tej inwolucji są rzeczywistemi punktami stoż­

kowej, proste zaś JF i które je łączą z biegunem 

są rzeczywistemi stycznemi do stożkowej w tych punk­

tach. J e ż e l i dana inwolucja jest eliptyczna, to J jest 

prostą zewnętrzną, ą punkty podwójne inwolucji są urojo 

nemi. sprzężonemi punktami stożkowej , proste zaś podwój.-

ne perspektywicznej inwolucji dokoła bieguna są uro 

joremi stycznemi w tych punktach. Rozwiązanie w obu ra-
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zach jest jelftakówe, przypuśćmy jednak, że dana inwo­

lucja jest eliptyczna. 

Niechaj więc będą dane: punkt s tożkowej , bie­

gunowa J danego punktu , a na prostej •* dwie \ 

przegradzające s i ę pary punktów sprzężonych x i X 

i Z « * / R y a . 3 7 2 / Połączmy A J i niechaj ta 

prosta przetnie b i e g u n o w ą / w punkcie . Wiemy, że 

biegunowa S jest miejscem geometrycznem punktów harmo­

nicznie sprzężonych z biegunem J> względem punktów 

p r z e c i ę c i a . s t o ż k o w e j z siecznemi, wychodzącemi z biogu-

na / § 174/. wyznaczmy tedy punkt A • sprzężony harmo­

nicznie z punktem^/ względem i Jty ; punkt A bę­

dzie punktem stożkowej . Połączmy AK i ATT , po­

wiadam, że punkt B , w którym te proste s i ę przeci­

ekają, jest punktem stożkowej . W samej rzeczy, dwa wierz-

chołki A i A t r ó j k ą t a A AB 1 eżą na stożkowej 

a przec iw leg ł e im boki A -3 i AB przec inają pro­

s t ą .5 , sprzężoną z trzecim bokiem AA tego tró jką­

ta w punktach sprzężonych; na zasadzie twierdzenia II . 

§ 1-95 trzeci wierzchołek B l e ży również na s tożkowej . 

Podobnież punkt B , w którym s i ę przec inają prosta 

AI{ i A'J£ l e ż y również na s tożkowej . Każda para 

punkt jw sprzężonych prostej & pozwala w ten sposób wy­

znacz ó dwa nowe punkty s tożkowej . Na zasadzie własności 
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harmonicznych czworokąta jĄJSAiB' łatwu aWi;»TAfi'4a:. że 

sieczna 3jg przechodzi p r z e z jJ . ten " a k t pozwala 

odrazu wykreś l i ć styczne w punktach 3 i 3'\ Punkt 

p r z e c i ę c i a tych stycznych Jf/ j e s t biegunem prostej 3£' 
l e ż y ^ a ć ,# albowiem biegun prostej ,3* l eży na 33m Bę+ 

4tte to zatem punkt sprzężony z punktem Jf , w któryrjL •• 

prosta 33 przecina S i jako taki może być znaleziony. 

Aby więc po wyznaczeniu punktów 3 i 3' szybko 

- ' Z n a l e ź ć dostateczną i l o ś ć dalszych punktów i stycznych 

najlepiej postępować tak: 

Połączmy 33' i niechaj prosta 3J5' przetnie 

w punkcie Jf ; wyznaczmy punkt sprzężony z 

AT i połączmy go z 3 i 3' , będą to styczne £> i 

Korzystając z punktów sprzężonych AT i A^', 

znajdźmy dwa newe punkty stożkowej C i 'Cf , będą to, 

jak wiemy-, punkty p r z e c i ę c i a prostych .AA i A ^ ' 

oraz AJf/i AJf : Połączmy i niechaj prosta 

przetnie «S w punkcie p ; wyznaczmy punkt 

sprzężony z ; połączmy go z ^ i -ć? będą to sty­

czne c i c' . *V ten sposób post^ .jm? dalej: a więc 

korzystając z punktów £ i -Z"7 , wyznaczmy dwa nowe 

punkty Jj i J' , połączmy ^ / ? ' i t . - i . - J e ż e l i d 

prosta J będzie pres tą niewłaściwą, a inwolucja dć1 

la bieguna /> / środka s tożkowej / będzie proste Patrie;, 

&S0METFJA- WYKRSSLKA Arkusz 31-szy. 
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to stożkowa będzie kołem, odcinki 

sta­

ną s i ę równe, a p r ó 3 t ę . ^ ^ i A/X' oraz . i 

' , / /^T prostopadłe; odnajdujemy więc znaną własność ko­

ł a , polegającą na. tern, że z punktów jego okręgu widać 

średnicę AA'K pod ^ v prostym. 

Do tego samego zadania można sprowadzić rozwiąza­

nie zadania wzajemnego: 

Wykreślić stożkową, mając biegun $ danej prostej 

$ , inwoluc j ę biegunową'dokoła 0 / lub na / oraz 

jedną styczną stożkowej . W tym celu wystarczy wyzna­

czyć punkt ze tknięc ia , - -^ na stycznej <Ł /Rys.372/, 

Wyznaczywszy-punkt JUL* , w którym *L przecina ś , po-^ 

łączymy p u n k t s p r z ę ż o n y z z biegunem A> pro­

stej s ; w p r z e c i ę c i u prostych a i ^¥ / 5 / l e ż y punkt 

J . ,1 * / r „ / x **. 
j 197, ZADANIE. Wykreślić stożkową mając jej 3 

punkty ^ , ^ i ^ oraz e l i p t y c z n ą inwolucję bieguno 

wą na danej prostej *5 .. Zadanie to dałoby s i ę sprowa-

dz ić dc poprzedniego, gdybyśmy z d o ł a l i wyznaczyć bie-

j gun ^ prostej j . Moglibyśmy'wtedy bowiem uważać ,.• 

i za dane: biegunową s danego punktu J3f , "inwolucję 

i biegunową na 3 / lub perspektywiczną z n ią inwolucja 

Megunową' dokoła 0 / oraz jeden punkt stożkowej ,• r-p 

i .4 Dla wykreal oni a bieguna prosta;) fi w-••;, :,i*c r,. 
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l e ź ć biegunowe dwuch punktów tej prostej, np. punktów 

M i Jf , w których proste 4̂ i ^ f przec inają 

i /Rys.373/. Aby wykreś l i ć biegunową p u n k t u j . 

zważmy, że do tej 
•i. •• -\. • 
ft^ prostej muszą nale-

/ \ żeć: 1/ punkt Aff 

5v ^ sprzężony harmonicz-

„ / A * nie z ^ względem 
o/* —' y 

' # \ / i 4 , 2/ punkt 

sprzężony Mj ? jql! Kfi^ł sprzężony z 
•M l}}/) I w danej inwolucji 

I / / / 
U? /y' • biegunowej. Podobnież 

_ biegunowa * punktu 
JZy*.Ó7J. łączy p u n k t y ^ 

i -Z' , z których pierwszy jest'harmonicznie sprzężony 

z jw względem ^ i J , a drugi jest sprzężony z JT 

w danej inwolucji biegunowej. P r z e c i ę c i e prostych '"l i 
łi jest biegunem prostej JtfJfe S „ ,; j 

J e ż e l i daną prostą £ będzie prosta n iewłaśc iwa, 

a dana na niej inwolucja biegunowa będzie inwolucja 

kierunków prostopadłych, t . j . gdy stożkowa stanie s i ę 

kołem, to s tosując podane rozwiązanie odnajdziemy zna­

ną konstrukcję środka kola, którego dane s ą . t r z y punkty 

'1 , Z i J . W samej rzeczy, punkty M i JT staną 
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s i ę n i e w ł a ś c i w e , punkty u% i będą, zatem środkami 

c i ę c i w o i 4 3 ^ Aby więc zna leźć biegun prostej nie­

właśc iwej względem ko2a, t . j ; . jego ś rodek , na leży w 

środkach c ięc iwy 44 i 4J wystawić do nich prostopa­

d łe i wyznaczyć i c h p r z e c i ę c i e : jeot to powszechnie 

znane w y k r e ś l e n i e ś rodka k o ł a , opisanego na t r ó j k ą c i e 

Ta sama konstrukcja da s i ę zastosować również wte­

dy, gdy z pośród t rzech danych punktów rzeczywis tych 

dwa, np. / i Z , są zjednoczone; t . j , gdy dane są 

dwa punkty * i 4 , styczna, w jednym z n i c h , np. w 4 

oraz e l i p t y c z n a inwolucja biegunowa na prostej 3. 

Biegunowa /n punktu Ji , w którym dana styczna prze­

c i n a «y , przechodzi wtedy przez punkt 4. 

Zupełnie w t a k i sam sposób rozwiązal ibyśmy zadar 

nie wzajsrane: 
Wykreś l ić stożkową, mająo 3 styczne 4 , 4 i 3 

oraz e l i p t y c z n ą inwoluc ję biegunową dokoła danego punk-

t u £ , -

prżytem z pośród stycznych rzeczywis tych it , 4 
i 
^ i 3 dwie mogą być zjednoczone, t/.js mogą być dane 

! dwie styczne, punkt z e t k n i ę c i a na jednej z nich oraz 

e l i p t y c z n a inwolucja biegunowa dokoła danego punkty JS. 
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§ 198, ZADANIE, Wykre i l i ć 3to>kową, mając j e j punkt 

j£ oraz dwie e l ip tyczne inwolucję biegunowe na dwuch 

^pioetych S j £ Wykreślmy na prostych S i punk­

ty 0 i * , k t ó r e są sprzężone w danych inwolucjach 

z punktem JP p r z e c i ę c i a prostych * i j p'rosta jST7 

będzie biegunową f> punktu P . J e ż e l i oznaczymy l i ­

terami J$ WC punkty p r z e c i ę c i a siecznej Jb ze s t o ż ­

kową, to na zasadzie twierdzenia I Staudta proste 

AB i AĆ 
p r z e t n ą zarówno prostą «s , jak i pro­

s t ą "t n punktach sprzężonych, skąd wynika* że proste 
AB i s tanowią parę prostych sprzężonych 

zarówno w inwoluc j i rzucającej z punktu A inwolucję 
biegunową na prostej S , jak i w inwolucji, rzucają­
cej z tego samego punktu inwolucję biegunową na prostoj 
t / § 152/, 

Tak samo rozwiązujemy zadanie wzajemne: 

Wykreślić stożkową, mając jej styczną ^ oraz dwie 

eliptyczne inwolucję biegunowe dokoła dwuch punktów jg 

i T . ' ; 

Ze wszystkich dotychczas rozważanych przypadków 
wynika zatem: 

Stożkowa jest wyznaczona przez S punktów lub 

przez o stycznychr które mogą być parami urojone sprzę­

żone . lub r-r- v 
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j 199. ZADANIE., Y/ykreślić e l i p s ę mając p a r ę śred­

n i c sprzężonych A$ i ^Jj... /Rys , 374/. 

Poprowadźmy przez punkty d i B równoległe do 

ĆJ) , a przez punkty ^ i równoległe do AB 

otrzymamy równoległobok, opisany na s t o ż k o w e j . Wystar­

czy ' .wykreś l ić łuk e l i p s y zawarty pomiędzy punktami A 

i U ; pozos ta łą część krzywej można w y k r e ś l i ć na za­

sadzie symetrji ukośnej względem ś r e d n i c -4.3 i 

oraz na zajadzie symetrj i względem ś rodka & , Zauważ­

my t r ó j k ą t '%-0y*ty*°-% k tó rego w i e r z c h o ł e k U °° j e s t 

punktem niewłaściwym ś r e d n i c y A •& , biegunowa j 

wierzchołka $ jest prostą A C ; obrawszy na niej 
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punkt dowolny JP , rzućmy go z dwuch pozosta łych wierz­

chołków (7* i 2* na boki przec iwleg łe i ^ ć / 1 * 

i połączmy rzuty Uf i T, , prosta U,Tt będzie stycz­

ną do s tożkowej . Ponieważ w czworoboku opisanym o wierz-

cŁołkach IP* , T , U i JF, znany punkt z e t k n i ę c i a 

T) na boku TTJ90

 t więc prosta J ^ J P wyznaczy na 

przeciwległym boku VtTt punkt z e t k n i ę c i a JJ / § 1 9 3 , 3 / / 

Przesuwając punkt J ? wzdłuż odcinka A (? otrzymamy 

dowolną i l o ś 5 stycznych i punktów łuku elipsy między 

punktami „Ą i C . Wykreślenie powyższe ma t ę ważną 

z a l e t ę , że wszystkie punkty pomocnicze zawarte są we-

>wn^trz równoległoboku opisanego na elipsie. 

§ 200f Własności ogniskowe stożkowych. Punkty, 

dokoła których inwolucja biegunowa jest prostokątną, " 

nazywamy ogniskami. Urojone, sprzężone proste podwój­

ne tej inwolucji, t . j . proste jednorodne / § 1 5 6 / wycho­

dzące z ogniska są styczne do stożkowej . Jak wiemy, 

wszystkie proste jednorodne przechodzą przez punkty 

kołowe, ogniska są to więc punkty p r z e c i ę c i a dwuch 

par stycznych urojonych, wyprowadzonych do stożkowej 

z obu punktów kołowych. Styczne te tworzą czworobok 

którego dwa wierzchołk i są punktami kołowemi, a pozo­

s t a ł e cztery - ogniskami s tożkowej . t l 

Środek koła jest jego ogniskiem, albowiem inwolu-
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c j a biegunowa dokoła tego punktu j es t p r o s t o k ą t n ą . Jak 

zobaczymy niebawem, w środku ko ł a są zjednoczone wszy­

s tk ie cz tery jego ogniska. 

Aby zna l eźć ogniska ścieżkowej, k t ó r a nie j e s t ko­

łem, ustalmy k i l k a własnośc i ognisk, k t ó r e wynikają z 

i c h ok reś l en ia , , 

1/ Ponieważ inwolucja b i sguaowa 'doko ła każdego 

ogniska j es t -pros tokątną , a więc e l i p t y c z n ą , więc każ-

de ognisko jest punktem wewnętrznym stożkowej 

2/ Każ de ogni oko mus i l e ż e ć na jednej p s i . W 

samej.rzeczy niechaj punkt wewnętrzny jr będz ie ogni­

skiem. Połączmy go ze środkiem $ s tożkowe j . Na za­

sadzie o k r - ś l e n i a ogniska, p r o s t ą sprzężoną z p r o s t ą 

f 0~ CL w i nwo łuc j i biegunowej dokoła ]F j es t 

prosta <o,' p r o s t o p a d ł a do f*O \ Ś r e d n i c a J^O ma 

# i ęc t ę w ł a s n o ś ć , że jedna,." a więe wszystkie c ięc iwy 

z n ią sprzężone są do n ie j p r o s t o p a d ł o , j e s t to więc 

oś s t o ż k o w e j . 

3/ Ponieważ ognisko I* j e s t punktem 7/ewnętrznym 

s tożkowe j , więc oś /O , na k t ó r e j ono l e ż y , musi 

przecinać stożkową; j e ż e l i zatem stożkowa j e s t hyper-
bu lą , to rzeczywiste ogniska mogą tylko l eżeć na os i 
głównej.. 

Niech będzie stożkowa o ś rodka właścivryn, t., -.. 
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e l i p s a lab hyperbola /Rys.375/ i niech ^ 

ogniskiem. W wie rzcho łkach A i A 
będzie je j 

, w których oś 
. fO przeora 
stożkową, popro­
wadźmy styczne 4 
i jr 

i t ; są to pro­

ste równo l i ^ ł e 

do ĆL , a wi ęc 

p r o s t o p a d ł e do 

AA' ę Po­

prowadźmy trze­

c ią s tyczną , j a ­

kąkolwiek •$ i 

Zastosujmy twie r ­

dzenie jv § 197 do opisanego na stożkowej t r ó j k ą t a 

*' t Biegunową^ wie r zcho łka jes t os -AA' 

proste, k tó ro r z o. ca ją p o z o s t a ł e dwa w i e r z c h o ł k i st 

i S Ć z każdego punktu os i AA/ :-ą sp rzężone , a 

wjęc na zasadzie o k r e ś l e n i a ogniska, wzajemnie prosto­

padłe . Stąd twierdzenie: 

Odcinek styezr.ej s , zawarty por.igdzy stycznemi 

"t i z5 w w ie rzcho łkach i s tożkowe j , jes t wi­

dziany z k iżdego ogniska leżąc go na A AL pod kątem 

p r =! t"y m. 
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Nawzajem, j e ż e l i i s t n i e j e na o s i AA' punkt A* 

którego odcinek etycznej zawarty pomiędzy stycznemi 

w wie rzcho łkach A- i -A widziany jes t pod kątem pro-

stym - to ten punkt jes t ogniskiem. Albowiem na zasa-* 

dzie t w i e r d z e n i a / / 

§ 195, proste t 

i są s p r z ę ­

żone, punk t / 7 

posiada zatem 

t ę własność 

że dwie / ĆLA/ 

i *n. / , a 

więc 7 / szystkie 

pary prostych 

sprzężonych p rzezeń przechodzących są p r o s t o k ą t n e . 

Wyznaczmy ogniska e l i p s y /Rys376/, k t ó r e j dane 

3 ą cz tery w i e r z c h o ł k i : A , A & i Jł, , 

Szukajmy najpierw ognisk,.. l eźącących na w i e l k i e j osiAA' 
Poprowadźmy w w i e r z c h o ł k a c h j£ , A ' i 3 styczne 

~fc , i S . Pierwsze dwie są równoległe do 3>J5, 
t r z e c i ą j e s t równo leg ła do AA' , Szukane ogniska 

będą punktami os i A-A' , z k tó rych odcinek Ć & 

stycznej S w i d z i a n y . j e s t pod kątem prostym. J e ż e l i 

tedy na odcinku (?Ć'~ AA zakreś lamy koło Al\ jak 



na średnicy , to punkty p r z e c i ę c i a tego koła z os ią 

"będą ogniskami. Na osi A-Af l e żą dwa ognis­

ka rzeczywiste jf i A* , albowiem promień koła A 

jest większy n iż od leg łość jego środka od osi 
AA', 

Aby znaleźć ogniska, l e żące na małej osi 33, 

trzebaby wyznaczyć punkty p r z e c i ę c i a tej osi z kołem 

. \ , zakreślonem na prostej jak na średnicy , 

punkty te będą urojone sprzężone, albowiem promień ko 

ł a k, jest mniejszy od o d l e g ł o ś c i jego środka od osi 

33r . Ogniska, l eżące na osi 33, są zatem uro­

jone sprzężone. 

J e ż e l i osie AA' i 33, są równe, t : j . gdy 

elipsa jest kołem, to wszystkie cztery ogniska są zje 

dnoczone w środku koła , albowiem każde z kół ^ i %f 

jes^ styczne do jednej z osi .AA' i 3A3, ,... 

Rzeczywisie o#nl-

, ska elipsy są to' 

zatem punkty, któ 

re l e ż ą na wiel­

kiej osi po obu 

stronach środka w 

o d l e g ł o ś c i 
c =Y**-i*; 

j e ż e l i , jak zwykł 

c 
/ A 

II 

n 
A 

4 V \ ,v o—c V 5 rj ^ 

A f / 
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Aby wyznaczyć rzeczywiste ogniska hyperboli /'Rys. 

377/, poprowadźmy znowu w wierzchołkach głównej osi 

•A i J£' styczne ~£ i £ , a za t r z e c i ą styczną uwa­

żajmy asynptctę S , która niechaj przecina tamte sty­

czne w punktach Ć i cf' Na odcinku zakreślmy 

koło jak na średnicy , punkty jego p r z e c i ę c i a , ? , o s i ą 

A A / będą ogniskami J7 i •^ r 7 / . Hyperbola posiada 

zatem również dwa i tylko dwa ogniska rzeczywiste. Od­

l e g ł o ś ć tych punktów od środka 0 równe są promieniO: 

wi koła , t . j . połowie odcinka . J e ż e l i przez 

analogję z e l i p s ą długość odcinka oznaczymy przez 

£ , to . " V * c y . Dla wyznaczenia ognisk 

paraboli /Rys„378/ 

poprowadźmy w wierz-* 

, chołku właściwym-^ 

styczną ć ' stycz-

t\\tn na 2< w wierzcho ł -

•Leo 

jj. ^-<y~- — . 

W 
ku niewłaściwym 

E> ,f,^ jest prostą niewła-

sciwą. J e ż e l i dana 

jest styczna jakakolwiek 3 , przec inająca ^ w punk­

cie (? i pos iadająca kierunek C'00\ to ogniskiem bę­

dzie taki punk* osi , z którego 



widać pod kątem prostym. J e ż e l i w prakcie C wystawi-
my do & p r o s t o p a d ł ą to punkt * w którym m prze­
c i n a 

będz i e ogniskiem p a r a b o l i . Ponieważ z każ­
dego innego punktu właściwego os i A A < o a odcinek (f Ć"° 
by łby widziany pod kątem różnym od prostego, więc punkt 

P j e s t jedynem rzeczywistem i właściwem ogniskiem 
p a r a b o l i . 

Biegunowe ofnisk nazywają s i ę kierownicami. W e-

l i p s i e i hyperbol i i s t n i e j ą dwie kierownice rzeczywis te , 

są to proste zewnętrzne symetryczne względem środka i 

p r o s t o p a d ł e do o s i / w i e l k i e j w e l i p s i e , głównej w hy­

p e r b o l i . W parabo l i i s t n i e j e tylko jedna kierownica 

właśc iwa, je3t to p r o s t o p a d ł a do 03i w punkcie symetry­

cznym z ogniskiem względem w i e r z c h o ł k a . 

Twierdzenie. Stosunek o d l e g ł o ś c i punktów stożko­

wych od ogniska i jego biegunowej / k i e r o w n i c y / j e s t ata-

J-y. Weźmy dwa jak iekolwiek punkty stożkowej Al, i Al^ 

/Rys,379/ niechaj s ieczna 'JifJŹ^ przetnie biegunową 

ci ogniska Jr /k ierownice/w punkcie P ; biegunowa 

p punktu P p rze jdz ie przez ognisko P / § 1 6 1 / i 

przetnie s i eczną Jl( JlK w punkcie k t ó r y j e s t 

harmonicznie sprzężony z P względem Aft i Af^ ;pro-

sto FP i ra. jako sprzężone i wychodzące z og-

*aijka są wzajemnie p r o s t o p a d ł e . Czwórka prostych 
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rzucająca harmo­
niczną czwórko 

J*,^F<2 
jeat harmoniczna 

ponieważ proste 

sprzężone 

są wza­

jemnie prostopa­

dłe więc są one 

dwusiecznemi ką­

tów między prostami FF i JF$ / § 1Ą0/. w trójką­

cie FMtJ£ . f r jest dwusieczną kąta , a więc 

- - ^ 7 ^ — * & ; przedstawiając wyrazy 

średnie w proporcji z łożonej ze stosunków pierwszego 

i trzeciego, otrzymamy 

. SA< Mi. • " 
Wartość tego s t a ł e g o stosunku nazywamy mimośrodem 

stożkowej i oznaczamy l i t e r ą C ; b iorąc punkt 2i 

w jednym z wierzchołków stożkowej łatwo o b l i c z y ć , że 

dla elipsy i hyperboli £ * —• ; gdzie c jest odleg­

ł o ś c i ą ogniska od środka stożkowej i równa s i ę \ 4 i - 1 z 

dla elipsy, a y+J+i*" dla hyperboli. Mimośród jest 
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mniejszy od 4 dla elipsy, większy od ^ dla hyperboli 

i równy 2 dla paraboli. 

TWIERDZENIE. Styczna i normalna w każdym punkcie 

stożkowej są dwusiecznemi kątów między prostami, które 

łączą ten punkt z ogniskami. 

a/ Niech będzie elipsa o osiach 

/Rys.380/. Wyznaczmy jakąkolwiek styczną ^ do elipsy 

,i jej punkt zet­

kn ięc ia J£ . 

W. tym celu popro­

wadźmy styczne * 

j> i*S w wierz­

chołkach A > A' 

i 3 i obrawszy 

na osi AA ; jaki­

kolwiek punkt P 

rzućmy go z wierz­

chołków Ć i (?' 

t r ó j k ą t a opisanego 

3 ££ na boki 

p r z e c i w l e g ł e , ^ i 

Z ; prosta łączą­

ca rzuty K i L 

jest styczną &t 



do stożkowej; pu ri k i % o t K n .;. ę o i a !y. z n ajdzie &> w p rze-

cifc iu prostej a prostą 3P / § 193,-3/} ogniska 

J? i Z 7 otrzymamy w p r z e c i ę c i u osi A. A* z kołem 

i opisanym na Jfl, jak na średnicy . Połączmy Jl/f 
j F JŹ ; trzeba okazać, że styczna ^ i prostopadła 

do niej w punkcie v¥ normalna-/z. są dwusiecznemi ką­
tów pomiędzy 

W t r ó j k ą c i e 
środkowa PJB. i równoległa do boku Ó(f' przegradza­
ją harmonicznie pozos ta ł e boki P& i P & / / § 146/, 
s tąd wniosek że czwórka punktów X& A? jest harmo­
niczna. Normalna & jest biegunowa punktu względem 
koła i , gdyż jest- to prostopadła do średnicy M 
przechodząca przez punkt aprzężóny harmonicznie z pun­
ktem Ar względem końców tej średnicy . Stąd wynika, że 
czwórka punktów 

jest harmoniczna /gdyż punkty 

P i są punktami p r z e c i ę c i a siecznej ATO z ko­

łem i , a punkt AT' l e ży na biegunowej punktu AT 
§ 17 4/, a więc rzucająca ją grupa prostych -Al / A 

p/WJT/ / jest t e ż harmoniczną. Ale wiadomo / § 140/ 

że j e ż e l i dwie proste harmonicznie sprzężone sn. i /-z 

są wzajemnie prostop"adłe, to są one dwusiecznemi kątów 

miedzy pozostałemi prostami. Alf i A/P', c.b.d.o. 

WNIOSEK I. Suma o d l e g ł o ś c i każdego punktu elipsy 

od obu ognisk równa s i ę wielkie.i osi Przedłnżiw 
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• = + M % Dzięki syraetrji punktów f i £ 

względem średnicy Jflę , punkt ć£ l e ż y na kole.-// , 

łuki. , f7£ i są równe, skąd wynika 

Wniosek 2. 

Gdy punkt 

Opisuje e l i p s ę , 

punkt (c opi­

suje koło o ćrod-

ku / i promie­

niu : 

/ k o ł o kierowni­
cze/, a punkt / 

koło o środ­

ku O i pro­

mieniu 0J2= 
: _ i> • _ ; • ;;v *{ OA*QA'; J Ą 

/ k o ł o g łówne/ /Rys .331/ , J e ż e l i przeto kąt prosty po-

rusza s i ę w ten sposób, że jego wierzchołek jff- opiau-

je ko ło , a jedno ramię przechodzi przez punkt wewnętrz-

ny tego koła , to drugie ramię powłóczy e l i p s ę , 

b/ Niech będzie dana oś główna hyperboli jiA ' 

Xys. Jól. 

GE0M3T.RJA *TKR3SLNA Arkusz 32-gi. 



oraz asymptot a J / E y ś . 3 3 2 / . Wyznaczmy w taki sam spo­

sób, jak w przypadku elipsy, styczną. do h ipe rbo l i i 

jej punkt z e t k n i ę c i a 2i a Styczne * i Ć\i w ierzcho ł ­

kach -/£ i -A' oraz asymptot a *̂  stanowią t ró jką t op i ­

sany na hyperboli; na biegunowej wierzchołka t£ , t . j 

na osi głównej AA.' obierzmy jakikolwiek punkt -P i 

rzućmy go z wierzchołków (f i ćT^tego t r ó j k ą t a na t o ­

ki przec iwleg ł e £ i Z? . Prosta , łącząca te 

rzuty, będzie styczną ffl / § 195,1/; punkt z e t k n i ę c i a 

l eży w p r z e c i ę c i u tej s tycznej z równoległą do a-

symptoty s wyprowadzoną z punktu P j ogniska -P i 

znajdziemy w p r z e c i ę c i u osi AA ' g kołem T op i -

sanem na jak na średnicy . Trzeba dowieść , że sty 

ozna *t i pro­

s topadła do niej 

normalna 1 do 

hyperboli w punk 

oipAlZ są dwu-
siecznemi kątów 

pomiędzy 

i . -

W t r ó j k ą c i e 

środ 

kowa 
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równoległa do boku ^ ^ p r z e g r a d z a j ą harmonicznie 

boki PCf i PĆ' , s t ąd wniosek, że czwórka punk­

tów 7ri,J^jV j e s t harmoniczna. Normalna /z. jest bie-

>^gunową punktu AR względem koła * i skąd wynika, że 

czwórka punktów J^P^YAT i czwórka prostych MfPPAfyj 
są harmoniczna, Ponieważ proste fin i fil są wzajemnie 

prostopadłe , wiec sa one dwusiecznemi kątów między 

Wniosek 1. Różnica o d l e g ł o ś c i każdego punktu hy­

perboli od obu ognisk równa-się osi g łównej . Odmierzmy 

= AźP / R y s . 3 8 2 / . tak że JP%* J^Af 

dzięki symetrji punktów P i *c względem średnicy 

Jfc punkt 6c l eży na kole 4 , łuki SZ-SZ 

i £ & są równe, skąd wynika; F'ć{Z4- AA' 

r Wniosek 2 . Gdy 

punkt Aź opisu- • 

je hyperbolę, punkt 

ć£ opisuje koło 

o środku P ' i 

promieniu 

a punkt koło 

o środku O i 

promieniu . J Ó J . 



. / R y ? c 333/. J e ż e l i przeto kąt pro­

sty porusza s i ę w t e n s p o s ó b , że jego wierzchołek FF 
opisuje ko ło , a jedno r a m i ę przechodzi przez p u n k t ze­

wnętrzny t e g o k o ł a , t o d r u g i e ramię opisuje hyper-

b o l ę . . 
c/ W paraboli jeden wierzchołe A jedno ognisko 

jF* l e ż ą w punkcie niewłaściwym osi. Niech A będzie 

wierzchołkiem 

właściwym para­

bol i , i - sty­

czną w tym wierz 

chołku, - stycz­

ną jakąkolwiek do 

paraboli, która 

niechaj przecina 

jej oś w punkcie JT a styczną 2T - w punkcie AT /Rys. 

384/. Aby wyznaczyć punkt z e t k n i ę c i a Jtf na stycznej 

fn. , wykreślmy biegunową punktu AT . Będzie to pro­

stopadła do osi , wystawiona w punkcie F3 symetrycznym 

z JT względem <M. \ punkt będzie przeto symetrycz­

ny z jF względem 2? . Ognisko fi znajdziemy w prze­

c i ę c i u osi z prostopadłą, do , wystawioną w punkcie 

Jł , Przez JX pCprowadźmy równoległą J i F , a a d 0 osi 

^ . j . prostą w kierunku ogniska niewłaśc iwego, Trójkąt 



- 499 -
i 

fM-tf jest równoramienny /bo JW i 

fff 2 AtJP y , staąd wynika ^ » Y> • v> , c.b.d.o. 

Gdy kąt prosty porusza s i ę w ten spo"sób że jego 

wierzchołek Jfi- opisuje prostą i # a jedno ramię prze­

chodzi przez punkt Jr nie leżący na £ , to drugie ra­

mię powłóczy parabolę . 

Kierownica ^parabo l i , t . j . biegunowa ogniska Z9 

jest prostopadłą do osi, wystawioną w punkcie $ syme­

trycznym z ogniskiem Jf względe'm wierzchołka A 

Odległość każdego punktu -3 paraboli od ogniska i od 

kierownicy są rów. co już wiemy / AŁF W -M>$J /^ 
§ 201. Twierdzenie Eosarguea*a. J c Punkty, w któ­

rych dowolna sieczna przecina stożkową, v : 

y\ Oraz punkty, w 

\ których ta sieczna przecina boki p r z e c i w l e g ł e czworo­

kąta wpisanego w stożkową, stanowią 3 pary punktów 

sprzężonych inwolucji. Z wierzchołków przec iwleg łych 

JŚ i Ć czworokąta wpisanego /Rys.385/ 

rzućmy pozos ta ł e 4 punkty stożkowej J f , Jf' , 3 

i D . Na zasadzie § 187,1 czwórki prostych rzucają ­

cych te punkty z wierzchołków J i (f są rzutowe; 

p r z e c i ę c i e tyoh czwórek prostą fi stanowić przeto bę ­

dą dwie czwórki punktów na wspólnej podstawie: 



Rys. 
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Ale drugą.z 
tych czwórek 
jest rzutowa 
z czwórką 

/bo dwustosunki 
/ / 

i / £-Xz'jX / 
są równe, § 137/, 

skąd wynika: 

fi / XX'ZJX' / T T / J%Z'M / . Ponieważ punk™ 

ty X i odpowiadają sobie w tych czwórkach podwój­

nie, wiec wszystkie inne pary punktów odpowiednich, a 

więc Z i Z' , i - /^ 'również odpowiadają sobie 

podwójnie, t . j . są w inwolucji / § 152/, c.b.d.o, /Inwo­

lucj i tej nie należy oczywiśc ie mieszać z inwolucja bie­

gunową na prostej fi /, 

Twierdzenie powyższe pozostanie w mocy jeszcze 

wtedy, gdy sieczna fi stanie s i ę styczną do stożkowej . 

W punkcie z e t k n i ę c i a zostaną wtedy zjednoczone oba punk­

ty J f i Jf', skąd wynika: 
Punkt z e t k n i ę c i a stycznej ze stożkową jest jednym 

punktów podwójnych inwolucj 
•znac*nia boki przec iwleg łe dowolnegc 
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aanego w stożkową, 
Posługując s i ę zasadą dwoistośc i .dowiedlibyśmy 

tw i e r d z en i a w z a j emnego /Ry 3 ] 385/: 
II. Styczne wyprowadzone do stożkowej z dowolne-

go punktu zewnętrznego oraz proste, rzucające z tego 

punktu wierzchołki przec iwleg ło czworoboku opisanego 

na atożkowoj, stanowią trzy pary prostych sprzężonych 

inwolucji 

,s. 366. 

go stożkowej przechodzącej przez 

styczhej do 5 danych prostych. 

Twierdzenia De-

sargues/a, podobnie, 

jak twierdzenia Pas­

cala i Brianchona wy­

rażają .zależność l i -

njo?;^ miedzy 6 punk­

tami lub 6 styczne-

mi stożkowej . Dlatego 

też ria:tych twierdze­

niach można oprzeć 

jeszcze jeden sposób 

wykreś lenia linjowe-

5 danych punktów lub 

§ 202. Zagadnienia 2~go stopnia, Wyznaczeń" o -tra­

kowej przez 5 joj elementów tego samego rodzaju iest 
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zagadnieniem, które w każdym przypadku ma jedno i t y l ­

ko jedno rozwiązanie i 4 ą s i ę - u s k u t e c z n i ć zapompcą kon­

strukcji' l i ń j owej , t . j j bez użyc ia cyrkla i ekierki. 

Mówimy o takich zagadnieniach, że są pierwszego stopnia. 

Poniżej podajemy kilka, przykładów zagadnień drugiego 

ątopnia , t c j . takich, które mają wogóle dwa rozwiązania. 

Zagadnienia te wymagają użycia cyrkla, a zapomocą kon­

strukcji linjowej dadzą s i ę rozwiązać jedynie wtedy, gdy 

w p łaszczyźn ie rysunku mamy wykreślone koło w dowolnem 

z r e s z t ą po łożeniu i dowolnej w i e l k o ś c i / S t e i n e r / „ 

I , Wykreślić stożkową, przechodzącą przez 4 dane 

punkty A , J& , Ć i J7 i styczną do danej prostej 

Zadanie to sprowadzi s i ę do zadania już rozwiąza­

nego: "Wykreślić stożkową przechodzącą przez 5 danych 

punktów, j e ż e l i zdołamy na stycznej ^ w y z n a c z y ć punkt 

z e t k n i ę c i a T . . Zauwaśir.y, że czworokąt AJtCJ? 

/Rys.387/, jest wpisany w stożkową, na zasadzie artyku­

łu poprzedniego punkt z e t k n i ę c i a na stycznej S jest 

jednym z dwuch punktów podwójnych inwołucj i JC-K^źź', 
którą wyznaczają boki przec iw leg ł e czworokąta A£(?J? 
Zależnie od tego, czy inwolucja ta jest hyperbol iczną, 

paraboliczna lub e l i j tyczna, znajdziemy dwa. jedno lut 

"zero" rozwiąże \ 
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Zupełnie tak sa­

mo rozwiążemy za­

danie wzajemne: 

ł l . wykreś l ić 

stożkową s tyczną 

do czterech da­

nych prostych 

A. , i , c i 

i przechodzą­

ca przez deny 

punkt $ . Punkt 

$ łączymy z 

wierzchołkami 

przeciwległymi 

czworoboku opi­

sanego A £ C C £ i zapomocą koła Steinera znajdujemy pro­

sto podwójne inwolucję przez te dwie pary prostych do­

koła punkt IŁ $ wyznaczonej. 

III. Znaleźć punkty przec ięc ia , prostej S ze s t o ż -

kową3 wyznaczoną przoz 5 punktów j , *Z , J , 4 i 

£ lub z punktu J3> wyprowadzić styczne do stożkowej , 

wyznaczonej przez 5 stycznych ar , ^ , 3 , 4, i • 

i \ Pierwsze z tych dwuch zadań wzajemnych rozwiąza-

Uśmy juz w § 151 /Rys.288/. Zastosujmy to rozwiązanie 

Rys. J&Z* 



504 -

'do następujące jo przypadku c . -cz^ól ^-.o 

t \ 4 

4> W I / Itf f 

Jtys. 366. 

k r e ś l i ó asy .7.3 -
o ty„stożkowej , danej 

^apamocą, 5 -c iu punk-

tdw / , ź , J , £ 

i s\. /Ry 8 .aea/. 
W tym ce lu n a l e ż y 

najpierw wyznaczyć 

punkty w k tó rych 

pros ta n i ewłaśc iwa 
p rzec ina stożkową/, 

a późn i e j w tych 

punktach poprowadzić 

styczne / § 173/ ; Dla 

rozwiązan ia pierwszej 

c z ę ś c i zadania two-

rżymy pęki rzutowe 

k t ó r o r z u c a j ą z punfc' 

.tów J i 4 wszyst­

k ie punkty s tożkowej 

Proste a, i , £ y 

\ 
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' c z a j ą na prostej n iewłaśc iwej 3 pary punktów, t 0 j , 

kierunków odpowiednich; naluży znaleźć kierunki podwój-

ne t . j . asymptotyczne„ Przez punkt jakikolwiek np. przez 

'-ss£ prowadzimy koło Steinera i z jego pomocą wyznacza­

my proste podwójne dwuch pęków rzutowych o wspólnym 

'wierzcho łku $ których proste ą/ź/c/ i t^Ąf/c^' są 

równoległe do prostych a.,]?^, i a.^ ^ cK , 
Znalazfezy kierunki / * i (c°° , prowadzimy styczne 

w tych kierunkach do stożkowej . Łącząc każdy z tych 

punktów niewłaściwych ^ A z punktami J t 4 i f 

Otrzymamy dwa pęki rzutowe, których środek rzutowy O 

jest punktem p r z e c i ę c i a obu stycznych szukanych, t . j . 

środkiem s tożkowej . Proste jf> i JJ , poprowadzone przez 

punkt O w kierunkach F°° i 0,°° są asymptotami, dwu­

sieczne <i i ^ kątów między niemi są osiami s tożkowej . 

R 0 Z D 2 I A Ł XV. 

POWIERZCHNIE DRttGISGO STOPNIA. 

§ 203. JColineacja środkowa dwuch układów przestrzeń' 

nych. Niech będzie płaszczyzna j§ , którą -nazywać bę-^ 

dziemy płaszczyzną kolineaeji, punkt O który nazwie­

my środkiem kol ineaej i i dwa punkty A, i A;» , l eżące 

na dowolnej prostej wychodzącej z punktu O / lub 
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