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skąd wynika, źe czwórka promieni , rzucających 

te punkty z punktu ^ , jest harmoniczna /$ 141/, 

§ 3.43. Czwórki perspektywiczne. Eówimy, %» czwór? 

ka punktów ASćJ , leżących na prostej pi^^:30^.. 
jest perspektywiczna s czwórką prostych wychodzą­

cych z punktu e^5 f<zP(co&cać,j/ , j o ż e l i prost© f 

i <̂  prs^chodzą odpowiednio prsez punkty A,3, C \ J7 
tak źe punkty A, 3, C i J} g ą przec ięc iami prostej /o 
proatemi a>, c i , a proste ą, c. i *^rzucają. 

puakty 4: $y&. i J) z punktu ^ . / ftjra.261/,. 

Prosta /i? nazywa s i ę podstawą 

czwórki /> (43CJ)J punkt 

nazywa c i s wierzchołkiem czwó*-

ki P{£L &c ećj , Perapekty-

i \ wiczność czwórek AfABĆJ)) 
/ ~T y \ i r(cuócoLJ> oznaczamy symbo-

Xyx MA Urn Jt> (ABCĄj ^= P(auhc d) 

Ha zasadzie § 141 j e ż e l i te 

czwórki są perspektywiczne, to dwuitosunki (A'3CJ)J i 

£ c etJ są równe. 

Mówimy, ze czwórki punktów ( 4 , 3 i 

M {ĄĄf4ĄJ m perapgkt-ryjczne 

j e ż e l i istnieje caw« i x& Pfahc oC)> k tóre j proste łącz 

^05CETR4i WKRKSLIii Arkusz 19* ty. 
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odpowiednio p u n k t y i ^ i 4 7 % i A 

i , tak że obie czwórki punktów są przec ięc iami 

tej samej czwórki prostych. Punkt P nazywa nie środkiem 

perspektywy cgwórek fi, (4, £, C, AJ i A (Ą Ą ) 

/ ByB.262/ Mówimy, ze czwórki prostych ! 

/? {a., &, o, eL,J i <^/a4 &t <**£M srapektyriczne 

j e ż e l i istnieje czwórka 
{A3CJ)J . , k tó ­

rej punkty są odpowiednio 

przec ięc iami prostych °-i 

i ćK , df i dK , tak 

że obie czwórki prostych 

Rys. SSZ. rzucają t ę samą czwórkę pun­

któw, Prosta /b nazywa s i ę OBią perspektywy czwórek 

it

 e*Ą/ V h % /Rys.263/, 
Na zasadzie § 141, j e ż e l i fi (4, 3, C, Ą) 5f 

j e ż e l i źfal,*,^) =• Ą f*-ŁlĄcĄ<&* fał,*. c/J v.fat>Ąc^j 

§ 145« Szeregi 1 pęki perspektywiczne. Niechaj be -

dzie prosta i punkt na-niej nie l eżący /Rys.264/, 

Hiedzy punktami prostej fi i prostemi, wychodzącemi z 
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punktu P można u s t a l i ć odpowiedni o ź«5 doskonałą , t , j . 

t aką że każdemu punktowi A prostej /cv odpowiadać be-

dzie jedna jedyną pros ta <x wychoćsąca s punktu P , 

t a mianowicie, k t ó r a przez punkt Ą p rzechodzi , - a 

każde j proste j 6 t wychodzącej z punktu P odpowia­

dać b ę d z i e na prostej fi jeden jedyny punkt & t ten 

mianowicie, k t ó r y Jeży na proste j o . Mówimy wtedy, 

^° flzer°g ĘHSllfe fi &3>*»*) jpęi perspektywiczny z 
pęk lem prostych fifa*, Ą ^ , co o żnao 2 aay 

Prosta p nazywa s i ę podstawą szeregu y>» (43...y ; 

punkt ^ nazywa s i ę wierzchołkiem paku Pf*>& Je 

ż e l i Af , /K , $ , i są jakiemikolwiek czterema 
punktami szeregu /* B..-.. Jt a proste m t /L , y 
i -T odpowiadają im w pęku Pfa£.....Jt to czwórki 
f>(MNQ%J i Pfmtiyr] są pert;pektywicizne tak, że 



Niech będą teras w p ł a s s c a y r n i e rysunku darie pro­

ste A i A / R y s . 265/ Miedzy nunktaia i proste i ^ 

i punktami prostej fi^ można u s t a l i ć odpowiedniość do­

skonałą, t . j . taką, że każdemu punktowi A, p r o s t e j / ' / 

odpowiadać b ę d z i e joden jodyny punkt 4^ proste j /*» 

i nawzajem, każdemu punktowi c L prostej - o d p o w i a d a ć 

będ?ie jeden jedyny punkt 3 , proste j . W ty-ia c e lu 

obieramy w płaszczyźnie rysunku punkt j ak iko lwiek P 

nie leżący na żadnej z prostych fo, i /% ;. umawiamy a i ę 
że każdemu punktowi pros te j p, , np. punktowi ^ / . 

będzie odpowiadał ten punkt A.^ proste j , k t ó r y l e ­

ży na prostej Pnf 9 a każdemu punktowi pros te j fo 

nap. punktowi 3^ odpowiedz będz ie ten punkt 3j 
0 
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prostej fi., który iesy na prostej » tak że 
proste ou , i> t , £ąesące pary punktów odpowiednich 
A. i A. * 3 i B * * przechodzić będą zawsze 

przez punkt . c > , i ten sposób zarówno szereg AfflĄrO 
jakr szereg yt̂ / ^.....^jeet perspektywiczny z tym sa­
mym pękiem prostych Pfa £>... J • fflówimy wtedy, że sze­
regi A ^/4---.;i (\Ą• • y>3ą perspektywiczne, co 
oznaczamy 

A $ 4 • • -7 ?r A ^ 4..- • -y 
Proste A i A * """J^j ł a*-9 podstawami tych aze-

I I l l I B W I I I l i W I I • • ń i w i l H 

regów perspektywicznych, - punkt Z3* nazyr.:* c*ię środ, -
kiem perspektywy, - Jeżeli /% , M $ A. i ^ » 
są jakiemukolwiek czterema punktami prostej /o, , a pun­
kty AI^ , /]/ f $ i odpowiadają im na prostej 
hą w szeregach perspektywicznych fi, (A, 3, ... ) == 

5r » to czwórki punktów />, ^ ^ # 
| $ 4 są perspektywicane, tak że na aasa-
dzie § 141 f/V, M J *z A£ ..z o^ealenia 
aaarogów perapektywicanych /ó. {4,3,...) i (4ą3<r.) 
wynika, że punkt przecięcia podstaw /z, i /?, odpowiada 
JŁSSSSŻ B0̂ i_ ĵ jeżeli więc punkt ten zaliczymy do szere­

gu fi (Af3,->--)i oznacaymy nap. l i t e rą Zf , to gdy ten 

s*m punkt zaliczymy do szeregu JQK (\ winniśmy 



go oznaczyć l i t e rą . 
Uieehaj będą wreszcie w płaszczyźnie rysunku dwa 

punkty -P, i j§ /Ryt, 266/, Między prostemi, wyćhą* 
dzącemi z punktu /? i prostowi, wychwdzącomi z punktu 

/? , można U3talio odpowiedniość doskonałą t . j „ ta­
jcie każdej prostoj 4, ,, wychodzącej z punktu /f , od­
powiadać będzie jedna jedyna prosta «zĄt wychodząca s 
punktu % i ń&wsajem, każdej prostej ^ , wychodzą­
cej z punktu /$ , odpowiadać będzie jedna jedyna pro-
sta , wychodząca z punktu o , W tym celu kreś l i ­
my w płaszczyźnie rysunku prostą jakąkolwiek fi , nie 
przechodzącą przez żaden z punktów Ą i /% *. i u -
mawiamy s ię , że każdej prostej, wychodzącej z punktu 

/? , nap. prostej «2> , będzie odpowiadała ta prosta 
A Ą 9 wychodzącą z punktu /% , która przechodzi przez 

punkt f°*>j , a każdej prostej, wychodzącej z punktu 
, nap. prostej hK odpowiadać będzie ta prosta , 

wychodząca z punktu /? , która przechodzi przez punkt 
, - tak że punkty A , 3 , przecięcia 

par prostych odpowiednich a.f-i <â , i ^ leżeć 
będą zawsze na prostej /o . W ten sposób, zarówno pęk 

P, (^tit......y jak pęk ^ A ^ - ; / . 3 e s t Perspekty­
wiczny z tym samym szeregiem punktów /. 
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Mówimy wtedy, że pęki /?/&fcir,/l &f./*% P©** •? 
apaktywicsne, co 02K.ac7.amy 

Punkty s? i s** nazywają s i ę wierzchołkami pę­
ków perspektywicznych, prosta nazywa się osią ich 
perspektywy. J e ż e l i ' m,, , nt , pt i /• są jakiemikol-
wiek czterema prostemi, wychodzącemi z punktu /• , a 
wychodzące z punktu proste /TZ^ , / Ł ^ , ̂ i - o d p o ­

wiadają im w pękach perspektywicznych SffJ i 
/X>/^t^....y' , to czwórki prostych ^{łrttnt^t 

/^(hxz tt^ £z *\) . są perspektywiczne, tak że fir*,i,f,, r,J-
- A Ł 4 ^ /*y . 2 określenia pęków perspektywicznych 
/£f*%Ą ^ i /?L/e*'*l&*-'"J wynika, że prosta .ffij^ 
łącząca oba wierzchołki odpowiada samej sobie; jeżel i 
więc prostą te zaliczymy do pęku (st,, 3, ....J i ozna-
csymy nap. l i t e rą zt —• ; — 

to gdy tę samą prostą zaliczymy do pęku ^C<tą6K .J, 
winniśmy ją oznaczyć l i te rą • 

§ 145. Czwórki i szeregi rzutowo. Niechaj czwór­

ka punktów /B f/ytf(2/?J: perspektywiczna z czwórką 

prostych fifai&f**] /Rys. 267/\ na zasadzie. 5 143 

dwustosunki i (&*Ł$ są równe.tyo-

http://02K.ac7.amy
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Rp AS?. 

braźmy sobie tóraz , ze prosta 
A yr&z z leżącemi na niej 

punktami ^ , ^ • i /? 
zoatanie w dowolny sposób ze 
swego miejsca przesunięta; po­
nieważ na skutek tego przesunię­
cia wzajemne odległości punktów 

W Ą ł i A i # nie zo-
- staną zmienione, więc dwusto- -

sunki 
wciąż jeszcze będą równe, choć czwórki te w ogóle prze­
staną być perspektywicznemi. Tak samo stałoby s ię , 
gdybyśmy nie ruszając czwórki punktów /3 Ć^^&^J 
poruszyli z miejsca czwórkę prostych f*C*rt n,^ 

Podobnież, j e ż e l i z dwuch perspektywicznych czwó­
rek punktów ^ (tyA/t&.fi,) i 0 A/K&, /?J 
jedna przeniesioną zostanie w inne miejsce, to perspe-
ktywiciność tych czwórek w ogóle zostanie zatraconą, 
choć dwustosunki (ĄA/t&, #J J C^K^Kpo­
zostaną równe. Mówimy że dwie ezwórki punktów : 
fi (ty i frfcAiĄĄj/ilbo że-dwie czwórki 

prostych Ę (ttt, /t, $ 0 0 % ">t ?>z 1j * a**?, 
że czwórka punktólr -fc(#WCLR) i czwórka prostych 

Plmfi^r) sa rzutowe, jeżel i dwustosunki 
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J/yĄą/fJ i (ĄĄ £TJ 3 3 równe. C h ó r k i 

perspektywiczne są przeto zawsze rzutowe, ale czwórki 

rzutowe mogą nie być perspektywiczneu Rzutowcść czwó­

rek oznaczamy symbolem ~yc , np. Piszemy 

J e ż e l i w obu równych dwustosunkach wykonamy to 

samo przestawienie l i t e r , to nowe dwustosunki pozosta-

ną równe, W samej rzeczy, łatwo s i ę przekonać, że je­

ż e l i w dwustof? mku = *>C wykonamy jakie­

kolwiek crzet? awienie l i t e r , to wartość nowego dwusto-

sunku albo pozostanie równą A. , albo będzie równa 

jednej z l iczb : 

/ 

Stad wynika, że dwie czwórki są rzutowe, j e ż e l i 

którykolwiek z dwustosunków T czwórki równy jest 

dwustoaunkowi utworzonemu w ten sam sposób z odpowie-

dnich elementów czwórki. Tak np. cawórki; 

fi (MA/O. fcj i /*(/n/zy/*J są rzutowe, j e ż e l i np 

rz rej 

albo j e ż e l i (Af<Z/?A?JrJ£ffifyr&j i £ ^ 
Niechaj będą w p ł a s z c z y ź n i e rysunku dwie proste 

fit i fia . Na prostej fi4 obierzemy trsy punkty A/ 

Ą , i Cf , a na prostej fi^ trzy punkty AŁ , 3^ 



* 
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i . Między punktami prostej fa, a punktami pro- . 

$ie| fiĄf ustalimy odpowiedniośó doskonalą w ten spoaob, 
ze . • 
1 / punktowi n, pros*. fit odpowiada punkt 4±prostpawzaj 
2/ * &t w * « « źf^y * ** w 

4/' każdemu innemu punktowi /% prostej /?/ odpowiadać bę­
dzie taki punkt prostej fot , ze dwustosunki 

(A,a, a, /fj i (A^ Ą crą /yj są m^. 
Tak ustalona odpowiedniość między punktami prostej 

fi, a punktami prostej /^nazywa się rautowością szere­
gów fi, (4, B, Ćf . . . . J i fi% (AQ :MĄ &Ą -~J> 0 0 oznacza­
my 

fi, (4, S, J TT />t (Ą Ą <?Z...J 
i mówimy, że te szeregi są rzutowe,, 

W ten sam 3 p o s ó b określamy rzutowosć dwucb pęków 

-J TT /% f c* '"J 
i rzutowosć pęku i szeregu 

Pfatc...) 7C /o (ABC.) 
Jeżeli M, Aff i , <2£ i <$t , /?, 

1 /T, są czterema parami punktów odpowiednich szeregów 
rzutowych fi, (Ą Srf.-.J "K fi9 fAĄ Bx&%->0 
to łatwo okazać, że dwuatosunki (fyAt, &j i 

są równe. 



W samej rzeczy „ na nocy okres lenw rzutowosói 

tych szeregów mamy rómiosci 

/ i / (A, BĄMJ = /% s% ą y%J 

/ 4 / (A, ą ę *,). Ą XĄJ 

1 Rozwinąwszy te dwustosunki i podzieliwszy strona­
mi / ! / przez / 2 / „ / ! / przez /%/ i / ! / przez /4/ otzrzy-

mamy 

('/}, a, A MT] - ( Ą ^ V 

skąd wynikają równości: 

/ ? / ^ / / f c 4 = Ą / V 

Rozwinąwszy znowu te dwustosunki i podzieliwszy 

stronami / V przez / 6 / i / 5 / przez / 7 / , otrzymamy 

ukąd wynikają rÓTOodoł; 

/ 9 / 

Rozwinąwszy jeszcze raz te dwustosunki i podzieliw 
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azy stronami / 8 / przez / ? / otrzymamy 

{MtJ\ftf?, &tJ s Mą tf^&tJ z tąd wynika wreszcie 

Tak więc jeżel i i . A/y i , ^ i tf^ 
są. trzema parami punktów odpowiedni ob dwutrti szeregów 
rzutowych 

{4,3,e,...J TT A / 4 4 ^ • 
to ta rzutowość jest identyczna z rzut-owoscia 

gdyż każdemu punktowi tA, pros te j odpowiada w obu 

rzutowościacń ten sam punkt /P̂  prostej ^ i nawzajem. 
JfaroTOwobć dwuch szeregów /pęków, szeregu i pęku/ 

jest przeto określona przez 5 k tó r eko lwiek pary ele-
me nt ów o f» ov/3 3 <J ii-i cle. 

Jeżeli wychodząc z jakiegokolwiek pęku 
^(*/\**'*)» płatnierny go dostalna, nrostą fot , to o-
trzymamy perspektywiczny z tym pękiem szereg /o, C4, 
3^,,.^ ; rzucając ten saereg z dowolnego punktu 
otrzymamy pęk /|? & CĄ ••••j, perspektywiczny z szere­

giem f*t (4t &f . . . J i pękiem d? { C r . ,Ji prze­
cinając pęk /? dowolna prosta />• . otrzymamy ozereg 
^ który będzie para^ktywlcfiny"£ pękiern^ /? i sze­
regiem , al* fetory * ogóle nie bodzie ju* perspe-
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Hywicsny . 2 p;$ki©j& /? ejsoe bgdsie # c i $ ś jeszcze S 

nim rzutowyr p o s t ę p u j ą c # ten sam apoa^fc d a l e j , oi?-zy~ 

iiływać będziemy na zalane to pęk , to szereg, k t ó r y b ę ­

dzie rzutowy\z każdym poprzednia pękiem +ub szeregiem, 
a i s persp ekiywiczny b ę d z i e t y l k o z ostatnim pękiem i 

z ostatnim szeregiem. Wyrażamy to k r ó t k o , mówiąc: 

Rzutowość zachowuje s i ę przez rzu ty i p r z e c i ę c i a ; 
pe rsnek tywicznoaó w ogóle za t raca 3 i ę przez rzuty i 
-p r zec i ęc i a , 

§ 146. ^ y j ^ d z ^ n i a . I . J e ż e l i 3 prosto , 6 i 

ć pęku P^hc ,,) przechodzą przez 5 O d p O W i a d a -
i t M I I I ' - u -* „ i u - , , . , . , , . , . . , , . , 

j ą c e im punkty Ą , yg i CT rzutowego z tym pękiem 

i ser egu yj>BC„"' • J * 0 1-22 _ . ? . I J L - - - 5 2 e r e ^ g a p e r ~ . 

saektywiczne. W samej rzeczy każda czwarta p ros ta 

wychodząca z punktu P / H y a s 268/ rca-ssi p r z e j ś ć wtedy 

przez odpowiadający j e j 

punki 4̂  , na pros--ej /o 

i s t n i e j e bogiem jedyny punkt 

y V , dla k t ó r ego dwusto­

sunek (ASC/yJ by łby 

równy dwustonaukowi PI* r 

\ 

/tyj. £&8t 
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I I . Jeael^ w dwuch szerfigach rautowych punkt prze-^ , 

c i o c i ę , Z podstaw p, i 'fiz odpowiada aarnemu aobia Z s 
. . — u . . . . . . u . • "umili " —wi i i imMi i MMMM• j«».»«»-™««=>r«»-i- i i i— i - • » I « I » « H M " I ' MMMM • 
s 2 , a 2 ? A » to te szeregi są perspektywiczne, Niechaj a, 7 

/ • • • i * ^ • — •——ii i i in i • • • • — • w 1 MIM 1 < I W I M I I M I I I I mm mm — >• »r 

i /ii , 3̂, i 3 . będą dwiema patami punktów oćpcwia-

da jących sobie wzajemnie w rzu towcśc i danej / B y a , 269/ 

Połączmy punkty yfA i Ąą prosta , punkty_ Ą 

i £ p r o s t ą ; oznaczmy punkt p r z e c i ę c i a prostych 

£V i 5 l i t e r ą ^ ; połączmy wreszcie punkt ' s 

punktem p r o s t ą 3 . Ponieważ proste ^ t S i z 

paku P/kiz,»tJ p rzechodzą przez odpowiadające im pun­

k ty Ą. , S/ i szeregu B/Z,...) » »* 
1 • "•"•er eg <5 X . . . . J i 

I C V 

nasadzie twierdzenia Z j>«k « ć 
yfy { Ą , & ł % f . . , J ' $ ' ą perspektywiŁano; poniewći; te s 
me proste , 0 3 3 preechodią prież punłęty ^ , ^ 

i 2". szeregu 1 />. / / A # ...J, więc na tej 3 a-

mej zasadzie pęk P/a, 4 i.*..) * ssereg A/^ĄÓ Zj 



są perapelctywiczne, t&fc ae szeregi • fi* 3, Zt,, * 
i SĄ X4 —J są perspektywiczne z tym samym 

pakiem /r*fąi>z,.,J a więc są perspektywiczne ze sobą. 

III. J e ż e l i w dwuch, pękach rzutowych prosta , 

ł ą c z ą c a wierzchołki / J i. / £ odpowiada samej sobie 
3 5 3 , 5 ^ 3 ^ , , to te p ę k i ^ 8 ą j p e r B p e k t y w l o 8 n e . Niechaj 

, 4 i 6Ą będą dwiema parami prostych odpowia­

dających sobie wzajemnie w rzutowości danej /Sys, 270/ 

Oznaczmy punkt p r z e c i ę c i a prostych a, i l i t e r ą ^ , 

punkt p r z e c i ę c i a prostych b, i 6Ą l i t e r ą 3 ; po łącz­

my punkty A i 3 prostą fi ; oznaczmy wreszcie l i t e ­

rą Z punkt p r z e c i ę c i a prostych fi i z . Ponieważ 

punkty A , 3 i *Z szeregu fi (d 3 Z,....) l e ż ą na 

odpowiadających im prostych ĆL, , i o oku 

&,ZM..J, więc na zasadzie twierdzenia I szereg fi (d3 
%...*] i pęk 6,3,•'") są perspektywiczne; na tej 

samej zasadzie szereg fi03 j e s t perspektywi­

czny z pękiem bĄ z^t..Jt 3kąd wynika, że pęki 

%CAi 4 i '*•"*y i ^ & zv""J B§ perspektywiczne, 

§ 147 Wyznaczanie elementów odpowiednich ćwueh 

rzutowych szeregów, albo pęków, albo szero^u i jęku' 

I sposób, a/ Niechaj będzie dowolna i l o ś ó pro­

stych O, , 6 , c , d , c , JP Wychodzących ż pun-

l t u / ° , a^na prostej fi niechaj będą 3 punkty A , 



- 382 -

3 i C , k t ó r e mają. odpowiadać proatyifi , S i c w 

rzutowo & ci Z 5 / T T /> /Sys, 271 / 

Wziąwszy akrawok pa­

p i e r u , k tó r ego jedna 

krawędź j e s t p r o s t ą 

i przyłożywszy go t ą 

krawędzią do pros te j 

fi, odetnijmy na 

.•skrawku punkty n , 

•3 i CT t paiaem ó-

djąw;jzy go od pros te j 

fi, szukajmy takiego 

p o ł o ż e n i a tero skraw­

ka, aby prosto , h i c przeohodaiij? odpowiedni- • 

przez punkty "4 . B i C . Gdy to ;oc Danie os ią ­

g n i ę t e , o de tnijmy na skn.wku punkty , Jj? , ,f\"*., 

k t ó r y c h proste , # » , . . p r z e c i n a j ą jego kra­

wędź* , poczem przyłożywszy aV ratek anomi do prost9j 
Jb w ten soofiób„ aby punkty /f , 3 \. C prryfitąły 

do zrobionych poprzednio inu.6j , T?rslicdmy zt zna­

czone na skrawku punkijr $ . ; , / i . . . n a . r nią 

%:•} 
V W t a k i sam sposób ;>t>stą?A<•. aoier r , gdy tar.y 

wyznaczyć prosto d , g , o. ;pe*ńada.j$ 5 > 
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punktom JJ , £ , $ , . . .w rsutowości 4 c-"J^c 
fi £Ą BC J• Przyłożywszy skrawek do pro­

stej; k , odcinamy na nim punkty A, 3,0,/), J?,/7.-... 
poc*em gzwfc&my takiego p o ł o ż e n i a skrawka, aby punkty 

leżały odpowi©dnio na prostych , 6 
i' 0 . ' to zostanie osiągnięte, przenosimy zazna-
ca one ns skrawku-punkty JJ , ^7 , f na pa­
p i e r i łączymy je z punktem Jr . 

c / Sfiechaj na prostej y£y dana będzie dowolna 
iiosć punktu Ad , Ą , ą , 4 , 4 , ^ . . . . 

a na prostej niechaj będą dane 3 punkty ^ , & 
i ^ , które mają odpowiadać punktom A^ , Ą , i 
w rzutowoBci ^ ^ ^ ^ C" / 5r A A Ą Obraw­
szy jakikolwiek punkt ?̂ nie leżący na prostej 
połącsiny go se wszystkimi punktami ^ , Ą , ^ , 
A*. » ^ » K »»•• Veźmy znowu skrawek papieru, 

przyłóżmy jego krawędź do prostej jbĄ , odetnijmy na 
niej punkty A^ , Ą , i ^ i szukajmy takiego po­
łożenia skrawka, aby odcięte na jsgo krawędzi punkty 
leżały odpowiednio na prontych <C Aj % £ ' Ą i 4V* 
Wtedy proste /?Ą , %Ą , ^ . . . wyznaczana 
ta j krawędsi punkty Ą , 4* które pozo­
staje tylko p r z e n i e ś ć na prostą 

GEOMETRIA WyXREST.Nl Arkusz 20-ty 
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d/ Riecftaj * punktu wychodai d o l i n a i l o ś ć i 
prostych <̂  , l , cx , J \ e , r , _ . a i puflktu % 

niechaj wychodzą 3 prost© , & i , które maja 

odpowiadać prostym **>x , &4 % c, w rzutowości ; 

£ 6, et...J 7Ś- Ą fa* 4 ^ / Ułożywszy w dowolny 

sposób skrawek papieru, odotnijmy na jego krawędzi 

punkty / f , 2? , ^ , ^ , a , r , . , . , w których 

proste a,3 , 4 . » *4 » <?rf » t / £ . . . przec inają t ę 

krawędź, poczom umieśćmy ten skr&wek w taki sposób, 
aby proste «.« , o* i <̂  przechodzi ły prze* punkty/? 

^ i C i wtedy proste, łączący punkt /% z pozosta-

łemi punktami JJ , M »\'& . będą odpowiadały w 

danej rzutowości prostym eę ij£ , . . . pęku / f^^ , , .^ 

II sposób. Ze stanowiska praktyki k r e ś l a r s k i e j 

sposoby powyższe są bardzo użyteczne , gdyż przesuwa­

jąc w t ę lub ową s tronę skrawek papieru % otc i ę t emi na 

jego krawędzi punktami A , 3 i C % możemy po kilku 

próbach z dostatecznem przybl iżeniem umieścić te punkr 

ty odpowiednio na prostych ^ , ^ i Ze stanowiska 

teorji rozwiązania te nie mają w a r t o ś c i , gdyż ni* wska­

zano tutaj w jaki sposób można sprawić, aby 3 dowolna 

punkty danej prostej upadły dokładnie na 3 dan* pros­

te, wychodzące z jednego punktu. Wskażemy przeto Irin a,, 
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01' 
wprawdsi® mnie^prakty 
czne, a3 5 sa to ścisła 

I > \\ sposoby rozwiązania 
i ii \ Vi tych samych zagadnień, 

i 

/ i P r j 5 7 okaże s ię, że 

ił î HS* \ .„ \ do i c h B&stosowania 
r m \& wystarczy użyc ie same­

go t y l k o i in jału /kon-
atrukcje lihjowe, aa-

'4jEg ga4nienia I stopnia/. 
j> i •>», a/ Niech będą 

/Bys„272/ dwa szeregi 

0 podstawach A i /% t których rzutowośó jest dana 
aa pomocą. 3 par punktów odpowiednich «x i AĄ , ^ 
1 ^ , i t połączmy k tóreko lwiek .dwa punkty 
odpowiedni* np, - V i ^* i na prost aj obierz­
my dowolnie dwa punkty /? f. . Z punktu rauć-
®y szereg fit (As ) ,ą s punktu ^ eaereg 

* fi* ( "z 'J i uważajmy w pękach c wierachoł-
.d kach ,-r"l \ aa odpowiednie te proste,, która rzuca­

ją oćpcwiadnie punkty gseregow fit i fi* . Pęki i 
Ą 8 a rautowea gdyż są cne porapakiywi ezae a rauto-

• wemi 8 a * r egami fit fA, S, C,.,, ,y4r fiĄ/"Ą Ą <v •'-J*% 6n* 
, nadto perspektywicane, gdyż orosta łącaąca wierachoi-p 
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ki % SĄ odpowiada a*&s„i eabis '̂<*„ 5 2 « •kljpo?:; 

nio prost* pęków i -'2 * ;». y *i?«Ł . ścina' &m 
prostej /osi parapffktyay i •• e i pęków/$ :"fefd*- ona vr-
ogona pra*£ dwa | tóokoiwi#k fewaja punkty ? p., pra*-:. 

B\&'ĄĄ i & , Progt* kaidij isnoj pary prz*-
cinac s ię muszą na prostej i?^ ^/& , Aby więs wygna-

egyć punkt , odpowiadający punktowi W, , łąogyny 
Ff/ijś "z* , wyznaczamy punkt /b/n,v*/>7 , ł ączy ­

my s i wygnać a«m;r punkt ^ s 
Ponieważ punkty i *% są dowoln*mi punktami 

proottj 4^ , prz*to dogodni© będzie wziąć punkt 
/? w punkcio ^ , a punkt /J w punkcie ^ /Rjs. 

273/1; o»i$ potfgpo* 
ktywy pęków i 

/^ będ&ie prosta 
/> /gwana o « i ą rgu 

tową s aa rogów/fi, i i 
łącgąca punkt 
p r z e c i ę c i * prestycb 

g punkt*£ 
prgf 

c i ę c i a prostych 4/ 
i i d*a pun1 

/ A J 
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powiędnie w ssaragAcia A ^/&,tZ.,.J ir fix HT"J 
j o ż e ł i prosta $ i / ( , p rzeć iuiją ai© w 

punkcie którymkolwiek /V" o s i rautowej .. 

Jeżeli szeregi rzutowa fix i Ą nie są perspe­
ktyw i cane, to puiikt p r z e ć * c c i a podstaw i A 
ni© - odpowie-* sacssm *©bi© < J e ż e l i ten punkt zaliczy­
my do aseregu , osnfcc^ąią© jgo l i t e r ą - f Ę , to punkt 
odpowiedni JL'Ą m-.^jdiim^ et©eujr>c regu£© ogólną: trze­
ba na prostej jĄ -wyznaczyć* t a k i punkt - ^ U , aby pros­
te ffe i Six przecinały się a??, prostej , 
Ale jt^^ ; J . susi być przeto takim punk­
tem proctej ,\ , aby proata. 'f, -J^ przocinał fe prostą 

na prostaj fi> „ t t i , <F| s yfrĄ , Jazali 
panki 2 zal iczymy do i jarego jj , osn&ea&jąe g© }|* 
t a r ą / , tc punkt ©&«owlaj5&i V , vv-./,t? l e ż a ł w prze-

*i> - - -

cięci i i prostych fi i , ta':; B O : 
punkt? -fi grzecicci... -jsfcasr dwór;a a.>•:: ~,.••.:er rzutowaćh 
odpowig.d&ją w obu w r o g a c h pi^r :•:'••;./. ik Mtójryt&t oś raa-

#©»i'<sw:aż kiżd©m'u, j " ^ i t # i jodne©© s dwóch azare-

podstawy i aawzajasa 

gów rT.utw.ycb, sp odpowiadam drugim 

i 

http://rT.utw.ycb
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jeden jedyny punkt -J^ względni & Yd , więc oś rzu­
towa nie zależy od tego czy wierzchołki pęków f§ i 

Ą obierzemy w punktach 4, i ^ , B, i Ą , 
C i ^ , >•% i -% Stąd wniosek: 

Jeżel i wierzchołki pierwszy trzeci i piąty szei-
ciokąta 4, 3^ &x 4+ 3, leżą na prostej fi, , 
a wierzchołki drugi czwarty i szósty na prostej fiĄ 

to punkty 4 .%.3:> i C .przecięcia boków "przeciw­
ległych-* ' B,CĄ i Ą - ^ , 4tCĄ i ^C* , Ą 3 Ą 

i ^ Ą leżą na jednej prostej fi . 
Jest to s resztą przypadek szczególny twierdze­

nia Pascala o sześciokącie wpisanym stożkowe„ o któ­
rym będzie mowa niebawem. 

jRzutowouó dwóch szeregów na danych podstawach /o, 
i fit jest wyznaczona przez oś rzutową fi oraz jedną 
parę 4, i 4i punktów odpowiednich, gdyż oś rzutowa 
jest równoznaczna z dwiema parami punktów odpowiednich: 

Jeżel i punkty niewłaściwe prostych fi, i fi* nie 
odpowiadają e obi o wzajemnie, to oznaczmy l i t e r ą 
punkt odpowiadający w szeregu fi, punktowi niewłaści-
mu f̂̂ 00 szeregu fi±% a l i t e r ą & z punkt odpowiadający 
w szeregu fi^ punktowi nt^włoieiwamu <3f szeregu fi, 
Punkty J$t i ^nazywają s ię punktami wzajemnymi sze-
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rogów fi, i Mi, .Pcfńieważ dwua to starki (A,B,&f J 

/ § 137/, skąd wynika A /g . ̂  £Ą m Ą ^ • Ą '̂ 
czyl i : 

I l oczyn o d l e g ł o ś c i dwóch punktów odpowiednich 

i /?A od punktów wzajomnych ^ i 2?̂  jest l i c z b ą sta 

ł ą . 

J e ż e l i punkty niewłaściwe obu szeregów rzutowych 

odpowiadają sobie wzajemnie, to gdy oznaczymy l i t e r ą 

punkt niewłaściwy prostej fi, , wypadnie ozna­

czyć l i t e r ą 6^^° punkt niewłaściwy prostej fi^, nie­

chaj A, i Ax , 3, i Ą . ^ i ^ . będą trzema 

ma parami punktów odpowiednich tych szeregów; dołącza­

jąc czwartą parę ć^>°°i ć ^ 0 0 punktów odpowiednich, mo­

żemy napisać 

Mamy tedy wniosek: 

J e ż o l i punkty niewłaśc iwe dwóch szeregów rzuto-
1 n m .f m a w m m ^ m m u u t , n m I 

Tych odpowiadają sobie wzajemnie, to te szeregi są 

4 & r 
4 4 4 « 

podobne", to jest stosunek o d l e g ł o ś c i dvÓ0h ktdr^oSa^ 

••JfelyJL^JLPJ^^^ j^aego szeregu do o d l e g ł o ś c i odpowia-
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Ą 
x / 
Jl 
k/J 

n fff 

' rył 
H \h / I 

dających im punktów drugiego sseregu jest fcjctbą stałą 
b/ Niech będą dwa pęki o wierzchołkach "ff i ? 

któryeh rautowość jest dana za pomocą 3 par prostych 
odpowiednich a, i <zx, ó, i 4 » f* i ff4 /Hyo,274/ 

Praaa punkt p r z e c i ę c i a 
któryohkor dwśch 
promieni odpowiednich 
np, i <ZĄt popro­
wadźmy dowolnie dwie 
proste A: i , prsa-

\R£ J1 c inające pski Pf i yf7 

*~£rn^^- ^ * uważajmy w a seretach 
y.t-Ł/. - -£ ~-x.*r:' 

'\i~r''ŹL ' fi S ftl 1 & capowied-
A * nie te punkty, które 

. są przecięciem odpo­
wiednich prostyofe pę­

ków PT i P . Szeregi i ^ są rautowe, gdyś są 
one perapektywicane a rzutóweiai pękami /f /'^ Ąg, ,,JĄ 
zc B><,-6* cĄ • —J aa one nadto perŝ fetyisf ie?ne, gdyż 
punkt praecięoia podstaw odpowiada e imemu so­
bie £ O d p o w i e d n i e punkty szeregów 76, i 
muszą przeto leżeć na prostyoh przecinających się w';' 
jednym pumkoie /środku perspektywy tych szeregó> •'; 
będzie on wyanaczony przez dwie jakiekolwiek prootA 



przeaeń przechodzące, np. przez 0 s?*z%/\ i £ 2 W^z 
Punkty v<ipowifednitt Każdej innej pary leżeć niussą na 
proatej, wychodzącej z punktu &c -s jf* % Ahy więc 
wyznaczyć prostą , odpowiadającą prostej , wyzna­
czamy punkt / A ^ / i r , łączymy P/Y, ̂  s?z. , wyzna­
czamy punkt /?7 =? i łączymy ^ s > ^ -

Ponieważ proste /> i /^są dówolnemi prostemi wy-
prowadzonemi z punktu «> t przeto dogodnie "będzie 
uczynić p S &z i s.CL, /Rys.274/. Środkiem 

perspektywy sze­
regów A i A b ę -
dzie punkt / ° 
/ zw sny ś r o dk i sm 
rżutowyBi pękó* ^ 
i ^ / , który 
jest przecięciem 
prostej c , i ą -
osacel pun/tj tyfy 

stą ć> f łrcz^cą 
punkty of ; dwie proste i ^ ; , 3 ą odpo­

wiednie w pękach ftz, Ą c,.J yc 4^ <v ... 
jeże l i prosta/?, łączącą punkty i 4e prze-
ohodzi przez środek rzutowy 
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Jeżel i pęki rzutowe y i^l nie aą perspekty­
wiczne, to prosta Z , łącząca wierzchołki i /? , 
ni© odpowiada samej sobie. Jsseli tę prostą zaliczymy 
do pęku 'z , oznaczając jty l i te rą X, , to prostą, od­
powiednią znajdziemy, prowadząc i punktu j£ taką pro-
stą & , aby prosta, łącząca punkty •*> i *at:ąc 
przechodziła przez punkt /° . Ale « ^ 
musi być przeto taką prostą, wychodzącą z punktu 
aby prosta, łącząca punkty i ^ przechodziła 
przez punkt P , t . j . . Jeżel i prostą 

Z zaliczymy do pęku /| , oznaczając ją l i t e rą d , 
to prosta odpowiednia Ar, będzie łączyła punkty i 

, tak, że 
prostej, łączącej wierzchołki dwóch pęków rzuto-

wych odpowiadają w obu pękach proste, które łączą śro-
dek rzutowy z wierzchołkami.i nawzajem 

środek rzutowy pęków rzutowych i jest 
przecięciem prostych J> « odpowiadających w obu 
pękach prostej jct & , łączącej wierzchołki / Q 

LZL~ ~~ 
Ponieważ każdej prostej jednego z dwóch pęków 

rzutowych, np. *x, lub ^ , odpowiada w drugim jedna 
jedyna prosta X* irzgl t/ , więc środek rzutowy nie 
zależy od tego* czj- ze, podstawy MOregow fi, 1 obra-
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liŚmy prosta i ^ , 4 i Ą , c, i <?4 , m.,i *. ' 
Stąd wniosek: 

J e ż e l i boki: pierwszy, trzeci i p ią ty sześcioboku 

&>t % c, ^ ^ »̂ przechodzą przez punkt , a 

boki: drugi, czwarty i s zós ty przez punkt 

proste CL. T Z> i c , łączące wierzchołki "przeciwłe-

git" Ą i &t c, . <2,eĄ

 1 • 

przechodzą przez jeden punkt R , 

Jest to zresz tą przypadek szczególny twierdzenia 

Brianchona o sześcioboku opisanym na s tożkowej , o k tó ­

rym będzie mowa niebawem. 

Rzutowość dwuch pęków o danych wierzchołkach ^ 

i ^ jest wyznaczona przez środek rzutowy P oraz 

jedną parę i <z4 prostych odpowiednich, gdyż środek 

rzutowy jest równoznaczny z dwiema parami prostych od­

powiednich X, i x^ , £ i yA . 

Dwa pozornie różne wzajemne twierdzenia: o s z e ś -

o i o k ą o i e , którego'wierzchołk i l e ż ą na dwóch prostych 

fii fizi ó sześc ioboku, którego boki przechodzą przez 

dwa punkty /7 i J% , są w rzeczy samej tern samom -

twierdzeniem, którego istota polega na istnieniu t . 

zw. konfignraccji Pascala, z łożonej z 9 punktów i 9 

prostych w ten sposób, że przez każdy punkt przeohodzą 

3 prosto i na każdej prostej l i ż ą 3 punkty, flilbert 
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dowiódł , | ę konfigur&eja Pascala jest nisEalażfia 9$ 

konfiguracji Desarguea/a / § 133 / . 

§ 14B, Zastosowania, a / Zastosujmy twierdzenia o 

sześc ioboku Ą <az 4 ^ ^ którego boki d, , Ą , 

i Ą przechodzą, przez punkt / ; , a boki , « | i 

przez punkt *% * do rozwiązania zagadnienia: 

Połączyć punkt C, z niedostępnym punktem pr«eoie -

c i& prostych a, i £ /Hyc.276/. S punktu ^ wyprowadź­

my dwie pros te : pierwszą 

W kierunku dowolnym 

do punktu -AA na prustej 
^ i drugą w ki©run-

A H dowolnym -<T do punk­
t u na prostej 6 . 

X f f o .2 punktu wŷ rbwą̂ Ż-
z puiiktc my równoległą do 4 'Ądo punktû Cna prost* \J? f 

3, równoległą do yĄfip punktu Ąt na prost'•> j o.# Z ̂ unktu. ?̂ 
i y Tcwadźmy znowu równoległą do 1 a punktu 
ró»~\ołagłą do • i pot^ćeaiy ;wreesoii punkt ^/ a 
punkiem CĄ % którym praneinają si ,» •• s.tat.ni* c?h pro-, 
sta, Powiadam> srosta • s ^ przcjt.ii pr * z punk 

. w" asasj raeczy, * szed̂ iobokta 1 A ^ <I*B-t i 

baki pierwszy, trzeci i piąty pifaećhoaaą pi e,s pun .t 
jT; a boki drugi, Oawariy i s z ó s t y praes }\#i&t 



a&a Wynika, fta prosta, iąoząoa- przeciwległa wierz-

chołki tego .sr.*ścioboku f% , ~v -̂t i C/ 
prz-a••:;/ ~z% przez jeden punkt. 

Z ^'.^uienie to można taż rozwiązać na zasadzie 

t w i e r d z e ń o t rójkątach Desargues'a / § 93 / . 2 punktu 

/Rye .277/ wyprowadzamy znowu jakiekolwiek dwie proste 

pierwszą do punktu ^ , na prostej £L , drugą do punk­

tu Bf na prostej i łączymy punkty 4t i ^ . Przez 

dowolny punkt /f^ prostej Ą, prowadzimy równoległą do 

Ą, 3/ do punktu na prostej £> i równoległą do 

4 Ą , a z punktu 4 ró imolagła do 4 .< , %l= 

czcią łączymy punkt ^ z punktem ^ , w którym ale 

przec inają dwia oatatnie proste. Trójkąty ^v 

i ^ Ą ^ są trójkątami Des&rguas'a, gdyż odpowied­

nia ich boki przec inają s i ę w trzech punktach n iewła ­

ściwych, k tóra , jak wiadomo, l e ż ą na jednej proataj 

./mianowicie na prostej n iewłaśc iwej §2/. 

Z tych dwóch rozwiązań pierwsza jest bardziej 

praktyczne, zwłaszcza, j e ż e l i sia posługujemy rajazy-

-ną i po niej ś l i z g a j ą c ą aie ekierką, jak to wskazują 

rya.278. ' / ^ ' t .. -'^'...2' ..V M 
b / f § 121 wskazaliśmy, w jaki sposób można wy­

znaczyć rzuty punktów podzia łu odcinka na czarci 

równych lub proporcjonalnych do AL danych liczb lub 



•Rys. <ćrr. 

odcinków. Sfpesiób 

ten jest prakty­

czny, gdy /z_ 

j e s t liczba nie­

wie lką , ale gdy 

n> jest duże, 

sposób ten wyma-

gałby prowadze­

niu wielu pros­

tych pomocniczych 

k t ó r a gmatwają 

rysunek. Niechaj 

np, atiiy naryso­
wać perapektyro 

posadzki , u ł o ż o ­

nej w kwadracie, 

k tó rego ć w i a r t k ę 

przedstawia rys.279. Przypuśćmy, £e wykreś l i l iśmy już 

rzut tego kwadratu i wyznaczyliśmy w nim już rzuty 

środków wszystkich jego boków. Ma zasadzie § 1 2 0 mo­

że t t być j ak iko lwiek cz^croirat : A J$'<?*J) 

/Rys.-81/ punkt p r z e c i ę c i a jego ̂ rzeks-tnycn O b ę d z i e 

rzutet środkt. tego kwadratu; prosie?) ł ącząca punkt O* 

i krańcami boków podz i e lą te ooki w punktach, która. 

i 
J) 
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wm 44 
7 / - J 

i 

4' £ 

są'rzutami .środków 
tych boków, /Jeżeli 
krańce boków są nie­
dostępne, to judzimy 
sobie, "jak wskazano 
pod <*//, Zważmy teraz 
, ś© punkty podziału 
każdego z boków kwa­
dratu na 23 równe czę­
ści , np. punkty podzia­
łu boku A 3 , od­
powiadają rzutom tych 
punktó® na odcinku 
•A. ^ & w rzutowości, 
wyznaczonej przez któ­
rekolwiek 3 pary punk­
tów odpowiednich, a 
więc np, przez pary 
4 i 4 ' , /( i & J 

3 i «o \ Aby wy-
zn.,,c-;.yó wszystkie pun-

, kreślimy- sobi® raz na kty podziału odcinka 
..ża^śgó^li;!żw: podziałkę rzutową ^najlaplej no, osobnym 
kawai&u papieru/, prostej & '/Ufś9%^w odmierzamy 



jed*n na drugim dowolną i lość /dla naszego celu potrz*-
ba przynajmniej 23/ równych odcinków, fzaystkii tak o-
trzymane punkty o , , & ,,,,, ląc aymy z dowol­
ni* obranym punktom P , który powinien być, o ile 
POzna. jak najdalej od prcetej -fi , Pierzemy następni* 
okrawek papieru, którego przynajmniej jsdna krawędź* 
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jest prostą i przyłożywszy go t ą krawędzią do prostej 

A 3 odaanamy punkty A 'y Ą i 3 , poozem szu­

kamy takiego położenia skrawka na podz ia łce rzutowej, 

aby punkt A l e ż a ł na prostej Po , punkt X na pro­

stej P-f-fĄ s a punkt £ ' na prostej P**% , Gdy to 

zostanie o s i ą g n i ę t e odcinamy na krawędzi skrawka punkty 

'?£Ą$)-Ą 4% * którycA proste Pi, P** Pi, • -v P** 
t ę krawędź przec inają , i przenosimy wszystkie te.punkty 

na odcinek A. B c Tak samo postępujemy z odcinkami 

, łączymy odpowiednie punkty 
i t.d. 

c/ Dany jeat czworokąt d 3 & ̂  , który 

jest rzutem kwadratu / § 120/j wykreś l i ć rzut koła w '-

ten kwadrat wpisanego. Rzut środkowy koła jest krzywą 

zwaną stożkową^ któraj własności poznamy p ó ź n i e j . Bo-

dziemy mogli wykreś l i ć t ę stożkową tern dok ładn ie j , im 

więcoj jej punktów /lub etycznych/ rysnaczymy. flajćo-

godniej w tym ootyi obrać rzuty wierzchołków wpisanego 

w koło wielokąta •• _ foremnow-o /lub rauty boków opisane­

go na kole wie lokąta foremnego/. 

P r z y p u ś ć ^ np., ie chcemy wykreś l i ć rzut środkowy 

podstawy kolumny i t o ż kowanej o żłobkach. Nie­

chaj czworokąt /Bys,232/ będzie rautfin 

kwadratu opisanego na kole żłobkowanem /Rys.283/ l 

. j 

GEOMETRIA WYKRESLN.A Arkusz 21-szy. 



Prowadź injy przekątne 
A'C i a'D' 

* t 

/ w ich p r z e c i ę c i u leży , 

rzut O' ś r o ć ł a tego 

kola/, a nas tępnie ' 

wykreślamy sobie raz 

na zawsze dla wszy­

stkich kol żłobkowa­

nych o O ż ł o b ­

kach pewną specja lną 

podziałkę rzutową. Dzielimy mianowicie aowolne koło na 

*?O c z ę ś c i /Rys.283/; przez środki dwóch przeciwle­

g łych boków prowadzimy średnicę p , na którą rzucamy 

prostokątn ie wszystkie punkty podz ia łu . Na średnicy pro­

s t o p a d ł e j do tamtej w dość dużej od niej o d l e g ł o ś c i o-

bi©ramy punkt fi i łączymy go ze wszystkiemi rzuta­

mi punktów podz ia łu na średnicy fi . Dalej postępujemy 

tak jak w^poprzednim zadaniu. 

d / . Przypuśćmy, że znaleź l i śmy 5 punktów Ą , 

C , J) i £ l eżących na rzucie ko ła , t . j ; na s t o ż ­

kowej. /Hys.284/. Powiadam, że można teraz wykreś l i ć 

dowolną i l o ś ć punktów tej stożkowej . W samej rzeczy, 

j e ż e l i punkt r jest jakimkolwiek szóstym punktem koła 

na którem l e ż ą punkty A , 3 » & » -JJ i E i 
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OJ. 

jeżel i połą­
czymy punkty 

£ i a 
punktem ^ 
proatemi 

a z punktem 
/5 proatemi 

i JĄ . to ką­
ty dj 

C*,fJ i 
a* 

parami rów 
na, jako wpisane w koło i oparte na tych aamych łukach 

Cj) , J)£ i £f . Stąd wynika, ża dwuato-
sunki (e, <ł,e>f,) i ^/J czwórek A(c,«t, 

ZtJ-J i BY^Ą'^j^X & ą r-6™** w i « ° bedą 
równe takso dwustosunki rzutów tych czwórek 



- 322 -

/ 

/7!\\ 
/ ; ! \ \ 

/ / 1 » \ 

takr. a« 

4 

/ 

\ 
kąźdy no™-

wy punkt 

stożkowej 

fi jest 

przecie-\ 

ciem jar­
ki ej ko 1-

wiek pro* 

•tej ' 

wychodzącej II punktu * f z prostą / 'wychodzącą a 

punktu & i odpowiadającą prostej -ft ' w i iowości 

Stąd wynika następujące wykreś lanie / I 148, U h / 

Łączymy punkty (?\ J?i 3 % punktem 4' prc-

Rys. Ź84-. • 

stemi < v ' , <a£ i e,' „ a z punktem /5 prostami , '4 
i * / . Łącaymy punkty i ' prostą e \ a punk­

ty i e, pros tą c ; punkt p r a t ' , i « c i a prostych 

e' i c 'jeat środkiem rautowym P . Z punktu 4 pro-

wadaimy dowolną proatą Jt i punkt % /; Łąca;rmy a 
punktom P proatą J a punkt, w którym proita / 
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przecina p r o s t ą , ł ą c z m y z punktem S\ Będzie to 
prosta Ą , odpowiadająca prostej \ a p r z e c i ę c i e 
f, JĄ będzie szukanym punktem 

Zauważmy, że prosta P4' i PS '• 9 które w 

rzutowości ^\ •> d ---J 7T S'Ą'ĄV'"-odpowiadają 

prostej • 4'S , ł ą c z ą c e j wierzchołk i tych pęków rau­

towych, są stycznemi do stożkowej w punktach W'* i 

J e ż e l i bowiem np. prosta ' z b l i ż a s i ę nieogranicz©-

nie do prostej /l'B\ , to punkt /"" 'zb l i ża s i ę nie-

cgraniczenie do punktu S\ tak, że prosta S^s^^ 

łączy wówczas punkt S z punktem nieograniezenie do 

niego s i ę zbl iżającym, a więc jest styczną do s tożko­

wej w punkcie 3 . 

Stąd wynika, źe możemy wykreś l i ć dowolną i l o ś ć 

punktów stożkowej , j e ż e l i mamy trzy jej punkty \ 

i & oraz styczne do niej w punktach <4 i S' 9 mamy 

bowiem wówczas środek rzutowy P jako p r z e c i ę c i e tych 

stycznych i jedną parę odpowiednich prostych pęków rzu­
towych o wierzchołkach & i 3'., mianowicie 

i B'Ć' . 
§ 149. SZEREGI RZUTOWE NA WSPÓLNEJ PODSTAWIE I PĘ-

Kl__FZu~TOWE 0 WSPÓLNYM WIERZCHOŁKU. Ponieważ dwustosu-

nek czterech elementów szeregu lub pęku zachowuje s i ę 

P 
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przez rzuty i przecięcia, więc przez dowolną, i lość rzu­
tów i przecięć dochodzimy zawsze do szeregu lub pęku 
rzutowego z pierwszym szeregiem lub pękiem. Przypad­
kiem s z c z e g ó l n i e ważnym rzutowości dwóch szeregów lub 
dwóch pęków będzie ten, gdy podstawy szeregów lub" gdy 
wierzcho łk i pęków przys ta ją do siebie / \ zjednoczone/ 
Zdarzy s i ę to np. wówczas, gdy wyszedłszy z pewnego 
szeregu o podstawie />, , po pewnej liczbie rzutów i 
p r z e c i ę ć przetniemy pęk prostą yO, i wtedy na pro­

stej A będą l e ż a ł y dwa szeregi rzutowe )M &, ..JTK 

7*fi (^nĄtdi-")* I podobnież co do pęków: może s ię zda­
r z y ć , że wyszedłszy z pewnego pęku o wierzchołku /f , 

po pewnej liczbie, p r z e o i ę ć i rzutów, rzucimy szereg 

ftą./ z punktu Ą ; wtedy x>unkt /?. , będzie wspól­
nym wierzchołkiem dwóch pęków rzutowych C<s.6<?...Jyr-
T /?/*>^£tt,c^...j . Takie dwa szeregi rautowe na wspólnej 

podstawie lub pęki rzutowe o wspólnym wierzchołku, jak 

każdo wogóle rzutowe szeregi lub pęki, są wyznaczone 
przes 3 pary elementów odpowiednich, ale wykreślenia 
podane w poprzednim artykule, służące do jyijnaczania 
elementów odpowiednich w tym przypadku zaiodna. 

Niechaj będą na prostej /Rys.285/ 3 pary Ą 

i AŁ , J5, i Ą , C, i Cz punktów, które tyznacsa-

ją dwa saoregi rzutowe (A^,?,.....) TT^fĄ, -\C...,Jl 



aby wyznaczyć dla 

punktu Mi pier­

wszego szeregu od­

powiadający mu 

punkt drugiego 

rzućmy z dowolnego 

punktu PK punkty 

na dowolną prostą 

/"V i znajdźmy na 

tej prostej taki 

punkt -^c/ i że 

punkty Jźt i JfĄ' 

odpowiadają sobie 

rzutowo w szeregach Ą$ (A\B,C,... J ^ ^ C^B^C^.J > 

pocsem rzućmy punkt z punktu na i otrzyma­

ny w ten sposób punkt jest szukanym? gdyż / § 144 / 

(A.BtM,<f.J = A X ^ ' 4 'J; 

a na mocy § 141 

skąd wynika: 

Opierając s i ę na zasadzie dwois tośc i z n a l e i l i b y ś -



my analogiczne wykreś lenie linjowe, pozwalające odna­

leźć* prostą , odpowiadającą danej prostej mf w dwóch 

pękach rzutowych o wspólnym wierzchołku 

§ 1 5 0 . EffiMSTY POmOJĘB." J e ż e l i w dwóch szeregach. 

rzutowych na wspólnej podstawie, - albo w dwóch pękaoh 

rzutowych o wspólnym wierzchołku, - 3 pary elementów 

odpowiednich są zjednoczone, to wszystkie pary elemen­

tów odpowiednich są zjednoozone, t . j . te szeregi, wzgl 

p ę k i , są identyczne, W samej rzeczy, niech będą np. dwa' 

szeregi rzutowe na wspólnej podstawie/D,K i niech punk­

ty 4, i 4Ą będą zjednoczone w punkcie A tej pro­

stej , punkty Ą i w punkcie 3 , a punkty C, i 

w punkcie & , J e ż e l i punkty stanowią 

jakąkolwiek inną parę punktów odpowiednich, to na za­

sadzie § 145 

(A,B,M9<f9)* fyĄ#Ą ąj, t ; j . 

skąd wynika,że punkty f % i 4^ są identyczne. 

J e ż e l i więc dwa szeregi rzutowe na wspólnej pod­

stawie /albo dwa pęki rzutowe o wspólnym wierzcho łku / 

nie są identyczne, to mogą mieć najwyżej dwie pary ele­

mentów odpowiednich zjednoczonych, t . j , na wspólnej 

podstawie ^ i s t n i e j ą najwyżej dwa punkty J1^ i £> 4 



- 3 2 7 - rf 
/ze wspólnego wierzchołka wychodzą najwyżej dwie 

proste Ą Ą i ŚIĄ /* k t ó r e odpowiadają, samym sobie. 

Punkty -F/ą i nazywamy punktami podwójnemi sze­

regów rzutowych fA,Ą °! • • J ^ ^ 4 < ? - ^ p r o s t 0 * A 

i nazywamy prostem! podwójnemi pęków rzutowych 

Wykreślenie podane w artykule poprzednim d l a wy­

znaczenia pary punktów odpowiednich dwóch szeregów rzu­

towych na wspólnej podstawie nie da s i ę zastosować do 

wyznaczenia punktów podwójnych tych szeregów. Do tego 

celu s łuży t,zw. wykreś lenie Steinera. 
O — P — M — — — • M M ' W M W 3 M T » C T t - I I - I • • • • .MIMU i .̂iuągp* 

Niech będą na wspólnej podstawie y&Ą / R y ś . 2 8 6 / 

dwa szeregi, których rzutowośó jest okreś lona zapomo-

cą trzech par punktów odpowiednich 4, i ^ , Ą i 

^ , ^ i ^ . Wykreślmy dowolne koło £ i obraw­

szy na jego obwodzie punkt , rzućmy z niego wszyst­

kie te punkty; proste rzucające i i , <?, 

i tfA wyznaczają dwa pęki rzutowe o wspólnym w i e r z c h o ł ­

ku PłZ . Z punktu 4, ' » w którym prosta o,, przecina 

k o ł o , rzućmy punkty Ą' , 3 , ' i proste rzucają­

ce a / . ^ i <?.' , na zasadzie znanego twierdzenia o 

kątach wpisanych w ko ło , opartych na tym s"amym łuku, 

tworzą ze sobą te same kąty , co proste <a.2 , &A i C

Ł 
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tak, że pęk ł fafóą$i%$J * 4 M V " " ^ s * rów­
ne, a więc tombardziei rzutowe. Podobnież z punktu A/ 

w którym pros ta ^ p r z e c i n a k o ł o , rzućmy punkty Ąj , 

ST i ^ ; proste r z u c a j ą c e : <a/ , 4 ł C tworzą 

ze sobą te same k ą t y , co progte a, , b, i et , tak że 

pęk i Al c,.--)± AĄ ' f*./&/e/-:J*% równe, a więc tembar-

dz ia j rzutowo. 

PM—* 

-&r-%r$n$-i£ 
. -Ryj. £86. 

Ponieważ Wł t 3 

pęk i te jednak nietylko są rzutowe, ale 1 perśper y-



wiczne, albowiem prosta, ł ą cząca w i e r z c h o ł k i 4, i Ą 

odpowiada samej sobie w tych pękach / <z,' = . S tąd 

wynika, ze punkty p r z e c i ę c i a promieni odpowiednich Ą 

c/c^ , , . . . l e ż ą na jednej proste j fio , k t ó r a 

j e s t zatem wyznaczoną przez dwa k t ó r e k o l w i e k z tych 

punktów, np. przez C sn i J3 ~ c 'c' 

Aby wyznaczyć jakąkolwiek inną p a r ę prostych odpowied-

n i c h , wystarczy połączyć dowolny punkt (7 prostej 

3 C =fi z punktami 4f ' i fi*'* 
Stąd wynika, że d l a wyznaczenia punktu . % , k t ó r y 

w drugim szeregu odpowiada punktowi 4ft piorwsze&o 

szeregu, n a l e ż y p o s t ą p i ć , jak n a s t ę p u j e : 

Po łączyć punkty Jt , Ą , C, . , 4^ , 3 , % 

z punktem'"/^-.j prostemi CL, t Ą a, , tz. , i% , 
co d 'il/i wyznaczyć punkty i Ą , tf/ , , 

' » <̂  ' i ^^z'» w k t ó r y c h te prosto p r z e c i n a j ą ko­

ło k ; po łączyć 4/3/=^' i ' = &/ j 
wyznaczyć punkt połąćzyo1 S'-'^ = ^ i 

^ Cf s cj i Wyznaczyć punkt ^''<..>-• i * po łączyć 

-5" ć ł 5fi V w y z n a c i e punku ~ 4f' j o | ączyć 

v^ '« /%,ł wroszci-o wyznać syć punki n , A ; & jty* 
t r o j a k i e moae być pokożunio pros te j v .?.rgic?dem 

k o ł a k i albo może *tb cyc- p r o ń t a zownęt: ,n. względem 

tego k o ł a , albo s^rbzna do niego, albo ?/ es :cie jego 
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sieczna, Przypuśćmy, że prosta \b przecina koło ~ w 

dwóch punktach i (Z/Ą \ Każdy z tych punktów wy­

znacza z punktem / J - pros tą , która odpowiada samej 

sobie w pękach rzutowych ^ / ^ / 4 < > " * ^ 7 r ^ ^ $ 4 ^ ' * ' ^ 

Punkty ^F* i ^ , w. których tak wyznaczone proste 

i £ przec inają pros tą fi/Ą , są zatom punktami po­

dwój nemi szeregów rzutowych ft,zfe.-Ą&,—J ^ Ą ^ " ^ 

J e ż e l i prosta /6 jest styczną do koła & , to punkty 

^> i '$rą a więc i punkty i s ą zjednoczo­

ne; istnieje więc wtedy tylko jeden punkt podwójny tych 

szeregów. J e ś e l i wreszcie prosta fi jest zewnętrzną 

względem koła J; , to punkty podwójne nie i s t n i e j ą 

wcale. 

W wykreś leniu powyższem zawarte już jest oczywiś­

cie wyznaczenie par prostych odpowiednich oraia prostych 

podwójnych / i gfJ^ dwóch pęków rautowych o wspólnym 

w i e r z c h o ł k u ^ . * 7^ $ "'J T k?*****}. 

Wyznaczenie panktów podwójnych dwóch szeregów rzu­

towych na jakiejkolwiek podstawis fi^ oraz wyznaczenie 

prostych podwójnych dwóch pęków rzutowych o jakiiahol-

wiek wierzchołku da s i ę uekutocznić zapomcoą je­

dnego jedynego koła k , l eżącego w p ła szczyźn ie tych 

podab̂ w i Wierzchołków, ffykro Clenie- to rlo wymaga za-

t£m_Uźjcia cyrkla, j e ż e l i tylko ?r p łaszczyźn ie rysun-
\ 

\ 



- 331 

N 

ku ras na zawsze wykreś lone j e s t j ak ieko lwiek koło 
/ swane kołem S t e i n e r a / , 

| 151, SAST0SOViNIAo a / Wykreślić t r ó j k ą t , wpisa-

ny w t r ó j k ą t /IJTJ i opisany na trój.kącie & 

Ks. "boku w ? /Rys;28?/ obierzmy trzy dowolne punkty 

i 4 ; 
rzućmy 
je z 

punktu 
fi* na 
bok 

otrzy-

-—v~u • Hane 

\ 

i *»«» •rićmy . a pr.ik- i / f a, ok 

wreszoie tak otrzyi.uie punlcty ^ i < , rzućmy 

^ J e s ż o s e raz z punkŁ • ^ aa bok J.* . r niawaz sze~ 
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są perspektywiczne / ś rodkami perspektywy są kolejno 

punkty (Z t i jś , więc szeregi 

są rzutowe na wspólnej podstawie Jif* ; zadanie 

sprowadza s i ę więc do wyzraczenia punktów podwójnych 

i $:/9 tych szeregów i ma 2, 1 lub 0 rozwiązań 

/Zagadnienie I I s t opn i a / 

b / Niechaj b ę d z i e 5 punktów s tożkowej A , - i? , 

(f % J) i £ oraz prosta y0 przez żaden z tych punk­

tów nie p rzechodząca / R y s . 2 8 8 / . Wyznaczmy na te j pro­

s te j punkty p r z o c i ę -
c i a j e j ze stożkową. 

Połączmy punkty C , 

z punktem 

/ / proatemi ^ , <I, 

i , a z punktem 3 

prostem! cŁ , i 

ip^ i niechaj te pro­

ste przetną- p r o s t ą fi 

unktach » -4 » 

J e ż e l i szeregi rzutowe fi(<ZĄ K fi fĄĄĄ. 
mają punkty podwójne, to każdy z tych punktów, n p . ^ 

jzQ4~i~a-' ; t : \ T 

W 
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musi l e ż e ć na s tożkowej , będzie to bowiem p r z e c i ę c i e 

prostych AJ**,K i BF/Ąf , k t ó r e sobie odpowiadają 

wzajemnie w r zu towośc i fi (ŹĄź^.J ^fifi^Ą ,..J 
Prosta fi może przeto przecinać stożkową najwyżej w 

dwóch punktach / Z a g . I I s t opn i a / , z r e s z t ą okreś l imy póź­

n i e j na drodze czysto geometrycznej p o j ę c i e punktów i 

pros tych urojonych i przekonamy sdę wówczas, że prosta 

przec ina stożkową zawsze w dwóch punktach: rzeczywi­

s tych odrębnych, rzeczywis tych zjednoczonych, lub uro­

jonych sp rężonych . 

§ 152, SZEREGI I PĘKI INWOLUCYJNA, Niechaj będą 

dwa szeregi rzutowe na wspólnej podstawie ]fi/^ . Każ­

dy punkt Jtf prostejy& / - e może być zaliczony bądź do 

pierwszegop bądź do drugiego szeregu. J e ż e l i punkt Sf 

zaliczymy*do pierwszego szeregu i oznaczymy go l i t e r ą 

A, , to w drugim szeregu będzie mu odpowiadał pewien 

punkt, który oznaczymy l i t e r ą A^ . J e ż e l i ten sam 

punkt zaliczymy do drugiego szeregu i oznaczymy go l i ­

t e r ą B » to w pierwszym szeregu będzie mu odpowiadał 

pewien punkt B » który wogóle będzie różny od punktu 

. Może s i ę wszakże zdarzyć, że punkty <™\ i B, 

przystaną do s i eb i e w pewnym punkcie 'M prostej fitą> , 
t , j . że punkty J% i j/f odpowiadają sobie podwójnie, 

tak, ?e punktowi Ji odpowiada zawsze ten sam punkt 
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niezależnie od tego £ do k tórego z dwóch szeregów n a l i ­

czymy punkt 

Podobnież dla pęków. Może s i ę z d a r z y ć , że w dt?óch 
pękach/ rzutowych o wspólnym w i e r z c h o ł k u Jf^ dwie pro­
ste ttli n> , wychodzące z punktu */+ , odpowiadają 
sobie podwójnie , t. j , że prostej r>ib odpowiada zawsze 
ta sama prosta /i> , niezależnie od tego, do którego z 
dwóch pęków prostą h% z&liozyr :,_, Poti .edziery teraz ' \ 

twierdzenia: 
Jeżel i w dwóch szeregach rzutowych na wspólnej pod­

stawie, albo w dwóch pękach rautowych o wspólnym wierz­
chołku dwa elementy odpowiednie odpowiadają sobie pod-
wójmie, to każde dwa elementy odpowiednia odpowiadają\ 
sobie podwójnie, 

Niech będą np. dwa szeregi rzutowe na wśpol.h©j 
podstawia i niech i s t n i e j e jedna para punktów capowi©u-

nich Hf i * k t ó r e odpowiadają sobie podwójni*, tak 
7 > j eże l i 

A.sĄ to ĄsĄ 
Trzeba okazać , że wtoćty «aż i a para punktów 0 Ć 9 0 -

wie dni cli, np. u

t i v^ c d p o r i a d s o b i e r )dwó, ńi -\ t j , 

że jeże l i 
^ to ^ 

Otóż na zawadzie § 145 , 
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kładąc na mouy z a ł o ż e n i a 4, 3 S , J3 4 C ~ /? 
otrzymaj f 4 4 a ^ ^ / ; 

4 # * A4 ' 4$ * < Ą ' -f ' 

co oznacza, że s tosunki p o d z i a ł u punktów \, i JJ^ wzglę­

dem punktów At i JBf są równ©, skąd wynika że Ct = J) 
c. "b.d.o. 

Dwa szeregi rzutowe na wspólnej podstawie /">., , w 

k t ó r y c h jedna, a więc wszystkie pary. punktów odpowied­

n i ch odpowiadają sobie podwójnie , nazywają s i ę inwolncją 

na prostej , Każdemu punktowi proatej jfo,K , od-, 

powiada jeden jedyny punkt te j smarnej p r o s t e j , o k t ó ­

rym mówimy, że jest- z tamtym inwolucyjnie sprzężony,, 

ponieważ rzutowośó dwóch szeregów jeat wyznaczo­

na przez 3 k tó reko lwiek p-.ry punktów odpowiednich, więc 

inwolucja na prostej będz5e wyznaćzona ; $ rzea dwie 

k tó r eko lwiek pary punktów s p r ę ż o n y c h A, ?, AĄ , 25t 

i jB» ; każda z tych dwóch par bowiem po przestawie­

n i u je j elementów utworzy nową. p a r ę punktów odpowied­

n i c h tych dwóch szeregów rzutowych, k t ó r e stanowią i n -

wo luc j ę : 

OTOffiTRTA TOCRSSLNA Arkusz 22- .^i , 
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,: . A Ą-J */% (4 4 Ą.-I..J 

Swa pęk i rautowe o wspólnym wie rzcho łku - S . „ w 

k t ó r y c h jedna, a więc wszystkie pary prostyoh odpowied­

nich odpowiadają sobie podwójnie , nazywają się inwo-

łucją, dokoła punktu „Każdej prostej wychodzącej z 

punktu g odpowiada jedna jedyna wychodząca z tegoż 

punktu pros ta , c k t ó r e j m ó w i m y ż e j es t z tamtą inwo­

lucy jn ie 3p r sęaona t 

Inwolucja dokoła punktu ^% j e s t wyznaczona przez 

k tó reko lwiek dwie pary prostych sprzężonych ^ i , 

^/ i Ą ipo przestawieniu bowiem ę 1 e s e n t ó w . j e d n e j z 

tych par otrzymamy nową p a r ę prostych odpowiednich tych 

dwóch pęków rzutowych, k t ó r e s tanowią i n w c i u c j ę : 

§ -151. Własności- inwolucyjne czworokąta i czworo-

boku zupe łnego . Niechaj będz i e dana inwoluc ja , t * j e 

t ak ie dwa rzutowe szeregi na wspólnej podstawie Jbłiif, 
że dwa punkty te j proste odpowiadają sobie podwójnie , 

tak że j e ś l i w jednym z n i ch p r z y s t a n ą do s ieb ie punkt 

£ pierwszego szeregu z punktem ^ drugiego szeregu, 

to w drugim p r z y s t a n ą do s ieb ie punkt B^ drugiego sze­

regu z punktom CT pierwszego. Rzutowośó tych dwóch 

szeregów j e s t tedy wyznaczona przez 3 pary. punktoW 

i A, , Ą i ^ i ^ , prżytom druga i t r z e -
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C l a p a r a 3 * zJednocEoae r dwóch punktach £ & Cp * 
' Kr 

- — 4 A, k * 
m f ' \ 1 G F X — T > - ; — 

\ i 

S 
- >v 

X 

< C X \ ' 

-Rys, £89. 
\ K 1 

X V L 

x 

Ą 5 = 1 ^/ /Rys.289./, Wyznaczmy na prostej fi,Ą punkt 

sprzężony inwolucyjnie z jakimkolwiek danym punk­

tom J$f tej samej prostej. Stosując wykreślenie § 149 

/Rys„285/ trzeba najpierw, jak wiemy, z dowolnego 

punktu rzuc ić punkty ^ » Ą i na dowolną 

pr.Oątą ; Poprowadźmy t ę prostą przez punkt -Ąs*% 

i obrawszy £dziekoiwiek punkt ^ t rzućmy z niego . * 

punkty Ai t J9K i ^ na prosta fi' ; otrzymawszy punk­

ty Ą^ii i ^ s J3t » ć £ , Znajdźmy toraz punkt 

'/I:*-* odpowiadający rzutowo punktowi J%f w szeregach 

Ą4 (Ą3ttft...J *ĄYĄ'Ą'ą'„.J 



W tym celu znajdźmy os rzutową tych szeregów. Łą­

czy ona, jak wiadomo / § 147, II a/ punkty odpowiada­

jące w obu szeregach punktowi p r z e c i ę c i a podstaw 

- Ą = ^ 4 I otóż punktowi J3f odpowiada B ^punk-

towi odpowiada ; o s i ą rzutową będzie zatem 

prosta C, S , Aby otrzymać ; . nkt , od­

powiadający rzutowo punktowi „ łączymy ten ostat­

ni z którymkolwiek punktem szeregu fe. , np+ z punktem 

; punkt p r z e c i ę c i a prostej 7^ z o s i ą 

rzutową fi łączymy z punktera ^ , ; prosta / 

przecina w punkcie - / ł^ „ Pozostaje rzuoie punkt 

s punktu J% na yfr^ , aby otrzyratać szukany punkt - / ^ 

Zauważmy czworokąt zupełny d/J^Ą/f^' 
którego dwa przec iwleg ł e boki fi i przechodzą prze 

punkty Ą - C i Ą * ^ , dwa inne i 

-^z Ą - przez punkty ^ , i AĄ jeden z pozosta­

łych przez -A/y t a drugi przez ^ . Stąd twierdzenie 

Boki p r z e c i w l e g ł e czworokąta zupełnego przecina­

ją dowolną pro t tą w trzech parach punktów inwolucji s 

' Ha zasadzie dwois tośc i wnioskujemy o s ł u s z n o ś c i 

twierdzenia wzajemnego. 
Proste, rzucające z dowolnego punktu wierzcho ł -

ki p r z e c i w l e g ł o czworoboku zupełnego, stanowią trzy 

pary prostych inwolucji. 



Własności harmoniczne czworoboku i czworokąta zu­

pełnego / § 142/ są tylko przypadkiem szczególnym włas ­

nośc i inwolucyjnych tych f i g u r . Tak np. 3 pary "punktów 

sprzężonych inwolucyjnie ^ i ^ , 4 i Ą , ^ i 

Jf s t a j ą si< dwiema parami punktów sprzężonych har­

monicznie ~4 i 2? > J¥ i <fi , gdy punkty pierwszej 

pary sł, i ^ zostaną zjednoczone w punkcie A , a 

punkty drugiej pary 2?, i i w punkcie -3 ; prosta 

fi przec inająca czworokąt CrJ'12)£ przechodzi wów­

czas przez dwa jego punkty przekątne A i 23 /Rys „259, 

Punkty te są punktami podwójnemi inwolucji, k t ó r ą czwo­

rokąt ćf^J?$ wyznacza na prostej fi ; przegra­

dzają one harmonicznie każdą parę punktów 2% i Jf t 

3 przężonych inwolucyjnie. 

Opierając s i ę na własnośc iach inwolucyjnych czwo-

rokąta zitpe łnego można za pomocą konstrukcji linjowej 

wyznaczyć punkt CĄ sprzężony z jakimkolwiek danym 

punktem >̂ w i nwo luc j i , wyznaczonej przez dwie pary 

punktów sprzężonych -A, i AK t Bf i Ą . Przy­

puśćmy, że na prostej fi /Rys ,290 / dane są dwie pary 

punktów inwolucyjnie sprzężonych A, i » 3, i Ą 

oraz punkty &f . Aby znaleźć punkt ^ z niu sprzę­

żony, poprowadźmy prlez (Ą prostą ' jakąkolwiek i weź-

»;y na-nits: dowolne dwa punkty 24 i 2T . Poł^ączmy 



- 340 -

punkt At z punk­

tami należącemi do 

par .różnych, np. 

z Ą i\3, , a 

punkt z pozos-

tałem* punktami 

tych ^ar *r i 

3^ ; ir utworzo­
nym w ten sposób 
czworokącie M^P^l 

poprowadźmy szós ty bok ; w p r z e c i ę c i u jego z 

prostą fi otrzymamy szukany punkt ^ . - j e ż e l i jedna 

8 dwóoh danych par punktów sprzężonych inwolucyjnie 

Ą i 'Ą^ ę- 1 A » np. >f, i ^ jest zjednoczona 

w punkcie podwójnym JP,^ , to drugi punkt podwójny in-

.o luc j i ęk . . n ą j d . ! ^ jako punkt aprsęsony harao-

n i e ś n i e s punktem f]K względem punktów drugiej pary 

Podobnież, opierając s i ę na własnośc iach inwolu­

cyjnych czworoboku zupełnego można podaó konstrukcję 

l injową prostej sprzężonnej z daną jakąkolwiek 

pros tą c, w inwolucji wyznaczonej przez dwie pary pro­

stych sprzężonych i ć*Ą , Ą i \ „ Sożeory z r e s z t ą 

to zagadnienie sprowadzić do poprzedniego, opierając 



aie na te j żass tdzie , że inwolucja zachowuje s i ę przez . 

rzu ty i p r z e p i ę c i a * - J e ż e l i jedna s dwóch danych par 

proatych sprzężonych inwolucyjnie i * t , Ą i ^ , 

np, ttt i ^ , j o s t ii jednoczona na prostej podwćjnej^T, 

to drugą p r o s t ą podwójną i nwo łuc j i , 4 > z n a j d z i e ^ 

jako p r o s t ą sprzężoną, harmonicznie z p r o s t ą J-/Ąi wzglę­

dem prostych drugiej pary Ą i Ą , 

§ 152. Zastosowanie, koła Steir iora do wyznaczenia 

elementów sprzężonych i po*w$jnysh ćane j i n ^ o l u c j i . 

Konstrukcja elementów sprż^iónych inwo luc j i za pomocą 

czworokątu i czworoboku zupełnego /Rys.290/ n ie zaw-

Sie j e s t praktyczna, a jus wcale nie da s i ę zastoso­

wać do wyznaczania elementów podwójny cii.. Ponieważ. in.~ 

wt-lucja j e s t p r zypadk iw£ 3 | czsgę inym r^utowości dwóch 

szeregów na w p ó ł n e j podstawie lub dwóch pękóv o wspó l ­

nym w i e r z c h o ł k a , można więc do n i e j zastosować koło 

Ste inera / § 150,Kys,28rV\ niech bedS ,/Ry * •29,1/ na pro­

s te j fi,Ą dwie pary punktów sprzężonych inwolucyjnie 

>ff i . , 3, i Ą . ; rnaw 1/ wyznaczyć nową parę 

punktów sprzężonych ^ i ^ i 2 / v> r a c z y ć punkty 

nodwójni M» i ^ . t e j i t ^o l - r . j i . Obrawszy na dowoi-

nęm kole k punki ^ , rzućssy z niego punkty *7/ , 

'fz * i Ą i Proste r z u c a j ą c e , ^ , ^ i ^ t 

wyznaczają dwa pęki rzv-tc ^ » »j ^^(% Ą$"y 
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o wiipólnyra wierzchołku . Zastosujemy do tych pęków 
wykreślne § 150. 

,.•'1 , Wyznaczywszy pun-

t i / /̂ .V\ w których proste 

/ f mm M iĄ 
tók 1 IMMWSi ''• X ' przecinają koło, 

• t ó & \ li/s u-f7l/tl>: 

: £ i > ' /Y/f r;a>-. m W TUU 

znajdźmy punkt • 

p r z e c i ę c i a @ pro­

stych -Ji/%/ i 

mim MI t 
stepnic połącsmy 
punkty ^ i tf* 
pro8tą y& ; aby 

fetr/< P ^ / wyznaczyć nową ja-

kąkolwiek parę 
punktów sprzężo­
nych i <?Ł ,' 

łącsymy dowolny punkt & prostej A z punktami 4, i 
^ ; punkty ^ i , w których proste ^ & i 

Ą £' przecinają koło, rzucany z punktu Ą ; na pro­
s t ą 

Ptmkt / / przecięcia pros ty on i Ą i 
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punkt 3 p r z e c i ę c i a prostych A/'&£. i 4/(7. l eżą 

również na prostej fi . W samej rzeczy , ponieważ pęki 
A> 'Ą'C %) i 4 % ' Ą % '%') B * Por-

spektywiczne,. więc prosto A/B/ i A/£/ T '/&Ą I 

A% 3/ , Ą &/ \ Al/Cc p r z e c i n a j ą s i £ parami w punk­

tach Cf • Cy i 3 l eżących ńa jednej prostej /os i 

perspektywy tych pęków/; na te j samej prostej l^ay tak­

że punkt A , w którym s i ę p r z e c i n a j ą proste 3/0^ i 

*Ą ^/ Pv aw perspektywicznych V ^ ^ ^ tffy**') 

i ^ ^5>

/ A/A,'&/&/•• *J-z Zauwa&my tera? dwa t r ó j k ą t y 

d/jB/&ą i AĄJ%'(* ; gą to t r ó j k ą t y Desar-

gues*a / § 9 3 / s gdyż boki i c h p r z e c i n a j ą s i ę parami w 

punktach A > £5 t L , l eżących na prostej ; 
* A / 

stąd wynika, że ?/ierzoho2:ki tych t r ó jką tów A, i A^ T 

3t i j & , Ct i £/ l e ż ą parami na prostych prze­
chodzących przez jeden punkt 4 

Aby więc znaleźć nową p a r ę punktów sprzężonych 

C*t i ^ , wystarczy 1/ wyznaczyć punkt i ° jako 

p r z e c i ę c i a prostych AT AĄ i 3/3/» V z pun­

ktu Jr wyprowadzić jakąkolwiek s ieczną do koła i 

3/ punkty p r z e c i ę c i a te j s i eózńo j s kołem, v̂ i ^ 

rzucić z punktu / ^ na prostą. & / Ą , J e s e l i punkt 

jest zewnętrznym względom k o ł a k , to rzuty punktów 

z e t k n i ę c i a I*,* i atycśhyć3 arcprowadaonyołr z 



punktu P do k o ł a s są. punktami podwójnemi i 

Punkty t a l i e nie i s t n i e j ą , gdy P j e s t punktem wew­

nętrznym k o ł a , i są zjednoczone.gdy P l e ży n- okręgu. 

Należy więc odnośnió 3 rodzaje inwoluc j i : hypcrbol icz 1 -

ną o dwóch odfobnycb elementach podwójnych, p a r a b o l i ­

czną o zjednoczonych elementach podwójnych, i e l i p t y c z ­

ną, - bez tych elementów,, 

W w y k r e ś l e n i u powyss-em zawi r te J U E j e s t ocsywiś-

c i e wyznaczenie par prostych sprzężonych cf i oraz; 

prostych podwójnych j- i i n w o l u c j i dokoła punktu 

P/Ą . Zastosujmy jeszcze to wyJcrjelenie do wyzracze-

n i a p r o s t o k ą t n e j pary proatych sprzężonych danej inwo-

ł u c - j i . W tym c e l u wystarczy wyprowadzić z P ś r e d n i c ? 

koła;: proste it i , r zuca j ące s punk1,u / Ą t końce 

AT/- i JVL t e j ś r e d n i c y będą w^ajennie pros', opa 3mi 

prostem! sp rzężonemi , J e ż e l i punkt P l e ż y w siodku 

O k o ł a Ą , to oczywiśc ie każda s i s c z n a z niego wy­

c h o d ź c a j e s t średnicą, , wszystkie pory prostych s p r z ę ­

żonych są p r o s t o k ą t n e , 

W i n w o l u c j i dokona ' u n ^ u alp a j : Tn\ lie pary 

pros tych sprzężonych są >? oaboką tn , a ho y lko - . ^ 

J e ż e l i inwolucja ćok.j?a punkt- A j i ,t lupę b o l i 

czna, /Rys i 29" / . to prost al j.tna pa a pi >a» ych s p r z ę ż o ­

nych i ^ d z i e l i na połc J kąty mię?- y prosteiri pod-
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wójnemi JŁGI i . Wynika to s równości łuków Ą 
i Ą'%Ą'J- JJt&stJ Inwolucja, k tóre j wszystkie 

pary prostych..sprzężonych są prostokątne , nazywa Bię 

prostokątną. El iptyczną t ę inwolucję zakreś la ją ramiona 

kąta prostego, gdy ten obraca s i ę dokoła swego wierzchoł­

ka; :są to więc dwa pęki równe o wspólnym wierzchołku i 

zwrocie, w których proste odpowiedni© są wzajemnie 

prostopadłe /Rys,292/, 

J o ż e l i punkt J? jest 

n iewłaśc iwy, to łuki o d c i ę t e 

na okręgu przez sieczne z te­

go punktu wychodzące są r >w-

ne. Eyperbeliczna inwoluc ;a, 

która temu poło eniu p .mktu 

2* odpowiada, nsżywi s i ę 

Jtymetryczną; proste podwójne są wzajemnie p r : s t * j a d ł o ; 

9a one dwusiocznemi kątów między każdemi dwiema >ro-

stemi sprzężonemi. /Rys.293/. Inwolucja ta j >rst- 'ięc. 

utworzona przez dwa pęki równe o wspólnym wit z o ł -
k u i zwrotach przeciwnych. Dwusieczne kąić T mię« i r 

Prostemi podwójnemi stanowią parę sprzężona i pr • 
atych prostokątnych tej inwc u j i . 

Zagadnienie wyznaćzanii i xy prostokąt.i/c". pi DS- . 
^ych sprzężonych inwoluc U j et tylko prrypM.k: <~m szcze-
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gólnym zadania. 

Dane są dwie 

inwołucje na wspólnej 

podstawie albo o wspól­

nym w i e r z c h o ł k u ; zna­

l e ź ć p a r ę sprzonych 

elementów zarówno w 

jednej , jak i w dru­

g ie j i n w o l u c j i . 

Niech będą np-. 

dwie inwolucje prostych o wspólnym wie rzcho łku 

J$ (44ak' Z>, PĄJ i £ fec '. J'-J'J • , Ma do-
wolnym kole Ą przechodzącym przez vry znać Emy punk­

ty A,.... Ą , Ą , . ^ . M i ^ f 

w k t ó r y c h proste & r * ; ^ 9''Ą , Ą • c * »e'* U * 

i o? p r z e c i n a j ą to k o ł o . Wyznaczmy punkt <ą jako prze­

c i ę c i e prostych i - ^ Ą , ora» punkt 6̂ 

jako p r z e c i ę c i e prostych (?tf i „ / J e ż e l i pro-

s t a P o p r z e c i n a koło K w punktach r | i r j-i to proste 

£ t*£39is. są sprzężone zarówno W pie rwsze j , 

jak w drugiej i n w o l u c j i , Sagadnionio nie na więc rozwią­

zania t y l k o wtedy, gdy pros ta ? & j e s t zewnętrzną wzg lę ­

dom koł.a. Łatwo a iy prze ko #e wów$»4S -punkty ze tkn ię ­

c i a j * 7 i . ó f 3 t ^ : z r . v c h do ko ła wypj-owada^yo^ s punktu ..P 
7 * 4 * • • 

mm *S3. 
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p r z e g r a d z a j ą punkty z e t k n i ę c i a . ^ i J 3 toczny eh, wy­

prowadzonych 2 punktu O, ; skąu *ynika , że zagadnienie 

n ie ma rozwiązan ia jedynie wtedy, gdy obie inwolucje są i 

hyperbolicane i gdy elementy podwójne jednej z n i c h 

p r z e g r a d z a j ą elementy podwójne d r u g i e j . -

Ś 155. Inwolucja hyperboliozna parabol iczna i e l i -

j t y c z n a . W ar tykule poprzednim nazwaliśmy inwoluc ję hy­

perbol iozna , p a r a b o l i c z n ą lub e l i p t y c z n ą , z a l e ż n i e od 

tego ozy ma dwa, jeden, lub czy nie ma żadnego elemen­

t u podwójnego^ Okażemy t e r a z , jak nie wyznaczając e l e ­

mentów podwójnych możemy jednym rzutem oka r o z p o z n a ć , 

k t ó r ą z tych t rzech i n w o l u c j i wyznaczają dwie pary 

elementów w n i e j sp rzężonych . 

Niechaj b ę d z i e na proste j Jb/i? inwolucja Ą 4jĄĄ* 
/ t , j , inwolucja wyznaczona przez pary punktów przężo-

nych 4, i 4Ą \ B, i Ą / , Inwolucja ta j e s t utworzo­

na przez dwa szeregi rzutowe f'^' Ą £\J 7T 

irfyfiftĄĄfyJ w *" e n 3 P 0 s t ^ D » ^e każdemu punktowi prostej 

jfoj odpowiada w obu szeregach ton sam punkty Punkty 

ffzajjemne JZ, i 61 ̂  tych szeregów / § 147, :"T a / są p r z e ­

to zjednoczone w pewnym punkcie & , k tór - nazwiemy 

środkiem i n w o ł u c j i Ą -JĆ^B^ g\ , Por . ;war i l o c z y n 

o d l e g ł o ś c i dwóch punktć 1 .odpowiednich • *4t i Ą , l ub 

•Ę, i 3 t lub £ y i £;-t od punktów wzajemnych 
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* i & j e s t Jiczhe^ s t a ł ą , więc 

I l o c z y n o d l e g ł o ś c i punktów sprzężonych od ś rodka 

i n w o l u c j i j e s t l i c z b ą s t a ł ą 

CA,. OĄ s S OC.óc* 
Przypuśćmy najp ierw„ że t a l i c z b a j e s t dodatnia 

-th, . Punkty sprzężone np, A, i 4» , muszą l e ż e ć po 

te j samej s t ron ie ś rodka inwoluc j i O , a więc albo 

obydwa po prawej, albo obydwa po lewej jego s t r o n i e . 

Prócz tego łatwo dowieść , że każde dwie pary punktów 

sprzężonych s i ę nie p r z e g r a d z a j ą , t , j . że oba punkty 

"jednej pary l eżą zewnątrz punktów drugiej pary. J e s t 

to oczywis te , gdy pary A, i ĄĄ oraz B, i Ą l e ­

żą po przeciwnych stronach ś rodka i nwo luc j i .0 

/ R y s . 2 9 4 / , P rzy ­
puśćmy w i ę c , że pary 

i A± oraz 
- o - o o-o e> » a 

* i Ci l e ż ą po te j 
3amej s t ron ie srod-

. ka i n w o l u c j i O" . 

Ponieważ OA, *f<Ją - W,* OC^ , więc j e ż e l i l e ż y 

b l i ż e j punktu. ^ n i ż 4'.» t o ^ i m s i 3 - e ż e ^ d a l e - i 
hi*, od punktu i n.a.,dwrót. gdyby Cf, l e ż a ł da-
l e j n i ż Ą od punktu ^ , to % l e ż a ł b y b l i ż e j n i ż 

Ą • tak że jo dna z typ*' pv punktów obejmie r.awszo 
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drugą.. Z powyższego wynika, że gdy punkt pewien J±T po­

rusza s i ę w jodną s t r o n ę prostej fia , to sprężony z 

n i n punkty*^ porusza s i ę zawsze w s t r o n ę p r z e c i s n ą . 

Zupełn ie inaczej rzeczy s i ę mają* gdy i l o c z y n od­

l e g ł o ś c i punktów sprężonych od ś rodka i n w o l u c j i j e s t 

l i c z b ą ujemną, — . Punkty sprzężone muszą oczywiśc ie 

l e ż e ć po przeciwnych stronach ś rodka i nwo luc j i O , 

Łatwo d o ^ i o ś ć , że każdo dwie parjr punktów sprzężonych 

s i ę p r z e g r a d z a j ą . U samej rzeczy , j e ż e l i punkt jBt l e ­

ży b l i ż e j od ś rodka i nwo luc j i O , n i ż punkt 4, t to 

punkt iD- musi l e ż e ć dalej od O , n i ż /fi , tak ż e , 

gdy JB, l eży między At i 4Ą , to jS^ musi l e ż e ć naze-

wnątrz odcinka /RyTS,29§/, Gdy zatem pewien 

punkt porusza 

s i ę w jedną s t r o n ę 

proste j /ai;i to s p r z ę -

RyS sony z nim punkt y j ^ 

porusza 3 i ę w t ę samą 

s t r o n ę . 

Przypuśćmy wreszc ie , że i l o c z y n o d l e g ł o ś c i każdych 

dwóch punktów sprzężonych od ś rodka i nwo luc j i równy 

joot s ó r u . Ponieważ i l o c z y n dwóch l i c z b t y l k o wtedy 

j e s t serem, gdy jedna z tych U sb je.i t zerem, więc 

wszystkie punkty prostej ?ofy 4 Aprzętóono ze środkiem 

4 o 4 o c 

http://je.it


i n w o l u c j i 0 „ Punkt ten j e s t więc t ak ie zpxzężony sam 

ze sobą i może uchodz ić za punkt podwójny t e j i nwo luc j i 

z r e s z t ą ieAynya 

J e ż e l i punkt podwójy i n w o l u c j i 

oznaczymy l i t e r ą J./^ T to d l a jego wyznaczenia mamy 

równanie : _ , ± 

Równanie to b ę d z i e miało owa p i e r w i a s t k i rzeczy­

wis te i odrębne t y l k o wtedy, gdy t a st<Ua bedzis l i c z ­

bą doda tn i ą + k* i ć7}^-*& . J e ż e l i s t a ł a j e s t 

l i c z b ą ujemną, to punkty podwójne n ie i s t n i e j ą ; gdy ; 1 

s t a ł a j e s t zerem punkt podwójny j e s t jeden t y l k o , mia­

nowicie środek inwo luc j i . A. zatem 

Inwolucja punktów j e s t h y p e r b o l i c z n ą , gdy k t ó r e ­

kolwiek dv;ie pary punktów sprzężonych s i ę nie przegra­

dza ją , e l i p t y c z n ą z a ś , gdy te pary s i ę p r z e g r a d z a j ą . 
Mmmmm tb iwi i — — — i ł i i i • 11 • — — — i i u m i i l i — | • i , i mm* i i i n m i m u n n — — • • • • M I . . — , i i • « » 

Inwolucja prostych jes t h y p e r b o l i c z n ą , parabo­

l iczną , lub e l i p t y c z n ą z a l e ż n i e od tego, czy inwolucja 

punktów, wyznaczona przez n i ą na dowolnej prostej j e s t 

h y p e r b o l i c z n ą , parabol iczna lub e l i p t y c z n a . Stąd wyni* 

ka , że w i n w o l u c j i hypęr%0licznej prostych pary pros­
tych sprzężonych s i ę nie p rzeg rać ^ają / R y a . 2 9 5 , w in­

woluc j i e l i p t y c z n e j te pary g ig p r z e g r a d z a j ą / B y B . 2 9 7 / 

w i n w o l u c j i parabol icznej wszystkie proste są s p r z ę ż c * 



ne s jedną jodyną p r o s t ą , k t ó ­

r a j e s t za-tem również ' s p r z ę ż o ­

na sama sobą i może ucho­

d z i ć za p r o s t ą podwójną, zre­

s z t ą jedyną . 

| 154. Inny sposób wy-

snaozenia elementów s p r z ę ż o ­

ny 0 - 1 i podwójnych i n w o l u c j i . 

Na te j w ła snośc i każdej in­

woluc j i punktów , że i l o c z y n 

o d l e g ł o ś c i punktów s p r z ę ż o ­

nych od ś rodka inwoluc j i j e s t 

s t a ł y , można oprzeć w y k r e ś l e ­

nie par. punktów sprzężonych i 

podwójnych. Niech będą na pro­

stej dane dwie pary punk­

tów A, i A4 , Ą i - Ą 
przeg radza j ących sio /Rys .29B/ lub nte /Bys .299 i 300/ 

Poprowadźmy dwa p r z e c i n a j ą c e s i ę wzajemnie k o ł a «- i £ 

dowolnego promienia, jedlio przez punkty A, i A4 , 

drugie przez 3 i SL . Połącsray punkty A/ i JY 

p r z e c i ę c i a s i ę tych k Mi powiadam i że p ros ta -AJAT 
wyznacza na prostej /<; ś" ou.sk i nwo luc j i O . W samej 

GE OKS TRI i wTKRESLKTA Arkusz 23-ci 
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i. & O ̂  ^ y • 

\ 
V 

../ oj 4 k 

punktu 

<9 cic Każdego z 

tych kół /̂ychodsr-ą 

dwie sieczne i 

iloczyn 

o d l e g ł o ś c i punktu 

ć od punktów 

p r z e c i ę c i a każdej 

s iecznej z kołsin 

ma być s t a ł y , prży­

tem dodatni , gdy 

punkt O l eży ze-
• 

wnątrz ko ła , Ujem­

ny, gdy O l e ż y 

wewnątrz niego, Ma­

my zatem w każdym 

przypadku: 

OA,• OAż • GJi.OJTr. QH -GB ; 
co możliwe tylko wówczas, gdy punkt O j e s t środkiem 

i n w o l u c j i . Chcąc otrzymać na prostej Jo p a r ę punktów 

sprzężonych , prowadzimy przr.z punkty Af i -/V j a k i e ­

kolwiek koło O ; punkty C] i ć£ , w k tó rych ono 

przec ina p r o s t ą h są s p r z ę ż o n e . W samej rzeczy; 
OC^OC^OM^ s t a ł e j . 



Z wykreś lenia powyż­

szego wynika, że 

punkt z e t k n i ę c i a 

prostej fi z kołom 

przachodzącem przez 

punkty Aż i 

i .stycznem do fi 

jest punktem pod­

wójnym inwolucji. 

J e ż e l i pominiemy przypadek paraboliczny, jako już 

wyczerpany, to zagadnienie wyznaczenia punktów podwój­

nych inwolucji albo ma dwa rozwiązania, albo nie ma 

żadnogo. J e ż e l i mianowicie punkty i Jw l e ż ą po 

tej samej stronie prostej , to mamy dwa rozwiąza­

nia, j e ż e l i zaś l eżą cne po przeciwnych stronach pro­

stej fi , to nie istnieje żadne. Ale punkty i JV 

l e żą wtedy i tylko wtedy po jednej stronie fi , gdy 

pary At i AĄ , 3, i 3^ s i ę nie przegradzają, po 

przeciwnych zaś tylko wtedy, gdy te pary s i ę przegra­

dzają. 

J e ż e l i inwolucja na prostej fi jest hyperbolicz-
n a » k . j . j e ż e l i każde dwie pary punktów sprzężonych 

<rię nic przegradzają, a iloczyn o d l e g ł o ś c i punktów 

Każdej takiej pary od środka inwolucji jest l i c z b ą 
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dodatnią > to znajdziemy punkty podwójne, odmie-

rzając od środka inwolucji po obu jego stronach odci­

nek OF = 0& * * Jc , Odcinek ten znajdzie-

my jako styczną do jednego E kó ł , przechodzących przez 

punkty i JV /Rys.299 i 300/. W samej rzeczy, wia­

domo, że j e ż e l i z punktu zewnętrznego O do koła po­

prowadzić 8tyczną jś i s i eczną fi , to styczna o s 

jest brednią proporcjonalną między ca łą s i eczną OA, 

i jej odcinkiem zewnętrznym OA^. , czy l i : 

OjS'i OĄ. 0 4 + * ; 0$= /*/ Odmierzając tedy 

styczną O A na prostej fi) po obu stronach punktu O 

otrzymamy dwa punkty podwójne ^ i @/Ą/. Będą to o-

czywiśo ie punkty z e t k n i ę c i a k ó ł , przechodzących przez 

punkty i i stycznych do prostej fi , Punkty 

te, jak już wiemy, przegradzają harmonicznie każdą pa­

rę punktów sprzężonych A, i AĄ t B, i J3Ą , (7, i 

Szczególn ie łatwem jest wykreślanie par punktów 

sprzężonych w inwolucji symetrycznej t . j . takiej inwo­

lucj i hyberbol i cznej, k tórej jeden punkt go wojny jest 

n iewłaśc iwy. Punkty sprzężone -At i są symetryczne 

względem drugiego punktu podwójnego, który wraz z pier­

wszym t , j . z punktem niewłaściwym, przegradzane harmo­

nicznie. Są to więc dwa szeregi równe na wspólnej po l-

i 
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stawie i o zwrotach przeciwnych. 

Dla wyznaczenia par prostych sprzężonych inwolucji 

dokoła, punktu i ° oraz dla wyznaczenia prostych podwój­

nych, gdy one i s t n i e j ą t . j . w przypadku inwolucji hy-

perboliczne zaleca s i ę p r z e c i ę c i e dwóch danych par 

prostych sprzężonych i • ĆL^,' Ą i prostą jaką­

kolwiek )b i sprowadzenie zadania do wyznaczenia'par 

punktów sprzężonych, wzg, punktów podwójnych, inwolu­

c j i na prostej fi , wyznaczonej przez pary punktów^, 

* -Ą^ , 0J i ' Ą , w których prosta fi przecina pro­

ste a ( i ^ , ^ i %t. J e ż e l i w dodatku sieczna fi 

będzie równoległa do jednej z czterech danych prostych 

np„ do ł>\ to prosta Ę- z n ią sprzężona wyznaosy na 

eiecznaj /b odrazu środek inwolucji O , przez co 

znalezienie nowych par punktów znacznie zostanie przy­

spieszone. Proste V, i ct , rzucające z punktu P punk­

ty i ^ i będą parą prostych sprzężonych; proste 

JrflL i i rzucające punkty podwójne PłĄ/ i ^ b ę d ą 

proatemi podwójnemi. Prcste te przegradzają harmonicz­

nie każdą psie A . ; i «t^, ^ i % , i ^ . prostych 

sprzężonych; 

Istnieje wszakże jeden przypadek inwolucji elip­

tycznej dokoła punktu, w którym n i e t y l k ó pary prostych 

s^irzężbnfch mogą być bezpośrednio łatwo wyznaczone, 
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ale który nawet nadaje s i ę do tego, aby wykreślanie 

par punktów sprzężonych każdej inwolucji e ł i n t v c z n e j 

na prostej było do niego sprowadzane. Uam na myśli jn-

wolucję prostokątną, r której proste sprzężona sa do 

siebie prostopadłe / § 1 5 2 , Rys.292/. Jeżeli na tv,Nste1 

fo / R y s . 3 0 1 / dane są dwie pary przegradzających s i ę 

punktów sprzężonych At i A^ t Bi B^ t to łatwo 

znaleźć jeden z dwóch punktów P lub <£ , z których 

odcinek 4+4-^ oraz widać pod kątom prostym, 

W tym celu na - ^ / ^ oraz ra B, JĘL zakreślamy koła 

jak na średnicach i niech P będzie jednym z ćróch 

punktów p r z e c i ę c i a s i ę tych k ó ł . Prosie PA, \ PAĄ 

oraz i s .«2~Ą są pros topad łe , wyznaczeń,., przez 

te dwie par-f orosto-

padłycrff projt^ch 

inwolucja aifi może 

zatem różnić s i ę od 

inwoluc]i prcsto-

kątnj.j v « r r x ' k t y -

tdczrioj 2 (.mą, in­

wolucja punktów. J e ż e l i chcemy znaleźć punkt £[> sprzę­

żonym z dowolnym danym punktem C* f łączymy i 

w punkcie B wystawiamy do BO,, prcntoped>3, która 

pfzt—ie prostą fi w szukanym punkcie ^ , Ł ^ w o ^ p o -

Ąp. JO/. 
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atrzegamy, że wykreś l en ia to nie r ó ż n i s i ę zasadniczo 

od w y k r e ś l e n i a , podanego na Rys. 298 „ 

§ 155, Punkty i proste urojono. 17 przypadku inwo­

l u c j i e l i p tyczne j równanie d l a wyznaczenia o d l e g ł o ś c i 

punktów podwójnych od ś rodka i n w o l u c j i . 

'•4 ' v - : - i ' : , ; OF .... ,; ,..V*:,R": 

ma dwa p i e r w i a s t k i urojone OJ?/Ą - ± Jk i ; możemy 

wtedy powiedz i eć , że same te punkty podwójne są uro­

jone. 

¥ przypadku hyparoolicsnym, t . j , . gdy pary punktów 

sprzężonych , wyznaćza ją« inwoluc ję , s i ę nie przegradza­

ją , te dwie pary, jak to w i d z i e l i ś m y , pozwalają i s t o t ­

nie wyznaczyć punkty podwójne, k t ó r e nawzajem wyzna­

czają i n w o l u c j ę . V w i e l u zadaniach można):1/ zatem n i e ­

wątp l iwie z a s t ą p i ć ta dwa punkty przez dwie pary punk­

tów sprzężonych inwo luc j i hyperbol ioznej , przez o~;e 

punkty pedwójne wyznaczonej, Natur k l n i e , takie z a s t ę p ­

stwo nie miałoby żadnego praktycznego znaczenia, gdyż 

nie u p r a s z c z a ł o b y , a raczej u t r u d n i a ł o b y każde zada­

n i e . A t o l i inaczej rzeczy s ie mają w przypadku inwolu­

c j i e l i p t y c z n e j ; tu ta j punkty podwójne są urojone, t . j 

jako punkty w dotychczesc-wem rozumieniu n io i s t n i e j ą . 

To, co byłoby dziwactwer w ir-aypedku .hyperbolicznym, 

s t a ć s i ę może, jak zobaczymy, pożytocznem uogóln ien iem 

V 



W przypadku el ip tycznym. Zastępując bowiem termin- _"in-

wołuc j a e l i p t y c z n a na prostej" przez tjsrmin unkty u-

rojone" . ' o s i ą g n ą ć , możemy, d z i ę k i daleko idąca j analo-

gji między punktami rzecżywiotemi i urojonami, pożąda­

ną j e d n o l i t o ś ć i p r o s t o t ę w brzmieniu w i e l u t w i e r d z e ń 

i nieocenione wskazówki przy rozwiązan iu licznych za­

dań. J e ż e l i zatem na prostej fi dana jest inwolucja 

eliptyczna np* przez dwie pary przegradzających s i ę 

punktów sprzężonych At i Az > Bf i ^ , to powie­

my, że dane są na tej prostej dwa punkty urojone, mia­

nowicie punkty podwójne tej inwolucji. Napotykamy jed­

nak odrazu na poważną trudność w rozstrzygnięciu pyta*-" 

nia: jak odróżnić od siebie te dwa punkty urojone, t . 

j . jak o k r e ś l i ć geometrycznie każdy z tych punktów 

zosobna? 

Idąc śladem Standta nazywamy punktem uro]onym 

inwolucję e l i p t y c z n ą na danej prostej wraz z o k r e ś l o ­

nym zwrotem tej prostej. Przypuśćmy, że punkty Af , 

St • Az i 33Ą następują po sobie kolejno na prostej 

fi ; wtedy grupa tych czterech punktów, wziętych w 

kolei sąs iedztwa z określonym zwrotem, %AtB,A^3^ 
o k r e ś l a punkt urojony, j e ż e l i punkty A, i AK oraz 

3, i B^ są parami punktów Inwolucyjnie sprzężonych 

Dwa punkty urojone, różniące s i ę ty lko zwrotem, nazy-
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waay punktami urojonemi eprsezonami; ta.ki.emi będą np. 

punkty ur o j one ~fTfó, 4 -4? 3 , ~ T T ~ ^ ^ ' Ą - 4 -5 ^ 

Z okr e ś l en ia punktu urojonego wynika oczywiśc i e , że 

grupy A,B/AĄ3^ i jW^AŹąJl/ą oznaczają ten sam 

punkt urojony, j e ż e l i pary A^,AŹ,, i ACA% S ą sprzężo­

ne w inwolucji wyznaczonej przez pary Al, A^ i 3t3Ą 

i j e ż e l i zwrot -^JI^A^A^ jest ten sam, co zwrot 

A, Ą ^ Ą . Punkt urojony 4 A4 3J jest 

zatem id' tyczny z punktem urojonym /5 (A^ 3ĄA, 3tJ 

gdyż wyznaczone są przez t ę samą inwolucję i te same 

zwroty; s ł u s z n i e zatam uważamy punkt urojonyJb (A,J5,ĄĄJ 
za punkt podwójny inwolucji wyznaczonej przez pary punk­

tów AtA» i 3, , albowiem jest on identyczny z ; 

punktem urojonym fjfz3^A, 3,J który mu w tej in­

wolucji odpowiada; \ 

Prostą urojoną nazywamy inwolucję e l i p t y c z n ą do­

koła danego punktu wraz z określonym dokoła niego zwro­

tem. Przypuśćmy, że proste a, , 4 , <a,Ł , \ następują 

po sobie kolejno dokoła punktu P , wtedy grupa tych 

-czterech prostych wziętych w kolei sąs iedztwa z okre­

ślonym zwrotem np. A(Ą a.^ t>t okreś la prostą urojoną, 

j e ż y l i proete A, i <zt oraz 4 i eą parami prostych 

sprzężonych inwolucji. Dwie nroeie urojone, różniące 

s i ę tylko zwrotem, nazywamy j MUt̂ mi urojonemi sprzę-

http://ta.ki.emi
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żonemi; takiemi będę. np, proste urojone Ą ^ 

i P C/| c Ą <ztJ . Z o k r e ś l e n i a prostej urojonej 

wynika o c z y w i ś c i e , że grupy 4 ^ i n, "t^/i, ozna-

cza ją t ę samą p r o s t ą uro joną , j e ż e l i pary rn, i 

h,n^ są sprzężono w i n w o l u c j i , wyznaczonej przez 

pary ĆL, i • Ą i j e ż e l i zwrot m,n,* j e s t ten 

sam, co zwrot 4 ^ ^ . Prosta urojona ^° fia, 4 G^ł^J 
jest zatem identyczna z p r o s t ą urojoną PfaZą 5^ <z, ĄJ 
gdyż wyznaczone są one przez t ę casią i r iwolucję i te 

same zwroty; s ł u s z n i e zatem uważamy p r o s t ą urojoną 

PC*-i 4 . aa %/ za p r o s t ą podwójną inwoluc j i 

Ffefya^ albowiem jest ona iden tyczną z pro­

s t ą urojoną P fa« 4 4 ^ ktćr*>. je j w t e j inwolu­

c j i odpowiada. 

J e ż e l i inwolucja dokoła punktu JF* jest. w parapc • 

ktywie z inwolucja na. prostoj fi , to mówi^j,.„że pro­

s t a urojona, określana przez inwoiuc ję i zwrot dokoła 

punktu P , oraz punkt urojony, ok reś lony przez in­

woiucję i zwrot na prostej fi nalt -r? do siebie 

/albo; prosta urojona wprzecho'J.ri* przez punkt urojony 

albo: punkt urojony w leźy« na prostej u ro jone j / B Inne-

mi słowy: prosta P n%J "pr s c h o d z i p r z o g 

punkt fi {SLt&,AĄ B^J . j e ż e l i proste , N, , //A i nK 

przechodzą odpowiednie przez takl-e punkty <•% , jf , 



JK i Ą prostej Ą , że pary Ji, M i są 

sprzężono w inwoluc j i - ^ - ^ ' i zwrot i ^ j ^ - ^ 

j e s t ten sam, co zwrot J,B,J^ Ą ^ w ten sposób , 

przez każdy punkt urojony przechodzi jedna p ros ta rze­

czywis ta /mianowicie podstawa i n w o l u c j i , k t ó r a go okre­

ś l a / i n i e s k o ń c z e n i e wiele prostych urojonych; nawza­

jem, na każdej prostej urojonej leży jeden punkt r z e ­

czywisty /mianowicie w i e r z c h o ł e k i n w o l u c i i , który" ją 

o k r e ś l a / i n ieskończenie wie le pwiktow trojonych. Każ­

dy punkt rzeczywisty można "połączyć'' z każdym punk­

tem urojonym, rzucając z pierwszego inwolucje okreś la ­

jącą drugi; prosta, ł ą cząca te dwa punkty będzie rze-

czywiatą tylko wtedy, gdy punkt rzeczywisty l eży na 

podstawie inwolucji, o k r e ś l a j ą c e j punkt urojony. 

Nawzajem każda prosta r zeczywis ta " p r z e ć ; ? a " każdą 

prostą urojoną w punkcie, który b ędz i e rv uczywistym 

tylko wtedy, gdy p ros ta rzeczywista przechodzi przez 

wierzchołek inwolucji, o k r e ś l a j ą c e j p r o s t ą urojoną. 

Można dowieść, że każde dwa punkty urojone wyznaczają 

p r o s t ą , która wogóle b ędz i e urojoną i r z e c z y w i s t ą zaś 

tylko wtody, gdy inwolucJG, o k r e ś l a j ą c e dane punkty 

urojone mają wspólną pods tawę; \? szczegói / ior ic i , punkty 

urojone sprzężone wyznaczają p r o s t ą r z o c r w ia tą . Moż­

na dowieść , że każde dwie proste urojone yr. rac za ją 
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punkt, k tó ry wogóle będzie urojonym; rzeczywistym zaś 

t y l k o wtedy, gdy inwoiucjo o k r e ś l a j ą c e dane proste u-

rojone, mają. wspólny w i e r z c h o ł e k ; w s zczegó lnośc i pro-

ste urojone sprzężone wyznaczają punkt rzeczywisty. 

Na zasadzie przytoczonych wyżej własnośc i mogłoby 

s i ę . zdawać, że punkty i proste urojone mają wogóle 

wszystkie te same w ł a snośc i co punkty i proste rzeczy­

wiste. Przed tak daleko posuniętą iden ty f ikac ją należy 

jednak przestrzedz: analogja między utworami rzeczywi-

stemi, a urojonemi nie dotyczy wszys tk ich tych własno­

ś c i , któro za leżą od uporządkowania elementów; dz ięki 

temu np. p o j ę c i e odcinka i k ą t a urojonego nie może być 

geometrycznie okreś lone . Wiele natomiast własnośc i 

punktów i prostych rzeczywistych, a mianowicie te, 

które dotyczą wzajemnego n a l e ż e n i a punktów i rrostych 

zachodzą również dla punktów i prostych urojonych, 

dz ięk i czemu w y n i k i , dotyczące elementów rzeczywistych 

dadzą s i ę nieraz uogólnić dla elementów urojonych. 

§ 156. Proste jednorodne i punkty kołowe, Na 

szczególną uwagę zas ługu ją proste urojone sprzężone, 

określone przet inwolucjo p r o s t o k ą t n ą dokoła jakiego­

kolwiek punktu właściwego. Są to tak zwane proste je­

dnorodne. Wszystkie one pr«oehodsą przaż dwa urojone 

*pr*f&Qm punkty niew^eiwe. )a\ *m nszysriuny punkt a-
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mi kołowesi i , ik ióre są określone przez t.zw. inwolucję 

absolutną na prostej n i e w ł a ś c i w e j , t . j . przez inwolu­

c j ę w kierunkówwzajemnie prostopadłych. Jak zobaczymy 

p ó ź n i e j , przez to punkty urojone przechodzą również 

wszystkie koła l e ś ą e s w p łaszczyźn ie uważanej, zarówno 

rzeczywiste, jak urojone. 

ROZDZIAŁ XIII 

Kolińejicja i biegunowość 

§ 157. Perspektywiezność dwóch układew p ł a s k i c h . 

Rzucając f igurę ]P , l eżącą w p łaszczyk i 3 § na pła­

szczyznę P z punktu O 3 n ie lożącego i żadnej z 

tych p łaszczyzn , otrzymujemy f igurę 7\ , która z f i ­

gurą Jr znajduje s i ę w pownym związku ge Eetrycznyui, 

polegającym na tam, śe 

1/ KaSdemu punktowi figury P -x. >ow. ad a jeden 

jedyny punkt figury J-') i naw?; aj era, kaide: i punktowi 

figury iv odpowiada Jeden j e / n y punkt f gury 7'7 . 
2/ I aż dej prostej 'inny dojowi i a jedna jedy­

na prosta figury Ff : nawza; im| każdej pi >stej figury 
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J, odpowiada jedna jedyna . prosta f igury -r 

3/ Punktowi i prostej należącym do s ieb ie w jed­

nej z tyon f igu r odpowiadają punkt i pros ta drugiej f i ­

gury, k t ó r e również do siebie należą.. 

4/ Punkty odpowiednie leżą parami na pros tych, 

przechodzących przez jeden punkt /mianowicie przez punkt 
O /i | 

5/ Proste odpowiednie p r z e c i n a j ą s i ę w punktach 

l eżących na jednej prostej /mianowicie na prostej 

p r z e c i ę c i a .ś p ł a szczyzny 

Oczywista, że każdy punkt i każda pros ta p ł a s z c z y 

zny § mają być za l iczone do f igury F , a każdy 

punkt i każda pros ta p łaszczyzny j f mogą byó z a l i c z o ­

ne do f igury J't . Tak rozszerzono p o j ę c i a f igur p ł a ­

sk ich nazywają s i ę układami p ł a s k i e m ! A. i , 

Związek geometryczny dwóch układów p ł a s k i c h , l e ż ą c y c h 

w różnych płaszczyznach; , po lega jący na powyższych 5 - c iu 

w ł a s n o ś c i a c h , nazywa s i ę i c h perspe k tywlcznośc ią ; o u-

k ładach F i Ff mówimy , że są ar perspektywie. Z 

rozważań r o z d z i a ł u poprzedniego wynika, że każdemu 

szeregowi łub pękowi jednego układu odpowiada perspek­

tywiczny, fi więc i rzutowy z nim szereg, lub pęk dru­

giego układu. Prostej n i ewłaśc iwe j f°* uk ładu od­

powiada w u k ł a d z i e K prosta %ż k t ó r a wogólo jes t 
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właśc iwa; j e s i to siad na p ł a s z c z y ź n i e P p ł aszczyzny 

prowadzonej przez punkt 0 równolegle do p ł a szczyzny 

0 ; prostej n iewłaśc iwej uk ładu t odpowiada 

w układzie F prosta f , k t ó r a jest śladem na p ł a s z ­

czyźnie |j płaszczyzny poprowadzonej przez punkt O 

równolegle do płaszczyzny P . 

§ 15&. Kolineacja środkowa dwóch układów p ł a s k i c h 

J e ż e l i układ p ł a s k i 2*1 rzucimy 3 dwóch różnych punk­

tów 0. i 0K na t ę samą płaszczyznę P to otrzymamy 

w tej j i a s 2 c z y ź n i e dwa układy p ł a s k i e f, i 1^ które 

są w związku scharakteryzowanym przez te same 5 w ł a s ­

nośc i wymienionyoh w artykule poprzednim, Związek ten 

nazywamy k o l i n e a c j ą środkową układów " i / § § 9 4 -

93/, Środki en; te j kolineacji jeat punkt O w którym 

prosta Ot ()^ przebija płaszczyznę 1 ; przez ten 

punkt przechodzą wszystkie prosto łączące wszystkie 

punkty odpowiednie dwóch układów A\ i , 3, \ 

Ą o s i ą tej kolineacji jest ś lad A p ł a s z -

czyzny J§ układu J1* na p łaszczyźn ie j? ; na pro­

stej l eżą wszystkie punkty p r z e c i ę c i a prostych, 

odpowiednich dwóch układów: ««, i a , Ą i 4 

Każdo dwa szeregi odpowiedni'.', k tó rych podstawy n ic 

przechodzą przez bródek koi i no."..ej i O są perspektywie z 

ne, a więc i rzutowe; śród:* j - ich porspoktywy jest 
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punkt O ; - każde dwa pęki---odpowiednio, - k t ó r y c h . . . 

w i e r s c h o ł k i nie l e ż ą na oei kc l ineac j i . - ^ , są per­

spektywiczne, a więc i rzutowe, - o s i ą i c h perspekty­

wy ja~st prosta pv . Środek kolineacji O oraz wszy­

stkie punkty o s i k o l i n e a c j i J odpowiadają same sobie 

oś kolineacji oraz wszystkie p r o s t a ; przechodzące 

przez środek kolineacji O "J^S^USML k Q ^ n e & 0 j . i / , Q d -

powiadają same . bobie. Prostoj niewłaściwej ^ / układu 

odpowiada prosta 4. ; $*Q2 to i n i ewłaśc iwe j Ą00 

układu 7^ odpowiada prosta proste & i $ , 

nazywają si9. osiami wzajemno»ii; są ono równoleg łe do 

osi kolineacji pf i mają to własności a o t o d l e g ł o ś ć 

jednej z nich od środka k o l i n e a c j i i od l eg łość drugiej 

od osi kolineacji są odcinkami równo leg ło śc i i p rza-

ciwnego zwrotu / § 9 7 / T 

J e ż e l i jeden z dwóch punktów Or i 0± t ,z k tó rych 

rzucamy uk ład F , np, punkt. j e s t kierunkiem do 

płaszczyzny dwusiecsnej ką.ta dwuacCennego między p ł a s z ­

czyznami P i J i to rzut / T . układu ^ z tog., 

punktu jest kładem układu -r , na n ła szczyzn JT do~ 

koła ś ladu p m . .2 d w ó c h \ u k l e ś n y c h w kcl ineis ;£ 

środkowej można zawsze jeden H i : lwi., z nich uwa­

żać z a k ł a d układu, k tó rego rzutem jest drugi.* 

Kolineacja środkowa jest wyżnaczbna pr#ói śwr' ?-
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środek O , .'swoją oś >s' i jedną parę punktów odpo<s-

wiednich, A, i" AĄ , l eżących na pros te j 'przechodzą- -

cej przez środek O » albo przez jedną parę prostych 

odpowiednich a, i ^ p r z e c i n a j ą c y c h s i ę w punkcie, le­

żącym na. osi /f , W szczegó lnośc i kolineacja środkowa 

będzie wyznaczona przez środek ^ , oś f i jedną z 

osi wzajemnych lub Ą / § 97/, 

Pary punktów odpowiednich A, i At , _Ą i £ , 

V, i <̂  , l eżących na tym samym promieniu koline-

acji Jd / Rys.302/ tworzą dwa szeregi rzutowe na wspól­

nej podstawie /ó : 

Środek koliaeacji O 

i punkt 3 . w któ­

rym promień kolineac 

y5 przecina oś ko­

lineac j i , są punkta-

mi podv;ójnemi tych 

szerjgów, - W samej 

rzeczy, niechaj ko­

lineacja środkowa będzie dana przez swój środek O , 

oś <f i dwa punkty odpowiednie At i jA. , l e żące na 

prostej , przechodząc* j przez punkt Ó . Aby wyz-

GKOMETRJA1' WYKRESLNA Arkusz 24-ty, 
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naczyć punkty 3^ , odpowiadające w tej ko-

lineacji punktom 3, , , . . . . prostej fi , obierzmy 

najpierw punkt jakikolwiek J*ft , nie leżący ani na oni 

JS , ani na prostej fi i wyznaczmy punkt odpowied­

ni Ai^ , W tym celu połączmy punkty uś.^ i Aźt , i punkt 

A , w którym prosta Ał/il przecina os $ , po łącz ­

my z punktem Jt ; prosta AA^ przetnie promień ko-

lineacji QJ*lt , w szukanym punkcie J*£ , Aby zi.a-

l eźó punkty 3^ , ć7^ , . . . » odpowiadające punktom 3¥J 

(I, połączmy te ostatnie punkty z punktem At 

i punkty 3 , (f , . . . . w których proste Ajf, 3, t 

At, &t ,/;'.', przec inają oś ^ ; połączmy z punktem 

Af^ ; proste , //^ Ć , « . . przetną promioń ko-

lineacji fi w szukanych punktach 3K , , . o Ezere-

gi Ą, , 4 , ^ . . . . i Aą.&ą,&Ą są wf ęc 
perspektywiczne z tym samym szeregiem Ł?', , , . , a 

wiec są rzutowe ze sobą. 

Dwustosunek [0$AtA%J jest dla każdej ko-

lineacji środkowej l i c z b ą s t a ł ą t . j . , n i eza l eżną ani od 

prostej fi • n a k tórej l eżą oba punkty A, . Al^ - ani 

od po łożonia samych tych punktów na prostej fi . w* sa­

mej rzeczy, oznaczywszy l i t e r ą T punkt, w itirym 

prosta OMtJit przecina oś kolineacji i zważywszy, 

że dla każdych dwóch punktów odpowiednich A , i A± 
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3, i Bt , . . . istnieje punkt osi A , 3 , k tó ­
ry jest środkiem perspektywy czwórek <2 f-Ay-At ~i 

OZA.JtĄ , 0?3,3Z i — * 
mamy (OJA.Aj - (OS&Bj - WA^J 

Wartość Jt tego dwustosunku nazywa s i ę cechą 

kolineacji środkowej, - jest to wartość stosunku, w 

którym oś wzajemna # dziel i od l eg ło ść środka y od 

osi A / gdyż '{ą'j.X,X~ = A a1130 W 

którym oś wzajemna dziel i o d l e g ł o ś ć osi / od 

środka O / gdyż ( s ff* 6 

Tak samo dowiedliOy^ że pary prostych odpowied­

nich a, i , 4 i ^ t ^ i <?4 , wychodzących z te­

go samego punktu osi kolineacji tworzą dwa pęki 

•rzutowe o wspólnym w i e r z o n o ^ 

przytem dwustosunek (fe s a>*J , gdzie fisO$ 
jest- l i c z b ą s t a ł ą , równą zresz tą tej samej l i c z b i e ^ 

która jest wartośc ią dwust:surku ( O0A,A^ 
J e ż e l i cecha kolineacji środkowej ^ - —d , to 

ta kolineac ja nazywa s i ę ir. VQ lucy jną. Na kaldym promie­

niu kolineacji punkty odpt«i i*--lnie A, j Ąt , 3, i 

»«. . są wówczas sprser.<m inwolucyjnie, tak że każ­

demu punktowi P odpowiada Jodan jedyny punkt, nie­

zależny od tego, czy purk; .P zaliczymy do układu F, 

' c z 7 do układu . - Pc::br;.eż pary prostych odpo­

wiednich <zt i ą£k Ą i A. , w y c h o d z ą c y c h z tepc 
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samego punktu osi, są w inwo łuc j i , tak że każdej 

prostej fi odpowiada jedna jedyna prosta, n i e z a l e ż n a 

od tego, do którego układu tamtą prostą zaliczymy. 

W szczegó lnośc i prostej n iewłaśc iwej odpowiada jedna 

jedyna oś wzajemna jfc'5Ą , która l eży pośrodku 

między środkiem a os ią koljneacji. - Każde dwie pary 

punktów odpowiednich tworzą czworokąt zu; jłny /Rys,303/ 

którego jeden punkt przekątny 

jest środkiem, a drugi l eży 

na osi kolineacji; każde dwie 

pary prostych odpowiednich 

tworzączworohok zupełny, któ­

rego jedna przekątna jest 

o s i ą , a druga przechodzi prze 

środek kolineacji. - Dwa u-

kłady p ł a s k i e w kolinoacji itf 

wolucyjnej stanowią w ł a ś c i ­

wie jeden jedyny układ p ł a s k i , którego zarówno punkty» 

jak proste są parami sprzężone. 

§ 159. Kolineacja ogólna dwóch ukladór; płaskich.^ 

Niech będą dwa układy p ł a s k i e Ft i JT^ , spe łn ia jące 

wszystkie 5 warunków § 157, a więc perspektywiczne, 

j e ż e l i nie l e z ą w jednej p ł a s z c z y ź n i e , lub i koline­

acji środkowoj, j e ż e l i l eżą w jednej p ł a s z c arźa ie . Nie* 



tykając jednego z tych układów, przenieśmy drugi w do­

wolny sposób; z 5 warunków, którym te układy c z y n i ł y i 

zadość, ostatnio dwa nie będą wogóle w nowem po łoże ­

niu tych układów spe łn ione , podczas gdy pierwsze trzy 

pozostaną w *wej mocy, nie ustanie również rzutowośó 

odpowiednich czwórek, szergów i pęków. 0 układach ta­

kich mówimy woiąż jeszcze, że są w ,kolineacji, która 

jednak nie będzie już wogóle środkową; ta ostatnia jest 

przypadkiem szczególnym owej kolineacji ogólnej„ 

Do kolineacji ogólnej dwóch układów p łask ich mo­

żemy dojść na innej jeszcze drodze. Niech będą dwa 

układy perspektywiczne i Ą ; rzucając jeden z 

nich np.. z dowolnego punktu na dowolną p ł a s z c z y z ­

nę, otrzymamy układ F3 , który z okładem F, nie bę­

dzie już wogóle w perspektywie, choć pozostanie z nim 

* kolineacji ogó lne j .Ko l ineac ja ta zostanie zresz tą 

zachowaną po dowolnej i l o ś c i kolejnych rzutów każde­

go z układów F, i F^ , - Podobnież, wychodząc z 
d ^óch układów F, i F, , znajdujących s i ą w koline-

acji środkowej i przeksz ta łca jąc środkowo - koalicyj­

nie w dowolny sposób jeden lub oba układy F, i Ff , 

°trzymaray nowe układy, które będą ze sobą w koline­

ac j i o g ó l n o j . 

Kolineacja ogólna jest wyznaczona przez 4 pary 



punktów albo 4 pary prostych odpowiedni cii 2 tam zas­

trzeżeniem, żeby żadne 3 z tych punktóww żadnfm ukła­

dzie nie l e ż a ł y na jednej prostej, względnie aby żad­

ne 3 z tych prostych w żadnym u k ł a d z i e n i e przecho­

d z i ł y przez jeden punkt, 

Innemi słowy, kolineacja ogólna j e s t wyznaczona 

przez odpowiedniośó dwóch czworokątów lub dwóch czr/o-
mmmmmm — — — • i i 

roboków zupełnych. W samej rzeczy, niech będą np. dwa 

czworokąty zupełne A ,3^^ i AĄ34<£J£. l e zące w 

jednej lub w różnych płaszczyznach /Rys|304/; j e ż e l i 

założymy, że 

punktom A, , 

4 , i 

J)t , I u k ł a d u 

odpowiadają 

punkty Ah , A 
C i -A II 

układu, to każ­

demu punktowi Ą4 leżącemu w p łaszczyźn ie czworokąta 

A^AA i aali czonemu do I układu odpowiada jeden 

jedyny punkt , l eżący w p ła szczyźn ie czworokąta 

A £ £ A i nal eżący do układu II . Połączmy punkt 

Slt z dwoma któreraikolwiek wierzchołkami czworokąta 

At3tCtMf np, z A, i Bf. Punkty t o będą wierzchom 



kami dwóch czwórek Ą '(%'(?,) i £, frAAM.) 
Wyznaczmy w układzie XI uro?te A*Ji. i A-41 odpo-

władające prostym -A,Mi i .Ą-^J W czwórkach rzutowych 

B,(A,e,ĄM,J yc Ą/ćiŻĄĄ) ; 
punkt p r z e c i ę c i a ^ prostych -A^Af^ i będaie 

odpowiadał punktowi , który jest przec ięc iem pro­

stych odpowiednich AtSlt i 3,j£t. 
Każde dwa układy A i ^ , znajdujące s i ę w ko-

lineacji o g ó l n e j , można zawsze przez odpowiednie prze-

s u n i ę c i e jednego z nich sprowadzić do kolineacji środ­

kowo j . 

Kanim; rozwiążemy to zagadnienie, zauważmy że gdy 

dwa układy £ it są w kol*:neacji środkowej /Rys.305/ 
to t r ó j k ą t Ji,J?,&/\ X 

O \ 

> 1 » V 
A 

^ - . - . - Ą A . 

S 

który tworzą dwie 

jakiekolwiek pro­

ste i b, I u-

kładu z o s i ą wza­

jemną yt , jest 

podobny do t r ó j ­

kąta oaĄ a4', 

który tworzy śro­

dek kolineacji Q z pnrikfcami wzajeransmi ^ i j&: t 





odpowiadająoemi w układzie Ilpunktom niewłaściwym 0.* 

i ćt, prostych <z, i Ą . Tak samo oczywiśc ie podobne 

będą t ró jkąty Ą. & &/i OR & \ Niech będzie te-

raz kolinoacja ogólna dwóch układów ^ i 7^ » wyzna­

czona np,przez czworoboki zupełne *,4Ąe,Ą i a ^ e ^ ^ 

/Rys„306a/ . 

Wyznaczmy na bokach i punkty wzajemne i 

i c / i na bokach Ą , , i Ą. punkty wzajemne ^ - i # 4 ' 

ża pomocą azworek rzutowych 

*iśJm& &k*JJUStt - • 
4. * A 3 X 

- MSlMi 
Proste 7tt2i4 i <&t &Ą będą osiami wzajemnemi 

i ^ u k ł a d ó w i I*Ł ; budując na odcinku 2%^'. 

t r ó j k ą t podobny do t r ó j k ą t a A< Ą4Ą
y/co moż­

na zrobić dwoma sposobami/ a na odcinku Ć?Ąicój-

kąt 4 4 ' podobny do t r ó j k ą t a A.RR '/co możliwo 

także dwoma sposobami/, otrzymamy punkty %<hrt 1 

które przez przenies ieni© układu J£ doprowadzamy do 

przystania w punkcie O /Rya*306b/ii Obracajmy teraz 

układ yv dokoła punktu O dopóty dopóki-prosta 
^ £<££ <£^7nie stanie s i ę równoległą do prostoj . 

1 2&, układy będą naio.nozao w kolineacji śród 

http://naio.no


kowej, k t ó r e j środkiem jes t punkt O . a o s i ą p ros ta 

f> , poprowadzona równolegle do osi wzajemnych Ą i 

A tak, ahy o d l e g ł o ś ć j e j od jednej z tych prostych 

była odcinkiem .równej o d l e g ł o ś c i i przeciwnego zwrotu, 

n i ż o d l e g ł o ś ć drugiej od ś rodka O \ Ponieważ zarówno 

punkt jak punkt ^ może być T/Jznaczony dwoma spo­

sobami, wico zagadnienie ma 4 rozwiązania, , 

1C0„ Kore lac ja dwóch u>>?adóv/ .p łask ich , Ko l ine - • 
acja orólna dwóch układów płaskich naprowadza nas na 



nowy związek geometryczny dwóch układów p łask i ch zwa­

ny kore lac ją , a polegający na następujących własnoś­

ciach: 

1 / , Każdemu punktowi układu , odpowiada jedna 

jodyna prosta układu ; każdej prostej układu AJ 

odpowiada jeden jedyny punkt układu FĄ i nawzajem, 
• if 

Z/, Punktowi i prostej, należącym do siebie w jed­

nym układzie odpowiada prosta i punkt drugiego układu 

które również do siebie należą; 

3/, Każdej- czwórce punktów jednego układu odpowia­

da czwórka prostych drugiego, która jest z n ią rzuto­

wa i nawzajem; wogóle każdemu szeregowi punktów jedneg 

układu odpowiada pęk prostych drugiego i nawzajem, 

"Korelacja" taka będzie wyznaczona przez z a ł o ż e ­

nie odpowiedniości wzajemnej 4 punktów jakichkolwiek 

I układu d, , B, , C, i J), , z 4 prostemi drugie­

go układu at , Ą , *, i z tern jedynem z a s t r z e ż e ­

niem, żeby z tych 4 punktów żadne 3 nie l e ż a ł y na 

jednej prostej, ani z tych 4 prostych żadne 3 nie prze 

chodz i ły przez jeden punkt; innemi słowy przez z a ł o ­

żenie odpowiedniości czworokąta zupełnego A, 

z czworobokiem zupełnym <z, Ą e, df. 

% 161 j Okład biegunowy , Niech będzie t r ó j k ą t 

AtAŁAą /k tórego boki oznsc • -n ?, literami; 
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a> = 44Jd; Ą^AjA^i a,a-44/* punkt .jakikolwiek £ 

nie leżąny na żadnym z boków i prosta & nie przecho­

dząca przez żaden z wierzchołków togo t r ó j k ą t a /Ry3,307/ 

Ma mocy poprzed­

niego ST ty ku łu 

odpowiedniość 

punktów f 

JiZĘ i 
i prostych 

<*>r!> * 

£ wyznacza 

kore lac ję dwóch 

układów p ł a s ­

kich leżących 

w tej samoj p ł a s z c z y ź n i e ; Korelacja ta ma t ę własność , 

że każdemu punktowi tej płaszczyzny odpowiada zaws.ze ta 

sama prosta, a każdej prostej ten sam punkt, n i e z a l e ż ­

nie od tego, do którego układu tamten punkt albo tamtą 

prostą zaliczymy. 

%z JO?. 

Przod^wszystkiom własność ta dotyczy punktów A/ 

, Aj t 3 i prostych , « 4 , as , & , J e ż e l i 

zaliczymy punkty. A/ , /ł< , A* i S do I układu, to 

na mocy za łożen ia odpowiadają im proste 4, , « * . , < « i 

p . J e ż e l i te punkty ju&iczyicy do II układu uważając 
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je za p r z e c i ę c i a prostych AĄ i <̂  , * i «z, , i ^ 

i ^ , to odpowiadać tym punktom będą w I 

układzie proste łączące punkty AĄ i AS , A, i AĄ. , 

4, .i , 6 i 4>f Ą , a więc te same proste 

Stąd wynika, że t ę samą własność posiadać będą punl 

ty Ą i JS^ i £s i w których prosta ^ przecina boki 

K » t r ó j k ą t a A,A^A£ , oraz proste 4 t ^ 
i <̂  , które łączą punkt J 5 z jego wierzchołkami 

AĄ i A3 . Skoro bowiem punktom AT , <^ , JS % £ 

odpowiadają w obu układach te same proste <t, , , 

i ^ ,, to prostym A,3s *% , ĄĄ3* fiĄ , Ą&s Ą 
odpowiadać muszą w obu układach te same punkty 

Tę samą własność rozszerzymy teraz n i wszystkie 

punkty, leżąca na którejkolwiek prostych <«, , « , 

i 3 1 na wszystkie proste przechodzące pr ez którykol ­

wiek z punktów A, T A^ % A3 i ^ , Poi leważ bowiem 

punktom Az t A3 i Ą , odpowiadają w c ?u układach 

• te same pro.ste ^ , aj i A , więc każdeuu punktowi 

prostej - o d p o w i a d a ć będzie w obu układać . ta sama 

prosta /Tlj t przechodząca przez punkt At ' ten sposób, 

aby « f ^ 4 ĄĄJ r Ą fyc, 4 mjj 
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Wreosci© t ę samą własność posiadać będą wszystkie 

inne punkty i proste p ł a s z c z y z n y . Połączmy np, punkt 

, nie leżący na żadnej z prostych » «z i 

* z punktami i A, prostemi fi, i /&4 ; ponieważ ' 

na mocy poprzedniego ustępu, prostym tym ?/. obu układach 

odpowiadają te same punkty fi i P , a których p i e r -

wszy łozy; na prostej ^ , a drugi na prostej , więc 

punktowi P odpowiadać musi w obu uk ładach t a sama 

pros ta fi7^=/b. 
T* dwa układy korelacyjne można przeto uważać za 

jeden jedyny układ p ł a s k i , w którym zachodzi wzajemne 

podporządkowanie punktów prostym i prostych punktom. 

Układ taki nazywamy biegunowym; pros ta Jb podoorząd-

kowana punktowi nazywa s i ę jego biegunową; punkt 

P podporządkowany prostej /a nazywa s i ę j e j biegu­

nem. 

Ponieważ punktowi i prostej należącym do siebie 

podporządkowane są pros ta i punkt również do ..siebie 

n a l e ż ą c e , więc ramy twierdzenia:.-

J e ż e l i punkt C leży ha biegunowej punktu £ \ 

to biegunowa punktu & przechodzi przez punkt £ . 

J e ż e l i pros ta c przechodzi przez biegun prostej 

£• , to biegun prostej Ć l eży na prostoj 3 \ 

Stąd zaś wynika, że biegunową punktu p r z e c i ę c i a 



p r o s t y c h "1 i 'Ł j e s t prosta U c z ą c a i c h biegany 

i nawzajem b i e g u n e m p r o s t e j , ł ą c z ą c e j p u n k t y i 

jf , jest p u n K t p r z e c i ę c i a i c h b i e g u n o w y c h "i i . 

§ 162. Punkty i p r o s t e s p r z ę ż o n e , Inwolucja b i e g u ­

nowâ  Proste & i c t m a j ą c e t ę własność że biegun 

jednej z nich l e ż y n a d r u g i e j / a w t e d y biegun drugiej 

l e ż y na pierwszej / , n a z y w a j ą s i ę p r o a t e m i biegunowo 

sprzężonemi; punkty 3 i £ , z których jeden l e ż y 

na biegunowej drugiego / a wtedy drugi loży na biegu­

nowej pierwszego / , nazywają s i ę punktami biegunowo 

sprzężonemi. 

Niechaj będzie szereg punktów X, , 4, , Jtft . 
na podstawie /& /Rys„ 

308/; biegunowe tych 

punktów £4 , 'lt , /n/ 

przechodzić będą 

wszystkie przez bie­

gun prostej A ; oz­

n a c z m y literami ^ 

* . . . . Pun­

kty, w tórych próe-

te ' , Z, , / « 
.o 

przec inają p r o s t ą ^ 

Ponieważ 



fi (Ą t^J 7c "><-/ 5f fi / # K I 
więc fifg,' Z,,J/t...J 7r^fiJTŁĄj(t.t.j 

Łatwo okazać, że każcie dwa punkty odpowiednie tych 

szeregów rzutowych na wspólnej podstawie odpowiadają ? 

sobie podwójnie. Zaliczmy np„ punkt do I szeregu; 

punkt odpowiedni znajdziemy w p r z e c i ę c i u prostej fi z 

biegunową punktu JC^ ; ale na mocy I twierdzenia pop­

rzedniego artykułu biegunowa punktu $ 5 przechodzi 

przez biegun prostej A, , to jest przez punkt /J/ ; w 

ten apooób jpunkty I(, i KŁ- odpowiadają sobie podwój­

nie, s3(ąd już wynika, że każde dwa punkty odpowiednie 

Ą,,% , iMf i śńf^ t,.•< odpowiadają sobie podwój­

nie, tak dwa szeregi rzutowe fi (Afifił, ̂ J4^^ 
i fi CK£/%^Ć/K —J * stanowią inwoluoję 

punktów / § 152/, lamy więc twierdzenie: 

Wukładzie , bie gunowym na każdej prostej punkty 

biegunowo sprzężone stanowią inwolucję A waajomnie: 

dokoła każdogo punktu proste sprzęron* biegunowo sta­

nowią inwolucję , W tan sposób, układ biegunowy wyzna­

cza na każdej prostej i dokoła aid-jgo punktu pewną 

inwolucję , zwaną inwo1ucjąjblagmvwą; tak punkty 

h&b proste sprzężone biegunowe są far ag im s>;.*z_ozons w 

inwolucji biegunowej. 

§ 1 6 3 . Trójkąty biegunowe; Poniewa,' prosta *?v.,< 



i <3fy są biegunowemi punktów A,. , AĄ i ; -więc każ-

de dwie z tyoł | prosty eh Ąkażde dwa "z tych punktów są 

ze sobą biegunowo sprzężone. T ró jką t ma t ę o- ' 
i • 11 Wy *' .- •. • 1 1 ( • • , > . ' -Ti* 2 ' •„ 

s o b ł i w o ś c , że każdy jego wie rzcho łek j e s t biegunem prze-

c iwleg łego mu boku, zarówno jego w i e r z c h o ł k i , jak i je -

go boki- są sp rzężono . Tró jką t t a k i nazywamy t r ó j k ą t o m 

biegunowym. Trójkątów biegunowych j e s t n i e s k o ń c z e n i e 

wiele.-. Dla otńzymania k tóregokolwiek z n i ch p o s t ę p u j e ­

my jsik n a s t ę p u j e : Obieramy dowolnie punkt ; znajdu­

jemy jego biegunowa w* j na prostbj #Ł obieramy dowol­

n i o punkt J% i znajdujemy jego biegunową 1> , k t ó r a 

na mocy twierdzenia § 161 p rze jdz ie przes punkt Aź , 

w* c sze lc łączymy punkty i prostą, \ b ę d z i e 

to na .nasadzie a 161 bi.sgunowa punktu i w którym 

s i ę . p rzec ina ją proste <*t i 1 , T ró jką t bę ­

dzie t r ó j k ą t e m biegunowym. Oczywiście ten sam układ 

biegunowy, k tó ry okr e śliJiY^&pomooą t r ó j k ą t a bieguno­

wego AfA^ 'Aj , punktu i jego biegunowej P , moż­

na' o k r e ś l i ć zapomooą. każdego innogo t r ó j k ą t a bieguno­

wo go AljfP , jakiegokolwiek punktu $1 i jego 
biegunowe j ^ , • 

; | 164. ' 'XLADY BIEGgNOT JEDNOSTAJNE I NITODNOSTAJN 

Ńioch b ę d s i e układ biegunowy, wyznaczony pracz t r ó j k ą t 

biegunowy 4, J% A^ oraz biegunową $ punktu dowolnego 



& t prżytem punkt 3 nie l eży na żadnym z boków, a 

prosta Ą nie przechodzi przez żaden z wierzchołków 

t r ó j k ą t a "$ę f4L_ Trójkąt ten dziel i p łaszczyznę na 

4 obszary, z których jeden tylko bywa skończony i na­

zywa s i ę wtedy polem trójkąta,; a trzy są nieskończone 

7Bys.30& i 310/. 

Ponieważ punkt 

M nie może le­

żeć na żadnym z 

boków t r ó j k ą t a 

więc musi on na­

l e ż e ć tylko do 

jednego z 4 ob­

szarów p ł a s z c z y ­

zny, ponieważ 

prosta Ą nie 

może przechodzić 

przez żaden wierz 

chołek, więc mu-

ai ona przenikać 

do trzech obsza­

rów, dla czwar­

tego pozostając 

obcą.. Ufobec tego 

X \ i 2 



względne po łożenie punktu J3 i prostej i może być 

tylko dwojakie: albo prosta & nie przenika do obsza­

ru, w którym leży punkt £ , t . j . nie przecina obwo­

du tego obszaru /Rys,309/ - albo prosta ^ przenika do 

obszaru, w którym znajduje s i ę punkt , t , j . przeci­

na obwód tego obszaru /Rys,310/, Pierwszy przypadek za­

chodzi np, wtedy, gdy punkt J3 znajduje a i ę w obszarze 

IV, t . j . wewnątrz t r ó j k ą t a biegunowego, a prosta Ą nie 

przenika do obszaru I? , t v j . nie przecina obwodu tego 

t r ó j k ą t a /Rya.309/, Inwolucja biegunowa jest wtedy na 

wszystkich trzech bokach t r ó j k ą t a A,-rf^ ^ eliptyczna, 

gdyż na każdym boku dwa punkty sprzężone prze/rradzajc, 

wierzchołk i na nim l e ż ą c e . J e ż e l i wyznaczajmy bieguno­

wą fi dowolnego punktu , to s i ę pokaże, io ta bie­

gunowa nie przenika do obszaru, w, którym s i ę znajduje 

punkt JF* . W samej rzeczy, zauważmy, że rzut którego­

kolwiek wierzchołka t r ó j k ą t a biegunowego z punktu 

na bok przec iwleg ły oraz punkt, w którym biegunowa y& 

ten bok przecina eą sprzężone /gdyż prosta W jest 

biegunową punktu *>%tfi / , - a więc w danym rasie są te 

punkty; na każdym z boków przoz wierzchołk i przegrodzą-

he; ponieważ zaś rzuty YrierzohołKÓw l e ż ą zawsze na ob­

wodzie obszaru, w którym l eży środek rzutów *fi , więc 

prosta^) tego obwodu nie przetnie t . j . nie przeniknie 
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do obszaru, zawiera jącego punkt jP^, Możemy więc "twier­

dzić stanowczo, że w takim u k ł a d z i e biegunowym nie i s t -

n i e j ą punkty rzeczywis te , k tóreby l e ż a ł y na własnych 

biegunowych. 

Układ biegunowy t a k i nazywamy jsdnostajnym, a lbo-

wiem inwolucja biegunowa jest wtedy na każdej proste j i 

dokoła każdego punktu jednego rodzaju, mianowicie elip-, 

ty :tr.a. 

Drugi przypadek b ę d z i s m ia i miejsce wtedy np., gdy 

punkt JS znajdzie zię w obązar?/.? 17, t . j . wewnątrz . 

i oji^ąta biegunowego, a p ros ta & nie ominie togo ob­

szaru, t . j , przetnie obwód t r ó j k ą t a , przyton dwa jego 

boki zos taną przez n ią p r z e c i ę t e wewnę t rzn ie , a trzeoi 

zewnętrznie /Hy %310/ . Jes t oc żywi etom» że inwolucja 

biegunowa na tych dwóch bokach, k t ó r o są p r z e c i ę t a we­

w n ę t r z n i e przez p r o s t ą & b ę d z i e hyperbol iczna . Na 

pierwszych dwóch bokach i s t n i e j ą zatem po dwa rzeczy­

wiste punkty podwójne, t . j . sprzężone same ze sobą, a . 

< ; •• l e żące na własnych biegunowych, Natomiast na trse-

oira boku t r ó j k ą t a biegunowego nie i-t-tnie ją punkty rze­

czywiste , l e żące na własnych biegunowych^ Układ biegu­

nowy tak określany nazywamy nigigd a tajnym, albowiem 

inwolucja p rzezeń wyznaczona na rożnych prostych i do-

. d c ł a różnych punktów nie jest jednego rodzaju. 
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§ 165. mtWm I BIEGUNOWA. U"nOJ0N£. Jest ucżywi s t ę ­
żę biegunowe punktów jakiejkolwiek inwolucji na pro­

stej fi są piostemi.-pewno j Inwolucjj dokoła jej biegu­

na sP , J e ż e l i w szczegó lnośc i inwolucja na prostej 

jest biegunową, to biegunowe punktów sprzężonych tej 

inwolucji stanowią imrolucję biegunową dokoła bieguna^ 

prostej. 

Inwolucja biegunowa na dowolnej prostej ie^t per­

spektywiczna z inwolucja biegunową dokoła bieguna tej " 

.prostej, j e ż e l i bowiem punkty JTt i JT^ , Z, , i 4j£ t . 

stanowią pary punktów sprzężonych inwolucji biegunowej 

na prostej fi , to ich biegunowe -f, i i ł ( £ i , . , 

stanowiące pary prostych sprzężonych inwoluoji biegu­

nowej dokoła punktu i przechodzą odpowiednio przez 

pary punktów sprzężonych J{ i , ^ i Z, ..... 
inwolucji biegunowej na prostej fi . 

Prosta urojona nazywa się biegu* 

apwą punktu urojonego 
jest biegunem prostej ^ , a proste , c , , / 

są biegunowemi punktów , Z t 7^ , Z . Punkt 
urojony 

nazywa s i ę wtedy biegunem pro 
stej urojonej Wer* "iy . Nietylko wiec rzeczy­
wistym, ale i urojonym punktom i prostym można w danym 
układzie biegunowym podporządkować proste 1 punkty t.j 



biegunowe i bieguny. - W podobny sposób moina o k r e ś l i ć 

punkty i prosta biegunowo sprzężone, że 1/ na każdej 

prostej rzeczywistej układu biegunowego l eżą dwa punkty 

sprzężone same ze sobą, t . j . l e ż ą c e na własnych biegu­

nowych;.mogą one._byó rzeczywiste i odrębno, rzeczywiste 

i zjednoczone, lub urojone sprzężone, 2/ a każdego punk­

tu rzeczywistego wychodzą dwie proste sprzężone same ze 

scbą, t , j „ przechodzące przez własne bieguny; mogą one 

być rzeczywiste i odrębne, rzeczywiste i zjednoczone, 

lub urojone sprzężone . -

R O Z D Z I A Ł m . 

STOŻKOWE | STOŻKI. 

§ 166. Określenie stożkowych. Ogół punktów i pro­

stych, rzeczywistyoh i urojonych, które w danym układzie 

biogunowyra są sprzężone same ze sobą, nazywamy stożko­

wą. ] . '•• 

Punkty samosprzężono nazywamy punktami stożkowej 

tego układu; przechodząc© p r 2 e z nio własne ich bieguno­

we nazywamy stycznemi do stożkowej w tych punktach. 

Punkty stożkowej są to więc punkty podwójno inwolucji, 
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