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akad wynika._ie czworka promem abmn , rsuca.jqcych
te punkty 2 punktu <? , jest harmoniczna /8. 141/
§ 143, Cawérki perspektywiczne Méw iy, E¥) Syl

| ka punktw ABcl  , lezacychna proste] /3[/’/"’5”-0,(]
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cych z punktu e/'D reﬁ(a/éac&y , Jezeli. pronte @;5.0
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tak 36 punkby 4, & i J sg prazecigciami prostej A
prostemi =, 5, ¢ i &, aproste @ & ¢ 1 Jrzucaja.
punkty 7. B.C i J 3 punkin P . [/ Rys 261/,

" Prosta /o nazywa sig podstawa
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B | 3 aoc / ognaczemy symbo-
Rys 2¢. lem /0[430_0] == /D[a_,ic =,

Na zasadzie § 141 jezeli te

czwirki sg perspektywiczne, o dwustosunki (A 8¢/ i

(@ bcd) sa rémne.
¥béwinmy, 2e czwértxi punktéw 2 (48, ) / &y
/.7‘3'[/4"a . } 58 perapeokiraiczne '

4.8C0,) 7 P (AB,C0)
'jezeli 1atnisje cawirka Flade q{/ kteraj prusta lgcze

po
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odpowiednio punkty 4, 1 Ay, B, 18, € i G, 2

1 -Da, ~, tek ze obie czwérki punktdw sgq przecipciami
tej samej czwérki prostych, Punkt A~ nasywa sig frodkiem
perspektywy cewbrek o (4 BC0) i PulHHGH)

/ Rys.262/ Méwimy, e cswérki prostyeh®
" Lla,bed,) L 6/44 &, a{,aijgg -erspoktywicene
Plaged) T Bl 5o/

jezeli istnieje czworka
b(ABCY) . kb

rej punkiy sg odpowiednio

przecigciami prostych <,
i 44“. é/ i éz, » 6_'/
i. d&. 2 d! i cz&_ 4 tak
4e oble czwérki prostych

Rys. 262, 3 .rzucajg to samg "cg"_érke pun;
ktéw, Prosta /ﬂ nazywa éi'e..osia. perspektywy czwirek
/'D(“'l é' y .“‘4/ e L ’23"/“‘4 %, ¢, &, ) /Rys.R63/,
N zasadzie § 141, jeseli = 4 (4 B5C2) =
= (A 5G] e (4,8 60)=(458,672)
jetell Pla,be o) = A (@b, dJt0 (2,6 ) = (2804 )

- § 145, Sieregi‘._i peoki .pe.r‘spek"by,wiczne, Niechaj be -
dsie prosta b i punkt A naniej nie lesscy /Rys.264/.
i edsy puﬁktmi proste] ~ i’-prpsjcemi, wychoizijcemi 2

oA -



- 283 -

X){sf 263.

punktu A wozna ustalié odpowiedniogd doakohalq. t.5.
tekg ze kaidemu punktowi A prostej # odpowiedaé be-
dzie jedns jedyna prosia a__wychodsa,ca z puskiu P g
ta mianowicie, ktéra przez punkl A przechedzi, - &
kagdej prostej é » wychodzgee] z punkiu ~ odpowia~
daé bedzie na prost,e /1 jeden .namny punkt & , tén
miancwicie, ktéi’y 182y na proste] & . Wéwimy wtedy,

ze szerog punktéw /3/’4.‘) . ) joat perspekiywicsny &

pekiem proa-t.yil_} /c’(.s:,, &.....0, CO GUNASCZAMY
' -1 | /a /H RN f,:"' S --‘C.’/:z &, .

Proata/b nazyws si¢ podstawg szeregu 0 (AB.... )
punkt & ng_zywa. gio wierschotkiem peku F‘(,ceé-'../, Jeo-

3eli M, N, & ,i R s jekiemikolwiek czterema
punktami szeregu PAB....), aproste m , ~ .. g
i 1‘ odpc,}ﬁada,jq im v ppku /O/cbw } to czwérki
//m/gej i ,-/:'[m/z};n/ 84 percpekbtywicsne tek, #e h
(/4//1/6‘.2/'{’/ = /m,’&ﬁr’y_,' |




 ~Niech bedq teraz w plaszczyzoie rysunku dwie pro-

ste L /RY_S_._. 265/ H;{edzy 'pnnk{,ami prostei B

i punktemi prostej ,p, moina ustalil vdpowiedniosé do-
_skbnalé..' t.j. taka, ge kasdemu punktowi /4, prostej 4,
gbdquviada,é_bedzie joden jedyny punkt 4, rroatej Ay
1 nawzajem, kezdemu punktowi &, prostej s, odpowiadad
bedrie jeden jedyny punkt &, prostej 5, . W tys celu
obierﬁmy w plasgczyinie rysunku punkt jakikolwisk A~

nie leiacy na gadnej z prostych 4, i /o, ° umewiamy sie
ge .‘:;a_.idému punktowi prostej /2, » nd, punitowl /‘7, >
bedzie odpowiadal ten punkt A, prostej /25 ktéry le-
iy na prostej PA, . & kazdemu punktowi prostej f,

nap, punktowi ‘53 odpowisdaé bé_dzie ten punkt &,
z
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proatej A, , L.tory lesy na prosue,) TR te.k e

preste @, & ,,...,, lycszace pery punkt.éw odpoviednich
Ay A, + 8.4 ,ﬁ”z’, ..... » przechodzié beds zawsze
przez punkt /¥ ten sposéb zardemo szereg O, (4 8-.)

Jakr szereg S [ -fS:a /jest perapéktvviczny 32 tym éd—
mym pekiem presiysh Araé.. ). Méwiny wtedy, e sze-
regl & //‘Zéf. Ji foy ( B,... )ag perspektywiczne. co
sznaczamy

SN ) //" Vi / o oo (A, 5 )%
| "roqfa 2, i /9, » nazywaja sie podetawami tych sge-
regdw perspektywicznych, - punkt /~ nagyv .. 34 érod -
Xiem ich perspskiywy, - Jegeli /4 , N,k i f? :
8g jakiemikolwiek czterema punktami'prostej /2, & pun-
kt; (SR, ,@‘a. i A, odpowiadeja im na prostej
s w szeregach pergpektywicenych 4, [/4, 8...) =
= A [,42'84 ,,,,, )+ b0 cawérki punktéw 0, (/Y A &, /‘3/
iy ("7 /?z/ g perspektywiczne, tak e na zasa-
dzie § 141 [ﬂ//V&Z R, ) = //V/l/d /?‘z/ 2 okreélenia
azeregéw perspekt tywicenych A (4 8,..) 1 o, (4, 8. )
¥ynika, Ze punkt przeciecia podstaw p, i /7, 0dpoviada

Samemu eobio; jeseli wiec punkt ten 2aliczymy do sgzere-
g /o [_/?',8,;-._)1 aznmzmy nep. 11toz;& Z, » Yo gdy ten
Bam punkd ssliczymy do sgzeregu /% //‘/4 @-;},winniémy




go ozm..czvé hbem o e | R,
- Riechaj beds wreszcie W p?u 2C8 gyznie rysmm dva
punkty G f}; /Rys, 266/, Wiedzy prostemi, WYLho~ ‘
dzgcemi 2 punktu A i prostemi, wychodzgcomi 2 panktu
A, wmoine ustslié odpowiedniodé doakonata, t,j. ta-
ka, ie kazde ] pr«m“d a, » wychodzacoj 2 punktw A~ , od-
pmn adac¢ bpdzis jedna jedyna prosta <«,, wychodzaca. z
punktu 4 i nawssjem, kazdej prostej & , wychodza- ‘
cej z punktﬁ L2 odpowiadad bedzle jedna jedyna pro-
sta é,, yychodmca z punktu A, , ¥ tym celu krefli-
ny w phssczyéme rysunka prosts J&k&kOlWlek /2
przechodzaca przes gaden 2 punktow L7 S V-
mawiamy sie. geo kazde] prostej, wychor‘zq,cej z punktu
/> , nap, prostej <, , bedzie odpowiadala ta prosta
4,, wychodzgca 2 punktu /? , ktéra prsechodzi przez
punkt P, , & kazdej proste], vychodzacej g punktu
/3 » map, proste] o, odpowiada.é bedzie ta prosts &, ,

vyohodzgca. z punkiu /'7 , ktéra przechodzz przez punlrt
/36 % tak e punkty 4, B,, o S przecigcia 1
par proatych odpowiednich aia, &i g, .- leieb
beds zawsse na prost.e; /b w ten sposab, zaréwno pek
P(‘b, oy jak pek /2 (s 6,.....), jest perspekty-
wicany 3 tym samym azeragmm ‘punkiiw /‘0 (/7 265 R asa

»
b
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Mowimy wiedy, ze peki (=, 5,-'-/1'. R la, é/sa per;-
spaktwicane, CO 0ZnACZamMY
i K(2,6..0) X 65(be)
- Punkty 2 __i. /3 _nazywaja sig wierzcholkam: pe-
ké_yq'_pprspglgtyﬁ‘j csnych, prosta 4 nazywa sig osig ich
.Pgi'spéktyvy, Jezell m, i oo, g1 7 se jakiemikol;
_vi'ak' cz#erema prostemi, wychodzgcemi 3 punktu /A~ 0 B

% »
wiadaja. im w pekach perspektywlcznych P(a8,....) i

2l 8,. ../ » to cswérki prostych (ery,m, 4,7/ i
VAL 2, 94 &j ag perspektywiczne, tak e (77 12 9 %/ =

wychodsgce 2z punktu /‘:D _proste 72,0 72 %4,. »; odpo-

="y n, 2, %%/ . ’ Z okreslenia pekdw perspoktywicznych
Lla,é....)  Llfa,é,...) wynika, 3e prosta PP

2 (almitaiiniepeltnit

laczgca oba wierzcholh odpouada samej sobie; jeteli

wigc prosts te zaliczymy do peku /"(a,, é.. / i ozna-
CZymy nap, literq 2z, -

to gy to sams prosta za.liczymy do pgku /’/.z by..i)s
vinnidmy ja oznaczyé litera z, ,
. § 145, Cgworki i szeregi rzutowe, Nlechaj csv6r-
ka _punktéw /-‘7/ YVRR). perspektywiczna % cswdrks
prostych /D/m ng”) [Rys, 2677i na nasadzie. § 143

dwustoeunks (‘/V/Vd{?/ [/ﬂfz?rj.ag réwne’, Wyo-
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braimy sebie teraz, %e prosta
/b wraz z -leggceomi na niei
punktemi #/ , ¥ ., /& i A
zostanie w dowolny sposéb 6
nlewazkna skuﬁekftesoAprzeeunﬁs-

cie wazajemne odleglbéci“punkt.éw

Rys A67. | M. N ., & i R nie zo-
, atana gmienione, wigc dwusto-‘ -
» AR sunki //nﬂflyi //V/V“Z'?j
vciu jessczo bedq réwne, choé czwdrki te w ogéle prze-
stana byé perapektyuvzneml Tak samo staloby sig,
gdybyémy nie ruszajac czwérki punktow Ve (/'74/“/?/
poruszyli % mogsca cawérke prostych P(/ﬂ n;r'/ '
Podobniot. jezeli ¢ dwuch perspektywicenych cawé-
rek punktéw o, (MM, & R) i o (M 48 /).
jodna prieniesions zostanie w inne miejsce, to perspe-
ktyvic_:qnqéé_tfy'bh czvéi‘.ok w ogble zostanie zatracong,
choé dwustosunki {/7/1/@ /?) ' (M A, ﬁ Rg') po-
sostang réwne, léwizv ge dwie ezwdrki punktéw 4
NG M4,R) ;i Pl & &//llbo te-dwie cowérki
prostych 7 (m,n,9,5)3i B (rynyq5n,) . &
zo olvérka punktéw '/43_(/7 NE /i') i czwérka proatyuh

Plmnyg r]  sa rzutowe, jeséli' dwustosunki
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//V/W(Q ’?/ //l/ /‘%.‘} 3§ rowns, Cewérki
perapektvwiczne 8% prasto zawsze rsutowe, ale cgwdrki

reutowe mogn nie byc perspaktywiczne Rzutowosc czwo~
rek oznaczamy symbolem =X , np. Piszomy
AL il .

Tezeli % obu ré:vz;,ch/d:toaunx:g v/v?r:oz’a;y é) _.
8A&M0 przeatawieme liter, to nowe dwustosunki pozosta-
ng réwne, W samsj rzeczy, atwo sie przekonmad, se Je=
geli w dwustosunku (/‘7/1/&7/?) A wykonamy jakie-
kolwisk prges awienie liter, 4o wvartosé nowego dwusto-
sunku albo puzostenie réwna .4 » albo bedzie réwna
Jednej 2 licgb @

/ 7 oy
'{J.?-»I, /—I" T

_ Sted wynika, ge dme cawérki 8§ razutows, jezeli
ktdrykolwiek 3 Q4 dvustosunkéw / cawérki réwny jest
dwustosunkowi utworzonemu ¥ ten sam apoaob g odpowie-
dnich elementéw Z czvorkl Tak np, cworkl.

/5//'7/1/@/?/ 1 P/m/z ;y 88 rzutowo, jezeli np

al'bo jezali (/V@,?/t//_/ 7’,./,.&/ s t 2
Niechaj bpdq. w plaszcsydnie rysunku dwie proate
Vi B /P2 . Na proste] 5, obierzemy trzy punkty 4,

B, .1 C, .a na prostej S trzy punkty A4, | 5;
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i Q: Hi@d.sy pumttaml p*osteﬁ .8 pxml'tamzt pro-

wtej A, ustalimy odpomedmom‘ doskonal&, w ten sposdh,

ze |
1/ 'punktowi 4, 'pro-;; Vil odpowiade p.,mr.u »'ﬁ, 45,/@}'1 pawzal
2/ " B’ " ey " " E% " i

3/ n a * L u 1} C’@ " L a
4/ Aazdeﬂﬂ'u innenu punk’c.om M, proate;) L odpomadaé ‘bqs-

!
1

dzie teki punki M prostej M, %e dwustosunkl
//456’/7] i //456”/%/ 83 réme,
Tak usta.lcna odpowiedmoéé mipdzy punktami prostej
P, a punktami prestej A,nazywa sig rzutwoéc:.a, szere-

ghw (4,8C...)i fs ( Ay By Cy .- j co oznacza-
=y

i mowimy. z6 te szeregi sg rzutowe,
| W ten mam sposéb okreélemy rEatEwess dwuch e kow
R l(a,ée,. ) AT 2 (a8 c‘&.:}

i rzutowosdé peku i szeregu
. Plade..)x p(ABC.-.)
Jeze]iM i My, Noi Ny, @i G, A2,
i R 84 czherema perami p‘AﬂKuOW odpowiednich szeregdw
rautowych A (A,BC...) & for (A BaCyqorr)
to Zatwo okaezaé, fo dwusbosunki. GRS »,) i
(/150 8, R,) sa réwne, ' '




L BEY .

W gumej rzecsy , na mocy ekreéleni@irzutowoééi

tych szeregdw mawy roéwnosci l

ns (ABEH) = (4,8,C4)

12/ (4, BoM) =486 M)

/3 (A,8¢c &) = (4,8 ¢ &, )

. AN (Ci,ﬁgcz,ﬁn,l;:(?ﬂ,gazcz.AQ,}.

, ' Rozwingwezy te dwustosunki i podzieliwszy strcna-
':mif/lf przez /2/, 71/ przez /3/ i /1/ przez /4/ otgrzy-

en{

(ABNMM) = (A B N)
(A, 8,8,M) = (4 8,8:M)
(,Ah.ﬁ% /irfﬂb/ = (245'5% /?e/eﬁ,}
skad wynikaja réwnosei:
15/ (A, MBN,) (4 /18, M)
18/ (4,4 8B &) =(4,/ 8, &)
(AN B R)=(AMBR)

 Rozwingwszy snowu te dwustosunki i podzieliweszy '
atronami /6/ przez /6/ i /5/ przez /7/, otrzymamy
(A, M &N,) = (AN & H)
g (A, MRN) = (4, M, /?k,dé//.
skad wynikaja réwnogoi ;
o/ (MHAL) = (M N4, d,)
( GMAR) =( N 4R )

Rozwingwsuy jesscze raz te dwusicounki i podzieliw-
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szy stronami /8/ przes /S/ otr2ymany
(R ﬁ,/’ = /1% Ve Ay &s ) stad wynike wreszed
. (‘//\'7/ A{ﬁ;@/ % (fe ,/,’,‘/,. &29 ,?j:, <

. Tek wige jezeli #, i A, |, YA Me » & 1 &,
Sﬁ»,ti‘ggma parami punkiéw odpowiedrnich dwuch szsregéw
rzutowych '

/J, //5 ooy‘) ';%,w /5_-@, L‘;r'i', ﬁ: (:Efli‘/}
to ta rzutowosé jest mentyc na z rzutovodcia

o (M E.) K foo (P M B, )
gdyz kazdemu punktom /?pr ostej /&, odp owiada w obu
rzutowosciach ten sam punkt Pz_ progtej A, ;'ngw_zg.gq\m:

Rzuvowosé dwuch szeregéw /pekéw, szeregu i pekn/

jest przeto okredlona przez 3 kitérekalwlek pery ele-

mentdéw. odpowied n.ic}u..

Jezeli wychodzac 3 jakiegokolwiek peku )
P/a,5c'...j przetniemy go dowolxng rrostas &, , to o-
trzymamy perspextywiceny gz tym pekiem szereg /o, //f,
8,¢/...): raucejac  ten szereg z dowolmego punkbu
otrzymamy pek P /4 5 <, ”..) perapeﬁtywiczn; Z prRere-
giem /‘a,[ﬁ' 8,45 / peltiem /L? w,é)y "/", j, preo-
clnugz_@c pek /g_ dowolng prosta s o c‘»trzymamy‘ aéerag;
[, ¥e0ry bodzie peranekiymionty z pekiem 31 sze-
rogiem o ule BSdry w ogéle wis bedzie jug parepe-



EAY:
oy

LTs )
i

I A v . .l ) '__'; e AL -
h‘;w‘l(’,&x‘y i % \K;’“ o'? ‘!3_,\%_;‘9(» bf‘bivg Wuz:‘i,"é_z 36#32(‘-36 34

4

h
iy

nim rgatony; ‘gm tmujww ten sam aposdh dalaj, oi;r—:-:y,é.
mywad bedzieny ng xmiane ko p@k to széfﬂg, kidry be-
dzie rautowy gz L.J"Clt:} pepreednin nakiem jub szeragwm.
ale perspskivwic "y bedzie ylke g ostainim peklem i

£ oabs tmm 8"91"8{-:13!& erb.‘.amf to krétko, moma.c'

- Rgutowpdé 3&.\.1’30\'"1133 sie przeu rzutv 3 przec:.e(.ia,

persvekiywicznodd w ogdle 3 zatraca si@ presz reuty §
orgecigeia,

§ 146, Twiordgenig 2 Jea.eh 3 'oros’uu a ., 6 i

»

N pgku Y a é¢.... ) pr fenhodza rrzez 3 odpowxada—_'
.,a.ce im punkty 4 S N Y e unwef:o z tyn pekiem

eragu pLARC.. J to ten pek i szere 68 8& DPBYa
wkfbymczna W samej; rue\,zy‘ kaida o ny ta proata ”n

wychodggca z punktu A2 /Rys 268/ masi przeddd whedy

przes od.pomaaa;gc_*_y_ Jaj
punit Y na'prssﬁej SOy
istnisje bowiem jedyny ﬁ\iﬁkt
/3/ » dla ktarugo dwugto-
sunek (ABLY)  byiby

.uﬁny dwustomu&kowz

{450»‘?@/} § 3¢,
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11, Jegeli W dwuch szsregach rzutowveh punkt prae-
e

ciocis £ podstaw &, i P ‘odpowiada senews achiea Z =

..Zng , to te szeregl sg per swktvwicmxe; Niechai A,

i A’&, A V=13 bpda dwiema parami punkidw odp owia~

-dajgcjrch gobie wzajomnie W rautowosoi dansj /Rys 269/

oG :
Rys. R69. N Rys. 270.

Pelqczmy pumcty s ?& prosts @ , punkty B,

i B prosta & ; oszracsmy p . przacigcis prostych
i 6 literg /:’ 3 polqamy wresﬂczo punkt «'D

punktem Z yprosta 3 Poniewes proste @« ,6 i3

poku /:%zéz...] przechodze praed odpowi ada.;;a,ce im pun-

kty A, .8 i 7, , sgeregi /o, /4, 8, “5/"‘) wiec no |

t«

- . y /

sasadiie twierdzenin I Pek Pla bz Z oo o JRa, B

/b //f,B’ L 42 )aq. verqﬂa.u.uw'n zna; poniew.s U8 E&-
me proste 4 , 6 1 % PrE cochodia vraen punkty .. ﬁ:a

1 __Z,a szeregu | [ (A5, z, ...}, wigs me e} us-

oy

Lof

rej zasadzie pek Pla Zoovs) i 33ersg /« [(’%Z.:;

B

.
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88 persp sktywiczns, ek ge war%m 7 //7 £Z...
i /73, (1 B, Zy o] sg parapektywcme z tym samym
pakiem P/a: 5«” «/ a wige 88 perspel\tvmczne ze sobg '
I, Jedeli w dwuch pekach rzutowych prosta Z s

laczgea merzcho!kl /7 1 /A odpowiade gamej sobie
X=%,=:%, . to te peki sg perspektywicene, Nioché.j
—w P

% i @, 6 16 bedg dwiema parami prostych _odpowia-
daja.cych sobie wzajemme w rzutowosei dene j /Bys, 270/
O.Lnaczmy punkt przeciecm prostych a. i =, htera, '4 iy
punkt przeciecia prostych 8, i 6, liters 8 3 polecz-
my punkty 4 1 B prosta £ ; oznaczmy wregzoie lite-
rg Z punkt przeciecw prostych o i z | Pon_x_gysqa_m
"npunkty AP S W sagregu A/ABLZ... j' lezg na
odpowz.adaJQ.cych im prostych «, , & iz, peku e
o, % /s Wigc na zasadzie twierdzenia I szZereg 3[4_5
Z j i pek P/a. 6,%.0..) na perspektywicans; na tej
sama j zaaadzie SZereg /7[/7.52' . ] jeatl pﬁrspbktyvn-
czny z pekiem /3 (a, s Xaoeee )y 8kad wynika, e peki
2l 6,z,.. / i P@,é Zyoovsr) BY pET spektywiczne,
§ 147 Wyznaczenie elementéw odpomed"uch dwuch .

rzuuowych szeregdw, albo vekéw, albo gzeregu i gelu

I sposdéb, a/ Niechaj hedzie dowolna ilosé pro-
“ty“c‘x @ 5 e c -4 s @ .JC .+ Wychodzgeoych z pun-
b P, a na prooteg P niechag beda 3 punkty A4
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B i C’ , ktére maje ocpowiadaé progiym &, 6 icw
rzutowodc Alabe...) T Lo (18¢...) /Bys, 271/
Wzigwezy skrawsk pa-
pleru, kitérepo jedna
krawgds jest proats
i praylosywsey go 8
krawgdzig do prostej
A odetnijmy no
skrawku punkty wr‘) -

B i €, pasen -

djewazy ¢ od prosbej

Rys. 271,

@, szukajmy takiego
| T . - polojenia tero ssraw-
ka, aby prosto a , 6 i ¢ przechodzisy odp wiednic
przes punkiy A, B. S0 gt Gdy-.to zostanie osiag-
gnigte, odetnijmy ua skrewku punkty 4 . E . S
w ktérych proste d » @ .f e orzecinajg jego kra-
geds , poczem prayiodywsiy shra ek anowu do prosiaj
» w ten svoséb, asby punkty A , B 1 € proyutaly

do grobionmych poprzednio zaké7 , ~riviiedny 2i @A

f;

cgone na skrawku punkbéy /4 i, F ....na T BUQ

P . =

n/ ¥ taki sam apoasdd voskgri€. woiery, edy raLy

wyzneczvé progue d SR e

é«.}v

, oipowiadaje )
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punkion Vi 9'[51 gy ..w.rautowosci /D@ é"-"/'?_\'”
= /bléﬂza(* Praylozywazy skrawek do pro-
stej & sdeinany na nim pankty 4, 5,.C,, 5/7
pocsem eiukamy takiego poiloienia skrawka, aby punkty
> 53) ’ﬂj lezaly odpowiednis na prostych = , &
;‘ ¢ . %' to sostanie osiggniete, przenosimy sa3na~
cgons ns skrawka punkty J , £, 47 ,,..R& pa-
pier i lgczymy je ® punktem ./~ ¢ ,
¢/ Riechaj na prostej /5. dena bedzie dowolna

iloé¢ pumktéw 4, , 5, C , 7 , LI R
& na prostej A4, nischaj beds dane 3 punkty A, g
v 4 (/ ,» ktére majs odpowiadaé punktom A, , Lo WIRTE (44
w rzuuoroéci /:74' (A B, q‘“I/, ?I,/QaﬂeBLQ"‘/. Obraw;
83y jakikolwiak punkt /7 nie leigcy na prostej
polacsmy go 3e wsiystkimi punktami 4, , 5, , 5L
O, « £, ., F ... Veimy snowu skrawek papieru,
Prayidimy jego kraweds do prostej'/ég » odetnijmy na
niej punkty 4, , .Z% 2 ssukajmy takiego po-
logenia skrawks, aby odocigte na jego krawedsi punkiy
lezaly odpowiednio na prostych 74 A, , 4?é% W 4
Yeody proste 4 , 2L, |, L. vysnacsg na
bej krawedsi punkty /J, , 4 , A ,. .. ktére poso-
staje tylko prseniesé na prostg /64, '

CECHETRTA WYRRESINA Arkuss 20-ty,
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d/ Riechaj z punktu /57 wychodsi dowdlna ilodé
pi'éistych @ , &, , ¢ , a.é ¥ o ,J/." ,...5 8 punkiu T
niechaj wychodgs 3 proste el 1 . % 1cse ktére mais
odpowiadad préétyﬁ «,, 6, i ¢ w raatowosci:

/3 /a,, &, a,.../;e = /“*é &, o, ) Ulecsywany v Gowolny
sposéb skrawek papieru, odetnijmy na jego koawedai
punkty 4 , B, C . A & F s w Kdryeh
proste a,, & . . . <%, & » /£ ... Przocinajs te
krawgds, poczem umiesémy ten skrewek w iaki sposéb,
aby proste <., 6, i ¢, przechodszily przssz punkty A

B i C ; wtedy proste, lacsgce punkt /Z 3 pososta-
temi punktami AT 8 57_.... bedg odpowiadaly w -
danej rzutowosci prostym oé;, 8, './g »... peku /,;Kz,é,q,,,j

_II sposéb, Ze stanowiska prakiyki kreélarskie]

spoa&by powyisze s§ bardzo usyteczne, gdyi prassuva-

jac w to lub‘owq strong skrawek papieru z clcigtemi na
jege krawedzi punktami, 7/ , B i € , mozemy po kilku
prébach g dostatecanem przyblizeniem umiedcic te punke

ty odpowiednio na prostych <,, o, i ¢,, 2e ctenowiska
teorji rozwigzeania te nie majg wartosei, gdyz nis wska-
sano tutej w jaki sposdb mogna sprawié, aby 3 dowalne

punkty danej prostej upadly dokiadnis na 3 dane praos-

te, wychodzace z jednago punktu, Wskazemy prueto inne,
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wprawdsie mnis) prakty-
»J; czne, als za’'to dcisle
I!“
| '/I: \\‘\ L) 5 .
”,?. é(\% ‘ sposoby roswigzania

[y N tych samych zagadnief,
’ z \\‘ \\af, '
/ @/{/ prey tem okaie sie, ie

: /*‘;1 \\,- \\ de ich gastosowanis
s ,4,;%/ 'ﬂz‘ ﬁé,»-w.:;%___-:_;g,_,; vystarcay uzycie same-
Jif / & X go tylko linjalu /kon-
’5‘?”3/«& strukeje linjowe, sza-
;:T:: gadnienis I stopnisg/,
.;,'3)‘,;,' oz a/ Niech beda

/Rys 272/ dwa maeregi
o pcdstawach 2, i 4, rhéryeh reubovasd jest dena
8a pomecg 3 par punktév odpowiednick 4z i i 27
i Sl (7_’ ¥ ':;: . Folgewny kbérekolwisk dwa punkby

» . . /] ¥ . 4 A .
Odpowiednis wmp, 4, i 4, i na prostsj 44, obier:z-

v £

my dowolrie dws punkly % f 5 . f nunktu A2 rzué-
-~ ] o)

my ssereg S /A4, 5, Cyoovees /) 28 % punkta /7 ssereg

/3.3 (A &, G J 4 wrais iy w pekack ¢ wierachol-
L kaeh 2 4 7 ae sdpewiednieo te proste, xtdére rzuca-
J& odpowisdnic punkty sseregéw &, i 5, , Peki A i
i f; 28 'rnum‘awoﬁ' &dyi sg one w*apakty*yxcs @ 2 rsuto~
|

- Womi sxeregami 5, ///4, B «;-,ég/ 4_16{---. /sa one

nadio _gempmtymcsm, giys vrosta lsecssca wierschols



four .._‘) i - » v o o A Y ’ =

ki i /z cédpowinds GIWE) aakis e, = Ndpor i sd~
e ; P T : _ :

nie prost# pekbw /.3 -2 ninRG B8Li9 WLEER seinal SR

prostej fecl parspak jy s poRéw/; pedil  ORS WyRDES J

csone przes uwa jar ',;‘ -iak wuale punkiy v, praac

——t 7 .
B=z466 i = é, 0,
cinaé sio musss na proste] BC =/ , Aby wies Wysna- :

. Prosis kaidej jcnej vary priée
esyé punkt 5 e odpowiadajacy punktowi M, , tposymy
RM =m, , Fyrnacsany pankd //E-‘/‘?Z,,-f:/V , laczy-
rYy A M= s, L vysnacramy punkt /0 ey =
Penicwai punkty £ i S 88 dowolnomi punktami
proste] A, A, , praste dogodnie bgdzie wsigd punkd
/2 w punkcie A, , a punkt AW pnﬁLcic 4 /Res,
'7_)/, osiy parape-.
kbywy pekdw 74
f; bedzis pr.ostn.

' b /swena 0gig TV

.ﬁ/

towg szersgéw A i)
lacsgca punkd Cy

preecigeia prostyo
/41 5.3 i /4 8,

s punktex A5 prsé

cigela prostych A,
3, AN

o &2  dwa pun

iy /V,i/z, ag od
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powiednie W zssregach Yz (5,80 ) A /;,z (A LB Gr)
jeielt proste A 4 1 A A, prsecinais sipw
punkeis ktérymkciviek /7 o3l reubowsj &
Jogeli sseré@;i reatowe P2 i
rhywicane, Lo punki przeciocia 7’

rie - cdpowiede samemu =ghie _ Jedel
]

x . ' A .'S
wy do rege ., onwetiajle go 3terg <1, , to punkt
Odpowi,ed’rfi ﬂ zidziemy stosujnc reguie ugolna,* tree-
. 3 (e A /‘
ba na preste] 7 wysnweryé faki punkt -z , eby pros-

P > = 4
te A, A, i A 4, vruscinaly sie ne prestej Z .

1]

bl 2 ~ 3 . 1y [ '] !
Ale ,g;;r’%_,.-}’z = p, i o.i musi byé wrzete tekim punk-
tem prostej 9, ,sby prosts 7 -4, prrecinalf prosis

ﬁ,, na prosvel o , .4 A , = AR Jazgli

*

o
o

punkt .7 selicsymy do sowielm L, osznossajse ge ii-
i 4 M il o gt S, i PP g I URS
terg’ /, , To punki o0uevitanl T, ReGTew LeZAL ¥ praes
L 4 ' 4
9" -, ! Y e 5 =4 1 E - l
ciezin 1"maet'3:w A B, bak el

punktey] przesigcis podsbaw | twdon escrocde vutowyeh

X
) LT arh.‘.m\‘lu.n.-.ﬂu SR P

@dpome&&m W Jb\& mb&\,&,,uﬁvf purtiy, ¥ k¥éryek of rsu-

A A 0k A AR i | S ANEION N -w\.wu'\-i'-

towa priecins podstaowy i nawxajed

TR DAY - 3, L EE

of Isu twa dwind gszrarsmw e “bowych T /o, lacsy

W AR LS C A . X

b
Lnkt A1 i, adpriad Lisee w obu eszuregach/r Y
-‘.wm mi‘a.n-u-.":

-« P~

grze,i@mfw ociztaw A, B,

e riaal .\-«mm mmmnﬂmuw-—‘; ]
Poniewas katdemu porkieri jedncge s dwich sters-
géw rzatowych, np, /?_:, caabe } 2 odpovwiada w drugim:
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. OB-.

jeden jedyny punkt A, wzglednic e s wiec of rzus .
towa nie salesy od tego cry wierschelki pekiw ik
£~ obierzemy w punktach A4, i /7; R B g A
& £ C 2 |
Jezali wierzchotki pierwssy trseci i.piaty szeé-
ciokata /54 o, 4y 5,4, lezg na prostoj /*7, ‘
& wisrscholki drugi cawarty i szdsty na prostej 2, ,

s St&d vniosek:

to pumkty 7 , B, 1 C ,przecigcia bokéw "prseciw-

teglych* OB, % i+ Byl A G 4 Al A

T A, 8, leis na jednej prostej 5 . :
Jost to s resstq priypadek szcszegblny twierdu-

nia Pucala ) azeécukgci. wpisanym stozkowo, © kté-
rym bedsie mowa niebawem,

Rsutowoac. dwéoh sseregow na aa.nych podataﬂach /2,
i/a,,, jest wyznaczona prxzes of rzutows A oras Jodnq,

pare A .4 punktéw odpowiednich, gdy:i oé rsutowa

jest rémosnaezna B ‘dwiema parami punktéw edponednich'
' /Y/ }//. L Y e

' Jetoli punkty. niewlaéciu pros‘byoh f. 1 o, nie
odpowiadajs sobie wsajemnie, to osngesmy. liters. /7
punkt odpowiadajacy w szersgu 5, punktowi nicwlaﬁci-
mu A’z sseregu - /64_, 8 liters 4 punkt odpowiadajacy
¥ sseregu /«’7‘1 punktowi niswlafcivemu @°° szoregn /2
Punkty /ZP i Q nasywajg uie _Eunkt.ami wiajemnymi sse-
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regéw ﬁ, 3 /%-.f’dhi‘ew—ai dwuatosunki ( AL, g“’,?, j

i (4,8, d, ,2?“’/" 84 réwne, wied ‘2; —g;‘uz‘&'

/8 137/. skgd wynlka A, A, By = BA, -8By B, 5
czyli

Ilocrrn odlegloéci dwéch punktdv odpowiednich 4,
i 4, od punktéw wzajemmych 4 i &2, jest licsbg sta-
2a,

Jezeli pdnkty niewladciwe obu szeregéw rsutowych

odpowi'adaj.a sobie wzajemnie, to gdy osnacsymy litera

t‘é,m punkt niewlasciwy prostej X, , wypadnie ozna-
czyé litersg 62:’ punkt niewladciwy proste] /"?4,-- Nie-
chaj 4, & 4., 51 8, ¢ i ¢, , beds triema
ma parami punktéw odpowiednich tych saeregéw; dolgcza-
jac czwarts pare gml Q punkt dw odpoviodnich mo-
zemy napisaé |

Mamy tedy wniosek: _
Jezoli punkty niewlasciwe dwich szeregéw rauto-
_Fych cdpowiadaje sobie wzajemnie, to te sseregi sg
"podobne”, to jest stomsunek odleglodei dwéeh . ktérych-

-‘\W

kahiok punktdw jadasgo szeregu do odleglofiol odpoﬂ&-

A
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.dagqcych im punktéw drugiego czeregu jest kicabn staly

b/ Niech beds dwa peki o wigracholkech A
kﬁé@mﬁh tautowosé jest dana sa pomocg 3 par proghych
odgowiednich @, i «,, 4 i ¢, , & 1 ¢ /Rys 274/

‘Praaz punkt prazascigels

ktdrychkol ok dwéch
promieni sdnowiednich
np, <, i <,, popro-
wadzmy dowolnie dwie
proate &1 A, , pras-
cinajace peki /fyi 4?
i urazajny w szersgach
A i /2, 28 odpowied-
nie te punkty, kidre

853 przecigciem 9upo~

W;ﬁﬁﬂ{uu er@tyﬁﬁ Po-

kéw A~ i /2 -
one perspektywicsne z rsutowsui pokami /7 /g Sa.. Jx

A 6/44' < c ) 88§ oOne nadt@ pQY'“‘ﬂ ”'t' g anf"r E yz

Szeregi A 1 4, sa raulows, gdyi sg

- st————

punkt przecigoia podstaw ’/i/ﬁk cdpowiada ramemu 80~
bis [ A, 2 A, ) Odpowiaednie punkty szersgéw 5 1 /4
mus3§ przeto lezed na prostyoh przecirajacych szig w '

jednym pumkoje /6rodku perspektywy tych szeraegde’;

bedsie on wyznanzony przei cwis jakiekolwiek proutn
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: : f T ANy : Ve i i
p,rz'azeﬁ przechodzace, np, przoz O e 2, g 1 £= & '{',_-:-
Punkly odpowiednie kazdej innej pary lezeé musza na

prostej, wyohodzacej z punktu e 5 47 . iby wigc

¥yznaczyé prosta 72, ,'. odpowiadajgqcg prostej =z, vyzna-
czamy punkt O 72,2 A, aezymy A% = sz, wyzna~
cuany punkt Bp = /75 i Wewymy LY, = my .

. Poniewai prosts 4 1 4,35 dowolnemi prostemi wy-
prowadzonemi z punkiu =, «,, przeto dogodnie bedzie
wezyrnié 4 = 2,1 By =, /Rys 274/, ‘irodkxam |

osrapektywv 22O

ok X
WL regow 2. i /g‘be__
\ P = o dz._Ls punk /3
‘\.P //. :".'\\ i e !
Nz ¢4 ' /awany srodk: .8l
. \
TR % rauborvm P@k_(‘!ﬁ‘ 2

i 2/, Ry
'j;§§ preecisciem
P‘"OM“BJ c. ., ia~
ozace] pur).‘.t'_;._z,.r.i
i Q,é » B ﬁro_

sta & , lrozgce
punkty @2, ¢, i @.e dwie prosts, /L, i 472,88 060~
LR : A |
w}e@n;-e W gel_mch /?zo;.,é} <,__.’.¢/ Ly /43/@,,& &, e, ... _
Jedell prosta sz 1gcigos punkty @ ¢, i @ 4z, proe-
-ohedzi -przez 4rodek rautowy A~
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Jezeli peki rzulowe ’i ! /3 rvie ag ,arspekby;

-

wiczne, to prosta = , laczaca wierzcholki 7 i /3,
nie odpowiada samej sobie, Jezeli tg¢ proat@ zalicaymy
do peku /7 . osnaczajac ja liters x,, to prosta 94;
powiednig znajdziemy, prowadzac ¢ punktu Aé?"taka'pro;
sta .,  , aby prosta, 1gczgca punkty <@, i ¢%f?€;
przechodzila przez punkt /7  Aile é%sﬂf-g ‘2
muqi“byélprzeyovtaka prostg, wychogﬁacq . punktu'/j
aby prosta, laczgea punkty « .z, i % przacboa:i;g_
przez'pgnkﬁ _/: » V3. e, = A Jeééli prdsté
z zgligﬁymy do peku 4 , oznaczaja,c Je} litersg ay*% -
to prosta odpoviednia<;g bedzie 1gczyla punkty ~ i
£, tak, do

proato;..la0zacej W1efzchokk1 dwoch pekow rzuto—

wych odpoviadaja w obu pekach proate, ktdre 2gcze éro-

dek riutowy z wierzcholkami i nawzajem ok
_frodek rzutowy pekéw rzutowych ,f? ,‘3 jeat 30

przecigoiom prostych X 1 7 . odpowiadajgcych w obu

pekach prostej X, = o 1aczace) wierzchotki 2~
s e

‘ Pcniewaz kezdej prostaj '~daero ; dWUun pokiw

rzutowych, np, &, lub A odpowiada W drug1m jedna
tub 7

jedyne prosta ¥, wagl. ;g . Wige il ndek rzutowy nie

aalety od tepo, czy za podstavy a7 srepéw 4,1 M obro-
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1ligmy proste <, 1 <, , 6 i é » S 1 g, m i,
Stqd wnioasek: :
Jezeli boki piorwazy. trzoci i platy szescioboku

@, b0 2,8¢ przechodzg przez punkt 4 , a

——

boki: drugi, czwa.rty i szésty przez punkt ﬁ ,» to

-

proste < , & i c , laczgce wierzocholki "przocivle-

gte® éc. i 5 TN e G ch . a, o i.a&é,d

sy

przechodzg przez Joden punkt P

Jesi to zreazta, przypadek ssczogolny twurdzenm
Brianchona o szescioboku opisanym na stozkowej, o kté-
rym bedzze ‘mowa niebawem,

] Rautowosé ‘dwuch pgkdw 0 da.nych vierzcholkach /7
i /2 Jest Wyznaczona praes §rodek rsutowy A oras
jednsg parg «, i ag prostych odpowiednich gdyt érodek

rzutowy joat rownozngpzny g dviema parami prostych od-
powiednich %, 1 ~x, J,; /R ] :

Dwa pozorn:lo rdzno wzajemne twurdunia. o szeé-
Oiokgcio. _ktérego wierachotki leig’ na dwéch proatych T
L 1 f, i o szedcloboku, ktdrego boki przochodzq»«przoz
d\u punkty Lt G maw rzecny samej tem aamom
fg!iornggggq,_ ktérogo istota polega rna 1a’onieniu t

2w, konfiguraccji - Pa.eca.la. zlozonej z 9 punktdéw i 9

prostych w ten spoadd, so przoz kajdy punkt przoohodza
3 proete i na kasdej prottej leis 3 purikty. Hilbert
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owi&dt. 18 konhgux acja- Pascal&. Jmh i m?.d& s  od
konfiguracji Desargues’a / § 133 /, :
§ 148, Zastobowania, a/ Zastaau;;my ’owierdzm ia 0
nkeécgbbok\i , 0 ¢, «:«ZQ 4 ¢ 5 ktorego boki 2t 5 ,
i ¢ _przechodzg prz.az purikt /47 w.. & bok1 Ky g i <
przes punkt, 4, Ao rozwigzenia zagadniania' ”
Polqczyé punkt ¢, z niedostgpnym punkiem prisoie-
m.;; prostych a i- é /Bys 276/ % punktu C"wm owads-
ikt DY dwie proeat.a. pierwazg
/ Yo kie‘;xmku dowolnym PR

“do punktu 4, na pruste]

@ , drugg w kierun-

o)
ke dowolnyn /D do punke

v t ’"‘,' na ro 3{91 gjx K
Py 276 \
gt P N [-1% ¥ o
R W P72 panktu 4, w3 :)'I‘O‘is::-._.'é;...

my réwnolegig do ¢5;do punktulire ;,_j>r4.m':;.=j
3, ré\mologla d0 G4 .do punktu A na prostod «, I numktu.d

7
1y Towadémv ZOOWL. rumo‘e& g'au (,,31~ ‘ g-.z,@mkm ,/j,
réiolagly do G B, i ,pn“é.sz ty Wrezxcid punkt 19
punktem C; v ktorym preascinelg si, ¢ stain aa drie g_m -
sta, Pdﬁi&dgm;_— 48 prosio iy ‘*i& _ .s;f: Jorie pra-z punkd
aé ,'Wﬂas"mj_rz:aqzy,@_‘;ge iaootu . O M“’ i

boki plerwszy, trzeci i iqtv.ursachonz% wr ez pun't
‘ g

ff a boki drugl, czwerly i szdsty praes junit



1.

e ﬂa ry:%x&, 38 prostc, lgosgce przeciwlegie wierz-
enoiki Lego = ;raoboku ,’4 *7 C ig ﬁ%, i 5?‘2; |
prEeis iR 1;;%7 jeden punkt, | s g1

~ Zsgsduienie to moana tez rozwigzaé na ‘asadz1o
twierdzel o tréjkatach Dessrgues’a /§ 93/, 2 punktu
/Hye 27?/ wyprowadzamy ZNowWu Jahiaholw’ek dwie prosto
giﬁfV&ég do punktu A, na prostej < , druga do punk-
tu_:f%_narprostoj & i chéymy punkty /f i A? s Przéz
dowolny punkt A, prostej a prowadzimy rownologla do

A, B, do punk‘bu &, na proste] é i r6wnologla do
A6, & puktu B réwnolegts do B & wres
ezcia 1aczymy punkb ¢ punktom Cf , ¥ ktérym sie
przecinajs dwio quta&nio prosto Tréjkaty A5 a7,
ger /4 13 67 sq trojketami Deaumguoa a, gdvﬁ odpowiod-
nie ioh boki Brzocinajg sie w trzoch punktach niowla-
éciwych ktérc. jak viadomo._lciq na jednej prpstoj

' /mianowicie na prostej niovlaéc1w31 §2/, |

_ 2 tych dwéch rozviaaaﬁ pierwaze jost bardzioj
praktyczno. zwlasaosg. joéoli sig poslugujomy rajony-

'-na po n1oj 61123@1&0& sip ekierks, jak to wskazujo
rys 278,

b/ W § 121 wskazali‘my, o vakx aposdb mozna wy-
znnézyé rzuty punktéw podzlaku odcinka na 2 czgéci

réwnych lub proporcgonalpy?» ¢y % danych liczb lub



odcinkéw, Spwadd
“ten jest prakty-
czny, gdy sz -
jest lioabg nie-
wialkg, ale gdy

# jest duge, -

sposéb ten wyma-

gamby prowanﬁe-

niu w101u pros-

itych"pomocgipgych
kté?a gmatwaig

5 ¢
NG o rysanek, Niecha]
=% v
2 ‘,_.J_,] np, mely narg?g..
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R],r 278 nej w kwadracie,

ktérezo Cwiartke

p:zeds,awia rya 279 Przypuéémy, e hv’raililiémygjui

rzat tego kwsdratu i wyznaczylidmy ¥ nim jus rzuty

drodi:w wegystkich jego bokéw, Na zusedzis § 120 mo-
A/ ;;})/‘ ;'/ p’

20 tv byé jakikolwiek CaWOYON&t A S e3esd

-/
/Rys 281/ punkt przec;eeia jegs reskihaycd ¢ ?an;1e
rzuﬁoL drodke. tego kwadratu; pzo*Je; 1%63&0& puﬁit 24

=

¢ kraniami bokéw podziels ts poki W punkt ||||| . kidre
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bych bokéw, /Jeseli

.s*‘rhutami.ércdkév

krance bokéw 83 nie-
dostgpns, Yo radzimy
scbis, jak wskasano
pod @)/, Iwaimy teras
, & punkty podzialu
kaidego z bokéw kwa-

dratu na 23 rowne cze-

dci, np, punkty podzia-
1a boku A5, od-
powiadajs rzutom tych
gunktéw na odcinku

Zp g 7 5 v ruutowodot,
@ vymnsotons] pries ktd-
rekolwiek 3 pary punk-
téw odpowiednioh, &

24 ?754163$%?@ﬁ?ﬁ11ﬁt : wigc np, przez pory
PR sty ST :

r VA ] 4
A AT AT
L / ! g
B AT IS by wy-
2nacuyd §$zy3tkie pun-
7 ’_‘;/ - 5 ‘

>, krefliny sobis raz na

'\\

th.POdZia;u Odcinka f4
r £

zawpge b aw, podzislis utowe /najlepic) na csobnym

- § Jf
kawal¥v papieru/, Na yroste] & /Bys, 250, odmierzamy



j;doﬁ.ﬁé drugim dowolng ilaéd /dla naszego celu potrze-
be przynajmniej 23/ rdéwnych odcinkéw, Wenystkis tak o-
trgymene punkty o , = , £ ,,,,ﬁlqcsymy ¥ dgypl-_
nies obranym punkiem 4 , ktéry powinien byé, o ile
mosna. jek najcelej od proabej @ | Blerzemy nasiepnis

skravek pepleru, ktérege praynajmiej jodna kraweds
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jest prcsna i praylosywsazy go ta krawedz*q do proeteg

AL odahnamy punkty .9~ J?’i i » pOCZem g£gzu-.
kamy takiego “o‘ﬂzenaa skrawke ns pedziaice rzutdwe;,
aby punkt -7 lesal ns proatog A, punkt £ na pro-
stej /‘fo" . 8 pankt 8 na pro_atej /DN:% . Gdy to
zostanie ogiggnigte odcina@y na krawedzi siruwka punkty

7, 2'3'/" Zﬁ,wkto"ycﬁproate 5, P2, Py ... (%8
te krawedé Drzeciﬂaﬂa, i przsnosimy vszystkie te. punkty
na odcinek Az . Tak samo postppujemy g odcinkami
C R Bc’ T A tacsymy odpowiednie punkty
it.d, ' | |

¢/ Dany jest csworokab /¢’Z3/Cy;71 » ktéry

jest rguten kwadratu /% 1207; wykredlié rzut kola w ®-

ton kwadrat wpisanego, Rnub drodkowy kola jest krzywsg

zwana stoikows, ktdvaj vlesnodei voznamy pééniej, Be-

dzierr mogli wykres$lié <o stoikows tem dokladniej, im
wigcej jej punkhtdw Jlud elyzmych/ wyznaczymy. Néjdo-
godniej w tym coln obraé reuty wierzoholkdw wpizanego
¥ kolo wielokgta . Toremness /luk rzuly bokéw opisane-
&80 ng kole wialokgta foremnogo/,

Preypusimy np,, ¢ cheemy wykredlié rsut érodkowy
podatawy kolumry stozkowsnej o <&  ilobkach, Nie-
chaj czworokst ABCY’ /Rys 282/ bedzie rzutem
kwadratu opisanege na kcls zZobkowanem /Rys 283/ .

GEOMETRIA WYKRESLNA Arkusz 21-szy.
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Prowadziny przek’aﬁne
A R :
/ ® ich prezscigeiu ledy
rsut ¢’ drodka tego
koza/, a nastegpnie
vykredlamy sobie raz
na zawsze dla wszy-
stkich k62 ilobkowa-
nych o .40  gtob= -

‘kach pewng specjalng

podziatke rzulows, 'Dziolimy__ mianowicie aowolne kolo na
A0 pzedei /Rys,283/;iprzez drodki dwdch przeciwle-
glych bokéw prowadzimy srednice /7 , na ktérg rzucamy

prostokabnie wszystkie punkty podzialu, Na drednicy pro-
stop.adle‘j do tamtej w dodé _dusej od niej odleglodoci o-
_bieramy punkt A i lgcsymy go %o wssystkiemi rsuta-
mi punktéi podzialu na frednicy 2 . Dalej postepujemy
tak jak w poprzednim zadaniu, oy '
4/, Prsypudémy, 2e snaleflidmy 5 punkt éw 4, .B’

", D' 1 £ lesscych na rzucie kola, t.j; na stoi-
kowej. /Rys;284/. Powiadm.. go moina teraz 'ﬁy'kreélié
dowolng iloédd 'ﬁunkt'év tej stoikowej , ¥ samej rsecsy,
jeteli punki £ jest jakimkolwiek szdéstym punkiem kola
na ktérem less punkty 4 , 5 , oy A0 it il
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jegeli poiag-

- caymy punkiy
» 6" [ S -ﬂ [ ]
/ :, & i v 5.
{' punkten
: . .~ prostemi c,
HER < 08 i
. ! XY " a z punktem
[:}KLL‘_’ T '\;\ | S prostemi
=7 ‘_. e : \ \ \\ c J
+ J \\ 2 %1 8,
2 i oo e = i s » b0 Xa-
: SN :
, AR X \\. ! by e d))
174 ./" }L ‘ \ \\\k\ 1 [c&‘{/b
/ /" / | e \ ‘Xr | ke “ €] o1
( I \ e e
2 I 7 T B AR
; Sk 1 el

Rys. KEJ,
.}/3' .. (e".){;/ 85

parami réw
Me, jako wpisane w koie i oparte na tych samych lukach
) o DE i £F |, Stad wynika, ge dwusto-
sunki (¢, , 6’_/;/ $eis/% a{,,e&j:/ czwérek A (¢ o,
e_,/;/] i B/ age‘a./;x sa.'né_wne.'_g_ wigo beds
réwne takie dwustosunki rzutdw tych czw_é;ok A %l“{é:}f‘/,



s
i

B(e %57
tak, ge-
kaidy no--
wy punkt

| stoﬁkowe;

/7 jest
prgecig-:
ciem jer
kiejkol-
wiek pro-

<ate] 5 :
wyohodsscej § punktu A4’ 3 proata f- wychcdageq &
punkta 8 i odpoviadajuea prostej f w r2 sbowoded
A/ "7 o) Bﬁz oy
Stad wynika nastppujsce vykrsélcnie / 8 14@ IIb /
taosymy punkty (', 2 i £ s punkiem 4 pro-

atomi. C',/. a/','/:l e,' » & 2 punkienm 5/prusﬁs_mi %', a@’

oA : s v V. Y :
i ¢, tgczymy punkty c',’aé i g a,/ preatg e, a punk-

t'y a[,’é&' i aé'e,’ prohta- o4 /; punkt prac sigocia nrostyoh
e’ § c'jut Srodkiem rautowym /3 Z pun..tu 4’ pro-
wvadsimy dowolms proats J{ "4 punit ez’ f lacsmy
punktem ~ prosts /’-, a punkt, w ktérym protis //

1
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Przecina prostg-e, , Iaczymy z'punktem é?/, Bedzie to
proBta.Jgf, odpowiadajaca prngej i) 1 a przecigcie
,’ng bedzie szukanym punktem _4~ .
~ Zauwazmy, je prosta 4’ i B | ktére w'
rautowodci 42 €% ... ) T 8(6/4 g /odpowiadajq
prostej. 7 ‘87 X laczaceg wierscholki tych pekéw rizu-
towych, sg stycznemi do stozkowej w punktach 47 § &8~
Jezeli bowiem np, prosta /£ " zbliza sie nieogranicze-
nfe do prostej /4 ‘B, to punkt ARE. sbliza sig nie-
Cgraniczenie do punktu é? » tak, 3e prostas é?/r'ljf
taczy wéweczas punkt B’ punktem nieograniczenie do
niego sig zbliz zajgeym, a wige jest styczng do stozko-
“s] w punkcie 43l,

Stgd wynika, ze mozemy wykreslié dowolns iloéc
punktow slozkowej, jeieli mamy trzy jej punkty SRR o,
i 4' oraz styczne do niej w punktach 4’1 87, mamy
bowiem wowczas grodek ‘rzutowy 4 jako przeoiecie tych
stycznych i jedng parg odpowiednich prostych pekéw rsu-
towych o wierzcholkach 4~ i 437, mianowicie g7°C7
U AN

§ 149, SZEREGI RZUTCWE NA WQPOLNEJ PODSTANIE 1 PR
K1 RZUTOWE O‘WSPOLNYM WIERZCHORKU. Poniewas dwuatoeu—

nek cztersch elementdw szersgn lub peku zachowuje sig




. 524..

przez rzuty i przecigcia, wiec pri ¢ dowolna ilogd rzm-
téw i przecieé dochodzimy zawsze do azeregu lub peku
rzutowego z pier’wézjr”m ‘sZéi‘egiem lub pgkiem, Prezypad-
kiem szozegolme waznym rzutowoac:t dwoch szoregow lub
dwdch pekéw bedzie ten, ga,r podstawy szeregéw lub gay
wierzchotki pekéw przystaja do siebie / 1 zjednoc'one/
Zdarzy sip to np, wowczas. gdy wyszedls iy % pewnege
.szeregu ) podstawie /’, , Po pewnej 1iczb1e3 rzutéw |
przecigé przetniemy pek /2-, prosts o, 1 wtedy na pro-
stej /. bedg lezaly dwa szeregl rzutowe S BE...)x
xf (15,4 / I podobniez co do pgkéw: moie sig zda~
rayé, ze vynedlsay z pewnego pekum o wisrscholku -2,
po pewneg liczbie. przooi;gc i rzutdw, razucimy szereg S
fon., s punktu 4 ; whedy punkt 4 , bedzie wspsl-
nym norzcholkiom dwéch pekéw rzutowych K(a. e, )x
A /Dfa B I Takie dwa szeregil rzvtowe na wspélnej
kaido vogél_o rzutqwe szoregi lub pgkz. 2§ Wzn&CaORQ
przes 3 pary elementdw odpowiednich, ule wykredlenia
podane w. pbprzpdnim artykule, siuigce do sysnaczania
elementéw odpowiednich w tyni przypadku zaicdzng,
2l ‘Nﬂieehaj;b'edq na prostej 4, /Rys.288/ 3 pary 4,
oA, 0B A8 ¢ i C, punkidw, kbtére iyznacsza-
.:h dwa sseregl rzutowe f, (4,8,0,.....) 7k, (7, Y



aby wyznaczyé dla
punktu /7, pier-
WSzego szeregu od-
~ powiadajacy ma
\ punkt /7, drugiego
rzubmy z dowolnego
punktu 2 punkty
A&"B%ic-:

na dowolng prosta

AR znajdimy na
tej prostej teki
punkt <27, se
punkty 7, 1 A~
odpowiadajg sobis
rzutowo w szeregach 25 (A, BC... ) ;g/b,&' /"74_15&’6;,’._,)_,
pociém rzuém& punkt z@élz punkts £ na 8, ; otrzyma-

ny w ten sposdb punkt /Y, ject szukeaym. gdyz / § 144 /
| A, B M) = (4B %G,

& na mocy § 141 | |

| i SR 2 %= (4, B, G ;

skad wynika: -

(A8 M) = (48 H4q )

Opierajac sig na zasadszie dwoistodel tnaledlibys-
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my ana.lbgiczne wykreslenie 1injowe,_00zwa1a%a.ce odna-
lesé prosts #3; , odpowiadajacq danej prostej : dwéch
pekach rzutowych o wspdlnym wierzcholku ¢

§ Y50, ELEMENTY PODWOJKE. Jez6li w dwéch azaregach|
rzutovyop na wspélnej pod_stawm, - albo w dwéch pekach

r'zut.oiyc;’h o wspélnym wierzcholku, - 3 pary elementdw

odpowiednich sg zjednoozone, to wszystkie pary elemen-
téw odpowiednich sg. zjednoozdne, L.}, te szeregi, wzgl

poki, sg identyczne, W samej rzeczy, niech bpds np, dwa
sgeregl rzutowe na wapdlne]j pods_t.e,ﬁyie/a,z i niech punk-
ty 4, 1 4, beds zjed.noozone'w punkcis 4 tej pro-
stej, punkty 5, i 5 w punkcie 5, a punkty €, i
C, w punkeie C | Jeseli punkty 1 /7% stancwis
jakgkolwiek inng pare punktéw odpowiednick;.- to na za-
sadzie § 145 | St
(A,BMC)= (4B MG ) v.4.
| (A5, &)= (4B s
skqd wynika,3e punkty ¥, i %, sa 1dentyczne
~ Jezeli wigc dwa szeregi rzutowe na wspélnej pod-
stawie /albo dwa pekl rzutowe o wspdlnym wierzchozku/
nie sq identyczne, to mogg mieé najwygej dwie pary ele-

mentdw odpowiednich zjednoczonych, t,j, na wspdlnoj

podatawieﬂ /a,z'.--istniem najwyie] dwa punkty /’7 1 &
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/26 wespdlnego wierzcholka .72 wychodza najwyze] dwie

proste f,; i 49, /: ktére odpowiadaja samym scbis,

Punkty /), i &,, nazywamy punktami podwéjnemi sze-

regdéw rzutowych p,, /4,87 ...) xSy (43 54 )proste £,

i g1, Bezywany prostemi pddwo;]nemi pekéw rzubowych
B (ko] B he

: 4 A e |
Wykreslenie podane w artykule poprzednim dla wy-

#naczéenia pary punktiéw ddpqw.’iednich dwéch szeregdéw razu-
towych na wspolnej podste:wie nie da sie va.s’t,osowa.é do
wyznaozenia l,umz'c.ow podwdjnych tych azeragow Do tego
celu atuzy b, zw, wykredlenie Steinera,

Niech bgda na wspdlnej podstawie 4, /Rys.286/

dwe szeregi. ktdrych rzutowodd jest okredlona zanomo-
) & L / wo ¢

¢ trzech par punktéw odpowiednich 4, i 4 , B, i
VB&_‘, C;' i C; : Wyh’e'élmy dowolne koo A i obraw-
82y na jego obwodzie punkt /7, , rzuémy z niego wszyst-

kie te i)unkty; yrost_é rzucajace @, i a,, 6, i 6,, ¢
ie, wjznaozajadva poki rzutowe o wspélnym ﬁ_ierzchol— .
ku £, . % punktu 4", w ktérym prosta a, przecina
koo, rzuémy punkty 4, , 3,1 ¢, ; proste rzucajg-

2
/’ .
ce a,’ , éz i ¢,’, na zesadzie znarego twierdzenie. o

S

tworza ze soba; to same ka,ty, co proete a, , é(,/ i c;,,
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vak, ze pexl f /el %+ Gy v ) z .4 /:z ..;._! £3 réu-
ne, s wiec btombardziej razutowe, Podou“ z z punktu /é’
w ktorym prosta &, przecina kolo, rzuémy punkty 45/,
ﬁ’i [_,y_, proste rzucajace: a7, TR R s |
ze 30bg te same kaly, co proste .~ O B 0o HEE ze
ppki 42 (2,6, ¢,...)i A’ /tz,’é,’f—',-'/sa_ réms, & wiec tembar-
Ao

.8,

{ SH

L-.

razubowe.

Poniewaz “ Lo £, & o) T Ly /"“t = wi¢?

"71 /cz/fc’/,.../ix‘ /‘1/4 éc.,j

peki te jednak metyl}m s& rzutowe, ale 1 porsyek .y~
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wiczne, albowien prosia, laczaca wierzcholki /7, 3 A g
odpowiada samej sobie w tych pekach /a,’.——: ../ . Stad
wynika, ze punkty przecigcia promieni odpowisdnich é Ié, 1
¢ '.‘{-'. i ”?_Z;f +... lodg na jednej pf‘éstgj /&, ktéra
jest zatem wyznaczong przez dwa ktérekolwiek z tjch

punktéw, np. przesz Cy é, é B - 6. Wt
A’oy Wy znac sy ¢ jakgkol wiek 1nm parg prostych odpowied-
n}cn, wystarcay polgezyd dowolny punkt /lerorstej
BCEp 2 puktens 471 4, .
Stgd wynika, ze dla wyznaczenia punktu Y, ktéry
w drugim szeregu édpow;ada pun] towi /Y plerwszego
szeregu, 'nalézy ycsﬁez,pié, jak nastgpuje:
Polgczyé punkty 4, , B, , ( % A By
i /7, 2 punktem /3, prosteni @, , & ¢, @ , &
.4 m, ; wyznac,yé punkty /, ’- B ,,.c’” v

,5;’, Cg',i A, w ktérych té proste prm«. aaja ko-

. 4
_?.olé' : polgcazyd A4, B Eé i é ;
’ J i./..,"r ol /\
Wyznaczyc punkt & ,_.,5 ; polpczyd /{, & 56, 14
: i ’ |27 i -/ »
4- CY = ‘;avvmaczyc punkt @, "¢z Id  polacayé

5 : -/lw . wyzns bu.} > punke /71.«%.' §/J/’" ; Dddnczyd
// /f’ = ,?; wreszcie wyrnacuylé punki # ,, = 7,

: Qrogaki-e'moze,_ byc poinzunie pioétaj :
“kos 4 g albo moze o byé proata zewngh: . wagledem

tego kols, »lbe aty.zna Ao niege, albs ¥resicie jego
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sieczna, Prizvouscuy, 3o prosta b przecma kolo ’é w
dwéch punktach /€; HG;;t Kazdy z tych punxtow wy-
znacza z punktem /5, prosts, ktéra odpowiada same]
sobie w pekach rzutowych /43/7@,4¢...)x 4a (4,4, ¢,
Punkty /4, i &, , w.ktérych tak wyznaczone prosbe
lej przecinaja prosty e+ 58 zabom punktami po-
dwéjnemi szeregéw rautowych '/@1//4.3 cor) 7\"/(7 /45" )
Jezel1 prosta /b.gest styczng do kola A , to punkty
}; 1 ”éi; e wiec i punkty zf; i &{& 83 zjednqcio-

‘ne; istnieje wiec'wtedy'tylko_jeaeh_punkt podwdjny tych
szeregdéw, Jeieli wreszcle pros§a /b jest zewngtriung
wzgledem kola 4 , to punkty podwdjne nie istniejs
wcale, et

W’wykreslenlu powyészem zawarte jug jast oczywié-
cie wyznaczenie par prostych odpoviednxch oraz prostych
podwd jnych dé; i Jﬂw’dwdcn pekdw rzutowych o wapdlnym
wierzcholku _fj’,’ v f,Z/a, a...J) A /,?taqé Syee e )

Wyznaczenie puanktéw podwdjnych dwdch" szeregiw rzu-
towych na jakiejkolwiek podstawie /&k oraz wyznaczenis
prostych podwdjnych dwéch pekde rzutowych o jakimkol-
wiek wierzcholku /7, da sig uskutocznié zapomeos je-

dnego jedynego kota £ , leiacege w plaszczyzmie tych

podatuw i wieracholkdw, Wyirs: lsule to nie wymaga za=-

tem uiycia cyrkla, jefeli tylko w piaszcayiuie rysun~




~ 331 -

ku raz na zawsze wykredlone jest Jakiskolwisk kolo
/ zwens kolem Steinera/,

__ii'___m_l_f)l,, .“_STO O‘%NIA a/ vareéhé trojkat, wpisa.-
uy w tréijkat AN/ 1 opisany na trdjkaocie ?]P/Sy
Ne boku ¥~ /Rys 287/ obierzmy trezy dowolne punkty

' £ ' A B,
| 1 9

rzudmy

je s
punktu
& na
bok
V7.
stray-

mane
punkty

Ag, ﬁz i {' % 1émy 2 punkia /"f n ok V. Haad

wreszo i. £ otrzziane punkty f";?::; 5: i ¢, rauémy |
: A .
. d%82¢79 rag 2 punkt- & a= ok %' | ¥ niewa: sze-
> A ‘
rogi ’/ 5o A4 B e
‘-’i; '(""'? J{?_ (1 R 1- !_z é 0/
A 4 G 1 4, 5 %



D oAZaR .

sg peraspektywiczne /érodkami perspexiywy sa koiejno
punkty Lot /31 , wigc szeregi

LB 2 LSRR /s B,/ 7,
8a rzubtows na wspélnej podstawie MP ; zadanie

sprowadzse sig wigc do wyznaczenis punktdéw podwsdjnych

7

‘4
/Zlegadnienie II stopnia/

i &, tych szeregéw i ma 2, 1 lub O rozwiszad
2

b/ Niechaj bgdzie © punktiw stozkows] A , Wil
 , J i £ oraz prosta Jo priss zaden z bych punk-
téw nie przechodzica /Rys.288/, Wyznaczmy na tej pro-
stej punkty przecie-
cia.joj ze stoikowg,
Polgcomy punkty (7 ‘
. M1 punktem
A yprostemi ¢ , <
ﬂ, €, , & % punkiem B
prostemi ¢, , aZ; 1.5
€, i niechal te pro-
ste przetna prozts A
v punktach [,/ 4 .ﬂ, 1
| ' E, : (:'; , _02 1,54,
Jezeli szersgi rzutowe /2 [ [5:/ Wﬁ/tz_ﬂ{‘é;‘;,

maja punkty podwéjne, to kaidy z tych punkidw, np, 3

A
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musi leseé na stozkowej, bgdzie to howiem rrzaciacie
- prostych .4 Al : BF, |, xtére sobie odpowiadajg
¥zajermie w rzutowodei /G(CQQZZZ”;/ 7ry6(QZ;Z‘é;..b}
Prosta & moze przeto przecirnad stoskowg najwyzej w
dwdech punktaeh /Zag.Ii stopnia/, Iresztig okredlimy pds-
niej na drodze czysto gesometrycznej pojecie punktdw i
prosiych urojonych i przekonamy sisg wiwczas, %e proste
Przecina stoskows zawsze w dwdch punktach: rzeczywi-
stych odrebnych, rzaczywistych zjednoczonych, lub uro-
jonych spresonych, _ 7

3 152, SZFREGI I PEKI INWOLUCYINZ, Niechaj beda
dwa szeregi rzutowe na wspélne; podstawie 4, . Kaj-
dy punkt pros'c.e‘j/er,‘3 moze byé zaliczony badi do
Pierwszego, bgds do drugiego szeregu, Jeseli punkt 7

zaliczymy' do pierwszego szeregu i oznaczymy go litera
A, . tow drugim szeregu bedzie mu odpowiadal pewien
punkt, ktéry oznaczymy liters 4, | Jeteli ten sam
punkt zaliczymy do drugiego szeregu i_qznaézymy_éq_li-'
te£§ ,éa » to w plerwszym szeregu bedzie mu odpoiiadgl
pewien punkt 1@ » ktory wogdle bedzie rézny od punktu
A, . Moze sig wszakze zdarzyd, je punkty >4& i B,

Przystana do siebie w pewnym punkeie A prostej &, ,

t.3. 2e'pﬁnkty'¢47 iN odpowiadaja sobie podwdjnie,
tak, ze punktowi /Y odpowiada z.mazo ten sam punkt A
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niezaleznis od tego, do ktorego z dwich mzeregdéw zali-
C YTy puhkt iy i »

Podobuiez dla pekdw, Woze sie zdarzyé, se w dwich
p@kachprzvtowych 0 wgyélﬁym-wiﬁrzcheiku.iéz dwie pro-
ste M i ~, wychodzace 2z punktu JEL, odpowiadaja
sobie podwojnie, t,j, %e prostej ~2 Odpoﬁiada zavsze
+a pama prosta 4, niezaleinie od tego, do ktdrego z
dwéch pekéw prostg 1 zaliczyr r, Dowiedziery teras
twierdzenia: |

Jezeli v dwéch szeregach rzutowych na wupdélnej pod-

'stawie, albo w dwéch pgkach rzutowych'b weplinym wierz-

cholku ‘dwa elementy odpowisdnie odpcwiadaja sobie po&-

woinis, to kazde dwa slemsnty odpowiednis odpowindais

sobie vodwéjnie,

Nisch beds np, Awa szeregl rzutowe na wspdln.j
pocustawie i nlevh iginiejs jayna pare punktdw odpowloa-
nich /4, i AQ , ktére odpow“adaJQ sobic podwijnie, tak

25 jezeli : ;

“Trzeba okazaé, Ze wiidy <aila pars punktow odpo-

) ‘y o f - . q . 2 - )
wiadhiCu, np. G, i €, cipoviad . sobie prdwd nisg t i,

— o7 y
jj“—:é)a “tQ 1'75'-‘&1



t/’{/ 567 )= (%4 %4 )
kladgc na mouy salozenis de =8 L= A4, Gz
otrzymamy (48 / [..’5", 4’,47!%/,
cayli A 44 g . 5.0, t. 3.
-15:,(; .» ﬁ '.77:2 . f:,;_'}; »
46 _ 4,20
' B,C, 2?47

Co oznacza, s stoen*ﬁm Dodzialu punktdw 67 i.lz wegl e~
dem punktéw 4, i B, ua réwns, skad wynike Ze 67:-_/9

e.b.d.o.

Dwa szeregi rsutowe na wepdlnei vodatawie /%

xbtoérych jedua, = wige wazysikie pary punktdw odpowieau

» [y

j& sie inwolucis
e

LY

nich odpowiadajq sobie podwdjnie, nazywa

na prostej 45, | Kazdemu punktowi proste]j Ay v 0d=

powiada jedern jediny puakt dej memej prosts), o kté-

rym mowimy, e jest z tamtym inwolucyjnié spragiony,

» s .

Poniewai rzutowosé dwdch szeregdw jeslt wyznaczo-

ne przez 3 ktdrekolwisk pary punkidw odpowiedrnich, wiec

inwolucja na prostej A, bodois wyzraczons przesz dwie
» . 5 L 5 ek . . | .
ktérekolwiek pary punktdés sprzgsonven 4, i AQ 3 B

/

fle

133 ; kazda z tych dwdéelh par bovwiem po przeztawie-

niv jej elementéw uiworzy wows parg punktdw odpowied-

nich tyech dwdéch szeregdw rzutowych, ktdére stanowis in-
wolucje:

Fd

CROMETRIA WYKRESLN A Arkuss 22-gi .

.
I.
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aliy sl

v ﬂ, (8

D (A5, B) % oy (48
Y, /’ 4 / / rd & !t 2]
/ '/"V’ [ ,‘_J r:‘l 4 ’/g é?a ./4‘:, i:'/

Pra peki rvu’c-c.?'ve o wapslayr wierzchoku 42 o W

ktéryeh jsdna, a wiec wazysikin pary prostyc: odpowied-

nich odpowiadajs sobvie podudjnie, nazywals sip inwo-

T
-

lucjg. dekoia punkiu <.z  Kezdej prostej wychodzgcej z

punktu f?,g » odpowiada jedns jedyne wychodzgca z tegoz

punktuw proste , o ktdrej mdwimy, Ze¢ jest z tamla inwo-

lucyjnie sprzegona,

Inwolucja dokoZa punktu s jest wyunaczona prrzesg
ktérekolwiek dwie pary prosiycn sprzgzonyed <,i <, ,
5, i 5 1p0 przestewieniu bowiem elemmenidw jedne] =
tych par otrzymamy nowg pare prostych odpowiednich tych
dwich pekéw rzutowych, ktdre stanowis inwclucje:
-i';‘, /é‘,/é a.‘g /56 lll/ x .:; /Q-“,é a/ / //

§.151, Witasnosci inwolucyjne czworokgta i czworo-

boku zupelnego. Niechej bedzie dana inwolucjs, t.].

takie dwa rzutowe szeregi na wspélnej podstawie 2, ,
ie .dwe_. punkty tej proste cdpowiadajs sobie podwéjnie,
tak e jedli w jednym 2 nich przystang do siebie punkt
B, pierwaszego szeregu z punktem (., drugiego szeregu,
to w drunm przystang do siebie punkt 5 drugiego sze-
regu 2 punktem Cy pierwsgego, Rzutowoddé tyech dwéch
szerogéw jest tedy wyznaczena prazez 3 pary punktiw 4,
/43 ST ik '.3& : 61,1 C; ; lp;r_zyte;ﬁ-z druge i trze-

bebo
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cia pars sg zjednoczoue v dwidch purktach d = 0; i

e |
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34 TSINA L
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o s AT R
~, ///’ \
d" \\ |
’ \
NS
X \\ :
\\ \\.II
R‘y*i‘o 3890 \w.‘\
Vs
g, \
B; =( /Rys 289 /. Wyz na.c"my na prostej /3, punkt
LY

¢ Sprzegsony 1nwolu~y‘.n1e z jakimk tolwisk danym punk-
bom X, tej semej prostej, Stosujse wykreélenie § 149
/Rys 285/ trzeba nejpierw, jak wiemy, z dowolnego
punkt g f’ rzucié punkty xi’ o B 0" na dowolns
Progiy A 4 Poprozmdzmy t¢ prosta przez punktl? = Oy
1 Cbrawszy gdziekolwiek punkt P » TZUCHy 3z niego
bunkty /‘7 5 _5’& i 0; na prosisg /aa’; otrzymawszy punk-
ty /ﬂ’ 19/ i L””‘*‘ﬁ =0, | Znajdimy teraz punkt

1':7 v o 1nowiada.;acy rzutowo punkbowi ./_7 ¥ szeregech

/bw(/ﬂﬂ or ) 72, /A’ ("m/
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T

W tyn celu znajdimy od rzulcwg tych szerogowo - 2
czy ona, jak wiadomo / § 147, 11 e/ punkty odpowiada-
jace w obu szeregach punktowx przecigcia podstaw

-29 Cy : otéi punktowi 5, odpowiada ‘Z% " punk-
towi -C: odpowiada Cﬁ : osig rzutowy bgdzge_zatem
prosta ﬂg /Cfs/b . Aby otrgymaé nkt _/31‘3/. 0d-
powiadajacy rzutowo punktowi 2174 lgczymy ten ostat~
ni ktérymkolwiék punktem szeregu./??ﬁ np, 3 punktem

/7;’; punkt przeciecia /¥ prostej /Y, /f;z 0sig
rzutowg /D lgczymy £ punkiem -4, ; prosta ‘aA,
przecina /%, w punkcie M, . Pozostaje rzucié punkt A,
s punktu P na /a ye » 8D otrzymaé szukany punkt ./Y

Zauwagmy czworokat zupe Iny J@ﬁf3'4 /7
ktérego dwa przeciwlegle boki i/ﬁh przechodsg przesz
punkty ﬁzéq i A==€ , dwa inne HM i

23 A&’_- przéz punkty «4, i Au'“, jeden z pozosta-
iych przes 4@5 .‘a drﬁgi przez Jy; .. Stad twierdzenie:

Boki prseciwleg2e czworokgta zupelnago przecina-

jg dowolng prostg w trzech parach punktdw inwolucji,

- Na-zasadsie dwoistodoi wnioskujemy o siusznosci
twierdzenia wsajemnego,

Proste, rsucajgce z dowolnego punktu w1erzchol—

ki przeciwlegle czworoboku zupeinego, stanowig tray

pary prostych inwolucji,
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Wlasnosci harmoniczne ﬂzwowoboku i czworoksta zu-
Pednege /§ 142/ sa tylko przypadkiem szczegolnym wlag-
nodei inwolucyjnych tych figur, Tak np, 3 pary ‘punktiw
8przgzonych inwolucyjnie A, 3 /7 Rl &y Yk
V4 staja si: dwiema parami punkiéw sprzezonych har-
menicznie 4. i B , ¥ i N o+ gdy punkidy pierwszej
-pary A4, j -/f ZOS'b&."lZi. zjednoczone w punkcie 7 y &
Punkty drugie] pary ﬁ i /z’ -w punkcie & ; prosta
/2 przecinajsca czworokat (Vﬁjf przechodzi wiw-
czas przez dwa jego punkty przekatns 4 i & /Rys 256,
Punkty te. sg punktémi podwéjneini inwolucji, ktérg czwo-
rokgt ﬂf’ji wyznacza na prostej ® ; przegra-
dzaja one harmonicznie kazds pare punktéw % i N b

Sprzetonych inwolucyjnie.

Opia‘rﬁfyac 8ig na wiasnosciach inwolueyjuych czwo

rokagta zn‘pélre'ro mogna za pomocg konstrukcji linjowej

¥yanacgyd punkt 52 sprzgiony z jakimkelwiek danym
Punctem wa inwolucji, wyznaczonej przez dwie pary
punktdw sprzesonyek 4, i A, , A i B8, | Pray-
Pusdmy, te na prostej Jo /Rys 290/ dane sg dwie pary
Punktow inwolucyjnie sprzezon woh A2 4,3' R Y | 34-
oraz punkd.’ 6{ . Aby znalezé punkt 0; 2 nix sprze-
Zony, popivwedimy prie: 5’; prostg jakgkolviek i wei-

Wy ue-ried dowelne dwa punkty R T, y Poba‘cgmy
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punkt /Y 3 punk- -
tami naleggcemi do
par ‘.\i:éﬁnycb. np,
s 4,1 B, s
punkt NV g pozos-
taten' punktani
tych yar 4, i

B, w utworsgo-
nym ¥ ten sposdb
czworoka.cle NN
poprovadiuy Méaty bok P& ; w przecigeiu jego z
prostq A otrsymamy szukany punkt (, - Jezeli jedna
g dwéch danych par punktéw sprzgionych mvolucyjnio

A, i A - ﬁ , np, 4, 1 4, jest 2 jednoczona
w punkcie podwdjnym }:; , to drugi punkt po.dvéjny in-
wolucji 6’;4' , snajdziemy jako punkt sprzgzony harmo-
nicmio s p'unktom ﬂ&' wzgledem punktidw drugie'j pary

B A |

Podobniei. op;l'ra,]ac sig na wlasnoéciach inwolu-
cyjnych czworo‘boku zupetnego mogna podaé Lonstrukcj@
linjowg prostej ¢, sprzesonnej z dang Jaka,ko.;wiek
prostg ¢, w inwolucji wyana.czone;) przez dwie pary pro-
stych sprzgionych «, i 5’-: s ée ; Mozemy- zresztg
to zagadnienie sprowadzié do poprzedniego, cpierajac



sle na tej zasadzie. s inwolucjae zachowuje sie przez
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rzusy i przeulc;s.‘" = Jesell jedns z dwdeh danych par
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% LA 1

np, «, i <, +Jost zjednoczona na proste) podwowe‘]f

4

+ Ll ! - 3

to drugg prosts podwog ng inwolucji , fﬁe » 2Zrajdziemy
jako progtg Sprzezong ngrmonicznie z pmst@.j& wzgle-
den prostych drugiej pary »5, i é

3 152, Zastosowariz koiu Stoiners de nvznucz~nia

1

slementdy spraesonven i oo "«*fnnyc:;. danej in-..g.wji,

Kongtrukcja elemenidw agracionych ivwolueii ga pomocsy
crz-worc\:—}tu i czworoboku zupeinsgo /Rya,3%0/ nie zaw~
a L]

nie da sie gasiogo-
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o wapdlnyr wierzchotku */23,3 . Zastosujemy do tych pekdw

&
e

-
by L

\\‘
PRl == A
oy
n
o
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/
,42 . punkiy [{i 4 . W ktérych

wykredlae § 150,
Wyznaczywséy pun~
ty A, % /{ 53443
w ktérych proste

2, ,

; 5, 18,

2, .,
przecinajg kolo,
znajdimy punkt ’
przecigeia ¢’ pro-
stych 4',/3_;/ i

4, /5, ’ , & na-
stepnie peizcamy
punkty €7 1 &7
prosty & |
wyznaczyé nows ja-

kgkolwiek pare

. punktdéw sprzezo-

nych g i &

4

iaczymy dowolny punkt 3 proatej /& = punktami /7

proste ’4 5 i

A, B’ przscinaja koio, rzucamy z punktu 472 na pro~

ata //3‘, :

il i -i
Punkt 4 przeciecia prostysh
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punkt - J przecigeia prostyeh 477 i 40 lesa
réwnies Aa proste] 4 | W samej rzeczy, ponievas peki
A (4B o Sl oy M A4, (4°3,87¢,°¢") sa por-
spcktywmzne,. wigc proste Aﬁ’_.f)f, [y’ i _f,e’ R 2

/7 s v

Vs 74 1 y 7/ > :
Aat B A 4, "€, przecinaia sic carami v punk-
7 /
tach O $ VA

perspekiywy ’oy h pekdw/; na tej samej proste] legy tak-

28 punkt 4 . W ktérym sig przecinajg prost -5’5‘;
= 0,/ pg’ ow verspekiywicznysh & /4, ;ff,':{e,[f}(;,,”j

i .@’/ﬁ, 44,50 )< tauwainy toraz dwa tréjkaty
/7,/.3,/0,; i '43,!3;:, B T 55 to trd 0jkaty Desar-

N
¢t;'

/
B legacych v jodnej pr ostej /osi

[

gues " /5: 93/, gdys boki ich przecinajs sie parami w
punktach 47, P (4! . lezgcych na prosteg/ j
8tad wynika, #e wierzcholki tych trojkatow /‘71 i ’44
5: ¢ i .5,‘ ,, L":/i e’.-:' lezg parami na prostych prze-
Chddzacych przez jeden punkt .~ |

Aby wiec znaleZé nowg parg punktdw sprzezonych

(;"i Cz , wystarczy 1/ wyznaczyé punkt 2 jako
Przecigcia prostych A, //ﬁ,,/ z B,’,/Ba’. 2/ z pun-
ktu.f’~ wyprowadzié jolkgkolwiek sieczng do kota £ i
74 ﬁunkty przecigcia tej siecznej s kolem C’:’ i C:
rzucié z pukiu Loy na prosty B, , Jeieli pun’.{tf
Jest z ewnotrznym wagledom kola 4~ , to rzuby punktdw

Yy / ; .
Zetkmgma /;; i f sbysynyni, wiazrowadzonyeh 2



- P - - ° . » 7 :
punktu .P do koZa, sg punklemi podwdinsui ﬁf,g i @,
Punkty ¢

r - : | 2 ~ » D ' o~
ne‘bmnym kota, i sg zjednoczone, gdy < leidy n okregsu

=

akie nie istniejg, gdy £ jest punktem wew-

L]

Nalezy wisec odrdimid 3 redzaje inwonlucji : hypcrbolics-

ng o dwéeh odfgbuych slementach pedwdinych, paraboli-

czng o zjednoczonych elementach podwdjnyeh, i eliptycz-

na, - bez tych elementiw,

for]

i jest oczywls-

¥ wykredleniu powyiszem zaw: vbe i

cie wyznaczenie. par prosiych sprzeionych ¢ i <, oras

prostych podwdjnych j: i S inwolucji dokoia punktu

14

£, . Zastosujmy jeszcze o wykroélenie do wyzyacze-

nia prostokgtnej pary prostych sprzegzonych danej inwo-

¢ ) - . 2 Ty ’ o
lucii, ¥ iy celu wysuarczy wyprowaculs 2z £ 8rsdnice
: . s’ :
koka;: p*‘oet-s 7, i sz, rzucajace 3 pankiw. <, kosice

/V'""'i ./f tej él‘&dnl(.') bedg wzajemnnie prostopatiami
proateni spragionemi, Jezell punkt = legy w Srodku
0 kolas .'{‘ , to eczywidoie kaida sisczne 2 niege wy-
chodzica jest frednics, wazystkie pury prosiych sprie-
sonych sg prestokgtne,

¥ inwolucji do¥oZn rursin elb wa: rsitie pary

prostych sprazgsonycl az _;?w?.oka;-‘sn- » 3 "0 ylko [odua,
Jezeli imwolusia dekota puakiu £ je i hipe boli

czna, /Rys.297/, to pr-as=i > ytne ps -2 prostych sprzio

nych 22, i /¢, dzieli na oic 7y kaly mi@(i.agjprostemi rod-



4 ] - I 4 , /
v0jnemi J{z f,a, Wynika to z rdwnedci Zukdw /’: ﬁ,;

1”‘7 (o4, LF e ,.4/ Inwolucja, ktérej wsazystkie
pary prostych..sprzezonyech ang proatokatne, nazywa sie

Prostokatng, Eliptyczng t¢ inwolucje zakreslaja ramiona
kgta prostegoe, gdy ten obraca sig dokola swego wierzchel-
ke 84 to wige dwa peki réwne o wspdlnym wisrzcholku i
Zwrecie, w kiorych proste odpowiednis sg wzajemnie .-
prostopadie /Rys, 292/

| Jsgeli punkt .4 jest
niewkaéciwy, to Zuki odecigte
na okregu przez sieczne z te-
go punktu wychodzace 89 rw-
ne. Hyperbelicusna inwoluc &,

ktéla temu poie eniu ; pamkibu

7 2 odpowiada, nezywa Big

BYmetryozna. proste podwdjne s§ wzajemnie pr: st3>adle.
3§ one dwusiacxnenx katow nmigdzy kazdemi dwiema )ro-
8temi gprapzonemi /Ry2.293/, Inwolucje ta jwte riec
utworzona Przez dwa peki réwne o wspélm m wic 'z : 0}-
ku § awrotach przeciwnych, Dwusie eczne kabtér migo s -
Prostemi podwdjnemi stanovig prre sprzegony 3 pr .
Stych prastokgtnych tej irwe'u ji. )

Zagadnxanie wyznacganit r ry prostokatare, p138-.
_tYOh epragionych dnwclucii j sb tylko Proyprck: em sgoze~



£0lnym zadania,

Dane dwwe
inwolﬁcjérna wspo‘neg
?odsiawie albo o wspdl-
nyn wierschoiku; zna-
le4¢ pare sprzonych
elementéw zardwno w

v o o A ALY S et o 1 T s AT A A 3 P

Jedneg. Ja» i w_dru—

gie] 1nwoluc31?
»  Fiech beds np,

dwie inwolucje prostych o.wspélnym wisrzchotku

ST @ b 8,) i St e ,.’Jy . Na do-
wolnynm | kole % - przechodzgoym przesz 25 WY ZNecEEY bunk-
b bl ol Bl B €1 e
w ktéryoh proate i Ris B v By v € syl
i el p“zecinaja to koo, Wyznaczmy punkt £ jak
cisecie prostych /4/4 i 'j3134_ oras punkt &

s 48 Yer/ /
jako przecigeis arostych CC° i 47 ﬁ-uezu}i Pro=

o

e

=

&y

D
1

L . l'ﬂ - ;’,\' B Ll L 5%
sta /J'.yl przecina ko?. 4 w punktach 77 i f'zgg to proste
', 2 - 4 - »

3 3 /VE T 7, uﬁ-47 kit 8% BpPrZERONe zZarswno w pisrwsze],

f
¢

jak w drugie] iuwc lqui, fagadnionio nie ma wige rozwig-
zania tylko wisdy, gdy yroste,f%gj&st zownetrazng wzgle-
dem koka, Latwo sigp proekone’, oo wiwlzus punkty zelknig

cim.%?i 6?&*“' vveh do kolao wyuooawadnonvel 2 punibu Vi
‘s ; . ]
W (a4
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ERE) _pa’mkty .Jw’,(clq 4 i 4 siyeznych, wy-
prowadzonych 2 puniiu & . BESU eynika, Ze zagadnienie
nie ma vozvigzania jedynis wtedy, gdy obie inwolucje sg
hyperbolicsne i gdy elementy podwéjne jednej z nich
przegradzajs elementy podwdjne drugiej,-

§ 1853, Inwolucja hyperboliozna paraboliczns i eli-

plyczna, W artykwle poprzednim nagwalismy inwoiucje hy-

o re——

perbolicang, parabeliczng lub eliptycsna,, celegnie od
tego czy ma dwa, jeden, lub czy nie ma gadnego elemen-
tu podwdjneo, Okszemy terasz, jak nie wyznaczajgc ele-
nentdw podwdjnych mozemy jednym rzutsm oke roszpoznad,
ktéra = ,tjréh trzech inwolucji wyznaczeja dwie pary
elsmentéw w niej sprzezonych,
Niechaj bedzie na prosatej /c?,z inwolucja # »{,.5,’35;,

i 3 inwolucje wyznaczona przez pary } unktow  przeso-
nyeh A4, i 4, , B i 5? /. Inwolucje te jes’fet wiworso-
na przez dwa szeregi rzutowe = /&, [, Ay L gj A '
Tﬁ/’i’ﬁi 5,’j w."c.e.n sposdb, ze kagderu pun%r.t.fmi ’protej

ﬁ/z odprwiada w obu szeregach ten sam punki, Punk.ty‘

a - / 3 ’ ) N o -
Yz jemne -;e,. i éa;_ tych szereméw /§ 147, 1 a/ sg prze-.

to zjednoczone w pewnym purksis g ., ktér- nazwiemy
srodkiem inwelucji A .1, 5.8, .., Por.»wai ilboayn
odleginsci dwéch punktd s cdpowiednich A, 1 “iaslub

e 3

—B, i ..7% B0 R S *fJ od punktdw wuajemnych .;\.D,
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i @e_jest liczba stesa, wige
‘Ileczyn odleglodci punktdv sprzesonych od grodks,

inwolucji jest liczbg atalg

0/1004 30_3 05 00' [109 —4 00 G .
PI'Z}pU.waY najpierw, ie ta liczba jest dodatnia

-rk. _ Punkty sprzezone np, A i A% , musza lezed po
tej samej stronie érodka inwolucji 0 , a wige albo
obydwa po prawej; albo obydwa po lemJ Jego stromo
Précz tego atwo dowiedé, ze kazde dwie pary punkt 6w
sprzezonych sie nis przegradzaja, t.j. 2e oha punhty
JedneJ pary leis zewnalrs punktow drugiej pary, Jest
to oeczywiste, gdy pary A i Ay oraz B i .52 le-

%3 PO nrzecmnych stronach Srodka inrolucjl G il

/Rys. 294/ Przy-
pudémy wiec, Ze pary
4 ¢ G, % PoET Gy B, A, i Ay oraz 5’;

4

¢, leig po te]
il same j ._st:{"énie §rod-
Poniewa o4, 10, = K] 0¢, , wige jeasli A ledy
blize] punkw d nix /3’, , to 62 musi ]ez‘;‘e"ép.gglé_j
nix A, od pun ktu @ i M.Amot gdyby C’ 1ezal da-~
1¢j ﬁlz A, od punktu & ,' te Cye .chalby blize] niz

ey nean

/,‘& , bak fe jodna z bych par punktér chejmie 7eW8L0

. ; . . : ~ ka inwolucji d



drugg, 7 powyiszego wynika, Ze gdy punkt pewien 44, po-
rugsa sig ¥ jodne sromg prostej B, , to sprezony z
nim pun! /7& porusze sig zawsze w strone przeaciwng,
Zupeinie inaczej rzeczy sip majg, gdy iloczyn od-
clodcd pgnktéw sprezonych od #rodka imwolucji jest
iczba ujemng -—-Jée . Punkty sprzgione wmuszg oczywidcie
leze¢ po przeciwnych stronach srodka inwolucji ad

L

Zatwo dowiodé, Ze kazdo dwie pary punkidw sprzezonych

-»

sig przegradza'%o W samej rzeczy, jczeli punkt ﬁ, le-

-

y blizej od Srodka inwolucji J . niz punkt 4, , to
punkt ,.32 muni lezed dalej od @ , nii /43 » tek ze,
Tdy B, leiy wigday A4, i 4& , bo ;S; nusi leseé.nage-
wnatrz odcinka 4, ﬁ& /Rys, ?9&/ Gdy zatem pewien
punkt 7 porﬁs;a
si¢g w jedna sirone
proste] /Zia'to‘sprzg-
_Ry-s,tgl95. ~ zony 2z nim punkt /V -
' ' porusze sie w tg smmg

T o =

3y I —y

étrong

Przypuscmy wreszcie, Ze 1loczyn odlegodci kagdych
'dwéch punktdw sprzgzonych od drodka inwolucji rowny '
Jost serd, Poniewas ilcczyn Awdel licsh tylPo wted;

jesal zerem, gdy jedna gz tych 1ii g _]e_nt zorem, wiec

L
v ™

“wazystkie punkty proste] 70‘ 4 spragtons ze drodkiem
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inwolucji J . Punkt ten jest wige tukie sprzeiony sam
ze soba i moze uchodzidé za punktb podwégny tGJ inwoluecji
zreszte jedyny, -

Jezsli punkt podwdjy inwolucji %J{;ﬁ,ga

: i X
oznaczymy liters JZ% , o dla jego wyznaczenia mamy

Of' dF = J/ZZW/ y,

Réwnanie to bedzis mialo dwe pierw1astﬁ; rzeczy-

, rownanie:

wiste i odrebne tylko wtedy, pdy ta staia bedzis licz-
be dodatnig -+ k % '; 0]'7&': * £ _Jeieli stala jest
liczbg ujemng, to punkty podwdjre nie istinicja; gdy
‘stala jesl zerem punki podwdjny jest jeden tylko, mia-
rowicie érocdek inwolucji LA zatem

Inwolucje punkidéw jest hypertolicszng, gdy ktore-

kolwiek dwie ‘pary punktéw sprzeionych sie nie przeg ar e~

e

dizajs§, e11ptyczna zaé, gdy te pary sie przegradzaja,

Inwolucja prostych jest hyperboliczng, parabo-

liczna lub eliptyczng zeleznie od tego, czy inwolucja

punktéw, wyznaczona prsez nig na dowolnej prostej iest

hyperboliczna, parabeliczna tub sliptycezna, Stad wyni-

ka, te w inwolucji ,V~,.ac i.zna vrostych pary pros-

-“'.
Yy T |

tych sprzgzomych sie nie JIZwE a\ a3¢ JRys, 295/ ¥ in-

A

wolucji eliptycanej te pary eie p‘ zepradzejs /Rys 297/

w inwolucji parabolicanej wasyatkie prosie 8§ sprugac-




[
3
e 2 Y

-ne z jedng jcdyng_pqut@, kt o~

ra jest zatem réwnied sprzeso-

hia sems 26 sobg i moze ucho-

dzié za prosts podwéjnq, ZY o=~
szt jedyng, .
| .ﬁ_léé Inny spostéb wy-

anaogenis elemenuow sprzezo-

nych - § podwojnych *nwolu031

Ka ej wiasncéei kegdej in-
woluoji punktéw , 2e ilocayn
odleglokei punktdw eprzeso-
eych od srodke inwolucji jest
staiy, mosna c¢przed wykredle-
nie par punktdw sprzezonych i

podwéinych, Niech beds na pro-

BLe ] /b dane awio pa.ry punk-
tdw B e 13;
p?zegradLaJ&Gych sig /Ry= 208/ lub nls /Rys 299 i 300/

(m

Poprowadimy dwa przecinajgce sip wzajemnie kola @ i 5
dowolnego prbmienia. jadno przesg nuﬂ£t1p44 i Jﬂ¢.
’drugié przes B i 133 . Polacemy punxty‘,ﬁf i N
praecigeia sig tych kil powiadan, e prosta M4

wyzracza na prostej A & odsk inmwolucji g . W samej

bk

GROERTRY A WYKRESINA ; irkusz 23-ci
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rzeczy, * punkin
O do kel

de kazdego %

tych koY wychodzag

dwie siscmme 42 i

A, iloczyn

¢

odlegloéei punktu
7 od punkldw
przecigeia kazde]
sieczne] z Kelem
na byé staly, prazy-
tsm dodatni, goy
punkt O lezy ue-
wngtre kola, ujem-
ny, gdiy d ieiy

wewnatrz niego, Ha-

my zetem v kazdym
prazypadku:

94, JA,= 2. 0N =08 - 43,
oo mozliwe tylko wéwczas, goy punkdb J jest srodkiem
inwolucji, Chcac otrzymaé na proste] /o pare punkt éw
spragionych, prowadzimy przez punkty <Y i N jakie-
kolwiek koo € ; punkiy 67 i Cl Ree.: ktorych ono

1w

przecina prosty /% 8y spragaons, W same] raec

ac; 46 = ONM. d¥ = stalej
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Z wykreslenia powyz-
—gm szego wynika, 3e
e punkt zetkniedia
pfostej‘/b z kolem
rrzechodzgcem przez
}haw punkty.ﬂy e
i stycznem do 4

“jest punktem pod-
wéjnym inwolucji,
Jezeli pominiemy przypadek paraboliczny, jako juz
wyczerpany, to zagadnienie wyznaczenia punktdw podwodj-
nych inwolucji albo ma dwa rozwigzania, albo nie ma
sednogo. Jezeli mianowicie punkty 4 i & less po
tej saﬁej stronie prostej /% , to mamy dwa rozwigza-
nia, jezeli zad lezg cne po przeciwnych stronach pro-
stej & , to nie isinisje sadne, Ale punkty /¥ i A
lezg w»edy i tylko wiedy po jednej stronis 4 , gdy
vary 4, i A, , B, i B, sig nie przegradzajs, po
przeciwnych zaé tylko wtedy, gdy te pary sig przegra-
dzaja. | i
~ Jezeli inwolucja na prostej A jest hyperbolicz-
na, t,j, jeieli kaide dwie pary punktéw sprzgionych
Rig nie przegradzajq; a iloczyn odleglodci punktiw
kazdej takiej pary od drodka inwolucji jest liczbe



ey 90

dodatnig ',;-45‘, tp_ znajdziemy punkty podwdjne, odmi.e--
rzajgc od drodka inwolucji po obu jego stronach odei-
nek 0-"7 o0&, = + % |
my jako stycznq do jednego = ké%, przechodzgcych prizes
punkty ./Y i~ /Rys,299 i 300/, W samej rzeczy, wia-

' domo, e jezeli z punktu sewngiranego - & 30 kola po-

Odcinek ten znajdzie-

L]

- prowadzié atycznq s 1 ﬁniecmmP 6 , %0 siycuna .5
jest éradnmia prOporcjonalna migdzy cals sieczna 44,
1 jej odcmki.em sewnetranym J-4, , czyli:’ :
052 04, 04,2 +°; 05=/4/ Otmiersajac tedy
styczng 25 na proatoJ /z' po obu stronach punktu a
otpzymamy dwa punkty podwiéjne /"7 i Q;&, Bedg %o o-
ozywidoie punkty zetknigcia k81, przechodz&oych przesz
punkty My N stycznych do prostej /& ., Punkty
te, ja}t juz wiemy, przegradzajs harmonicznie kazdg pa-
ro punktéw sprazgzonych 4, i 4, , A i I AP
Bzczegélnie latwem jest wykredlanie par punktdw
éprzezonych W in\volucji.'symetryczneﬁ b j', tekie] inwo-

lucji hyberbolicznej, ktérej jedem punkt po wwogny jest
niewladciwy, Punkty sprzgzone 4, i A 83 symetrycszne
uglgdem drugiego punktu padwo,]qego, ktéry wraz z pier-
wuym t.§. 2 punitem niowlasciwym przegrsdw/ge harmo-
nicznie 8¢ to wige dwa sgeresgi rowne na wspdinas:; pol-
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stawie 1 o zwrotach prze\,mwych

Dla- wyznaczen;a par pros’oyc‘z sprzgzonych 1nwolucj1
dokoXa punktu JD oraz dla wysnaczenia prostych podwéJ-
nych, gdy one istnisjg t,j. w preypadku inwolucji hy-
p.erbjeliczne' ‘zalece sieg p’rzecigcie dwéch danych par
prostych spragionych «,i a,, 4 1 5 prosts ja.ka-'
kolwiek: » i sprowadzenie zadenia do wysznaczenis par
punktow sprzééonych, wzg, punkidw podwéjnyeh, '1nwolu;
6ji na prostej » , wyzneczone] przez pary punkté_w A,
: A,,g . ﬂﬁ i, ,w ktdorych proata /a przecina pro-
ste @, i' 2,, 8 i &, Tezeli w dodatku sieczna 4.
bedzie réwnolegla do jedﬁe'j - ozf;e'rech ddny_ch prbstych
np. do é&f, to prosta 8, z'nig sprzgtona wygnacsy na
eieczriej 6 odragu frodek inwolucji & , przes co
znalezienie nowych par punktéw znacznie sostanie pray-
spieszone, Proste ¢, i ¢ , raucajsce z punktu A ‘punk-
ty &G, bedg parg prostych sprzezonych; proste
‘/,; i 7/4' r"zuc'aja.ce" punkly podwdjne ﬁ;’& i Q;lb'eda’
prostemi podwdjnemi, Preste te przegradzaja harmonics-
nis Ld_zdd pafg a, i “u s 1 2 é, i ¢ prostych
B}?mwunj’ch : ;

Istniege wazakzie jeden przypadek inwolucji elip-
tycznej dokeln pum tu, w ktérym nietylko pary prostych

Spreesnsavch m ogq, byé bezpoérednio latwo wyznaczone,
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ale ktdéry nawet nadaje sig¢ do tego, aby wykreslaonie
par punktéw sprzezonych kazdej inwvolucji eljvtvcznej
na prostej bylo do niego sprowadzane, Mam na mysli in-

wolucje prostokgtng, v kidrej proste sprzeione sa do

giebie prostopadle /§152, Rys 292/, Jezeli na Yvw.ste]

| ﬁ /Rys 301/ dane sg dwie pary przegradzajacych sig
punktéw sprzezonych A, i A, , B i F, ., to atwo
‘znalesd jeden z dwéch punktéw ~ lub & , z ktérych
. odcinek 4,4, orazs 85, widaé pod kstem prostym,

v tﬁn celu na 4,4, oraz ra 5 .3, zakredlamy kola

; jak na drednicgach i niech 2~ bedzie jednym z dedeh
punktéw przecigcia sig tych kéX, Promste 24, x4,
OI\a.z PB i 2B, sg prostopadle, wyznaczt:. prizez
te dwie pary vrosto-
padiyen proit-rch
inwolacje aie mecze

saten réznié sis od

| inwolucji presto-
' RY‘"- J0_/: kgtnsej yersHekty-
vicznej 2z ¢ang in-
woluch punktéw, Jezeli ochcemy znaleié punki “5,'; Spre-
gonym 3 dowolnym danym punktem ¢ , Isczymy <C, i
20,

w runkcie /P~ wystawiamy do < prestoped#y, ktéra

przea...ie prostg /a w szuka.nym punkcie C’; . brnlwo vapo-



@

gtrzegamy, ze wykreélenie to nie rozni sig zesacdniczo

I
0d wykreslenia, podenego na Rys, 298

§ 165, Punkly i proste urojone, W przypadku inwo-

lucji eliptycznej rdwnanie dla wyznaczenia odleglodci
punkidw podwdjnych od srodka inwolucji.

- ft
ma dva pierwiastki urojone OF, =% £7; wmoiemy
wiedy pdwiedﬁieé, e same te punkly podwéjne 88 uro-
jone,

W pr zypadku hypsrboliceznym, t.j. gdy pary punktiw
sprzesonych, wyznaczajaeinwolucjg, sig nie przegradza-
ja, te dwie pary, jak to widziolidmy, pozwalaja istot-
nie wyznaczy¢ punkty podwdjne, kidre nawzsejem wyzna-

zajé inwolucje, W wielu zadaﬁiach mnognaby zatem nie-
watptiwie zastgpié te dwa nunkiy ﬁrzez dwie pary punk-.
tow sprz gzonych inwolucji hyperbolicznej, przez owe
burkty pcdwdjne wyznauzonej naturalnie, bakie zastep-
stwo nie mialoby zednego p*aktycznego snaczenia, gdyz
nie upraszezaioby, a raczej utrudnialoby kazde zada-
nie_ Atoli inaczej rzeczy sig rajg w przypadku inwolu-
cji eliptycznej; tutaj punkty pocwdjne s4g urojone, t,j]
Jako punkty w dotychczasowem rozumieniu nie istniejg,
To, co byloby dziwactwer w ;rzypedku.hyperbolicanym,

ataé sip moze, jak zobacuyrr, poiyiccznem ucgdlmieniem
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¥ przypadku eliptyczoym, Zasbepujec bowiem ter-min: "in-
wolucja eliptyczna na prostsi® przez termin " unkty U=
rojona“J;iési@gﬁ&égmozemyg azigki deleko idgecj aralo-
g}l miedzy ﬁunktami rzeczywistemi i urajpnémib ;oéada#
ng, jednoiitcéé i prostoie w brazieniu wielu twierdzeﬁ‘
{ nisocenione wskazéwki przy rozwigszeniu licgnych za-
daft, Jezeli satem ra proste] & dana jest inwolucja
eliptyczna np, przes dwie pary przegradzajacych sig.
punktéw sprsesonych A4, i 4, , 5 i &, , to ppwi§~
my, te dane sg na tej prostej dwa punkty urojone, mia-
nowicie punkty podwéjne tej inwolucjiw_N&potykamy_jad;
nak odrazu ne powaing trudnos¢ w rozirzygnieciu pytas
nia: jek odréznié od siebie te dwa punkty urcjone, &,
J. jak okredlié geometrycznie kaidy z tych punktiw
zosobna? . R

- Idgc éladem Btapdda nazywemy punktem wojonym.
inwolucje eliptycsng na danej préstej wraz z okrefélo-
‘nyﬁ,zwrotem.tej prostej . Prs&puéémy, ze punkty Jd,“;l

0. 443 i.Za nastepuja po sobie kolejno na prostej

/5'; wtedy grupa tych czterech punktéw, wzieiych W
kolei sgsiedztwa z okredlonym zwrotem, np,xixﬁerzi'
okredla punkt urojony, jezeli punkty 4, i 4, oraz

3 i 42& 8§ parami punktiw inwulgcyjnje' upfzgéonych

Dva punkty urojone, réinigce sip iylko szarotem, nazy-



-
e (Y,

0

wewy punktami urojonemi sprzejonsmi; takiemi heds np.

punkty urojone A (4, B 4,8 )i B (BA 584}

<y

S

5

Z q‘z:re +enis punktn urojonego wynikae cezywidcie, se
grupy 4,84, 8, i /’“"Jff-/y &, oznaczaia ten sam
punkt urejony, ]Bieai pary /7./‘2’ i N4, sa sprzgso-
ne w inwolucji wyznaczens] przez pary 7, 4,1 3)5.3
i-jeseli azwrot /zﬂ{/y_vf’i Wﬂjeuﬁb ten sam, co gwrot

«4.,5,- .»43 @ . Punkt urojofy /é't[-lg, 5,-4,3- 5_\// jeét
zatem-idr byogny z punktem urojonym 2 [./5 25 A, 5/
gdys wyznaczone s§ przes te samg inwolucje i te same
Zwroty; auusznie zatem uwazamy punkt uro;)ony/b /43/’ 3/
ze punkt podwdjny inwolucji wyznaczonej przesz pary punk-
t 6w 4.4;.4% i .513_3 » albowiem jest on identyczny 2z 5
punktem urojonym"-ﬁ (4,B8,4,5) ktéry mu w tej in-
wolucji odponada ‘ | >

Prosts urojong nazywamy inwolucje elip‘byczna do-

kola danego punkbtu wraz e okreélonym dokota niego zwro-
tem, Praypuédémy, e proste «,, 4 , a,., 3, nastepuja
po sobie kelejno dokola punktu P , wtedy grupa tych
-¢zterech prostych wzigtych w kolei sasiedztwa z okre-

'élonjm zwrotem np, | @,4 a, 8, okredla pfc’:sta urojonsg,

-

jedeli proste @, 1 @, eraz 5 3 2, g4 parami prosiych

sprzosonych inwelucji, Dwie nroele urojoms, roznigce

8ig tylko gwrotem, nazywamy 1 sricomi urojonemi sprsg-

e el W e iy
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zonemi; takiemi beds np, proste wojore Fra, B a, & /
2 /.
.l .ZD[E e, 2 Q/} . Z okredlenia prostej urojcnej
wyniks oczyw widcie, ie grUpy @ & @, 8, i 71,7, m, s ozna-
czajs te samg prostg urojong, jeseli pary +7 #, i
Ayn, 88 spragione w inwolucji, wyznaczonej praez

2

sem, co zwrot % 4 a, 4 . Prosta urojona Pra s @ 8 )

jest zatem identyczna z prostq wrojora (=, 3 <, 2 )

pary «,a, 1 5 52' i jezeli zwrot 7y iy 2y Jost ten

i %s
P

‘gdyz wyznaczone sa one przez te cama irwolucje
same gzwroily; slusznie zatem uwaiamy prosta urojong

P(a, 5 2,/ ‘za prosta podwéjng inwolucji

Pla, az 5/ albowiem jest ona identyczng z pro-
stg urojong Pla, % R 5, ) ktira jej w tej inwolu-~
cji odpowiada, | .

Jeieli inwolucja dokolu punkiu 2 *es“b, ¥ porspe-

ktywi'e. z inwolucjg na prosto] /é') , tQ méwv-u‘,, ,-e pro-
sta urojona, okresl!ma. przez inwolucje i zwrot c’okoxa
punktu L o ,» oraz punkt urojony, okresleny przez in-

wolucje i zwroi na -prostej A0 na}.e:"-za do siebie

/alvo: proste urojona "przechodri* przez punkt urojony
8lbo: punkt urojony®leiy® na prezte; urojonei/. Inne-

mi slowy: prosta / /m,ﬂ, t13, m, [ Uproochodsic proos _
punkt p (4,54, .53/ jezeli vrosie v, 4, , 7, i 2,
vrzechodzg odpowiednioc przez tatie punkty &4, , A7

i
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sprzezone w imwolucji A .4, - BB, i zwroi /V oA
jest ten sam, co zwrot 4,5 A4 3, W ten sposdb,
- przez kazdy punkd urojcﬁy przechodzi jedna prosta rze-

czywista /mianowicie podstawa inwolucji, kidra go okre-

"‘s
J.?

gla/ i nieskoﬁczenie'wielé prostych urojonych; nawza-
Jem, na kazdej prostej urcjonej leiy jeden punkt rze-
caywisty /miancwicie wiorzchoiek imwolueji, kidry jg
okredéla/ i nieskodczenie wisle pua<tdw 1—oionych, Kes-
dy punkt rzeczywisty moina “polscsyé" z kazdym puhk—
tem urojonym, rzucajac z pierwszego inwolucje okreéiap
jacg drugi; prosta, gczgce te dwa punkly bedzie rze-
czywista tylko wtedy, gdy punkt rzeczywisiy leiy na
podutawie'inwolucji; okreslajacej punkt wrojony,
Nawzajem kazda prosta rzeczywiste "przec!&" kaidg
prostg urojong w punkcie, ktéry bedzie rv.caywistym
tylko wtedy, gdy prosta rzeczywista przechodzi przez
wierscholek inwolucji, okredlajacej prossa urojons,
Mozna dowiedd, ze kazde dwa punkty urojone wyznaczais
prostg, kiora wogdle bedzie urscjong i rzefszista-zaé
tylko wtedy, gdy inwolucjo, ckredlajace dene punkty
urojoné‘majq wspdlna podavase; <7 szczegélncdéi. pﬁnkty
urojone sprzgione wyznaczaja proxtyg :zegzrwisté, Moz~

ne cdowiedd, ze kazde dwis proste urcjons ‘yzngczajs



-
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punkt, xidry wogdle bedzie urojonrm; rzsczywistym zad
tylko wtedy, gdy inwolucjs okresélajgce dane proste u-
rojone, maJa wepblny wieracholek; w szczegdlnoéci pro-
ste urojone sprzgzone wyznaczajg punkl rgeczywisly,
Na zasadzie przytoczonych wyiej wlasnofci mogloby
sie zdawaé, ge punkty i proste urcjons majg wogdle |
wszystkie te same wiasnodel co punkby i prcste razecay-
wiste, Przed tak daloko posunighta identyfikacjg nalesy
jednek przestrzedz: analogjs migdzy utworami rzeczywi-
stemi, a urojonemi nie dotyczy wazystkich tych wlasno-

dci, ktérc zalezg od upor zgdkowania elementéw; dzieki

temu np, pojecie odcinka i kgte urojonego nie moie byé
geometrycznie okreslone, Wiele natomiast wlewnodoi
punktéw i prostych rzeczywistych, & mianowicie te,

ktdre dotycza wzajemnego nalezenis punktdw i prostych

zachodzg réwniei dla punktéw i prostych urojonych,

dzieki czemu wyniki, deiyczace elsmentéw rzeczywistych

dadzg sig nieraz uogélnié dla elementdw urojonych,
#5_;§§; Proste jednorodns i punkty kdl_owé° Ne

gaczezdlng uwage 2aeiugujg prosie Wrojone sprieudne,

okredlone przed inwolucjg prontokatna dekola jekiego-

kolwiek punktu wledciwooo, S3 to tak gwane proste je-

dnorodne, Wezysikis ome proschodsg rrzez dwa urcjone

-

arvsphone punkiy niewladeiwe. kidms nazywveny punkts-

VI e e e A
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mi kolowemi,ikiére sy ckredlone przes i, sw,

—

>

inwolucje

abaalﬁtna na prostej niewladciwej, +.j, przez inwolu-

2 e » 4 - o .
cje w kierunkowwzsjemnie prostopadiych, Jak zobaczymy

pééniej, przez te punkiy urcjone przechodza réwnieg

wegystkie kola ¢s*&c¢ v plaszeszyznie uweianej, zardéwno

rzeczywiste, jak ur030ne

ROZDZI AL XITT,

T SR T
ABALE APRFL S

Eclineascja i bisgunowodé,

=

§ 187, Perspektywicanosé dwdch ukiad:

v paskich,

Rzucajae figure #7 , lsigeca w plasuzczvin

'BZCIYING 5? z punktu ¢ , nileleigcege 1.

tych plaszczyszn, olrzymujemy figure .fﬂ y
gurg /7 snajduje sis v pownym zwiazku ge

polegaj&cym na tem, Se

i T e
1/ Kaidemu punkiowi {igury < ocoow.

3 : 7 L o7 .
jedyny p"mxt figury 4? i nawzajeém, keide
figury 7, odpowlads joden je sov punkl T

2/ Fatde}] QrOutej Yimery 7 odpowle

P L A Ster TyIEETY :
na prosta figury -, ! nawia o, kgg&eg P

> § na pla-
sednej z
ktéra z fi-

netrrcanyi,

ada jeden
1 punktowi
gury &
2 jedné jed

stej figury



~ A6 -
Jf7 odpowiada jedha jedyna - prosta figury Jf’i
3/ Punktowi i prosie] naleigcym do siebie w jed-
nei z tyen figur odpowiadajg punkt i prosta drugiej fi-

’

gury, kidre rdwniei do sziebie naleig,

~

4/ Punkly cdpowisdrie lezs parami na prostysh,
przechodzacych prze: jedsn punkt /mianowicie przez punkt

g/

5/ Proste odpowiedrnie prz

[ g
o
)
[
P
fon)
<)
2y
9]

sie w punktach

lezgcych na jednej priosted /mianowicie na proste]
[ J » W—t'
przecigecin ¢ plaszcayzny S s

Oczywista, ze keidy punklt i kaida prosta plaszcoy

o

- ré - 7 » . =
ENy é; maja byé zaliczene de figury # , a kazay

. s pR ; .

punkt i kagzda prosta olﬁs cavzny K mogg byé zaliczo-
-,-” »

ne do figury <, . Tak rozszerzone pojeoia figur pla-

. Y 2 sy P . - 7 . 7
skich nazywaja sieg ukZsdemi plaskieml 3 Ly

1~

Iwigzek geometryczny dwdéch uklnddéw plaskich ,lezacych

v résnych pisssczyznach, polegajacy na powyzszych S-ciu

pte

wlasnofciach, nazywa sic ich perspskiywiceznodcig; o u-

v

» 7 g ¥ ? L] 3
kladach /A i .fj méwimy, Ze 33w perspek ywie, Z

S

roswaiafh rezdzialy woprsadniege wynika, fe kagdemu

mzeregowi lub pekowi jednsge ukladu odpawieda perspek-
tywiczny, & wige i rzulowy 2z nim szereg, lub pek dru-
girgo ukiedu, Prostc] nicwladslwe] qfnvlkladu F 06

I o] =7 w 4 ey m ;
poviedn w ukkedzie i rrosta ¢, ktira wopcle jest
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wiesciwa; jest to élad na plaszozyinie I plaszcuyzny
prowadzonej przez punkt a vnoiep;?e dn plaszczyzny

~fl

S}, proste] niewiasciwe ] 7 ukladu £, odpowisada

w ukedzic F prosta » , ktdéra jest é£ladem na plasz-
czytnie »j plaszczyzny poprowadzunej przez punkt d
réwnolegle do plaszcayzny 1508

$§ 158, Kolinescja_drodkowa dwich ukladdw plaskich

Jé:‘zeli nitad plaski 2’ rzucimy 3 dwdch rdinych. punk-
téw 0, 3 U, na tp sams plaszcgyang P to otrzymamy
w tej viaszczyinis dwa ukiady piaskie o 174 ktore

#a v zwigzku acharakteryzowanym przez ts same 5 wtas-
nodei wymienionych wAa,rtykule poprzednim, Zwigzek ten
nazywemy ¥olineacjg $rodkows ukladéw £, i E,’ /85894 -
98/, Srodkiem tej kolineacji jest punkt & w kbtdrym

yrosta 0, 0, przebija plaszczyzne P vrzez ten
punkt przsechodza wszystkie proste Xaczgce wazystkie
punkiy odpowiednie dwdch ukladdw A i 15'4 RS e ot |

B, ......: osig tej kolineacji jest §lad < plasz-

czyzny S uktady /' na plaszczyinie P ; na pro-
ste] s lezy wazystkie punkty prz‘ecigcia proztych,

odpowicdnich dwéoh ukladéw: «, i <, , N S

3o dwo g2 eree¢ odpowiadnic, ktdrych podstawy nie

/

przechodzg przcz srodek kolingscii ¢ sa perspektywicz

»

ne, a wige i rzubtove; drou. . 4 ich porspekiywy jest
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- e

punkd & - »:azéa d,wa peki- @d;;:wiaf Is, kidérych
wﬁrzchci:ki nie leds na ced kelineac ¢jt S -, 83 per-
spektywiczne, a wige i rzutows, - osig ic n perspekty-
ﬁy jest prosta 5 drodek kolineacji d oraz wezy-
stkie purkty osi kolideacji S odpowladajg mame sobie
of kolineacji oraz wazystkie prosie, przechodzsce

prroz érodek kolineacji &  /promienie kolineacji/ od-

powiadajg,_saiﬁe ‘sobie, Proate] niswiadcive] ¢ “ukiadu

]’7 ddp&wigda prosts 2y profee] miewlasciwe] 'r’“”
ukzadu f: odpowiszda gz’:bsta 7 ;pr‘os-‘bé 73‘3 ;U A
nasyweja sig osiami wzajemnoui; 83 one réwnolegle do

osi kolineac}i 4 i majs bs wlasncdé, sc odlegtodé

jednej z nich od #rodks kolineacii 1 odlsglofé drugled

od osi kalinéaﬁji 89 odcinkemi réwncmg&oéci i prze-
ciwnego zwrotu /§97/,

Jezeli jeden z dwésh punktiw R R s kbdrych

4

raucemy ukdad 7 , np, punkt 4, jest 'kierimk"iem do

D

plaszczyzny dwusiecenej kata dwudcicnnego miedzy piasa-
L] . r’ %
casyznami P i S » Yo raut f ubzedu £ 2 begu

M

[}
punktbu jest kladem uk?adu F » 28 plaszesyzn- L° do-
kotla #ladu ,S " d.,dcr adév leggeyceh v kcllmosnid
. - s - ' . e I i
drodkowe j moéna‘ zawja,ze 35&05- H: 424 lel. z mich uwa-

. .
s -h,, o

zaé 23 klad ukladu, ktd*c—&;ﬁ rautem jesy rtgi, .

-

rm.

Kolineacja érodkowa iam uyznaczona vrzez syl
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érodek O , swojs 06 & i jedns parg punkbéw.odpo-.
wiednich. /1 i /1,, , lesacych ne prostej przechodzg--
céj przez $rodek "8 , albo preez jedng parg prostych
odpowiednich @, i a, przecinajgcych si¢ w punkcie, le-.
gacym na osi 5 , W szczegélnééci- kolineacja érodkowa
bedzie wyznaczona przez érodek. & ., of s i jedng =
osi wzajemnych ¢, .lub no /% 97/ |

' Pe.ry punkt éw odponednich A, i A& S R | ,29 .

Qpiit z » lezgcych na tym samym promieniu koline-
~acji /2 / Rys.302/ tworzq dwa szeregi rzutowe na wspél-_

nej podatawie
9 AABC)x
T o4 B, &

Srodek kolineacji 0

i punkt ,67 , W kto-
rym promied kolineacii
/3 przecina 0 ko-
lireacji, sg punkta-
mi podwd jnemi. tyech

gzerglw, ~ W samej
,4{ ;

rzecey, niechaj ko-
lincacja drodkowa bedzie dana przez ewdj érodek 0 ok
08 ,.‘f i dwa punkty odpowiednie A, i ./fl , lezace ne
Proste] /9 , przechodzac:: przez punkd 0 . Aby wyz-
GWOXIETP]A UYKRESLNA " Arkusz 24-ty,
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naczy¢ punkty -% : 5',; BES e
lineacji punktom B, , & ,,... prostej & , obierzmy

/
najpierw punkt jekikolwiek /%, , nie lezgecy ani na osi

odpowiadajace w tel ko=

S , ani na prostej % i wyznaczmy punkt odpowied-
ni /%, . W tym celu polaczmy punkty 4, i % , i punkt
4 ,w kf.érym prosta 4./ | przécina o6 5 , pblacsz-
wy 2 i)unktem 4,  proste 4.4, ‘przétnie promies ko-
lineacji 0, , w szukenym punkcie /¥, . Aby zr.a-
lezé punkty B, , & ..
C’; »...» Dolgczmy te ostatnie punkty z punktemn ¥,
i punkty B, & ,..., w ktérych proste 4 5, ,
M, & ... przecinajg o8 & , polgczmy 2 purnkien
./Y‘; proste JY‘B ,_/4 ¢ ... przetng promied ko-
lineacji /& w szukanych punktach 5, , C, ... Czere-

gi 4, Gt SURCY S SEIRIE R A 5 sga W’ ec

41 4“'"

., odpowiadajgce punktom B,

perspekiywiczne 2 tym. samym szeregiem .4, ;
wiec 8§ rzutowe ze soda, :
Dwustosunek [ 0.5 A 4,)  jest dla kazdei ko-
lineacji srodkowej liczbg stals t, j. niezziniry ani od
prostej /% , na ktdrej lezg oba punkty 2 I i ani
od poloienia samych tych punktéw na prostej %2 . W sa-
mej rzecay, oznaczywszy literg 77 purkt, w 1torym
prosta OJY,JYz przecina of kelineacji i zwarywsazy,

ie dla kaddych dwéch punktéw odpowiednich 4, i 4,
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5 i B, ,... istnieje punkt osi 4 , B ,, ., kté-
ry jest drodkiem perspekiywy cawdrek 01—&;'5’9‘; 3
0]’/1//% , 0535 i QT Ly eoeririmaestomerivesp

mamy  (JSA,4,) - (0583, ) = (0717, )

Vartodé L tego dwustosunku nazywa sig cechg

kolineacji sSrodkowsj, - jest to wartodé stosunku, w
ktérym oé wzajemna # dziell odleglodé érodka- € od
081 ¥ /gdys (GSRRT = Z% -/, albow
ktérym of wzajemna g, dzieli odleglosc osi ¥ od
Srodka J / gdys ( 95 @, éZ ;g; /.

Tak samo dowmulzbyamg ¢ parv prostych odpowied-
rich a,i @,, 8 i 4 , ¢ i ¢ , wychedzgeych z te-
80 samego punktu A& osj kolineacii tworze dwa peki :
‘Tzutowe 0 wapdlnym wieruzsholiiku S Sta e, ./ xSl 4 )
Przytem drustosunek (/z- s a, d,z.j » £dzie = 29
Jest liczba atalg, rdéwny zveszia te] samej liczbied
ktdrg jest wartodciag Jdwust:isurku (0,3’-444}-

Jezeli ceche kolineacji {rodkowsj Aa—=Z " , to
ta kolineacja nazywa 3ig 11'29,:_:-1): Na kagdya promie-
Biu kolineacji punkty odpuiicdnie A4, 1 By B i

Bz »...83 wowczas aprze:«nt¢ irwolucyinie, tak ze kaz-
demy punktowi JD odpowiada [3den jedyny punké, nie-
2aleiny od tego, czy purk; 7 zaliczymy do ukiadu &
€2y do ukiadu 4 . - Pciihpiez pary prostych odpo-
¥iednich ,i a,, & i & ,..,, wychodzacych z tegﬂ“



=ik ',
samego punkiu ;57 o8i, sg w inwolucji, tak 3e kaédej |
prostej /2 odpoiiada jedna jedyna prosta, niezaléina
od tego, do ktérego‘ ukladu tamtg prosta zalicgymy,

W szczegdlnosci prostej niew2asciwej odpowiada jedna

jedyna 08 wzajemna ﬁg:E 7, ktéra leiy podrodku

migdzy srodkiem a 0sig koljneacji, - Kazde dwie pary
punktdéw odpowiednich tworzg czworokat zu olny /RY3‘50%
ktorego jeden punkt przekatny
jest srodkiem, a drugi leiy
na. 08i kolineacji; kazde dwie
pary prostych cdpowisdnich

tworzgcaworobok zupeliny, ktoé-

rego jedna przekgina jest
osig, a druga przechodzi prazel

grodek kolineacji, - Dwa u-~

ktady piaskie w kolireacji is
wolucyjnej stanowig wladci-
wie jeden jedyny uklad plaski, kidrego zardwno punkty,
jak proste sg§ parami sprzezone. b
=§=é2§- Kolineacja ogdlna dwdch ukladéw plaskich,
Niech bedg dwa uklady pizaskie ./ i -ﬁ: » 3peiniajgce
wszystkie 5 warunkdw § 157, a wigc perspektywicazne,
. jezali nie leig W jednej'plaszozyénié. lub v koline-

acji srodkowej, jeicli lezg w jednej plaszcirinie, Nie
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()

L

tykajgc jédnego 2 tych ukiaddéw, przeniesmy drugi w do-
wolny sposdéb; z 5 warunkdw, ktérym te uklady_ozynily 4
28d086, ostatnic dwa nie bedg wogdle w nowem poioze-
niu tych ukladdw speinione, podczas gdy pierwsze trazy
Pozostang w swej mocy, nie ustanie réwniei rzutowosé
Odpowiednich cazwdrek, szergdéw i pekdw, O ukladach ta-

kKich méwimy wcigs jesscze, ze sg w ,kolineacji, ktéra

Jednak nie bedzie jui wogdle srodkowg; ta ostatnia jest

pPrzypadkiem szczegdlnym owej kolineacji ogélnej,

Do kolineacji ogdlnej dwiéch ukladéw ptaskich mo-
demy dojié na innej jeszcze.drodie, Niech beds dwa
uklady_perspektywiczﬁe Z i )Z ; rsucajgc jeden z
nich np,. ./, =z dowolnego punktu na dowolng plasscays-
ng, otrszymamy ukad ‘;3’ , ktéry z vkiadem & nie bo-
dzie juz wogéle w perspekiywie, chod pozostanie s nim
v kolineacji-ogélnej.Kolineacja ta zostanie areszig
‘%achowang po dowolnej ilosci kolejnych razutéw kagde-
80 2 ukladéw F, i /, . - Podobniei, wychodssc 3
5dwéch ukiadow 'if-i ]Z , znajdujgcych sig w koline-
acji $rodkowej i przekszitalcajgc drodkowo - koalicyj-
nie w dowolny sposéb jeden lub oba uklady # i F
Otrzymamy nowe uklady, ktére begdg ze sobg w koline-
acji ogdlne]. |

# " Kolineacja ogdlna jést wyznaczona przez'4'pary
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punktéw albo 4 pary prosiych odpowiednich =z tem zas~

trzezeniem, zeby Zadne 3 z tych punkbéww gadniw ukla-
dzie nie lezaly na jednej prosicj, wzglednie aby zac-
ne 3 z tych pros‘byéh w zadnyu uktadzie nie przecho-
| dz;ly przez jeden punkt, ‘

" Innemi siowy, kolineacja ogblne jest wyanaczona

przez odpowiednioé¢ dwéch czworokatdéw lub dwéch czwo-

robokdw zupelnych, W samej rzeczy, niech bedg np. dwa
czworokaty supeine A,8CJ i 4,8,0 2 leiscew
. Jednej lub w réanych plaszozyznaoh /Rys,304/; jezeli

zalozymy, e

c, punktom 4, ,
S B e
' % 2, 1 ukladu
3 = 4% odpoyiadaja, J
. py,.jOJ-. punkty 4, , .34}
| ' . G i, 11

ukXadu, o kag-

demu punktowi 4, leiscemu w plaszczyinie czworokata |

A, B0, i zaliczonemu do'I ukladu odpowiada jeden
jedyny punkt A, , leigcy - plaszczyinie czworokgia
A’z 346: A, i naleigcy do ukZadu 11, Polgczmy punkd
/1, 3 dwoma ktéremikolwiek wiorzcholkami cazworokatp

A,.B,C:._ﬂ, ap, 2 44,1 5,. Punkty- te bpdg wierzchnl#

~




kami dwéch czwiérek .7, 5{35’/’,{7/?] i 3, [J,q',ﬁ,/g’j
Wyznaczmy w ukladzie II prozte Azxq& i B,4, odpo-
wiadajgce prostym AN i B W cswérkg.ch rzutowych
A, (BOYY) 74, (8,6, 54,) i
B (A,444) x By (A,G 4,4, ) i |
pankt pfzecigcia 47, prostych A4, i B, /M, bedsie
odpowiadal punktowi 4, , ktéry jest przecigciem pro-
stych odpowiednich 4 /4, i B .
. ‘Razde dwa uklady £ 1 & , znajdujgce sig w ko-
lineacji ogdlnej, moina zawsze przez odpowiednis prze-

sunigcie jednego g nich sprowadzié do kolineacji érod-

kowaj, |
B e rozwigzemy to zagednienie, zauwaimy e gdy
dwa uklady Jf' i % 83 w kolineacji drodkowsj /Rys,305/
| x ' to tréjkat 4, 2R, .
ktéry tworzg dwie
jakiekolwiek pro-
ste a,i 5, I u-
ktadu z osig wza-

jemmg % , jest
| A podobny do tréj-
a’% \a/do ka,ta, 044 az, °
Rys 05 ;
J ktéry tworzy séro-

g * [} . o ’
dek xolineacji 0 'z punstami wzajemmemi &, 1 4,7,



. J085

Rys’
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it “
odpowiadajgoemi w uk2adzis Ilpunktom niewlasciwym d,

i Q,/wprostych @, i 4, . Tak samo cosywidcie podobne
beds tréjkaty"de &, Q‘&’i 'OR,R,’ . Niech bedzie te-
raz kolirneacja ogélna dwéch ukladéw A i }; , Wyzna-
czona np,przez cz2woroboki zupelne a,ée,a@ i a,b,,c,a(,
/Rys 3068/ |
Wyznaczmy na bokach «, i 4 punkiy wzajemne &, i
R ji na bokach 4,i &, punkty wzajemne 4 ) PR

L
g4 pomoca szwérek rautowych

7 (8 ﬂf'.k x4, Fz"i’
4 3£’R’7rA B, _7e’°° R
Aﬂ/ Wdﬁ?d”wm e

ot el Minalts, BB .n- AT I g ol V1T m = s . 8

—31'4 #A.BE'Q""

Srgegnteile Rne i L - T G

Proste RR i a &, bedg osiami vzajemnom:l 7
i g,ukladéw oy f; ; budujac na odcinku R, R,_'
tréjkat R R ' pododbny do tréjkata 2, ﬂgé?z’/co mo%-
na grobié dwoma sposobami/ & na odcinku é‘e 44/151'6,1-
kgt 4‘ 44' podobny do tréjkata 4, RR 7co moiliwe
takie dwome sposobami/, obraymamy punkty ”, il-..-_,4 i
ktére przez praeniesienie uktadu /7, doprowadzamy do
przystanis w punkcie & /Rys;306b/. Obracajmy teraz
uktad ..z'*:,' dokola punkiu g dopdty dopdki. prosta \ '
‘ %‘ ﬁ & nie stanie sig rdwno Legla, do proatoj
n= R R i ukledy beda natencras W 1olinencji érod-


http://naio.no

kowej, ktdrej $rodkiem jest punkt ¢ , a osig prosta

,5  » poprowadzona réwnolegle do osi wzajemmych 7 i

g, tak, aby cdlegioié jej od jednej z tych prostych
byie odcinkiem .réwnej cdieglodci i przeciwnego zwrotu,
niz odleglos$é drugie] od érodka ¢ , Poniewas zardwno
punkt <, jak punkt & mois byé wyznaczony dwoma spo~
sobami, wige zagadnieniec ma 4 rozwigzaria,

3 160 Xoralecja dwdch uhladiv ploskich, Koline-

e« b .

~acja ooolna dwoch ukleddéw plaakich nuprowaduza nes na



nowy zwizzek geomebryczny dwdch ukieddw plaskich zwa-
ny korelscja, a polegajgecy na nastepnigcych wiasnos-
ciach:

1/, Kaizdemu punkiowi ukiadu <, , odpowiads jedna

jedyna prosia ukladu % s kazdej prostej ukladu /7

'

odpowiada jeden jedyny punkt ukladu & i nawzajem, -

2/. Punktowi i pr&;;;;?.nalezacym do siebie w jed-
nyn uk2adzie odpowiada prosta i punki druglego ukiadu
ktdre réwniei do siebie nalsz&; _

3/. Kxzdej czwirce punxtow jednego ukiadu odpowia-
da czworka proatych druglsgo,-ktqra jest z nig rzuto-
we 1 nawzajom; wogdle kazdemu~szeregowi punktow jednego
ukZadu odpowiada pek prostych drugiego i nawzajem,

"Korelacja" taka bedzie wyznaczona przez zaloze-
'nie odpowiedniosci wzajemnej 4 punkitéw jakichkolwiek
I ukladu 4, , & , ( i 'D,", z 4 prostemi drugie-
go ukadu @, 3, ¢ i & z tem jedynem zastrzeie-
niem. ieby z tych 4 punktdw "zadne 3 nie leéaky ns
jednej proate;, ani 2 tych 4 proatych iadne 3 nie prze;
chodzily przez jeden punkt; innemi slowy przez zalo-
senie odpowiodnioééi caworoksta zupelnego -2, 5 (’_&, .

z csworobokiem zupelnym «, 3 ¢ &, .
§ 161, Ukiad bisgunowy . Niech bedsie trogkqt
.Aﬂ4&a{’ /ktdrego boki ozrac-vrv literami}
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Q=44 ; a4, ] da,__?,/j;’é/, punkt :jakikolwick 5
nie lezgny na zadnym z bokéw i prosta S nie przecho-
dzgca przez zaden z wierzcholkdéw tego tréjkgta /Rys, 307/

. Na mocy poprzed-
niego artykulu
odpowiedniesd
punktéw <2, |

Ay o

_43 i prostych

a,, az_,q_‘,i

. 'wyznacéa
korelacje dwdich
ukiaddéw plas-
kich lezgcych
w tej samej plaszczyinie. Korelacje ta ma t¢ w1asndéé.

ze kazdemu punkiowi tej plaszczyzny odpowiada zawaze ta

sama prosta, a kazdej prostej ten sam punkt, niezalej-
nie od tego, do ktdérego ukiadu tamten punkt albo tamtg
prostg zalicazymy,

Przedewszystkiom wlasnosé ta dotyczy punktéw A,
A, A iRy prostyeh 2, , <, a , S . Jezeli
zaliczymy punkly 4, , 42, , 4, {1 B do I ukladu, to
na mocy zaloienia odpowladajy im proste 4, , Ry o @y A

e~ L F . - s ()
»  Jezeli le punkby zalicerior do II ukiadu uwazajac
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'je za przecigcia prostych 4, i < , 2 1 4 y &1 e
A8 i 48 , to odpowiadaé tym punkiom beds w I
ukZadzie proste 1gczace punkty £, i 4, , 4, i 4, |
4,4 444 , &% i a,4 , awige te same proste
WM e 3 |
St3d4 wynika, ze tg samg wlasno#s posiadaé bedg punk
ty 8., &, i B, , w kbérych proeia & przecina boki
@, » a,i a, tréjkata 4,4143 , oras proste 3, , &,
4 5 , ktére iscszg punkd S 3 jezo wierzcholkemi A,
A4, i A4, . Skoro bowiem punkiom A .xf, 3 .5_
odp_ovi..adajq w obu ukladach te same proste 2, , 23, &,
i 3., %o prostym A, Bz5 , A, B8:8, , 4,8z 3
odpowiadad muszg w obu uktadach te same punkty a 525,
a3z8, 1 ad:B WS |
To samg wlasnosd roiszerzymy teraz n. wszystkle
punkty, .lezg.f:a na ktérejkolwiek prostygh «,, Q. R,
i 3 1 na wszystkie proste przechodzace pr ez ktérykol-
wisk z punktéw 4, , 4, , 4, i 8 | Poriewai bowiem
punktom -4, , 4, i B , odpowiadajs ¥ cou ukiadach
. te same proste <,, 2 i -9 wige keideuu punktowi <7
prostej a, odpowiadaé bedzie w obu ukladac : ta sama

prosta /n , przechodzgca przez punkt -4, - ten sposdb,

aby d,/ .5"’/7{‘/21 /44 ﬁm, £
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Yreszcie t9 sawg wilasnosé posiadadé tedy wsaystkie
inne punkiy i proste plaszpzjznyé Polgczmy np, punkt

-;
I
S 3 punktami 7, i 44¢ prostemi @&, i A, ; puniewaz

Vi » nle. leigcy na zadnej z prostych <, , Q, , @

ra mocy poprzedniego ustgpu, prostym tym w obu ukladach
odpowiadujs te same punkty g A {? , % ktérych pier-
wszy leiy. na prostsj «,, a drugi na proste} Kk, , Wiec
punktowi 2~ ocdpowiadaé musi v obu ukiadach ta sama -
prosta 2= 5.

Te dwa uktady korelacyjne moina przeto uwazaé za
jeden.jedyny uk¥ad ptaski, v ktdrym zachodzi wéajamne
- podporzgdkowanie punktdw prostym i prostych punktom,
Uk?ad taki nazywamy biegunowym; prosta A& podporzad-

kewena punktowi i nazywe sig jego biegunowg; punki

I pddpprzgdkowany prostej 5 nazywa sig jej biegu

nem,

Poniewas punktowi i prostej nalezgeym do siecbise
podoorzadkowans sg prosta i punkt réwniez do .siebie
nalesacs, wige namy twierdzenis:

Jeieli punké € lesy na biegunowe] punktu' - i

to biegunowa punitu c przecnudzi przez punkd B .

Jezeli prosta ¢ przechudzi przez biegun proste]

4. | to biegun prostej ¢ lezy aa prostej B .

stgd zaé wynika, ze hicgunowg punkiu przeciecia




o

£l -

rostych ~ i 7 jest prosta Yjczgcs ioh biegimy A g
p & J

A i nawzajem biegunem praqtog 15024063 punkty-4/ i

- —

X, jest punkt przecigcia ich bicgpunowych 1592

§ 162, Punkty i proste spraezOta Inwolucjé bisgu-

nowa. Proste & i ¢ , majgce tp wlasnséé e biegun
jednej z nich leszy neo drugie] / a whbedy biegun drugise]

leiy ‘na pierwssej /, nazywaja sig prostemi biegunowo

sprzeizonemi; punkty B i C , z ktérych jeden lezy

na biegunowsj drugiego / a wtedy arugi loiy ne biegu

nowej pierwszego /. naszywajg sie punktemi biegunowo

sprzesonemi,

Niechaj bed21e szereg punkbow Hr o 20 S EaAECS
na podstawie /2 /Rys.,

j;‘ : 308/; biegunowe tych

ounktéw X, , £, , m,
przechodzié beds i
wszystkia przez bie-
cvn prostej A ; oz-
NAC Zmy literami_fn
.4; ; ¥ ' ... Pun-
kxby, w ' térych pros-
te -él', Z, 27, 3.
préecinaja prostq &

Poniewaz
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plE L) x POE )5 p L& Lty

e B(E L) x f(H 4.
~ tatwo okazad, ze kazde dwa punkty odpowiednie tych

szerogiw rzﬁtowych na wspodlnej podctawie:odpowiadaja a
sobie podwdjnie, Zaliczmy np, punkt J( do 1 szeregu;
punkt odpowiedni znsjdziemy w prve01gclu proste] /b 2
biegunowg punktu'JE; ; &le na mocy I twierdzenisa pop-
_rzqdniégo artykuiu biegunowva punktu ﬂa. przechddzi
: pfkos'ﬁiogun prostej_ué, o to jest przez punkt A 43
ton apdséb,punkiy_zﬁz,i ﬁ;.udpowiédéja sobie podwdj-
nie, skad jﬁZ'wynika, Ze Egggg'dwa punkty odpowiednie

2;, i Z‘e , M, 1W .. odpowiadajg sobie podwéj-
nie, tak dva sseregi 1zatowe Vo /]{[/VXL /V i)
(@Z{’{-{ZJJZ PR T stencwig. ;nwolp.vge
. punktéw /§ 152/, Mamy wiec twisrdzenie: '

¥ ukladzie biegunowym ne kailej prostej punkty

biegunowa spragzone stenowis inwolucje & wzajounie:

dokola. kaiddgo punktu proste zprz exana blegunowo sta-

nowig inwolche, W ten aposdh, ukZad giegunowy wyzna-
cza na katdej prostej i dokols aidsgo punktu pewna

inwolucje, zwang inwolucja biagunc va,, tak & pvmcbv

_ 1dp proute ‘sprzeione megurowc 65 mra; M S} B9EONE W

inwoluc;i biegunowe ],

§ 163, Tréjkaty biegunowe, Poniewa’ presis «, v,
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i Q;, ag blegunowemi punktow 4_‘{' v 4y 1 Ay, wigo kKai~
de dwie ] tyeh prostych &ke.sae awa z tyeh punktow =3
ze sobg biegunowo sprzgzoﬁe Trowkgt -44,{{ - ma te O~
sobliWoéo, ze kazdy jego uervchokek jest bmgunem prze~-
cwlegkego mu boku, sardéwno Jjego wierzchodki, Jl.k 3 je-
go boki 8g aprzesona Trojkgt teki razywanty troqu.uem
b: gunowym Trogk@tow biegunowych jeet nieskorcsenie
wiele s Dla otnzyma.nla ktdregokolwiek z nich yostepu‘;e-
jak nastepuge. Obisrsmy dowolnie punkt 4"1? : snajdu-
jemy ;] 3g0 biegunows M ; na prosts] #T obieramy dowol-
‘nie punkt N znajduj Jego biegunowe 2 , ktéra

fa
na mocy twierdszenis § 161 priejdzie przes ;_J'-.mkt V4 i

wresscio Igczymy punkty VAR proats /7? ; bedzie
s ; ; s Wrs

Lu ne suscdzie y 161 hisgunows ponktu 7 . w ktcrym

. 4 cwla G n b patt LA

sig przecinajy proste m i s | Triojkat L2444 bo-

dzie trég‘zk@tem-'biefruriowymm Orzywidzie ton sam uklad
biegurowy, ktdéry Okreélﬂuwf&y‘*m“"’; trdjkata biegunc-
7ego A J 44 » punktu B i je00 plezmnowsj &, moi-
na okrarslxc" mpomooa kas’ﬁaga imego trojigbta bieguno-
wegc ﬁﬂ”}’ , jekiegokolwiek punkiu & 1 jemo

A w

§ 154 THRADY BIECUNOTE JEDNOSTAJNE I ?HEIEDNOSTAJE

e

Niooh "upf’ ic uk¥ad biepunowy, wyznscsony vrzoz trojksgt

._)
4

biegunowy 4, 4, 4, oraz biegunows 2 punktu dowolnego

CTOMETRIA WYRPYETHA - | Arkuez 25-*



B, praytem punkt B nis leiy na sadnym z bokow, a.

proata A nie przechodzi przez zaden z wierzehotkdw
tréjketa -, 44-’{ Trétkat ten dzield p}taszczymg ne,

4 obsgary, z ktdrych jeden tylko bhywa skedczony i na~

syws, sig wtedy polem tréigkata, a tray =3 nisskoficzone

\ s
\\ 13
\l //A/\
/ \
,@k{// T
- T O il
. \ 4 —

7Rys.30% i 310/,
Ponlewaz punki
2 nie moze le-
366 ne isduynm's
bokéw tréjkata
wigc ml}-"i on né,.ﬁ
leged tylko do
jednege 2 4 oh-
szardw plaszozy-
any, poniewad
pTOQ‘Ea 43 nis

mozs praechodsid

przez 3aden wisra-

cholek, wige mu-
ai ona przenikad
do trzech obeza-
réw, dla czwar-
toego pozostaj@c

obea, Wobec itego
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wzgledne poloieme punktu ﬁ i puateg 3 moge byo |
tylko dWOJa,kle a.lbo prosta 2 nie przenua do obuza-
rua, w ktdrym leay punkt .5 e nie przecina obwo-_'
dia tego obazeru /Rys. 309/ - albo prosta Y przeniké."do
obszaru, w ktérym zna.;duje sig punkt & , t.3. przeoci-
_né. obwéd tego obszarn /Rys, 310/, Piériszjr praypadek za-
chodzi np, wtedy, edy punkt .3 mlajauje aie w obszarze
o A W wewnatrz troglke,ta blegunowego, a proata y:] nie
przemka do obszaru IV , %.j. nie przecina obwodu tego
tréjkgta /Rys 309/, »Ianlu_qja biegunowa"jegt wlody ne
WszYEtkich trzech bokach 'tré-jka;t,a J,J{, ‘d!, eliptyczna,
gdyz no keidym boku dwa punkby sprzeions przegradsais
Wierzch:)i?{i na nim lezgce, Jcieli wyeneozymy bieguno-~
vy, /d dowolnego punkiu _-“ZD. to s1p pokage, 35 ta bic-
gunowa nie przenike do obszaru, w ktérym sig snajcdujc
punkt 2 . W samej rzeciy, sauwaimy, ze rzut ktdroso-
kolwiek wiergcholka tréjkata biegunowego z punktu <=
ne bok przeciwlegly oraz punkt, w ktérym.'biegunowa/?
ten bok przecinsg 8§ sprzeione /gdyi prosta 4,2 jost
biegunows punkiu dx/i /, - & wige w danym razie a3 %e
-Punkiy as. kagdym 3 I'békéw-przoz wiecrzcholkl praegrodzo-
ne; poniewaz zaé rzuty wierschokdw leis sawsze na ob-
‘Wodzie obazaru, w ktérym legy drodek rzutét P s Wige.
Prosta/b tego obwodu nie przetnie %.j. nie praeniknie .

- =
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o obszaru, zawiarawacega punkt Aﬁyw, Mozaemy wigc~twiar-

dzid stanowczo,_ée w takim ukladzie biegunowym nle ist-

niejg punkty rzecazywiste, ktdreby lsizaly ne wlasnych
biegunowych, | |

Uk2ad biegunowy taki nas *ywamg wednomte inym, albo-

wiem inwolucja biegunowa jest wtedy na kagdsj prostej i
dokola kaizdego punktu Jednago rﬂd"aju miancwicie elig

Ly rzna,

Drugi prﬁypadek vedzis mink miejsce wtsdy np., mdy

1 o b .. Iy v i g PRT H 4
v akt fB ana) iziae aleg v nbszarss ] iy BoJ. wewna,trz.

(3

todikals blegunowego. a prosta 2 nis ominie tego ob-

szarw, v,j. praatnie obwdd trojkada, praytem dwa jege

gve wernpirznie, a trzeodl

?.ln

toki zostang przez nig prase
sewngtranie /Rys 310/, Jeat oczywistem, Ze inwolucja
bicgunows na tych dwdsh bokach, kbtére ma przecigte we-

wrngtrznie przez prosty & . bedsie hyperbolicana, Na
piervsazych dwdch bokach istniejas zatem vo dwa rzecay-
wisbe punkty podwéjne, t .}, eprugione same se sobg, o .
v.oo leggee na wlaanych hispunowych, Matomiast na trze-
..... m boku tréjkata biegunowego nie icvtnieis punkty rize-
szywiste, legzce na wlasnych biegunowych. Uklad biegu-

nowy tak ckreil®ny nazywemy anisjedasetajuym, albow1em

inwolucja przeozed wyznaczona na rdinych prostych i do-

ue
réinych purkldw nie jes® jednago rodzaju,
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§ 185, BI""‘GUTT 1 BIEGUNOWA TROJONE, Jest vczywistew

e bisgunowo punktéw jakiejkblwiek inwolucji na pro-

stej 5 sa prostemi.pewnc] inwolucji dokola jej bilsgu-
na £, Jeseli w szczagélnoééi inwolucja ne prcstej
jest bieguncwa, to biegunowe purktdw aprzeizonych tej
inwolucji stunowiz inwolucis biegunowsg dokola bieguns
proste]. |

Inwolucja hiegunowa na dowolnej proste] jest per-

spektywiczna z inwolucja biegunows dokola bieguna tej

prostej, jeieli bowiem punkiy > g .Zf; ' [, 2 5,3 250
stanowiq'pary punktéw sprzgionych imwolucji bisgunowo]
na prostej A , to ich bisgunowe ?\;,i z%,,,, & & 2::

stanowigce pary prostych sprzgionych inmwoluoji biegu-

nowej dokola punktiu P , prrechodzg odpowiednio prizez
pary punktiw sprzezonych X -Z(’ [ i 4: L
inwolucji biegunowe] na prostej |

Prosta urojona P4 % Z/nazywa sig blegu=
nowg punktu urcjonego fo (/14111'/ jegeli &

; w <
~ Jost biegunem proaste] /? ; a proste 47 Z L S
8 biegunowemi punktdw Z: Zf' 3 . Punkt

urojony @ /J/Z:FIZ‘/ nazywa sig whedy biegunem.pro-
atej urojone] P('l?’.é i 2 ko -Hietylko'Wsy-
wistym, ale 1 urojonym punktom i prostym moina w danym
ukZadsie biegunowym podporzgdkowad proste i punkty t.j.
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biegunowe i bieguny. - W podobny sposdéb moina ckreslié
punkty i proste. biegunowo sprzeions, ie l/ ne kaide)
proste] razeczywistej ukladu biegunowego lbig dwa punkiy
sprazeiono same ze.sobg, t.j. leisce nalwlasnyéh biegu-
nowych; moga one byé rzecsywiste i odrgbne, rzeciywiste
i sjednocsone;, lub ufojoné spraeizone, 2/ s kaidego punk-
tu rzecaywxstego wychodsq dwie proste spragzone same ze
schy, 1.3, przeohodzace przez wlasne bieguny; mogg one
byé rzeczywxute i odrebne, rzeczywiste i zjednoczone,
lub‘urojdne spragione, - . ol

RQ2DZIARL XV,

STOZKOWE I STOZKI

§ 166 Okreélenie stoikowych, Ogol punktéw i pro-
btych fzeczywiatyoh i wrojonych, ktére w danym ukladazie

biqg;nowym‘aa sprgoione same ze soby, nazyweny stozko-
Wq;‘ J e y

Punkty :samospraeiono nezyweauy punktami stozkowe

tego ‘ukladu; przeohodzace przes nie wlasne ich bieguno-

we nazywamy styc"neml do stbzkowej w tych. punktech

Punkiy- atoﬁkowej sa to wigc punkty podwojno inwolucji
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