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§ i!'ISTOTA I CEL GSOMWJl TfKRESLNEJ. Zaga- • 
dnionis geometrji uważamy t«oreiycznie za rozwiązane, 
jeżeli zostało ono sprowadzone do zagadnień uprzednio 
rozwiązanych; drogą t a k i c h kolejnych redukcji docito-
dziiay do k i l k u zagadnień najprostszych, .zwanych z as a-, 
uniczeni, od których uzależnione je3b rozwiązanie 
wszelkich innych.-Jeżeli się Ofraniezymy do tak zw. za 
gadnień I i I I stopniała do zagadnień zasadnicaych 
zaliczyć możemy nap. następujące: 

5/ Przez dwa dar>.o punkty poprowadzić prosta, 
Z/ N a dana 3 płaszczyźnie poprowadzić koło, maj.«.c 

jego środek i promień, 
3/ Na danej płaszczyźnie znaleźć punkt przecie-

c i a druch prostych, dno prostej i koła, a l ­
bo dwuch koł, 
4/ Pracz dwie przecinając* sio prosto poprowadzi< 

płaszczyzn$| 
5/ Zn&lcźć prostą przecięcia dwuch danych płaez-

. ,;,;>;. czyzn. . ; , . 
Pierwsze trzy zagadnienia D4*H zagadnień 

C^%g5pojA Arkusz 1-azy 
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zasadniczych geooietrji płaskiej; ostatnie dwa stano­
wią zasadnicze zagadnienia g e o a s t r j i p r z e s t r z e n i . Da 
zagadnień I grupy dadzą eię sprowadsió rozwiązania 
wszystkich innych zegednień gsomctrji płaskiej I i XI 
stopnia; rozwiązania zagadnień stereometrycznych | i 
I I s t o n i a sprowadza s i e n a t o s i a s t do zagada an" zasa­
dniczych obu grup powyższych. 

Rozwiązanie praktyczne zagadnień geometrycznych 
I i I I stopnia będzie możliwe o t y l e , o i l e posiadamy 
narzędzia, ząpomocą których można rozwiązać zagadnie­
n i a zasadnicze. Otóż nasze narzędzia kreślarskie: o-
łówek, linjał i c y r k i e l dają. możność praktycznego róg-
wiązania zasadniczych zagadnień I grupy* a więc^wszyst­
ki c h zagadnień geometrji płaskiej I i I I stopniaTza­
gadnienia geometrji p r z e s t r z e n i , które oprócz poprze­
dnich wymagają jeszcze zagadnień drugiej grupy, musia­
łyby pozostać praktycznie n i er o zwi analne. Dlatego taz 
d l a każdego rozwiązania teoretycznego zagadnienia ge­
ometrji płaskiej możemy z łatwością wykonać model, t . 
j , rysunek na papierze. Inaczej j e s t w geomet ; i prze­
s t r z e n i : nawet d l a zagadnień bardzo prostych^: e jesteś­
my najczęściej w stanie wykonać modelu rozwiązani!.. 
Weźmy d l a przykładu zadanie następująco: znaleźć iitnkt 
jednakowo odległy od czterech punktów w przestrzał i da-
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ńych A ,B , C i D . Teoretycznie zadanie to 
Rozwiązuje się nader łatwo: przez środki odcinków AB 

B,C » CD » prowadzimy płaszczyzny do tych od­
cinków prostopadłe, punkt przecięcia tych trzech pła­
szczyzn i dzie punktem szukanym. Praktyczne wykonanie 
modelu t e j figury tyłoby wszakże niezmiernie trudnem, . 
mozolnem i kosztownom. Można kreślić w płaszczyźnie 
-_ nie mo-jina*, k r e i l l . d w przestra&ni;-. 

I s t n i e j e zatem jakby zaaaanicza różnica pomię­
dzy zagadnieniami geometrji płaskiej i zagadnieniami 
geometrji p r z e s t r z e n i ; podczas gdy pierwsza mogą być 
ni e t y l k o teoretycznie, ale i praktycznie rozwiązane, 
rozwiązanie drugich ma charakter wyłącznie teoretycz­
ny. Ponieważ jednak rozwój nauk technicznych wymaga, 
aby i zagadnienia geometrji przestrzeni mogły być roz­
wiązane praktycznie, starano s i $ zatem od najdawniej­
szych czasów wynajdywać sposoby, dc tego celu służące. 
Ale dopiero Kacper Mongo /1746 - 1818/ uzupełnił, ma­
tematycznie uzasadnił i w jedną całość wszystkie te 
sposoby połączył. Pierwsze wydanie słynnej jego książ­
k i nosi tytuł: "Geometrie deacrip t i v e , Lecons donnśes 
aux ecoles norraales" i ukazało się w roku 179S. 

Zasadą wspólną wszystkich metod geometrji wykre-
ślnej jes t zaąada odpowiedniości, która odgrrwa wy-
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bitną. '?.&Xc.wo V3£y»t:kieb gai$#iaeh f i a i s i f c ^ ^ ' ^ Bi 

t / h i . W . p e o a e i r j i wytr-^ilnc^ s&atgpujeiw- figurę prże-
s&rzenną przoz figurę płaską, która jeat 2 nią w okre­
ślonym i stałym związku i mot-e zatem figurę przestrzen­
ną zastąpić. Dzięki teinę wsżê iiis zagadnienia stereoms-
tryczn© zostaje zastąpione przez odpowiednie zagadnie­
nie georaetrji płaskiej; jeżeli rozwiążemy to zagadnie­
nie płaskie i otrzymamy figurę, która DĆpowiada odnoś­
nym warunkom, to f i g u r a przestrzenna, która na t u o o y 

ustalonego związku znalszionej figurze płaskiej odpo­
wiada uczyni zadość warunkom przez zagadnienie stera-
ometryezne postawionem. 

Zagadnienie wykonania modelu teoretycznego rozv7ią-
zania zadania stereomotrycznego żastępujeiyy zatera na­
stępującym: odwzorować figurę przestrzenną n* pł.&sz-
czyźnie. t . j . zastspió figurę przestrzenną przez odpo­
wiednią figurę płaską. Streszczając n^tsze uwagi możemy 
dać t a k i e określenie: 

tteometrja wykrealna j e s t nauką, Łtóra^uczy , jak 
odwzorowywać na płaszczyźnie dano fi g u r y przestrzenne 
i jak na mocy tych odwzorowań roswiązywać za pomocą ry­
sunku zagadnienia tych figur dotyczące. 

Sposobów odwzorowania fifMT przestrzennych na pła-
azczyźnlr. aoinaby pomyśleć bardzo wiele; dla'zastoso-



wań ^taktycznych bedą |edft£k 'bisae w rachuba t a k i e 
tylko odwzorowania, których rokonstrukcja w wyobrai-
ni nie j o s i *byt trudna. Odwzorow&nie takie otrzymamy 
: ."Lyciara3ystkiem praea naśladowanie procesu naszego 
widzenia; odnośna metoda gaometrji wykreslnej nazywa -
s i ? metodą rautów środkowych lub perspektywą. Wszystkie 
w praktyce stosowane metody wykraćlne są 2 nią pokrew­
na , 

•i 2 . ZlgSSENTY pgWfrASCifrg Sani* s i e zwrócimy do 
wykładu poszczególnych metod, wyk:asinych, wprowadzimy 
do słownictwa geometrycznego pewne terminy, k*5re w 
znacznya stopniu uproszczą nasz wykład. Mar. na myśli 
• 1 ementy niewłaściwe. 

Dwa punkty zawrze wyznaczają prostą, i s i n i e j e bo­
wiem zawsze prosta i t y l k o jadna, która łąozy dwa j a ­
kiekolwiek punkty-, 'ftatomiast dwie proste na płaszczyź­
nie nie zawszG wyznaczają punkt, nie zawsze bowiemjr-
etnieje punkt i c h przecięcia. &a zasadzie V postulatu 
Suklidosa przez leażdy yunkt płaszczyzny moina poprowa­
dzić jedną i tyl k o jedną prostą, która^anej prostej 
nie przecina; prostą te zwiemy równoległą do danej 
•prostej, leb tez prostą o tym 3amym kierunku. Dwis 
proste* na płasaozginie mają zatem albo punkt wspólny 
albo wspólny kierunek. Powstaje teraz pytani*, czy 
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nie możnaby pojęcia •punkt'', roeazerzyó w t a k i sposób, 
aby wyjątek spowodowany przez możliwość prostych równo-
ległych został usunięty? 

Na pytanie to damy odpowiedź twierdząca. Bodzie­
my odtąd mianowicie przoz słowo "punKt* rozumieć nie 
tyl k o punkty w dotychczasowem znaczeniu, t . j . punkty 
właściwe, ale i "kierunki" wszystkich możliwych pro­
stych, t . j . punkty niewłaściwe. Możemy wtedy powie­
dzieć: 

"Dwie proste na płaszczyźnie zawsze mają jeden i 
tylko jeden punkt wspólny: właściwy albo niewłaściwy". 

Na każdej prostej mamy zatem nieskończenie.wiele 
punktów właściwych i jedenjpunkt niewłaściwy, t . j . j e j 
kierunek. Z chwilą, gdy prosta Jest dana, dany je s t 
oczywiście j e j kierunek* t . j . punkt niewłaściwy; n a j 

każdej prostej da-
P ' 9 —4- ' nej je fit on tedy 

/ 

zawsze dany, cze-
'go nie można po-

ą / p wiedzieć o żadnym 
punkcie właściwym 

R ^ 5 , 1 , t e j prostej Punkt 
niewłaściwy ftc-żna-

by więc nazywać punktem absolutnym danej p r o s t e j ; czę-
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sio jednak wolimy go nazywać punktem w nieskończonoś­
c i , a to na zasadzie następującego rozważania: Niech 

t< i, niej 
będzie dana prosta jo i punkt i na nisjrleźący / R y s . l / 

I Każdemu punktowi /? pr o s t e j - o d p o w i a d a jedna i tylko 
jedna prostą a przechodząca przez R c z y l i , jak mówi­
my, rzucająca punkt !\ z punktu P . Gdy punkt H 

porusza się na p r o s t e j , to prosta rzucająca a -obra­
ca się dokoła punktu P 4 Im dalej punkt /I będzie 
si e znajdował od pierwotnego swego położenia na prostej 
p , tem bardziej prosta a będzie się zbliżała do 
położenia równoległego C£ . Nasra a jem im bardziej prosta 
a » obracając się dokoła punktu P , z jednej lub 

drugiej strony zbliża się do położenia równoległego 
cr » tyi-njbar dziej punkt R oddala się od pierwotnego 

swego położenia. Gdy zatem prosta a stanie się równo­
ległą db p , t . j . gdy punkt fl przestanie być punk­
tem właściwym prostej jo , możemy powiedzieć, że znajr 
duje się on dalej od każdego punktu właściwego prostej 
jo » t . j . w nieskończoności, * 

Każda prosta posiada zaUm jeden punkt w nieskoń­
czoności /punkt niewłaściwy, absolutny, kierunek/; na­
leżałoby więc prostą uważać za l i n j e zamkniętą. 

Tak samo rzeczy się mają z płaszczyznami: dwie 
płaszczyzny albo się przecinają według proat.ej, albo 



aa r^ncla&ł*,, Podocnie, jak e nroetywfc równoległych 
saowiisgr, że xają Witfjpi&łńy kierunek, tak o płaszczyznach 
równo le^łycł) p o w i a l i ź« mają wspólne ustawi śnie- Jeże' 
l i teras rozszerzymy pojecie "prosta" prr-r.^ do łącze­
nie do prostych w dotychczasowym ro-sumieniu, t . j . uo 
prostych właściwych, wszystkich możliwych ustawień, yo 
zastąpiwszy słowo "ustawienie" przez ałowa "prosta nie 
właściwa1 powiemy: > 

"Dwio płaszczyzny zawsze mają jedną i t y l k o j e ­
dne; prostą wspólną: właściwą lub niewłaściwą". 

Na każdej płaszczyźnie meay nieskończenie wiele 
prostych właścuwych j £adną prostą niewłaściwą, t . j . 
ustawienie płaszczyzny. Z chwilą, gdy płaszczyzna jes t 
dana, dana j e s t oczywiście j e j u s t a l e n i e , t . j . pro­
s t a niewłaściwa; na każdej płaszczyźnie j e s t ona prze­
to zawsze dana; mośnaby ją nazwać prostą absolutną 
płaszczyzny. Często wolimy ją nazywać prostą w nie­
skończoności , lwżą na n i e j bowiem wszystkie punkty w 
nieskończonopoi t e j płaszczyzny. 

Punkt właściwy wraz z punktem niewłaściwym wy­
znaczają prostą równio dobrze, jak dwa punkty ;Wła*ci-
wo. Połączyć punkt właściwy - i z punktem niewłaści­
wym prost oj h anaczy to prj:es punkt F\ poprowadzić 
równoległą do 'prostej h . 



D a p u n k t y nieW>aśeiw$ rwanie prostą niewła­
ściwą, .albowiem dwa kierunki wyznać fc al ą ustawienie 
w" 3amej r**«sy. jeżeli obierzemy dowolny ptfpki erze- ' 
_sti z»$§ i poprowadzimy przezeń proste w obrytych k i e -
runkach,: to te d;;is proste wyznaczę** p^as^rczyenę, któ­
re-ustawienie nie zależy od obj-,>i*: punktu, lecz za­
leży jedynie ,od kierunków pros v; oh :,?z:.<. teja punkt prze 
chodzących. 

Procia -j-łaśoiwa a' i punkt niewłaściwy proet3ej • 
/albo punkt właściwy /' i prosta niewłaściwa płaszczy­
my p / wyznaczają płaszczyznę rudnie dobrze, jak 
każda inna prosta i punkt na n i e j leżący. Będzie to 
piaaaczyzna przechodząca prz«z prostą a równolegle do 
p r o s t a j ^ /albo płaszczyzna p̂ -jse-nodząea przez punkt 
$ >ówr.olĉ lc do płaszczyzny B /. -

Każde dwie proste niewłaściwe mają punkt niewła­
ściwy wspólny, t . j . dwa ustawienia wyznaczają kierunek. 
W samej rzeczy, obierzmy znowu dowolny punkt przestrze­
n i i poprowadźmy przezeń dwie płaszczyzn./ o danych u-
stawieniach; kierunek prostej przecięcia tych*płasi­
czym nie zależy od obranego punktu, leca zależy j^dy-
i-iie od ustawień płaszczyzn przez ten punkt przechodzą­
cych, Ogół prostych niewłaściwych ma zatem tę własność 
że każde dwie z pośród nich -laj'1, punkt niewłaściwy 
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wspólny. Ale własność taką mocą mieć tylko proste, le-. 
• iące w jednej piaszczyźni?, a więc 

"Wszystkie proęte niewłaściwe leżą w jednej- pła*v 
3gczyźniew.Płaszczyzna t a nazywa się niewłaściwą;, albo 
absolutną, albo płaszczyzną w nieskończoności. . 

Teorja elementów nie?/łaeciwych da się streścić w 
następujących słowach: 

HSród płaszczyzn wyróżniona jes t jedna przez t o , 
że j e s t zawsze dana. Nazywa się ona płaszczyzną nie­
właściwą; wszystkie inne płaszczyzny nazywamy właści-
wemi. Proste i punkty t a j płaszczyzny nazywamy niewła-
aciwemi , Wszystkie inne proste i punkty n-aiywa/my wiaśćtwemu 

•Równoległemi nazywamy dwie płaszczyzny właściwe, 
które mają prostą niewłaściwą wspólną, lub dwie proste 
właściwe, które mają punkt niewłaściwy wspólny. Okre*-
ślenia te nie mają zastosowania, gdy jedna z dwuch pła­
szczyzn , lub gdy jedna albo obie proste są niewłaści-
we. • -

oprowadzenie do geometrji elementów niewłaściwych, 
upraszcza wysłowienie wielu twierdzeń i ułatwia dowo­
dzenia przez usunięcie w wielu razach przypadków szcze­
gólnych, które inaczej osobno musiałyby być rozważane. 

4 3 , METODA gŻUggg, ii .Uch będzie płaszczyzna P 
/Ryn.2/ zwana płaszczyzną rzftt&W i nie leżący na rn>.j 
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ktC f i k a n y środki*m • autów. Rggtem środkowym 
kim f\ nazyramy gtiskt /I' , w któryii. prosta CĄj> 

tna prostą rzucająoąs p r z e b i j a płaszczyznę P „ Je-
11 punkt A j e s t punktom niewłaściwym, t . j . kierun-, 

kieia,prostej a , to 
j ego rzutem j est 
punkt, w którym równo­
legła do Cl p r z e b i j a 
płaszczyznę rautów. 
P .Jeżeli punkt 
A leży w płaszczyź­

nie P ,to j e s t on 
własnym swoim rzutem; 
będzie to miało miej-

>e również i wtedy, gdy punkt A j e s t punktem niewła-
3iwym płaszczyzny P , to jes t kierunkiem prostej rów-
^ległej do płaszczyzny P | Gdy punkt A przystanie 
3 środka rzutów C f:, to prosta CA , a więc i ; 
zut punktu A, jeat.»i wyznać sony. W ten sposób każde-
unktowi p r z e s t r z e n i , z wyjątkiem PUD t u C , odpowia-
a na płaszczyźnie rautów .jeden jedyr. - punkt, a miano* 
i c i e jego r z u t , natomiast kridemu pui ktc-wi / ] ' pła-
aczyany P odpowiada nieskończenie w ele punktów prze-
t r z e n i , te wszystkie mianowicie t któr« leśą na prostej 

CA'. 
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Woźmy drugi jesącze punkt p i znajdźmy jego rzut 
O ; rzutem prostej f\ B nazwiemy miejsce geome­

tryczne, rzutów punktu prostej f\B i ponieważ 
wszystkie proste, które łącza, punkt C z punktami pro­
s t e j > t S » leżą w płaszczyźnie QńB /zwanej 
płaRZczyzną rzucającą/, więc rzutem prostej AB bę­
dzie prosta , według której płaazcsyzna C/rS 
przecina płaszczyznę rzutów, Gf&y jednak punkt 3 leży 
na prostej CF\ ,. t . j o gdy ĄJB j e s i prosta rzuca­
jącą, to rzuty wszystkich j e j punktów znajdują aię w 
jednym punkcie A' ; rzutem prostej fl 6 j e s t wtedy 
punkt Ą' , Takwiec rautem prostej j e s t prosta lub 
punkt. 

W ten sposób, .każdej figurss przestrzennej-lub nie-
3k.02iCzonej l i c z b y punktów i prostych, odpowiada.na pła­
szczyźnie rautów f i g u r a płaska* złożona również z punk­
tów lub prostych. Figura t a nazywa się rzutem ^o4kowyip 
figury przestrzennej. Wyobraźmy sobie, as w punkcie C 

znajduje się nasze oko i że po w\ kouaniu rzutu f i g u r y 

przestrzennej na płaszczyznę P usunęliśmy figurę 
przestrzenną:, posii^o dp nas. -̂ go oka dojdą od wszy i n ­
k i ch punktów rzutu te «ai»e pro£ sjiie, które prżącttem j ' 
od usuniętej figury dochodzi ty. '•wywołując v naszej wy­
obraźni złudidenie t e j figury,, Hz-at środkowy wywołuje 
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aąiem wrażenie prawi© _identyczne 2 (wrażenieto, wywołanera 
przez figurę przestrzenną4 jeżeli umieścimy oko w po­
bliżu środka rzutów. Rekonetrulęcja figury przestrzennej 
w wyobraźni jost wifC t u t a j bardzo łatwą.; n i e , j e s t j e -
dntik równio łatwą rekonstrukcja 3ej w rzeczywistości. 
B z i c k i temu raut środkowy ma większe znaczenie w sztu­
kach plastycznych, niż w zastosowaniach technicznych. 
Jeżeli mamy na uwadze te ostatnie, to dogodniej j e s t 

• obrać punkt G w nieskończoności, proste rzucające 
staną wtedy równoległe, a metoda odnośna-nazywa się 
metodą rzutów równoległych.Szczególnie ważnym j e 3 t tsrs 
przypadnie, gdy proste rzucające są prostopadłe dc pła-
sscżyzny rzutów; mamy wtsdy do czynień?a 2 metodą rzu­
tów prostoiiątnych. 

: M , RZUTY PR05T0KATHE NA JSDNA PŁASZCZYZNĘ PZUTOW. 
a płaszczyzna Pz , /Rys .3/ zwa­
na płaszczyzną rzutów. Rzu­
tem prostokątnym punktu n na 
płaszczyznę Ę nazywa się spo­
dek prostopadłej, spuszczonej" z 
punktu /! na tę płaszczyzna. 
Kasdemu punktowi właściwemu prze­
str z e n i Ą odpowiada jego- rsut 
•A ; natomiast każdemu punk-' 

Siech-będzie znowu dan 

m 

A A 

1. t • •"".o 
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towi płaszczyzny rautów A' odpowiada nieskończenie 
wiele punktów p r z e s t r z e n i , te wszystkie mianowicie, 
które leżą na prostopadłej, wystawionej w punkcie A 

do płaszczyzny ". Tak więc dla wyznaczenia punktu 
w przestrzeni nie wystarcza podani® jego rzutu; nale­
żałoby wiedzieć naprzykład jeszcze, jaką j e s t jego o-
dległość od swego rzutu i z której strony płaszczyzny 
Ę punkt ten się znajduje. Wiadomości t© winny być 

zanotowane w sposób umówiony tak, aby d l a każdego punk­
tu r?raz. z jego rzutem, dochodziła do nas jednucscśnis 
wuk"».zówka, z której strony płaszczyzny Ę i na j a ­
k i e j od n i e j odległości punkt ten cię znajduje. Różne 
sposoby notowania mogą być w tym celu zastosowane; 

I. RZUTY* CSGHOWAHgNajprostszym wydaje się odno­
towanie obok rzutu punktu A o-
dległości jego od swego rzutu wy­
rażonej w dogodnie obranych jedno­
stkach długości /np. w metrach/ 
/ByS,4/, Kby pr&ytszfl uniknąć dwu-
znacZ / A O Ści , nożnaby uważać odle-
giOwCr' punktów zn^jda^ąorc się 
przed płass .'.yzną ta za • de-

t n i e , odległości sad punktów zn&- ująoych się za .|ą 
- za Cjestne, Po zrobieniu t a k i e j amcwy, p<ftożeni* punk-
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t u A *w przestrzeni będzie wyznaczcnem, jeżeli jego 
rzut A* opatrzymy t,ya-. cecha,, t . j . liczbą algebraicz­
ną, wyrai&jącą^o <io wartości bezwzględnej i znaku j e ­
go odległość od płaszczyzny rysun&l;. Jak widzimy od­
wzorowanie punktu je s t t u t a j zależne od ©branej jednost­
k i długości; Ponieważ metoda t a posługuje się l i c z b a ­
mi, j e s t ona napoły tyl k o graficzną, l a ona ważne zasto­
sowanie w t o p o g r a f j i # natomiast nie nadaje się de ba­
dania geometrycznych własności f i g u r przestrzennych . 

2. UYKLOGBA?JA. Zamiast'podawać oprócz rzutu pun­
ktu liczbę algebraicznym możemy d l a podania odległości 
punktu A od płaszczyzny rzutów źrebić umowę nastę­
pującą: 2 punktu f\" jako &redk& zakreślmy keło promie­
n i e , równym t e j odległości /rys.5/, Aby odróżnić ed 

si*M«« punkty sy&j^ryczne waglę-
dem płaszczyzny P z , a©łącsa­
my na#okręgu zwrot określ^.-
Jeżeli punkt A znajduje aię 
przed płaszczyzną Ę , te ten 
zwrot niechaj będzie t a k i , j a k i 
pesiadaią skaaówki zegara; gdy­
by punkt A znajdował aię za 

płaszczyzną Pz%• zwrot okręgu byłby przeciwny. Ta­
kie kolo wraz z podanym na nim zwrotem dokładnie i n -

GSOMETRJA - WTPOBŚLHa Arkuas. 2~gi. 
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formuje nas o peieaeniu punktu Ą w prz e s t r z e n i : aby 
ge wyznaczyć należy w średku koła A" wystawić prosto­
padłą de R i edmierzyó na n i e j premień keła w jedną 
lub druga gtrene zależnie ed zwrotu na ekregu danego. 
Punkt A j e s t praete wierschelkism steżka jretewege; 
którego tworzące nachylone eą de płaszczyzny rzutów 
ped kątem 4-5' . Zwret dany na okręgu wyda się d l a 
oka, umiesacaenege w punkcie A zawsze jednakowym 
/mianewicie zeretem skazówek zegara/. Meteda cykie-
g r a f i c z n a bywa nieraz użyteczną w poszukiwaniach t^e-
retycznych; w praktyce używa j e j się prawie wyłącsnie 
dl a wyznaczenia średka rzutów w perspektywie. 

3.RZUT UKOŚNY.ObierznfT '. 
na płaszczyźnie rautów P4 

stały kierunsk XJM / r y s . 6 / 
Z rautu prostokątnego p\ punk­
tu A wyprowadzaj prr>atą w 
tym kierunku i edrdierł^ na . 
n i e j ed punktu A erc-inek 
równy odległości punltu A 

od -swego rautu A , lub też odcinek w danym stetunku 
de t e j adległeści będący, nap. równy pełewie odległości 
A"A . Umówimy się przytym, że d l a punktów ii , 

TęUziemy odmierzać te edćińH w j« dną kt 6rąkel*lek 
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stronę /np. w stronę strzałki/, d l a punktów zaś łażą­
cych z* płaszczyzną R — w stronę przeciwną. Odcinek 

/T/iu wyznacza \4edy punkt przestrzeni A , Meto­
da odwzorowany na t e j umowie 
oparta nazywa ai$ r j u * 

u k o ś »_y jn_ . Istot-

• H o 
•5Q, • w 

n i * punkt Av /Bye>.,7/ jest 
rzutom punktu Ą z punktu 
niewłaściwego C » który 
jest kierunkiem przeciwpre-
stokątnei AVĄ trójkąta 
prostokątnego Avf\ A . 

Gdyby&ny umieścili naaso oko 
w ba r d i * iri»lkit< / w l a ś n i s & k o ń e ^ n i * w i e l k i o j / 
odległoś: i. od .pł̂ azoj-yany rzutów w ki»ronku C~ , te 
od punki i peronu U i łby dt naszego ->.A ten osa pro­
mień co punktu '/° ; giyby zatem usunięte punkt A 
wrażenie ii*ąę§ saatiu tke »;*trzymane nie -cdogieby-siBia-
a i e . Te aara* cetycajr włayeiiioh inhycb punktów figury 
p r z e s t r z e n n a ; patrząc fcot 7 na rysunek ze znacznej od­
ległości w kierunku C\ u".#g4Jiy tom większemu sito--
dzomitt, i n edległość o u o-i rysunku wiek©aa. Me­
toda im w% więo zaletę jfcgj 1 &i troćoi; bf&aiemy ją póś-
s i e j resifjrłsali szczegóUiTo; m tym miejactt wydało n.v:r> 

file:///4edy
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się nieabędnem wspomnieć o n i e j jeszcze i d l a tego, śe 
je s t ona stosowana powszechnie, choć częste nieświa­
domie, w rysunkach stereometrji elementarnej i kryste­
legraf j i . 

§5. RZUTY PROSTOKĄTNE NA DTO PROSTOPADŁE PŁASZr 
C ŻYZNY RZUTÓW. Punkt przestrzeni A m żerny jeszcze ed-

• 

wzorować w opeeób następujący:Poprowadzimy w płaszczyź­
nie R dowelną prostą cc /Rys.8i 
którą będziemy nazywać o s i ą 
r a u t ó w . Z punktu A" spuś­
ćmy na oś X prostopadłą A'Ax 

i oś j e j spodka Ax odmierzmy 
na n i e j odcinek A* A , równy 
odległeści punktu r\ /f umówiw-
wszy się upreodnio, że gdy 

punkt A będzie leżał przed płaszczyzną f£ to tę 
odległość odmierzymy w jedną którakolwiek stronę /nap. 
pod oaią 2lx , gdy t a oś j e s t obraną poziomo/; gdy aaś 
punkt A będzie leżeć za płae marzną J? . to odmie­
rzymy ją w stronę przeciwną, f ton spesćc dwa punkty 

A i A' , leżące na wspólnej prostopadli) do vt od­
wzorują punkt A w p r z e s t r z e n i . 

Punktowi A można nadać a t o l i inne joracza zna­
czenie. Poprowadźmy przez oś A? płassuzy ?n;' f j pro-

*/t9 

Ax 

« 

Rys. 8. 
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stepadłą d© I? i rzućmy punkt A prostokątnie na tę 
aewą płaszczyzna rzutów /Rys,10/ ... Połączmy otrzymany 
rzut A' z punktem Ax ; czworokąt A x A i /I ' — • 
jest prostokątem; odcinek nac-^ij j e s t równy odległoś­
c i Ą ń i • ostopadły do oc . Jeżeli obrócimy pła~ 
azosyzn* P 1 dokoła o s i x tak, żeby Ę upadła na P* 

to" punkt /Ij upad­
nie na A , albo-

ą wiem odcinki 
i Axf\ 8 tV równe i 
oba są prostopadłe 
do x w tym samym 
punkcie . fflo-
żerny tedy punkt A' 

Rys. 10. uważać za rzut punk-
t u A na p l a s to żyz­

ne Ę po_ dokonanym kładzie płaszczyzny E£ na płasz­
czyzno Ę . tftedy odległość punktu /)" od x , t , j . 

Axf\' wyznacza odległość punktu /) od JF£ .¥ 
ten sposób rolę punktów /9' i ft" są zamienne: /!' 
je s t rzutem punktu A* na P- , A" j«st rzutem 
punktu /ł na I \ ; odległość punktu A" od x j e s t 
równa odległości punktu A od Pi > odległość punktu 

A' od i - j e s t równa odległości punktu /? od I J 

Ry3. 9. 
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Metoda odwzorowania f i g u r za. pomocą, rzutów prosto­
kątnych na dwie płaszczyzny prostopadłe jee ! tak ważną 
w zastosowaniach, że od n i e j rozpoczynamy systematycz­
ny wykład geometrji wykreśłnej , 

1—i<>̂ -+ 

C Z Z ć 1, 

R Z U T Y P R O S T O K Ą T N E . 

ROZDZIAŁ I. PUNKT, PROSTA 1 PŁASZCZYZNA. 

§ 6. RZUTY PUNKTÓW WŁASCHTCH. Niech będą dwie 
płasscżyzny prostopadłe i PŁ /Rys.11/ , prosta 

oc niech będzie ich 
linją przecięcia, 
nasywa się pierwszą 

s. • a 

1 
-Pa 

Hys. 11. 

płaszczyzną rzutów , 
I? drugą płaszczyzną 
rautów; prosta oc — 

osią rzutów. Co do po­
łożenia płaązczyzn Tą 

i Ę w przestrzeni nie 
potrzeba robić żadaaj 



Umowy; często jednak wyobrażamy sobie, że I * j e s t po-
2iomąvX-| z as pionowa i nazywamy wtedy: P 1 - poziomą. 
płaszczyzną rzutów, a i \ pionową płaszczyzną rzutów, 

Z danego punktu właściwego Ą przestrzeni spusz­
czamy prostopadłe AR na Ą i AA' na ; 
punkt A azywa się pierwszym rzutom punktu /? 
/wzgl. rzutem poziomym/, odległość.- MA nazywa się 
pierwszą odległością punktu A ; punkt A" nazywa się 
drugim rzutem punktu A /wzgl. rzutem pionowym/, od­
ległość fi A nazywa się drugą odległością punktu A . 

Przez prosty AA i A R poprowadźmy płasz­
czyznę, która przetnie oś X w punkcie Ąx~\ -płasz­
czyzna t a będzie prostopadła do * » albowiem j e s t ona 
prostopadła zarówno do P t jak i do R . Oś rzutów 
będzie zatem prostopadłą do każdej prostej w płasz­
czyźnie r)'AR" » a więc J e j A*A' i 

-lJ^xA' , Odcinek fl*/]' nazywa się pierwszą 
rzędną punktu Ą ; odcinek Ax R" nazywa się jego 
d r u ^ rzędną. Ponieważ czworokąt Ą A, f] "Ą$ j e s t 
prostokątem, więc mamy: 

» ̂ ierwoaa rzędna punktu _/? równa się drugiej j e-
^o_Qdlogłości;druga rzędna punktu fl ^°_ima s ^ 
- ? i i I 5 9 Z Q J 38£° odległości. Równość t a będzie dotyczyła 
niotylke wartości bezwzględnej, ale i znaku, jeżeli 



- 22 -

zrobimy co do znaków umowo następującą; Oś rzutów dzie** 
I i .każdą płaszczyznę rzutów na dwie części; jedną któr 
rąkolwiek z dwóch części płaszczyzny /np, tę, któ­
ra leży przed P Ł / nazwijmy- pierwszą płaszczyzną do­
datnią + E[ ; jedną którąkolwiek z dwóch części pła­
szczyzny J J /np. tę, która leży nad płaszczyzną V{ / 

nazwijmy drugą półpłaszeżyzną dodatnią + PŁ , pozos­
tało części nazwijmy pierwszą i drugą półpłaszeżyzną 
uj©mną"-I^ i — p ^ , Rzędne leżąoo na 4 Ę i + F£ 
uważajmy za dodatnie, rzędne leżące na — Ir* i ~ F J 
za ujemne. Podobną umowę zawieramy co do pierwszych 
i drugich odległości. Za dodatni uważać będziemy p i e r ­
wszo odległości punktów,- leżących po t e j st r o n i a płasz­
czyzny I* ,po której loży . / n a d płaszczyzną P x / 
oraz drugie odległości punktów, leżących po t e j stronie 
płaaaczyzny T\ , po której loży + P x /przed P^ /. 
Za ujemne uważać będziemy pierwsze odlogłośoi punktów 
leżących po te-j stronie płaszczyzny PX , po której 
leży -P JL /pod F} /, oraz drugie odległości punktów, 
leżących po t o j stronio płaszczyzny I* , po., której 
leży - PX /za PV /, 

Ewie płaszczyzny rzutów dzielą przestrzeń na czto-
ry ćwiartki: l - s z a pomiędzy -ł- i + P^ , druga 
między i + PŁ , t r z e c i a między - p i -P Ł -•» 



czwarta między Ę i - Px « Każdemu punktowi prze­
strzeni /*! odpowiada para punktów, które są jego rzu­
tami; joden z nich A . znajduje się na IJ » drugi A" 

na . Jeżeli t e r a z , obracając jedną z płaszczyzn 
rzutów dokoła osi oc , rozpostrzemy ją na drugiej tak, 
aby FJ przystała do - J?x , przyczem oczywiście -Pi 

przystanie do ~ł-F̂  , to obydwa te punkty A i A" 

znajdą się w jednej płaszczyźnie, którą ©bierzemy za 
płaszczyznę rysunku. Ponieważ Xj_Ax/j' i xj__flx/j" 
więc punkty A i A będą leżały na wspólnej prosto­
padłej do o s i rzutów. Tak więc punkt przestrzeni R 

będzie odwzorowaną na płaszczyźnie przez parę punktów 
k leżących na prostopadłej do o s i oc t Pro­

stopadła A A nazywa się linją rzędnych punktu A 

Nawzajem, każdej parze punktów n n /leżących 
w płaszczyźnie rysunku -na prostopadłej do x t odpo­
wiada jeden jedyny punkt przestrzeni n .W samej rze­
czy, sprowadźmy płaszczyznę F£ ,wraz z leżącym w n i e j 
punktem A de pierwotnego położenia względem T{ , t . 
j , uczyńmy Pt _ j _ Pv» v V punkcie A wystawimy pro­
stopadłą do Pi , w punkcie A prostopadłą doĄ ; te 
dwie prostopadłe przecinają się w punkcie n , gdyż 
leżą obydwie w płaszczyźnie, wyznaczonej przez ńxfl 
1 AKA" . a więc prostopadle! do JO . 



J o s e l i punkt n loży w 
pierwszej ćwiartce /Rys. 12/ 
te obydwie rzędne są. dodat­
n i e , rzut poziomy leży pod 
ers f mówiąc ogólni e, po . 
te j Btrenie ©ci, po któ­
r e j zrobiliśmy napis t 3̂ • 
czut pionowy nad nią0a 
więc po t e j stronie,oelf 
gdzie widnieje napis i*JFJ 

i 

* P. — r 

/1u 
kłi. 

i'A 

"U 
• A 

Rys VI. 

Jeżeli punkt ńz leży-w 
drugiej ćwiartce, to pierwsza rzędna j e s t ujemna, dru­
ga dodatnia; po. dokonanym kładzie płaszczyzny r\ na 
P% będą zatem obydwa rzuty nad osią Punki /}% 
znajdujący się w t r z e c i e j ćwiartce., będzie miał oby­
dwie rzędne ujemne; rzut poziomy będzie r i e c nad osią 
* f i y , rzut pionowy pod nią Punkt A, znajdujący 
się w czwartej ćwiartce będzie miał pierwszą rzędną u-
jemną, drugą dodatnią; obydwa rzuty będą więc pod osią 

Godne uwagi aą punkty, których rzuty mają pewne 
azezogólne położenia względom oni rzutów. Jeżeli dru­
g i rzut &i l e i y na oni /Rya.14/, to punkt &' loży w 
płaszczyźnie lt\ i przystaje do swego pierwszego r*u« 



:\ i 

;j. S jeżeli pierwszy 
r£Ut c L -leży na o s i , te 

\ j _ „_\ ..] punkt o. lezy w płaisr 
^ t ^ S L - l ~- - ozy śni-- I \ i przy sta j o 

•• ... . do swego drugiego rzu t u 
tS o, . j eże; i oba rz uiy 
C i C są z jedno-

czene w tyra swjym punk-
i li { i 

B,^BZ " r.„ %% ri. c i e er i , l v i punkt O 
T Vi T 
i ! ] j e s t z nimi siedneczony, 

L+Bt £k 1 ' " o ^ ' i — i _ . Gdy obydwie rzędne punk-

6 

Rys, 14. 

•j- t u .0 są równe, równe 
Rt ' są odległości punktu D 

od obu płaszczyzn rzutów; 
punkt D znajduje się 
przeto na jednej z dwóch ' 

płaszczy sn dwusiecznych D Ł i I \ kątów dwuściennych 
^ąiędży płaszczyznami rzutów. 

Płaszczĵ ar.ę , przechodzącą prsez ćwiartkę 
pierwszą i trzecią, /Rys. 13/ nazywajmy pierwszą płasz­
czy sną dwusieczną; rzuty punktu Dx w n i e j leżącogo 
są symetryczne względem oai„ Płaszczyzna I \ , przecho-
-raca przez ćwiartkę druga i czwartą nazywa «ię dru-
£4 głąszczyzni* dwusieczną; rau* f punkty D% w n i e j l e -
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żącegc przystają do s i e b i e . Dlatego też niekiedy pła­
szczyznę D Ł nazywa się płaazeżyzną spółrzutową. 

J _ 7 ^ RZUTY PROSTEJ, W § 3 znaleźliśmy, że rzutem 
średkowym prostej j e s t wogóle presta. Prosta zawsze 
wyznacza swój r z u t , natomiast rzut wególe nie wyznacza 
prostej w p r z e s t r z e n i . Gdy prosta przechodzi przez śro­
dek rzutów, te j e j rzut j e s t punktem; w tym i t y l k o w 
tym przypadku rzut prostej wyznacza ją w prze s t r z e n i . 

Te same wyniki otrzymamy 
gdy środkiem rzutów jeet 
punkt niewłaściwy j a k i ­
kolwiek, a więc i wtedy, 
gdy proste rzucające są 
prostopadłe do płaszczyz­

ny,, ny rzutów. Niech P\ i &' 
będą rzutami prestekątne-

mi punktów fi i B na płaszczyznę rzutów I * . / r y s l 5 / 
Rzuty wszystkich punktów prostej flB będą 

leżały na prostej fl'$ , która j e s t linją przecię­
c i a płaszczyzny p z płaszczyzną A przechodzącą * 
przez Ą B prostopadle do . Płaszczyzna A ^na­
zywa się płaszczyzną rzucającą prostą /IB . Każda 
prosta przestrzeni CL ma jeden jedyny rzut a! na pła­
szczyźnie P, , a wieś kazd* prost-?, wyznacza swój r z u t . 
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Natomiast rzut «' nie wyznacza wogóle prostej w prze­
s t r z e n i , gdyż każda prosta leżąca w płaszczyźnie A 
ma ten sam rzut oC \ Rzutem prostokątnym prostej 
jest wogóle prosta; wyjątek stanowi prostopadła do 
Ę , której rzutem j e s t punkt; w tym przypadku zre­
sztą rzut wyznacza prostą. Jeżeli punkt leży na pro-
stej , to jego rzut leży na rzucie p r o s t e j . Na prostej 
/?5* = a, weźmy dowolnie punkt C ; rzut jego C' 

leży na rzucie n B - a' . Proste rzucające równolo-
gle fi ft\ B B' i CC' wyznaczają na prostych cc i 

OL' odcinki proporcjonalne ; mamy więc: ,« 
' • " • • ' ~ AC' • -v ' • .; ^ 

• CS C'J3' 
°zyli: punkt C d z i e l i odcinek /IB w; tym r amym sto­
jaku, w jakim rzut punktu C . d z i r . i l rzut o icinka 

Równość tych-dwóch stosunków dotyc.y n i e t y l -
do wartości -bezwzględnej, ale i znaku, h kiekolwiek 

zwroty prostych et i oC uznaliśmy za dodat i e . 
Punkt S , w którym prosta a przel ij<. płaszczyz 

r*e rzut w nazywamy diadem prostej O- na ;e, płasz­
c z e n i e . Punkt t e * j e s t oczywiście z jod 3c. ony z włas 
,Wto swe im rzutem O , 

. ^oźmy teraz dw\e }i o* ̂ opadłe płaszc jyj-r. r rzutów 
i Pj , pra Htitu-.ją̂ .e się według o: i a /Rys.16/ 

http://dzir.il
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Hv#: i c . 

a rzućmy prostą u. 
y * * 

na Każdą z t y c i pła­
szczyzn, T tym colu 
obierzmy na prostej 
cr. dwa punkty j a ­

kiekolwiek // i D j 
rzućmy "kaidy a nich 
na obie pła&zezy*3Ry 
rzutów i połąc7my ze 

az . B i 3" . Prosta Oi ̂  f\ B 
sobą rzuty n i o • or 
nazywa się pie:*wszym /poziomym/ rzutem prostej et , 
prosta Ci"« / i O nazywa się :ej- drugim /pionowym/ 
rzutem. Po rozpostarciu płaszczyzn szczyan P i R na pła­
szczyźnie rysunku otrzymamy w n i e j -iwie proste CL i 
ex" /Rys ,17/,, Przypuśćmy, ze żadna z nich nie joatr'pro­

st opadłą io 03i OC . 

„ o. _ -<r 

O" 
^ 

a. 

o f 

ttys. I 

Pow:' a dam, że tak i e 
dwie oroste uważane: 
pieronaa °'-' za.'rzut 
l '.or. r zy, dr aga CE.* 
za i ui dru i pro­
stej 7 łaś c i we j 6t , 
ry znaczą ja. tę prostą 
r na te rzeczy s p r o -
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wadźmy płaszczyznę wraz 2 leżącą w n i e j prostą, ca" 
do pierwotnego j e j położeniu względem P . a ńaistępsie 
pr&e-ż ct* i póprowądlmy płaszczyzny J\

i
 i A.̂  pro-

stopacUe odpowiedni© do P5 i do H ; przecięcie pła­
szczyzn A , i będzie prostą GL . 

Dwie proste płaszczyzny-rysunku, z których jedna 
je s t prostopadła do o s i , nie ra<egą być rzutami p r o s t e j . 
Jeżeli bowiem jeden rzut proste;; OL , np. CL/ , jef/t 
prostopadły do oc , to drugi j e j raut ex" przystaje do 
p i e r w s z e j , gdyż płaszczyzna A- rzucająca prostą O, po 
ziomo, t prostopadle do P 1 , rzuca ją również pio­
nowo , t , j . prostopadle do P a. , Jeżeli obie pro r e <x' 
i Ct" są prostopadłe do o s i * , ale nie są zjędnoc c e,to 
płaszczyzny rzucające A , i A x będą rówń>teg*.n; wy­
znaczają wi.ęc one wtedy prostą w n i o skończ ono f' J . a 
mianowicie ustawienie płaszczyzn prostopaułyc - 3Lo o s i . 
Jeżeli, obie proste oc' i a" B ą s jsdno-r^one na p: >sto-
padłej do o s i , to płaszczyzny rzucające ,A. f Aa. 
*?dą. 3jef,noc rtme w płasv--3żytnie prost >p;/ile o >si. 
ml$k prosta t e j piaszc? rzr.\ będ: :e miała t a r » rzuty 

a i ci * , w i.yra więc przyj siku pro-.;ta & n e ; > it 
przsi swoje iłut? ni:leż/t tf ryznaosora.^ 

J^-z PB*K p $ PHOSTOE j i g y 1 jggg. 
td; uunki / jaat 1 it \nciw- t * j , -'.y j »at 
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danym kierunkiem, to prosta rzucająca, łączy go z nie­
właściwym środkiem rzutów , Jes t to zatem ustawienie 
płaszczyzny wyznaczonej przez dany kierunek oraz k i e ­
runek prostopadły do ołaszczyff^y fiutów. Rzutem da­
nego kierunku fi na każdą z płaszczyzn rzutów będzie, 
kierunek wspólny temu ustawieniu i ustawieniu płasz­
czyzny rzutów; kierunki te /"I00 i ffff. /Rys.13/ będą wy­
znaczone przez rzuty jakiejkolwiek prostej .r.ają.dej 
kierunek / f 8 * \ Gdy dany kierunek ^5°" jest. prostopadły 

do jednej z płaszczyzn 

/ 

R" K r" rzutów , to r z u \ jogo na 
tę płaszczyznę jest jakim­
kolwiek punktem i e j pła­
szczyzny ; gdy dany kie ­
runek C^ jest prostopa­
dły do OF.I rzutów , to 
jego rzuty nie wyznaczają, 
go należycie . 

Ry*.18. 

§'.9 , mV>Tf PUNKTU LEŻĄCEGO NA PR0S7SJ MIT 
Każdy punkt, leżący na p rot t e j ma swoje ^z<\ij r*»* 

odpowiednich rzutach prostej-. N; wnajem, gdy p i s m z i 

rzut punktu 1 sny na p?.ert;^gym r. u io .pic s t a j , .a : j ./g i 
drugi r z u t na drugi-i rsucr © :prott;naf to punkt . yro- • 

s t a , przez te rauty wyznaczone naleią do s i e b i i ; . Se* 



ŻOray tedy rozwiałaś następująco 
ZABWft: Ha jedlaya s? rzutów prostej dany j e s t odpo 

*iędni raut punktu na n i e j lejącego; wyznaczyć drugi 
£aut tego punktu. Niechaj będzie dana prosta ot'a* 
^Bya417/j na jednym z j e j rzutów,np^na OL niech będzie 
prócz tego dar., rzut C punktu C musi leżeć na prostej 

v Drugi rz.vi C^pu^kto O musi leieó TUA. jsro&tej OL.,' 

^•yoraz na l i n j i rzędnych punktu C , Jeżeli tedy z 
punktu C spuścimy prostopadłą na oś x ,to w przecię­
ci u j e j s prostą CŁ" otrzymamy szukany rzut C'\ 

Gdy dane są rzuty dwóch punktów Pi i B /rys, 17/ 
aiożomy wyznaczyć rauty punktu C .dzielącego odcinek 
ĄB w stosunku danym: /rz.-ft .Połączmy flĘ>' i / 9 " f l " 
&a prostej CL'^ f\ B' wyznaczmy punkt C' ,który d z i e l i 
odcinek /? B w danym stosunku? l i n j a rzędnych prze­
chodząca przez C' przetnie CL - ń B' w punkcie C". 

t szczególności rzutami środka O odcinka fi B bę­
dą środki O i O rzutów tego odcinka. 

§10, ŚLADY PROSTEJ,Z pośród punktów prostej waż-
%mnwiwc%HHi * — — • • i m wmm mm » i w» mm —wm * 

nQ są szczególnie te j e j punkty,które leżą na płasz­
czyznach rzutów,Ij „.punkty,w kuórych t a prosta przebi­
j a płaszczyzny f j i P2 ., albo ślady. Punkt przebi­
j a prostej OL. z płaszczyzną P2 nazywa się pierw-
JLgym .albo po z i ornym j e j ś 1 ad cm Ą ; punkt p r z e b i c i a ^OMETBJA TOREŚLNA Arkusz 3-oi 



prostej OL z płaszczyzną f | nazywa aię drugim,albo pio 
nowym j e j śladem Ą /rys,18/ u 

%APMIB, Mając rzuty a.' i a " prostej <x wyzns.-

Siad poziom 5 i leży na P, /rys e 1 6 i 1?/,jegp rzut pio 
nowy Oj leży satym na o s i ; z drugiej strony musi on 

leżąc na rzucie pionowym CL" prostej ex ; będzie to 
więc punkt przecięcia rautu.pionowego prostej z osią. 
Mając już rzut pionowy punktu leżącego na prostej eta/j 
'Znajdziemy je (.u rzut poziomy . c z y l i sam ślad 32 ,w 
przecięciu rzutu poziomego CL Z l i n ją rzędnych wypro­
wadzoną z punktu St . W podobny sposób znajdziemy 
ślad pionowy S.^ , Jego rzut poziomy Sz leżeć musi na 
osi / ho 3% leży na I* / oraz na rzucio poziomym 

cc' /ho leży na QL /l będzie to więc punkt 
przecięcia rzutu poziomego CL % osią X . Prosto- ̂  
padła wystawiona w tym punkcie do osi wyznacza na 
rzucie pionowym CL" rzut pionowy tego śladu,który 
jest z nim zresztą zjednoczony 

Rozwiązanie powyższe zawodzi,gdy rzuty CL' i CL" 

są zjednoczone na prostopadłej do X ; vtedy zresztą 
jak wiemy,rzuty prostej nie wyznaczają j e j w prze­
s t r z e n i , ;: '(• " 

ZABAftlJEj ODWROTNE: Mając ólady /<S« i 5. pro-
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stej CL wykreślić j e j rzuty, oc' i CL , j e s | przypad­
kiem szczególnym wyznaczenia rzutów prostej przez rzu­
ty j e j dwóch punktów jakichkolwiek. Siad poziomy 3\ 

/ r y s . 19/ j e s t własnym swym rzutem poziomym 3^ v; rzut 
pionowy S' te^J śladu jes t spodkiem prostopadłej,spusz 
czonej na oś z punktu Sx\ Siad pionowy S Ł j e s t włas­
nym swym rzutem pionowym 5 a ; jego rzut poziomy Sx 

jest spodkiem prostopadłej,spuszczonej na oś z punktu 33 

Prosta łącząca rzuty poziome <SX i 5X punktów i 
5, j e s t rzutem poziomym CL prostej CL • prosta łą-

cząca rzuty pionowe i SL tych punktów j e s t j e j 
rzutem pionowym a". 
Częstokroć dl a uła­
twienia rekonstrukcji 
f i g u r przestrzennych 
w wyobraźni na zasa­
dzie i c h rzutów,wy­
kreślamy linją ciągłą 
te części rzutów,któ­
re znajdują się na 
*TP, i ; kreślimy 
natomiast linją prze­
rywaną pozostałe i c h 
części,tj4te,które le-

\ 5 

CL 

ot" 

5 Ł 

CL 
5, 

OL" 

—-"iv— S 
A 

-lx' °i \; 



żą na *R i JĘ, « Po dokonana bowiem kładzie płasz­
czyzny na PŁJ + Ę przykrywa ~PŁJa +IJ przykrywa "PX; 
gdyby płaszczyzny rzutów były nieprzezroczyste,to po 
rozpostarciu płaszczyzn T\ i Ę na płaszczyźnie ry 
sunku pozostałyby widoczne t y l k o te części rzutów,któ­
ro znajdują się na "*"]-* i + P L , Linią oiągłą należy 
zatem wykreślić te t y l k o części rzutów prostej,na któ­
rych leżą rzuty punktów I ćwiartki /Rys,19/. 

§ 11; Punkty,w których prosta p r z e b i j a płaszczyz-
ny dwusieczne. Oprócz śladów ważne też są punkty prze­
b i c i a prostej z płaszczyznami dwusiecznemi D a i D,. 
Aby wyznaczyć punkt Dt ,w którym prosta CL p r z e b i j a D 
/Rys.20/,należy na rzutach Ot' i a."prostej CL znaleźć 
dwa punkty D' i D± symetryczne względom osi & ^ 
tym celu wyznaczana prostą symetryczną do jednego z 
rzutów p r o s t e j ; niech np. ex. będzie symetryczną z ex" 

o. 

/ 1 I W 2«>. 
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Punki przecięcia prostych a i a będzie rzutem pozio­
mym 0^ szukanego punktu* prostopadła do o s i z niego 
wyprowadzona wyznaczy na Ot" rzut pionowy Dx punktu Ą 

Jeżeli śl?dy o a i 5* prostej ex są znane /rys. 
21/,to prosta v5, 5^ przecina oś w punkcie Z)x,który 
wyznacza linję rzędnych punktu Ą ,a więc i oba jego 
rzuty i O 4 Za pomocą trójkątów podobnych moż­
na bowiem łatwo okazać,że Ox ~ DK Dx 

Aby wyznaczyć punkt Z?a /Rys,20 i 21/,w którym <̂  
p r z e b i j a I \ tj.którego rzuty przystają do siebie /§6/^ 

wystarczy znaleźć punkt przecięcia LJ^Dx rzutów a t OC 
| 12^ POŁOŻENI A SZCZEGÓLNE PROSTYCH WZGLĘDEM PŁA­

SZCZYZN RZUTÓW. 
1, Prosta równoległa do pierwszej płaszczyzny rzutów, 
c z y l i prosta pozioma /Rys.22/.Pierwsze ódległosei 

wszystkich punktów prostej 
ex są równe; równe są za­
tem wszystkie drugie rzęd­
ne tyoh punktów; rzut pio­
nowy OL* j e s t przeto równo-

Rvs 22 " < 1 l eS*Y cŁó osi. Kxut poiiomy-Oj*** 
«** "równoległy do prostej <x ,położe-

nie jego względem o s i j e s t jakiekolwiek.Siad pionowy 
S% leży w przecięciu rzutu pionowego cc' z proetopad-
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łą do osi,wystawioną w punkcie przecięcia osi z rzutem 
poziomym ci\ Siad poziomy S 1 jest w nieskończoności, 
gdyż prosta O. j e s t równoległa do P± . Wynika to żresz-
tą również z wykreślenia. Punkt Oa w którym rzut pio­
nowy OL" przecina oś,jest punktem niewłaściwym o s i ; l i n 
j a rzędnych tego punktu j e s t prostą,,kto: a go łączy z 
innym punktem niewłaściwym,mianowicie z kierunkiem pro­
stopadłym do o s i ; j e s t to więc prosta niewłaściwa,Prze­
cięcie prostej niewłaściwej z rzutem poziomym OL' "bę­
dzie zatym punktem niewłaściwym tego rzutu. 
2. Prosta równoległa do drugiej płaszczyzny rzutów, 
c z y l i prosta frontowa /ryg,23/, Drugie odległości 
wszyotkicn punktów prostej OL są równe; równe są zatem 
wszystkie pierwsze rzednę tych punktów; rzut poziomy 

»< -r. ś OL' ieot przeto równoległy do 
S" ^r'. o s i „Rzut pionowy ex" j e s t rów-

- — < ^ 
c'co no legły do prostej (X , po łoże-

_5s ni© jogo względom osi j e s t 
i jakiekolwiek Ślod poziomy «S 

Rys. 2o. leży w przecięciu rzutu pożio 
mego OL z prostopadłą, do osi,wystawioną w punkcie 
przecięcia o s i z rzutem pionowym <X Siad pionowy 
j e s t w nieskończoności.. 



s Prosta równoległa do o st,/Ryg ,24/ jest. równoległa do 
płaszczyzn rzutów; jest wiec 

ona zarazem pozioma, i frontową; 
obydwa j e j . r z u t y są równoległe p. 

2*. do o s i . Siady <SŁ i Sx są zje­
dnoczone w punkcie niewłaściwym o s i , 
4. Proatafleżąca w jednej z płaszczyzn rzutów. /Rys.25/ 

OL" ,• Prosta leżąca w płaszczyźnie R 
c /i e ' y 

a i y przystaje do swego pierwszego 
c*2 rzutu,drugi zaś rzut leży na o s i ; 

« R ślad pierwszy jest n i ewy znać zony, 
drugi leży na o s i , Prosta leżą­

ca w płaszczyźnie R, przystaje do swego drugiego rzu­
tu,pierwszy zaś rzut leży na o s i ; ślad pierwszy leży 
na osi,drugi j e s t niewyznaczony. 
5̂ , Prosta,prostopadła do jednej % płaszczyzn rzutów 
/Rys.26/.Jeżeli prosta jest prostopadła do P j, to 

\ °? 9 * 1 5, <,a" pierwszy j e j rzut j e s t punktem, 

1 1 _ _ _ -; v 

drugi j e s t prostopadły do o s i , 
Q./ pierwszy ślad przystaje do 

Rys.2.6. * ' .pierwszego rzutu,drugi j e s t w 
nieskończonościeJ©źeli prosta j e s t prostopadła do Px 

to drugi j e j rzut j e s t punktem..pierwszy jest prostopad 
ły do o s i ; drugi ślad przystaje do drugiego rzutu, 



pierwszy j e s t w n i es kone zonc-ści, 
6V Prosta,leaąoa w pierwszej płaszczyźnie dwusiecznej 
/Rys, 27/,R suty wszystkich punktów t a k i e j prostej są 

^ symetryczne względem 
Sx ^ ^ o s i i . ,uty prostej myH 

*&S°o ssą być aatem również 
a ' " ̂  C Ł ' symetryczne względem 

Rys. 27. osi tj^musaą tworzyć z 
nią równe kąty i spoty 

kać ją w tym samym punkcie,w którym oba ślady prostej 
są zjednoczone*Jeżeli rzuty prostej są równoległe do 
osi,to'są na równych od n i e j odległościach, 
7j> Prosta,równoległa do pierwszej płaszczyzny dwusiecz­
nej /Rys ,28/.Aby prosta <X była równoległa 'Jo I X po-

O^yf. trzeba i wystarcza,,aby punkt 
Sz

 S-V<f^ p r z e b i c i a j e j z tą płaszczyzną 
yf 

4- ^< -f a wiec i oba jego rzuty leża-
S S \ ły w nieskończonością Ale raut 

Hys. 23. ^ po a i omy tego puiktu j e s t prze­
cięciem rzutu poziomego ot' z prostą o.̂  symetryczna do 
rzutu pionowegoi ex" ; potrzeba, więc i •7'ataroza,aby 
N OL' łay ł«. rów no i 4 gf'̂  dc OOlJ t.j.a/by 
"{aJ i ex" były nachylone do og.i pod i y r r , & yn Mt-^ i , 
nie przecinając się na n 4 3j„Siady są zat i o p< te sa-
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mej stronie o s i i ha t a j aaraej od n i e j odległości. 
8„ Prosta leząca w drugiej płaszczyźnie dwusiecznej /Rys 
<9/ Rzuty każdego punktu t a k i e j prostej przystają do 

c , s i e b i o j r ^ u l y więc prostej rów-
--.:-<>•- niez do s i e b i e przystają. Siady 

x"':-̂  są zjednoczone w punkcie,w któ-
Rys. 29. 

vm zjednoczone rzuty przecina­
ją oś. fójjjk ' : . " . 1 
9, Prosta równoległa do drugiej płaszczyzny dwusiecz­
no j „/Rys ,30/,.Aky prosta oc była równoległa do XJ% 

potrzeba i . wystarcza,aby punkt p r z e b i c i a l e j z tą 
ożyzną leżał w•nieskończoności„ Ale oba rzuty tego 

punktu są zjednoczone w punkcie 
przecięcia obu-, rzutów p r o s t e j ; 
potrzeba więc i wystarczałby 

ĄyS gQ rauty et' i CL" były równoleg-
Siady są zawsze po przeciw 

nych st: onach o s i i na t e j samej od- n i e j odległości, 
10, Prosta leżąca w płaszczyźnie prostopadłej do o s i 
/ i y s , 31/. Oba rzuty a' i CL" są zjednoczone na prosto 
) adłe.j dc o s i ; prosta ex nie jest wyznaczona należy­
cie przaz swoje f-zuty; Dla wy zniczem a prostej mogą 
być wtedy dane jr.zu y dwt.cfa j a j punktów A i 3 .Wy-
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znaczenie śladów t a k i e j prostej oraz rzutów punkitl na 

A" 

a" 
fi" 

8' 

S i . 

n i e j leżącego wymaga zastosowa­
n i a r z u t u na nową płaszczyzną 
rzutów Js ,o czein będzie mowa 
w rozdziale następnym, 
§ 13 Ł gZSIgJfe POŁOŻENIE DWÓCH 
PROSTYCH W PRZESTRZENI. Dwie pro 
ste w przestrzeni OL i b mo­

gą mieć położenie .względnie t r o j a k i e : mogą się one prze 
cinać,tjcmieć punkt właściwy wspólny,mogą być równoleg­
łe, tj.mieć punkt niewłaściwy wspólny,albo mogą być 
skośne c z y l i wichrowate,tj„nie mieć żadnego punktu 
wspólnego. Niech będą dwie proste CL i .6 Rzućmy 

h 
h A 

le nrostokąt-

p v . 90 

na dowol­
ną płaszczygfll 
rzutów Pa , 
Jeżeli te pro-* 
ST,Q się prze­

cinają, to przecinają się ró? lioż i c h r z u t y , i to w punk­
cie,który j e s t rzutom punkt p r r • ięcia prostych.Ale 
jeżeli rzuty dwóch prostych się p zecinają,to nie W -
nik a stąd jeszcze,by te proste się przecinały,Jeżeli 
proste są równoległe,to równoległe są też i c h rzuty,ÓO 
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\proste miały być równoległe /Rys.32/. 
Rzućmy teraz dane proste na dwie prostopadłe płaszczyz­
ny rzutów I\ i I'\ /Rys.33/ i przypuśćmy,że żadna 
tych prostych nie leży w płaszczyźnie prostopadłej Afi 
osi.Aby te proste się przecinały.potrzeba i wystarcza, 

aoy punkt przecięcia 
pierwszych rzutów i 
punkt przecięcia dru-
gich rzutów leżały na 
wspólnej prostopadłej 
do osi.Proste będą rów­
noległe, jeżeli mają 
punkt wspólny w nieskoń 
czoności t.j.jeżeli oba 

™ " rżuty tego punktu są w 
~~^] ~ "~ nieśkcńczonosei; aby 

<x' Rys.33. więc proste były rów- . 
noległe,potrzeba i wy­

starcz r., aby zarówno pierwsze rzuty jak i drugie były 
-'ównologłe„Może -cię zdarzyć,że pierwsze lub drugie rzu­
ty dwóch prostych przystają do si e b i e . Wtedy proste l e ­
żą w t e j samej płaszczyźnie rzucającej i bodą się prze­
cinały albo będt równoległe,zależni«» od tego,czy dru-

file:///proste
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gie i c h rzuty się przecinają albo esy są równoległe; Je 
żeli punki przecięcia pierwszych rzutów i punkt przecie 
c i a drugich rzutów ni© leżą na wspólnej prostopadłej do 
osi,to proste sa skośne.. 

Jeżeli jedna z dwóch prostych,np. <x , j e s t prosto 
padła do 3FJ ,to druga prosta b przecina ją wtedy i 
tylk o wtedy,gdy j e j pierwszy rzut >6 przechodzi przez 
pierwszy ślad St

 a <X prostej <x , Tak samo ma­
ją się rzeczy,gdy cc j e s t prostopadła do P* , 

Jeżeli jedna lub obie proste a. i i) leżą w płas« 
czyznach prostopadłych do osi„to określonio względnego /" 
łożenia tych prostych wymaga sastosOwania nowej płasz­
czyzny rzutów /Rozdział I I / , 

§_14v OuWEOROWAIO PŁASZCZYZNY ZA POMOCĄ ŚLADÓW, 
Płaszczyzna j e s t wyznaczona przez t r s y swoje punkty,nie 
leżące na jednaj p r o s t e j 3 l u b toż przez dwie swoje pro­
ste przecinające się"lub równoległe.Pierwszy sposób wy­
znaczenia Bprowadsa sio do drugiego przez połączenie 
dwóch danych, punktów prostą i połączenie iakiogokolwiek 
r=- - ^ - T Ą unktu t e j nr o* 

\ ste^j /właściwe-
« t ^ • go lub niewł&ś-

-K \ <X --->-<£-
•f \ ^ a. we go/ s 'irze' 

cim danym punk' 
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•Wm. Dla wyznaczenia płaszczyzny "Łraeba będzie zatem wo-
661e aż czterech rzutów prostych: dwóch rzutów poziomych 

0 1 i P i dwóch pionowych ex-" i jb'' ^przytem 
Punkt przecięcia C rautów poziomych,i punkt przecię­
t a C rzutów pionowych winny leżeć na wspólnaj pro­
stopadłej do o s i . Jeżeli jednak dane proste weźmiemy na 
Płaszczyznach rzutów,to dwa z tych czterech rzutów będą 
*«żały na o s i ; do wyznaczenia płaszczyzny wystarczą wte-
% dwa pozostałe rzuty,któro zresztą są zjednoczone z sa 
^mi prostemi Prosto to nazywamy Ś 1 a d a m i płasz-
c2yzny; aą to l i n j e przecięcia danej płaszczyznyYrzutówk 

^"ostą przecięcia płaszczyzn S i Pt nazywamy pierw-
ĝym śladem lub śladom poziomym Sx płaszczyzny S ; 
^ostą przecięcia płaszczyzn S i PŁ nazywamy dru-
•§igł śladom lub śladem pionowym <s%. płaszczyzny S 
^ady Sx i s Ł przecinają się oczywiście zawsze na o s i , 
^bowiem t r z y proste $. > i x przecięcia płasz-
ctyzn S , U i P?> spotykają się w jednym punkcie S_, 
^óry je s t wspólny tym płaszczyznom, 2 każdego śladu 
^ t widoczną t a jogo część,która leży na dodatniej ppi-
^azczyźnie rzutów,a więc pierwszy ślad kreślimy linją 
C*$głą t y l k o pod osią,drugi tylko nad osią, /Rys.34/. 

§ 15, POŁOWIĄ SZCZFCOIHE PŁASZCZYZN TOLĘDEK 
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PŁASZCZYZN RZUTÓW. 
1 Ł Płaszczyzna równoległa do jednej z płaszczyzn 

rzutów /Rys.35 i 36/^Przypuśćmy najpierw,żs * ^ / P 1 t . j . 
że O j e s t płaszczyzną poziomą;.przecina ona płasz­
czyznę JPi w nieskończoności; drugi ślad S± 

równoległy do osi,albowiem dwie płaszczyzny równoległe 
P 2 i »S przecięte płaszczi^zną P x ,wyznaczają* 

z nią proste OC i ^ równoległe. Po dobnie ż, gdy * S / Ę > 

tj*gdy S j e s t płaszczyzną frontową,to j e s t pro­
stą w nieskończoności, s x zaś j e s t prostą równoległą 
do o s i . 

i * > ! •- ' 2,Płaszczyzna rów­
noległa do o s i 

Rys. 3u. 

j '. Rys. 36. 5 i 

Przecina ona oś w 
n i e s ko ńc' z ono ś c i , 
ślady j e j muszą być 
zatem równoległe do 
os i /Rys.37/, 
3.Płaszcżyzna pro­
stopadłą do jednej 
z płaszczyzn rzu­
tów /Rys.38 i 39/. 
Jeżeli /ŚjP^to 
samej rsecay, sx 

i; 
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j e s t przecię­
c i em dwóch 
płaszczyzn S 

i P^ które są 
prostopadłe 
do Ę ; SJL 
j&et tedy row 
nież prosto 
padła do I \ > 

<3i.l<? v»?eby loii ora, ja-roi lojiad.-
l̂ b.̂ która leży w 

płaszczyźnie 
P x .Podob­
nież znajdzie 
my,że g d y S ^ f C , 
to s 1 J _ x . 
4.Płaszczyzna 
prostopadła 
do obu płasz­
czyzn rzutów, 
t j .do o s i /Rys. 
40/ Obydwa 
ślady są pro 
stopadłe do 
osi,stanowiąc 
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jedną prostą 
5,Płaszczyzna 
przechodząca 
przez ośrOby­
dwa ślady są 
2jednoczone 
na osi.Afty po 

łożenie t a k i e j płaszczyzny wy znaczyć, należy .nieć rzuty 
jakiegokolwiek punktu P w n i e j leżącego./Rys.41/. 

§ 16.RZUTY PROSTEJ,LEŻĄCEJ W DAMiJ PŁASZCZYŹNIE. 
Prosta,leżąca w płaszczyźnie S # p r z e c i n a każdą prostą 
t e j płaszczyzny,a Wiec i j e j ślady s 1 i sx .Punkty 
przecięcia prostej ze śladami płaszczyzny są zarazem 
punktami,w których prosta p r z e b i j a płaszczyzny rzutów, 
są to więc j e j ślady Sx i Sz .lemy tedy wierdseRie: 

J52SLI PROSTA a LEŻY I PŁASZCZYŹNIE S TO ŚLADY 
PROSTSJ 6\ X S7 LHiŹ^ MA ODPOWIEDNICH ŚLADACH PŁASZ­
CZYZNY. 

Z a d a n i e ;Majao jeden rzut prostej oraz oba 
ślady płas«w«yzny przez nią przechodzącej.wyznaczyć dru-
g i rzut p r o s t e j . 

Njech będzie dana płaszczyzna Sxt s% ^or&z jeden z 
rzutów np. <x' prostej d w t e j płaszczyźnie położonej. 
Ponieważ ślad vS prostej <x musi leżeć na j e j raucie 



°^ i na śladzie sx płaszczyzny, mus i to być zatym 
Punkt przecięcia prostych a' i si Rzut po z i omy śl& 

pionowego Ą musi leżeć na rzucie poziomym a ' i 
na o s i ; j e s t to zatem 
punkt przecięcia rzutu 
z osią,, Wystawiając w 

tym punkcie prostopadłą, 
do osi,znajdziemy w prze 
cięciu t e j prostopadłej 
ze śladem \ punkt S

z 

który jest śladem piono­
wym prostej cc . Łą­
cząc <SŁ z leżącym na . 

Osi drugim rzutem śladu St , otrzymamy szukany rzut pio­
nowy CL" M 

W jednym przypadku rzut CL' nie może być dany do­
wolnie,wtedy mianowicie,gdy ślad s4 j e s t prostopadły 

/Rys,43 z lewej strony/. 
Pierwszy rzut każdej pro 
stej w t a k i e j płaszczyć 
nie położonej leży na 
śladzie \ ; płaszczyz 
na s 1 j e s t bowiem 
wówczas płaszczyzna rzu-

do osi,tj.gdy s 1 s ; L _ i _ P 1 

\ XGE0M3TRJA WYKSEŚLNA 1 Arkusz 4 -ty 
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cająca tę prostą na P , Rzut CL' j e s t więc wtedy da-
ny wraz z® śladem sx ,al® nie wyznacza drugiego rzutu 

CL" ( a wiec i prostej CL ,leżącej w płaszczyźnie 
Natomiast rzut a" moie być dany dowolnie i ̂ -raz z rzu­
tem C L' ,który przystaje do s x .wyznacza tę prostą. 
Podobnież,gdy S Ł_L * ,tj.gdy sLs^±- P2 to ( X" mu­
s i leżeć n a Sj, ; drugi rzut j e s t więc wtedy dany wraz 
ze śladem \ ,ale nie wyznacza pierwszego rzutu c t ' t a 

więc i prostej C L W płaszczyźnie sl
 sz położonej 

/Rys.43 z prawej strony/.Natomiast pierwszy rzut <x' mo­
że być wtedy dany dowolnie i^wraz s drugim rzutem cc* t 

który przystaje do wyznacza tę prostą,, 
Prosta,leżąca w danej płaszczyźnie S^sx f j e s t 

więc wogóle wyznaczona przez jeden ze swoich rzutów.Z 
pośród prostych,które tym sposobem mogą być wzięte na 
płaszczyźnie s x s t , n a szczególną uwagę zasługują t e , 
których jedsr z rzutów j e s t równoległy łub prostopadły 
do odpowiedniego śladu płaszczyzny, 

1/. Gdy rzut poz:'omy yO'jest równoległy do Slp 

prosta yt> nazyws się l i n ją poziomą płaszczyzny sL 

lub j e j pierwszą prortą główną. Ślad vSa j e s t punktom 
niewłaściwym; takim j es t też jego rzut- picrory o" na -
o s i . Siad O l otrzymany v' przecięciu ala^u $x ;: 
0żyzny z prostopadłą ds o s i , wystawioną w punlicie j e j 



Rys. 44. S 
/// 
aa 

Rys. 45. 

Ryj. 46. 

przecięcia z rzu­
tem p' ; rzut p *. 
który łączy vSŁ 

z vS; j e s t rów-
nolorrły do o s i ; . 
prosta p jest 
w i ęc r ówno18 c, ła 

00 p. 1 co 
śladu ^ . 

2/. Ody 
rzut pionowy f 

j e s t równoległy 
do 5Ł -/rys..45/, 
prosta f nazywa 
się linją fron-
t ową płas z c zy zriy 

s i s J U lub j e j 
drugą prostą 
główną. Ślad S 2 

j e s t pun^terr nie­
właściwym; takim 
j e s t też jego s 

rzut poziomy 6" 
t 

na o s i . Siad Ą 
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otrzymany w przecięciu śladu 5j płaszczyzny z prosto­
padłą do o s i , wystawioną w punkcie j e j przecięcia z 
rzutem^/" ; rzut ^ , który łączy vSx z \SZ j e s t równo- I 
legły do o s i ; prosta j1 j e s t ??ięc równoległa do i 
do śladu 5 Ł • 

3/. Gdy rzut poziomy n' Jeot _L d Sa /rya ..46/, 
prosta / i 4 nazywa się pisrwBEą linją spaaku. Na zasadzie 
twierdzenia o trzech prostopadłych prosta t a j e s t pro­
stopadła do śladu %x , a więc i do wszystkich l i n j i po* 
ziomych płaszczyzny % \ , Kąt każdej u tych prostych 
ze swym rzutem pa-tioayia je«t kątom linjowym kąta dwu-
ściennego ( S PŁ ) , Każda inna prcsta płaszczysny two­
rzy ze swym rzutem poziomym kąt mniejszy od kąta dwu-
ściennego C*SI|J t

 c o tłomacsy nazwę tych prostych. 
4/. Prosta, któraj rzut pionowy /\ j e s t prnstopa-

-A>7 tle 5z /Rys.47/ 
nazywa się drugą 
li:-ją. spf.iku. Jest 
Dna prostopadła do 
ślu'li. v\ , a więc 
i d : \Rzyetkish 
i i n ^ i frontów* ?h Rys. 4-7, 
pies !zcżyzny 

Kąt, który każda z tych prostych 'iwirzj 2 łaaZ 
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P% , jes t większy od kąta, który tworzy z tą płaszw 
czyzną każda inna prosta płaszczyzny S, 

§ 17. RZUTY PUNKTU LEŻĄCEGO W DANEJ PŁASZCZYŹNIE. 
ZADANIE. Mając jeden rzut punktu A , leżącego w 

danej płaszczy nie 3 1s x 
znaleźć jego rzut drugi 

> •< — • 

1 JL 

Aby punkt A leżał w danej płaszczyźnie, potrzeba i 
wystarcza, aby leżał na jakiejkolwiek prostej t e j pła-
szczyzyny. Przypuśćmy, że płaszczyzna dana §*g\ nie 
je s t prostopadła do 1PX , to j e s t , że \ nie j e s t _Lx 

, i niechaj będzie dany rzut A punktu A , l e ­
żącego w płaszczyźnie $x st , Poprowadźmy przez Ą 

dowolną prostą Ci' nie prostopadłą do o s i i uważajmy ją 
za rzut pierwszy prostej OL , leżącej w płaszczyźnie 
S. s. i przechodzącej przez punkt szukany, wyznaosyw-

szy drugi rzut CL prostej O L , 

/§ 15/ znajdziemy drugi rzut 
A" punktu A\ w przecięciu 

l i n j i rzędnych punktu A z 
rzutem Ct". Za prostą pomoc­
niczą CL' n a j l e p i e j wziąć pro­
stą równoległądo śladu S% lub 
do o s i X ; prosta O L j e s t wte­
dy linją poziomą p'p" * lub 
frontową r r płaszczyzny 
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£ s 1 L /Rys. 48/, 

Gdyby ślad <SŁ był prostopadły do o s i , to płasz­
czyzna 5 i s j . byłaby płaszczyzną rzucającą wszystkie 
prosto w n i e j leżące, a więc ha j e j śladzie s% leżałyby 
wszystkie pierwsze rzuty punktów w n i e j leżących. Aby 
więc punkt A leżał w płaszczyźnie s1 prostopad­
łej do "P , potrzeba i wystarcza, aby jego rzut A l e ­

żał na śladzie Sx /Rys.49 
z lewej strony/ v Punkt A 
nie raÓgłby więc dany dowol* 
nie i musiałby leżeć na $B 
wtedy jednak drugi rzut Ą 
nie byłby przez S% , <sŁ 

i A należycie wyznaczo­
ny, wszystkie bowiem punk­
ty prostej prostopadłej 

Rys. 49. 

Px w ounkcie A leżałyby w wpłaszcayinie 5 1 st , 
f n I' 

mając ten sam rzu t pierwszy /) Natomiast rzut / i 
wyznacza punkt A ; jego rzut pierwszy A j e s t wtedy 
punktom, w którym l i n j a rządnych punktu ;n przecina 
ślad 

Podobnie, aby punkt J3 lesia* w płaszczyźnie f Ł f t 

prostopadłej do potrzeba ; irystśrcaa, aby rzut 0 " leżał na śladzie t. tt 6 nie wyinłczgs wt iry 



punktu B ; wyznaczy go natomiast raut B /Rys,49 z 
prawej strony/. 

J_18» ŚLADY PŁASZCZYZNY PRZECHODZĄCEJ PRZEZ DANE 

PROSTJTTFJNKTY. 

ZADANIE. Wyznaczyć ślady płasseayzny, przechodzą­
cej przea dwie proste prze­
cinające s i o lub równoległe. 
Niech będą dane rzuty o/ct" 
i h h dwóch prostych OL i 
h przecinających się lub 
równoległych /Rys.50 i 51/, 
Znajdziemy ślady v5L i 
prostej cc oraz ślady Tx i 
T% prostej h . Ponieważ 

płaszczyzna szukana ma prze­
chodzić przez obie proste 
dane, więc j e j ślad pierwszy 
S
x
 musi. przejść przez oba 

ślady pierwsze <SX i 
prostych Ct ł i , a je$ 
ślad drugi $ Ł - przea oba 
ślady drugie i 7^ tych 
prostych. Łącząc tedy O, i 
71 oraz 5 , i 77 otrzy-
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mamy ślady 6X i St szukanej płaszczyzny; winny one spo­
tkać się na o s i , co stanowi sprawdzenie dokładności wy­
kreślenia; 

Do tego zadania sprowadza się wyznaczeni© śladów 
płaszczyzny przechodzącej przez prostą daną i punkt na 
ni e j nie lezący łub przez t r z y punkty dano, nie leżące 
na jednej p r o s t e j . Niech będzie np. dana prosta CL OL" 

oraz punkt A-A ; obrawszy na CL'OL" punkt jakikol« 
wiek B S i połączywszy AB i /? a3/Yf>^?owa-
dzić płaszczyznę przez dwie przecinające się proste 
CL'CL i A S , A jQ1 . Najdogodniej będzie zre­

sztą połączyć punkt AA z punktom niewłaściwym pro­
stej OL'OL"

 P
 t , j . przez punkt A A poprowadzić pów-

hóiegią do <XR

QL*. 

Ody mamy tr z y punkty AA * B B i C'C /Rys. 

nie leżące na jednej p r o s t e j , łączymy dwa z tych punk­
tów, np. B' B i C C , prostą CL1 CL' f przez co 
sprowadzamy ton przypadek do poprzedniego. 

§ 19. PROSTA PRZECIĘCIA DWÓCH PŁASZCZYZN. 
ZADANIE. Wyznaczyć rzuty prostej przocięcia płasz­

czyzn danych 5 Ł j tx
 t

z 

Ponieważ prosta szukana leży zarówno w płaszcźyź v 
ni.e S^S^ jak i w płaszczyźnie U , więc j e j ślad 
pierwszy! «Sn musi lożoć zarówno na śladzie pierwszym S% 



płaszczyzny 5 , jak i na śladzie pierwszym 
płaszczyzny T , a więc w i c h przecięciu; podobnież 
ślad drugi będzie leżał w przecięciu śladów drugich 
\ i t , Mając zaś ślady prostej a , znajdziemy j e j 

rzuty a i a"/Rys,52/, 
Rozważmy teraz przy­

padki szczególne tego za­
dania, w których zastoso-» 
w anie powyższego sposo­
bu rozwiązania mogłoby 
nastręczać pewne trudności 

1/, Jsdna para śla­
dów odpowiednich np. Sx i 

sr k 
3: 

Rys* 54. 

t
x
 są to proste równole­

głe /Rys,53/, Siad 5^ 

znajduje się w przecięciu 
śladów 5 Ł i ; ślad S

x 

j e s t punktem niewłaściwym 
śladów S x i t

x
 . Prosta 

QL j e s t linją poziomą 
obu płaszczyzn; j e j rzut 
et' j e s t równoległy do sx 

i f , rzut &" j e s t rów­
noległy do o s i , 



W szczególności , gdy ślady należące do jednej 
płaszczyzny rzutów, są prostopadłe do osi /Rys,54/, to 
prosta przecięcia je3t prostopadła do pierwszej pła­
szczyzny rautów, 

2/-, Obie pary śladów 

Rys. 55. 

odpowiednich: s x j tx
 oraz 

J5«_i £Ł są to rposte rów­
noległe . Oba ślady 5 Ł i O, 

prostej przecięcia są 
punktami niewłaściwemi, 
jest to zatem prosta, nie­

właściwa. Płaszczyzny o i T są %ięc równoległe 
/Rys : 5 5 / . Nawzajem, dwie płaszczyzny równoległe mają 
ślady równoległe. Prosta i c h przecięcia j e s t bowiem 
prostą niewłaściwą, gej ślady S± i O, są punktami 
niewłaściwymi, a więc ślady odpowiednie płaszczyzn są 
równoległe. 

V . Jeden ze śladów jednej z dwóch p>aszczyzn,np. 
t
x
 , j e s t .prostopadły do o s i . Jeden z'rzutów prostej 

przecięcia, mianowicie a' leży na tx , płaszczyzna T 
je s t bowiem płaszczyzną - rzucającą, poziomo prostą OL 

/Rys.56/, 
i 4/. Jeden ze śladów np, t Ł jest równoległy do x , 

drugi t
v
 jest w nieskończoności. Ślad S 1 jest prze-



- 57 -

cięciem śladów 3£ i •'/.£ ; 
ślad j e s t punktem nie­
właściwym prostej s Ł . Je-
da,j r i i i * a' prostej prze­
cięcia przystaje do t% , 

j e s t więc równoległy do 
osi>. drugi oc" j e s t rów­
noległy do śladu sL ; pro­
sta przecięcia j e s t pro­
stą główną, mianowicie 
frontową płaszczyzny S. 
/%s,57/\ Sposób ogólny 
rozwiązania zagadnienia 
dwóch płaszczyzn zawodzi 

w tych razach, £dy ślady obu płaszczyzn przecinają się 
w tym sądnym punkcie o s i , lub gdy jedna z dwóch płasz­
czyzn przechodzi przez oś, lub wreszcie gdy jeden lub 
oba punkty przecięcia śladów odpowiednich leżą poua 
granicami przeznaczonej na rysunek części płaszczyzny. 
Wtedy uciekamy się do t r z e c i e j płaszczyzny pomocniczej 
'U , opiefając eię na' następunjącej zasadzie: 

''rzy płaszczyzny S , T i U , nie przecho­
dzące przez jedną prostą, 01 z&cinają się po dwie wed­
ług i -zech prostych CL h i O , spotykających się 

%*. 57. 



w jednym punkcie A 

2a płaszczyznę pomocniczą U obieramy najchętniej 
płaszczyznę prostopadłą lub równoległą do jednej z pła­
szczyzn rzutów /Prsyp,3 i 4/„ 

5/. Przypuśćmy najpierw, źe płaszczyzny 5 i T 
przecinają oś w tyra 
samym właściwym punk­
cie S /Rys.58/. 
Punkt ten j e s t więc 
wspólny obu płasz­
czyznom i należy do 
szukanej prostej 
przecięcia cc m Aby 
tę prostą wyznaczyć 
wystarczy zatem zna­
leźć rzuty jeszcze 

jednego jakiegokolwiek j e j punktu. W"tym celu obie pła­
szczyzny dane przecinamy -^a^irn&fipf- dowolną płaszczyz­
ną pomocniczą U , Niechaj tą płaszozyzną będzio np. 
płaszczyzna równoległa do Px ; j e j ślad pierwszy 0i 

j e s t równoległy do o s i ; drugi ślad uz j e s t w nioskoń- ( 

czoności. Trzy proste SJJ?L > T U 3 <? » * 
*ST5C<. przecinają się w jednym punkcie A ; punk| 

Rys. 58. 
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i 

ten leży oczywiście na CL i może być wyznaczony jako prze­
cięcie prostych h i C , Wyznaczamy tedy rzuty b h 

C :•, TT ' AJ 

Piecze rzuty 'tych prostycn są ^ J — - \ ' 
drugie przecinają się w punkcie , f ; spuszczając z ń 

feMć 

Bys. 59. 

prostopadłą do o s i , 
znaj dujemy na wspólnym 
pierwszym rzucie obu 
prostych punkt A 

Łącząc punkt S z 
punktem P W . O-
trzymujomy szukaną pro­
stą przecięcia CL'CL". 

6/ę Gdy płaszczyz-
ny O i i przecinają 
oś w fcya sasyw punkcie 
niewłaściwym v5TO /Rys., 
59/.to j e s t gdy ślady 
obu danych płaszczyzn 
są równoległe do o:;i, 
musimy obrać inną pła-
szc zjznę, pomocniczą U, 
Niechaj uią będzie np0 

I. ł 3 % , 
V*\ v •*. M r * ^ 1 ' * • / " ""• V * ; ' * i—' . ^* "1A «1 j . ' 
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do P L , Znajdziemy rzuty /) £> i Cc' prostych prze­
cięcia płaszczyzn oraz i . Punkt 
A A przecięcia prostych h i c łączymy z punktom 

v^°° "k.j. przez A i przez /) prowadzimy równoległe \ 
do o s i ; będą to rzuty <X i <x"prostej przecięcia pła- . 
szczyzn' S i T , 

- 7/ Gdy jedna z dwóch płaszczyzn np„ T przecho­
dź i p r z e z _ o s i _ wtedy j e j położenie j e s t wyznaćzono przez 
rzuty punktu P w n i e j leżącago / § 14,-5 rys,41/. 
Płaszczyzna taka ma z każdą inną płaszczyzną S - *i-*x 
/rys.60/ wspólny punkt S na o s i ; aby wyznaczyć pro­
stą przecięcia płaszczyzn S i T , poprowadźmy przez 

punkt P P płaszczyznę 
mocniezą U równoległą do 

„Jej -pierwszy ślad ux 

będzie w nieskończoności; 
drugi Ut j e s t prostą popro­
wadzoną z punktu P równo­
legle do o s i . wyznaczmy t ' 
proatą h h przecięcia 
płaszczyzn 5 i U ; bę­
dzie to l i n j a pozioma pła­
szczy *ny S , której dru-
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gi rzut h przystaje do 6̂  t Wyznaczmy również prostą 
c c " przecięcia płaszczyzn T i U ; będzie to o-

czywiście równoległa do o s i , poprowadzona przez punkt 
' . Pozostaje wreszcie wyznaczyć punkt Ą'Ą" prze­

cięcia h i C i połączyć /j S 

8/. Gdy w szczególności jedną z dwóch danych pła­
szczyzn j e s t I lub I I płaszczyzną dwusieczną, t . j s gdy 
punkt P j e s t dany jako para punktów symetrycznych 
względem o s i , względnie jakc—para punktów zjednoczonych 
śladem ^płaszczyzny pomocniczej U może byó jaka­
kolwiek prosta równoległa do o s i ; rzut c" prostej c 
przecięcia płaszozyzn T i U przystaje dc Ut a 
rzut c' t e j prostej j e s t w pierwszym przypadku syme­
tryczny do siadu U, , w drugin. przystaje do niego / r y s . 
61 i 62/r Punkt A'fi' j e s t punktem, w którym prosta 
pozioma b h płaszczyzny $J 5̂  p r z e b i j a I wzgl. I I 
.płaszczyznę dwusieczną /§§!!/, 

9/. Płaszczyzna U równoległa do jednej z płasz­
czyzn rzutów może być zastosowaną i wtedy, gdy ślady 
odpowiednie np. drugie t dwóch danych płaszczyzn nie 
przecinają się w obrębie rysunku. i rzecirając bowiem 
dane płaszczyzny S i T płaszczyzną U , znajdzie­
my dwie prosto h i C /^ys C5/ę których punkt prze-
ci . ;o . "a Ą leży na proetoj a . łącząc ton punkt ze 



Rys.. 6B. 

śladem -5^ , otrzymamy 
prostą OL 

Gdyby punkt S leżał . 
również poza obrębem ry­
sunku, należałoby popro-
wydzió drugą płaszczyznę 
pomocniczą "V i za j e j 
pomocą znaleźć drugi 
punkt wspólny obu da­
nym płaszczyznom. 

§ 20. PUNKT PRZEBICIA PŁASZC2YZJJY PROSTĄ, 
ZADANIE, Wyznaciyć rzuty punktu, w którym daną 

r-rzy-
i 

prosta ot' oc" p r z e b i j a daną płaszczyznę i>\ są. 

puszczając, że rzuty prostej OL nie leśą na wspólnej 
prostopadłej do ośli poprowadźmy przez prostą CL do­
wolną płaszczyznę, ap.pierwsŁ-ą płaszczyznę rzucającą; 

J e j ślad pierwszy t przy­
staje do pierwszego rzutu* 

CL danej p r o s t e j , drugi ślad 
t

x
 jest prostopadły do o s i . 

wykreślmy rzuty prostej &> 
przecięcia płaszczyzn $x s, 
i t f 
1 L 2 L Z 

Prosto CL i b 
muszą się przeciąć, albowiem 

Rys. 64. 



leżą w t e j samej płaszczyźnie txt± ; i c h punkt prze­
cięcia P będzie punktem współnyra prostej a. i pła­
szczyzny <$x6\ , to jest szukanym punktem p r z e b i c i a . 
Jego rzut drugi A" będzie punktem przecięcia rzu­
tów h> i CL' ; rzut p i e r r s z y /} znajdziemy na l i n j i 
rzędnych punktu/] w przecięciu j o j ze wspólnym p i e r ­
wszym rzutem proatych a i i , 

•§'21. PROSTE I PŁASZCZYZNY PROSTOPADŁE. 
ggj«B ii unia 1 1 " 1 

TWIERDZENIE. Jeżeli prosta'jest prostopadłą do 
płaszczyzny, to rzut prostej j e s t prostopadły do siadu 
płaszczyzny. Niech będzie płaszczyzna rzutów J i \ i pła­

szczyzna jakakolwiek S , 
której siadem j e s t prosta 
S. oraz prosta <X prosto­

padła do płaszczyzny S . 

Rzućmy prostą OL prosto­
kątnie na to jos t przez 

Bys. 65. (X poprowadźmy płaszczyznę 
«At prostopadłą do P̂^ ; 
j e j ślad CL j o s t rzutem 

prostej CL .; trzeba okazać, że OL \ o7, .W samej rze­
czy, płaszczyzna A- j o s t prostopadła do dwóch płasz­
czyzn P i S » j e s t więc ona prostopadła i do pro­
stej 3 Ł , według której te płaszczyzny się przecinają. 
CEOMETRJA WYERESLNA Arkusz 5-ty. 
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Ponieważ ^ j A , j e s t wiec ona prostopadła do a,', 
aktora leży w płaszczyźnie -A,Ł » c.b.d. o. 

- Z twierdzenia powyższego wynika, że gdy prosta OL 
.jo/si prostopadła do płaszczyzny o , to c x j _ 5 1 

* ^ ^ . J ^ t • nawzajem, jeżeli oba rzuty prostej OL są 
prostopadło do odpowiednich śladów płaszczyzny AS , 
to ct \ S . Każda bowiem z płaszczyzn rzucających 
prostą GL j e s t prostopadła do odpowiedniego śladu, a 
więc i do płaszczyzny <5 ; l i n j a i c h przecięcia, t . j . 
prosta Ct j e s t więc również prostopadła do Ŝ* . 

ZADANIE, ^rzez punkt F\'f\ poprowadzić prostą 
prostopadłą do płaszczyzny Sj, St 

Jeżeli prosta szukana przechodzi 
przez punkt A to rzuty j e j 
przechodzą przez odpowiednie 
rzuty punktu A , prócz tego 
rzuty te mają być prostopadło 
do odpowiednich śladów płaszczy­
zny. Prowadzimy ;zatem przez /j ; 

fi t , . §'« , V ,i 

^zut ^'prostopadły do £j£ , a 
jorze z A'' r z u t ct"prostopadły 

dO . 
Płaszczyzna prostopadła do I płaszczyzny dwusieozj 

r o j ma ślady symetrycine, W samej rt&cif, $łas«e*?W* 

* L 

Ry*. 66. 
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prostopadła do D Ł j e s t prostopadła do j a k i e j k o l w i e k 
prostej cl t e j płaszczyzny. Ale rzuty prostej są 
symetryczne względem o s i , a więc i ślady płaszczyzny 
do n i e j prostopadłej są symetryczne. 

Tak samo okażemy, że płaszczyzna prostopadła do 
j l pł. dwusiecznej ma ślady zjednoczone. 

ZADANIE. Przez daną prostą Q.'CL poprowadzić pła­
szczyznę prostopadłą do płaszczyzny danej $1$%. /Ry8.67/ 
Znajdźmy ślady i 5 Ł i $ prostej cjau"; z jakiegokol­
wiek punktu t e j p r o s t e j , np. ze śladu Sx , spuśćmy 
prostopadłą Ob na płaszczyznę S

%
S
%
 i pierwszy 

ślad t e j prostej 7̂  przystaje do Ą ; znajdźmy dru­
gi ślad 7^ . Płaszczyzna, ktdrej ślad pianowy łą­

czy S% i Tx , a ślad po­
ziomy t

x
 przechodzi przez 

SXTX j e s t sfcukaną, -
albowiem przechodzi ona przez 
prostą OL i j e s t prostopadłą 
do płaszczyzny = ^^S^ /gdyż 
przechodzi przez prostą J> 
do n i e j prostopadłą/ 

Rya. 67. ZADANIE. Przez punkt dany 
^ ^ / ( poprowadzić płaszczyznę prostopadłą do prostej 
jjggjj cCcC' /^ys.63/. Ślady szukanej płaszczyzny są 
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prostopadłe do odpowiednich 
rzutów prostej CC . Popro­
wadźmy przez punkt A jed­
ną z prostych głównych szu­
kanej płaszczyzny, np. 11-

nję rosiorną fi . J e j p i e r ­
wszy rzut fi/ j e s t równole­
gły do śladu Sx szukanej 
płaszczyzny, a więc prosto­

padły do CL' ; drugi r z u t fi" j e s t równoległy do o s i . 
Wyznaczmy ślad prostej fi , poprowadźmy przezeń 
ślad .szokanej płaszczyzny prostopadle do CU', a 
Z punktu ślad Sx prostopadły do CL'

 M 

Bo powyższego zadania sprowadza s ię następujące: 
Przez dany punkt Ą /t poprowadzić prostą przecina­
jącą daną prostą CL'ot" j prostopadłą do n i e j . £rzez 
punkt /?'/? prowadzimy płaszczyzno prostopadłą do. 
• CL*OL"_

T
 wyznaczamy j e j punkt p r z e b i c i a prostą Ci. 

i łączymy ten punkt z punktem /f f\ . 
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•R. O 2 ,1 ,1 Ł ,.I3L 

Z M I A N A P Ł A S Z C Z Y Z N R Z U T u f 

U2± HZUT PUNKTU NA PŁASZCZYZNĘ PROSTOPADŁA DO 

- nieraz bywa użytecznym rzut f i g u r y na płaszczyznę 
różną od P x i , Często się zdarza np., że niektó-
re prosto i płaszczyzny figury są prostopadłe do jed­
nej lub do obu płaszczyzn rzutów, dzięki czemu rzuty 
niektórych prostych są zjednoczone. Wprawdzie rzuty 
tak położonej w przestrzeni figu r y zwykle łatwiej mogą 
być wykreślone;-tym trudniej zato wyobrazić sobie f i ­
gurę na podstawie tych rzutów. 2 drugiej znów strony, 
liczne zagadnienia geometrji przestrzeni łatwo mogą 
być rozwiązane wykreślnie, gdy pewne części figury z a j -
toą szczególne położenie względem płaszczyzn rzutów, -
£dy np. pewna płaszczyzna figury przystaje do jednej 
z płaszczyzn rzutów lub jes t do n i e j równoległa, a l ­
bo gdy pewna prosta jest do jednej z tych płaszczyzn 
Prostopadła. W jednym i drugim przypadku pożądane^jest 
znalezienie rzutu figu r y na nową płaszczyznę rzutów, 
dającą względem t e j figu r y pewno położenie szczególne. 
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Ponieważ każdą figurę uważać możemy za zbiór punktów 
połączonych prostem! i płaszczyznami, wystarczy zatem 
umieć znaleźć rzut jednego punktu na nową płaszczyznę 
rzutów. Jak zobaczymy niebawem, można się przytem ogra-' 
niczyć do płaszczyzn prostopadłych do P L lub P Ł 

niechaj będą dwie płaszczyzny rzutów f\ i P^ 
/Rys.69/, i c h prostą przecięcia, c z y l i oś rzutów ozna­
czymy tyra razem przez 0CIX ; jedną którąkolwiek z dwóch 
części, na której oś **xx d z i e l i każdą*z tych płasz-
.czyzn uważać będziemy za dodatnią, oznaczając ją + P x 

lub "^PJL . fliech będzie punkt przestrzeni A , któreg0 

r z uty oznaczymy jak zwykle A i f\ ; rzędne tego 
punktu będą Axxf\ i AXXA" \ każdą z nich uważać 
będziemy za dodatnią, fdy leży na dodatniej półpłasz-
czyźnie rzutów; w przeciwnym r a z i e uważać ją będziemy 
za ujemną. 

Uieoh będzie teraz nowa płaszczyzna rzutów P j 
prostopadła do P x ; j e j ślad pierwszy oznaczymy przez 
3CX^ i nazwiemy krótko nową osią. D z i e l i ona płasz­
czyznę I\ na d^ie części; oznaczmy przez + P 3 tę z 
nich, która leży po t e j samej stronie P x , co **PŁ . 
2 punktu A spuśćmy prostopadłą na płaszczyznę P3 , 
jej spadek/) nazwiemy trzecim rzutem punktu Ą , Jes 
oczywiste, że ńix A'^Ąxl A" i że t a równość 
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i \fl 
i y 

v J / r > 

f nN 

l i 
Rys. 69. 

j e s t prawdziwa n i e t y l k o co do 
wartości bezwzględnej, ale i 
co do znaku. Prżytem zarówno 

/?13 fl jak i f\' 
jest J . do • Obróćmy 
teraz P 3 dokoła 3cxi tak, a.-
by t a płaszczyzna przystała do. 

P x ; będzie lo możliwe dwoma sposobami; po t e j stro­
nie nowej o s i , po której upadnie + zróbmy odnośny 
napis; będzie to strona dodatnich t r z e c i c h rzędnych 
/Rys.70, 71, 72, 73/. Oczywiście przeciwna strona nowej 
osi będzie przeznaczona dla dodatnich pierwszych rzęd­
nych względrr. nowej osi; możemy więc tutaj umieścić 

napis "^P^ . Umieśćmy 
również napisy + f \ i 
"*R po obu stronach 
dawnej osi » 
Aby znaleźć tr z e t f l rzut 
punktu Ą , którego 
rzut pierwszy n i dru 

K, g i ń są dane, rtale-
Rys.70. ,•. a' ,. , , 

zy z punktu n spuścić 
prostopadłą H fi xi na nową oś *1 3^ i "na, tej prostopa­
dłej od punktu / L . przecięcia je j z' nową osi§ odmie-
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fi" rzyć co d.o wielkości i 

.i - - " / ? 
..•-<A 13 

co do znaku odcinek 

I Z 

14 

prżytem każdy s tych od­
cinków będziemy uważa­
l i za dodatni, jeżeli, 
punkt /) , względnie 
fi będzie się znajdo­
wał po t e j stronie od­
powiedniej o s i , po któ­
r e j znajduje się napis 
+I\ wzgl. -f-Pa, - za 
ujemny w przeciwnym ra­
zie . 
Rysunki'70, 11, 72, i 
73 przedstawiają wykre­
ślenia trzeciego rzutu 
punktu f) , jeżeli ten 

punkt znajduje się w I, i t , I I I lub IV ćwiartce. 
1 

2upełnie tak samo postępować bodziemy, jeżeli no­
wa płaszczyzna rzutów Jr\ będzie prostopadła do P Ł , 

Oznaczmy znowu przez tę część płaszczyzny P 3 , 

która znajduje się po t e j samej stro n i c płaszczyzny 
Px , co . zmieśćmy napis *P3 po te;, stronie 



Ą ii. 

fi.'" \ 
Xi 

+P \ <MD 

Kys. 73, 

,v/9 2,1 

'3 

nowej o s i Po^i » P° 
której ma upaść +.}^ : 
będzie to strona dodat­
nich t r z e c i c h rzędnych 
oczywiście strona prze 
ciwna będzie przeznaczo­
na d l a dodatnich dru­
gich rzędnych względem 
nowej o s i , Aby wyzna­
czyć t r z e c i rzut punk­
t u A , spuśćmy z punk-
tu n prostopadłą 

15 na nową oś i 
na t e j prostopadłej od 
ounktu 3 przecięcia 
j e j z nową osią odmierz­
my co do wartości bez­
względnej i co do zna­
ku odcinek fł%i A 38 

t)wa rzuty AA lub A A tak s'amo dobrze wy-
snaczają punkt /? , jak dwa rzuty A A , Jeden z 

-h danych rzutów punktu /) zastępujemy w ten spo-
jM-gei- rzut nowy, podczas gdy inny pozostaje nie-

i * 

i 74. 
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zmieniony. 
Wyznaczenie nowego rzutu, odbywa się przeto według 

następującej reguły: 
Aby otrzymać nowy rzut punktu, spuszczamy z rzu--

t u , który nie ma uledz zmianie, prostopadłą na nową oś 
i na t e j prostopadłej odmierzamy od punktu przecięcia 
z osią odcinek równy co do wartości i znaku odległości 
zbytecznego rzutu od dawnej o s i . 

Odległość nowego rzutu od nowej osi - odległości 
zbytecznego rzutu od dawnej o s i . 

W ten sposób, dane rzuty punktu n na FV i P Ł . 
możemy zastąpić rzutami jego na jedną z tych płaszczyzn 
np, na P Ł , oraz na płaszczyznę do n i e j prostopadłą, 
prżytem wyobrażamy sobie, ;;żo płaszczyzna P 3 przez obrót 
w jedną lub drugą stronę dokoła swego śladu na płaszczy­
źnie Pj zostanie na niej rozpostartą. 

Podany powyżej sposób postępowania jest oczywisty 
jeżeli rzuty prostokątne rozważać będziemy według okre 
ślenia, które daliśmy w § 5. oprowadziliśmy tam począt­
kowo tylko jedną płaszczyznę rzutów, mianowicie P^ ; 
wyznaczenia punktu przestrzeni 'n odbyło się zapdraocą 

n II 

jego rzutu n oraz w umówiony,sposób odnotowanej odle­
głości fi 'fi ., W tym calu poprowadziliśmy w płafizcżjr- • 
źnie rzutów dowolną prostą Jc

xz
 i spuściwszy na nią z 
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11. 
t /' 

X 

/A 

punktu /}" prostopadłą, odmierzyliśmy na n i e j od spod­
ka ńlxJ! tę lub ową stronę odcinek równy odległości 

Otóż, gdy zamiast prostej OCjz weźmiemy i n ­
ną prostą ocX3 to d l a odwzorowa­
n i a punktu /? wypadnie na pro­
stopadłej spuszczonej z f\ na 
-*a,3 odmierzyć od j e j spodka 
w tę lub ową stronę ten sam od-
cine k fi "A , Mając więc odwzo­
rowany punkt /j w jeden j a k i k o l -

Rys. 75. wiek sposób np. zapomocą os i OC
XTL 

możemy go odwzorować zapiimocą każdej innej Jc^j . 
§ 25^ RZUT PROSTBJ I SLAD PŁASZCZYZNY NA NOTO" 

i* 
A •I* 

S ~"t 
PŁASZCZYCIE RZUTÓW PROSTOPADŁEJ DO fi ŁUB jR. . G d y 
'chcemy wyznaczyć t r z e c i , r z u t prostej Cl OL , to łączy­
my t r z e c i e rzuty dróch jakichkolwiek punktów t e j pro­
s t e j /Rys.76/. Punktami tymi mogą. być w szczególności 
/Rys.77/: ślad na płaszczyźnie., która ma pozostać nie­
zmienioną, oraz ślad na nowej płaszczyźnie rzutów, 
ftzut tego ostatniego punktu leżv oczywiście w przecię­
c i u nowej o s i z tym rzutem p r o s t e j , który nie ma uledz 
zmianie. 

Aby wyznaczyć ślad płaszczyzny \szJ na nowej 
płaszczyźnie rzirtóą prostopadłej do Px lub Ą 
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x 

Rys. 7 (i. 
3' 

należy znaleźć t r z e c i rzut 
prostej przecięcia, płasz­
czyzny sxsx z P 3 . W 
tym celu n a j l e p i e j skorzy­
stać ze śladów i 
tej prostej /Rys.78/. Siady 

równie dobrze wyznaczają 
płaszczyznę o t jak śla-

Ry»: 77. łWs. i o. 

§ 24. PŁASZCZYZNA RZUTÓW BOCZNA. Z pośród płasz­
czyzn rzutów prostopadłych do P L lub ł\ wyróżniają 
się be, które są do obu tych płaszczyzn* a więc i do 
Osi Xt x prostopadłe, Płaszczyzny takie nazywamy bocz-
nemi /Rys.79/. Płaszczyzna boczna przecina KT i 
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według prostych oc%^ i o c x l , z których każda mo­
że uchodzić za nową oć rzutów, zależnie od tego, czy 
płaszczyznę P » rozpostrzemy na płaszczyźnie P czy 

na płaszczyźnie ]L\ . 

Wzajemnie prostopadłe 
pro i te: Ocx z , OC 13 
oc^i nazywamy czasem 
osiami spółrzędnych, 
i c h punkt przecięcia 
O początkiem spółrzę-

dnych, a pierwszą, dru-ftyi.Ta'. — 
gą i trzecią rzędną kaź 

depo punktu - spółrzędnymi tego"punktu.• 
Płaszczyzna rzuiiów boczna jest szczególnie.uży­

teczna wtedy, gdy w grę wchodzą płaszczyzny prostopa­
dłe do o s i , Trzecie rzuty f i g u r , leżących w t a k i c h 
płaszczyznach są tyra figurom równe-, podczas gdy dwa 
pierwsze i c h rzuty, łożąc na źjednoc; ")ny:ł śladach 
płaszczyzny, figur tych neleżycie ni-., wy sriaozają. W 
s: czególnosci korzy staraj'' z płasscz/zny boczne;' rzutów 
d l a rozwiązań, a z adą \! dotyczących pi >śt;fch prostopa­
dłych dc osi , 

Uiech 1 ;>< ̂ ie np. /By8.30/ pr rjta. A a leżąca w-
pła^zczyź ii( jrostoradłej do osi. a wije nie wyznaćz.o-
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Rys. SO-

na przez swoje rzuty ex i 
CX" , które leżą na zjedno­
czonych śladach płaszczyzny. 
Przypuśćmy, że dane są rzuty 
ń 'fi i B'B" punktów 
fi i B t e j p r o s t e j , ma­

my wyznaczyć pi e r r s z y rzut 
O punktu O , leżącego 

na t e j p r o s t e j , gdy drugi 
jepo rzut C j e s t dany. 

. Obierzmy za nową płaszczy-, 
znę rzutów, płaszczyznę, w 

której dan prosta leży, a za nową oś ślad t e j 
płaszczyzny na . Wyznaczywszy zapomocą punktów 
i J3 t r z e c i rzut Ct'" prostej OL , znajdziemy trzecią 
r z ędną 

C "C punktu O ; odmierzając ją zaś na OL' 

od punktu O według zwykłej umowy znajdziemy szukany < 
punkt O .w" szczególności znajdziemy tyra sposobem 
ślady S% i S% prostej A £5 

Albo niech będą dwie proste <X i & i przypuśćmy, 
że jedna z nich, np. <X leży w płaszczyźnie prostopa­
dłej do osi i dana je s t przez swoje ślrdy (5^ i S^ , 
.druga zaś prosta h nie leży w t a k i e j płMzozyinie i 
danA j e s t przez swoje rzuty JD ' i h ' ̂ y-,,31/. Proste 
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Rys. 81 ̂  

C\ i J) nie mogą być 
równoległe; aby się 
przekonać, czy się prze­
cinają, zważmy, że j e ­
żeli punkt wspólny O 
tych prostych i s t n i e j e 
to jego drugi rzut mu­
s i być punktem, w któ­
rym się przecinają dru­
gie rzuty prostych OL i 
&> t , j . punktem O ", 

Stając drugi rzut 
punktu O , leżące-
po na prostej O- , 
musimy na zasadzie 
poprzedniego zada­
n i a znaleźć jego rzut 
pierwszy C m Jeże­
l i punkt O' leży w 
przecięciu pierwszych 
rzutów ex' i h , to 
proste <X i jb się 

przecinają. W przeciwnym razie są one wichrowate. 
Albo jeszcze niech,będą dwie proste <X i Jb , l e -

Rys. 



- 73 -

żące w płaszczyznach równoległych, a do osi prostopa­
dłych /Rys.82/, Proste OL i h nie mogą. aię przecinać; 
aby się przekonać, czy są ono równoległe, wyznaczmy ich 
rzuty ( X i x ) na dowolną trzecią płaszczyznę, np. 
na płaszczyznę boczną rzutów. Jeżeli CL ' h , to 

OL//£} , jeżeli Ot i JD się przecinają, to LX i 

jb są wichrowate. 
§ 25. RZUT PUNKTU NA DOWOLNA PŁASZCZYZNĘ. Zmiana 

BESS 1 SRSBBSŁl " " " " 1 1 1 w * - * - ™ * * . . - r m - m r - ni • ir. . • i ,„ , ** • • 

płaszczyzny rzutów może następować k i l k a k r o t n i e , pr*zy-
tem nowa płaszczyzna rzutów ma być prostopadła do po­
przedniej . Tak więc J?$ ma.być prostopadła Co PŁ lub 

^ P P do P • 
£ i • i • Ę do F> i t.d. 

V ^ / K a Hyy.63 przedsta-
A--'' *h/ ^ a M wioną jost dwukrot-
n &% ix. b • 

~] *s* * na : miana płaszczy-
Ry,.S3. z n ? rzutów: :H-LĘ. 

C j - Ę . Znajdując rzuty punktu'ni płaszczyzny prcstcpadłe 
do każdorazowych płaszczy z?. nutów, można znale ź! rzut 
tego punktu na dowal -ią pła ;cs*~zne *S , której .-ilady 
$ x i S x r ,. dane, przytoi . wy .tarcza dwukrotna smiana 

płaszczyzna rzu* ów. Rozv;ią: • sy ed/ 
ZADANA ? . Dane i % p i en jze i drugi o :• :uty p nktów 
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W A* K 

/ 

znaleźć rzuty danych pur.któw na płaszczyznę S , roz- • 
?ostartą w płaszczyźnie rysunku. Znajdźmy np. rzut punk-

t u a 
znę ,*$ ; tak samo 
wyznać zymy • rzuty 
wszystkich innych 
danych punktów. Po­
prowadźmy płaszczy­
znę P 3 i tx tj. 
prostopadłą do P x 

i do S , a więc 
Rys. $4. prostopadłą do pro­

stej i c h przecięcia 5^ . Jej pierwszy ślad tx oznacz 
5jy przez ocxl , będzie .on prostopadły do . «S1 ; drugi 
ślad t

z
 będzie prostopadły do o s i Ar Ł J L . Obrawszy P 3 

za nową płaszczyznę rzutów, a więc j e j ślad za no-
*ą oś 3C*% , znajdźmy ślad płaszczyzny AS* oraz 
rzut A'" punktu m względem nowej o s i . W nowym ukła­
dzie "płaszczyzn rzutów P 3 śladami płaszczyzny *S 
będą pro*** S

x
 i ó\ , rzutami punktu A punkty A A 

Aby teraz znaleźć rzut punktu A na *S , obieramy ją 
za nową płaszczyznę rzutów, a jej ślad 5^ za nową oś 
°CSĄ . poczem znajdujemy czwarty r z u t A'" punktu A 
apuszczająa. z punktu A' prostopadłą na nową oś i od-' 

IV 

GSOUETRJA wTKRKSUIA Arkusz 6-ty. 
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raierzając na n i e j od punktu A$Ą odcinek A34 A 

równy co do wartości i znaku odległości zbytecznego 
rzutu A od dawnej o s i OCT% ; Punkt A j e s t rzutom 
punktu A na $ , gdy t a płaszczyzna po obrocie do~. 
koła 5^ zostanie rozpostarta na płaszczyźnie rysunku. 

Chcąc nadanej płaszczyźnie <S
X
 f

x
 otrzymać rzu­

ty f i g u r y danej przez swoje pierwsze i drugie rzuty, 
trzebaby postąpić w ten sam sposób z każdym punktem f i 
gury, np. z każdym wierzchołkiem danego wielościanu. 

§ 26. R2UTY WIELOŚCI JflfOW. Zmiana płaszczyzn rzu­
tów służy częstokroć do wyrazistszego przedstawienia 
wielcścianów, których rzuty zostały początkowo wykre­
ślone w założeniu szczególnego położenia wielościanów 
względem płaszczyzn rzutów. Jak już wspominaliśmy w 
§ 21 łatwość wykreślenia nie i d z i e t u w parze z łatwo­
ścią odtworzenia figury w wyobraźni; rzuty wielościanu 
wogóle tym łatwiej wykreślić, im bardziej wyjątkowe 
jest jego położenie względem płaszczyzn rzutów; tym 
trudniej zato na zasadzie tych rzutów odtworzyć go w , 
wyobraźni. Przez jedno - lub dwukrotną zmianę płaszczy 
zny rzutów, położenie wyjątkowe względem płaszczyzn 
r «s u t ów i 6 h t jo z n i e s i one,,; 

Zahis damy odnów". '." •• • powie-
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daieć musimy o kreśleniu rzutów wielościanów. Rzut 
wieiościanu jest wyznaczony, jeżeli znalezione są rzu"-
ty wszystkich jego wierzchołków i jeżeli o każdym wierz­
chołku wiadomo, z którymi z pozostałych wierzchołków 
łączą go wychodzące z niego- krawędzie. Aby rysunek u-
czynić bardziej poglądowym, przypuszczamy, że wieloścła-
ny są nieprzezroczyste. Jeżeli oko umieścimy na dosta­
tecznie w i e l k i e j /ew,nieskończonej/ odległości od pła­
szczyzny rzutów po dodatniej j e j s t r o n i e , to jedne kra­
wędzie, ściany i wierzchołki będą widzialne, inne bę­
dą zasłonięte: rzuty krawędzi widzialnych kreślimy l i -
nją ciągłą; rzuty krawędzi zasłoniętych - linją prze­
rywaną. Każda ściana ograniczona wyłącznie krawędzia­
mi widzialnemi j e s t widzialna, każdy wierzchołek, przez 
który przechodzi krawędź widzialna j e s t widzialny. Na 
każdym wielościanie i s t n i e j e l i n j a łamana zamknięta, 
wogóle skośna, której bokami-są krawędzie wieiościanu 
i która odgranicza część widzialną powierzchnŁ^iele-
ścianu od części n i e w i d z i a l n e j ; l i n j a t a nazywa s i e 
konturem prawdziwym; rzut zaś t e j łamanej nazywa się 
konturem widzialnym. 

Rozważania nasze ograniczymy do wielościanów wy­
pukłych, t . j . t a k i c h , których powierzchnię dowolna 
prosta, na żadnej z jego ścian nie leżąca, p r z e b i j a 



najwyżej w dwóch punktach. Proste rzucające przebijają 
zatem wiełościan wogóle w dwóch punktach; wyjątek sta­
nowią te proste rzucające, które przechodzą przez punk 
ty konturu prawdziwego, stykając się w tych punktach 
z wiełościanem. Tworzą one graniastosłup prosty na da­
nym wielościanie opisany; kontur widzialny j e s t to 
przecięcie tego graniastoslupa płaszczyzną'rzutów. 
Bardzo łatwo z pośród rzutów wierzchołków i krawędzi 
wyróżnić t e , które stanowią kontur widzialny, rzuty 
bowiem wszystkich innych wierzchołków i krawędzi mu­
szą się znaleźć wewnątrz niego, 

Gdy wyznaczona został kontur widzialny, znajdzie­
my które krawędzie i wierzchołki są widzialne, jeżeli 
określimy widzialność lub niewidzialność jednego choć­
by wierzchołka, którego rzut znajduje się wewnątrz 
konturu; wszystkie bowiem krawędzie, wychodzące z wierz 
chołka widzialnego, nie leżącego na konturze, będą wi­
dzialne; a zatem widzialne będą też wierzchołki, do 
których one prowadzą; krawędzie z tych wierzchołków 
wychodzące będą znów widzialna i t.d. Tym sposobem, 
od rzutu dowolnego wierzonoIł-Ą widzialnego wewnątrz 
konturu dojdziemy widziałneml krawędziami do wszyst­
ki c h wierzchołków konturu; pozostałe krawędzie będą 
niewidzialne, 
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Aby znaleźć ten jeden nie leżący na konturze wierz­
chołek widzialny, można rozumować tak: widzialnym na­
pę wno będzie ten wierzchołek, którego odległość od pła­
szczyzny rzutów j e s t największa, nie może on być bowiem 
zasłonięty przez żadn$ ściana wieiościanu. Otóż odleg­
łość punktu od jednej płaszczyzny rzutów równa j e s t 
rzędnej tego punktu na drugiej płaszczyźnie rzutów; 
przeto widzialnym na jednej płaszczyźnie rzutów j e s t 
napewno ton wierzchołek, którego rzędna na drugiej pła­
szczyźnie rzutów j e s t największa. 

Weźmy teraz przykład następujący: 
ZADANIE. Wykreślić rzuty dwunastościanu o danej 

osi w położeniu jakimkolwiek. 
Dwunastościanem rombowym nazywa się wielościan 

wypukły, ograniczony przez 12 płaszczyzn, przechodzą 
cych przez krawędzie sześcianu lub ośmiośoianu forem-' 
ne-o w ten sposób, że kąty dwuścienną,, które każda z 
tych płaszczyzn tworzą z przyległymi ścianami lub oś-
miościanu, są równe. Rzuty tego wieiościanu będzie 
wykreślić niezmiernie łatwo, jeżeli jedna oś ośmiościa 
nu, z którego powstaje dwunastościan rombowy jes t pro­
stopadła do, P t , druga prostopadła do P j , , a t r z e c i a 
równoległa do Xlz . Wtedy rzutem dwunastościanu na każ­
dą z płaszczyzn rzutów jewt kwadrat o danej przekątnej, 
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x t E _ 4 

s. o a -
podzielony l i n j a m i środkowemi na cztery kwadraty /Rys. 
35/. Każdy z 12 równych o&cinków t a k i e j figury j e s t 1 
rzutem dwóch krawędzi, ż fetÓrych jedna j e s t widzialna| 

Aby otrzymać rzuty tiego wieiościanu na p i r s zezy 2' 
ny jakiekolwiek, wprowadzamy płaszczyznę P s J 1Ą 



znajdujemy, stosując regułę § 21, t r z e c i e rzuty wszyst­
kich 14 wierzchołków fi , B , C , . ,... A7 , /V , 
P . Z pośród punktów'/}" , B" / ] / ' " , p f 

wybieramy najpierw te, które połączone odpowiednio u~ 
tworzą wielokąt wypukły w ten sposób, że wszystkie po­
zostałe punkty znajdą się wewnątrz niego. Wielokąt ten 
będzie konturem widzialnym na płaszczyźnie JF\ , Zau­
ważmy teraz, że punkt Ą będzie naperno widzialny, 
bowiem druga rzędna punktu A , t.i. A . » " 
j e s t największa. Łączymy tedy punkt A linjami. eią-

, A/l i L i 
H . Punkty /'" i At' leżą na konturze widzialnym 
C i fi wewnątrz niego. Te ostatnie dwa punkty 
łączymy znowu l i n j a m i ciągłemi z sąsiedniemi wierzchoł 
kami B , A/'

H

 i D'" , które leżą na konturze wi­
dzialnym, Rzuty pozostałych krawędzi, jako n i e w i d z i a l ­
ne kreślimy l i n j a m i przerywanami. 

Możemy teras wprowadzić jeszcze jedną płaszczyznę 
rzutów P> prostopadłą do P 3 , pr żytem w nas żyra przy­
kładzie obraliśmy nową oś tak,, aby stanowiła ona prze­
dłużenie o s i Ocx^ . Postępując tak samo jak poprzednio 
znajdziefcjy 14 ©zwartych rzutów wierzchołków A ', o 
... fi/** P'* , Utworzywszy znowu wielokąt wypukły, o-
garnia.jący wszystkie te punkty, znajdziemy, te z pośró 
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punktów nie leżących na konturze, punkt /^^napewrio 
jeat widzialny, gdyż jego t r z e c i a rzędna j e s t najwięk­
sza. Łącząc ten punkt z sąsiednimi wierzchołkami /l'1 

; punkt z sąsiednimi 
ten o s t a t n i z C , dojdziemy w ten -sposób' krawędzia­
mi widzialnomi do konturu. Rzuty pozostałych krawędzi 
są niewidzialne. . 

§ 27. ZASTOSOWANIE ZMIANY PŁASZCZYZN RZUTÓW DO 

ZADAŃ MIAROWYCH. . Zadaniami miarowemi nazywamy zadania 
dotyczące wielkości odcinków i .kątów, f i g u r geometrycz­
nych. Zmiana płaszczyzn rzutów j e s t jednym z najpotęż­
niejs z y c h środków służących do rozwiązania tych zadań. 
Większość zadań miarowych da się mianowicie łatwo roz­
wiązać, jeżeli przez zmianę płaszczyzn rzutów zdołamy 
sprawić, by pewne części f i g u r rozważanych miały wzglę­
dem nowej płaszczyzny rzutów położenie szczególno. K i l ­
ka przykładów to wyjaśni. 

ZADANIE. Znaleźć kąt, który prosta łączącą punkty 
tworzy z płaszczyzną P oraz wza 

jemna odległość tych punktów. Niech nową płaszczyzną 
rzutów R będzie płaszczyzna rzucająca prostą AB 

J / ' f 
na p ^ ; nową osią &<t% będzie wtedy pierwszy rzut Ą B 
Trzeci rzut fi"'&" odcinka fi 3 j e s t temu odcin-
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Ry«.S6. 

kowi równy, albowiem prosta 
AB przystaje do swego 

trzeciego rzutu. Kątem prostej 
będzie kąt oC , 

który t a prosta tworzy ze swym 
pierwszym rzutem, a więc będzie 
to kąt prostej A'"3"' z pro­
stą ń B 
ZADANIE. Znaleźć odległość 
punktu Aj A od płaszczyzny 

, Zadanie to rozwiązu-

Rys. 88 

je się nader łatwo * gdy płasz­
czyzna *S 
j e s t prosto­
padła do jed 
nej z płasz­
czyzn rzutów 
np. do P-L 

/Rys. 87/. 
Odległość' 
punktu // 
od płaśzęzyz-
wy jest 

wtedy ró.rfu.. odległości rzutu punktu Ą od i l a d u pła-



szczyzny . Poprowadźmy tedy nową płaszczyznę rzutów 
JP3 prostopadłą do Ę i do S , a więc prostopadłą 
do /Rys.88/; pierwszy ślad t e j płaszczyzny będzie 
nową osią , Znajdźmy t r z e c i rzut A punktu /] 
oraz t r z e c i ślad o 3 płaszczyzny S ; odległość punk­
tu /) od śladu S\ będzie szukaną odległością ol , 

ZADANIE. Zaaleźć odległość danego punktu 
t • U • j 

od danej prostej CL OL Gdy dan prosta jest prosto-
j Ą padła do płaszczyzny rzutów 
I | /Rys.89/, wtedy odległość punk 

^ .{ d TyT\ ^ U /0*' 0(* n * 6 ^ r ^ w n & J * * ^ odle-
\ głości rzutu punktu f\ od śla-

. ? By* 89. d u / a garażem r z u t u / prostej 
(X . Otóż przez dwukrotną zmianę płaszczyzny rzutów 

możne, sprawie, że nowa płaszczyzna rzutów fi będzie 
prostopadła£aanej prostej <x'ou' /§ 25/. Odcinek, któt 
ry łączyć będzie czwarty raut n punktu Ą z czwar­
tym rzutem Cd* prostej C3L będzie szukaną odległością. 

Za trzecią płaszczyznę rzutów }.\ weźmy płaszczy-
zn§ rzucającą daną prostą ot OL , na Jer* /Rys.90/, a 
więc za oś Xx% weźmy rzu t Or/ prostej <X ; tak że pro-
3ta Ob leżeć będzie w płaszczyźnie iĄ , przystając 
do swego trzeciego rzutu Cc „ Rzut ten znajdziemy łą­
cząc pierwszy ii ó, /który: j e s t zarazem swoim trze-



fi « 

i 

\ 

"̂o cim rzutem v51** / 
z trzecim rzutem 
drugiego śladu O, 
Za czwartą płasz­
czyznę rzutów PĄ 

weźmy jakąkolwiek 
płaszczyznę proste 
padła do of' ; oś 
cc%ti będzie zate>r. 
jakąkolwiek pro-
stopadłą do CX " . 
Ponieważ OL leży 

w Pl i j e s t prostopadła do R( , więc j e j czwartym 
rzutem Ci"' j e s t punkt, w którym CL przecina cś'-<3^ . 
Znalazszy według znanej reguły t r z e c i , a później czwar­
ty rzut punktu Ą , połączymy A OL'

V

 ; będzie to 
szukana odległość ot , 

tKDMlF Znaleźó o d l ^ g ^ H - dwóch prost-y-ch skoś-
-ych ct'<X." i JOfJb" Odległością dwóch prostych skoś­
nych nazywamy najkrótszy z pośród odcinków, które .łą­
cza punkt jO&nej prostej z punkt eh dr u g i e j . Łatwo oka­
zać, za t a k i odcinek musi być prostopadły do każdej z 
dwóch danyóft prostych,. Niech bowiem odcinek /\ [ j , 

k".ćry łączy punkt Ą prostoj OL % punktsm £5 prostej 
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h będzie najkrótszy. Przy­
puśćmy, że nie jest on pro­
stopadły do CL wtedy od-
cinek prostopadłej spuszczo­
nej z punitu J3 na OL 

byłby krótszy ód n 3 t 

co przeczyłoby założeniu. 
Wyznacze­
nie odleg 
łości dwóch 
prostych 
skośnych • 
j e s t nader 
łatwe, gdy 
jedna z 
danych 
prostych 
np. a jest 
prostopa­
dła do . 

płaszczyzny rzutów JP /Hyc,91/. 
W samej rzeczy, każdy odcinek prostopadły do OL, 

je s t wtedy równoległy do płaszczyzny rzutów, 
Pzut każdego odcinka prostopadłego do CL , które-
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go jeden koniec leży na CL , a drugi na >h , j e s t 
temu odcinkowi równy i łączy rzut Ct/prostej CL z tym 
lub owym punktem rzutu h' prostej h> . Najkrótszy więc 
z tych odcinków będzie ten, który jest;prostopadły do 

Niech będą dane rzuty a CL i dwuch pro­
stych skośnych OL i J6 /Rys.92/. Za trzecią płaszczy­
znę rzutów P 3 obieramy płaszczyznę rzucającą prostą 
OL na E* 3 osią octl hędzie przeto rzut CL' prostej CL. 

wyznaczmy t r z e c i rzut Ct'" prostej ex. Ponieważ t a pro 
sta leży w płaszczyźnie P3 , więc j e j pierwszy ślad 

C» Ci t/t 

O j e s t zjednoczony ze swym trzecim rzutem O ; połą-
czywszy go z trzecim rzutem drugiego śladu vS_'otrzy-
mamy OL'" . Aby otrzymać t r z e c i rzut prostej M łączymy 
t r z e c i e rzuty dwuch dowolnych j e j punktów. Za t a k i e 
punkty możemy obrać np. ślad pierwszy 7̂  i ślad t r z e ­
c i 7^ .Pierwszy rzut 7J' punktu 7^ je s t oczywiście 
przecięciem rzut u i ) 7 z nową osią 5 . Trzeci 
jego r z u t , c z y l i sam śląd 7J" otrzymamy odmierzając na 
prostopadłej wystawionejue OC

xl
 w punkcie odcinek 

równy co do wielkości i znaku odległości zbytecznego 
rzutu /3 c l d iwnęj o s i Ą^;, - Trzeci rzut /£ siadu-
7~x leżeć będzie na nowej o s i w spodku prostopadłej 
spuszczonej na nią z I . 

R 
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Za czwartą płaszczyznę rzutów Pi, obierzmy płasz­
czyznę prostopadłą do oj/" ; nową osią OÓSIF będzie jaka­
kolwiek prostopadła do Or/\ Najdogodniej poprowadzić 
ją przez ślad 7j" prostej h , gdyż wtedy w tym samym 
punkcie będzie leżał również czwarty ślad TĄ prostej 
h . Spuszczając Z' punktu 7^ prostopadłą na nową 
oś 3T34 i odmierzając na ni e j od punktu przecięcia j e j 
z tą osią odcinek równy co do wielkości i znaku odle­
głości zbytecznego rzutu 7^ od dawnej o s i ̂ "13 znaj­
dziemy czwarty rzut / " śladu 7~ . Prosta 77 T 
j e s t czwartym rzutem h'" prostej h . 

Ponieważ prosta OL leży w płaszczyźnie P 3 i 
jest prostopadła do , więc j e j czwarty rzut a " 
jest punktem, w którym cć" przecina oś <X3Ą . Długość 
odcinka prostopadłej spuszczonej z punktu a/" na pro­
stą h'V j e s t równa odległości prostych skośnych OL i 
h , 

R O Z D Z I A Ł I I I . 

OBROTY I KŁADY, 

• i y 

% 03. Ruch obrotowy. Zmiana płas z o zy znr z ut ów mia­
ła na celu nadanie figurze przestrzennej innego poło­
żenia Względem płaszczyzn rzutów. Cel ten może być 
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