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ptng@*ﬁah@;~gdiega'na pdprcwa&ZéhiﬂﬁQfZazuLg\pgpstq'
,plaszgzyénf pdmpcniozaj i wrzrnadzeniem rauléw wiecloks-
ta, ktéry jest prze¢i$ci9m viclogcianu owg pk&ézh;yznag
 Pﬁnkty; w Xxtdéryen dora prosta przecina obwdd ﬁegé wie-
leckata rsleza zardwnc do prostej damej. juk do powiers-
éhﬁi wieloécianuiasa to wiec szukaﬁa punkty przebipia;"
Obiér plaszezyzny pusocnicze] zalszeé hedzie wbgélq od
wieloscianu i od mctedy, kidra jestl odinﬁoﬁany, N&jczq;

-

deie vosfugujemy sie jeduzg 2z plaszczyzm,rzuéajacych
dang procba, Na Rys 172 wyrneczylissy v ten sposob
punkty przcpicia B-éeisnu Coremrego ABCDEF ge-
nego CrEnciec ukos$nym procts cwa’ | Plaszczrans nomoc-

niczg jeasl Luve]

(R P o | v
w Ltorych @ proc-

cina orwéa tepo

GpWor okata sa
B, © ey : : ' : :
Rgh.aan. szukanemi punk-

tami yrzebicia,



ktorych pmoste Gt c

preetijs o-$cian fo=

repmy dany w rzutech
pro:iokatnyed prowas
dzimy /Rvs_ 174/ pia-
3%2CZyz2ne reida PCQ

vrosta @& nionowo, .
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kivrych O preecina jego obwdl W, pe nwy b pozyradkath
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3 Y. A 3 4 - el ) n - T - S R Yk <
dogodniej jest obrac¢ inng piuszesyzng pemoconiczy, kUo-

re) PT&GO‘@ulG 5 wieloscienem 42 L wicloxs

teq mcaiiwie
najproastezym, Jedeli np, szuramy purkidw, w kidryc
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prosta prrebije 6streosiup albe sraniastosiup, to najde-
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20dniej bedzie zastosowses plaszezys
72gl

wierzcholek ostresiupa, -

1~ - il g Wy N e iy i PR 1o ox ¥ e s 2
do kpaweodzi bhoozrnveh praniasbosiupa /Rys 176 1 177/,
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Bd zagadniéd o przehijadiv wizlodcisnde prostymi spro-

wedzeja sig zasadnienia wzajemnego prienikania sie wic-

~—

logsci~néw, Jeieli dwa wislodciany naj



P

w8polng, mowimy, Ze sie przenikajas, istnieje wtedy jed-
j zamknletych, lezgeych nat
Obu wieloscianach, wierzcholki tych tamenych sz punk-
\vami przebicias dvien jednego wielcécianu przez kra-
Wedzie drugiege. Figure rrzenikania dwuch wielosqiaf

¢ dwoma sposobami: 1/ albe wyznacaza-

N
=
5
o
N
S
£
&
1)
Y]
o
S|
<

jac prueciecie kazdej Scisny jednego wielcdcianu z
drugim i uwzgledniajqc iylke te czedel kaﬁdegojprzecie~
'Cia. ktére loza wewngtrs cbwodu tej sciany, 2/ albo
wyznaczajac punkly prze bicia jednego wiclodcianu kra-
ﬁgdziami drugiego i nswgsjem, a nastepnie tak igczsge
te punkty, sby polzczore punkty lezaily na tej samej

. Scianie zardwno w jednym, jak w drugim wielodcianie,

§ 75, Przenikanie szedcianu i odmiocdcianu forems

‘nego 0 osiach wzajemrie rownoleglych, Niechaj bedzie

dany w rzutach ukodnyech ofmiodcian foremny o osiach
Ay 15 I_SB.1 R enilGrCy oraz szescian 0__5/:@0_ _EFG,
ktérogo krawedzie sg odpowiednic réwnolegle do osi os-
mio¢zianu /rys, 1756/, Vyznaczmy najpierw kwadrat 1234,
wedlug ktérego plaszczyzna $ciany DD,_ELE przecina
Osmiodcian i uwzglgdnijmy te tylko czedé tego kwadra-

. . : / :
twu, ktdra lezy wewngirz scisny DD,_ E_J_.E

Poatgpujac w tern sam sposdh ze wazystkimi innymi

8clanami szescisna otrz yramy figure przenlkanla zic-

) ' ,
SEOMETRIA WYKRESINA Arkusz 13-ty



zong 2z jednego 14 kgta skodnego, dwuch trdjkatow i je

nego kwadratu, .

i od-

§ 74. Pryenikanioc dwuch strosiupéw, Niech W,XLMNF

i ‘W1_AB'(¢"DE /rys 176/ bedg rzubemi dwuch ostro-
stupéw, prosta ® niech bedzie rzutem prostej prze-
cigcia plaszczyzn _SL i ,SL , w kidrych lezg podaiawy
ABCDE i f\’l_;_MNP tych ostroslupdw, a punk-
ty S

- Sz. rzutemi $1ladéw prostej IV, Wi ne plasws

d

-

i
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czygnachusl_i SL ¢ o‘boj{atna, jest przytem rzeczg, czy
mamy do czynienia z rzutami prostokatnymi, ukoénymi
lub nawet srodkowymi, Wyznaczmy punkty, w ktérych kra-
wedzie ostroslupa W, przebijajs éciany ostrostupa W,
oraz punkty, w ktérych_krm@dzie' osgtrostupa W,y prze-
bijujs éciany ostrosiupa W, . P zes oba wierzchoiki
W,_ 1, W,_ poprowadZmy plaszczyzny p‘qmocnicz‘g',”przephm
dzace zaréwno przez krawedzie jednggo jek przez krawe-
dzie drugiego ostroslupa,”Przeqinajglpne kazdy ostro-
stup wedlug tréjkatdéw o wapdlnym wierzcholku Wllub
W, i o podstawach, ktére sa sladami tych plaszczyzn
na S; lub ‘S.a.. . Wykredlmy najpierw w plaszezyinie 'S.1 ;,
§1pd plaszczyzny przechodzacaj przez kraweds Wiﬁ i
wierzchoiek 'W,, , W tym celu gczymy punkt S, oz puni-
tem A | Wyznaczmy punkt /o , w ktérym prosta S, A
przecina » , prosta e S, jest &ladem tej plasz-
cazyzny na _»S,.. v taczge wierzchoiek W, 2 punktami /7/
i A" , w ktérych ta prosta przccina cbwéd AKLMNFE
otrzymemy tréjkat WV, A'A” prazaciecis z ostrostupen
Wz, , & punkty /71 iz At ktérych krawedz “{:.ﬂ
przecina obwéd tego tréjkata, sg punkismi przebiciea
ostroglupa W, kr_'awe'ﬁf._iq W, A . ¥ %en sam 8posdb
znajdz_iegxy-ppnkty.Bl i Bz‘ora_z C, i C, , w ktérych
krawgdzie WIB i W,C przebijaja ostrostup W, ,


http://VVj.fi
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krawedzie W1 D 1 Wi £ nie przebijaja go weale, a1-
towiem s’lady"_‘p}.as‘zczyznprzez te krawedzie przechodzg-
cych nie przecinaja obwodu jego podstawy. Inajdimy, te-
raz pimkty, w h‘-"érych krawmgdzie ostrosiupa We przébi;
jaja ostroslap W, . iyczac punkt Sy 3z punkten K i
pneoluzamc e prosty do przeciegcia 2 P W punkcie /'(o
g poiniej laczgc ten punkt =z le , otrzymamy slad plasz-
Czy zny W, W, K na /S,, - ktory przecina obwdd pierwszej
podstawy w punktach K’ . proste W, 'K’ i W, K"
przecinaja kraweds Wz./'( w punktach A, i Ky o kté-
re s punktami przebicia ostrosiupa W, kremedzia W, A.
Podobniez znajdziemy punkty e B e M T xE
_N,_ A /V , w ktérych krawodzie Ww,L , WyaM i WAN
przeblgaga ostrostup W;L | S vl .
Tak wiec mamy 14 punktow przeb101a.. it

A By B B Oy e Gy D St S

L M My DN N |

~ Poniewaz boki linji préenikania maja 1eééé na -
SCiana“h obu ostrosiupdw, wiec 1gczyé nalezy tylko te
punkty, ktére lesa na tej samej scianie zardwno w pier-
wozym, jak i w drugim ostrosiupie. Kaidy ze zialezio-
nych 14 punktoéw lszy na trzech scianach, ktérjéh jest
przecieciem, jaik to uwidoczniono w nustepuﬁe;cyp wyka-~

Zle
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A\ W, A8 (W AE{ W MNITK LW, AL | Wy KP W, BC
P W, AB (W RE (WL KL LW, LM |Wa KL \/\/HE
B, 1w;BC W, AB [ NP |l | I 1M (Wa KL Wy CD |
B, |w, Bc |w, AB | WLAP || m, Wy MN (W LM W, AE
|, |w,co (W BG (Wuh | M, |l my [We LM (W, CD
C; | W, co W BC (WKL |l Y |W NP {WyMN W, AB
| K| W kL W KP (WiAB Iy [y, vp Wy i (W, BC

. Aby 2znalezd punkt, z ktérym naleiy potaczyé M ,
wozmy dwie jego Sciany do dwueh.ostrosiupdw nalezgce,
bp. W, B i W NP |
prnkbor takiegm_ kidryby lua? 1*;_3 tyoh samych $ciandehd
hedzie to punkt ﬁi,_ , ale punkt ten lazy i?éwnicé- na

przecwcm dcian W,_ﬂa i W NP

(i szukajmy Srdd porostalych

A ,zukm"r m.nn
éréd poznoetalych mmktow baki ago, ktdrybv lezal--na_ obu
tych écza.na,ch. bedzie to punkt B._‘-_ . Punkt ten leiy
rt’mﬁie’i na. or eciebiu Gcian W, BZLC 3 WzNP
drugim puniktem na.tych samych obu écianpeh leza.cym be-
‘degio N, , Punkt N, lezy précz tego na écl_anach,WLBc
i W,MVN ; na tych semych dwuch écianagh leiy punkt
-fC«.; . W tan sposddb mozemy noste;va/aé dopoty, dopdki 4
rle dojdzmmy z powrotem do punktu: ﬂ; co mpze nastg-
pic albo po wymicnieniu wazystkich pozostalych punkt ov

alvo ted moze 2 pousinigciem niektdryeh z posdréd nyh



W pierwszym praypadka méwimy, ze przenikanie jest cze-
gciowe, v drugim zupetne, W naszym prz zykladzie mamy
przenikanie czgdciowe: wszystkie 14 punktow dadzg sie
ustawié w taki sposdb, ze kazdy punkt nalozy polaczyd
z nastepnyn, a cocstatni 2z pierwszymf
H1N1 51_NL C, My Ly CL Kz. BL K:L Ar /—1 MJ_.
~ Figurs przenikania jest przeto l4-kat skodny, dla
zdecydowania, ktéry z bokéw tego l4-kgta jest widzial-
ny, slusy zasada oczywista, ze tylko taki bok jest wi-
dzielny, xtéry lezy na widzialnej fcianie piesrwszego i
na widzialnej dcianie drugiego ostrostupa, .
§ 77. Przonikanie dwuch graniestosiupdw lub ostro-

e

slu91 z graniastoslupen, Ten gam sposéb moze byl za-

,stosowany do wysnaczenia figury praenikania dwuch gra-
niastqskupéw_lgb_pstrqg¥uga z'graniastoelqpem, jegeli
Zauwaiyny, e graniastosiup mozna uwazaé za ostroslup
ktérego wierzcholek jest punktem niewlagdciwym, Plagz-
czyzny pomocnicze przez ten wierzcholek przechodzace
staja sie réwnolegle do krawedzi graniastoslupa, Pray-
puddmy np, /Rys 177/, Ze mamy wyznaczyé:figure praeni-
‘kania gréniastoqlgpa.fofemnego o podstawie kwadré@quj
A BCD . leigecej w P, =z ost»rOBIup§m foremnym sze-
écioyatn.ym.i wierzchotku W'W" i podstawie ALMNPQ

lesacej réwniez w I, . Plaszczvzhy pomocnicze beds



L T
()

to plaszeczyzay
f NE2

przechodzace
erzez W i réw-

nolegte do kra-.

wedzi graniasto-

aiupe, a wiec

prostopadis do
P . Pisrwsze

slady tych pla-

o

szczyzn beda to

prostn wyprows-
. £
dzome 2z W do

)
t
]
|
)
1
i
|
i
)
5

wazyatkich 10
wierzcholkdw
obu podstaw.

Pinrweze rzaty

punktéw przebi -
cia krawﬁdﬁi_
ostrostupa ze
Scianami graniastosiupa sg io puniiy, w ktérych pger~
wsze rzuby tych krawedzi przecinajs waéd.podstan§
graniastosiupa, pierwsze irzuty punktéw prasbicia kro-
wedzi.graniggtoelupa 28 écianami ostrosiupa hgd?fﬂb
cezywidcie wierzchotki /qf B,C.0 rodstawy graniast.-

L
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alupa Aby wyzna, drugie rzuty thh punk téw, wyzna-
¢z amy drugie_rzuty prostycn przecigcia Scian ostrostu-
pa z plaszezyznami pomocniczemi, przechodzgcomi prissz
krawedzis ostrosiupa, jak to wskazuje‘rysunek, Wszakie
wyznaczenie punktu l}i by toby nader niedokiadne, gdvz
proste w;déi_PVfﬁﬁv przecinejs sis pod bardzo malym
katom, W tekim przypadku obracamy prosts WD, gokota
wysokodcei cniroslupa o toki kat, sby wyznaczenie na
niej punkiu L dai~ si¢ dokonaé z dostateczna doklad-
noscis, poczem pow.acamy z prosig PVZDa ¥raz z Wyzna-
czonym na niej punktem l)L do poZozenisa pierwoinego,
Uzycie obrotu byloby zreszta zgola rieuniknione, gdy-
by proste Lxﬂﬁjlbyla réwnolegig do linji rzgdnych,

§ 78, Przecigcie wieloScianu plaszczy ng jakgkol-

Ziek _ﬁIE_ edZLQ wisloscian, np, osmiodcian foremny
o‘og;_prqsbopadlcj_do ? 25 /Rys 178/, mamy wyznaczyé rzu-
ty oraz prawdziwg wielkodl przeciecia tego osmiodcianu
btaszzcayzng S5, 5, Za ncwg piaszezyzne raubidw I%
weimy plaszczyzneg, kidrej pierwszy slad, czyli nowa

o§ Xx,, , jest prostopadly do s; , Znajdimy trzeci rzutb
oSmiodcianu orez trzeci slad S, plaszczyzny S, s,
a to z&pbmoca punikiu M wzietego dowolnie na drugim
$ladzie S, . Frzecie rzuty przecipecia lezs w punktach

PR a8 YR B nakalatioh o Ol
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stgd znajdziemy pierwsze, a wreszcie drugie rzuty wierz-
cholkow wielokata przecigecia, Prawdziwg wielkodé i keztalt
przecigcia znajdziemy kadac plaszczyzne S, s, dokola s,

e

§ 79. Rozwiniecie powierschni graniastosiupa, Niech

bpdzie danallezyca w plaszczyinie P, podstawa ABC D
graniastoslupe pochylego, pierwszy rzut /2 A jego kre-
wgdzi booznej ﬂﬁl araz wysokodé graniastosiupa 5
/Ryls.l79/, Jezsli powierzchnig boczng graniastosiupa
rozcigé 91ed?£ug§ jednej z jego krawgdzi boczaych, np, we-
dtuz CC. i rozpostrzed katy dwusdcienne, to ta powiers-

chnia staje sie polem plaskiem, fg_ldi;onam z 4-gch rowno-

legobokéw, Pole to nazywa sie roswinigeiem powierzchni

i,;cc'_zr}isl‘ graniastoslupa, &by je wkrgélié'_px_‘zetnijmy przo-

dewszystkiem graniastoslup plas‘zczyznq.;~pzfcstopadlq. do
kr.aﬁedzi_bocznych i znajdimy pfaw@z-iwy k'sztg.lt i wiel-
kodé teg,d przecigcia, élad 5, ptaszczyzny siecznej be-
dzic jakakolwiek prostg proatopadlg do _/JH;_ /§ 21/,
Pierwsay rsut szukanego przecigeia bedzie z podstawg

ﬁ_B CD w powinowactwie, kté#ego osig jest S, , &

kierunkiem kierunek rzutu A A, | . W éa_mej rzeczy, pod- i|‘
, TR By

stawa ABCD i rzut A, B.CJ0: s rautemi réwno-

legiymi tego samego 4-kata plaskiego /7. B8,C, 0. /§ 39/

- Dla wyznaczonia wiec tezo rzutu wystarczy zmnaleié rzut
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L Rys. 180.

» . 4 : "
jedrego wierzchoika tego 4~kgta, np. A, . Obrawszy AR,

1" ! ! " = &
2e, o9 X, znajdziemy /q; OdIRIGY_ZajafC ﬂ: ’91 = h ’ ’9/91

jest drugim rzutem i zarazem rzeczywists diugoscia krawe-
dzi A iy

Spussczajgc 2 puniou 5 prostopa.d'la, na /9/7;/ !
znajdzicmy drugi glad S, piaszczyzny siecznej, 2 punkt

ﬁ: , w ktérym ten £lad przecina AR bedzie drugim



L FalaS

rautem szukanegolp\_'mk_;i;n‘; /91, , Tzedna punktu ﬁ:lwyzna.—
¢zy na | /9/7; pierwszy rzut ﬁ,t tego punktu, ’

' - K&ad przecigoia /9,,13,_6‘,,01, na. P1 jest w powino-
wactwie z jego rzutem /§ 39/, prazytem o i kierunek po-
winow'actwe,. zost.a'.ja,‘te same, Aby wiec wyznac 2y ¢ prawd..ziu-

L £ wjelkdéé i;kszt'al‘b tego przecigcia.',' wystarczy zna-
lezé klad jadnego jego wierzcl;plké., np. /9_;_ » ¥ tym ce-
lu odmierzamy na ﬂﬂll | od punktu § odcinek S{AJ=54,
taczac punkt / Ay / 2 punkta.m.i 1 i+4 , w ktérych bo-
ki AB i AD podstawy ABCD przecinajs s otray-
mamy dwa boki / Ay // B, / i /. // Dy / szukanego kia-
du, dwa pc".ostale boki znajdziemy rdwniez zapomocy powi-
nowactwa z podstawa ABCDH ' 3 }
Na dowolnsj proatej p odxnlel zomy teraz "Rys 18¢/
obwod dkgta Ay B,C, D, , w punktach /,.8,.Ci Dy wy-
stewmy prostopadis do P 1 odmierzmy na nich odeinki

/91/'7. » BB . CC i DD réwme odpowiednio
prawdziwym diugodciom cdcinkdéw te] samoj nazwy na kra-
wegdziach graniastosiupa, Jeden z nich /11, réwny jesu
odcinkowi ﬂﬁz : inne znajdujemy w taki sam sposdb na
prostej AA, zapomoca réwnolegiych do /, A.  wykrs-
§lonych w kodcach B. , Co i D,, odcinkéw A 503/3/5; .
BagmB A, R B0,

Odmierzmy beraz na prostyeh Afy , BB, ,CC,

Ny =
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i DD, ‘odcinki AA, , BBy , CC, i DDy réw-.
ne prawdziwej diugosci krawedzi, t,j, odcinkowi /‘7/7"__.{
» wielokat CBﬁDccleﬁiﬁlcxjest rozwinie#

C.

/Rys _ 179/.
powierzchni bocznej danego graniastosiupa,

ciem
§ :80.Przecigcie ostrostupa ptaszczyzng, Niech be-

dzie /Rys 181/, w plaszczyinie P 'podstawa ABCDE

ostrosiupa i niech S’ vedzie rzutem jego wierzcholka

N na plaazczyzng‘P. , prosta § nilechaj bedzie na

aiej éladen plaszczyzny S , & punkt /71' rzutem punk-
przecina krawedz SA;

2 )

wamy znaleis
rzut przecigcia

A, B, C. D, Ey

ostrosiupa pla- .

tu A, , w ktérym te plaszcayzna

82C2Y 20§ S "
Tray plﬁszczy-
any <P [, 5 St
SAB brze-

- cinsia sie- po

dwic wediug

prostych

brzechodzaoych przez jeden purkt, ktéry nazywamy punk-

A y v v ’ ~ ) i
sem  praeciscia tvch 3 niaazczyzn, Dwie & tych prostych

o s i AB , trzecia A.B, a wige i jej rzut .

bo
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» W kté-
ys R
rym /1B przecira § | Punki O znajdziemy przeto

/‘71 51 rusi zatem przechodzié przes punktv 1

J

¥ s5poadh n fpuj 3cy; Przédle.zza:ny AB 4o przeciscia
z S w p!l,rlk_c;‘._e 1 , z ktérym iaczymy punkt /9; , pro-
sta 14, przecina OB w punkeie Bi Tak samo
znajdziemy nastepny punkt® €2 gdyz proate Be i

/ ' - /] . - ] / . .
B, C. musza siec réwnies srzecinaé na nrostei o i
1 1 3 @ l & J »

1 4

ct

(¢

@)
[~

ne
a7 Ry ! = 1
ak kolejno wezystkie inne Dl » &4 ; dla sprawvdzenia

= / f
‘dokYadnodci rysunku ctwierdzimy, ze proste £. A i £EA
it iy s i,

vrzetng asie na pr.. tej S

) 31 Tréjkaty Desarguss ‘a, Nisch beds /Rys 132/
dwa tréjkaty A, B, C, i A BRI kKtdrych wierzchol-

3 \ 73 LA =N,
e C, i C, leig parani na

&1l 11 i Hz' b Bl X 52. e 2
prostych /7 /5’ ; [31 B C’J_ C’L przechodzgeyeh praoz
Jjeden punxt S fden 2 vych Wrojkatow, np. /7 /51 C‘l

mogeny uwazaé za podstaws cabtrosZupa tréojkatnego Jenwo-
rogciany/, punit S’ wozemy uwszad za rzub prostokatay
wisrzcholka tego ost rosiups as piaszoryzag tréikgta

’ql 51 C,. wtedy tréjkat A, B, C, bedzic rzutem pro-
stokatnym trijkata A B C » Ktorezo wisrzoholki le-
23 na krawedriach: ostroslupa, Plaszczyzna tréjkata

/‘h B, CL musl przecisd pias 2czyeng trojkata /?_:,I =
wedlug pewnej prostej 5 , na ktdrej spotkad sis munza

P {1 i o] s ", ' .
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FS, .. Btad twicrdsze=
'l:". hiei

] L}_Je:’aeli wieraz-
cholki dwuch
trg’ikqtéw lo-

24 parami na
trzech-prostych

przecho dzacych

przez jeden

punkt, to
boki tych i
brojkatéw

¢ przecinaja l
Ry" 182, - ale parami

w trzech

-

punktach JedneJ proate],

'_ Nawzajem niech bedg dva tro;xaty A,B,C, i1 AB,C,

ktérych boki A,B, i HBL. 8.0 1 8.CC A
i C, A, przocmaaa 919 parami w trzech punkt.ach Lk

2 i 3 prostej s Jeden z tyeh tréjkatédw, np. A,8,C,
mozemy uwazaé sa rzut pnostokatny tréjkata /‘fBC le-
zqcego w plaszozyznie 5 przecinamcej phszczyzne trij-
kate A, B,C, wedlug proste3 s , przytem boki A, B,
i AB ., 13 C, i BC , C,A, i CA przecinaja

GEOMETRJA WYERESLNA irkuss 14=ty,
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si¢ parami w tych samych punktach I , 2 i 3 | Prowa-
dzac plaszczyzny przez kazda pare tych prostych, otrazy-
namy dstroslup tréjkatny o podstawie /], 58,C, , na kti-
.rego krawed21ach beda 1ezalv wzerzcholkl tréjkata ABC;
.rzu‘_c.y tych wierzcholkéw t.j. punkty /?L A
beda zatem lezaly na rzutach krawedzi S A, &S.Bl
i sSCl, t.j. na prostych 9/7 , \31/31 i SICI

e Stad tw1erdzenle

11, . Jezeli bok1 dwuch trégkatow przecinaga sig

paraml w trzech punktach Jednej prostej, to wierazchot-

ki tych trojkatow lesq parami na trzech prostych prze-

chodzacych przez jeden punkt,
- § 82, Kolineacja rodkova. I'1gury' HBCDE
: ‘==
'/C}BCDE rys.181 albo A,B,C i A BC,,ryslsz
sa_w pewnym Bzczegolnym zwigzku geometrycqpyp, ktory

};zasluguje na blizssze zbadanie,'Zwiazek teﬁ;polega na’
| nastepuJacych 5 faktach 4 i i “

.+ 1/ Kazdemu punktowx plerw 520 ] fxgury odpowzada '
'Jeden Jedyny punkt drugleJ flgury 1 nanzajem,. _ |
| 2/ KazdeJ prostej\p1erwszej f1gury odpowzada Jed-
na jedyna prosta drugleJ fzgury i nawzaJem, “*

: 3/ Punktowi i prostym nalezaqym do 31eb19 v pxer-

wsaej Iigurze odpow;adaga w drugle pupktti prosta row- :
niez dp siebie nalezqoe T . y
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e 4/ Punkty odpow1ednic 1aﬁa ha prosuych przecho-
]dzacych przez jeden punkt- i ikt

5/ Proste odpowxednle_przecinajq gie w punktach j
jedne proste], : | |

0 dwuch f*gurach czynigeych zadosd tym 5 warunkom

-mdwxmy. ze 89 W kollnea031 srcdkowej. albo 3eé sg homo-
lo§1czne Punkt S, w kt torym, spotykaja sip. proste,
33cz3ce punkty odpowiednie, nazywa sip srodklem koli-
EEEEii- prosta S , na ktdérej przecinajg sig praete
odpovieanle .nazywa sie o0sig kolineacji,. Jezgll.arodek

kol;neaq;;_sggn;e.aag punktem niewlasciwym, to kolihef

acjd'stajo-sig'powinowaotweﬁ /5 39/, jozeli'oé koli4

neacgl stanie sig .prosta - nlewlaéclvq, to kolineacja '
stege sie. podobleﬁstvem srodkowym. ;ezel1 aaréwno €ro-
dsk jak o8 sg niewlasciwe, to kolinaacja staje sie
przesunigciem rdwnolegiem

§ 83, Pigury homologiczne jako rzuty srodkowe

tej samej figury plaskiej z dwuch punktéw na #e,sama

Piasaczyzne, Figury homolqgiczne ot rzymujeumy zéwézé.h
gdy figure bla_.ska A BCD.. raucamy na te sams pl.aslz?-
czyzng P 2z dwuch réznych punktéw S, i S, /Rys . 185/
v  same j raeczy. ‘rzuty /q B,C, D, ﬁ B,C, D,.sa w’oo-
dy w bakim 4w13zku, e punktv odpowiednie A, 1 /9

531 i E3 ...leis parami na‘proatyoh qedluﬁ ktdrych



1

4 31’0-

s pkaszczyzny_przechodzace.przéz (Sl i_‘Sg ofag.pungty;

A , B ,...przecinajs ptaszczyzne P proste te
przechodza oczywidcie przez lad S prostej 0,8, na
ptaszeayinie P | Progte oapowiednie A T

B Cl’i Bl »...Przecinaja prosie AB BiCrs
’ Vg a wiee i
310519 ;-:
wzajemnie

na Sladzie

% plas
SZCZyzny

%

Ry, 183, v

§ 84, VWyznaczenie kolineacji, Figura homoiogiczna |

z dang figurg /B, C, D, ;. jest wysnaczona, joseli
dane 8g: Srodek kolineacji 6 » 08 kolineacji § oraz

jeden punkt ﬂi, lub jedna pr'os__t_,_a___ a, drugiej figury,
/
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albo trzy punkty A, _.,__BL i C, lub trzy proste &, .,
lk‘ i ¢, drugisj flgury co wychodzi sresztyg na to
samo, gdyi tréjkaty ABiC,i AyByC, wiglgdnis abc,
i cpszcb_sa trojkatami Desargues’a, ktdre wyznaczaja
o8 i drodek kolinsacji, | ik 2
Niechaj'wigs oprécs érodka S i osi § ‘beda da-
ne na prostej wychodzacej.z_ks dwa punkty odpowiednie
ﬁ1 i A, . sby znaleié punkt. drugiej, figury, . odpd-
WladeQCV 3akiemaholwxe£ punktowi Aﬁl pierwszej figu-
ry /Rys 184/ Zacuyny A, M1 i wyznaczamy punkt Mo_ b
w ktérym ta prosta przecina § prostej Az Mo OdPO‘wla-
da”prosta'/91ﬂ4 przecinajaca jg na osi § i przecho-
dz_la,ca..'przeg A, . punkt ML musi leseé na prostej /7 Mo
orsz na proste] \val , iest to wigc punkt orzecig-

cia tych dwuch prostych,




=~ R

iJeZeli zamiast punktéw. A, i A, beda‘dane'pfoété

a, i a, przeéinaj&ce sig na oSi’S , to aby zialesd 7
prostg drugiej figury OdPOWI&daJQCQ 3ak103kolw1ek pro-
stej m, pierwszej figury /Rys, 185/, Zaczymy punkt

am, =M,  ze érodkiem S i wyznaczamy punkt prZé-
cigcia M, tej p;‘ostoj'z.a,L » Yaczac punkt /&Q z punk-
tem M, , W ktérym m, -przecina s , otrzymamy proata
B S | |
| Punkt O oraz wszystkie punkty lezgce na prostej

S ; préstea S oraz wszywtkie proste wychodzade‘z
punktu S ) odpow1adaJa samym sobie,

§ 85, Osie wzajemne,kK Wyanaczenie kollnea031 zapo-

mocg Srodka i osi oraz dwuch prostych odpowiednich o,
i. @, bedzie szczegdlnie dogodne, jezeli jedna z tyun
danych prostych bedzie prosta niewladciwa, Pon:ewaz
ta prosta moze byd uwazana za dana. wige vystaruzy
wtedy oprocz 0osi i srodka podaé jedng prosta Q. lub
W s ktora odeW1ada bgdZz w pierwszej, badz w dru- -
éiéj;flgurze prostej niewlasciwej, zaliczonej badi do
.drug1eJ f1gury /oznaczamy j3 wtedy litera 9,/ bads
do plerwszeg /oznaczamy ja wtedy literg 7, iy Proste

: qL S AT nazywamy osiami wzaJemnym1, 83 one rzeczy--

wiscie réwnolagle do 081 §S , gdy: kazda 2z nich praze-

cina S w punkcie nlewla301wym Ko‘1neao1a jest przeto
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wyznaczona, gdy dane sa: érodek i o8 kolineacji oraz

" jedna z 0si wzajemnych, ; . W .
Nie'ch:bedé} np.’ dane O St i 92 , mamy znelezd

prosty m,_odpomadamccp danej’ prostej m, oraz punkt

N, odpow1a.da3a,cy “danemu puv"tom /V

d s AT TS O
3 g -
! P TS
. M ) { H.Q‘-t < Ql | \ R
gy v = = 1L : : N e tWENLA
me, i 7.; T A R =
4 ‘ h’ _3 1 \f . /\'T?ﬂ:.
\ z'\ R o }'/-;//f § ma'
<, ¥ e
\ ¥ Q.
R HE 1861 'l 3 . "
i Rys. 187

R Y

Wyznau.zmy /Rys 186/ jak poprzedmo pu.nkty m. v, = R,
i m, s=M ’ ) w ktérych prosta my’ przecina 1 i's 4
punkt M odpow1a.da gamemu soble. Jako punkt léza.cy na
0s8i kolmoa.c]i punkt R bedzle przecmeciam proste; :
SR, z prosta i t.j. z prostg niawhaciwq, bedzlo
to wiec kiefimék pros’.o.eJ SR m, bedzlo. prze.to pro-
sty wychodzq.ca, g MRy posiadajgc; ten sam k1ertmek
co prosta SR =AY réwnolegta do nioj A A
Aby’ zne.lezc punkt /V 4 odpow:.a.dajacy da.nemu punk-
towi A, prowadmmy przez N '&owolna prosta HEE 2t

a1
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znajdujemy jak poprzednio prosty jej 6dpowiada,jq.ca m,,
punkt Nq, bedzie przecigciem prostych S/V i fﬁz_,
.' ¥ szczegdlnodoi jezeli punkt Qp jest punktem nie-.
wl‘a.écmym prostej m, /Rys, 187/, to odpoma.da.gacy m £
punkt Q, prostej m, nalezy do osi wzajemnej 9, , _kté-
ra w ten sposéb moze byd wyznaczona
Aby wigc wykreslié od wzajemng 9y jezeli dane
85 $ , O i % wyznaczamy punkt Q, odppnada;q.cy
punktowi niewlasciwemu prostej jakiejkolwiek m, - W
tym celu kredlimy najpierw prostq m, /réwnolegla do
SR przez M/, tgczymy OQ" st.j. praes S pro
wa.dzunjr réwno‘egkq. dom, /iw przecmcm z m, otrzymu—
jemy punkt Q, . Réwnologla do S poprowadzona przez Q.
jest osia wzajemng 9y . Sl '
2 réwnologloboku S A, MQ.  wynika:
Odl%losc jednej z osi wzajemnych od drodka koli-

neacji S i odleg,losg dirugiej od oai kolineacji S .88

odcinakmi réwnej dlugosei lecsz przeciwnego swrotu,
2_29_ Rzut srodkowy i klad figury plaskiej, Pwa

rzuty figury pltaskiej na te sams plaszcayzne P beds

w Kolineacji srodkowej, gdy jeden__/a.ié tylko jeden/ z

dwuch punktow 'Sl i 3.& jest niewladciwy, Przypadek ten

jest szczegélnie wainy, gdy punkt ien jest kicrunkiem

proatOpadl.y_m do jodnej z phsnczyzn_dwus.ieﬁé-zx;ych "lfl'at-‘t'
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dwusciennego '

SP | BRaut
figury ABCD..
z tego punktu

niewlasciwego

jest poprostu

kisdem jej na
pla;azczyzne f
P przez 0d-
rét_:iokola S
/Rys, 188/, Stad

wniodek, ze

Rys. 188,

rzut srodkowy

f_i_g;ufy .pl‘&skic 3
i jej kiad na

piaszciyzne

rzutdw 8g w ko-

lineacji'éfode

kowe i, Op:_iq. /

x | tej kolineacji
Jest #lad & plazzcayzny S , érodkiem jest kiad érod-
ka rzutéw 51 dokoia dladu Y, piaszczyzny R poprowa-
dzonej przez 31 riwnolegle do.S % S , $ 17, jak

Wiado‘mo /383/ wyzhaczajg kolineacje figur A, B, C, D ..
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i ﬁ B, Boiga sl |
_ Na zasadzm powyzszoj wizsnosci mozemy wyznaczyé
prawdziwg wielkodé i ksztalt przeciscia ostrosiupa
LS A, B, C D, ..plaszczyzna S , nie kresélac rzutéw
prostokqtnych tego przetiecia, |

Niech S i 5 beds rgutami prostokatnymi ogtro- "
slupa, ktorego podstawa A, B,C, D, E, lezy w plaszozyi-

nie P /Rys 189/, Przes S, poprowadimy plaszczyzne
T 7“ réwnoleglq. do 8385, i zrobmv kiad tej ptaszcay-
zny dokoia 7 wraz z lezgcym w niej punktem S . Klad
przecigcia ostroslupa plaszczyzng $;95, jest w koline-
acji érodkowej z podstawg A, B, C,D,E, ostroslupa, 0si%
tej kolineacji jest glad 3, 4 érodkiem O jest: kiad
pﬁnktu 31 , & prosta T, jest jedna 2z osi wza.j'eumych
Przed2uzmy bok ﬁ,_.B_l do 'przec'iecia VA os.ia.!ni S iem
w punktach 1 i R, , prowadzgc przez 1 prosta rowno-
legls do R13~ . otrzymamy proste odpowiadé.jaca_pr_o-
stej A, Bx ', na ktérej proste SHI i SB, wyzne-
cag punkty A, i B, szukanego kiadu, Pasagbale punk-
I R O o znajdziemy na tej zasadzie, ze boki
Breif ge, e by e, b TOVE i DL E
przecin:jg sis na osi S, : :



R
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czESC IIIL
e —1}
PERSPEKTYWA,

ROZDZIAL VIII, PBOS.LA,PUN:(T IPLASZCZYZNA

§ 87. Punkt gléwny i kolo o.dda.lenia., Niechaj be-
dzie plasszczyzne rzutéw P i punkt O na niej nie
lezacy, zwany tcrodkiem rzutéw_. /Rys 190/, Plaszczyzneg

rzut.éwv P uczyrfmy plaszczyzna rysunku, aby polnzenie

R.ys. 191.

drodka rautow 0 byio wagledem tej piaszczyzny wyzna-
czona, niechaj bedzie dany jego rzub prostokatny O,_.

na be plaszczyzing Oraz odleglosc d punktu 0 od niej,
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Obierzmy zatem /Rys.191/pa plassczyinie rysunku pu_ﬁkt

0, ZWany puﬁktem  gléwnym i 3 tego vunktu jako érd’@-
- ka, promieniem réwnym odcinkowi d /oddalenje/ sakresls
my kolb.' ktére nazywaé bedsiemy kolem oddalenia, Koo .
.to w zupelnoscz wyznecza w przestrzeni punkt o ‘,

drodek tego kota O; jest rzutem prowtokatnym p\mktu
O, a promien réwny jest jego odlegtosc:. ‘od plagzczy=
zny rysunku Aby zatem wyznaczyc grodek rzutow G
wystawwmy w kierunku widza prastopadly do plaszczyzny |
rysunku. w punkcie O, 1 odmieraamy na niej od tege
punktu promien koia oddalema d | _
§ 88, Promienie 1 plagzczyzny rzucajace, Kazda

——

prosta wychodzgca ze §rodka rzutdw O nazywa sie pro-

mieniem rzucajgcym, Punkt M -/R)'rs‘,»l90/i 191/, w kto-
rym promien rzucajgcy jakikolwiek przebija.”pla.szczy.zne |

rzutéw P, nazywa sie $ladem promibnia rzucajacego.

Prosta O, M jest rzutem prostokeatnym promienia rzu:-'
cajacego OM , kat O, MO = M jest zatem nachy-
leniem promienia rzucajgcego do plaszczyzny rzut.ow
Jezeli dane jest kolo oddalenia i 8lad promienia rzu-
‘cajacego, to wyznacazymy nachylem.e Jego M, , wykresla-
jac prawdziwy ksztalt i wielkodé tréjketa prostokgtnego
O_ MO _ Mozemy scbie przytem wyobrazié, se tréjkat

ten przez obrét dokola O_lM .przewrdécony zostanie ra



0 =

D2

~
- &

pieszczyzne rzutdw, Aby go wykredlié w tym polozeniu
wystawiamy w punkcie O, promien kola oddalenie prostb-v
padly do O, M i Isczymy jego koniec / O / z punktem
M, kgt O, M‘./ O /jest nachyleniem s promienia

OM  do plaszczyzny rzutdw | B Wszy-stkie promie-~
nie rzucajgce, ktérych slady M znajduja 519 na okre-
gu kola spélérodkowego z kolem oddalenia, majg to sa-
mo nachylenie m do plaszczyzny rzutow, rachylerie to
zalezy btowiem, jak to wynika z powyiszego wykra..lemw
.Jedyme od odlegloscl punktu 4 od punktu glownego

01 . Jest ono wigksze od 45° gdy punkt M znajduje
sig wewnatrz kolg oddalenia, rdwne 45° » &y ten punkt
znajduje sie na okregu kola oddalenia, mniejsze od 45 3
gdy punkt M  lesy nazewnatrz kola oddalenia.
Kazdu plaszczyzna przechodzqca przez srodek rzu-

tow O nazywa sie plaszcayang rzucajaca. Prosta m .

wedlug' ktérej ptaszczyzna rzucajaca jakgkolwiek prze-

cina plaszczyzne rzutow P |, nazywe sie élédemjlau-

~czyzny rzucajgcej /Rys.192 i 193/, I punktu gléwnego

O, spuéimy prostopadig O, H na m i polaczmy BpO-
dek, Jel. H  ze érodkiem rzutow 0 , na zasadzm twier-
_dzenia o trzech prostopadlych prosta oH jest pro-
‘.-,!.._atopadlq. do éladq_m + jest to zatem linja najwicksze-
. &o spadku plaazgzyzhy rezucajacej, a kgt O;_HOE/L |
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jest kgtem linjowym kate dwuzieCznegc miedzy -plaszcnve

Rys. 192. - Rys. 198,

o7t ey o any rzuliw 1 plaszozy-
/ / v zng rzucajaca, Kgt ten

.wykreslimy z latwoscia
‘kredlac pré.wdiiwy ksztalt
Wi | ~_--_._.0'A | i wielkos¢ tréjkata
ECANE ; ) el prostoka tnego 0,Ho.
: _. v S " Mozemy’ gobie praytem
ik L/P“// V wyobrazic, ze tréjkat
7 ¥ ten, obracagqc gip do-
.RY-"- 19"*- g kota o, M przevré-

: cony z¢stanie na plasz-
t zyzn@ rzu\tow Przez punkt glc’mny O1 prowadzimy Zatem
fmic pro%tn: jedna' C‘ H pro,topadia, drugn. 0 70 /



»

o STOME

révnolegla do ladu m. , poczem lozymy spodek prosto-
padle] H 2 xohcem / O / promienia'.aleihqcég‘o:"g'xa.’frém}o-
‘logtoj, kat Oy H (0)=pm  jest szukanym kytem dwu-
- éclennym (P rachvlemcql pla.szczyzny rzuca;ace} Om
5 Nabhylenf_le_._,tq jest. zglezne
jedynie od odlegZosci &ladu m od p‘unk‘bu éléwhegp O,

do plaszezyzny rzutéw P

wezystkie zatem plaszczyzny rzucajace, kt.érych §1ady
88 styczne do te g0 somego ‘kole spélsrodkowegd z kotem
oddalenia, maja to samo nachylenie, Jest ono wieksze
od 45° , réwne 4 5° , lub mniejeze od 4o , zales"
" nie od.tego, czy to kolo jes;t Mniejsze od kolé. Qddé.lc-

nia, przystaje do niego lut tez

ieat od niego wigksze,
Inacze j méwigc: plesazczyzna rzucejsca j'ea't.do plaszcay-
gny rzutdéw nachylona pod katem wigkszym od 45° , Trow-
nym: 4(' ~ lub mriejszym od 45° . zaleinie od tiego,
czy jej.éled przecina kolo oddalenia w druch punk-
tach réznych, Jest gtyczny do kola oddalenia lub tego
kola nie przecina, Plaszczyzny rzucajace, ktérych'sladj
L p’r_z;ac_hpdza_przez punkt gidwny 01 , 88 prostopadle do

. plaszceyzny rzutéw P

2 poéréd plaszczyzn rzucajgcych na szczegilng

b

uwage zasluguje piaszczyzna R /Rys, 194/ réwnolegla
do ptaszczyzny rzutow P : jest tO(f)ana plagiczyzna

'zﬁikania., jej 8lad v jest pro.s..toa niewltadciwg plaszczy


http://pr.ois.ta

T LD -

zny P
§ 89, Rzut drodkowy punktu ; prostej. Nlech be-

-

RaJ

. dzie ja.kzkolw*ek punkt przestrzeni A roz y od'g'nk-

faxg

tu 0 i Slad A promienia rzucajacego 0/7 nd."w!r;a
aigi%zdtem srodkﬁﬁ'ym punktu 4 . otad mm:':m ze Isaz-

dy punkt praestrzeni /4 /g wyjatkiem svcdka r:_.uuuv 07

wyznaczs, sw03 rzut srodkowy A ; na‘fomlast i*sut srod-

siraN
kowy A punktu 4 nie wyznacza teso ounktu, wazvq tkie

bowiem punkty promlema rzuca;acego 0/? magaf t;h“sz;x;i
rzut erodkowy // [agnire albas |
Niech bedzae Jakakolnek prosta pm'osir:?em a ;'n!
nie przechodzaca przaz srodek rzvtoer o S]:ad clf)if
ssczyzny riucajacej Oa nazywd sie rzuiem :;‘r;éitOWyYn:«Z
Fedts 7 TIEDe T Ok

Ho'stai; Qa Jezeh prosta przeéhodxi pvzea srodak razu-

téw, t.j. Jezeh jeat prosts rzuca;qm@—, -to rsutm*gej
jent punkt, a mianowicie élad’ tej prcsteg rzuca,ja,ceg

i3

W kadym praypadku proste wyanacsa'swéj raut gméﬁ%%;.“

25 ‘1 r b

‘!
natomiast rzut srodmovrv OL proate‘l a nle wyznm‘za wo<

‘.

LR el

- @gdle tej prostej, wazystkle 'bovvwm proste plaszczyw?

rz-uoaja.ce.] Oa’ maja ten sam rau'L 'n'ék TJ e 4 %j & i1

3 WOIURT iown. bo
tek stanowia jedynie prOSte, n:’t,or‘M rzu Jeat puv a‘cem

Hag

3

a—,ﬁ't"_ '.‘. '

taki rzut wyznacza bowiemn prosta, rzucau;ca ‘it& eJ'J
Nk
§ladem,

Jezeli punkd /7 lezy na,_prosueg Q 10 rzh’o ;;x,'m

wionet fain 2indyan

GEOME TRJIA WYKREX QLNA g SArgig o afye AT 'l'y_Hoﬁ['., }-w V.F_‘rb iﬁﬂ SEJO"U

BN e IR A NI NERBY @ HH\MH AWE Al
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tego punktu lezy ns rzucie ¢t tej prostej. Ale nie naw-
zejem, bo jegeli rzut punktu A leiy na rzucie prostej
& , to moina stad wnosié tylko, ze punkt /A lezy w
plaszczyinie rzucajacej prosta <L .
Rgutem kazdej prostej, leiacej = ptaszczyZnie zni-

kania B, jest prosta niewladciwe 7z plaszczvzny

-

rzutéw P rzutem azdego punktu leigcego w plaszezy-
znie znikania, jeat punkt leiacy na prostej r |, ta o-
kolicznoéé tlomacsy naswe ®piaszczyzny znikenia®, gdyz
rzuty wezysikich figur Jezacych w te] piaszczyinie le-
2§ na prostej niewltadciwej plazszcaysny rzutdw, t_j, jak

sie czeato mowi, "znikaje" w nieskorczonosci,

§ 90, Odwzorowanie prostej zapomocg jej sladu i

punktu zbiegu, Widzielidmy, e raut drodkowy punktu nie

wyznacia tego punktu; aby wiec punk{ wyzraczyé, trszeba

by o nim posiadaé¢ inna jeszcze wiadomed¢, np. znsé od-

leglodd jego od sweszo razutu, W szezsgdlnodei wyznaczo-
ne beds przez swoje rzuty te punkty, ktdérych odleglogé

0d swoich rzutéw bedzie réwna zeru lub nieskonczonoéci,
Pierwsze, ktére oznaczaé bedziemy litern O , opatrzo-
-ng ewentualnie wskaznikiem, przystaja do swoich rzutéw,
drugie, ktdre oznaczac bpydziemy liters ( lezg w plasz-
csyznie niewlasciwej, kidrg winniemy uwazad za dana,

_ptéé kazda prosta ma jeden punkt pierwsxe] kabtegorji



S
| 4% ]
o1

&5|_, swany Sla-
dem, oras jeden
punkt drugiej ka-
tegorji @ , zwa-.
ny kierunkiem,

g élad_ i kierunek,
jak wogdle kazde
inne  dwa punkiy,

¥yzneosajg pro stg .

Widzimy satem, Ze
. kagda prosta bedzie
wyln.aczona prae:

rzuty SO
tych dwuch swoich pﬁnk- .
téw. Punkty S i Q
jako rzuty punktéw pro-

r

stej @ , muszg lezeé
‘na jej rsucie a’, kté- :
'ry zatem jest prses te
dwa p\inkty v_ryzna.cz'ony %
Punlﬁt S jéat punktem

praebiciq plasscayiny

rzutéw P prosta dang
o /Rys,195/, punkt Q,
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jako rzut punktu niewlasciwego prostej @ , jest punk-
tem w ktérym réwnolegta do < , przez punkt O popro-
vadzona, przebija paszczyzne rzutdw, Nawzgjem punkiy
S i Q wyznaczajg prosts Q@ : jest to réwnolegla do
OQ’ poprowadzona przes punkt 3_ . Punkt Q' nazy-
wamy punktem gzbiegu /krancem/ prostej Q. , mozemy zatem

pomedziec, ze _prosta jest Wy Znaczona przez swoj sl&d V)

i swéj punkt zbiegu Q’ . Wyjatek stanowi ten prazy-

padek, gdy slad i punkt zbiegu przystajgac do siebie le-
zg w nieskoriczonosci, prosta a jest wtedy rdwnolegils

do P i przez swéj rzut o’ nie jest dostatscinie wys-
naczong /§ 89/, Gdy punkty Sl pz".zystaj?e do sie-
bie, ale nie lezg w nieskonczonodéci, proats o jest 4
riucajqca.. |

§.91. Odwzorowanie punkiu, Aby teraz wyznaczyd

polozenie punktu A , ktérsgo rzut A iest dany, po-
prowadzmy przeg A Jakakvlﬁ't’\ prosty QU 1 wyznaczmy
jej slad S i punkt zbiegn Q. . /Bys 156, 3 196/

Trzy punkty O , Q' i A wysnaczaja punkt A, al-
bowiem wyznaczaja prosta ® i prosts O/.?-,' , ktore le-~
38¢ W ptaszceyinie razucajacej proaty Q , wyznacrala
punkt przeciecia /1  tyck dwuch prostych, Tak wisc

punkt przestrseni /A bedzie wyznacrony pruez swdj raub

/ Vi ]
ﬂ orag élad S i punkt zhiegu Q prostet, na kté-




rej lezy.

Trzy plaszczvzny: plaszczyzna razutdw P , niasz-
czyz.ha niewzadciwa Q i piaszczyzna znikania B wyzna-
czaja na kazdej prostej tray punkty § , @ i R
ktére sa zjedncozone tylko na prostych rdwnoleglych do

P -, 7 wyjatkiem tedy tych prostycn kazda prosta zo-
stanie podzielony przez plaszczyzmy P , Q i R na
trzy czedci SQ ; QR i RS |, z kitérych ostat-
nia jest skoriczong, dwie zas pierwsze sa nieskonczone,
, QR’
i R'S ; 2z tych pierwszy tylko jest skoﬁczony, Punk-

.....

Rzuty tych trzech czedci sg to odcinki SQ’

ty, ktore lezq miedzy S i Q , t.j. punkty lezace
dla widza, ktdérego oko znajduje sig w srodku rzutdw,

za plaszczyzna rzutéw, maja swe rzuty na odeinku SQ;

punkty lozgce miedzy Q i R t.j. za widzem majg swe
rzuty miedzy punktami Q' i R’ t.j. poza punktem zbie-
gu Q' , wreszcie punkty lezgce miedzy R i S ,t.j.

miedzy widzem i plaszczyzna rrzutdw, maja swe rzuty mie-

dzy p‘-’.r:k'bﬁﬁlt'-. R i 8 , t.j. przed $ladem S | Teore-
tycznie rzeczy biorac, purkty wszystkich tych trzech

kategorji rdéwnie dobrze ss wysznaczone przez swoje rzuty
na prostej SQ ; jezeli jodnak dbaé chcemy o to, aby
rzuty punitéw i -prostych czyniily na wid?u. ktorego .oko

jest umieszczone w sfrodku rZuldw, wrazenie punkidw i
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prostych, od ktérydh pochodza, to jedynie punkty, kté-
rvch rzuty znajduja sie ne odcinku *Sfl' uczynig za-
dos¢ temu wymaganiu; Plaszczyzng rautdw oBierémy bowiem
na odleglosci najwyrazniejszego widzenia od srodka rzu-
tow /okolo 25 cm./, niexiire zatem punkty lezgce mie-'ﬁ
dzy okiem a plaszczyzng rzutdw bedg lezaly zbyt bllz&o
oka, aby mogly by¢ wyraznie widziane; punkty zad znaj-
dujace sig za okiem zgola widziane byé nie moga, Tak
wiec bedzie wakasapem

obieraé w taki sposéb

piaszczyzne i éro&qk 
rgutéw, aby figura °

PTZestrzenﬁg; kt3;&{ A

odwzotowaé pragniemy.

znajdowala sig za

Rys. 19%7.

plaézczyzna TZutéw'}

Uesywidcie nie da sie czeato unikngé, aby pewne pomoc-
nicze punkty wypadlv v jednym z dwuch innych obézarUW.
na ktére przestrzed zostala podzielong przes plaszczyw‘
ny P , Q i R . A lpaty _ | _ 3
fo aig tyczy prostych rdownoleglych do-piﬁi&é%;éhr
rzutéw, ito poriewaz Slad i punkt zbiegu takleJ proste;
54 ziednoczone w nieskoncwonosci /§ 90/, wiec dla jeld

Wy zr:..ignia petrieba innego js) punktu Al /RYQ_:Q?/




= e T ™

Oprécz rzutu a’ takisj prostej trzeba podad s§lad O,
i punkt zbiegu (Q; prostej jakisjkolwiek @,, ktéra ja
przecina,

- § 92, Cdwzorowanie plaszczyzny zapomoca jej dla-

e Emn—

du i prostej zbiegu,

Sq wszakze dv. rodzaje prostych, wyznaczonych do-
statecznie przez swoje rzuty: proste lezace w ptaszcazy
inie rzutéw P i proste lezace w plaszczyznie Q
t.j. proste
niewlasciwe,
Pierwsze ma-
ja 8ledy nie-
ognaczonse,
punkty sbie~
gu niewtasci-
wve, drugie

majg punkty

zbiegu nie-

oznaczone, a

§lady niewla-
Sciwe, Z prostych ﬂych obu rodzajdw korzystamy dla od-
Wzorowania plaszcayzn,

Na kazdej piaszczyﬁnie S istnisje prosta S

Przccigcia z plassczyzng rzutdw, ceyli §lad, oraz pro«
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8

sta niewladciwa G , czyli ustawienie tej plaszczyzny,

lzut pierwszej prostej
przystaje do niej, aby

Pk e trz s p iej
-0k ﬁﬁVﬂDj}pﬁ,‘ o otrzymac rzut drugiej
LTI e ) —— czyli prosta zbiegu
yRo gf*u/w eogiel sda.

(kran1e%}7 piaszaczyz-

[ einavaosesiq w en
ny S , trseba popro-

Bl 2

.. wadzié plaszczyzne

|  7rzucaJaca réwnolegla
/;/‘[98/ $§lad
”»s”bzyzny rzu-

"

Ipaja 8] bedz1a>p§osta .

(™

zbaggﬁwgigsggzyzny“ms k Sl/ﬁJ 5§ i“prdsta zbleru 7 pla~
S ZCEYELXD Sawsa ocwwmc’i”/mvnolegl& Naxr’zajem dwio

, |
L BOOTOSMED
i
|

By% 199.

'Jal.&l‘h ‘aa"

pragggqrognggegle S i ? plaQACZy(py;rzutow /Rys 199/
wy4§a§Zﬁ@4ipgasZuzyzne S ; bedsie ﬁg mianowicie pla—
BZCiyZne, pApsowadzona przez_g§it£5polegle do piaszczy-
ZPYwJAilqﬁsfﬁ :

iho fggig;gjpfgste S ¢ ds g sarpjedn0uzone,,to plaszcsy-

w84

zna jest rzucajgca, t K5 o prarchodz1 przez. srodek ran-
U N R n"u-.vn).

téw . O nyjatek stanowig jednak plaazczyzny, ktérych 4

slad i. proato zbiegu 83 rjednoczone r nieskoﬁczonosc}¢
¢ g ¢

sg to plaazczysny réwnolegle do pkaszcayzny rzutéw
Dla ich wysnaczenia potrzeba podaé-joden 16h punkt ‘ja-
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xikolwiek, lezscy na prostej przebijajacej plaszczyzne

dang / S ,Q,,/q #.

RO ZDZIAL 1X., ZAGADNIENIA POLOZENIA,

§ 93, Prosta lezaca w danej plaszcayzinie, Jeze-

li prosta O Q 1lezy w plaszczyinie. -87' , to jej
§lad O lezy na éladzie § , a punkt zbiegu Q' na
prostej- zbiegu <Z'plaszczyzny, Aby wigc w danej plasz-
Lzyinie Sq' poprowadzié proasty jakakolwiek, wystarcay
obrad na sladzie S dowolny punkt S ., a na prostej
shine qéd-daagqulr;y Junkt Q' ; prosta SQ’ bedzie le-
aﬁqilatg!hp@aaogoz.x&le Sga o, Aby priez prostg’ SQ’ po-
M%Ciﬁln IEZ"%Z\%;V%%U&&]S% ﬂ&q{ K, | wystarczy przez S
poggg%alq{mg,doq&]xna prostq. s , a przez Q prosta do
Rbskondwnoled® i y plaszczyzng x?sg bedzie przacho-
93338 posERsREoRts O Q . Q,’\

?mxgazﬁ:ﬁfgog§§ przecieciaggﬁudg??lasZCZyzn danych,
N@pqh beda (Ryg. 200/ dwie pkaazczyimy 191a1 L?;,
mgmg xn&}egc §§hwprostg przeciecia, Ponlewaz prgata

01¢zuBang, jes twepdlna obu plaszczyznom. wiec, jeJ lad
8 3 . musi, bys pphktem wapdlnym obu sla.dom 3 i Sy , &

108 avH
punkt sbiegu Q' punktem wspélnym obu proatym zbiogu
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Q;i%LZauwazmy , e
dla rozwiazania
tego zadania nie
korzystamy z ko-
ta oddalenia, L

zadaniach tej kate-

Rys.200. gorji, zwanych za-
daniami poiozenia
bedziemy odtad o-

puszczali kolo oddalenia, stwiedzajgc przez to, ze ros-

wigzanie tych zadan wyda sig poprawnym dla oka umiess-

czonego gdziekolwiek w przestrazeni,

S 95, Punkt przebicia plaaszczyzny prosta, N1ech

bedzie /Rvs 201/ plaszczyzna $9° i prosta na niej nie
lezgoa S Q' . Aby wyznaczyé punkt przebicia plaszcay-

; . 3ny S9’' prostag
A SQ’, poprowadz-

- ‘/a
///i my przez te ostat-
\Q, :

5 . nig plaszczyzne
g A// e, , :
ﬁ = jakakolwiek ¢,9,.
= : W tym celu prowa-
/// dzimy przez S pro
\ |
/S Rys. 201. | sty dowolng S, , a
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przez Q prosta do niej réwnolegls ‘;Z: . Wyznaczmy
proaba-slel ,.wediuh ktorej plaszcayzny Ssq. i Sig;
sie przecinaja; punkt przecigcia te] prostej z dana
prosts \S(QI bedzie rzutem szukanego punktu A

§=SE; Proste przecinajace sieg, Jezeli dwie prcste

sig przecinaja, to
wyznaczajg wspblng
plaszcazyzng, je]
~a8lad 1gczy Slady
danych prostych, &

prosta zbiegu ich
e punkty zbiegu, wiemy
i | juz, ze #lad i pro-
sta sbiegu plaszciy-
‘sny muszgy byé réwno-
legie, Tak wigc wa-

runkiem koniecznym

i dostatecsznym prie-

cinania sie dwuch
prost.ych 3 1 S QL /Rys 202/ Jest ten aby pro-
i“ta \‘-[ ktora l&a.czy punkty zblegu Q1 i Qz, byta roéw-

1

nolegla do prostej S , ktdéra laczy 8lady &1 WS
tych prostych ' |

Rogwazny Jawzczo dwa prsvpadki szczegdlme:



1/ Odcinki '5 Q' i S, Q, =a rowne, réwnolegle
i w te same zwrodcone stronv /hys 203/, Poniewaz whedy
proste $=5,5, ; ? @1 Q; beda rdwnclegle, wiec
proste S, Q,_ i S, Q, sig przecinajg, Rzut punktu ich
przecigcia jest punktem niewlasciwym, zatem punkt prze-
cigcia lezy w plaszczyiﬂie" zniskania R | I nawzajem,
Jezeli punkt przecigcia dwuch prustych leszy ﬁ ptasz-
czyinie znikania R, to odlegioéé punktu zbiegu od

§ladu na obu rzutach sa réwne i rzuty te sa réwnolegie,

2/ Rzuty a;
LN
SN s i @, obu prcatych
; Al A ' lezg na tej samej
\qz_ // l AN q‘/ i J -
EN ' e rostej, t.j. czte-
o i y //°\\ p J’ J y
e o ry punkty S, , Q,
S, Q",\\:\’é’ 1 Sy S, i Qz_ leza na
Tl :
Rys, 204, prostej /Rys. 204/,

Proste sie przeci-

naja albowiem lezs w tej samej plaszczyinie rzucajscej,
wygnpczenie rzutu punktu przeciecia jednak zawodzi, al-

e ——

\ (3 - [ ! . ' [} -
- BOW e pupit przecipeia rzutow @, i a, jest nieozna-

cz'any i Po@rowa.di:@my pﬁzez prosts 3 Q1 plaszczyzne ja-

-
-—-—.—- i

ka,kolmek 8121 ! przes prosty 3 Q,_ plaezczyzne
jaquouﬁak, $19, . Tray. plaszcz.y,my.,” e ’~'Z’~ i

p?aszczy *na rsucajaca 6‘9 »-Przecinajqg mia po dwie



wedlug trzech prostych przechodzacych przez jeden punkt
ktérvy jest punktem szukanym, albowiem dwie z tych pro-

stych =g to &31 Q1 i S,_ Q. . Jego rzut A’ lezy w prze

. - 13 = ! ’ 4 »

cigciu prostej S= g 2z prosta OQ , wedlug ktérej
> . ) . + ’ s [

przecinaja sig plaszczyazny pomocnicze 8,9, i SS9, .

§ 97 Proate réwnolegle, Poniewai proste rdwnole-

gle maia wapdiny punkl niewladciwy, wiec rzut tego punk-
tu czyli ich punkt zhiegn jest wapdlnym punktem ich

rzutdéw, Proste réwnolegle maje zatem punkt zbiegu wspdl-

ny, Nawzajem dwie pro-

. J
AT ’ \9/ : . 3te, majace punkt
1 | zbiegu wspdlny Q
b | .. sa rownnlegle gdys
S, 3, kazda z nich jest
BRys: 205, rémolegla do pro-

stej rzucajass) 0Q’ . W szczegdlnodei, proaste, majg-
ce punkt zbiegu w punkcie.glévmym O, w3 »rostopadle
do plaszczyzny rautdw, ;

Aby przez dwie proste 1'ownqlecrle S.Q, i S, Q
/Rys . 205/ poprowadzié plaszcayzne, igczymy élady J,
i 8, prosta S , kitdéra bedzie sdladem i przez wepdl-
ny punkt ebiegu Q’ ro’wnolegle‘ do.S prowadzimy prosta
9’ , ktéra bedzie prozta zbiegu szukanej plaszczyzny,

'§.98. Proste i plasuczyeny réwnolegle, Prosta réw-
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nolegla do plaszczyzny ma swéj punkt zbiegu na prosta
zbiegu plasvczyzry W samej rzecuzy, proesta. réwnolegly

do danej plaszezy-
zny nasywamy prosts
réwnolegla do JakieJ-

/

Q
qr 61//‘/ '
/,

£ -

% ' 3?26% pros#ai Yoj ..
Rys. 206 pi"&kze-zyzny Méz |
prouta Jakaknlrm -
SQ /Rys 206/ plaszozyz.ny 87' ma !wéj punkd zbié-
gi Q' ra prostej zbiegu ¢  plaszcsyzuy, a prosta 3G,
réwnolegla do- SQ' ma z nis punkt zbiegy. Q' wapdl- \
ny, ktéry zatem leiy na 9. Nawzayem---p&osta sbiegu 9 .
plaszczyzny réwnoleglej do prostej ‘5Q7 priecho*dzi
przez jej punkt zbiegu Q' R szczegé'lnoécu plaszczy-
any réwnolegle do OO; , t, j. prostopadle do plaszczy-
zny rzutéw majs proste zbiegu przechodzgce przez punkd

gtémny O

§ 99, Plaszczyzny réwnolegle, Poniewai plaszczy-

‘zny réwnolegle majg wapélng prosta niewlasciwg, wipc
rzut tej prostej, cgyli ich prosta zbiegs, jest obu

tym plaszczyznom wspdlna, Plaszczyzny' réwnolegle maja

prostg zbiegu wspdlna, ] '
§ 100, ZADANIE, Przez dany -punkt poprowadsié
prostg réwnolegla do prostej danej, Niech bedzie pro-
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fte '5Q oraz punkt A , dany przez swéj rzut A
leéacy_r-.a rzucie Obi prostej 6101_'/Rys,207/; rzut OL,:
‘S2ukanej prostej otrzymamy przez potaczenie punktu A

i punktem Q' ; pozostaje wyznacszyé jedynie dlad S; tej
Prostej, Poniewaz prosta szukana lezy z prosta '6!(Q£

Y jednej plaszczyinie, wigc jej slad otrzymamy, prowa-
dzac przez S, réwnolegla do Q'Q, do prazcciecia z_';::;u-
tem o, . Zauwaimy, ze w zadaniu tym punkt S nie byl
_________ ‘ potrzebny, do wy-

znaczenia bowism

prostej A, aystar-

cza znaé kierunek
e ‘\'5;" prostej danej,

Rys. 207. . ktory jest catko-
Wicie wyanaczony przez jej punkt zbiegu (ks Uwaga ta
" réwnej mierze dotyczy i nastepnego zadamis.,

§!=l£__}, ZADANIE_  Prsez proétq dang poprowadzié pta-

l‘\zizyine réwnoleglg do innej prostej danej, Prsypusdmy

Ze przez prostsg

?_ 9/ 91 SQ mamy prze-
prowadzié ptass-
8 e RRRE czyzne réwnolegls

do prostych, kté-

rych kiarunek?}eut



'wyznaczony,przez dany ich punki zbiegu <Q; /Rys  208/.

Prosta zbiegu q’ szukarie j plaszczyény musi przechodzié
przas Q gdyz proste SQ' ma leied w tej pla.sz..zy-

Znie, musi on jednak praechodzié réwniez i przez (Q

. g&dy% proste, kidrych ten punki Jest punktem zblegu 38

réwnolegte do tej plaszczyzny, prosta zbiegu g bedzie
to zatem prosta R Slad s szukanej plaszczysny

otrzymamy prowadzsc preez S rownolegls do 7',

] 7 A = : i é nla=
§ 102, ZADANIE, Przez punkt dany poprowadzic pia

szczyzne rdéwnoleals do plaszczyszny dansj, Przypusémy,

- %e przez punkt A / A',SQ’/ memy poprovadzié plasz-
' czyzneg rownolegla
doc piaszozyzny,

g QSIS ktdorej prosta zhie-
\Al Q:\ :
6//)(/)’/ gu 9 jest dana
-~ \

S R T : ~ /Rys 209/, Poprowads

: my najpierw przez
Rys. 209. IS
punkt A  jakakol-
wiek prosts rdwno-

legla do tej plasfc7yzpy W btym cnlu obieramy na 7/

A

dowolny‘punkt’Ql , aczymy g0 % A’ i wyznaczamy élad‘

51 tej prostej jako przecigcie prostej Gy)q' g row-

- 14, p 7
rolegly do (Q Q, poprowadzoag przez punkt S , Punkt

31 jest jednym z punktdéw £ladu S plaszczyzny szuka-
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- Bej, gdys plagFczyzny ta, jako rdéwnolegla do danej,
Przechodzié zﬁusi przez prosts ‘SrQl' , Prosta zhiegu
BZukanej plaszczyzny przystaje do proste;j zbiegu Q'.,
élad u.és bedzie réwnolegly do ? poprowadsona przez

e

1
"§ 103, ZADARIE Przez dang prosta i punkt na nisj

&i_e_‘lemcy poprowadzié piasazczyzneg., Kiech bedzie proata
S Q" /rys.210/

. s /\9- oraz punki/ A, X Ql’/
q \OQI’/ e :/ '
el e \ poprowadzmy prze-
4 A 4
,>:>% 3e0 prostsy 5,_Q
Sil R : y J
& TR réwnolegly do SQ
~ Rys. 210. RS /8 100/, pocszem

.- : ] . prsez proste row-
nolegle SQ i «5,_Ql poprowadimy plaszczyzne Sg'
Ba" Gy s L _. P
§ 104, ZADANIE, Poprowadzid prosts przez dwa punk-
a. '
ty dane, Risch bpds dwa punkty / A4,,%Q, /i /HL'.&;Q,_/
/rys_ 211/, proste /9,_'/9,: bedzie rzutem U’ szukanej pro-

stej, mamy mnsleid jej dlad, i punkt zbiegu, Przea punkt
A3 prests S, Q. poprowadimy plasaczyang; ;frosta.
A.A, bvedzie Ieiala w tej plassezyinie, t.j. bedzie
miala $lad S na éladzie S , a punkt zbiegu Q' na
Prostsj ibiegu cz' tej plaszczyzny. Prowadzimy zatem

GEONETRI A WYXRESILKA - Arkusz 16-1y,

B
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przes /91 réwnole-
gl& do Sz Q.L i
przés praoste riéw-

nolegle S, Q: i

tSsQ,: plaszcay-
zng 39 %, ktérej

glad § wyznaczy
na rzuci;o,i o’ glad
‘ S - , 8 prosta

gbiegu 7_' punkt zbiegu _Q, szukanej prostej, |

Rozwmz. ZAGADNIENI A MIAROVE .

'§ 206, -Kicdy “1gur, lezacych ¥ plaszcryinie rzu-

cajacej, "a.gadmema dotyczace prawdziwe] wielkogci i
ksztaitu figur dajg sig Zatwo rozwigzad, Jezqh te fi-
gury lieza w plaazczyzme rzugamce; Naleza tu przeds-
wozvstkiem dwa zadania, |5

1/ Wysnaczyé kat miedzy dwiema ‘danemi pl‘ostem

Przez srodok rzatow O poprowadzmy do dsmvch prostych

/przecwajw‘ych gie lab skosny"h/ proste réwnolegle
OQ i 0Q, ' /Rys 212/, trzeba znalezd nelkcsc

kata m@dzv temi proatem ¥ tym celu obroemy plaszczy—
uné f’zaea;ch 061 QL dokola je; éla.du Q,Q{ az do



Przystania z plaszczyzna rzutdw P , Poniewaz punkty
Q, i Q,'_ przy tym obrocie nie zmienia swego potoze-
Dia, wystarczy zatem wyznacasyé klad érodka rzutéw O
hy; plaszczyzne P e punktu gidéwnego 0, spusémy pro-
Stopadla O,H ne élad Q,’Q; i polgczmy spodek tej
Prostopadlej H - ze $rodkiem reutéw O Na mocy twier-
dzenia o trzech proétopadly'ch prosta O/ jest rowniesz
Prostopadia do Q';Q;.‘i takq pozostanie po dokonanym
kladzie plaszczyzny OQ;_Q;_ na P, tak, se klad O.
Punktu O bedzie lezal na prostej OH . Punkt ‘ten
bedzie zatem wyznaczony , jeieli snajdziemy prawdsziws
dtugoéd odcinka OH ktéry jest promieniem obrotu
- punktu O _ Odei-
nek ten jest atoli
prseciwprostokgtng
"9 tréjkqfa prostokgt- _
nego. 0.0, / 3 kt&-‘

o it rego obie prostopa-
—">’O . dle g dane, jedna
g/ | O, H | jest odle-
‘@¥odcig punktu glow-

nego O, od éladu
QJ"OL' ) dl'uga 010
jest oddaleniem,

-
- =&
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Jezeli zatem
/Rys 213/
poprowadzimy _!
promien ko~
ta oddale-
‘nia réwnols-
gty do Q;_Qz:

i koniec te-

go promienia

/ O / pola-
czymy z punk-
Y tem /7 , 8

nastepnie od-
mieraymy odcinek / O // na prostej O;/ od punk-
tu /7 , to otrsymamy klad O, punktu O . Lacsac ten
punkt 2z Q, i Q, otrzymamy kat szukany ¥ ¥ Q, O QL
2/ Wyznaczyé odlegledé miedzy dwoma punktami da-

nemi , Mogemy praypuscié, #e oprécz rzutdw /‘7; by
dh.nych punktéw A, i A, dane sa slad i punkt sbiegu
prostej oL , ktdra je Xaczy /§ 104/, Plaszczyzne rzu-
cajgoq Oa.ldb_ré.émy dokola jej éladu o 'az do przystania
Z'pluiolym rzutéw P ﬁys,214 i 215/, Sposoben przed
chwily wskazanym znajdfmy kiad O, punktu O . W pla-

szosyinie Oa lezg dwie proste. réwnclegle: 8, QII i a,



> L =

oraz proste

ey | rzucajace
P . OA;, i
Q QA, ;

Po dokbnanym
kladzie plasz-
czyzny Oa
punkt O uped-
nie na 0. ,
punkty S unes f
Q' , A i

[}
/91. nie zmie-

nig potozenia,
proste 0.Q .- i

/ U /jako kia-
dy prostych ré-

B.ys. 214,

wnoleglych 0Q' i a pozostana réwnolegle. Jezeli tedy
polgczymy Qo Q" , 'tec prosta / Q. / poprowadzona przez

S réwnolegle do 0. Q' bedzie kladem prostej & ;
_proste zas Q. '91,, i Oo A wyznaczgq na tym ktadzie
punkty )AL/ i/ Ay /, ktérych odleglodé jest szuka~
ng,

S

§ 106, Kiady f1gur lesacych w plaazc\%vinie ;&Ef&i#"

xolwiek Na zasadzie § 86 Rys, 188 k2ad figury pzaskiaa
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i jej rzut srodko-
wy 88 w kolinea-
cji, ktérej osig ﬂ
jest élad plassz-
czyzny figury, ja-
dng z osi wzajem-
nyoh jest dlad pla~
8zczyzny rzucajg-
cej réwnolegltej do
ptaszczyzny figu-
ry, a 8rodkiem

jest klad srodka
Rys. 215, . rzutéw dokola tego

S§ladu, Majac wi@c
raut /A B'e'D figury ptaskiej /7 BCD /Rys 216/
oraz diad S i prosta zbiegu q'jej piaszczyzny, wyzna-
cgamy k2ad / A /B s/ C s 2D 7 tej figury na
zasadzie kdlineacji, ktérej ozig jest S , jedna z osi :
wiajemnych jest ?' , & kiad O, érodka rzutéw O jest
srodkiem,

~ § 107. 2adania miarowe dotycrzace fiowr lesizgoych
| EEpm—— - - Z

w dansj plaszczyénie SqQ  _ Jezsli zadenie dotyczy

figury lezscej w danej plasszcayinie ~991 gt moznéby

je rozwigzadé zapomocs trzech kolejnych czynnossi:



_)kla.du da.neJ figury pbskie; na piaszcsyzng rzut.ov. 2/
rozwigzania zadania. w tej plaszczyinie i 3/ powrotu
uzupelmoneg przez rozwigzania zadania f:gury do pxer-
wotnego jej polozenia, Metoda taka bylgby jednak zavi-
1 i Wymagaja.ca duzo miejsca, ktére niezewsse mamy do
dyspozchi Byloby pozadanem umieé bezposredrio ros-

' vigzywad za.dania dotyczgce figur leigcych w daneJ pia-
azczyzme 3 7 1 kreshu w plaazczyinie SIZ tak jak

.f' 4

_-,._}-i‘_ .
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kreslimy w plasazczyianie rysunku, W tym celu potrzeba
1 wystarcza umied rozwigzad zasadnicze zadanie wykregl-
ne geometrji plaskisj, dotyczace figur lezacych w pla-
szczyzinie \9?’, jezeli zaréwno te figury, jak i ele-
menty stanowiace rozwigzanie tvch zadan sa dane: lub ma-
ia by¢é wyznaczone zapomcoa swych rzutéw Srodkowych,
Rozwigzemy wiec zadsnisa nastg?ujace:

1/ 7 denego punktu d¢ danej prostej poprowadzid
rdwnolegla,

2/ Majac jedno ramie i wierzcholek kate rdéwnego
donemu, wykredlié drugie jego ramig-,

%/ % donego punktu na dana prosta spuscid progto-
radta, ’

4/ Dany kat podzielié na poZowy,

5/ Dany odeinek podzislié na kilka czg8ci réwnych,

6/ Na danej prostej od danego jej punktu odmierazyé
cdciner rowny danemu, Wszystkie te zadania mamy rozwig-
za¢ nie kladac plaszczyany 31' na plaszczyzneg rzutéw,

8 168.Zadania plaskie zasadnicze dotyczace katow,

Pierwsze z powysszych zadan zagadniczych rozwigzaliémy
juz w 997 Rys 205, Aby rozwiazaé zadania 2, 3, 1 4
dotyczqée kqtéw{ ;auwaimy, ze dwie.progte a i @, prze-
cinaj&bsie ﬁ,§unkcie A tworsg. kgt, ktoérego prawdziwa
wialxo8é rowne jeét kgtowi. Q.0 QL /Fys,Z}?/,
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Przypusémy teraz,
ze 2apomocg Trzu-
tow alli «,,r_., da-
ne 83 w ptasz--

czyinie S¢ ' jed-

no ramig a i
wierzcholsk A

kqta réwnego da-

nemu kgtowi ¢ ;
mamy wykraglid
drugie r‘amie tego
kata /Rys 217/.
Przedluimy a/’

do przeciecia 2 '
S e A | 9" w punkcie @,
Rys. 218. po taczmy Q,: Os
i odmierzmy kat
Q'0.Q =,
w_res'zcie po'la’czmy
’

QA =,

Prawdziwa wielkosé

kata mi edzf prosty-
wi @, i A hedsie

réwna @
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Jetoll w plaszczyz’nié Sq' /Rya 218/ dana jest
prosta U i punkt ~ /zapomoca rzutéw @’ i £/ to
~na tej samej zesadzis mozemy z punktu i spuscid pro-
8topadig P na prosta, a . Wyznaczymy punk’o zblegu Q
prostej & § vykreehwszy kat prosty Q 0 01 Yo taczy-
my Q,, prostsg f.) , ktéra bedzie rzutem szukaneJ pro-.
stopadleg

Gdy chcemy kat A /dany zapomocg rzutow swych ra-
mion o i @, / podzielié na kilka czeéci réwnych /Rys.
219/, znajdujemy punkty zbiegu @ i @, jego ramion i
podzieliwssy kat R O. Q, na czesci réwne wyznaczamy
na prostej zbiegu q WTY, Qi Q4 ,Oz,, Proste;’
ktdére 2acza te punkty z punktem /‘77 sa rzutami prostych
dzielycych kgt /@ @’ / na cagdci rdwne.

Jako zastosowanie powyiazych zadan zasadniczych

rogwigzmy zadanie nastspujgce:Dany jest rzut ﬁI,BI ad-

cinka /AB lezacego w plaszczyinie o prostej sbiegu

q' s wykreslié rzut drodkowy wielokgta / /2= 4. A ‘7/

foremnego zbudowanogo w tej plaszczyvnie ng odomku /95

jak na boku,

Siad plés:zéayzn:y mo%e nie byé dany, gdyz nis jest
on potrzebny w zadnym z wykreslsd HRys, 205, 217, 218,
i 219, Punkty zbiegu Q' poku AB /Rys 220, 221, 222/
polgczmy z kiladem O, drodka rzutéw, odmj er smy kqt pro- ‘
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tr O 0G

podzielmy go na

2, 3 ilub 4 cz9-

~8ci réwne i po-

prowadémy proste
2, o WL P Rt
porzadku wskaza-
nym przez ich
numery .

Kazdy czworokatl

fose byé uwazany

za rzut érodkowy

kwadratu, W same]
rzeczy, w danym
czworoké.c-ie /I'B’ClD'
/Rys,éZZ/ VY ZNAcZ-
my punkty Q'L’ i
Q. w ktorych
praccinajg sie
jego boki prge-
ciwlegie 1 uwa-
zeimy te punk-
ty za punkty
zbiegu bokdw
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Vo el
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QU ¢ Q& PN o)
R 1k s TV, Ao (==
D i B \/ i (»V\/ ‘n

\ . r.
/
N
e )
B’

kwadratu,
prosts
o Q;Q,
z& prosty
shiegu jego
~tagzezyzny
a puﬁkt Q;
w ktdérym
przekatna
A0
przngiﬁa

!

q , za _
punkt zbies"
gu przekat-‘
nej tego

kwadratu, Punkty O,
i O%

prze“1961am kolq 0-

, ktdore sg

pisanego na Q Q
jak na érednlcy z

koZami obejmujacemi
kat 45°

na nim 'Q1 Qa '

i opisanemi

'83 kitadami srodka



N R

3 _
rzutow () dokola 9 ., Punkt giowny O, moze byé jakim-
kolwiek punktem nbranym wewngltrz Gyl jezeli w szcize-
g61lnodci O, lezy na Q to plaszczyzna kwadratu jest

prostopadla do plaszczysny rzutéw,

§ 109 Zadania plmskie zasadnicze dotyczace odein-
-.=—_..-’

kéw Punkty miarowe,

1/ lezacy « plaszwyzme Sq odcinek AB , xté-

rego razut A'B’ jest dany, podzmhc ha csesci réwne,

& 3. wvznaczy¢ razuty M /‘7 M3 ... punkiéw- Ml ’

“—_‘——-7

M, , Ms ,...dzielacych ten odcinek na czedci rowne,

=

‘nic kladgc odcinka na ptaszezyzing razutdw

M ) _ /‘g ¥
ﬂ KA\ \\ o,}‘fﬂ”’ \ \
< s f] :././j \ \ \
A/‘( -../{ ;\..___\‘.r No
A /vL A Y N, N Ny Ny KN
. Pt.y.s. 22%. _ Rys 223

- VW tych warunkach uzycie cvrkla jezt wykluczone,
bowiew rzuty réwnych odcinkow wogole nie sg réme,
Tylko na #ladzie S plaszcayiny Sq' oraz na prestych

do niego réwnolegiych rzuty réwnych odcinkéw ma rowne
i podzial odcinka ledgcego na jednej 3 tych prostych

_mégry byé dokonany zapomecs cyrsle; @tdéz wiadomo, iz
podzial jakiegokolwiek odcinka ra czadci rowne moze

0 T S e 2 |
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by ¢ zépomoca ro’wnol.ep;lych sprowadzony do pondziatu in-
negc odcinkas lezgcego na prostej o dowolnym kieruhku;
Przypudémy np, ze mamty podzielié odcinek A B na 5~
. czesci rownych /Rys, 224/, ale warurki od nas nieza.lez-‘\
re nic pozvulujy na uzycie cyrkla na prostej o kierun-
ku Q ,» natomiast ugycie jego na prostej o kierunku S
+ ‘rie podlega Ladnym ograniczeniom, Przez jeden z konr‘ w
A  odcinka ﬁ@ prowadzimy prnstg o klerunku 136
na ktorej odmierzamy cyrklem 5 dowolnych réwnych
odcinkéw ANy , MN, , NNy, MN, i Ny N,
 poczem przez punkty N, .,_ Ny o My i N, provwadzimy
réwnolegle do prostej BANs | ktére wyznaczg na odcin-
kn AB punkty podziatu My , M, , M, i M9
Ten sam sposdéb zastosujemy do podzielenia leza}cégo

W plaszczyz{rzie Sq' odcinka A B , ktoérege rzut /‘]'B’
jest dany /Rys 225/, Poniewai na prostej ,/lr'B viycie
cyrkla jest niemozliwe, natomiast mozemy go uiyé ra
kazdej prostej rdéwnolegltej do 5//2 , przeto przez
A’ prowadzimy rdéwnoleglg do q i odm:lerzamy na nieJ
od punktu A’ pieé jakichkolwiek réwnych odcmkow /7 My

NNy , NNy, N3N, 4 NyNg |, wyznaczemy punk-
ty zbiegu Q° proa\'i:ej BMe i lgczymy 2 nim punkty

Ny o Ny w Ny i Ny |, proste te wysnaczg na A'B’
reuty M’ M;_ 5 M,' i M,’ punktéw podzialu V, , M, .



- 253 -

_MaiMy.

2/ Dany jest rzut prostej i punktu na nisj lezg-

cego, wyznaczy$é rzut odcinka danej diugosci odmierzone-

80 na prestej od danego na niej punktu, MozZemy przypu-

§cié, ze dana jest ptaszczyzna, w kitdrej prosta lszy,
gdyby bowiem byiy dane tylkeo élad i punki zbiegu pro-
stei, to dwie réwnolegle w}dowolnym'kiarunku przez te

punkty poprowadzone wyznaczylyby taka ptaszcryzne ‘21

Oczywiscie,
a / zadanie to nie
)\B - /tz‘ £ -
R / moze by¢ roz-
f7(\ S AT 5 wiazane zapomo-
~ 5 /\\ / S = A A
~/_ Ty cg odmierzenia
s /Bt Tp SRS e G .
e— d—={ TR | LY R R danego odcinka
AR
: cyrklem, gdyz
.qu 226 ; &

w perspektywie

d2ugrsci odcin-

kéw ulegajg wogéle zmianie. lsinieje wazakie jedna proe
‘sta plaszczyzny S5¢ , mianowicie élad S , na ktérej
powyzsze szadanie mogoby byé rozwiazane-ﬁeﬁpoérednio.

a wiéc zapomoca cyrkla, Otéi powiadam, Ze odmierzenie
odcinke danej diugosci na jednej prostej moze byé za-
pqmoég prowadzenia réwnoleglych sprowadzone. do odmie-

. Trenia tego samego odcinke na inej prostej, Praypusé-
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my, ze mamy odmierzy¢ odcinek danej dlugosci < na pro-
stej @ od punktu /1 , ale dia pewnych wagleddéw uzy-
cie cyrkle na tej prostej nie jest mozliwe, natomiast
mozliwe jest ono na innej prostej S ., /Rys, 226/ ., Pro-
wudze dwusieczne tl i tL katéw wyznaczonych przez proste
O i § i przaz punkt A prowadze prostopadlg do jed-
nej dwuaiéczhej~t1 , a wigc réwnolegls do drugiej T, ;
od punktu /91 otrzymarego w ten spogéb na-prostej S
odmierzam zapaomocyg cyrkla odecinek d do punktu B1 :
wrcszcie przez punkt Zil prowadze zndw rownolegtg do
tz do przeciecia 2z prostg O w punkcie Vs 2 Odcinék
AB . réwne sie odcinkowi A;B8,= d . Ten sem cel
mozemy oczywiscie osiggnad, jezeli z punktu A popr.o-
wadrimy rownoleglg do dwusiecznej e otrzymawszy na
- prostej S punkt /qz , odmierzymy ne niej odcinek d
do punktu Bz, i przez ten punkt poprowa‘d.zin}y jeszcze
raz réwnolegly do'dwusiécznsj Zi Do rozwigzania tego :

zadania wystarcza posiadac kierunek jednej lub drugiej
dwusiecznej kgata / XS [/,

Przeprowadzmy to same wykreslenie % pefapektywie
/Rys.227/. Niech O bgdzie éladem a Q" punktem zbie-
gu prostéj a , g A’ rzutem punktu 1 na niej lesg-
cégo, od tego punktu na prostej o odmierzono odcinek

danej dlugosci d . trzeba znalesé rgut B’ xotca tego



odcinka, Pepro-
wadimy preez
prostg SQ '
dowolng plasz-
czyzng Sq '
‘bezposrednie
- pdmiérzeric od-

cinks "o zapo-

- mocg.cyrkia

. mogliwe jésnt
Rys.227. o jedynie na
proste] )

plau:ozyzny

Znie r-utow. t 7). w plaszr‘zyznie rysunku Jak to siwier-
dnlismy po*nze;, dla rozwigzania zadania wystarcie
znaé kierunok 3edn03 z dwusiecznych t i L, katéw

i /80°-« , ktre tworzg ze sobg proste @ 1 ¥ ., Kie-
runek ten w perapektyne jeat wyznaczony przes punki
zbiegu 7 lub T t.yc’o dwusiecznych; aby te punkty
na proatej shiegu q ' otrzymaé, trueba, jak ¥iadomo,
odnsledé nejpierw kled 0, érodke rautéw, & nastepnie

L . 140°~

o—

‘katy T 1 —;:—‘f‘ odmierzy¢ po obu stronach wapdine-
go_rmnienia‘ O, Q' ,"-'A'by' tego dokonad, 2z punkiu QI

; T B v ~ CKUSS SO-1 -
GEOMETRJ\A YYKRESLNA ' Arkusz 17-ty.
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jako érodke promieniem réwnym Q. Q’ » t,j.0dleglogdei
punktu zbjegu prostej % od drodka rzutéw O » 2akres
lamy kolo; punkiy 7;. i T o+ W Etdrych to koo prazsci

na prostg zbiegu g’ bedg szukenemi punktowi zbiegu
drusiecznych katéw, ® i /fo°-a | samej rzeczy,
tréjkaty 0. Q'7; 1 0,Q'7, 8§ rdéwnoramienno, stad
zad wynika, ze kgt Q'0.7,  réwna sig polowie kata ze-
wnetrznego /, Q0. , kat zag Q'0, 7;, réwna sig poo-
wic kata zewnetrznego 7; Q'0s . Ale kst /. Q0. =
s/80°-x g kat /. Q'0, s « » Jak tego dowiedliémy
v § 120, _ | '
Punkty 7-1 i 7:_ » przy ktérych pomocy moina od-
misrzaé dowolne odcinki na prostej A oraz na prostych

do niej réwnoleglych, nagywajg sie punktami miarcwemi

prostej & /lub inniej trafnie: punktami dzielenia/,

Koo o srodku Q' i promieniu 0, @' ., zwane kotem mia-

rowem prostej O na p*ostyah zbiegu wszystkzch ptesz-
zz—y-;;przechodza.cych przez te prostq, lezg na okregu
tego koia. Zauwasmy, ze kolo oddalenia ‘jost kolem mie-
rowem prostych prd:toPadlych da plaszczyzny rzutdw,
Znalaz iszy punkty mia:jowe /zazwyczaj jeden z nich
t};lko bywa dosteprny, jeden zreszts tylko jest wogédle
potrzebny/, laczymy jeden z nich, np, T » 2 punktem
A4 otrzymujemy # przeciecm z 8 punkt Ay ; od-
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mierzemy cd tego punktu na prostej S odcinek /57,_51'3CIZ
i punkt B, laczymy z /, , otrzymujac w przecie-
ciu z a/szukamy punkt B !
To samo wykredlenie posuiyc¢ moze do rozwigzanie

zadania odwrotnego: Znalezé prewdziwg dlugosé odcinka,

ktorego rzut na danej proétej S Q' jest dany, Bedzie

ono miao przewage prostoty i oszczednceci miejsca nad
rozwigzaniem podanym w § 117, a opartymi na metodzie
ktaddw,

§ 110 Zastosowanie powinowactwa dc wyznaczenia

punktu przeciecia prostych, ktéfych rzuty przecinajg
pig pod maiym katem, Wyznaczenie punktu Y kt6-

rym przecinyjg sig proste S, Q; i S,,Q;.,- 'leiachq.

w plaszczyzinie 89' staje sig tym mniej doktadne, im

odleglosé prostych S i CZ' jest «inniej‘aza., Dla podnie-

sienia dokladnoséci wyznaczenia tego punktu, kreslimy
prostg S/ S

; , w dostatecznie
?'—=£‘==::———-—A'-ﬂ_;_»;;;-_9f3f=__ wielkiej odleglo-
3 £ ~ 3_-<__.__ :}]’0-*7:‘_ _/_ - : ; ; | 7
\S“f T BSL— gci od ? /RYB=
/ . / 228/ i obrawszy
ANRRNRS. el Sl : ) B
S Ty _::,41.._-_ na s punkt Sy ,
£ & laczymy go % S e
Rys. 228 -

-
pocaer pricz Oy
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. prowadzimy réwnolegls do S, S, , ktéra przetnie S
w punkcie S, | Polacazywezy S50 "y isdar , Wyznagg-
my punkt A" Przecigecia tycAh prostych, Punkty A i
A’ 8§ odpowiednie w ﬁovinowactrie wyznaczonym przez !
of cl'_ oraz pars punktdw 'odpowiednich ‘31 i S;_‘ Pro-
sta poprowadzona praes A Réwnolegle: do $,8; musi
tedy przejsé przez punkt A~ , ktéry w ten sposdb zo-
stanie wyznaczony jako punkt przecigcia tej prostej
z ktorgkelwiek z dwdch prostych S, &, lub «SLQ;

§ 111, Proste i pisssczyzny prostopadle,

e —

2ADANIE 1. Dana jest plaszczyzna rzucajica Oq' .

 wyznacuyé prosts rzucajaca do niej prostopadla, cayli: |

¥Wyznaczyé punkt zbiegu Q' prostych prostopadlych do

plaszezyzn o dunej prostej zbicgug k _

Tray proste /Rys 229 i 230/: prosta najwiplszego
apadku OM  plaszcazyzny Og’ , oddalenie OO: i
prostopadta OQ' lesg w jedne] .gfiggczyénie prostopa~
drej do q' . W ten S PR O powaf»aj; :tréjkat prostokatny

HOQ' . ktéroge znemy wysokpdé OO; oraz jeden
z odcinkdw prieciwprostoktgtnej. i anowicie O.H ; ,.
jeat to odlegloéé punkiu gidenege O; od prostej zbieg
.9' . Praewrddmy t-réj'ks,t- HOQ" s ptaszcsyzne rau
t4w dokoia prosie] O, M i wykrodlmy go w tyiu poloie-

. niu; punkiy. Il ; ":’1 S U 1ak0 naledges do osi ol v otd
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)i
B

nie smieniy.przytem awe;_
» go poloiemia, Avy wyzna- ]
czyés punkt ssukamy Q-
spuszczamy s punktu glé-
wnego na ¢ ' prostbﬁ.@ﬂq,
'spadek joj /1 chzyﬁj '
z koficem /0/ réwnole-
gltego do q/ promienia
. kola oddalenia i w punk-
X / - "~ cle [(y wystawiamy proe
et stopads do 7/0/ .
V Rys.229. Punkt Q' legy w przecig
| . ciu tej prostoyl.dhj
z proatg Oi/7,
_ 2ADANIE 2, Dana jest prosta rsucajaca OQ  ; wy-
___:naczyé plaszciyzng rzucajacs do n:Ll__g_rnch, c _z__
1i: Wyznacezyé prostg zbiegu q' plauelysn probthpadlych
do prostych o danym punkcie sbiegu Q' 3
‘Rozwigsanie polega oczywiscie na 'ykreshmlu kla~
du tego samego tréjkata proatok&tnego 70RQ" 3 1§
‘jedynie réinice, e nie punkt @ , ale punkt /1 jest
azukany /Rys, 220 i 230/, Prosta zb1egu q jest proa%opa-
d1g do O, Q' poprowadsong przes /7 - ¥t

ZADANII 3, Prses dang prosts 3 Q1 pdp!‘“‘a&ﬁi
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plaszczyzne prosto-
padlg do danej plasz~

P M e czyiny Sq° | Pro-
q - =

sta zbiegu 9, szukanej .

»
E \\\ ; ptaszczyzny musi prze-
01@ ~~~~~ chodzié przez punkt
| zbiegn Q, dane} pro-
‘ : p stej /§ 93/ ora‘zil przes
\ : b2 punkt zbiegu @ pro-
P . stych prosteopadkych
vQ' - do ptasszczyzn o pro-
Rys. 230. : stej zbiegu g’ ) be-

dzie to zatem prosta
laczaca oka te punkty; dlad zaé S, bedzis prosta LOpro-
'vudzcnc; przes \31 réwnolegie do q,_

ZADM\TIE 4, W danej plaszczyinie 31‘21 popr ova-

[4

i¢ prosta, ktéra przecine dang prosta SQ° i jest

do niej prostopadla, Punkt zbiegu Q, szukansj prostej .

musi leseé na préstej zbiegu 9_; danej pieszcgyzny
/8 93/ oraz'na proatoj sbiegu ¢’ plaszczyzn prostopa-
dlych do prost,ych G punkcu Zbiegu Q’ + bedzie to za-

tem pnnkt prnczecia obu tych p,r)stych. 8lad 8 bedzie
punktem, w ktdrym réwnolegta do Q Ql poprowadzona

o9

przsz O przecina S, ¢
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*ADANIE B, Przes dany punkt ('9: Sl.Q;}pOpl‘O_W&dZié
‘Proetnpadlq do plaszczyzny danej sq’', Wyznacszymy naj-
pierw punkt zbiegn Q' prostych proet.opa.dlych do. pla.sz-
Szyzn o prostej zblegu Cz poczem przez punkt /4 SQJ/

Poprowadzimy prosta o punkcie zbiegu Q  /8§:100/ i jeie-
14 potirzeda, wyznaczymy punkt przebicis tej prostej z
‘Plaazczyzna sg'- /§ 95/, ‘

ZADANIE 6, Przez dany punkt /A ', 8,Q,/ popfowa.-
d?\.ié plaszcsyzng prostopadlg do deu{éjl prosie] SQ°

wana.czymy najpierw prosisa zbiegu q' ptaszesyzn prosto-
Radlych do prostych o punkcis zbiegu Q' -poczem pPrice
bunkt / A’ , 5, Q, / poprowadzimy plaszcsyzng o proste j
tbiegu g ' 78102/ i jezeli potraeb!.., vysnaczymy punkt

Y ktdrym ta plaszczyzna przecina prosig SQ’ /8 95/.

§-112  Katy dwu-
//‘Zz 9x dcienne ., Zadaniec,

//_, PP 8 ?naloid wielkose

/' i AN N kata dwusciennego

P \ - \
[ /‘5~\ R AL dewuch pXeszczyzn,
l 4 A T

\// \ // JO%T{\— \"\7 ‘\\ ktérych prosue
y AL e I\ 7 s ’
/ 4—_-_;'"___ stiegu g1 i C[z,
Qz, ) \ I’///ﬂb ; |
iy - 8 dane, Jezoli gz
K_, STl 3 e
ijakiegokolwiek
-Rys. 231

punktu np,ze érod-
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ka rzﬁ%éw épﬁécimy prostopadze O0Q'; i OQ, na obie
,plaazcayzny, to kgt miedgy tym1 prostopadiymi rdwny
Jest katowi dwusclennemu tych plasvczyzn 1ub z nim
s“alnlaggoy Znaszmy przeto /Rys, 2%/ sla¢y (Q i CQ
| promleni LaacaJacych proatnnadlych do tych_plabaczyzn
/% 111/ zad 1’ /, poczem WY 2N, mj kgt ‘9 O(DL pxzez
ﬁiad ’.m]kata Q o Q. dukole (2 o2 /8 105/,

- § 115 Kat prostej z plaszcazyzra. Zadanie ' Ina-
562§ 1 jakoec kate prostej 2 plaazczyzna, jezeli ich’
EU it ergu (Q11 i pzosta zviegn q #a dane . th LrG

she] z pxaazczyzn& jest dopeinieniem kgta prostej z pro-

.4

'stopquQ do plasm-

czyzny, Jezeli Q,
jest punkted zbie-
ga denej prostej

: ./ﬁys,zsax,a' g’

proasta zbisgu da-

nej plassczyzny,

to znajdujemy naj-
3 :?2' | pierw punkt zbie- o
R;,—s. 282, RN Q/ prostopa- .
: FogRs diyeh do piasz-

czgznf;'%r‘ h J'zolegu Q'IV 8 raatepnze wyénacaamy kat

L YOIy urJ\o~La, bAreek prnkiy zbiegu sz C? Eel
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kgt dopelniamcy bedzie szukanym kgtem 0( A
'§ 114, 0dlegloéé prostych skognych; Jest to dlu-
gosé mnj prostnpadlag przecinajgeaj obie prosto
Aby jg otrzymaé_, peprowadéimy plaszczyzne S do obu
prostych réwnolegls yRys 233,/ i przesz kazdg z tych
prostychpoprowndiny rastepnise plaszzzysne proshops-
dlg do S . Prze-

mtwia ‘4ych pl&az-

ih—\_\“’ﬂ | czyshobedsie nmstq

i /1"' A.'%ui przecinajacs ub*za da

L:/ b ‘/3’7. 5  ne proste i do sz,w'
FETR "“"""f‘"“*j—- dej % nich pr oatcpiw=
LM &4 r dig; Aby sig: WW-
/_{“ oy .'Lw__ " Konaé, e istotnie

Lot paprlines B odleglosé A, Ay

A - e |

=i / jest riajkrétsza mie-
Ry‘,,' 283, | flzyfprostémi Ghaed

| Q, , poprowadimy
pr"zez"te preoste plaszczyzny réwnqlegle' do. S, odei-
rek A 1Al jest na.jkr'ét-‘sze, odleglodcia tych ﬁhazbzyzn;
kazdy 1nny odcinek iacsgey jakikolwiek punkt prostis]
a, z Ja.kimkolwxck purktem prostej ., bylby pochy-

iy do_o’;?u tych plaszcayzn, & zatem dluzazy od odcinka

ALAy
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chh beda /Rys, 234/ dwie proste O Q]_ i S Qz,,
prosta ? :Q, Q jost prostq zbiegu plaszczyzn do obu

tych prostych réwnolegiych, Wyznaczm@ punkt zbiegu

Q° prostych
do piaszczyzn
tych prostopa-
dlych /§ 111
zad,1,/i zapo~
mocg tego punke
tu wykredlmy
proste 2¥iegu
(Zl’ i ?,: i 8la-
dy S, i $§,

piuszczyzn prze-

caodzacych przes
. \S Q' wzgl,
61‘3; i nrostopadlych do plaszczyzn o ate j zb:egu
9', Prosta 6 Q przeoiecm tych piaszcayzn przeci-
na obie proste w punktech iea! A, . kbsryeh cdleglosd
moze by¢ znaleziona np,.zapomoc@ jednego z punktgw w’s-

rowych prostej 63 o,

§ 1i5, Zastosowanie Zad&ﬂiaf Wykre Vi' reut srod-
S ; : :
kowy prostopadlodciap-u jeseli dane z4 punkty sbiegu
Q—_'L ’ Q;_ i Q; oraz dlugoéci a | 2 ic iravg@dzi
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\ :
\«wychodzacych z wierzcholka lezgcego w danym punkcie

i plaszczyzny rautdw,

Ponievaz Q. , Q, i Q, /Rys.235/ ss punktami
%bisgu trzech prostych wzajemnie prcwzst,opaucllych,l wiec
Punkt giéwny O, bedzie lezal na prostopadie Q; H
Bpupz :zonej z Q;l ne Q; Q,: oraz na prostapadlej Ql'/{
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spuszczone]j % Q; na Q’Q; ; jest to wiec punkt prze-
cwcla tych dwuch prostopadlych, Promier.‘x koZe oddalenia

O L0/ znajdzﬁemy w przecwcm pélkall opisanego
" na Q3 K 3 réwnolegls do Q, QL' wyprowadzong z puak-
Htu giéwnego 01 . Zakreélajgc z punktu H kola pro-
mieniem /7 / O / / albo opisujsc na -G,_/QL’_pélko-.
le / wyznaczymy na Q3'/‘7’ ktad O, #rodka rzutéw doko
1 Q, Q, ; kola zakroélono z punktéw gbisgu Q, i Q.
promienimi Q, O wzgl Q O, wyznaczg na Q, 'Q, punk-
ty miarowe /7, i U ﬁrostych o punktach zblogu Q@,
wzgl, Q, , kolo zad zakreslone z punktu Qj promio-
niem Q; /0 / /= odlegtoéé punktu zbiegu Qs od
frodka razutéw/ wyznaccy na Q. Q3 punkt miarowy 1./1
prosiych o punkcie zbiegu Q;l . Odmierazmy od pﬁnktu

S odeinki @ i b na réwnoleglej do Qs Q:: e 8
odcinek ¢ na réwnolegilej do Q, Q; E la.czgc kofice -
tycg odcinkéw z punktami miarowemi 7-1 w05 g ot 'o-
trzymamy na prostych SQ, 1., SQL i 0Q; punkty

A’ , B8 0Es , ktsre ss rzutami wierzcholkéw
prostopadlodciama lezgcemi na krawedziach wychodzgcych

a wierzchotka O , pozostals wierzcholki vyznacsymy .
bez trudnoéei zapowoca punktiw zbiegu & Q. i

Q3 krawedzi prostopadlosciamua, —
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ROZDZIAL X1 PE

Przedmiotem perspektywy stosowanej jes$ ijiroélo-
nie rzutév erodkowych figur, ktérych rzuty prostokgtne
L1 dano. 2 u'zglednion1om snatomicznych i fizjologica-
nych wladciwosoi ludzkiego oka oras warunkdw prakiyoz-
nego wykonaﬁia rfsunku, '

. § 116, Stiek i kolo wyrainiego wydzenia K Jeiell,

jak to zwykle mieé chcemy, plaszcayzna rzutow P jest
pionoig;,a oko, w érodku rzutéw O numieszcacone, jesd.
skisrowans na punkt gléwny O, , to wyrainis widzia-
ne mogd by¢é te -tyko figury, ktére snajduja sig wewnatrz
stozke obrotowsgo, majacego za of prostg O O, , a ktd
'rego tworzace sg od te} osi odehylone pod katem nie
wiekszym 6d 30° . Podstaws tego stoika wyrainego widzé-
nis bedzie na plaszciyinis rzutéw koo o grodku O

b L)
kﬁérogélpromieﬁ bedzie réwny mniej wigcej polowie pro-
mienia kola odﬁaloﬁia /gic odpowieda odchyleniu iworzg-
cej stoike dd osi « = arely 1=26°30" /. Jeieli
perspektyws figury ms wywolaé zludzenie rieczywistoéci
to rmut figury musi byé zawarty wewnatrz tego kola,

zwanago Ko Iem wyrainiego wydzenia, Braegi obrasu per-

————

spektywiceuego, majacego swykle ksstalt prostokgta,nie




- 268 -
powinny w zadnym razie byé proetymi zewnetrznemi wzglg-
dem kola wyra¥nego widzsnia,

& 117: Wybdér kota oddalenia, Punkt g1éwny O, obie-

ramy zazwyczaj w poblizu érodkg prostokata przeznaczo-

nego na obraz perspektywiczny, Jezeli przyvusécimy, ze
nSrmglne oko ludzkie widzi wyrainie tylko takie przed-
mioty, ktére znajdujg sig od niego w odlegloéci nie
mniejszej od 25 cm, tc stad wynikaloby, ze promien kols
oddal enia nie powinien byc muniejszy od 25 cm Wmiosek tar
k1 by iny zbyt pospioszny, Bez watpienia naleiy uznac :
zasade, %49 obraz perspoktyw1uzny najlepsze wywrze wra-
zenie, cdy oko bedzie umieszczone w srodku rzutdw, Nie
jsst to wszakie bezwéglednie konisczne, wisemy z dodwiad'
czenia, ze przy ogigdanju obrazu moZemylzmienigé w dosé
‘snacznych granicach punkt widzenis, nie dostrzegajac
powstajacej z tego powodu niepopréwnodci obrazu, Przy-
czyna tego jest ocgywiscie psycholégiqznoj natury,
Pobudki puycholégicznoj netury sprawiajg réwniesz,
328 uwazamy ze poprawne kazdy obfaz, ktory jest figurg
podotna do obrazu porspektjwicznogo i to nawet wtedy,
zdy z powodu znecznego gmnie jszenik obrazu /s wigc i
oddalenia/, oko nie mogloby znajdowaé sig w drodku
rzutéw, lezgcego wiedy na zbyt walej odleglodci od pia-
szc%yzny obrazu, aby z tego punktu mogly byé wyrainie



- 2689 -

wydziane figury ¥ niej wykroélon., Roto oddalenia mo-
éo wieﬁgyyé'dowoinio malym pod w;ruhkiem, aby zmnibj-'
szeniu nérﬁalnego oddalenia odpoﬁiadalo proporc jonalne
zmnie jssenie wymiaréw figury, ktérg ma byé odsworowana,
$ 118, Linja prayziamna, horyzont, punkty oddale-
nia; Jedng z plaszcayzn poziomych zwiemy plasszczyszng

przyziemns

jej 8lad
nezywamy Eifﬁ.
njg praysie-
mng , ji}”pro-
stq zbiegu

/i - horyson-_
tenm /Bys.2
Odlegloedé tych
s d'goh prostych '
- Rys, 236, ¥ nasywamy
wysokosdcig ho-
n.ryzontu.'jost ona rowne wyaokoéci,érodké‘rsﬁtéw. 3.3;
.f.okt nad ptaazczyaﬁg'przxajppna, Wyazkoéé horyzontu o~
bhrmy wige za.zi'yciaj' w gragicach /50-200 ci. w.tej
akali- v J&Lilj wyobraiamy sobie’ amnie jesbya figure,

ktére odzworowaé pragniemy, skala ta nie moje byé wie-
keza od'toj. ktdra odpowiada zmnie jszeniu normalnego
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LN

promisnia kola oddglenis / 20 ’m,,_/ Haryzonﬁ' ]L >przo.'-'
chodzi przez punkt gléwrxy ORee ) al’oowi-dm plaszcsyszna
praysismna b]'L jest prostopadla do plRaszczyzny rysun-
u Pgnkty przeciecis Dl i _'D,. kola oddalenis 2 ho-
ryzontem nezywajg sis punkﬁmi oddalenias, 8g to punk- ,

ty miarowe prostycn prostopadlych do plaazczyzny rySun
ku, a wige mmacyﬂh punkty sbiegu w punkcie giétnyn
& ki) onaw, majgce punkiy zbiegu w punkcic D‘L '
lub D, , sa proste pozioms tworazgce kat 45" z ph—i_;'z-
‘ezyana rysunku, | | T
§ 119, Perspektiywa, figury, kbdre] muty prostokg-

m

tne sy dane, Nisch beda dane, v skali 1 : 50, rzuty
prostokatne obelisku /Rya, 237./, wmady wykraslié jego

perspoktywe w zakloieniu, ze Dlam:’cayzna rzu’bé' P

jest plaszcayzng pionowa, ktdraj slad po,xomj 0zyli 11-

nja przyziesns, jeat prosty X, PYZ zechodzgcg przos

j_idon s wisrzchol¥de \Sl podstawy obelisku; - bedzie
10 zarezem rzubt poziomy A ‘horyzoniu Rk ktdrego
wysokodé niecha} tedzie W= [80ew. sy gkali 1 3 80/,
Obisrzmy na P ¥ /:} punkb O = , kidry uiraéajmy
ze rzut pozicmy pusktu gléwnego 01 , Lezgcego na
horyzoncis e e "éredk.u. O  podatawy obelisku
spuéémyl prostopadis na /bzzbl ,Wy2naczmy jej i};OdO.k Qo
oraz punkty O, 1 O; . v ktérych przekatine rsutu

L



3
Ly
-4

poziomego chelisku praz zecinajs prasta /70 ;
Wykr,eéliw_szy' .'i.injga prayziemna A 1 horvzont /77.

/W =[80chm. /[, cbioramy ns horyzonsie punkt Q1 , od
ktirego w jedna ktdralolwiek strome /np. w lewo/ odmie-

rzamy oddalenie AT R '400“‘:‘/':' skali 1 : 59/.
Plarwszem ,muu 1¢m nasgsm 1};(3 zie wykrediié w plaszczyz-
Lojoyeh g p ¥ O ‘
nie /'Oh ﬁr vm\j "I'b"x?'v'ﬁ:.,z95793 /% 110/, vzub poriowmy o~
belisku, W tvm celu wvznaczmv na X gunkt = xktéry
Jest aspodkiem prositonadlej spuazczonc’ 2 01 n;L,]O'i
od punktu i oﬂ'r.lrw"nj na p'mlcinki /3 XOax? 2 0o
RXSy=P 8y A RUS] 2PSL T h0 0" = 0Ot
PoXgcam? O_ox 0, i OxDl , przecigecie tych prostych
wyunc;,c"v rzut grodkovry o’ purktu O ; proste O S1
Q! ‘32, beda drodkowomi rzubami przekatnych rzutu po-
2iomego obelisku, punki zbiezu pierwsze]j z nich moie
'by.é wyznacrony / 01"/? punkt zbiegu drugiej jest nie-
dostepny . Na rzutach srodkowych prostych 031 i 08,
trz-e‘ba teraz wyznaczyé rzuty sroakovm wisrzohptkdw
czterech kwadratéw, z ktorveh sk.}_a.da, sie rzul poziomy
dbelisku, dajlatriej tego dokonal zapon ced punktdéw mia-
rowych 7‘;‘. i U, tych prostych /§ 109/, ‘znajdziemy jp.
ddmisrzajac na P odeinki S0, =80 i §%0,"=5,0
i tacage 0,0 -iﬁO:_O’ |

Wyznaczywszy rzuty drodkows wierzcho’».f,r 4 kwa-

o

GROMETT) 4 YIREAINA

%, Arkuss 1 2%,


http://apc.ro
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dratdw, apr_awdzizﬁy.-"dokladndéé ‘vykre $lenia, | ryzha.czaj 3c
.-na horyzonci’e:punkt Qz‘. , w kbérym powinny sig'prze-
. cigdé rzuty odmiu réwnoleglych bokéw tych kwadratiw,
punkt Qu , w ktérym powinny sig przsciaé rzuty pozo-
stalych bokdw, jest niedostepny, 'ykreilmy teraz per-
spekiywe kwadratu lencego w plaszc yinio przyziomnej
]OZL zapomocy punktéw Q1 i QL oras réwnoleglych do
RAN wychodzacych 2 wierzscholkdw rzutu takiego
samego xwadratu lezacego w plaszczyinie /b";L , Maatep-
nie w punkcie O, wystawmy prostopadls do ® , poniewaz
lezy ona w plaszoszyinie rysunku, odmierzamy na niej od
punktu._s,l wysokosci wszystkich wierzcholkéw obelisku.
laczse otrzymane w ten sposéb punkty z punktem zbiegu
Q_{ » Otrgymamy na prostopadiych de /@) wystawionych

w wierzcholkach figury lezgcej w plaszciyinio’ ]O']\- » Po-
- towg posostalych wierscholkdw obelisku, drugh polowe
wierzcholkdw otrsymanmy zapomoca tych samych prostopad-
Iych oras punktu Q. X

5 1207 Punkty sredukowane, Jak to powiedﬁieliémy'

v § 1186, precpektywa rysowanej praesz nas figury hie
powinna wykracsaé pon obredb kola wyrainego widzania
'ktdrogo drodkiem jes_t punkt gtéwny O; , a promieﬁ '
'jest._ niewiele wiekszy od polowy oddalenia, Oczywiscie
' jest'pozwanem. aby waszystkie wykreéleni_alpotrzebne do
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wﬁ;onania tey perspektywy mogly byé uskubtecznione w o-.
brebis plaszczyany: rs?sgr:k:i.-.- dla tej peraspektywy. prze=-
ZRAcZpuym, 0%62 punkiy: oddalenia. Dl i Dz-,_ oraz punkiy:
zbiegu, $lady résnych. prostych leza poza  tym obrebem,
wskazemy przeto wykreglenia, ktdre pozwola nam obyé:
sie_, ez tych. punktow, -.innemi s2owy zasts: imy punkty. .
Dy i D, orag niedostepne punkty zbiegu i élady punk-
tami zredukowanemi, Przypudémy, ze may wyznsczyé rzut
srodkowy punkiu A lezgcezo W plaszeczyinie ]O}L na -
danej cdleglodci A od pun}:;‘:-u,_/qo SMET G }')I‘z'-f,f:";;-_iﬁ;ml”lej /0
W tym celu nalgzaloby. postapi¢ tak.jek w & poprzednim.
: . pestapilismy
dla wyznagze-: :
niia punktu
@) . pola-
ozyé Ao O3

odmigrzvié od

puniktu /7 oW

jedna lub dru-




. 975w

/ A / z tym z dwach punktéw 01 lub 4, , ktéry. l,ez'y-
po przeciwnej stronie prostej A 0, niz puskt./ A /.
«punkt przeciecia prostych /7o01 YAV /D,__ jest rzn~:
tem punktu A hcos /Rys,338),~Wykreélenie. to zawodzi, gdy-
jeden chodéby 2 dwuch punktow D,_ i/ A /1w Ay -3

/ A / jest niedostepny; postapimy wtedy jak nastgpuje:
Odmierzmy na horyzoncie A od punktu giéwnego O; w
Jednq lub drugag strone odcinki 0, %3’ i O, = réw-
ne .np, 4rzeciej czedci oddalenia O; Dy ; od punktu

Ay odmxerzmy odcinek ﬂa-j/y réwny trzecie] czesci
odcinka Ao (A) = 5 , jest to oczywistem, ze
prosta —gfj —?—3- . .~przecina prosta A 0 w tym samym punk-

cie A, w ktérym ja przecira prosta /A 7 D1 . po-
L. . (A)

trzebne do wyznaczcnia punkiu A’ punkty e B

leza w obr’ebie kola wyraznego widzenia,

| Prezypuddmy' teraz, ze dany jest rzut a’ prostej a
ktdorej. slad S lezy w obre,bie kola wyrazinego widzenia ,
a ktoreJ punkt. zbiegu @' leiy poza jego obrebem /Rys,
239/ mamy znaleil punkt miarowy 7- lub 7/, tej proste]
nie korzysfagao w tym celu z Zadnege uunktu le3gcego na-
zewnq,trz kola wyrazrego wwdznma Gdy by to og*amczonle
uie bylo nam narzucene, znaleilibyamy punkt 7 ra o-
rymhcm w yrzeulauu z okr eglem kola sakredler el

punktu zbiegu Q promieniem Q O, , preyten punkt 0“
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t.j. klad drodka rzutéw O 1leiy teraz na kole oddalenia,
- !

Aby unikngé punktéw Q@ i O. , ktére lesa poza obrgbem

kola wyrainego widzenia, dzielimy O, S na kilka, np.

s i oy : b ? ;
na trzy czesci réwne i z punktu J  prowadzimy rdéwno-
J

leglg. do a’ otrazymujac na horyzoncie punkt %— » kté-

rego odleglnéé od Oy jest trzecia czoscis odleglodci
!
Oo

‘ Q
punktu Q' od O, . Punkt 3 faczymy z punktem F ,
ktorego odleglodé . od O, jest trzecig czescia nidalsnia,

rodnem promie-
. Q0.
niem ¥ 73

Q’
z punktu J

zakredlamy kolo
przecinajace ho-

-

ryzent w punk-

Vel dasite

Punkt ten bedzie
od Oy trzy ra-

. 2y bliﬁe_}.j nisz

7;.°p CC Wy~

- Rys. 299,

L : nika stgd, ze
figury S Q.' 0, 71 | i 3i % 931;1' ! "sri pcdobne; érogl'-
kiem polobiedstwa tych figur jost O, a stosunek podo-
YieAatwa riwna aie 3 . Aby wigc znaleié punkt 7; 0du 3
:..'*'."1u?'li;flpfg‘l,‘]é;#&;zbcyzongi-a odeinak 0..7.1 -;r-_divny co d:o wi_é'l-

L (T ‘!‘j-'l

Wy o



fa ¥

; . : A
kosci i znaku trzy razy wzigtemu odcinkowi ()1'?' v

ten sposéb weszystkie punkty w tym wykresleniu uzyte zna-

lazly sis wewnatrz kola wyraimego widzenia, —

CzESC IV, KRZWE, STO2K1 I
w

4

POWIERZCHENIE DRUGIEGO STOPRNIA,

ROZDZIAL XII. SZEREGI I PEKI RZUTOWE,

§ 121, Okroslenie geometrji rzutowej, Istota weszyst-

E - __ 1

kich metod geometrji wykredlnej, jak to zauwazylismy juz

W § 1, polega na przeksztalceniu danej figury przestrzen-
‘nej na figure plasks zapomocy kolsjnych dwuch czynnosc1
rzucania i przecinania, Zanim praystapimy do dalsaego
rozwinigcia metod geometfji wykreslnej, trzeba blise]j
poznaé te wlasnoéc1 figur, ktoére zostaja- zachowane przes
rzuty i przecigcia, Do takich naleziy przedewezyatkiem
wzajemna przynaleznosé elementéw geometrycznych /punk-
téw i prostych, prostych i plaszczyzn/, Jezeli punkt

A lezy na prostej b5 to prosta b ‘rzucajgca punkt

A = dowolnego punktu C lezy w plaezcz}z’nie B
raucajgcej z tego sameso érodkg rzutéw prosts A, je=
zeli proata TL lezacg w ptaszczyinie B pr.etnzomy pia-
szczyzng 3akakolw1ek to punkt A e ktorym plaazczy-
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