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ROZDZIAŁ MU* 

Koiłne&cja i biegunowość t 

Rzucając figurę /"* , leżącą w płaszczyźnie S na 
płaszczyznę P z punktu O 7 nieleżąoego na ładnej 
z tych płaszczyzn' , otrzymujemy figurę r\ / która z 
figurą F znajduje się w pewnym związku geometryc:s~ 
nysa, polegającym na tern, że 

1/ Każdemu punktowi figury F odpowiada jeden 
jedyny punkt figury Fx i nawzajem, każdemu punktowi 
figury Fx odpowiafe J«*y»y punkt figury ^ . 

2/ Każdej prostej figory F odpowiada jedna je-
dyrta prosta figury Fj_ i nawzajem , każdej prostej 
figury Fj, odpowiada jedna jedyna prosta figury F r

 # 

3 / runktowi i pros tej należącym dc siebie w jednej 
a tych figur odpowiadają punkt i prosta drugiej figury, 
które równioż do s iebie naleią , 

4/ Punkty odpowiednie leżę. parami na prostych 
przechodzących pracz jeden jmnkt /mianowicie przez panki 
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5/ Proste odpowiednie przecinają cię w punktach 
leżących na jednej pres taj /miancwioie na prostej p j w -
cięcia 5 płaszczyzn 

Oczywista, że każdy punkt i każda prosta płaszczy­
zny A mogę. byó K a l i e sonę do figury r }• a każdy 
punkt i każda prosta płaszczyzny P noga byd zaliczone 
do Ugory f\ * Tak rozszerzone pojęcia figar płas­
kich nazywają się. układami płaskiemi F i f\ 

Związek geometryczny dwóch układów pć&frich, leżących 
w różnych płaszczyznach, polegający na powyższydŁ 5-ciu 
Własnościach, nazywa się ich perspektywiczneJolą ; o 
układach F i Fi mówimy, t<s tipąt w perspektywie • 
Z rozważań rozdziału pepr sedniagp wyniia," że "każdemu 
szeregowi lub pękowi jednego układu odpowiada perspek­
tywiczny ;; a więc i rzutowy z nim szereg , lub pęk dru­
giego układu 4 Prostej niewłaściwej <J układu F 

odpowiada w układzie Ęx prosta <%x , która wogóle 
jost właściwa,, jost to oled na płaszczyźnie P pła­
szczyzny prowadzonej przez punkt O równolegle do 
płaszczyzny *S ; prostej niewłaściwej T̂ J° układu 

Fj\ odpowiada w układzie*- F prosta T , która 
jest śladem na płassezyśnie *S płaszczyzny poprowadź© 
nej przez punkt O równolegle do p&sacsiyzny P . 

| lĄą, Kolftneoclfl środkowa dwoeft skład i>łftBldok» 
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Jeżeli "ik&d płashi r rzucimy z dwóch różnych pun­
któw Pa i 0 Ł na te samą płaszczyznę P to 
otrzymamy w tej płaszczyźnie dwa układy płaskie 
.i OL , któro są w związku scharakteryzowanym przez te 
3ame 5 własności wymienionych w artykule poprzednim , 
Związek ten nazywrmy kolino&oja środkowa układów 
i Fi - 36/, Sr^Sfeła tej kolineacji jest 
punkt 0 , w którya prosta OX przebija płasz­
czyznę P , ; przez ten punkt przechodzą wszy^kie 
proste łącząco punkty odpowiednie dwóch układów Ąx i 

fj^ $ ; Bx i &i J.P&lŁtej łolineaoji 
jest ślad S płaszczyzny S układu F na płasz­
czyźnie P ;na prostej S leżą wszystkie punkty 
przecięcia prostych odpowiednich dwóch układów : ccx 

i , ix i >&Ł... . Każde dwa szeregi odpowiada 
nie, których podstawy nie przechodzą przoz środek k o l i ­
neacji O , są pe.i*spektywiczńe, a więc i rzutowe ; 
środki OK ich perspektywy jest punkt O * - każde 
dwa pęki odpowiednio, których wierzchołki nie leżą na 
osi kolineacji S , Są perspektywiczne , a więc i 
rzutowe ~ - osią ich perspektywy • j ©st prosta <S « 
Środek kolineacji O .oraz wszystkie punkty osi k o l i ­
neacji £ odpowiadają same sobie '% oś i o l i n o a o j l 
oraz wszystkie proste , przechodzące przoz środek 

i 

I 
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kolineacji O /promienie k o l i n e a c j i / odpowiadają 
same sobie • Prostej niew|asaiwej nieładu A\ 
odpowiada pres ta <£t ; prostej niewłaściwej fX°° Ur 
kładu f\ odpowiada prosta ft ; proste C£K 1 ^ 
nazywają cię osiami wsaiemnomi :są one równoległe do 
csi kolineacji S i ̂ ają tę własność", że OiUr^oJć__„ 
Ła^eJLa nich od środka kolineacji,i i odległośddriigiej 
od oci kolineacji są odcinJkapi.,xór^o| długości 1 prze-_ 
ciwnerro zwrotu /§ -86/ . 

Jeżeli jeden z dwóch puafrtów ^x i OX ;F- z 
których rzucany układ , np. punkt C/̂  jest 
kierunkiem prostopadłym do płaszczyzny dwusiecznej 
kąta dwaćciemięgo między płaszczyznami JP i S 
to rzut F% układu F z tego punktu je et kładem" 
układu F na płaszczyznę JP dokoła śladu s , 
Z, dwóch' układ 6*7/ leżących w kolineac i i środkowej można 
zawsze 5 e&eą. którykolwiek, z nich uważać za kład układu ; 
którego rzutom jest drugi • 

Kolineacja środkowa jest wyznaczona przez swój 
środek O t swoją eś S i jedną parę punktów 
odpowiednich fl j 3 fl^ , leżących na prostej prze­
chodzącej przez środek 0 t albo przez jedną par* 
prostych odpowiednich CLX i a.x przecinających się 
w punkcie , leżącym na , S .W szczególności 



kolineacja"'środkowa będzie wyznaczona przez środek O 

oś 5 i jedna z osi wzajemnych Q'L lub *5 / 
85/ . 

Pary punktów odpowiednich /7 2 i , 3X i 
? CZ i ; leżących na tym samym promie­

niu kollne&cji Jo /Rys* 290/ tworzą dwa szeregi rzu­
towe na wspólnej 
podstawie JO : 

Środek kolinea-
o j i 0 ł 
imnkt S , w 
którym promień 
kolineacji JD 
przecina oś k o l i 

. neacji,1 są pun-
Rys,, ?90 ktami tych sze­

regów *** W samej rzeczy, uiachaj kolineacja środkowa 
będzie dana nrzaz swój środek O „ oś S i 

dwa punkty odnowiednie i / ^ t leżące na pro­
stej J> X przechodzącej przea punkt O » Aby 
wyznaczyd purfciy Ą » — * odpowiadające 
w tej kolineacji punktom Ą ; <?2 pres tej 
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~p f obiermy najpierw punkt jakikolwiek Alz f 

nie ież&cy ani na osi $ ? ani na prostej To i 
wyznaczmy punkt odpowiedni r1± • W tym celu połączmy 
punkty p i punkt /7 7 w którym prosta 

przecina es* s 7poł&ozny z punktem /9t ; 
i prosta Ąfl^ przetnie prornieó kolineacji OM ^ w 
szukanym punkcie M^ . Aby znaleźd punkty 3^ ,' 

«... odpowiadające punktom Bx - Cx .... 

połączmy te ostatnie punkty z punktem Ai2 i punkty 
B 7 C .... ; w których preote A 4 y /*xc*y-

przecinają óś 5 ? połączmy z punktem /%, ; proste 
: /tyt£ ... przetną promień kolineacji p 

w szukanych punktach 3t • Szeregi ^ 

więc perspektywiczne z tym samym szeregiem fi^B^C... 
a więc sa rzutowe ze soba . 

Dwustosunek ^Q S Ax Ą^J jest dla każdej 
kolineacji środkowej li c z b a stała t . j # niezależna ani 
od prostej p , na której leża oha punkty /jx i 
ani od położenia samych tych punktów na prostej p # 

W samej rzeczy, oznaczywszy l i t e r a ~T punkt, w ktÓ** 
rym prosta ^MXMX przecina oś kolineacji i zważyw­
szy, że dla każdych dwódh nunktów odpowiednie1.! flx i 

is t n i e j e punkt osi /9 , 
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& *• " który je s t środkiem perspektywy czwórek 
OS/3X i OTA?XMc . OSB^ i 

***7 (o$RxatJ^(0S£>xBtt)^[0TA7xAixJ 

Wartośd \ tego dwustosunku nazywa się cecha 
k o l i n e a c j i środkowej je s t to wartośd stosunku, w 
którym oś wzajemna Tx d z i e l i odległość środka O 

od o s i 5 /gdyż {OSAt/i* * /§elł)0 

w którym oś wzajemna d z i e l i odległość o s i s od 
środka O /gdyż ( O S Q r Q L ^ * ^ /. 

Tak samo dowiedlibyśmy , ze pary prostych odpowied­
n i c h a i 1 a t , 4 i ^ t °i i ct, , wycho­
dzących z tego san ego punki* S o s i k o l i n e a c j i twoną 
dwa pęki rzutowe o wspólnym wierzchołku S '• S^l^C^^r 

7r 5^atAtCt«.y prżytem dwastosunek ^ f>$ GL2 OLtJ , 

gdzie p $ OS j e s t liczbą stałą, równą zresztą t e j 
samej l i c z b i e sl , która $ost wartością u\7usto8unktt 
(O*A. Aj ., 

Jeżeli cecha k o l i n e a c j i środkowej A * ~j! t t o 
, ta koli n e a c j a nazywa się inwolucyjna . Na każdym pro-^ 
mieaiu k o l i n e a c j i punkty odpowiednie A i A. A 

i A,"* są wówczas sprmęione inwolucyjnie, tak że 

SSOKnfTRJA Ur 36- Arkusz 25-ty„ 



każdemu punktowi P odpowiada jeden jedyny punkt, 
niezależny od tego, ozy punkt Z 3 zaliczymy do układu 
Fi czy do układu / % .- Podobnież pary prostych 
odpowiednich <XX i CL^ j &x i J 6 t , wychodzący^ 
z tego samego punktu S osi , są w inwolucji, tak że 
każdej prostej yv odpowiada jedna jedyna prosta, nie-* 
zależna od tego, do którego układu tamtą prostą z a l i -
csymy, V, szczególności, prostej niewłaściwej odpowiada 
jodna jedyna oś wzajerjna 0 t

 s » która leży po­
środku między środkiem a osią koliueacji Każde dwie 
pary punktdw odpowiednich tworzą czworokąt zupełny 

/Rys.291/, którego jeden 
punkt przekątny jest środ' 
k i cm, a drugi leży na os| 
kolineaoji; każde dwie 
pary prostych odpowiedni* 
tworzą czworobok zupoW? 
którego jedna przekątna 
jest osią , a druga prze' 
chodzi przez środek koli*' 
neacji Dwa układy pS*' 

Rys.291 > slde w kolineaoji inwoltf' 
cyjnoj stanowią właściwie jeden jedyny układ płaski, 
tórego zarówno punkty, jak proste są parami sprzężon* 

% Aj \ U KI 
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Hi ech będa dwa układy płaskie i / J s spełniając* 
wszystkie 5 warunków •£ 147> a więc perspektywiczne, je­
żeli nie loża w jednej płasse żyzni e, lub w kolineacji 
środkowej, jeżeli leża w jednoj płaszczyźnie * Wie ty­
kając jadnogr; z tych układów, przenieśmy drugi w dowolny 
s-oosób; z 5 warunków, którym te układy czyniły zadosd, 
ostatnie dwa nie będa wogóle w nowem położeniu tych u-
kładów spełnione, podczas gdy pierwsze' trzy pozostaną 
V swej mocy , nie ustanie równia 2 rzutowo i d odpowiednich 
czwórek? szeregów i pęków . 0 układach takich mówimy 
wciąż jeszcze, że aa w k o l i n e a c j i f która jednak nie bę­
dzie już wogóle środkowa; ta ostatnia jest przypadkiem 
szczególnym owej kolineacji ogólnej „ 

Do.kolineacji ogólnej dwóch układów płaskich może­
my dojśd na innej jeszcze drodze . Niech będa dwa ukła­
dy perspektywiczne Fx i Ą; ; rzucając jeden s nich 
nP» /\ 2 dowolnego punktu na dcwolna płaszczyznę , 
otrzymamy układ , który z układem nie bę­
dzie już wogóle w perspektywie, chód pozostanie ą n̂ jOy 
w ko l i n e a c j i ogólnej. Kolineacja ta zostanie zresztą---
zachowana po dowolnej ilości kolejnych rzutów kafsdege 
z układów Fz. i / \ Podarli *&, wychodząc z dwóch 
układów f\ i Fi ; znajdujących się w^ol i n e a o j i 
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środkowej i przekształcając środkowo-koalicyjnie w dowol­
ny sposób jeden lub oba okłady 1 /\ , otrzymamy 
nowe układy,- które będą ze sobą w kolineaoji ogólnej. 

mifó&LM&yJ-.. ym^O^^ŁM^MM^lok * tom watrze- I 
w 

żeniem, Żeby żadne 3 z tych punktów £a&;;-m układzie nie 
leżały na jednej prostej; względnie aby żadne 3 z tych 
prostych w żadnym układzie nie przechodziły przez jeden 
punkt • 

Innemi słowy, kolineacja ogólna **at wyznaczona 

przez 2&pj|WJL^ 
ków zupełnych . W samej rzeczy 9 niech będą np. dwa 
czworokąty zupełne /? ĄĄ&j i / ^ Ą ^ Ą - l e ż ą c e w 
jediej lub w różnych płaszczyznach /Bya.2^2/; jeżeli za-. 

£ożj»y? że 
punktom ńt > 

4 , c. i 
* Z ) T 

o jr układu odpi 
Jfajj władaj* pŚJ 

• ' ' ' ^ . cŁ. 

układu, *° 
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każdemu punktowi Mx leżącemu w płaszczyźnie czworckąta 
nx 3XCXDX i zaliczonemu do I układu odpowiada Jeden 

jedyny punkt M^ y leżący w płeaaozyżnie Offworoką-
ta fl^B.C^D^ i należący de układu I I . Połączmy punkt 

Mj z dwaaa któremikclwiek wierzchołkami czworokąta 
fli AL Ą Pi np. z /9d i . Punkty te "będą wierz­
chołkami dwóch czwórek flx £3X Qa Dx MXJ i 

3X 02 Dx Mjrfp Wyznaczmy w układzie I I proste 
fljjiti odpowiadające prostym Ą / ^ i 
w czwórkach rzutowych 

A C, D1M1J-x: Ą/Ą Ct DtAftJ t 

punkt przecięcia prostych sfz^z i 3XM^ "będzie 
odpowiadał punktowi //x , który j e s t przecięciem pro­
stych odpowiednich Ai_Mxi 3x/yx. 

Każde dwa układy i ; znajdujące się 
w kolineacji ogólnej, można zawsze przez odpowiednie 
przesunięcie jednego z nich 3prowadzió do kolineacii 
środkowej . 

Zanim rozwiążemy to zagadnienie,' zauważmy; że gdy 
dwa układy F±\ i f\\ s $ w kolineacji środkowej /Rys. 
393/ to trójkąt flx AXHX ; fcteYy tworzą dwie jakie­
kolwiek yroste OLx i 2>x ; .1 układu z osią wzajem­
ną rz , Jest podobny do tró*j}ąfca Q Q

T
Q
X
' ,M6-
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ry tworzy środek kolineacji O e- punktami wzajemneal 

\ _ 
0 

odpowiada i 3,cemi w 

układzie I I pun­
kt cśm niewłaściwym 

OT i <2a'.~ 
prostyoii a z i ix, 

tak samo oczywiś­
cie podobne będa 
trójkąty /tzQzQz. 

Kys0£93 . i OR1R1

/ .Niech 
będzie teras kolineacja ogólna dwóch układów f\ i 

, wyznaczono np, przez czworoboki zupeJfte 

Wyznaczmy na bekach punkty wzajemne 
i i / ? x i na bokach OL̂  i >5Ł punkty wzajemne 

<2i i Q / za pomocą czwórek rzutowych 

S f R ' -=v Ą,B,,B
Z
R 

'1111 

1 / <?o 

Proste RXA2' i QxQŹ Vęd# Wi^/^4}óBin«&ai 
i ^ układów ^ i ; budując na odcinku 

^1^2 trójkąt 'podobny do trójkąta Ą Q M J 





/co można zrobid dwoma sposobami/ a aa odcinku Qt,Q± 
trójkąt OzQxQt podobny do trójkąta Ai^z^z I 00 

możliwo także dwoma sposobami/, otrzymajmy punkty Ox 

i 0^ ? któro prze* przeniesienie układu Z°L doprowa-
dzsmy do przystania w punkcie O /Rys,295/, Obracaj-
my teraz układ r\ dokoł*. punktu O dopóty dopóki 
prosta Qx,Qx nie stanie się równoległa do pro­
stej 1\ s fi2 Rt \ układy będą natenczas w kolineacji 
środkowej której środkiem jest punkt O * a osią pro-

Ky: 
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•ta 5" , poprowadzona równoległe do osi wzajemnych 
Tz i %± tak;" aby odległość jej od jeónej z tych 

prostych była odcinkiem równej odległości i przeciwnego 
zwrotu, n i * odległość drugiej od środlot O » Ponieważ 
zarówno punkt O

z
 jak punkt może być wyznaczony 

dwoma sposobami, więc zagadnienie ma 4 rozwiązania „ 
w 150i Korelacja dwóch układów płaskich . Kolinea-

cja ogólna dwóch układów płaskich naprowadza nas na no­
wy związek geometryczny dwóch układów płaskich zwany 
korelacją ; & polegający na następujących własnościach: 

l/„ Każdemu punkt owi układu /\ „ odpowiada jedna 
jed]^* MS^MŁ układu f\ , j każdej prostej układu /\ 
odpowiada jeden jedyny punkt układu /\ i nawzajem . 

Zj\ Punktowi i prostej," należącym do siebie w jed­
nym układzie , odpowiada prosta i punkt drugiego układu, 
które również do siebie należą , 

3/ Każdej czwórce punktów jednego układu odpowiada 
czwórka prostych drugiego, która jest a ni§j rzutowa, i 
nawzajem ; wogóle każdemu szeregowi punktów jednego 
układu odpowiada pęk prcsf-ych drugiego i nawzajem , 

."Korelacja" taka będzie wyznaćnona przez założenie 

.Układu, B-t j &\' ; g* ' % &x z tern jedynem zastrze-
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żeniem^ żeby z tych & punktów żadne 3 nie leżały na jed-
nej prostej; ani 2 tych 4 prostych żadne 3 nie przecho-
02iły prze a jeden punkt ; innemi słowy przez założenie 
g f l P O I ^ M o M 22BfiŁfikŁl£ CTetefi^Ał Cx A a 
%. czworobokiem...gttaołfcm Jj&Jk£*d\. 

| j g ^ 9 W$&Ł Mogunogy p l i e c n będzie trójkąt 
/5fi /którego "boki oznaczymy literami : CL2^/jL/Jz 

CLL s f \ % i OL% ~A±f\x. / p u n k t j a k i k o l ­
wiek 5 nie leżący na tafojm z boków i prosta i> nie 
przechodząca przez żaden z wierzchołków tego trójkąta 

/Rys«296/# l a mocy 
poprzedniego arty­
kułu odpowiednio^ 
punktów Ąx .2 Aa± * 
Ą i 3 i 

prostych <xa 7. 

c t j i ź> wyzna­
cza korelację dwóch 
układów płaskicit#-
leżąo^ch w te j samej 
płaszczyzn!e, Forela 
cła ta ma tę własr 
.ność, ż© tótei 

Bys. 296 , ftżjfrfflfi f l ^ j f r -



im sam punkt... Łiegale&nio_od tego, do ktćrops układu 
fant en punkt albo tamta, łQgiŁJEfe2ig&B3Ł -

Przedewszystkism własność ta dotyczy punktów /9Z 

? fl5 i 3 1 prostych a a ; <xx c t 3 7 £ , 

Jeżeli zaliczymy punkty Ąx ; fl x ? i 3 do 
I układu? to na mocy założenia odpowiadają im proste 
CL 5 7 a 3 i P * Jeżeli t» punkty z a l i ­

czymy do I I układu uważając je sa przecięcia prostych 

odpowiadać $y# punktom będą w I układzie proste łą­
cząc?* punkty i fl$ # /'•j i > /Ta * 

flL,J i 0:t^ a więc te same proste 

J3tą& wynika;' że tę samą własność posiadać będą pun­
kty 3X „ 3± i ^ 3 w których prosta i prze 
Gina beki ax j i a 3 trójkąta <# Ł ^3 j? 
°raa proste AL ; i £ 3 , które łączą punkt 

3 z jego wierzchołkami fl± j! i /"Fj •3ko-
*"0 bowiem punktom 
wiadają w obu układach fce sam© proste a a , j a , . 
| £ ; to prostym fl23*\ ? <*t3* iK 3 3 Ą 
opowiadać muszą w obn Układach te same punkty az 7> 
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Tę sama własnoód rozszerzymy teraz na wszystkie pun­
kty, leż&ce na którejkolwiek prostych atx , cc^ J GL 3 

i - i ł na wszystkie preste*przechodzące przez który­
kolwiek z punktów flx t fl^ ; Ą* i £> . Ponie­
waż bowiem punktom /f%,7 ^3 i 3>z , odpowiadają w 
ehu układach te same proste CL^ t ctj i Z)^ t więc 
każdemu punkt owi Mx prostej ocz odpewiadad będzie 
w obu układach ta sama prosta /riz t przechodząca przez 
punkt fl2. w * e n 3posób, aby 

Węszcie tę tamę. własność posiadad będa wszystkie 
inne punkty i proste płaszczyzny . Połączmy np. punkt 
P , nie leżący na żadnej z prostych ; , <i3 

i i z punktami fi:
1 i Pt prostemi p>x i ~pK ; 

ponieważ na mocy poprzedniego ustępu, prostym tym w obu 
układach odpowiadają te same punkty /C i ; z któ­
rych pierwszy leży na prostej , a drugi na prostej 
<XL , więc punktowi P odpowiadać.musi w obu ukła -

daoh ta sama prosta Px Pz .» 
! Te dwa układy korelacyjne meto* przeto uważaó za 

jeden jodyny układ płaski , w którym aac icdzi wzajemne 
podporządkowanie puiktów prostysh prostyu punktom . . 
Układ taki nazywamy b^fnanowya j prosta ~p , podpo­
rządkowana punktowi P , nazywa się jego l&MMftiM ; 



punkt P po&poriądkowany prostej Jo nazywa sio 
jej frlegaraw • 

Ponieważ punktowi i prostej należącym do siebie 
podporządkowano są prosta i punkt, również da siebie 
należące, więc mamy twierdzenia : L. 

M e l i :- punkt v: S^jtlźfca^^ -^^» 

' ̂ zall^«ata>k y z ^ e f ó l ^ r ^ e E ^ J a ^ f t r o a t a j l ' 
. J i ^ i M e ^ ^ U ^ ^ i ś Ł ^ p r o s t « 

otąi zaś cynika, z o b^ńa^owft -. TCpIfott przecięcia 

JH i M jsst punkt Przecięcia1 i c h bie/nmoWTch 
i TL 

ŁłH* Ł^Mx.LjyQS,tę spr^ono, , Irjwolucja bjeąw 
nowa - Proste /& i C , mające tę w£asiiośót, żo biegun 
jednej z nich losy na drugiej /a wtedy biegun drugiej l e 
*y na pierwszej/, nazywają się prosta bĵ imgw.o, sprgfr 

; punkty & i O r z których je&«n leży 
na. biegunowej <jxugie&e /a wtedy dru.^i loży na bieguno­
wej pierwszego/, nazywają się punktami MeaunoWe. sprze^ 

Niechaj będzie szereg punkt .iw f\x ; •; Ajt.„ 
na podstawie* ̂/fc? /Rys.297/ $ biegunowe tych punktów 



k - / 

%s,297. 

przechodzić* będą wszystkie 
przez biegun prost oj 

r ©znaczmy l i ­
terami nK j •;• 

m.... punkty? f 
których proste /<x 1 

li , ?n2 

przecinają prestą 
J9\ Ponieważ 

rlKz Ą/fi« J *-

więo pl/^L^^ 

Łatwo okazać, że każde dwa punkty odpowiednie tych 
szeregów rzutowych na wspólnej, podstawie odpowiadają so­
bi e podwójnie* Zaliczmy np. punkt A t de I szeregu ; 
punkt odpowiedni znajdziemy w przecięciu prostej P> z 
biegunową punktu M£ i ale na mecy I twierdzenia po- . 
przedniego artykułu biegunowa punktu Mx przechodzi 
przez biegun prosteij A2 * to jest przez punkt M% ; 

w'ton sposób punkty Hx i odpowiadają sobie 
podwój u l i skąd już wynika ; że każde dwa punkty od-, 
powiędnie i ^~x, > Afx i Aft odpo­
wiadają sobie podwójnie; tak że dwa szeregi rzutowe , 



stanowią inwolncję pnnfctói\'ff£2i% I « ̂ affly 
twierdzenie : 

\MM2^Msm^n^ aa ̂ M&LM^&l^m^JL, 
iBł&gmm gprg..g.£.on>j s;toQwia_lnwaluoje i gzajemaie : . 
dokowi ka&doffo pumktn mrosts sprzężone Biegunowa sta­
nowią iwwo luc i a , W ten sposób ;* układ biegunowy wy­
znacza- na każdej prostej i dokoła każdego punktu pew-
n$ inwolucję j zwana fawolftofo bieganoW ; tak że puą-
fcty lub proste surzeżona, bie^mcwo są zarazem.sprzeżo-
ne w inwdnofo biegunewel , 

LMŁ> t^o^lMmmsm^ Ponieważ prosto 
_<XL i sa bieguaewemi punktów , rtz ? 

i Ą i ;! więc każde dwie z tych prostych i każde 
dwa z. tych punktów sj, ze soba "biegunowo sprzężone . 
Trójkąt fi± Az fi i sa tę osobliwość ? że każdy jego 
wierzchołek jost biegunem przeciwległego mu boku ;; za­
równo jego Wierzchołki 8 jak i jego boki sa sprzężo­
ne « Trójkąt taki nazywamy trójkątem biegunowym «. 
Trójkątów biegunowych jest nieskończenie wielo „ 
Dla otrzymania któregokolwiek z nich postępujemy j* 
jak nad: ępuje ; Obieramy dowolnie punki M i znaj­
dujemy jego piegunowa tn. ;w. prostej /n. obiera­
my dowołnio punkt /V i znajdujemy jego biegunowa 



TL -f która na mocy twierdzenia $ /5~7 przejdzie 
przez punkt M % wreszcie łączymy punkty Af i 

N prostą ~P ; będzie te na zasadzie $ 7f/ b i 
gunowa punktu P % w którym się przecinają preste 

m i >n> \ Trójkąt MNP będzie trójkątem bie­
gunowym e Oczywiście ten sam układ biegunowy / który 
określiliśmy zapomocą trójkąta bieguneweg-e flj.A^/93i 

punktw i jego biegunowej S j» meina określić 
zapomocą każdego innego trójkąta biegunowego MNP 

Jakiegekelwiek punktu Q i j*ge biegunowej q # 

J ? A J K5 * Niech będzie uk.łid biegunowy ; wyznaczony 
prżóz trójkąt biegunowy Aj.fl^fly oraz biegunową Jb 
punktu #owe'iaege S t przytem punkt nie 
leży na ładnym z beków , a prosta Jb nie przechodzi 
przez żaden z wierzchołków trójkąta $xĄz/łj Trój­
kąt ten d z i e l i płaszczyzn? na C obszary,- z których 
jeden tylko bywa skończony i nazywa, się wtedy polem 
trójkąta ; a trzy sę nieskończone ., /Jfys,>293 i 2$®/ • 
Ponieważ punkt 23 nie meże leżeć na żadnym z boków 
trójkąta , wiec musi on zależeć tylko do jednego w 4; * 
obszarów płaszczyzny peri swa* fce*'Wa nie mo&e 
przechodzić przez żaden .7?>r»«fkełek ;; więc musi ona 
przenikać do trzech obszarów , dla czwartego pezesta-



jąc obcą » ̂ 'ob?c ttgo oględno położeni© punktu 
3> i pro­

st oj i ro­
so być tylko 
dwojakie-: a l ­
bo proste jb 

nio przenika 
do obszcru, 
w którym l o i y 
£unkt 3 , 

t , j , nio prze­
cina obwodu 
tego obszaru 
/Eys*29$/ -
r.lbo prosta 
^ prze­

nika do ob-
szara i i ' 

Hys. 

ryx: znajda^o 
się punkt 3 

t,j„ przećin 
obwćd tego 

Arkusz ^5-ty. 



tfcmru /Rys,299/, Pierwszy przypadek zachodzi np, 
w*ooy "» f&J punkt 3 znajduje rię w obszarze 17 5 

i , j . wewnątrz trójkąta biegunewege y a prosta h 

n i e przenika do ebszaru IY, t . j , nie przecina obwodu 
tege trójkąta /nys.298/ . Inwołucja biegunowa jest 
wtedy na wszystkich trzech bokach trójkąta 
eliptyczna y gdyż na każdym boku, dwa punkty sprzężo 
na wrzegradzają wierzchołki na nim leżące . Jeżeli 

p a o w ^ g , p a n * . P , to 
»ic pokaże y że ta biegunowa nie przenika de ob­
szaru 7 w którym się znajduje punkt P ,1? samej 
rzeczy 7 zauważmjcfee rzut któregokolwiek wierzchołka 
trśjłfcta bieguuewege z punktu / na bok przeciwle 
gfy a*ax punkt 7 w którym biegunowa p ten bok 
przecina są sprzężone /gdyż prcsta /Jz P j e s t b i e -
gumewą punktu c t 2 jo /y r a więc w danym razie są te 
punkty na "każdym z boków przez wierzchołki przegro 
dzone ; ponieważ zaś rzuty wierzchołków leżą za­
wsze na obwodzie obszaru ; w którym leży środek 
rzut 6% p 7 więo prosta jo togo obwodu nie 
przetnie t . j , n i e przeniknie de obsrani y zawie­
r a jąoeft punkt P . Kóżemy więc twierdzić" sta-
miwese 7 te w takim uk&idzie biegunowa nie i s t r _ 
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nycfr blcffimprrch , 
Układ biegunowy taki nazywamy jednostaj­

nym j? albowiem inwolucja biegunowa jost wtedy na 
każdej prostej i dokoła każdego punktu jednego ro-

. dzaju 7 mianowicie eliptyczna . 
Drugi przypadek będzie miał miejsce wte­

dy np* t gdy punkt 3 znajdzie się w obszarze 
1 Y ? t . j , wewnątrz trójkąta biegrmowego ; a prosta 
2> nie ćmienie tego ebszaru y t # j . przetnie ob­

wód trójkąta ; prżytem dwa jego beki zostaną przez 
n i t przecięte wewnętrznie a trz e c i zownętrznie 
/Hys. 299/ • Jest oczywistem 7 ze im* tłuc ja biegu­
nowa ma tych dwóch bokach ; kt|re są przecię­
te wewnętrznie przez prosie fo ? będzie hy~ 
aerboiiema . l a pierwszych dwóch bdkmeh istnie­
ją zatem po dwa rzooajjSFiste pankty podwójne 

sprz zone same ze sooą £ a więo lezące 
aa własnych biegunowych S&iesdast na trzecim be­
ka trójkąta biegunowego nie istnieją punkty rze­
czywiste % leżące nn własnych Metanowych , Układ 
bieganewy tak określony nazywamy njcjfteoataJŁTO; 

albowiem imaolncja przezeń wyznaczona na różnych 
prostych i dokoła różnych punktów nie jest j e -
dnego rodzaju , 
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| 155. EIBGTm I BlUOmo^ URCJCKK . Jeat 
oczywistem Se biegunowe punktów jakiejkolwje k inwo-
łucji na prostej jp sa prostem! pewnej inwo­
l u c j i dokoła j e j bieguna 9 Jeżeli w szczegół-
ności inwo locja na prostaj Jest biegunowa , to 
biegunowe punktów sprzężonych tej ira o l u c j i sta­
nowią inwolucję biegunowa dokoła bieguna, pro-
CS T" <Q i 

Inwo luci a biegunowa nf dowolnej prost ej, 
i 5st oorsnelrtywiczna z inwolucia biegunowa de-
jąjjl te; proste,! .jeżeli bowiem punkty /l^, 
i /YL £.2 i Z.̂ , ... • stanowią pary pun­
któw sprzężonych inwolucji biegunowej na prostej 

~p to ich biegunowe 7cz i ^ ,' lx i 
fj, stancwic.ee pary prostych sprzężonych i n ­

wolucji biegunowej dokoła punktu P t przecie-
dza odpowiednio przez pary punktów sprzężoi&ycli 

/ ^ t i f^i - ^ i i Lz i n w o l u c j i 
biegunowej na prcute;] 

Prosta urojona P i IA l nasy* 
r/& się biegunową, punktu urojonego J)(fi 1 V 
jeżeli P jest biegunom prostej Jo , prost 
A ' y / /c ' V / sa blegunóweri punktów 

http://stancwic.ee
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nazywa się wtedy "biegunem prostej 
urojonej • Nietylko więc rzeczy-
wis tym ale i urojonym punktom i prostym coń-
na w danym układzie biegunowym podporządkować 
proste i punkty t * j , biegunowe i bieguny . - , 
W podobny sposób można określić punkty i prosto 

• biegunowo sprzężone , że 1/ na kaMej prostej 
rzeezwistcj układu biegunowego leżę, dwa punkty 
s>;rzężone same ze sobą \ t . j , łożące na własnych 
biegunowych ; mogą one być rseczyrri-te i cdręb-
ne v rzeczywiste i zjednoczone lub urojone sprzężo­
ne ,'2/ z każdego punktu rzeczywistego wychodzą 
dwie proste sprzężone samo ze sobą t t.j« •prze­
chodzące przez własne bieguny ; nogą one być rze­
czywiste S. odrębne 7 rzeczywiste i zjednoczone t 

lub urojone sprzężone .-

R O Z D Z I A Ł XIV , 

STOŻKOWE I STOŻSI . 

% CkreElenie stożkowych . Ogół punktów 
i prostych 4 rzoczywiutych i urojonych ;*. któro 
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w danym układzie biegunowym są sprzężono same 
ze sobą £ nazywamy stożkowa , 

Punkty samosprzężono- nazywamy punktami 
stpżlfcowej tego układu i przechodzące przez nie 
własne ich biegunowe /ożywamy atyeznemi do stoż­
kowej w tych punktach . Punkty stożkowej są 
to więo punkty podwójne inwolucji j którą dany 
układ biegunowy wyznacza na jakiejkolwiek pro­
stej rzeczywistej ; styczne do stożkowej są to 
proste podwójne inwolucji j którą ten układ 
wyznacza dokoła jakiegokolwiek punktu rzeczywiste 
go , Ha każdo prostej rzeczywistej lożą dwa 
punkty stożkowej : rzeczywiste f urojone sprzę • 
żone lub zjednoczone ; s kiż&ego punktu rzeczy­
wistego wychodzą dwie styczne : rzeczywiste j 
urojone sprzężone lub zjednoczone # Innemi sło-
wy , każda prosta **, orzecina " stożkową w dwóch 
.punktach / rzeczywistych odrębnych jj rzeczywistych 
zjednoczonych lub urojonych sprzężonych / £ a 
frżdego punktu można do stożkowej Wfprcwadzld 
dwie etyczne / rzeczywiste odrębne ? rzeczywiste 
zjednoczone lub urojone sprzężone / . Wyrażamy 
to krótko , mówiąc że stożkowe sa krzywemi 
togiogp,rzędu, j\drugiej jflJMfcy 



j y g L * - H&jfaaa uroiońo i rzoozTwists . 
1? układzie "biegunowym jednostajnym wszystkie pun­
kty stożkowej i wszystkie styczne do stożkowaj 
są urojone 7 gdyż inwolucja biegunowa na każdej 
prostej rzoczyństoj i dokoła każdego punktu rze­
czywistego jest eliptyczne , Stożkowa takiego 
układu jest więc urojona ; mówimy j że każda 
prosta rzeczywista w przecina n ją w dwóch pun­
ktach urojonych sprzężonych i że z każdego 
punktu rzeczywistego n wychodzą n do.niej dwie 
styczne urojone sprzężone 

f układzie biegunowym niejednostajnym . i s t ­
nieją punkty i styczne stożkowej zarówno rze­
czywiste ; jak urojone.i dowiedziemy ze pun­
któw i stycznych rzeczywistych jest nieskończe -
nie wiele , Ni achaj będzie w danym układzie 
biegunowym punkt ó © t który leży na włas­
nej swej biegunowej' S 0 /Bys. 3CC/ ; może te 
hyc* np, punkt podwójny hyperholicznej inwolucji 
biegunowej na jednym z boków trójkąta biegano -_ 
wego , .T7eźmy na prostej S» dowolny punki 

Ąx x Jefe° biegunowa <xz przechodzić* musi 
przez punkt <Sa | w nirej rzeczy wiemy 4, że 
jeżeli bie/^newe. pvektu S« / t . j # prosta / 



J5to& 

przefoliodzi przez punkt /} 2 » te nawzajem, bie­
gunowa punktu 

/ ? i / t . j . 
prosta , 
przechodzi . 
przez punkt 

151/ • Pun­
kty /f a I 

&o są 
zatem spraę-
zona gdyż 
biegunowa 
jednego/ /?x / 
przechodzi 
przez dru-

; g i . / 5 o . / . 

1? ten sposób 
Bys. 300., 

inwolucja biegunowa na prostsj 5 0 jest pa­
raboliczna •* wszystkie • bowiem punkty prostej 

3V są Siprajżoiio z jednym jedynym punktem 
. v5 0 ; który je3t punktem podwójnym tej i n -

woluoji , zresztą jedynym . 
;Inaczej t>ly rzeczy mają z p r o s t ą C t 2 

i 



Sie przechodal ona przez własny biegun 4 / in* , 
wolucja biegunowa nie jest więo na niej para­
boliczna • Ponieważ zad ta inwolucja ma jeden 
punkt podwójny iS 0 V misi ona być hyper-
boliczna i mieó zatem jeszcze dru^i punkt po­
dwójny Sx m Punkt ten jest sprzężony s.am 
ze sobą : t.»j. leży na własnej biegunowej s 
która zresztą musi przejść przez fi x < g$yz 

j ej biegun Sx f leży na biegunomj punktu 
Ali « t*|> na prostej <x2 , Jeżeli na 

prost aj S. obieramy inny punkt /l% , któ­
rego biegunowa d Ł przechodzi zatem znowu 
przea S0 ,' to na prostej <xt znajdziemy 
jak poprzednio j,' drugi punkt podwójny S% 

który jest sprzężony z samym sobą ~ t • 3« leży 
na własnej swej bieganowej u przechodzą­
cej przoz /}^ . Tt ten sposób w danym x.de-
jednostajnym układzie biegunowym każdomu punkto~ 
wi fliy. prostej $0 sprzężonej samej ze sobą 
podporządkowany • być* może. punkt • sprzężony 
sam sa. sobą-s t*j« leżący na własnej biegunowej 

Sn. , Położenie punktu SK i prostej • 
leży zate*A wyłącznie od położenia punktu ^ n a 
prostej 5o , 



I 
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Jeżeli sobie Udy pemyjilimy ? że pewien 
punkt zmienny fi poprzez punkty fi-x y T 
/Tj , _ _/}tf porusza się w sposób cią­

gły po prostej S0 , "opisując" tę prostą, to punkt J 
zmienny S poruszać* się będzie poprzez punkty Sx 

$z_ ? Ss i również w sposób ciągły? 
"opisujac" stcżkowa rzeczywistą . Jednocz eonie zaś 
prosta zmienna 5 , poruszając się w spos^ ciągły 
pop.'zez preste x<51 , sŁ ; $} , $^ .... "powłóczyó" 
będzie tę samą stożkową „ Stożkowa rzeczywista jest 
Miejscem geometrycznem" opisującego ją punktu i za­

razem "obwiednią" powłóczącej ją prostej , Gdy punkt 
zmienny Ą ; opisując prostą SQ , przeszedłszy 
przez j e j punkt niewłas*ciwy,pewróci z przeciwnej stre 
ny de punktu Jła , to i punkt zmienny 6 opisując 
stożkową powróci do punktu * Stożkowa rzeczywista 
•jest przeto krzywa zamknięta • 

| fffo Stożkowe zwyrodniałe . ff §151 określi­
liśmy układ biegunowy zapomocą trójkąta biegunowego 
fit /jx,fi$ i biegunowej h punktu jakiegokolwiek 3 

z tom zastrzeżeniem? że punkt & nie leży na żadnym 
z boków f a prosta S nie przechodzi przez żaden 
z .wierzchołków trójkąta Azrfz^}' Odra odmy teraz 
te zastrzelenia , 
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s Irzypuścmy najpierw,* że biegunowa i> punktu jakie­
gokolwiek 3 przechodzi przez jeden s wierzchołków trój­
kąta b i eguhowogo;nn .rzez A^/Hyn. 301/, Jest oc żywi s tern? 

że inwolucja biegunowa 
aa bokach o t ^ i <x3 bę­
dzie paraboliczna,na 
trzecim zaś beku 
albo hyperboliozna a l ­
bo eliptycznacW każdym 
przypadki! biegunowa do­
wolnego punktu może 
być wyznaczona i przej- • 
dsie przez punkt Aj ; 

natomiast biegun dowol­
nej prostej fn. jest nie oznaczony; może to byó mianowicifi 
dowolny punkt leżący na biegunowej punktu CLX/T\ .-Jeże­
l i inwolucja Meguncwa na prostej <XX ~ a więc i dokoła 
punktu flz jest kypeiboliczna^to wszystkie punkty leżące 
na prostych podwójnych tej inwolucji sa saniosprzężonejte 
dwie proste l> i J i wszystkie punkty nich leżące 
stanowią zatem stożkowa rzeczywistą /RysK3Cł/,Jeżeli in­
wolucja biegunowa1 na prostej Q x i dokoła punktu A2 jest 
eliptyczna,"to i wtedy urojone punkty^leAace na urojonych 
prostych podwójnych tej inwolucji są saaiosprzężone; te 
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dwie urojone proste sanosprzężone oraz wszystkie na nich 
leżąc3 punkty stanowią zatem stożkowa uroleną/której jed­
nym punktem rzeczywistym jest A % . 

Dwie proste rzeczywiste i dwio proste urojone sprzężo; 
ne są krzywa dru/?ief:o rzędu /be każda prosta rzeczywista 
przecina ją w dwóch punktach/ i k l r s y zerowej /ho z dowol­
nego punktu nie nożna do niej wyprowadzić żadnej stycznej/c 

Przypuśćmy następnie/-że biegun & jakiejkolwiek da­
nej prostej i leży na jednym z boków trójkąta biegunowe-
goynp.na CL2 /Pys.302/; jost oczywistem;że inwolucja biegu­

nowa na bokach i 
będzie parabolicas 

na, na trzecim za? bo­
ku <X2 alb© hyperbo-

. l i c z n a j t l b o eliptycz­
na. W każdym przypad­
ku biegun dowolnej 
prostej hn. może być 
wyznaczony i leży za-

Bys#302, wsze na CL2 ; natomisss 
biet'?unoY/a dowolnego punktu rf jest nieoznaczona; noże to 
być rdancY/icie dowolna przechodząca przez biegun 
prostej AXM * Jeżeli inwolucja biegunowa na prostej <XŹ 

jest hyperb o liczna, to wszystkie pr-rjto. orzec hodząoe przoż 



$ftnkty podwójne fri&j irwólttcji są mR^sprzcżone,te dwa pun­
kty / i </ orf z wszysl&ire prosto przez nic przechodzące 
stanowi^ zatem • ctożfowa r zr^ywlaf /Hys,302/,Jeżeli inwo-
Incja biegunowa na prostej Ct2 jest eliptyczna,;to i wtedy 
urojone proste;.przec >Izę• • o prsez urojono punkty podwoja', 
tej inwolucji są san,ozprzę*ono ; to dwa urojone ^rr-kty 
sprzężone i wszystka- przez nie przechodzące proste stano­
wią zatem stożkowe oroiona, której jodyną styczną rzeczjv;i-
Stą jest CLX , 

Dwa punkty rzeczywiste i dara punkty urojone sprzężone 
3;ą krzywa drugiej k^asy /bo z tezdego punktu rzeczywistego 
wychodzą do niej dwie styczne/ i rzędu zerowego /bo dowol­
na prosta jej nie przecina/ , 

L i s g * Szóste, zo^if.trzne.;,eIocgłtf i Prosta,na 
której układ biegunowy inrysnacze inwolucję eliptyczną, na~ 
żywa r}.% zę^etrzna względem st^żkewej togo układu * Pro­
sta zewnętrzna "przecina" zatom stożkową w dwóch punktach 
urojoryci: e p r z $ o h , a i a j • owi..:ie w punktach podwójnych i n -
wol>v. j i <J.iy'.yjzr.ejawyznaczonej przez układ biegunowy na 
•ej prostej., fzględam &t©;! -owych urojonych wszystkie pro-
sto są zeraięir^ae * 

Prości, na której in?; o łucja biegunowa jest hyperbo-
Uozną, zszywa się siec zna .tożfcowej tego układu . 

Każda sieczna ''przecina'1 stożkową w Iwóeh punktach 



rzcczjTristyeh^mianowicia w punktach podwójnych inwolucji 
biegunowej . 

Prosta, na której inwolucja biegunowa jest parabo­
liczna, jest styczna do stożkowej /§ 156/. Ha stycznej leży 
jeden jedyny punkt samosprzężoayyktóry jest jej biegunem 
i nazywa się punktem zetknięcia teł stycznej ze stpłkowa. 
Wszystkie inne proste, przechodzące przez punkt zetknię­
c i a , są sieczne, bo gdyby przezeń przechodziła prosta 
zewnętrzna;' to nie mógłby na niej leżeć* punkt rzeczywi­
sty stożkowej . 

Jeżeli inwolucję parabeliczną uważaó będziemy za 
przypadek "graniczny" inwolucji hyperbolicznej," to Możemy 
powiedziedy że styczna ma ze stożkową dwa punkty wspólne, 
które zostały "zjednoczone** w punkcie zetknięcia . Stycz­
ną do stożkowej w danym j e j punkcie S0 /Rys.300/ możemy 
przeto uważaó za granicę siecznej przez ten punkt przeoho-
dzącej? gdy drugi jej punkt przecięcia ze stożkową nie-
egraniczenie zbliża się do punktu So . 

Ijgjg. Î rty-,wewnętrzne y punfrty zęwnetrgne j, pun­
kty leżące na stożkowej .- Punkt;' dokoła którego układ 
biegunowy wyznacza inwolucję eliptyczna;* nazywa się wew­
nętrznym względem stożkowej tog* układa. Z punktu wownętrz 
nege wychodzą do stożkowej dwie styczne urojone sprzężona,, 
mianowicie proste podwójne inwolucji eliptycznej, wyzna-



ezcnoj przez układ biegunowy dokoła tego punktu 0 Wzglę­
dem stożkowych urojonych wszystkie punkty ca.wewnętrzne. 

Punkt';" dokoła którego inwolucja biegunowa jest hyper-
kćliózma.' nazywa siu. gewnetrzn.wia względem stożkowej tego 
układu. Z punktu zewnętrznego można do stożkowej wyprowa­
dzić dwie styczne rzeczywiste; są to proste podwójne inwo-
l u o j i 1iyperboliczneJvwyznaczonej dokona tego punktu przez 
układ biegunowy, 

0 punkcie;^©koła którego inwolucja biegunowa jest pa­
raboliczna, mówimy? że loży na stożkowej , Przez tak i 
punkt przechodzi jedna jedyna prosta sajŁOSpracżona; która 
jest jego biegunowa i nazywa się styczna do stożkowej w 
tym Bffite&e •. Wszystkie inne punkty leżące na stycznej są 
zeznętrzne, bo gdyby leżał na niej punkt wewnętrzny; te 
nie mogłaby przezeń przechodzić* żadna styczna rzeczywista. 

Jeżeli inwolucję paraboliczną uważaó będziercy za 

przypadek "graniczny7* inwolucji hyperbc licznej," to możemy 
powiedzieć; że z punktu leżącego m stożkowej wychodzą do 
niej styczne "zjednoczone"* Punkt zetknięcia stożkowej z 

daną prostą $o /Rys«300/ możemy przeto uważać za granicę 
punktu zewnętnnegt>7 na tej prostej leżącego,"" gdy druga 
styczna^ z tego punktu do stożkowej wychodząca, nieogra­
niczenie zbliża się do stycznej $V , 

Jeżeli 7, punktu zewnętrznego r f wyprowadzimy 



do stożkowaj dwie styczne* »J i 5. > to prosta /n. ; 

która łączy r/^ktyzo'! icoia. «S i «S /Ry~. 2CG/ 
jest bieguno*,;. pimktu M 1 samej rzeczy;- biegunowi 

punktu przecię­
c i /V dwóch 
prco byOJ 5 

setlcaięoia 
Hys. 303. i O gayż 

biogn* prostej TTL , jost c?z&Aj:im biegowych dwóch 
punktów toj prostej . Punkty podwfjue inwolucji biegunom 
woj na prostej Th. są. przeto punktami zetknięcia stożko­
wej ze stycznemi^wyprowadzoriori do niej z bieguna proste 
/ru i nawzajem,proste podwójna inwolucji biegunowej 
dokoła punktu/ty są styesaemi do stożkowej w punktach 
pizccięcia jej prwez biegunową punktu At • . 
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Jeżeli stożkowa j e s t r z e c z y w i s t a , t o biegunowa 
•punktu zewnętrznego j e s t s i e c z n a . a biegunowa punktu 
wewnętrznego j e s t prostą zewnętrzną.co wynika stąd, 
że i n w o l u c j a biegunowa na p r o s t e j rrt j e s t w perspekty-

{% 155).Ponieważ układ biegunowy j e s t wtedy n i e j e d n o 
s t a j n y , więc w każdym trójkącie biegunowym na dwóch 
bokach i n w o l u c j a biegunowa j e s t h y p e r b o l i c z n a , a na 
t r z e c i m e l i p t y c z n a , t . j . dwa b o k i są si e c z n e m i , a t r z e 
c i prostą zewnętrzną,skąd wynika, ze w każdym trój-. 
k a c i e biegunowym stożkowej r z e c z y w i s t e j dwa w i e r z ­
chołki są zewnętrzne, a t r z e c i j e s t wewnętrznym 
punktem t e j stożkowej. 

Każda p r o s t a , •przechodząca przez punkt wewnętrz­
ny stożkowej r z e c z y w i s t e j j e s t sieczną.W samej r z e ­
czy, utwórzmy trójkąt biegunowy,którego bokami n i e ­
chaj będą: p r o s t a "Jo ,przechodząca przez dany punkt 

wnętrzną,więc oba pozostałe boki^O i W m u s z ą być* 
s i e c z n e s i . 

wie z i n w o l u c j a biegunową dokoła bieguna p r o s t e j W 

W podobny sposób można okazać,że każdy pu n k t . l e 

"EOMETRJA JYKRSSLNA. N. 8.§. Arkusz 27-mya 



żacy aa proste;] zewnętrznej wzglądem stożkowej rzeczy.-

w i s t e i j e s t zewnętrzny, 

. Natomiast proste wychodząc z punktu zewnętrznego 

mogą hyc sieczne.styczne lub zewnętrzne: punkty leżą­

ce na sie c z n e j mogą być wewnętrzne.zewnętrzne,lub le­

żeć na stożkowej. 
Wszystkie proste„przechodzące przez punkt stożko­

wej ,są siecznemi z wyjątkiem stycznej (§ 156)jwszyst-
kie punkty stycznej; i wyjątkiem punktu zetknięcia,są 
zewnętrzne, bo ich biegunowo są siecznemi. 

§ 161. Me t oda b i e grano wy c a r " wzaj ema^h. Zasada dwo­
istości w geometrji p łaskie j polega,jak wiadomo (§124 
na tern,że jeżeli prawdziwa j e s t pewne rzutowe twier- i 
dzenie geometrji p ł a sk ie j , to musi być prawdziwe pew­
ne inne twierdzenie „otrzymane przez zamianę, w tamtem 
twierdzeniu pojęcia:"punkt" pojęciem •"'prosta" i nawz*' 
jem pojęcia "prosta" pojęciem "punkt". Układ bieguno' 
wy p l a s k i pozwala urzeczywistnić zasado dwoistości, 
t . j , wyk r e £ 1 i ć* f i gurę, k t ora j ej s t w za j emna w z g l ę d en 
danej f i g u r y p i e s k i e j , a to pras?, zamianę każdego 
punktu na jego biegunową i każdej prostej na je j bio" 
gun,przez co każcy punkt i prosta do s i e b i e należące 
zostaną zastąpione przez biegunową i biegun również 
do siebie należące. Dwie f i g u r / w t* :• > »osćb sobie 
wzajemnie pcdlporipakowane nazywamy hi-:? rt-;-noi-o ^ a i i c j K 



nemi. Istnieją prżytem figury,np. trójkąty biegunowe, 
które przystają do własnych swych f i g u r biegunowych. 
Bo t a k i c h należy przedewszystkiem stożkowa danego ukła­
du biegunowego. Jeżeli przete odnajdziemy jakąkolwiek 
rzutową własność stożkowej, to stosując biegunowość*, 
która posłużyła do określenia t e j stożkowej, otrzyma­
my pewną inną własność rzutową t e j samej stożkowej. 
(W ten sposób zostało nap.odkryte twierdzenie B r i a n -
chona). Metoda biegunowych wzajemnych niema bezpośred­
niego zastosowania do miarowych własności f i g u r (rów­
ność odcinków,kątów i pól, prostopadłość i równoleg­
łość prostych i wogóle te własności, które zależą od 
elementów niewłaściwych i od i n w o l u c j i prostokątnej). 

162. Trzy rodzaje stożkowych.- Stożkowa nazywa 
hyperbola. e l i p s a lub parabola, zależnie od tego, 

czy inwolucja biegunowa na pro s t e j niewłaściwej j e s t 
ayperboliczna,eliptyczna lub paraboliczna, t . j . zależ­
nie od tego, czy prosta niewłaściwa j e s t sieczną,prostą 
zewnętrzną lub styczną. Wszystkie stożkowe urojone (a 
*i%c i dwie proste urojone sprzężone) są e l i p s a m i ; 
dwie proste rzeczywiste należy zaliczyć do rodzaju 
* hyperbola jeżeli te proste przecinają się w punk­
cie właściwym; do rodzaju " parabola ", jeżeli są 
równoległe lub zjednoczone. Dla dwóch punktów rzeczywi­
stych lub urojonych sprzężonych, które są krzywą rzę-
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du zerowego, w t e j k l a s y f i k a c j i niema miejsea.albd 1 

wiem prosta niewłaściwa t e j stożkowej nie przecina. 
§ 163. Środek.średnica.symptomy. Biegun pros­

t e j niewłaściwej nazywa się środkiem stożkowej, a 
biegunowa każdego punktu niewłaściwego nazywa się 
średnicą. Wszystkie średnice stokowej przechodzą 
przez j e j środek, albowiem bieguny średnie leżą na 
biegunowej środka t . j , na prostej niewłaściwej. 

Środek stożkowej j e s t punktem zewnętrznym w 
hyperboli (bo jego biegunowa j e s t sieczną),we­
wnętrznym w e l i p s i e (bo jego biegunowa j e s t prostą 
zewnętrzną). W p a r a b o l i środek j e s t punktem zetkng 
eia, stożkowej z prostą niewłaściwą (bo jego biegu­
nowa^ t , j . p r o s t a niewłaściwa j e s t styczną do stoż- , 
kowej). Środek więc j e s t punktem właściwym w hy­
p e r b o l i i e l i p s i e , - niewłaściwym w p a r a b o l i . 
Wszystkie średnice p a r a b o l i są równoległe. 

Inwolueja śrićaic sprzężonych,t,j. inwolucja 
• • 

biegunowa dokoła środka j e s t w perspektywie z inwo 
łucją biegunową m p r o s t e j niewłaściwej, (§165),a 
więc j e s t ona hype-rboliczną w hyperboli,eliptyczną 
w e l i p s i e . P r o s t e podwójne i n w o l u c j i średnic sprzę­
żonych nazywają się asymptotami;są ono rzeczywiste, 
odrębne i właściwe w hype r b o l i , r z e c z y w i s t a , zjedno­
czono i niewłaściwe w paraboli,urojone sprzężono 
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w e l i p s i e . Z określenia tego wynika,że asymptoay są 
to styczne do stożkowej,wyprowadzone z j e j Środka; 
punkty zetknięcia są to punkty przecięcia biegunowej 
środka,t.j. prostej niewłaściwej,ze stożkową (§ 160). 
Moglibyśmy więc określić* asymptody, jako styczne do 
stożkowej w punktach, w których-stożkowa t a j e s t prze­
cięta przez prostą niewłaściwą. Punkty te nazywamy 
kierunkami asymptotycznemi. 

W hyperboli asymptoty przegradzają harmonicznie 
każdą parę średnic sprzężonych (§ 144). Powiadam,że 
z dwóch średnie sprzężonych hyperboli jedna j e a t 
sieczna.a druga prosta zewnętrzną. W samej r z e c z y , 
dwie średnice sprzężone wraz z prostą niewłaściwą 
tworzą trójkąt biegunowy; otóż wiadomo,te jeden z bo­
ków każdego trójkąta biegunowego zawsze j e s t prostą 
zewnętrzną,a dwa są siecznemi (5 159).Ponieważ p r o s t a 
niewłaściwa j e s t względem hyperboli sieczną, więc z 
dwóch pozostałych boków jeden musi byś sieezną, a 
d r u g i prostą zewnętrzną. 

Ponieważ środek e l i p s y j e s t punktem wewnętrznym, 
więc wszystkie średnice e l i p s y są wieczneml. 

Odcinek siecznej,zawarty między punktami przecię­
c i a j e j ze stożkową, nazywamy cięciwa stożkowe;, Jeże­
l i n i e z a c h o d z i obawa dwuznaczności1, tó'ł*ięciw$ p r z e -
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chodzącą przez środek,!.j.leżącą na średnicy,również 
nazywamy średnicą. Lepiej wszakże nazywać ją cięciwą 
środkową, 

§ ^64. Własności harmoniczne "biegana i biegunowej,!. 
Niechaj "będzie punkt M ,nieleżący na stożkowej,! j e ­
go biegunowa m (Rys.304). Przez punkt JI4 poprowadźmy 

jakąkolwiek siecS' 
ną 71 ; i n w o l u c j i 
biegunowa na t e j 
prostej j e s t hy-
perooiiczna 

( § 1 5 9 ) 

a punkty podwójne 
t e j i n w o l u c j i Ą ' 

i 5 są to punk" 
ty przecięcia 
siec z n e j 71 ze 
stożkową; otóż; 

; wiemy (§ 144), *• 
punkty podwójne i n w o l u c j i hyperbolicznej przegradzają 
harmonicznie każdą parę punktów sprzężonych. Jedną z 
ta k i c h par stanowią, punkty z których p i e r w 
szy j e s t biegunem, a drugi leży na jego rbiegunowej. 
Stąd twierdzenie: 

Biegunowa j e s t miejscem geometrycznem punktów 
eP..T31żonJc}iwhormoniczjD:ie z biegunem względem punktpjg 



w których sieczne wychodzące z bieguna przecinają stoż­
kową. 

(Stosując do tego twierdzenia zasadę dwoistości 
znajdziemy twierdzenie wzajemne. 

Biegun j e s t punktem spotkania prostych sprzężonych 
harmonicznie z bie. • mnową względem stycznych, wyprowa­
dzonych do stożkowej z punktów zewnętrznych biegunowej), 

Jeżeli więc z .danego punktu poprowadzimy dwie 
jakiekolwiek sieczne 7$ , *\ i na każdej z ni c h wyzna­
czymy punkt rzężony harmonie anie z punktem 
względem punktów których ta wieczna prze­
ci n a stożkową, to prosta będzie biegunową TYL 
punktu M . Jeżeli punkt M j e s t zewnętrzny, to jego 
biegunowa rn przecina stożkową w punktach S , S , 

które są punktami zetknięcia stycznych s , S , wy­
prowadzonych do stożkowej z bieguna fi? (Rys.303). 

Jeżeli punkt M j e s t punktem niewłaściwym (Rys. 
"305), to jego biegunowa j e s t średnicą, sieczne wycho­
dzące z punktu /Pf °°są równoległe; punkty A/ , A/ 

sprzężone harmonicznie z punktem są środkami cię­
ciw AB . AB....> 

Środki cięciw równoległych leżą na średnicy.. 
Cięciwy te są sprzężone ze średnicą, bo przecho-



2$ys. 30f>. 

daą przez biegun 
średniej, który 
j e s t kierunkiem 
tych eięeiw. 

iaz d a średnica 
d z i e l i cięciwy z 
n i e sprzężone na 

Stąd wynika,że 
kręta średnica j e s t 
d l a stożkowej osią 
sy m e t r j i (wogóle 
ukośnej. , 

Wśród cięciw sprzężonych z daną średnicą znajdu­
je się także średniea. Ponieważ każde dwie średnice 
przecinają się w środku stożkowej, więe 

Środek stożkowej d z i e l i każdą cięciwę środkowa 
na połowy.Jest to zatem środek s y m e t r j i stożkowej. 

Dwie średniee sprzężone mają • tę własnoeś.źe każ­
da z nich d z i e l i cięciwy równoległe do dr u g i e j na 
połowy. 

Styczne w końcach średnicy sa równoległe do cię-
c i w. z .nią sprzężonych* iftpierając się na t e j o s t a t n i e j 
własności,wyznaczyć można punkt zetknięcia na s t y c z -
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nej• poprowadzonej do wykreślonej stożkowej.Jest to 
punkt.w którym tę styezną przecina prosta łąeząoa 
środki dwóch jakichkolwiek eięeiw do stycznej równo­
ległych. 

| 165. Rozpoznanie rodzaju stożkowej według j e j 
vłuku. Opierają® się na powyższych własnościath,można 
rozstrzygnąć,czy dany wykreślony łuk stożkowej nale­
ży do e l i p s y f h y p e r b o l i lub p a r a b o l i (Rys.306). Popro­

wadźmy dowolną tięciwę 
S, danego łuku 

wykreślmy w j e j korfcaeh 
•S, i S\ styczne St i 

; punkt przecięcia 
Af tych stycznych po- • 
łączmy ze środkiem A/ 
cięciwy S< SĄ, ;prosta 

, MM będzie średni­
cą stożkowej. Jeżeli 
l i t e r a Ał oznaezy punkt 

w którym średnice MM przecina dany łuk,to mogą 
zajśś t r z y przypadki: 1/ punkt /} j e s t bliżej punktu 

/y t niż punktu /t/f , 2/ punkt Af j e s t bliżej 
punktu Al , niż punktu A/ i 3/ punkt /ł leży w środ­
ku odcinka. .Ponieważ punkty są sprzężone 
harmonicznie względem punktów, w których średnica 

By*. 306 



M/y przecina stożkową,więe w I przypadku drugi z 
tych punktów jD oraz środek odcinka 0 środek 
stożkowej O , leży po przeciwnej s t r o n i e punktu/7 
niż punkt zewnętrzny $ ; a więc środek O j e s t punk­
tem wewnętrznym; stożkowa j e s t elipsą;w drugim przy­
padku punkt B orez środek Q odeinka /PBleżj po 
t e j samej s t r o n i e punktu /f , co punkt f a wi^c 
środek O jest punktem zewnętrznym;stożkowa j e s t hy-
perbolą;wreszcie w trzecim przypadku punkt oraz 
środek O odcinka /}J3 j e s t punktem niewłaściwym; 
stożkowa j e s t parabolą. 

§ 166. Osie i wierzchołki. Średnica prostopadła 
do prostych z nią sprzężonych nazywa aię c a i s ; j e s t to 
więc d l a stożkowej oś symetrji prostokątnej.! e l i p s i 6 

i h yperboli osią j e s t każda z dwóch średnic sprzężo­
nych wzajemnie prostopadłych; może i c h być* albo dwie, 
albo nieskończenie wiele.W samej rzeczy,widzieliśmy 
(§ 151),że w i n w o l u c j i dokoła punktu albo wszystkie 
pary prostych sprzężonych są prostokątne,albo t y l k o 
jedna .Osie e l i p s y i h y p e r b c l i mogą być* wykreślone, 
jeżeli dane są dwie pary średnic sprzężonych,W szcz^' 
gólności osie hyperboli są dwusieczńemi kątów porni?," 
dzy asymptotami. 

Punkty,w których oś przecina stożkową„nazywamy 



j e j wierzchołkami. Gdy nie zachodzi obawa dwuznacz­
ności,to odcinek o s i zawarty pomiędzy rzeczywistemi' 
wierzchołkami nazywamy również osią,lepiej wszakże 
nazywać ten odcinek cięciwą osiową. W e l i p s i e każda-
średnica,a więc i każda oś,przecina stożkową w punk­
tach rzeczywistych;eiipsa posiada zatem 4 wierzchoł­
k i rzeczywiste;większa z cipciw osiowych nazywa się 
wielka.mniejsza małą 03ią e l i p s y . W hyperboli jedna 
t y l k o oś,zwana główną,przecina stożkową w punktach 
rzeczywistych,hyperbola posiada zatem wierzchołki 
rzeczywiste i dwa urojone sprzężono.Parabola posia­
da jedną tyl k o oś właściwą i jeden właściwy wierzcho 
łek; zaś drugą oś należy uważać prostą niewłaściwą, 
która j e s t średnicą sprzężoną z osią właściwą. 

§ 167. Koło jako stożkowa. Okażemy teraz,że e l i t 
sa,w której inwolucja biegunowa dokoła środka jes t 
prostokątna,jest kołem. Niech będą dwoma 
punktami t a k i e j e l i p s y , średnica prostopadła do cię­
ciwy j e s t z nią sprzężona, a więc ją d z i e l i na 
połowy. Trójkąt (Rys.307) j e s t równoramien-
ny,gdyź jego wysokość jest zarazem środkową,skąd wy­
nika OJ? - OWszystkie punkty t e j e l i p s y są za­
tem jednakowo odległe od środka;elipsa ta j e s t więc 
kołem.Każde dwie średnice wzajemnie prostopadłe są 
sprzężone;kaźda średnica koła ^est jego osią,każdy 
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punkt koła j e s t jego wierz­
chołkiem. 

Proste podwójne inwolu­
c j i średnic sprzężonych t . j . 
urojone symptoty koła są pros-
temi jednorodnemi ( § 146). 

Jfcy-S^OT. Wszystkie koła leżące w je d ­
nej płaszczyźnie przechodzą 
przez punkty kołowe t e j płasz-v 

czyzny (§ 146); koło może być określone rzutowo, j a ­
ko stożkowa przecbodzaca przez punkty kołowe. 

Pod określenie "kół" podpadają przeto również te 
wszystkie stożkowe urojone,w których inwolucja doko-1 
ła środka j e s t peostokątna,przechodzą one bowiem rów* 
nież przez punkty kołowe. Mogą one być określone np. 
przez trójkąt biegunowy Ofl^Ą00 (Rys.308),któ­
rego jeden bok flt /f^ j e s t prostą niewłaściwą, a 
dwa inne są wzajemnie prostopadłe, oraz przez biegun 

/S i biegunową h prostopadłą do OS t l e c z nie 
przenikającą do ćwiartki, w której leży punkt jB 

Proste jednorodne należy uważać za koło zwyrodniałe. 
§ 168. Hyperbola równoboczna. Hyperbola,w którejś 

inwolucja średnic sprzężonych j e s t symetryczna (§154) 
nazywa się równoboczną; j e j asymptoty są dwusiecz-
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nemi kątów dwóch j a ­
kichkolwiek średnic 
sprzężonych, e więc 
są wzajemnie prosto­
padłe (Rys.309); j e j 
o s i e , jak w każdej 
zresztą hyperboli,są 
dwusiecznemi kątów 
między asymptotami. 
Eyperbola równobocz­
na j e s t stożkową z 
wielu względów analo­
giczną do koła. 

§ 149. Czworokąt 
zupełny wpisany w 
stożkowa i czworobok 
zupełny opisany na 
stożkowej. Hiechaj 

wierifcCuołki czworokąta zupełnege f}t 3, leżą 
na stożkowej (Bys.310). Połączmy punkty przekątne 
M P . Powiadam,4e trójkąta/f/5 jest b i e ­
gunowy. 

W samej rzeczy,każdy bok tego trójkąta j e s t bie_ 
gunową przeciwległego wierzchołka.Okażemy np.że bok 
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NP 
j e s t biegu­
nową wierz­
chołka M 

W tym ce l u 
wystarczy 
dowieść, że 
punkt 
j e s t sprzę­
żony harmo­
ni c z n i e z 
punktem M 

względem 
punktów /ft 

i > a punkt Mi względem^ i ^ Zauważmy czworo­
bok zupełny o bokach 
którego przekątnemi są , B,BZ i JVP w czwo­
roboku tym punkty przecięcia przekątnej 
kątnemi BtB^ i. /j/iP«ą sprzężone harmonicznie wzglę­
dem wierzchołków, leżących na $ (§ 130), t . j .punk-, 

przegradzsją harmonicznie punkty /łf i /f^ 

podobnież punkty przecięcia przekątnej B,B^ s prze-
kątnemi fyĄ i NP są sprzężone harmonicznie wzglę­
dem wierzchołków,leżących na ^ ^ , t . j . punkty 

%s.3t0. 
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Jl/ft przegradzają harmonicznie punktj £>t i Bj&.c/.ó. 

Tak więc mamy twierdzenie: 
Trójkąt,którego wierzchołkami są punkty przekąt­

ne czworokąta zupełnego.wpisanego w stożkową, j e s t 
I; rój katem biegunowym. 

Jeżeli jednym z trzech punktów przelotnych czwo­rokąta wpisanego j e s t środek stożkowej, to dtta pozo­
stałe punkty przekątne są kierunkami średnic sprzężo­
nych. Stąd wniosek: Ramiona kąta wpisanego opartego 
na średnicy stożkowej mają k i e r u n k i średnic sprzężo­
nych- (Rys.311).Na tem można oprzeć" wykreślenie pary 

średnic sprzężo­
nych jeżeli dana 

tt> j e s t np. jedna oś 
i jeden punkt 
stożkowej. 

Zupełnie tak 
samo moglibyśmy 
na zasadzie dwoi. 
s t o s c i dowieść 
twierdzenia wza­

jemnego, które brzmi: • 
_J_lrĵ kąt..__Jrtj.frer; o "bokami są przekątne czworoboku 

zupe1nego,oglisanęgo na stożkowej,jest trójkątem b i e -

http://__Jrtj.fr
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gunowym (Rys.312). 

/ / 

1 RyS.Ste. 

Jeżeli a trzech przekątnych czworoboku opisane­
go jedna j e s t prostą niewłaściwą.t.i.jeżeli czworo­
bok opisany .jest równoległoboklem.to dwie pozostałe 
przekątne są areanicaipi sprzężonemi (Rys.313). dfla 

tern polega sposób 
wykreślenia pary 
średnic sprzężonych 
j a k i e j k o l w i e k wykreś­
lonej stożkowej. 

bieguna i biegunowej 
względem wykreślnej^, 
stożkowej (np.wzglj-Rys. 315 



dem koła).- W zadaniach tych przypuścimy,że stożkowa 
jest wykreślona.t\ j»że możemy z należyta dokładnością 
bezpośrednio wyznaczyć punkty przecięcia j a k i e j k o l w i e k 
siecznej ze stożkową oraz poprowadzić z każdego punktu 
zewnętrznego do n i e j ohie styczne. &aiomiavst poprowa­
dzenie stycznej w danym punkcie wykreślonej stożkowej 
;ł wyznaczenie punktu zetknięcia danej stycznej z taką 
stożkową należą do zadań, których bezpośrednio z nale ­
żytą dokładnością rozwiązać nie umiemy. 

Niech będzie,rpunkt M (Rys.314), nie leżący na 
stożkowej; aby wykreślić jego biegunową, prowadzimy z 
niego dwie jakiekolwiek sieczne, które niechaj p r z e c i ­

nają stożkową w punktach 

fi, i Ą . B, iĄ 
W czworokącie zupełnym 
Ąfi^iffl punkt ^ j ^ » t ! 

jednał z punktów przekąt­
nych; łącząc 
oraz fftdji i /Zfc ̂ w yzna­
czymy dwa pozostałe punk­
ty przekątne N i P 

prosta ftP j e s t bieguno- • 
wą punktu M , gdyż każdy 

"ok trójkąta biegunowego j e s t biegunową prze-

&E0METRJA WYKRESLNA N.-86 Arkusz 28-my. 
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ciwległego mu wierzchołka 
Jeżeli punkt j e s t ze­
wnętrzny (Rys.315),to punk­
ty zetknięcia stycznych S 
i i z niego wyprowadzo­
nych są punktami, w których 
biegunowa punktu prze­
cina stożkową (§ 159). Wy­
kreślenie powyższe daje , 
przeto w tym przypadku roz~ 
wiązanie zadania: Wyzna­
czyć na danej stycznej J 
do wykreślonej stożkowej., > 
j e j punkt zetknięcia ź ta:. 
stożkową. ... \ . 

Niech będzie prosta 
(316), która nie j e s t 

styczną do stożkowej; aby 
wyznaczyć j e j biegun^ obie­
ramy na pr o s t e j ?7i dwa, 
punkty zewnętrzne i 
i prowadzimy z nich s.tycz— 

Ct«t l?}. fi czworoboku zupełnym a, i, dt &i 
*i c? 4" "% /a (ĄY\ fl r* o y* 5i G V r • tńych: łącząc wieraebół' 



M DT i ^ , ET i *Ć , otrzymamy dwie pozostałe przelot* 
ae ?-i i # ; ich punkt przecięcia jest biegunem - • ' 
prostej yn , gdyż każdy -wierzchołek trójkąta bieguno­
wego o bokach ~m , TL i P jest biegunem przeciwległe­
go mu boku. Jeżeli prosta J7t jest sieczną /Rys.317/£t'o 
styczne w p u n k t a c h przecięcia j e j ze stożkową S i /V.. 

przecinają się w 
biegunie p r o s t e j 
m/\ 159/. Wy­
kreślenie powyż­
sze daje przeto w 
tym przypadku roz­
wiązanie zadania: 
W danym punkcie S 

wykreślonej stożko­
wej wykreślić do _ 
n i e j styczna. 

§ 171, Twierdzenie. Stożkowa j e s t wyznaczona przez 
ty i styczna w jednym z n i c h - albo przez 

4_ swoje styczne i punkt zetknięcia na jednej z n i c h . 
swoje par 1 

Niechaj be ędą 4 punkty // / 0 f C , i £>/&JB . 

3 1 8 - V z których każde 3 nie leżą na jednej r^™*^. * 
prosta ct przechodząca przez punkt /7 .Trójkąt prze-



. 1 3 4 

Rys. 318. 

kątny ^ A ^ c z w o r o -
kąta zupełnego ff&CD 

wraz z punktem /} i 
styczną OL wyznacza 
układ biegunowy, dla 
którego ten trójkąt 
j e s t trójkątem biegu­
nowym, a prosta (X 
j e z t biegunową punktu 

fl , Stiżkowa tego 
układu musi przejść 
oczywiście przez punkt 

/J i być styczną do p r o s t r j CL /§ 156/,ale będzie 
ona przechodziła także przez punkty B .C i P .któ­
re eą sprzężone harmonicznie z punktem względem 
punktów M i Ąt /V i Ą , P i Pf , a więc są 
punktami podwójnemi i n w o l u c j i biegunowych na prostych 
AB, ĄC i #0 

\ 172. Stożkowa r z e c z y w i s t a , j a k o r z u t koła. Po­
nieważ określenie stożkowych, podane w § 156 j e s t r z j i 
towe, więc rzutem każdej stożkowej j e s t stożkowa,- W 
szczególności, rzutem koła .jest stożkowa. Dowiedźmy 
te r a z , że i nawzajem: każda stożkowa rzeczywista mozg. 
być uważana za rzut każdej innej stożkowej r z e c z y w i r 



. 4 
s t e j , - w szczególności ze rzut koła. W tym ce l u wy­
starczy dowieść,że każda stożkowa rzeczywista j e s t w 

k o l i n e a c j i z kołem. 
Niech bę­

dzie stożkowa 
k / Rys.319 /; 

w dowolnym j e j 
punkcie S po­
prowadźmy do 
n i e j styczną 3 
i wykreślmy j a ­
kąkolwiek inną 
stiżkową l u b 
koło s t y c z ­
ne do pr o s t e j 
S w tym samym 
punkcie s 

Na prostej J 

odbierzmy jeszcze 
3 punkty /f j 

B i C i po­
prowadźmy z nich 
styczne et, i 
bib 



.$9 stożkowej Jcf i do kola 4Z . Trójkąty Q,ś, C, i 
&Z-Aict a% trójkątami D^sargues^ą /gdyż i c h boki. prze­

cinają się parami na prostej £ / więc proste 
,łączące parani i c h wierzchołki,prze­

chodzą przez jeden punkt Q , Jeżeli, ten punkt uczy-" 
miny środkiem k o l i n e a c j i , prostą «5 j e j osią, a paak-
ty. i "z uważaó będziemy «a parę punktów odpowied-
arteh -w-, t e j k o l i n e a c j i , to ke-łu stycznemu do pros­
tych; <2_, ; y i ,5* i przechodzącemu przez punkt 

o&pjftrieadć* bęisie stonkowa styczna do prostych 
' Ct, Ą. &r C,i S i pezachodząca przez punkt J s . a | 
więc na zasadzie § 171 identyczna za stożkową 4̂ 

vz* I 175. Zastosowania - I. Zadanie, Wy kr e śl ii st oj-f' 
kowa . która sapowiada danemu kołu _ ^ w k g l i n e n ^ 
e^fc danej. Hozewy to zadanie wyrazie* np.w t e j formie: 
W?.krea*I-ic' r z u t Irodkgwy ko l a . leżącego w danej płaee-
czy śnie , - Wyznaczmy układ O środka rzutów; 
będzie to środek k o l i n e a c j i koła. Kf ,ze stożkową ^ 
3 będzie osią t e j k o l i n a a & c j i Qt jedną z o s i waa je«£ 
nych; wykreślsay drugą oś wzajemną ft /% 65/. Odróżni- ' 
my 3 przypadki. 

a/ Koło A'f przecina oś wzajemną T ; stożkowa > 
£ z przecina prostą niewłaściwą K ; jeat to więc hi­

perbola /Rys.320/.Stycznym S i t do koła Ą w punk-



4 1%Vf •€ J 
V r I 

/ Strata 

*ach przecięcia tego koła z osią 7; ,odpowiadają asymp-
*oty i t

t
 hyperboli /§ 163/;ich przecięciejest 

środkiem hyperboli;dwusieczne kątów pomiędzy asympto-* 
t*mi są o s i a m i ^ i ^ hyperboli /§ 166/; wyznaczmy 



wierzchołki //£ i "i h y p e r h o l i , t > j . przecięcia osi !? 
głównej Ct, z hyperbolą; będą im odpowiadały punkty/^ 
i /J' w których prosta Q/ przetnie koło Af .Aby wy­
znaczyć punkty hyperboli,leżące na którejkolwiek śre<i' 
niey Ct , kreślimy prostą odpowiednią C , znajduje*? 
punkty przecięcia t e j pr o s t e j s kołem ^ , i rzucamy 
te punkty fls ct z punktu P . Styczne do hyperboli 
we wszystkich wyznaczanych punktach odpowiadają styc^' 
nym do kc.łą ii punktach odpowiednich. 

b/ Koło A nie przecina e s i wZajemnej K : stoż­
kowa /r4 nie przecina prostej niewłaściwej ; jest 
to e l i n s a /V.rs.5Sl/.D*ow którymkolwiek średnicom sp:r2i 
ż o nym e 1 i p o y o d o o w :< o, dają biegunowe w zględem koła d w 
punktów sprzężonych pr o s t e j //.Aby więc wykreślić pa' 
rę frednic sprzężonych szukanej e l i p s y , obierzmy na 
pro s t e j / J dwa punkty którekolwiek X i Y-i .poprowaó^j 
my z nich styczne do koła; trójkąt przekątny czworob0 

ku zupełnego w ten sposób utworzonego będzie trójką­
tem biegunowym względem koła /§169/; jednym jego bokiel| 
j e s t prosta ; dwa inne niechaj przecinają koło w 
punktach JJ n Ą \ 3/ j$'f\ proste ^ i Bt B^ 

odpowiadające prostym i &,Bf "będą średnica*1* 
e l i p s y w tych punktach; na każdej innej średnicy e l i J 
sy znajdziemy dwa j e j punkty, kreśląc odpowiednią 
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O 

cięciwę koła i rzucając ją z punktu O na tę średnicę; 
styczne w dwóch końcach każdej średnicy są równoległe 
i odpowiadają stycznym do koła w końcach odpowiedniej 
cięciwy. 

c/ Kolo JT/ j e s t styczne do o s i wzajemnej # ; , 



440 -
stożkowa Mi j e s t styczna do pro s t e j niewłaściwej/; ; 
jest to. parabola /Rys.322/.Promień k o l i n e a c j i , rżą­
ca jacy punkt zetknięcia /fj koła J(t z osią wzajemną 
Ki ma kierunek średnic, a więc i o s i p a r a b o l i f a b y w£ 
kreślić oś p a r a b o l i wystarczy wyznaczyć j e j wierzcho­
łek. W tym c e l a kreślimy promień k o l i n e a c j i O/ff pro­
stopadły do ÓHt ; w punkcie fff zejdą się wszystkie 
sieczne koła, którym odpowiadają sieczne p a r a b o l i 



sprzężone z osią, a więc prostopadłe do ni e j ; w szcze 
gólności stycznej do koła z punktu / f ' odpowiada 
etyczna do paraboli w j e j wierzchołku,a punktowi ze­
tknięcia fi . z kołem odpowiada wierzchołek pa r a b o l i 

. Aby znaleśc parę punktów paraboli,które są sy­
metryczne względem j e j o s i , rzucamy ze środka, koline­
a c j i na odpowiednią sieczną p a r a b o l i punkty,w których 
s i e c z n a z punktu / f , wyprowadzona przecina kołe. 

I I . Jeżeli środek rzutów albo środek k o l i n e a c j i 
O stanie się. punktem niewłaściwym, t . j . jeżeli rzut 

stanie się równoległy,a k o l i n e a c j a powinowactwem,te 
eś wzajemne f) stanie się prostą niewłaściwą,tak, że 
każdej stożkowej iif odpowiada w tern powinowactwie 
stożkowa tego samego rodzaju: hyperboli hyperbola, 
e l i p s i e e l i p s a , p a r a b o l i parabola; w szczególności ko 
łu odpowiada zawsze e l i p s a /rzutem równoległym koła 
je s t e l i p s a / ; średnica koła przekształca się na śred­
nicę e l i p s y r środek koła na środek elipsy,średnice 
sprzcicite ko 1«, t . j . jakiekolwiek dwie jece średnice 
wzajemnie prostopadłe, na średnice sprzężone e l i p s y . 
Sa tem można oprzeć veślenie oaj elipsy.której d&-
jfo »ą dwie śreaniee swaężeąe i Dt O'/Przez j e ­
leń .;; końców ć[f- średnicy C/ /Rys.323/ prowadzimy 
"ostą 3 równoległą do średnicy Ą Ą'; będzie to 



styczna do e l i p s y w 
punkcie C /§ 164/. Na 
stępnie prowadzimy koło 
Km styczne do j * w punk­

c i e C o średnicy rów­
nej Dt Of; koło to 
będzie w powinowactwie 
z elipsą, przytem osią 
powinowactwa j e s t pro­
s t a S , a kierunek po­
winowactwa wyznaczony 
będzie przez dwa punkty 
odpowiednie w i /if^ 1 
Każdej parze średnic 
koła wzajemnie prosto­

padłych odpowiada para średnic sprzężonych el i p s y j a b y 
więc znaleśó jakiekolwiek dwie średnice sprzężone e l i ? 
sy, prowadzimy ze środka koła dwie proste wzajem­
nie prostopadłe i łączymy środek e l i p s y A^t ze ślada­
mi tych prostych na S . - Aby wyznaczyć o s i e e l i p s y , 
t . j . t a k i e średnice sprzężone, które byłyby wzajemnie 
prostopadłe, znajdziemy na >S punkt jednakowo od--s 

legły od flSj i Af^ , z tego punktu zakreślamy koło, 
przechodzące przez M, i AJti wyznaczymy punkty A i 
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B , w których to koło przecina prostą S ; prost© 
ri A ^At & s 1 osiami e l i p s y . Wierzchołki e l i p s y 
znajdziemy prowadząc przez koiJee A\ i średnie 
sprzężonych koła równoległe de zea odmie­
rzamy O/l/ - OĄ i OB/ ~0 8/ W r o z d z i a l e XVI 
poznamy prostszą jeszcze konstrukcję o s i e l i p s y . 

I I I , Przypuśćmy teraz, że osią powinowactwa koła 
z elipsą j e s t wielka oś e l i p s y /?t A^ ~£<X cRye . 324/ 

która j e s t sarasem 
średnicą koła A, 

Kierunek powinowactwa 
j e s t wtedy prosto­
padły do w i e l k i e j o s i 
a równoległy do aałej 
Bft^Zl ! ca-
cha powinowactwa /§ 
14$/ równa j e s t s t o ­
sunkowi _1_ 
Obrawszy punkt j a k i ­

kolwiek ^ n a kole Az ,znajdźmy edpewiadający mu 
punkt el i p e y A* » Jest to t a k i punkt prostej A^Q pro 
stopadłej **Ai Al ,fte Ą^T ~ PołączmyCOJ 

poprowadźmy ze środka O koła*yit o promieniu równym 
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małej półesiĄó^i wyznaczmy punkt Pf , w którym 
/jO przecina koła A „ Równoległa do //j^/?' z 

punktu P* wyznacza na H$ szukany punkt e l i p s y /"* 
Aby więc wykreślić pujakt j a k i k o l w i e k e l i p s y ; któ­
r e j osie $2,/ft i 2^^'są dane, zakreślamy na osiach 
koła A A. Af o wspólnym środka O ; wyprowadzamy ze 
środka dowolną prostą i z punktów przecięcia j e j z kol 
łami A.i £ prowadzimy równoległe do o s i $ ± i £?(B' 

. Punkt przecięcia tych dwóch prostych będzie punktem 
e l i p s y P . E l i p s a ta będzie w powinowactwie nietył-
ko z kołem A^ , ale i z kołem At \ osią tego drugiego 
powinowactwa j e s t mała oś e l i p s y kierunkiem 
powinowactwa - k i e r u n e k - w i e l k i e j ®ji /)% rfz'a cechą * 
powinowactwa stosunek -5 zs> fiŁ „, . Aby wykreślić" 
styczną A> do e l i p s y w punkcie /-^ , prowadzimy w 
punkcie styczną ^ do koła A± i punkt przecięci 
S t e j stycznej z osią /^/^'łączymy z p u n k t e m ; / 

albo prowadzimy w punkcie ff styczną h$ do kołacz' i 
punkt przecięcia [* t e j stycznej z osią 

aczy-
mv z punktom / . 

Z punktu poprowadźmy równoległąŁK do /^ć? i 
niechaj ta równoległa przetnie osie i Al^/}^ w 
punktach równoległoloków 
wynika, 2« PJ\/*OPt'<i i P/V~OP^5 \ tale, 

a 



że fit f i P są punktami, których wzajemne odleg­
łości na zmiennej prostej L są stałe, przytern punkt 
/Itf pozostaje zawsze na o s i BtBf[ punkt // na o s i 
//1 /J^'a purkt P na e l i p s i e , której półosie są 

Jeżeli wig.c odcinek ML porusza się, w ten spo­
sób, że p u n k t p o s u w a się, po prostej Tl , a punkt 
'N po prostopadłej do n i e j p r o s t e j 77? f to każdy inny 
punkt ff p r o s t e j zakreśla elipsę o osiach HpM 

i 2 P$l leż-3. ".ych na prostych 777 i ~fh . 
Na tern twierdzeniu opiera się konstrukcja t.zw, 

c y r k l a e l i p t y c z n e g o , t . j . narzędzia, służącego do kreś­
l e n i a e l i p s - o danych osiach. Prymitywnem takiem narzę­
dziem może być skrawek papieru, na którego prosto ob­
ciętej krawędzi odmierzono od c i n k i 

P/H-a i P^i 
Wykreśliwszy dwie proste wzajemnie prostopadłe, ukła­
damy skrawek w ten sposób, aby punkt leżał na jed­
nej z tych prostych, a N na d r u g i e j , wtedy P będzie 
punktem e l i p s y o osiach 

Zmieniając położe­
nie skrawka wyznaczymy dowolną ilość punktów e l i p s y . 

§ 174. Stożki drugiego stopnia.- Ogół prostych, 
rzucających punkty stożkowej /i z dowolnego punktu 
nie leżącego w j e j płaszczyźnie oraz ogół płaszczyzn 
rzucajscych styczne do t e j stożkowej z tego punktu pa 
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zywamy stożkiem drugiego stopnia. Stożkowa Ą nazywa 
s i $ kierownicą stożka; środek rzutów nazywa się grod­
kiem albo wierzchołkiem stożka;proste.rzucające z 
wierzchołka punkty kierownicy nazywają się tworzącemi 
stożka; wszystkie inne proste,wychodzące z wierzchołka 
nazywają się średnicami stożka;płaszczymy rzucające z 
wierzchołka styczne do kierownicy nazywają się pł.ągz-
czyznami styczneai do stożka; wszystkie inne płaszczy­
zny przechodzące przez wierzchołek nasywają się płasz­
czyznami średnicowemi stożka. Ha każdej płaszczyźnie 
stycznej leży j e j tworząca zetknięcia ze stożkiem; 
przez każdą tworzącą przechodzi j e j płaszczyzna s t y c z ­
na ze stożkiem. 

« Stożki drugiego stopnia są tern w geometrji wiązki, 
ozem są atożkowe w geometrji płaskiej. Odpowiadają one 
dwoiście stożkowym i mogą tak jak ono być określone 
zapomocą układu biegunowego wiązki,, t . j . takiego wza­
jemnego podporządkowania prostych i płaszczyzn, wycho­
dzących z jednego punktu, że pr o s t e j i płaszczyźnie 
do s i e b i e należącym podporządkowani są płaszczyzna i 
prosta również do s i e b i e należące /płaszczyzna biegu­
nowa prostej i prosta biegunowa płaszczyzny/.Układ t a ­
k i byłby wyznaczony przez trój ścian biegunowy OĄff%f}$ 

i płaszczyznę, biegunową Ol j a k i e j k o l w i e k p r o s t e j ' 
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ć)St * tern -zastrzeżeniem,żeby płaszcz 
nie przechodziła przez żadjią krawędź, a prosta OB 

nie leżałe na żadnej ścianie trćjścianu OJ]t ^^J}^ 

Takie niezależne od geometrji płaskiej określenie stoż 
ków drugiego stopniało i l e miałoby na c e l a własności 
rzutowe tych stożków,nie jest koniec zue,.gdyż wszyst-

tle własności odpowiadają dwoiście rzutowym własno­
ściom stożkowym. 

Każda płaszczyzna przechodząca przez wierzchołek 
stożka /płaszczyzna średnicowa/ przecina go według; 
dwóch tworzących:rzeczjwisty.ch,urojonycb lnb zjedno-
czonych,które rzucają rzeczywiste, urojone lub zj e d - . 
noczena punkty przecięcia kierownicy stożka przez ślad 
płaszczyzny si e c z n e j na płaszczyźnie kierownicy. Stąd 
wynika,że każda prosta /z wyjątkiem średnic/ p r z e b i j a ' 
steZek drugiego stopnia w dwóch punktach,raeczywie* . 
tych,Urojonych sprzężonych Jub zjednoczonych.Jeżeli 
bowiem przea daną prostą i wierzchołek stożka promft- ; 

dsimy płaszczyznę sSreanicową,to punkty p r z e b i c i a daną. 
prostą będą punktami,w których ta prosta przecina 
dwie rzeczywiste,urojone sprzężone,lub zjednoczone 
proste przecięcia stożka płaszczyzną średnicową. 

; Przecięcie stożka drugiego stopnia płaszczyzną 
nieprzechodsącą.przez wierzchołek,jest oczywiście 

tBWBCTRJA WYKHESIffA N.86 Arkusz 29-ty 
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rzutem kierownicy z wierzchołka na płaszczyznę s i e c z ­
ną, a więc stożkową. Stożkowa ta .jest hyperbola, e l i p ­
są lub parabolą.zależnie od tego„czy płaszczyzna śred­
nicowa Qr, równoległa do płosze z/Tzny siecznej jS-.-

przecina stożek wed- « prostych rzeczywistych, u r o j o ^ 
nych sprzężonych lub zjednoczonych. W samej rzeczy 
gdy płaszczyzna średnicowa OT równoległa do płasz­
czyzny siecznej 3 przecina stożek według dwóch 

tworzących rzeczywi­
stych it i lt ./Rys. 

- 3£b/\ to stożkowa 
prze c i ęci a, k16ra 
j e s t miejscem geOr 
metrycsnem punktów 
przebucia płaszczyzny 
l 3 tworzącemi stoż­

ka, będzie miała dwa 
rzeczywiste punkty 
niewłaściwe, miano 
wicie punkty l/t °° 

i ^ , w których 
te tworzące p r z e b i ­
jają płaszczyznę 
S ' b i d z i e to za-

Rys.315. 



^ e m by pert o l a . Jeżeli płaszczyzna średnicowa Ort /Bys. 
326/, równoległa do płaszczyzny siecznej S nie ma 

ze stożkiem żadnej 
r z e c z y w i s t e j , to 
płaszczyzna S 
przecina wszystkie 
tworzące w punktach 
właściwych;stożko­
wa przecięcia nie 
ma żadnego punktu 
niewłaściwego,jest 
to więc e l i p s a . 
Gdy wreszcie płasz­
czyzna średnicowa 
równoległa do $ 
j e s t styczną do 

3tożka /Rys,.327/, t . j . ma z nią dwie zjednoczone two­
rzące wspólne, to płaszczyzna S przecina wszystkie 
tworzące w punktach właściwych z wyjątkiem t e j jednej; 
przecięciem j e s t przeto stożkowa,posiadajaca•dwa z j e ­
dnoczone punkty niewłaściwe,czyli parabola. 

2 powyższego wynika,ze niema zasady do rozróż­
nian i a trzech rodzajów stożków właściwych drugiego 
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stopnia, tak jak 
rozróżnialiśmy t r a y 
rodzaje stożkowych. 
W geometrji wiązki 
właściwej nie i s t ­
n i e j e bowiem e l e -
ment,któryby w n i e j 
odgrywał taką rolę 
jaką odgrywa prosta 
niewłaściwa w geome­
t r j i płaskiej. Każ­
dy stożek drugiego 
stopnia o wierzchoł" 
ku właściwym może 
byś przecięty według 

hyp e r b o l i , e l i p s y lub p a r a b o l i ; każdy więc z tych 
krzywych może byś wzięta za kierownicę tego stożka. 

Inacaej rzeczy się mają ae stożkami .których wie*"* 
chołki aą punktami niewłaś iw e m i , c z y l i z walcami. ?0' 
między elementami wiąaki niewłaściwej znajduje się 3 
den niewłaściwy, mianowicie płaszczyzna.niewłaściwa; 
Płaszczyzna ta odgrywa w geometrji wiązki niewłaści^ 
tę samą rolę,co pro?ta niewłaściwa w geometrji płas 
k i e j . Dlatego też walec drugiego stopnia może byó W| 



- 4 5 1 -

Perboliczny, e l i p t y c z n y lub paraboliczny, zależnie od 1 

tego czy płaszczyzna niewłaściwa przecina go według 
dwóch tworzących niewłaściwych rzeczywistych, u r o j o ­
nych sprzężonych lub zjednoczonych. Każde przecięcie •'' 
piaskie walca hyperbolicznego j e s t hyperbolą, której 
a symptotami są przecięcia płaszczyzną sieczną płasz-
Sgyzn asymptotycznych t . j . stycznych do walca w n i e - / 
sko£czonośc, podobnież każde przecięcie walca e l i p ­
tycznego j e s t elipsą, a każde przecięcie walca para­
bolicznego j e s t parabolą. 

§ 175. Osie i przecięcia kołowe stożka drugiego 
stopnia - Trójściąn, rzucający z wierzchołka stożka 
trójkąt biegunowy kierownicy, j e s t trśjścianem biegu­
nowym; każda jego ściana j e s t płaszczyzną biegunową 
Przeciwległej mu krawędzi .Można dowieść* /dowód musi tu-

hyc pominięty/,że i s t n i e j e jeden i wogóle t y l k o je~ 
^en trój ścian biegunowy o krawędziach i ścianach wza­
jemnie prostopadłych. Każda z t a k i c h t r z e c h krawędzi 
n&zywa się osią stożka drugiego stopnia; j e s t to śred­
nica,mająca tę własność,że biegunowa płaszczyzna śred­
nicowa j e s t do n i e j prostopadła. Płaszczyzna których-
k * lwiek dwóch o s i j e s t d l a stożka płaszczyzną sym e t r j i 
Prostokątnej,każda z o s i j e s t osią sy m e t r j i prostokąt­
nej stożka.Dla stożków rzeczywistych jedna z o s i j e s t 
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wnętrzną.e pozostałe aą zewnętrzne, t . j .przez dwie 
"osie można poprowadzić do stożka płaszczyzny styczne 
rzeczywiste,a przez trzecią t a k i e j płaszczyzny popro­
wadzić* nie można.Jeżeli jedna z trzech o s i np.os we­
wnętrzna jest dana.to pozostałe dwie znajdziemy.pro­
wadząc przez wierzchołek równoległe do o s i jakiego­
kolwiek przecięcia,którego płaszczyzna j e s t prosto­
padła do o s i danej. Gdy to przecięcie j e s t kołem,to 
stożek nazywaisię .obrotowym i posiada oprócz o s i we­
wnętrznej zwanej osią obrotu.nieskończenie wiele c s i 
zewnętrznych;każda prosta prostopadła do o s i obrotu 
w wierzchołku takiego stożka j e s t jego osią zermętr^ 
ną. 

W stożku nieobrotowym /trójosiowym/ istnieją dv.a 
ustawienia płaszczyzn przecinających stożek według 
kół tak.że kierownicą każdego stożka drugiego stop-
n i a /obrotowego lub trój osi owego,ale nie zwyrodnia­
łego/ może być koło. 

W samej rzeczy niech będzie w rzutach prostokąt­
nych stożek /Rys.328/,którego kierownica j e s t ełipS^ 
o osiach /}t / ^ i Ą ' ; , otrzymaną w przecięciu 
stóMa'-płaszczyzną prostooadłą do ©si wewnętrznej 

fcfrawszy na t e j o s i purkt j a k i k o l w i e k f(,opisz­
my z niego kulę styczną do tworzących SĄ i SĄ 

Pionowy kontur rzeczywisty t e j b i l i j e s t kołem,leżą-
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tę*— 

• k r a © " ' -

tys>. 

cym w piaszcz y z n i e o o , * ^ 
w promieniu HS, ~ fi^z 

równym odległości punk­
t u ^ od tworżącychS/lt 

i <s.n>i , Połączmy punk 
tyć. i 6, oraz O \ £) 

w których to koło prze­
c i n a tworzące S3, i 
5Bi "i przez cięciwy 
C / Ą i przepro­
wadźmy płaszczyzny(j i 

, prostopadłe do 
płaszczyzny SB, B^ 

'rzecięcie 
ma 

p i a s z -
I O j e a t kołem,a 

przecięcie stożka tą samą płaszczyzną j e s t "stożkową,. 
która z 'tym kołem ma wspólne: 4 punkty C j > G% *l 

i styczne w punktach c?/ i 1 któro są p r z e c i e c i ^ a 
płaszczyzny (3 85 płaszczyznami sty<£fettemi w tych .punk­
tach do artożka i zaiazem dc koła,, Stożkowa ta jest . 
przeto identyczna z kołem /§ 171, %/•. Płaszczyzna O 

i wszystkie płaszczyzny do n i e j róenoległe przecinają 
więc stożek według kół, fśH. tfi&c płaczesyzna D i 
wszystkie piaezc&yisny do niej równoległe. 
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§ 176. Czworokąt wpisany w czworobok opisany wza-
jemni e b i eguhowe. Z a s t o s u j m y metodę biegunowych wzajem­
nych /§161/ do obu twierdzeń § 169 /Rys.329/. Figurą 
biegunowo' wzajemną względem czworokąta zupełnego/Jf$t 

/ ^ ^ j e s t czworobok zupełny CifłltCf£i?t , którego 
boki są s t y c z n e do stożkowej w punktach rfy / ^ 
/}2 L Biegunowe punktów przekątnych czworokąta 
są przekątnemi cz w o r o b o k u ; trójkąt, którego bokami są 
te przekątne będzie przeto identyczny z trójkątem b i e ­
gunowym • ftl/\/P. Ponieważ przeciwległe boki czworokąta 
przechodzą p a r a m i przez p u n k t y wiec b i e ­

guny tych boków t . j . przeciwległe wierzchołki c z w o r o ­
boku leżą parami na biegunowych punktów 
t . j . na bokach f\'P, Pft\ i Mtrójkąt* MMP, Stąd 
twierdzenie: Punkty przecięcia dwócłr par boków,prze­
ciwległych czworokąta zupełnego wpisanego w stożkową., 
oraz b i e g u n y dwóch pozostałych boków leżą na jednej 
p r o s t e j . 

Stosując metodę biegunowych wzajemnych do drugiego 
twierdzenia § 168 otrzymamy twierdzenie wzajemne: 

' Proste.łączące dwie pary wierzchołków przeciwleg­
łych czworoboku zupełnego opisanego na stożkowej ora* 
biegunowe dwóch pozostałych wierzchołków przechodzą 
przez jeden punkt. 
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Z twierdzeń powyżsasych wynikają dwie ważne grupy 
twierdzeń; Ste i n e r a i Staudta. Odkładając na póśniej 
twierdzenia Staudta, zajmiemy się przedewszystkiem 
twierdzeniami S t e i n e r a i l i c z n e m i wynikającemi z nich 
wnioskami. 

§ 177. Stożkowa rzecz.ywiata. jako miejsce punktów 
przecięcia prostych odpowiednich dwóch pęków rzu t o ­
wych. - Twierdzenie I. Pęki prostych.rzucajacych 
punkty stożkowej z jakichkolwiek dwóch j e j punktów 
ęą rzutowe. Niechaj będą dv?a jakiekolwiek punkty 
stożkowej• St i jfl tz których rzucamy wszystkie inno 
punkty t e j samej stożkowej; trzeba dowieście peki 
S, i S\ /Których odpowiednio proste,npj, GttiCtz 

rzucają ten sam punkt fl stożkowej ,Vą rzutowe /Rys. 
330/. Niechaj O będzie jakimkolwiek stałym punktom • 
stożkowej, a /} zmiennym j e j punktem; wyznaczmy punk­
ty M i W r 1 których proste Ó/7 i 5Z^przecinają 
odpowiednio proste 

U ' , w czworokącie zupeł 
nym wpisanym SjSzJ}O dwie parj przeciwległych boków" 
S, /} i <St Jf / J)t O i.t£zO przecinają się 
w punkt ach M i /\f ; skąd wynika, że prosta M/y prze-
chodzi przez biegun <J boku OtO^ , t . j . przez' 
punkt przecięcia stycznych 5( i 'tz w punktach «-S i. 

J>z .Gdy punkt Jj opisuje stożkową, proste Cl i C2m 
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rzucające ten punkt 
z punktów S/ i v5^ 
tworzą dwa pęki, z 
których każdy j e s t 
perspektywiczny z 
pękiem utworzonym 
przez obracającą 
się dokoła punktu 
S prostą MA/ 

pęki S, i Ą są 
przeto rzutowe. Za­
uważmy, że punkt S 
j e s t środkiem rzuto­
wym pęków Sf i 
tak, że p r o s t e j , łą­
czącej wierzchołki 

J j t v 5 ^ t y c h pęków i z a l i c z o n e j do jednego z n i c h , 
odpowiada w drugim styczna do stożkowej w jego wierz­
chołku. 

Twierdzenie Il./odwrotne/. Stożkowa j e s t miejscem 
Kecmetrycznem punktów przecięcia prostych odpowied­
nich dwóch pęków rzutowych. Niech będą dwa pęki rzutp_ 
we /ale nie perspektywiczne/: S/^o/^C,.-Ji Sz fit^i**—)• 
/Kye.331,z których odpowiednie proste przecinają się 



w punktach 
(2 . - . . Wyznacz­
my środek rzutowy 
<S tych pęków 

/§ 135, I I b/ 
Jest to, jak wia­
domo, punkt prze­
cięcia prostych 
C i h t z któ­
rych pierwsza łą­
czy punkty C^QtC^ 

a druga punkty 

i Bt m CL2 ht 

Połączmy punkty S i Si prostą JT, ,a punkty S, i 
cŜ  prostą^ Na zasadzie § 181 przez punkty /! 
& St i- <$g przechodzi jedna jedyna stożkowa, któ­
ra j e s t styczna do prostej S. ; na zasadzie zaś po­
przedniego twierdzenia pęki, rzucające z punktów 

wszystkie punkty t e j stożkowej są rzutowe; rzuto 
wośc ta może być wyznaczona przez 3 którekolwiek pary 
prostych odpowiednich, np.przez pary • a, i a2 ł o, i 

'2 skąd wynika,że te pęki są identyczne 

Kys. 351. 

i S 
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z pękami danemi. 

Jeżeli pęki ót i pą perspektywiczne,to m i e j ­
sce geometryczne punktów przepięcia prostych odpowied­
nich j e s t stożkową' zwyrodniałą, złożoną z prostej<-£jJ 
łączącej wierzchołki pęków i o s i perspektywy p tych 
pęków. 

Na zasadzie ohu powyższych twierdzeń można r o z ­
wiązać zadania; 

Wykreślić dpwoląą ilośó punktów stożkowej . prze­
chodzącej przez 5 danych punktów /z których żadne 
3 nie leżą na jednej p r o s t e j / , - albo przechodzącej 

przez ty dane punkty i stycznej w jednym z n i c h do da­
nej prostej,. - albo: przechodzącej przez 3 daną punk^ 
ty stycznej w dwóch z nich do danych prostych.-
Pierwsze z tych zadań rozwiązaliśmy już w § 148 d; 
rozwiążemy Więc t u t a j dwa inne zadania. 

1/ Niechaj będą dane punkty 
oraz styczna «S , w punkcie v^/Rys .332/. Połączmy punk­
ty S, i Sz z punktami /I i ) f ? p r o s t e m i Cl, 4> i az ^ ; 

prosta <S t S ^ oznaczmy literą Sz ; rzutowość pę­
ków Sf i Si j e s t wyznaczona przez 3 pary pro­
stych odpowiednich a,, £,,S,i az , bz t St , / gdyż 
prost e j łączącej wierzchołki S, i i z a l i c z o n e j dc 
pęku St odpowiada w pęku Sf styczna S/ do stożkowej 
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By5.35&. 

prostą Cl w punkcie CT \ a orostą &^ w 
proste cT, i c i ^ ć ^ będą parą prostych odpowied­
nich pęków St i Ą a więc i c h punkt przecięcia C 

będzie punktem stożkowej. 
2/ Niechaj będą 3 punkty stożkowej 

A oraz styczne S, i "tf", w punktach *^ i Ą /Rys. 
333/. Punkt przecięcia S stycznych JT i ~CĄ będzie 
śroakiem rzutowym p;ków5 rzucających, z punktów <S, i 

t$£ punkty stożkowej, rzutowpsć ta jest. wyznaczona 
przez 3 pary prostych: Q/ ^ Zf, i <2».j, ^ Ą 
gdyż prostej $ Ą s ^ s Ą z a l i c z o n e j do jednego 

w punkcie S, / Środek 
rzutowy «X j e s t prze­
cięciem stycznej S, z 
prostą B, &i , która 
łączy punkt przecięcia 
prostych G, i punk­
tem przecięcia prostych 
ć£2i . Chcąc otrzy­

mać jak i k o l w i e k nowy 
punkt stożkowej 0> . 

wyprowadzamy z punktu 
dowolną prostą 

która niechaj przetnie 
punkcie £7, 
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Bys.333. 

z t y c h pąków odpowiada 
styczna w wierzchołku 
drugiego. Prowadząc t e ­
dy z p u n k t u S dowolną 
prostą L> , która p r z e ­
tnie prosta Q / i dt odpo­
w i e d n i o w p u n k t a c h ^ / 
i , otrzymamy punkt 

stożkowej & , j a k o 
orzoci ecie p r o s t y c h 

§ 178. Zas 
Wykreślić hyperbole,, ma­

jąc a s y m p t o t y ó,i o r a z j e d e n punkt h y p e r b o l i fi . 

A s y m p t o t y , j a k wiemy, uważać można za s t y c z n e do stoż­
kowej w j e j p u n k t a c h niewłaściwych.' Mam? więc poprowa-
azić stożkową p r z e z punkt fi i p u n k t y niewłaściweiS^ 
•i \ w których ma ona by<^ styczną do p r o s t y c h *S, i 

"Ć^* /Rys.,334/. Łącząc punkt fi z p u n k t a m i niewłaści-
wemi S i <JL , t j , kreśląc z p u n k t a Jj równoległe 
GL, i O.̂  do p r o s t y c h $,:-'% "i prowadząc z p u n k t u 
f4̂ M» ̂  dowolną prostą , znajdziemy na n i e j punk-
1.7 i -Ą, kt 5rt po o.: one znowu z pai 

zastosowanie 

;ani niewła-
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/ 

sclwemi cT f 

i dadzą 
proste £>j i , 

a i c h 
przecięcie 
będzie punk­
tem hyper­
b o l i 3 . 

Zauważmy, że 
przekątna 

J B 

równoległo-
boku /jB,3jest przez prostą & w punkcie O 

podzielona na połowy. Otóż punkt O j e s t również środ­
kiem odcinka prostej , zawartego między 
asymptotami, albowiem trójkąty 
są podobne. Stąd wynika, że ff$ 

Na każdej siecznej h y p e r b o l i , odcinki między krz,f/ 
wą. a j e j asymptotami są równe. 

W szczególności, gdy punkty i & aostaną 
zjednoczone w punkcie . j . gdy sieczna 

/TB stanie się styczną do hyperboli w tym punkcik 
to o d c i n k i ' i Af&: będą równe, t . j . Fnnkt setjr 
nięcia j e s t środkiem odcinka stycznej zawartej między 
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V asymptotami. 

Mając tedy aaymptoty 
i stycaną de hyperboli 171 
możemy natychmiast znaleść 
j e j punkt zetknięcia M 

Nawzaje* praeB każdy punkt 
hyperboli J/f możemy i popro­
wadzić styczną 77t W tym 
c e l u wystarczy punkt dany 
Ąj połącayć ze środkiea 

ayperbeli S / t . j .a punktem przecięcia «symptot/; na 
praedłazeniu prostej S/\Ą odmieraye* pe stronie punk­
tu M odcinek MS '~ M*5 ; przea punkt ~S' po­
prowadzić* równoległą do jednej a asysptot, np. do 11 

i punkt £r»ecięcia , ./[* tej równoległe j * drugą asyap-
totą £ połącayć a punktem 

Te dwie właściwości poawalają saybke i dokładnie 
wykreślać hyperbolę, gdy ieme są j e j asymptoty i jeden 
punkt właściwy /f /lub jedia stycena CL gdy wtedy 
anajdujemy natychmiast punkt aetkmięcia /J / . Prowa-
daimy mianowicie przea punkt M jakąkolwiek sieceną, 
kt óra niechaj praetnie asysptoty w punktaea 
/Bya.336/ i od punktu B' e€miereamy odcinek B'B~ * 
*• AJ? W każdym z punktów w ten sposób otrzymanych 

CrEOMETRJA WTKBESLNA N.86 Arkuaa 30-ty. 
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prowadzimy oczy­
wiście styczną, 
a mając dosta­
teczną ilość 
punktów i s t y c z ­
nych wykreślimy 
stożkową z na­
leżytą dokład­
nością. 

$ 179. 
Stożkowa rzeczy-
wista. jako oh-

i nią prostych łączących punkty odnowieonie d ^ c h 
szeregów rautowych. 

'Twierdzenie I.' Szeregi punktów przecięcia s t y c z - . 
nycii do stożkowej g jakiemikolwiek dwiema stycznemi 
ea rzutowe./Ry3.337./ Niech będą dwie styczne do stoż­
kowej S i T$i ,które przecinają wszystkie inne s t y c z -
ne do t e j samej stożkowej; trzeba dowieść,że szeregi 

S i S9 ,których odpowiednie punkty np. /) i fl3 le-
żą na t e j samej stycznej cc są rzutowe. Niechaj o 

będzie jakąkolwiek stałą styczną do stożkowej; oznacz­
a j j e j punkty przecięcia ze stycznemi Sf i l i t e r a m i 

y, i Of prosta O niechaj będzie :,nienrin styczna 
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do stoż­
kowej ; 
niechaj 
t a prosta 
przecina 
styczne 

w punk­
tach i 

Połączmy 
/l.ot 

i **o, , 
w czworo-, 

boku zu-
. pełnym 

opisanym StStCLO proste /f\ 0^ i łączą prze­
ciwległe wierzchołki, skąd wynika, że i c h punkt prze­
cięcia Z 5 leży na biegunowej «S punktu S,St& S 
t . j . na pr o s t e j łączącej punkty zetknięcia S, i 7^ 

stycznych S, i S± Gdy prosta ct "powłóczy" stożkową 
punkty JI i Ji^ tworzą dwa szeregi,z których każdy 
je s t w perspektywie z szeregiem utworeonym przez po­
ruszający się na prostej S punkt J~* \ szeregi St i 
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J* są przeto rzutowe. Zauważmy,że prosta Si 7?jest 
osią rzutową tych szeregów, tak,że punktowi przecię­
c i a podstaw St i SK , zaliczonemu do jednego z tych 
szeregów, odpowiada w drugim punkt zetknięcia podsta­
wy drugiego ze stożkową. 

Twierdzenie I I /odwrotne/. Stonkowa j e s t obwied­
nią prostych łączących punkty odpowiednie dwóch sze­
regów rz^towycfe, Niech będą dwa szer e g i rzutowe/ale 
nie perspektywiczne/, j ; 0^CrĄ ?*/ĄACt'4 
./Rys.338/,kió]e:yeifc odpowiednie punkty łączymy proste-

mi CL- , & C .. -
Wyznaczmy oś rzutową 
S tych szeregów. 

Jest to, jak wiadomo, 
prosta łącząca punk­
ty B i C z 
których pierwszy 
j e s t przecięciem 
prostych f]t i 

Mt Bj » a d r u e i 

prostych M, £ 

" K c, 
my punkty SSt& S. 

t—n 
i 

Wil znaczr-
•» 
/ 

So
x
 ss. • * Na 



zasadzie § 181 i s t n i e j e jedna i t y l k o jedna stożkowa 
styczna do prostych Cł / 6, S, * $. i przechodząca 
przez punkt ; na zasadzie zaś poprzedniego twier­
dzenia szeregi punktów przecięcia stycznych Sf i 
ze wszystkiemi,stycznemi do stożkowej są rzutowe; r z u ­
towo Ić ta jest wyznaczona przez 3 którekolwiek pary 
punktów odpowiednich,nap.przez pary /I, i /f^ &t 

i 3i jS i i 3 S i ^tąd wynika, że te sze r e g i 
są identyczne z szeregami danemi. 

Jeżeli szeregi S, i Sz są perspektywiczne, to ob­
wiednią prostych łączących punkty odpowiednie j e s t 
stożkowa zwyrodniała, złożona z punktu S, Sv:& S i 
środka perspektywy c tych szeregów. 

Na zasadzie,obu powyższych twierdzeń można ro z ­
wiązać zadania: 

Wykreślić" dowolna ilość stycznych do stożkowej, 
stycznej do pięciu danych prostych /z których żadne 3 

nie przechodzą przez jeden punkt/, - albo: stycznej 
do 4 danych prostych i mającej z jedną z n i c h dany 
punkt zetknięcia. - albo: stycznej do 3 danych pro­
stych i mających z dwiema z ni c h dane punkty zetknię­
c i a . 

1/ Niech będą dane etyczne St , Si , a , h i 
• c . Zadanie będzie rozwiązane, gdy wskażemy, jak z 
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dowolnego punktu, leżącego na etycznej $ , wyprowadzić 
drugą styczną d do stożkowej, która j e s t styczną do 
wszystkich 5 danych prostych. Zmieniając bowiem poło­
żenie tego punktu na stycznej J* ,znajdziemy dowolną 
ilość* stycznych do t e j stożkowej. /Rys.339/. 

Obierzmy styczne 
j - i s za podsta-

wy szeregów wyzna­
czonych przez stycZ' 

ne do stożkowej. 
Jeżeli styczne ą 
h i c przecinają 
styczną ^ w punk-' 
tach Ąt , B, i Ct, 

a styczną St w punk 
tach fjx Ct to 

te t r z y pary punk­
tów wyznaczą rzut o* 

wośó szeregów J , f/ff B, Ct . ..J 7ST St BeCt.^) 
które przez położenie odpowiednich punktów utworzą, 
stożkową styczną do wszystkich 5 danych prostych.Aby 
z punktu P. , leżącego na stycznej S , wyprowa-
dzió nową styczną ot ,odnajdziemy w szeregu Sf punk* 

odpowiadający rzutowo punk łowi Of ; styczna c/ 

łączy dwa punkty odpowiednie D( i Pt . Wykreślmy 
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więc najpierw óś rzutową S tych szeregów, łącząc 
ptjmkt Jl przecięcia prostych B, CT- i B% Cy z 

punktem B przecięcia prostych Ą Cz i /I% C, 

Wyznaczmy następnie punkt D przecięcia prostych 
DfCt \ s i połączmy D Cf ; punkt będzie 
przecięciem prostych i \$z ; prosta Pt 

będzie szukaną styczną d . Zauważmy, że oś rzutowaS 
przecina styczne *Sf i S/ w punktach zetknięcia. 

Z/ Niechaj będą dane styczne Ct , -i , S( i S* 

oraz punkt zetknięcia *5/ stycznej St /Rys,340/. 

Wyznaczmy punkty 
/!,, B, iĄ 
3t ,w których 

proste O i i prze­
cinają S, i S, ; 

punkt S, Sz oznacz­
my literą %fz ;rzu~ 
towośc szeregów J/ 

i Sz j e s t wyznaczo­
na przez 3 pary 
punktów odpowied­
nich /l(B, St i 

At$t\ *fi/&^Jż punktowi przecięcia podstaw S, i Sz 

zaliczonemu do szeregu St odpowiada w szeregu St punkt , 
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zetknięcia stycznej S t »e stożkową/. Oś rzutowa j łą­
czy punkt Y 5 punktem przecięcia prostych / f , Ą i 

/f\ B, Chcąc otrzymać jakąkolwiek nową styczną do 
stożkowej, obieramy na p r o s t e j J dowolny punkt C i 
łączymy go z punktami / y i /f^ prostemi Ct i C Ł ; 

punkty 3 Cj, i J\g Ą będą parą punktów odpowiednich 
szeregów j * i J", , a więc prostą, która je połączy, 
będzie styczną C do stożkowej. 

3/ Niechaj wreszcie będą 3 styczne St , i 
O oraz punkty zetknięcia J]* i 7^ na stycznych Sf 

i JŁ /Rys.341/. Prosta J*, 7^ będzie osią rzutową 
szeregów, których podstawami są styczne St i 4jj> 3 

punktami odpowiedniemi każde dwa punkty tych prostychj 
/np../^ i ffi /, które leżą na t e j eamej stycznej cf 
Obrawszy tedy na pros t e j %J] 7̂  dowolny punkt £3 i 

łącząc go z punktami A, i /ft otrzymamy proste i/ ilt 

które przecinają podstawy St i w punktach odpowie-
nich B^ i Bt tych szeregów; prosta By 0^ będzie 
styczną, do stożkowej. 

§ 180. Zastosowania I . Wykreślić parabolę mając, 
j e j 4 styczne Ci , £ , C i S. Ponieważ prosta niewłaś' 
ciwa j e s t styczną dc p a r a b o l i , więc memy wówczas 5 da' 
nych stycznych do stożkowej. 

1 1 v. Wykreślić parabolę, mając je.j._dwie_ityjgzne 
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S, ix&: wraz z punkta­
mi zetknięcia S, i 

7^ /Rys.342/. Mamy 
teraz dane t r z y styca-
ne / St t SŁ i prosta 
niewłaściwa CU /1 oraz 
punkty zetknięcia na 
stycznych S, i St 

Stosując rozwiązanie 
ogólne ohieramy na pro­
s t e j ST dowolny 

punkt B i łą­
cząc go z punkta­
mi niewłaściwemi 
fi, i fi % pro­

stych Sf i St/t. j . 
prowadząc z 
punktu B równo­
ległe do Etycz-^ 
nych S, t Sz/, 

otrzymamy na pro­
stych St i ^ 

punkty Ą i prosta 3, B£ j e s t styczną do para-
D f * l i . -r Pro?'ta, łącząca punkt £S S ..5 f,n ^rc-jdkiom 
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O cięciwy St 7^ j e s t średnicą sprzężoną z cięciwą 
ST /2 i j e j kierunek jest punktem zetknięcia para­

b o l i z prostą niewłaściwą /a więc j e s t środkiem para­
b o l i / . Łącząc ten punkt z punktem 3 , t . j . prowadząc 
BM II os t otrzymamy na pro s t e j o j e j punki 

zetknięcia z parabolą. Przesuwając punkt & po 
pr o s t e j ' *SF 71 wyznaczymy potrzebną ilość punktćw i 
stycznych p a r a b o l i . 

I I I . Wykreślić hyperbolę. mając j e j asymptoty SL. 
i S». oraz.jedną styczną a . Zadanie to rozwiązaliś­
my już w § 178, ale prościej jeszcze można je rozwia,-
zać, stosując rozwiązanie ogólne. /Rys.343/. Osią rzu-

tową szeregów Sf i 

Jt j e s t teraz pro­
sta niewłaściwa; 
obieramy ra n i e j 
punkt dowolny,t.j. 
j a k i k o l w i e k k i e r u ­
nek B °° i punkt 
ten łączymy z punk­
tami /7, i /lz , « 

których styczna ct przecina stycjne S , i S t ; innemi 
słowy z punktów Jł, i prowadzimy w dowolnym k i e ­
runku dwie równoległe i ̂  ; punkty Z ? i , w 



- 473 

których te proste przetną 5 i «^ , łączymy nową stycz 
^ą o . W ten sposób możemy otrzymać dowolną ilość 
stycznych. Prowadząc przez środek odcinka 
równoległą do obranego kierunku jB otrzymamy zarazem 
punkt zetknięcia Al na każdej no-»ej stycznej £ . 

Z tego wykreślenia wyciągamy wniosek: 
Pola trójkątów, które dowolna, styczna do hyperbo­

l i tworzy z j e j asymptotami. są stałe. 
W samej rzeczy trójkąty Ą #t Ęi B, et Ą 

mają dwa wierzchołka J}t i Bz , a więc i bok Jft Bi 

wspólne, t r z e c i e zaś wierzchołki /I± i B/tleżą na rów­
noległej do tego boku; są to zatem trójkąty równoważne. 
Odejmując po trójkącie /I. SBt od każdego z tych trój, 
kątów (względnie odejmując każdy z tych trójTcątow f'f—^f 

otrzymamy trójkąty równoważne /ff f)\ S i B t B z S 

Własność t a znajduje swój wyraz w równaniu hyper­
b o l i . o d n i e s i o n e j do asymotot. Z dowolnego punktu /pf 

hyperboli /Rys.344/ poprowadźmy równoległe do asymptot 
Uważanych sa osie spółrzędnych; utworzy się wtedy rów 
Poległobok 9 którego p o l e ' j e s t połową pola 
trójkąta At/ltS ; to ostatnie zaó j e s t stałe, t . j , 
°d położenia punktu M na hyperboli niezależne. Stąd 

SX -SY* sin (s.sj = sł alej 
Oznaczając jak zwykle, -tX / y 
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i Zauważywszy, że kąt /J,J£/1 

j e s t stały, mamy równanie hy­
p e r b o l i , odniesionej do asymp' 
t o t : 

X*y — stałej o 

§ 181.Twierdzenie Pascala-
W sześciokącie wpisanym w stój 
kową boki przeciwległe przecie 
naj a się parami w trzech punk/ 

tach. leżących na jednej p r o s t e j . Niech będzie sześci0' 
kąt fi,Bt C, Ą 
B, C, wpisany 

1 w stożkową /Rys. \ 
345/; trzeba do­
wieść, że punkty 

P. A; i A/ 
w których się prze' 
cinają pary boków 
przeciwległych 

BtCt i BtC, 

Ci-fiz i Ot fi{ 

leżą na jednej pro" 
'•'tej .Z dwóch *ier'P Rys. 3*5, 
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sa-
H 

chołków niesąsiednica i nisprzeciwległych,np.z ^ £ i 
Ct , rzućmy pozostałe ty wierzchołki: Az A rff 

^? i . Na zasadzie twierdzenia Steinera /§ 177/ 
1/ proste rzucające te ty punkty z punktów i Cm 

stanowią dwie czwórki rzutowe & z / Cy / \ 

/&t"0,Jl C,? /• Przetnijmy pierwszą czwórkę pro, 
stą 3/ , a drugą prostą //t Cf ; otrzymamy dwie 
czwórki punktów / ^ Ą-ĄCf i JfŁ Jf,"3"Cf JsSśr* nie 
tylko b$dą rzutowe,ale nawet perspektywiczne,bo punkt 
przecięcia podstaw odpowiada w tych czwórkach sa 
^emu sobie. Stąd wynika, że punkty odpowiednie 

&j i Bt'\ C i leżą na prostych przecinających 
8ię HĘ jednyro punkcie, mianowicie w środku perspektywy 

tych dwóch perspektywicznych czwórek punktów. 
Innemi słowy, prosta "n\ przechodzi przez punkt 
Przecięcia prostych &,B\ c,c;, t . j . przes punkt 
p , tak, że S punkty 

leżą na jednej 
P r o s t e j , c.6 J,o. > 

Twierdzenie to pozostaje w swej moey, gdy w sze-
Rciokącie wpisanym w stożkową jedna,dwie lub t r z y pa-
*y wierzchołków sąsiednich zostaną zjednoczone, przez 
°o sześciokąt wyrodnieje i staje się wpisanym pięcio-
^tea,czworokątem lub. trójkątem, a zwyrodniałe boki • 
8 ^ e j ą się stycznemi do stożkowej w wierzchołkach zjed­

noczonych. 
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1/ Przypuśćmy najpierw, że w szesciokącie wpisa­
nym /fj &i tfC/Rys,346/ jedna para sąsiednich 

wierzchołków j e s t 
zjednoczona; załóż­
my np.że wierzcho-' 
łek prz y s t a j e 
do , tak że 
sześciokąt z n i e ­
kształca się na pię­
ciokąt wpisany 

rc^o jednym wierz­
chołku / BF/ dana ' 

je s t styczna. 
' W pięciokącie wpisanym w stożkową punkty przecię­

c i a dwóch par niesąsiednich boków oraz punkt p r z e c i e r 
c i a piątego boku ze styczną w przeciwległym mu wierze 
chołku. leżą na jednej p r o s t e j . 

2/ Załóżmy powtóre /Rys.347/, że w szesciokącie 
wpisanym /}, ̂ ćTJ/^ĄCdwie pary sąsiednich wierz­
chołków, np, jSjCji E&JC^ zostały zjednoczone. 
Figura staje się wpisanym czworokątem 
twierdzenie Pascala przekształca się na znane nam do­
brze twierdzenie o czworokącie wpisanym § 186, które 
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cięcia toków 

można s f o r ­
mułować j e s z ­
cze tak: 
W czworoką-
c i e wpisanym 
w stożkowa 
punkty prze-

przeciwległych oraz punkty przecięcia 
stycznych w wierzchołkach przeciwległych leżą na je d ­
nej p r o s t e j 

3/ Niechaj wreszcie w sześciokącie wpisanym 
Ą B^/fjfiC/Rys.diS/ t r z y pary sąsiednich wierzchoł­
ków/f, i -3Z , Ct i , £?f i Q, zostaną zj e d ­
noczone w punktach A/jCt\ &f .Mamy wtedy do c z ^ 
cienia, z trójkątem wpisanym w stożkową, w którego 
wierzchołkach dane są styczne. 

W trójkącie wpisanym w stożkową punkty przecięcia 
koków ze stycznemi w wierzchołkach tym hokom przeciw-
Ległych, leża na jednej p r o s t e j . 

. Na zasadzie powyższych wniosków można rozwiązać 
2adania: 

1/ Jeżeli dane są 5 punktów stożkowej, to można 
W każdym z nich poprowadzić styczną /wn.l/; 

punkty stożkowej i styczna 2/ Jeżeli dane są 4 
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w jednym z n i c h , 
to można wykreś­
lić styczne W 
każdym z trzech 
pozostałych /wn 
2/; 
3/ Jeżeli dane 
są punkty, 
stożkowej i ety-

, czne w dwóch z 

n i c h , to - ona 
wykreślić styc»~ 

ną w trzecim wierzchołku /wn.3/. 
§ 182,. Twierdzenie odwrotne i jego zastosowania. 
Zarówno twierdzenie Pascala, jak i wymienione wy­

żej 3 wnioski mogą tyć odwrócone. Tak np. prawdziwe 
j-est twierdzenie: 

Jeżeli przeciwległe beki sz^eściokąta przecinają, 
s i g parami w trzech punktach jednej p r o e t e i ^ t a atożko/ 
wa przechodząca przez 5 jego wierzchołków, przechej; 
d z i także przez szósty. Niech będzie sześeiofcąt 

mający tę własność, że boki 
przeciwległe 3, Czi Bx C( ; C^/f^ i * Cz 

fi/^t * ̂ t ^/ Przecinają się w punktach Pt /ft 



i '/}f , leżących na p r o s t e j Jo . Mamy dowieść,że wszys_t 
kie 6 wierzchołków leżą na jednej stożkowej.Dwie cz*?ór-
H punkt?* fłJIB.C) i fiJ"B,"C, są perspekty­
wiczne,gdyż każda z nich j e s t przecięciem t e j samej 
czwórki prostych wychodzących z punktu P .Stąd wyni-' 
ka,że czwórka prostych &' Ci,1 Ł 'c 'wychodzących z punk-
tu do punktów £ /) j 3t rzutową z 
czwórką prostych a " 5* c ^ i wychodzących z punktu 
<3j- do do punkto. fl[ ,'A/,B" C, • V ^ 7 AXj 

t w których się przecinają proste odpowiednie 
tych czwórek, leżą na stożkowej, która j e s t miejscem 
geometrycznem punktów przecięcia prostych odpowiednich i 
dwóch pęków rzutowydh; 

Stożkowa ta,jak wiadomo,przechodzi przez oba wierzchoł­
k i pęków £ t i Cz 

Na zasadzie tego twierdzenia można wyznaczyć dowol­
ny szósty punkt stożkowej, której 5 punktów / , Zj, 

^/V'^*są dane /ftys.349/. Szukamy wierzchołka 6 sześcio-
kąta wpisanego, którego pozostałe wierzchołki / , % 
^, Ą A S~ oraz bok 61S. d j e s t dany. Wiemy,że boki 
Przeciwległe /Z t 3 f i 61 , i fó p r z e c i n a ­
ją się w trzech punktach I , I I , i I I I , leżących na 

irkusz 31-szy, 
i 
J 
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jednej p r o s t e j o s i 
Pascala/.Połączywszy 
punkty IZ i 

i znajdziemy w prze-
p . •• 

I cięciu tych prostych 
/ punkt X, w przecię-
' c i u pr o s t e j 

! € if'Sf cf z n a j -
dziemy punkt I I , 
prosta I I I j e s t 
osią Pascala Jo 

na której musi l e ­
żeć punkt I I I . Bę -
dzie to oczywiście 
punkt,?? którym 
prosta 2-3 p r z e c i -

na prostą Jo , łącząc go z punktem $ otrzymamy w 
przecięciu z prostą GJsOf punkt szukany I I I . 

Rozwiązanie nie ulega zasadniczej zmianie, gdy 
dwa którekolwiek z danych punkt o w, np, i ^ s ą zjed­
noczone, t . j . gdy dane są ty- punkty; /'..•> & t, 3 i tyj* 
oraz styczna w punkcie 7vT"/Rys.150/ - albo gdy dwa 
punkty £ i 3 , oraz dwa inne ^ i £ ~ są zjednoczone, 
t . j . Gdy dane są 3 punkty / , Z3 i tyj oraz styczne 
w punktach Jc3 i ^/"/&y S.351/i 



§ 183. Twier-

s. 350. 

43 
i 
ci 

/ 
1 

cłśSf M-s* t 
f 

dzenie Brianchona. 
W szeseioboku opisa­
nym na stożkowej 
wierzchołki.przećiw-
legifce leżą parami na 
trzech prostych prze-
chodzących przez j e ­
den punkt. - Niech 
będzie sześciobok 

opisany na stożkowej 
/lys.352/, trzeba 

dowieś*©, że proste p> , 
CL/ i CL,/ \ które łączą 
pary wierzchołków prze­
ciwległych: ht cz i 6Z c, 

C, &z i at ct , a, 6t i 

Ctt b, przechodzą przez 
jeden pnnkt. Na dwóch 
bokach niesąsiednich i 
nieprzeciT?ległych, nap. 
na p* i' & , pozostałe 

V boki ĆLz , "Ą \ £ 
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al * Ł <* £ 

i C$ .wyznaczają dwie 
czwórki punktów Jj^/ff 

B;C; \ 0p*ą 
które na zasadzie twier­
dzenia Steinera /§ 179 
1/ są rzutowe. Rzućmy 
pierwszą czwórkę punk-' 
tów z wierzchołka CLt o, 
a drugą z CL C, ozrzy-
mamy dwie cswó*rki nroo-

'MS i ata tych OL tCL 

o, Cf które 
nie t y l k o "będą rzutowe, 
ale nawet perspekty­
wiczne, "bo prosta <xzłą­

cząca wierzchołki, odpowiada w tych czwórkach samej 
sobie. Stąd wynika, że proste odpowiednie Ckf i a"t if i 
fa" t C/

/ i C przecinają się w punktach leżących na 
jednej p r o s t e j , mianowicie ną o s i perspektywy y£> tych 
dwóch perspektywicznych czwórek. Innemi słowy, punkt 
Clj O.f leży na p r o s t e j , łączącej punkty c?/ 6, i £ 

Y I II 

t . j . na prostej , tak że 3 proste: P i 02 prze-
chodzą przez jeden punkt r , co b.d.o. 

Twierdzenie to pozostanie W mocy, gdy i? części o-
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"boku opisanym na stożkowej jedna, dwie lub trzy,,pary 
boków sąsiednich zostaną zjednoczone, przez co sześcio 
bok wyrodnieje i staje się opisanym piąciobokiem,czwo­
robokiem lub trójkątem, a zwyrodniałe wierzchołki s t a -
ją się punktami zetknięcia na bokach zjednoczonych. 

1/ Przypuśćmy najpierw, że w sześcioboku opisanym 
CL O.9C G ^ C , / % S u 3 5 3 / jedna para sąsiednich boków 

j e s t zjednoczona, za-
łąpżray nap. że bok 

Ct przystaje do &f 

tak że sześciobok 
<?̂ V fyMfyGzŹĄ przekształca 

• ^ ^ ^ ^ ^ ^ W się na pięciobok o p i -

na którego jednym boku / hf/ dany j e s t punkt zetknię­
c i a (?, cŁ 

W pięcioboku opisanym na stożkowej, proste.łączą­
ce dwie pary n i e s a s i e d n i c h wierzchołków oraz prosta. 
która łączy piąty wierzchołek z punktem zetknięcia.na 
przeciwległym mu boku, przechodzą przez jeden punkt. 

2/ Załóżmy powtóre-/Rys.354/, że w sześcioboku 
opisanym OLt ht C ^^C^y.ie pary sąsiednich boków, np. 

i. C i & C,zostały zjednoczone. Figura s t a j e się 
o->irahym czworobokiem CŁt6TQgii twierdzenie Briancho-
{'/• przekształca się, na zhpft* nam dobrze twierdzenie u 



484 -

czworoboku o-
pisanym /§ 176/ 
W czworoboku 
opisanym na 
stożkowej pro­
s t e , łączące 
''wierzchołki 
przeciwległe 
oraz p r o s t e j 
łączące punk­
ty zetknięcia 

na bokach przeciwległych, przechodzą; przez .jeden punljj' 
3/ Niechaj wreszcie w sześcioboku opisanym €ft ht 

CłX&zbfCv /Rys.355/ t r z y pary sąsiednich boków ał i h% 
LV"'i"CLZ , 6, i cz s'ostaną zjednoczone°na bokach CLt^ 

1 1 b, i C ; Mamy 
' wtedy do czynieni^ 

z- opisanym' na sto^ 
:1cowe j 't ro j k ą t e m, 

z* 
:ha którego bokacb 
dane są punkty źc' 
tknięcia. 
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kcwej proste łączące wierzchołki z punktami zetknięcia 
na bokach tym wierzchołkom przeciwległych, przechodzą 
przez jeden punkt. 

Na zasadzie powyższych wniosków można rozwiązać 
zadania: 

1/ Jeżeli dane są 5 stycznych do stożkowej, to 
można na każdej z nich wyznaczyć punkt zetkniecia/Wn.l/ 

2/ Jeżeli dane są 4 styczne do stożkowej i punkt 
zetknięcia na jednej z n i c h , to można wyznaczyć punkty 
zetknięcie na każdej z trzech pozostałych stycznych 
cWn.2/. 

3/ Jeżeli dane są 3 styczne do stożkowej i punkty 
zetknięcia na dwóch z n i c h , to można wyznaczyć punkt 
zetknięcia na t r z e c i e j stycznej /Wn.3/. 

§ 184. Twierdzenie odwrotne i jego zastosowania. 
Rozumując w ten sam sposób, jak § 182 dowiedlibyśmy" 
twierdzenia odwrotnego: • 

Jeżeli prągte., łączące przeciwległe wierzchołki 
sześcioboku przechodzą przez jedon punkt,--to stożkowa 
styczna do pięciu jego boków j e s t styczrią także do 
szóstego. ' 

"Na zasadzie tego twierdzenia można wykreaj..ić do 
wolną szóste styczną do stożkowej^ której 5 stvce-
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Szukam boku 
6 sześcioboku o p i ­
sanego, którego 
pozostałe boki / y 

i, 3 , ¥ i f 

oraz wierzchołek 
j e s t 

Rys. 356. 

ha prostych I I 

dany, Wiemy, że 
wierzchołki przeciw­
ległe IZ, i 

JV i 61 ,23iS6 

leżą parami, 
I I I , przechodzących przez jeden 

punkt /punkt Erianchona/. Połączmy punkty /Z i 4y 
prostą I , a punkty 3¥ i 61-D, prostą I I ; punkt 
przecięcia prostych I i I I j e s t punktem Brianchona 
- Q ; przez który przejść musi również prosta I I I . 
ładzy ona oczywiście punkt 23 z punktem 3 , w prze­
cięciu, j e j z prostą 5 otrzymamy punkt , który 
wraz z punktem Ól~£)t wyznaczy szukaną styczną 

^Rozwiązanie to może być zastosowane również i-wte**; 
c iy, £;dy jedna lub dwie pary danych stycznych są zjedno 
czone, t . j . '^dy dane są V styczne i punkt zetknięcia-'' 
na .jednej z n i c h , lub gdy dane są ; r styczne i punkty 
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zetknięcia na dwóch z ni c h . Styczne,na których dane 
8ą punkty z e t k n i p c i a opatrujemy poprostu dwoma numera­
mi kolejnemi np. S~6 , dany punkt zetknięcia na t e j 
stycznej uważamy za punkt przecięcia stycznych S \.£ 

§ 185. Twierdzenia Staudta. Mając S~punktów, a l ­
bo pięó stycznych rzeczywistych stożkowej, możemy na 
zasadzie twierdzeń Steinera lub Pascala i Brianchona 
Wykreślić dowolną ilość nowych punktów i stycznych 
stożkowej - }. ;żytem z danych punktów mogą każde dwa 
tyć zjednoczone /wtedy dana jest styczna w tym punkcie/ 
albo z 5 danych stycznych mogą każde dwie być zjedno­
czone /wtedy dany j e s t punkt zetknięcia na t e j s t y c z ­
nej/. Powstaje pytanie, - czy można wyznaczyć stożkową 
/ t . j o wykreślić dowolną ilość j e j punktów i stycznych/ 
jeżeli z pomiędzy pięciu danych j e j elementów /5 punk­
tów lub 5 stycznych/ dwa, albo dwa i jeszcze dwa, są 
krojone sprzężone, - t . j , jeżeli zamiast dw"óch punktów 
rzeczywistych dana jest biegunowa inwolucja e l i p t y c z n a 
&a prostej zewnętrznej, albo jeżeli zaniast dwóch stycs 
fcych rzeczywistych dana jest biegunowa inwolucja e l i p ­
tyczna dokoła punktu wewnętrznego? Odpowiedz na to py­
kanie dają twierdzenia Staudta. 

I.. "Punkty, w których dwa boki trójkąta wpisanego 
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w stożkową przecinają prostą sprzężoną z trzecim bp^ 
kiem są sprzężone. - Niech będzie /Rys.357/ trójkąt 

ABC wpisany w stożkową i 
niechaj punkt S 

będzie biegunem 
boku /}8. . Po­
prowadźmy przez 
punkt S jakąkol­
wiek prostą Jb ; 

trzeba dowieść, że 
punkty At i M 

w których t a pro­
s t a przecina bo-
H BC i AC 

są biegunowo sprzC 
żone. Połączmy m 

prosta 8/\/ j e s t 
sieczną stożkowej 

/§' 159/ i przecina ją zatem jeszcze w jednyś punkcie 
. Połączmy ; powiadam, że /ji) przwchodzi 

przez punkt Aj . W samej rzeczy, - w czworokącie 
zupełnym wpisanym dwa punkty przekątneM \ 

J\/ i biegun \>o)ni/}B muszą leżeć na jednej prostej 
/§ 176/jt j . t r z y proste JJPy^dC \ SM marzą p. - : - M 

IWs.357. 
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dzió przez jeden punkt M. Punkty Mi /V', jako wierz­
chołki trójkąta biegunowego są sprzężone. 

I I . /Odwrotne względem I / . Jeżeli dwa wierzchołki 
trójkąta leżą na stożkowej. a przeciwległe im boki 
przecinają prosta, sprzężoną z trzecim bokiem w punk­
tach sprzężonych, to t r z e c i wierzchołek trójkąta leży 
także na stożkowej. Niech będą dwa punkty stożkowej 

/Rys.358/, a na prostej jb , przechodzą­
cej jn-zez biegun O prostej /}B niech będą dane dwa 

„...v . : punkty biegunowo 
sprzężone/l1/ i / j / ; trzeba dowiesi", że p r o s t e i BM 

przecimają się w punkcie C t który leży na stożkowej. 
Przypuśćmy, że j e s t i n a c z e j , t . j . że punkt C nie 
leży na stożkowej. W takim r a z i e prosta fi flł która 
je s t . sieczną / bo nie j e s t styczną /JS , | 15S / 
musiałaby przeciąć stożkową w pewnym punkcie C t róż­
nym od .Połączywszy 3C\ otrzymalibyśmy na 
prost e j p pewien punkt M"^ t który byłby różny od// 
i na zasadzie twierdzenia I sprzężony z N ,eo n i e 
jest możliwe. 8 

I I I . /wzajemne względem I / . Proste.które łąozą 
dwa wierzchołki trójkąta opisanego na stożkowej z 
punktem sprzężonym z trzecim wierzchołkiem, są sprzę­
żone . 
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Niech będzie trójkąt 
5UV /Rys. 159/ 

opisany na stożkowej 
i niechaj S będzie 
biegunową wierzchoł­
ka S . Obierzmy na 
prost e j *$ punkt j a ­
kikolwiek P ; t r z e ­
ba dowieść, że pro­
ste m i 71, które 
rzucają punkt P . 

wierzei: łków Z / i 
V są sprzężone. 

Punkt T , w któ­
rym prosta TL prze­

cina styczną h , jest punktem zewnętrznym./§ 160/, 
można więe z*niego wyprowadzić jeszcze jedną styczną 
cł , Powiadam,że prosta >r\ przechodzi przez punkt 

w którym o/ przecina styczną ct , W samej r z e c z y -
czworoboku zupełnym opisanym Ct Scć/dwie przekątnem i 
Tl i biegunowa 3 wierzchołka S muszą przechodzić 

przez jeden punkt 1 7 6 / , t . j . t r z y punkty 
muszą leżeć* na jednej prostej Tn ,Proste w i TL t j a ­
ko dwa boxi trójkąta biegunowego są sprzężone, 



IV. /odwrotne wzglę­
dem I I I i wzajemne 
względem I I / . Jeże­
l i dwa boki trójkąta 
są etyczne do stożko­
wej fi a proste, rzu*r 
eające przeciwległe 
im wierzchołki z 
punktu sprzężonego 
z trzecim wierzchoł­
kiem, są sprzężone,to 
t r z e c i bok trójkąta 

By5.359, j e s t także styczny do 
stożkowej. 

Niech hędą dwie .styczne do stożkowej O i fa /Rys.360/ 
oraz dwie proste sprzężone ~rn i nt wychodzące z punk­
tu P .leżącego na biegunowej S punktu Cfb\ trzeba 
dowieść, że prosta C , która łączy punkty OA7i h?7l 

j e s t styczną d l a stożkowej. Przypuśćmy, że j e s t i n a ­
c z e j , t . j . że prosta C nie jes t ityczną do stożkowej. 
W takim razie z punktu O Tl, który j e s t zewnętrzny 
/ § 160 /, możnaby wyprowadzić do stożkowej pewną 1 

styczną c'różną od C • Prosta zrzucająca punkt bc'z 

punktu B byłaby różna od m i na. zasadzie twierdze-



n i a I I I sprzężona 
z n., co nie j e s t 
możliwe. 
§ 186. ZADANIE. " 
Wykreśli! stożko-
£ Ł mającą biegu­
nową *S danego 
punktu S . i n -
wolucję bie-rano-

na lub 
do koła c$* . oraz 
jeden punkt ///i 

stożkowej. 
Jeżeli dana inwo-
l u e j a j e s t h i per-

b o l i c z n a , to p r o s t a j e s t sieczną, a punkty podwój­
ne SF i t e j i n w o l u c j i są rzecżyw^rtemi punktami 
stożkowej, proste zaś S, i ktore / je łączą z biegu­
nem są rzeczywistemi stycznemi do stożkowej w tych 
punktach. Jeżeli dana inwolueja j e s t e l i p t y c z n a , t o 

S jes-t prostą zewnętrzną,a punkty podwójne inwolu­
c j i są urojonemi sprzężonemi punktami sttfikewe j , 
proste zaś podwójne perspektywicznej i n w o l u c j i doko­
ła bieguna t$ są urojonemi stycznemi w tyeh punk­
tach. Rozwiązanie w obu razach j e s t jednakowe,prz; >7~ 



puśćmy jednak, że dana inwolucja j e s t e l i p t y c z n a 
Niechaj więc będą dane: punkt A stożkowej, "bie­

gunowa £ danego punktu 3 t a na pros t e j S dwie 
przegradzające się pary punktów sprzężonych /{ i łf. 

/- i Z,7/Rys.361/. Połączmy AS i niechaj prosta 
przetnie biegunową 3 w punkcie . Wiemy, że biegu­
nowa 3 -je* t-miej scem geometrycznem punktów harmonicz 
nie sprzężonych z biegunem S względem punktów prze­
cięcia stożkowej z siecznemi, wychodzącemi z bieguna 
/§ 164/; Wyznaczmy tedy punkt A sprzężony harmonicz 
nie z punktem fi względem punkt będzie 
punktem rĄ • •• • •• . J, Pola.czmj, powiadam, 
że punkt ;' którym te proste się przecinają, 
je s t punktem stożkowej. W samej rzeczy,, dwa wierzehoł 
k i JJ i trójkąta leżą na stożkowej a 
przeciwległe im boki przecinają prostą , 
sprzężoną z trzecim bokiem AA! tego trójkąta w 
punktach sprzężonych; na zasadzie twierd zeui|i, I I 
§ 185 t r z e c i wierzchołek 3 leZy również na stoż­
kowej. Podobnież punkt JS* , n którym się przecinają 
prosta AA i A A leży rjównież na stoż-kosej .Każda pa­
ra punktów sprzężonych prostej & pozwala w tęn spo­
sób wyznaczyć dwa nowe punkty stożkowej. Na zasadzie 
w i a snosci c z w o r o k ą t a A 'BB%' w p i. san e g o w eto ż k ową, ś* 
k V y n i U i e prosta przechodzi p r z e z punkt5^/W/co 

http://Pola.cz


494 



•prosta przechodzi przez punkt 3 § 169, co pozwala 
wykreślić styczne w punktach B i Punkt 

przecięcia tych stycznych ty jest "biegunem pro s t e j &B; 
leży on na 3 , albowiem biegun p r o s t e j s leży na BB\ 
Będzie to zatem punkt sprzężony z punktem /y , w którym 
prosta 38* przecino $ i jako t a k i może bye,,c wynaleziony. 

Aby wię,c po wyznaczeniu punktów J& i 3* szybko 
znaleźć dostateczną i l o sc da lsz y c h punktów i stycznych, 
n a j l e p i e j postępować tak: 

Połączmy BB i niechaj prosta B8* p r z e t n i e <S w 
punkcie <* ; wyznaczmy punkt flf* sprzężony z y f i po­
łączmy go z B i B', będą to styczne 5 i i . Korzy­
stając z punktów sprzężonych , znajdźmy dwa 
ttowe punkty stożkowej C i C , będą to, jak wiemy 
punkty przecięcia prostych 

ĄN i AT oraz 
dołączmy CC i niechaj prosta CC przetnie 6 w punk­
cie P ; wyznaczmy punkt P sprzężony z P ; połączmy 
go z C i C? / hędą to styczne C i c' , I ten sposób 
postępujmy d a l e j : a więc korzystając z punktów P i P , 

Wyznaczmy dwa nowe punkty P i /)' , połączmy DD' \ td. 
Jeżeli dana prosta 5 będzie prostą niewłaściwą, a inwo­
l u c j a dokoła bieguna S /środka stożkowej/ będzie prosto 
Htna, to stożkowa będzie kołem. odc i n k i ĄS i /f'S s t a -

GBOMETRJA WYKHBŚlNA H.86. > Arkusz 32-gi. 
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ną się równe, a proste M i 4 W oraz jm W/f 

pro­
stopadłe; odnajdujemy więc znaną własność koła, po­
legającą na tern, że z punktów jego okręgu widać śred­
nicę Jf/I' pod kątem prostym. 

Do tego samego zadania można sprowadzić rozwią­
zanie zadania wzajemnego: 

Wykreślić stożkową, mając biegun v5* danej prostej 
S . inwolucję biegunową dokoła <3 /lub na $ / oraa 

jedną styczną <& stożkowej, W tym c e l u wystarczy wy­
znaczyć punkt zetknięcia A na stycznej <X /Rys.261/. 
Wyznaczywszy punkt At , n którym CL pri;- f i n a $ ¥ po­
łączymy punkt M t sprzężony a M'', z biegunem tj* pro­
s t e j S ; w przecięciu prostych CL i Mi leży punkt /7 • 

§ 187.- ŹtótiAlEIE\ mtee&iiti 8tóftlcbya naiac j e j 3 
punkty 7 , i J oraa inwolucja, biegunową fta, danej, 
prostej S . Zadanie to dałoby nie -sprowadzić* do po-
przedniego, gdybyśmy zdołali wyznaczyo biegun O pro­
stej. J" :. Moglibyśmy wtedy bowiem uważać za dane: 
bieguhbwfą S danego punktu O , inwolucję bieguno­
wą na J /lu b perspektywiczną z nią inwolucję biegu­
nową dokoła S / o r a z jeden punkt stożkowej, naprz. 
łf . Dla wykreślenia bieguna pros tej S wystarczy 



znaleźć biegunowe dwóch punktów t e j prostej,naprz. 
punktów Af \ J/ ,. w których proste fi i / J przecina­
ją J /Rys.362/.Aby wykreślić biegunową 77Z. punktu/^ 

zważmy, że do t e j 
prostej muszą nale­
żeć: V punkt M 

sprzężony harmonics-
nie z /V względem 
/ i l 2/ punkt 
yfljr sprzężony z)M 

w danej i n w o l u c j i 
biegunowej.Podobnież 
biegunowa TL punktu 

Ą/ łączy punktytf 
jj J\/ , z których pierwszy jest harmonicznie sprzężo­
ny z ̂  względem / i , a drugi j e s t sprzężony z/^ 
K danej i n w o l u c j i biegunowej. Przecięcie prostych/?? 
i TL j e s t biegunem S prostej fl/l/\I^.S 

Jeżeli daną prostą «5" będzie prosta niewłaściwa, 
a dana na n i e j inwolucja biegunowa będzie inwolucją 
kierunków prostopadłych, t . j . gdy stożkowa stanie się 
fcołem, te stosując podane rozwiązanie, odnajdziemy 
fcaaną konstrukcję środka koła,którego dane są t r e y 
Punkty / , Z. i 3 ,W samej rzeczy,punkty Mi/ł ptana 
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się niewłaściwe, punkty M i Ar, , będą zatem środkami 
cięciw f% i /Jf Aby więe znaleźć biegun prostej n i e ­
właściwej względem koła t , j . jego środek, należy w 
środkach cięciwy li i 13 wystawić do nich prostopa­
dłe i wyznaczyć ic h przecięcie; j e s t to powszechnie 
znane wykreślenie środka koła, opisan go na trójką­
cie 

Ta sama konstrukcja da się zastosować również wte-
gcly z pośród trzech danych punktów rzeczywistych 

dwa, np. i i , są zjednoczone, t , i . gdy dane są 
dwa punkty i 3* , styczna vi jednym z nich, np.w / 
oraz inwolucja biegunowa na prostej 3 

Biegunowa ?7i punktu Af , w którym dana styczna prze­
cina $ , przechodzi wtedy przez punkt •/ . 

Zupełnie w t a k i sam sposób rozwiązalibyśmy zada­
nie wzajemne: 

Wykreślić stożkową,mającą 3 styczne "//X i 3 

oraz inwolucję biegunowa dokoła danego punktu ó , -

przytem z pośród stycznych rzeczywistych ~( , Z* 

i 3 dwie mogłyby być zjednoczone, t . j . mogą być dane 
dwie styczne, punkt zetknięcia, na jednej z nich oraz 
inwolucja biegunowy dokoła danego punktu O , 
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J j _ 188 L ZADANIE, Wykreślić stożkową, mając j e j 
punkt . oraz dwie inwolucję biegunowe na dwóch pro­
stych S i ~Ł .Wykreślmy na prostych «5 s i ~L punk-« 
ty S i T , które są sprzężone w danych inwolucjach 
z punktem P przecięcia prostych S i ~Ć ; prosta^S*/* 
będzie biegunową, punktu <r . Jeżeli oznaczymy l i ­
terami B i C punkty przecięcia sieczn e j jjb ze stoż­
kowa, to na zasadzie twierdzenia I Staudta proste 

43 i ĄC przetną zarówno prostą S , jak i pro-
stą ~Ł w punktach sprzężonych, skąd wynika, że proste 
ĄB i MC stanowią parę prostych sprzężonych 
zarówno w i n w o l u c j i rzucającej z punktu/^ inwolucję 
biegunową na pr o s t e j S , jak i w i n w o l u c j i , rzucają­
cej z tego samego punktu inwolucję biegunową na pro­
s t e j *€ /§ 142/. 

Tak samo rozwiązujemy zadanie wzajemne: 
Wykreślić stożkową, mając j e j styczna / oraz 

dwie inwolucję biegunowe dokoła dwóch punktów Si *P . 

Ze wszystkich dotychczas rozważanych przypadków 
wynika zatem: 

Stożkowa j e s t wyznaczona przez, v f punktów l u b 
przez 5" stycznych, które mogą być parami u r o j o n e , „ 
sprzężone lub zjednoczone. 
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§ 189. ZADANIE. Wykreślić elipsę, mając parę 
średnic sprzężonych J/6 i OP /Rys.363./ 

Poprowadzić przez punkty równoległe do 
, a przez punkty C i D równoległe &sAB\ 

otrzymamy równoległobok, opisany na stożkowej.Wysta*' 
cz^r wykreślić łuk e l i p s y zawarty pomiędzy punktami 
JA i O i pozostałą cześć krzywej można wykreślić & 

zasadzie s y m e t r j i ukoJnej względem średnic rffii CD 

oraztna f a s a d z i e s y m e t r j i względem środka O . Zauważ* 
a y - t r o ^ t ^ S TU' , którego wierzchołek ^°°jeet 
- 4 t f j K y f v i niewłaściwym średńicy/^jff j Megunciw ,5 
wierzchołka O j e s t prostą AfC j otrawszy fi* 
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punkt dowolny P , rzućmy gc Z.dwóch pp.sest&łych wierz-' 
chołków (J^i T7 n% ©oki przeciwległe S7* i Si/ 09 

i połączmy rzuty tft i 77 i prosta #J będzie s - t y c z ' 
ną do stożkowej. Ponieważ w czworoboku opisanym o wierz 
cbołkacb u - T.lf, i T znamy punkt zetknięcia 
D na boku 7*lf* , więc prosta wyznaczy na 
przeciwległym boku U,T, , punkt zetknięcia^?/§ 183

t
Z/ 

Przesuwając punkt r wzdłuż odcinka AC otrzymamy 
dowolną ilość stycznych i punktów łuku e l i p s y między 
punktami /fi c . Wykreślenie powyższe ma tę ważną 
zaletę, że wszystkie punkty pomocnicze zawarte są we­
wnątrz równoległoboku opisanego na e l i p s i e . 

§ 190. Własności ogniskowe stożkowych. Punkty, 
dokoła których inwolucja biegunowa j e s t prostokątną^ 
nazywamy ogniskami. Urojone sprzężone proste podwójne 
t e j i n w o l u c j i , t . j . proste jednorodne /§ 146/ wycho­
dzące z ogniska są styczne do stożkowej. Jak wiemy, 
wszystkie proste jednorodne przechodzą przez punkty 
kołowe, ogniska są to więc punkty przecięcia dwóch par 
stycznych urojonych, wyprowadzonych do dtożkowej z 
obu punktów kołowych. Styczne te tworzą czworobok,któ­
rego dwa wierzchołki są punktami kołowemi, a pozostałe 
czt e r y - ogniskami stożkowej. 

Środek koła jest jego ogniskiem, albowiem inwo-
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łucja biegunowa dokoła tego p u n k t u j e s t prostokątną. 

Jak zobaczymy niebawem, w środku koła są z j e d n o c z o n e 

w s z y s t k i e c z t e r y j e g o o g n i s k a . 

Aby znaleźć r z e c z y w i s t e j e g o o g n i s k a stożkowej, 

która nie je s t kołem, u s t a l m y k i l k a własności ognisk,, 

które wynikają z i c h ,1 reślenia, 

1/ Ponieważ i n w o l u c j a biegunowa dokoła każdego 

o g n i s k a j e s t prostokątną, a więc eliptyczną, więc każj 
de ognisko r z e c z y w i s t e j e s t punktem wewnętrznym stoż­

kowej » 
2/ Każde ogni skib r z e c z y w i s t e musi leżeć na j e d n e j 

o s i . W samej rzeczy n i e c h a j p u n k t wewnętrzny f" bę-
dzie ogniskiem.Połączmy go ze środkiem U stożkowoi. 
Na z a s a d z i e określenia ogniska,prostą sprzężoną z pro 
stą tO^ ^ w i n w o l u c j i b i e g u n o w e j dokoła j e s t 
prosta C l ' prostopadła do iOt Średnica fOt^ w i $ c 
tę własność, że j e d n a , a więc w s z y s t k i e cięciwy z nią 
sprzężone są do n i e j prostopadłe, j e s t t o więc oś 
stożkowej. 

3/ Ponieważ ognisko t j e s t punktem zewnętrznym 

stożkowej, więc oś FO 9 na której ono leży, musi 
przecinać stożkową; jeżeli zatem stożkowa j e s t byper 
bolą, to r z e c z y w i s t e o g n i s k a mogą t y l k o leżeć na o s i 

głównej. 

Wiech będzie stożkowa o środku właściwym t . j , 
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e l i p s a l u b hyperbola /Rys,364,/ i niech będzie j e j 

, w których os 
p r z e c i n a 

stożkową, popro­
wadźmy styczne "Ł 

i ~L * ; są to p r o ­
ste równoległe 
do OL' , a więc 
prostopadłe do 

AA' . PO-
prowadźmy t r z e ­
cią styczną j a ­
kąkolwiek & i 
zastosujmy t w i e r -

i i i o v a u ' o u a /n xot/ ao opisanego na stożkowej 
trójkąta S t€' . Biegunową wierzchołka "ńf j e s t oś 
n/j t p r o s t e , które .rzucają pozostałe dwa wierzchoł­
k i ST. i $~t'z każdego p u n k t u o s i / / / f ' s ą sprzężone,a 
więc na z a s a d z i e określenia o g n i s k a , wzajemnie prosto-
padła. Stąd t w i e r d z e n i e : 

Odcinek stflrcznoj S t z a w a r t y pomiędzy stycznemi 
i ^ S w i e r z c f a e l k a c h i /ff' stożkowej, j e s t wi-

jzd a n y 'ż_każdeo,o o: :J. • • leżącego na //V^ pod kątem 
pro s tym„ 
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Kawżajem, jeżeli i s t n i e j e na osi i -
z którego odcinek stycznej zawarty pomiędzy stycznego 
w wierzchołkach /I \ .JJ widziany j e s t pod kątem pro; 
stym - to ten punkt je s t ogniskiem,''Albowiem na zaś*' 

dzitt t w i e r d z e n i a / 
Staudta /§ 185/-p\ 
ste TL i 771 są sp*'{ 

źone, punkt ' 
posiada zatem //..'' 
tę własność, że 
dwie / a a ' imnl 

a więc wszystkie 
pary prostych 

0 — • -A—s 

, X . ] 

sprzężonych przezeń przechodzących są prostokątne. 
Wyznaczmy ogniska e l i p s y /Rys.365/, której dane 

są c z t e r y wierzchołki: /} / JJ' f B i Bf 

Szukajmy najpierw ognisk,leżących na w i e l k i e j o s i 
Prowadźmy w wierzchołkach /? ' /)U i 3 s t y c z n 0 

t j ~Ł ' i 5 Pierwsze dwie są równoległe do B3f 

t r z e c i a j e s t równoległa do fffj' .Szukane ognisk* 
będą punktami o s i AA" , z których odcinek CC 4 

stycznej •S widziany jest pod kątem prostym. Jeżeli 
tedy na odcinku CC ^/^'zakreślamy koło Ą jak 
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na średnicy, te punkty przecięcia tego koła z psią 
/}A' kCdą ogniskami. Ha oziA/fł leią dwa ogniska 
rzeczywiste r i f~ ' * albowiem prom^eź koła^ 
j e s t większy niż odległość jego środkaHęd o s i 

Aby znaleźć ogniska, leżące na małej o s i BBi 

trzebaby wyznaczyć punkty przecięcia t e j o s i z kołem 
{( , zakreślonem na pr o s t e j CC/ jak na średnicy. 

Punkty te będą urojone sprzężone, albowiem promień" ko­
ła k , j e s t mniejszy od odległości* jego środka od o s i 

BBj Ogniska, leżące na o s i BBj są zatem uro­
jone sprzężone. 

Jeżeli osie fl/J\ BBj są rćwne, t . j . gdy e l i p ­
sa j e s t kołem, to wszystkie c z t e r y ogniska są z j e d ­
noczone w środku koła, albowiem każde z kćł k i k, 

jest styczni do jednej z os i J/f i 00,. 

Rzeczywiste ogni­
ska e l i p s y są to 
zatem punkty, któ­
re leżą na w i e l ­
k i e j o s i po obu 
stronach środka w 
odległości 

jeżeli, jak zwykle 
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c l 

oznaczymy OĄ~ ) &8 ~ £> • 

Aby wyznaczyć rzeczywiste ogniska hyperboli /Rys 
366/, prowadźmy znowa w wierzchołkach głównej o s i 
/t i //'styczne i zf ' , a za trzecią styczną uwa­
żajmy asymptotę S

 t
 która niechaj przecina tamte stf 

czne w punktach C i C l Na odcinku C C zakreśla 
koło A jak na średnicy, punkty jego przecięcia z o 

będą ogniskami /*" i A~* Hyperbola posiada 
zatem również dwa i ty l k o dwa ogniska rzeczywiste. ̂  
ległośćitych punktów od środka O równe są promienia 
wi koła A , t . j . połowie odcinka CC . Jeżeli pr* 
analogję z elipsą długość odcinka oznaczymy pr 
6 , to C - V a V j * -

Dla wyznać n i a ognisk 
pa r a b o l i /Rys.36? 
poprowadźmy w wie1*1 

chołka właściwym 
styczną •£ ; styc^' 
na Ź w wierzchoł' 
ku niewłaściwym 
j e s t prostą niewł5 

ściwą. Jeżeli dafl* 
przecinająca "zf w pufl ĵ 

to ogniskiem 

I 

Hys.367 

j e s t styczna jakakolwiek -5 
cle t i posiadająca kierunek O 
dzie t a k i punkt , z którego CC"* 



w i d a c pod ̂ kątern prostym. Jeżeli w punkcie C wystawi­
my do 5 prostopadłą rri , to punkt F w którym 7?? prze 
cina /fflbędzie o g n i s k i e m p a r a b o l i . Ponieważ z 
każdego i n n e g o punktu właściwego o s i odcinek 
CC' byłby w i d z i a n y pod kątem różnym od prostego, 
*ięc punkt F j e s t jedynem r z e c z y w i s t y m i właściwem 
o g n i s k i e m p a r a b o l i . 

Biegunowe o g n i s k nazywają się kier o w n i c a m i . W elip_ 
s i e i h y p e r b o l i istnieją dwie k i e r o w n i c e r z e c z y w i s t e , 
|ą t o p r o s t e zewnętrzne, s y m e t r y c z n e względem środka 
1 prostopadłe do o s i / w i e l k i e j w elipsie,giównej w 
f t y p e r b o l i . W p a r a b o l i i s t n i e j e t y l k o j e d n a k i e równi-
Q3 właściwa, je s t t o prostopadła do o s i w p u n k c i e sy­
metrycznym z o g n i s k i e m względem wierzchołka. 

T w i e r d z e n i e . S t o s u n e k odległości punktów stożko-
3%ch od o g n i s k a i jego b i e g u n o w e j / k i e r o w n i c y / j e s t 
Stiałjr.Wezniy dwa j a k i e k o l w i e k p u n k t y stożkowej Jff iff^ 

P y s . 3 6 8 / n i e c h a j s i e c z n a M(Mi p r z e t n i e biegunową 
T*. o g n i s k a f~ /kierownicę/ w p u n k c i e P ; bieguno-
fo p u n k t u P p r z e j d z i e p r z e z o g n i s k o f /§ 151/ 

1 przetnie sieczną H,Jf^ w punkcie O , który j e s t 
| e r m o n i c z n i e sprzężony z P względem M{ i / ^ jproste 
FP £ f-Q j a k o sprzężone i wychodzące z ogniska 
"% 'Wzajemnie prostopadłe. Czwórka p r o s t y c h 



rzucająca harmo­
niczną czwórkę 

n,Mi P O 

j e s t harmoniczną; 
ponieważ zaś pro­
ste sprzężone 
i FQ są wza­
jemnie prostopa­
dłe,więc są one 
dwusiecznemi ką­

tów między prostemi FAtti FMtf § 128/; w trójką­
c i e FM A, BP 

j e s t jedną z dwusiecznych kąta ,a 
więc - g f f i - - PĄf- a-dLJŁ ; przestawiając wyrazy 
średnie w proporcji,złożonej ze stosunków pierwszego 
i t r z e c i e g o , otrzymamy 

M,p, M, Dt ' c ó o / o 

Wartość tego stałego stosunku nazywamy mimośrodem 
stożkowej i oznaczamy literą C ; biorąc punkt ''/ 
w jednej z wierzchołkom stożkowej łatwo obliczyć, że 
dl a e l i p s y i hyperboli € ~~cC » gdzie C j e s t o f l e g -
łością ogn i s k a od środka stożkowej i równa się 
d l a e l i p a y , » Vfc»vJ* d l a h y p e r b o l i . Mimosród j e a t 



przeto mniejszy od j f d l a e l i p s y , większy od / d l a 
hyperboli i równy 2 dla p a r a b o l i , 

TWIERDZENIE. Styczna i normalna w każdym punkcie 
stożkowej sa dwusiecznemi kątów między prostemi,które 
ł&czą ten punkt z ogniskami. 

a/ Niech będzie e l i p s a o osiach 
/Rye.369/. Wyznaczmy jakąkolwiek styczną 772. do e l i p s y 

i j e j punkt zet­
knięcia M 

I ^ c e l u /|179. 
11,3/ poprowadźmy 
styczne "t/t ą* ś 

w wierzchołkach 
A ,A' i B 

i obrawszy na o s i 
Ar j a k i k o l w i e k 

fi punkt P rzućmy 
go z punktów C i 

0 na sty c z ­
ne ; pro­
sta łącząca r z u -

'x,K i L 
j e s t styczną T*l 

do stożkowej; 

Jlys,369, 



p u n k t zetknięcia z n a j d z i e m y w przecięciu p r o s t e j 
rru- z prostą £ P •/% 183,3/; o g n i s k a F i p ' 

otrzymamy w przecięciu o s i z kołem n o p i s a -

nym na j a k na średnicy., Połączmy r/n i FM: 

t r z e b a okazać, że s t y c z n a m, i prostopadła do n i e j 
w p u n k c i e Af n o r m a l n a n. są d w u s i e c z n e m i kątów • \ 
pomiędzy FM i F'M » trójkącie CC 'P 

środkowa PS i równoległa do boku C C przegradzają 
h a r m o n i c z n i e pozostałe b o k i PC i P C /§ 134/, 
stąd w n i o s e k , że czwórka punktów Kl~M Njest harmo­
n i c z n a . Normalna 7fe. j e s t biegunową pu n k t u 4^ względem 
koła k 9 gdyż j e s t to prostopadła do średnicy /KL 

przechodząca p r z e z punkt sprzężony h a r m o n i c z n i e z punj 
ktem fV względem końców t e j średnicy. Stąd wynika,że 
c z w o r g a punKtow / f '* j e s t h a r m o n i e z i m /gdyż punk 
ty F i F są p u n k t a m i przecięcia s i e c z n e j k o ­
łem A , a punkt leży na b i e g u n o w e j punktu A/ 

/§ 174/,a więc rzucająca ją g r u p a p r o s t y c h • M^fFP 

j e s t też h a r m o n i c z n a . A l e wiadomo /§ 128/, że jeże­
l i dwie p r o s t e h a r m o n i c z n i e cprzężone nt i Tl są 
wzajemnie prostopadłej to są one d w u s i e c z n e m i kątów 
między pozostałemi p r o s t e m i MT i MF~ c.b.d.o. 

WNIOSEK I. Suma odległości każdego p u n k t u e l i p s y , , 
od obu o g n i s k równa s ię w i e l k i e t j o s i , P r z e d ł u z my 



F'M° długość MQ'~ MFf /Rys,369/ tak że 
* FM , Dzięki sym e t r j i punktow/ićj 

względem średnicy punkt leży na k o l e / , 
łuki V " - Z ' ; FL i /.(f -:c- równe, skąd wynika IJI»J[Ą* 

Wniosek 2. 
Gdy punkt NI 

opisuje elipsę, 
punkt Ge o p i ­
suje koło o śroci-

promie-ku- t i 
n i u : 

F'G-AA> 
/koło kierowni­
cze/, a punkt 
// koło o środ­
ku O i pro­
mieniu O Hf 

-0/> „ Ofl'-
/koło główne/ /Rys.370/. Jeżeli przeto kąt prosty po­
rusza się 7; ten sposób, że je^o wierzchołek H opisu­
j e koło, a jedno ramię przechodzi przez punkt wewnętrz­
ny F tego koła, to drugie ramię, powłóczy elipsę. 

b/ Niech b i d z i e dana oś główna, hyperboli 

GBOMĘTRJA WIKREŚJIfl N.86 Arkusz 33-ci 
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oraz asymptota s /Rys0271/. Wyznaczmy w t a k i sam spó* 
SÓD, jak w przypadka e l i p s y , styczną rr%do h i p e r b o l i 
i j e j punkt zetknięcia /ł/ . Styczne Ł i £ ' w wierz­
chołkach /fi JJ' oraz asymptoda S stanowią trójkąt 
opisany na hy p e r b o l i ; na biegunowej wierzchołka ~tt1t;j. 
na o s i głównej AA' obierzmy j a k i k o l w i e k punkt ' i 
rzućmy go z wierzchołków C i C tego trójkąta na bo~ 
k i przeciwległe ~t i £ ' , Prosta Ki- łącząca te r z u ­
ty będzie styczną m /§ 195,1/; punkt zetknięcia^ 
leży w przecięciu t e j stycznej z równoległą do asymp-
toty S wyprowadzoną z punktu P , ogniska F i 
/^'znajdziemy w przecięciu o s i fl fi' z kołem fi o p i ­

sane m na ML jak na średnicy. Trzeba dowieść, że sty­
czna m i pro­
stopadła do n i e j 
normalna TL do 
hyperboli w punk­
c i e są dwu-
siecznemi kątów 
nomiędzy 

i F'M • -
W trójkącie 

cc p środ­
kowa PO 



równoległa do boku O C przegradzają harmonicznie 
boki PC i pc t stąd wniosek, że czwórka punk­
tów MLMfi/ j e s t harmoniczna. Normalna n. j e s t b i e ­
gunową punktu /\/ względem koła Ą , skąd wynika, że 
.czwórka punktów FFWH i czwórka prostych 
są harmoniczne. Ponieważ p r o s t e m i n są wzajemnie 
prostopadłe, więc są one dwusiecznemi kątów między 

MF i MF' ,c.b,d.o. . 
Wniosek 1. Różnice odległość i każdego punktu hy­

p e r b o l i od obu ognisk równa sie o s i głównej. Odmierz-
my MG - MF oRys.371/ zak,że FG - F'M~FM 
Dzięki s y u i e t r j i punktów / i (jr względem średnicy 
KL punkt Gr leży na kole A , łuki F'L'*FL 

i LCł są równe, skąd wynika: F'G^ł-1- ~ $ $ 
• Wniosek 2. Gdy 

punkt m opisu­
je hyperbolę, 
punkt G opisu 
je koło o środ­
ku F i promie-
n i a FG-M' 
a punkt //.kolo 
c środku O i 

x 
Rys. 37̂ - o c i e n i a 
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OH—GĄ^GH' /Rys.372/. Jeżeli przeto kąt pro­
sty porusza się w ten sposób, że jego wierzchołek // 
opisuje koło, a jedno ramię przechodzi przez punkt 
zewnętrzny P tego koła, to drugie ramię., opisuje 
hyperbolę. 

c/ W pa r a b o l i jeden wierzch ołek /f'i jedno ogni­
sko F" l e ż a w punkcie niewłaściwym o s i Niech /I bedz^ 

/ 

Y " V 

\)> $ X 
' t 
A—x< )—~ki 1 

wierzchołkiem 
Była śc iwym parabo­
l i , ~Ł - st y c z ­
no, w tym wierz­
chołku , TYI -
styczna j akąkolj 
wiek. która nie* 

oś w 511 

chaj przecina 
? punkcie H /Rys. M a styczną ~£ 

373/. Aby wyznaczyć punkt zetknięcia M na stycznej 
tn , wykreślmy biegunową punktu Al . Będzie to pro­
stopadła do o s i , wystawiona w punkcie P symetrycsJtfJ 
z A> względem /7 ; punkt j)Ą będzie przeto symetrycz­
ny z w względem H . Ognisko P znajdziemy w pra6' 
cięciu o s i z prostopadłą do rfi , wystawioną w punkcik 
ff , Przez M poprowadźmy równoległą MP do o s i 
t . j . prostą w kierunku ogniska niewłaściwego. Trójki 
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FM fi/ J S 8 t równoramienny /bo Młi~/VH i 
HF X MM /, stąd wynika U.= V =y ,c.b.d.o. 

Gdy kat prosty porusza się w ten sposób że jego 
wierzchołek H opisuje prostą £ , a jedno ramię prze­
r o d z i przez punkt F nie leżący na ~Ł , to drugie r a -
^ię powłóczy parabolę. 

Kierownica o/ p a r a b o l i , t . j . biegunowa ogniska F 

jest prostopadłą do o s i , wystawioną w punkcie D syme­
trycznym z ogniskiem F względem wierzchołka A 
Odległość każdego punktu M p a r a b o l i od ogniska i od 
kierownicy są równe, co już wierny / MF = M & / /. 

§ 191. Twierdzenia Besargues ła. I . Punkty, w któ-
£jLch dowolny sieczna przecina stożkową, oraz punkty w 
których ta sieczna przecina boki przeciwległe czworo-

wpisanego w stożkową.stanowią 3 pary punktów 
S&rzeżonych i n w o l u c j i . Z wierzchołków przeciwległych 
A i C czworokąta wpisanego /ł 3 CD/Rys,374/ 

r2uómy pozostałe 4 punkty stożkowej 
P* zasadzie § 177,1 czwórki prostych rzucających 
t* punkty z wierzchołków Ą i C 3ą rzutowe; prze­
cięcie tych czwórek prostą fi stanowić przeto będzie 
^ i e czwórki punktów na wspólnej podstawie: 
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Ale drugą z 
tych czwórek 
je s t rzutowa 
z czwórką 

/bo dwustosunki 
/ MK'ML / 

są równe,/§ 125/ 
skąd wynika: 

/. Ponieważ punk­
ty n i K*odpowiadają sobie w tych czwórkach podwój­
n i e , więc wszystkie inne pary punktów odpowiednich,a 
więc L i U, M i M* 

również odpowiadają sobie 
podwójnie,t.j. 3ą w i n w o l u c j i /% 142/, c-b-d.o./Inwo­
l u c j i t e j nie należy oczywiście mieszaó z inwolucją 
biegunową na prostej Jo / 

Twierdzenie powyższe pozostanie w mocy jeszcze 
wtexy, gdy sieczna J> stanie się styczną do stożkowej 
W punkcie zetknięcia zostaną wtedy zjednoczone oba 
punkty K i H t skąd wynika: 

Punkt zetknięcia stycznej ze stożkową j e s t jedojEff 
z punktów podwójnych i n w o l u c j i . któxa no. t e j stycznej 
wyznaczają boki przeciwległe' dowolno£o czworokata_wj?.i( 
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sanego w stożkową. 
Posługując się zasadą dwoistości dowiedlibyśmy" 

twierdzenia wzajemnego"/Bys.375/, 
I I , gtycsne wyprowadzone do stożkowej z dowolne­

go punktu zewnętrznego oraz proste, rzucające z tego 
Punktu wierzchołki przeciwległe czworoboku opisanego 
na stożkowej, ątanowią t r z y nary prostych sprzężonych 
i n w o l u c j i . 

Twierdzenie De-
sargues'a, podobnie, 
jak twierdzenie Pas­
c a l a i Brianchona wy­
rażają zależność l i -
njową między 6 punk­
tami lub 6 styczne-
mi stożkowej.Dlatego 
też na tych twierdze­
niach można oprzeć 

Hys 375 jeszcze jeden sposób 
wykreślenia l i n j o w e ­

go stożkowej przechodzącej przez 5 danych punktów 
lub stycznej do 5 danych prostych. 

§ 192. Zagadnienie 2-go stopnia. Wyznaczenie stoż­
kowej przez 5 j e j elementów tego samego rodzaju j e s t 
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zagadnieniem, które w każdym przypadku ma jedno i t y l ­
ko jedno rozwiązanie i da się uskutecznić zapomocą 
k o n s t r u k c j i l i n i o w e j t . j . bez użycia c y r k l a i e k i e r k i 
Mówimy o t a k i c h zagadnieniach,że są pierwszego stop­
n i a . Poniżej podajemy k-'lka przykładów zagadnień dru­
giego stopnia, t . . j . takich,które mają wogóle dwa roz­
wiązania. Zagadnienia te wymagają użycia c y r k l a , a za 
pomocą k o n s t r u k c j i l i n j o w e j dadzą się rozwiązać jedy­
nie wtedy, gdy w płaszczyźnie rysunku mamy wykreślo­
ne koło w dcwolnem zresztą położeniu i dowolnej w i e l 

kości / S t e i n e r A 
i - Wykreślić stożkowa, przechodzącą przez 4 dane 

punkty /}_ j B , C j D j 3tyczna do dane .i pro-;. I 
s t e i s 

Zadanie to sprowadzi się do zadania już rozwiąza­
nego: "Wykreślić stożkową przechodzącą przez 5 danych 
punktów,jeżeli zdołamy na stycznej wyznaczyć punk^ 
zetknięcia T „ Zauważmy, że czworokąt 
/Rys.387/ j e s t wpisany w stożkową, na zasadzie a r t y ­
kułu poprzedniego-punkt zetknięcia na stycznej $ jest 
jednym z dwóch punktów podwójnych i n w o l u c j i 
którą wyznaczają boki przeciwległe czworokąta /IBCO 
Zależnie od tego, czy inwolucja ta j e s t hyperbolicz-
na, paraboliczna lub eliptyczna,znajdziemy dwa,jedno 
lub *źero" rozwiązań. 
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Zupełnie tak sa­
mo rozwiążemy za­
danie wzajemne: 
I I . Wykreślić 
stożkowa styczną 
do czterech da­
nych prostych 
a , h , c i 

JL i przechodzą­
cą przez dany 
punkt $ , Punkt 
S łączy z 

wierzchołkami 
przsciwległemi 
czworoboku o p i ­

sanego oc£ c z/ i zapomocą koła Steinera znajdujemy 
proste podwćjne i n w o l u c j i przez te dwie pary prostych 
dokoła punktu S wyznaczonej. 

111 i.Znaleść punkty przecięcia prostej ze stoż­
kową, wyznaczoną przez 5 punktów /, Jt * * ty i 
S" łub z punktu S wyprowadzić styczne do stożkowej, 
Wyznaczonej przez stycznych 1 , Jt t 3 , ty i S'. 

Pierwsze z tych dwóch zadań* wzajemnych rozwiąza-
Ulmjr jtiż w-fr 139-/Rys.276/. Zastosujmy to rozwiązanie 

Rys . 37 6. 



- 520 -

do następującego przypadku szczególnego,. 
Wykreślić asymp-

toty stożkowej,danej 
zapomocą 5-ciu punk-

tów i f tZ f 3 , 

Y 
oo 

/ A / l V \ 

Z' 

i f. /Rys'. 377/. 
W tym celu należy 
najpierw wyznaczyć*, 
punkty, w których 
prosta niewłaściwa 
przecina stożkową, 
a później w tych 
punktach poprowadzić 
styczne /§ 163/. Dla 
rozwiązania pierwszej 
części zadania two­
rzymy pęki rzutowe 

które rzucają z punk* 
tów i i i wszyst­
kie punkty stożkowej 

Pro ste at i % ' A % 
k.c i wyzna-
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czają na prostej niewłaściwej 3 pary punktów t . j , 
kierunków odpowiednich; należy znaleśó k i e r u n k i pod­
wójne t . j , asymptotyczne.Frzez punkt j a k i k o l w i e k np. 

przez S" prowadzimy, koło Steinera i z jego pomocą wy­
znaczamy proste podwójne z dwóch pęków rzutowych o 
wspólnym wierzchołku ó których proste Qś'ot ct iCL t>z są 
równoległe do prostych at Zt C, i a ^ ^ i c t . 

Znalazłszy k i e r u n k i 1°° i ~J °° prowadzimy stycz­
ne w tych kierunkach do stożkowej; łącząc każdy z tych 

i U z punktami 2 / 7 i * • 

otrzymamy dwa pęki rzutowe, których środek rzutowy O 

jest punktem przecięcia obu stycznych szukanych, t . j 
środkiem stożkowej. Proste V i J , poprowadzone przez 
punkt U w kierunkach J- i J°° są asymptotami, dwu-r 
sieczne CL i i kątów między niemi są osiami stożkowej. 

• * R O Z D Z I A Ł XV. , 

POWIERZCHNIE DRUGIEGO STOPNIA 

§ 193. K o l i n e a c j a środkowa dwóch układów przestrzeń 
l i c h . Niech będzie płaszczyzna S którą nazywać bę­
dziemy płaszczyzną k o l i n e a c ; i . punkt O t który nazwie­
my środkiem k o l i n e a c j i i dwa punkty Ąt i Jl^ , leżące 

dowolnej prostej , wychodzącej z punktu O /lub 
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