fa =

. : : A
kosci i znaku trzy razy wzigtemu odcinkowi ()1'?' Y

ten sposéb weszystkie punkty w tym wykresleniu uzyte zna-

lazty sie wewngtrz koila wyraznego widzenia, -

czESC IV, KRZWE, STO2K1 I
w

e

POWIERZCHENIE DRUGIEGO STOPRNIA,

ROZDZIAL XII. SZEREGI I PEKI RZUTOWE,

§ 121, Okroslenie geometrji rzutowej, Istota wezyst-

E Y

kich metod geometrji wykredlmej, jak to zauwazylismy juz

w § 1, polega na przeksztalceniu danej figury przestrzen-
‘nej na figure plasksa zapomocy kolejnych dwuch caynnodci:
' rzucania i przecinania, Zanim prazystapimy do dalsaego
rozwinigcia metod geometfji wykredlnej, trzeba blie]
poznaé te wlasnoéc1 figur, ktoére zostaja- zachowane przes
rzuty i przecigcia, Do takich nalezy przedewezyatkiem
wzajemna przynaleznosdé elementéw geometrycznych /punk-
téw i prostych, prostych i plaszczyzn/, Jezeli punkt

A lezy na prostej b5 %o prosta b ‘rzucajgca punkt

A = dowolnego punktu C lezy w plaezcz}z’nie B
raucajgcej z tego samegpo Srodkg rzutdw prosts A, je-=
zeli proata tL lezacag w ptaszczyinie B pr.etnzemy pia-
szczyzna jakgkolwiek, to punkt A , W ktorym plaazczy-
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Zrta sieczna przecina prosta O lezy na prostej.é

wedlug ktérej ta sama Plaszezyzna przecina plaszes 2yzne

B . Typowemni tw:erdzenlaml, dotyczacemi wlasnodei,
zachowuiacyeh sie przez ru uty 1 przecigeia, sa twier-
dzenia o tr dikgtach der gues s /§ 81, Rys . 182/, Isto-
ta tych twierdzen polega na istniseniu t.zw, konfigura-
¢ji Desargues’s, %.,). figury pi askiej, zlozonej z 10
punktdéw i 10 proatych w ten 8pozcdb, Ze przez kazdy punkt
przechodza 2 proste i ns kazdej prostej lezg 3 punk-
Ly, Jeznli z jakiegokolwiek punktu P rzucimy wszyst-
.

1o te 10 punktéw i 10 prostych, to ovrzymany figurs
toz

¥
zZozong 2 10 prostych i 10 pdaszezyzn wyehodzaeych g
punktu‘/b ¥ ien mposdb, fe przez kazds prosta prage
chodzié beda 3 pias czyzny 1 w kazdej plaszczyinia
lezel beda 3 proste, Stad przekonywamy sie o prawdzi-
vof2i twierdzes, _ |

I1I, Jezeli krawedzie dwuch tréjséciandw o wspdlnym
wiorzcholku leza parami w 3% plaszczyznach przechodza-
cych przez jedna prosta, to ich gciany przec;na;a Big
paraai wedivug 3 prostych jednej plaqzczyany

IV, Jeieli dciany dwuch tréjéciandw o wEpslayn
w;arzchotsu Przecinajg sie poarami weddag 3 préstych'
Jedpeg Plaszczyzny to ich krawgdzis ana para&i w3

p!asiczyznaqh_prz@chodzqcyon;pr:ez jedna prdatg,
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Nawzajem, przecirajac to figure, zlozona z 10 pro-
atyeh i 10 plaszczyzn wychodzacych z jedrego punkiu,
Plaszczvena jakgkolwiek, otrzymalibydmy figure, z kté-
rej wnioskowalibysmy o prawdziwofci twierdzen I i 1Ii
§ 81, Twierdzenia o tréjkatach Depargues‘a wyrazaja
Wige wlasnos$é, zachowujaca sie przez rzubty i przecie-
Cia,

Czesé meometrji, ktdérej przedmiotcw jest badanie

¥isanodci figur nie zmieniajgcych sie przez rzuty i

gyzeéi@cia, nazywa sie geometrjg rzutows,

§ 122, Geometrja rzutowa plaska i geometrja rzuto-

wa. wiazki, Geometria plaska bada wiasnodci figur zlozo-
nych z punktdw i prostych jednej plasaczyzny;'przedmio-
tom goometrji wiazki sa wiasnoéci figur zYozonych 2
prostych i plaezczyzn przechodzgcych przez jeden punkt.
Twierdzenia o trdéjkatach Desargues‘a /§ 85/ naleig do
goometrji plaakleg, twierdzenia o tréjécianach Desar-
gues‘a /§ 121/ naleza do geometrji wiszki.

Z kazdego twierdzenia geometrji rzutowej plaskiej
mozna hezposrednio otrzymaé odpoviednie twierdzenie ge-
ometrji rzutcﬁéj wigzki, zastigpujac wyraszy oznaczajgce
Duvkty il proste odpowiedniemi wyrazami oznaczanceml
FZucaJace je proste i plaszczyzny, i nawzaJem Nlema

wie: potrzeby rozwijué niezelesnie obu geometr;i, wy-
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starczy zajaé sie“géometrja rzutows plaska, w ktérei
jest dana latwosc dokladnego ilustrowania my$li zapo-

moca rjsunku

§ 126 Dw01stos¢ 4 geqmetrJl przestrzeni , Istnie-

‘,3“ 1nny JB°ZCZB*’W1Qzek pomlgdzy twierdzeniami georeurJI
V'TzutOWPJ pkgsxlej a twﬁerdzenxaml geomelrji rzutowej
w1azk1, pozwala;@cy z k&zdego ﬁwxerdvania Jedne3 z nich
wyprowadzi¢ bezposredn1o pswne tw1erdzeﬁle drugisej,

Zwigzek ten nazywa sie wzajemnoscig i oparty jest na

nastepujacej casadzie, zWune] zasadg dwoistosci geome-
trji przestrzeni:

Jeseli prawdziwe jest pewne twierdzenie, dotyczg-

ce wzajemnej przynaleinosci punktéw, prostych i plasz- !

cayzn, to bedzie praydziwe inne twierdzenie, doiyczg-

co to] samej wlasnodci, w ktérym zamiast pojecia “puq!f'

figurowac bedzie pojecie "pltaszczyzna" i nawzajem,

Tak np, twierdzenia Desargues’a I- 1 IV, 11 .4
111 sy wzajemne, z twierdzenia I /9§ 81/ otrzymali-
bysuy IV /8§ 121/ zastgpujac pojecie:

wierzcholek poigciem £ciana

trojkat i Lidjdcian
nrotta i prosta 3
bok : krawed?

punkt 4 plaszozyuna
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] 124 Dwolstosc w geometrji plaskiej i w geome-

‘m

trji wigzki. Jezeli pravdzine Jest pewae rzutowe twier-

dzenie geometrji plaskief, to na zasadzis § 122 praw-~
dziwe byé musi th@*GaﬁﬂlF geometrgl W]qZKl. otrzymane
-Przez zastgpienie poJ901a p'n& » poje~1sm pr osta" i
‘Pujecia "prosta’ pojeciem "piaszerzyzna®, ‘le wtedy:naf'-‘
zasadzie § 123 prawdziwe by¢ musi twierdzenie geometrji
Plaskiej, otrzymane przez zamian@ v tym catatnim twier-
dzeniu pojecia *plaszczyine” pojeciem "punkt®, stad wy-
nika, ze: _
prawdziwa byé musi twierdéenie geometrji plaskiej
\Otrzymane.przez zastapisnie w danym twierdzeniu geome-
trji plaskiej pojecia "punkt” pojeciem ®prosta" i poje~-
cia "prosta" pojeciem °"punkt* |
¥ geometirji ptaskiej istnieje‘wigc réwnies zasada
dwoistosci éolegaj@ca na wzajemnosci pojeé "punkt® i
"prosta” /np, twierdzemia I i II '§ 93 o tréjkatach De-
Sargues ‘a/ '
- Tak samo dowodzimy , zc w geometrji wigzki istnieje
‘2asada dwoistodci i polegajaca na wzajemnogci pojeé "pro-
ata® i plasvczyzna /np, twierdzenia III i IV § 121 o

tréjécianach Desargues a/

§ 125 Dwustosunek 4 punktéw jednei prostej.
m— =

Niech bpdg na prostcj']o /Rys 240/ dwa stale punkty
4 / A
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5 A i B zwane pierwszym i drugim punktem zasadniczym

oraz punkt zmienny M zwany punktem podzialu: 'Uwe,za.j-

my zwrot od A do B zs dodalni; zmierzmy dowolng

jednostks odecinki AM 1 BM uwazajac kazdv z
nich za dodatni, jezeli posiada ten sam zwret co

W przeciwnym razis uwazajmy go za ujsmny, Stosunek
ue AM
BM

nazywamy stosunkiem podzialu punktu /¥ wzgledem punk-

tow A i B . Kazdemu punktowi M prostej X odpo-

- wiada okredlona lista, miarowicie jego stosunek podzia--

wtedy AM i BM , niezalesnie od umowy, majg praze”

tu, 1iczba_ta

g ///51 .jeat zresztia
/ S niezalezna od
p_ A/ /Af,/a/ 7_(/5 ' tego, czy zwrot
A ; AB cay
/ / | oo % BA  arnali.
& /6 | émy za dodatni,
Rys, 240. ' Stosunck podzia-

. tu j-ést ujemny

dla wszystkich purktdéw Jdeizcych miedzy A 18 . gdyi

Vciwne zna.lgi"-' jest oh.dodatni dla wszystkich punktéw
: losanych zewnatrz odcinka A8 gdy s wtedy AM i

!
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BM
36b zmienia sig stosunek M , gdy /7 przebiega prosts Ax

V2 i

m&jq zawsze ten sam znak_  Zbadajuy, w jaki spo-

W tyw celu poprowadimy przesz ﬁunkty A i B réw-
na.‘.egg_le a vi‘b v dowolnym kierunka i obrawszv na obu
tych pt"ostych ten sam zwrot dodatni, cdmierzmy na A
oddinek BB, =+1 i polaczmy B, z punktem M ;
odlealosé punktu A od punktu A, , w ktérym B.M
przaciﬁa a , bedzie co do wartodei bezwzglednaj i zna-

zu "':'swns./'g , gdyz

{

Al _ =AM _ i
BB, ﬁﬁl A
cdy M ara1duJe sig w A T ‘

&ay M resywa sie od A ku érodkowi 0 cdcinka /]5
M pozostaje ujerne i osigga w punkcie O wartosé -Z;
pomiedzy 0 i B pozostajgc ujemne wzrasta nieo-
graniczernie co do wartofci bezwzglednej i w punkcie B
sbajs sig £ oo , idyz prosta. B,,M jest wtédy riw~
nolegtsa do a ., Dia wezvsuiich punktow zewnigtrzny-.:'n
wz:si2dsm odcinka A8 M jesv, jak to jui zaznaczy-
1i'émy liczba dodatnia, przytem dla punktéw lezacych

P> sironie punilu 5 /A jest zawarte pomiedzy +eo°
e, ?mtomia.s.t‘dla punktdw leigcych po stronie

punktu A A4 poniads wartosci pomisdzy O 1 *Z
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Gay M oddala sig niebgrani zenie w jedna lub druga
strone, 51M sbaje sze 10wnu1og?a do 7U i /9/7 /‘" =+,
Tak wiec: f

Jazell na prostej © dane sj dwa punkty A 3 B

~bo kajdemu punkiowi M tej proste) sdpowiada jedna

'jedyna. liczba /do_datnia lub ujemna/, mianowicie sto-

sunek pcdzialu M punktu /4 wagledem punktéw /7 i B.
Nawzsjem, kazde] /dodatniej lub ujemnej/ liczbie

M odpcwiada wiedy jedon jedyny punkt M proste] /b

ten mienowicie, ktirego stosunkiem podzialu “rzglndem

punktiw A iB Jest ans

¥ samej razeczy, nzmowadm’y praez A i B réw-
nolegls o i b w t;{-:-wol-:nf,fm kieyunka i ohrawszy na obu
jadnakowy zwret dedatni odmierzmy na nich odeinki A4
i 8 /31. , ktorych stosurek co do wartosci bezwzgled-
nej i znaku rdéwny jest M, prasis 4.5 przecina A~
w punkcie mzukauym M
Nischaj beda tsras /Rys 241/ dwa punkty /7 i W
; ¥y8,
ktorych atosmnki spodzislu wigledem punktéw sasndniczych
3 F .
A i 5‘ nieche] beds A¢ i 7 | Elaraz f—;— NATFV Gy
dwugdosunkiom /shusunkiem aniarmonicznyn/ 4-ech punkiow
ABMN daad on dedrt i ads M i N  elbo lezg "
- 5 2 g .

sha wewnatrz alhe oba aswnygirs odcinka 7B » 5.3,

gdy paty punktéw A5 1 /MN  gig nie pr_zeg,radzkjﬂ

-
¢



- 285 .

Dwustosunek 2 y. g% g/(/v oznacgemy sym-
bolem /#BMN  / prazestrzegajac sciéle okreslonego
nasteﬁétwa liter, W symbolu tym pierwssa i druga litera : =
oznacza plerwsay i drugi punkt sasednicsy, traecie i
czwarta - pierwszy i drugl punkt podzialu, Jezeli wigc
na prostej » oblerzemy 4 punkiy A B.M N ¥
/ ABMN  /oznacza dwustosunsk B/{;q % ’g/’;’gﬂ' e
podczas gdy np, / BMAN / ozmaczaldy: g Ay

Poniewsz 3z 4 liter moina ulotyéd 24 przeetavief
wigc 4 punkty prosate] )b'wyznaczaj& 24 dwustosunki,
ktire jednek niewsz-atkie sg rdzne, W somej rzeczy war-

Losd druslesunku

d AM . AN
(ﬁBMN/ = FE v Em

nie zmieni &ié priez nastepujgce przestawienie
(ABMN) =(MN3B) = [NMBA) = (BANM,  gdy:

AM . BY _MA MB N8 . NA | BN, BN
" BM BN  ANF CNETWMB' MA T GNC AM 0

stad wynika:
Drustogurek 4 punktow nis amlieniw rwej wartodci

E i =3
edy zmienimy jednoczednis porzadek punktdéw zasadniczych

'; porzgdek punktdw podsiaku, lub gdy punkhy podzialu

ynlmy punktami zesodnicremi | rawzajem,

‘Hez@¢1 z poirsd 4 punktéw 4, B M N
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proste] /D trzy, np. A 3 ﬁ~ i/ uwazad bedziemy
za stale, a cawarty M za zmierny, to gdy punkt M
przebiegac bediie prosts P .+ dwustosunek / #BMN /=

< AM . AN ¢ ; ] : Nl
S MM BN posigdzie kolejno wezystkie wartcdei :
0d —ca do +oo | Gdy bowiem wartogd drugiggo stoaunku
- ﬂN . : o P gla : b 7 7 .;'
y = BN Jost stala i rézna od zers, wartodé pier-
' = M g ¢ ; ‘ ;
w3Zego M BM zmienla sig W sposchb ciggly otfzy-

mijgc kolejne wazystkie wertodci liczebne, Ilcraz

V ".22/—:4
r

musi zatem réw-

niez zmienigad

swl wortedd w

granicach od

oo Jn oo

©

Nawzajem,
iezell  dane sg

-

5 punkﬁy'/4 J
/ b (DTN pro-
a’ Rys. 241, | te] R . to

kgzdej liczbie

7]

;? bdpowiadaé begdzie jeden jedyny pankt'/v tej pro-

. » . 3 3 ! : ,
stej, ten mienowicie, dla kKt.oregs dvuszosun@k_//9£bMA9r5

bl

= ;{-, W samej rzecay, Frzez punkly A i B po-

prowadzmy réwnalagle‘CL 116 » Oodmierzmy na A tikis



287 -

. A S BB,
fwa odcipki 5/31 i B85, . &by FE“ i -/2 s poigce-
Ry B,_/V' wy inac smy punkt /‘7,-_ » W kbQrym BN praeci-

By U, wreseche pogosmy A H, , kidrs prsetnie o
V ssukeays punkci-a LRI TR R

{?Jy = = ﬁ’ﬂ/ . AA | skad

. BM BBL BN BB

R
‘ﬁB,Mh; e i A < F L

BN BN Bk T Aphl
Dvuatcaunek /S ABMN/ danych 4 punktiw pro-
BtﬁJ/‘O meze bvé s wzowadzcnj do stosuniu podzisiu, W
Sy celu /Rys 241/ poprowadgmy pr2ez A 4 B riwno-
iegle' a i b i obransgo ne & punktu A, "‘;émy
N i M na prosty & otriynujgo na niej odcinki
‘ /5"1 .18, By k'béryleh stosunek =/ AL MN /.

Bdy punkt % jsct punktem niewlsdciwym prostes

. 98 . i . x e Y /
A, bo dwustosunsy / A BMN staje sle¢ sbosun -
¢ ﬂ M . ~ /t‘A'l l
2 i3 T s g s g S - f- P e e = e &
k‘- ¥ B ﬁ? r HUYE W"vﬁ(«'} Hsulgune® =R J «

§ 138, Qrupy harmonicins punkidw . Sucasgilnie wai-

tym jest %Sen pravpadelk, gty cshery punkiy G s
- N\ le3a na prostej /«J ¥ taki spoadb, e dwusbo-
Yangk / ABMN o =~-1
: : ol i, 0 AR A L A M
Bdbegunki podrislu, ponkidw /7.4 oMk Sy
vl T ﬁ %’ Fl LY J » (3 .
* Gn . s owtedy rdwne co do werlosedl Deswzgled-

’1'3,', teex prueciwnis co do znakn / M 3~ / tuk de jes

i e i
SEO¥ETRI & WYRRESLE %GO Arkasa 1%5-1y,

/
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den 2z punkbiw M i WV azieli zewnebtrznei oflcinek
AB w tym samym sf.osunku, w ktérym druzi dzieli
g0 wewngtrznie, 0 punktach / , B M , NV méwi-
my, %e tworzg grupe harmoniczng, o punktach M i Vs

méwimy, 3e dziels harmeiicznie odcinek A8 , albo

28 8§ harmonicznie sprzgione wigledem punktdw A i
B.  Prsestewienie liter 4 1 5B w dwustosunku ,
/ ABMN s =-1 » tmieniajgc kazdy ze stosunkéw

M1 7 na jego odwrotnodé, nie smieni ich ilorazu,

podobnies priestewienie liter #/ 1 AV , zmieniajao
Mona 7 4 | 3 na A , nie zmieni réwniei ilorazu

A 3 :
W Z . Poniewaz wreszcie dwustosunek / /‘75/‘7/\/,’

nie zmieni sig i wtedy, gdy litery M i N pogtawi-

my przed liderami A i1 B , wieo:

Jezeli punkty Y/ i N 83 harmonicznie 8prazoioné
rrlgdem punktdw A i B /dziels harmonicasnie odci-
/95 / to nawzajem punkty 4 i B sa harmoni-

uznm sprzgione wigledem punktdw /N i N /dziela,

harmomcmle odcinek MN 7/, nie potrzeba przytem
cwracaé uwagl ne to, ktéry z nunktéw kazdej pary Ab
i MN jest pierwsazy, Poniewai ypary AB i /V/V ]

vzajemnie sis praegradzaja, méwimy wiec poprostu, ze

pary punktdw AB i MN przegredzajg sie harmo-
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Jezoli jedna para punktdw .sprzezonych, rp. A8
jest dana, to kazdemu trzeciemu punktowi N prostej .

AB odpowiada jeden jedyny 2z nim sprzsizony czwer- .

ty harmonicznie punkt M Aby zo wyznaczyd stosujomy
wykredlénie § 125, przez punkty A i B /Rys 242/

kreslimy w dowolnym klerunku réwnolegte @ i & , na
i prostej b odmierzamy
i il ,--/”,1“51 w przeciwne strony
N,/’%\:E » f . réwne odeinki BB, i
R T FEINY I_B- BB, dowolnsj dku-
// Ris \lez gosdci /wiedy g—‘sz‘-‘ S
a,’/ _ /Ib\ i punkt A, w ktérym
Rys.~242. _ BN przecina a

Yacayay z B, , pro-
sta ‘ﬁl B, przetnis /'0 w cawartym harmonicznym punicie
M. ‘_
Gdy punkt N jest punktem niewtasciwym prostej
P 7. 4=*1_/, to punkt # musi byé érodkienm od-
cinka AB / pM=-1 / Kaidy odcinek jest priez

swéj érodek i punkt niewlasdciwy podzielony hermomi-z.

nie,

Gdy punkt /V praystanie do punktu VY /44-’0' /
albo do punkiu B Bz o AhF T3 punkt /M przysta-
nie do pufxl:tu H /. =0 /'wzgl,- do punkbtu B s r=F0/
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Jezell dwa punkty grupy harmonicsznej schodzg sle v je-

dnym punkcie, to jesacse jeden punkt tej grupy upada

w tym punkcle

§ 127, Dwustosunek 4 Prﬂmieni wychodsgcych s jed-

nego punktu
Nxechaj 2 punktu r wychodsg 4 priite @ , b ’

M i n, letzce w jednej plaszceyinie, Dokola punktu
= orazg na kazdej 3 prostych @ , &, m i 7 oblers-

my zsroty dodatnie .i umdwmy sip, e k3d / o b /<7

| | uwaiat bedzismy =e

iezeli do-

o

. 4

dodsabtni,
5 datnig s%rone pro-
sbej O brzeba obroé-

cié o ten kgt w do-

o dabnig strong, aby
L2 !
e~/ ona przystala do do-
/ .
%Bx’ \ datnizj strony pro-.
/ ] y L 7 . ” :
/ \ - gie) O . Wartodd wy-
/ : .. -
rgZen
‘ p u =t = “ -
Rys. 243, As  ZREL 5 -.:?T":L‘."P_’i/ i
\5)_.'[_ _.I L ?.;’ Ja r\./'EH'L’
L LA

nwaayweny deusbosun-
kiewm /stosunkiem nararmonicanym/ 4 promisnl &, oy X

m , n . Wartodé tajest zresszig niesalesna oL ROUAYE-

A
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3zej umowy, w samej rzecgy, zmiana gzwrotu na ktérejkol-
wiek z prostych a , Y A powoduje smieng 2na-
ku w dwuch wyraszach tego dwustosunku, a zmiana zwrotu
dokola punktu /7 powoduje zmiazie zneku wsaystkich czte-
" rech wyraziw, |

Deustosunek / o bmn / jest dodatni, gdy pary
promisni ak i mmn  gig nie przebradzaja. - ujemhy,
gdy %e pary sie przegradza.]&.. Podobnie jak w dwustosun-
kach 4 punktdéw mamy:

(abmn) = (mnad) <(Rmba)fponm):

Aby wyznacayé dwustosunek / @ bhmn / poprowadi-
my /Rys.243/ réwnolegls do prostej & , kiéra niechaj
przetnie proste b ,m i n w punktach By

B, . 1 tréjkata BB, neay:

sm (oem) PB
| sn(dmj - BB,
g tréjkgte B AL . '
itm [an) o _ PB i

Gk ['bn/: 88,

dzielgc te proporcje stronami ovrzymexwy:

_ snfam) . _snfan) . B85
(CLZDMTL/ h.n(’bny ‘ hn (bn/ BB,_

skgd latwy sposdb wykreflenia prostej /7., g 3 p*‘o-
ste &L , A i oraz dwushosunek / a,,brnn / 39 dane,

Frs e e
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'§ 123, Crupy hermoniczre promieni, Szczegélnie
vaznym jest przypadek, gdy 4 proste QA , Dy R
przechodzy przez punkt A w teki sposdb, ze dwusto-

suriek / abmn / = i . Howimy w tym pfzypadku, ze

te 4 proste tworzg grupe hermoniczng, lub e proste

/M. i 7 harmonicznie dziela kat / b ', albo ze sg

sprzgions harmonicznie wzgledem prostych O i A Po-

ﬁobnie jak'w grupach harmonicznych.punktéw tatwo oka-
seC, 7o przestawienie liter Q@ i H lub m i 7 lub

oba liter @A 2z obu literami /m7 nie smieni dwusto-
sunke / Abmn /, tak ze mozne bedzie o dwueh para;ch
promieni ah i 7 grupy harmonicznej peprostu po-

ricdzieé, 2e sig harmonicznie przegradzajg.

Jezeli jedne para
promiéni sprzezonych
jest dana,np, ab ,
to xazdemu trzeciemu
promieniowi 7 odpo-
wizda jeden jedyny z
nim- spregzony cazwarly

haruonicsny promiexr 7.

Aby go wyznaczyé /Rys, .
“

44/ stosujewy wykre-

Bra o

slenio § 127, prova-
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dgimy rowno;egl’.a do o , ktéra przecina proste A inrn
¥ punktach B i B, poczem odmierzamy &5 B, =55,
/wtedy g t=-1 /4§ lgcaymy Fﬁ =E/me

/ wykr;slema tego wynika ,ze dwa boki m i 7 trdj-
kgte P B, B, sg sprzesone harmonicznie wzgledem $rodko-
¥e j b odpowiadajgcej trzeciemu bokowi i réwnoleglej L
do tego boku 2 przeciwleglego mu wierschotka /A . Jak
Yiadomo, gdy érodkowa irdjkgta jest jege wysokoé'cia.; to
iest zarazem jego dwusieczng , atqgd wniosek, 2e dwusiecz -
e 'katéw, ktére tworzg dwie przecinajgce sig proste, har-
monicsnie je przegradzajg, Jak wiadomo, te drusieczne
88 wzaJemme prostopadle, mozne dowiesc. ze nawzaJem.

36361; dwa promienie sprzezone a ibd grupy harmoniciz-

e j abmm ss wzajemnie prostopadie, to s3 one dwu-

8iecznemi kgtow migdsy prostemi /7 i 7L, Poprowadimy

8dieczng S pfostopa.dle do B , & WiscC réwnolegle do .,
{ niechaj ta siecazna przetnie promienie L, & , /7 i
A w punkiach A, B, M i N /Rys, 245/, Punkt
il jest niewlasciwy, skad wynike, Ze sprzeiony z nim
Punkt A jest srodkiem odcinke MA /§ 126/, Tréjkat
FPMN jest réwnoramienny, gdyz wysokodd PA jest
Rarazem srodkowa, musi'wiec ona byé réwniez i dwusieocz-
ng kata MPN |, Prosta A do niej prostopadla jest
Wiedy dwusieczng kata przyleplego, b /
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§ 9. TWIERDZERIE Dwu%‘sunek

jest wlasnodcig rzutows

te jeat zachowujs sig

preez rzuﬁy i prﬂfrig,i&
Niech bedqy 4 punkiy A b
B M i N foys.

246/ lezace na prostej

\ 2 A
P oraz punkt /~ nie

¢

leigcy na nisj. Polgcz-

w A, RS ’
i 2P PR i :
T i PN proster

mi a A g P2 A AN

trzaba okszac, zo /
/ ABMY s o=
N =/ abmny.

Lx/n,\\\\ \\Zz Przez £ poprowadi-
P Al NG i @
s URAUVAN ~ praecinajgcg proste
?/ i///KE% : i /n-w ?unktacb
| /1’81 Bl i B .’ Ne za

Rys | 246. sadzie § 125 ./Rys.
241/ stosunok »

fho //-LBMN/

BB,
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na zasadzie § 127 /Rys 243/ ten sam sbosunek = / CLZMUZ/
skad wynike, ze
[ﬁ B M /v/' = /CL Am hJ/J 0,5(1/0
W szczegdlnogci, grupa prostych rzucajgcych grupe
harmoniczng punktdéw oraz grups punkitéw przecigcia gru-
py harmoniczinej prostych, jest harmoniczna,

Jezeli 4 punkty A B MN, prostej R raucimy z
dowolnego punktu P na presig A1 ov-zymane w ten
sposéb punkty A, , B, , My, N, rzucimy z dowolre-
g0 punktu /’ na prcé:s‘ta Fulot.d, te / ABMN /=
=/ AEr M =/ R, B MMy /., . Gestosujenmy ten

wnicsek do grup harmenicznych,

§ 130 Wlasnodéci harmoniczne czworoboku i czworo-
kate zZupeinego. [

Figura utworzona przez 4 proste O , b, o i

plaszcayzny, 2z ktdrych iadns 3 nie przechodsg przez je-
den punkt, oraz przez 6 punktow przeciecia tych pro-

stych po dwie, nazywa sie czworobokiem zupeinym abed

Proste & , 4 S e TN, d nazyweja si¢ bokami, punkty
ich przeciecia A , B ,_C R VOTRE N RO LY. o

wajg sie wierazcholkemi czworoboku zupeinego, Dwa wierz-

cholki nie lézace na wspélnyw boku nasywejg sig prze-

ciwlegemi,K Proste /U , m i 7L, laczgce wierzcholki
, “przeciﬁlegle: A g 7 e i .D «,.-.E « 4 I nagywa-
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ja si¢ przckatnemi /Rys, 247/,

Rzuéuy czwér-
ke punktéw A , B
M, N

z- punktu £ na

prostg /7t | Otrzy.
mene w ten"spdsé'b
pﬁnkty,c A
e N atano-

via cewirkg, ktdrej
'd;?uatoaunek
ME IR B P N
musi byé réwny dwustosunkowi / A BMN /L /5 129/
Punkty cC ,.b ,P ,N rzuémf,r z punkiu fooz po-
wrotem na prosta .. Otrzymany punkty A A o
N , xtérych dwustosunek / 45/‘7/"//\/ / @uzi byé réw-
ny / COPN /W ten sposdb: :
[ﬂB MN) =/C DP/\// [;SﬂMA/

tak ze
/BHM/V/ v {ﬂBM/V/ 4
MBMM& £

ponievez zag / A4 BM/V / nie moie byc réwny +.Z
gdyz wtedy punkiy M N musxalyby praysta¢ do sie-

bie, wigec:



-097_
ABMN)= -1,

%0 znaczy, cawérka ﬂBM/V jest harmoniczna,

W czworoboku zupoailnym punkty przecigcia jednej

Przekgtnej z dwiema innemi £§ harmonicznie sprzezone

ziglogdem wierzcholkow na tej przekaine] lesacych,

Na zasadzie tej wiasnogci czworoboku, mozne zapo-
mocg semego tylko linjaiu znaleié na prostej o punkd -
Sprzegsony harmonicznie z dewnym punkiem N ‘wzgleden
dwuch innych danych punktéw A i B tej samej pro-
stej. Przez punkt /' /Rys_ 247/ prowadzimy dowolng
prosbg /M i obieramy na niej dwa punkty C DN
ktére lacsymy % punktami Al tworzgc caworo-
Yok abcd o przekgtnych ® i 7”7t , $rzecia przekatnea

A przecina P w punkcie szukanym M !

W saczegdlnosci dany odcinek AB  mozemy podzie-
li¢ na polowy sapomocg samego tylke linjalu, jeseli
dena jest prosta m réwnolegla do /7 B, a wigc jeie-
li deny jest punkt niewladciwy NV " prostej AB
Obrewszy na Mm dwa punkty C i D i pelgcaywszy je,
juk poprzednio z punktemi A i B , otrzymemy érodek
odcinka A B zapomocg przekginej /L czworoboku zupei-
Rego abed . - Nawzajem, jeseli dany jest na proste]j
X jekikolwiek odcinek podzielony na polowy, {0 mozna

przesz punkt jakikolwiek C poprowadzié réwnolegdg do



- 298 -

}U zapomocy konstrukeji lirjowej, ¢.j. aapomocg same-
g0 tylko linjaiu, ’

Figura utworzona przes 4 punkty /7 , B , C i
D piaszcayzny, s ktérych zadne 3 nie leig na jednej
prostej, oraz przes 6 prostych, lscsgeych te punkty po

dwa, reszywa sig csworokgtem supelnym ABCD . Punk-

by A, B ,C , D rnasywajsg si¢ wierzchoikami,
proste, je tgczgce @ , A ,c , o ,e , / nazywa-
j& sig¢ bokami cizworokqia zupelnego, Dwa boki nie prze-

chodzgce prses wspilny wierszcholek nasywajq sip prre-
ciwleglemi, Punkiy £, M 1N prseciecia bokéw
praeciwlegiych ob , cd i e/ natywajg sig punkta-
mi prrekginemi /Rys 248/, Sy ¥

Caworckgt supelny jest figurg pleskg wzajemnsg
wigleodem csworoboku supeimego, bokom, wierzcholkom i
~ prsekginym pierwssego odpowiadaja wierzcholki, boki i
punkiy przekgine drugiegc i nawzajem, Na sasadzie dwoi-
stesci moglibysmy przeto wnioskowad o prawdziwosdci na-
sbgpujacego twierdsenia: |

¥ cawerokgcie zupelnym proste lgcazgce jeden punk®

praekginy z dwoms innymi sq harmonicznie spragsone

wigledem bokdw przez ten punkt przechedzgeych, o
~ Dewdd tego iwierdzenia méglby byl réwnies na zs3a”

dsie dwolstoéei wywnioskowany r dowodu twierdzenia o


http://3aa.aywa.ja
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cgworoboku su-

C pelnym, 'tog;
e | ciej jednak
OZ/ '\ :
: -\ moins je okasad

jek nasbgpuje:
Niech bedzie
/Rys 248/ czwo-

rokgt supeilny
Y oF L L)

niechaj punkiy
hedtomm WA
N bedg punk-

taml przekgine-
wi tego ciworeksie, dowiedziemy, ie csworks prostych
aw bmn jest harmonicsna, Lauwsgmy ceworobok. supel-
ny ccief' , ktérego jedng % praekginych jsstlﬁa o
Na zssadsie twisrdsenia poprsedniego cavérka punkiow
QR NM jsst harmenicune, aq&d wyniva, io cawOorka

y

prostych & 0mn , rzucajscyck ¢ punkby & punkiu b
i)

feet harmonicasng /% 141/,

§ 151, Cawérki perapekigwicune, Wéwizy, &5 vawdr-

N - 1 ik

= / L} 1
ke punkiow ,71*( D, lakacyeh ne Tamte"zb'”ﬁQB“QU

Q'ic ,13pﬁk5?ﬁ*nhﬁﬂ L,a,w41rg nrggtyqi cxi;cct , Wy~

-

I 5.7 D hod))
candageysh s punikbe /7Y ’cfll*“dlj . Jjefell ?routu
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aN biye d o przechodzg odpowiednio przes punkt[y
A ,B ,C i D, tak e punkty # , B , C i
D g przecigciami proste] P prostemi & , A, c i
d » @ proste A , yo »C i d rzucajg punkty 7
e T STt Vi punkiu P . /Bys 249/,
: Prosta O nezywa sig podsta-
wg. czwérki //9500/,
punict A ‘nazywa sig¢ wiersz-
chotkiem cewdérki.. /D/a Z)C‘c[/
Perepekiywicznosé czwérek
P(ABCD) i Pladed)
oznaczamy symbolein |
ploBCo) = Pladed) !
Ne zasadzie § 129 jezeli te . czwérki sg perspektywicazne,
to dwustosunki /4 A BCD. /[ i/ akbed / 8§ réwne=
~ Mdwimy, ze cazwérki punktidw 2, [/C}J_B,_C’lDJi
}OLZ)Z_BLCLDL/‘ 83 perspektywiczne :
P1(A.B,0,0,) & Pa ZIQLBLCLD’*/'

jeseli istnieje cawérka P[OL,Z)col/ , ktérej proste
l5c28 odpowiednio punkty #, i A, , B, i B, ,. C, i
i

g DL , tak, ze obie cawdérki. punktdw sg prze-
clgclami tej samej czwérki prostych, Punkt /Qnszywa.~ A

.

Rys. 249,

gig drodkiem perspekiywy cawérek x, Zﬁl 8, 0 Dz'\] i
P [ﬁz_ 8, ¢ DL/ /Rys 250/, Méwimy, e cawérki pro-
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piczne - /D1 [a;blcl Jj/) == /Dz/%b{cadz/,

: jezeli istnieje czwirka
R/ ABCD), ére]

punkty sa odpowiednio

praecigciami prostych &,

Poi B, c i cy

d, i o, tak, ze obie

czworki prostych razucajg

)

te samg czwérkg punktoiw,
Prosta‘}) nazywa sie osig persiaktywy céwérek

R (abed) i R (apbed) myszs1.

Na zasadzie § 129, jeieli . /4, B, 0y D, %P [ABGA
to/ A.B.C. 0/ =/ £ B0 D,/ jeteli A [a,d ¢,d,);

= R laLbL.CLdthO (0'1. ke, C{:L] o [Q—z, by ey C[z/

§ 132, Sseregi i peki perspektywicane. Niechaj
bedzie prosta'}a i punkt AP na niej nie lesgcy /Rys,
252/ Miedzy punktami prostej 2 i prostemi, wychodzg-
cemi z punktu P mozna ustalié odpowiednioéé dosko-
nala{ t.]. takg, ie kazdeﬁu punktowi A prostej /°

odpowiadac bedzie jedne jedyna prosta Q. wychodzgcu
z punktu ~ , ta mianowicie, ktéra przez punkt A

przechodzi, - & k&zdej prostej b , wychodzgcej s punk-



f%y3.251.

tu' P odpowiadaé bedzie

/
punkt a3, , ten mianow

Mowimy tedy, ie szereg punkidw

Bpekiywicany pokiem

v /AB...
/ a -

¢ 3Rmy

Prosta % nasywa

o i :
punkt / nezywe glp

AR ;
Jeksli M, N , @

punkbemi szetagu X

7 g odpowiadajg im w peku /7

27 / A//’V [) /,?/ x J,:'l' 5-‘ -

se (MNGR) = [imagr/,

Miech Lady ternz
+ S » 3y f.‘ % fhs :;n A r'.
Bue <1 ,"JL FEYE 200

uie ‘C *¢

L“rzv"‘; &J‘“‘"N

f? 34,

Faly =g
ST day /

L S

Ry3.252.

igst pers

00 ozZna-

& A :
e 3 i
V4
WL T o= /
avg sasregu 0 TS )
e e mr— s e " '/’
. - s 1 }
- e SRS ¢ fe.
kign peku A~ S f.
- . e = l,
& o k i axypn 44 1 o % sy T
JERFLEMILVIWIER C21el oG

Lo RErGILx 1

+
-
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E, :2/)-’ r,, 1,1\,\:‘_@'. i
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8w

oY

o a4
7':‘ I (/j s
STERL

b g S
AR o \'};3‘.—1,
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" Punktami prostiej Pe mozna ustalié ‘odpowiedniodd dosko-
nalg, b.j. takg, ge kaidemu punktowi A, prostej P,
odpowiadaé bedzie jeden jedyny punkt A, prostej Pl
navzejem, kazdemu punktowi ‘B, proste] P odpowisdad’
bedzie Jeden ‘Jedyny punkt S, prostej P, . ¥ tym celu
obieramy w plaszazyime rysunku punkt jakikolwiek /D,
“nie lezacy ma zadne; %, prastych /D i /D“i umawiamy sig
e kazdemu punktowi prosteg Py« NP, punkt.on A, o b
. dzie- odpow.i_aa‘al ten punkt /7,,., proste,J Py ktéry le-
Iy na pro,stéj PA, . e'kezdemu punktowi prostej o
np, anlftoui 5 odpowiadad bedzle ten punkt 51
P!oateJ /o Etéry leiy na prosteg /QB + tak ,ze
Broste o A S Ay laczqce pary punktév odpowicd-

/ | . e
GUQLL RJ A WYLRESLNA Ne86. — ° Arkuss 20-uv,
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hi:ch_ /71 i /91 i 51 i B +.....» DPraechedszié beds
sawsze praez punkt /~ . W ten 8posdb zardwno BZereg
P (A, B, / jeko ssereg o, /A, B,. ./ jest perspe-
Ltﬂzczny z tym senym pekiem prostych /D/q'6 / !
Méwimy witedy, ie szeregi p, (4,5, /1 }?,,[/‘7:.51, /

s§ perspektywiczne, co oznacnmy
Pa(A2 B, ) = B fA By /

Proste /bl i, nazywaja sig godatmi tych sge-
regéw perspektywiosaych, - punkt / mazywa sig srod-
kiem ich perspektywy, - Jeseli 7R Y R A,
S sa jakiemikolwiek czterems punktami prostej o, , a

punkty M, N Q. 4 R odponadajq im na prodtej|
.ZO“ w szerebnch perspektyvicznyc"x pon [ﬂ B, / =
w,b,_/ﬁ B,..J to czwérki punktéw Pu /M N, Q, R, /
y }DL[/V N, Q R/ sa.perspektywicine, tak, ie na zasa-
dzie § 129 (M N, Q; R/ //VLIV QLR/ % okreglenis
azeregdv perspektywicznych p, (4, B,. / i /0,,//9 B
wymk.., 2e punki | przecxecia podstaw pl 1/bkodpowiada

ssmcmu aob:.e, Jezch mec punkt ten zaliczymy do ‘sgere-

bu p /H B, / i wznaczymy np, literg Z, , to gdy ten

sar punkt zaliczymy do szeregu /‘OL/ﬁ BL /nnmumy 3
go oznaczyc liters Zz. s
' .1ecn«.3 bedg rreszéie v plaszczyznie ry‘s.mku dwa

: pum?tv /2 3P /Rys 266/ Haedzy prostenu. wythodsg-

A

3 ‘v‘i .lpvly s ok
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L

cemi z punktu. /:1) i prostemi, wychodzgcemi z punktu /2?,
mozna ustalid odpowiednioéﬁﬁéskonala. t.,j. taksg, iz.'e
kagdej prostej Q, , wy_.cho'd;s;'cej z punktu A, odpo-
‘wiada¢ bedzie jedna jedyni. prosta a,, wychodzgca z
punkiu /‘Z i naw.iajem, kazdej prostej 2, , 'wychodzqcéj
2 punktu /Dz g odpowludac bedzie jedna jedyna prosta
~£’1 ; wychédzaca z- punktu Ef ¥ tym celu kreshmy

¥ piaszczyénie rysunku prostg jakakolnek P nie
przechodzgcg przez zaden z punktow /‘3_ i R, i une-
wiamy si.e, ze kaidej prostej, wychodzgcej 2z punktu

/D1 L ﬁp, prostej @, , bedzie odpowiadala ta prosta
@, , wychodzgca z punktu A, ktéra przechodzi pi'zez
~ punkt pa, , & kazde; pr osto]. wychodzgcej s punktu
.F,_), ,» np, prosie] ,b odpowiadaé bedzie ta prosta b, .
wychodsgca 2 punkiu /D1 , ktora przochodli prses punkt
Pbu , - tak, ze punkily AR r.'.'..Pr"2°°19.¢'15 par
prostych odpowiednich d ia, , ,b,_ i bb.,,;lotoé be-
 dg gawsse na prostej F W ten ;poséb. nrévno pek
R [a,b,. / , jak pek P[tflé / . jest perspok-
tynczny tym samym szeregzeﬁ"iwunktéw 79[/9 B /
Méwimy wtedy, ze peki P[a b /i P /a,,}f.../h ﬁne-

1.0 3
8pektynuzne. CO 03npCINUY %

[G.,_b %Fz‘:(&b% ;6::/
Punkty /D P nnwﬁu"& gy ¢ ek UMY tkamd’ ’#9—-
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kéw p‘ers~pektyﬂcznycb"-, pr'c-st.a/b aagywe sie osig ich

perspekiywy, Jeieli /n, n; , 7 i7; s§ jakiemikol--
wiek czterema prostem, wychodzacem 2 punktu /C_.f , &
wychodzgce z punktu /Cyz roste /7, rn, ’ % 17 odpo—f
viadajg im w pokach perspektyvicanych /2 AR / i
/D(Obz,b,, / » Yo cawirki prostych /C> [/n "9, /
P /mz T, Qo7 j sg perspektywiczne, tak ze//n Ry G 7y )
= (m, " 9,% /. & okreslenia pgkdw perspektywicsznych
R (ab) 1 R [(aiby../ wymike, se prosta 28
lgczgca oba wierzchoiki odpowiada samej sobie; jezeli

wigc prostsg tg zalicaymy do peku /Cf/alél.../ i ozna-

czymy np, literg 2, , to gdy te sumg prostg zaliczymy
do peku /z (alé..,./ , ¥innifny jg oznaczyé liters "
= ,
§ 133, Czwérki i szeregi rzutows, Nischaj czwérka
punktéw /b(/V/VQ f\’/ bedzie pe*spektywxc'n.m z cawlrkg
prostych P[mn? / /Rye . 205/, ne zaesadzie § 131 dwu-
stosunki / MN QR /i / /mngr [/ 8§ réwne, Wyobrai-
my sobie teraz, Ze proste  wraz z lezacemi na niej
- punktami M v /V , Q@ i' AR zostenie w dowolny spo-

s¢h zeo swego mieisca przesunieta, poniewai na skutek

tezo prazssuniecia wzajemne odleglodci punkidw M :

N 5 Q i A nie zosteng smienions, wigc dwustosun~

ki / AT S ; MNVER / %c¢isl jeszcze bodg
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rdéwne, choé cazwdérki te wogdle przestang byé perspekty-
wicznemi, Tak samo staloby elg, gdybysmy nie ruszajac
cazwdrki punktiw tfn/A/Q/%/ poruszyli 3 miejsca
8zworkg proatych /D//"?— 7‘-?"'”/ .
I Podobniez jezeli z dwuch perspekiywicsnych czwé-
ek punktiw ]91 [M /V Qlf?/ /01, //Vz/yzQzR%—/
jedna przeniesions zostan1e w inne miejsce, %0 perspe-
kiywicznodé tych camirek wogéle zostanie satracong,
choé dwustosunki / M, N, Q, R/ i / M, N, @R, / pozo-
Sieng réwre, Méwimy, ze dwie cz2wérki punktiw:
Pa (M N QR
. PL(M /V Qz, /c.lbov
2e dvze csworki prostych
R [mansgin) i
P [mz‘n._q;."i albo
ge ciwérke punktdw
' f)(ﬁfA/G?/Q/ i
Rys. 255, czwérka prostych
P[m n?"r/ “aa."rzuto-
_we, Jjedeli dwuatosunki
4 M M QR i / Mo Mo @ Ry/ sy téwne, Cawdrki per-
aIJeln?ywic::znv.'s 8§ przeto Lansze rzutou. alo cndrki 8
T2utowe mogs nge byé perapektywium Btutonld clwd-
Tek oznaczany s/mbolem ~N, np. tilliﬂr

.
L ]
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egml,.nl ?‘lfrlj 7<“ R /m%_nl ?l rL/,

Jezeli w obu réwnych dwustosunkach wykonamy to sa-
mo przestawienie liter, to nowe dwustosunki pozostang
réwne, W samej rsecazy, labtwo sig przekonaé, ze jezeli
w dwustosunku (/V/VC?/@/::“Q wykonamy jakiekol-
wiek przestawienie liter, to wartoédé mnowegzo dwustosun-
ku'alto posostanie rdwng A , albo bgdzie réwna jed-
nej z liczb

;//?i ol

2 ,2-1’

'”Stad wynaka; e dwie czwérki sg rzutewe, jezeli

k‘térykolwié.‘kj“ 2 24 dwustomsunkéw L cawérki réwny jest

dﬁuutogunkq.w; utworgzonemu w ten sam sposdéb 3 odpowied- ‘

nich o&ementéw'A” caworki, Tak np, cawdrki:

[M/VQR/L T mnq'f/ sq razutowe, jezeli np,
Z)Mﬂ@/NQQ/’ = /N17"ruﬁﬁ/

albo jeseld //VQRM/ [n,g'rrn_/ it.d,
N;ochsg beda v piaszczyinie rysunku dwie proste

PJ_ Az /?7,_ ) Na proatej /27 obiersemy trzy punkty i

@i i €, e na prostog 79, tray punkiy /7 ) BL_ !

e, .

/‘UL ustalmy‘ odpowiedniodé doekonaka w ten sposéb, e

1/ punktowi./q prost, P, odpowiade punkt/? prosb }?Lz naw"
2/ n B:L n " " n B:L " v . .
34/, aneH i ci{ ] ] o " m CL " " "

Mj pduy punktami proste} P s punktemi preste]



- OVY -

4/ kaidemu innemu punktowi M ‘proste] p,_ odpowiadad

Agdzxe taki punkt Mz_ prostej X,y Ze dwustosunki.
/ﬁ B.o, M) i [/}L‘B,UCLM}‘ 83 réwne,
Tak ustalona. odpowiedniodé migdzy punktami prostej

]°1. a punktami proestej . nasywa sig r:utovosciq szere-

gw_ p, //9 B, G, / R (A By / co 0znacga-
L mnse) (500, )

i méwimy, ze te szeregl sg rzutowe,
W ten sam sposéb okreslamy rzutowodd dwuch pgkér

P(abcljwplabc,i/

i rautowodd peku i mszeregu

. Plahbc ...]W‘/b[ﬂB.O.../
Jededi M, i M, , N;i N, , Q, i @ , Rz

R aa czterpma. parami punktdw odpowiednich szeregow

rzutowych }-"1 (/? B,.C, / f’z l/q B, C,. /

to Zatwo okazatn 3o dwustosunkl [M N, Q. Rj

/ﬂz/v Q, Rj sazowne

W samej rzeézy, na mocy okreslenia rzutowodcd

tych szeregéw mamy rdwnosei -
/v (RABECM,) = ( A B.CM,)
2/ ( ABC /vJ = ( A.B.CN,)
/3/( BLCJ_QJ '.-“—(’q B, C",Q“/
/4/[/}130/{1/ = { A,B.LL R/
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Rozwingwszy te dwuatosunki ; podzieliwszy stlrona-
i /1/ przez/2/, /1/ praez ,u/ i/l/ przez /4/ oirzyma -

il (A BNM = (A BNM)
[ﬁBQMj (HLBLQ M)
(ABRM) = (ABLRN)

ukqd, przestawiajac po obu stronach litery w jednako- |
Wy 8posdb, otraymeamy: |
/5 (A M BN, ) =(AMBN, )
/6/[HMBQ) (ﬁMBQL]

L a2

ﬂ/(ﬁMBRLj ~(A,M_B.R,)

Rozwingwasy zoowu be dwustosunki i podzieliwsazy

stronemi /5/ przez /6/ 1 /5/ przez /7/, otrzymamy réw-

nosei ¢’ ,
wn (ZﬂL Aﬂl'Ql Aﬂ/):: ((/QL/HE}Qljaz/

M RN = (AR
iz nich przas przestwwienie 1iter'
18/ (M. N, 4,Q,) = (M, /VHQ)
19/ (M N AR, ) = (MNAA,)
Rozwingwszy jeszcze raz té dvustosunki i podzie-
liws2y stronemi /8/ przez /9/ otrzymamy B0 4 aTa
(/‘7 N, R, 0/‘//’4 N, R Qt/ ‘skad wymka wreszcio i

(M, Q, Rj-(/"/w/vz,Qz, Re)
| I’ak vuec jezelz M 'L- - /V_,_ i /V Lo Q; 1 Q,v
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3§ trzema parami puﬁktéw odbowiedniéh dwuch szeregdvw
P.z.utoﬁych ’ ' :
| P //ql B, C } ~ Pz [/9:, Balsivvy)
% ta rzutowodé jest identyczna z rautowoscia
P [M:z. N, Qij 7~ [P [MLN" Ql?“/’
&y: kazdemu punktowi /R, prostej p, odpowiada w obu
T2utowcsciach ten sam punkt /‘?2_ prostej 70, i nawzajem jo

Rzutowos¢ dwuch szeregéw /pekdw, szeregu i peku/

jj_s_lpr’zéto- okreslona przez 3 ktdrekolwiek pary ele-

Jentéw odpowiednich,
Jezeli wychodzge =z jakisegokolwiek peku

/_?. ‘('alél_o ./przetniem'y go dowolng prostsg 731 , to o-
4\'szme.my perspektywicsny z tym pekiem ..sze'reg

| '75)1 (/9,_ B,_C,_../ rzucajac ten szereg z dowolnego
Punktu, otraymany pék /Oz_,(a-;_,bzcz““/ poerspektywicz-
S\ z.‘.‘szvereg.;iem b8 [/9&3101'°V i pekiew £ [al o, 01..‘/;
Przecinajge pek ﬂ dowolng prostg M,., oirzywamy 356~
”eg./‘o,g xtéry bedzie perapektywicany z pekiom /cz,> i sze-
Tegiem }91 , alé kté.rye wogdle nie bedzie juz perspekty-
Yicany 2 pekienm /g , choé bglzie weigs jeszcze z nim
Tautowy; postgpujac w ten sam sposédb dalej,- otraymywad
hﬁdzien) na zmiang to pek, Lo szereg, kitdry bedzie riu-
tb‘i‘-fz kizd;m popracicim pekiem -lub gzeregica, «lu geor-

Y ; R 3 ) y - !
Senibywicany bedszie tylks . 3ialnim pokiem i z ostat-

i
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nim szersgiem, Wyrazamy to krétke, mdwiac:
Rzutowo$é zachowuje sie przez rzuty i praecigcia,

'persﬁé-'ktywioznoéé wogdle zatraca sig przez rzuty i

przecigcia, :

§ 134 TWIERDZENIA, I, Jeseli 3 proste @ , A i |
C - peku P[a bC‘-«/ przechodza przesz 5 odpowiada-
jace im punkty g B\ o rzutowego z tym pekiem

szeregu 2@ [/9 BC.../ , to ten pek i szereg sg perspe-

ktywiczne, W samej rsecsy kaida cazwarta prosta /7 wy-

chodzgca 2 ounktu /L-J /Rys 256/ musi przejéc wtedy

g ] praez odpomada;qoy je}
punkt M ., na prostej
istﬁieje boviem jeden je-
dyny punkt M - dla kt,ére-L
80 dwustosunek / A BCM /
by 1by réwny dwustosunkowi
Rys.256.’ ' / ab-crm /§ 126

II Jezeli w dwuch-szeregach rautowych punkt praze-

ciecia & podstaw P i Py odpowiada samemu sobie

Z"‘Z:.-Z- to te szeregi sg perapektynczne Niechaj

A, 4 A, ., B, i B, beda dwiems parami punktow,

odpowisdajgoych sﬁb;e wzaJemnie w rzutowoscx danej

/Rys .257/ . T e .
Polgozmy punkty /‘7]. i H.L prosty (L . punkty
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AT Roys. 258,

Bl i 52, prostg b . oznaczmy punkt przecigcia pro-
stych & 1 b liters & 5 polgcamy wreszcie punkt /o
z punktem Z proaté z , Poniewas proste X , b iz
peku /D[a :Z’Z/ przechodsg przez odpowiadajgyce im
punkty ﬂ ,5 i Z. szeregu A, [/91 B,.Zl..:/, wiee
na zasadzie/'?w/i?rdz_enlia I pok P[abz./] i szereg
f’ 1 éﬂl ‘B'J,'.Z}".///_éq perspektywiczne; poniewaz te same
proste a, ,Z 7} z pradchodsgiprazes punkiy ﬁz B |
i Z, szeregu P [ﬂ,_ Bz ./wi'ec na mocy tego samego
twierdzenia pe¢k /D(a,,zyz/ i mzereg fu[ﬁz,Bz.zz."/
8§ perspektywiczns, tak ze szeregi /‘01 é/]l B.'Lzl"/ i
P [ﬂLBLZL'"/.SQ perspektywicane s tym samym pekiem
P[a,,Z)z.'..\/', a wige s3 perspektywicsne ze sobgy,
I11. Jeieli w dwuch pgkach rzutowych prosta =z_,

ia,osqu wierzchotki /A i /A  odpowiada. same j -sobie

s 2o N

z =z, mx, , Vo be peki 3§, perspekiywicsne, Niecha]
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aia 1 i 5 bedg d"iema parami prostych odpo-
madajacych sobie wzajemnie w rzutowosgci danej /Rys,
258/, Oznaczmy punkt pPriecigcia prostych Q. iaq, lite-
‘ra A , punkt przec;tecm prostych O, id, litere B
pogacamy punkty /‘} i B prosty O ; oznaczmy wres:z-
cie litera Z punkt prze01f>01a prostych 70 e TR
Poniewaz pungoy ﬂ' 5 s Z szeregu [/9 BZ../
lezg na odpowudag&cych im prostych a, 51 12, psku

P (a b Z / » WisCc na zasadzie tvierdzenia I gze-
reg P [/1 BZ.../ i pek A [Ch blz;u-/ s3 perspekty-
wiczne, na tej samej za,s~dzie s”ereg" /b//?BZm/ jest
perspektywicany z pekiem [a z,/ » skgd wynika,
ze poki A /a, bg_zl..‘/ i P [a,. b 2_z,,i./ 3 perspekty-
wiczne

§ 135, Wyznaczenie elementéw odpowiedniéh dwuch

rzutowych szeregdw, &1bo pokdw, zlbo szeregu i peku,
I bposob a/ N1echaJ bedzie dowolna ilodé pro-

stych o , ,Z) . ({ ey /[ ....¥ychodzgecych
Z punktu /D » & na prostej P n1echaj bedg 3 punkty
A , B i S8 tére majg odpowiadad. prostym - a d

Oic w rzutowoéci P(abc / 7\‘/0 [/950.../
/Rys 259/

anszy skraveh papieru, ktérogo jedns kraweds
jest prosta, i przylozyvszy 80 ta krawodiig do prostej



7y ./O, odetni jmy na
XP skrawku punkty /1 ,

= /\ B C , poczem &
/7 ‘ d\. \\< - odjawszy go od pro-

WB‘%‘\-D Z_—%.\ ste j P sauliajuy
P § takiego poZozenia
tego skmawka, &by

A B ]

przechodéily'bdpo-
Rys.2359. : : .
wiednio przez punk-
by A an B i S5
; Gdy to zostanie osiagniéte, odeinijmy na skrawku punk-
ty ya) ' £ il ....W ktéryeh proste Cl[, e ./C ,
Przecinaja jego krawgdi, poczem przylozjwszy skrawvek
znowu do prosﬁej‘}) w ten spoaéb, aby punkty /4 , B
i C przystaly do zrobionych poprzednio znakéw, prze-
nicsmy odcigte na skrawku punkty 2 , £ , £ A
ha proéta /b A
" b/ W taki sam sposéb postapid mozeny, gdy mamy
Wyznaczy¢ proste o, e ,/f Nl ocpowiadajgce
Punktem 2 J R, . /! .... W rautowodci )O//?BG,,.;‘G
'7"-‘/0/6!.,60/ Przytozywaszy skrawek do prostej
odcinamy na nim punkty /7 , B P S IRPT4 F )

r »...poczen szukamy takiego polozenia skrawka,
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aby punkty /] , B e lezaly odpowiednio na pro-
stych a , b i ¢ . Gdy to zostanie osiggnigte, prze-
nosimy zaznacaone na skrawku purkty I RN, R
na pspier i aczymy je z punktem /— 1 ¥
| ¢/ Niechaj na prostej P duna bedzie dowolna i-

" 1loéé punktéw /91_ S 5 G o a4 £y , R

& na prostej }71' niechaj bedg dune 3 punxty A, , S, i
C,“ » ktdére mujgq odpowiadad punktom ﬂa. k Bl' ol 0:.

m rautovodel P [A. B, Cou) % P (A4 B,Cp) Obran-
szy jakikolwiek punkt /f » nie lezgcy na prostej, po-
Yaczmy go ze wszystkiemi punktami /7, B C, ., D,
El ; /C: »... Weimy znowu skrawek papieru, przyidi- ‘L
my jego krawgdZ do prostej /o » 0detnijmy na krawedzi
punity A, , B, i C, i szukajmy takiege polozenia
skrawka, aby odcipte na jego krawedszi pup)éﬁy lozaly
odpowiednio ma prostych /3 A, , RB, i AC,
wtedy proste /:;_ MR N s Fif-‘l ...Wyznaczg
na tej krawedzi 'px_ztnkty 75 Ez.' /—; ,...ktére pozo-
ateje tylko ‘przeniedsd na_pz_‘ozstaf?&,

d/ Niechaj z punktu /A’ wychcdzi dowolna ilodé
pi-.Oatych a ., Z’; ] '01 : ‘{1 y @, /4; »+.. & 3 punktu
A mivchaj wychodss 3-proste-a-, 8,4 o, , ktére
mejs odpowiadaé prostym a_, h,ic w Prutowdhcd :

R [axb;‘-;"‘] % A (a, 5:.’%"“-/5 U2o2yWNdy W dowolny
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sposéb skrawek papieru, odetnijmy na jego krawedzi
gy~ VB0 RO DN LA AR Sy b
rych proste @, , 51 e a,’l el 5y /1' ..przecinajs
'tgkriwedz poczeqx amlesumy ten skrawek w taki sposdb,
slby p"o‘zfte Q, ,6 ,d C, przechodzily przez punkty /4
/3 G wted'y p)“oséte, tgezgce punkt /23. %z .pozosta-
lem_l ‘Pupktami ° D , £,/ ,...bedg odpowiadaly w

p= Dt

dane j ﬂzutowoscnpro'tym 0[1 AR /; ,... peku Pi/a,éc;/

s

II sposéb. Ze stanowiska praktyki kreslarskie]

Sposoby powyiszo s§ bardzo uiyteczne, gdys préesuwajac
'V tg lub owg strong skrawek papieru z odcigtemi na je-
g0 krawedzi punktami A X B iC , mozemy po kilku

probach z dostateecznem przyblileniem umiedcié te punk-

iy odpoi}iedniozng'brOStych a,, 5,. ic, . Ze stanowi-
8ka teorji‘rozvia‘unia te nie majgq wartosci, gdyz nie
'skazuja tuta; w jaki sposéb moina sprawicé, .aby 3 do-
_Wolne punkty daneJ prosctej upadily dokladnie na 3 dane
PNs’oe, wychodzqce 3 jednego punktu, Wskazemy przeto
inne wpra.wdne miej praktyczne, ale za to scisie spo-
'!obz rozwigzania tych samych zagadnied, praytem okaie
. Bie. lelq.g,zch sastosowania wystarozy ugycie samego -
}x_lk,qwlﬁ.n)alu ./‘konptrukc;o lxngowe,- sagadnienia I stop-’
nia/|
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i -; { a/ Niechaj b3da
WY /D
jﬁ(\ @ /Rys,260/ dwa szere-
)\ :
1 \\ -t o < i r h ]
ERGARS £1 ¢ podstawac 3
m’x, a’IL 5,,61 ) f)l
RS <t drych rzuto-
/ i VLN C1 - })2. ] E ; ‘e
. ! \ \ ’ s " . .
? !M wo8C¢ jest dana zapo-
IO ~\.(l14 ,I Al' ‘\ N '

\o\\g A5 \ mocg 3 par Iiunktéw
Tk odpowiednich- ﬂl i

Pr Moy /B"/'/CL‘ A B B
) o VAR LAa, L1 B,
m’-\\?;'/bf'/ é, €, i C, . Polycsz-
,}{/Pa. . my kidrekolwiek dwa
H;'\s.QGD. punkty odpowiednie .

6p. ﬂl‘i ﬂz‘ ina |
prostej /?1 lq,, ¢oivrzmy dowolnie dwa punkty /O;l i /C;,
Z punktu /C_-;_ rzudny szereg /UJ [/915143"'/, a z punkiu
/i' zzereg X, ZHLBLOJ_--J i uwazejuy w pekach o wiers-
choiksch /C,)_ i /2 za odpowiednie te proste, ktére razu-
cajg odpowieduie punkty szeregéw X, i P, . Peki /7 i
/2 3§ rzuvows, gdysi sg one pex‘spéktywiczne 2 rzubo-
wemi szersgami, P (8. €, “/7‘? /UL[/‘?,_B,_Q...:—:@ one
nzdbo perapektywiczne, gdyz prosta i3czgca wierzchoi-
ki /_.Z fi odpowiadsa samej sobie (a.z -’-‘—-a&/, Odpowieds

nio proste pgkdw Sl Fi muszy sie¢ wiec przecinal na

prostej /osi peraspektywy tych pekéw/; bsdzie ona wyzna-

czona przez dwa Jskiekolwiek swoje punkty np, przez



gy Cy

BEZ’J’L i C Pregte kefaej innej pavy
pi-z-ec:ina,é 3ig muszg na prostsj B =p Aty wige
wysnaczy¢ punkt M, . oipowiadajacy punktowi A, , Ig-
czymy - /E_)Ml =m; , wyznaczamy punkt g =M tg-
© czymy /DLM =m, i wyzneczamy punkt p,m, = M, |
‘Poniowsz pursty A2 i A sa dowolnemi punktami
proste] /",,_,ﬂ,& ', przeto dogodnie bedzis wzigdé punkt
I? v punkcie A, . & purkt £ w punkcie A, /Rysl
261/, osia perspekiywy pekdw Gyt £ bedzie prosta
e e i o | P P /zwana h3ig
¢,  ‘eutowg 32T GEOW
P i P/, 18-
czgce punkt C
yraecigeia pro-
Csuyeh A, BL'i
/9,,5\1_ 2 punk-
Low B  przecie-
‘cia. prostych
A, Cy i MyCyi
dve. punkty /17,_ i
i : : /ﬂ gg odpowied-~
- nie w sz,eragach. P,. [/7;51 ¢, / ) [ﬁi_BL Cy }
jeseli proste A, M, i A, M, przecinajg sip W punkeie.
ktérymkolwiek M osi rzutowej_/b .

GEOLETRTA WYKRESLNA %86 - Arkusz 21-szy,
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Jezeli szeresgi rzutowe /bl ‘i P. nie sg per’s_‘pekty‘--

wiczne, to punkt przeciedia Z podstaw X, i p, nie od-
powiada S amemu sobie, qeﬁeli tern punkt zaliczymy do
szeregu K, , oznaczajgc go liters X, ', to punkt odplo--'
wiedni Xz snajdziemy stnaujac regule ogdling: trzeba
ne. prp‘s'oej. P, Wyznacayé taki punit )(2, , aby proste

A X, 1 A, X, praecinaly sig na prostej px, .

/ﬂ /Yl 5}’1, ; X, musi byé przeto takim punktem pro-
ato j 2 - &by p*‘osta A, X prsecinala prostg ©, na
proste] p : X “D/DL . Jezeli punkt £ za-
liczymy do ;znregu o, » %znaczajgc go liters }/ to
punkt odpowiedni )/1 bedzie lezal w przecigcin pras‘bych

}71}91 tak ze-

punktowi przecigeia podstaw dwuch szeregéw nzuto%yc.h

odpow1ada.;a. w obu szeregach punkiy, w ktorych 08 ru-

towa przocinea podstawy, i nawga']um

N

0§ rzutows dwuch szeregdéw rzutowych /131 i P laczy

punkty ‘)(2, i )(1 cdpowiadajgce w okbu 'smegach p\ﬂ&kt;j-

wi X’_;K prz-ciecia pudstaw p;ﬁ&, os.

Poniewaz keidsmu punkbowi jednego z dwuch sZere-
£ow rzutow%% np. )(1 albo }/a, odpowiada w drugim je-
den quﬁy purkt )(2. wzgle\-u:e Y ; wiéo o$ rzutowa
nie zé‘.’ue.cy oda‘ﬁe 0. c2y mex zcholkJ. pr~kc51v“'/ql i 7‘?J a:
ble"'t‘m"';l‘%' puvxktaéh /71’_" i ?a '1 B; { C‘I"

' , : ,
?
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M i M, .. Sted wynika:
Jezeli wierzcholki pﬁerwszy trzeci i piaty szescio-

kata A, B,C,A.B,C, | leig na prostej P, , a

{
Al

T*iorzcholki drugi czwarty szésty na proste] P+ to

E‘ﬂtt-y AL B g prfzeciecia bokow "przeciwleglﬁrch"
B C . BLC‘I » /9102’; i ﬂLCJ_ » /71 B,“ i AL B
luzq na px ostej p

Jest to zresztg przypadok 83c2eg0lny tw1ardzen1a
Pagcala o szesciokgcie wpisanym w stozkowsg, o ktoryn
b¢dzie mowa w Rozdzisule XIV,

Rzutowosu dwuch szﬁregow na danych podstawach /”1

i Py Jest wyznaczona prizez os rzutowa/D orasz Jedna, pa-

e /’ 4 Dunktdw odpowiednich, gdys os rzutowa.Jest

r<>virnozna.c:zna._ 3 dwiema parami punktdw odporielnich: X1
AR Wy
Jezeli punkiy niewlasciwe prostych /bi i, nie od-
Powiadajg sobie wzajemnie, to ozraczmy liters /?1 punkt
Odpowiadajgcy w szeregu /P, punktowi niewlaéciwemq /?L”
SZeregu p, , a litera (), punkt odpowiadajacy w ssere-

Su/bL punktowi nlewla.sclwemu Q Bzeregu. A, | Punkty
Rl_ i Q pezywaja sie punkbami w28 jomnemi szeregow
Py i /P, . Poriewaz dwustosunki / 4, B, Q,” ,Q /i

/ BLR; Ay Q
1/‘7 B,Q, R,/ sa réwne, wigc m ..,a,:-_,_t, /5
3'5/. Stad wynlk& /91 RJ. ALQ“ & 1' R.‘l P Bij—g:




czyli:
Iloczyn cdleztodci dwuch punkbow od awiednich /‘]1

i /91, od punktéw wazajemnych R, i @, jest liczba sta-

l a.,' 3 ‘
TP R . ) 1
Jozeli punkiy riewiszocliwe obu qzaregow xzatowyca

sdpowiadajg schie wsajemnie, 1o gdy ozneczyny liter

(Y
‘

oo Vel , ; 1
QR punkt niewiadciwy preste] ., wrpadnie oznaciyc
i1 i Tos i 4 3 4 4 L] .
iiterg @, punkt niowlasciwy prosse] P . Niechaj
/}1 i /‘f,_, 1o 13y i'Bz, i Gl o3 Cz, bedy treema para-
i punkiow oapewiedaich Lyeh mzeregsw; dolaezajac cawars

feais X B I B 41 : !
tg pare punkidw odpoewle.nicd 2 1 4 : MOZemy napl-

(ﬂl Bz C.z Q::O/ =(ﬂLBbCLQ:'/, .s‘k{a.c'l

A.C
T o =./q C
B. C. -5":-5: (§125)

¥Yamy tedy w niosek:
Jessli punkty niewlasdciwe dwuch s7erogow rzutec-

4

wych odpowiadajg sobie wzajemnie, 10 te szeregi sg
"podobne”, to jest stosunek odlegios $ci dwuch ktérych-

kolwiex punktdw jednego szeregu do cdleglodci odpowia-

dajacych im puniidw drugiego szeregu jest liczbg stals

b/ Niech beds dws peki o wievschoikach .f: A?
!

storych rzutowosd jest dana 28pomocy 2 par proatych

odpowiednich &, i @, , 8,1 A . € i 6 /Ays. 262/



Przez punkt prze-
cigeia ktdérychkol.
wiek dwuch promie-
ni odpowiednich,
rp, a, i a , po-
prowadimy dowolnie
dwie proste Q.1
o i uwazajoy w
szeregach P, 1 P,

zg odpowiednie ts

pnkty, ktére lezg

na «.powiadnich

prosiych pekiw. /13 i A Szeregi P2 1 Py, 88 rzu-
towe, gdyi sa one perspekiywiczne 2z rzatowemi pe_kami-

E (aJ_ Z)l_ 01""} =~ R éa,b]),uc,’..../ 85 one nadto perspe-
ktywiczne, gdyz punki przecigcia podstaw. /b,_ . odpowia-
da samemu sobie / /91"-’/'},' /. Odpowiadnie punkty stere-
gow Py i P, muszg przoto lezed na prostych przecinajg-
cych sig w jednym punkcie /drodku perspekiywy tysh sze-
regow/; bedsie on wyznaczony przez dwie kidrekolwiek
~ proste przezen przechodzgce, np. prszes ,6 e B:,Bg, i
| c = C,C, Punkty odpowiedniec kaidej ianej cdry 16ted
muggs na prostej, wychodsgcej z punktu; be =P ) Aby_

wigc wycnaczyé prostg /1, , odpowia:ijneq proste] my,
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wyinaczamy punkt o, m, = MJ,' , lacsymy PM, sm
wyanaczamy punkt o, m = My i lgcazymy AM,=m,
Poniewaz proste Pri P, 88 dowolnemi prastemi wy-
prowadsonemi z punktu @; &y , przeto dogodnis bedzise
ucgynié P2 = &y i 0, = &;  /Rys.263/. Srodkiem
i perspektywy sze-
regow P, i P, bg-
dzie punkt ~
/zwany srodkiem
rzubowym pekdw A
i R/, kbivy
. jest przeciaciém
\‘\ /o \’q,lmz' prostej ¢ . la-
Rys.263. /{c cz.:i.c?j'pun_ﬁ,g&y alé

i a4 prosty

b

, juczgog
punkvy a.,c¢, i G—L.C; , dwie prfate my 1 M, 85 odpo-—
wiednie W pekach /a b oo .. / x ~':-, [ch ‘LCL..../,

jekeli prostay /. lgeszgca punkiy o, ., 1 @, prze-
* ’ " ML "4
LY

chodsi przez srodek rzutowy A~

Jeseli pgki rzatewe A~ i A nie 33 perspekbywi- -~

&

e
, Yaczye.. wierzcaoixy /Lj i /CL '

nie capowiada same sobie, Jezeli iy prosta zalicuyry

re, ts prosta 2z

% 0}

23 peku ,» ouneczagyc (g litera &, , .o prosky od-
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powiednig znajdsiemy, prowadzac z punktu /A taka pro-
stg x, , aby proste, l3csgca punkty &, >, i1 a,x,
przechodsila pBses punkd s Ale Q,x,. = ;D
muai.byé:przet.o“téika p'rjosta, wychodzaca 3 p11n);tu. P,
abj _prosia, lqcnaéa punkey &:).:a_uar:,la i /2 .pr.ze’chodz_i]:a
prses punkt £ .j. x. = PA . Jeieli prosta
z zahcsymy do peku . 6:nacza;‘ac 34 liters y, ,
to prosta odpomedma. A bedzle Iaczyla pu_nkty /D- 1
e , tak, ge: ‘

proste] lgczace] herzcho!kx dvu\ h pekiw rzutowyu.h og-

powiadajs w obu pekach prosts, kiore 13c38 Srodek rau-

towy z wieracholkami i nawsajem B e
srodek rsutoewy 'pp}éw-rzutaqy{ﬁ e 18_ jeatﬁzprzeciﬁ-
ciem prostych Xy i Y2 , odﬁowi'adajs;cych v ébu;pékugh
‘prostej - Xy Y& , gcrads; wierzcholki /c:. 3.3 5
Ponievaz kagﬁej proatéj }adnego % dwuch :pekéw
rsutowych,; np, &, lub. Y o q;i;_powiada v drugin;’jedna
jedyria prosta X wzgl Vi .L'lip . érodek rzutowy nie
saledy od tegp, czy za podstawy uoregow Pa-i B, obra-
liuy_pramto i a, 16; id, , Gicoy , M;.i
m, ,,; Btad wni@sek; . . : o 0 B '_’
Jekeli hoh,. pzerwazkrtrzcci i piasy mzedcigboku

‘a.;btc,_ d—g,b,, Cy, przechonzq vrzez punk? P e

boki; drugi, eswariy i 8368ty pries punkd /‘2 , to

ull.-"" .r..

-



_J—

SrosY

e

e Q ,'b i ¢ , *smczyss wierzchoiki "przeciwle-
3 :

Z’ . b CL ¥ 'bz, 2 ? a'.lc a'z. cl

(}\

]

Ay ‘61, i az,z’z

i
przechodza przez jeden punkt A

Jest to zressta przyvadek szczegdlny twierdzenia ).

Briancnons o sze

1
-—»

seiohoku opisauym na stozkowej, o ktod-
rym bedzie mowa w Rogdziale XIV,
Rzutowosc dwarn pekdw o danych Vlerzcholka A

/2 jest wyzraczona priez Srodek razutowy P  oraz

edng parg Q, i @, prostych odpowiednich, gdyi srodek

rzatowy jest réwnozniczny z dwiema parami prostych od-
powlednici. &, 1 &, , ¥, 1 Y. ,

Dws porornie rdzne wzajemne twierdzemia: 0 szes-
ciokgoie, kuérego. wiorzcholki leza na dwuch prostych
}%_i P io szeéciobomq, ktdrego boki przechodzg przez
dwa puﬁwﬁy' Ty Fi’, S3 W rzecazy samej_tem gamem

’

sirierdzeniem, ktdrego istota polega na istnieniu b zw,

konfigurecji Pascela, zlozonej z 9 punkiéw i 9 prostych
w ten sposdp, %e przez kazdy punkt przeéhodzq 3 proste
i na kaidsj prostej lezg 3 punkty,-HilBert dowiddl, ‘ze
konfiguracja Pascala jost niezaleina od konfiguracji
Desargues’a /§ 121/, | '
§ 136, Zastosowania a/ Zasiosujumy twierd&enle o

e3cioboku azblca a, b, ¢, .' ktorego b:}lu._ d-i v b_,f
C, !preechouzy przes punkt P , & boki @, , b;_ 4

- in

a
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LIy

C, przez punkt /C,t , do rozwiazarnia zagadnienia:
Poiaczy¢ punkt C1 = niedostgpnym punktem przecie-

Cia,r prostych a i b /Rys. 264/, I punktu C,_ wyprewadz-

A / é)“ ay dwie proste: pierwsig
L 8 R & Liecunku dowolnym A2 %
s v ) . :

“z.B 10 punktu A, na prosts]
d : .
& , drugg w kierun-
vs 9 P
— x ; lowolnym /y do punk-

ﬁl 7? (4 . : ‘b
'R‘I5~25’t-z \P" tu B, na prostej X
1 7 nunktu A, wyprowadi-

My réwnolegls do Ca By do punktu B, no prostej O
& 2z punkta 5,J riwnolegly ao C, /9;, do punktu /‘}',_ na
Proatej a . 2 phnktu B,_ wyprowadimy znowu roéwnolegia
do C; A, i z punkin A, réwnolegla do C, B, ; poiacz-
oy wrészcie pxiukb C:. -z punktem Cz, , W ktorym przeci-
najg sie ostatnie dwie proste, Powiadam, 2e prosta C, Cp
Prze jdzie przez punkt ad . W semej rzecay, w szescio-
boku A, B, C, A, B,C, boki pierv&szy trzeci i pigty
Przechodsa przez punkb /fo: a boki drugi, czwarty i
B'lié-sty przez punkt /cz'- , skad wynika, Ze proste, 1a-
thée przeciwlegie wierazecholki ’t)egb szescioboku A A,
_B,' B,' i Ci Cz_' pi‘zéchodz'a przez jeden punkt,

_ Zagadnienie to moina tei rozwigzad na zasadzie

Ywierigesd o hréjkatach Desargues’a /§ 81/, 2 punkta
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CL ‘/Rys,265/ wyprowadzam& znowu jakiekolwiek dwie
proste, pierwsza do punktu A, na prostej o , drugs do
punktu 231 na prcstej,b i tgcaymy pﬁnkty./q; i £3;.
Przez dowolny punkt /qz prost¥sj O prowadzimy réwnploj
gtg do b BJ_ do punktu Bz, na pfosfej b 1 réwnoleg-
4 do A, Cl, a z punktu 5 réwnclegly do B;,_ G
wreazcile tacaymy punkt C, z punktem (3b , W kbérym
sig praecinaja dwie ostatnie proste, Tréjkaty /9 B C

i A, B,C, sa tr6jkatami Desargues ‘a, gdyi odp_oyma-
nie ich boki przecinajg sig w trzech puﬁktach.niewlai-
ciwych, ktdre, jak wiadomo, leig na jednej ﬁréstej
/mianowicie na prostej niewladciwej-§ 2/,

Z tych dwuch rozwiqzdﬁ pierwsze jest bardsiej °
praktyczne, zwlaszcsza, jeisli sielposlugujemy rajszy-
ng i po niej slizgajgcs sie eklerkq, Jak to wskazuje ’
rys, 266,

b/ W § 109 wskazalidmy, w jaki sposéb moina wy-
snacay¢ rzuty punkidw podziaku'odcinka na . czelei
| réwnych iub proporcjonalnych do 7 danych liczb lub

odcinkdw, Sposob ten jest praktyczny, gdy 7o jeat lic%”
bg niewielka, ale gdy » jest duie, sposdb torr wymagal”

by prowadzenla wielu prostych pomocniczych. ktore gmat-
wajg rysunek, Niecanaj np, mamy narysowad pgrspéttywe Y
sadzki, ulozonej w kwadracie, kidrego éWJQrikg przed-
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stawia rys 267,
Przypﬁéémy, i6e
"~ wykreslilismy
juz rzut tego
kwadratu i wy- .
znaczylismy w

nim juz rauiy

g$rodkdw wszyst-

kich jego bokow

Na zasadiie
§ 108 maze to
byé jakikolwiek -

czworokét:-
A G
i /Rys 268/ punkt

przecigcia jogo

Rvyas. 2686. .
b przekatnych 0/

bgdzie rzutem drodka tego kWadratu, proste lacsgce punkt
O' z punkbtami sbiegu bokéw podziels te boki w punk-
tach, kidre sg rzutami drodkéw tych bokdw /Jezeli punk-
Uy zbiegu bekéw sq niedostgpns, to radzimy sobie, jzk
wokazano sed a / /. lwaimy teraz, ze punkiy podzialu
Eagdego & ookow kwadratu 2a 23 rdwne cigééi, rp. punk-

L podmintu boiu AB cupowisdajg rzutom tych punk-



| téw na odcinku
/ /
N ‘ 0 A'B % rzuto~

woscl, wyznaczo-

i18j orzez kidre-
punkidw odpewied-

nich, a wigc np,

PNy O YD

AT L34 ¢ 37'59 70 114 :
Rys. 267, L

% / /
kie punkiy podzialu odcinka A B , kreslimy sobie
£oz na 2uwszc b %w, podzialke rzutowsd Majlepiej na o-
sabuvm kawaiku papieru/, N@,prosuej/b /Ry= 286G/ od-

TASt el (oden na drugim dowolng iles¢ /dla naszeso



- s ! I \ \
/) D 7 123 7‘/’,/5',"5 7 8 9% 1273714 9516718 1920 20 32 43

Rys, 2.69.

cely potrzeba pruynaimnie) 23/ réwnych odeinkdw, Wasy-
sthie tak otraymene purkty © , 2, 2 ... taezy-
ty z dowplnie obranym puakier 2 , kbdry powirnien by(
5 ile modnw jak neidalej od proste) P . Blerzemy na-

fera, Ehéroec priynajmniej jedrs

i

caywasy oo tg hrawgdzig do

sz Aest preall 1 pray
) _
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prostej ‘/qll3l'odcinamy punkty /7’ f(/i.‘f3’, poczem
szukamy takiego polczenia skrawka na podaialce rzuto-
wej, aby punkt A lezad ne prosteg Fo , punkt /A
na prostej Afazz , & punkt B na prqsteJ Fes . Udy
. to zostanie osiagnigte odcinamy ra krawedzi skrawke:
punkty 1’ A SRR LR e ktdrych prost..

Vot Fﬁf T = Sty /2, te krawedi przecirajg i
przenoslﬁ& wszysikie (e punkty na odcinek /qlégl, Tak.
samo postegpujemy z odeinkami D C , BT i AD’
¥gcaymy odpowiednie punkty i t.d.

¢/ Dany jest cazworokgt A By , ktéry

jest rzutem kwadratu /8 108/, wykredlié razut kola w

ten kwadrat wpisanego, Rsut $rodkowy kola jeat krzyws
il

‘zwang stozkowg, ktdre] wilasnodci pcznamy péiniej,
dziemy mogli wykreglié¢ te stozkowg tem dokiadniej, im
wigeej jej punki¥éw /lub stycznych/ wyznaczymy, Najdo-
godniej w tym celu obraé rzuty wierzcholkdw wpisénogo
w koio wiclokqta,foremnego /lub rzuty bokdéw opisanego
na kole wialokaba foremnego/.

Przypudioy np,, ze chcemy wykreslid rzut érodkowy
podstawy kolumn} 'lobkowane; o €0 ilobkach, NiechaJ
czwo*‘okat A B ‘co’ /Rys 270/ bedzie rzutem kwadra—.
u ogxsanego na kole zLobkoqanem /Rys i/,

Prowadzzmy przekgine [3 Z) /% ich

Wik h |
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przecigoiu lezy

4
rzut QO srodka
tego .kola/, a na-
stepnie wykreélary

32pl6 raz na Zawsze

dla wezystkich kdl
zXobkowanych o 20
31obkach pewng

specjalng podziil-

ka rzutowg, Lzie-

limy mianowicie dowolme kolo na 20 csedei /Rys, 271/
Przez frodki dwuch prseciwloglych bokéw prowadzimy sre-
nice P , na ktéra rzucamy prostokginie wasystkie punk-
ty p0d21alu Na drednicy prostopadlsj do tamtej w d08¢
duzeJ od niej odlegledci obieramy punkt P i tgczymy
g0 ze” wazystk1em1 rzutami punktéw pcazialu na sredni-
ey }5 DaleJ pd@tgpugemy taj jek w poprzednim zgda-
nlu sy . -

" d/ Praypudimy, ie zraleilismy 3 punktiw A’ £3

C’ » D' EI leggcych na rzucie kola, 1 ,j, n

cikowd) . /Rys.272/. Powiedam, e moina teraz wykres-
1i& dowdlng ilosé punktédw btej siszkowej. W mamej rzeczy
Jeﬂéfiipunkt F jeat jakimkol;iek szés%ym punkbem Xola
ﬁa'ﬁktaﬂlm leky punkty A ., B ,_c R T S



ipseliopelo-
czym-y pm_ﬂ.kty
€ L O
AN
punilenm A v
prosvemi €y
o itg i f
a2z pt‘mktém_
B prostemi

: [J:. etj :
(ef)

/ez Aj/sa-

parauy row-

ne . jako wpiears w kolo i oparte na tych samych Iukach
: , : | .
CO , DE 1 E£F | stad wynika, is dwusto-
suanki (C‘lc:[1 q/;/ i [C',,Q/;é',,/‘,:/ - czwirek /9[0,'&,,91/5/
i B (C‘,, 5{1 e.,,/;,:/ 8g réwne, awiec beds 3

J k b 4 l >
rdwne takie dwustosunki razutdw tych czwdrek /9/01'4416,‘%
! ] | .
i ﬁi, (Cz_' Jz/ eb'/;'/ tak, ze kazdy nowy punkt atoz-



kowej F
jost prze.
cigeien ja-
kiejkolwiek
prosto] /‘;_'
wychodsg-
oej g pu:pk
ta A
g prosta
D S -
Rys 272 , - chodzgea %
Punktn BI i odpowladajaca prostej /i/ w rautowosed
/‘7'[c’o[e /7< Ble,d, /

Stad wynika nastgoujace vyh'odlenia /§ 136 T I/ .
Igozyny punkty C'% D 1 £ spokten A
mostemd ¢, , o) i e, ,gszmktem B’ prostei

g d' 1 eb o?ecmyp'm-fty o, oy 1"—'07 pro-
vtge ap\mktydeL1CZB prostgc'rmkt

! »

Praecigels prostych €’ § ¢’ jest érodkiem rzutouym A2
Z punktu A’ prowadsimy dowolns proate /"' i punkt q}"'
1’J&ezymynpwrmkﬁem P prosta /" , & punkt, wktdryn
rosta / prseoina prosts €, , laosymy z punktem ‘B .

f"cmmmaxﬁmém Fr, 36, Arimsg 22-gi,



el
A A i

Bedzie to proste /4; » odpowiadajaeca proste] /ﬁl 3
proecigeis /“1’/;' bedzie szukanyn punktem £
Zauvatmy, ze proste FA 1 P. 5 - ktére w rzutowodedi
/7[ a/ / = B’/C’/ 26, /odpowiadajg proste)
Y [3’ zeczaeej wiergchodki tych pekdw rvutowycb v
sa_slyczuend do stotkewej w pumktadh /9 i [3 .. Jezelil
bow1am . proata /‘; Zbliza sie nieogranlﬁrenie do
proste; A f3 , to punkt /‘-/_ zblita sie nieograni—
czenls do panktu B/. , tak, ze orocta BF /Z.;, &g~
czy wiwezes punkt 13 z punktem nicograniczenie do nie-
&0 si@.shlizaggcym , & wlee jest styczng do stoikowe]
¥ ponkcie izt : {
Stad wynika 2e mozemy wykredlié dowolmg ilodé pun-
Etéw stozlrowey, jezeli mamy trzy je) punkty /7 X B
1 C! oraz ghiyezna do niéj w punktach /]’ i A’ na-
my bovien wéwezas Srodek rzutowy A jako przecigeie
tych styoznych i jedng parg odpow1ednich prostysh p@kéw
rzutewych o wierschotkach /9 B mianowlcie /9 ¢

1S O i
£ 3. WMWJ.H&
] £ WIERZCHORKU . Poniewa® dwustosunek.
:zterec‘h elementéw szerssu lub poku zachowuje sig przes

routy i przeciecia, wigs przez dowolng ilodé rzutéw 3
przsg;i-;#: dochodzimy ggws_ie do szeregu lub pekm rzuto-
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wogo & plerwszym szofogiem Iub pekiem Przxrpadkian
szozegilnie wasnym razutowosci dwlch sgeregéw lub
dwéch pekdw bedzie ten, gdy podstswy szeregiw 1115
gly wisrzchodki pekéw przystajz do siebie /sa zjedno-
czone/ . 'Zdarzy sie to np. wéwczes, gdy wyszecdXszy
Z pewnego szersgu o polstawie /291 , po pewnsj lics-
bie rzutéw i preecigé przstniemy pek /3, prosts
/51 ; wtedy na prostej b, beds lesaXy dwa szeregi
rutovs | 0, /B3 By Cyu) 7N Pu [fin BrCuo/.
I podobniez co do pekéw: mese sig zdarzyd, 26 wyszedi-
szy 2z pewmego peku o wierzchoiiu /2., po powme’
liczbie przecigd i rautéw, rzucimy szoreg /,2.1 2 pun.
ktu /17 ; wtedy punkt' A, bedzie wepSlnym wiers-
cho_ik.iom dwéch pekéw rzutowych /13 / a, ,5_, C, / ~N
: W[[ a,, A, Cyn) » Takie dwa szeregi rzutows na wspél-
nej podsiawie Iub peki rzutowe o wspélnym wiergchol-
.'Im," jok kesde wogble rzutowe szeregi lub peki, sg
Wyznaczone przez 3 pary element éw odpowiednich ,'alo
wy}croélenia podsns ¥ poprzednim artykule , siuzgce do
wyznaczenis  elementdw odpowledrich w tym przypaiin.
zaw.odza Y | ey
Fieckaj boda ma proste] 2,, /Rys.23/ 3 pery
Ax i ﬁz.. ’ B.z i I.BL"' o, 1 C, punktéw,
Ltére wyanaczaie dwa nseregd rzuiowe /qu /’&',51.5:"'7“
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T/bz.g,//? 5 Confs aby wyznaczyd dla 'punk-
tu M pierwage-
go szeregu odpo-
, wiadajacy mu
punkt /'/L dru-
glego, rzulnmy =
dowolnego punktu
£ paukty
Ay B 10,
na’ dowolna pro-
sta /bzi i gnaj-
dZmy na tej pro-
atej taki punkt
/,7/ - 48 pun~
Rys.273. Kty /‘7 i M)
odpowiadaja sobie r"utowo W szeregach /Uu’, /ﬂﬁc /R
77;@2.[/17 B C / , poczem rzudmy punkt
Mb z punktn /Cz LY PP ; otrzymany w texn
~poadb punkt /“7‘2/ jost szukanym, mv* /8 148/
(A B. M. )= [# BIM, c,_/
a nA mocy 3 129
(5, B. M. C.)= /ﬂLBMc/
skad wynikn 3

//75/\40/ //:’BVC’/
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‘Opierajac sie nc zasadzle dwoistodcd znalesli-
bysmy amilbgiéﬂzné wykreélenie linjowe, pozwala.j_gcé o
nuleis poostg my odpowiadajacg danej preste] m,

w dwdéch pekack rzutowych o wspélnym wiorzchotku /22
$-138., W . Jesell w dwéch szere-

gach rzutowych pa wspdlnej podgtawie .- albo w dwdch

pekach rzutowych o wgpdlrym wierzchodkuw .- 3 pary _

: 6w owiednich 8 ednoczone, to wspystkie

pery elerentéw odpowiednich sa zjednoczope, t.j. te
szeregi , wzgl, peki, sa identycz-no. W samej rzecay,

niech bgliy np. dwa szeregi ruutowe na wspélnej pod-
stawie /.2?,‘, i niech punkty /7_.,_ i ﬂz, beda zje~
(dnoczone w punkcie A tej prostej, punkty B_.,_

i B, v punkcie B ,apumkty C, i1 C, wpum-
keie C . Jeteli punkty /171 i /VL s tanowia
jakgkolwiek inng pare purktéw odpomiednich , to na

' zasadzie § 133

., 151,140///98/016’/ £
(ABm.c)/=[ABM, /)
skad wynika, %e punkty M, i A, sa identyaane ,
Jezali wigc dwa szeregi rz utows na wspdlnej pod-
stawie /albo dwa peki rzutowe o wspélnym wierzchod-
ku/ nie sg identyomo, t» moge mindé najwylej dwie
pary_elementéw odpowiednich zjeinecsenyoh, t.j. na
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wspélnej podstawie p,, istnieja najwyzej dwa pun~
kty /, . iU, /ze wspblnego wierschotka Ry wy-
chodzg najwyis; dwis proste "‘J-L i /;z. /. ktére
odpowiadaje seuym sobie . Punkty /,, i J,, nesy-
wamy punktemi podwéineni czeregéw rzutowych 5
}71,_//7, B, b,.../wpu[ﬁ,,ﬂzct./pmste L.z.z,‘ i /'12. na-
zywary prostemi podwéinemi pekéw rzutowych

/22-‘ ((ai 61 s / Ay /9,, /Q,_ bz. Cz,"'/-

WykreSlenie podune w artykuls poprzednim dla wv-

zneezeuia pory punktow cdpcwiednich dwéch szeregdw
rzutowych na wapdlnej podstawie nie da sie zas tosowad

“

do wyzmozonia pusktén podwéinych tych szoracéw ., Do
tego celu siuzy t.zw. wykredlenie Steinpera .

Niech beda na wopdlnej podstawis Py [Bys.2T4f
dwe szeriegl, ktoryel rzutoviosé jest okredlona zapn-
T tfzech par punktdw odlﬁowisdnich /71_ i /}L”; 51
i "54. : C,_ i Cz. « Wrkrefley dowolne koto ,4 i
obrawszy na jego obwodzie punkt /?z.. , TZUémy 2 nie-
zo wszyotkie te punkty ; pz“oﬁe rzucajace @, i @,

,5; i '61. , €, 1 ¢, vwyznaczaja dwa poki
rzutows o wepélnym wierzchodlo: A2 2 « 7 panktu /?IIJ
w ktéryn prosta @, pemscipa kolo , rouémy punkty
/72 X BL i Cz/; ; ‘prosié” rriucé.—ja.cs (LL
y.) L i C’:_ , n2 zasadsie znanego twierdzepie o
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katach wpisanych w koXo ,' opartych na tym éamym
Tuku; tworzg ze sobg te same kpty , co proste &, ,.
‘b:. i C'z,, tak; 2e peki ez. /al ,bz 01.../2,'
/
A ~ / a, Yo C,f../ 83 réwne, a wige tewbardszie]
reutowe, Podobnies z punkiu ﬁl,v w ktérym proste
a, ‘przecina koXo; rzuémy punkty -/91, b, B,f i
C,) ; proste rzucajace: a'; b, 1-¢  tmo-

rza %e soba te seme katy, co vroste &, , ZJ,_ i
. /
0, ,taksepeki 4, /abe.)i A [abel)

sg réwne; a wiec tembardziej rzutewe .
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Foniewas /5, /a b,c, /a,_ / wieo
/
A o B o /M/azu/
peki te jednak nietylko sg rzutows, ale i perspe-
ktywiczne, albowiem prosta |, Zaczaca wierzchoXki
/ i
/? i /L} odpowiada camc} sobie w tych pokach
a =a, / Stgd wynike , 20 punkty przocig-
/ / : p
.z C,z, N mimb...
lesg na jed: 19-? proste] 2 ktﬁra jost miem wy-

/
cia vremieni odpowis dnich b b

naczong przez dwa k..ét‘el'olmak z tych pu.taktdw . NP,
Nrzez C'= /b b/ i B £ C’ C’L
Aby v*yvnc.czwi jakakolwiek inng pare prostych ¢dpo-
wisdnich ; wystarczy oXaezyé dowolny pun.kt M
prostej 5 Q's /A % punktami /7;_ i A

Stad wynika, %e dla wyznaczenia punktu .
ktéry w drugim szeregu oipowiada punktowi M Pier-
WSZeE0 szuragu, wﬂez.y poatapid, juk nastepujoe :

20 G A
2t O 25 ps Aliig puniten /A, . Dbrostemi
ghie sl el _5,_ S,c et
. 3 wmmonyé pukty 4, B/, O y 4’
| Bz/' > CL’ 1 M et ktérych te proste przeci-
-nam Lol’o K : pomu'zjd /7/5 ‘= ,5 ‘< i |
./,71“ B S ,5," vryznaczyd punkt 5 2, =5
potiesyd ﬂ 0 i /71, 20, 7 wyme-

Polaczyé punkty /9_7_' ;B

Hbﬂ

'BL
a, ,
m
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»

ooy pukt  ¢,/0," = O porgesye BC'=p
wyznaczyé punkt m’/v s v/’ & poincgyé ' |
Mlﬂz's,”lg; wreszeie wyznacsyé punkt my Jo 5/%_ .

- Trojakis moze byé poXozenie prostej 2  waglg-
dem koka A s 8lbo mo%e to byé mroste zZewnetrz-
na wzgledem tego koda; albo styczna do niego , albo
wresgcie iego sieczna . Przypusimy , se prosta /U
przecina koo £  w dwéoh punktach /12 YA ; :
Kazdy z tych punktéw wyznacza z punkten /T pro-
3ta, ktéra odpowiade samej sobie w pgkach rzutowych

Py (. B, e, ES A/a B, e, )

Punkty /,z, i c/“,' » W ktérych tak wyznacsone
proste L'l,_ i /.i Drzecinaja proste Pr. s %2
zetem punktami podwdinemi szeregéw rzutowych
Py //71 B, 01“'/7"/27-12 //7/1 B, Cz"/’ Jezeli pro-
sta /D jest styczumg t_io kode A » to punkty

el S A e pukty  /J, i

ooy 93 zjednoczone ; istnieje wicge wtedy tyl-
k.o' Jeden punkt podwéjny tych szeregéw, Jezeli wresz-
cie proéta /P jest zewnetrzneg wagleden kota Ao
to punkty podwd‘jnle nic istnieja wealo . :

H.wykreéleniu powytszem zawarte juz jest oczy-

wifcie wyznaczenis par prostych odpoiriadnicli orag
pfostych poiwé jnych ¢ e 1 ];1_ dwéch pekéw



In40.C

‘reutowych o wsp6lnym wierzchodiu £a :
Py [aho, )7 By [acbcyw/.

Wyzraczenie punktéw podwé jnych dwdeh 8z eregown
rzutowych na jekiejkolwiek podstawie Di, OF8Z
wyznaczenia prostych podwéjnych dwéch pekéw rzuto-
wych o jekimkolwiek wierzchoXiu /2, da sig usku-
t.-acznié zapomocy jednego jedymego koin R , leZg~
cexo W praszezyinie tych podstaw i wierzchotkéw .
Tykrsélenie to pis wymaga zalem uiycie oyrkla 7 je-
se1i tylko w piaszezyinie pysunku raz na zZayoze wy-
kreélone jost jﬁki skolwiek koXe /zwane lroXem Stei-

"
:‘;.';‘: J“‘, L4

1139, 24
‘STOSORA-
NIA, 8/
wykreslic

-



] =~
=34 Her

Nz boku . M P {Rve, 275/ obierzny trzy downclne pun~
Lty /Z,J(B,L i C ; rzuéoy je z panktu & ra bok
MN ; otriymane punkty /9,“ Bx, i C, rzuiny
z punktu R na bok NP , Wreszeie tak otrzymane
punkty /93, 53 i C3 rzucémy jeszcze raz z punktu
S nador MP poniewas szeregi
AL B,C, .. £ A B.LC,..
AL B L € A BSOS
A3 B3 Cy.. C A4 B,0,..
3¢ perspektywicznie /drodkami perspektywy “sa kolejne
pmkty @ AR i S , Wige szenfi
A B C e Ay By
Isev rzutowe na wspélnej podstawie MP ; zadanie
'-sprowadzé.. 8ig wiec do wyzm czenia purktow podwdjnych
fig i Jiy  tyoh szeregéw i ma 2 , 1 lub 0 roz-
wigzar /Zagadnienie II stopnia/ ,
b/ Miechaj bedzis 5 punktéw stezkowej A
B 2 & R, a0 V3 R prosta 2 nrzes faden z
tych punktéw nie przschodzaca [Tws A6/, ¥Yyznaczry
n2 toj prostej punkty Przecigoia jej. ze stoskows,
PoXgemmy punkty C |, D i £ & punktem /4
Prostemi €, . d, i e ,az punl&th‘proste:ni
€y CZL €, 1 nwouchej T ounste _;zfzaem.p'oat% v

aktack O , D, , £, ;¢ L) At
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Jazeli szoregi rzu-
D E:, ' towe

R, e
22 J"'\‘D!iq Dy ,E;x-, é (13 Sl B [qoz 51/7\'}? / QDZ.’E*/

<
~
G O 1 e o

mzja puntkty podwéjne,

to kazdy z tych pun- ..
ktow , np, /oq
lezeé na stoikowej ,

musi

~ bedzie to bowiem
przecigeie prostych
AN B
ktérea sobie odpowia~

Rys.276, deja wzajernie w ran-

towodei /b[C’J_ D, E,_.../ ~ plC Dy EL.'./

Prosta © moie przeto :przecinad stoikow; najwyse

w dwéch punktack /Zag.ll stopnis/ . Zreszta okre-

§liry pA/niej na drodze czysto geometrycznéj pejn-

cie punktsw i prostych urcjonyck i przekonemy 8ig

~ wéwczas, e presta przecing stoskowy zawsze W dwéch

punktach : rzeczywistych odrghbnych, rzeczywistych

vjednonzonych, lub urojomych sprezonych .

340 Z0S01 T TENI TWCIIGYINE o Miechaj be-
da dwa szeregl rzutowe nz wspélnej podstawie /bu.
Zazdy purkf M proute} i, mo%e byé zaliozony
F£d4 1o plervizepo,: badf do driwiego szoregu , Je-



iy

eli pankt A/ zalicaymy do pierwezsgo smeregu i ozma-
czymy go liters /91. 7 to & druglu szeregu bedzie mm od-
powiadal pewien punkt; ktéry ozmeczyny liters A,
Jezeli ten sam punkt salioczymy do drugioge szeregu i
oznaczymy go litera 5, 5 to w pierwazym szeregu bedsie
m odpowiadad pewlen punkt B-L + ktéry wogbls bedzie
réiny od punktu ﬁL o Moze sig wazakie zdarzﬂ; %o
punkty /9,,' i B, preystans do siebie w pewnym pun-
keie N proste] Py ¥ wéwczas méwiny; 2e punkty
M 3+ N  gdpowiadaia sobie podwéinie 7 co ornacsme,
te punktowi /M odpowiade sawsze ten sam punkt /Y
niegale2nie od tego, do ktdérego z dwdch szeragdw zali-
ozymy punkt M
Podobnies dla pekdw. Moze sig zdarzyé , %o w dwéoh
ngkach reutowych o wspélnym wierzchodkm A, awie
proste 4 1 7 wychodsgce z punktu A,  odpo-
wiadajs scbie podwéjnie 5 t.j, 2¢ prostej »1 odpowia-
da zowszs ta sams prosta n.  ; niszelisinie od tego;
do ktérego z dwich pekdw prosta m saliczymy. Dowle~
‘dziemy teraz twierdzenia :
W&WL_MM_
podstawies ulbo W dwsch pekach rautowych o wepslnwn
Wirrgchokku am elomggtz odpowiednie odnowiadais sobie
Egdjvﬁjg;g, to dwa e Lemen;y odpowiednie odpowiade-


http://aa.w3nolae.l_

R s 3%

ja.sobie podwéinie .

Fiech bedg np. dwa szeregi rzutowe na wspélns)
podstewis i niech istrieje jodns para punktéw odpowisd-
nich A, 1 ﬁz, S ktdﬁo odpewiadajg sobie pedwdinie; .
_té.k ze jezell ' |

/91 EBL te /qz_, E="BJ.

Trzeba oknzady iz wtedy iaida pare punktéw odpo-
wiednich s DDe C’J_ i CL odnowiada =zchis podvé.‘jnio,‘*t
5, %o jessli

Dz_ o Cz, to Dz = CJ.
0té% e zasedzie v 133
(ﬂacaj[ﬂszoo/ |
kIndgc ma nooy zakosenia A, =8, , B, =4, (;__, D
otraywamy [/9‘ B,CLDJ [B A, D /
czyli ﬂxcl. . AL e 2l l) 5 D

———————

B.c, 8.D, 7D, ,91 Dz, J Z‘/
. ﬂ:. = /91 D&
By C '
eo oznnoza;' %s stosunki poazio.hl punktéw C, 1 ﬁ

wigleden punktén A, 1 B, sa réme; sked wynih 30
c, =D, o b, d, o,
Dwa sgerogi rzutows na mpélnai podstawio Py, F
 w ktérych jedne; a wiec :.Jszystkia pary punktéw odpowied-
nick odpowiada’s sobis podwéinle, nasywaje’ sig dpwolu-

9&,2@..?&9.;@1.72__‘ Kazdemn punktowl proste x,




L W ey

~odpowisda jsden jedyny punkt taj same § prod aj,o ktdry:a
méwinyy Ze jaol s tamtym pwel

Poniewa2 rzutowodd $ gwéch ‘szeregiw jeef; WyZnecy ona
‘przog 3 ktd
ihwol’ncjg o prestei Pz hedzdis wysnaczona przez dwie
kt_érelmlﬂek pary punktéw seraesomyeh /1, § A, 3 Bl

i 5 v kesla z tych dwéch par bowiem po precdsfawienin
jed eflm%toﬁ utvorzy nowy pare punktéw odpowiednich

_pary punktéw odpowiednich, w go

Teivolwl

tych dwécl sseregdw ran Em'y"?: . ktére stanowia ibwolu-
cie ¢
i' P12 //9131/& Bz“/r/bu/'ngz.ﬂsz‘“ &

Twe poki reutowe o wepélnym wisrzehodku /? PR
ktérych jodna; a wiec wszystkie pary prostych odpowied-
nich odpowiadajg sobie podwiinie; nagywajy sie ipmolu~
¢ia dokoYe vurktn ﬁg_,, Fasdej prestej wychodzgcej s
punktn R ¢ » odpovinda jedna Jedyna wychodzzee z te-
got punktn proste, o ktérej mowimy; 2e jest z tamtg
Jnwolncia dokoZa puhktu‘ A, jest wyznscsona prazez
-):térékolwiek dwie pary prostych sprzeienych Q, i Q, ,

,271 i Z’L : po przestawisniu dowiem olementsw jednej
g tych per otrzymamy nows parg prostych cdpoviednich
tyoh dwéch pekéw ravtewyek, ktére stancwig imwolucjg :



dwa rzutowe szoeregi na wapslnej podstawie /Uzz, . 20
dwe punkty €ej prostej odpowiadzisz sobie podwdjnie, tak
Ze Jefli w jednym 2 nich przystanp de siebie punkt 5_1
pierwszezo szeregu s punktem C, drugiege szeregu; to
w drugim przyshna do siebis punkt B,\ drugiego szsresu
/ pmki:em C, }piprwszogo. Rzutovess tych dwdch szeregéw
jest wysnscgona przesz 3 pary punktiéw /7,, i ﬂl o Bl
i3 B,_ o C,_ i C'L 2 praytom druga i trzeciz paca #p

A, H,

i //'

l //
//Ke\_\

Bys. 277, |
zjednoczone w dwéch punktach ':B_z = Q i -Bz 5'0_1 .
[Bys.271/ . Wyznacrny ma proste§ ', punkt A, spese-
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tony imwoluoyinie z jakimbolwielx danmym punitien /‘71 te]
~samo}-prostej .. Stosujzc wykrsflenie §-139 /Rys. 273 74
trzehe najplerw, jek wieny, z dowolnsgo pumktu A rau-
aid p.m?ty A, v B, § C, s dewolng prosts Pz
Poprowsdfmy tq prosta przes punkt /3, = =, { obraweay
gisfekelwiek puakt / rszmy z nisgo punkty A7,

W = roell 1 C, s yrosty P, § otrsymawssy punkty /7,

B, i 0 =B,=C, . Inejifuy teras purkt M’
odpowiadafgoy rmutows punktowi M zerogach

Pax (AL B0, /r/vz//‘? B¢/

i tyn celu zrajdinmy of rzutowy tych szeregéw , Fa-
cgy onaj Jak wisdemo /8135 I3 a/ punkty odpowisdajaco
W obu szerog u,h W}S&Hw’i e 1\ oap%ldi £1y7 B’ imn—
Etowi _C , odpomnda C, ¥ asig’ rzutowe. quzh zatem
prosta B C,=p , Aty otrzymd punkt Mz, ; odpo~
wisdajasy rzutowo punktowi M -« Tposymy ten ostatnd
z ktérynkolwiek p&nktm sseregn /bz/. Japs 8. punkten

/9,_' 1 sankt yrzecigoeis M “proste) /‘71 »‘7;, 2 osia
rzutows: /'D Iyczymy = punktem 4, 3 prosta /li/ﬁ’1 praos-
oim }’x. w pinkcie' NV ;_ . Pepostajs reucié punkt

M‘ B ptmktu P e D, 7 aby otrsymad swukeny
okt M, . ; A

GRCMETRIA WYKRESERA Fr.S6.  APluss 23-ci,
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ingoy”
L
?'057 -

Zaunafmy czmeruint supedny M /DL Ay M, ¢
ktérego dwa prascizlegfe bokl P i /‘bi * '"rachoo"s"a
przez punkby Bzg C 1 & BZ‘EC& = dwe Lone M

P,_ e PrEes ety A - 8 /92‘ 3 jeden z 'gozrsﬁtuw
Iych praes Ml % a droct praes

-2
F ™
¥
3}
(3
{3
T
]
E :o
3
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nie

Boki wrzasizlesis saugy aksia mumalhegze prrecingis

Pt

owolna prosta v dymech yarsch punkt Se pwﬂmi@

Na zasalsis -’E‘s‘.”iii..-’i’/ﬁ't'iﬁi“i wniestuiveg o slusznodod

triordzenis wazjsmuoge .
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areadyeh dnrelneld .
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2RO ey St leep wywross e A g T,
polnago /& 100/ sa fylhe praypedsisn S gllnym wings

3%9

3 1 ookt dw

aorvgionysh inwolucvinie /7 3 /fL S l:’, i ,(}7‘

i ﬁ atajs 2ig duwions parami unktdéw spr 2 nyc,b hare-

nerdoznio /7 i1 B ;M 1N ey punkty pler-
weze] nary A, 1 A, zosteng zjednoczone W purikeie
A & rontiy deogie) pery B, 3 Bz. w ‘punkecie
B pmdta 70 przacivejsos ozworokst - CFrRODE

przeohodzi wéwozas przez dwa jego punkty Trrekgtne ﬁ'

i B }'ﬁye 2'?‘7f Punkty to 93 pupk Annt poi#sineni inwe-

Lt 'E;u-,-rrf;‘g-_:;y vy \-\m’ T \:,';,-:-,1-"". F-.\‘-;n 1. ';5{3 T}I\
ity l uJ...\.".-'J-"f.ﬁ.' 3 ( LF Wi r:,j'«»—'.g’l. L ie ‘,\-{. I
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ducils ktéra czworokst CFDE  wyznacza na proste]
/° & przegradsajs ons harmonicznie kasda pere pun- -
ktew /1 1 N . sprzgonyeh inwolucyjnie .

Opierajac si¢ na wiasnc$clach inmwolucyinych czwo-
rokata zupeinsgo moZna za pomooa konstrukeii linjowei
Wyzraczyé punkt C, sprzezony z jakimkolwiek danym
punktem CJ_ w inwolucji, wyznaczonej przez dwie pary
punktéw eprzgionych A, i A 51 T A Proy-
pusémy, %e na prostej }7 [Bys.273/ dane s’a dwie pary
punktéw inwolucyjnie sprzgzonych A, i VY = | 5,'
oraz punkt C, , Aby znalesé punkt C. % nim sprzgso-
ny,” poprowadimy przez C . Drosta jakskolwiek § wesmy
ba niej dowolne dwa punkty M AL S PoZgozmy punkt
M £ punktami
nalezacemi do par
rétnyoshnp. 2 /f;, |, .
i Aﬁ;_ , & punkt

N 3 pozostake- .
mi punktami tych
r A . 1 5&; :
w utworsonym w ten
_ aposéb csworokacie
Rys.278, | MNFQ pepro~
wadiny szésty bok AP Q ; W przaci goix ’.g.,«% Prosty
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otriymany szukany ‘punkt O, o~ Joteli jelna z
dwéch daxiych per punktéw sprzgionych {nwolucyjnie 72
i _/9,, = B,_ i B,“ ) DP. s Ay jest zjednoczo
na w punhz.i.e podwé jnym /11 ,to drugl punkt podwéiny in-
woluoji Jig , zpajdziemy Jako punkt sprzeiony harmon -
cgnie z punktem /1 . Wzglodem punktéw drugie] pary
B:. i BL g .

Podchnies, opierajge sig na wrasnosciach imolucyj-
pych czworoboku zupozmsgo noins. 'oodaé konatrukecje linjo-
wa proefej C,  sprielouns] dang jakskolwisk prostsa

€, w .\nwolucji wyznaszonej przes dwle pary prostysh
sprze!.onych a, 1 4,, _,61 i 5 . YoZeny zresvt@
to zagndnienie sprowad a:.é do poprzaedniego, oplerajac s
ne tej zasadzie, e inwolucja zachowuje sig przes rauty
i przeciecia.‘- Jezell jedr.a » dwéch denych par prostych
sprze2onych inwolueyinle @, 1 @, , ,51 i /ill , LD
Cl { a, , jest zjednoczoma 1a proste] podv.'u;mm
‘11 to drugg prosta podwéjng inwolvciji, 7% . znaj—
dziemy jako prosty sprzglony harmonisznie z prosty /19
wagledam prostych drugiej pary A?,_ i 'Z'J +

3_,1,_. f@«quow nie kcia Dheinere 3o wyz wa.cquia
elomenttW sprzelonyc: % 1 podwéinych dsnei inwolnsijl Yo’
struke ja slementdw spraezonych inwolnejl za pomocy eZWO”

rokatu i czworobeku ? ZUTe ENoEe [Rya, 273/ nio wawize fual
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praktyczna, & jui weale nie da sig zastezowaé do wy- )
znaczania olementéw podwéjnych ., Poniewaz imwolucja jest
przypadkiom szczegdlnym rzutowoéci dwéch szeregdw ra
wspélnej podstawie lﬁb dwéch pekéw o wspélnym wierzchoZ
ku, mozna wiec do niej zastosowaé koo Steinera /§ 138,
Rys.274/, Niech beda /Rys.279/ mo prostej 7, ¢ dvie pa-
ry punktéw sprmeionych inwolucyjnie /7_1_ i /97. 5 B_.,_
i BL s mamy 1/ wyznaczyé nowa parg punktdw sprzezo-
nyeh C, i C, i 2/ wyznaczyé punkty podwéjne /1&
i 1y, tej inwolucji . Obrawszy na dowolnem kole K
punkt Ay rzuémy z niego punkty 7, , A, , B,
. . B i By
wyznaczaja dwa peki rzutowe 1,_ / a, 17_1 ,52 '-/Z'f,z Q‘éé-)
wspdlnym w1erzchoiku /D . Zastosujemy do tych pa-

i 5; . Proste rzucajace al ,

kéw wykreslne § 133 . “yznaczywszy punkty A, , ﬁ; ]
B:_’ i B:. w ktérych rroste a, , @, , ,5_,_ i »5
przecinaja koo , ,ndezmy punkt preecigeia O pro-
stych /71’5,,' i /9:. B;, i punkt przecigeia o pro-
stych H;_ B,,’ i ﬂ_z/ Bz/ , & nasigpnie podaozmy pun-

kty 5 LR e prostg X . Aby wyznaczysé nowa ja-
akolwiek pére punktsw gprzezonych c 2 1 0 , Xa=
czymy dowolny punkt By pm,.:tej Vil punktam: Al
i /9,_,‘ ; punkty C; e , W ktérych proste ﬂﬁ
i A'B ’ przocinaja kolr, rzueamy z purkt.zflo na



spoktywy iych nokdw/ , Rauvaimy fere
2 / / : O
A, B s Cz i /72_ 51 G
P’LIB.ES’D. / 81! o3y ]ﬂ.)f,.;
2 ‘Q iy Q.:)ud' . D ORE

mktecn A BT, ¢,

P

sted wynika, %o wiersehedii bye

n osty 1 .
L8

/ .

Punkt A przecig-
7

1
cia prostycn B, €,

. Py T, e
nieZ rp Drositojis,

i samej rzeczy, DO~
n.i;:'-.i’za'z peld
B, (B /A ClCh)
i By /BAACC
8. perapekiywicae,
wiee prosts B,_’ﬁ;
L
(5 R
i Bé@; rrEsci-
nejr gig pavani w
pusirtach C7
AN

lezacych re jedne]

B

trostej /osi per~

% GWG

srdjkaty

. to tréjkaty Desar-
fck przocingis si¢ parami w

lesacysh ns proste]
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rétleatow Hy
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/ / )

i /‘9; ] 5:,_’ i Bz Kpd M Cz lezg perani na
prostych przochodzacych przez jeden punkt ~

Aby wige znaleZé nowa perg purktdw sprzezonych (),
i Cz, » Wystarczy 1/ wymsczyé punkt A2 jako prze-
cigois prostyer A, ﬂL’ ST 5,} » 2/ z pmktu A
wyprowadzié jakskoliick sieczna do kota A i 3/ pun-
kty przeciecia tej siecznej z koXem 01’ i ,z,‘,‘ rzuoid
z punktu /?z, ra prosty O . Jazeli punkt ~
Jest zemgtrznym wzglgdem koka /é , to rzuty punktiw
gzotknizoia / z2 A ./_, : stya zaych, wyprowadzonych z
punktun P do kols, sa punktami podwéjnemi /-u. i J,,,
Punkty talde nie istnieja, gdy /D jost punktem W
ngtrznym koda i sz zjednoczcne, iy e lety na okregu,
Nalezy wigo odrésnié 3 rodzaje inwolucji: me:bg’. lliog-a
0a o dwéch odrgbnych elementach podwéinych, m
ng o zjednoczonych elemontach podwo‘uych i _Ljpjm;r_@_
bez tych wslementéw , :

W wykredlonin powyiszem zawarte juz jost oczywidcie
wysnaczenie par prostych sprzesonrch ¢; 1 ¢, oraz
prostych podwéjnych t::.a i ,/‘n. inwolucji dokoka
poanktun /3& « dgstosujmy Jeszcze fo wykredlerie do wy-

snaczenia prostolatnei pary grostmh aprzesonych danoi
. Arwolucii . W tym celu wystarczy wyprowadzié z /2  ére-

&

dnicg kola; prosto , i 7n, , rzucajaee z punkiu EL
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/ /
korice /\/_,_ i /V,_ tej éredniny beds wzajemnie

srostopadXsmi prestemi sprzezomemi. Jezell punkt A 1e-
sy w érodiu @ kola K , to oozywisele ka2da sieczns
7 niego wychodzace jest Srednica, wszystkie pary prostych
aprzézonych s3 prost-kztns , | |

W _inwolucii dokoka puukiu albc wagystkie pary pro-
stych sprrefonych sa progtokatns, albo tylke jedna .

Joteli irwolncja doko¥a punktn /91, jest hyperboli-

czua, /Ry’s.Z’?"}/ " to nrostokatna pers prostych sprzeonych

hy ©: R, @ i na poXowy katy miedzy prostemi pod-
wﬁjne;fi L ‘/ 17, » Tynike to z rdwmodei Tukéw /VL/%
i /V 12 ((Q/V" .8 :12./1{ . Igwelucia, ktéra3 wszyst-

kis pavy prostych \yr zgsenych sa

'*'siokatna, pazywa sle
prosbokntns, Eliptycrng tg imwolucje zaiweslajy ramiona
kata prostego, gﬂy ten
otrosa sie dokecla swego
wierzchodka; sa to wige
dva pgki rdéwme 0 wspdl-
nym wisrzchodku i zwro-
cid; w ktérych proste
odpcwiednis sc wzajemnie
orostopad¥s [Rys.280/,
S Bvs B9 | | Jeteli punkt A

BRI

jeat i masc iy, to duki odzigte na okrepu przez siscaz:



Rt 19

czne z tago punktu wychcdzgé§ sg rdwne, Hyperbolicsra
inwoiucja,,ktdra temu poYozeniu punktu /° odpowiads,
nazywa gig symetryczﬁa; proste podwéjne sa wzajemnie
prostopadde ; sa one dwusiecznemi kytdéw migdzy kazdemi
dwiema prestemi sprzezonemi ./BjsW281/ﬂ Iuwolucja ta
Jest wige utworzona przez wa pgki réwne o wepélnym
wierzchodku i zwrotach przeciwnych ., Dwusisczne katéw
nigdzy prostemi podwdjnemi stanowiz parg sprzgzonych pro
stych prostokatnych tej inwolucji ,

Zegaduienie wyznaczenia pary prostokatnych prostyck
‘ sprzezonych inwo-
lucji jest przy-
padkiem szczegsl-

nym zadania ,

Dane sg dwie
inwoluc je na wspdl

nej poastawie elbe
o _wapblnym wisrz-
chocku;znaleéd pa-

Ry=,281, re sprzonych ele-

mentdw gzarswac w jednel, iek i w drugiej irwelucii.
Niech bedg np. dwie inwolucja prostych o wspélnym:

wiorzohodku ¢

TS (e, kb ) TS (ectdd). g, 4.
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volnym kole /& przechodzacym przesz S wyznaeczmy pun-
Rt IR - LRy s R S B T b /)
w ktérych proste a, , a,, Al 16& L e il G e
i d’ przecinaja to koo, Wyznsczmy punkt Jod jako prze-
gigcie prostych /91/911 Bj_BL oraz purkt Q jako
przecigeie prostygh CC' 4 DD’ ., Jereli prosta PR
przecine koXo K w punktach M, i M, , to proste

v

SM, = m, ¢ SM,=m, sa sprugione zaréwno W pier-
wszej, jak w drugiej inwolucji., Zagadnierie nie ma wigo
rozwinzania tylko wtedy, miy prosta A Q jest zewngtrz-
ng wzileden koXa, lLatwo sig przekoraé, ie wéwezas punkty
zotlmiecia /;, 3 o, stycmuyeh do kode wyprowadzonych
z punkiu i przegradze ja poakly zetknigeia A i /‘( ]
stycznych, wyprowadzonych z punktu Q ; skad wynika,Zze
zagadnienie nie wa rozwigzania jedynie wtedy, zly obie
inwolucje ¢a hyperboliczne i gdy elerenty podwéjne jedne]
z nich przegradzaja elemexnty podwdjne drugiej, |

3 143, Inwolucia hyperbpliczna, pareboliczna i elip=
tyczpa o W artylule pomrzednim nazwalifmy inwolucje hyper
boliczng, pearaboliszng lub eliptyczng, zaleinie od tego
coy ma dwa, jedem, lub czy nie ma Zadnego olementu podwdj
nsgo, Okazemy teraz, jak nie wyznaczajac elementdw po-
dwéinych mozemy jednyn rzutem oka rozpoznad, ktirg & tych

trzech inwolucii wyznaczaic dwie pary elementéw w niej



spryeionych

Niechaj bacfzis na prostej Pz, -1nwolue ja /‘91/%,5;_51,
/.3 dnwolue ja wyznucecna przez pery punktdw sprzgzonyeh!
A, i/, , B, 3 £ [Jdowolueja ta jest utworzons
przes dwa szeregi rautowe Rz //‘71 /7y 85 BJ?\‘
A g //9,_/9,_/3 Bj ¥ ten spoesdb, e kaldemu milowi pro-
ate] Prg, odpowiadn w obu znreg’aub ten sam purict, Pun-
kty wzajenne /?1 i 01 tych szersgdw /3‘,» 155,11 a/ sa
przeto zjednoczone w pawnyrw punkeie O |, ktéry . azmes eny
grodkiem imwolueii 7, A, B, B, . Poniewsz iloczyn
oalegdosci dwéch purltiw odpowiadnich /71 i ﬁz, lub
51 A f’ﬁ, L duws C z i CL od purktdv wizjewnych

i@ 2 e

sl
Iloczyn odleckesel punkisdw sprzesonych od $rodka

[

iczba ctals wige

ipwolucii jest liczba staka
OF, =08, 08, =0C, - 0C,

Przypuéém},r najpiem‘,, ze ta liczba jest dodatnia
+ kY o Punkty sprzezone np, /q,_i /}L , Hus23 loses
po toj samej stronis drodka inwolucii O |, a wiec albo
cbpdwa po prawej , slbo obydwa po lewej jeze stronmie,
Précz tege Iotwo dowlessd, e katde dwie pary punkiiw
sorzgtonych sie nle vrzegradzais, t.j.%e oba punkty jed-
nej pory loZa wevmatrr, Iub cha gowngfrz punktiw drugiej
pery . Jest lo ceaywiste, -=dy pary /71 i ./]L orags B_z i
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Bz le2a po przecimych stronach srodke inwolucji o
/Rys .282/  Prayoudé- -

my wigc, *e pary

~o——o—— oo — o & A, 1 Ay oraz C,
i C,“ lezg po tej
samej'stronie srod-

Rys, 282, ka irwolucji O,

Foniewaz O A, - 0A,=0C"0C,, wige jeeli C, lezy

blitej punktu O niz A, , to C, musi lezeé dnlej

nig /9:_ od punktu 0 i naodwrst, edyby é, lezak da-

lei niz A, od punktu O ; to C, lezalby blizej niz
/71, ,tak %e jedna z tych ver punktdw obejmie zmawsze

druga . Z powyzszego wyniks, %s gdy punii pewien /Vz po-

rusze sie w jedna strong nrostej /‘qut'o sprzyZony z mim

punkt /V,_ porusza sie cavsze w strome przeciwng ,

Zupednie insczej rzeczy cie maja, gdy iloczyn od-
legtosci punktéw sprzgzonych od Srodka inwolucji jest
licszba njemng -/4 . Punkty sprzeifone muéza. oczywiscie
le2od po przeciwnych stromach dredka inwolucji O .Za-
two dowiedé, zs kazde dwie pary punkttﬂ-'w gprzgdonych sie
nrzegradeaja o W osame] vzeczy, jezsli punkt 51_ lezy
blizej od €rodke inwcluciji 0 , niz punkt /71 , to
p_t'mkt' 52, rusi lezeé dalej od O | nit /7; , tak ze,
gly 131 lety miedzy ﬂl i ﬂz . to B,_ mucl leZed na-
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zevmatrs odeinks /‘71 v, /Ry‘s..?,sé/' » Ody zatem pewien
punkt A, porusza
s5ie W jedné' strong
prostej M., to
sprzezony z nin

Rys.28., punkt /1/1_ poni-
sza sig w te samy strong ,

‘ﬂz Bx p ﬂﬂ. ,_53.

Frzypuéémy wreszeie, 2e iloczyn odleglodci kazdych
dwéch punktéw sprzeiomyeh od drodka imwoluc ji réwny
jest zeru. Poniewaz iloczyn dwéch liczh tylke whady
jest zerem, gdy przymajmniej jedma z tych liezb jest
zerom, wige wszystkie punkty proste j /P2, S8 sprzesione
ze rodkiem inwolucji O , Punkt ten jest wigc tukse
spregiony sam ze soba i mose uchodzid ze punkt podwdjny
tej inwolucji, zreszty jedyny .

Jeseli punkt podwéjny inwolueji A, A, B, 8,
ozmcé.yny liters /1 2 » to dle jego wyznaczenia mamy
rdwoanie :
O /s 0l =04, = slale

Révmanic to bedzie mislo dwa pierwiastki rzeczy-
wiste i cdr:bne tylke wiedy; giy ta sta¥a bedzie licabg
dodatnia +AX Y O g =4 . Jezell staln jest
llczbg ujemng, to punkty podwiine nie istnielg; ody
stade jest zerom punkt podwliny jest jeden tylke,  wmiano-



sred LYt o=

wirle frodek inwolucii . A zatem
Inwolne é‘a punktéw iest hyperbolicrpa. g _

kolwiok dwie pary punkhdw sprzetonyeh sie nis prrem 3_-_-,

dzaja, eliptycsma zaf, 0y e pory sie prregradzaia .
Inwolue ja prostych jost hyperholiczma, parsholicg-

nz lub elipiyczra zaleinie od tege, czy inwelucjie pun-
ktéw, wyzmsczona przes nig na dowclnej prostej jest hy-
nerbeliezna, ps.:raboliczna Inb eliptycema, Sted wynike,
e w_inwolucii hyperbolicznei prostych pary rrestysh
37 . . 4
eliptycznei te pary sie przegredzaja /Rys.285/ g inwo-
lvgil paraboliczne] wszystkie progte sasrzcione 2z jedna
ledyna proste, ktéra jest zatem réwniet spr:.lops seama
ze_goba i moZe uchodzié zal_m.“

- 4
=2

%0 gie nie przecradsz:

" prosta podwéjug, sresszta “
jedyna .
v $ 144, Inny svoséh wy-
H gpaczenie elsmentéw gprzeso-
12 T RS ‘

alai b\ b, He tej wiasnoécl kazdej in-
wolucji punktéw, 2e iloczyn
odlegXodel punktéw sprzeso-
nych od frodka inwolucji
jest staly, moina oprzeé



w3 Qs =

Rys.285.

wykresienic par punktsw

sprzetonyclh i podwdinmych,

Niech bedy na prostej

dane dwis pary punktéw 4,

LA

B, Aty

preegradzaj 3<3ych sie [Rye,
286/ luh nie /Iy=,287 i 288
Poprowadimy dwz przecinajg-

ce slg wzajemmie kol OL

i ,5 dowoln: go promienia, jedno przez punkty /71 3
" 2. s Grugie przez Bz_ i B, . PoXgozuy punkty /Y
i N opraecigeis sie tych k6x; powiadam, & prosta MN

wyznacsa na proate ) fa érodek inwolucii O ., W 5818 j

a..

/y_ﬂi.q B/ 0/A] |C,

Ry$.236,

8,

rZOCZY, 2 pude
¥tu O 4do
kazdego & fych
két wychodzg

dwie sisczne

/U i MN ;

iloczyn odle~
giofel punktu
0 o pun-
Kt éw proecigeia
katde] 'sioaznaj
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Yokem ma byé
s.s{:a.l:‘;,';l przyten
P 'x\ drdatni, gdy
purkt O 1le-
5y mewngtrs |
koZa, ujemmy,
gy O 1lesy

wewnatrs nie-

go. Mamy zaten
: w kasdym przy-
By=.287. padku :

OA,  OA, =0M-0N =08, -08,_ ;
20 mozliwe tylko wéwczas, zdy punkd O fest Sroikiem |
inwolucji., Choge otrzymad na prostej P arg punkt éw
sprzesonych; provadzimy przes punkty M i ./1/ ja-
riakolwisk ko¥o ¢ ; punkty €. 1 Cp ; wkts-
rych ono przecina presta /‘0 ga sprzgione, W samej
PR 0o, O ceoMon e e

= —» ateltey,:

7 wykroflenia powyiazego wynika, e punkt getknigcia
proste] 2 = kstem przechecdzgcem przes punkty A
1 N i styemnen do /?? jest punkten podwéinym Imwe-
Tucji.

Jozeli poninieny przypadek parabeliczny, jake jus
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mzerpaﬁy, to za.gadmonio vymeﬁenia punktéw podwéie-
nych énwolucii

e K T albe me dwe romwh
zaniay; albo aie
us 2adnego . Jo-
2611 mianowioie

punkty M L/

AN O, ——=K A ! letg po tej samej

=

= st roris proste]
/P 4 to many
. Rys,.288, dwa rpzwigzania,
Jozeli zad le2y ome po przeciwnyoh siromach proste] pe
to nie lstnieje #adne , Ale punkty /¥ 1 NV  1lezg
wtedy 1 tylko wtedy po jedmej stromie » , gdy pary
/9_1 i ﬂ,, 3 B, 1 By ~sig nle przogradzajs; po
~ preecimnych za$ tylko wtedy, gdy te pary sie przegradsa-
& .
.. Joseli inwolucja na prostej 72 jest h;yperboliczna
t.j. je2eli hzdo dwio pary punktéw sprzeionych sig nie
‘preegradsaje; & ilocsyn odleglodci punktéw kasdej takie)
pary od drodke inwolucjl jest liczba dodatnis . +z(f ~ 3
to zna jiziemy punkty podwéjne, odmierzajge od érodkn inwo
luoji po obu jego stromach odeinex O/, =0., =+ A
Odoinek ten mmajdzieomj Jako styozna do jednegy = kéY;

ot

OROMETRJA WYRRESINA Rr.86.  Arluem 2ty
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przechodzgoych przez punkty M 3 N [oys,207 i ?;88/
W samoj rzeczy, wialomoy 2e je2ell z puukiu zewngtrzne-
ge O ‘do ¥o¥a porrowadzid styezma S 4 sieegn@/}o 3
to styerma OOS  jeat érsdnig properejonalng miedzy
caks siecznag (3171 + ad gdoinkiem “'"”gtr myn O Ay ;*i
czyli 3 08} = L)/‘?1 O o kt; 0 ’//Odmisn
rzajge tely stysmma O8  na proste§ ®» po obu stro-
nach punktu O  ostrzymamy dwa pun'tty podwéine /QL
i o/zz . Beda to oczywidcie punlkty zetknigeis 2 ;
przechodzacych przez punkty M i N i stycznyeh 49
proste] /D o ounkly %é,'jgk juz wisuy, przegradzais
harmonicznie kazda parg punkidéw sprogienych A, 3 sy
' 51 i Bz-"‘ ﬁi i Cz N s

Szozegslnin ¥atwem jest wykreSlanie par punktéw
sprzghonychw fmvoluc il symetryceped t.3. takie] inwoln~
cii hyperbolicznej, ktérsj jeden pnﬁkﬁ podwéjny jest
niew¥adcivy , Punkiy sprzeions //1 i /?z 88 symo*rycz
pe wzgledsm drugiege purktu podwijnege, Iifry wraz z
pierwszym t.j. z punktem niewtadciwym, przegradsa je
harmoricznis . 3a to wiec dws szerogirdvus™  na wepdl-.
néi podstovie 5 o zwrotach przeciwnych 2

Dla wyznaczenis par prosiych sprzazonych inwolucji
Jokota punktn P orez dla wyznaczenia proatych podwéi-

myeh; gly ome istniela t,J. v przypadku inwolucji hyper-
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bolicznej, zalecd sie przocigcie dwdeh danych par pro-
stych spraesoryeh O, i A, b, i /5&, prosts jaka-
kolwiek P i sprowadzenis gadania do wyznaczenia par
punktéw sprzgienych; wzgl, pumct W podwdjnych, inwolucji
na prostaj . Wyznaczonej przez pery punktdw ﬁ,_
i /91 ;B Bz, w kidrych proste 2  prazecina
proste <, i a, /51 i &, . Jeseli w dodatku
sieczna /P bedzie réwnolegla do jedne] z cztersch da~
nych proatych np. do /éz ». Lo prosta '»61 z nig sprze-
Zona ryznaczy ne siecznoj /o odrazu Srodek inwolucji

O , przez co znalezieniec nowych par punktéw znacz-
nie zostanie pryyspiesﬂzc)ne. Proste C; i C. , rzucaja-
co z punktu 7 pankty C, i C, , beda parg prostyock
. sprzezonych ; proste Lzz, i /zz, o r_Zucajaco'punkt‘y
podwéjne /z;, i Ji beda prostemi podwéjnemi., Proste
te przegradzaja harmonicznie kajsda pare a-; i a, ; 5,‘
i 'éz y. €4 1 ©, prostych sprzezonych ,

Istnieje wszakse jeden przypadek imwolucji eliptycz
nej dokoYa punktu, w ktéryn nietylko pary prostych spfzgé
zonych mosz by& bezpoérednio Yatwe wyznaczone, ale ktéry
nawet nacaje sig do tego, aby wykreflanie par punktéw
sprzgfonyeh kezdej inwolucji eliptycznej na prostej byro
do niego sprowadzane . “.am ne mysli W
w ktdrej vroste spracione s3 do ni.able prost opadte’ /§lf?
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Rys. 280/, Je2oli na prostej 7 [Rys.289/ dane sg dwie
pary przegradza igcych sie punktéw sprzeiornych 77_.,_ i ﬁa.
Bl i Bz, i to Yatwo znalefd jedsn 3 dwich punktéw
P 1b R = ktérych edeinek /1, A, oraz Lz_ﬁL ‘
widad pod kptem prostys . W ¢jr. celu na /7, A, oras pa
58 B, szakreflemy koda jak na gredninach i niech /5
bedzie jednym z dwéch punkiéw przecigcis sig tych kéX .
proste /A i Py eres FPB, i F B sa prostopa-
d¥e, wyznaczona przex te dwie pary prostopadXych prostyd
inwolucja nie moze
zotem réinié sie
od inwolucji pro-
gtokatnsj perspe-

ktywicznej z dang

inwolncja vunktdw,
: Jezeli chcemy zpg-
'3337899589“ lezdé punkt CL

gprzoionym 2 dowolnym punktben Cz , Y3cZymy PC; i
w puckele /~  wystewismy do /7 C; prostopadsz, ktéra
przetnie prosta i ¥ sgukengm punkeie Cg ,tatwo
spestrzegemy, e wykredlenie to nie réini sie zasadri-
cz0 od wykre§lenia , pedapsgo me Hys. 236 . '

2145, Punkty i proste urcione . W przypadku inwo-
lucji eliptycznej rémanie dla wyznac menia odles¥odel
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punktéw podwéjnych od Srodke inwolucji
ChA —/<

ma dwa pierwiastki urojone =z A’ L moiamy
wtedy powiedzied, ze same te punkty podwo"jno sa urojo-
ne . | 5

W przypadko hyperbolicznym, t.j. gdy pary punktéw
sprzezonych, wysnaczajace inwolusje, sig nie przegradza-
ja, te dwle pary, jak to widzieliémy, pozwalais istotnis
wyznac zyé punkty podwéjne , ktdére nawzajem wyznecza- ;
ja inwolucje ., W wielu zadaniach moinaby zatem n1ewa.tpli
wle zastapié te dwa punkty przez dwie pary punktéw
sprzezonych inwolucji hyporbolicznej, przez owe punkty
podwé jne wyznaczonej, Naturalnie, takie zadt epstwo nie
mieXoby %Zadnego praktycznege znae enia,ﬂ gdy? nie vpre-
szczaXoby,  a raczej utrudniatoby kasde zadanio . Atoll
inaczej rzeczy si§ majg w przypadku inwolucji eliptycz-
nej ; tutaj punkty podwdjne sg urojome , t,j. jako
punkty w dotychczasowem rozumieniu nie istnieja . To, co
bykoby dziwactwem w przypadku hyperbolicznym, staé sig
mo%e, jak zobaczymy, poiyteczmem uogfélnieniem w przyme.i-
ku eliptycznym . Zestgpujac bowism termin : "inwolwe Je
eliptyczna ra prostej™ przez termin: "punkty m*ojone"
osiggnaé molemy, ‘dzieki dalelko 1da.cej aralyfsil niedsy
munktani rzeczywistomi i urojonami,ﬁzpc';zg.dana -jo«_inoli— ,



g

toéé i prostole w brzmieniuv wislu twierdzer’ i nisncenice
ne wskazéwki przf;r rozwigzanin liczaych zadan . Jeieli
gaten na prostej » dsna jest inﬁmlucja_eliptyczm
ap. przez dvwie pary prasgradzajacych sie punkidw sprze-
sonych /71 i ﬁ:, - -Bl i .482’ K Ato powieny, 2e da-
ne s3 na te)] prostsj dws punity urojone, mianowicis
mmkty padwdjno tej inwolmeji . Napofykamy jednak odrezu
na powa&na trudnoéé w rozsirzysnigein pytania: jak od-
rét.n?ﬁ M&bie te dwa punkty urojomne; t.j. jak okre-
§114 geometrycznie ketdy z tych punktéw zosobna 7
ldac #indem Stanite vazywamy pupkiem vrojonym in-
woitojg.eliptyozng ns darej prostei wraz z olreflonym
swroten te prosts , Praypusémy, 2e punkty /7, , /J?
A | B, mastepujs po sobie kolejno na proatad
P wtedy grupa tych oczterech punktdm, wzietyeh ¥ ko
lei sgsiedztwa z okredlonym zwrotem, np, /7, 8,4, L,
olrssla punkt wurcjony, jezeli punkty ‘71 i A orsz
5,_ i 52_ s pacami pmk‘z: éw inwoluef,rj Bl sprzelio-
nych , Pwa punkty orojene, rdsnisse cia tw&.o wrotewn,
nezywamy punktard wroicnemi spruetonzid ¢ taldemi beds
np. purkly arojope X [/‘7:_-51/7 ﬁ‘ ii /U,..f«/? 5 /7/
Z okrelisnia ~mnittu nrojonegs wyniws on.,ﬁif‘!..a, 18
cawérhi A, B, A B, 1 SN/ W, weveczajp ten
sum punkt wvrojony, jessti vary MM YL | vy eprige
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sone W inwolucjl wysnaczone} przez pary . A, i
Vs 3 5 i jeteli zwrot M, N, QI’V jegt ten sam;
co mwrot /7, 83, /T 5, . Pukt urojony /9/ z;/
jest gatem identycany z punktem urojonym f)//ﬂﬁ 77 /
gdy: wyzneczons sz przez te sams, inwolucie i te same
zwroty; stusenie zatem uwatamy punkt wrojony }7 //7 @89
za punkt podwéiny inwolucii wyzraczenej preez PETY pun-
ktéw /71/9 i B 5 » albowiem jest on identyoumy m
punkten urojonym 7 [/7 B, /? £ /) ktéry mu v tej
inwolucii odpowiada , |
Erogta urojons neszywamy inwolucje eliptyczng doko-
¢a danego punktu wraz = okreélonyn dokoia nisgo zwro-
tem, Przypudémy, ze proste a, . ,51 s a, i Z’,\_ na-
. stgpuje po sobie kolejno dokola punktu ~ wtedy
grupa tych wzterech prostych meictych w kolei sasiedz-
twe. z okreélonym zwrotem np., Q, 4, ‘145& okredla prosty
urojona,. jezeli prosto_' a, 1 &, orez b 1 ,EL 3
paremi prostych eprsezonyck inwol‘uoji Dwie proste wurc-
jone; rézniace sig tylko zwrotem nazywamy progteri uro-

J@W takiemi bedg np., proste urojone
/D/a,15 az,zz.j i /0(5 a, ,5 C!/ o 2 okredlenia

rrostej urojonej wynika oczywidois, %e cawérki a_.‘éq‘év
imyn, My n, cznaczajy tg samg 'prostafu:ojona.., jezeli
bary ™M, i 7, 7, 83 sprzgions w inwolucji, WYZDEr ¥
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czonej przez perr 4, a, i 3 5 i jezeli gwrot m,n Mty
jest ten sam, cc¢ zwrot m;i,_m‘é Prosta urojona
P/a,l azb jest zaften identvcma 4 prcsta. urononz‘
PZCZ‘t chzﬁ/ giyl wyfmcwne s3 one przez te sam
involucje i te seme gwroty ; slusznie zatem uwasamy |
proste urojona /0/ a 15 Q 45‘ / za prosta podwdjna inwo-
lueji /D[azazz ,5 albowiem jest ona identyczng z
prostz urojons P%xl ,_ Clz.bz] , ktéra jej w tej
inwolucji odpowiada , . o
Jezeli imwslucjs dokola punktu o jest w per-

épektywia z inwelucia na prostie] P, to méwimy, ze
pro%ta urojona, okredlona przez inwelucje i swrot dokola
pum.'tu A , oraz punkt urojony, okreflony przez imwo-
lucje i zwm* na proste] ﬁ ggl__wge_‘p_j‘_g
/alm. '0’“037.'8 urcjona przechodzi" przez punkt arejony
albe: pumkf urojony “lezy® m pros%oj w:o;onej/ . Inm-
z.‘;'i sdowy: procta P/ My N2, 7’1 7, / "przochodzi® przoz
ponkt /DZ/ZB ﬁ ,Jga,,oll proste My 4 Ty T,
i, pr zechodzq oapovvledn_zo prrez takie punkty A

/V1 - Mz_ i /VL prostej 70 ', e pary M /VL
i N, /V sg cprzgires w imwolucii A, A, B, B i
wrot /Vz N, ML/VL jest tem sam, co wwrot. {714/95

™ ton °po.,5b przez taiiy turkt urojony przechodzi fedma
waste recczyiislas: imnanowicle podstawa iawolnodi, ktére
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go okresla/ i nieékoﬁczenie wiele prostych urojonych ;'
nawze jem , na kazdej prostej urojonej lezy jedem punkt
rzeczywisty /mianowicie wierzchoXek imwolucji, ktéra ta_
prosty olresla/ i nieskoriczenie wiele punkiéw urojonych .
Kazdy punkt rzeczywisty mozna "pokaczyé" z kasdym punk-
tem urojonym, rzucajac z pierwszego inwolucje okreslaja~
ca drugi; prosta, XYaczgca te dwa punkiy bedzie rzeczy-
| wista tylko wtedy, gdy punkt rzecczywisty leZy'na podsta::
wie inwolucji, okreslajacej punkt urcjony . Nawzajem
kesda prosta rzéczywista "przecina" kazda prosta urojo-
ng w punkcie, ktéry bedzie rzeczywistym tylko wtedy,
gdy prosta rzecrywista przechodzi przes wisrzchokek in-
woluc ji, okreslajacej prosta urojong, Moina ddwieéé, Ze
kazde dwa punkty urojone wyznhcéaja.prosta, ktére wogdle
bedzie urojona; rzeczywista zad tylko ﬁfedy , 24y inwo- |
lucje , okreélajgce dane punkty urojone maja wspélng poc-
stawe ; W szczegflnodei, purkty urojone sprzesone wyzna-
czaja prosta rzeczywista, Mozna dowiesdé, %e katde dwie
proste urojone wymaczaja punkt, ktéry wogéle bedzie
urojo@jm + rzeczywistym zag tylko‘wfedy, ey inwolucjé,
okreflajace dane proste urcjone, maja wspéiny wierzcho-
¥ek; w szezegblnedei proste urojone gprzezone wyznaczajg
punkt rzeczywizty. fi |
' Ne zasvdzie przytoczony&h wyzej wiasnoéei mogloby
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sie zdawaé, ze punkty i proste urojone maja wogdle
wszystkie te same wiasnosci, co punkty i proste rzeczy-
wiste, Przed tak daleko posuniete identyfikacia nelezy
jednak przestrzedz: smalogja migdzy utworami rzeczwiste-
mi, a urojonemi nie dotyczy wszyst kich tych wiasmnodei,
ktére zaleza od uporzadkowapnia elementéw ; dzigki tem
np, pojecie odeinka i kata urojonego nie moze byé geo-

" metrycznie okredlone, Wiele natomisst wZmsnofci punktiéw
i prostysh rzeczywistych, a mianowicie te , ktére dotyc:
wzajemnege palelenia punktéw i prostyd zachodza réw-
nies dla punktéw i prostych urojonydh; dzieki czemu wy-
nikiy dotyazgea elsmentdw rzeczywisiych dadzg sig nie-
raz qudlni& dle elementéw urojonych ,

szczo;—h_a uwage zasdugujg proste urojone sprzezone ,
okreélone przez inwolucje prostokgtna dokoXa §akiego-
kolwiek wkasciwego punkiu . S3 to tak zwene proste je-
Qn_:gﬂ;_x__ = W%yst xie one przechodza przez dwe urojone
sprz¢Zono punkiy niewladoiwe, ktére mazywamy punktami
soXoyemi 1 ktdre gz ckredlome przez {,.zw, inwolucje
absolutng na prostej niewdadciwei, t.]. przes inwolucje
kierunkéw wzajemnie prostopedZyck + Jak zobaczyny péi-
‘niej, przeg te punkty wrojone przé'chodzg réunie s wezyst-
kie kods letace w praszczyfnie uwasanej, zardwno rze-
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czywiste, jak wojone .~ , N

ROZDZIAY X111,

TR A S e D (D A L D s TS [ BT S G WS LD MO

Kolinescja i biegunowodé ,

_ ,i___;%z, Rerspektywicznodé dwéch nk¥adéw plaskich .
,Rzucaj‘ac figurg £, lesgos w pinszezyfnie S
plaszozyzng Pz punktu O 7 nielezgoego ma %adne]
% tych plaszogyzn , otrzymujemy figurg /~ ; ktéra =
figurs 05 gnajduje sig w vewnym Fwiazkn geometryc" :
nyw,; polegajacym na tem, ze

1/ Kazdem punktowi figury /~ odpowiada jeden

Jedyny punkt ﬁgury - oy na2wz2jam, knidems ponkiowi

figury £ odpowiade jeden jedyny purkt figury /~ .
R/ Kzidej prostej figury /~ odpcviada jedna je-
dyia progta figury /A, i nawsajem , kazdej prostej

figury A, odpewisda jedma jedyna prosta figury /~ ,

8/ Puaktori i prosle] naleigcym do siebie w jedne)
% tyeh figur odpuw&e,daja pankt i prosta drugisj figury,
ktére réwnios do siebie nalats .

&/ Pankty odpcwiednis lese paremi na prostych ;

vroechedzgcych przes jeden punkt /mianowicis przu punkt
0 /i



	sgkg21 - 0279
	sgkg21 - 0280
	sgkg21 - 0281
	sgkg21 - 0282
	sgkg21 - 0283
	sgkg21 - 0284
	sgkg21 - 0285
	sgkg21 - 0286
	sgkg21 - 0287
	sgkg21 - 0288
	sgkg21 - 0289
	sgkg21 - 0290
	sgkg21 - 0291
	sgkg21 - 0292
	sgkg21 - 0293
	sgkg21 - 0294
	sgkg21 - 0295
	sgkg21 - 0296
	sgkg21 - 0297
	sgkg21 - 0298
	sgkg21 - 0299
	sgkg21 - 0300
	sgkg21 - 0301
	sgkg21 - 0302
	sgkg21 - 0303
	sgkg21 - 0304
	sgkg21 - 0305
	sgkg21 - 0306
	sgkg21 - 0307
	sgkg21 - 0308
	sgkg21 - 0309
	sgkg21 - 0310
	sgkg21 - 0311
	sgkg21 - 0312
	sgkg21 - 0313
	sgkg21 - 0314
	sgkg21 - 0315
	sgkg21 - 0316
	sgkg21 - 0317
	sgkg21 - 0318
	sgkg21 - 0319
	sgkg21 - 0320
	sgkg21 - 0321
	sgkg21 - 0322
	sgkg21 - 0323
	sgkg21 - 0324
	sgkg21 - 0325
	sgkg21 - 0326
	sgkg21 - 0327
	sgkg21 - 0328
	sgkg21 - 0329
	sgkg21 - 0330
	sgkg21 - 0331
	sgkg21 - 0332
	sgkg21 - 0333
	sgkg21 - 0334
	sgkg21 - 0335
	sgkg21 - 0336
	sgkg21 - 0337
	sgkg21 - 0338
	sgkg21 - 0339
	sgkg21 - 0340
	sgkg21 - 0341
	sgkg21 - 0342
	sgkg21 - 0343
	sgkg21 - 0344
	sgkg21 - 0345
	sgkg21 - 0346
	sgkg21 - 0347
	sgkg21 - 0348
	sgkg21 - 0349
	sgkg21 - 0350
	sgkg21 - 0351
	sgkg21 - 0352
	sgkg21 - 0353
	sgkg21 - 0354
	sgkg21 - 0355
	sgkg21 - 0356
	sgkg21 - 0357
	sgkg21 - 0358
	sgkg21 - 0359
	sgkg21 - 0360
	sgkg21 - 0361
	sgkg21 - 0362
	sgkg21 - 0363
	sgkg21 - 0364
	sgkg21 - 0365
	sgkg21 - 0366
	sgkg21 - 0367
	sgkg21 - 0368
	sgkg21 - 0369
	sgkg21 - 0370
	sgkg21 - 0371
	sgkg21 - 0372
	sgkg21 - 0373
	sgkg21 - 0374
	sgkg21 - 0375
	sgkg21 - 0376
	sgkg21 - 0377
	sgkg21 - 0378
	sgkg21 - 0379

