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czają na prostej niewłaściwej 3 pary punktów t . j , 
kierunków odpowiednich; należy znaleśó k i e r u n k i pod
wójne t . j , asymptotyczne.Frzez punkt j a k i k o l w i e k np. 

przez S" prowadzimy, koło Steinera i z jego pomocą wy
znaczamy proste podwójne z dwóch pęków rzutowych o 
wspólnym wierzchołku ó których proste Qś'ot ct iCL t>z są 
równoległe do prostych at Zt C, i a ^ ^ i c t . 

Znalazłszy k i e r u n k i 1°° i ~J °° prowadzimy stycz
ne w tych kierunkach do stożkowej; łącząc każdy z tych 

i U z punktami 2 / 7 i * • 

otrzymamy dwa pęki rzutowe, których środek rzutowy O 

jest punktem przecięcia obu stycznych szukanych, t . j 
środkiem stożkowej. Proste V i J , poprowadzone przez 
punkt U w kierunkach J- i J°° są asymptotami, dwu-r 
sieczne CL i i kątów między niemi są osiami stożkowej. 

• * R O Z D Z I A Ł XV. , 

POWIERZCHNIE DRUGIEGO STOPNIA 

§ 193. K o l i n e a c j a środkowa dwóch układów przestrzeń 
l i c h . Niech będzie płaszczyzna S którą nazywać bę
dziemy płaszczyzną k o l i n e a c ; i . punkt O t który nazwie
my środkiem k o l i n e a c j i i dwa punkty Ąt i Jl^ , leżące 

dowolnej prostej , wychodzącej z punktu O /lub 
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dwie płaszczyzny -A-f i -A- l f przecinając się według 
pr o s t e j leżącej w płaszczyźnie $ /Rys.378/.Dane po
wyższe wyznaczają dwa układy /dwie f i g u r y / prze
strzenne w ten sposób, że 

- . 1/ każdemu punktowi 
pro s t e j lub płaszczyźnie 
układu r, odpowiada jedei 
jedyny punkt, prosta lub 
płaszczyzna układu r i -
nawzajem. 

2/ punktowi pr o s t e j 
i płaszczyźnie,-^leżącym 
do s i e b i e w jednym ukła
dzie .odpowiada punkt,pro
st a i płaszczyzna drugie
go układu,które również 
do s i e b i e należą, 

3/ punkty odpowiednie leżą parami na prostych, 
rzechodza4cych przez środek k o l i n e a c j i Q , 

4/ płaszczyzny odpowiednie przecinyją się parami 
\.edług prostych, leżących w płaszczyźnie k o l i n e a c j i 

5/ proste odpowiednie leżą parami w płaszczyznach 
przechodzących przez środek k o l i n e a c j i Oi przecina'-



ją się oarami w punktach leżących w płaszcayanie S i 
6/ każde dwa szeregi odpowiednich punktów,każde 

dwa pęki odpowiednich płaszczyzn lub prostych są 
rzutowe o 

Środek k o l i n e a c j i oraz wszystkie punkty płaszczy 
zny k o l i n e a c j i , - płaszczyzna k o l i n e a c j i oraz wszyst 
kie płaszczyzny, przechodzące przez środek k o l i n e a c j 

proste, przechodzące przez środek k o l i n e a 
c j i oraz proste leżące w płaszczyźnie k o l i n e a c j i , -
odpowiadają same sobie. 

Płaszczyzna która odpowiada-w I układzie 
płaszczyźnie niewłaściwej,zaliczonej do I I układu 
/ R^ 0*/ oraz płaszczyzna Q,^,która odpowiada w I I 
układzie płaszczyźnie niewłaściwej,zaliczonej do I 
układu C ^ 0 9 / - nazywają się p ł a. s z c z.y z nam i w z a j e mn e -
mi, są one równoległe do płaszczyzny k o l i n e a c j i 5 
i mają tę własność, że odległość jednej z nich od 
środka k o l i n e a c j i 0 i odległość drugiej od płaszczy 
zny k o l i n e a c j i 5 s ą odcinkami równej długości i 
przeciwnego zwrotu, K o l i n e a c j a środkowa w p r z e s t r z e 
n i rnozp być wyznaczona przez swój środek O , płasz-
cayanCjj i jedne z płaszczyzn wzajemnych B, % lub 
( ) . Jeżeli płaszczyzny wzajemne i są zjed

noczone /w równej odległości między środkiem i płass-
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cżyzną k o l i n e a c j i / , to k o l i n e a c j a nazywa się, inwolu
cyjna; w t a k i e j k o l i n e a c j i każdemu punktowi, płasz
czyźnie lub pro s t e j odpowiada ten sam punkt, płasz
czyzna lub prosta, niezależnie od tego do którego 
układu tamten punkt, tamtą płaszczyznę lub prostą 
zaliczymyo 

K o l i n e a c j a środkowa w p r z e s t r z e n i ma zastosowa
nie w płaskorzeźbie perspektywicznej i w t e a t r a l n e j 
sztuce dekoracyjnej. 

§ " 194. K o l i n e a c j a ogólna dwóch układów przestrzeli 
nych. Z dwóch układów przestrzennych Ft i F^ które 
są w k o l i n e a c j i środkowej, przesuńmy jeden w dowolny 
sposób. Z 6-ciu warunków, którym czyniły zadość te 
układy, niektóre mianowicie J , nie będą wo-
gó3e w nowem położeniu układów spełnione, natomiast 
pierwsze dwa i o s t a t n i pozostaną w swej mocy. 0 ukł̂ L 
dach t a k i c h mówi wciąż jeszcze, że są w k o l i n e a c j i ^ 
która, jednak nie będzie już wogóie środkową, mówimy 
wtedy, a& układy Ft i /v są w k o l i n e a c j i ogólnej. 

Ko l i n e a c j a ogólna dwóch układów przestrzennych 
j e s t wyznaczona przez 5 par punktów lub 5 par płaski 
czyzn odpowiednich z tern zastrzeżeniem, żeby żadne 
4 z tych punktów w żadnym układzie nie leżały w jeo* 
nej płaszczyźnie /a więc także żadne 3 na jednej 
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p r o s t e j / wzgl. żeby żadne 4 z tych płaszczyzn w żadnym 
układzie nie przechodziły przez jeden punkt / a więc 
także żadne 3 przez jedną prostą* 

W samej rzeczy jeżeli np. punktom A\ , Ą , Ct , 
SJ) , , układu /Rys.379/, to d l a każdego punk

tu p r z e s t r z e n i /W , zaliczonego do układu / ) " z n 8 j -
dziemy punkt odpowiedni M^ w układzie F^ w spoeób 
nestępujący: Poprowadźmy przez punkt Mj i prostą 
B, Ct płaszczyznę B/CjĄ ,kt<5rą oznaczymy literą J., , 

prosta Bbędzie osią czwórki płaszczyzn* 
BA,A,. BtC,&i * B'c>£, L BAM.*%™**«! 
więc wyznaczyć płaszczyznę -T̂  która z płaszczyznami 
^lC^i J tworzy ten sam dwustosunek; 
poprowadźmy następnie w układzie F płaszyzczny 
Cł/[t Ąff ~ X7, i fltBlMl 8 " V J i wyznaczmy w t a l i 
8em sposób płaszczyzny i "V^ukłodu r"j£ ; punkt 
Przecięcia płaszczyzn ł"Û  i "VĴ  będzie szukanym 
Punktem . 

| 195. Kor e l a c j a dwóch układów przestrzennych. -
^ol i n e a c j a ogólna dwóch układów przestrzennych naprowa-

nas na nowy związek geometryczny dwóch układów 
Przestrzennych, zwany korelacjo,, a polega dący na nastę
pujących własnościach: 
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Rys. 379. 

1/ każdemu 
punktowi 
układu Ff 
odpowiada 
jedna jed-na 
płaszczyzną 
układu F^ ; 
każdej płasz-

czyźnie ukła* 
du Ff odpo" 
wiada jedna 

jedyna płaszczyzna układu F i nawzajem, 
2/ punktowi i płaszczyźnie, należącym do siebie 

w jednym układzie odpowiadają płaszczyzna i punkt d** 
giego układu, które również do si e b i e należą; stąd ^ 
ni k a , że każdej prostej jednego układu /która łączy 
dwa jego punkty/ odpowiada prosta drugiego układu . 
/która j e s t przecięciem odpowiednich tamtym punktoi" 
płaszczyzn/. 

3/ każdej czwórce punktów jednego układu odpow^ 
da czwórka płaszczyzn drugiego, która j e s t z tamtą 
rzutowa i nawzajem; wogóie każdemu szeregowi punkty 

. II 
jednego ukie*du odpowiada pęk płaszczyzn drugiego 1 

wzajem; każdej czwórce /pękowi/ prostych jednego- u* 
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du odpowiada rzutowa z nią czwórka prostych drugiego 
układu. 

„Koreleacja" taka będzie wyznaczona przez założe
nie odpowiedniości wzajemnej 5 punktów jakichkolwiek 

z i ^* t Ct / Ą układu Ft % 5 płaszczyz
nami drugiego układu Ax f B a , Cz , D% i t©m 

zastrzeżeniem, żeby z tych 5 punktów żadne 4 nie 
leżały w jednej płaszczyźnie, ani żeby z tych 5 płasz
czyzn żadne 4 nie przechodziły przez jeden punkt. 

§ 196. Układ biegunowy przestrzenny. Niech będzie 
czworościan Wt Ą^ft* flf /którego ściany oznaczymy l i t e -

s ZA3 j punkt jakikolwiek B nie leżący na żad
nej ze ścian /a wiec i na żadnej z krawędzi/ i płasz
czyzna .13 , nie przechodząca przez żaden z wierzchoł 
ków /a więc i przez żadną z krawędzi/ czworościanu 
fit Jl% $3 $i /Rys.380/.Na mocy poprzedniego artykułu 
odpowiedniośc punktów fi tĄ fly i B płaszczyznom 
A j , A ^ , A 3 , A.*, i -B wyznacza korelację dwóch 
kładów przestrzennycj. Korelacja ta ma tę własność, 
że każdemu punktowi odpowiada zawsze ta sama płaszczy 
gjia, każdej płaszczyźnie ten sam punkt /a więc i każ
dej prostej ta sama prosta/ niezależnie od tego, do 
którego układu, tamten punkt_. tamta płaszczyznę, /1arata 

GE (METRJA HMSEfiLwA N,8C Arkusz 34-U 



prostą/ zaliczymy. 

Własności t e j 
dowieść można w po
dobny sposób, jak do 
wiedliśmy analogicz
nej własności ukła
du biegunowego płas
kiego 71 151/. 

Te dwa układy 
, korelacyjne można 
przeto uważać za 
jeden jedyny układ 
przestrzenny, w kto 
rym zachodzi wzajer 
ne no dporządkowa nie. 

płaszczyznom i płaszczyzn punktom,, Układ ta 
k i nazywa się biegunowym, płaszczyzna podporządkowa 
na punktowi nazywa się jego płaszczyzną biegunową, 
punkt podporządkowany płaszczyźnie t e j biegunem. 

Ponieważ punktowi i płaszczyźnie należącym do 
sie b i e podporządkowane są płaszczyzna i punkt rów
nież do s i e b i e należące, więc mamy twierdzenia: 

Jeżeli punkt C leży w płaszczyźnie biegunówij 

p.u.' fctu^ig ;;, to płosze żyzna. b i e glinowa punktu C prze-; 

%s . 3 8 0 . 

punktów 



chodzi przez punkt B . 

Jeżeli płaszczyzna C przechodzi przez "biegun, 
płaszczyzny 38 . to biegun płaszczyzny Ci leży w 
Jjłaszczyźnie JB . 

Stąd wynika 
1/ "płaszczyznę biegunowa punktu przecięcia 3 pła

szczyzn A , B i C j e s t płaszczyzna poprowadzona 
przez i c h bieguny A j g i O i nawzajem 

biegunem płaszczyzny przechodzącej przez 3 punk- | 
iy__ A t 3 i C j e s t punkt przecięcia ich płasz- ' 
ogyzn bieganowach A , B i C 

2/ Bieguny płaszczyzn przechodzących przez jedną 
prostą leże?, na drugi e j i naw z a j em: 

płaszczyzny biegunowe punktów.leżących na jednej 
pr o s t e j przechodzą przez drugą. ' 

Dwie proste, mające tę własność, że bieguny płasz
czyzn przechodzących przez jedną z nich leżą na dru- i 
g i e j nazywają się prostemi wzajemnie bjegunowemi. 

Dwie płaszczyzny mające tę własność, że biegun 
jednej z nich leży na drugiej,nazywają się płaszczyz
nami /biegunowo/' sprzężonemi. 2 punkty,z których j e -
^en Jeży w płaszczyźnie biegunowej drugiego, nazywają 

punktami /biegunowo/ sprzężonemir dwie proste, z 
których każda przecina biegunową d r u g i e j , nazywają 
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sie. prostemi /biegunowo/ sorzężonemi. 
Układ biegunowy przestrzenny wyznacza się w każdej 

płaszczyźnie pewien układ biegunowy płaski a dokoła 
każdego punktu pewien układ biegunowy wiązki. 
Tak np. biegunowa punktu M , leżącego w płaszczyźnie 
3? j e s t w t e j płaszczyźnie ślad m. płaszczyzny b i e 
gunowej M punktu M , biegunem prostej rn tleżącej 
w płaszczyźnie 3? j e s t w t e j płaszczyźnie si a d M 

p r o s t e j z nią biegunowej ii . Układ biegunowy przest-
rzenny wyznacza na każdej pr o s t e j pewną inwolucję punk' 
tów /zwaną inwolucja biegunową na p r o s t e j / i dokoła_ 
każdej -prostej pewna inwolucję płaszczyzn /zwaną inwo-
łucją biegunową dokoła t e j prostej/.Niechaj będzie na 
na podstawie m szereg punktów m / n\ , Lt t M, / 

płaszczyzny biegunowe tych punktów przechodzą wszyst
kie przez prostą biegunową n. , tworząc dokoła n i e j 
pęk płaszczyzn TL / K Ł ,*^x i - ^ * x » / rzutowy z 
szeregiem rn / Kj , Lt , M( , / jeżeli przecięcia 
tych płaszczyzn Z podstawą m oznaczymy l i t e r a m i 

Lt, , MŁ to szeregi m / /(, Lf, Ą , ... / i 
77i / Xt , L% , M Ł r . . . /będą rzutcve. Otóż każde dwa pufl*| 
ty odpowiednie tych Szeregów, np. K, i K% odpowiada" 
ją sobie podwójnie,- jeżeli bowiem zaliczymy punkt 
/ j f ^ do I szeregu, to punkt odpowiedni znajdziemy w 



przecięciu podstawy m z płaszczyzną "biegunową punktu 
/f , która musi przejść przez punkt , gdyż płasz

czyzna "biegunowa punktu K przechodzi przez punkt 
§ 197. Czworościany biegunowe. Czworo ścian xf/^/^>^ 

ma tę osobliwość,że 1/ każdy wierzchołek j e s t biegunem 
przeciwległej ściany, 2/ przeciwległe krawędzie,n*gĄĄ 

i ^>fysą prostami wzajemnie biegunowemi i 3/ każde 
dwie krawędzie nieprzeciwległe, każde dwa wierzchołki 
i każde dwie ściany są sprzężone.Czworościan t a k i nazy 
warny biegunowym.Czworościanów biegunowych j e s t nieskoń 
czenie wiele. Dla otrzymania któregokolwiek z ni c h po
stępujemy jak następuje: Obieramy dowolny punkt M i 
znajdujemy jego płaszczyznę biegunową $Ą. , w płasz
czyźnie obieramy dowolny punkt /V i znajdujemy 
jego płaszczyznę biegunową , na mocy poprzedniego 
artykułu musi ona przejść przez punkt M ; na pros t e j 
przecięcia płaszczyzn M i N obieramy dowolny punkt 

P i znajdujemy jego płaszczyznę biegunową ]P , któ
ra musi przejść przez prostą M/l/ ; przez punkty M , 

•N i P prowadzimy płaszczyznę Q , której biegu
nem będzie punkt przecięcia płaszczyzn 
Czworościan będzie biegunowy. Oczywiście 
'ten sam układ biegunowy przestrzenny^ który o,kr#jfJi-
iliśmy zapomocą czworościanu biegunewegb5' Ąf jf\fi\\H^ 1 



punktu hS i jego płaszczyzny'biegunowej , można 
określić za pomocą każdego innego czworościanu biegu
nowego .jakiegokolwiek punktu n i jego 
płaszczyzny biegunowej 

§ 198. Trzy rodzaje,układów biegunowych prze

strzennych. Niech będzie układ biegunowy wyznaczony 
przez czworościan biegunowy /i,$z^j^y oraz płasz
czyznę biegunową B dowolnego punktu B , przytem 
punkt t> nie l e żv n a ka żdcj ze ścian, a płaszczyzna 
IB nie przechodzi przez żaden i wierzchołków tego 
czworościanu. Nastręczają sio dwa pytania: 

1/ Czy i w j a k i c h warunkach mogą i s tnieć rzeczy- • 
wiste punkty i plasoczyzny sprzężone same ze sobą JLŁ! 
punkty leżące we własnych płaszczyznach biegunowych 
i płaszczyzny przechodzące przez własne- bieguny? 

2/ Jeżeli tak i e punkty i płaszczyzny istnieją,to 
czy mogą istnieć rzeczywiste proste rprzężone same_ 
ze sobą t . j , przystające do własnych prostych biegu
nowych, których każdy punkt byłby zatem sprzężony 
sam ze sobą? 

Aby na te pytania odpowiedzieć,zauważmy,że czwo* 
rośćian biegunowy f f f / ^ d z i e l i przestrzeń na 8 ob
szarów, z których jeden tylko bywa skończony i n a z y 
wa się wtedy objętością czworościanu,- cztery mają 1 

tą objętością po jednej ścianie -wspólnej, a 3 m.o,ia a 
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nią dwie przeciwległe krawędzie wspólne. Ponieważ 
punkt nie leży na żadnej ścianie czworościanu, 
więc może on należeć n i e t y l k o do jednego obszaru, po
nieważ płaszczyzna B nie przechodzi przez żaden 
wierzchołek, więc d l a jednego obszaru musi ona pouo-
stać obcą. Przypuśćmy np. że punkt B leży wewnątrz 
objętości czworościanu /co zresztą,, przez odbiór odpo
wiedniego czworościanu biegunowego zawsze można spra
wić/. Położenie płaszczyzny 33 względem obszaru, w 
którym znajduje się punkt może być t r o j a k i e : 

1/ Płaszczyzna B nie przecina żadnej krawędzi 
czworościanu między jego wierzchołkami /Rys.381/.Na 
każdej krawędzi inwolucja biegunowa j e s t wtedy e l i p -
tyczna,gdyż ślad każdej krawędzi na płaszczyźnie,łą
czącej punkt & z przeciwległą j e j krawędzią, leży 
zawsze między wierzchołkami, a ślad j e j na płaszczyś 
nie B leży poza wierzchołkami, tak,że te dwa punk
ty sprzężone przegradzają wierzchołki na każdej k r a 
wędzi. Jeżeli wyznaczymy płaszczyznę biegunową dowol
nego punktu M , to się pokaże,że ta płaszczyzna nie 
przenika do obszaru,w którym się znajduje punkt M 

W takim więc układzie biegunowym nie istnieją punkty 
któreby leżały we własnych płaszczyznach biegunowych 
tembardziej nie istnieją proste,przystające do włas-
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nych* prostych biegunowych.-Na' wszystkich płaszczyznach 
i dokoła wszystkich punktów, układ biegunowy /płaski 
lub wiązki/ jes t jednostajny,- na wszystkich i dokoła 
wszystkich" prostych inwolucja biegunpwa j e s t e l i p t y c z ~ 
na. -

2/ Płaszczyzna przecina 3 krawędzie czworo
ścianu, wychodzące z jednego wierzchołka /Rys.382. 

?*ys.38l. ^IVp.3«k 

Na tych trzech krawędziach inwolucja biegunowa j e s t 
l i y p e r b o l i c z n a , - na trzech pozostałych - e l i p t y c z n a . 
Na pierwszych trzech krawędziach lstnieją przeto po 
dwa rzeczywiste punkty podwójne,t.j.snrzężohe same ze 
sobą. Istnieją wtedy zatem punkty rzeczywiste leżące 



we własnych- płaszczyznach biegunowych,natomiast nie i s t 
nie ją proste rzeczywiste, któreby były własnemi swemi 
biegunowemi. W samej rzeczy zauważmy,że na ścianie/^ 
/9Z/^3układ biegunowy przestrzenny wyznacza biegunowość 
płaską jednostajną,gdyby istniała prosta,która j e s t 
własną swoją prostą biegunową,to j e j ślad na płaszczyź
nie Ą Ąt /}j byłby punktem sprzężonym z samym sobą,a 
t a k i punkt w układzie jednostajnym nie i s t n i e j e . W j e d 
nych płaszczyznach i dokoła jednych punktów biegunowość 
jest jednostajna, - w innych płaszczyznach i dokoła i n 
nych punktów możo ona być niejednostajna. W płaszczyz-
nach przechodzących przez własne bieguny,t.j.sprzężo
nych z samemi sobą, sta j e się ona inwolucja eliptyczną 
prostych sprzężonych dokoła bieguna. W marnej rzeczy, w 
każdej płaszczyźnie ~&JJL , przechodzącej przez własny 
Megun Ąf t biegunowe a ,4 , c punktów /} , 3 , C,....te j 
pła szczyzny przechodzą przez punkt lvi , tak że w płasjz 
czyznie dokoła punktu M i s t n i e j e inwolucja pros
ach sprzężonych a , MA, l, M

]

B , C , MC
y
.. 

.Inwolu-
c j a t a j e s t e l i p t y c z n a , gdyż w przeciwnym r a z i e i s t n i a 
ł y proste sprzężone same ze sobą: byłyby to proste 
Podwójne t e j i n w o l u c j i . 

3/ Płaszczyzna B przecina 4 krawędzie czworościa-
n* biegunowego /Rys.383/,np. A, A x , Ąy fl. 
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Na tych czterech 
krawędziach inwo
l u c j a biegunowa 
j e s t hyperbolicz-
na,na pozosta
łych dwóch e l i p 
tyczna. Podobnie 
jak w przypadku 
drugim, istnieją 
więc i t u t a j pun^' 
ty leżące we wła^ 
nych płaszczyz-

• 

nach biegunowych) 
ale oprócz tego i s t n i e j ą także proste sprzężone same 
ze sobą t . j . przystające do własnych swych prostych 
biegunowych. W samej rzeczy niech punkt F będzie 2e 

nym z punktów podwójnych i n w o l u c j i biegunowej na kra-' 
wędzi Ą/ /Im i a punkt r niechaj będzie jednym z 
punktów podwójnych i n w o l u c j i biegunowej na krawędzi 
przeciwległej A3//9, tak że punkty F i /"* są punk
tami sprzężonemi z samemi sobą i leżą na prostych wz3' 
jemnie biegunowych x i fi\ fi\ 

Płaszczyzna / ~ / f 3 v ^ j e s t płaszczyzną biegunową 

Rys. 3 as. 
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p u n k t u F~/gdy?, punkt F j e s t samoeprzężony i leży 
na p r o s t e j AJ. /, podonmież płaszczyzna 
j e s t płaszczyzną biegunową p u n k t u / ; p r o s t a FF 

y j e s t prostą przecięcia t y c h dwóch płaszczyzn i z a r a 
zem łączy i c h b i e g u n y , j e s t t o zatem p r o s t a sprzężona 
sama ze sobą. We w s z y s t k i c h płaszczyznach i dokoła 
w s z y s t k i c h punktów biegunowość j e s t n i e j e d n o s t a j n a 
z wyjątkiem płaszczyzn i punktów saraosprzężonych, 
g d z i e biegunowość s t a j e się hyperboliczną inwolucją 
Megunową dokoła b i e g u n a względnie w płaszczyźnie b i e 
gunowej. P r o s t e podwójne t e j inwolucji są p r o s t e m ! samo 
sprzężonemi, z.każdego więc p u n k t u samosprzężonego wy
chodzą i w każdej płaszczyźnie samosprzężonej leżą 
dwie p r o s t e sprzężone, 

§ 199» P o w i e r z c h n i e drugiego stopnia. Ogół punktów 
płaszczyzn i prostych, r z e c z y w i s t y c h i urojonych, k t o -
?e w danym p r z e s t r z e n n y m układzie biegunowym są samo-
sprzężone, nazywamy powierzchnią drugiego stopnia. Punk
ty samosprzężone nazywamy p u n k t a m i t e j powierzchni.prze-
chodzące p r z e z n i e własne i c h .płaszczyzny biegunowe na-
sywaroy płaszczyznami 'stycznemi do tej powierzchni w 
tych punktach; p r o s t e samosprzężone nazywamy tworzące-
iH p o w i e r z c h n i . 'Punkty p o w i e r z c h n i są to więc punkty 
Podwójne i n w o l u c j i b i e g u n o w e j na jakiejkolwiek prostej ' 
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r z e c z y w i s t e j , płaszczyzny styczne do t e j powierzchni 
są to płaszczyzny podwójne i n w o l u c j i biegunowej doko
ła j a k i e j k o l w i e k prostej r z e c z y w i s t e j . Na każdej pro
s t e j rzeczywistej leżą dwa punkty powierzchni drugie
go stopnia: rzeczywiste urojone sprzężone lub zjedno
czone,w których ta prosta " p r z e b i j a " powierzchnię, 
przez każdą prostą rzeczywistą przechodzą dwie płasz
czyzny styczne: rzeczywiste,urojone,sprzężone lub 
zjednoczone. Wyrażamy to krótko mówiąc,że powierzchnie 
drugiego stopnia są powierzchniami drugiego rzędu i 
drugiej klasy. Prosta nazywa się sieczną, prostą zew
nętrzną lub styczną zależnie od tego czy inwolucja bie 
gunowa na n i e j j e s t hyperholiczna, e l i p t y c z n a lub pa-j 
ra b o l i c z n a t . j . czy p r z e p i j a ona powierzchnię w dwóch 
punktach rzeczywistych, urojonych sprzężonych lub zjed 
noczonych. W każdej płaszczyźnie P dany układ biegu
nowy przestrzenny wyznacza pewien układ biegunowy pła-
s k i : jednostajny, niejednostajny lub zwyrodniały / i n 
wolucję biegunową/. Stożkowa tego układu płaskiego 
/urojona, rzeczywista lub zwyrodniała/ j e s t przecię
ciem powierzchni drugiego stopnia płaszczyzną 3*^ . 
Każda płaszczyzna "przecina" powierzchnię drugiego i 
stopnia według stożkowej. Płaszczyzna nazywa się ze
wnętrzną . sieczną lub etyczną, zależnie od tego,czy 
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czy układ biegunowy t e j płaszczyzny j e s t jednostajny 
lub zwyrodniały t„j. czy przecina ona powierzchnię 
według stożkowej uro j o n e j , rzeczywistej lub zwyrodnia 
łej /dwie proste urojone sprzężone lub rzeczywiste/. 
Wszystkie styczne do powierzchni w danym j e j punkcie 
leżą w płaszczyźnie stycznej i stanowią inwolucję bie-. 
gunową dokoła punktu zetknięcia. Dokoła każdego punk
tu P dany układ biegunowy przestrzenny wyznacza pe
wien układ biegunowy wiązki: jednostajny,niejednostaj
ny lub zwyrodniały. Stożek t e j biegunowości /urojony, 
rzeczywisty lub zwyrodniały/ nazywamy stożkiem opisa
nym na powierzchni z punktu P , Z każdego.punktu 
można .opisać na powierzchni drugiego stopnia stożek 
drugiego stopnia. Punkt nazywa się wewnętrznym, ze
wnętrznym lub leżącym na powierzchni zależnie od tego 
czy. układ biegunowy wiązki dokoła niego j e s t jedno
stajny, niejednostajny lub zwyrodniały,t.j.czy stożek 
z niego na powierzchni opisany j e s t urojony,rzeczywi
sty lub zwyrodniały /dwie proste urojone sprzężone 
lub r z e c r ^ w i s t e / . 

Miejsce geometryczne punktów zetknięcia tego stoż 
ka z powierzchnią drugiego stopnia j e s t stożkową. W 
samej rzeczy .punkty zetknięcia płaszczyzn stycznych •"' 
wyprowadzonych z punktu M t t . j . i c h b:5 eguny ,ieżą w 



płaszczyźnie biegunowej ^SJ± tego punktu /§ 195/, ogół 
tych punktów zetknięcia stanowi zatem stożkową,według 
której płaszczyzna J V f przecina powierzchnię. Nawzajem 
płaszczyzny styczne w punktach stożkowej, leżącej na 
powierzchni,przecinają się w biegunie M płaszczyzny 
t e j stożkowej, powłócząc stożek drugiego stopnia, opi-
sany na powierzchni. 

Zarówno kontur rzeczywisty, jak i kontur w i d z i a l 
ny /§ 26/ rzeczywi s t e j powierzchni drugiego stopnia 
j e s t stożkową. Pierwszy jest miejscem punktów zetknię
c i a powierzchni ze stożkiem opisanym na n i e j ze środ
ka rzutów, drugi j e s t przecięciem tego stożka płasz
czyzną, rzutów; ponieważ stożek ten j e s t dr;. O i e g o stop-
n i a , więc jego przecięcie j e s t stożkową. 

Płaszczyzna biegunowa jest miejscem geometryczne^ 
punktów sprzężonych harmonicznie i biegunem względem 
punktów, w których sieczne, wychodzące z bieguna prze
bijają powierzchnię. Wyprowadźmy z' bieguna sieczną 

TL , która p r z e b i j a powierzchnię w punktach A i 0 

a płaszczyznę biegunową ^MC w punkcie N /Rys„384/. 
Punkty fl i B są punktami ppdwójnemi i n w o l u c j i bie
gunowej na sie c z n e j n a punkty M i // są w t e j 
i n w o l u c j i sprzężone,bo punkt N leży w płaszczyźnie 
biegunowej punktu M . Otóż wiadomo',/§ 151/,że punk" 



ty podwójne inwolu
c j i hyp e r b o l i c z n e j 
przegradzają harmo
n i c z n i e każda nare 
punktów sp r?ĄŻony cfa. 

Jeżeli więc z 
danego punktu M 

poprowadzimy 3 j a 
kiekolwiek sieczne 
n , -n. , ri nie 
leżące w jednej pła-
s żczyźnie /Rys.395/ 

ari i na każdej z nich wyznaczymy punkt N sprzężony he 
|onic anie z punktem M wtedy punktów A i B » w 
których ta sieczna p r z e b i j a powierzchnię, to N)N,N, 

lędzie płaszczyzną biegunową punktu M 

Przez-każde dwa przecięcia płaskie powierzchni 
^nigiego stopnia przechodzą dwa stożki drugiego stop
nia. Niechaj dwie płaszczyzny Q i TL przecinają po
wierzchnię drugiego stopnia według stożkowych k i k% 

/Rys,.385/', niechaj Q i H będą biegunami płaszczyzn 
Q i T\, połączmy te punkty prostą ~p , która n i e 

c h a j p r z e b i j a płaszczyzny Q i H\, w punkatych Q i A 
r?rae;Z prostą yb poprowadźmy dowolno płaszczyznę 
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sieczną 3? 
• -

/nn, płasz
czyznę kon-
• 

t u m rzeczy
wistego po
wierzchni/, 
która przet
nie powierz
chnię według 
stożkowej k 

• 

a płaszczyzny 
Q i R ' . 

według "pro
zy D 

Btych fjl p, 

które sra b i e ~ 
gunowemi 
punktów O 1 

i ;f waglę-
dem stożko-

kreślmy o-ink • 
ty przekątne 
M i M 
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caworobąta supelnego A,B,A^BK wpisanego w stożkową; 
BA za aa da i e § 186 punkty /V i N ie&ą na p r o s t e j yó. 
Powiadam, że punkty /V i /V są atałeai muaktami t e j 
p r o s t e j , t . j * nifi aalaea od piaazc«yznyP , tak że gdy 
płaszczyzna s i e c z n a P obraca s i ę doteo&a p r o s t e j ^ f c ,punk 
ty t e n i e aiaieniają owego połodenia* 8 samej r z e c z y punk 
t y te są 1/ sprzężone w i n w o l u c j i biegunowej danej przez 
dwie pary stałych punktów Q,Q' i 2/ sprzężone har-
foomioanie względem punktów Q i R / t . j * epraężone w in
w o l u c j i byperbołiesn*j, której punkty Q i R gą punkta 
fci ptKlwójaemi/ co wynika a własności «Bworofeoi$i aupjg^ne-
•go o bokach ĄtĄ^, , Ą £ którego MN j e s t 
jed&ą przekątną, a A, B, i AJB^ są dwiema innemi prze-
tątnemi, punkty M i /V eą praeto wspólną parą punktów 
»pra§&omych dwóch i n w o l u c j i i jako t a k i e mogą byó wyzna-
O^OLO niezależnie od płaszczyzuy P /§ 142/. Znalezione 
* t;. > sposób punkty M i N ®ą wierschełkswi dwóch atoż 
^Ów, s których każdy przechodzi prze* Btcekoww >>/ i * 

Z twierdsenia tegc wynika ważny wniosek, £e prse-
- *>'ci& jpgg.* ®.r jr .fo^g*effl> stopnia plasfiozyznami rów-
fe^l-ogjtggł ^ą atożkowemi podobnemi,- są to bowiem cara-

i T. Łiecięcia równoległe stożka drugiego stopnia. Jeże
l i wiec np, pewne' pratecigcic powierachnl drugiego stop-
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nia jest kołaa. te wezyetkie przepięcia do niego 
równoległe ga kołami« 

twierdzeniem wzajamnem do pewyzs&egc bfdsi©: 
Krzywa; przenikania dwóch stożków spisanych na po- _ 
wierzchni drugiego stopnia składa się % dwóch stoź-

. i 200., Środek, średnice., o s i e , stożek **ssmpto-
t y c z n j . Biegun płaszczyzny niewłaściwej nazywa się 
środkiem powierzchni drugiego stopnia; płaszczyzna 
biegunowa każdego punktu niewłaściwego nazywa a i ^ 
•płaszczyzną średnicowa ; prosta biegunowa każdej 
pro s t e j niewłaściwej nazywa się, średnicą. Wszystkie 
płaszczyzny średnicowe i średnie przechodzą prze?; 
Środek, albowiem bieguny tycb płaszczyzn i biegane-
we tych prostych le*ą w płaszczyśnie biegunowej 
środka, t . j . w płaszczyźnie niewłaściwej. Odcinek 
siecz n e j , z a w a r t y pomiędzy punktami p r z e b i c i a po-
wierzchni nazywa s i $ c i g c i w a / i gdy n i s zachodzi 
obawa dwuznacznością to cięciwę leżącą na średnicy 
nazywamy poproetm średnicą. Środek powierzchni j e s t 
garażem środkiem każdego p r z e r i ^ c i a powierzchni 
płaszczyzną średaicewą i środkiem każdej"średnicyw„ 

Jeżeli wierzchołkiem ezwerofcem. biegunowego 
jfest środek p o w i e r z e h n i , to krawędzie tego ozworo-

wychodzące ze środka / są średnicami ;Bnrfteza-



«p 646 «* 

Cięciwy rćwsalegi* do j*d»ej » trzech 4 r e $ a i * 
ejjrjsgdeaiyca są pł&ts#c«ysaL8»i dwi§cQ pasostałyeh przo 
cięte n a połowy* ^3:a&ze&y£sy sidcsnf* r4f&oI»gł« dc 
dwóch średnia eprajonych ®ą fr«e* trseeią p r z e b i t e 
w £rodka«n sto^skowyco przecięcia* Has*ciytóy s t y a s 
ne * ko£each jedne3 s 3-ek. ćrećfoie sprze,ftcnych są 
równoległe do płaszczyzny dwóch pcnoatałyca' średnie 
Każde dwie średnice sprzężone p e w i e r s c h n i są z a r a 
zem ćreftaiegai sprz^Zonemi e t c s k w e ^ , według której 
płaszcsyzaa tych. średnic prśeeiaa f o w i e r f f c h m i f . 

Można dowieść,że i s t n i e j e iawsce n.kł®& t r z e c h 
średnic spr*e.zoayca" wsseje&nie pre»tepadłycn /dowtfd 
musi t u t a j byó poaiaiity/;kasdą a t y s b trzech śr©d~ 
n i c nasywoss^ o j j ^ p o w i e r z c h n i ; punkty, w których oś 
p r i e e i j * po»ierzcaai$ nizy^ass? wierzchołkami. Płasz-
ozycna dwśch ktśrychkołwiek o s i j e s t "dla p o w i e r z c h 
ni płaszczyzną symsi.rji pva@t&kątiiej; każda z o s i 
j e s t osią s y w e t r j i prostokątaej, Je.Z8.li przecięcie 
prostopadłe do je d n e j 1 o&i j e s t kolom, t o w s z y s t k i e 
przecięcia do m i e j p r o s t o p a d l e aą kołami i powiars-
c h n i a nazjvm sie, obrotową; wazyctkie średnice p r o -
et opadłe do o s i obrotu aą. o s i a m i t e j p o w i e r z c h n i . 

Stożek opisany na poi? i erach a ! drugiego s t o p n i a 
z j e j środka nazywa a i e stożkiaw i - j 

http://Je.Z8.li
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powierschni, s ktc>ą -posiada wspólne oal®. Stożkowa 
Mtkalęcia t&g® sto&ka * powiaraobnią leży w płasz
czyźnie niewłaściwej. Każde dwt© tworzące tego stożka 
są a e t a t a m i «tożk»»e3, według której płaszozyzma 

* 

tych tworzących prseoitta jK>wior*obaię. 
JL££J. I l a . a j ^ i ^ a c aą,,PoM^M^lJlBE4M.- stopą j a , 

f § 198 odróżniliśmy 3 rodzaje układów Mfcgweowych 
prze«trzeaarjrcłi zależnie od tsgo, czy istnieją punkty, 
płasseąy^ay i p r o s t e samosprzęsome. l a i f t j zasadzie 
dzielimy powierzchni© drugiego stopnia aa urojone t 

i£TSEStes£2sS. i pros t określa .o. Druga zasa&a k l a s y f i 
k a c j i polega na zachowaniu się tych powierzchni wzglę 
fes płaszczyzny niewłaściwej, która racże d l a t y c h po-
>.vierzchni byó zewnętrzną / e l i p s o i d / , sieczną /hyper-
b c l c i d y / lub stycsaą /parabołoi&y/. 

§ gg£. Pomiarzchnie a r o ione odpowiadają układom 
biegunowym I rodzaju, gdy płaszczyzna biegunowa punk
tu, leżącego wewnątrz cz t e r ościami biegunowego,, nie 
prseci&a Zadmej jego krawędzi. Wszystkie punkty t e j 
powierzchni i wszystkie płaszczyzny do n i e j stycans 
są urófcma. Każdy /rz e c z y w i s t y / punkt j e s t względem y 

t e j powiersihai we .wietrznym; każda płaszczyzna i pro-
sta - zewnętrzzą* Środek„średnica i osie są t u t a j , 
jfik zresztą zawsze, rzeczywiste. Ponieważ płaszczyzna 



miewlasciwa j®ot woględem t e j powieracbai zcwne,trzną 
możemy prast© powierzchnię, urojoną uwaaa<5 aa el i p s o i d , 

§ 203. PojHiergchsia krzywokreślsie odpowiadają 
układom biegu&owym I I rodzaj u, gdy płaszczyzna biegu
nowa punktu,leżącego wewnątra czworościan*, biegunów, 
go p r z e c i n a t r a y jego krawędzie. Punkty saneepr^żo-
na stanowią punkty t e j p o w i e r z c h n i , płaszczyzny samo 
sprzężone są styczne do n i e j ; istnieją aateo* t u t a j 
zarówno r z e c e y w i s t e - j a k i ur o j o n e punkty leżące na 
pow i e r z c h n i i płaszczyzny etyczne do n i e j . Natomiast 
n i e istnieją w tych układach r z e c z y w i s t e p r o s t e samo
sprzężone, t . j , r z e c z y w i s t e tworsace powierzchni.Z po-
śród p r o s t y c h r z e c a y w i s t y c b jedne są eewnętrzne 
waględem p o w i e r z c h n i /jeżeli i n w o l u c j a biegunowa jes$ 
na n i c h e l i p t y c z n a / , i n n e są s i e c z n e /gdy inwolucje 
biegunowa j e s t na n i c h b y p e r b o l i c z n a / , j e s z c z e inne 
są styczne do p o w i e r z c h n i /gdy i n w o l u c j a biegunowa 
j e s t na n i e j p a r a b o l i c z n a / . ? r a e s sieczną n i e można 
poprowadzić do p o w i e r z c h n i r a e c a y w i s t e j płaszczyzny 
s t y c a n e j /bo i e w o l u c j a biegunowa dokoła s i e c a n e j j e s t 
e l i p t y c a n a / ; przeć prostą aewnętraną praechodaą dwie 
płaszczyzny etyczne /ho i n w o l u c j a dokoła n i e j j e s t 
h y p e r b o l i c z n a ; płaszczyzny te zostaną ajednocaone, 
gdy p r o s t a zewnętrens s t a n i a się etycaną. Styczne do 



p o w i e r z c h n i w którymkolwiek j e j punkcie leżą wszyst
k i e w płaszczyźnie s t y c z n e j i stanowią dokoła punktu 
zetknięci* eliptyczną inwolucję prootyeh sprzężonych 
2 pośród r z e c a y w i c t y c l i punktów, n i e leżących na po
w i e r z c h n i , j e l g e .#ą%eitttatrgne / jeżeli układ b i e g u 
nowy Wiązki dokoła n i s h j e s t j e d n o s t a j n y / , i n n e ze,-
wnatrane /gdy t s a układ j e s t n i e j e d n o s t a j n y / . Z każ
dego punktu zewnętrznego można opisaś na p o w i e r z c h n i 
r z e c z y w i s t y stożek drugiego s t o p n i e ; natomiast s t o 
żek opisany z punktu wewnętrznego j e s t u r o j o n y . 

Z pośrśd r z e c z y w i s t y c h płaszczyzn, które n i e są 
styczne do po w i e r z c h n i , j e d n e są gewnetrg-ne /jeżeli 
układ biegunowy p i a s k i j e s t na n i c h j e d u o s t a j n y / , i n -
me są s i e c z n e /gdy t e n układ je et na n i c h n i o j e d $ c -
s t a j n y A Każda płaszczyzna s i e c z n a p r z e c i n a p o w i e r z 
chnię według stożkowej r z e c z y w i s t e j ; płaszczyzna ze
wnętrzna p o w i e r z c h n i n i e p r z e c i n a , l a b r & c s e j p r z e c i 
na ją według stożkowej u r o j o n e j . Płaszczyzna biegana 
wa punktu zewnętrznego j e s t siecsaą; płaszczyzna big, 
gunowa punktu wewnętrznego j e s t zewnętrzną. 

a/ P o w i e r z c h n i a drugiego s t o p n i a , d l a której 
płaszczyznę niewłaściwa j e s t zewnętrzną,tcj.której?y 
środek j e s t punktem wewnętrznym,nazywa się ęlipaoj-
idem. Wszystkie średnice.a wie^ i o e i e są s i e c s n e m i , 



w s z j a t k i e wierzchołki 
c»ą rj5ecsywiste,w3syts-
kie przecięcia płaski© 
e l i p s o i d a są elipsami -
rsecBywistemi l a b aro-
jonemi; stożek asymp
t o t y c z n y je s t aro j onj» 
Odró^aiam^ elips©id^ 
trójosiowe /jeżeli cię
ciwy osiowe są nierd" 
ae/, ODyotowe /Jeżeli 
dwie cięciwy osiowe są 

równe/, a w&rćd n i c h e l i p s o i d spłas z ca cny,, wy d tuz parę 
i k a l e , zależnie od tego czy oś o b r o t u j e s t krótsza, 
dłudsza. l u b równa każdej z dwóch osi równych, 

W e l i p s o i d z i e trójosiowym istnieją dwa ustawie
n i a , których płaszczyzny przecinają p o s t e r e c h n i f we
dług kół. H i e c h a j będą dane w rentach prostokątnych 
/Rys,387/ t r s p a s i e fl,fi^ ĄĄ, CĄ, e l i p s o i d a i prjj? 
puśćmy, ze Ą,ńx >3,t\>C/C!L . Z e środka O z a 
kreślmy kulę o średnicy równej I r e d n i e j o s i B,Ba » 

j e j pionowy kontur r e e c a y w i s t y będsie kołem,przeci
na jącora ko n t u r pionowy e l i p s o i d u w punktaob <Q , t> , 

£ f i E^, leżących na erc d n i c a o b Ą ^ J i Ą / T^rzes 
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każdą z tych średnic 

i oś O, Bz poprowadź

my płaszczyzny D i E 

Przec ięc ie k u l i płasa-

cżyzną D jest kołem 
a przecięcia elipsoi

da t ą samą płaszczyz

ną j e s t a l i p « ą f k t ó r a 

z tym kołem wspólne 

punkty Df, IX i B i ^ 
i styczne w punktach 
Ą i Bz , a więc 
j e a t z ulem identyc«-

na / I 17ly ; p ł a szczy ! 

na D i w s z y s t k i a płaszczyzny do niej równoległe 
przecinają więc powierzchnie według kół; tak samo 
płaszczyzna E i w s z y s t k i e płasecaysny do n i e j rów

noległe . Dotyczy to n i e t y l k o płaszczyzn s i e c z n y c h , 
a l e i zewnętrznych /koła urojona/ i w szczególności 
s t y c z n y c h / i n w o l u c j a prostokątna p r o s t y c h sprzężo
nych/, których punjciy zetknięcia s powierzchnią na
zywają się punktami kołowemi powierzchni i mogą hyc 
otrzymana w przecięciu elipsy A, ftt Ct C% średnicą 

sprzężoną bąo*z* ze creda i J a Ą /punkty Kt i Ki, 'i 

DdM ze ś r e d n i c a EfBL /pvtrvl<.ty K.( i H3/{ 



W ©lipsoi&ais trój osi owym istnieją dwa układy p r z e 
ciąć" kołowych, w e l i p s o i d z i e obrotowym t y l k o jeden, 
prostopadły do oei obrota, w k u l i każde przecięcie 
płaskie jest kołem. W elipseidai® trÓjosiowym i s t n i e 
j ą 4 punkty kołowe, «? obrotowym t y l k o dwa /wierzchoł 
k i o s i o b r o t u / , w k u l i wszystkie punkty powierschni 
są wierzchołkami i punktami kołowe®!. 

Rsat jakiegokolwiek przecięcia płaskiego A- ełi£ 
se Idu z punktu kołowego A aa płaszczyznę P odpo
wiedniego przecięcia ko ł owe go, t , j . na płaszosysne, 
równoległą do płaszczyzny stycznej w punkcie K »jest 
kołem. W samsj rsecsy punkt kołowy A je s t swyrod-
niałem przecięciem kołować powierzchni płaszcsysną 
styczną w tym punkcie; przecięcie stożka rzucające
go płaszczyznę P równoległą do płaesczyany s t y c s -
aej musi być figurą podobną do tego zwyrodniałego 
koła, .a więc musi tez byó kołem. Jeżeli e l i p s o i d 
j e s t kulą, to r a u t t a k i nabywa się atereografjcanym; 
środkiem rautów j e s t jak i k o l w i e k punkt p o w i e r z c h n i 
k u l i K S a płaszeaysną rautów j e s t jakakolwiek pła
szczyzna prostopadła do średnicy OK , Raut eterep-
g r a f i c z n y każdego koła leżącego na k u l i jeet kołem; 
łatwo okąsać, że w raucie tym aontąje Bacho*;any kąt 
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Rys.388-

j a k i c h k o l w i e k dwuch krz> 
i?;yc&, przecinających s i | 
aa p o w i e r z c h n i k u l i . Na 
t a j Zceadsie r z u t stere-
ograf i c s n y ma zastoeowa-
n i e w t e o r j i f u n k c j i , 
k a r t o g r a f j i i k r y a t a l o -

V P o w i e r z c h n i a kr«y 
wokreślna drugiego stop

n i a , d l a której płaszczyzna niewłaściwa j e s t s i e c z 
ną, t . j .której środek j e s t p a k t e m zewnętrzttym.nazy-
wa się hynerboloidem dwupowłokowTtt. Z każdych traecb 
średnic sprzężonych, a więe i • tr a e e h o s i , t y l k o 
j e d n a j e e t sieczną; h y p e r h o l o i i dwupowłokowy p o s i a 
da t y l k o dwa wierzchołki r z e c z y w i s t e . Stożek asymp
t o t y c z n y j e e t r z e c z y w i s t y . Każde przecięcie powier* 
c h n i płaszczyzny j e s t podobne do przecięcia stożka 
asymptotycznego tą samą płaszczyzną, gdyż pierwsze 
s t y c h przecięó j e s t zarazem przecięciem stożka, 
który p r z e c h o d z i przez przecięcia h y p e r b o l o i d u 
płaszczyzną niewłaściwą i który j e e t przesuniętym 
równolegle sfcożkiom ^syrnrt©tycznym. Stąd wy. ik©,ż« 
płaszczyznę, która p r z e c i n a s t e z e k asymptotyczny 



według keła,prseeina 
w t e a s a * sposób i hy-
perbóloid dwupowłokowy0 

P o w i e r z c h n i a t a p o s i a 
da zatem wogóle 4 punk
t y kołowe, które w hy~ 
p e r b o l e i d s i * obrotowym 
aos taną zjeduocsone w 
dwóch jego wierachoł^ t s 

kach*' • 
o/ P o w i e r z c h n i a 

krzywo kr e l i n a drugiego 
s t o p n i a , d l a której 
pła^cayana aiewlaści-
wa jest?atyc«aą,nasywa 

się parą|o,lci ,̂m ,*llPJ3^ggX5> Z t r z e c h e a i t y l k o 
jedna j e s t właściwą. Każde przecięcie p a r a b o l o i d u 
e l i p t y c z n e g o j e s t elipsą s wyJątkieM praeCięó równo
ległych do o s i , które są p a r a b o l a t t l , P a r a b e l e i d 

.t 

e l i p t y c z n y p o s i a d a jeden wierzchołek, dwa układy 
przecięć* kołowych i dwa punkty kołowe,która wyzna
czyć można podobnie jak d l a e l i p s o i d a , t . j , z a pomocą 
k u l i podwójnie s t y c z n e j . Szczególnym przypadkiem 
p a r a b o l o i d a eliptycznego jest p a r e b o l o i d obrotowy.. 

Rys,389. 



- osra -

którego dwa punkty kołowo 
zjednoczone są w wierzchoł
ku. 

0 £ | Powierechnie pro* 
s t o k r e f l n e odpowiadają 
układom bieguaowyia I I I ro-
dzaju, gdy" płaszczyzna bi e 
gunowa punktu losącego we-

Rys.390. waątre czworościanu biegu
nowego przecina 4 jego kra

wędzie. Jak widzieliśmy w § 198 istnieją wówczas 
n i e t y l k o punkty i płaszczyzna a l e i proste semo-
epraęao»es zwane tfo-raacejąi powierzchni .Każdy punkt 
t a k i e j p r o s t e j j e s t punktem powierzchni, każda płasj 
eaymaa, przechodząca praez taką prostą j e s t styczną 
dc powierzchni. Z polród innych prostych p r z e s t r z e n i 
jedne są stycaae, isne zewnętrzne lub sieczne,zależ
nie od tego, ozy inwolucja biegunowa j e s t na n i c h 
parabolicsna, e l i p t y c z n a lub hyperboliczna. W prze
ciwieństwie do powierzchni krzywokreilnyoh praes 
prostą aewnętraną nie można prsoprowadaić* płaszczyz
ny stycznej raecaywistej & prasa siecaną praechodaą 
dwie t a k i e płaszczyzny. Wszystkie punkty przestrzec 
n i nie lecące ne powierzchni są względem n i e j ze-



wnętrzm«,t.j. z kaadego punktu można opisać na po
wierzchni rzeczywisty stożek drugiego s t o p n i a ; 
wszystkie płaszczyzny, które nie są styczne,są 
sieczne,t.j> kasda. z nieb przecina powierzchnię we
dług stożkowej rseesywintej« 

Niechaj proeta <X będsie tworzącą powierschni 
prostokreślaej. Wszystkie punkty t e j p r o s t e j leżą 
na powierzchni, gdyż i c h płaszczyzny biegunowe prz£ 
chodzą przez n i e ; wszystkie płaszczyzny przechodzą
ce przez tę prostą są styczne do powierzchni, gdyż 
i c h bieguny leżą w n i c h . Poprowadźmy przez tworzą
cą Ci jakąkolwiek płaszczyznę P . Prze t n i e ona 
powierzchnię według stożkowej ; ponieważ zaś* prosta 
ct wchodzi w skład tego przecięcia, więc ową stoż 

kową mogą byó t y l k o dwi® przecinające się proste: 
jedną z n i c h j e s t prosta ct # drugą niechaj będzie 
prosta k tprzecinając© prostą CL w pewnym punkcie 
P , który jest punktem zetknięcia płaszczyznyP 
z powierzchnią, Prosta k j e s t tworzącą powierzch
n i ; gdy płaszczyzna P obracaó się będzie dokoła 
prostej ct , tworząca k . opisywać* będzie pewieracb^ 
nię, prrecina jąc tworzącą cc w coraz to nowym punk
c i e zetknięcia t e j płaszczyzny z powierzchnią, 
Poszczególne położenia tworzącej h : A 1 rrv 
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są wszystkie- skośne ze sobą, bo gdyby dwie którekol
wiek s t y c h p r o s t y c h np, k i l , sia, przecinały, 
to ponieważ kaź<$a z nich p r z e c i n a prostą CL :, więc 
w s z y s t k i e 3 p r o s t e <%\ A i l .leżałyby w płaszczyź
nie P j która w t e n sposób przecinałaby powierzch
nię drugiego s t o p n i a według 3 p r o s t y c h , co niemoźli-
we /byłaby to hcwiem krzywa 3 rzędu/'. Jeżeli płasz
czyznę P obracać będsiamj 4okoła p r o s t e j Ą 9 to 
tworząca a opisywać będzie powierzchnie,, p r z e c i n a 
jąc tworzącą Ii w coraz to nowym punkeia R zetknię
c i a t e j płaszczyzny z powierzchnią; poszczególne po 

łożenia tworzącej Ot : OL t p t c • hędą wszysj 
k i e skośne ze sobą. W t e n sposób na p o w i e r z c h n i pro 
s t o k r e s l n e j leżą dwa układy tworzących A , l ,?7x.«; 

et , h , c mające tę własmaió, że każde dwie 

tworzące, należąca do tego samego układu są nkośne, 
a każda dw|:o tworząca do układów różnych się p r z e c i 
nają t a k 9 $e przes każdy punkt p o w i e r z c h n i przecho-
szą i w każdej płaszczyźnie 3tycznej lezą dwie two
rzące należące de różnych układów. 

Niech będą t r z y prosta akosne <X ; h i C / k i e -
równico 1 n i e c h a j p r o s t a K /irocrżąca/ porusza się 
w ten s j o s o o , że w każaes? poJiożsniu p r z e c i n a wszyst
k i e t r s ^ prosie Ct , h i C /ślizgając się po n i c h / ; 



wierzchnią p r o s t o k r e sIną drugiego s t o p n i a . «3N$żeli 
obiersemY t r z y do walne p o ł c s e n i a t«9rjB^uej & l i 9l 
i m t o których wiśmy ae są skośni i będaieiay p a r u -

s s & l i tak prostą CL . & aby ona w kasdon polataniu 
p r z e c i n a ł a # S i j s t k i e tray p r o s t a A , l i ?ri9 to two-
r a ą c a ex opi&se tę samą powierachaię prostokrellną. 
Powieraehnię prostokreaIną modna prsetc utwórsyó 
p r « e z g l i n g a n i e f proste i a no traach ' p r o s t y d f r »»a* 
jeminie skośnych; k f l i /n • 

Na każdych dwóch tworzących tego samego u k l a -

r.u.np.na tworsących OL. i o t .twomąoe d r u g i e g o 

układu A , Z , Trz, , wysnaosa-ją s s s r e g i rautowe, 
*f samej raocay prae* którąkolwiek two.raajśą C pierw-

• 

aaego układu or&a parnes wszystkie przecinające ją 
7 7 

tworaąco d r u g i e g o ' układu: A
 P

 / t m i^aaacaoriy 
J3St pęk płatt^ciiysn o o s i c , który, SJC tworzących 

C l i i daje ćS-a s z e r e g i eerswekttwŁczn©, a wiec 
rautowe, Powier s c h n i e prostokreślną d r u g i e g o s t o p ^ 

n i a można przeto utworzyć łącsac.odpowiednie, wankty 
ftwócfr, .szeregów r ą uto w y c h o noGstsTaafr skosaycjg„ 

Wawsajcia dokoła każdych dwóch tworsąoych pi e r g 
saego układu, np. dokoła tworatąeye& Ct i h ,tworeące 



drugiego układasz , / , m... wyznaczają pęki 
płaszczyzn rzutowe* W samej rzeczy aa którejkolwiek 
tworzącej c pierwszego układu prze& wszystkie prze. 
cinające ją tworzące drugiego układu: 
wyznaczony j e s t szereg punktów o podstawie c ,któ
ry wraz z twórzącemi a i b\wyznacza dwa pęki płasz
czyzn perspektywiczna. Powierzchnię prostokreólną 
można więc jeszcze utwórzyó przez przecinanie się 
odpowiednich płaszczyzn dwóch rzutowych nękÓw płaag 
ezyga o osiach skośnych. 

a/ Powierzchnia prostokreśłn® drugiego stop
nia nazywa s i ę fryperholoidem jeó^opowłokow^m(f jeśli 
płaszczyzna niewłaściwa j e s t względem niej sieczną. 
/Bys.893/. Hypericoloid jednopowłokowy utworzony zo
stanie przez „ślizganie'* pro s t e j a po trze c h pros
tych skośnych k t l 97nt.nie równoległych do .jed
nej płaszczyzny . W samej rzeczy prosta,która łą
czy punkty niewłaściwe prostych J ii, nie p r z e c i 
na wówczas prostej7?i, sądna przeto prosta niewłaś
ciwa nie xaoże hyc tworzącą* skąd wynika, że płasz
czyzna niewłaściwa nie może hyc" styczną do powierz
c h n i . - fiypertoloid jednopowłokowy można utworzyć 

GSOMKTBJA WIKRSSHA Kr.86 Arkusz 36-ty. 
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łącząc ońxmmiEs^tie pfoaskiy dwóch szeregów rzutowych 
n i e padohgych- ct podartawach skośnych, - gdyby bowiem 
s z e r e g i te były-podaoha*,, to i c h punkty niewłaściwe 
odpo»mdaiyby grrbie wraLJeranie, t ak ż© prosta, n i e -
właaniwa byłaby tw^rscąaa^ a więc płasscsyzna n i e 
właściwa byłaby styc3Eaac« Z pośród t r z e c h średnic 
sparz^ż-onyck, a:.wńę& i z pośród t r s e c h eei.dwie są 
sijecanaiHiir;, stożek aayiHpefecptyeany j e s t r z e c s y w i s i i j f , 
każda jego tworsąca j e s t równoległa do jeoaa^a" two-
raących h y p e r b o l o i d n każdego układa. xak samo jak w 
powierzchniach krzywokreś^ihycn^ is-tAsłeją i "tutaj &wa 
układy przecięć kołowych; płasBĆzyaay przecinające 
h y p e r b c l o i d we d i ag kół. praecinają jego stożek ftaymp-
t c t y c s a y według kSl aprołśrodkowych. Wszystkie i punk
t y kałowe są wsnykża asrwjene, albowiem I r e & a i e a 
spntężone £ dwimaa wnajer^sie prostopadłemi B r o d n i c a 
mi praacijęcia kołowego, nr wschodzącego przez środek 
pcmierankai , iLL.e prnerbi^e pcwiersobai,. e paafctech r z e -
czywratych, Eyperh&l^iał jeda ©powłokowy s t a n i e się 
obratcmy jeżeli oba* układy prse«if*\ kołowych z o s t a 
ną zjednoczone, p o w i e r z c h n i a taka »e*e być* utworzona 
praea obrót p r o s t e j CL dokoła s i ^ i ^ e i n a j ą c e j j e j 
oaz o , a j e j stosunek asynptetycaay powstanie przeo 
oBrót p r o s t e j równoległej do a. 1 przecinającej os* w 
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spodku wspólnej prostopadłej do p r o s t e j cc i 0 s i O. 

b/ P o w i e r z c h n i a prostokreślna drugiego s t o p 
n i a nazywa się paraholoidem hyperbolicznym. jeżeli 
płaszczyzna niewłaściwa j e s t do n i e j styczną /Rys. 
392/. Jak każda płaszczyzna s t y c z n a , ma wtedy pła
szcz y z n a niewłaściwa dwie tworzące wspólne z po
wierzchnią, każda z innego układu. Ponieważ w s z y s t 
k i e tworzące właściwo 1 układu przecinają tę z 
t y c h tworzących niewłaściwych, która należy do 11 
układu, a ws z y a t k l e tworząca I I układu przecinają 
tę z nich,która należy do I układu, więc tworzące 
każdego układa mają wspólne ustawienia. Paraboloid 
hyperholiczny może przeto byś utwerzemy przez ruch 
p r o s t e j ślizgającej się po trzech prostjoh równo
ległych do jednej płaszczyzny, wszystkie położe
ni a t a j tworzącej bfdą rśwueległe ta imaej płasz
czyzny. Paraboloid kyperboliczny utworzyć woźna 
jeszcze łącząc punkty odpowiedzią dwóeh szeregów 
podobnych ( a l b o równych) o podstawach •kośnych; 
w samej rzeczy prosta, łącząca i c h punkty niewła.-
ściwe j e s t wówczas tworzącą, a przechodząca przaz 
nią płaszczyzna niewłaściwa jozt trtytoaĄ.l tfM«h 
a a i tylło jedna pozostaje właŚciwą.Płaszczyzny, 
przechodząca przez \% oś w danych awścfa u i t a w i e -
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zwyrodnia
łym stoż
kiem asymp
totycznym 
t e j ^owierz-
ehni. Każde 
przecięcie 
paraboloida 
hyperbolicz-
nego jeBt 
hyperbola 
z wyjątkiem 
przecięó 
równoległych 
do o s i , któ
re są para-
bcłami. Pa-
rn b e l o i d 

hyperboliczny j e s t jedyną powierzchnią drugiego 
stopnia, która nie posiada przecięć kołowych i 
która nie może hyc obrotową. 

205.' Powierz ehnie aBŚgfaSft j t ofrnia a z wyrobi l a j i * 

Układ biegunowy par ze et rżenia określiliśmy zapoi tcĄ 

czworościanu biegunowego \Ą,-fi^\ /\Ą i płs* zez zny 



biegunowej B punktu j a k i e g o k o l w i e k z tam zas t r z e , 
żeniem, że punkt B u i e leży w żadnej se ścian, a 
płaszczyzna -B n i e p r z e c h o d z i p r z e z żaden z w i e r z 
chołków czworościanu z^/?^/^-Odrzućmy t e r a z t e z a 
strzeżenia. 

Przypuśćmy n a j p i e r w , że płaszczyzna biegunowa 
B punktu j a k i e g o k o l w i e k 3 p r z e c h o d z i p r z e z j e 

den z wierzchołków czworościanu biegunowego np. 
przez Rt, , układy biegunowa płaskie na ścianach z a 
wierających wierzchołek /?y będą zwyrodniała, na 
ścianie zaś fi, układ biegunowy płaski może być 
al b o j e d n o s t a j n y , a l b o n i e j e d n o s t a j n y . Płaszczyzna 
biegunowa każdego punktu M przechodzi przez Aif , 

natomiast biegun każdej płaszczyzny M jest n i e o z n a 
czony, może to byś mianowicie dowolny punkt pewnej 
p r o s t e j tn , przechodzącej przez A 4 • W tam sposób 
układ biegunowy p r z e s t r z e n n y s t a j e się układam b i e 
gunowym wiązki dokoła punktu /?f , zależnie od tego 
czy ten układ będzie jednostajny lub n i e j e d n o s t a j 
ny, p o w i e r z c h n i a tego układu będzie stożkieu urojo
nym lub rzeczywisty. Gdy płaszczyzna B p r z e c h o 
d z i przez dwa wierzchołki czworościanu biegunowego, 

A \ % fit t *o j««t przoz krawędś At, fi, » atoZek 
ten zniekształca się do dwóch płaszczył* urojonych 
sprzężonych iub rzeczywiatyca.przecinajacych się 



- 564 -

według krawędzi 
Stożek u r o j o n y l u b r z e c z y w i s t y oraz dwie 

płaszczyzny urojone,sprzężone lub r z e c z y w i s t e s t a 
nowią powierzchnię drugiego rządu A o każda p r o s t a 
p r z e b i j a ją w dwóch punktach/ i k l a s y z e r o w e j / bo 
pr z e z dowolną prostą nie można wogóle de n i e j wy
prowadzić Żadnej płaszczyzny s t y c z n e j / . 

Przypuśćmy następnie, że biegun 3 j a k i e j k o l 
wiek danej płaszczyzny fl leży w jed n e j ze e c i a a 
czworościanu biegunowego,np.w ścianie Z?,/?^. Układ 
biegunowy p r z e s t r z e n n y s t a j e się wtedy układem b i e 
gunowym płaskim w t e j ścianie, zależnie od tego,czy 
t e n układ j e s t . j e d n o s t a j n y l u b n i e j e d n o s t a j n a , po
w i e r z c h n i a t e j biegunowości j e s t stożkowa urojoną 
łub r z e c z y w i s t a . Gdy punkt B leży na jednej z k r a 
wędzi czworościanu biegunowego,np.na Ah/^t # t a stoż, 
kowa zniekształca się do dwóch punktów ur o j c n y c h 
aprseżoaycŁ l a b rzeczywistych.leżących na t e j krawę
d z i . Stożkowa u r o j o n a lufe r z e c z y w i s t a oraz dwa punk-, 
t y urojone,sprzężone lub rzeczywiste stanowią po

w i e r z c h n i e d r u g i e j k l a s y /bo przez każdą prostą moż
na do n i e j przeprowadzić dwie płaszczyzny s t y c z n e / 
% rzędu zerowego /bo dana prosta wogóle j e j n i e 

Streszczając powyższe,możemy podzielić powierz-
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chnie drugiego s t o p n i a jeJc jsa^ępsje: 

i,_AljW.gRzcHHB DRUGIM jrggpu j imsnsrsissi 

\ Fewierscbjrie inraywokreiBme 

1. Powierzchnia /elipasoba/ mrojana. 
2. E l i p s o i d r a e c s y w i s t y . 
3. l y p e r b o l o i d dwnpowłaSBOwjr. 

4. farabołoia eliptycKay. 

P o w i e r z c h n i a -prwsttylasB^lggL. 
5. H y p e r b o l o i d jainopowiekowy 
6. P a r a b e l o i d hyperbelicamy 

ra. powimtHflus imana 

l i . 13*fc*Z±DW& u r o j o n a 

12- Dwa punkty t r o j o n e 

sprzężome 
13. Stiżiowa r z e c z y w i s t a 
1€. Dwa punkty x s e e z y -

w i s i/w. 

n.powimzcMis DRESISSO 

RZĘDB I KLASY ZEROWEJ 

7. Stossk urojony 
8. 2 płaszczyzny u r o j o 

no sprsfżome 
9. SteZek r z e c z y w i s t y 

10 Dwie płaszczyzny r z e 
czywista. 
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* » 
C Z jp 3 0 T« 

^ I I i i M I i 1 i' u i , n , i „i r i i 

KRZYWE I POf IEBSCEHIE W OCrfelfloŚci. 

§ 20$. Krswwa płaeŁa jako mieiąee i j a t o oo-
wigdpia. ?rsy badaniu stożkowych rzeczywistysh r o s -
ważalismy te krsywe * dwojakiego stanowiska:albo j a -
fcd raiej sce gg^g^tgj^sjg t poru asająee **&ę według pew
nego prawa punktu, który tę krsywę o p i s u j e , albo j a -
ko obwiednie porussającej. aię według pewnego p r a w 
p r o s t e j , która tę kraywą powłócs*. f a dwoiBtotfć okre 
H e n i a t e j samej krsywej ule ogranicsa «ię bynaj
mniej do stonkowych ale dotyesy wogóie wsaystkieh 
kraywych płaskich. Każda kreywa płaska j e s t saraaem 
miejscem i obwiednią. 

Gdy krzywą Jc uważamy «a miejsc, pornsaajseg© 
się punktu,to możemy dla każdego poło&asia tego punk 
tu /pewnymi wyjątta&i,© których *aras będaie mowa/ 
ckreś*lie* prostą preea ten punkt praechodaącą i swaną 
styczna do krsywej k w tym punkcie. 

Z pośród położeń poruerająeego się punktu obiera^ 
my jedno stałe A (Rys.393) oras drugie amienne B i 
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Bys.393. 

Połączymy A 3 a $ 

Gdy punkt £> zbliżać 
się będzie do punktu 

n poprzez punkty 

£>,, BV} Ą 
. krzywej,tak że o d c i 

nek n & maleć bę
dzie nieogranicsenie, 
to sieczne: s^Afe, 

i t.d. będą stanowiły ciąg prostych pęku n . Prosta 
t która jes t granicą ciągu tych siecznych, gdy od

cinek AB dąży do zera, nazywa się styczna do krzywej 
k w punkcie A 9 punkt A nazywa się j e j punktem 
zetknięcia z krzywą. 

Może się zda
rzyć, że punkt £> 
opisujący krzywą 
pr z e j d z i e przez 
ten sam punkt 
płaszczyzny D 

dwa lub więcej 
rasy (Rys.394), 

* 

Byz.394 poakt t a k i masy-



wa się punktem podwójnym wsględmie - krotnym.Wogóle 
pnnkt raehomy ^ sa pierwssym rasem a a d e j d s i e do pan&. 
ttt U poprses inne pnnkty a i s sa drugim razem, w pu&k-
cim podwójnym mamy tedy wogóle dwie stye-sae, w puakeie 
^ - krotnym - 72 stycs&yeb. 

Gdy krzywą Jc awaźaay sa obwiednię pornosająeej 
się p r o s t e j , t o moseay d l a każdego połośeaia t e j pro
s t e j , s pewnymi wyjątkami, o ktÓrycb s a r a s będsie sowa 

e k r e s l i e punkt 
aa t e j p r o s t e j 
leaąey i swaay 
punktem aelfraię-
o l a t e j p r o s t e j 
s krsywą k 

Z po#>od 
'połesei p o r a -
. asa jąoej aię 
p r o o t a j obiera

my jedno stale a (Rys. 395) o ras d r u g i e saiefase b i 
wysaaosay punkt przecięcia cLb 3 S Qdy prosta 
b zbliż ze* eię będsie do p r o s t e j CL poprawa pałoaągMk* 
P, 3J>Ky h3 tak, se kąt /'<xh / malec* będzie 

n i e o g r a a i w a a a i a , to punkty St * ouhl , = °^b^ , 
5 3

 5 <xir 9 i t .d. fct,ią stanowiły ciąg punktów 

Bys•39S. 
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pr o s t e j °L . Punkt T t który j e s t granicą ciągu tych 
punktów, gdy kąt / CL i / dąży do sera, saaywa się 
punktem z e t k n i e c i e p r o s t e j <X z krzywą K # prosta cc 
nazywa się styezaa do krzywej w tym punkcie. 

Może się zda
r z y ! Se pro
s t a P powłó-
esama? krsywą 
przystanie 
do t e j samej 

R 6 p r o s t e j płass-
J czysay d dwa 

lab więeej rasy (Bys.396),prosta taka nasywa się s t y 
czne podwójną, względnie Fy - krotną. Wogóle prosta ru
choma p sa pierwszym rasem praystaaie do p r o s t e j d 
po przejściu innych p&łe&ea' niż za drugim rasem, aa 
etycznej podwójnej leses tedy będą wogóle dwa punkty 
•etkaięeia, na atyesnej l*V - krotnej - rt p&aitew 
zetknięcia. 

Możemy odtąd uwa&ae*, ;«© krzywa k powstaje .|*dno-
e»e4mie obu spcseb&mi: jak© miejsce poruszająecgo, eię 
punktu i jako obwiednią StyeSJSSj w tym punkcie.. C^re-
braśą sobie, że punkt T porusza się pe pr o s t e j t , 

podci 3 gdy ta prosta obraca się jednocześnie dokoła-



punktu 7* . W każdem położeniu punktu 7~ p r o s t a t 

j e s t stycsną do krzywej w tym pun k c i e ; w ten sposób, 
gdy punkt T o p i s u j e krzywą, p r o s t a t jednocześnie 
ją powłóczy. 

Gdy np. tniemy p a p i e r nożycami,to punkt s p o t k a 
n i a się "dwóch o s t r a y nożyc, trzymanych w prawej ręce, 
posuwa się wzdłuż p r o s t e j , podczas gdy lewa ręka nada
j e k a r t c e p a p i e r u ruch o b r o t o m dokoła tego punktu. 

Wychodzi to na t o , 
j a k gdyby p a p i e r 
był nieruchomy, a 
o r o s t a praes no
życe wycinana o-
braeała się doko
ła tego punktu w 
przeciwną stronę. 

Jeżeli w pew
nym punkcie fl 

kraywej (Rys 397) 
a n i ruch punktu 

T po p r o s t e j t % a n i obrót t e j p r o s t e j dokoła paak-
t n T n i e śmienia z w r o t u , t . j . gdy punkt T prseeho-
d s i aa p r o s t e j t s jednej s t r o n y punktu aa dragą 
a jednocześnie ta p r o s t a p r a e c h o d a l a j e d n e j atrony 

Rys.397. 
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prostejuma drugą, to punk* fi i styczna af-nazywają 
się PasM.gJLJSI^lOT.., i gjyc,"ft. awyas&jaą. krzywej. Ta
kie są np. wszystkie punkty łuku, wycinanego nożycami 
z papieru, jeżeli w ciągu wycinania ruch nożye nie zo-
stał z a t r z y m a m y a kartka papieru była obracana wciąż 
w tę, saną stronę. Z określenia punktu zwyczajnego wy
n i k a , że punkty krzywej nieskończenie mu b l i s k i e , a 
po obu jego stronach leżące, znajdują, się po t e j #smej 
st r o n i e s t y c z n e j , strona ta nazywa się stropą wkląsła-
i c i krzywej w punkcie fi • 

Jeżeli puakt T przechodni na p r o s t e j C przez . 
punkt J a jednej jego strony na drugą, podczas gdy 

± v < 
prosta £ zatrzymuje się w położeniu i , aby natych
miast zmieni! zwrot obrotu na p r z e c i w n y t o punkt J 
j e s t punktem nr ge^jęe i a krzywej, a a tyczna i w tym 
punkcie j e s t styczną przegięcia...Przy wycinaniu papieru 
nożycami otrzymamy, t a k i punkt w c h w i l i , g&y mis prze
rywa jąe prawą ręką ruchu neżyt, zmienimy lewą ręką 
nagle zwrot obrotu k a r t k i papieru. 

J e c t rzeczą oczywistą, że punkty krzywej a i e s k o i -
ezenie b l i s k i e punktu przegięcia, a po obu jego s t r o 
nach .lezące, »ajdują się po przeciwnych stronach s t y c z 
nej pr egięcia; etyezaia tą i>?»e»hodzi zatem w punkcie 
przegi c i a z jednej stresy krzywej na drugą. 
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Jeżeli, dares t a C~ a i e prze\st*je:W pewnym położę- i 
niu.:yj.:lc dt.fera.oa4 aię w :t^'samą weiąż straaę, podczas 
;gd#;puakl>:Z^. dokoła którego j e j obrót się odbywa, 
aa trzyma się w punkcie ft, , aby umienie* zwrot swego 
ruchu aa t e j p r o s t e j , to p r o s t a V, , nazywa się s t y c s -
na zwrotu, a punkt ftt punktem zwrotu I rodząją. Zapomo 
cą k r a j a n i a p a p i e r u nożycami t r u d n i e j t a k i punkt otray 
maó, ponieważ nożyce krają w jedną t y l k o stronę; na l e 
żałoby więc, dossedłssy do punktu ftt i przerwawszy 
k r a j a n i e , wykonał dodatkowo obrót p a p i e r u e 180°, 
poezem, roapecząwszy krajamie, obracał p a p i e r w tę sa
mą stronę, eo poprzednie. . 

Wreszcie może się zdarzał, że w pewnej C h w i l i jed 
a e c a e l a i e ulegają zatrzymaniu i doznają zmiany zwro
t u zarówao r a c h punktu T wzdłuż p r o s t e j £ , j a k i 
obrót p r o s t e j t dokoła pankta 7" f Puakt , w 
którym t e aaatępuje, nazywa się punktem zwrota I I re» 
d z a l a albę dziobem. BziÓb krzywej j e s t p r s e t e z j e a * e * 
czonym punktem przegięcia i paaktem swreta I r o d z a j u . 
Aby otrzymał t a k i punkt aa krzywej wyciaaaej nożyeasA 
s p a p i e r a , należałoby dosiągłszy puakta , p r z e 
rwać k r a j a n i e , wykoaaó obrót p a p i e r u o 180°, poczea, 
rezpecząwzzy k r a j a n i e , o b r a c a ! p a p i e r w preeciwaą 
stronę aiż poprzednie. 

http://dt.fera.oa4
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r^ n k t y i s t y c z n e : podwójne, w i e l o k r o t n e ^ przegię-
e i a i zwroty nazywamy punktami i styeznemi osobliwemi. 
Z samego określenie tyc h elementów krzywej wynika, że 
pomiędzy punktami i styczaemi osobliwemi' i s t n f e j e " J 

wzajemność dwoiste/ :; 

Wzajemneiai są mianowicie: punkt' podwójny i śtyezna 
podwójna, punkt przegięcia i s t y c z n a zwrotu, punkt zwro
tu i Styczna przegięcie, 

1J£<£* Kolo krzTwiiay. Ponieważ krzywa k powsta
je przes obrót p r o s t e j * dokoła j e j punktu 7~ , k i l -
r y się na n i e j jednocześnie porusza, więc w s z y s t k i e 
własności krzywej w pobliżu danego j e j punktu A z a 
leżeć* muszą wyłącznie od i l e r a a w szybkości tyeh dwśek 
ruchów w e h w i l i , gdy punkt / p r s e e h e d z i p r z e z punkt 
A , t . j . od krz y w i z n y k w tym punkcie. Ujmiemy te 

określenie s i e e e ściślej, 
Iłiech będą na krzywej rC punkt zwyczajny i 

punkt j a k i k o l w i e k nj (Iye.396). Poprowadźmy w tyeh 
punktach ztyezme <ż> i . Bługeśś wyproś to wam ego łuku 

esj&aeas«t<ąy p r z e z Ś j naturalną miarą kąta (<X<V) 
oznaczamy prze z p . I j z y w i z a a średaią jtrżywej # 
między punktem // i Ą\ nazywamy i l o r a z : 
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punkt Ą. u b l i 
żać się będsie ku 
puaktewi A 9 to 
łuk 5 będsie ma£ał 
u łc ogranie aeuia, 
jednecaesnis małe®" 
b$dsie nieogranieso
nie kąt °* \ który 
j e s t funksją Inka 

eaywiatą krsywej k 
w punkcie A nasywa się graniea i l o r a a u ~jr , gdy ^ 
dąży do sera,cayH 

ftys.,398. 

Hieskoriosenie małejąey łuk 0?s n&sywamy elemąą^ 
krsywej k j saleźny od niego, nioskoneaenie małe-* 

j a c y kąt dy> »ięday stycanemi w końcach elementu <£s 

nasywamy katem ofoganośei. Możemy więc powiedsiee*, że 
krsywianą w punkcie A krsywej nasywa się iłoraa kąta 
styeanosui praea odpowiadający mu element kraywej w * 
punkcie A . W punkcie prsegięeia J kąt styesnotfei 

P » e więc kr wywiana w tym punkcie A O 

W punkcie awrotu I rodzaju *Rt ols* O; & S°° • 



' Ilród krzywych 
płaskich j e s t jedna, 
której krzywiz n a w 
każdym punkcie j e a * 
stała: jest. to koła, 
W samej r z e c z y , n i e c h 
będzie koło O (Bym. 
199) promienia r i 

ftys. sos. na nim dwa punkty A 

i/}, , oraz styczne ct i a, w t y c h punktach, kąt między 
temi etycznemi ¥ kątowi między promieniami 
punktów Ą i AJ 9 łuk * f.c( ; . a „ i ? c 

krzywizna średnia 

Gdy *i ahliżaó się hędzie n i e o g r a n i c z e n i c do fl. 

i k r z y w i z n a średnia dążyć hędzie do k r z y w i z n y r z e c z y 
w i s t e j w p u n k c i e ^ , wartość ~r jako l i c z b a stała 
n i e u l e g n i e z m i a n i e , t a k , że k r z y w i z n a r z e c z y w i s t a w 
punkcie Jf: 7 / 

Krzywizna koła w każdym jego punkcie j e s t p r z e t o 
liczbą stałą i równą się odwrotności promienia koła. 

Przypuśćmy teraz,że mamy krzywą h z której krzy-

Arkusz 37-my. GEOMBTRJA WYKRESŁNA Ifr.86. 
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wisnę h w zwyczajnym j e j punkcie A obliczyliśmy na 
zasadzie j e j równania, "biorąc pochodną kąta <f wzglę
dem łuku 3 9 Zamiast notować otrsymaną liczbę k 

moglibyśmy zanotować j e j odwrotność", t . j . podać" pro
mień" koła t e j samej krzywiany, c z y l i t.sw. promień 

Ję t a l i koło to wykreślimy « ten sposób, by jego 
okrąg praechodsił praes punkt A, by jego styoana w 
tysc punkcie prsy3tała do stycznej OL krsywej k i by 
punkty nieskończeni© b l i s k i e punktu A na krzywej 7< 

i na kole li, leżały po t e j samej s t r o n i e wspólnej sty 
nej o: to te dwie krzywe posiadać będą we wspólnym 
punkcie A wspólną stycsną CL i wspólną krzywiznę k 

Aby aysnacayó Irodek ł\ koła ki wystawmy w punkcie 
A do stycznej oc prostopadłą,czyli t.aw. normalną 

krzywej k w^punkcie A i po s t r o n i e wklęsłości od , 
punktu A odmieramy na t e j normalnej promień kraywia-
ny v ~ ic . Z otrzymanego w t e n eposób punktu n 

zakreślmy koło 1, promieniem r's7<~*/^At koło 
to nazywamy kołem kraywiany. jego środek K - sroj 
kiem krzywiany w punkcie A j 

0 każdyri* ko l e , które mi i krsjwą k wspólny pu? 
A i wspólną i nim aiycsną a # m*m$ poeiedsłeó 



że ma z tą krzywą -'„•sŷi.tae a punkty, zjednoczone w 
punkcie /7 0 Miejscem geometrycznem środków tych kół 
j e s t normalna t krzywej *1 w punkcie fi , wśród tych 
kół jedno mianowicie kole krzywizny Ą, , ma z krzywą 
*< nadto wspólną krzywiznę & i dzięki temu l e p i e j 
p#wszystkich innych przylega do krzywej /r« w p o b l i 
żu punktu fi o !CcZ;> ̂  ina zatem z krzywą & wspólne 
przynajmniej 3 punkty, zje ironzc-n^ w punkcie A „ 

Stąd wynika następujące er^fco geometryczne określeni 
środka promienia i koła krzywizny: 

Poprowadźmy do krzywej i w punkcie fi styczną 
OL i'obrawszy na krzywej J< inny punkt ja k i k o l w i e k 
Aj, poprowadzimy koło przechodzące przez punkty/? 
i Ai oraz styczne do O, . Zbliżajmy teraz punkt A^ 
do punktu A i i każdym położeniu punktu AL wyznaczaj 
my koła przechodzące przez A i A^ i styczne do a . 
Środki tych kół łi * , Kyu .... leżeó będą oczy
wiście na normalnej H , Środkiem krzywizny krzywej 7( 
j e j punkcie fi nazywa aię punkt K normalnej 
który jest granicą c i r -a punktów M M , A"' ... . 
gdy odcinek fi fi, dąży do zera. 

Gdy dwie krzywe A i A, mają tt it r j i 
wogóle nieparzystą ilość punktów wspólnych, to punkt 
opisujący jedną z tych krzywych po przejściu przez 
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wszystkie punkty 
wspólne musi wy
dostać się na dru
gą stronę d r u g i e j 
krzywej. Ponieważ 
koło krzywizny ma 
z krzywą przynaj
mniej t r z y punkty 
zjednoczone współ-

J ne,więc będzie ono 
wogóle przechodzić" w punkcie Ą a jednej strony k r z y 
wej A na drugą (Rys.4C0), podobnie jak styczna w punk
cie przegięcia przechodzi z jednej strony krzywej na 
drugą (Rys.397) 

Gdy dwie krzywe A i li, maj ą 14, i..... i 
wogóle parzystą ilość punktów wspólnycht to punkt o p i -
sujący jedną z tych krzywych po przejściu przez wszyst
kie punkty wspólne muei pozostać po t e j samej s t r o n i e 
drugiej k r z y w e j . Otóż na krzywej mogą aię zdarzyć t a 
kie punkty zwyczajne W.% ze koło krzywizny, wyznaczo
ne, jak zawsze p r z e z punkt W -i dwa punkty nicskoncze' 
nie mu b l i s k i e A, i ̂  (Rya,401) przecina ją jeszcze 
w jednym punkcie nieskończenie b l i s k i m A$ . ^onkty, 
posiadające tg własność, nazywają się wjorgc*&t>łkamj.^ 



k r z y w e j . Ponieważ p r o 
mień" k r a y w i z n j j f 
odwrótne€cić kr? 
wizny, zatew 9 
c i e przegięć < 
mień k r z y w i s 5 

j e s t nieskończeni.; 
w i e l k i , kole k r z y 
wizny zniekształ-

^ y 5 - 4 0 1 - ca się do p r o s t e j 
a m i s n o e i c i e do s t y c z n e j przegięcia; w punkcie zwrotu 
I r o d z a j u k r z y w i z n a j e s t nieskończona, promień k r z y 
wizny równy więc j e s t z e r u ; koło k r z y w i z n y wyrodnieje 
do punktu, a mianowicie do punktu awrotn. 

§ 208. Ewoluta i ewolwenta. Gdy pnnkt T o p i s u j e 
krzywą. 7K , to środek kr z y w i z n y o p i s u j e inną krzywą 
ziewną odwiia.iaca albo ewoluta krzywej h • Iławzajem, 
krzywa k nazywa aię odwiniętą a l b o ewolwenta k r z y w e j . 

Swoluta j e s t miejscem geometrycznem środków 
krz y w i z n y ewolwenty. W punktach zwrotu ewoluta dotyka 
ewolwenty; punkty ewoluty, które odpowiadają punktom 
przegięcia ewolwenty, leżą w nieskończoności. 

Ewoluta krzywej A może być* jednak i n a c a e j j e s z c z e 



określona.W punkcie A krzywej (Hy&.402) poprowadź
my normalną n , t . j . prostopadłą ao etycznoj" ̂ *. Na 
t e j normalnej >u- leżeć be.ua,le środek krzywizny H od
powiadający punktowi fi!" „ Weźmy inny jeszcze punkt 
krzywej /\t i poprowadźmy w nim normalną ^ j środek 
krzywizny K, odpowiadający punktowi fit leży na ii, B 

Oznaczywszy 
punkt przecięcia 
normalnych n i 
przez Q zbliżaj
my punkt A, n i e -
ograniczenie do 
punktu n ; śro
dek krzywizny A, 

Rys. 4o%. leżąc wciąż na nor
malnej , zbliżać się będzie nie ograniczenie do srod-
l a K leżącego na ?v „: Dzięki temu punkt Q również 
ubliżać się musi do fi , tak-że granicą punktu Q t 

; ly H, zbliża się nieogranicsenie ao Ą , j e s t slrodek 
krzywizny K krzywej k w punkcie // .Gdy teras punkt 
Ą opisywać będzie k r z y Ą 4 t a nanzalna *L w tym 
punkcie powłóczyć będzii krzywą Ą , srtora j e s t m i e j 
scem geometrycznem środków krzywizny, c z y l i ewoluta 
krzywej /( . Ewo l a t a j e s t obwiednią ..jenrmalnjrch Sj 

http://be.ua
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Pochodzenie nazw: ewoluta = odwijająca i ewolwen
ta s odwinięta tłomacsy następujące rozważanie: 

Wesmy na krzywej 7< (Rys.403) dowolną ilolć punk
tów,k'tóre oznaczmy w k o l e i i c h następstwa ff, j ^ , 

; jeżeli odległości każdych dwóch punk
tów sąsiednich maleć będą nieograniczenie, to każdy z 
łuków Ąt A ^ j A^Ą^ J " 3 ̂ 4 j'» można będzie uważać 
a a odcinek p r o s t e j , albo za łuk koła przechodzącego 
przez dwa końce każdego łuku krzywej i jeszcze jeden 
punkt nas* ępny, popełniając przytem błąd nieskończenie 
mały rzędu wyższego niż pierwszy. W środku odcinka 

fiifli. wystawmy do niego prostopadłą w środku od
cinka fr^fł^ wystawmy do tego odcinka prostopadłą 
i t. d . Prostopadłe Żij , 1^ , .... przetną każdą na
stępną w punktach H, H^ , ... Otrzymamy w ten 
sposób linję łamaną, której wierzchołkami będą te punk
t y , a bokami proste TLt > n,^ 3 n,^ ; łamana ta z b l i 
żać się będzie do pewnej krzywej k ' gdy łamana 

A, A^Ą3 A^ ... zbliżać się będzie do krzywej k . Od
c i n k i fi, Az } AtA3 }Ą) Aif ••*> stawać się będą e l e 
mentami krzywej k , prostopadłe , 7 i t , ? i j . . . . j e j 
normalnemi, a zarazem stycznemi krzywej k ' 3 Granicą 
więc l i n j i łamanej K, Ht K\ Ki,... będzie ewoluta krzywej/f 
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c#ol»fHi punkcie O o s t a t n i e g o boku t e j łamanej 
umocujmy nić 

f i * 
nieroscią-
gliwą i ( 

naprężyw-
esy nawiń
my ją na 
linję ła
mali 

d r u g i zaś 
co koniec t e j 
0 

n i c i a pray 

1 w 

do niego 
ołówkiem 
umieśćmy 
w punkcie 
/J± i jaa~ 
stępnio 
odwijejmy 
naprężo
ną nić 



- 583 ~ 
dopóki j e j koniec nie przystanie do p u n k t u j . Koniec 
n i c i epiaze łuk koła o środku Ht przechodzącego przez 
punkty Ąjj fi^jfl-s \ koło to stanie się kołem krz y 
wizny w punkcie At t IS&Z *e t r z y punkty abliźaó się 
"będą do s i e b i e nieograniczenie. Nieskończenie mały łuk 
tego koła między punktami nie będzie wtedy 
różnił się od łuku krzywej miedzy temi punktami. Odwi-
jając dalej nió tak, aby j e j koniec przeniósł s^ę z' 
punktu do punktu , wykreślimy znowu łuk koła 
0 środku / , które przechodzi przez punkty ̂ 4,̂ 3̂  
1 f% i kt#re stanie się kołem krzywizny w punkcie ^ 3 

gdy te t r z y punkty zbliżą się do s i e b i e nieogranicze
n i e ; dzięki temu łuk tego koła między punktami 
Af,\ n i e będzie się w granicy różnił od łuku krzywej 
R . Postępując d a l e j w ten sposób, przekonamy się, 

że miejsce środków krzywizny H 9 lub co to samo, ob
wiednią normalnych danej krzywej /( % j e s t krzywą 
mającą tę własnośó, że nić na nią nawinięta w jednym 
j e j punkcie umocowana, drugim swym końcem opisałaby 
krzywą k } gdyby ten koniec w początkowym swym poło 
żenin przystał do jednego z j e j punktów. 

Każdy bok l i n j i łamanej H,, ^3 Kn. równa 
się oczywiście różnicy promieni kół, których środkami 
są końce tego boku. Oznaczywszy t e promienie odpowied-

1 
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ni© l i t e r a m i T; , r-^ ̂  > 3 7%. mamy: 

^ - ̂  -TY*-*/ ; 

Dodając te równości stronami, otrzymamy 
łamaną: 

c z y l i : obwód l i n j i łamanej A, A* •••• " róż-
nicy promieni kół, których środki są końcami t e j ła
manej. Przechodząc do granicy, mamy twierdzenie: 

Długość łuku ewoluty równa się różnicy -promieni 
krzywizny ewolwenty w punktach odnów jadających koń
com tego łuku. 

Stąd wynika możliwość r e k t y f i k a c j i łuków tych 
krzywych, d l a których ewolwenty umiCmy wyznaczaó pro
mienie krzywizny. Zrobimy z tego użytek d l a cy k l o i d y . 

Na zasadzie powyższego twierdzenia możliwą j e s t 
inna jeszcze i n t e r p r e t a c j a ewolwenty. Zostanie ona 
mianowicie opisana prze z punkt /; prostej ?t toczącej 
się bez poślizgu po krzywej k . Ewolwanta należy za-
tem do krzywych, które opisuje punkt sztywno związa
ny z krzywą toczącą się bea poślizgu po innej krzywej 
stałej. 0 krzywych tych zwanych rul e t a m i , będzie mo
wa w § 220. 
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Każda krzywa posiada nieskończenie wiele ewolwent 
każdy bowiem punkt stycznej powłóczącej tę krzywą 
opisuje ewolwentę. Wszystkie te ewolwenty posiadają 
Wspólne normalne, których o d c i n k i zawarte między dwie-
J&a ewolwentami są równe. Krzywe posiadające tę włas
ność nazywamy równoległemi. 

§ 209. Ewolwenta koła. Z rozważań powyższych wy
nika, że a l a wykreślenia ewolwenty danej krzywej t r z e 
ba umieć wyprostować dowolny j e j łuk. Zadanie to moż
na wogóle rozwiązać t y l k o w przybliżeniu. Jeżeli mamy 
np. wyznaczyć długość wyprostowanego łuku A& krzywej 
<łanej % (Kys„404), to obieramy na nim pewną ilość 
punktów /, tt 3, # i następnie na prostej ot-

od punktu odmierzamy cięciwę A*, do punktu 
od punktu 1 cięciwę /<Ł do punktu^' i t.d. W ten 
sposób zastępujemy łuki /7-ż , "f% , ^3 -> 
cięciwami t e j uamej nazwy; oczywista, że długość łuku 

bidzie-wyznaczona tern dokładniej im więcej 
Punktów pośrednich weźmiemy pomiędzy punktami n i 3 

Wykreślanie będzie łatwiejsze, gdy punkty ~?j %}3,.r. 

Hdą ta obrane na krzywej, że wszystkie cięciwy 
Ąt1 y -i Z3, z wyjątkiem może o s t a t n i e j 

będą równe. 
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Gdy krzywą 
którą mamy w/pro 
stawać j e s t ko
ła l u b jego 
część wymierna, 
wtedy n a j l e p i e j 
zastosować sposób 

Rys. A oA. Kochańskiego, 
który ma tę osobliwość, że daje się wykreślić jednym 
otwarciem c y r k l a , t końcu f\ średnicy Ą]& (Rys. 
405) kreślimy styczną do koła. P o p r z e d z i w s z y promie-
pod kątem $0° do średnicy • /f 3 , odmierzamy od 
punktu C , w którym t e n promień* p r z e c i n a styczną od
c i n e k CD ~3*~ ; Odcinek 6 O ; j a k łatwo o b l i 
czyć "Kij-*?3* a dokładnością do OTOOOJ^. 
P r z y wyprostowaniu okręgu o średnicy "J"* bł-ąd j e s t 
m n i e j s z y od 0,J a więc j e s t z nacznie m n i e j s z y fii* 
błąd, który dzięki niedokładnaaci narzędzi kreślars 
popełniamy np. p r z y wyznaczaniu punktu przecięcia dwu^ 
p r o s t y c h . 

Wykreślmy np. ewolwentę koła. N i e c h będzie kolo 
fl (Rys,406); poprowadźmy do niego styczną w punk-
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c i e O i 
od tego 
punktu od
mie remy na 
n i e j dłu
gość okrę
gu, wyzna
czoną np. 
sposobem 
Kochańskie
go. P o d z i e l 
my następnie 

Rys,-4of. okrąg koła 
fi oraz wyprostowaną jego długość OL na jednakową i -

lośc rśwnych części, np. na /X \ w punktach i, l 3 

•3, .... 11 . Ha s t y c z n e j w punkcie odmierzmy ode i -
nek 1 i * 01 t . j wyprostowanego okręgu; punkt 
_/ będzie punktem ewolwenty koła, a koło o środku / 
i promieniu 1_I będzie kołem k r z y w i z n y t e j ewolwea-
ty w punkcie £ i podobnież aa s t y c z n e j w punkcie Z 
odmierzamy odcinek ~ 0 ^ 7*7 wyprostowa
nego okręgu; punkt /[ będzie znowu punktem ewolwenty; 
koło o środku & i pc omi»vn:1u będzie kołem t e j 
.krzywizny w punkcie II , Postępując w t e n sposób,doj-



Ry,s. 4 o 6. 



- 589 -

dziemw do punktu Xjl , pocaem d l a wyznaczenia d a l 
szych punktów wystarczy na normalnych '1 , l l } 3/£... 
odmierzać długość OL wyprostowanego okręgu. 

Ewolwenta koła składa się właściwie z dwuch ga-
łęai symetrycznych względem średnicy Orf (druga z tych 
gałęzi wykreślona jest linją przerywaną),tak że krzy
wa t a posiada jeden punkt zwrotu O i nieskończenie 
wiele punktów podwó^nycn &, , , D3,•/• lezących 
na o s i s y a e t r j i po obu stronach środka fi „ Godai się 
zauważyć, że przez obrót ewolwenty koła dokoła środka 

fi otrzymujemy ewolwentę równą i równoległą; odleg
łością tych dwóch krzywych j e s t mianowicie wyprostowa
ny łuk koła fi , odpowiadający kątowi obrotu. J e s t to 
własność wyróżniająca ewolwentę koła od wszystkich 
innych krzywych płaskich. 

| 210. Rulety. Niech będą w płaszczyźnie rysunku 
dwie l i n j e łamane: l=rf&CD .... i l' =/}'£>'c' 

o odpowiednich równych bokach,tak że 
BC = B'C i CD *c'D' .... (Rys.407).Uiechaj dwi 
odpowielnie boki tych łamanych,np. 3 C i 3'C będą 
zjednoczone; przypuśćmy nadto,że z łamaną l związany 
je s t sztywno punkt jakikolwiek Al. Obróćmy łamaną o 
wraz s punktem Af dokoła Cw, C 0 Jeąt D CD ~7*~ 

tak, żeby bok C Ą^przystał do CD ; punkt Af 
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F _ Mi. 

o F 

Rys. 4 07. 

obróci się dokoła 
C również o 

kąt T i zajmie 
położenie punktu 
M't . Następnie 
obróćmy łamaną 
wraz z punktem / V 

dokoła Z) SFĄ' 

o> kąt £l&£ = Ł 
tak, żeby bok 
przystał do 

punkt ••// związany sztywno >s łamaną <? obróci się doko
ła D o kąt c/7 i zajmie położenie .' 5dy postępo
wać" będziemy w ten sposób d a l e j , tocząc łamaną ł po 
""••Z bez ślizgu, punkt /V będzie zakreślał łuki kół, 
których środki będą się przemosiś o wierzchołka do 
wierzchołka łamaaej i ^a.kąty środkowe będą za każ
dym razem sumą kątów spełniających odpowiednie kąty 
obu łamanych. 

Niech będą w płaszczyźnie rysuisku dwie k r z y w e ^ i 
lt' (Rys.408), z których pierwsza j e s t stała, a'druga 
ruchoma, i niechaj w pewnej c h w i l i krzywe te będą styci 
ne w punkcie A ; przypuśćmy znowu, że z krzywą rucho
mą £ związany j e s t sztywno punkt j a k i k o l w i e k Al. 
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\ - » ; i i ' n . 

Wpiszmy w każdą 
z tych krzywych, 
począwazy od w Bp: 
nego i c h punktu. 

A , łamaną o 
bokach równych; 
przytem wspólną 
długość boków mo
żemy obrać dowol
nie małą. Im 
mniejsza będzie 
t a długość, tom 
bardziej łamane 

l i i zbliżać się będą do,krzywych k i k' i Gdy z 
łamanemi l i i postępować będziemy tak jak poprzed
n i o , to punkt M zakreślać będzie łuki kół, których 
grodki będą w każdorazowym punkcie wspólnym łamanych 

i i i . Gdy długości boków maleć będą hi©ograniede

nie i łamane i i v zbliżać się będą do krzywych h i 
k' , to droga opisana przez punkt M zbliżać się bę
dzie do pewnej krzywej C , albowiem punkty Al^ M

(J 

staną się nieskończenie b l i s k i e . Mówimy wtećy 
£o krzywa k' , zwana tworzącą, to esy się bez poślizgu 
Po krzywej k , zwanej iiero^nic§. Z określenia krzywej 

i>- . ' , 
^iSETRJA WKRESLNA Nj.86 Arkusz 38-ay 
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tworzącej wynika, że długości łuków pomiędzy punktem 
zetknięcia krzywej tworzącej z kierownicą a punktami 
tych krzywych, które do s i e b i e niegdyś przystawały lub 
z czasem przystawać będą, muszą być równe. Krzywa o p i 
sana przez punkt M , sztywno związany z krzywą two
rzącą, nazywa się ruletą. 

Nieskończeni e~małe~ odeinki AlMn- >%^* J /VxAf3>-' 
możemy uważać za elementy krzywej, wyznaczające kierun
k i stycsnyoh do r u l e t y w punktach M j M± j Ą, 
Prostopadła wystawiona do odcinka w jego drodku 
przechodzi przez punit C ; gdy punkt M-t zbliżać si? 
będzie nieograniczenie do punktu M , prostopadła t a 
stanie się normalną do r u l e t y w punkcie 
Stąd twierdzenie: Normalna do rulety- przechodzi przez^ 
każdorazowy punkt zetknięcia_krzywej tworzącej z kiero" 
wnicą. 

_|_221j. Cykloidjj, Wspomnieliśmy poprzednio /§ 208/ 
ŻQ każda krzywa płaska* może być uważana za ruletę, d l * 
której krzywą tworzącą j e s t prosta, a kierownicą - etfO' 
•luta danej krzywej, Często jednak dogodniej będzie za 
krzywą tworzącą wziąć inną krzywą, np. koło. 

Szczególnie ważnemi są r u l e t y , opisane przez pun^' 
związany sztywno z kołem toczącym się po p r o s t e j . K r ^f 
we w ten sposób powstałe nazywamy ogólnie oykloidomi* 
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jeżeli przytem punktem opisującym j e s t punkt należą
cy do okręgu koła tworzącego, c y k l o i d a j e s t zwyczajną, 
gdy j e s t nim punkt zewnętrzny tego koła, mamy o y k l o i -
dę skurczoną; punkt wewnętrzny koła tworzącego opisu
je cykloidę wyciągniętą. 

Wykreślmy jiajpierw cykloidę zwyczajną i zbadajmy 
j e j własności. Niech będzie koło J< , które toczy się 
po prostej jp /Rys. 409/; mamy wykreślić krzywą opisaną 
przez punkt należący do okręgu koła A . W ciągu jedne
go obrotu koła punkt M raz i t y l k o raz będzie punktem 
zetknięcia koła tworzącego k z kierownicą p 
Ten punkt M obierzmy za początek c y k l o i d y . Po jednym 
obrocie punkt-opisujący znowu stanie się punktem zet
knięcia M ; odległość MM* , na zasadzie określe
nia r u l e t y , równa się długości okręgu koła h . P o 
drugim zupełnym obrocie koła punkt opisujący znowu 
stanie się punktem zetknięcia AT i t.d., przytem 
kształt krzywej pomiędzy dwoma sąsiednimi punktami 
zetknięcia będzie t a k i sam. W ten sposób c y k l o i d a j e s t 
krzywą perjodyczną, złożoną z nieskończonej ilości rów
nych zwojów. Wystarczy zatem wykreślić i zbadać jeden 
t a k i zwój MM* . 

Wykreśliwszy koło A styczne w punkcie M do' 
Prostej Jo , odmierzmy odcinek MM* równy długości 
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*\ - V - i ^ 
o 

i okręgu ko
ła k . Po
dzielmy o-
krąg koła 
oraz jego • 
wyprosto
waną dłu
gość 
MM* 

na jedna
kową ilość 
równych 
czębci, np 
na 6. w 
punktach 
0 , 1 , 
2 , 3 } 

4 i 5 
względnie 
0 . , I 
I I , I I I 
IV i H 

Wyznaczmy punkty c y k l o i d y , odpowiadające ó ł Z" J 

-r obrotu koła. 
ii 
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Zmianę położenia punktu M , gdy koło A tooay 
się po pro s t e j Jo od punktu O do punktu 1. , żawdzię-
oaaay dwom jednoczesnym ruchom: obrotowi punktu 
dokoła środka n 6 kąt X i przesunięciu całego koła 
a więc i punktu o odcinek OT . Aby więc wyzna-
czyć położenie punktu M po ~c całego obr o t u , możemy 
na j p i e r w obrócić puakt M dokoła nieruchomego środka 
<1 o kąt ~p , p r z e z co punkt Af ł d o s t a n i e się do 

punktu , potem zaś przesunąć punkt y-^wnoległe do 
p o odcinek Ol - ~ ? , Połączmy Afi i 
lMt , punkt M, j e s t wierzchołkiem równo legł ob o ku, 
zbudowanego na odcinkach Oi i OJ, wyznaczymy 
go więc najprościej, wyprowadzając z punktu o d c i 
nek I"Mt równy i równoległy odoinkowi 0-ł , po
dobnież aby wyznaczyć punkt Af^ , w którym punkt o p i -
sujący z n a j d z i e się po s" o b r o t u , zbudujemy równole-
głobok na odoinkach OH i QjL , t . j . ż punktu 
Ji wyprowadzimy odcinek równy i równoległy odcinkowi 

02, . Punkt snajdziemy, wyprowadzając z pun
k t u l l odcinek MĄk&M; i t . d . : 

Wykreślmy s t y c z n e w tak otrzymanych punktach Af j 

9 Mv,At% tym c e l u zauważmy* że *na z a s a d z i e o-
Sóiuego, w s z y s t k i c h r u l e t dotyczącego t w i e r d z e n i a / § 
^10/ normalne do o y k l o i d y w t y c h punktaok przechodzić 
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muszą przez każdorazowe punkty zetknięci.a koła Tc z 
prostąp , będą to więc proste MO y M4J. , Af^A , 

M^/Jlj styczne zaś, jako proste do n i c h prosto
padłe będą prosie.ni 

Wykreślmy teraz koło h' , równe kołu fc i styczfl* 
do niego oraz do kierownicy H> w tym samym punkcie O ; 

równolegle do J* poprowadźmy styczną p4, do koła &' i 
załóżmy., że .koło to toczy się po prostej p' ; jeżeli 
punktem opisującym będzie punkt M sW , to krzywd 
przezeń opisana będzie cyklqidą c' równą c y k l o i d z i e C 

i przesuniętą o ftl w kierunku prostej p i o 
w kierunku do n i e j prostopadłym. Dowiedziemy, że cyklem 
i d a c' j e s t ewoluta cykloidy c . 

(idy koło h' obróci się o całego okręgu, to 
punkt opisujący zakreśli łuk HHt t cykloidy c' ,pun^ 

H, otrzymamy, jak poprzednio, obracając najpierw 
punkt dokoła nieruchomego środka A o kąt X". •# j I 

przez co punkt H dostani© się do punktu /' , poten1 

zaś przesuwając punkt |7 równolegle do:/>' i odcinek 
i'Hl * 0'T'' •* ̂ p . Prosta / f ^ T ' j e s t normalną 
do c y k l o i d y c' w punkcie /%* , prostopadłą aaś do 
n i o j p r o s t a rStjL j e s t styczną"do tcj/^Jceaywej . 

Otóż M,7 i JLH, stanowią jed^ą prostą, któ-
r e j środkiem j e s t punkt J- . A »,ięc normalna AffjL 

, al 



• r • 

/ 

do c y k l o i d y c j e s t zarazem styczną do c y k l o i d y C ; 
t a o s t a t n i a krzywa j e s t p r z e t o obwiednią normalnych 
do p i e r w s z e j , c z y l i j e j ewolutą. 

Aby więc wyznaczyć środek krzywizny t w punkcie 
M, c y k l o i d y c , wystarczy na normalnej Af, JT od 
punktu M odmierzyć J*H9 */tyJT . Promień krzywizny 
c y k l o i d y równa się podwojonej n o r m a l n e j . 

Jzięki t e j własności c y k l o i d y bardzo małą ilość 
punktów w y s t a r c z a do dokładnego j e j wyznaczenia. Zauważ
my, że punkt M j e s t punktem zwrotu c y k l o i d y c , 

gdyż promień krzyw i z n y w tym punkcie - O , punkt Aj^ 

j e s t wierzchołkiem c y k l o i d y ; w samej r z e c z y koło k r z y 
wizny d l a tego punktu leży z obu jego s t r o n po t e j sa
mej s t r o n i e krzywej» gdyż p r o s t a / ^ / f ^ j e s t osią sy-
m e t r j i c y k l o i d y . 

ITa z a s a d z i e dowiedzionego w % 208 t w i e r d z e n i a , 
długość łuku ewoluty równa się różnicy promieni k r z y 
wizny ewolwenty w punktach, odpowiadajacyoh końcom tego 
łuku. Stąd wynika, że np. łuk HH, *: odoiakowi M,K* 

= ZHl! J , Łuk c y k l o i d y , mierzony od j e j wierz
chołka * podwojonej cięciwie odpowiadającego mu łuku 
koła tworzącego. W szozególności łuk 
stąd wniosek: 

Długość jednego zwoja o y k l o i d y zwyczajnej j e s t 
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cztery rasy większa od średnicy koła tworzącego.-
I t a k i sam sposób, jak d l a cy k l o i d y zwyczajnej, 

wyznaczamy punkty oraz styczne do cykloidy skurczonaj 
lub wyciągniętej. Mech koło ]{ toczy się po prostej 
JO , a punktem opisującym krzywą niech będzie punLt . 
Af , sztywno z kołem tworzącym związany i względem 

niego aewnętrsny / c y k l o i d a skurczona"; Eys.410/ lub 
wewnętrzny / c y k l o i d a wyciągnięta Rys.411/. Przypuśćmy, 
że w c h w i l i rozpoczęcia ruchu punkt rf* leży na pro
mieniu styczności Ao . Gdy koło obróci się raz 
jeden, to jego środek przesunie się o wyprostowaną 
długość okręgu koła/?* ; punkt opisujący znajdzie się 
wtedy znowu na promieniu stycznośoi* przesunąwszy się -
równolegle do kierownioyyt> o odcinek AfMK*^0 

Krzywa będzie się zatem składać z nieskończenie wielu 
równych zwojów, z których jedt-n MM* wykreślimy. 

Poprowadźmy ze środka fl koło o promieniu 
a A M i podzielmy koło 7>voraa wyprostowany, 

okrąg koła k » t . j . odcinek Q$)*n& jednakową ilość 
równych części, np. na 12 w punktach Af } ~* , ty 

, . . . . / f w z g l . 0 , 1 } jf* M , .... JfT .Punkt 
M dostaje się do jakiegokolwiek innego punktu cyklo

idy np. do Mt , dzięi dwom jednoczesnym owym ruchom; 
obrotowi na kole fn o łuk oraz przesunięoia t e -
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go koła o odcinek 01 ,* Aby wyznaczyć punkt Al, mo
żemy zatem obrócić na j p i e r w punkt Al dokoła nie r u c h o -
mego środka A o kąt -z* ., p r z e z ao dostanie się ot 

do punktu ~f , potem zaś przesunąć punkt / o odcinek 
iMl -OL- . Różnica z ey k i o idą zwyczajną pole-
ga j e d y n i e na tern, że przesunięcie w k i e r u n k u pro
s t e j p n i o j e s t t e r a z równe wyprostowanemu łukowi 

- j - opisanemu p r z e z ten punkt na k o l e ; j e s t 
ono mniejsze d l a c y k l o i d y s k u r c z o n e j , większe d l a wy*« 
ciągniętej. Prowadząc tedy p r z e z punkty T^ JT' 

Itiy o d c i n k i równe i równoległe sięoiwom O-f^ 
OZj 09 ; «... otrzymamy punkty Mt j M^j Af$}.... 

c y k l o i d y .skurozonej l u b wyciągniętej. Podobnie j a k po-
p r z e d n i o , prostopadło do normalnych JL f^p ^ 

Ul Al i w punktach Aln AfL } &j}*»> będą s t y c s -
nemi. Ewoluta c y k l o i d y skurczonej l u b wyciągniętej nie 
j e s t bynajmniej c y k l o i d a ; wyznaczenie środków krzywizn 
byłoby t u t a j z nacznie t r u d n i e j s z e . Obie c y k l o i d y po
siadają wierzchołki w punktaoh Al p Af^j Af*j i t.A* 
C y k l o i d a skurczona p o s i a d a posatem punkty podwójne fij 

0 .... lożąoo na promieniach A O , Ą O* , . . . T ; 

c y k l o i d a wyciągnięta p o s i a d a natomiast punkty p r z e g i ^ 
o i a , o czem się łatwo przekonać zważywszy, iż normal#f 
dwa r a z y w c z a s i e jednege e&*©tu~koła tworzącego S f l i ^ 
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a i a zwrot swojego o b r o t u , wtedy mianowicie, gdy równo
legła do n i e j z punktu O wyprowadzona s t a j e się sty-
ozną do koła m . Tyleż więc razy zmienić się musi 
zwrot o b r o t u s t y c z n e j , co za każdym razem spowoduje 
p-owstanie punktu przegięcia /§ 206/. 

§ 212. B p i c y k l o i d y i b y p o c y k l o i d y . Gdy koło k 

t o o z y się po stałym k o l e Ht , t o punkt związany s z t y 
wno z kołem ruchomem o p i s u j e epioykloidę l u b hypocykio-
idę, zależnie od tego,czy koła/$ i 7t, są st y c z n e ze
wnętrznie l u b wewnętrznie; każda z t y c h krzywych może 
być zwyczajną, skurczoną lub wyciągniętą zależnie od 
tego czy punkt opisujący leży na okręgu, na zewnątrz 
l u b wewnątrz toczącego się koła. Między temi krzywemi, 
a c y k l o i d a m i i s t n i e j e daleko idąca a n a l o g j a . W szczegół 
ności zauważmy, że ewoluta e p i - lub h y p o c y k l o i d y 
zwyczajnej j e s t spółśrodkową i podobną e p i -* l u b 
hypocykloidą. Opierając się na t e j własności można z 
łatwością wykreślić t e krzywe. Na r y s . 412 p r z e d s t a w i o 
no jeden zw-j e p i c y k l o i d y zwyczajnej w tym założeniu, 
że promień tworzącego koła j e s t czwartą częścią p r o -
mi e n i a koła ki e r o w n i c z e g o . 

% 213. E l i p s a jako hypocykloidą. T w i e r d z e n i a . Gdy 
W A M ^ * * * * ' mmmm — mm w;4wiw mm mmt mi»+* mm mm — •• mm mm mm mm*m mm mm 'mmmm mm — — — • - » mmmm mmmmm* 

koło O' o"promieniu r- t o c z y się wewnątrz, koła O o 

p r o m i e n i u £r~ , to każdy punkt należący do okręgu koła 
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O opi su-
je średnicę 

W c z a s i e j o d -
aego zupełne-
go o b r o t u ko
ła każdy 
punkt ^ / j e 
go okręgu r a z 
i t y l k o r a z 
j e e t punktem 
zetknięcia 
obu kół /Rys. 
413/. Od tego 
położenia roz-
poczniemy ba
danie krzywej 
którą o p i s u j e 
punkt 
Punkt t e n 
j e s t obdarzo
ny dwoma r u 
chami obroto-
wemi o 
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przeciwnych zwro
tach; dokoła środ^ 
ka O' i dokoła 
środka O .Ponie
waż obwód koła O 
j e s t dwa razy 
mniejszy od ob
wodu koła O ' , 
więc szybkość 
obrotowa punktu 
M dokoła O' 

j e s t dwa razy większa niż jego szybkość obrotowa dokoła 
O . Nowo położenie jakiekolwiek Mt punktu A1 

może być przeto znaleziono,.w t a k i sposób: Obróćmy 
punkt dokoła O' ó kąt jakikolwiek ,poczem 
obróćmy go w przeciwną stronę dokoła V o kąt °C ; 
j e s t ocżywistem, że po wykonaniu t y c h dwóch obrotów 
punkt pozostanie na średnicy OM . 

Twierdzenie. Gdy koło O o promieniu toczy 
się wewnątrz koła O o promieniu Z *~ , to każdy 
punkt sztywno związany z kołem O' opisuj© elipsę spół-
środkową z kołem . Punkt "M sztywno związany z 
kołem. O- /Rys.414/ połączmy ze środkiem tego koła i 
niechaj prosta 0'M przetnie koło O w punktach P 



- 604 -

Rys. 4i4. 

i Q . Przy to
czeniu się kołac9' 
wewnątrz koła O 
punkt P na zasa
dzie powyższego 
twierdzenia, o p i 
suje prostą OP; 
na t e j samej za
sadzie punkt O, 

opisuje prostą 
OQ . Ponie

waż prosta Op 
i OQ są wza-

, jako sztywno swiąza-jemnie prostopadłe, a punkt Al 
ny z kołem 0; ,jest stałym punktem średnicy PQ 
więc ten punkt .opisuje elipsę o osiach OP i OQ 
których długości są Z HP7 ~1 ZM 0. 

I samej rzeczy, punkt opisujący Al j e s t stałym 
punktem p r o s t e j , której dwa inne stałe punkty p i 
Q ślizgają się po ramionach kąta prostego POQ_. 

§ 214. Wyznaczenie o s i elipsy,. Połączmy punkt Af 
ze środkiem e l i p s y O i znajdźmy średnicę sprzężoną 
ze średnicą On /Rys.415/. W tym c e l u zauważmy, że 
normalna do każdej r u l e t y przechodzi przez chwilowy 
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Ryt AlS. 

punkt zetknięcia 
krzywej tworzącej 
a krzywą kierowni
czą /§ 198/; nor
malna do e l i p s y w 
punkcie przecho
d z i tedy przez punkt 
7* zetknięcia kół 
O i O' . Otóż 

wiemy, że średnica 
sprzężona z daną 
średnicą OM 

j est równoległa 
do stycznej w punkcie M /§ 170/ a więc j e s t prosto
padła do normalnej Z punktu O spuszczamy 
tedy prostopadłą OS na MT ; OS j e s t śred
nicą sprzęloną z 0 ^ • aby wyznaczyć j e j długość, 
zauważmy, że przy toczeniu koła Oł wewnątrz koła O 
punkt S pozostaje na OS t punkt / na Q 7 . 
a odległości MS \ MT n ^ e ulegają zmianie. 
E l i p s a opisana przez punkt M powstaje więo również 
i w ten sposób, że prosta MST porusza się ślizga
jąc się punktem S po prostej OS , a punktem 7* 

po prostej 07" v 
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Aby więc znaleźć koniec N średnicy 06 , t r z e 
ba wykreślić prostą M$7~ w takim położeniu, żeby 
punkt T upadł na O , wtedy punkt M zajmie szuka
ne^ położenie A/ . Odmierzając więc na prostej OS 
o d c i n k i ONmON, *°-MT wyznaczymy średnicę A,Vt 

sprzężoną z MN, . 

Hawzajom, wykonując te same wykreślenie w porządki 
odwrotnym rozwiążemy zadanie: 

Mając dwie średnice sprzężone MM, i A/N, wy-
w » - - ~ — o * * * " n u r • m r ' i i ł n III i m mu i.ij II i'H — — _ —JI M m J » W >rf w .. m ..IJ. . ... _•• 

kreślić osie e l i p s y . 
Z końca średnicy 

spuszczamy 
prostopadłą na średnicę A/N, i odmierzamy na-tej pro
stopadłej od punktu Af w jedną lub drugą stronę 

zakreślamy koło jak na średnicy i 
środek tego koła O łączymy z /V . Meehaj prosta 
OM przecina koło O w punktach P i <? ; odmierza
jąc na prostych. OQ. i odc i n k i <?// =* O/f, 'MP 

i (9-3 -OB, -Af Q. otrzymamy osie e l i p s y A/f't \ 

§ 215. SrCdki krzywizny e l i p s y w j e j wierzchoł-
kachT^wIerdzenie. Normalna do elipay w j e j punkcie 
jakimkolwiek " T T przecina osie e l i p s y w t a k i c h punk
tach , że: AtH_ a * 
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p 

/ 
/ 

/ 
7 

% l 1 Rys. 4-1 j. 

>OMETHJA frZRESlKA wr.&6 

.Si sok e l i p 
sa będzie opisaną 
px£ea punkt M 

sztywno wiązany 
z kołem O* , to
czącym się we
wnątrz dwa razy 
większego koła 
0. /Rya.418/ 

•*** Wyznaczmy o s i e , 
łącząc O'/* i 
prowadząc OP 
i . Prosta 

będzie nor
malną do e l i p s y 
w punkcie 
Oznaczmy l i t e r a 
mi H i L 

punkty, w których 
^ t a normalna prze
c i n a osie OP i 

OQ , f r z e b a 
dowiaśó, że; 

Arkusz 39-ty. 
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(.4 

MH M ALP*, 
ML MGL*-' 

Zauważmy, że czworo
kąt O PT O. j e s t 
prostokątem, tak ae 
07/ PK . Po l a 

trójkątów MHP i 
M L P o wspólnym 

wierzchołku P , i 
podstawach ^A' i 

leżących na 
t e j samej p r o s t e j , 
mają się jak te pod

amy MH% A MHP 
ML ~ A MLP 

Ale trójkąt MLP j e s t równoważny z trójka
ch MTCi , "tak ae-

ML A Mrą / /aŁ J 

Ha twierdzeniu tern oparte j e s t wykreślanie 
środków krzywizny w wierzchołkach e l i p s y /Eys 0418/. 

Znajdźmy najpierw środek krzywitny w wierz
chołku fl . J e s t to t a k i punkt osi ̂  n , w którym 
ją przecina normalna e l i p s y w punkcie nieskończenie 
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b l i s k i m punktu A \ otóż t a normalna, jak każda i n 
na, przecina osis AA \3Q' w t a k i c h punktach K 
i L ,ż*:d* = £- •; ale AL 9 A O * a. ; 

AL OL\ 

Szukająo środka krzywizny H, w wierzchołku-B3 

i d z i e m y : BM, m a / s B L * & 0 mJ) . 
1 Mm-

Punkty H iM, znajdziemy w przecięciu obu o s i 
z prostopadłą spuszczoną n& cięciwę ĄB z punktu C 

w" którym się przecinają styczne w wierzchołkach A 

i 3 ; W samej rzeczy, z trójkątów podobnych A&B 

i CAH mamy; jjK \ OB ±H s A; AM S 
AO QĄ h OL OL 

z trójkątów zaś A OS C C&R, L 

* OŚ ' ST J T >, ' 
Wyznaczywszy punkty H \ Ht symetryczne z pun-

ktami H \ H, względem o s i ĄĄ i BB4 i wykreśliw
szy cztery koła krzywizny, możemy w w i e l u razach 
obejść się bez innych punktów lub stycznych e l i p s y . 

B o o n A Ł XVII 
m> — w — — ^— — — . — ^ • M r - - „, . , , ^ » » 

KRZTTE SKOŚNE. 

I 216. Krzywa skośna jekb miejsce poruszającego się 
punktu Nazywamy krzywą skośną albo wichrowata. mię.;-
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HOi geometryczne poruszającego aię według pewnego prawd 
punktu, o którym wtedy mówimy, że opisuje tę krzywą. , 
Styczną do krzywej skośnej h w *danym j e j punkcie A 

nazywamy granicą położenia prostej łączącej punkt A z 
innym punktem S krzywej, gdy -3 zbliża się nieogra' 
uleżenie do A , punkt A nazyuą się punktem z e t k n i e 
c i a stycznej ^ z krzywą A . Może się zdarzyć, że 
punkt T opisujący krzywą A p r z e j d z i e więcej niż 
raz jeden przez pewien punkt -0 » krzywa będzie miała 
wtedy więcej niż jedną styczną w tym punkcie; punkt t s | 
nazywamy podwójnym, potrójnym - wogóle ^ -krotnym puflj 
tani krzywej skośnej /< 

Rzut krzywej skośnej /< z dowolnego punktu na 'dc 
wolną płaszczyznę jest oczywiście krzywą płaską ' ; 
rzut stycznej t w punkcie ^ krzywej A j e s t styc* 
ną t w punkcie krzywej k . Szut punktu podwój^ 
go krzywej skośnej A j e s t punktem podwójnym krzywej 
płaskiej A' ; nie każdy jednak punkt podwójny krzywej 

A j e s t rzutem punktu podwójnego krzywoj A •„ pun$ 
podwójny i wogóle - krotny powstanie na krzywej ̂  
zawsze wtedy, jeżeli promień rzueująoy przecina dwa 1** 
wogóle razy krzywą A 

+ $ 
Każda płaszczv/na przechodząca przez styczną L ' 

żywa się płaszczyzną styczną krzywej skośnej K 
Płaszczyzna styczna ma zatem z krzywą /< przynaji^j 
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dwa nieskończenie b l i s k i a puakty wspólne. Śród płasz
c z y z n s t y c z n y c h w każdym -punkcie krzywej je3t jednak 
t a k a , która ma z krzywą 3 punkty nieskończenie 
b l i s k i e wspólneo Przez styczną t i p r z e z punkt C 

krzywej k poprowadźay płaszczyzno i jeżeli punkt C 

będzie się zbliżał n i e o g r a n i c z e n i e do p u n k t u j w któ
rym t j e s t s t y c z n a do k , t o położenie płaszczyz
ny t C dążyć będzie do pewnej płaszczyzry T ,zwa
nej płaszczyzną soiśle etyczną, która z krzywą k 

będzie miała prz y n a j m n i e j t r z y punkty nieskończenie 
b l i s k i e wspólne. 

Płaszczyzną ściśle etyczną w punkcie fi krzywej 
skośnej k nazywamy granicę położenia płaszczyzny 
przechodzącej p r z e z Ą i dwa inne punkty 3" i Ć 

k r z y w e j ; gdy oba t e punkty n i e o g r a n i o z e n i e zbliżać 
się będą do punktu Ą 

Możemy t e r a s sobio wyobrazić powstanie krzywe jA. 
w sposób następujący. Punkt * porusza się po p r o -
s t e j t , podczas gdy t a p r o s t a obraca się w płasz
czyźnie T dokoła punktu 7" , a płaszozyzna T do
koła p r o s t e j t . Jeżeli w pewnym punkcie '~Ą , pod
czas gdy punjct T opisujący krzywą przezeń przecho
d z i , n i e zmienia się żaden ze zwrotów t y c h t r z e c h 
ruchów, t o punkt fi nazywamy punktem zwyczajnym i r r z y -
wej. Jeżeli punkt T w pewnym punkcie /? zmienia na 
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p r o s t e j t zwrot swego ruohu, pędezas gdy a n i prosta 

t a n i płaszczy zna T n i e zmienia zwrotu swego ob
r o t u , to punkt R nazywa s i e punktem swrotu; jeżeli 
p r o s t a t doszedłszy do pewnego położenia i zmie
n i a zwrot swego obrotu dokoła punktu T , podozas 
gdy ani punkt 7" nie zmienia zwrotu swego ruchu na 
prost e j t , ani płaszczyzna T zwrotu swego obrotu 
dokoła prostej t , to prosta o nazywa sią styczną 
przegięo5.£v, a j e j punkt zetknięcia / z krzywą Ą 
punktem przegięcia. Gdy wreszcie w pewnym położeniu 
R, płaszczyzna T doznaje zmiany zwrotu swego 

obrotu dokoła prostej t , podczas gdy zarówno punk* 
T , jak rpoata t , zachowują zwrot dotychczaso

wego ruohu, to płaszczyzna R nazywa się płaszczyzn.4* 
zwrotu. 
§ 217 Krzywizna i skręcenie krzywych skośnych, 
7.~powyższego wynika, że wszystkie własności krzywej 
k w pobl iżu danego j e j punktu A muszą zależeć o& 

dwóch wielkości: od i l o r a z u szybkości obrotu prostej 
t prze_ szybkość punktu T , c z y l i krzywizny X i 

od i l o r a z u szybkości obrotu płaszczyzny T przez szft 

kość punktu T" , c z y l i od skręcenia T w tym punkci" 
krzywej. "Ujmiemy te określenia nieco ściślej. 

Podobnie jak dla krzywych płaskich /? 207/ na-
awiamy kiv,y wisną_średnią krzywoj li między punktem fĄ 



- 613 -

ezajnyia A i punktem jakimkolwiek A,t i l o r a z 

gdzie 9 j e s t długością wyprostowanego łuku A At , 

a ¥ - kątem stycznych t i t, w tych punktach. 
Gdy punkt /fy zbliżać się będzie nieograniczenie do 
punktu A , to łuk $ będzie malał nieograniczenie„ 
jednocześnie a t o l i maleć będzie nieograniczenie kąt 

Y , który j e s t funkcją łuku 5 .-. Krzywizną rze
czywistą krzywej k w punkcie A nazywa się gr a n i -
ca i l o r a z u , gdy S du&y do zerłi, c z y l i : 

Mieskońcueuie malejący luk cCs nazywamy elemen
tem krzywej skośnej Ti ; zależny od niego niekończe 
nie malejący kąt cl <f nazywamy &ątem styczności. Po 
donnie jak d l a krzywych płaskich, krzywizna w punk
c i e A krzywej skośnej k j e s t to i l o r a z kąta stycz 
no s o i przez odpowiadający mu element krzywe; w pur-k-
o i o n . W punkcie zwrotu R i ds *o; k»o~ ; 

w punkcie przegięcia / < ł f * 0 ; T" . 

Skróceniem średniem krzywej skośnej h pomię
dzy punktem zwyczajnym A i punktem jakimkolwiek 
At nazywamy i l o r a z 

gdzie $ , jak poprzednio,jest długością wyprosto-

i 
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wanego łuku A A, , a O j e s t kątem płaszczyzn ścisłe 
styczny aa w puaktaoh A i A, . Gdy łuk s maleć b i 
dzie ni©ograniocenie* t o zależny od niego kąt # t a * 
niez maleć b o d z i e n i e o g r a n i e z e n i e . - Skręceniem rzeczy-
wistem w pun k c i e S nazywamy granicę i l o r a z u -jr", 
gdy s" dą$y do z e r a , c z y l i 

r* = ig. 
Uieskończenie malejący kąt d& nazywamy kątem 

skręcenia; możemy tedy określić skręcenie Z~ k r z y -
wej k w punkcie /7 j a k o i l o r a z kąta skręcenia 
preos element krzywej' w punkcie A • • 

P r a c i . t r z y punkty fi* & i C krzywej skośnej Ą 

wyznaczone j e s t koło, które leży w płaszczyźnie A3C; 

gdy punkty 3 i C dążyć będą n i e o g r a n i c z e a i e do 
punktu A , to płaszczyzna A SC dąży do płasz
czyzny ściśle s t y c z n e j , koło zaś ABC <jąźy ko-' 
ła kt , którego k r z y w i z n a j e s t t a sama, 
co krzywizna w punkcie A krzywej k , Koło jfea na-
ży^am^ kołem k r z y w i z n y w pun k c i e A ; jego środek 
- środkiem k r z y w i z n y , jego promień - promieniem . 

krzywiony T * j p ^ " « 
§ 213. Normalna główna i bi a o r m a l a a . Płaszczyzna 
prostopadła do stycznej"*?" w pu n k c i e / ? krzywej skoś-* 
nej k nazywa się płaszczyzną normalną a tym punkcie 
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Każda p r o s t a a t e j płaszczyźnie p r z e z punkt A p r z e 
chodząca ansywa się normalną. Śród n i c h dwie są 
szczególnie ważne. Jedna- n. leżąca w płaszczyźnie 
ściśle s t y c z n e j nazywa się normalną głównąi na n i e j 
t o leży środek k r z y w i z n y ; druga ® , prostopadła do 
płaszczyzny ściśle s t y c z n e j nazywa się binormalną . 
Trzy p r o s t e : t,V- i i są wzajemnie p r o s t o p a d l e 
i tworzą układ prostokątny spółrse&nych, s$<oźSgdlnie 
dogodny do badania własności krzywej w pobliżu punktu 
A . Płaszczyzna, 4̂  j e s t śo^śle styczną .płasz

czy zna normalną, .płaszczyzna &t nazywa się 
płaszczyzną rektyfikacyjną. 

Rzut krzywej ~T< na płaszczyznę śoiśle styczną 
j e s t krzywą o t e j samej k r z y w i e n i e w punkcie n ; J 

r z u t krzywej /< na płaszczyznę normalną j e s t krzywą 
d l a której punkt A j e s t punktem zwrot n i r a u t k r z y 
wej k na płaszczyznę rektyfikacyjną j e s t krzywą, 
d l a której punkt ^ j e s t punktom przegięcia. 
f_2ł2-i Pow i e r z c h n i e r e z w i j a l n e . Powierzchnią p r o s t o -
kreólaą nazywamy mie j s c e geometryczne p r o s t e j ? po
ruszającej się według pewnego prawa. Poszczególne po
łożenia p r o s t e j t nazywają się tworzącemi powierach 
n i p r o s t o k r e t i l n e j .- Powierzchnie p r o s t określne d z i e 
l i m y na pow i e r z c h n i o r o z w i j a l n e / np. stożki i wal-
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ee/ i skośne, ożyli wichrowate /np, h y p e r b o l o i d j o d -
. nopowłokowy i p a r a b o l o i d h y p e r b o l i c z n y . § 204/. 

P o w i e r z c h n i a p r o s t o kres Ina nazywa się rożwijainą 
jeżeli j e j tworzące są styczne do krzywej s i e n n e j ka 

która nazywa się krawędzią zwrotu powierzchni r o z -
w i j a l n e j . Weźmy na krzywej skośnej K / Rys. 419 / 

następstwo punktów 
fi jĄt J Av) fil i 

połąozmy punkty A i 
fil .i fig i A\$ 

A, i 9 - - ' ' 
p r o s t e m i <X , 0 0 ' •> 

j . — ; każda 
z t y c h p r o s t y c h prze** 
Oina poprzednią i 
następną. Kąty /eta,/, 

/ a t a K / , / o ^ a 3 / 
-« będą miały tę 
własność, że każdy 

Rys. 419. 
z n i c h ma z poprzed
nim i z następnym 
jedno ramię wspólne. 

Obróćmy płaszczyznę /<*<*>/ dokoła CL, tak,żeby t a płas# 
czyzna przystała do płaszczyzny kąta /. <*,**.«./ w t e n 
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sposób tr z y proste ct-jCt, i <x^ ( leżeć będą w jednoj 
płaszczyźnie; obróćmy następnie tę płaszczyznę' do
koła tak, żeby przystała do płaszczyzny kąta / 
IćLiJ2h/ , w ten sposób oztery proste: OL y CL, J CL^ia* 

Joędą leżały w jednej płaszczyźnie; obracając ją dokoła 
^ c t 3 do p r z y s t a n i a z płaszczyzną / «-s ^-y / 
otrzymamy 5 prostych.: CL- 3 <x, j « ^ j ̂  i <a.y w jednej 
płaszo_yźrie i tak postępujmy d a l e j \ dopóki wazyst-ie 
proste nie będą leżały w jednej płaszczy-ni a. 0 poi 

wierzchni wislcśoienii.ej. ... mówimy 
wtedy ., ze -została rozwinięta «Fe.żeli l i c z b a punk
tów A j fl, > At, *~a krzywej h zwię
kszać si§ .będzie nieograniczenie, podczas gdy i c h od
ległości Afiii,. At AL , A^Ai maleć* 
będą n i eogr anie zenie, to proste OL 9 CL, OL^ ... , 

zbliżać się będą do stycznych "t 3 t, f ~£^> ... 

a powierzchnia wielościenna CL cut CL^ <xi ... do 
powierzchni r o z w i j a l n e j , której krawędzią zwrotu bę
dzie krzywa skośna 7< . Postępując w nieskończenie 
małemi kątami: / £t, /, / /, 

tak samo, jak postępowaliśmy z kątami / CLCL, /. 
/ / , / ĆL3 /j ... można będzie 
"rozwinąć" powierzchnię rozwijalną krzywej ?C 

Powierzchnia rozwijalną krzywej skośnej skrada się 
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* dwóch powłofc, s t y c z n y c h wzajemnie we w s z y s t k i c h 
punktach krawędzi zwrotn. W samej r z e c z y , przecięcie 
t e j p o w i e r z c h n i jakąkolwiek płaszczyzną n i e przecho
dzącą p r z e z żadną z tworzących j e s t krzywą płaską, 
posiadającą w punkcie przecięcia z krzywą skośną 
punkt zwrotu I r o d z a j u . Stąd nazwa: krawędź zwrotu, 
którą dajemy krzywej skośnej. 

P r z e z rozwinięcie p o w i e r z c h n i w i e l i ściennej 
cc cc, CL^ ccz . ... żaden z odcinków A/ł, * 

*ft R%, J j * * - • a n i żaden z kątów 
feLCL, / , / OL^/ j /^a-i/; • n i e uległ 
oozywiśoie z m i a n i e . Podobnież przer, rozwinięcie po
w i e r z c h n i r o z w i j a l n e j żaden z elementów, a n i żaden 
z kątów styczności krzywej skośnej n i e doznał zmia
ny; krzywa skośna p r z e z t a k i e rozwinięcie przekształ
c a się p r z e t o na krzywą płaską o t e j samej długości 
i t e j samej krzywiśnie w każdym z j e j punktów. Jedy
n i e skręcenie stało się d l a w s z y s t k i c h j e j punktów 
równem zer u * 

Jako p o w i e r z c h n i e r o z w i j a l n e powszechnie znane 
przytoczyć możemy stożki i walce) krawędź zwrotu r e 
dukuje się w t y c h p o w i e r z c h n i a c h do punktu właści
wego d l a stożków, niewłaściwego d l a walców. 

Jeżeli z dowolnego punktu i wyprowadzimy rów-



- 619 -.. 

noległe do stycznych "t tt , , . * krzywej 
skośnej f< , to to utworzymy powierzchnię, ktćra 
się nazywa stożkiem kierunkowym krzywej k. . Płaszczyz-
ny ©tyczne do tego stożka są równoległe do płaszczyzn 
ściśle stycznych krzywej skośnej. Stożek kierunkowy 
krzywych płaskich redukuje się do płaszczyzny. 

Powstanie krzywej skośnej możemy w inny teraz ro
zumieć" sposób. JNiacaaj płaszczyzna T porusza się 
według pewnego prawa; prosta przecięcia dwóch położeń 
A i B poruszającej się płaszczyzny dąży do pew

nej granicy t t g#y położenie B abliża się nieogra 
uleżenie do -A ; granicą tą j e s t tworząca powierzch
n i r o z w i j a l n e j . Punkt przecięcia trz e c h położeń , 
.B i C poruszającej się płaszczyzny dąży rów

nież do pewnej granicy T gdy położenia B i C 
zbliżają się nieograniczenie do JL ; granicą tą j e s t 
punkt krawędzi zwrotu 7~ . 

Fowierzchnie rezwij&lne są figurami wzajomnemi 
względem krzywych skośnych. Fodcaas gdy krzywą skoś
ną uważamy miejsce poruszającego się punktu, po
wierzchnię rozwijalną uważamy sa obwiednię porueaa> 
jącei się płaszczyzny; stycznym krzywej skośnej od
nów-' adają tworzące powier.schui r o s w i j a l n e j ; płasz
czy aom ściśle stycznym krzywych skośnych odpowiadają 
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punkty krawędzi zwrotu powierzehni rozwijalne j , 

§ 220. Łinja śrubdwa. iMajprost3zym przykładem 
krzywej skośnej j e s t łinja śrubowa. 

Niech będzie walec obrotowej 5 o o s i 00 1 

kierownicy A i promieniu T~ /rys.431/. Isdłuż two
rzącej AB poprowadźmy płaszczyznę styczną *S>0 

t . j . poprowadźmy płaszczyznę przez AB i przez 
styczną ko do kierownicy /< w punkcie >*? . Po
prowadźmy przez punkt Ą w płaszczyźnie S 0 prostą 

nachyloną dó ko pod kątem °C , poczem 
',nawińmy,, płaszczyznę 3 0 na pov;ierzchnię walca; 
podczas gdy ko nawinie się na kierownicę K , pro-
s t a $o nawinie się na powierzchnię walca, tworząc 
krzywą skośną, którą nazwiemy linją śrubową. L i n j a 
śrubowa j e s t to więo krzywa leżąca na powierzchni 
walca obrotowego, która po rozwinięciu powierzchni 
przekształca się na prostą.- Powstanie l i n j i śrubo
wej można rozumieć jeszcze i n a c z e j . Niechaj płasz
czyzna S o wraz z wykreśloną na n i e j prostą $ 0 

toczy się po powierzohni walca bez poślizgu, wtedy 
SQ ' j e s t styczną do powierzchni walca w coraz 

to nowym punkcie: miejsce geometryczne tych punktów 
zetknięcia na powierzchni walca j e s t linją śrubową. 
Gdy So toczy się po $.j 7<a toczy się po /t, 
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a $o po *% przy tera j e s t woiąż styczną do 
a Ś«do $ ; punkt ^ kreśli w płaszczyźnie nie** 
równicy ewolwenty koła / § 209'/. : 

leźmy na $o punkt j a k i k o l w i e k . , które
go rzutem na k» niechaj będzie punkt /? ; gdy 

$o tocząc się po powierzchni walca obróci aię 
o kąt P , którego wyprostowany łuk na kierownicy 

to y Po przystanie do P a fę do 
r .-W tam położeniu prosta będzie styczna do 
^ w punkcie P ; długość j e j między punktami P i 
/?' będzie równa Pa fif , rzut j e j A'p' -
~ APj * j r . • Nachylenie stycznej do 

płaszczyzny kierownioy pozostanie równem o( ; kąt^f 
nazywa się spadkiem l i n j i śrubowej. Odcinek /? -
- T Z trój kąta /9P*Pa':Z «>fó/^tt* 
•s.y(p"i^yi sr°'y'^0^ ; t . j . wzniesienie Z. j e s t pro
porcjonalne do kąta obrotu <f . Bspółczynnik propor
cjonalności A o ^-y^^oc. • nazywa się parame
trem l i n j i śrubowej, j e s t to wartość stałego stosunku 

3 . , Na zasadzie powyższego możemy określić 
linję śrubową jako miejsce geometryczne punktu poru
szającego się ruchem jednostajnym na prostej Z. 
podczas gdy Z. ruchem jednostajnym obraca się dokoła 
równoległej do n i e j prostej 0 0 ' , Parametr ko 
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j e s t stosunkiem tych dwóoh szybkości j e d n o s t a j n y c h . 
Gdy kąt ^ s t a n i e aię równym » t o punkt P 

z n a j d z i e się na tworzącej AS w punkoie Ąt . 

Odcinek A j e s t przocuaięoiem w k i e r u n 
ku o s i odpowiadającym oałemu o b r o t o w i ; A-nazywa s'xę 
skokiem l i n j i śrubowej. Z równania 
mamyT"kładąo y • h * h a . s l E ą d 

A d

 a A d l a t e g o to A d nazywa się też 
zredukowanym skokiem l i n j i śrubowej. 

P r z e z skok i spadek l i n j a śrubowa ni© j e s t j e s z -
oze całkowicie wyznaczona, odróżniamy bowiem l i n j e 
śrubowe prawo i lewo skrętne. L i n j a śrubowa nazywa 
się prawoskrętną, jeżeli d l a widza umieszczonego 
wzdłuż o s i walca punkt P. posuwając się ku dołowi 
obraca się w kierunku ska&ówki zegara; * przeciwnym 
r a z i e j e s t lewoskrętha. 

Płaszczyzna ściśle styczna w ptakcie P l i n j i 
śrubowej jest nachylona pod kątom K do płaszczyzny 
kierownicy. W samej rzeczy utwórzmy stożek kierunkowy 
l i n j i śrubowej; w tym c e l u a &ovrclnygo punktu p r z e 
s t r z e n i należy wyprowadzić rÓwn< l e g i 3 do j e j s t y c z 
nych; ponieważ zaś -wszystkie styczna są nachylono 
pod tym samym kątem K dc płaoirzysŁy Jderownicy wal 
c a , więc te równoległe utworzą stożek obrotowy. Kie 
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rpwnicą tego stożka będzie k i e r o w n i c a samego walca 
jeżeli wierzchołek stożka H obierzemy m o s i w od
ległości Trtgoc * A

a
 od płaszczyzny kierownicy. Płasz-

czyzny styczne do tego stożka, nachylone do płaszczyz
ny k i e r o w n i c y pod kątem °C są równoległe do płasz
cz y z n ściśle s t y c z n y c h l i n j i śrubowej /§ 219/. Jeżeli 
tedy p r z e z styczną S0 przeprowadzimy płaszczyznę p r o 
stopadłą do $ o a więc nachyloną do płaszczyzny k i e 
r ownicy pod kątem oc f to będzie to płaszczyzna ści
śle s t y c z n a w punkeie P . Prostopadła do $0 leżąca 
w t e j płaszczyźnie, c z y l i normalna główna w punkcie Z 0 

musi zatem przecinać oś.i być do n i e j prostopadłą. Na 
t e j normalnej głównej leży środek krzywizny O. d l a 
punktu P ; aby wyznaczyć promień krzywizny, zauważmy^ 
że krzywizna l i n j i śrubowej w punkcie P , musi być t a 
sama, co krzywiz n a przecięcia walca płaszczyzną ściśle 
styczną, albowiem t e dwie krzywe mają prócz punktu * 
j e s z c z e dwa nieskończenie mu b l i s k i e punkty wspólne. 
Otóż przecięciem walca tą płaszczyzną będzie e l i p s a , 
d l a której punkt p j e s t wierzchołkiem małej o s i ; 
oznaczając przez OL i /> półosie e l i p s y i zważywszy, 
że c c * ^ i ~ ' i znajdziemy promień krzyw i z n y 

S • S —-—. « Z A . . * * / 
GEOMBTRJA WIKRESLNA Nr.86 

Arkusz 40-sty-
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l i n j i śrubowej j e s t preeto wielkością stała. Własność' 
tę d z i e l i linąa śrubowa z kołem i prostą, które z r e s z 
tą mogą być uważane z a p r z y p a d k i szczególne l i n j i śru
bowej gdy w z g l . 

Środki krzywizny l i n j i śrubowej leżą na i n n e j l i n 
j i śrubowej * zwanej wzajemna; o tym aamym skoku, 
k r z y w i ż*nie i skręcie, a l e o różnym promieniu i 8pad-

ku. Aby wyznaczyć 
promień" krz y w i z n y 
§ l i n j i śrubowej s 
w j e j punkcie P 

kreślimy trójkąt 
proatokątny AHR . 

Ay»--ł*1- /Bya,42V, którego 
pr z y p r o s t okątna 
a kąt do n i e j p r z y 
legły ĄĄH * * ; 

wtedy ftftsź^ ; budując na >VA trójkąt 
prostokątny z tym samym kątem przyległym f* o t r z y 
mamy RRt *HR:«>iK ~£pci^<Ś . Odcinek 

A K
t
 - 'yj ; j e a t promieniem walca\ na którym 

leży l i n j a śrubowa wzajemna t , a kąt /7 H * 

•i °S/>9.ijr * j j e s t j e j spadkiem; wyznaczając 
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w ten sam sposób promień krzywizny ~ " 
te i drugiej l i n j i śrubowej znajdziemy ten sam co po-
przednio odcinek fiR,sS * G <Ły * *y 

~v~ : l i n j e śrubowe wzajemne są wtedy równe 
i symetryczne względem wspólnej o s i . 

Styczne S0 do l i n j i śrubowej $ tworzą po
wierzchnie r o z w i j a l n a . której krawędzią zwrotu j e s t 

Przecięcie t e j powierzchni płaszczyzną kierow
n i c y t . j . jakąkolwiek płaszczyzną prostopadłą db o s i 
j e s t ewolwenta koła. Punkt A j e s t tym punktem ewol
wenty, z którego wychodzą dwie j e j gałęzie do s i e b i e 
styczne: j e s t to punkt zwrotu. Na średnicy A O l e 
ży nieskończenie wiele punktów podwójnych ewolwenty 
/§ 209/. Gdy przetniemy powierzchnię r o z w i j a l n a pro
stopadle do oei na wysokości £. od płaszczyzny k i e 
rownicy, to otrzymamy w przecięciu tę samą ewolwentę 
koła, a l e obróconą o kąt ^ 5 5 „ Punkt zwrotu 
A oraz punkty podwójne Z)/ j &t j - - • • zakre
ślają więcej l i n j e śrubowe o tym samym skoku h. . Miej 
sce geometryczne punktu zwrotu stanowi linję śrubową 
daną; ponieważ w każdym punkcie podwójnym ewolwenty 
koła, przecinają się dwie tworzące powierzchni rozwi-
j a l n e j , więc miejsce geometryczne każdego punktu pod
wójnego j e s t linją samoprzenikania t e j powierzchni. 



Ha p o w i e r z c h n i r o z w i j a l n e j l i n j i śrubowej leży z a 
tem nieskończenie w i e l e śrubowych samoprzenikania 
p o w i e r z c h n i o tym samym skoku i skręcie. 
§ 221. Zadanie. Wykreślić r z u t y prostokątne l i n j i 
śrubowej pr^woskrętnei. której oś jes t - prostopadłą 
do Pt jeżeli dane są promień walca i skok k*' . 

/Rys.433/. Rzut poziomy k l i n j i śrubowej j e s t 
kierownicą wal c a . Przypuśćmy, że l i n j a śrubowa p r z e 
b i j a Pt w punkcie O k i e r o w n i c y . Podzielmy k i e 
rownicę na dowolną ilość np. na 12 części równych 
i ponumerujmy punkty podziału poczynając od O 

w stronę przeciwną ruchowi skazćwki zegara. Ha taką 
samą ilość części równych podzielmy skok l i n j i śru
bowej odmierzony na o s i walca od punktu O" i po
numerujmy punkty podziału poczynając od tego punktu. 
Wystawiając w każdym z punktów podziału k i e r o w n i c y 
linję rzędną i prowadząc prze z odpowiedni punkt po
działu skoku równoległą do o s i rzutów, wyznaczymy 
d r u g i e r z u t y dowolnej ilości punktów l i n j i śrubowej. 
Dla wyznaczenia s t y c z n y c h w t y c h punktach wykreślmy 
ewolwentę k i e r o w n i c y , obierając punkt z w r o t u w punk
c i e O . Prowadząc w każdym z punkt ów podziału 
k i e r o w n i c y styczną do n i e j , wyznaczymy na ewolwencie 
k, punkty, które są pierwszymi śladami s t y c z n y c h 
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^do śrubowych w tych j e j punktach, które odpowiadają 
punktom podziału k i e r o w n i c y ; łącząc d r u g i e r z u t y punk
tów linji'śrubowej z drugiemi r z u t a m i odpowiednich 
p i e r w s z y c h śladów wyznaczymy d r u g i e r z u t y szukanych 
stycanyeh. 

Styczna do śrubowych w punkcie 9 j e s t równoległo 
do J J , ; kąt j e j drugiego r z u t u z osią rzutów j e s t prce 
to spadkiem «- l i n j i śrubowej. Prowadząc p r z e z rx 

równoległą do , wyznaczymy na o a i parametr AH 

l i n j i śrubowej; w samej r z e c z y : /M v * ~ ' 

Prostopadła do R/i w punkcie M wyznacza odcinek 
fih^isr} » j e s t to promieii w alca, na którym leży l i n j a 
śrubowa wzajemna L o tym samym skoku, promieniu k r z y 
wizny i skręcie. Odcinek /v/?»jest promieniem krzywizny 
obu t y c h l i n j i śrubowych. 

S 222. Zadanie. Wykreślić r z u t y punktu p l i n i i śruuo-
we.i prawo skrętne j o o s i prostopadłej do . oraz 
r z u t y s t y c z n e j w tym punkcie, jeżeli dane sa v~, fej- i 

¥ /Rys 421/. Przypuśćmy znowu, Ze punkt, w 
którym l i n j a śrubowa p r z e b i j a P* j e s t punktem kiero w 
n i c y najbliższym o s i A . Odmierzmy w atronę p r z e c i w 
ną ruchowi skazówki zegara kąt <f 9 którego jednym 
ramieniem j e s t Ą O' ; punkt P* , w którym d r u g i e 
ramię tego kąta p r z e c i n a kierownicę, będzie pie r w 
szym rzutem punktu P . W punkcie P' poprowadźmy 
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styczną do k i e r o w n i c y ; odmierzmy na n i e j PT-

*?*y ; punkt 7 " . j e s t pierwszym śladem s t y c z n e j 
do śrubowej w punkcie P . Aby wyznaczyć wysokość * 
punktu P odmierzmy na o s i A od punktu *S od
c i n e k y$? ; druga przyprostokątna trójkąta p r o s t o 
kątnego, którego jedna przyprostokątna * ^ } ? 
a kąt do n i e j przyległy j e s t oc J będzie równa szuka-
n e j wysokości. Łącząc punkt / z / , otrzymamy 
d r u g i r z u t t ' s t y c z n e j ~£ . 

Ra mocy powyższego wykreślenia znajdziemy łatwo 
równanie drugiego r z u t u & l i n j i śrubowej . Ob
rawszy za. o s i e spółrzędnych pres t e z. i X , mamy 
dl a punktu P"/Z,x/\ X*P'Q'~ r. sl<n</> j , 

; z trójkątów zaś podobnych: 
ittytyjr 8 K Ą D Ł = h, f ;• 

Rugując Y t otrzymamy: " P ^ - s i n ^ ^ ; j e s t to 
równanie s i n u s o i d y . Rzutem prostokątnym l i n j i śrubo
wej na płaszczyznę równoległa do o s i j e s t s i a s o i d a . 

Można stwierdzić łatwo, że rzutem równoległym 
ukośnym l i n j i śrubowej na płaszczyznę k i e r o w n i c y , t j . 
na płaszczyznę protsopadłą do o s i walce j e s t cykloida,* 
W samej r z e c z y , tworzenie l i n j i śrubowej możemy r o 
zumieć w t e n sposób,że punkt P porusza się z szyb
kością stałą, na okręgu koła % t podczas gdy płasz-
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czyzna tego koła przesuną się również z szybkością 
stałą w k i e r u n k u do t e j płaszczyzny prostopadłym. 
Jeżeli rzucimy ukośnie punkt ruchomy P na płaszczy
znę JP, , to jego r z u t P0 będzie w płaszczyźnie 
P i wykonywał jednocześnie dwa ruchy j e d n o s t a j n e : 
1/ ruch na obwodzie koła 7*u które j e s t rzutem 
ukośnym koła li. z szybkością równą szybkości 
punktu Z 3 na tyra k o l e , i 2/ ruch postępowy wraz z 
kołem ko z szybkością, która j e s t rzutem szybkości 
płaszczyzny koła !<• . Jeżeli tak zakreślony przez 
punkt ru na k o l e ku j e s t w danym odstępie czasu 
równy odcinkowi, który w tym samym c z a s i e p r z e b i e 
ga środek koła, to krzywa opisana przez punkt 
j e s t c y k l o i d a zwyczajna, nastąpi to wtedy, gdy pr o 
mienie rzucające punkt P są nachylone do P i ,pod 
kątem <*. . Jeżeli n a c h y l e n i e promieni rzucających 
j e s t y< t to c y k l o i d a j e s t skurczona. jeżeli 
to n a c h y l e n i e j e s t f to c y k l o i d a j e s t w y c i a -
gnigtą.r 

Wyniki tego rozważania można wyrazie w nastę
pujący sposób: Cieniem l i n j i śrubowej na płaszczy-
czyżnle k i e r o w n i c y , rzuconymi przez promienie równo
ległe,, j e s t c y k l o i d a zwyczajna, skurczona l u b wyciąg 
n i e t a . zależnie od tego, czy n a c h y l e n i e promieni 
świetlnych do płaszczyzny k i e r o w n i c y j e s t równe. 



- 632 -
• 

większe l u b mniejsze od spadku l i n j i śrubowej-, 
§ 223. Konoida śruby i powie r z c h n i a śrubowa o ostrym 
g w i n c i e . P o w i e r z c h n i a rozwijalną l i n j i śrubowej j e s t 
przypadkiem szczególnya p o w i e r z c h n i śrubowych p r o s t o -
k r e s i n y c h , powstałych przez r u c h śrubowy p r o s t e j j a 
k i e j k o l w i e k . Ważne znaczenie praktyczne mają przede-
wszystkiem te powierzchnie prostokreślne skośne, w 
których tworząca p r z e c i n a oś / p o w i e r z c h n i e śrubowe 
zamknięte/. Jeżeli tworzące są przytem prostopadłe do 
o s i , to po w i e r z c h n i a nazywa się konoida śruby.Jeat to 
pow i e r z c h n i a utworzona przez normalną główną l i n j t 
śrubowej ; p r o s t e il , *-Ł ? ;•*>'.- /Rys.423/ są 
tworzącemi t e j p o w i e r z c h n i . Ma ona zastosowanie w śru
bach o płaskim g w i n c i e , powstającym przez ruch śrubowy 
prostokąta, którego płaszczyzna p r z e c h o d z i p r z e z oś, 
a jeden z boków j e s t do n i e j równoległy i równa się 
wysokości skoku.- Jeżeli tworząca p r z e c i n a oś pod ką
tem ostrym, to utworzona przez ruch śrubowy t e j pro 
s t e j p o w i e r z c h n i a nazywa się p o w i e r z c h n i a śrubową o 
ostrym g w i n c i e , nazwanej tak d l a t e g o , że ma ona z a s t o 
sowanie w śrubach o ostrym gwincie- Nazywamy t a k f i g u * 
r y powstałe przez ruch śrubowy trójkąta, którego płasai 
czyzn a p r z e c h o d z i przez oś, a podstawa j e s t do n i e j 
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równoległa i równa się wysokości skoku. 

Zadanie, Wykreślić rzuty prostokątne powierzchni 
śrubowej o ostrym gwincie i wyznaczyć przecięcie j e j 
ałaszczyzhg prostopadła do o s i . Oś d z i e l i powierzch
nie na dwie powłoki: górną i dolną; jeżeli oś j e s t 
pionową. Wykreślimy jednak skok dolnej powłoki po
wierzchni śrubowej o ostrym gwincie. - Niechaj oś 

CL*au" (Rys.423) będzie prostopadła do 
P i a prosta $'s* niech będzie tworzącą pc-

wierzchni równoległą do x% o nachyleniu o do 
p , • Tworząca ta przecina oś OL w punkcie /i ń 

a P , p r z e b i j a w punkcie S SF\ . &7~U n i e 
chaj będzie jednym skokiem leżącej na powierzchni 
l i n j i śrubowej; skok ten podzieliliśmy na 12 równych 
części w punktach: 1 j Zj 3 , 11 j przsz 
które prowadzimy tworzące powierzchni; tworzące te 
wyznacza na o s i OL odc i n k i O Z j Ż£ j IJL • ,%. 

— — ~L~ . . . . xj Xłi } równe /^ wysokości skoku 
»,(/, . Dla prostoty wykreślenia obraliśmy 

punkt '1 w jednym z punktów podziału wysokości 
skokuB 

Każda płaszczyzna przechodząca przez oś CL p r z e c i 
na powierzchnię według dwóch układów prostych równo -
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ległych; w t e j płaszczyźnie, która j e s t równoległa 
do JJ, , proste jednego układu są równoległe do S 

proste drugiego układu do t . Punkty przecięcia 
Dj j /)z prostych jednego układu z pros

tymi drugiego leżą na l i n j a c h śrubowych zwanych 
krawędziami samoprzenikania powierzchni; wzdłuż tych 
l i n j i powłoka górna przecina powłokę dolną powierzch
n i . - Przetnijmy powierzchnię płaszczyzną #S prosto
padłą do o s i OL . Krzywa przecięcia będzie miejscem 
geometrycznym punktów, w których tworzące przebijają 
płaszczyznę S . Otóż odległość punktu p r z e b i c i a 
płaszczyzny i S . którąkolwiek tworząca od o s i j e s t 
proporcjonalna do odległości t e j płaszczyzny od punk
t u , w którym ta tworząca przecina oś, ta zaś j e s t 
proporcjonalna do kąta , który odpowiada łukowi 
śrubowej STU pomiędzy płaszczyzną *S i tworzącą. 
Krzywa płaska posiadająca tę własność, że odległość 
dowolnego j e j punktu od pewnego stałego punktu j e j 
płaszczyzny j e s t proporcjonalna do kąta, zakreślone
go przez promień wodzący tego dowolnego punktu, na
zywa się spiralną Archimedeąa. Tak więc: przecięcie 
powierzchni śrubowej o ostrym gwincie .płaszczyzną 
prostopadła do o s i j e s t spiralną Archimedesa. 
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§ 224. Krzywa przenikania dwóch powierzchni. Jed
nej- najczęściej w praktyce spotykanych zagadnień 
je s t wyznaczenie krzywej przenikania dwóch powierzch
n i . Metoda ogólna polega.na p r z e c i n a n i a obu powierzch
n i układem płaszczyzn pomocniczych dogodnie obrany 1 

i wyznaczaniu krzywych przecięcia tych płaszczyzn 
z każdą powierzchnią; punkty wspólne obu tych k r z y 
wych płaskich są zarazem wspólne obu powierzchniom, 
a więc należą do krzywej przenikania. Jeżeli np„ 
jedna lub obie dane powierzchnie są stożkami lub 
walcami, to n a j l e p i e j za płaszczyzny pomocnicze 
wziąć płaszczyzny przechodzące przea oba wierzchołki; 
wtedy krzywe przecięcia każdej powierzchni z którą- 1 
kolwiek jpłaszcayzną sieczną składać się będzie z 
dwóch prostych. Jeżeli np. óanerai powierzchniami są ' 
k u l a i powierzchnia drugiego stopnia posiadająca 
przecięcia kołowe ( e l i p s o i d a , parabolo! la e l i p t y c z 
na, obie hyperboloidy), to płaszczyznami pomocni
czymi- będą płaszczyzny przecięć kołowych i t,d. 

' Zadanie. Wyznaczyć rzut l i n j i przenikani a dwóch 
stożków, których kierownice M, i v.*\ kcłami łażą
cymi w płaszczyfaję ryganka, i e a e l i dane s a nadto 
rz u t y (prostokątne,, ukośne lub środkowe) wierzchoł
ków & i j iSj, oraz ślad & p r o s t e j w płasz
czyźnie rysunku. (Rys.424), 
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Poprowadźmy pęk płaszczyzn o o s i $ 5 S, S^ 
ślady tych płaszczyzn będą promieniami wychodzącemi 
z punktu O . Oczywiście w grę wchodzą t y l k o te pro
mienie, które przecinają oba koła kierownicze; jeZe-
14. tedy poprowadzimy z O styczne do obu koł, to 
korzystać będziemy z tych t y l k o promieni, które z n a j 
dują Się między promieniami p i stycznymi do •' 
jednego z siecznemi względem drugiego koła. Mogą 
przytern zajśÓ 4 przypadki: l/.Obie styczne do jedne
go z kół są sieczne względem drugiego koła. Mówimy 
wtedy, ze przenikanie j e s t zupełne; krzywa przenika
n i a składa się z dwóch gałęzi nie mających wspól
nego punktu, 2/ Jedna ze stycznych do rć, przecina 

a druga j e s t zewnętrzną względem ^ j> 
Wtedy mówimy, że przenikanie j e s t częściowe; k r z y 
wa przenikania stanowi jedną jedyną krzywą, 3/ Koła 

&i i ^z, mają jedną wspólną styczną wychodzącą 
z O ; krzywa przenikania posiada jeden punkt podwój
ny i V koła &i i ^i, mają obie styczne wychodzą
ce z $ wspólne; krzywa przenikania posiada dwa 
punkty podwójne i rozkłada się na dwie przecinające 
się stożlowe, leżące w rośnych pliszczyznaob. 

Przypuśćmy np. /Rys,434/, że przenikanie $est 
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częściowe, t . 3. że etyczna p dó p r z e c i n a j w 
punktach Pt i ,a styczna £ do ^ przenika >£^w 
punktach <2, i . Ahy wyznaczyć 4 punkty krzywej 
przenikania.leżące w jednej płaszczyźnie pomocniczej, 
prowadzimy z S promień jak i k o l w i e k , który niechaj 
będzie śladem t e j płaszczyzny; oznaczmy l i t e r a m i Af^j 

^3 i ̂ % punkty, w których hvprzecina koła Ąf i 
. Łącząc Mt i W* z St otrzymamy r z u t y dwóch two

rzących tn, i , według których płaszczyzna y/n. 
przecina stożek S, ; łącząc /%i Z *St , otrzymamy 
podobnież rzuty twórzącyob i ̂ v , według których 
t a sama płaszczyzna przecina stożek <\; punkty BF 

C i D , według których i ̂ Ł przecinają/n3 i ,są 
punktami l i n j i p rzenikania. Aby w którymkolwiek z tak 
otrzymanych punktów np. w A poprowadzić styczną do 
krzywej, zauważmy, że owa styczna musi leżeć w każdej 
z obu płaszczyzn stycznych, które można poprowadzić 
do stożkówU> i 3% w i c h punkcie wspólnym/^ . Siadami 
tych płaszczyzn na styczne CCt i óL>3 do kierownic Ą i 

A Ą W punktach / \ i ^ 3 ; punkt 7~= J 6 8 * śladem 
szukanej s t y c z n e j : prosta AT j e s t więc j e j rzutem. 
Dla szybkiego i dokładnego wykreślenia krzywej prze
n i k a n i a zaleca się przedewszystkiem wyznaczenie 
1/ punktów PyPKj O. i <2* w których krzywa j e s t 

GEOBETHJA WYKRESLNA Br.86. A r t u B Z 4 1 _ M y < 



styczna do tworzących Jo, jf>tJ%t i ̂  % /2/ punktów 
, RK , U >U*>V ł'l/\n któryen krzywa j e s t 

etyczna do konturu rzeczywistego obu stożków. 
Zadanie. Wyznaczyó raut krzywej -przenikania 

dwóch walców. Itórych osie są równoległe do XV. 
/Rys.425/.Zadanie to różni się, cd poprzedniego tylko 
tern, że wierzchołki obu stożków są niewłaściwe. Za 
płaszczyzny pomocnicze obieramy płaszczyzny równoleg. 
łe do o s i obu waloów,t.;. do P,<. Wykreśliwszy rauty 
walców m płaeiezyenj E i P 5 prostopadłe do P, , 
wyanaosyaijf pioarwsae rauty wworaących > / 7 \ , * * 3 i / ^ 
według których jakakolwiek plasztayzna ^ równoległa 
do P| przecina jeden i drugi w a l e c Pttnkty ń^B^C \ 

D # w których tworzące i m « . prsecinają tworzące 
T r u i m.v należą do krsywej przenikania.- Hoawinąwsz; 

powierzchnia booane, jednego z walców wyznać samy na 
n i e j z łatwością punkty B0 t C„ i lJ0 należące 
do rozwinięcia krzywej przenikania. 

Jeżeli osie dwóch powierzchni obrotowych się 
praeoinają, to krzywa i c h praenlkcnia meże być wyzna 
ceona aa pomocą k u l pomocniczych o wspólnym środku 
w punkcie przecięcia o s i /metoda k u l / . 

Wykreślmy np. pierwszy rzut krzywej przenikania 
dwóch walców o osiach O L i i t przecinających się w 
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punkcie O /Rys,426/, Przypuśćmy, źe płaszczyzna oJ> 

j e s t równoległa do P| . Kula jakakolwiek o środku O 

przecina o"ba walce według kół, których płaszczyzny " 
są prostopadłe do P j , a wi$c których rzuty są pros-
temi łączącemi punkty przecięcia konturu widzialnego 
k u l i z konturami walców. Punkty wspólne obu kołom, są 
wspólne obu walcom, a wice należą do krzywej przenika
n i a . Rzuty tych punktów są to oczywiście punkty prze
cięcia rzutów obu kół. 
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Można ła+*o okazać, że rzutem krzywej przenikania w 
tym przypadku j e s t hyperbola. d l a której rzu t y o s i 
calców są średnicami sprężonemi., 

R O Z D Z I A Ł XVIII. 

.{ C POWIERZCHNIACH OBROTOWYCH. 
§ 225. Pojecie ogólne o powierzchniach. Płaszczyzny 
styczne, styczne główne. Punkty hyperboliczne. parabo
l i c z n e i e l i p t y c z n e . Przez ruch prostej utworzyć można 
oczywiście t y l k o takie powierzchnie, na których leży 
nieskończenie wiele prostych, jak stożki, walce, po
wierzchnie r o z w i j a l n e , hyperboloid jednopowłokowy, pa-
ra b o l o i d hyperboliczny, kanoida śruby, powierzchnia 
śrubowa o ostrym gwincie i t.d. Wszystkie te powierzch 
nie obejmujemy wspólną nazwą pr o gt o kre ślnych. Stanowią 
one przypadek szczególny powierzchni krzywokresinych, 
utworzonych ogólnie przez ruch krzywej płaskiej lub 
skośnej, bądź niezmiennej, bądź zmieniającej swój 
kształt w sposób ciągły według danego prawa. 

Niech będzie na powierzchni TL punkt j a k i k o l w i e k 
P , Połączymy go z jakimkolwiek innym punktem/? t e j 

powierzchni i zbliżajmy Pt cło P na j a k i e j k o l w i e k krzx 
wej leżącej na powierzchni i łączącej punkty P i /? . 
Granicę położenia prostej Pff gdy P zbliża się n i e -
ograniczenie do P , nazwiemy styczną c do powierzchni 
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w punkcie P . Jeet to więc pros ta,mająca z powierzch
nią dwa punkty zjednoczone wspólne. Każda płaszczyzna 
przechodząca przez styczną t przetnie powierzchnię 
według krzywej płaskiej stycznej do £• w puhkeie ze
tknięcia p . 

W każdym punkcie P powierzchni I t i s t n i e j e n i e 
skończenie wiele stycznych tt 4 r a > ^ 3 ilbowiem 
w punkcie P przecina B i ę nieskończenie wiele krzywych 
leżących na IT . Dowiedziemy, że wszystkie te etyczne 
leżą w jednej płaszczyźnie. W samej rzeczy obierzmy 
dwie jakiekolwiek styczne w punkcie P \ if9^x i popro
wadźmy płaszczyznę T 3 f , ^ .Przecina ona U według 
krzywej styoznej zarówno do t, ( jak do w tym ma*/ 
sym punkcie P . Punkt ten j e s t przeto punktem podwój-
nym /'wzgl,punktem odosobnionym/ krzywej prseoięcia i 
każda prosta ^3 j ?*;>;^s,i*' leżąca w płaszczyźnie T 
i przechodząca przez punkt ' ma ż tą krzywą, a więc 
i z powierzchnią dwa punkty zjednoczone wspólne; j e s t 
to więc styczna do powierzchni XI w punkcie P . 

Płaszczyzna T , w której leżą wszystkie styczne 
?o powierzchni 21 w punkcie /° , nazywa się płasz- :| 
;,,yzną styczna do IT w tym punkcie. Prosta proa^op&d 
.15 do T w punkcie Z 3 nazywa się nęrmalna do po-
:?i.erzcbni w punkcie P . 

Z pośród stycznych do powierzchni J l w punkcie P 



wyróżniamy dwie, zwenomj stycznemi clownem!, które ma
ją już n i e dwa, a l e t r z y zjednoczone punkty wspólne z 
krzywą przecięcia, a więc i z powierzchnią H #Kaźda 
z n i c h j e s t granicą położenia s i e c z n e j , która łączy 
punkt podwójny P z punktem l u b P3 j e d n a j 0 gałęzi 
krzywej przecięcia, gdy te punkty zbliżają się n i e o g r a -
n i c z e n i e do P . Każda płaszczyzna przechodząca p r z e z 
jedną z t y c h s t y c z n y c h p r z e c i n a powierzchnię według 
keżywej, która w p u n k c i e P ma punkt przegięcia. 

Styczne główne mogą być albo r z e c z y w i s t e i różna 
/punkt P j e s t wtedy punktem poiw5jnym krzywej przecie* 
c i a / , a l bo r z e c z y w i s t a i zjednoczone /punkt P j e B t wte
dy punktem zwrotu/, a l b o u r o j o n a aprzężome /punkt s° 

j e s t wtedy punktem odosobnionym krzywej przecięcia/. 
V p i e r u . y . pr spadku punkt P nazywa . i , pu»kt«m hTDer-
b o l l c z n y m p o w i e r z c h n i , w drugim - parabolicznym, w t r z e 
cim - punktem eUpjycząym* 
S $26. P o j e c i e opÓlne o p o w l e r s c h n i a c a obrotowych P 

Równoleżniki i południk^. Jeżeli krzywa płatka l u b 
Bkoina li. , sztywno związana s prostą OL , obraca się 
dokoła n i e j , to p o w i e r z c h n i a przez ruch krzywejĄ utwo
rzona nazywa się obrotowa. P r o s t a ot nazywa aię osia 
p o w i e r z c h n i . Każdy punkt P krzywej tworzącej k opisu
j e koło, którego płaszczyzna j e a t prostopadła do o a i CL 
i którego środek aa n i e j l e a y . Koła te nazywamy równo-
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leżnikami. 

Powierzchnie obrotowe są naj p o s p o l i t s z e z po
wierzchni spotykanych w technice i w życiu codzien
nym, że wspomnimy ty l k o n i e z l i c z o n e ciała otrzymane 
na t o k a r n i i ko -i p-arncarskiem. 

Ze sposobu w j a k i powstaje powierzchnia obroto
wa, wynika, że przez obrót dokoła o s i przesuwać 
się, ona będzie sama w sobie, że zatem może ona po
wstać przez ruch obrotowy keżdej wykreślonej na n i e j 
krzywej, która przecina wszystkie równoleżniki. W 
szczególności powstanie oma;przez obrót krzywej prze
cięcia powierzchni płaszczyzną przechodzącą przez oś. 
Krzywa taka nazywa się południkiem powierzchni. Po
nieważ przez obrót o 180° płaszczyzna południka po-
wraca.do swego położenia pierwotnego, przechodząc 
przez' położenia wszystkich innych południków, więc: 
wszystkie południki są równe i każdy z nich jebt sy
metryczny względem o s i . 

'" Przez swoją oś i południk powierzchnia ohrotowa 
je s t t?yznaczona. Przez każdy punkt powierzchni prze
chodzi jeden równoleżnik i jeden południk: przecinają 
się one pod kątem prostym, gdyż płaszczyzna każdego 
południka przecina każdy równoleżnik prostokątnie. 

Płaszczyzna styczna do' powierzchni obrotowej w 
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danym j e j punkcie P j e s t jak zawsze, wyznaczona 
przez dwie jakiekolwiek styczne do powierzchni w tym 
punkcie, a więc przez styczną do równoleżnika i stycz 
ną do południka przechodzącego przez punkt P . 

, ... 

Płaszczyzny styczne do powierzchni obrotowej w 
punktach jednego południka są prostopadłe do płasz
czyzny tego południka, albowiem przechodzą przez pro
stopadłe do n i e j styczne do równoleżnika. Płaszczyzny 
te powłóczą walec, rzucający powierzchnię obrotową w 
kierunku .prostopadłym do płaszczyzny południka. 

Jeżeli oś* .Jest prostopadła do 1^ ,to południk, 
którego płaszczyzna j e s t równoległa do JP^ ,nazywa się 
południkiem głównym. Jest on konturem rzeczywistym 
pionowym powierzchni obrotowej; konturem widzialnym 
pionowym je s t równy mu rzut pionowy tego południka. 

Ponieważ przez obrót dokoła o s i płaszczyzna stycz 
na do powierzchni obrotowej przystanie do innej płasz 
czyany styczne j.j a punkt zetknięcia pozostanie na . 
tym aamym równoleżniku, więc: 

Płaszczyzny etyczne do powierzchni obrotowej w 
punktach jednego równoleżnika powłóczą wogóie atożek 
obrotowyt któreg-o osią jest <X , a tworzącemi są 
styczne do południków w punktach przecięcia i c h z 
tym równołeżnikjljaa^ 

W dwóch wypadkach a t o l i stożek ten wyrodnieia-



l/gdy styczna do południka jes t równoległa do o s i ; 
wtedy płaszczyzny styczne powłóczą walec a punkty ze-
tknięcia leżą na równoleżniku mazimum /równic lub mi
nimum /koło szyjne/; są to kontury rzeczywiste poziome h 

równe zresztą leonturom widzialnym poziomym; 2/gdy s t y 
czna do południka j e s t prostopadła do o s i , wtedy płaaz 
czyzny są zjednoczone w płaszczyźnie prostopadłej do 
o s i . 
§ 227. Rzuty punktu leżącego na powierzchni obrotowej. 
Zadanie. Powierzchnia obrotowa jest dana przez r z u t po 
ziomy o s i prostopadłej do * t f, oraz przez r z u t piono-
wx południka głównego /kontur pionowy/. Mając .jeden 
rzut punktu leżącego na powierzchni wyznaczyó rzut dru 
g i . Niech li /Rys.427/ będzie rzutem pionowym południ 
ka głównego, O. OL rzutami ofci obrotu; proca tego dany 
j e s t jeden r z u t , np. P punktu ^ , łażącego na po-

/ •% łt 

wierzchni. Przez P poprowadźmy równoległą do K \ bę
dzie to rzu t pionowy równoleżnika łn. przechodzącego 
przez P o Odcinek r a Pi jeat promieniem tego równo
leżnika; jeżeli przeto z punktu Ct zakreślimy tym pro
mieniem koło, to otrzymamy rzut poziomy równoleżnika 
h%. . l i n j a rzędnych punktu r wyzuacaa na f*} dwa 
punkty " i r , które »ą poziomemi rzutami punktów 
powierzchni mających r aa rzut pionowy. Gdyby dany 
był rzut poziomy P punktu powierzchni, a należało 
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znaleźć rzut pionowy P t to obróciwszy P dokoła a ' 
do położenia P0 i wyznaczywszy Po na południku głów
nym kreślimy rzut pionowy równoleżnika #l , na którym 
l i n j a rzędnych punktu f- wyznaczy punkt P\ 

Płaszczyzna styczna S do powierzchni w tak wyzna
czonym j e j punkcie P P będzie określona przez pros
t a poziomą oraz prostą największego spadku £L , 
przechodzące przez punkt P ; j e s t styczną do , 
Jo j e s t równoległą do o s i X ; /L ~PM ; ahy znaleóc 
Al" , obracamy południk punktu P do przystania z po

łudnikiem głównym i w nowem położeniu punktu P prowa
dzimy do niego styczną; punkt j e j przecięcia O z osią 

przy obrocie pozostaje bez ruchu, zatem O P %4t',, 

Siad poziomy S,
 F
 płaszczyzny stycznej *S> będzie 

styczny do koła, zakreślonego w płaszczyźnie Pt przez 
ślad Sj p r o s t e j OP i równoległy do p' • 

§ 228. Punkty p r z e b i c i a powierzchni obrotowej prosta. 
Zadanie. Wyznaczyó punkty p r z e b i c i a danej powierzchni 
obrotowej prostą h'b" . Niechaj powierzchnia obroto
wa będzie dana za pomocą o s i CL'OL" i południka głów^ 
nego ft /Rys, 427/ Wyznaczmy rzut pionowy krzywej, we
dług której płaszczyzna B rzucająca poziome prostą 

p przecina powierzchnię. Rzut poziomy t e j krzywej 
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przystaje do siadu poziomego płaszczyzny B t . j . dó • 
2)' ; biorąc na h' różne punkty Q , znajdziemy 

na zasadzie poprzedniego artykułu punkty O. należące 
do szukanego pionowego r z u t u krzywej przecięcia. Roz-

j 
wiązanie zadanie zaaczmie zostanie ułatwione dzięki 
syme t r j i krzywej przecięcia; osią t e j s y m e t r j i j e s t 
prosta C przecięcia płaszczyzny JB, , z płaszczyzną Ty 

przechodzącą przez oś* prostopadle do 3 , .Rzui p i o 
nowy H. punktu fi , którego poziomy rzut & £/ 
będzie najwyższym lub najniższym punktem krzywej, 
w którym styczna j e s t 2>ównolea*a do Pt , a j e j 
rzut pionowy równoległy do A j w punktach /?.$"/? 
równika styczne będą prostopadłe do \ . Styczne w 
innym jakimkolwiek punkcie Q krzywej przecięcia 
znajdziemy jako przecięcie płaszczyzny JB, , z płasz-
cżyzną styczną do powierzchni w punkcie Q ; rzu t 
pionowy t e j stycznej otrzymamy przez połączenie 
punktu Q z rzutem pionowym punktu, M którym Z 

przecina ślad U, płaszczyzny stycznej do powierzeb-" 
n i w punkcie Q Rzuty pionowe punktów p r z e b i c i a 

C i D powierzchni prostą h będą'punktami, w ktÓ-
rych AJ przecina rzut pionowy krzywej przecięcia; 
rzut; poziome tych punktów vrv.inaczone zostanę na 

P ,r'zez linię rzędnych punktów; U i* L) . 
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§ 229. Przecięcie powierzchni obrotowej płaszczyzną 
styczną. Zadanie. 

Powierzchnię utworzoną przez obrót koła dokoła 
proatej zewnętrznej leżącej w jego płaszczyźnie, 
przeciąć płaszczyzną styczna do t e j powierzchni 
w danym j e j punkcie hyperbolicznym 
Wyznaczyć styczne główne w punkcie A . Południ
kiem t e j powierzchni zwanej pierścieniem kołowym 
są dwa koła O i O ( , symetrycane względem o s i OL.ot,, 
/Rys.428/. Niechaj oś oJa" będaie prostepadła 
do P i i niechaj dany będzie rzut poziomy fi' 

punktu n leżącego na powierzchni, anajdaiemy fi 
i wyznaczmy Iłuję poaioraą f> P i linję najwięk
szego spadku h. h.* oraz ślady S, i $i płasa-
czyzny stycznej jor\- , Zauważmy przedewsayst-
kiem, że f% j e s t osią symetrj.i kraywej; dzięki cze -
mu /a j e s t osią sym e t r j i prostokątnej, a /z esią 
syme t r j i ukośnej rzutów krzywej przecięcia. Każde
mu punktewi i stycznej kraywej praecięcia odpowie 
praeto punkt i styczna symetrycena, Obrawsay dowol
n i e rzut poaiomy /H równoleżnika /H i analaałsay 
jego rzuty pionowe n% % łń f wyanacaymy od
ra K U 4 punkty krzywej praecięcia Mj $ Af , 

i n. , jako punkty, w których równoleżniki M i / n x 
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przecinają płaszczyznę styczną ^,o\ „• Styczne 
^ tych punktach będą prostem!, w których płaszczyz-
ay styczne do pierścienia przecinają płaszczyznę. 

-fi . Dla szybkiego wykreślenia rzutów krz y 
wej szczególnie pomocne będą punkty i -i, ,.które 
lezą na o a l s y m e t r j i , punkty $ * 4y i * 4 

leżące w płaszczyźnie południka głównego, punkty 
f A f j $ i /O leżące w płaszczyźnie równi
ka jraz punkty •// ł; fX leżące na najniższym 
równoleżnika. Styczne w punktach - / j ^ i 

7**2, są łinjami poziomemi płaszczyzny ; 
rzu t y poziome stycznych w punktach i 
7 0 są̂  stycaaemi do równika względnie do koła 

szyjnego; wreszcie.rzfety pionowe stycznych w punk
tach % f~ % £, styczaerai do południka 
głównego. Styczne do obu gałęzi rrzywej, przecina

ka 1 a " 

jącycb eię w punkcie podwójnym n Ą są stycznemi 
głównemi. -
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