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6gajg na prostej niewlesSciwej 3 pary punktdw t.j.
kierunkdw odpowiedﬁich;-naleZy znaleéé kierunki pod-
wdjne t.j, asymptotyczne.Przez punkt jakik&lwiek np.

Przesz ﬁﬁfprowadzimy.kolo Steinera i z jego pomocg wy-

Zracgamy proste podwdjne z dwdch pekéw rzutowych o

¥spSlnym wierzcholku s ktérych proste al"étcl'i.‘cy'é; C‘; 8g

26,

Znalazlszy kierunki /= 1 J % prowadzimy stycs-

*éwnolegie do prostych a,é,c, i a

Be w tych kierunkach do stozkowej; 1scsge kazdy z tych
- m. w : » o=
Punktéw niewladciwych I iJ & punktami 7 , & i 4
Otrz'ymamy dwa peki rzutowe, ktdrych Srodek rzutowy O
jest punktem przecigcia obu stycznych szukanych, t.j.
Srodkiem stozkowej. Proste z iJ. , poprowadgone przez
punl‘ct O w kierunkach o i i J= sg asymptotami, dwu-

Sieczne @ i & kgtéw miedzy niemi sg osiami stozkowej.

ROZDZIAL XV.

P e By - e e o e

POWIERZCHNIE DRUGIEGO STOPNIA.

§ 193. Kolineacja &rodkowa dwdch ukladéw przest zen

ych . Niech bgdzie plaszczysna § ktérs nazywaé be-

23 emy plaszezysng kolineac: i, punkt 0 , ktory nazwie-
My Srodkiem kolinescji i dwa punkty /q, i /7 , lezgce

"8 dowolnej nrostej a , wychodzgcej punktu_o/lub
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dwie plaszczyzny.f&]i_fxz, przecinajéc sie wediug
prostej lezgcej w plaszczyznie S /Rys.378/.Dane po-
wyssze wyznaczajg dwa uklady /dwie figury/ pree- .
ctrzenne .F'i F,. w ten sposbb, ze
1/ kazdemu punktowi
proste] lub plaszczyinie
As uktadu f; qdpowiada jeder
jedyny punkt, prosta lub
plaszczyzna ukladﬁ F.oi

2
nawzajem,

2/ punktowi proste]
i ptaszcsyinie,r2lezgcym |

do siebie w jednym ukla-

dzie,odpowiadg punkt, pro-
sta i plassczysna drugie-
go ukladu,ktére réwniez
do siebie nelezsg,

3/ punkty odpowiednie lezg parémi na prostych,’
rzechodzgcych przeg Srodek kolineacji C? -

4/ plaszczyzny odpowiednie przeeinyjg si¢ parami
vediug prostych, lezgcych w plaszczyinie kolineacji |

g
5/ proste odpowiednie lezg parami w Plaszcsyznach'

przechodzgcych przes Srodek kqliﬁeagji'C}i przecinad~

4
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jg sig parami w punktach lezqcych w p1a$zczy:n1e S i
6/ kazde dwa sseregi odpow1ednlch punktow azde
dwa peki odpowiednich plasgczyzn lubd prostych sg
rzutowe. |

Srodek kolineacji oraz ﬁszystkie punkty pltaszcszye
zny kolineacji, - ﬁlaszczyzna kolineacji oraz wszyst-

kie nlaszczyzny, przechodzgce przez Srodek kolineacji

froste, przechodzgce przez Srodek kolinea-
cji crag proste lezgce w plaszczyZnie kolineacji, -
odpowiadajg same sobie,
Plaszczyznavlaw, ktéra odpowiada  w I ukiadzie
plaszczyéﬁie niewledciwej,zaliczonej do II uktadu
/ Rz“/ oraz plaszczyzna QL,ktéra odpow iada w II
uktadzie piaszczygnie niewtdsciwej,zaliczonej do I

o - . ' !
uktadu (2‘ / - nazywajs sie plagzczyznami wzajemne-

mi, sg one réwnolegle do plaszczjzny kolineacji :3
1 majg tq wiasno$é, ze odlegtodé jednej = mnich od
§rodka kolineacji O ; odleglo§é drugiej od plaszcazy-
sny kolineacji 53 sg odcinkami réwnej diugodci i
przeciwnego zwrotu. Kolineacja Srodkowa w przestrze- |
ni moze by¢ wyznaczona przez swéj Srodek 0 , plasz- -
czyén‘es L jedng z plaszcsyzn wzajemnych B. lub
c11: Jezeli plaszczyzny wzajerme i sg zjed-

noczone /w rdéwnei odlegtodei migdzy Srodkiem i plass-
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czyzne, kollneacal/ to kollneac3a nazywa sig¢_inwolu-
cyina; w takiej kolineacji kazdemu punktowi, plasz-
czyfénie lub prostej odpowiada ten sam punkt, piasz-
czyzna lub prosta, niezaleznie od tego do ktérego
uktadu tamten punkf, tamts pleszczyzng lub prostg
zaliczymy.

Kolineacja Srodkowa w przestrzeni ma zastosowa-
nie w ptaskorzefbie perspektywicznej i w teatralnej
sztuce dekoracyjnej.

§ 194. Xolineacija cgdlna dwdch ukiaddw przestrze
nych. Z dwéch uktaddw przestrzennych E i /rz ktére

sz, w kolineacji Srodkowej, przesunmy jeden w dowolny

sposéb. Z 6-ciu warunkéw, ktdrym czynily zado$é te
uklady, niektdre mianowicie J, 4 i § nie tgdg wo-
c6le w nowem polozeniu ukiadéw speinione, natomiast
pierwsze dwa i ostatni pozostang w swej mocy. 0 uki2
dach takich méwi wcigz jeszcze, 26 83 W kolineacjis
ktéra jednak nie bedzie juz wogdle §rodkowg, méwimy
wtedy, ®= uklady Ei /C; sg w kolineacji ogélnej. |
KollneaCJa ogélna dwSch ukiaddw przestrzennych
jest wyznaczona przez 5 par purktéw lub 5 par piasé”
czyzn odvowiednich z tem zastrzezeniem, zeby zadne i
4 z tych punktdw w Zadnyﬁ uklodzie nie lezaly w jed‘

nej plaszczyfnie /a wizc taksze zadne 3 na jednej



~ 225 -

Prostej/ wzgl. zeby zadne 4 é tych plaszezyzn w zadnym
uk}adzie nie przechodzily przez jecden punkt / a wise
takze zadne 3 przez jedng prosta,

W‘samej rzeczy jezeli np. purktom /4, ) 5) ,C:,
2 ., E/ , ukladu £, /Rys.379/, to dla kazdego punk-
tu przestrzeni /W » zaliczonego do uktadu /c:znaj-
d2iemy punkt odpowiedni -/Wzl w ukladzie Fg W sposdb
Destepujacy: Poprowadimy przez punkt M/ i prostg
8, C, ptaszczyzne B,C,/V,,ktérq oznaczymy literg T, ‘,

brosta B, C, bedzie osifg cawdrki plaszczyzn®

8, C, /4, " B/C,D, W6 £ i B,C’,/W,—:—:T' mogemy

Wiec wyznaczyé piaszczyzneg Tz ktéra z plaszczyznami
BLCL/VI_ J B;C.:,Dz, ;BLCLEL tworzy ten sam dwustosunek; |

PoprowadZmy nastgpnie w ukladzie 6 riaszyzczny

C, /q, M, 5U| i '_”,B,/”, = Vl' i wyznaczmy w taki !
S2m snHosdb plaszczyzny'—U—ziViukladu F;' ; . punkt
Przeciecia piaszczyzn Tz ,Ux 1 .V; bgdzie szukanym

Punktem /@72 ~
- § 195, Korelacia dwdch uklsddw przestrzennych., -

I{t’lir_le:stc;j'a ogélna dwdch ukiaddw przestrzenrych naprowa-
Qzq nas na nowy zwigzek geometryeczny dwéch ukladdw

Drzestrzennych, zwany korelacjs, a volegz scy na nas ts-

Mjacych wtasnodciach:

w
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1/ kazdemu

punktowi
uktadu /5

“odpowiada

jedna jed— mé
plaSZCzyzgg
uktadu £
kazdej ptasg”

czyZnis uklaj

- Rys. 378 du /7 odpo-
wiada jedna

jedyna pieszcezyzna uklacu f; i nawzajem.

o/ sunktowi i plecszcszyinie, nelezgeym do sieblf
3 n

w jednym ukladzie odpowiadajs plasgczyzana i punkt @

giego ukiadu, ktdre rdwniez do siebie nalezg;: stad
nika, ze kazdej prostej jednego ukiadu /ktdéra taczl
dwa jego punkty/ odpowiade prosta drugiego ukiadu .
/ktéra jest przecigciem codpowiednich tamiym punktof
piaszczyzn/ . .

3/ kazdej czwdrce punktéw jednego ukiadu odpowi'

da cazwirka piaszczyszn drugiego, ktdéra jest z tamig

rzutowa i nawzajem; wogdle kazdemu szeregowi punkt6

jednego uklcdu odpowiada pgk plaszceyzn drugiego *

wzajem; kazde] czwlrce /vekowi/ prostych jednegO'“y
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du odpowiada rzutowa z nig czwérka prostych drugiego
uktadu. ‘

nKoreleacja" taka bgdzie wjznacaona przes saloze-
uie odpowiedniofci waajemnej 5 punktéw jakichkolwiek
/Z.j 5 , C, L Nt é; uktadu £ s 5 flaszczyz—
nami drugiego ‘uktadu A, , B., C, D, 5 Ekz tem
Zastrzezeniem, zeby z tych 5 punktéw zadne 4 nie
lezaty w jednej plaszczyZnie, ani zeby z tych 5 ptasz-
czyzn zadne 4 nie przechodzily przez jeden punkt.

§ 196. Uklad biegunowy przestrzénny. Niech bedzie

czworoécian A, 4, A, A, /ktérego $ciany oznaczymy lite-
lTami:—‘4-1::"‘/92':43 /qy ) Az,a ﬂ_;-/q.,/],,A_E‘- /’4 /]-, /qz' 1
A-y::/q‘/ A, Ay, punkt jakikolwiek B nie lezacy na zed-

Nej ze fcian /a wisc i na zadnej 2 krawgdzi/ i plasz-

Czyzna 13 » nie przechodzges przez zaden z wierzchol
kéw /a wige i przez zadng z krawqdzi/ czwerodcianu
./7, /7,. IJ /7, /Rye.380/.Na mocy poprzec‘niewo artykuiu
6dpowie‘dnioéc’ punktéw ﬂ,ﬁLﬂJ A, i B plassezyznen
J&, L[hz '¢4h3 )jgﬁ i B wyznecza korelacje dwdck
TEladdw przestrzennycj. Korelecja ta ma te wiasnoéd,

%e razdemu punktowi odnowiads zawsze ta sama nlaszezy

- —

&na, kazdej plaszczyinie ten cam punkt /a wisc i kaz-

dej prostej ta sama prosta/ niezaleinie od tego, do
kiérego uktzdu tamteun punkt, tamia rlaszczyvne /tamte

Lc’aor.m'rm,a. WYRRESLEA N 86 Arkasz 3d-tv



prosts/ zaliczymy.

Wiasnosci teﬁ
dowieS¢é mozna w po-
dobny sposéb, jak do-
wiedligmy analoglcz—
pej wiasnosci ukia-
du biegunowego plas;
kiego /§ 151/,

Te dwa ukltady

. ‘korelacyjne mozna
przeto uwazaé za
jeden jedyny ukiad

przestrzenny, w ktd-

rym zachodzi wzejem- |
L€ rfﬂporzavkowa.ie

punkidw plaszezyznom i p? aszezyzn punxtom Uktad ta-

ki n&zywa'“ig biezunowym, plaszczyzna podporzadkowu—

ra punktowi nezywa sie jego plasz avzanblegunowa,

punkt podporz&dcowany piaszczyznie tej b1eggnem
Doniewaz puvktov: i plaszczyznle nalezqcvm do .

sishie podporzudkowane sg plaszczyzna i punkt rdéw-

niez do wziebie nalezgce, wiec mamy twierdzenia:

J>7e1i punkt € lez 2y W plasscnyinie biegunowsj

an— FI— 1

* ™ . ) ! . s
;JL=?3m£2ughif_imjjﬁf"i'ﬂ& biegunowa punk ctn C' pries



¢hodzi przez punkt B .

Jezeli plaszczyzna C przechodzi przez biegun
Diaszeczyzny B . te biegun plassczyzny C lety w
plaszczyinie .B . '

Stgd wynika

1/ plaszezyzns biegunows punktu przeciecia 3 pla-

ugzvznli B 1 (3 iest plaszczyzna poprowadzona
drzez ich biesuny A , B i C i nawgaijem

biegunem plaszczyzny przechodzacej przez 3 punk- !

ty A ,8 i C Jest punkt prgzeciecia ich plasg-
ezyzn biegunowach A , B i C

2/ Bieguny plaszczyzn przechodzacych przez jedng .

Drosts leze na drugiei i nawzajem:

]

plaszcuyzny biecunowe punktéw leZQGych na je g j
Brostej przechodzg,przez drueg. '

Dwie pros ste, majace t9 wiasno$é, ze bieguny pléssi
Czyzn przechodzecych przez jedng z nich legs na dru-

8lej nazywajg sig_prostemi wzaiemnie biegunowemi.

Dwie plaszczyzny msjgce tg wiasnodé, ze biegun

Jednej z nich lezy na drugiej,nazywajg sig plaszczyz-
ldamji /blegunowo/ spragsoremi. 2 punkty,z ktérych je-

den lezy w plaszczyznle biegunowej drugiego, nuzywejs

®le punktami /tiegunowo/ sorzgzonemi, dwie proste, z

-ktorvch kazds Hriecina biegunowy drugiej, nazywaja
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sie prostemi /biegunowo/ snrzgzonemi.

Uktad biecunowy przestrzenny wyznacza sis w kazde] |

plaszczyinie pewien uklad biesunowy ptaski a dokola

\
kazdego punktn pewien ukiad biegunowy wiazki, i

)

Tak np. biegunowa punktu M |, lezgcego w plaszczyzni®

]? jest w tej plaszczyinie §lad 7 plsszczyzny bie-
gunowejﬂh& punktu M , biegunem prostej 77t | lezace]
w plaszczyZnie B jest w tej plaszczyfnie §lad M

prostej z nig biegunowej 7t , Uklad biegunowy przest-

rzenny wyznacza na kazdej prostej pewng inwolucjg punk’

téw /zwa?@'inwolucjg biegunows na prostej/ i dokola

kazdejfbfostej pew

ng inwolucje ptaszczyzn /zweng inwo-)

luch'%iegunowq dokole tej prostej/.Niechaj hedzie nap
na podstawie 772 szereg punktéw /m/ K, L 3 ‘
plaszczyzny biegunowe tych punktdéw przechodzg wszyst- 1
kie przez prostg biegunowg 7z , tworzgc dokoia niej
sk plaszezysnnn/ K, ,LA,~ M, .../ rzutowy =z
szeregiem™m / A, , L, ,’M, ... .../ jeseli przecigcis
tych plaszcayzn 3z polstaws 772 cznaczymy literami Aﬂh
[—,, M, ..., to smeregimt / /i,L,, ."%,.../ 3
m / ﬁ;, Zz, M, ... /bedg rzutove. 0téz kazde dwe punky

odpowiednie tych szersgdéw, np. /(, 1 A, odoowiadad”

et
=

Jja sobie podwdjnie,- jezeli bowiem zaliczymy purkt

/Yi‘do I szeregu, to punkt odpowiedni zanajdzismy w



przecieciu podstawy »n z plaszczyzng biegunows punktu -

2

, ktéra musi przej$é przez punkt /4/, , gdyz pitasz-
czyzna biegunowa punktu /(, przechodzi przez punkt /fL

___ﬁ;iﬁ?_’i Czworosciany biegunowe. Czworos’cian/[ﬂz/;/’,
ma tg osobliwo§é,ze 1/ kazdy wierzchotek jest biegunem
przeciwleglej Sciany, 2/ przeciwlegle krawgdzie,nplzlz
1 4,/,, sg prostemi wzajemnie biegunowemi i 3/ kazde
.dwie krawgdzie nieprzeciwlegle, kazdé dwa wierzcholki
1 kazde dwie $ciany sg sprzgzone.Czworoécian taki nazy

Wamy biegunowym.Czworo§ciandw biegunowych jest nieskos

Czenie wiele. Dla strzymenia ktdregokolwiek z nich po-
stgpujemy jak nastepuje: Otieramy dowolny punkt M i
. Znajdujemy jego plaszczyzne biegunowa M , W plasz-
~ czyZnie M obieramy dowolny punkt N i znajdujemy
jego plaszczyzng 'bieguhowe, N , Na mocy poprzedniego
artykulu musi ona przej$é przez punkt M ; na prostej
brzecikcia plaszczyzn M N obieramy.dowolny punkt
P i znajdnjemy jego plészcz’yzn@ biegunowa_,P , kté-
ra musi przej$é przez prosts MA ; przez punkty M :
N i P prowadzimy plaszcayzne Q , ktérej biegu-
nem bedzie punkt przecizcia :gla.szcz.yzn.M ) N iP
" Caworodcian MN PQ bgdzie biegunowy, Oczywisgie
‘ten sam ukiad biegunowy przestrzendy, ktéry.qkeefyi-
lil.iémy zapomoca czworoScianu b'iegun_hwegl‘/ ;4, ”,ﬂs;ﬂ,

L
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punktia B i jego plaszczyzny'biegdhcwejqii , mo3na_
okreslié za pomocg kazdego innege czworofcianu
nowego M/VPQ . jakiegokolwiek punkin A i jego

ptaszczyzny biegunowe] ]},.

e 5
hiegu~

§ 198. Trzy rodzsie, ukladdw biegunowych prze-

strzennych. Niech bgdzie unkiad t.egunowy wyznaczony

przez czworoscian biegunowy /‘7, A, ﬂ, Ay oraz plasz-
czyzng biegunowg ]3 dowolnegn punktu B , przytem
punkt B nie leszy na kazdej ze écian, a pieszezyznd
]3 nie przechodzi przez zaden z wierzcholkéw tego
czworofciaru. Nastrgczajg siz dwa pytania: .
| 1/ Czy i w jakich warunkach mogq istnieé rzeczy'f

wiste punkty i plaszczyzny sprzogone same ze sobg tuk

punkty lezgee we wlaenych plaszczyznach hisgunowjych

g

i plaszczyzny przechodzece

-

ks

rzez wiasne bieguny?

L

2/ Jezeli takie puukty i plaszczyzuy istniejs,t0

czy moga istnieé rzecszywiste proste sprzezone same_

ze sobg t.j. prazystajsce do wissnych prostych bLiegis
.nowych, ktérych kazdy punkt byiby =zatem sprzgzony
sam ze sobg? : J
Aby na te pytanis odpowiedzied,zauwazmy,se czﬁofw
rodcian ‘biegunowy /%A’ﬂ%%dzieli przestrzed na 8 ob”

szaréw, z ktdrych jeden tylko hywa eckodczony i nasi”

wa sig wtedy objstodcig czworoscionu,- cutery majg ?

tg ohjgtosdcia po jednej Scizmiz wsndlved o B mojiald
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A

nig dwie przeciwlegtle krawgdzié wspélne. Poniewas
punkt nie lezy na gadnej fScianie czworoScianu,
wizc moze on palezeé nietylko do jednego obszaru, po-
niewaz plaszczyzna'13 nie przechodzi przez zaden
wierzcholek, wigc dla jednego obszaru musi orna pouo-
staé obcg. Przypusémy np. ze punkt B lezy wewngtrz
objetofci czworofcianu /co zresztgy przez odbidr odpo-
wiedniego czworocianu bieguhqwego zawsze mozna& Spra-
wié/. Polozenie plaszczyzny B wzgladem cbszaru, w
ktérym énajduje sie punkt moze byé trojakie:

1/ Plaszczyzna']3 nie przecina zadnej krawedzi

czworoscianu miedzy jego wierzchoikami /Rys.381/.Na
kazdej krawgdzi inwoiucja biegunowa jest wtedy elip-
tyczna,gdys €lad kazdej krawedzi na plaszczyZnie, ig-
czgcej punkt B , przeciwieglq jej krawedzig, lesy
zawsze migdzy wierzcholkami, a §lad jej na plaszczyi
nie B lezy pogza wierzchotkami, tak,ze te dwa punk-
ty sprzezone przegradzajg wierzcholki na kazdej”kra—
wqdzi.Jezéli wyznaczymy piaszczyzne biegunowq dowol-
nego punktu M ,to sie pokaze,Kse 'ta plaszczyzna nie

- przenika do .obszaru,w ktérym sig znajduje punkt M

W takim wiqc ukladzie biegﬁnowym nie iétniejq punkty
ktSreby lezaly we wlasnych plaszczyznach biegunowych

tembardziej nie istniejg proste,przystajace do wias-
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nych” prostych biegunowych.-Na wszystkich plaszczyznach
i dokota wszystkich punktdéw, uklad biegunowy /plaski
lub wigzki/ jest jednostajny,- na wezystkich i dokoila
wszystkich prostych inwolucja biegunpwa jest eliptycz-
ne, -

2/ Plaszczyzna :E§ przecina 3 krawedzie czworo-

Scianu, wychodzace 2z jednego wierzcholka /Rys.382,

Na tych trzech krawgdziach imwolucja biegunowa jest
hypertoliczna,- na trzech pozostalych - eliptyczna.

N& pierwszych trgech krawgdziach istniejg p;zéto po ]
dwe _rzeczywiste ﬁunkty podwéine,t.j,svrzasone same 28

sobg. Istniejg wiedy zatem punkty rzeczywiste leznce

4
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" We wlasnych plaszczyznach biegunowych,natomiast nie {sj
niejq proste rzeczywiste, ktdreby byly wiasnemi swemi
biegunqowemi. W samej rzeczy zauwazmy,ze na écianie‘ﬁn
/7zﬁﬂuklad biegunowy przestrzenny wyznacza biegunowo$é
Plasksg jednostajng, gdyby istniatas prosta ktora jest
Wiseng swojg prostg biegunowg,to jej §lad na plaszczyé-
nie /q,/qi /?3 byiby punktem spréqunym z samym sobg,a
taki punkt w ukladzie jednostajnym nie istnieje. W jed-
Lych piaszczyznach i dokola jednych punktdéw biegunowosé
jest.jednostajna, - W innych plaszczyznach i dokola in-
nych punktdw moze ona byé niejednostajna. W plaszcayz-
nach przechodzgcych przez wrasne fieguny,t‘j.sprZQZO—
Nych z samemi sobg, staje sis ona inwolucjg eliptyczna
Prostych sprzeszonych dokotla bieguna. W iamej rzeczy, w
kazdej plaszczyZnie ]&I;, przechodzacej przez wiasny
btiegun M ,7 biegunowe a ,4 , ¢ punktéw 4 , B ,Ctej
Plaszczyzny przechodzg przez punkt M » tak ze w plasz
CayZnie M dokola punktu M istnieje inwolucja pros-
tych sprzg¢zonych a , Ml, 5_, /MB ;€. MC,.... - Inwolu-
tia ta jest eliptyczna, gdyz w przeciwnym razie istnia-
iyby prosie sprzgzone same ze soba: byiyby to proste
Podwdjne tej inwolucji;

3/ Plaszczyzna |3 przecina 4 krawedzie czworofcia-
Iy ‘uiegunowegd /Rys.383/,np. /4,/91, o ,97

ke



A A , /z/q?

Na tych czterech
krawedziach inwo-
lucja biegunowa
jest hyperbolicz'
. na,na bozosta—
tych dwdch elip-
tyczna. Podobnie

jak w przypadku

drugim, istniej#
wiec i tutaj pupk

ty lezece we wia

nych piaszczyz- J

nach biegunowychs
\

ale oprécz tego igtnisjy takze proste sprzgzone same

ze sobg t.j. przystajgce do wlasnych swych prostych
biegunowych. W.same] rzeczy niech punkt F bed zie jed
nym z punktéw podwéjnych inwolucji biegunowej na kra<
wedzi /4 /71 , & punkt o niechaj bedzie jednym z
punktéw podwéjnych inwolucji biegunowej na krawgdzi
przeciwlegie /9 ﬂ,,, tak ze punkty. F F sg punk-
tami sprzgzonemi z samemi sobg i lezg na prostych w28
jemnie biegunowych /qﬂ 1 /7 /7,'

: Plaszczyzna qu Aa]est plaszczyzng biegunowg
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punktu }T_/b dyz punkt A jest samoeprzgsony i lezy
na prestej /4 /ﬁ /, podonmiez plaszcazysna
Jest plaszczyzng biepunows punktu f?/; prosta;fyrl
' Jest prosty przecigcia tych dwdch plaszezyzn i zara-
Zem isczy ich bieguny, jest to zatem proste spnrzezcena
Sama ze sobg. We wszystkich plaszcuzyznach i dokola
Wszystkich punktdw biegunowedé jest niejednostajne
Z wyjetkiem plaszczyzn i punktéw samcsprzezonych,
Bizie biegunowo$é staje siz hyperboliczng inwelucjg
biegunowsg dokots bisguna wazg glgdnie w plaﬂzc4vzn1& bie-
Sunowej. Proste podwéjne te ] 1nwola031 sg prostemi samo
Sprzgzonemi, z. kazdege wiec paunkiu SamosSpPrzeLonege wy-
chodzg i w knzdeJ ptaszczyinie camosprzgzonej lezg

dwie proste sprzesome.

-

§ 199, Powierzchnie drugiego stopnia. Ogdl punktéw

P ————

Paszczyzn i prostych, rzeczywistych 1 urojonyeh, kto-

e w denym przestrzennym ukisdzie biegunowym sg samo-

Sprzgione, nazywamy powierzchnis drugiego stopnia. Punk-

Yy szmosprzezone naz ywamy punktami tej powierzchni,prze-

Chodzgce przez nin wiasne ich praszezyzny biegunowe na-

Zywainy plaszczyznam1 styczpemi do tej powierzechni w
tyeh punktaech; prorsie samosprzesone nazywamny tworzace-

W powierzchni, Punkty powierzchni sg to wiee punkty

Dodwdjne inwolueji bi sgunowej na jakiejkolwiek prostej

-
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rzeczywistej, plaszczyzny styczne do tej powierzchni”
85 to plaszczyzny podwdjne inwolucji biegunowej doko-
ta jekiejkolwiek prostej rzeczywistej. Na kazdej pro-
stej rzeczywistej leza dwa punkty powierzchni drugie-
go stopnia: rzeczywiste urojone sprzgzone lub zjedno-
czone,w ktorych ta prosta "przebija" powierzchnig,
przez kazdg prostg rzeczywistg przechodzg dwie plasa—
czyzny styczne: rzeczywiste,urojone,sprzgzone lub
zjednoczone. Wyrazamy to krétko méwige,ze powierzchnie

drugiego stopnia sg powierzchniami drugiego rzgdu i

drugiej klasy. Prosta nazywa si¢ sieczng, prostg zew-

netrzng lub styczng zaleznie od tego czy inwclucja bie
gﬁnowa na.niej jest hyperboliczna, eliptyczna lub pa-
raboliczna t.j. czy przepija ona powierzchniq w dwéch
punktach rzeczywistych, urojonych sprzgzonych lub zjed
noczonych. W kazdej plaszczyZnie P dany ukiad briegu-
nowy przestrzenny wyznacza pewien uklad biegunowy pia-
ski: jednostajny, niejednostajny lub zwyrodnialy /in-
wolucje biegunows/. Stozkowa tego ukladu piaskiego
/urojona, rzéczywista lub zwyrodniala/ jest przecig-

ciem powierzchdi drugiego stopnia plaszczyznq:Ia{.

Kazda piassczyzna "przecina" powierszchnig drugiego p

stopnia wedlug stozkowej. Plaszczyzna nazywa sie ge-

wogtrzns, sieczug lub stycsng, zalezrie od tego,czy
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czy uklad biegunowy tej plaszczyzny jest jednostajny
lub zwyrodnialy t.j. czy przecina ona powierzchnie
wedltug stozkowej urojonej, rzecsywistej lud zﬁyrodnig
tej /dwie proste urojone sprzeiome lub rzeczywiste/.
:Wszystkie styczne do powierzchni w danym jej punkcie .
lezg w plaszczyZnie stycznej i stanowig inwolucje bie-
gunowg dokola punktu zetkniecia. Dekola kagdego punk-
tu- P dany uktad biegunowy przestrzernny wyznacza pe-
wien ukiad biegunowy wigzki: jednostajny,niejednostaj.

ny lub zwyrodnialy. Stozek tej biegunowodci /urojony,

rzeczywisty lub zwyrodnialy/ naszywamy stozkiem opisa-

nym na powierzchni z punktu P . 2 kazdego.punktu

mozna opisaé na powierzchni drugiego stopnia stozek

drugiego stopnia. Punkt nazywa sie Wewnetrznym, ze
t

metrznym lub lezgcym na powierzchani zaleznie -od ego

czy. uklad biegunowy wigzki dokola niego jest jedno-
stajny, niejednostajny lub zwyrodnialy,t,j.czy stozek
z niego na powierzchni opisany jest urojony,rzeczywi-
styllub szwyrodunialy /dwie proste urojone Sprzgzone
lub rzeczywiste/.

Miejsce geometryczne punktdéw zetkniscia tege stoz
ka 2 powierschnig drugiego stopnia jest stozkowsy. W
same] rzeczy,punkty setknigcia ptaszczyzn stycanych s

s Wyprowadzonych z punktu Aj ot.j. ich tieguny,lezag w



. =k, ; - NAT . o
nlaszezysnie biegunowe] M tega punkiun /% 195/, ogdk
ych punktdw zetknigeia staucwl zatem stoikows,wedlug
ktérej plaszczyzna M przecina powierzchrie. Nawzajes

laszczyzny styczne w punktach stoskowej, lezgcej na

e

powierzchni,przecinajg sig w bieguris M plaszczyzny

[ &

te] stozkowej, powidczac btozek drugiegec stopnia, opi-
sany na powierschni,

Zardwno kontur rzeczywisty, jak i kontur widzial-
ny /8§ 26/ rzeczywistej powierschni drugiego stopnia
jest stozkowg. Pierwszy jest miejscem punktéw zetknig-
cia powierzchni ze stozkiem opis sanym na niej ze £rod-
ka rzutdéw, drugi Jest przecigciem tege stozka plassz-

zyzng rzutéw; poniewaz stozek ten jest dri _iego stop-

nia, wige jego przecigcie jest stoskowg, F

Pisszczyzne biegunowa jest miejscem geometrycznem ‘
1

pinktéw sprzgzonych harmonicznie i biegunem wzgledem
punktéw, w ktdrych sieczne, wychodzace s Bieguna przé-
bijaje powierzchnig. WyprowadZmy z bieguna M siecons
n , ktéra przebija pow1er.¢chn1§ w punktach A 5
& plaszczyzne biegunows M w punkcie /V /‘]fw’:,rs._884/n
Punkty A i B s4 punktami podwdjnemi inwolucji bier
gunowsj na siecznej 72 a punkty M i N sg w te]
inwolucji sprzgzone,bo punkt V lezy w niaszczyinie

bieguncwei punkts M . 0téz wiadomo,/§ 151/,2e punk-




ty podwdjne inwoln-
cjl hyperbolicznej
przegradzajg harmo-
nicznie kazdg pare
punktdw sprzezonyeh.
Jezeli wisec z
danego punktu M
voorowadzimy 3 ja-

Liskolyriek sieczne

n ., , n, nie

}ﬁ,y;.B 8.

lezgece w jednej pia-
szezyznie /Rys.395/

z nich wyznaczymy ounkt N sprzgzony har-

1 ng kazde]

J
‘monicxnic z punktem A/ wﬁedy pﬁnktﬁw A= B

ktérych ta sieczna przebija powierzchnig, to /%A/,/%
bsdzie piaszezyzng biegunows punktu A4 :

Przéz“kazde dwa przecigcia P}_ahie powierzchni
drupiego stopnia przechodzg dwa stozki drugiego stop~
iig, NlechaJ dwie piaszcayzny (l Ii, przecinajg po-
“lerzchn1° drugiego stoPnla wedtug stozkowych A'ILA
/Rys 385/, niechaj C? R’ beds biegunami plassczyzn
_ (l i R potaczmy te punkty prosts 72 ktdra nie-
Cha przebija plaszczyuny Cl :F{ " punkatych 6? A

“raez prostg poprowadémy dowoln:z plaszczyzne
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siecznyg ]?
/nn. plasz-
czyzne kon-
turu rzeczy-
wistego po-
‘wierzchni/,
ktéra przet-
nie powierz-
chnig wedlug
ctozkowe j é
a plaszezyznj
Q :R
wedtug pro-
stych /7, B,
e L

ktére sg bie-

gunowemi

/
punktéw Cz
- ;},

i /1 wogle-

dem stozko-

we j ;4 . Ry
=

kreslmy ounk-

ty przelkatne

M W
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Caworoketa supednego A B, A, B, wpisdnego w stozkowy;

! he saseisie § 186 punkty /7 i ¥ less na proste; QR=p.

. Powiadsm, ze punkty M i N sg stalemi yunkt&mi toj

| :pmstéj, t;;}. nie zalesa of plasspgyemy P ¢ Wk 2e gdy

; Dlasgedyzna sisczne P obraca 8iq dokola prostej X  punk-

% ty te nise imioniajq BW8go polodenis, ¥ same) rgecsy punk-

ty te eg 1/ sprivsons w inwolucji biegunowej denoj prues

| dwie pary stalych punktéw Q@ Q& R,Rl 2/ spressone har-

 onicgaie wggledem panktéw Q@ i R /t.j.‘uprzezone % in-
i'olucji hyperboliczne§, ktére pankty () i R #5 punktas .
® podwSjnemi/ co wyniks 2 wlasmodci esworoboky zupelre-
0 o bokack A, A, ﬂz,B,,B,B& L B,A kt8rego MN jest
Jedng pruckaing, a A B i A, B, 84 dwiema innemi prae-
ki tmoms pankty Vi N #4 prasts wepdlng pars punktdw
Srsjsonych dwdeb tmwolucji i jako takie mogy byé wyzns-
€09 niewslesnie od plaszcsyzny P /§ 142/. Znalezione
¥ ton epondd pumkty M i N 85 wiorschelkemi Awoh stoz.
k£w$ s ktdrysh kasdy preectodzi prgsz BtotkOWQ"A} i Aa‘h

Z twierdzenia tege wynika vagny wniosek, fe praze-

‘¢gis powierschni drugiego stopnis plasggzyansmi réw-

—

Vextemd sg storkowsmi podobnemi, - 83 to dowiem sara-
3

-

2 ’,ﬂ 2

© i r.ouecigeia riwnalegle stoska. drugiego stopnia. Jesze-

£~

1 wise mp. pevne prgeciecie powierxchal drugieso stop-
'h."' :

e

SECMEIRJA WYRRESINA Nr.36. drkuse 35-ty,
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ris jest kolem to wsgystkie przsciscia do niegg
rérnolegle gy kolami,. |

Toferd eniem wéajamnem 4o pawﬁﬁsnege bedzie;
Krzywa preenikenis dwéch stozkéw opissnych na po-
wierméhni drugiego stopnia skia&a gi¢ g dwéch stoz--
kowyeh.,

5 gg, g ggs é;gdnxge _omie. stogak asympto-

tyceny. Biegun pilaszcmysny niewledciwe] nasywa sig

$rodkism powierzchei dragiego stepnia; pimsgczysna
bieganowa kazdego punktu niewladciwego razywa alg

niaszegyeng Srednicows ; prosta bleguuowa kazdej

proste)j niewladciwej nagywa sig ﬁredmieg. Weaystkie
p&aszczyzny Srednicowe 1 frednis przechbdzq prEes
Srodek, albowiem bieguny tych plassczyzn i bieguno-
wz tych prostych legs w plesszczyinie bisgunowej
§rodke, t.j. w plaszczyfénie niewitadciwej. Odcinek
siacznei sawarty pomigdey pumkismi przehbicia po-
wieveshni nazywa sig ecieciwg i gdy nie sachedszi
obowa dwusnaesnofci, to cigeiwg lezaeg na drednicy
nagywamy poprostu grednicg. Srodek powierszchmi jest
narazem rodkiem kesdego prieriscia powisrsehui
giaazézyan_irodnicswq'i érodkiem kaszdej"drednicy”.
Jeszeli wiersebolkiem ssworoesni omn hieénnowege
jest §:odek powiersehni, to krewgdwis tege csworo-

#aiang wychodsgce s» §rodka, =g grednic&mi‘sprsgzaw
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‘memi. Cigoiwy réwnolegle-do jadmej s frsech freduio
spreqscaych s§ plaagc#xznaui fwéch pompetalych przo-
cigte na polowy; §&auzesynny siﬂbﬁn& réwnclagle do
dwéch Srednin eprzgdonyeh @y prses trsecig pracdbite
v érodkach stoskowych preecigoia, Paaaacsy;ny s tyes-
ne w kofeach Jedne] z 3-ch éredniec sprsgaonych oy
réwaoleglie do piasgerysny dwéeh posostalyeh 6radnic
Kazde dwic fredunice: #pregione powlsrszchnl sq zara-
sem Sreduicami epragsonemi efoskowej, wedlug ktérej
piaeﬁczyama tyeb drednic. priveinma. powierschaiq.

Motme dowisdé, se intalejs sawsze wkisd trsech
frednic spregzouych wsa;emnie pm@atapaﬁiych /dowsa
masi tuta; byé pomim¢qty/.aaad§ B tyeh trzech éred-
nic pasywamy 9aig powierzchui; }mﬁumyg_w Etéryeh od
prashije powiorachnia pizyvesy kisyscholkasmi. Piasgz-

szyons duéeh ktfrychkolwisk oud jest dla powiercch-

ni pisezcuysny mymstrii grvﬁﬁﬂkﬁtmeﬁ;_bazﬁa z osi
jest OﬁlQ syuwstrji sreetokgtaed. Jezeli przecigeie
1xn8iﬂpad1& ds jedmoj & el jest kolem, to wezystkie
pisecigeia do min§ prostopadis sg kolami i powiarg-
chnis vezywe aig obrotows; vozyetkie Srednice pro-
‘wiopadle do osi obrotu sy seiemd tej powierschni,

. Stotek opisény na pou*arzehni drugiego stopuia

Z£ je J drodka mazywa 819 stoskiom a§1gptutvcznym taj
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powierschei, = ktémq*éaaiada wapélas aa&a.”ﬁtdﬁkays |
gotknigela tego stozka s powisrschniy lety w piasg-

cryfnie niexlafciwej. Katde dwie twormgee tegd stoska .

sq saymptetami stotkowe], ‘wadlvg ktére] plassosyene
tyah tworaqcych prweaina powiorackalsy. '

.8 201, Ylasyfikacja powierschni drpglegs stoppie.

¥ & 198 odrésnilismy 3 wodszafe aktadéw biegunowych
presstrrernych zaleenie od tege, ooy istniejg punkty,
plesscsysny 1 proste samosprsgsome. %o 9] shsadcie
dzielinmy powicrzchnia drugiego stopxis ma Arojous ,
prgywpkrefline i prostokreélae Druga zesada klasyfi-

Vnedi polega ua smachowaniu si¢ tych powierzchnl wsgle

= plassceysny niewladciwe], ktére moze dla tyeh Po-
ierzchai byé zewnqtrzng./eLlpgoi&J siecens /hvper~
Leleidy/ lub etyomng /paraboloid?f‘
_g_ggg Powisrzchnie urojone cdpowiadajs uktadom
egunovym 1 rodzaju, gdy plaszcsyzna biegunowa punk-
tu, letacego wewnatrz czterodcisan biegumowego, nie
prezeciuma sadmel jego kraw@dsi. Wezystkis punkiy te]
powiernchni i wssystkis plasscayzmy do niéj gtycane
gz wro’cas, Kazdy /rzeceywisty/ punkt jest wzgledem
te] powierm~hni wen&@*rznym kasda plaszcezyzna 1 pro-
sta - zewnetresmg, Sroaek,érednlca i ceis sg tntaj,

jok zresdty zewsee, rzeczywiste. Poniswag plasroznysus

/
«+



,niewlasciwa jeet wogledem tej powierschad zeﬁm@b;uzu
.mozemy przste powierschmig urojong uwazaé ze glipscl

$ 203. Powierszchnia krzywokreélre cdpcwiadaje

ukladom biegumowym II rodzsaju,gdy piassczyzra Lbiegu-
nowa ?ﬁg}tu,leZQGego wewngtrg caworofcisru biegunowe.
go przecima trazy jego krawgdaie. Punkty samecspragzo-
ne stanowiq-punkty tej powierschni, plaésesyzny RV
sprzgsone 88 stycszne do niej; istnisjg satem tutaj
garéwno rzecsywiste-jak i urojone punkty lessce na
powierschni i pisasacsyzny stycsme do niej. Natomiest
nie ietniejg w tych ukiadach rzeczywiste proste stumo-
spraesone,t.i. rgeczywiste tworzsce powierschni.Z po-
§réd prostych rzeczywlatych jedne sg zengtigne

wzglgdem powierschni /jezeli inwolucja biegunowa jest
re nich eliptycena/,inne sq sieczne /gdy inwolusje
biegundwa jest na nich hyperbolicema/, jesscze inpe
8g stycegne do powierzchni /gdy inwolucje biegunowa
jest na niej pardbolxoan/ Prses eiecrmq nie mozna
poprowadzlé de powierschni rzacsywistej plaszczyeny
stycene j /bo inwoluc38 biegunowa dokola siecznej jest
ellptyczna/ przes prcstq gewnQtreng prgechodeg dwic
ptassceyzny stiyccne /bo inwolucja dokois niej jesat
hyperboliczna; plaszcsyzny te zostarg zjednocsone,

gdy proeta zewngtrgns stanir sig etyczng, Styczae do
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pewlerzchni w ktérymkolwzﬁk je§ punkcie lezg wszyst-
kie v plasscsyfnie stycmej i atanowiq dokoia punktu
sotknigcil eliptyczng inwolucje¢ proutyeh 8przezonyeh
Z p06r6d rzoenywietych punktéw, nie lezgcych na po-
wierzchnd, j¢ne Bg wewpgtirzne /Jezeli uktad biegu-
nowy #iqﬁki dokole nich jest jednostajny/,inne ge-
snatrene Agdy ten uklad jest niejednostajny/.Z kas-
dego pnnktn aewnqtrznege mozna ¢pisaé na powierzchni
rzeczywiaty stosek drugiego stopris; natomiast sto-
zek opisany s punktu wewngirsnego gest arojony.

| Z‘poéfﬁd.rsaczywiatgch plasscaysn, ktére nie sg
stycere do-powieruchni,jedne sg zewnatrsne /jezeli.

ukiad blegunowy piaski jest na nich jedzostajny/,in-
ne sg siecsne /gdy ten uklad jest na nich n;ejeduo-
stajny/. Kazda plaszosyzna siecama prazedina powiers-
‘chniq wﬁdlng'étozkowﬁj rzeceywiste]; plasaesy:na_j§¢
wnqtrzna"pouiersohni'nie priscine,lub racsej prseci-
" ma jg wedlug;stoékowej'nrojonej Plassesysna biegung
wa, punktn gewngtrEnego jest sieceny; plaazczysna big
gunowa pnnkxn wewngtrenego jest sewnetrsug. b3
a/ Powierschuia drugiego stopnia,dla ktérej
plaszcaysne niewlaéciwa jest aanﬁgtrsaq,t,j.ktérej?k.
éro&ek jest punktém weungtrtnym,ﬂanyii sig glipsoi-

idem. Wezystkie frednice.a2 wies i oeis sg siecsnemi,



waegstkie wiersoholki
aq_rﬁucayviafe,wasyﬁa-
,.kie pregcigeia plaskis
. elipsoidu sg elipsemi -
rsecsywistemi laub uro-

~ jomemi; stozek arymp-
totyczny: jest urojﬁng,

Odroan;amy elipaslﬁ*
tréjosiows /jezeli eig-

B [ i clwg osiows sg nigrdv-

ﬁyg;sgg ne/, ngaiawa VATTTR B
' < dwie cigciny osiowe =g
réwne/ a wlréd nich elxpnvzd anlaszczog; wydluseny
‘1 knle, zaletnie od ftego csy of obrotu jost krétsaa,

dussze. lub réwna kaedej ¢ dwéch omi réwaych.

elipnoi&sie tréjosiowym istniejg dwa ustawie-

'nia ktorych plasgezyeny prsecinajg pow erschnig we-
dlug_kél. Niechaj bgdg dane w rgutach prostokgtayck
/Rya.387/ trepussie” /74 , B,‘thlC,Cz elipsoidu i prgy
pudémy, se ﬁﬂ >88>C C, . Ze érodka O sza-

‘kreflmy kule o érednicy réwne] bredniej osi 5, B, .
je) pionowy kontur reecaywisty bgdsio koiem przeei-
o3 jacom kontur pionowy elipse:dn v punktach /) f' ZE'.

F i EL' leggayeh na drednicach D,Qi f.,Eupr-zu
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katdg 2 tych drednic

i o B, B, peprowadé- |

my. ptaszcaysny ‘Dil

Przecigcie kuli plasw

czyzng D jest kolém |
|
\

a przecigeie elipsoi-
dn tg samg plassczyz-
ng jest slipsg, ktéra }
" g tym kolem wapflmne ;
pankty O, D, 8 1 B,
i styozne w punktach
B, i Bx,' a wige
ijest z niem identycE-
pa /§ 171/; piessczyE
va D i wsnyutkil plassczysny do nie] réwnolegte

Rys.387.

przecinajg wige powieraschnie wed ug k§%; tak samo
piaszczyzna.E: i wasystkie plesecsysny do niej réw- !
nolegie. Dotycsy to nietylko plasgcszysnm siecsnyeh,
ale i sewngtrznych /kola nrojbno/‘i w szcgzegilnodél
stycsnych /inwolucja prostokgina prostych aprzqzo-
nych/, ktfrych punxiy sgetkmigeia % powierzchnig na-

zywaje aig punktami kolowemi pow1erzbhni i moga byé

otrzymnno w przecieciu elipsy /? ﬁ (3 C, grednich
sprzqzong bgdf ze frednics 00 /pankty /(, iR,
Dc‘%bl._n.e sredmica = B : ;-u,n,la,ty Kl 1 /43/

~
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¥ elipsoidsis trdjosiowym istriejq dwa uklady prze-
cigé kolewych w elipsoidsie obrotowym tylke jeden,
srostopadly do osi obrotu, w kuli kagde przecigcie
ptaskie jsai kolem. W elipsoidsie tréjosiowym istnie
ja 4 punkty kolowe, w obrotowym tylke dwa }wierzého}
ki osi obrotu/, w kuli wasystkie punkty powierschni
83 wierzcholkami i punktemi kolowemi.

Rsut jakiegekolwiek przeciqeia plaskiegO/Q-elin
ec .du & punktu kotowego A na plagzcsyan@_f’ odpo-
wiodniego prrzecigcis kolowego,t.j. na plaszosysng
-*6wnoieglq do plessceysuy stycmnej w punkoielﬁi,jast
kolem, W aaﬁej reecuy punkt kotowy /X jqét swyrod-
niatem preecigciem kolowem powierzchni plaszcsysng
styéznq w tym punkcie; przecigcie stoska rsucejgce-
go plészczyzng P réwnolegls do plassceysny stycx-
nej musi byé figurs podobng do tego zwyrodnialege
kola, 8 wigc musi te2 byé kolem. Jezeli elipsoid

jest kulg, to raut éaki.nazywa sieo stereograficznym;
drodkiem reotéw jest jakikolwiek punkt powierschai
kuli f( , 8 plasszcsyzng rauidéw jest jakaiolwiek pia-
szezysnd prostopadia do Sredniey OA . Rsut sterep-
graficeny kasdego kola letscego na kuli jest kolem;

tatwo okamad, ge w rzucin tym sostajs sachowany ket
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jakichkolwiek dwuoh krey
'fvy§§;;prsecinajqaych sis

na p&wiornehni kuli. Ne

tej kgsadsie rzut stere-

ograiicsny—ma‘éaatosowh}
nie w teorji funkcji,
‘¥artografii & kryatalo-
Rys.388- * . b/ Powierschris krey-
. wokréflna dragiego stop-
nia, dla ktdrej plaascsyzna niewlaiciwa jest siecs-

nq,t i kt&re; érodek jost pavkten.tewngtrznym nasgy-
wa siq hyperd oloiden gwugewlokowzg z kazdynh traech
Srednic spregsonych, a wige i & traseh osi , tylke .
jedna jeat siecsng; hyperboloid dwapowiokowy posia-
da tylko &wa wlerzcholki rsecsywiste. Stozek asymp-
totyczny Jeat rzecsywisty. Khada prsecigcie powiers
chad plaezczyxny jest podobne do przeciqcia stosks

, asymptotycznego ta samg plaazczyznq, gdy2 pierwsze
8 tych prsecigé jest sarasem przecisciem stozka,
ktéry prsechqdzi prsez przecigeia hyperboloidu

- plaszcsysng niawiaiciwq i ktéry jest prsesunigtym
réwnolagle stoikicm asympiotyesniyn. Stqd vy ika,se

| plaazczysna ktéra prrecina stotek aaymptotvcsny



weding kola, prsecima
w-ten sam sposédb i hy-
perbbloid dwupowickowy.
Powierzchnia ta posia-
da zatem wogéle 4 punk-

t:fk01¢to;\kt6re w hy-
| peﬁholoidsie obrotowym

aontanq siednoesone w
dwoch jegu wier:cboln i
kacha "f‘ Tigh
0/ ?bwiarzchnil 4
krsywnk;eﬁlnlﬂdruglego
stopnia, dla kt&qu';

389. o
Rys. piarscaysns aiewladei-
‘wa jast;stycusg,nasyve
sig ps ha gidem elipt JoEnym, Z trzech osi tylko

jedpa jest wiafoiwg. Kasde prescigele pordbolnidu o
eliptycznego jest elipsy = q;thk1ai.)r:¢¢i|6 réwmn-
laglyoh -do osi, ktére s parsbolami, Parsbeleid
eliptycqny posiada jeden wierzcholek, dwa ukiady
przecigé kolowych i dwa punkty koloﬂ.,ktéro wyzna-
czyé mosna podobmie jak dla élipnoiﬁu;t.jssa'pomocq

uli podiGjnie stycznej Szczegélnym ﬁ}zypadkiom |

ST . 8& 1



0 Ay
ktorego dwa punktiy koloﬁe

////’#ﬁrk\\\\\\ zjednoceone sg w vl erschol-
|
TEREIETN =

’: 3

i

k. §.204. Powierschmie pre-
;> stokreélne odpowimdajg

\\\\\\\~___”ﬂ”/,’, ukiadom biegunowynm III ro-
dzaju, gdy piaszczyzna bie-

gunous punktu‘lezqcego we-

Rys.390. wngtre czworoscianu biegu-
nowego przecina 4 jego kre-
wgdzie. Jek widzielifmy w § 198 istniejs wéwczas
nietylio punkty i plaszezysuy, ale i proste semo-
sprzgsone, gwane jworsscepi powisrschni.Xasdy punkt
takiej proste] jest punktem powierschai, kaada plaég
cnazna; preechadsgea praez takg prostq jest styczﬁq
do powierzchmi. £ podréd immych prostych prsestrgeni
jedme #q styczme, imne sewngtrgwe lud Biscome,zales-
nie od tego, oy inwolucja biegunowa jbst ma nich
parabolicsna, eliptycene 1lub hyperbolicezna, W prze-
ciwiedatwie do powierschni krsywokreélnych prses
prostg rewngtirsng nie motna'pr:cprowadsié.jlaszczyﬂf
ny styéﬁnej rasczywistej & pries aiocinq preechodeg
dwie tekie plaszczyeny. Waaystkie punkty przeatrs¢4

ni nie lezyce na powierzchni sy wegledem niej =ze-
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s
L3S

wnqtrsne,t.j. ¢ kasdego punktu mosna opisad B8 po-
wiorschni reecsywisty stozek drugiego stopnis;
weepystkie plassczymny, ktére nie sy stycsne,sg
siecene, t.j. kasda e nich prascine )owie?zohniq we-
_dtug stotkowej rsecsywismtej.

- Nieche] prosta & bgdsie tworzch powierschai
prostmkreélﬁO]. Wesyetkia punkty te] prostej legg |
na powierzchni giyz ich plamscsymy biegunowe preg
chodssg przez nie; wszystkle plaszceysny prsechodse-
ce pres tq pro-tq sy styosne do powierzchui, gdys -
ich bieguny lezg w mich. Poprowadimy prres tworsg-
cg QA jakskolwiek plasccsyzng P . Prszetuie ona
powierzchnis wedlug stozkowej; poniewas zad proste
. o wchodel w skiad tego prseciqcia, wiec ows a%o%
kows mogs byé tylko dwie prsecinajgce sig proste:
jedmg z nich jest prosts & , Brugq alecha]j bgdzis
proeta.lk ,przecinajaca prosts L w pewnym punkcie
P, ktbry jest punktem zetiniacie plassceyzay P
4 powierzcbniq Prosta & jest tworzacs powlersch-
ni; gdy plaszcsyzna.f} obracaé sie bedzie dokole
prostej @ , twerzqca;A opisywaé bsdzie powierzch-
nie, wsrnecinejaetworzgeg oL w coraz to mowym punk-
cie léi getkniccia tej niaamprciymuy 2 powierzchnis,

Poszcze;idlne poiosenis tenrsgce] ,4 : /éj / R
. X /






[
...5"( v

8g wszyetkia skodne ge sobg, bo gdydy -dwie xtérskol-
wiek @ tych prostych np, 4 i / s Big proecinaly,
to poniewas kazde z nlch preecine prostq A , wige
wszystkie 3 proste a kil leﬂalgby w plaszcoyi-
" nfe P ktéra w ton spnaé'b przeoina&aby powiersch-
nie drug:wgo stopnia weding 3 proatych co niemozli.-
we /bylaby to bewlem kruywa 3 rzedu/. Jeseli plasz-.
ceyzne P obracaéd ‘qusiom;_j dokole proat.ej Vs , to
tvors{qco; a opisywaé bedsie powierechniq, prsecine-
Jac tworsgeg 4w corag to nuwym punkcie /Z zetkniae-
cie tej planzczyzny g pow:wrzcbnia,, rosgezegélne po-
Yozenia tworzgeej QL : & , ,Z) :+ C .... beds wszysc!?
kie skofne ze sobs. W ten sposéd me powierschni pro.
stokredlne lazg dwa ukls.dy. twerzgcyoh A Lo
@, b » O ,.s0., majgoe te wlasnodd, se kaszde dwie
tworsgace, nalesgce do tego semego ukladn sa nkoéne,
e kazde dw%u tworzgce do ukladéw réenych sie preeci--
‘vajg tek, ge przes kasdy punkt powiergelnd przecho-
»" g i w kazde] plaszczyimie styczne] levq dwie two-
rnace nalezgce do rdznych ukiaddw. |
" Nisch quq trsy proste skodne &, A. i C /kie-
rownice i meehaj proste ,4 /ﬁmcha/ porusge sig
v ten sr086b, te w kmzdem poiozeniu przecima wezyst-
kie tray proste @, b5 ic /élizgajgc sie po nich}’;

€



- 558 -

powierschnia opisuna prds Sworeges A bgdaie wo-

wierschaig prostokredlns drugiego stopnis. Jezeli

obiéraamr trezy dowslne poiogenia taﬁrzquujlé_zf o
inm, o ktérych wiemy se sg skofne i badsiemy poru-
sueli tak progty « ., aby oma w kaidem poleseéniun
preecinala wexystkis tray proatsjé {47, %0 tun-
rzgca O opisee tg samg powierzchnis grogtokreélnq.

Pow1ersahniq prostokreding mosna praeto ukworayé

przez ,8ligranje® prostej & wo frlﬁuh_wroqﬁxgg_ggg
jexmie Ekosnych K Loim.

Na kazdych dwdek trovenayol tego samego nkia-
‘u,np.na tworzgeych O 1 b , tworegee druglsge
ukiada ZL Z 270 4 ... Wyenscsajg sseregi rent-ae,

iwisk tworsgus © plorw

W sane ] rzecsy prezes ktdrgke
ss8go ukled: ormg wraes wesystkie preecinajges js

. 7
twors&ca drugliego ukisdu: 4 65 e 7PL g e e ATERACEORY

b1 Y

Jest pak plassicuysm o osi C , ktdry va tworsaoych
a i b daje dwa ezeregi perepekiywiceme, a wisge

o

rautows. Powlerschmig prostokredlug drugisge stop?

nis mosna przeto utworsyé Iacssc sdpomisdaie runkty

Awéch ageregda rzmbtowych o podstawmanh akodwych.

Nawzajem dokola Esgdych dwnch tworsgeyen plerp

ssego ukiadu, np. dokola tworsaeyeh .t ib ,tworeace
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| drugiego uklndu;A ,[, / m... wysnaczajg poki

o

plasscsysn rsatove, W ssmej rzecsy na ktérejkdl&iek
tworsgcej C piarwézego ukigdu praes wszystkie prse
cinajace jg tworssce dmgiego ukiaduué ,/ Tt st
wysnaciony jest ssereg punktéw o podstawie ¢ ,kté-
ry wrag s tworzacemi « i b;wyznaoza.dwa pgki plass-
czysn perspekiywicsme. Powiermobmiq prostokredlng
mond wiec jeszcze utworsyé prses prsecinanie sig
gdpowiednieh plasscgyen dwéch rsuntowych pokdw plasg

ezysn 9 osiach skosnyeh.
a/ Powierzehnia prostokredlune drugiego stop-

nia nszywa pig hyvperboloidem jednopowlokowym, jesSli

plaszosyzna niewlsdciwa jest wsglgdem niej sieceny.

/Rys.39)/. Hyperkeloid jednopowlokowy utworgony so-
stanie przes ,Slizganie” prosie] @ po trzech pros-
tydh skofnrych k L om, .., pie e do jed-
pej plasscgyzny . W samej rzeczy prosta,ktdra 1g-
csy punkty niewladciwe proatych,z i.Z, nie praeci-
na\wﬁwcsaa prostejm, tadna preeto prosia niewlad-
ciﬁa nie moze byé tworzgcsy, skad wynika, te plasz-
czyéna niewlzdciwa nie mose byé styczng do powiers-

cani. - ﬁypertoloid jednspowlokowy mozna utworsyd

GEOMETRJA WYRRESINA Nr.86 Arkuss 36-ty.
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Ygczac odpowisdate punkty dwéch sszeregéw rzutowych |
pie podohmych o podstawach skofaych, - gdyby bowiem
sgeregi te byly pedehme, to ich puakty niewladciwe
odpowiadatyby sobie wzajemnis, tak 2o proéta nise-
wladeina bytaby tworzmes, & wigc plassczyzne nis-
wtafeiwa byiaby stycwes. Z poéréd tryech drednic =
sprzesonyclk, & wige I z pofréd trzech emi, dwie sg
sieceznemi; skogek ssymptotycany jest rzoengiié%f}i"
'kazda jego tworzq;a jest réwnoleg&a do Jéﬁﬂb]‘t ‘two-
ragcych hyperholo1du kaEQEWb ukkaau. ¥ak samo *ak w
nowierzchkniach krzywokraﬁinydﬁ id%iiejg i %ueaj awa
uklady prsecieé KoXowych; plsencﬁysﬂy prze«;&&iqce
bhyperboloid wediag kéi prascinajs jage stogsk mBymp-
totjcznyrwedlmg k#2 spéisrodkowyck. ﬁa vétkio 4 punk-
ty Eclows sg wszykss srejous, albowicm iro&nﬁea
Spragiore z dwisme wazjemmie prastopmdlemi frednica-
‘mi prgecigeis kolowegu, praechodsacego przee drodek
'powzerxnhnx aie proebije p@vierschni w ptnktnch rze-
czywintych. Hypeztcla;i.Jednoyowloknwy ltcnio sig |
obrotawy jezeli ebm nkliady yrseciqﬁ kolowych zosta-
rg zjednoczone, powisrschrmis uaka -upe byé utworsona,
prres obrdt proste] @ dokels mxep:aaezna;chj jei ﬂ
oxsi 0 , & jej gtqsnpgkwgsynptetyemnr powaipnie,przeﬁ
obrdt prbstej réwnolegléj do Q 4 greecinajncej of w
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spodku wspélnej prostopadiej do prostej L i osi 0.
b/ Powierzchnia prostokredlna drugiego stop-

nia nazywa sig¢ paraholoidem hyperbolicsnym, jezeli

plaszczyzne niewlasciwa jest do niej styczng /Rys.
392/. Jak kazda plaszczyznma styczna, me wtedy pla-
ssczysne niewladciwa dwie tworsgce wepélne z po-
wierzchnig,kazda 2 inmego ukladu. Poniewaz wazyst-
kie tworzqce wiafciwe I ukladu przecinajgq te z
tych fworzqcych niewladciwych, ktér.,nalezy_do II
ukiadu, a wssystkie tworzqce II ukladu prsecinajg
t¢ =z nich,ktdra nalezy do I ukiadu, wige tworsgce
katdego ukladu majg wspélme ustawienie. Paraboloid
hypprbolicsny_noza pr:eti byé utwerseay prses ruch
prostej flisgajgcej siq po trsech prostyeh réwno-
legiych do jednej plassesysay, wssystkie pelote-
nia tej tworsgcej bedy réwnelegie do immej plass-
cxysay. Phiiboloid hyjorbolieuij-utvorsyé mosna
Jesscze lgezge puakty odpowiednie dwéeh sszeregiw
podobnyeh (a}bo réwnych) o pedstawach iko&nyoh;

w samej rzecsy prosia, lacsgea ich punkty niewle-
fciwe jéit wiwcsas twersqeq, a prsechedsqce prses
nig plagscsysna niewlafciwa jest styemmq.$ $rsech
osi tylko jedma pesostaje wiafciwy.Plasscsysay,
prsechodsgce praes ¢ of w danyeh dwfeh uta\_vio-

\
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. gwyrodnia-
tym sto2-~
kiem asymp-
totycznym
tej —owiers-
.ehni, Kazde
przecigeie

paraboloidu
hyperbolicz-
nego jest
byperbolg
z wyjgtkienm

prasecigé

~ réwnoleglych
do osi, ktd-
re sg para-
- Rys.392. ~ bolami., Pa-
: rebeloid
hyperbolicznj jest jedyﬁq powierschnig drugiege
stopnia,-ktéra nie posiasde przecigé kolowych i
ktéra nie moze byé obrotcwa.

§ :205." Powierschnie dregione stopnia” swyrods tnkes

Uklad biegunowy przeatréénﬂg_akreéliliémy 2apol IR

czworofcianu biegunowsgo A A, A, A, i piarscz zuy

A e "



'biegunowej B punktu jekiegokolwiek Bs tem sastrse
geniem, ze punkt B nie lezy w zadnej se écian, a
| plaszceyzna B nie prsechodsi przez zaden s wiers-
cholkéw czworodcianu /‘7,/92,/93/9,-0drgn6my teraz te za-
strzezenia.
Przypusdmy najpieri, %e plaézczyzna biegunowa

B punktu jekiegokolwiek B przechodsi prses je-—l
den z wiergzcholkéw czworoéciamm biegunowego np.
praes A, , ul':lﬁdy b-iegimowe piaskie na fdcianach za-
wierajgeych wierszcholek /1y beds zwyrodnisle, na
§cianie saf A, /A, /A, uklad biegunowy plaski mosze byé
albo jednostajny, albe niejednostajny. Piaszczysna
" biegunowa kazdego punktu # prszechedsi prses Ay,
natomiast biegun kasdej plasscaysny M jest nieoszna
czony, moze to byé mianowicie dewo]..ny‘ punkt pewne j
prostej /n , przechodsgcej prses /}4 . l%ten 8posob
uklad biegunowy przestrzenny staje sig ukladem bie-
ganowym wigzki dokola punkiw ./']:, , zaleznie od tego
cazy tem uklad bedsie jednostajay lud n;iejednostaj-
ny, powierschnia tego ukiadm bgd:ic stotkiem urejo-
aym luob rzecgywistym. €dy plaue:ysn_B preecho-
dei prses dwa wierschelki csworefcismu biegunewege,
/f& i A, te jest prses krawqd$ /], /4, 3 stesek
‘ten snieksstalca siq do dwéch plasscsyss urojonygh
gpraggonych ladb rsecsywistych, prsecinajacych siq
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wedlug krawqdsi 7, /4, . |
Stozek nrojony lub rsecsywisty oras dwie
plasscsysny urejene,sprsgzone lub rseesywiste sta-

nowis powierschnig drugiege rsgdu /bo kazda proste

.prsebijs jq w dwéeh punktaeb/ i klasy :erguo;/ bo
przes dowolnq prostg nie mogna wogéle de niej wy-

prowadsié sadnej plasscsysny styeznej/.

Prsypusémy nastgprie, te biegnn.ZB jakie jkol-
wiek danej plasscxysny B lesy w jedne zéifeian
csworofciani biegunowego,np.w fcianie ﬂ,ﬂLﬁ . Oktad
biegunowy pisestrsenny vtaje sig¢ wtedy ukiadem bie-
gunowym plaskim w tej Sciamie, saleznie od tege,esy
ten uklad jest. jednostajmy lub niejedneataqu,'pb-
wierschnis tej biegunowodei jest stozkows urejong
lud rzocsxgiatg; Gdy punkt B lesy na jedmej s kra-
wqdsi esworofcianu bieganowego,np.na A, A, 8 stog

kowa snieksstalca sig do dwdch punktéw urojenyeh
mm&.hlnmn.,.m& lezgeych na tej krawg-

dsi. Stoskows urejoua ‘lub rsecsywista oras dwa punk-

iy nrbjone,aprzqzone luh rseczywiste ctanowig po-~

| wierszchnie d gggiejWklasy /be przes katdg prosty mok-
na do niej prseprowadzlé dwie plaszcsyzny stycsne/

i rsedu serowego /bo aana prosta wog0¢e jej nie

pr;ebz;q/

Btressczajge powyzsze ,mozemy podzielié powiers-
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chnie drugiego stopnis jak mestepnje:

I._ROWIRRZCHRIR DRUGIEGD HVEDU I DRYETEJ SLASTY

o E Powierschrwise kreywokrefine
1. Powisrschnia /elipsecid/ mTojome.
2. Elipsoid rsecsywisty.
3. Eyperboloid dwupowiekowy.
4. Parabolpid eliptycsamy.

Powiersehnie M
5. Hyperbdeloid jedmopowickowy
6. Parabeloid hyperbelimsmy

- JI.POWIERZCHNIE DRUGIKGO IH. POWIERZCHNIE MGiEJ
b - 3 ———

2@ I XLASY ZEROWEJ XLASY 1 HZEIN ZEROWEGO.
7. Stotek urojony 11, Btezkowa urojone |
8. 2 plassesysay urojo- - A2, Dwma punkty mrojone
A6 sprEgiome ' sprzéZoae
9. Stesek rseesywisty 13. Stitkowa rzecsywists
10 Dwie plassesysny rse- 4. Dwe punkty rsecsy-

csywiste. wiste.



XRZYWE I POWIERZCENIE W OGOL¥OSCI.
— T 5 P & s

ROZDZi:% XVI. KRZYWE PRASKIR.

§ 206. Eraywn plagke jako miejsece i jgko'obf

RZ

wiednis. Prsy badaniu stozkowych rzecsywistyeh ros-

wazalidmy te krzywe s dwojokiego stanowiska:albo ja-
ko mieisee geometrygsne ,pornssajace sig wedlug pew-
nego prowa punkte, ktéry t¢ kraywe gplauje, slbo ja-
ko obwiednig poruszajgce] sig weding pewnRego prawa
prostej, ktéra tg krzywa povifesy. Te dweinlodé okre
§lenia tej samej krsywej nie ogravicss wig Lynej-
mpiej do stoskowyeh ale doiyesy wogble wesysilieh
kraywych piaskich. Ket¢da krzywz pluska jest sarasem

miejscem i obwiednis. :

Gdy kreywsg } uwaLamy sa mieiegg,pornssajéago
sie punktu,to mozémy dla kasdego poléﬂoﬁia tege punk
tu /pewnymi iythkami'o ktéryeh saras dezie mowa,/
ckredlié prostq przez ten pnukt prxechodsqeq i swang

styczng do kragwej‘é v tym punkcia

Z podréd polozed gﬂa&&faiﬁhebﬁ 8ig punktu objers-
- my jedno state A (Rya.395) oras drugae smienne B i
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potacsymy AB =S
Gdy punkt B gblizaé

si¢ bedsie do punktu

.t|/4#// A poprses punkfy
Y B T BB
E%@%‘ - _ krzywej, tak se odei-
A nek A3 maleé be-
dzie nieogranicsenie,
Rys.393. to siecszne: S,"'/qB,
5, = AB, , $,=4 8,

i t.d. bgdg stanowily eigg prostych qualﬁ . Prosts

I xtére jest granicg cisgu tych siedznych, gdy od-
‘cinek AB dasy do sere, nasywa sie stycsmg do kfsywej
k = punkcie A , punks A nasywa sie jej punktem
getkniecia s krayws.

o Hoze sig sda-
reyé, ze punkt B
opisujgcy kraywg
przejdsie przés
ten sam punkt
plessesysny O
dwa lub wigce]
rasy (Rys.394),
T nge.ses pazkt toki masy-
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wa 8iq punktem podwdjnym isglqdni'e - krotpym.Wogéble

punkt rashomy 2 sa pierwssym rasem madejdsie do punj
w D poprses inne pankty mit sa drugim resem, w pusk-
eie podwéjnym mamy tedy wegéle dwie miycsme, w punkeie
N - krotaym - _2_styespyeh.

Gdy krsywg k nwaziﬁy sa obwiednig porussajgce]
siq prestej,to mosemy dla kasdege poledenia tej pro-

ztej, s pewnymi wyjgtkemi, o ktérych sares bdedsie mowa
‘ okreflié pumkt
za tej proste

letgey 1 swany
punkiem setknig-
¢ia tej prostej
s kriywg /4

% podréd

“polesek poru-

330.395.' , _ssajqee] sig
| prestaj obiers-
my jedno stale o (Rys.395) oras drugie smiesme b3
wysnagsmy pankt prascigeia ab =8 Cdy prosts
5 sblineé siq bgdsie do prostej CL poprses polosepie
,Z>, , by by ..., tak, se kat /ab / maleé bedsie
nieogralio_n.nit,. topunk‘ty S, = a/b, . SLE Cb.bb s
33 =a Ay ‘1 -t.d. bedg itllibwily. eigg puik‘ﬁ'



- 569 -

‘prostej CL . Punkt 7—; ktéry jest granieq éiqgn tyeﬁ;
pnnkttSw gdy kgt / 0‘«'5 / dgzy do sera, nn«ywa sig
pgnktem getknigein proste; a s krlywq Va ' prosta ¢
nagywa 51¢ _&xgggg do krsywej w tym punkaie.
| | Xose sig sda-
rlJ‘ fe pro-
ata O powé-

s ds |
/\\/\ v b/ N7 5 esgse- kraywg
\ ' : ~  prsystanie
A | do tej samej
Ry»"396. proa-toj piass-
' csSysny d dwa
© lad wigeej rasy (Rys.396),prosta taka nasywe sig siy-
eang podwiing, weglednie /L - krotma. Wogéle prbst‘a ru
choms O ma pierwesym rasem praystamie do proetej o
po przejdciu innyeh pstosed niz za drugim rawem, na
styesnej podwijnej lesed tedy bedg wogéle dwa punkiy
.aetlmigcia, ns styesme} /L - krotmej -~ 7. pusktéw
setkaigeia.

Hoseny odta,d. uwasgad, %o krgywa k powstaje jedno-
ceednis obu sposebami: jake mirjsee porussajaecgq sie
penktn i jako obwiednia stycymej w tym punkeie. Wye-
bragm_ =obie, 2e punkt’ £ perusse si¢ pe prostej ¢ i

podez :3 gdy ta prosts obraca eis jednocse$nie dokola.



punktu 7" . ¥ kazdem potozeniu punktu 7 prosta z
jest stycsng do krzywej w tym punkcie; w ten sposdb,
gdy punkt e opisuje krzywsg, prosta A jednoczesnie
ja powléesy. | v e
Gdy ap. tniemy papier nozyeami,to punkt sﬁotkan.
nia sig dwéch ostrasy nozye, trzymanyeh w prawej rgce,
posuwa sig¢ wgdiug prostej,‘podczaa gdy lewa re¢ka nada-
je kartce pﬁpieru ruch obrotow~ dokola tego punitn.
' . Wychodzi to mna to,
jak gdyby papier |
byl nieruchomy, a
prosta prses nq-
Zyee wyeinana o-
braeeta siqldoko-
la tego punktu w
prseciwng stromg.
Jezeli w pew-

nym punkcie /A
Rys.397. kraywej (Rys 397)
ani ruch punktu
T po prostej £, ami obrét te¢j prostej dokoia punk-
ta / nie suienia swrotw,t.j. gdy puﬁkt s preseho-
dsi na prostej r s jednej strony puakta /A na drugs 4
2 jodnocseénie ta pronta'pr-eehcdsi s jednei~ntrony
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prostejana,drugq,Jto-punkt,AQ..i"aﬁyeana cifnagywajg
8ig ggégge svycreinym i styess eés5ing krsywei. Ta-
‘kie sg np. wsgystkie punkty ituku, wyeinmdnego nosyeami
g papierw, jezell w eiggu wycinamia rueh nozye nie szo-
stal satrsymany; & kartka pspieru byia obracana weigs
w te samg stwong. % okreflenia punktn*svjc:ﬁjnego wy-
nika, Ze punkty krsywej nieskodesenie mu bliskie, &
po obu jego stromegh lezqee, snajdujg sig po te) wame]
stronie stycsnej, stroma ta nasywa sig girope wkleslo-
fei krsywej w punkcie /7 ., )
| Jezeli punkt 7/ przechodsi na prostej L przes %

punkt / s jednej jego strony =ma drugq, podezas gdy
” prosta t satrsymuje 8ig w pologeniu 2z , aby nmatyeh-
miast smienié zwrot obrotu nak prgeciwny, to punkt o/
jest punktem przegieccis krkyw339 a stycunas z w iyn
punkcie jest gtyespg przegigeia..Prsy wyeinemiu ?apieém
nosycami otrzymsmy taki punkt » chwili, gdy nie prse-
rywsjae prawg rekg rucha nrozys, smienimy lews rgke
nagle swrot cbrotu kartki papierm,

Jest raecsg oesywisty, ze punkty krzywej nleskoed-
czenis biiskie punkiu pr;egiqcié, g po obu jags stro-
nach l.ggge, xmajdﬁjq #i¢ pr prseciwnyeh stronaeh siyecs-
nej pr eglgecls; ﬁﬁgczna ia praschods) satem w punkeie

praegi cle % jednej stwoiy krazywe] na drugs.
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Jezeli prosta 3 Big . praé¢staja -w pewnyn poloze-~
- mlw s g @Er;c&é%xiQ;wntgfsumq weiqs streng, podesas
;:gdxwpunkth;a;mdakola ktérego jej obrés =ig odbywa,
satrsyma sig w punkeie A<, , aby smienié swrot swego
ruchu ma tej prostej, to prosta » , nasywa sie gﬁxg_é
BA nvrotﬁ, a punkt /{ punktemr swrotu I rodsajp. Zapome:

ey krajania papiéru noszycami trudniej taki pankd otrsy.
maé, poniewa:z mnogyee krajg w jedmg sylke stroms: nale-
‘satody vige, dossedlssy do punktu R 1 praerwawssy (
kraejanie, wykonaé dodatkowse obrét papieru o 180°,
pocsem, rospeesawssy krajamie, ehracaé papisr w tq sa-
mg strong, o poprsedmie.’

Wresscie mose eie sdarsyé, se w pewnej dhvili jcd
zecsednie ulegajs satrsymanin i dosnajg smiany swro-
tu saréwae raeh bnnktu 7_-wsd1nt,proctpj 4 . Jak §
obrét prostej Z dokola punkta 7 , Puikt R, W w
ktérym te mastepuje, nasywa sig paakten swrotn Il re-
dzajy albe dgiobem. Dsiéb krsywej jest prsete sjedmes
esonym punkiem prsegiccia i punktem swrotm I ro&lnju
Aby otrsymaé taki punkt na krsywej wyeinamej mosysami
s pepiera, nalezaleby dosigglsmy pnnkti.‘/zl,, prse-

rwaé krajanie, wykanaé ebrét pepieru o 180°, possen,
‘ro:pocsqwsny krajanie, ebraeaé papier w pruoc1tnq
'utrong aig poprsednise.
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Parkty i styesne: podwéjne wielokrotne prsegig-
eiz i swroty nssywasmy punkianmf i stycznemi osobliwemi

Z semego okreflenis tyeh elementéw krsywej wyn{ﬁa se

‘lu’

pomigdsy punktamr i styczneni osobliwemi 1stnie
wgaiemnofé dweista. ° |

Wsajemnemi 5§ mianowicie: punkt podwéjmy i styesma
nodwégna punkt prsegi°¢1a i stycsna gwrotu, punkt swro-
th i stycsna prregiccia,

R ézéyV Kg;g_k;;xg;ggx Poniewaz krsywa A powsta-
je przes obrét prostej ?  dekota jej pumktu /- , kté-
ry siQ 22 niej jednoesesnie porusza, wige ws;ystkio
wiasnodei kraywej w poblisa damege jej punktm /A sa-
lezeé zussg wqucsnié_ed ilerasu sxybkodei tyeh dwéesh
‘Tuchéw w ehwili, gdy punkt ‘7‘.prsdchodsi praes punkt
A, %ij. ed krsywisay A % tym punkeie. Ujmiemy te
okro‘lenle niese dciflej.

Nieeh quq na krsywnj/; punkt swyczajny A 4
 punkt ;akikalwiek A, (Rys.398). Peprowadfémy w tyeh
Hpugktachﬁatyszne @ i & . Diugofé wyprostowamegs iuku
/9/9, espaes amy prees S ; maturalag miarg kqta (aq )
osnsesawy prses % . Krgywismg - frednig krsywej &
miqdsy punktem /| i 4, masywamy iloras:

(4

VI
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Gdy pumkt A sbli-
2aé sie bedsic ku
puskiewi A , to
lk S bedsie mala
nisogranicsenie, ’
jednoezefnie maleé
bgdsie afeograniese-
nie kgt ¥ |, ktéry
jest funkejg Iukm

Rys.398. S . Krsywiszmg rse-
guywiastg kraywej k
» punkeie A nasywa sig graniea ilorasu i , g8y ¢

‘s‘.
dqzy do sera,esyli

A Y .
ki Tt
Nieskodowenie malejgey ink ofs nasywamy slemen-
tem krsywej 4 ; sale¢ny od niego, nios‘koﬂ@zénie mala- .
jacy kgt cly) miqaxy stycsnemi w koficach elementw ds
nasywamy kstem styemofel. Hozemy wige powiedsied, e
krzywisng w purkeie /A krsywej nazyws aig iloraa kata

styesnofei prres o&powiadaj gey mu olement krsywe§ w -

punkeie A.u punkeie praegiecesia J kat stycsnoiei
df= ~, 8 wige lrrzywisua w tym punkcie A O

W pnnkcm zv.vrotu I rodzaju R C[S"O A = oo



Wéréd krsywyeh
.piéskich jest jedna,
ktérej krzywisnn w
kazdym punkcie jest
stala: jest to kolw.

W samej rszeczy,niech
bedzie koto O (Bys.
199) promienia 7 4
Rys. 302 . na nim dws punkty /7
i/?, . oraz stycene Q@ 1. & w tych punktach, kgt miedsy |

temi styconemi ¢ katowi A  wmigdzy promieniami
punktéw 7 i A, , tuk AR FS =7, 4 wige
krzywisna firednia e

i~

= ’

. L

-

y _a
"“5 ] 7%

Gdy A, sblizal gie bedsie ;nieogranic_zenie do A
i krzywisna frednia dgzyé bedsie do krsywizny rzeczy-
.wistej w punkcie/q , wartoéé Ti‘ jako liczba stala

nie ulegnie smianie,tak, se krzywizna rseczywista w
punkcie 4. ' ol
! /4 3 )

. Krzywigna kols w kazdym jego punkcie jest przeto

licgbg stalg i réwna sie dwro tnofci promienia kela.
Przypuéémy teras,se mamy krzywg A % ktérej krsy-

GEOMETRJA WYRKRESLNA Nr.86. - Arkuss 37-my.



~ 576 -

wizng A w zwyczajnym je j punkcie A "obliczylién‘ly na
zasadzie je‘j/' réwnania, biorge pochodng kgta ¥ wagle-~
dem lukan 5 . Zamiast notowal otrsymang lic‘zbq k
moglibyémy zamotowaé jej odwrotno#é,t.j. podaé prpQ
mief kola tej sawc] krzywisny, cayli t. v, promien
krzywigny w g;unkci.\,/? / |

P~ J

A |
Je#ali koo bo wykreflimy w tenm sposéd, by jego
okrgg prsechodsil pruzes punkt A, by jego styesns w

tym punkcie praystala do atyczme] & krsywsej A ivy
punkty nieakodcgenie bliskie punkiu A na kraywej 4
i na kole 7{, lp'ﬁa}‘.y.po tej samej stronie wipélnej sty
nej < to te dwie krzywe pos iadaé beda we wspdlaym
pu.nkmm /1 wapélng styczng < i wspélna lrrzywigzzﬂ A
Aby wyznacsyé Srodek A kola 4, iyatmy w punkcie :,
A do stycsunej o prestopaula‘,czyli t.iw, normalng
krzywej K w “punkeie A 1 p6 stronie 'wqueloﬁc'i o&
punktu /] odmierszmy na tej normalnej promleﬁ krzywiz-
ny *° 76 Z otrzymanego w ten spos6b pnnktu /1
gakref§lmy koilo :Z:, nromwniem 7‘-7‘," ‘/‘(/9—, kolo:
 to nazywamy kolem kraywizny, jege rodek A " . frel
kiem krzywisny w punkcie A Ll e e
0 kazdyr kole, ktére me 3 krsjws k . wepélmy pul
A i wapding s nim %iycmq' a , Muy' poﬂeduiéé



ek
"

ze me 3 tg§ krzywg wsirfire 9. punkty, zjednoczone w
punkcie A . Miejscem geometrycznem $rodkéw tych ki1
jest normelna ~ krzywej='7" w punkcie A , wSréd tych
k61 jedno mianowicie koto krzywizny £, , ma gz krzywa
k nadto wsp6lng krzywizng A § dz:.gh temu lepiej
o@uzystklch innych przylega do krzywe;; Aow pobli-
&u punktu A , Keiak wa ustem g krzywg A wapSlne
przynajmniej 3 punkty, zjeinockome w punkcie A .
Stad wynika nastepujace czeto geometryczne okreflenic
8rodka promienia i kola krzywizny: :
PoprowadZmy do krzywej X punkcie A styczng
QA i-obrawszy na krzywej V. 4 inny punkt jakikolwiek
A,  poprowadeimy kolo prazechodsgce przez punkty 4
i /7, oraz stycuzne do @ l. Zb'l‘iz.ajmy térag punkt /94_
do puaktu A 1w katdym pologenin punktu /Z_ wyznaczaj -
my kola przechodzgce przes AL A4 stycane do .
Srodki tych 12'61 /‘l/: HYLRY L leseé bedg oczy-
widcie na normalnej 7 . Srodkiem krsywizny krzywej A w
jej punkcie 7/ nasywa sig pankt N normalnej 7,
. ktéry jest granicg ciz-um punktidw S A e
gdy odcinek A Ay dgty do gera,

Gdy dwie krzywe A, i A majg 7 3 5, .. 1
wogéle nieparzystg ilofé punktéw wspdlmych, to punkt
opisujgcy jedng z tych kraywyeh po przéjiciu praes
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wszystkie pnnkty
wspélne musi wy-
dostad mig na dru-
A; 'ga strong drugied
kraywej. PToniewaz
kot6 kraywizny ma

z krzyws przynaj-

mniej trey punkty
zjednoczone wspbl-
Rys. 400. ne ,wiec bedzie omo
wog6le przechodnic ] punkcie.ﬂ z jednej strony krsy-
vej A na drugg (Rys. 400), podobaie jak stycsna w punk-
cie prsegiecka preechodzi 2z jednej stirony kreywe j na
druge, (Rys.397)

Gdy dwie krznek ik majg < 4, b b i
nogéle parsystg ilodé punktdw wapélnych, toc punkt opi-
- sujgey jedng s tych kraywych po przejfcin preez wszyst-
" kie punkty wspélme muei posostaé po tej saﬁej stronie
drugiej kraywej. 0t§z ne krsywe] mogs sig zdarsyé ta-
kie punkty swycsajme VV; se kole kruywisny, wyznacso-
ne, jak zawege prges punkd W i dwe punkty nicskofcze”
nie ma bliskie A 1 A {Rys.461) przecina jg jeszcae.

w jednym punkele nieskoficzenie bliskim A, . Tunkty,

-~ &

posiadaj gce te wiaspodG, casywajsa sly wierscholtkamd




krsywej. Foniewsz pro-
by | mief krsywizny j¢

| odwrotnedci: k-
wizny, zatem *

cie przegige -

mied krgywisz:y

jest nieskoriceena:
wielki . kein krzy,,.

wigny spieksziai-

A A, WAA Ay

Rys. 401.

ca'siq.do proste]
e misnoeicie do stycanej przegi¢cia; w punkcie zwrota
1 rodsaju krsywizna jest nieskoficzona, promied krsy-
wizny réwﬁ? viec jest zeru; Eolo krzywisny iyrodnieje
do punktu a mianowicie do punktu awrotu.

ggg Ewoluta i ewolwenta. Gdy punkt A opisu;e
krayws & , to érodek krzywisny opisuje inng krzywg
zwang odwijajscg albo ewoluts krzywej A . Nawsajem,
gggywalk nasyws sig¢ odwiniets albo ewolwenty kraywej.
| Ewoluta jest miajscem geometrycsnem #rodkdw
krsywisny ewolwenty. W punktach swrotu ewoluta dotyka
ewolwenty; pankty ewoluty, ktére odpowiadajg punkiom
przegiecia ewolwenty, lezg w nieskoricsonodci.

Ewoluta krsywej A moze byé jednsk inacsej jeszcse
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okreélons.W punkcie A Eraywej (Egsa402) poprowadi-
my normalng 7 , t.j. prostopadig ao :tycznéj“f’, Na
tej vormalnej 721 lezeé bgdsile S§rodek krazywizny A od-
povriadajgcy punktowid A" . Wesny ipny jeszcze pﬁnkt
krzywej A, 1 poprowadimy w nim normalng %, | §rodek
krzywizny /1% odpowiadajgey punktowi A, lezy na 7, .,
Oznacsywssy
punkt przecigcia
normelnych # i 7y
przes QR zblizaj-
my punkt A niel-
ograniczenie do
punktu A ; fro-

dek krzywizny A,
Rys. 402, | " lezge weigz na nor-
malnej 7, sblizaé sie begdzie nieograniczenie do Srod-
1a K lezgcego na 7 . Daigki temu punkt (?‘ réwniez
zbiizaé sie musi do A , tak,ze granicg punktu Q ,
z1y A, zbliza siqlnieograniczenie ao A , jesi firodek
b reywigny H krzywe] A w punkcie Vs «edy teras p;mkt
A opisywal begdzie krzyw-:% , ta ﬁnrmélha now tymf

punkcie powldceyé bedsii lruywy & , gtéra jest micj-

scem geometrycznem srodkow krzywizmy, czyli emoluts

vraywe) 4 . Ewoluta jest obwiednig mormalnyeh e il

MERCHERAS
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" Pochodzsenie nagw: ewoluta = odwijajgca i ewdiwen;
| fa‘= odyiniéta tlomecay nastepujace roszwazanie:

Wefmy na krsywej A  (Rys.403) dowolng iloéé punk-
t5w,ktére osnaczmy w kolei ich nastepstwa 7, , A,
/73 / /7;, VNt jezeli odlegtofci kazdych dwéch punk-
 t6w s¢siednich maleé bgds nieograniczenis, to kazdy s
“lukéw A A, g ALAy » A3A4,... mozns ‘bqﬁdzie uwazad
‘28 o'dc::,i-nek prostej, albo za luk kola przechodzgcego
' przes dwa kofice kazdego luku krzywej i jeszcze jeden
- punkt nasi ¢pny, popeiniajgc prsytem bigd nieskodicsenie
maly razqdu wyzssego miz pierwssy. W drodku odcinka
A, A, wystawmy do niego pro’si.:oPadla, 7, w rodku od-
cinka /7,,/93 nystawmy do tego odcinka prostobadla‘ o
i t;d.. Prostopadle »~, ,~n, ,~;.... przefng kazdg na-
stepna w punktach A, , A, , A;... Otraymamy w ten
sposéb linje lamang, ktérej wierzcholkami bgdg te punk-
ty, a bokami proste 72, , 2, , /23 ; lamana ta szbli-
zaé sig bedzie do pewnej _krzywe.j k' gdy tamana
A, AL AR, A, .. sblizaé sig bedzie do krsywej & . 0d-
cinki A, A, y ARy , A3 Ay w  stawaé sig bedg ele-
mentami krsywej & , prostoPadle' n,, Ny, Py ... jej
normslnemi, a zarazem stycznemi krzywej R Granicsg

: w1qc linji  temanej K, N, K,y /{9--- bedzie ewoluta krzywej/r



~ 082 ~

¥ dewolnym puﬁkéiq(? ostatniego boku tej tamanej

Asf

o/

7

Al N
&

K &K,

umocujmy nié
gietkg 14
ﬁierozciq-
gliwg &
ndprgzyi-
ssy nawix-

 my j§ ms

linje 1a-

. meng,

Rya. 403,

K oy Koy
dragl szad
koniec tej
nici 8 pray

moC owan ym

~do niego

odwkiem

umieédmy

w punkeie
A, 1 aa-

stepaie
odwi jo jmy .

naprgzo-

ng nié



- 588 -

dopéki jej komiec nie pfsystanie do punktu A; . Romiec
rici opisze uk kols o Arodiu /\/ ptsecho&sqeego pnes
punkty A, /71 5,3 ; koko to stanie sie kolem krsy-
nizny w punkeia A gdx_ te trsy punkty 'sbliéaé‘ sie
bedg do siebie @ieograniﬁzenie. Kieskodczenie maty Iuk
tega koZa wmigdsy pn'nktami-' VR | /93 nie bedzie wtedy
féx‘mil gie od lui:u krzywej migdzy temi punktami. Odwi-
Jajgc dalej nié tak, sby jej koniec przenidsl sf¢ s
‘punktu 7y do punktu A, | wykredlimy znowu Iuk kola
o Srodka /Uz, , ktére prsechodzi przesz punkty A, , A3,
i o'%, i ktire stanie sig kolem krazywiezny w punkcie /73'_
gdy te f-rzsy punkty zbliZq sig¢g do siebie nieogranicgze-
nie; dsigki temm tuk tego kola migdsy punktami 4 i
A nie bedzie 819 w granicy ré4nil od luku krsywej

k. Poétqujqc dalej w tern posﬁb; przekonamy sig,
ze miejsce frodkéw krzywizny /Y , lub co to saﬁo, ob-
wiednia norma Inych danej krzywej A s jest krzyws
majgca te wiasnosé, ze nié ma nig nawinigta w jednym
je] punkcie umocowana, drugim swym koficem opisalaby
krsywg A , §4yby ten koniec w poczgtkowym swym poio
teniw przysial do jednego z jej punktédw.

Kaady bok linji lamanej /¥, A, Ay.... N réwna

cig acsywifcie réznicy promieni k42, 'ktérych Srodkami
84 koice tego bokn. QOznacsywszy te promienie odpowied-



Dodajgc te réwnosci stronami, otrzymamy

lameng:
'A///(n STV H TGV +WY PG e +7,~ Yaag T TR

czyli: obwéd linji lamanejahﬂffszafﬁ-w-}ﬁ~= réz-
nicy promieni ké%, ktdérych Srodki sg koficami tej ta-

I

manej.'Przechodzqc do granicy, memy $wierdzenie:

Dlugosé luku ewoluty réwna sie rdzniey promieni

krzywizny ewolwenty w_punktach odbowiadaiqpych'kqg—

com tego }uku.

~ Stad wynika mozliwodé rektyfikacji lukéw'ﬁyéh
krzywych, dla ktérych ewolwenty umiery wyznaczaé pro-
mienie krzywizny. Zrobimy s tego uzytek dla cykloidy.

Na zasadzie powyzszego twierdzenia mozliwg jest

inna'jeszcze interpretacja ewolwenty. Zostanie ona
mignowicie opisana przesz punkt.ﬁ prostej 7o toczgcej
‘siQ'bez poslizgu po krzywe] A . Ewolwenta nalezy za- .
tem do krzywych, ktdre opisuje punkt sztywno gwigza-
'hy z krzywg toczacyg si¢ bes poslizgu po innej krzywe]
stalej. 0 krzywych tych zwanych rnletami, bgdzie mo-
wa w § 220,
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Kazda krgywa ﬁosiada nieskoficzenie wiele ewolwent
kazdy bowiem punkt etyczhej powléczqoéj_tq krzywsg
' Opisuje ewolwente. Wszystkie te ewolwenty posiadajsg
Wspélne normalne, ktéryéh odcinki sawarte migdzy dwie-
ma ewolwentami sg réwne. Krzywe posiadajgce tg wias-

Bos¢ nazywamy réwnolegiemi.

§ 209, Ewolwenta kola. 7 rogzwazaf powysszych wy- .

nika, ze dla wykre§lenia ewolwenty danej krzywej trze-
ba umieéd wyprostowaé dowolny jej iuk. Zadanie to moz-
3a wogole rozwigzaé tylke w przybligeniu. Jezeli mamy .
Rp, wyznaczy‘é diugosé wypro'st_owa.n_,egolluku AB Xrzywej
dahej A (Rys.404), fo obierémy ne nim pewng ilogé
Punktéw /, 2 3 4 ... i nastgpnie na prestejor
od punktu A ' odmierzamy cigciwg A7 do punktn 7’
od punktu 7' cigciwg 72 do punktu d’ i t.d, W tem
Sposéb zastepujemy iuki A1 s T2, 23 ...
CiQCiWami te] semej nazwy; oczywista, ze dluéoéé,luku
AB bgdzie-wyznaczona tem dokladniej im wigcej
Punktéw posrednich weZmiemy pomigdzy punktami.ﬂ $ 5
Wykreéleniq bedzie latwiéjszéi gdy punkty -/, 123,~~
bqu'ta 6bfané na krzywej,'ae wszystkie cieciwy
i
‘¢ A beds réwne.

o RS/ AR 7 z wyjglkiem moze ostatrie]

o
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Gdy krzywg |
ktérq mamy wypro-
stowaé jest ko-
te lud jege
eﬁéé wymierna,

wtedy najlepie}

. sastosowaé sposéb

| Rys. 404. Kechafskiege,
ktéry me te osobliwoéé, ze daje sig wykreflié jednym
otwarciem cyrkla, ¥ kofice /1 érednicy A58 (Rys. |
405) Xxreslimy stycsng do kola, Poprovadsiwsazy promie’ﬁ
pod kgtem F0° do érednicy . /B odmiersamy od
puhktu C , w ktérym ten promief prsecina styczng od-
cinek CD=J»~ Odcinek B2 , jak latwo obli-
ceyé =3,747853- =R g oklednofcia de O, 000/ ™., |
Pray wyproétowaniu okregu o 'éx"ednicy 77 bled jest -

mniejssy od O,/ M- @ wige jest snacsnie mniejssy it
biad, ktéry dsigki miedokledmedei narzgdsi kreslarskic)
popeiniamy xip. _prkj wyspsecasunin punktu prsecigcia dwuc-ﬁ’
prostych. | '

Wykreélmy np. ewolwenty kola. Niech bedsie kolo

A . (Rys,406); poprowadimy do niego stycsng w punk-~



cie 0 i
od tege
‘punktu od-
miersmy na
niej diu-
goéé okrg-
gu, wyzn#-
czong np.

sposebem
Kochadskie-
go. Podaiel-

| my nastgpnie
Rys. 405. | | ckrgé rota
A ores wyprostowang jego dlugos€ @ na jednakows i-
loéé réwnych csefed, mp. na /2 ; w punktack 7, 2,
3. M, Na stycmmej w punkcie odmiersmy odci-
aek 74 = 07 t.j 7'/;‘ wyprostowanego okregu; punkt
jf bgdaie punktem ewolwenty kola, a kolo o frodka 7 H
i promieniw 77 bedszie E§iem krsywisny tej ewolwen-
ty w punkoie z ;‘ podobnies ne stycsnej w punkcie 4
odmisrzamy odcinek ‘?':Z. =02 é-./'- 7% wyprostowa~
nege okrggu; pnnkf‘jf Yedgia snown punktem ewolwenty;
kole o Srodka 4 & ya??iﬁhiu 21 bgdsie kolem tej

krsywisng w punkeis £ . Postepujge w ten sposéd,doj-



AIxXx

.
\
ﬂ

./ OLTE
/2.4

Rys. 4o6.
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dsiemy do punktu /!-17 , pocsem dla wyinacsenia dal-
ssych punktéw wystarcsy na mormelnmych 10,27 3F...
o’dmierﬂgé dlu-goéé o ivyprostowanego okrggu.

| Eiélwent; kola -sklada sie wizdciwie z dwuch ga-

tegi syme%rycznych'wngQ‘dem §rednicy 04 (druga gz tyeh
galezi wykrefloma jest linjga przerywanq),tak ge krzy-
we ta posiuda jedem purkt swrotn O i nicskofczanie
wiele panktéw podwdjnycs ﬁ, a8 e AT ,-.--'lev.qcych
na osi symetrji pe obu stropach §rodka /A . Godsi sig
zamwaiys, ¢& przesz obrdt ewolwemty kola dokola é&rodks

A otrzymjemy ewolwente réwms i r6wnoleélq; odleg-~
todcig tych dwéch krzywych jest miax,xbwicie wyprostowa-
By luk kola A , 'odpow'ia‘daj gey kgtowi obrotu. Jest to
‘wiasnoSé wyrdzniajgca ewolwentg kola od wszystkich
' innych krzywych plaskich,

2 210. Rulety. Niech bedg w piaszczyinie rysunku

dwie linje lamame: ( < ABCO .. i J-A'BcD .
o odpowiednich réwaych bokach,tak ze AB =A'B’
, B,C =B'c’ , co=c'D’ ... (Rys.407) .Niechaj dws

odpowiedinie boki tych amsuych,ap. BC i 5'C’ beds
gjednocsone; praypusfuy nadto,se z iamaun A zwigzany
| jest ézty'ﬁno'p\mkt jakikolwiek M. Obréémy lamang 4
wraz s panktem /7 dokola C'5C’ o kgt D CO 7
tak, aéby bok C'ﬂ'przﬂystal do COH punkt V4
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obrfci sig dokola
¢ réwaies o
kgt ¥ i zajmie
potozenis punktin
M, Nastg_pnié
obréémy laaml% sl
wraz s punktem /’/

dokoia ybh = l),

6\ kgt f,’ﬁf;’aﬂ

tak, geby bok 0L/
| Rys. 407 przystat de DE 3

jpunkt M zwiggany sztywno z lamang ' obréed 5iq doko-

1a D o kgt i zajmie polozenie AL Gdy p‘ostqpo-'i-
waé bgdziemy w ten sposédb dalej, toczac lamsng ' po

4 """{Z bes §lizgu, punkt // bgdzie zakreflal uki kéx,
Etdrych frodki bodg si¢ przemosié o.. wierscholka do
wierscholka lamanej Z o B _kgty §rodko‘we bedg za kaz-
dym razem sumg kgtdw smlmchych odpowiednie katy

obu lamanych.

Niech 'bgdq ¥ plaszczyZnie rysamku dwie krzywe'% i
ke’ (Rys.408), P ktdrych piefwsza jest siala, a drugs
ruchoma, i niechej w pewnsj chwili krzywe te bgdg stycs-
ne w punkcie A prazypusémy znowu, 2e z kraywg rucho-
mg £ zwigzany Jjest satywno punkt jakikolwiek M.



~ Wpisgny - kazdg
z tych krzywyoh,
- pucagwagy od “'BP
| nego ich'pnnktn
A, tameps o
bokach réwnych}
Praytem wspblag
diugodé bekéw mo-
Zemy obrad dowol-

nie mals. Tu
mniejsza bedaie
ta diugouss, tom
. N, " . bardziej Zamane
L i U zblizaé si¢ bedg do,k;zymych‘é'i .A”_; Gdy z
tamanemi { i ¢ postgpowad bgdzieny tak jak poprzed-
nio,'tofpunkt M zakreslad bedzie Iuki ké2, k?érych
trodki bedgq w kaidorézowym'puﬂkcia wSpélnym'lamanyoh
{ i ¢ .cay arugosol bokéw naleé bedg hieogranicze-
Qie i lamans 4 il zblizad 8ig bgda'do krsyﬁych*IQ 1
félu, to droga opisana Przez punkt M  gbligaé pig be-~
dzie do 'pgwnej .krzngj c o, qlboﬁji_am punkty /’1)' My
M ‘

2 «... stang sie nieskoidczenis bliskie. M6wiuny wtecy

ia-krzywa ) » Zwana tworzacs, toczy gig bez poélizgu
%0 krzywej A , zwanej kierowmicg. 2 okreslenis krzyvej

|l SR | e
UETRTA WTKRESLNA Br.eg Atkusz 38-my
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tworzgcej wynika, Ze diugosci Tukéw pomiedazy puﬁktem
zotkniecia krazywej tworzgcej z kierownicg & punktami
tych krzywych, ktére do siebie niegdys przystawalyliub
z czasem przystawaé!bedq, musza'byé réwne. Krzywa opi-
sana przez punkt /f , 8Sztywno zwiazaﬁy z krzywg two-
rzaca, nazywa Sie rulets.

Nieskonczenlg_;;i;-;d01nk1 /V/L, /V o MMy
mozemy uwazaé za elementy krzyweg, wyznaczance kierun-
ki styosnych do rulety w punktach M M., M -
Prostopadta wystawiona do odclnka /V[t , W jego orodku
przechodzi przez punkt C ; gdy punkt 7” zblizaé siﬂ
begdzie nieogréniczenie do pﬁhktu ﬁ4 ) prostopadla ta

gtanie sig notmalnq do rulety w punkoie ‘A/_..

0 o o - s e o = . D = - e Win pte o wms mrm e = vt e wm s

kazdorazowy punkt zetkniecia krzywej tworzacej z kiex0*

- e v - — -——-L———-———————————————-—-——-—-—-—-———-——--—————‘

wnicg.

_§_221. kalmdx Wspomnieligmy poprzednio /§ 208/
26 kazda kriywa plasksa, moze byé uwazana za rulete, dla
ktérej krayws tworzaca jest prosta, a kierownicy -.ew¢
 luta danej krzyvej. Czesto jednak dugodniéj bedzie z8é

krzywe tworzgcsg wz1qé 1nna krzyws, np. koio. |

| Szozegélnie waznemi sg rulety, opisane przesz pun¥
awigzany sztywno z koem toczgcym sie po proste;. Krzf®

we W ten sposéb powstate naszywamy ogélnie cykloidami.

-— v sw e g G v - v @

ke 8 | p
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jezeli prazytem punktem opisujgcym jest punkt naleza,-
cy do okregu kola. tworza,cego, cyklmda jest zwyez.aJne,,

B o e S e e W

o o W wn ot == -,
T e g = o e

o s - o e o arh o e g B and am S emm e e =

JGJ wlasnoscl. N1ech bedzie koilo Z(' ~ ktére toczy sig
Po prostej P /Rya 409/ ; manmy wykreshé krz;fwa, opisang
Przez punkt nalezacy do okregu kota A . W ciggu jedne-
80 obrotu kola'pﬁgkt.ﬂ4 raz i tylko raz bgdzie puﬁkfem
zotknigcia kola tworzgcego ko z kierownicg /D

Ten punkt./f obierzmy za poczatek cykloidy. Po jednym
0brocie punkt oplsujqoy znowu stanie sig punktem- zot-
knlecla MX , odleglosé MMX

Lig rulety, réwna sig diugosei o&iegu kota A . - Po

, e zasadzie okresle-

drugim zupelnym obrocie kola punkt opisujaecy znowu
Stanie sig punktem zetknigoia M™* it » przytem
ksztait krzywej pomigdzy dwoma sa81edn1m1 punktami
Zetknlecla_bedz1e taki sam. W ten sposéb cykloida jest
krzywg perjodyczna, zloZdné z nieskorczone] ilosci réw-
Qych zwojéw Wystarczy zatem wykreslié 1 zbadaé jeden
t&kl zwéj MM* :

Wykreéliwszy koo A styczne w pimkcle M do~
Prostej /o , odmlerzmy odcinek MM* rowny dlugouol

-~



okregu ko~
:la X . Po-
‘dzielmy o-
.krag‘kola'
jordz_jego
wyprosto-
wang diu-
gosé
Mm*
na jedna-
' kowa ilosd
'réwnyéh‘

céesci, np. ;
na 6, w
punktach
Uiyt -
2 .3
4 i 5
Wzglednié '
O iy &I
II , III
ool IVi v
Wyznaczmy punkiy cykloidy, odpowiadajace ZL, f“,
» ; |

==

G

?

. obrotu kola.
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z)mane polozenia punktun M . gdy kolo A toczy
sa.é po proste;;/o od punktu O do punktu I * zawdzlé--
‘Ogamy dwom Jednoczesnym ruohom obrotowi: punktu M
dokoa $rodka /7 0 ka,t i przesumecm calego kols
& wige i punktu M o odcinek ol . Aby wiec wyzna-
czyé poloéenie pvnktuﬁf PO & - calego obrotu mo zemy
'najplem ebrdcld punkt M dokol@ m,eruchoxyego srodka
A o kgt ﬁ - praez co- punkt /1/ ¥ dosfanie gig do
Punktn 7- , potenl 286 przesungé punkt 7 YOWnolegla do
D 0 odcinek 7M = 07 = '%’-"' : Polqczmy /’11 i
IM, , punkt M jest wxerzoholklem rdwnolegloboku
abudowa.nego ne odeinkach 07 i Q7 "; Wyspacsymy
8o wige naaproécieJ, wyprowadzajq,o % punktuf odoi-
ek fM; réwny i rownolegly odoinkowi O7 | po.
dobmbé ‘aby wyznaczyé punkt '/‘&, P W kt6rym punkt opi-
Suncy 8naszie 519 po :’ obrotn, sbudu;emy rbwnole-
8obok na odomkach 021 i 0/’ BRR Y d. 0% punktu
_/l wyprowadzimy odclnek rdwny i rdwnolegly odeinkowi
O | Punkt Ms gnajdzieny, wyprowadzaj4o z pun-
kty M odeinek MM, # 93 ; i-t.d.
Wykreéhy styczne w tak otrzymych‘punktaoh N,
M »MysMy ... @ tym celu gauwaimy, te .na sasadsie o-
861nego, wezystkich rulet dotyczq,oogo twierdzenia / §
R10/ normalne do oykloidy w tych punkta.oh yr:eohodzié
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muszg przez kazdorazowe punkty zetkniecia kola A 5
prostg P bedq to .wiec'pro.éxte /‘70 /‘1,_.4 X /‘/L_Z'
M M, ....; styczne zas, jako proste do nich prosto-
padie beda p'ros.i,eami /1'77: M,Zj M7, , /‘/,/—3' , S
Wykreslmy texaz koio A’ , réwne kolu_/\’ i stveznd

do viego oraz do kierowr;icy p f.y-m éamyni punkcie O |
" réwnoiegle do © poprowadimy styczng /D’u do kole. A
zaidzmy .. ze koio to toczy sig po prostej /U ; jezeli
punktem opisujgeym bedzie punkt /fi/" o krazywa
przezen opisana bedzie cyklqidg ¢’ rowna, cyk101dz1ec
i przesurigtg o A W .kierunku proste;/b io A
w kierunku do niej prostopadiym. Donedm.emy, 2e cyklo
ida ¢’ jest ewoluty oykloidy ¢ . g Tt
~ ady kolo A’ obréci sig o F ocalego okregu, b0
punkt opisujacy zakresli tuk HA, ', cfkloidy c’ ,pu.nki
H, otrzyma.my, jak poprzedmo, obraca;qc naJplerw
punkt H dokola nieruchounege Srodka /] o kat ‘,?:' o i
przez co punkt H dostanie sig¢ do punktu 7’ , potes
Zas przesuvajac puaﬂkt ‘7" rownolegle do‘/b 1 odcingk '
TR =0T =00 = 27: Prosta /‘(7 1jest normalna.
do oykloidy ¢’ o punkoie /‘(, ; prostom,dh 1a8 db
niej prosta /'(,_/, joet stycang do toj, .knywe;)

, - 0t6% Ml 1 //'( stancwia, jedag présta, kté-
rej 4rodkiem jest punkt [ i vi¢e normalna /‘f/

4
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dd'cykloidy c jest'zavaem styczng do oykloidy ¢’ 3
ta ostatnia krzywa jest przeto obwiednig normalnych
do pierwszej, czyli jej ewoluts.

- Aby wigce wyznaczyé Srodek krzywizny /f W .punkecie
AZ cykleidy ¢ , wystarczy na normalnej /W T od

m—tn

ﬁunktu ..l. odmlerzyé //'( "’M w A = Promeﬁ kraywizny

- gD WS M GBS GED WY WA . mim W ¢ e S WY OB T

P T ] -.——-l-—---—.-q--—--- - e e wy - -— -————-

punktow wystarcza do dpkladnego jej wyznaczenia. Zauwa£~
my,  ze punkt M jest punktem zwrotu cykloidy €,
gdyz promief krzywizny w %}Bf5635523'==t7 ,'punkt/V
Jest W1erzoholkiem cyk101dy, v same; rzeczy kolo krzy—

. mej stronie krzywe; » gdyz prosta M/{, Jeit osig sy—
'metrjl cykloidy. '

' Na zasadzie dowiedzionego W § 208 tvierdzenla,
‘dlugost luku ewoluty réwna siq roznicy premfeni krzy-
.w1zny ewolwenty w punktach, odpowiada;acyoh koricom tego
tuku, Stad wynika. Ze np. tuk A/, = odoipkowi /=

=2/A7°; . iLuk oykloidy, mi exzony od jej wiexz-

 cholka = podwdjonej ‘cigeiwie odpow1adajacego ma Tuku
————————————————————————————————————————— __-..._ e m
kola tworzacego L szozegélnosci tuk ‘Znﬁg a

Dlugoéé jednego zwoin oykloidy z&:czajnoj jost ..

S e s Gmi i B et P D I S GED S D - GUR GNP WD BN S ek i e —————-l--- - DS o ab S e it ots s> ey D @ G
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oztery‘raay wigksza od sredniocy koila tworzqoego'-

T taki sam sposéd, jak dla cykloidy ZWyczaJneJ,
WyzBaczamy. punkty oTaz styozne do cykloidy sknrc"onej

P T o W e D e S A e S

| /29 ) 8 punktom crisujgeym krzywa niech’bedéle punkt
M, satywno z kolem tworzgoym zwigzany i wzgledem
niega aewnetrzny”/bykldida"skurczoﬁa;'Bys 410/ lub
wewnqtrzuy /cyikloide wyciggniqta Rys. 411/ Praypusény,
30 w ohwili rozpoczecia ruchu punkt M. lezy na pro-
mieniu sgyczmosci A0 . Gdy kolo obréci sieq ras
jeden, to jego Srodek przesunle sig o wyprostowana _
diugosé okregu kola A . punkt opisujgey zunajdzie sie
wtedy znowu na promienlu stycznosci., przesungwszy sie-i
réwnoleg;e do kler.owni_cy/b o odeinek MM"'OO""""’""’.
Krzywa bgdzie sig zatem skiladaé z nieskoriczenie wielu
réwnych zwoj6w 2 l"1:6:(:y<3.h jeden MM kaieélimy "
Poprowadzmy ze’ ‘érodka A kolo ™. o pxomlenlu
R =AM i podzielmy kole 7 oras wyprostowany
okrag kota X , t.j. odoinek Q-@ na jednakowg 1loéé
réwnych czeéei, np. na IZWpunktaoh /‘/ -/ e oy
J, .71 wzgl. 0, I _[/ _/,g 5 ,_Y'_T . Punkt
M dostaJG si¢ do Jak1egokoxwiek innego punhtu cyklw.
idy np. do /V ! d21ei dwom jednoczesnym swyn ruchom
obrotowi na kolé #7 o tuk M7 oraz przesunigoiu te-
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go kola o odcinek 01 .~ Aby wyznaczyé punkt M, mo-
semy zatem obrécié naJplerw pu.nkt M  dokola nlerucho-
‘mego srodka /A4 o kat = przez co dostanie sigq 01

do punktu , potem za¥ przesunqd punkt 7 o odcinek

7

M =01 = _’é_’." . Résnica s cykloids awyczajng pole-
- N1 Ar

ga jedynie na tem, 2Ze przesuniqc;e & W kierunku. pro-

steJ /U nie jest teraz réwne wyprostowanemu Zukowi

T opisanemu przez ten ‘punkt na kole 72  ; jeét

omgmeteJ Prowadzac tedy przez punkty 7
L/{ . odoinki xéwne i TéWnolegle sigoiwon 0'/
02— 0d, ... otrzymamy punkty /‘{ _Mz, /‘f,,...
-oyk101dy skurozoneg ludb wycm,gmete; Podcbnle jak po-.

~ono mniejsze dla cyklmdy skurczone;j, meksza dla wy- 1
|

przednio, prostopadle do mormalmnych IMm,, 1 My o
MMy ... wpunktach My, My, M. beda stycs
nemi. Ewoluta cykloidy skurczonej ‘lub chiq,gmieto;j nié |
jest bynajmniej cykloida; wysnaogente srodkéw kxsywi 2o/
byloby tutaj zracznie. trudnujno Obie eyklcndy po-
siadaja wierzcholki w punkiach M /‘/‘) MY, i t. d:
Cykleida skurczona posiada pentom punkty podwéjne ﬂ
Dxn.. lezaco na promienlach /90“;‘;".5’7“—::.:?.?75” '

--——-—----“‘ ¥

oia, o czem sig latwo przeXonaé swazywszy, iz no:rnaln

dwa razy w csasie jednego obtotv. koZa t'onqoogo ni”"

. |
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:nia zwrot 8Woj ego obrotu, wtedy mianowicie, gdy réwno-'
legla do niej z punktu O Wyprowadzona staje sig sty-
czng do kola mm . Tylez wige razy zmienié sie¢ musi
zwrot obrotu stycznej, co za kazdym razem spowodujé
powstanie punktu przegiqoia /§ 206/.

§ R12. Epieykloidy i hypocykloidy. Gdy koto A
t005y sig po stalym kols %, , to punkl swigzany szty-
Wno z. koiem ruchomem opisuje epicykloide lub hypocyklo-

-y SED G, s G G W gy e e PO s e =t o o= o= an

ide, zsleznle od tego,czy kola R i t,” 8§ styczne ze-
;agzrznie lub we'nqtrznie, ‘kazda z tych krzywych moze
'byc Zwyczajng, sknrczona lub wyclqgnletq zaleznie od
lub wewnqtrz toczqcego 51q kota. Migdzy temi krzywemi

a cyk101dam1 istnleJe daleko idgca analogja. W szczegﬁl
noécl zauywaZmy, Ze ewoluta epi = lub hypocykloidy
zwyozayneg jest spéisrodkows i podobng 6pi7= ~lub
hypocykloidg. Opierajgc sig na te] wlasnoécl mosna 3z
 latwoscig wykreslié te krzywe. Na rys. 412 przedstawio-
no jeden zw-j epicykloidy Zwyczajnej w tym éalozeniu

ze pronien tworzqcego kota jest czwartg cz@sScig pro-
mienia kola kierowniczego. | |

| -§ 213. Blipaa jako hypooykloida. Twlexdzenle Gdy

koo O’ o promieniu 7 toczy si¢ wewnatrz koia. O

-—-..-—-—-.—----_-——----——_—-—-- - B Al evis ey —-- --—-.“--—---"--N*-

-.----‘n-—---—‘--—————-———---—‘-m— —nu—-m---—-‘---‘-ﬂ——-—
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i tylko raz
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| punkt M-

- Punkt ten
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ny dwoma ru- °

/

chami obroto-

Wemi o
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prz'eoiwnjoh ZWIo-"
tach: dokula grod-
ka O’ i dokola |
érodka O  .Ponie-
was obwod kota Q7
| jést dwa razy

ﬁniej gzy od ob-
wodu koia O ,
wied 8zybkosé

obrotowa punktu
M __dokola: o’
jest dwa razy wigkssza niz jego szybkos¢ obrotowa dokola
O '. Nowe potozenie jakiekolwiek M, punktu /M
noze byé przeto znalezxone,w taki spoaéb Obréémy
punktM dokoze 0 o kat jaklkolwiek L ,poozem
obréémy go w prazeoiwng strong dokots 0 , kgt o
Jjest oczywistem, Ze po wykonanm tych dwéoh obrotéw
punkt M  pozostanie na srednicy OM

. ?

" Twierdzenie. Gdy koto 0’ o promaniu g toczy

B aue b S o w5 @D s i S fa -.-—--—- e o et o o B e - A U B S v T e e

sie wewnatrz koxa O o promienin <~ . , to kazdy

T s i s e o S S d s ——_——’-.—-d--—-——'—“—--ﬁ—.—-"*- OB s s s e s G ——-—--t-o‘.——-

SEEEESQZ E"EBISIQ""U"T'I EEE%'W"“EEE}%ZZ'ESIEZZE“'Z

kotem, ﬂ /Rys.414/ potacazmy ze srodkiem tego kola i
Inecha,; prosta O'M przetnie koto O " w punktach p



- 604 -

i Q . Przy to-
czeniu sig kota O
Wewne‘trz kota O
punkt P na zasa-
dzie‘powyZSzegol
. twierdzenia, 'opi—.'
- 8uje prostg OF;
na -’69 j samej za-
~ sadzie punkt @ |
.opisuje ptostq
OQ . Ponie-
waz prostp. OP .
i OQ sg wza-'

jemnie prostopadle, a punkt’ M, jako aztywno swigza-
ny z kotem 0 ,jest staiym punktem srednicy A~

.‘ 'nqc ten pu.nkt opisuje elipsg o osiach 0’0 i 0@
ktérych dlugoocl 8g AMP T AMQ '

¥ samej rzeoezy, punkt opisujgey M jest staiym
punktem prostej, kt6rej dwa inne stale punkty g

Q s’lizgajq gie po ramionach kagta prostego PoQ.

§ 8l4. Wyznaczenie 0si elipsy. Polgczmy punkt A7
zo iTodkiem slipsy O 1 znajdémy srednicy sprzezona,~ '
zo Srednicg OM /Rys.415/. ¥ tym celu zauwazmy, -
‘normalna do qudej ruiety przechodzi przez -ohwilow_yl 3
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punkt zetknigcia

kraywei tworzjcej

¥ krzywq kierowni-

czg /S 198/; nox-

~ malna do elipay w

punkcie M prsecho-

dzi tedy przez punkt
TA-zethiieci-a ko2
0 i O . otés

wiemy, ze sSrednica

Ry3-415- ' ' sprzezona z dang -
' ‘ $rednicyg OM
jest réwnolegla
do stycznej w punkcxe M 7§ 170/ a wige jest prosto—
padla do normalnej M7 . 2 punktu O spuszozamy
tedy prostopadia OS na M7 , 0S jest sred-
nioahprze ong z oM ; aby wyznaczyé jej diugodé,
zauwazmy, ze pray toczeniu kota O wewngtrz koia 0
punkt \3 pozosta;e na OF , punkt 7 na 07,
a o-dleglosm MS 4 MT nie ulega;a, zmianie.
Elipsa opisana przez punkt M powstaje wige réwniesz
i'w tena_sposéb., 26 prosta MS7 porusza sig slisga-
jgc sie punktem S po prostej OS -, a punktem 7
~ po prostej O7 ' |
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Aby' wige znalezé koniec N Srednicy oS » trze-
ba wykreslié prosty MST v takin polozeniu, %eby
punkt 7/ ﬁpadl na O , wtedy punkt A zajmie szuka.
ne.pol'_OZenieH N . Odmierzajaec W].QC na prostej 9S8
odcinki ON =0, =-M7 _ wyznaczymy grednicg 4./
Sprzezong 2 MM i \ '

Nawza;] om, wykonugqc te game wykregd lenle W porzadlﬁ
odwrotxiym rozmauemy zadanie: ' :

Majge dwie srednice spragzone /MM, i NN, wy-

——-—————-_--.—;q_——..--__....-.-»—...---.-._ - i i T P dee S i T G107 e e 2 e e e

——-—-—---n_-—.-—-— o o way

prostopadla na srednmice /V/V i odmlerzamy na - ’ceJ pro-
stopadtej od punktu # w jedns . lub dxruga strong M7=
=0N y na O zakreslemy kolo jak na brednmy i
.@rodel‘& tego kola 0’ la,czymy 2 /’7 . NleoHaJ prosta
oM przecina koto O w punktach Ay & : odmierza-
jac na prostych OQ i OP odeinki 04 =04, =MP
i 08= 05 '/VQ otrzyma.my osie elipsy A4, i
BB | §i

§ 215. Srodki krzyW1zny ellpay v jej wierzchol-

T - G e e aae a —---—————-‘--— _-d—h‘v-’—v\.--—“-.——-.ﬂ—-.ﬂ-——-‘.‘--ﬂ—-m\,
—— e

JaiIEESEGISE—7ﬁr- BEESEEEE"BEIZdEIEEE§—§"EEiiEE"§EZEZ
tach Ki L , Be: MHA_ ql .
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K
b f;hﬁ.417

-

- D WD an WY s e oty

“BOMETRIA WYKRESINA nr.86

t

" Hiech elip-
8a bgdzie opisung
press punkt M
srtywne zwigseny
¢ kotem O/ | to- -
czaeyn gin we-
wnatrz dwa razy'
wigksgzego kois

0. /ys.415/

- ¥yznaczmy osie,

lgczge O'M  §

prowadzge OP

1 9@ . Prosta

MT bedzie no-.

melng do elipsy

¥ punkcie M .

Uznaczmy litera-

mi A i L
punkty, w ktorych

-ta normalna prse-

cina osie OAR
0Q » ®rzeba
dowisdd, e

“Arkusz 39-ty.
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..F M“M [
- -3 sz’

M ‘
~ Zauwaany, 2g CZWOTO-
ka* OPrQ jent
arostokaten, tak Ze
: QT// RPK . Pola
teéjkaton MNP i
ME o wepéloym
wierzchotku ' 2 , 1
podétawach MK i
ML 1e'zago'ych na
te] saue] prostej,
mnaja sig jak te pc;d-

5LAWY MK _ & MKP
ML A MLP
Ble tréijkat ML AP jest rownowazny z tx8jka-

Lelh MTQ 't&‘l*’ 29"
2
MH AM/(P MP ; c.é.c[,o.
ML ~— aMTQ ™ M Qs ’ :
Na twierdzeniu tem oparte jest wykreglamis
srodkby krazywizny w wierzcholkach elipsy fRys.418/.

Zrajdsmy najpierw crodek krzywlitny KN wwierz-

chollu A . Jest to taki punkt osi AR , w ktérye

cina normalna eliipsy w punsciag niaSﬁqﬁcﬂanie

6 Drze

-
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bliskim punktu A ; ot6% ta nermglms, jak kazda in-
' ' . limr ’ ALl :
na, przecina osie A/ "1 88°w vakich punktach A"
i 4 , &a: M-.é.. s ale AL=2A0 =~a ;
| AL -l .

| | *
skad  AH - i- P -
Szukajgo érodka krzywizny A, w wierzcholku B

2
znajdziemy: BA, = ala B 250 i ek
.. B Z; 5«2,
ZSH, =3~

Punkty A i A, Znajdziemy w przecieciu obu osi
2 prostopadly spuszczong na oigoiwe AR = punktu €
W ktérym sig przecinajs styosne w wierzchotkach A
i B ; W samej rzecsy, z tre;katéw podobnych ﬂDB

i C/?K mam AK 015 AKX . ‘ =-é-f,
¥ AC " 9i5° A ’/9/( L

_z tréjkatgw sa§ #08 ( CBK, 2t
; R 1 O 5 B Hl QL 5 BK = ’
B3 “Zﬁg EATEE o Byl - e .
Wysnacaywsay punkty A’ i /( symetryogne z pun.
ktami A 1 A, wagledem osi A4 i BB’ i wykresliw-
82y cztery kola krzywizny, mozemy w wielu razach

obejsé sig bez innych punktéw lub stycsaych elipsy.

ROSDZT AL IVIT

KBZYWE | _bKOSNE.

A o o e e e WS P e W W e P s ase eme @

-—--- W G0 e W P W B G WP S W WD Wb PP SRR

o LT -ul—-——-----—- i D D e e O® v @
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s0e geometrycsne porussajacege slg wediug 'pe‘wnago. pravé
punktu, o ktérym wiedy méwimy, Se opisuje te kraywsz. .

D B e Sy S

Stycang do krzywej skoénej X w danym 363 punkcia A

jnnym punktem &8 krz.ywe], gd}* B ﬂbliﬁa sie nisogra’
niczenie do A , punkt A npazywg pig punkiem getkni¢
cia stycznej r 3z krzywg k. Moo &5“;‘&;—1‘;;3“'2;’
pu_nkt A opisujgcy kraywg V4 praejdzie wigcej niz
raz jeden przez pewien punkt D krzywa hedzie miald
wtedy wigcej niz jedng styoczng w tym punkcie; punkt tall
nazywamy podwéjnym, potrémym - wogéla n —krotnym pw?
tam erngs-gi;:igg 7 ----------------
Rzut krazywe] skosneJ /" dowolnego punktu na d%
wolng plaszczyzne jest oczywiscne krgywg plaska R’ 2
rzut styczne] t w punkcie A krzywe] A jest sty“’
oFel ¢t w punkeie A’ krzywe] &’ ., Bzut punkéu jpc»e"::\ré;lﬂa
g0 krzywej sko$nej A  jest punktem podwsjuym krzyﬁéj
piaskie] &' ; nie kazdy jednak punkt podwéjny kraywe]
k' jest rautem punktu podwéjnego krzywe] A ; punk
podwéjny i wogéle - krotny powstanie na kr'vywej /é

zawsze whedy, ;ezell promied rzucujacy przecina dwa 100

wogéle M rasy kraywy K .

Kezde plaszczy’ oa przechodzgca przez stycing (4

zywa sie plaszczyzng styczpg Zrzyvej skosne] k

Piaszcayzna styczna ma zatem z krazywg K p.myn:m!ﬂﬁ |I

y
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dwa nieakonczonia bliskie punkty @spélne. Sréd plasz-
o3ysn stycznyoh ] kazdym mmkoie kxzywej jest jednak |
ta,ka, ktéra ma z.krzywq._k 3_punkty nieskoiczenie
bliskie wspélune. Przes atyoéna' z i przez punkt C
krsywej K 1$o£>rowadémy plaszogyang; jezeli punkt C
bedeie si¢ zblizal nieograniosenie do punktu 4 w ktd-
Tym t jent ?étyc‘sx‘m do A ; to polozenie plaszczys-
'y £tC dqey6 begdaie do pewnsj plaszczyzvy T | swa-
nej plaszczyznq §oisle styosng, ktére z kraywa A

et o are

P A AP e sy =

bedzie mia.la przynajmni.e; trzy punkty nieskofczenie
bliskie wspdlne ) I i :

Plaszozﬁné'gciéie styosng w punkcie /A \kmymj

S A S s iy D 2 G e S SR I S B S el ST B T = S S D e P e i S s S e el (B D e e e

akoénej 7 DALYVARY granicq polo'zenia. plaszczyznv

e o 300 A R0 o> D i Db UK ee b Sl -l e waw g abe o29 200 s

przechodza,oe; praez A 1 dwa 1nze punkty 5 1C

I ap S S B SR e G Y et e Wt S o 5 s b aab G- G (90 I BB s Y Al b G ams P Gmp G5 ape arm @ S S0b . ey P s A e e

krzywej; gdy oba te punkty nieogranxozanie gblizaé

TR amp s quED Wi NP gs Gl eun s .—0—-—‘—--—-‘-—‘*-*"-“—-0--—--— = e ot G Sab-tnal B0 OT: SR, AT mn AT WB

sie bedg do punkin

i “mEESE}"’%EEQZ‘EESIE'G}Bbzmé powstame krzywa;%
w sposéb nastepujgoy. Punkt 7 porusza sie po pro~
atej ¢ »- podczasg gdy ta prosta obraca sig w plasz-
_caysnie I dokola pumktn 7/ , a plaszozyzna T do-
kola prostej E 5 Jeteli w pewnym punkcie 7 , pod-
czag gdy punkt I _opisujgey ki-zywq przezel przecho-
dzi, nle zmienia sig taden ze awrotéw tych trzech

ruch6éw, to punkt A nazywainy punktem gwyozajnym kray-

D QD D QI G = D = = e v S A S S
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' prostej Z' gwrot Bwego ruchu, pedezes gdy ani prosta
U. ant piasaczysna T, nie zmienia swrotu #wego ob-
rotn, to punkt R ,nazywa. sig punktenm mxotu. jezeli

prosta r doszedlazy do pewnego poiocienia L zmie-
nia swrot swego obroiu dokola punktu 7 , podogzas

‘gdy ani punkt 7 nié zmienia gwrotu swego ruchu na
prostej Zy b, el piasgczyana T zwrotu svego obrotu
dokoia prostej ‘ , to prosts ¢ nazyws sig styczng

e S e g e s W0

prze's"ieo‘i &L, a jej punkt zetkniecia / = krzywa &

T e v SED S ey G =B W G e

“Rj "5135282}25;"'13 dozna.,e zuiany zwrotu swego

obrotu dckoia proste] t | podczas gdy sarbwne pum:t
T juk rposta € , machowuja zwrot do’tybhczaso'*

Wego :uchu, to plauzczyﬂncz R n2Zywsa sie plaszcayaznd

WO P i wae M n v e e

zwrotu.

.--——-—-Q‘- :

217 Krzywizna i skrecerie krzywych skosuych.

FTFoTysozego wyniha, Ze WesysSLkic wlasmoccl Krzywej
K w poblizu danego jej pumktu A muszy zalezed of
(woch wielkogei: od iloraza szybkosoi obxoi:u prds.tej
" niaes szybkosé punkiu I , osyli kraywiszny K i
od ilorazu szybkedei obrotu plaazozyzn?ﬁ‘";;;.;z 2"
kosé punktu /7 , cayli od skrgcenia T w tym punkoi!

krzywej. Ujuniemy te okreglenia nieco scislej.
Podobnie jak dla kraywych plaskich /§ 207/ na-

{) . %
awieny kx.yvizng drednig krziwej k riedzy punktem %

Bt =t s W B U e T e e e W O S o A

i
4 \
5 & I
. ’J
. - .
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czajoym A 1 puskten jakimkolwiek A,, ilorasz
e

gdzle S, jest dlugoscis wyprostowanego luku A A, |,
a ¢ - katem stycznych f i £, w tych punktach.
Gdy punkt A, ablizaé sie bedzie nisograniczenis dc
pnnktu A ', to Tuk S bedzie malal nieograniczenie,
jednocgzesnie atoli maleé bgdzie nieograniczenie kat

¥ , ktéry jest funkcjg iukw § .- Kraywizng rze-
csywisty krzywej A . w punkcie A naz;;;—;;-q-—é;:x-ﬂw

—mmmmmme . cp

ca ‘ilorazu 3 v &dy duzy do zers, cazyli:

/4 [‘m% clv

Seo
- Bl eskoricmeuie mzlejacy auk Jé‘ nasywamy elemon.

tem kraywej skodnej A ; zeleiny od niego nielkofioze.
;i'; malejgey kgt d ¢ nazywamy kgtem styczmosci. Po
dobnie jak dla krzywyoh plaskmi“i;;;;;;x—x;;‘;unk-
oie A krzywej skosnej A jest to iloraz kata stycz
nosoi przez odpowiadajgoy ma olement krzyvwei w purk.
.oie A . W punkeie zwrotu A ; ds «0,; fa oo e
w punkcie przegiecia / cho T=o0.
Skréceniem sredniem krzywej skoénej A poxie~
day pEEREEE'EERE;SE}{Z i punktem jakimkolwiek
A, _ nazywamy iloraz
| 2 s L

gdiie $ ,jak poprzednio,jest dlugo:icigqg wyprosto.
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wanego ukua AR, , & 0 jest katém pléamzyzn scisle
atyoznyeh w pusktach A i 4, . Gdy 1k s males hQ-
daie nigogranigaenis, to zaleiny od niego Xat O

nied ma.leé bedzise nieogramczenxe - Sk:qceniem r26C2 Y~
wistem w punkcie A pazywamy granloq 113}2;3'“-@’"“

E&;"S‘- dtmr do mera, cayli

s («/-al‘é'-“
¢ &‘5"5 - - s’

Hieskoﬁyzmie malejqcy kgt 4O nuyuny katem

i “‘--‘

sheoenia. mosemy tedy okxedl16 akreeenie . krey-
:-13;-%”5 punkeie A jako iloxes iqta skreoenia |
praes oloment krzywe] w punkele A ..

Praes trmy punkty 4, B iC krsgwej skosnej &
wyznaczone jest koto, ktéye lezy w plassosyérie AB8C;
gdy pankty 8 1 C  daayé beda nieograniozenie do
punkiu /A, to plaszozyazna ABC dgsy do pl.aaz-
czyuny $cisle stycsnej, kolo zas ABC Ga2y do ko-'
la 7\’,, . ktérego'krzyvim /(”;’ jost ta sama,
co krzywizna w punkeie /7 krzywej & . Koko o na-
S¥Yemy kolew&uywizny w punkoie A g jego irodek

------- iy g yan b

- srodkiem krsywizny, jegc promief - promieniea. -
Erazywieny = {.

o e @S s wpe S oo i B

. § 218. Normalna gi6éwna i binormalas. Plasscsyma

————————————————— A oy Sos o e o At ap ] G0

prostopadla do styczne] n punkx,ieﬂ krasyve) ekoé- :

nej A nazyws sie plassczyrng normalng w tym punkoie

g g o Ao oum wmy » e om e o
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‘Kazda proata ¥ tej plaazozytn&e prses punkt A prge-
ohod;qoa nasme. sig normalng. Ser nich dvie sg
szczegélnlo wasna J;a;:-‘;.‘ lataca W plaszozyénie
secisle etyczmg nazywa sie normalng giéwna; na niej
to leiy srodek krsywizny; d;-uéa'%":-ggzgtopadla do
plaszozyzny Beisle stycznej namywa sig binormelng .
Trsy proste: Z‘,h ib éq waa;lemnie 9;3;;35;&;0
i tworm Mhd prostokgtay apélmemych SEG ie’gdwie
dogodny do badania wlaemosci krsywe; ¥ poblizu punktn
A . Piaszozyzaa ln jest soiéle stycsna,plass-
czyzna Zm, noxrmalng, ‘plaszczyzna 55' nazywa aig

plaazcsyzna, xektyfikacyjng.

-“b_——ﬂb.---d---l.--— -‘—--—

Raut kraywej na plaszczysne soidle stynu
jest krazywg o $e] samej krzywx"me W punkocie A jo3
raut krzywej /( na plaszozyzne no:malnq, jest kzzywa
dla ktérej punkt /9 Jest punktenm zm:otu. rzut kray-
wej /.3 Ba plasaazyzne rektyﬁkacyanq Jest krsywe“
dle ktérej punkt A jest pnnktom praegiecia. ‘
$ 219. Powienchnie Togwijalne. Powierzchnia, prosto-

h——m— -p--—‘—ﬂﬂ— -h - A At W

kredlng Dazywamy miejsoe geometryozne prostej ¢ po-

mszagacej sig weding pewnego prawa. Poszczegélae po-
Yozenia prostej z DAZYWA] g sue tworzgcemi pomerzch

S S, S KD St WD B A B e

i e gt Wb v QD e v =
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ce/ i skoépe, ozyli wichrowate /np. hyperboluid jed-
. nopowlgic—);;,i paraboisia-k_x};;boliczny. § R04/S

Powierzchnia ptostokresilné naz.yﬁa sig rogzwijalng
- jezeli jej tworsace mg mityczpe do krzywe] g;;;;;j "}-,
ktéra .nazyﬁé. s.i‘e 'k-raw'edzia zurotu powierzchni 1oz

- D > SN N A L S A S G e dum G WD

nastgpstwo punktdw
/9.')[}4)'9&) ﬂ3)”'
polgosmy punkty A i
/9, T Jo i | {9:.,
At R e
prostemi Q , .a’( o
CL’L, Sep RS kdfda
& tych pro Bty.-e"hv p::ze¢f
tina poprzednig i

- nastepng. Katy /a.q/,
/a,a&/ , /A,y /
~- bedg mialy tg
wiasnosé, Ze kazdy

z nich ma z poprzed-
nin i z nastegpnym
jedno ramig wspélne.
Obréémy plaszczyzne /aq,/ dokola 4, tak,zéby ta pias?
Myzﬁa przystata do plaszcazyzny kata /. X, A, / w tep
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spoaéb trzy proste o, i a,, Tlezeé bedg‘w'jédnoj
piaszczyinie; Obroémy nastepnié té"plaszczyzne' 4o~
kola o, tak, #eby praystala do plaszczyzny kgta /
/@ / | w ten sposéb osztery proste: X , @, , ¢, cay
beda lozaly W jednej piasazczyinie; obracajgc jg dokods .
s, 4 Cly do przystania & plaszczyang / Xy Ay [/
otrzymamy o prostych: < , a, %,% i &y w jednej
pinszozyirie i tak poatap\wmy dalej. dopski wezysikie
preste rie bgdg lezaly w jednsj pi@ﬂzuzyénia..“O po-
wiexrzrhni ﬁia]&'éc‘i anrel, O 0L, Qg Oy Oy oo yGwimy
wtedy . ze zostats rogwiaigta . - - Jezeli liogba p{mk-
T3 S A AV Fe e va krzywej A zwie-
kpzal sig bedzie nipograniczenie, podezas gdy ich od-
legzosci /fﬁ; ,' /9'/7.1.. , AP maled
bedg nieogra.nmzenie, to proste o , a, , @,y . |
zblizaé sig bedq do styoznych €, &, i, een

a pomerzchma. wieloscienna o a, @y Ay e do |

- powierzchni rozwijalneg, ktére] krawqdzia zwrotu be-
dzie krzywa skodna X . Postgpujge w nieskodiczenie
maleni kytami: / Z'T, 7, /¢ ¢, 2o e Zs 7,
tak,samo, jak postepowelidmy = katémi / *x«, [/,
/ &, a, ' /Ay ay /’, ) nozna bedzie
"rozwingé" powierzchnig rOAW13alna krzywej ;k

Powierzchnia rozwijalna krzywej skosnej ski ada 81§
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2 dudch powlok atyoznyah.tsa;ennie we wezystkich
punktach ktawedai swzntu._ﬂ samej rgeony, Praecigcie
.tej powleraehoi jakgkolwiek plassoxyzng nie preecho-
dsqogq przez fadng & twoxzgeych jest krsywa ptaeks,
posiadajacq w punkoie prmecigcia = krzywa skosgng :
punkt zwrotu 1 rodszaju. Stad nagwa: krawgds aWrotu,
ktérg dajenmy krsywe, skosnej. =

Prrez mzwimecie pawi_erzchni wieliscienne]

a o, a, ay.... taden o odoinkew A4, ,
RN, ) AR A ani gaden z katéw
/aa, / ,/a,a.,ﬁ/, /a,,,a,,/, - ++  nie ulegt
oozywiscie zmianie. Podobnies przes rozwinigcie po-

wierzchni rogwijalnej zaden z elementdw, ani zaden

2 katéw stycznesoi krzywej skosnej nie dozngl zni g-
ny,; kiéywa skosna przesz takie rozwiniecie przeksztal;
oa 8ig przeto na krzywq'piaskq o tej samsj dlﬁgoéci |
i tej same] kreywidnie w kazdym s joj punkt6w, Jedy-
nie skrgosnis stalo gi¢ dla wszystkloh jej- punktéw
réwnem zeru. .

Jako pbwierzchnie rogwijalne powszechnie znane
przytoczyé mozemy etogki i walcs; kvaweds zwrotu Te-
dukuje sig w tych powierzchmiach do punkiu wiagei-
wego dla stoikéw, niewZasciwego dla walcéw.

Jezeli 2z dowolnego punktu /° wyprowadzimy réw-
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nolegle do styoanyoh e ST A I T krzywej
skosne] X , to to utuorzymy powlerzchnie, ktéra
;,aie nazywa stoikienm klerunkowym kraywej A . Plassosysz-
*ny gtyczne asﬁggé;“QEEZi;‘gaﬂ;Ewnnlegke de plaszozyzn
"¥eisle stycznych kraywej skosnej. Stogek kierunkowy
krzywyah plaskich redukuje sig do ﬁlaszczyzny.
Poﬁstanie krzywe] skosnej moZzemy w inny terasz ro-
zumiedé sposéb. Niechaj ptaszczyzna L porusza sig
wedlug pewnego prawa; prosta przecigcis dwéch pologed
A i B poruszajgcej sie piaszogysny dasy do pew-
nej granicy T gdy polezenie B sbliza sig nieoga

L niczenie do A ; granioz ta jeat tworgaca powierzch—

bttt T X L

B iC poruszajqcej sig plaszcayzay dgiy row-
niez do pewnej granicy / gdy polozenia B i C
sblizajg sie nieograniczenie do A ; granicy tg jest
punkt krawedzi zwrotu 7/ :

Powierzchnie rozwijalne sg figurami Wwz&aj emneai
wagledem krzywych skosnych. Podezas gdy krzyws ekos-
8g uwazamy za miejsce porusaajacego sig punktu, po-

wierzohni¢ rozwijalna uwazamy za obwiednig pornana-
jacei si¢ piaszozysny; styczrnym krzywej skednej od-
pow adajg tworzgce powieruchni roswijalmsj; plasz- -

czy nom delfle styczuyn kizyvyeh skosnych odpowiadajg
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punkty krawedgi zwrotu powierzchni rogwijalnej.
§ 220. "'uinja Srubodwa. Najprostszym przykiadenm

WABBER  wiewmpe e e

krzywej skoénej jest linja drubowa.
~ Niech bedzie wale;-a‘f);a&;;s"s o osi co'’
kieroﬂnicy A i promieniu ? /rys.43l/. Wadiuz tvw-
rz3ce] AB poprowadémy plaszczyzng styoszng S,
i poprowa:démy plaszczyzne praes AB i przesz
styczn'a. k., do kierownicy X w punkeie A4 . Po-
prowadémy prees punkt A w plaszvzyznle S., prostyg -
So nachylona 0 Ko pod kgtem < » poczen
"nawidmy" plaszczyzne S na poue*zchme welca;
podczas gdy 7<o namnie s:.e na kierownice 7( - pro-
sta 8§, nawinie sig na pomerzchme walca. tworzae
krzyws skosng, ktdra nazwiemy linja Srubows: linja
§rubows jest to wigo kraywa le;;@;—-ﬁ;—;&;erzchm
walca obrotowego, k618 po rozwinigciu pomerzohm
przeksztalca 8ig na prostg.- Powstanie linji srubo-
we) mozna rozumieé jeszcze inaczej. Niecha] plasz—-'
'_ozyzna. So raz & wykredlong na niej prosta, So
toczy sie po powierzehnmi walca bez poslisgu, wtedy
s," jest styczng do powierzchni walca w corxaz
to nowym punkcie: miejsce geometrycane tych punktéw
zetknigcia na powierzchni walca jest linja srubovwa.
Gdy S, toczy sig po &, ko toozy sie po /é,
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a Yo po 8 | prayten A, jest woiéz styczng dd‘]{,
8 Se.do 5 ; punkt A kresli w'plaszozyini'd“ki'eu'-
rowpioy ewolwenty kola / § 209/, RIS
. Wefmy ma So punkt.jakikolwiek A ., ktéze-

go rzutem na 7, ‘niecha] bedzieupunkt /i - ; &dy
_So -toozgc sig po powierzchni walca obréci aig
o kgt ¥ , ktérego wyprostowany luk na kierownicy
S to. A’ przystanie do P’ a /? do
N tem polozeniu prosta <o bedzie styczna do
$ w punkecie P d¥ugosé jej miedzy punktami /~ i
A bedzie réwna A A , raut jej AP ! =

= AP = . Nachylenie stycznej Sa' do
‘plaszczyzny kierownioy pozostahi'e rownem & ; kat A
pezywa sie spadkiem linji Srubowej. Odeinek /o /:-,’,2
=PP'sz T L5 tréikgta AR L1 22AR Zas
_="'f’.{7_°( = P.riga . t.j. wzniesienie X jest pro-
porcjonalne do kgta obrotu $° . Bspélczynnik propor-
cjonalnosei ho 2riya 3  nazywa si¢ parame-

b ovm anr we® eue

trem ‘linji sSrubowej, jest to warto&é stalego stosunku

X . Na ‘zasadzie powyzszego moz.emy_okreélw

ling'oq Srubows jako miejsce geometryczne punktu poru-
Bzaj@cego sig ruchem jednostajnym na prostej 2 |
podezas gdy £ ruchem jednostajnym obraca sig dokola
‘réwnelegioj do niej proste] 00’ | Perametr Ao
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jest Btosunkiem tyeh dwéeh Bzybkedci jadnostajnych
'Gdy kat }0 atmia BIQ réwnym Zn .y te punkt A/
snajdaie L) t'axmej /75 v pnn.kcle ﬂl
Odoinek A /9/9 L jest przecunigeiem w kierunm
ku osi odpowiadajyoym oalemu obrotowi; /e~ pazywa S:@
skokiem linji srubowej. % réwnania 2 = A, 50
maﬁ;‘:-iladqo & 225 ¢ Aa Ay AR i skad
}Ln AR dlatego to /.z).,, nasywe sig tez
zredukowenym skokiem linji Srubowej.
————— ﬁ;;:giﬁ—;»;;adek linja érubnwa ais Jost jesz-
6zo calkomcle wyznaczona adrdéniamy bowi en lnuo
sie praWOQEEQtE;T'SSZEEI"Elé WldVa umies zczonego
wzdiuz osi walca punkt P= posuwajse sie ku dolowi
obraca sig w kierunke skazéwki wegara; w przecunym
razie jest lewoskretna. |
Plaszozyzna soisle styczna w prukeie 720 linji
srubo%; jost nachylona pod kgtem & co plaszosysny
kiercwnicy. W samej rgecay utwémmy Btosek kierunkewy
linji srubowej., W tym celu s dowelnsgo punktu prze-
strzenl halezy wypzowadﬁié =6wn legis do joi siycaz-
nyok; poriewaz zad wszyétkie st1c203 £z nachylone
pdd tyin semynm kgtem &  dz ples: ?zy 2Ly ’tierownicy wal
ca, wigc te réwnolegle uiworzg stoszek obrotdwy; Kie.
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rpwanieg tego stozka bedzie kierownica samego walea
j;zeli wierscholek stozka # obiernemy ne osi w od-
legiodeci "r'z"cc = A, od ‘plaszc\zyzﬁy kierownicy. Plass-
- czyany styczne de tego stozka, nachylonme do plaszczys-
oy kierownicy. pod katem X ag réwnolegie do plasz-
ezysn Scifle styeznych linji Srubowej /3 219/, Jezeld
tedy przes stycsng §, preeprowadzimy plaszcsysing pro-
stopadig do S’o a8 wige nachylons do plaszcuysny kie-
rownicy pod kgtem « , to bgds;ie to piaszezyzna fci-
$le styczna . punkeia A '\ « Prostopadla do 59/ lezgea
w tej plassczyfnie, csyli normalne gléwna w punkeie /~

musi zatem prazecinaé oé.i'byé do niej prostopadis, Na
~.tej normalnej giéwnej lezy frodek krzywizny @ dls _
punktu A~ i aby wyznacgyé promlen krgywizny, zauwaZmy'-
ze kraywizna linji srubowej w punkcie A~ , musi byé ta
sama, co kraywizna przeciecia walca piasscaysng fcifle
ztycznq, albowiem te dwie kraywe majg précz punktu P
jeszcege dwa nieskoficzenie mu bliskie _punkty wapolne.
0t6z przecigciem walea tq nlaszczyzng bedzie elipsa
dla ktérej punkt 72 Jest wierzcholkiem malej osi;
oznaczajgc przez ¢ i A pSlosie elipsy i zvazywszy,
se a,-——- 5- znajdziemy promief krzywizny
- % =5,
GEOMETRJA IYKRESLNA Rr.86

Arkusz 40-sty-
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linji 4drubowej jest przeto wielkodgig Istalg. Wiasnosdd
tg dsieli linja imbou g kolem i prosts, ktére aresg-
‘tg moggq byé uwagane za przypadki szcseg61.ne 1inji &ru-
bowej gdy X =0 wagl. a =

Srodkl krzywigny 1linji ﬁ-ubomej legn na innej lin-
Ji frudbowej 4 gwanej wzajemng; o tym samym skoku,
krgywiZnie i hkr_'qoie, ale o -r&snym promienin i spad-
ku, Aby wyznaceyd
promied. krzywizny
§ linji Srubowej s
v jeJ punkcie ~
krefliny tréjkat
prostokgtny AR
/Rys.42)/, ktérego
preyprostokgtna A Rar

a8 kat do niej pray-
legly R.'L/=K. i

wtedy /7R = E.':;.( budu;]qo na AR tréikat
prostokgtny g tym samym kqtem przylegiym X otrzy-
mamy AR, sHR < cosx =g,,"" =S .. o Odcinek
AR, =7 ; jest promieniem waloa; na ktérym
lesy li;ja frubowa wzajemna r L. akgt AR H =
= - ( ¢

=&, 75 J jest jej spadkiem; wyznaczajge
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w ten sam sposdb promied krzywizny ;;-?:—-
 tej drugiej linji drubowej znajdziemy ten sam co po-

przednio odcinek ARR,=5 GOL;Y X "%':
7, =r : linje érubowe wzajemne sg wiedy réwne

i symstrycsne wzglgdem wepdlnej osmi.
Styczne S, do linji Srubowe] S tworzg po-
wierzchnie rozw13a1n§ ktérej krawgdzig gzwrotu jest
$. Przeciqcie tej powierzchni plaszczyznq kierow-
nicy t.j. jakgkolwiek plaszczyznq proatopadlg d¢ osi
jest ewolwentg kola. Punkt A jest tym punktem ewol-
wenty, 2 kté*ego wychodzg due jej galgzie do ‘siebie
styczne: jest to punkt zwrotu Na srednicy A0 1e-
.4y nieskoficzenie wiele punktéw podwdjnych ewolwenty
/8 209/ Gdy przetniemy powierzchnig rozwijalng pro-
stopadle do osi ma wysokofeli Z od ptaszczyzny kie-
rownicy, to otrzymemy w przecigeiu g samg ewolwentg
kola, ale obrécong o kst ¥ = Z . Punkt swrotu
A - oraz punkty podwéjne Dys a5y o--- zakre~
§1ajg wiccej linje érubowe o tym samym akoka 2 . MIGJ’
ace geometryczne punktu zwrotu stanowi linjg drubowg
dang; poniewaz w kazdym punkcie podwdjuym ewolwenty
kola, przecinajg sig dwie tworzgce powierzchni rozwi-

jalnej, wigc mije jsce geomeiryczne kaz dego punktu pod-

néjnego jest linjg semoprzenikania tej powierzchni.



TG

Na powierzchni rozwijalnej linji 6rubo%ej lesy za-
tem nieskodczenie wiele Srubowych samoprzenikania
powierzchni o tym samym skoku i skrecie.

§,2é1. Zadanie. Wykre§1ié rzuty prostokstne linji
Srubowej prawoskretnej, ktérej of jest prostopadls

do P jezeli dane sg promief malca 7 i skok A,

/Rys.433/. Rzut poziomylk' linji #rubowej jest
kierownicg walca. Przypufémy, ze linja Srubowa prze-
'bijaP. w punkcie o’ kierownicy. Podzielmy kie-
rownice na dowolng ilo$€ np. na 12 czqiéi réwnych

i ponumerujmy punkty podziaiu poczynajgc od o’

w strone przeciwng ruchowi skazéwki zegara. Na takg
samg ilo46 cegéci réwnych podzielmy skok linji ru-
bowej odmierzony na osi walca od punktu O’ i po-
numeru jmy punkty‘podziélu poczynajgc od tego punktu.
Wysfawiajqc w Eazdym z punktéw podziatu kierownicy
linje rzqdnq i prowadzgc przes odpowiedni punkt po-
dziaiw skoku réwnolegig do osi rzutéw, wysnacsymy
drugie rzuty dowolnej ilofci punktéw linji rubowej.
Dla wyznaczenia stycsnych w tych punktach wykredlmy
ewolwentg kierownicy, obierajac punkt swrote w punk-
cie O’ Prowadzec w kazdym 2 punktéw podsialu

kierownicy stycsng do niej, wyzﬁaczymy na ewolwencie

4k, punkty, ktdre sg pierwszymi $ladami stycenych
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~do drubowych w tych jej punktach, ktére odpoﬁ&adaqu
punktom podziatu kierownicy; lgczgc drugie rzuty prnk-
tbw linji'irubowej z drugiemi rzutami odpowiednich
pierwszych $ladéw wyznaczymy drugie rzuty szukanych
stycznych;

Styczna do {rubowych w punkcie 6 jest rdwnolegis
do B, ; kst jej drugiego rzutu s osig rzutéw jest prue
to spadkiem « 1linji #rubowej, Prowadzgc przez A
réwnolegls do S” o Wyznaczymy na osi parametr A4
linji Srubowej; w samej rzecsy: A/ =7"ty"‘ = A, .
Prostopadia do /?/7 w punkeie /7 wyzpacza odcinek

AR,=7; jest to promleﬂ walca, na ktérym leZy linja
sérubowa wgajemna l o tym samym skokw, promieniu krzy
wizgny i skrecie. Odcinek AR, Jeat promleniem krzywizny
obu tych linji drubowych,

§ 222. Zadanie, Wykredli§ reuty pupktn /> linii Smivo-
nej prawoskretnej o osi prostopsdiej do P, oraz .
rzuty stycanej w tym punkcile, jegeli dane sg A 1

7 - /Rys 421/, Preypuéémy snowa, ze punkt, w
ktorym linja &rubowa przebija P, jest punktex kierow -
nicy na;bliZszym osi X ., Odmierzmy w strong przeciw-
ng ruchowi skazéwki zegara kgt Y , ktérego jednym
remieniem jest Ao’ ; punkt Vo » W ktérym drugie
ramie tego kgta przecina kierownicq, bedzie pierw-
8z3W rzutem punkta A , ¥ punkeie A’ péprowadfmy
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styczng do kierownicy; odmierzmy na niej P 7 =
=7 ;. punkt T,jest pierwszym §ladem stycznej
do Srubowej w punkcie /> . Aby wyznaczyé wysokosd =
punktu P odmierzmy na osx X od punktu S od-
cinek 7¢ ; druga przyprostokatra tréjkgta prosto-
katnego, ktérego jedna grzyprostokqtna = » 0

a ka‘t do niej przylegly jest o, bgdzie réwna szuka-
.nej wysokofci. lgczgc punkt =2 AR . otrzynamy
drugi rzut " styczne j T

Na mocy powyizszego wykreélenia znajdziemy tatwo
réwnanie drugiego rzutu '4 : linji Srudbowej A ., 0Ob-
rawszy za osie spolrzqdnych proste 2 i X | mamy
dla punktu /D”/’Z,X/‘ x=PQ=7rsmnmg |
:+ 2z tréjkgtéw zas oodobnych

skad 2 = A ¢ )

Rugujsc ¢ , otrzymamy: ‘:7"-"’- s1nzo. ; jest to
réwnanie sinusoidy. Rzutem prostokstnym 1linji Srubo-
wej na plaszczyszne réwnolegis do osi jest sihsoida. |

Mogsna stwierdzié htwo, se rzutem réwnolegiym

zZ: A'a '7')? A o

akodnym linji Srubowej na plaseczyzng kierownicy,tj.
na plaszosyzng protsopadis do osi walce jest cykloida.
‘W samej rzecezy, tworzenie linji Srubowej mozemy ro- - -
sumied w ten sposéb,ze punkt S poruszaj sig z seyb-
koficie stals, na okrsgu koita R |, prdczas\ gdy piasz-
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czyzna tego kols przesuwa sig rdéwniez z szybkoSdciag
stalq w kierunku do tej plaszczyzny prostopadiym,
Jezeli rzucimy ukodnie punkt ruchomy /~ na piaszcay-
gne P , to jego- rzut /D’ bedzie w piaszczyinie
P, wykonywal jednoczesdnie dwa ruchy jednostajne:
1/ ruch na obwodzie kota ;%u ktére jest rzutem
ukoénym kota X 2 szybko§c1q réwng szybkosci
pnnktu‘f’ na tym kole, i 2/ ruch postepowy wraz z
kolem /ia z szybkofcig, ktdra jest rzutem szybkosci
plaszczyzny kola R ., Jezeli tak zakredlony przesz
punkt A na kole 2, jest w danym odstgpie czasu
réwny odcinkowi, ktéry w tym samym czasie przebie-
ga Srodek kola, to krzywa opisana przez punkt i
jest cykloidg zwyczajng, nastgpi to wtedy, gdy pro-
micnie rzucajgce punkt P sg nachylone do P , pod
kgtem X , Jezeli nachylenie promieni rzucajgcych

jest D= | to cykloida jest gkurczona, jezeli

to nachylenie jest <« | to cykloida jest wycia-

gniets,
Ryniki teéo rozwazania mozna wyrazié w naste-

pujecy sposéb: Cieniem linji drubowej na plaszcay-
cgyfnle kierownicy, rguconym przes promienie réwno-
legie, jest cykloida zwyczajna, skurczone lub wycisg

- piqts, zalesnie od tego, czy nachylenie_ promient
gvietlnych do plaszczyzny kierownicy jeet réwne,
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wiqkszé lub_mniejsze od apadkﬁ linji Srubowejs

§ 223, Konoida §ruby i p__verzchnia &rubowa o ostrym
gwincie. Pow1erzchnia rOszgalna linji §rubowej jest

przypadklem szczegolnym powierzchni érubowych prosto-
XreSlnych, powstalych przez ruch Srubowy prostej je-
kiejkolwiek. Wazne znaczenie praktyczne me g przede—
wszystkism te powierzchuie prostokreflne skosne, w
ktérych tworzgcs przeciné o spowierzchnie érubowe
zamkniete/. Jezeli tworzgce sg przytem prostopadie do
osil to powierschnia nazywa sig¢ konoids Sruby.Jest to
powierzchnis utworzone przes normalng giéwng linjt
srubowej; proste 7. , i, 30 /Rys.423, sg
tworzgcemi te powxerzchni ¥a ona gastosowanie w Sru-
bach o plasklm gnincie, powstajgcym przez ruoh drubowy
prostokqta ktdrego piaszczysna przechodzi przez 05

8 jeden z bokdw jest do niej réwnolegly i réwna sig
wysokodci skoku.¥ Jeszeli tworzaca przecina of pod ka-
tem ostrym, to utworzona przez ruch drubowy tej pro

stej powierszchria nagywa sig powierzchnig srubows o

ostrym gwinsie, nazwanej tak dlatego, ze ma ona gasto-

‘sowanie w frubach o ostrym gnincie. Nazywamy tak figﬁa

ry powetale przez ruch Srubowy tréjkata, ktérego plasg,

czyzna przechodzi przez o8, a podstawa jest do hiej
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r@wnolegla i réwna sis wysokodei skoku,

Zedanie, !zkreélié rzungprogtokajne powierzchni

grnbowej (] ostrvm4gwincie i wysnaezyé prrecigeie jej

g;gggggxggggprostopadlg do osi, 03 dzieli powierzch-

nie na dwie powloki: gérng i dolng; jezeli of jest

pidnoiq. ﬁykreélimy jednak skok dolnej powioki po-
w1erzchni érubowe; o ostrym gwincie. ~ Niechaj of
a’a” (Rys 423) bedzie prostopadla do
2 8 prosta $¢”" niech bedzie tworzgeg po-
_nerzchnt rémnoleglyg do 1% ; o nachylenin 6 do
P, . Tworzgca ta przecina o4 OL w punkcie AR
a P, przebija - punkcie S5 . 7 U pfe-
chaj bedzie jednym skokiem lezgeej na powierzchni
linji drubowej; skok ten podzielilidmy na 12 réwnych
czgedci w punktach: 7, 2, 3 .. ... 77, przes
ktére prowadzimy tworzgce powierzchni; tworzqce te
wysnacza na ost QU odcinki 07 , 14 ///’

) A= see
B XI X0, réwne 7%' wysokowci skoku
d9 u, | Dla prostoty wykreslenia obralidmy
punkt dw jednym z punktéw podziaiu uysokoﬁci
skoku,
Kazda plaszczyzna przechodzaca przez o8 Q. przeci-
na powierzchuig wediug dwich ukladéw prostych réwno-
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Tegiych; w tej plaszczyinie, kidra jest réwnolegia
do-F, , proste jednego ukladu sg réwnolegle do s
proste drugiego ukiadu do G N Punkty przecigcia

D, > Dy oo prostych jednego ukiadu & pros-
tymi drugiego lezg na linjach Srubowych zwanych

krawedziami samoprzenikania powierzchni; wzdluz tych

linji powloke gdérna przecina powloke dolng powierzch-
ni.~ Przetnijmy powierzchnig plaszczysng S prosto--
padlg do osi a. . Krzywa przecigeia bgdzie miejscem
geometrycznym punktdw, w ktérych tworzgce przebijejg
plaszcsyzne S . otéz odleglosd punktu preelicia
plaszczyzny S ktérgkolwiek twerzgcg od osi jest
proporcjonalna'do odleglosSci tej ptaszczyzny od punk-.
tu, w kXtérym ta tworzacs przecina of, ta zad jest
proporcjonalna do kagta ¢ , ktéry odpowiade Inkowi
grubowej STv pomiesdzy piaszczyzng S _ 1 tworzgcs.
Krzywa plaska posiadejgca te wiasnodé, 2e odleglosé
dowoIlnego jej punktu od pewnego stalego punktn jej
plaszczyzny jest proporcjonalna do kata, sakre&lone-
go przes promiéﬁ wodsgcy tego dowolnego punkte, na-
zywa sig spiralns Archimedega. Tak wisc: przeciecie
powierzchni srubowej o ostrym gwincie A plasscsysny

prostopadlg do ¢si jest spiralmg Archimedesa,
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§ 224, Krsywa przenikauia dwdch powierzchni. Jed-
riem najczgdciej w praktyce spotykanych zagadnieid

jest wyznacszenis kraywej przenikania dwéch powiersch-
nl. Metoda ogélna polega na przecinaniu oba powierzch-
ni ukladén.piaszézyzn-pomocniczych dogodnie obrany:

i wyznacsanin krzywych przecigcia tych plaszdzjin

s kazdg powlerszchnia; punkfy wapéine obu. tych kray-
wych plaskich sa zaragem wspélne obu powierzchniom,

a wice nalezg do krzywej prsenikania, Jezell np.
jedna lub oble dane powmerzchnie sg sboskani lub
walcami, t0 najlepiej gza plaszcsysny pomocnicze
wziad plassczysny przechodszgce przes oba wierschoikl;
wtedy krzywe przeciécia kazdej powierschni s ktérg- !
kolwiek plaszcayszng siecszng skiadaé sig bedaie =
dwéch prostych. Jezeli np. danemi powierzchniami sg
¥unla i powierzchnia drugiego stopnia posiadajsca
przecigcia kolowe (elipsoida, paraboloidi eliptycs-
na, obie hyperboloidy), to plaszczyznami pomocni-
cayml- bgdg plaszczyzny przecieé kolowysh i t.4d,

- _Zadanie, Wyznaczyé rzut linji prasnikania dw6ch

stogkdéw, ktérych kierownige AS */Qb ag kotami lezg-

cyml w plaszcsyinie rysanku, jezeli dane sg nadtn
 rzuty (prostokgtne, ukodre lub drodkowe) wierzchol-
kow S i ‘5'1, orag §lad J prosted S, O w plasg-

czydnie rysunku. (Rys.424),
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Poprowadimy pek pleszczyzu o osi S
§lady tych ptaszczyzn beds promienismi wychodzgcemi
z purnktu e OcZyuié&ie w gre wchodzg tylko te pro-~
mienie, ktdre przecinajg obe kola kierownicze; jese-
1 tedy poprbwadzimy g © styczne do obu ké, to
korzystad begdziemy 2z tych tylko promieni, ktére znaj-
dujg si¢ migdzy promieniami LrLIY stycznymi do -
jednego g siecznemi wzgledem drugiego Xola. Yoge N
przytem na;éé 4 przypedki: 1/.0bie styczne do jedne-
g0 z k61 35 sieczne wzgledem drugiego kola, Méwimy
wiedy, e przenikanie jest zupelne; krzywa przenika-
nia skiada sig¢ z dwéch galgzi nie majgeych wspél-
nego punktu, é/ Jedna ze styczuych do 2&, przecina

732, & druga jeét zewnetrzng wzgledem /{2’,

Wtedy méwimy, 2e przenikanie jest czedciowe; krzy-

wa przenikania stanowi jedng jedyng krzyws, 3/ Kola
Aﬁ i 'AQ, mejg jedng wspolng styczng wychodzges

z O ; krzywa przenikenia posiada jeden punkt podmdj-

ny i 4/ xota R, 1 /%L majg obie styczne wychodza-

ce z O wepblne;: krzywa prazenikanie posiada dwa

punkty podwdjne i rozkieda sis na dwie érzecinajqce

si9 stozkowe, lezgce w réinych piaszczysznach.

- - ) 4 - s
Proypusémy np. ,Rys.434°, 2¢ przenikanie jest
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czgdciowe,t.j. e styczma P da:kz, prgecina /f, W
punktach /‘3 i 'Lz ,8 styczna 9 do ,%, przenika '{’z,"
punktach @, i @ . Aby wyznaczy€é 4 punkty krzywej
przenikania lezgce w jednej plaszczyinie pomoczucze;,
prowadzimy zO promied jakikolwiek %1 , ktdry niechaj
bgdzie Sladem tej plaszezyzny; ozneczmy literami /'1(,
M, ki ler A M, punkty, w ktérych # przecina kola & i

. k,_ . bLaczge /V, /‘7,, Z (5\, otrzymamy rzuty dwdch two-
rzqc'ﬂ_:h m, i in, , wedtug ktérych piasuczyzna 5/
przecina stozek 43, ; igezge M,i My e S;, , otrzymamy
podobnies rzuty tworzscych /5 i 7y, wedlug ktérych
ta same plaszczyzna przecina stozek 5.,; punkty /7, 5,
CibD , wediug ktérych » i /ﬁ,, przecinaja n,i /m, 8g
punktami 1linji pr‘z»enikania. Aby w» ktorymkolwiek z tak
otrzymanych punkiéw np. w A poprowadzié styczns do
krzywej, zauwazmy, te owa styczna musi lezeé w kazdej.
¢z obu piaszcsyzn styesnych, ktére mo%na poprowadzié
do stozkéw O, i O, w ich punkeie wspélnym A ., Sladami
$ych plaszezyzn na styczne Q, i A3 do kierownic R i
k‘ w punktach /i /Vs-; punkt /= A, A3 jest Sladem
szukanej stycznej: prosta A7 jest wigc jej rzutem.
Dla szybkiego 1 dokiadnego wykres'ienia krzywej prze-
nikania zaleca sig przedewszystkiem wyznaczcnie
1/ punktdw /CZPJ; d iR « ktérych krzywa jest

= 7 L
GEOMETRJA WYKRESLNA Nr.86. - Arkusz 41-szy.
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gtyczna do tworzqeveh s Pesye Qs s 2/ -punktfw
R, R, v, U V. £ V", w xtéryoh kreywa jest:
styczna de konturu rzeczywmtego vbu stozkdw,

_Zadapie, Wyzuecsyé raut kraywaj przenikania

dwéch walebw, *drych osie sg rﬁnnoiegle do L5

/Rye.425/.%adanie to rézni sis od poprzedniego tylko
tem, se wisrzoholki obu stoskéw mg nieviadciwe. Za
piaszozyzny pomosnicze obi-erémy piaseczyzny réwnoleg-
10 do osi obu ‘ﬁaludw,t.;}. do . Wykre§liwssy rsuty
valeéw ne plassczyany F, & Py ?roatopadie i P, ,
vy naosyny piem@se rsudy trorszeych m, ,m,,,m,i»'ﬂ,,
wedlug kidrych jakakulnek piesgesyrns & réwuolegla
doP. przecina jeden 1 drugi waléde. Punkiy 7,8,C
D, v ktdryoh tworanas M 4 M1y pracoineje marzaee
77134 m, nalegy do krsywej przenikania,- Rozwingwsgz;
powierschnid boozna g jedvego z waledw wyznaczamy na
niej o Xaiwofioia pankty Ao, Bo, Co i Lonalezsce
do rozwiniscia krpywej preenikania,

Jezell osie dwéch powlersebni obrotowych sig
przesinajs, tc krzywa ich prsenfkenis mcze bydé wysns
czona za pomoos kul pomocmiczych o wspélmym Erodkm
w punkcie przeczigcin osi /metode kul/. 3

Wykredlmy np. pierwszy rzut krzywej przenikanin

dwéch welcéw o osissh oi A . przecingjgcych sig w
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punkcie Q /Rys.426/, Przypusémy, e plaszczyzna ab

. jest réwnolegia doAI?, . Kula jakakolwiek o drodku QO
'“przécina oba walce wediung ké1, ktdrych pléézéZyzny:A
sg prostopadie do P, , & wige ktdryeh rzuty sg pros-
temi lqcégcemi punkty przecigcia konturw widszialnego
kulf z komturami walcéw. Punkty wspélme ok kolom, sg
wepéloe obu walecom, a wigc nelezg do krzywej przenike-
aia. Rzuty tyeh punktdw 85 to oczywidcie punkty pfze—

ciecis rzutdw obu kéi,
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Yozna *atwo okazaé, ze rzutem krzywej przenikenia w

tyw przypadku jest hyperbola, dla ktérej rzuty osi
walcéw sg Srednicemi sprezonemi. |

ROZDZIAZL XVIII. | |

-' ¢ POWIERZCHNIACH OBROTOWYCE. N

2.225, Pojecie ogdlne o powierzchniach. Plaszeczyzny
stycene, styczne giéwne. Punkty hyperboliczne, parabo- |

liczne i eliptyczne. Przes ruch prostej utworzyé mozna |
oczywifcie tylko takie powierzchnie, na ktéryeh lezy
nieskoficsenie wiele prostych, jak stozki, walce, po-
wierzchnie ‘rozwijalne, byperboloid jednopowlokowy, pa-
raboloid hyperboliczny, kanoida S§ruby, powierzchnia
‘Srubowa o ostrym gwincie i t.d, Wszystkie te powierzch~:
nie obejmujemy wspdlng naiwq grosiokggélnych. Stanowig
one przypadek szczegllny powmierzehni krzywokreslnych,
utworzonych ogélnie przez ruch krezywej plaskiej lub

skosnej, bads niezmiepnej, bagdsz zmieﬁiajqcej swdj

ksztalt w sposéd Ciqgiy wedlug danego prawa, ﬂ

Niech bgdzie na powierzchni JL punkt jakikolwiek |

Ry Polgczymy go z jakimkolwiek innym punktem,F’ teJ |

powierzchni i zbliszajmy A~ do P na Jak1e3kolwzek krzy
“mej lezgecej na pow;erzchni 1 Yaczgcej punkty P i f?
Granice polozenia prostej PR gdy £ gbliza 8i¢ nie-

ograniczenie do P nazwiemy styezng r do powierzchni |
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w punkcie P . Jeet to wigc prosta,majaca Zz powierzeh-
pig dwa punkty zjednocéone wspélne. Kazda plaszozyznsd
przéchodzqca przez styozng 4 pr‘zetn'ie'powierz:chniq
wedlug krzywej plaskie] stycanej do t w fnhkﬁe 56~
tknigeia 77 ' j" "

W keszdym punkcie 1l powierzehni T istnieje nie-
akoficzenie wiele stycsnych t, 3 ZLa, P ts v»»»  albowlem
w punkcie P przeeina sig niegkofezenie wiele krzywyoh |
lezacyoch na II . Dowiedsziemy, 2e wszyétkie te styezne
leza " jednej plaszesyénie. W same] rzeezy obiersmy
dwis jakiekolwiek styczne W punkeie T f,,i}' i popro
wadZmy plaszczyzﬁq T a t,ta . Przegina ona. I weding
krzywej styoznej szardwno do t, , jak do 7. w tym #8a
nym punkeie A Punkt ten jest przeto punktem podwsdj-
A /"wzgl.pﬁnktem odo-sobnioﬁym/" krzywej prezesigeis i
Laszda prosta 2‘3 s Z‘q ) I+ ... lezgca w plaszezyinie T
i przechodzgca przez punkt P ma % ts krzyws, a wigc
i = powierzchnig dwa punkiy zjednoczone wepdlne; jest
to wiee stycsua do powierzchnl {1 w punkcie et

‘i’}aszczyznaT , W ktdrej lesg wozystkie giycazne
'y nowierzehni II w punkeis P , vazywa sig piasz- -

ceyzns stycazng do IT w tym punkcis. Prosia prostop&ad

_ f ik
indo T m punkcle P nazywa sig normalng do po-

waerzchnd w punkcie 3

7 poéréd stycznych do powierzchni T w pankeis P



e Wi
 wyréiniamy dwie,. gwanemi styguznemi gifwnemi, ktére ma-
jg juz nie dwa, ale trzy zjednoczome punkty wspélne = |
krzywg przeciqcia, & wige i z powierschunig JT .Kazda
s nich jest gramics polozenia siecznej, ktdra lqozy

punkt podwdjny P g punkten R b /3 jednej g galqsi
krgzywej przecigecia, gdy ‘te punkty sblizage‘ sig n:.eogra- _
niczenie do /~ . Kazda ptaszcsyzue prsechodzqca przez

jedng s tych stycsnych prsecina povierzchnig wedhg
kezywej, ktdra w punkcie = na pmkt prngi‘oia..
Styczne giéwne mogs byd glbo rzeczywiste & réane
/punkt ) jest wtedy punktea podv&jnym krzywej preecig-
cia/, albo rzeczywiste i zjednoczome /punkt 2 jest wte-
dy punktem zwrota/ , albo urojone sprzesome /punkt /A~
jest wtedy punktem bdono‘bnipnn kreywe]j prsecigcia/.
W pierwszym pregypadku punkt /~ nagywa sig punktem hyper-
bolicznym powierschmi, w drugim - m;_i._gmg, w trse-
cim - punktem ;_}mm )
_ngﬁ_ e _ogdlne owie b _obrot
gég_no;eznzki i poim guz Jezeli krsywa yhnh lab

skofna A , sztywno swiazans g prostq CL, obraca sig
~ dokoia niej, to powierzchnia przes ruch krzyve;é utwo-
rzona nasywa sig obrotowa. Prosta OL masywa sig o osis
spowierzchni. Kazdy punkt 7 krsywcj tworsgce) R opisu-
Je kolo, ktérego plasscsysna jest prostopadia do osi @
i k¥érego érodek ma niej lesy. Koia te nasyvemy réwno-
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leznikami.

Powierzchnle obrotowe sg naJPospolltsze Z po-
wiergchni spotykanych w technice i w 2yciu codzien~
nym, ze wspomnimy tylko rniezliczoume ciala otrzymane
na tokarni i koi; sarncarskien. ‘

Ze sposobu w jaki powstaje poiierzchnia obroto-
wa, wyﬁika, se przez obrét dokoia osi OL przesuwaé
sie ona bedzie sama w sobié; e zatem moze ons po-
wataé przez ruck obrotowy kezdej wykredlonej na niej
krzywej, ktdora przecina wsé}atkie réwnoleZniki. W
szczegllnodci powstanie ona prizecz obrét. krzywej prze-

cigcia povierzchni plaséczyznq przechodzgcyg przez os.

Krzywa taka nagywa sie poludrikiem powierschmi. Po-
* plewaz przes obrdt o 180° plaszczyszna poludnika po-
wré¢a~do'awego potogzenia pierwotnego, przechodssc

praez »palczcnla wezystkich iunych poiudnikdw, wigc:

wazystkie noludn1k1 gsg révae i kagdy z nich jent sy-

metryczny wzgl@dem esi,

£
]

) Przes swoja of i poladnik powierzchnia obrotowa
jest wyznaczona. Przesz kazdy punkt powierzchni prze-
chodzi jeden rdwnoleznik iyjedep pdludnik' przecinajg
8i¢ one pod kgtem prostym, gdyz p}”szozyzna kazdego
poiudnika przecima kazdy réwnoleznik prostokginie,

Piaszczyzna styczna do' powierschni obrotone] w
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danym jej punkcie P jest jak zawsze, wyznaczona
przez dwie jakiekolwiek stjczne do Powierzchni ® tym
punkcie a wiqc przez siyczag do réwnoleznika i stng
ng do poiudnika przechodzqcego przez punkt ~ .

Piraszczyzny atyczne do powierzchni obrotowe; w
p&nktach jednego poindnika sg prostopadie do plase-
czyzny tego. poiudnika, albowiem przechodzg pfzez pro-
stopadle do niej styczne do réwnoIeZnika Plaszczyzny
te powidczg-walec, rzucajgcy pow1erzchn1ﬂ obrotowq L
kierurlu prostopadiym do piaszczyzny potudnika,

Jugzeli of jest prostopadia do B ,to poludnlk

ktorego plaszczyzne jest rdwnolegla do:fi',nazywa BIQ

. peludnikiem giéwoym. Jest oA konturem rzecaywistym

pionowym pbﬁigfzchni obrotowej; konturem widzialnym

.plonowym jest réwny mu rzut pionowy tego poludnika.
Poniewaz prues obrat-dokola osi plaszczyzna stycz

rna do powierzchni obrotowej przystanie do innej plasg

caysny stycznejy, & punkt setkniscia pozostanie na

tym samym r6wnolotniku, wiqc:‘

Pireszczyzny styczne do powierzcechni obrotowej w

punktach jednego rdwnoleznikas powiécza wogdle stozek

chrotowy, ktdrega osia jest € . a tworzscemi &g

styczne do potudnikdédw w punkiach przeciecia ich a

tym réwnoleznikiem.

W dwéch wypadkach atoli stozek ten nwyroanieje:
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l/gdy styczna do po&ﬁdnik& jest rﬁwnolegid do oed;

wiedy plaszczyzay stycsne powidczs walec @ punkty se-

tkniqdia leza na réwnolezanikn maximum /réwnik/ lud mi-
nimum /koio sxyjne/; sg to kontury rzeczywiete poziome

réwme zreaztg konturem widgialnym pozlomym, 2/gdy sty-~

csna do poindnika jast prostopadia do osi wtedy pldaz
czyzny sg zjednocgolis w planzczysnie prastopadle; do

oei,

§ 227, Rzuty punktu lezacegd na powierschni obrotowej.
Zadanie. Powierschnia obrotows jest dana pizez raut po

diomy osi prostopadlei do iy . oraz prses rzut_ piono-~

wx poludnika gidwnego /kontur pienowy/. jgg jeden

rznt punktu lezgcego na;Epwler&chni wysnacsy¢ rzut dru

gi. Niech 2" /Rys.427/ bedzie rautem pionowym palndnl

ka gldéwnego, a'a’ rautaml osi o@rotu, précs tego dany

jest jeden rzut, np; fj"pﬁﬁktu,f> , ledgcege na po-
wierschni, Przes A poprowadlﬁ: réwnolegle do X ; bg-
dsie to rzut plomowy rownoleznik& m ‘praschodzgdego
prees p Odcinek o ‘M jeat prenieniem tego réwno-
lesnika; jezell przeto s punktu o’ sakreélimy tym pro-
mieniem kole, to otrzymamy rsut pozlemy réwnoleznika
m Llnga rzgdnych punkiun fg"wyzaarsa na m' dwa
punkty P's P , ktdre ag peziomemi rzutani punktdw
powierzchni mancych P ga rgut pionowy. Gdyby dany
byi rzut poziemy iy punktu poviersebni, a nalesgalo

\T.)
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;naleéé rzut pionowy /0”, to obréciwszy P Idokola a’
do pologenia /%L 1 wyzunaczywszy P",” na pb'.;tud.niku' gtow-
nym kreslimy rzut pionowy réwndléﬁnika m | ns k%ér:rm
linja rzédnych punkta /% wyznaczy punkt, R
| Piaszczyzna styczna S do pom.erzchm w tak wyzna-
czonym jej] punkme PP bedzie okre«lona przez pros-
ta poziomg /U oraz prosts na;wiﬁ;kszego spadku o,
przechodzgce przez punkt Vadt }3 Jest stycznq do m’
/a' jest rdmnolegly do osi X ; —/DM . aby znaleﬂc
n” , obracamy poiudnik punktu /D do nrzysfam.a % po-
tudnikiem giwnym i w nowem polozeniu punktu - P prowa~
dzimy do niego styozng; punkt jej przeciqcia a z osj.el
" a« przy obrocie pozostaje bez ruchu, zatem OP sh’, |
Slad poziomy S, , piaszczyzny stycznej S /bn bgdzie
styczny do kola, gakreslonego w plaszczyinie R praesz
$lad LS‘, prostej OF i réwnolegly do/:”.
§ 228. Punkty przebicia powierzchmi obrotowej prosis.

Zsdanig. Wysnaczyé pu.nkt'y- przebicia damej powierschni

. / II [ 13 - . ) .
obrotowei prosts A el Niechaj powierzchnia ebroito-

wa bedzie dana za pomocs osi a‘a’ i poiudnika gidw-.
nego R" /Rys.A27/ Wyznaczmy rmut pionowy krzywej, we-
diug ktdrej pilaszczyzna B rzuceajgca poziome prosta

b przecina powierzchnig. Rzut poziomy tej krazywe]
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praystaje do sladu posziomego plaszczyzny B Tl do -
A’ ; viorsc na b’ résme punkty Q' , znajdziemy
na zasadzie poprzednlego artykulu ﬁunkty Q" nalezgce
do szukanego pionowego rzutu krzywej przecigcia. Ros-
wigzanie Zadania zedicenie zostanie utatwione dzigki
aymetrgi krzywej przeclqcu, ocgig te] symetrji jest
'prosta C przecigcia piaszczysny _B, , % p?caszczyzan
przechodzacs przez os prostopadle de 13, .Rzut pie-
nowy i punktu /7', ' ktdrégo poziemy razut 'z '5L/
bedszie najwyzééyﬁ lub najnizszym punkiem krszywej,
w ktérym styczna jest réwnolegia do R , & je]
rzut pionowy rdwnolegly do X ; ® pu;}ktach RiR'
réwnika styczne bgdg prostepadie de X ., Styczme w
innym jekimkolwiek punkecie Q krzywej przeciecia
znagdzlemy Jako przecigcie plaszcazyzny B, , % piasz-
czyzns stycang do’ powierzchni w purkcie Q 3 rzut '
piomowy tej stycsmej otrzymauy przes polqczen:e
punktu Q” s rzutem pionowym punktu, ® ktérym 5
przecina §lad U, plaszcayany stycane] do pow:Lerzeh—'
ni w punkecie Q@ ~ Rzuty pionowe punktlw przeblua
C iD poulerzchns prosty b bedy- punktami, w kié-
rych A" przecnza rzut pionowy krzywej przecigcia;
rzut; poziome tych punktew wyznacgsone zostang na

L

! n "
b rzez linje reeduych punktéw Ol
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§ 229, Praeciacie powierschui obrotowej piasszcsyang
gtycsng. Zadanie,

_Pomierschnig utworzong prses obrét kola dokola

prostej zewngtramej lezscej w jego plasszczyzmie,

przeciaé plassceyzny styczns do tej powierzchmi

iy . . Y
w danym jej pumkeie hyperbeliczaym A A

Wyznaczyé styczne gldwne w punkcie 7, Poludnmi-

kiem tej powierzchni zwanej pierdcieniem kolewym

g3 dwa keta Q 1 O, , symetryczne wzgledem osi O o,
/Rys.428/. Niechaj od a'a’ bedzie prostepadia

do ..P. i miechaj dany quzie' rgut poziomy A’ '
punktu A lezgcego ma powierzchai, zna jdsieny A"

1 wyznaczmy linje pezioms /'o?b i linje najwigk- !
saego spadku n'n” orad §lady S, 1 Sz plass-
czyzny stycznej /0'1— . Zsuwazmy przedewssyst-
kiem, ze L jest esig symetrji krsywej; dzieki cze-
ou n'jest osig symetrji prostokatnej, a 1 esis,
symetrji uko$mej rzutéw krzywej preecig¢cia. Kazde-
mu punktowi i stycsnej kraywej przecigcia edpowie
przeto punkt i styczna symetrycsma. Obrawssy dewol-
sie rzut posiomy m’ rSwnoleZnika m i snalasissy
jego rzuty pionowe m'y m"* , Wysnacsymy od-

rasu 4 punkty krsywej prseciscia A e, AT ’

i /v,x , jako punkty, w ktéryeh réwnolezmiki / i mX
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praecinaja plasscsysng stycksa S,5, . Stycsue
3 tjch panktach bgdg prostemi, w ktérych pilasscsyz-
ay stycszme do pierScienia przecinajs plaszcsyznq.
- 5,9, + Dla ssybkiego wykreSlenia rzutéw kray-
ve] szesegblnie pompoas beds pumkty 7. i<, ,.ktére
lets na osl symeirji, puskty 4 T A i f,
lezsce w plassc-yinia poludnka gléwnege punkty
} g, % /0 1eﬁace w plaszczyﬁn;e réwni-
¥n ,ras punkty 77 4 72 lsigcs m& najnizssym
révnolezriku. Stycme w pusktach 7, 2, 77
2 sg limjawmi pc}ﬂioinﬁmi plaszosyary S.% |
reaty poziome stycznycb w punktach |, ¥, 5,9 i
70 ag ﬂtymnemi do réwnika wzglgdnie do kola
sz.ymeg\o wresacie rahty piomowe stycmych w punk-
tach 3 4’ S 0/: g8 stycanemi do poludnike
glfenego. Stycmme do obu gaigsd xrsywe;, preecina-
jacych e8ig w punkcie podwéjaym AA" sa stycznemi
gtéwaemi. ~ |
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