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§ 7&ł P r z e b i c i e wicleócianu prostą, iietoda ogólna'' 
g 1 1 âfc- 1 

według której vyznaczamy punkty p r z e b i c i a \vielościanu - . 



prostą daną; • p o l e g a na poprcwadzetiind.pf z-ęŝ  t $ p^oatą 
płaszczyzny pomocniczej i wyznaczeniem*rzutów- wieloką-
t a , który j e s t przecięciem rieloócianu ową płaszczyzną, 
Punk t y , w których dana p r o s t a p r z e c i n a obwód tego w i e ­
lokąta r w leżą zarówno do p r o s t e j danej., j ak do p o w i e r z ­
c h n i wielościanu, są to. więc szukane punkty p r z e b i c i a . -
Obiór płaszczyzny pomoc n i c z e j zależeć będzie wogóle Ód 

wielościanu i od metody, którą j e s t odwzorowany. Naje Ze. 
."Ściej posługujemy się jedną z płaszczyzn rzucających 
daną proetą. Na Rys,172 wyznaczyliśmy w ten sposób 
punkty p r z e b i c i a 8-ściana Cor sranego ff B CD E F da-

. Płiasacz^znn pomoc­
niczą' j e s t t u t a j 
płaszczyzna CLCL-' 

rzucająca p r o s t a 
OL poziomo, p r z e 

c i n a ona 6-ścian 
wed ług czworokąta 

Ą J ą cx ą 
• punkty M i N 

w których <X p r z e 
• e i n a orwod tego 

a&woi okąta są 
szukane*?: i punk­
tami y r z e b i c i a . 



l;od#b?.ie$ dla wyzna-' 
o zeni & pa. • kt ów, w 

których prosta c t e i / 
pr zet i jo. u—ścian fo­
remny dany w rzutach 
p r o. i ti o kąt ny e r pr o w a-
dzimy / R y s .1?V pła-
a z c zy z n ę r z • i ć a j & o ą 
prostą 0t pionowo, . 
wyznać.5 amy raut po­
ziomy C-kąta prze­
cięcia, a następnie 
rr f . ty M' i N' w I 

których <X' przecina jego obrde j- Tfv.p.- nyoh p- zypadkaoh 
4 

dogodniej jest obrać inna płaszczyznę pomocniczą.., któ-
rej przecięcie z wielościanom ê . i więiokąteiL mcżliwie 
najprootazym. Jebali np. szukamyvpunktowi « których 
proata p r z e b i j a ostrosłup albo graniastejlup, to najdo­
godnie j będzie zastosować płaszczyznę pi'S&e&o4zrvv-'.| pr: ez 
wierzchołek ostros.urpa, ^ z g l ?d \ie płaszczyznę rów' o leg­
łą do krawędzi bocznych graniaotosłupą /Rys,175 i 177/. 

?""W*'' ' if "* .'('î K 

§ 74. Wzajemne przenikanie dr uch v le.lo..eiano r. 4j 
94 'zagadnień 'o przebijaniu wielodzianoff prostymi spro­
wadzają się zagadnienia wzajemnego pr zonikari a s ię wir -
loćci mów. Jeżeli 4rą wieloąciany mają częac objętości 

\ 
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•Wspólną, mówimy, ze się przenikają, i s t n i e j e wtedy jed­

na lub K i l k a łinji łamanych zamkniętych, lezących na 
obu wielościanach, wierzchołki tych łamanych są punk­

tami p r z e b i c i a ścian 3ednego wie łeśc ianu przez kra­
wędzie drugiego. Figurę p r z e n i k a n i a dwueh w i e l o ś c i ą -

nów można wyznaczyć dwoma sposobami: 1/ albo wyznacza­

jąc p r z e c i ę c i e każdej ściany jednego wielcśc ianu z 
drugim i uwzględniając t y l k o te częśc i każdego przecię­
c i a , które leżą wewnątrz obwodu t e j ściany, 2/ albo 

wyznaczając punkty p r z e b i c i a jednego wielos o l a n u k r a ­

wędziami drugiego i nawzajem, a następnie tak łącząc 

te punkty, aby połączone punkty le'żały na tej samej 
. śc ianie zarówno w jednym, jak w drugim wielościanie. 

§ 75. Przeni kar i e szóścianu i oamioacianu forem­
nego o os iach wzajemr:ie równoległych. Niechaj będzie 
dany 77 rzutach ukośnych ośmiościan foremny o osiach 
fi fi ̂ , BBX i CCX oraz sześcian 

którego krawędzie są odpowiednio rć?/noległe do o s i ós­
mi o c c i anu /ryo.175/. Wyznaczmy najpierw kwadrat 1 Z 3 4 , 
Według którego płaszczyzna ściany QDXEX£. przecina 
ośmiościan i uwzględnijmy tę tyl k o część tego kwadra­
t u , która leży wewnątrz ściany D Dx E'x E #> 

Postępując w ten sam sposób ze wszystkimi innymi 
ścianami sze ściana otrzymamy figurę przenikania z ło-

P O I E T R J A W Y K P K B L N A Arkusz 13-ty. 
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żoną z jednego 14 kąta skośnego, dwuch trójkątów i jed­
nego kwadratu.. 

§ 73. Przenikanie dwuch stroałupów. Niech WJ<i-MNP 

i W - L ^ B C ^ f / r y s . 175/ będą rzutami dwuch ostro­
słupów, prosta p niech będzie rzutem prostej prse-
cięcia płaszczyzn o Ł i\S. » w których leżą podstawy 

/} B CD/ż i KLMNP t y c h ostroa łupów, a punk­
ty vSA i § x rzutami śladów p r o s t e j Wx Wh na płasz-
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czyznach fox i Sx , obojętną j e s t przytem rzeczą, czy 
mamy cio czynienia z rzutami prostokątnymi, ukośnymi 
lub nawet środkowymi. Wyznaczmy punkty, w których kra­
wędzie ostrosłupa W- przebijają ściany ostrosłupa Wt 

oraz punkty, w których krawędzie ostrosłupa WŁ prze­
bijają ściany ostrosłupa . * zez oba wierzchołki 
Wt i w, poprowadźmy płaszczyzny pomocnicze, przecho­

dzące zarówno przez krawędzie jednego jak przez krawę­
dzie drugiego ostrosłupa. Przecinają one każdy ostro­
słup według trójkątów o wspólnym wierzchołku VV% lub 
W Ł i o podstawach, które są śladami tych płaszczyzn 

na S i lub <SŁ . Wykreślmy najpierw w płaszczyźnie JSX 

ślad płaszczyzny przechodzącej przez krawędź 
wierzchołek , w tym celu łączymy punkt Ą. z punk-
-tom Pi m Wyznaczmy punkt fio , w którym prosta Sxfi 
przecina Jo t prosta fi»St jest śladem tej płasz­
czyzny na Sx -% łącząc wierzchołek WŁ z punktami /j 

i fi" , w których t a prosta przecina obwód KLMNr 
otrzymamy trójkąt przecięcia z ostrosłuoem 
W z , a punkty n1 i fi% „w których krawędź VVj.fi 

przecina obwód togo trójkąta, są punktami p r z e b i c i a 
ostrosłupa l/VL krawędzią Wl fi . W ten sam sposób 
znajdziemy• punkty 3X i /3Ł oraz Cx i C Ł , w których 
krawędzie 

WlQ i VVXC p r z e b i j aj ą ostrosłup W^, 

http://VVj.fi
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krawędzie nie przebijają go wcale, a l ­
bowiem ślady płaszczyzn przez te krawędzie przechodzą­
cych nie przecinają obwodu jego podstawy. Znajdźmy, te­
raz punkty, w Których krawędzie ostrosłupa WŁ przebi­
jają ostrosłup Wx , Łącząc punkt z punktem A i 
przedłużając tę prostą do przecięcia z p w punkcie K» 
a później łącząc ten punkt z &x , otrzymamy ślad płasz-
c zy zny WXWXK na S% , który przecina obwód pierwszej 
podstawy w punktach K' i K" , proste 
przecinają krawędź w punktach A i i ^a. . któ­
re są punktami p r z e b i c i a ostrosłupa Wx krawędzią 
Podobnież znajdziemy punkty Lx i Lx , Mx i Mx , 

Nt i Nx , w których krawędzie WtL , Wx M i IVŁ/V 
przebi ja ją ostrosłup 

Tak więc mamy 14 punktów p r z e b i c i a ; 
A . . & > K , . CX , C L , , A Ł , Z., , 
Lu , A/Ł > % Nx i /VŁ . 

Ponieważ boki l i n j i przenikania mają leżeć na 
ścianach obu ostrosłupów, więc łączyć należy ty l k o te 
punkty, które leżą na t e j samej ścianie zarówno w p i e r ­
wszym, jak i w drugim ostrosłupie. Każdy ze znalezio­
nych 14 punktów leży na trzech ścianaoh, których j e s t 
przecięciem, jak to uwidoczniono w następujący^ wyka­
zie : 
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,Wt At 
fli. wŁ/<t Wt A l W^F 
aj Wa/f3 WZNP 

WtBC WhKP WtLM 

\NtCO 

ci Wtr<L & \MXNP 

A Wt/Ci 
• 

A/, Wy. NP 

* Aby znaleźć punkt, z którym -należy połączyć A\ , 

weźmy dwie jego ściany de dw.uch. ostrosłupów należące, 
Ep. W; ^ £ i WLNP <i szukajmy śród pozostałych 
punklów t a k i ego, któryby leżał na tych samych ścianach) 
będzie t o punkt > a l e punkt ten leż}" również na 
przecięciu ścian W* AB i WLAtP , szukamy więc 
śród pozostałych punktów t a k i e g o , któryb,*r leżał na obu 
tych ścianach: będzie to punkt v Punkt ten lęźy . 
również na przecięciu ścian )Nt£>£ i WXNP *• 

drugim punktem na t y c h samych obu ścianach JLeżącym bę-
d i i o A t i Punkt Mx. leży prócz tego na. ścianach \N<J$G 

i ' Ysl^MN > na t y c h samych dwuch ścianach leży punkt 
d , W ten sposób możemy postępować dopóty, dopóki « 

nie dojdziemy z powrotem do punktu n% co może nastsjs-
pić albo po zymienieniu wszystkich pozostałych punktów 
al r o toż możo z poi&nięciem niektórych % pośród n l : t 
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W pierwszym przypadku mówimy, że przenikanie j e s t ezę-
sciowe, ?; drugim zupełne, W naszym przykładzie mamy 

. . . . . 

przenikanie częściowe: wszystkie 14 punktów dadzą się 
ustawić w t a k i sposób, że każdy punkt należy połączyć 
z następnym, a ;ostatni z pierwszym: 

Figurą przenikania j e s t przeto 14-kąt skośny, dla 
zdecydowania, który z boków tego 14-kąta j e s t w i d z i a l ­
ny, służy zasada oczywista, że tylko t a k i bok j e s t wi­
dzialny, który leży na widzialnej ścianie pierwszego i 
na widzialnej ścianie drugiego ostrosłupa. 

' § 77. Przenikanie dwuch graniastosłupów lub ostro­
słupa z graniastosłupem. Ten sam sposób może byó za­
stosowany do wyznaczenia fi g u r y przenikania dwuch gra-
niastosłupów lub ostrosłupa z graniastosłupem, jeżeli 
zauważymy, że graniasto^łup można uważać za ostrosłup 
którego wierzchołek j e s t punktem niewłaściwym. Płasz­
czyzny pomocnicze przez ten wierzchołek przechodzące 
stają się równoległe do krawędzi graniastosłupa. Przy­
puśćmy np. /Rys.177/, że mamy*wyznaczyć figurę przeni­
kania graniastosłupa foremnego o podstawie kwadratowej 

fi BCD leżącej w Jr\ z ostrosłupem foremnym sze­
ściokątnym i wierzchołku i podstawie KLMNPQ 

le&ąCej również w , Płaszczyzny pomocnicze będą 
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•'lii 

cl" 

M 

maj 
śmmM 

to płaszczyzny 
przechodzące 
przez W i rów] 
nołeisłe do kra-
\ręjizi graniasto 
słupa, a więc 
prostopadło do 
~PX , Pierwsze 
ślady tych pła­
szczyzn będą to 
prost.", wyprowa­
dzone z W do 
wszystkich 10 
wierzchołków 
obu podstaw. 
Pierwsze rzuty 
punktów przebi 
c i a krawędzi 
ostrosłupa ze 

ścianami graniastosłupa są to punkty, w których p i e r -
wsze rzuty tych krawędzi przecinają obwód podstawy 
grani astosłupa, pierwsze rzuty punktów p r z e b i c i a kra­
wędzi graniastosłupa ze ścianami ostrosłupa bod- to 

wierzchołki Ą\ fi, C..fi podstawy g r a n i a s t a 

I 
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słupa. Aby wyznaczyć drugie rzuty tych punktów, wyzna­
czamy drugie rzuty prostych przecięcia ścian ostrosłu­
pa z płaszczyznami pomocniczemi, przechodzącomi przez 
krawędzie ostrosłupa, jak to wskazuje rysunek, Wszakże 
wyznaczenie punktu Dx byłoby nader niedokładne, gdyż 
proste >d i W" Do przecinają się pod bardzo małym 
kątem. W takim przypadku obracamy prostą *T ̂ * dokoła 
wysokości ostrosłupa o t a k i kąt, aby wyznaczenie na 
ni e j punktu L)x dał** się dokonać z dostateczną dokład­
nością, poczem powracamy z prostą W Do wraz z wyzna 
czonym na n i e j punktem D-y do położenia pierwotnego. 
Użycie obrotu byłoby zresztą zgoła nieuniknione, gdy­
by prosta WD była równoległą do l i n j i rzędnych. 

§ 7&.. Przecięcie wieiościanu płaszczy m ą jakąkol­
wiek. Niech będzie wielościan, np. ośmiościan foremny 
o os i prostopadłej do J ? l /Rys.178/, mamy wyznaczyć rzu­
ty oraz prawdziwą wielkość przecięcia tego ośmioscianu 
płaszczyzną Sx , Za newą płaszczyznę rzutów P j 
weźmy płaszczyznę, której pierwszy ślad, c z y l i nowa 
oś Xx% r j e s t prostopadły do s a . Znajdźmy t r z e c i rzut 
ośmiościanu oraz t r z e c i ślad płaszczyzny Sx sK , 
a to zapomocą punktu M wziętego dowolnie na drugim 
śladzie st . 1'rzecis rzuty przecięcia leżą w punktach 
7"' . V , i'" , hm , f" i na śladzie Sf ; 

i 



Rys. 178. 
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atąd znajdziemy pierwsze, a wreszcie drugie rzuty wierz­
chołków wielokąta przecięcia. Prawdziwą wielkość i kszta 
przecięcia znajdziemy kładąc płaszczyznę -s1 sK dokoła s 

§ 79„ Rozwinięcie powierzchni graniasto słupa. Niech 
będzie daaalleżąca w płaszczyźnie P t podstawa /IBCD 
graniastosłupa pochyłego, pierwszy rzut /? ffx jego kra­
wędzi bocznej oraz wysokość graniastosłupa h 
/Rys.179/. Jeżeli powierzchnię boczną graniastosłupa 
rozciąć według jednej z jego krawędzi bocznych, np, we­
dług C C Ł i rozpostrzeć kąty dwuecienne, to t a pow i er & 
chnia staje się polem plaskiem, 'ałOżonora z 4-ech równo-
ległoboków. Pole to nazywa się rozwinięciem powierzchni 
occznej graniastosłupa. Aby je wykreślić przetnijmy prze 

. . . . . . j 

aewszystkiem graniastosłup płaszczyzną prostopadłą do 
krawędzi bocznych i znajdźmy prawdziwy kształt i w i e l -
ko^ć tego przecięcia. Siad sx płaszczyzny siecznej bę­
dzie jakąkolwiek prostą prostopadłą do Afli /§ 21/, 
Pierwszy rzut szukanego przecięcia będzie z podstawą 

Ą B CD w powinowactwie,, którego osią j i e j j t L j S Ł _ * ^ -Ą 
_ —t i . - — • — • 

kierunkiem kierunek rzutu n nŁ .W samej rzeczy, pod­
stawa Pi 3C0 i rzut A^B^D^ są rzutami równo­
ległymi tego samego 4-kąta płaskiego A^B^C^D^ /§ 59/ 
Dla wyznaczenia więc tego rzutu wystarczy znaleźć rzut 





I 

jednego wierzchołka tego 4»-kąta, np,. , Obrawszy 
za cś x%% znajdziemy fi i odmierzając flx' £ , flfl*x 

jegt drugim rzutem i zarazem rzeczywistą długością krawę-
dzi HĄX • 

Spuszczając z punktu 6 prostopadłą na Aft, i 
znajdziemy drugi ślad 5U płaszczyzny si e c z n e j , a punkt 
/?L , ?/ którym ten ślad przecina Ą ft\ bodzie drugim 
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rautem szukanego punktu fii, , rzędna punktu /?Ł wyzna­
czy na flfi\ pierwszy rzut /1t tego punktu. 

Kład przecięcia /J
;L
3zCtP1L na .Px j e s t w powino­

wactwie z jego rzutem /§ 39/, przytera oś i kierunek po­
winowactwa zostają te same. Aby więc wyznaczyć prawdzi­
wą wielkość i kształt tego przecięcia, wystarczy zna­
leźć kład jednego jego wierzchołka, np. nz. , w tym ce­
l u oclmierzamy na firn od punktu odcinek 
Łącząc punkt / '/ z punktami 1 i Ą , w których bo­
k i Ab i fi D podstawy przecinają $ otrzy­
mamy dwa boki / fl^ // 3

t
 / i / ff^ // Dt / szukanego kła­

du, dwa pozostałe boki znajdziemy również zapomocą powi­
nowactwa' z podstawą 

Na dowolnej p r o s t e j p odmierzamy teraz /Rys.180/ 
obwód 4kąta fi^ £>tCtD^, w punktach fi

t
,3vCti D% wy­

stawmy prostopadłe do p i odmierzmy na n i c h o d c i n k i 
fit f\ , fit B , Ct C i D

L
0 równe odpowiednio 

prawdziwym długościom odcinków t e j samej nazwy na kra­
wędziach gr ani as t o słupa. Jeden z nich n fix równy jest 
odcinkowi ń , i n n e znajdujemy w t a k i sam sposób aa 
prostej fi fli zapomocą równoległych dc fij, fi%, wykre­
ślonych w końcach £>0 C0 j. Da „ odcinków fi 3o~3£>t , / 
fi Co*- 0 Ci i fiD0 - DD^ / 

Odmierzmy t e r a z na p r o s t y c h fifii. , B &z 9 C 
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| OD^ odcinki Ańx , B £ Ł , CĆX i £>Z\ rów­
ne prawdziwej długości krawędzi, t . j . odcinkowi A fil * 
/Hyc. 179/. , wielokąt C3/1D CCxOx ń^fiA. Jest rozwinię­
ciem powierzchni bocznej danego graniastosłupa, 

§ 80.Przecięcie ostrosłupa płaszczyzną. Niech bę-
dzie /Byś; 181/; w płaszczyźnie P podstawa ABCD£ 

Ostrosłupa i niech *S będzie rzutem jego wierzchołka 
& na płaszczyznę P , prosta 6 niechaj będzie na 

-dej śladem płaszczyzny S , a punkt A*± rzutem punk­
tu I\x , w którym ba płaszczyzna przecina krawędź 6/?; 

•..ainy znaleźć 
rzut przecięcia 

Hl Bx Cx D, £x 

ostrosłupa pła- , 
szczyzną S . 
Trzy płaszczy­
zny P , S i 

SA 3 prze­
cinają się- po 
dwie według 

prostych 
Rys. 1B1. 

przechodzących prze* jeden punkt, który nazywamy punk­
iem przecięcia tych 3 płaszczyzn. Dwie z tych prostych 
są to 6 i /IB , trzecia a więc i j e j rzut . 
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fl-L^i. musi zatem przechodzić przez punku I , w któ­
rym fi 3 przecina *S o Punkt 3X znajdziemy przeto 
w sposób następujący: Przedłużamy fi & do przecięcia 
z 3 w punkcie 1 , z którym łączymy punkt fix , pro­
sta 1 Ąx ' przecina SB w punkcie B'x t Tak samo 
znajdziemy następny fiunkt C'x , gdyż proste B C i 
Bi C muszą się również przecinać na prostej , i 

tak k o l e j n o wszystkie inne Dx 9 £t ; d l a sprawdzenia 
dokładności rysunku stwierdzimy, że proste 
nr zetną się na prostej 

§ j l . Trójkąty Decargues'a, Niech będą /Rys. 132/ 
dwa trójkąt;/ fix ą± 0X i Bx 3^ C,t , których wierzchoł­
k i fl% i flt i 3X i 3t , C,L i C leżą parami na 
prostych nx fi ̂  , 3t BL i Ct O przechodzących przez 
jeden punkt 5' . Jeden z tych trójkątów, np, fix Bx Cx 

możemy uważać za podstawę ostrosłupa trójkątnego /czwo­
rościanu/, punkt 6 możemy uważać za rzut prostokątny 
wierzchołka tego ostrosłupa aa płaszczyznę trójkąta 

fii 3X Ct , wtedy trójkąt fit 3X C będzie rzutem pro­
stokątnym trójkąta fj B Q , którego wierzchołki l e - ' 
ż ą na krawędzi ach- o s i r Os lup a. Płasze żyzna tiój kąta 

fi 1.3% C L musi przeciąć płaszczyznę trójkąta fł
l
3
x
Cx 

według pewnej prostej 5 , na której spotkać się muszą 
boki fix5x i , $0ty:i flt0Ł , C%\ i C t / ? J 
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Hys. 18 %. 

- . Btąd twierdzeń 
nie: 
XA Jeżeli wierz-
cfcołki dwuch 
trójkątów l e ­

X 
żą parami na 

1 
\ 

trzech-prostych 
przechodzących 
przez jeden 
punkt, to 
boki tych 
trójkątów 
przecinają 

• 3ie parani 
w trzech 

i S Ł C Ł . CtAt 

punktach jednej pros t e j . 
Nawzajem niech będą dwa trójkąty 

których boki AxBx.i AtB^ , Bx QŁ 

i C^ftx przecinają się parami w trzech punktach 1 , 
% i 3 prostej S . Jeden z tych trójkątów, np. fi^B^ 

możemy' uważać za raut prostokątny trójkąta A BC l e ­
żącego w płaszczyźnie 5 przecinającej płaszczyznę trój 
kąta AlBlC1 według prostej S , prżytem boki /l1 Bt 

i AB*-, B1Cl i ŚC , CXAX i CA przecinają 

GEOMETRIA WYKRESLNA Arkuaa 14-ty. 
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się parami w tych samych punktach 1 , 2 1 3 . Prowa­
dzać płaszczyzny przez każdą parę tych prostych, otrzy­
mamy ostrosłup trójkątny o podstawie fl1BxCx , na któ­
rego krawędziach będą leżały wierzchołki trójkąta /?£ii2; 
rzuty tych wierzchołkóvr t . j . punkty , Bx i Cx 

będą zatem leżały na rzutach krawędzi S/Jx , «S S-A 

i JSCl , t . j . na prostych » 5 Ą i 6 C 2 . . 
Stąd. twierdzenie: 

I I . Jeżeli boki dwuch trójkątów przecinają się 
parami w trzech punktach jednej p r o s t e j , to wierzchoł-
k i tych trójkątów leżą parami na trzech prostych prze­
chodzących przez jeden punkt. 

§ Q%. &olineaoja środkowa. Figury /? B C D £ i 
. ^ B ^ C ^ D ^ ; ^ . 181 albo A1B1CX i A^Ęjk rys. 182 
są w pewnym szczególnym związku geometrycznym, który 
zasługuje na bliższo zbadanie. Związek ten, polega na 
następujących 5 faktach: . 

1/ Każdemu punktowi pierwszej figury odpowiada 
jeden jedyny punkt drugiej f i g u r y i nawzajem, 

2/ Każdej prostej, pierwszej f i g u r y odpowiada jed­
na jedyna prosta drugiej" figury i nawzajem, 

3/ Punktowi i prostym należącym do si e b i e w p i e r -
wszej f i g u r z e odpowiadają w drugiej punkt i prosta rów-
rież djO si e b i e należąoe, j 
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4/ Punkty odpowiednio leiją ha prostych, przecho­
dzących przez jeden punkt-

5/ Proste odpowiednie przecinają się w punktach 
jednej p r o s t e j . 

0 dwuch figurach czyniących zadość tym 5 warunkom 
mówimy, ze są w k o l i n e a c j i środkowej, albo ż.e są homo­
logiczne. Punkt S , w którym spotykają się proste, 
łączące punkty odpowiednie, nazywa się środkiem k o l i ­
neacji , prosta s , na której przecinają się proste 
odpowiednie, nazywa się osią k o l i n e a c j i . Jeżeli środek 
k o l i n e a c j i stanie .się punktem niewłaściwym, to k o l i n ? -
acja staje się" powinowactwem /§ 59/, jeżeli oś k o l i ­
neacji stanie się prostą niewłaściwą, to kol i n e a c j a 
staje się.podobieństwem środkowym, jeżeli zarówno śro­
dek jak oś są niewłaściwe, to ko l i n a a c j a staje 3ię 
przesunięciem równoległem 

§ 83. Figury homologiczne jako rzuty środkowe 
t e j samej figury płaskiej z dwuch punktów na tę samą 
płaszczyznę. Figury homologiczne otrzymujemy zawsze, 
gdy figurę płaską ABC D... rzucamy na tę samą płasz­
czyznę P z dwuch różnych punktów »5Ł i SK /Rys. 183/ 
W samej rzeczy, rzuty A1Bl^-lL^ri /jfxflJLCJl/Ojł..są wte­
dy w takim związku, że punkty odnowiednie /}, i , 
Bx i Bx ,'lażą parami na prostych, według których 
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płaszczyzny przechodzące przez u Ł i S
z
 oraz punkty* 

A , B ....przecinają płaszczyznę P ; proste te 
. . . . . . . . . i • 

przechodzą oczywiście przez ślad vS prostej ^"Sj, na 
płaszczyźnie P . Prosta odpowiednie nx Bx i ^ Ł Ą , » 
Ęt^f:-i i A i ... .przecinają proste /}B , BC. ,, 

a więc i 
sie b i e 
wzaj eninie 
na śladzie 
£ pła­

szczyzny 
s " : 

Rys*. IM. 

§ 84. VyZnaczenie ko1ine a c j i j Figura homologiczna 
z daną figurą flx Bx Cx Dx . . j e s t wyznaczona, jeżeli 
dane są: środek k o l i n o a c j i ó , oś k o l i n e a c j i -S oraz 
jedon punkt fl% lub jedna prosta a Ł drugiej f i g u r y , 
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albo t r z y punkty flx _» .Ą, @x< lub t r z y proate ct^ t 

*>t i drugiej f i g u r y co wychodzi zresztą na to 
samo, gdyż trójkąty ^lĄ.Cj.i ^ L Ą , względnie- &£*>iPi 
i CLxhtc^ są trójkątami Desargues'a, które wyznaczają 
oś i środek k o i i n o a c j i , . 

Niechaj wiec oprócz środka 5 i o s i a będą da­
ne na prostej wychodzącej z ó dwa punkty odpowiednie 

, aby znaleźć punkt drugiej, f i g u r y , odpo­
wiadający jakiemukolwiek punktowi Mx pierwszej f i g u ­
ry /Rys, 104/ łączymy ux i wyznaczam}'' punkt Mo , 

w którym t a prosta przecina $ ; prostej fliMo odpowia­
da prosta fixM, przecinająca ją na o s i s i przecho­
dząca przez ft% , punkt Mx musi leżeć na prostej 
oraz na prostej , j e s t to więc punkt przecię­
c i a tych dwuch prostych. 

Aj 

3 / 

1 \ / 1 

/ ^ H 
Rys. 184. 

M 
a*^-— 

<r̂ *v ^ 
\ 

Rys, 185. 
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Jeżeli zamiast punktów /^ i / ) Ł będą dano proste 
ai i a L przecinające się na osi S , to aby znaleźć" 

prostą drugiej figury odpowiadającą jakiejkolwiek pro­
stej /n xpierwszej figury /Rys,185/, łączymy punkt 

a
Ł - M% ze środkiem O i wyznaczamy punkt prze­

cięcia Mii ^ s j prostej z CŁ^ ; łącząc punkt Afz z punk­
tem , w którym mt przecina 5 , otrzymamy prostą 

Punkt »S oraz wszystkie punkty leżące na prostej 
s ; prosta -S oraz wszyitkie proste wychodzące z 

punktu S , odpowiadają samym sobie. -
§ 85. Osie wzajemne. Wyznaczenie k o l i n e a c j i zapo­

mocą środka i osi oraz dwuch prostych odpowiednich OL
X 

i a Ł będzie szczególnie dogodne, jeżeli jedną z tych 
danych prostych będzie prosta niewłaściwa, Ponieważ 
t a prosta może byjć uważana za daną, więc wystarczy 
wtedy oprócz osi i środka podać jedną prostą lub 
T

X
 , która odpowiada bądź w pierwszej, 'bądź w dru­

g i e j figurze prostej niewłaściwej, zaliczonej bądź do 
drugiej fig u r y /oznaczamy ją wtedy literą q1°°/ bądź 
do pierwszej /oznaczamy ją wtedy literą rC /, ^ro3te 

<̂ Ł. \ r i nazywamy osiami wzajemnymi, są one rzeczy­
wiście równoległe" do o s i S , gdyż każda z nich prze­
cina 5 w punkcie niewłaściwym, Kolineacja j e s t przeto 
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wyznaczona, gdy dane są: środek i oś k o l i n e a c j i oraz 
jedna z 03i wzajemnych. 

Niech będą np. dane «5 , "& i cpŁ , mamy znaleźć 
prostą łn^odpowiadającą danej prostej m,x oraz punkt 
Nx odpowiadający danemu punktowi N'' . 

Wyznaczmy /Rys. 186/ jak poprzednio punkty 'trirr. s 

i mxS = M ^ t w których prosta ̂  przecina' r:- i $ , 
punkt M odpowiada samemu sobie, jako punkt leżący na 
osi k o l i n e a c j i , punkt R% będzie przecięciem prostej 
«S/?X_ z prostą t . j . z prostą niewłaściwą, będzie 

to więc kierunek prostej . Sf(1 , m,Ł będzie przeto pro­
stą wychodzącą z M i posiadającą ten sam kierunek, 
co prosta t . j . równoległą do n i e j . 

Aby znaleźć punkt , odpowiadający danemu punk­
towi A/j , prowadzimy przez Nx- dowolną prostą tnx i 
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znajdujemy jak poprzednio prostą j e j odpowiadającą tn^t 

punkt N% bodzie przecięciom p r o s t y c h ÓA/X i mL9 

W szczególności jeżeli punkt Qi j e s t punktem nie-, 
właściwym p r o s t e j rnx /Rys. 187/; t o odpowiadający mu 
punkt Qv p r o s t e j ^ Ł należy do o s i wzajemnej ^ , któ­
r a w t o n sposób może być wyznaczona. 

Aby więc wykreślić oś wzajemną cjt , jeżeli dane 
są 3 , v5 i >x wyznaczamy punkt Qt odpowiadający 
punktowi niewłaściwemu p r o s t e j j a k i e j k o l w i e k ftVj . W 
tym c e l u kreślimy najpierw prostą m.k /równoległa do 
5 przez M /, łączymy OQ* A . j . przez S pro 

wadzimy równoległą do mx / i w przecięciu z / ^ o t r z y m u ­
jemy punkt Qj, . Równologła do 5 poprowadzona przez 
j e s t osią wzajemną ^ Ł . . 

Z równoległoboku wynika: 
Odległość jednej z o s i wzajemnych od środka k o l i -

n e a c j i 6 i odległość d r u g i e j od 0 3 i k o l i n e a c j i eą 
odcinakmi równej długości l e c z przeciwnego zwrotu. 

§ 86. Rzut środkowy i kład f i g u r y płaskiej. Pwa 
r z u t y f i g u r y płaskiej na tę 3amą płaszczyznę P pedą 
w k o l i n e a c j i środkowej, gdy jeden / a l e t y l k o j e d e n / z 
dwuch punktów 3 a i S% j e s t niewłaściwy. Przypadek t e n 
j e s t szczególnie ważny, gdy punkt t e n j e s t kierunkiem 
prostopadłym do jednej z płaszczyzn dwusiecznych k z t a 
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co 
00 

dwuściennego 
S P f R 2ut 

figury /JBCD-. 

z tego punktu 
niewłaściwego 
j e s t poprostu 
kładem j e j na 
płaszczyznę 
P przez ob­
rót dokoła s 
/Rya.18'8/. Stąd 
wnioaek, że 
rzut środkowy 
figury płaskiej 
i j e j kład na 
płaszczyznę 
rzutów są w ko-
l i n e a c j i srod-
kowoj. Osią 

tej k o l i n o a c j i 
joat ślad § płaszczyzny »S , środkiem j©3t kład środ­
ka rzutów vSx dokoła śladu r x płaszczyzny "R poprowa­
dzonej przez 5 X równolegle do iS ; 5 , $ jak 
wiadomo /§83/ wyznaczają kolineację. fig u r /IjfljCj/^,, 
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i ^ B L C Ł D X ... 
Na zasadzie powyższej własności możemy wyznaczyć 

prawdziwą wielkość i kształt przecięcia ostrosłupa 
L>-Ł /?Ł E>x Cx D1 płaszczyzną AS , nie kreśląc rzutów 
prostokątnych tego przecięcia. 

Niech S% i SŁ będą rzutami prostokątnymi ostro­
słupa, którego podstawa /^i^iCi^i^i leży w płaszczyź­
nie P Ł /Rys.189/. Przez vS2 poprowadźmy płaszczyznę 
r Ł r Ł równoległą do ~$łfi i zróbmy kład t e j płaszczy­

zny dokoła T*i uraz z leżącym w n i e j punktem 5 X , Kład 
przecięcia ostrosłupa płaszczyzną s Ł j e s t w koline-
a c j i środkowej z podstawą ^ i ^ 1

c \ D

i ^ 1 ostrosłupa, osią 
t e j k o l i n e a c j i j e s t ślad , środkiem O je s t kład 
punktu <5Ł , a prosta Tx jest jedną z osi wzajemnych. 
Przedłużmy bok do przecięcia z. osiami 5 1;.*=̂  
w punktach i i R t , prowadząc przez 1 prostą równo­
ległą do r\ x5 f otrzymamy prostą odpowiadającą pro­
s t e j fll Bx , na której proste 6V?1 i <SBx wyzna­
czą punkty i Bx szukanego kładu. Polatał© punk­
ty C Ł , D L i E Ł znajdziemy na t e j zasadzie, że boki 

przecin; ją s i * na osi S , 
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C Z E Ś Ć I I I . — i - i 

P E R S P E K T Y W A , 

ROZDZIAŁ T U I . PROSTA, PUNKT I PŁASZCZYZNA. 

§ 89. ̂ unkt główny i kolo oddalania. Niechaj bę­
dzie płaszczyzna rzutów P i punkt O na n i e j nie 
leżący, zwany środkiem rzutów. /Rys.190/. Płaszczyznę 
rzutów P uczyńmy płaszczyzną rysunku, aby położenie 

środka rzutów O było względem t e j płaszczyzny wyzna­
czone, niechaj będzie dany jego rzut prostokątny Ot 

na tę płaszczyznę oraz odległość d punktu O od n i e j . 
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Obierzmy zatem /Rya.l91/na płaszczyźnie rysunku punkt 
Ox zwany punktem głównym i z tego punktu jako środ­

ka, promieniem równym odcinkowi ci /oddalenie/ zakreśl* 
my koło, które nazywać będziemy kołem oddalenia. Koło • 
to w zupełności wyznacza w przestrzeni punkt O • 
środek togo koła Oj j e s t rzutem prostokątnym punktu 
O, a promień równy j e s t jego odległości od płaszczy­

zny rysunku. Aby zatem wyznaczyć środek rzutów &' , 
wystawiamy w kierunku widza prostopadłą do płaszozyzny 
rysunku w punkcie 01 i odmierzamy na n i e j od tego 
punktu promień koła oddalenia d . 

§ 88. Promienie i płaszczyzny rzucające. Każda 
prosta wychodząca ze środka rzutów O nazywa się. pro­
mieniem rzucającym. Punkt M -/Ryg.190/i 191/, w któ­
rym promień rzucający jakikolwiek p r z e b i j a płaszczyznę 
rzutów P , nazywa się śladem promienia rzucającego. 
Prosta OxM j e s t rzutem prostokątnym promienia rzu­
cającego [OM , kąt 0 1 M O j e s t zatem nachy* 
leniem promienia rzucającego do płaszczyzny rzutów. 
Jeżeli dane j e s t koło oddalenia i ślad promienia rzu­
cającego, to wyznaczymy nachylenie, jego H , wykreśla­
jąc prawdziwy kształt i wielkość trójkąta prostokątneg 
OvM O . Możemy sobie prżytem wyobrazić, że trójkąt 

ten przez obrót dokoła OxM przewrócony zostanie na 
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płaszczyznę rzutów. Aby go wykreślić w tym położeniu 
wystawiamy w punkcie Ox promień koła o d d a l e n i a p r o s t o ­
padły do 0L M i łączymy jego koniec / O / z punktem 
M , kąt 02 M / O / j e s t nachyleniemy". promienia 

do płaszczyzny rzutów P , Wszystkie promie­
nie rzucające, których ślady M znajdują się na okrę­
gu" koła spółśrodkowego z kołem oddalenia, mają to sa­
mo nachylenie H do płaszczyzny rzutów, nachylenie to 
zależy bowiem, jak to wynika z powyższego wykreślenia 
jedynie od odległości punktu M od punktu głównego 
0X . Jest ono większe od 45" gdy punkt M znajduje 

się wewnątrz kołą oddalenia, równe 45° , gdy ten punkt 
znajduje się na okręgu koła oddalenia, mniejsze od 
gdy punkt M leży nazewnątrz koła oddalenia. 

Każda płaszczyzna przechodząca przez środek r z u ­
tów O nazywa się płaszczyzną rzucającą. Prosta o% , 

według której płaszczyzna rzucająca jakąkolwiek prze­
cina płaszczyznę rzutów P , nazywa się śladem płasz­
czyzny rzucającej /Rys.192 i 193/. Z punktu głównego 
Qi spuśćmy prostopadłą OxH na tn. i połączmy spo­

dek j e j ti ze środkiem rzutów O , na zasadzie twier­
dzenia o trzech prostopadłych prosta OH j e s t pro­
stopadłą do śladu m. , j e s t to zatem l i n j a największe­
go spadku płaszczyzny rzucającej, a kąt OxHO -
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jest kątem linjowym kąta dwusiecznego między płaszcz-

Rys. 13*. 

a 

Ry>. 194. 

zrri » zuv'. tow i płaszczy­
zną rzucającą. Kąt ten 
•wykreślimy ż łatwością 
kreśląc prawdziwy kształt 
i wielkość trójkąta 
prostokątnego 
Możemy sobie przytem 
wyobrazić, że trójkąt 
ten, obracając się do­
koła Ox faj , przewró­
cony zostanie na płasz­

czyznę rzutów. Przez punkt główny . Ox prowadzimy zatem 
dnie lirbltóJ jedna OlH prostopadła, druga•'01"./ O / 
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równoległa do śladu m. , poczera łączymy spodek prosto­
padłej H g końcem / O / promienia leżącego na równo-

. . '.'iv:' •'."*' 9 
ległej, kąt Ox H / OJ - j e s t szukanym kątem dwu-
ściennym t . j . nachyleniem płaszczyzny rzucającej- Om. \ 
do płaszczyzny rzutów P . Nachylenie to j e s t zależne 
jedynie od odległości śladu n\ od punktu głównego Ox '# 
wszystkie zatem płaszczyzny rzucające, których ślady 
są styczne do tego samego-koła spółśrodkowegd z kołem 
oddalenia, mają to samo nachylenie. Jest ono większe 
od Af* , równe A $~° , lub mniejsze od 4̂ "° , zależ' 
r i a od tego, czy to koło jes t .mniejsze od koła oddale­
n i a , przystaje do n i e ^ 0 też je s t od niego większe., 
Inaczej mówiąc: płaszczyzna rzucająca je3t do płaszczy 
zny rzutów nachylona pod kątem większym od Ar* t rów­
nym. 4s* lub mniejszym od 4f* , zaieżnio od tego, 
czy j e j ślad przecina koło oddalenia w dwuch punk­
tach różnych, j e s t styczny do koła oddalenia lub tego 
koła nie przecina. Płaszczyzny rzucające, których śladj 
przechodzą przez punkt główny Ox , są prostopadłe do 
płaszczyzny rzutów P 

Z pośród płaszczyzn rzucających na szczególną 
uwagę zasługuje płaszczyzna R /Rys.194/ równoległa 
do płaszczyzny rzutów P : j e s t toffwana płaszczyzna 
znikania, j e j ślad r j e s t pr.ois.ta niewłaściwą płaszczy* 

http://pr.ois.ta


zny P . 
,§.„89. Raut środkowy punktu i prostej. Niech be-

, dzie jakikolwiek punkt przestrzeni Ą , różny oc. punk-
Ż\ ' f\ ' j&U I C<f .iCeT3 5 

tu U - Siad /7 promienia rzucającego yĄ nazywa 
się̂ ąrzutem środkowym punktu /f . Stąd w n i k a , że każ-
dy punkt przestrzeni Ty /a wyjątkiem środka rautów 
wyznacza swoj rzut środkowy n ; natomiast rzut. środ­
kowy A punktu A nie wyznacza tego'punktu, wszystkie 
bowiem punkty promienia rzucającego 'OA mają ten sam 
rz u t środkowy /r . 

Niech będzie jakakolwiek prosta''przestrzeni & 
nie przechodząca przez środek rzutów O [ Siad OL pła-
szczysny raucającej Cya. nazywa s i e rzutem środkowym, 
prostej,, ct . Jażeli prosta przechodzi przez środek rzu-

••': eifiuSwoiCawnO .' Cv •. tow, t . j . jeżeli j e s t prostą rzucającą, to rzutem^-jej 
j e s t punkt, a mianowicie ślad t e j prostej rzucającej. 
W każdym przypadku prosta wyznacza'swój rzut śroakowy, 
natomiast rzut środkowy OL'proatej CL nie" wyznacza wo-" 
gole t e j p r o s t e j , wszystkie bowiem proste płaszczyzny 
rzucającej O CL mają ten sam raut' śr ba&bwy' "OLr ." i 
tek stanowią jedynie proste, których rsut"jest"pin.kiem", , ; t . p5&li%d,6a«oan*Q eióJi.-essirsei*! t a k i rzut wy?nacza bowiem prostą rzucającą Której j e s t . • $ z f«i'Q »i!!e.ćJixjKś.iîew ei i i i a u dnewe siadem. 

Jeżeli punkt // leży na prostej' ;«* / to r z u i 

a s i 
a n 

i n e£Osł{< 
G g « B l B M WKBR1LNA , . . . . . . . K ^ l f i r f a b u * mH 
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tego punktu leży na rzucie ot t e j prost e j . Ale nie naw­
zajem, bo jeżeli rzut punktu Ą leży na rzucie prostej 
(X , to można stąd wnosić tylk o , że punkt n leży w 

płaszczyźnie rzucającej pro etą <X 
Rzutem każdej proste j , leżącej w płaszczyźnie z n i ­

kania K , j e s t prosta niewłaściwa f płaszczyzny 
rzutów P ; rzutem każdego punktu leżącego w płaszczy­
źnie znikania, j e s t punkt leżący na prostej T , t a o-
kolicznośo tłomaczy nazwę "płaszczyzny znikania*, gdyż 
rzuty wszystkich f i g u r leżących w t e j płaszczyźnie l e ­
żą na prostej niewłaściwej płaszczyzny rzutów, t . j . jak 
się często mówi, "znikają" w nieskończoności, 

§ 90. Odwzorowanie prostej zapomocą j e j śladu i 
punktu zbiegu. Widzieliśmy, że raut środkowy punktu nie 
wyznacza tego punktu; aby więc punkt wyznaczyć, trzeba 
by o nim posiadać inną jeszcze wiadomość, np. znać od­
ległość jego od swego rzutu. W szczególności wyznaczo­
ne będą przez swoje rzuty te punkty, których odległość 
od swoich rzutów będzie równa aeru lub nieskończoności. 
Pierwsze, które oznaczać będziemy literą ó , opatrzo­
ną ewentualnie wskaźnikiem, przystają do swoich rzutów, 
drugie, które oznaczać będziemy literą Q leżą w płasz 
czyźnie niewłaściwej, którą winniśmy uważać za daną, 
?ióż każda prosta ma jeden punkt pierwszej kategorji 



Ry«. 196. 

O , zwany śla­
dem, oraz jeden 
punkt drugiej ka-
t e g o r j i Q , zwa­
ny kierunkiem. 
Siad i kierunek, 
jak«*rogóle każde, 
inne dwa punkty, 
wyznaczają prostą. 
Widzimy zatem, że 
każda prosta będzie 
wyznaczona przez 
rzuty O i Q' 

tych dwuch swoich punk­
tów. Punkty S i Q' 

jako rzuty punktów pro­
stej CL , muszą leżeó 
na j e j raucie ot , któ-
•ry zatem j e s t przez te 
dwa punkty wyznaczony.' 
Punkt <5 j e s t punktem 
p r z e b i c i a płaszczyzny 
rzutów P prostą daną 
a /Rys. 195/, punkt Q'} 
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jako rzut punktu niewłaściwego prostej CL , j e s t punk­
tem w którym równoległa do CL T przez punkt O popro­
wadzona, p r z e b i j a płaszczyznę rzutów. .Nawzajem punkty 
vS i Q/ wyznaczają prostą OL : jest to równoległa do 
OQ poprowadzona przez pun kt S l Punkt &' nazy­

wamy punktem zbiegu /krańcem/ prostej et , możemy zatem 
powiedzieć, że prosta j e s t wyznaczona przez swój ślad <S 

i swój punkt zbiegu Q ; Wyjątek stanowi ten p r z y 
padek, gdy ślad i punkt zbiegu przystając do siebie l e ­
żą w nieskończoności, prosta OL j e s t wtedy równoległą 
do P i przez swój rzut cc nit; jest dostatecznie wyz­
naczoną /§ 89/. Gdy punkty 6 i Q przystają do s i e ­
b i e , ale nie leżą w nieskończoności, prosta CL je s t k 

rzucającą. 
.§ 91. Odwzorowanie punktu. Aby teraz wyznaczyć 

położenie punktu Ą , którego rzut Ą jest dany, po­
prowadźmy przez A jakąkolwiek prostą OL i wyznaczmy 
j e j ślad 5 i punkt zbiegu Q , /Rys..i95 i 196/ . 
Trzy punkty 6 , 0 . i Ą wyznaczają punkt A „ a l -
bowiem wyznaczają prostą <*• i prosta O n , które le­
żąc w płaszczyźnie rzucającej prostą CL

 9
 wyznaczają 

punkt przecięcia A tych dwuch prostych. Tak więc 
punkt przestrzeni A będzie wyznaczony, prsez swój rzirt 
A oraz ślad S i punkt zbiegu O. prostej, na któ-
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roj leży. 
Trzy płaszczyzny: płaszczyzna rzutów P , płasz­

czyzna niewłaściwa Q i płaszczyzna znikania f i wyzna­
czają na każdej prostej t r z y punkty S , Q i R T 

które są zjednoczone tylko na prostych równoległych do 
P '. Z wyjątkiem tedy tych prostych każda prosta zo­

stanie podzieloną przez płaszczyzny P , Q i R na 
trzy części óQ ; Q R i RS , z których ostat­
n i a j e s t skończoną, dwie zaś pierwsze są nieskończone. 
Rzuty tych trzech części są to odcinki S Q' , O. 'R' 

i R S ; z tych pierwszy tylko j e s t skończony. Punk­
ty, które leżą między S i Q , t . j . punkty leżące 
dla widza, którego oko znajduje się w środku rzutów, 
za płaszczyzną rzutów, mają swe rzuty na odcinku ^Q ,* 
punkty łożące między O. i R t . j . za widzem mają swe 
rzuty między punktami Q' i R' t . j . poza punktem zbie­
gu Q' , wreszcie punkty leżące między A i vS , t . j , 
między widzem i płaszczyzną rzutów, mają swe rzuty mię­
dzy punktsmi R' i 6 , t . j . przed śladem £ . Teore­
tycznie rzeczy biorąc, punkty wszystkich tych trzech 
kategorji równie dobrze są wyznaczone przez swoje rzuty 
na prostej vS Q ; jeżeli jednak dbać chcemy o to, aby 
rzuty punktów i -prostych czyniły na widzu, którego oko 
je s t umieszczone w środku rzutów, wrażenie punktów i 



prostych, od których pochodzą, to jedynie punkty, któ­
r y c h r z u t y znajdują się na odcinku uczynią za­
dość ternu wyai^a4i'$; Płaszczyznę rzutów obieramy bowiefl 
na odległości najwyraźniejszego widzenia od środka rzu-
tów /około 25 cm./, niektóre zatem punkty leżące mię­
dzy okiem a płaszczyzną rzutów będą leżały zbyt b l i z 4 o 
oka, aby mogły być wyraźnie widziane; punkty zaś znaj­
dujące się za okiem zgoła widziane być nie mogą. Tak 

więc będzie wskazałem 
^.o^oo obierać w t a k i sposób 

płaszczyznę i środek 
rzutów, aby f i g u r a * 
przestrzenna, którą' ' 
odwzotować pragniemy.-
znajdowała się. za 
płaszczyzną rzutów. , Rys. 197. 

Oczywiście n i e da się często uniknąć, aby pewne pomoc­
nicze punkty wypadły w jednym z dwuch innych obazarow. 
na które przestrzeń została podzieloną przez płaszczy*' 
ny P , Q i R . 

To się tyczy prostych równoległych do płś^flzyżnf 
rzutów, t o ponieważ ślad i punkt zbiegu t a k i e j proste; 
Z"i z j e d n o c z o n e w nieskończoności /§ 90/, więc d l a j e j 
wy zr-;... „Gnia p c t r z e b a innego j e j punktu A /Kys 197/ 



Oprócz rzutu CL' t a k i e j prostej trzeba podać ślad tSa 

i punkt zbiegu QX prostej jakiejkolwiek CLX , która ją 
przecina, 

§ 92. Odwzorowanie płaszczyzny zapomocą j e j śla­
du i prostej zbiegu. 

Są wszakże dv rodzaje prostych, wyznaczonych do­
statecznie przez swoje rzuty: proste leżące w płaszczy 
źnie rzutów P i proste leżące w płaszczyźnie Q , 

t . j . proste 
niewłaściwe. 
Pierwsze ma­
ją ślady nie-
otnaczone, 
punkty sbie-
gu niewłaści­
we, drugie 
mają punkty 
zbiegu nie­
oznaczone, a 

* ślady niewła­
ściwe, Z prostych tych obu rodzajów korzystamy d l a od­
wzorowania płaszczyzn. 

Na każdej płaszczyźnie «S i s t n i e j e prosta & 
przecięcia z płasaesyzną rzutów, c z y l i ślad, oraz pro-

Rys. 198. 
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s t a niewłaściwa J , c z y l i ustawienie t e j płaszczyzny. 
Rzut pierwszej prostej 
przystaje do n i e j , aby 

\soseCjfe"!ą/n ©ogsel e«J»> 
, P/©xnsx20SJS£5$q w eô &e. 
stfoOTHj „f,«i 

. sw.jp a^lwein 

o ói 

otrzymać rzut drugiej 
c z y l i prostą zbiegu 
^kraniec/^ 7 płaszczyz­
ny >S , trzeba popro­
wadzić płaszczyznę 
¥&ucającą równoległą 
do( fSj /Rva<l98/; ślad 
t e j 1 p jŁa s 3*0 •zy z ny r z u-

ds X t t n u q R ^ > ' 1 9 9 - ft będzia^ostą 
z«*Sg»w?§iftsg$zyznyX»$ , SleJ£o i ; prosta zbioru Q pła<* 
szcgyąn^i) SG ?;'Są ocżywiserie'^wnoleg^e, Nawzajem, dwie 
pr o.sfcaI;r ó̂ ing j.egłe S i c / p łaazc^-ąny'f rzutów /Rys. 199/ 
wy znaczną* płaszczyznę 3 ; będzie ló mianowicie pła-
szczy^nąopeprowadzona przez ̂  równoległe do płaszczy­
zny '. . 

h n aJeżeli proste s i o' są. zjednoczone, to płaszczy-
zna j e s t rzucająca, t . j . przechodzi przez środek.rsu-
tów ,2.0 ...>̂ wyjątek stanowią jednak płaszczyzny, których * 
ślad i proste zbiegu są zjednoczone w nieskończoności, "" u' ™ *c' * 1 •'• ~ • " • -\:-1 1 f " t a u* ej3* .-i, |*,. *J | v;v 3 : •; 
są; to płaszczyzny równoległe do płaszczyzny rzutów. 
Dla i c h wysnaczenia potrzeba podać jeden lóh punkt 'ja-

http://sw.jp
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kikolwiok, leżący na prostej przebijającej płaszczyznę 
daną / £ , Q , A /. -

ROZDZIAŁ IX. ZAGADNIENIA POŁOŻENIA. 

§ 93 Prosta leżąca w danej płaszczyźnie. Jeże­
l i prosta <5 Q leży w płaszczyźnie. , to jej 
a lad i. e z ••' • na śladzie 5 , a punkt zbiegu -Q na 
prostej zbiegu ^'płaszczyzny. Aby więc w danej płasz­
czyźnie S<l' poprowadzić prostą jakąkolwiek, wystarczy 
obrać na śladzie <S dowolny punkt \S , a na prostej 
ZV&&S* ^ v 4 f ^ . ^ r ^ J ? u n i : t Q ; prosta SQ będzie l e -
< & 9 ? « t & & W ^ < & £ % » # y P r a e 2 Prostą Są' po-
*«o9^^^^^^ .wystarczy przez vS 
po^no^ąo^i^j^ow^jlną prostą s , a przez Q prostą do 
•^Łftic^^ 0 1^^ %' * płaszczyzną''^' ^edzie przscho-

, ..«&*94isfeot|ft przecięcia*dffUCH płaszczyzn danych. 
.N^ech l?|rąjv<R^^„200/ dwie płaszczyzn^ qx Ł i sŁo/Ł ; 

D̂ rny. znaleźć Ach^pr os tą przecięcia. Ponieważ prc/sta 
ot(|zu^anarvrje.e't.rwsp41na obu płaszczyznom, więc, |ej ślad 
s 5 muf i, być punktem wspólnym obu śladom s

x i &i , a 
punkt zbiegu Q punktem wspólnym obu prostym zbiogu 
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Zauważmy ,że 
dla rozwiązania 
tego zadania nie 
korzystamy % ko­
ła oddalenia. W 
zadaniach t e j kate-
g o r j i , zwanych za­
daniami położenia 
bodziemy odtąd o-

puszczali koło oddalenia, stwiedzając przez to, że roz­
wiązanie tych zadań wyda się poprawnym d l a oka umiesz­
czonego gdziekolwiek w prz e s t r z e n i . 

| 95. Punkt p r z e b i c i a płaszczyzny prostą. Miech 
będzie /Rys.201/ płaszczyzna soj_' i prosta na n i e j nie 
leżąca S O.' . Aby wyznaczyć punkt p r z e b i c i a płaszczy 

zny sci' prostą 
<S 0. f poprowadź­

my przez tę ostat­
nią płaszczyznę 
jakąkolwiek ^ i 9 z • 
W tym celu prowa-
dzimy przez o pro 



przez Q prostą do n i e j równoległą . Wyznaczmy 
prostą ^ x Q i , według której płaszczyzny $%l i Si%L 

się przecinają; punkt przecięcia t e j prostej z daną 
prostą v5 Q / będzie rzutem szukanego punktu fi . 

§ 96. Proste przecinające się. Jeżeli dwie prcste 
się przecinają, to 

1 a ; 

wyznaczają wspólną 
płaszczyznę, j e j 
ślad łączy ślady 
danych prostych, a 
prosta zbiegu i c h 
punkty zbiegu, wiemy 
już, że ślad i pro­
sta zbiegu płaszcay-
sny muszą być równo­
ległe. Tak więc wa­
runkiem koniecznym 
i dostatecznym prze-

Rfs. ZOZ. 
i- j;. 

c i n a n i a się dwuch 
prostych iS.O, i ^ć?*, /Rys.202/ j e s t ten aby pro-

. y—* j — : - . * *k - ••—1——7 ż 
" a*ta 4 , 'która łączy punkty zbiegu Q x i QL była rów-

-V, -i l i •• 1 . — — — 
noległa do prostej S , która łączy ślady 
tych prostych. 

Rozważmy jeszcze dwa przypadki szczególne: 
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1/ Odcinki 6 X Qx i SXQ,_ są równe, równoległe 
i w te same zwrócone' strony /Rys.203/„ Ponieważ wtedy 
proste 5 2 ox i <J/sOŁQ3i "będą równoległe, więc 
proste S2 Qx i ^ L Q t się przecinają. Rzut punktu i c h 
przecięcia j e s t punktem niewłaściwym, zatem punkt prze­
cięcia leży w płaszczyźnie'' zniakania JFL . I nawzajem, 
jeżeli punkt przecięcia dwuch prostych leży w płasz­
czyźnie znikania H. , to odległość punktu zbiegu od 
śladu na obu rzutach są równe i rzuty te są równoległe. 

2/ Rzuty a'x 

'^'•>)/Ś 1 * arŁ Prostych 
q> /

/ \ \ q'i ' leżą. na t e j samej 
X X p r o s t e j , t . j . czte-

*L,''a?\ r y punkty S. , Q±' 
VQ' ł , I . Gl^ lezą na 

By*. 2.04. prostej /Rys.204/. 
Proste się p r z e c i ­

nają albowiem leżą w t e j samej płaszczyźnie rzucającej, 
wysyczenie rzutu punktu przecięcia jednak zawodzi, a l -

- ̂ owifip/jłunftô  przecięcia rzutów i OL j e s t nieozna-
c z d r r y , i - ^ ^ o p ^ S l ^ ^ p ^ ^ prostą <SŁ Qx płaszczyznę j a ­
kąkolwiek S x , a przez prostą iSŁ Qx płaszczyznę 
jakąkolwiek Ŝ -̂ ^ . Tfrzy. .płaszczyzny: . ̂  ĉ ' , S^j^ i 
płaszczyzna rreuoająea -Sep' .przecinają się po dwie 
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według trzech prostych przechodzących przez jeden punkt 
który j e s t punktem szukanym, albowiem dwie z tych pro­
stych są to ^ i . Q i i Q.j_, t Jego rzut /? leży w prze 
c i e c i u prostej Ss q z prostą S Q , według której 
przecinają się płaszczyzny pomocnicze S i ^ i i . 

§ 97. Prosto równoległe. Ponieważ proste równole­
głe mają wspólny punkt niewłaściwy, więc rzut tego punk­
tu c z y l i i c h punkt zbiegu j e s t wspólnym punktem i c h 
rzutów. Prosto równoległe mają zatem punkt zbiegu wspól-

ny. Nawzajem dwie pro­
ste, mające punkt 
zbiegu wspólny Q 

są równoległe gdyż 
każda z nich j e s t 

Rys. 2.05. równoległa do pro-
st e j rzucającej O Q . 1 szczególności, proste, mają­
ce punkt zbiegu w punkcie głównym Ox są prostopadłe 
do płaszczyzny rzutów. 

Aby przez dwie proste równoległe §Stfi% I ̂ i^i 
/Rys.205/ poprowadzić-płaszczyznę, łączymy ślady <SX 

i <SŁ prostą S t która będzie śladem i przez wspól-
nr punkt zbiegu Ol równolegle do S prowadzimy prostą 
c/' , która będzie prostą zbiegu szukanej płaszczyzny. 

| 96. Proste i płaszczyzny równoległe , Prosta rów-



- 236 -

noległa do płaszczyzny ma swój punkt zbiegu na prostą 
zbiegu płaszczyzny. W samej rzeczy, prostą równoległą 

do danej płaszczy-
9__ zny nazywamy prostą 

St -^"^ / równoległą do j a k i e j -
i prost-ai t«j 

Rys. a 0 6. p&&»asyzny. Otóż 
prosta jakakolwjro* ! 

3 Q /Rys.206/ płaszczyzny S(jj: ma swój cunkt zbie­
gu Q na prostej zbiegu 9' płaszczyzny, a prosta $±0^ 
równoległa do 5 d' ma z nią punkt zbiegu Q wspól­
ny • który zatem leży na 9j' . Nawz&j-em-prasta zbiegu c/' ' 
płaszczyzny równoległej do prostoj S Q przechodzi 
przez j e j punkt zbiegu O. t W szczególaoścu płaszczy­
zny równoległe do O Ox , t . j . prostopadłe do płaszczy­
zny rzutów mają proste zbiegu przechodzące przez punkt 
główny 0 Ł . 

§99. Płaszczyzny równoległe. Ponieważ płaszczy­
zny równoległe mają wspólną prostą niewłaściwą, wiec 
rzut t e j p r o s t e j , c z y l i i c h prosta zbiega, j o s t obu 
tym płaszczyznom wspólna. Płaszczyzny równoległe mają 
prostą zbiegu wspólną. 

§ 100. ZADANIE. Przez dany punkt poprowadzić 
prostą równoległą do prostej.„dąnej. Niech bodzie pro-
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sta 5 Q oraz punkt A , dany przez swój rzut " 
leżący na rzucie ou Ł prostej O 1 Q i /Rys.207/; rzut OL̂  
szukanej prostej otrzymamy przez połączenie punktu A 
\ punktem 0. ; pozostaje wyznaczyć jedynie ślad \ t e j 
Prostej. Ponieważ prosta szukana leży z prostą §iQ\ 
% jednej płaszczyźnie, więc j e j ślad otrzymamy, prowa­
dząc przez S j równoległą do Q Qx do przecięcia z rzu­
tem a Ł , Zauważmy, że w zadaniu tym punkt <S nie był 

Ą <2' potrzebny, do wy­
znaczenia bowiem 

/ ( X prostej ^^wystar-
•S cza znać kierunek 

prostej danej, 
który je s t całko­

wicie wyznaczony przez j e j punkt zbiegu Q . Uwaga t a 
w równej mierze dotyczy i następnego zadania. 

$ 101. ZADAMIB. Przez prostą daną poprowadzić pła­
szczyznę równoległą do innej prostej danej. Prsypuśćmy 

że przez prostą 
aś Q± e n ' . 

~ o m mamy prze­
prowadzić płasz­
czyznę równoległą 

%*. 2 Od. 
do prostych, któ­
rych kie runę k j e s t 

i 



wyznaczony.przez dany i c h punkt zbiegu Qx /Rys„208/. 
Prosta zbiegu Cjf- szukanej płaszczyzny musi przechodzić 
przas O. gdyż prosta S Q ma leżeć w t e j płaszczy­
źnie, musi on jednak przechodzić również i przez O. x 

gdyż proste, których ten-punkt j e s t punktem zbiegu są 
równoległe do t e j płaszczyzny; prosta zbiegu będzie 
to zatem prosta Q Q Ł . Siad 5 szukanej płaszczyzny 
otrzymamy prowadząc przez S równoległą do <j[ , 

§ 102. ZADANI8. Przez punkt dany poprowadzić pła­
szczyznę równoległą do płaszczyzny danej. Przypuśćmy, 
że przez punkt mamy poprowadzić płasz­

czyznę równoległą 
do płaszeżyzny, 
której proata zbie-
gu ^ j e s t dana 
/Rys.209/, Poprowadź' 
my naj pierw przez 
punkt A jakąkol­
wiek prostą równo­

ległą do t e j płaszczyzny, W tym celu obieramy na ' 
dowolny punkt Q.x , łączymy go 2 /I i wyznaczamy ślad 
y i t e j prostej jako przecięcie prostej Qx A z rów­
noległą do Q Ox poprowadzoną przez punkt 0> ; Punkt 
S x j e s t jednym z punktów śladu 5 płaszczyzny szuka-



n e 3 . gdyż płaszczyzny t a , jako równoległa do danej, 
Przechodzić musi przez prostą v ^ x * ^ i . Prosta zbiegu 
szukanej płaszczyzny przystaje do prostej zbiegu ' , 
ślad zaś S będzie równoległą do poprowadzoną przez 

§ 103. ZADANI3. Przez daną prostą i punkt na n i e j 
flie leżący poprowadzić płaszczyznę. Niech będzio prosta 

' vS Q' /rys.210/ 
oraz p u n k t / Ą Q i / 
poprowadźmy prze­
zeń prostą S

x
 Q' 

równoległą do 6Q 
Ry,. UO. /* 1 0 % Poczem 

, prsez proste rów­
noległe «S Q i 6ŁQ poprowadźmy płaszczyznę 
/§ 97/. 

§ 104. ZADANIE. Poprowadzić prostą przez dwa punk­
ty dane, f i e o h będą dwa punkty / rfi,$xQi / i / ^ ' . 4 . ^ i / 
/ryg,211/, prosta nxńx będzie rautem CL szukanej pro­
s t e j , many analeźó j e j ślad, i punkt zbiegu. Przez punkt 
Ax.i prostą «SŁQ*. poprowadźmy płaszczyznę; prosta 
^ i ^ i będzie leżała w t e j płaszczyźnie, t . j . będzie 
miała ślad 5 na śladzie s ., a punkt zbiegu Q na 
prostej zbiegu c<' t e j płaszczyzny. Prowadzimy zatem 

CSKOTCTRJA wTKRBSŁKA Arkusz 16-ty. 
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przez t równole­
głą do s>xax i 
praea proste rów­
noległe *SŁ Qi i 
S^QX płaszcay-
znę so^ której 
ślad S wyznacay 
na rz u c i e <x ślad 
S , a prosta 

zbiegu «[' punkt zbiegu Q eeukanej p r o s t e j . 

ROZDZIAŁ X .ZAGADNIENIA MAPOWE . 

§ 105. Kiedy f i g u r , leżących w płaszczyźnie rzu­
cającej . Zagadnienia dotyczące prawdziwej wielkości i 
kształtu f i g u r dają się łatwo rozwiązać, jeżeli te f i -
gury lożą w płaazc3yźnie rzucającej. Należą t u przede-
wasystkiom dwa zadania. 

1/ lyznaozyć kąt między dwiema danemi pr^ostemi. 
Przez środek rzutów O poprowadźmy do danych prostych 
/przecinających się lub skośnych/ proste równoległe 

OQx' i OQi /Rys.212/, trzeba znaleźć wjelkcść 
kąta między temi prostemi. ff tym ce l u obróćmjr płaszczy 



przystania z płaszczyzną rzutów P . Ponieważ punkty 
Q i i Q Ł przy tym obrocie nie zmienią swego położe­

nia, wystarczy zatem wyznaczyć kład środka rzutów O 
Ra- płaszczyznę P. . 2 punktu głównego 0 Ł spuśćmy pro­
stopadłą OxH n a ślad Qj Q t i połączmy spodek t e j 
prostopadłej // ze środkiem rzutów O . Na mocy twier­
dzenia o trzech prostopadłych prosta Oh j e s t również 
Prostopadła do QiQi i taką pozostanie po dokonanym 
kładzie płaszczyzny O Q Ł Q Ł na P , tak, że kład 0o 

Punktu O będzie leżał na prostej OH t Punkt ten 
będzie zatem wyznaczony , jeżeli znajdziemy prawdziwą 
długość odcinka OH , który j e s t promieniem obrotu 

punktu O t Odci-
nek ten j e s t a t o l i 
przeoiwprostokątną 
trójkąta prostokąt­
nego O Ox H , któ­
rego obie prostopa­
dłe są dane, jedna 
Ox H . j e s t odle­

głością punktu głów­
nego 0% od śladu 

druga Oj_ O 

Hy«. 212. J e a * oddaleniem, 
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%*. ais. 

Jeżeli zatem 
/Rys.213/ 
poprowadzimy 
promień ko­
ła oddale­
n i a równole-
gły do Q i Q Ł 

i koniec te­
go promienia 
/ O / p o 3 : ą . 
czymy z punk­
tem *1 , a 
następnie od­

mierzymy odcinek / O / H na prostej 0±/i od punk­
t u ff , t o otraymaray kład O0 punktu O m Łącząc ten 
punkt z O-i i Qt, otrzymamy kąt szukany 

2/ Wyznaczyć odległość między dwoma punktami da-
nemi.. Możemy przypuścić, że oprócz rzutów /Jx i / f Ł 

danych punktów v f x i / J ^ dane są ślad i punkt zbiegu 
p r o s t e j O. , która je łączy /§ 104/. Płaszczyznę rzu­
cającą Oce obróćmy dokoła j e j śladu ct • aż do przystania 
zpłaazcsyzną rautów P /Rys.214 i 215/. Sposoben przed 
chwilą wskazanym znaj-dżmy kład 0o punktu O . W pła­
szczyźnie 0<x. leżą dwie proste równoległe: O Qt i ct, 
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oraz proste 
rzucające 
o/il i 

po dokonanym 
kładzie płasz­
czyzny O a. 

punkt O upad­
nie na O. , 
punkty «5 , V 
Q' . /?x' i 
fi%, nie zmie­

nią położenia, 
proste 
/ a / j a k o kła­
dy prostych ró­

wnoległych O 0.' i OL pozostaną równoległe. Jeżeli tedy 
połączymy 0. , to prosta / CL/ poprowadzona przez 
6 równolegle do 0> Q będzie kładem prostej OL ; 

proste zaś 00^x i Oa ^z. wyznaczą na tym kładzie 
punkty / Ax / i / /1Ł /, których odległość j e s t .szuka­
ną. 

§106. Kłady f i g u r leżących w płaszalyśnie jakiej-, 
kolwiek. Na zasadzie § 86 Rys.188 kład figury płasl 

Rys. 5114. 
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i "jej rzut środko­
wy aą w kolinea­
c j i , której osią 
jest ślad płasz­
czyzny f i g u r y , j e­
dną z os i wzajem­
nych j e s t ślad pła-
azczyzny rzucają-

" cej równoległej do 
płaszczyzny f i g u ­
r y , a środkiem 
je s t kład środka 1 

rzutów dokoła tego 
śladu. Mając więc 

rzut /1'3'CD figury płaskiej /J B C D /Ry 8.216/" 
oraz siad 5 i prostą zbiegu q' j e j płaszczyzny, wyzna­
czamy kład /A / / B / / C / / D / t e j f i g u r y na 
zaaądzie k o l i n e a c j i , której osią jeat «5 , jedną z osi 
wzajemnych jeat <j' t a kład 0o środka rzutów O jest 
środkiem. 

§ 10*7. 2adania miarowe dotycząca fjg.ur leżących 
w danej płaszczyźnie S .'• Jeżeli zadanie dotyczy 
figury leżącej w danej płaazczyźnie $ % , to możnaby 
je rozwiązać zapomocą trzech kolejnych czynności: 
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RysJlle. (C) 

kładu danej f i g u r y pfcaakiej na płaszczyznę rzutów, 2/ 
rozwiązania z a d a n i a w t e j płaszczyźnie i 3/ powrotu 
uzupełnionej przez rozwiązanie zadania f i g u r y do p i e r ­
wotnego j e j położenia. Metoda t a k a byłaby jednak zawi­
łą i wymagającą dużo m i e j s c a , które niezawsze mamy do 
d y s p o z y c j i . Byłoby pożądanem umieć bezpośrednio r o a -
wiązywać zadania dotyczące f i g u r leżących w danej pła-

i 
azczyźnie, " t . j . kreślić w płaazczyźnie tak jak 
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kreślimy w płaszczyźnie rysunku. W tym celu potrzeba 
i wystarcza umieć rozwiązać zasadnicze zadanie wykreśl* 
ne geometrji płaskiej, dotyczące figur leżących w pła-
szczyźnie , jeżeli zarówno te fi g u r y , jak i ele ­
menty stanowiące rozwiązanie tych zadań są dane- lub ma­
ją być wyznaczone zapomocą swych rzutów środkowych. 
Rozwiążemy więc zadania następujące: 

1/ Z danego punktu dc danej prostej poprowadzić 
równoległą, 

2/ Mając jedno ramię i wierzchołek kąta równego 
danemu, wykreślić drugie jego ramię-, 

3/ Z danego punktu na daną prostą spuścić prosto­
padłą „ 

4/ Dany kąt podzielić na połowy, 
5/ Dany odcinek podzielić na k i l k a części równych, 
6/ Na danej prostej od danego j e j punktu odmierzyć 

odcinek równy danemu. Wszystkie te zadania mamy rozwią­
zać nie kładąc płaszczyzny sq* na płaszczyznę rzutów. 

§ 166.:: Zadania płaskie zasadnie ze dotyczące kątów.. 
Pierwsze z powyższych zadań zasadniczych rozwiązaliśmy 
już w 9? Rys,205. Aby rozwiązać zadania 2, 3, i 4 
dotyczące kątów, zauważmy, że dwie proste ^ i °-x. prze-
oinają^Hsię w punkcie Ą tworzą kąt, którego prawdziwa 
wi«l^ość równa j e s t kątowi. Q±«0Q /Rys.217/, 
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Przypuśćmy teraz, 

Ryj. 218. 

I \ \ r / • , ^ 
< / ; \ \ 

Hy* 5119. 

że zapomocą̂  rzu­
tów a'Ł i da­
ne są w płasz­
czyźnie ' jed­
no ramię o. i 
wierzchołek /? 
kata równego da­
nemu kątowi y ; 
mamy wykreślić 
drugie ramię tego 
kąta / % 3.217/\ 
Przedłużmy <x ' 
do przecięcia z 

w punkcie QT > 
połączmy 
i odmierzmy kąt 
a'o. Q ^ y , 

wreszcie połączmy 

Prawdziwa wie litość 
kąta między prosty­
mi CŁj, i a

Ł będzie 
równa f 
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Jeżeli w płaszczyźnie Sc/' /Ry3.218/ dana j e s t 
prosta OL i punkt P /zaporaocą rzutów CŁ' i P / to 
na t e j samej zasadzie możemy z punktu Z3 spuścić pro-
stopadłą X> na prostą OL . Wyznaczymy punkt zbiegu Q 

prostej CL i wykreśliwszy kąt prosty <3 0o Qx połączy­
my Qi P prostą p' ,. która będzie rzutem szukanej pro­
stopadłej . 

Gdy chcemy kąt Ą /dany zapomocą rzutów swych r a ­
mion a i a j / podzielić na k i l k a części równych /Rys,. 
219/, znajdujemy punkty zbiegu Q i Qx jego ramion i 
podzieliwszy kąt 0. OA QX na części równe wyznaczamy 
na prostej zbiegu Qi,}Q3l£)4 Proste/ 
które łączą te punkty z punktem A są rzutami prostych 
dzielących kąt / CL CL' / na części równe. 

Jako zastosowanie powyższych zadań zasadniczych 
rozwiążmy zadanie następujące:Dany j e s t rzut A 3 od­
cinka AB leżącego w płaszczyźnie o prostej zbiegu 
£[' ; wykreślić rzut środkowy wielokąta / 4 • f 6 , *f / 

foremnego zbudowanego w t e j płaszczyźnie ną odoiaku AB 
jak na boku. 

Siad płaszczyzny może nie być dany, gdyż nie j e s t 
on potrzebny w żadnym z wykreśleń rlys. 2 0 5 , 217, 218, 
i 219. Punkty zbiegu Q; boku AB /Rys.220, 221, %ZZ/ 
połączmy z kładem 0o środka rzutów, odmierzmy kąt pro-
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0 

sty Q 'O. Qx' 
podzielmy go na 
2, 3 l u b 4 czę­
ści równe i po­
prowadźmy proste 
2. 3, 4, 5... w 
porządku wskaza­
nym przez i c h 
numery. 
Każdy czworokąt 
może być uważany 
z a rzut środkowy 
kwadratu„ W samej 
rzeczy, w danym 
czworokącie /{'dC'0 
/Rys.222/ wyznacz­
my punkty Q% i 

Q% w których 
przecinają się 
jego boki prze­
ciwległo i uwa­
żajmy te punk­
t y za punkty 
zbiegu boków 



CL 
\ 

\ 

/ 

/ 

' I \ \ 
I \ \ 
i \ \ 

I - \ 

kwadratu, 
prostą 
<l = QxQz, 

za prostą 
staegu jego 
płaszczyzny 
a punkt 
w którym 
przekątna 

prr'.«cina 
, za 

punkt zbie? 
gu przekąt­
nej tego 

kwadratu. Punkty 0O 

i 00 , które są 
przecięciem koła o-
pisanego na 

Ot Q^ 
jak na średnicy z 
kołami obejmującemi 
kąt i opisanemi 
na nim 01 % • -

oą kładami środka 
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rzutów O dokoła g . Punkt główny 0% może być jakim­
kolwiek punktem obranym wewnątrz O* 0o • jeżeli w szcze-
gólnoeci C/1 leży na £ to płaszczyzna kwadratu j e s t 
prostopadłą do płaszczyzny rzutów, 

§ 109. Zadania p łaskie zasadnicze dotyczące odcin­

ków, Punkty miarowe. 
1/ Leżący r płaszczyźnie Są' odcinek Ą & , któ-

rego rzut j e s t dany, podzielić rui części równe, 
t . j . wyzjiaczyć rzuty Mj , Mx , Mj ... punktowej, > 

» ^3 ... .dzielących ten odcinek na części równe, 
"*" • . .—— I M i • • mmmm • i p. • i. i .i — mm — 

, ni'.- kłając odcinka na płaszczyznę rzutów. 
aJ 

#i Ni. H% Ns N5 Nx N*- Ni A* /V<" 

Ryj. VL*t. Ry*. 2,1*. 

W tych warunkach użycie c y r k l a j e s t wykluczone, 
bowiem rzuty równych odcinków wogóle nie są rewnt^ 
Tylko na śladzie 5 płaszczyzny SaJ oram na prostych 
do niego równoległych rzuty równych odcinków są równe 
i podział odcinka lezącego na jednej z tych prostych 
-mógłby być dokonany zapomocą>cyrkiGtóż wiadomo, iż 
podział jakiegokolwiek odcinka na części równe może 

>: i 
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być zapomocą równoległych sprowadzony do podziału i n -
•V .". • ,- «• '' ' . •' . ;

r, /, , j 
negc odcinka* leżącego na orostej o dowolnym kierunku. 
Przypuśćmy np. ze mamy podzielić odcinek A B> na 5" 
. części równych /Rys.224/, ale warunki od nas niezależ­
ne nie pozwalają na użycie c y r k l a na prostej o kierun­
ku O. , natomiast użycie jego na prostej o kierunku S 
nie podlega żadnym ograniczeniom. Przez jeden z końców 

A odcinka A^> prowadzimy prostą o kierunku S , 
na której odmierzamy cyrklem 5 dowolnych równych 
odcinków ANX , Nx Nt , A/t/V3 • /V,/V* i N*Nr , 

poczem przez punkty Nx , Nt , A/t i prowadzimy 
równoległe do prostej O Alę , które wyznaczą na odcin­
ku AB punkty podziału Mx , Mt , M$ i M9 . 

Ten sam sposób zastosujemy do podzielenia leżącego 
w płasfzczyźnis So odcinka AB , którego rzut 
j e s t dany /Rys,225/. Ponieważ na prostej użycie 
c y r k l a j e s t niemożliwe, natomiast możemy go użyć r a 
każdej prostej równoległej do 5 j j , przeto przez 

A prowadzimy równoległą do q' i odmierzamy na n i e j 
od punktu A pięć jakichkolwiek równych odcinków A-^NX 

^x^x. » Mt Nx 9 N3 Ą i /M^Nc- , wyznaczamy punk-
ty zbiegu Q' prostej B Mr i łączymy z nim punkty 
N{ , Nt , A/j i Ni, , proste te wyznaczą na /!'&' 

rzuty Af['-t , M[ i punktów podziału /Vx , /Mt , 
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2/ Dany j e s t rzut prostej i punktu na n i e j leżą­
cego, wyznaczyć rzut odcinka danej długości odmierzone­
go na prostej od danego na n i e j punktu,, Możemy przypu­
ścić, że dana je s t płaszczyzna, w której prosta lsży, 
gdyby bowiem były dane tylko ślad i punkt zbiegu pro­
s t e j , to dwie równoległe w dowolnym kierunku przez te 
ptmkty poprowadzone wyznaczyłyby taką płaszczyznę , 

Oczywiście, 
zadanie to nie 
może być roz­
wiązane zapomo-
cą odmierzenia 
danego odcinka 
cyrklem, gdyż 
w perspektywie 
długrści odcin­

ków ulegają wogóle zmianie. I s t n i e j e wszakże jedna pro* 
ata płaszczyzny Sc/' , mianowicie ślad S , na której 
powyższe zadanie mogłoby być rozwiązane bezpośrednio, 
a więc zapomocą c y r k l a . Otóż powiadam, że odmierzenie 
odcinka danej długości na jednej prostej może być za­
pomocą prowadzenia równoległych sprowadzone do odmie­
r z e n i a togo samego odcinka na innej p r o s t e j , Przypuść-
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my, że mamy odmierzyć odcinek danej długości cl na pro­
stej Ct od punktu A , ale dla pewnych względów uży­
cie c y r k l a na t e j prostej nie j e s t możliwe, natomiast 
możliwe jes t ono na innej prostej S t /Rys,226/ . Pro­
wadzę dwusieczne tx i kątów wyznaczonych przez proste 
Ot i 5 4 przez punkt Ą prowadzę prostopadłą do jed­
nej dwusiecznej tx , a więc równoległą do drugiej tx ; 

od punktu /?2 otrzymanego w ten sposób na prostej S 

odmierzam zapomocą cyr k l a odcinek <̂  do punktu Bx t 

wreszcie przez punkt Bx prowadzę znów równoległą do 
t"L do przecięcia z prostą <x w punkcie B . Odcinek 
AB równa 3ię odcinkowi A x £ x * d , Ten sam c e l 

możemy oczywiście osiągnąć, jeżeli z punktu A popro­
wadzimy równoległą do dwusiecznej t , a otrzymawszy na 
prostej $ punkt A ^ , odmierzymy na n i e j odcinek d 

do punktu Bz i przez ten punkt poprowadzimy jeszcze 
raz równoległą do dwusiecznej ^ . Do rozwiązania tego 
zadania wystarcza posiadać kierunek jednej lub drugiej 
dwusiecznej kąta / CLS /^ 

Przeprowadźmy to samo wykreślenie w perspektywie 
/Rys,227/. Niech S będzie śladem a Q punktem zbie­
gu prostej & t a A rzutem punktu A n a n i e j leżą-
cego, od tego punktu na prostej ct odmierzono odcinek 
danej długości °£ ; trzeba znaleźć rzut & końca tego 



odcinka. Popro­
wadźmy przez 
prostą $ Q 
dowolną płasz­
czyznę Sf' ; 

bezpośrednie 
odmierzenio od-
cinke ol 'zapo­
mocą c y r k l a 
możliwo j e s t 
jedynie na 
p r o e t e j £ 
płaeiozyzny 

Ser' 9 albowiem t a prosta znajduje sie_ w płaszczy­
źnie rzutów, t . j , w płaszczyźnie rysunku. Jak to stwier 
dziliśmy powyżej, d l a rozwiązania zadania wystarcza 
znać kierunek jednoj z dwusiecznych tx \ tt kątfo-* 
i J80°-* , kt$re tworzą ze sobą proste CL i $ Kie­
runek t e n w perspektywie j e s t wyznaczony przez punkt 
zbiegu 72 lub 7"T tycb dwusiecznych; afcy t e punkty 
na p r o s t e j zbiegu % otrzymać, t r z e b a , j e k wiadomo, 
cdnąleść najpierw kład °o środka rzutów, A następnie 
kąty X i '^%T* odmierzyć po obu stronach wspólne­
go ramienia 09 O.' .Aby tego dokonać, z punktu Q 

GEOMETRIA WYKRESŁNA 
. kusz 3a-

Arkusz 17-ty. 
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jako środka promieniem róiraym 0o QJ

 ( t.j„odległości 
punktu zbiegu prostej OL od środka rzutów O , zakreś­
lamy koło; punkty Tx i 7 Ł , w których to koło przeci­
na prostą zbiegu c^' , będą szukanemi punktowi zbiegu 
dwusiecznych kątów, <* i iso0-* ^ y g^mej rzeczy, 
trójkąty Oa QłT1 i 00^'T^ są równoramienne, stąd 
zaś wynika, że kąt Q'0.7X równa się połowie kąta ze­
wnętrznego 71 Q'0, t kąt zaś Q.'Oę\ równa się poło­
wie kąta zewnętrznego Tx &'Oa _ Mo kąt Tt Q'0, -
?,/*o--« , ą kąt 71 O,' 09 - « , jak tego dowiedliśmy 

w § 120.> ,/ . ^ ^ ^ ^ I ^ ^ ^ ^ ' 1 : 1 
Punkty 7^ i 7̂ , , przy których pomocy można od­

mierzać dowolno odcinki na prostej oraz na prostych 1 

do n i e j równoległych, nazywają się punktami miarcwemi 
proutej <x /lub mniej t r a f n i e : punktami d z i e l e n i a / . 
Koło o środku Q' i promieniu OA &' ,zwane kołem mia-
rowem prostej OL na prostyoh zbiegu wszystkich płasz­
czyzn przechodzących przez tę prostą, leżą na okręgu 
tego koła. Zauważmy, że koło oddalenia j e s t kołem mia-
rowem prostych prostopadłych do płaszczyzny rzutów. 

Znalazłszy punkty miarowe /zazwyczaj jeden z nieb' 
t y l k o by* a dostępny, jeden zresztą tyl k o j e s t wogóle 
potrzebny/, lączyny jeden z nich, np. 7̂  t z punktem 
A' i otrzymujemy w przecięciu z $ punkt A± ; od-
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mierzamy cd tego punktu na prostej S odcinek 
i punkt Bx łączymy z Tx , otrzymując w przecię­

c i u z CL' szukamy punkt 
To samo wykreślenie posłużyć może do rozwiązania 

zadania odwrotnego: Znaleźć prawdziwą długość odcinka. 
którego rzut na danej prostej 3 0.' jest dany. Będzie 
ono miało przewagę prostoty i oszczędności miejsca nad 
rozwiązaniem podanym w § 117, a opartymi na metodzie 
kładów, 

§110,Zastosowanie powinowactwa do wyznaczenia 
punktu przecięcia prostych, których rzuty przecinają 
się pod małym kątem. Wyznaczenie punktu , w któ­
rym przecinyją się prcste Ą Qi i 3*.^ leżące 
w płaszczyźnie $f 3taje się tym mniej dokładno, im 
odległość prostych 5 i j e B t mniejsza. Dla podnie­
s i e n i a dokładności wyznaczenia tego punktu, kreślimy 

prostą S *// S 

o ' a' 
?' - y - ^ . . * A' l; w i e l k i e j odległc-

w dostatecznie 

5 J ~ / ' j^-r—T- ści od <l /Rys: 

/' ŹSi^ ' 1 228/ i obrawszy 
i v ' C--^A na S* punkt o x < ; 

AJ* <5* " łączymy go z S A , 
Rys. 2128, o 
' . po ozon pjrre.z °t 
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• prowadzimy równoległą do <SX Sx* t która przetnie 
w punkcie . Połączywezy i «SJ Q* , wyznacz-
my punkt // Przecięcia tych prostych. Punkty /? i 
/9' są odpowiednie w powinowactwie wyznaczonym przez i 

oś 9; oraz parę punktów odpowiednich i S Ł i *SX # Pro­
sta poprowadzona przez Z^* Równolegle,-do ^1SX musi 
tedy przejść przez punkt A , ktdry w ten sposób zo­
stanie wyznaczony jako punkt przecięcia t e j prostej 
z którąkolwiek z dwóch prostych St^i lub <SŁ . 

§ 111. Proste i płaszczyzny prostopadłe. 
ZADANIE 1. Dana je s t płaszczyzna rzucająca Oy' ; 

wyznaczyć prostą rzucającą do n i e j prostopadłą, c z y l i : 
Wyznaczyć punkt zbiegu Q' prostych prostopadłych do 
płaszczyzno danej prostej z b i e g a j 

Tray proste /Rys.229 i 230/: prosta największego 
spadku OH płaszczyzny Og' t oddalenie OOx x 

prostopadła O Q ' lezą w jednej płaszczyźnie prostopa­
dłej do Q' . W ten sp^&oh powstaje trójkąt prostokątny 

tl O Q' , którego znamy wysokość O 0
2 o r a z jeden 

z odcinków przeciwprostokątnej, mianowicie 0±H ; 

j e s t to odległość punktu gióanego Q% od prostej zbiegi 
9 , Przewróćmy trójkąt V-Q na płaszczyznę rzu­

tów dokoła prostej i wykreślmy go w tym położę-
l n i u; punkty. H , 0 Ł i 0. Jako n&leifcąew do osi obrobi 
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nia zmienią prsyteai swe­
go położeaia. Aby wysna-. 
czyó* punkt szukamy O J~ , 
spuszczamy z punktu głó­
wnego na 9/ ,- prost OjĄ&łą, 
spadek j e j f* łączymy 
z końcem Oj równole­
głego do q' promienia 
koła oddalenia i w punk­
cie (Oj wystawiamy pro, 
stopadłą do '[°J , ' 
Punkt Q ' leży w przecie 
c i u t e j prostopadłtj -
z proatą O^M, 

ZAPASIE 2. Dana j e s t proata rsucająoa O Q' ; wy­
znaczyć płaszczyznę rzucającą do n i e j prostopadłą',1 c i y -
l i : Wyznaczyć prostą zbiegu płaaacayan nroetapadłych 
do prostych o danym punkcie zbiegu O 

Rozwiązanie polega oczywiście na wykreślaniu kła­
du tego samego trójkąta prostokątnego 

/i 0 0 . " f t ą 
jedynie różnicą, że nie punkt Q' , ale punkt 'H j e s t 
szukany /Rys.220 i 230/. Prosta zbiegu f' jest^ prostopa­
dłą do Q tQ poprowadzoną przea H . • W&eA 

ZADANIE 3. P r t e i daną prostą S Qx' pdprtffradlld 

Rys. *29. 
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płaszczyznę prosto-
padłą do danej płasz­
czyzny 5 ̂  Pro-

Rys. £30. 

st a zbiegu ^ x szukanej 
płaszczyzny musi prze­
chodzić pi zez punkt 
zbiegu Qx danej pro­
st e j /§ 92/ orah przez 
punkt zbiegu Q pro­
stych prostopadłych 
do płaszczyzn o pro­
stej zbiegu 2' • hę- $ 
dzie to zatem prosta 

łącząca oba te punkty; ślad zaś Sx będzie prostą popro­
wadzoną przez ^ równoległe do <%'t „ 

ZADAJCIE 4. w" danej płaszczyźnie S x o/Ł' poprowa­
dzić prostą, która przecina daną prostą S O.' i j e s t 
do n i e j prostopadła. Punkt zbiegu Q x szukanej prostej 
musi leżeć na prostej zbiegu j danej płaszczyzny 
/§ 93/ oraz na proetej z b i e g u ^ ' płaszczyzn prostopa-
dłych do prostych 0 punkcie $biegu U ; będzie to za­
tem punkt przecięcia obu tycjh prostych; ślad St będzie 
punktem, w którym równoległa do Q Q x poprowadzona 
prz^z S przecina Sx ; / 
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f H l i y i g 5. Przez dany punkt (A, ^l^Jpoprowadzić 
prostopadłą do płaszczyzny danej są' p Wyznaczymy naj­
pierw punkt zbiega Q prostych prostopadłych do płasz­
czyzn o prostej zbiogu poczem przez punkt /A , Ą&z/ 
poprowadzimy prostą o punkcie zbiegu O. /§ dOO/ i jeże­
l i potrzeba, wyznaczymy punkt p r z e b i c i a t e j prostej z 
Płas z c zy zną $f' /§ 95/. 

ZADANIE 6, Przez dany punkt / r? <SX Qt'/ poprowa-
Azję płaszczyznę prostopadłą do danej prostej SQ 
Wyznaczymy najpierw prostą zbiegu o;' płaszczyzn prosto­
padłych do prostych o punkcie zbiegu Q poczem przez 
Punkt /A' , v5

Ł
QL' / poprowadzimy płaszczyznę o prostej 

,*biegu o[ ' /§ 1 0 2 / i jeżeli potrzeb*, wyznaczymy punkt 
* którym t a płaszczyzna przecina prostą SG. /§ 95/. 

§-112. Kąty dwu-
Bcienne . Zadanie. 
Znaleźć wielkość 

X 
/1 

/ i 

di ._ _ 

kąta dwnścienńego 
dwuch płaszczyzn, 
których prosie 

Ry*. JŁ31. 

zbiegu q Ł i i f c 
są dane. Jezol i z 
•jakiegokolwiek 
punktu np.ze środ-
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ka rzutów spuścimy prostopadłe OQ $ i O Q Ł na o b i * 
płaszczyzny, to kąt między tymi prostopadłymi równy 
jest kątowi dwuściennemu tych płaszczyzn, lub z nim 
spełniający. Znajdźmy przeto / R y s t ^ - l / ślady Q-L i Q Ł 

promieni rzucających prostopadłych do tych..płaazczyzn; 
/§ 111/, z ad c i y r . , p o c z em wyznaczmy kąt Q% 0 Q% przez 
kład trójkąta Q.'i'0 $1 dokoła Gt'x&i /§ 105/. 

< § 113'. Kąt prostej z płaszczyzną. Zadanie. Zna­
leźć wielkość kąta prostej s płaszczyzną, jeżeli i c h 

_ prosta zbiegu g' gą dane, Kąt pro­
stej z płaszczyzną jes t dopełnieniom kąta prostej z pro­

stopadłą do płasar- " 
czyzny. Jeżeli Q x 

j e s t punktwrif z b i e -
gu danej prostej 

prosta zbiegu da­
nej płaszczyzny, 
to znajdujemy n a j ­
pierw punkt zbie­
gu O. prostopa­
dłych do pląsa* 

v . i j/ryciŁej zoiegu a , a następnie wyznaczamy kąt 
Uiayaty orovtt,»rl/ k tor-/eh punkty zbiegu są Q i i Q , 

/ ' 0. \ 
f f e ^ x \ 

i , - /
1

 \ / 
v v i / 

• J ^ 1 / 
T — r ~ . 

m m 



- 263 -

kąt dopełniający będzie szukanym kątem °ć 
§ 114. Odległość prostych skośnyóh; Jest to dłu­

gość wspónaj prostopadłej przecinającej obie proste. 
Aby ją otrzymać, oprowadźmy płaszczyznę & do obu 
prostych równoległą /Rys.233;/ i przez każdą z tych 
prostychpoprowadźmy następnio, płaszczyznę prostopem 

dłą do S , Prze-
'c4 $p i o ''• ty oh piaa z -
czyan-będsifc pipetą 
przecinającą obie da 
ne proste i do kas-
dej a nich proatopa** 
dłą.' łby eic:tpttfe ; 

konać, że i s t o t n i * , 
odległość A i 

j e s t najkrótszą mię­
dzy pros temi ct1 i 

te 
A. 

T ——iŁs» 

i 

i-/ 

CL, , poprowadźmy 
przez te proste płaszczyzny równąległe do.iS. ; Odci­
nek fi\ftx j e s t najkrótszą odległością tych płaszczyzn; 
kaidy inny odcinek łączący jakikolwiek punkt prostej 

a ' i , z jakimkolwiek punktem prostej o,x byłby pochy­
ły do obu tych płaszczyzn, a zatem dłuższy od odcinka 
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Niwch będą /Rys.234/ dwie proste i ^iMtli 
prosta £ 5 QlQL j s s t prostą zbiegu płaszczyzn do obu 
tych prostych równoległych. Wyznaczmy punkt zbiegu 

Q prostych 
do płaszczyzn 
tych prostopa­
dłych /§ 111 
z a d . l . / i zapo­
mocą tego punk­
tu wykreślmy 
proote zbiegu 
£i i ql i śla­
dy \ i S t 

płaszczyzn prze­
chodzących przez 
*51Q, wzgl; 

i prostopadłych do płaszczyzn o prostej zlnegru 
(jf'. Prosta Q ' przecięcia tych płaszczyzn p r z e c i ­

na obie proste w punktach /fx i /?£ , których odległość 
może być znaleziona, np. zapojsocą jednego z punktów mia­
rowych prostej \S3 Q ' • : 

§ 115. Zastosowani*. 2mdanl«, Wy^realić rzut środ-
kowy prostopadłościap^u jeżeli dane :£f punkty zbiegu 
Ql > Qi. i ^3 o r a a długości a. . h' % C krawędzi 
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'Jychodzących z wierzchołka leżącego w danym punkcie 
£ płaszczyzny rautów. 

Rys. n s . 

Ponieważ Q Ł , 0 Ł i Q^ /Rys.235/ są punktami 
Zbiegu trzech prostych wzajemni© prostopadłych, wiec 
Punkt główny Ox będzie leżał na prostopadłej Q$ H 

spue?. >zonej z Qj na' QX Q.L oraz na pr ostojJadłe j 
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spuszczonej z C ^ n a Ą O j ; j e s t to więc punkt prze­
cięcia ty c h dwuch prostopadłych. Promień koła od d a l e n i a 

Ox / Q / znajdzSemy w przecięciu półkola opisanego 
na Q3 H z równoległą do Qx Q.'z, wyprowadzoną z punk­
t u głównego 0X . Zakreślając z punktu H koła pro-

Li ' r\ 1 

mieniem H / O / / alho opisując na <PL ^JL półko­
l e / wyznaczymy na Q3 H kład 0o środka rzutów doko 
ła Qt Q Ł ; koła zakreślona z punktów zbiegu Qx i Q%. 

promieniami QxOa wzgl. Q^ O0 wyznaczą na punk-
t y miarowa \ i Ux p r o s t y c h o punktach zbiegu Qx 

wzgl. Q Ł , koło zaś zakreślona z punktu 0 3 promie­
niem Q 3 / O / / ^ odległość punktu zbiegu <2j od 
środka rzutów/ wyznaczy na Qt Qi punkt miarowy Vx 

p r o s t y c h o punkcie zbiegu Oj , Odmierzmy od punktu 
S o d c i n k i ^ i i na równoległej do Qi Q*. , a 

odcinek c na równoległej do OxQ^ , łącząc końce 
t y c g odcinków z punktami miarowemi Tx f Ux % Vx t o-

trzyraamy na pro s t y c h punkty 
Ą' , Z3' i C , ktbre są rzutami wierzchołków 

prostopadłościana leżącemi na krawędziach wychodzących 
z Wierzchołka 5 t pozostało wierzchołki wyznaczymy > 
baz t r u d n o s e i zapomocą punktów zbiegu Qx , Q^ i 
W3 krawędzi prostopadłościanu. — 
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ROZDZIAŁ I I . PERSPEKTYWA STOSÓWAKA 
/ \ . ... 7 '' '' "'ć;.. 

Przedmiotem perspektywy stosowanej j e e i wykreśle­
nie rzutów środkowych f i g u r , których rzuty prostokątne 
są dane, z uwzględnieniem anatomicznych i f i z j o l o g i c z ­
nych właściwości ludzkiego oka oraz warunków praktycz­
nego wykonania rysunku. 

§ 116. Stżek i koło wyraźniego wydzenia. Jeżeli, 
V-!1']'!:-' 

jak to zwykle mieó chcemy, płaszczyzna rzutów F je s t 
pionową, a oko, w środku rzutów 0 umieszczone, jeel* 
skierowane na punkt główny Oa , to wyraźnie Widzia­
ne mogą być te tyko f i g u r y , kt$r» znajdują się wewnątrz 
stożka obrotowego, mającego za oś prostą O , a któ 
rego tworząc© są od' tę} osi odchylone pod kątem nie 
większym od 30° . Podstawą tego 3tożka wyraźnego widzdr 
n i a "będzie na p łasze zwinie rzutów koło o środku Ox t 

ktdregś promień będzie równy mniej więcej połowie pro-
mionia koła oddalenia /$c odpowiada odchyleniu tworzą­
cej stożka dd osi * « i * ° 3 ° ' /. Jeżeli 
perspektywa figury ma Wywołać złudzenie rzeczywistości 
to .raut figury rnusi być zawarty wewnątrz tego koła, 
zwanego koiłem wyraźniego wydsenia, Brzegi obrazu per-
sp«ktywici-u«go, mającego zwykłe kształt prostokąta,nie 
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powinny w żadnym razienyć prostymi zewnętrznemi wzglę­
dem kola wyraźnego widzenia. 

§ 117; Wypór koła oddalenia. Punkt główny 0 Ł obie­
rany zazwyczaj w pobliżu środka prostokąta przeznaczo-
nogo na obraz perspektywiczny. Jeżeli przypuścimy, ż« 
normalne oko ludzkie widzi wyraźnie tylko takie przed­
mioty, które znajdują się od niego w odległości nie 
mniejszej od 25 cmc to stąd wynikałoby, że promień koła 
oddalenia nie powinien być mniejszy od 25 cm,Wniosek ta­
k i byłny zbyt pospioszny. Boz wątpienia należy uznać 
zasadę, że obraz perspektywiczny najlepsze wywrze wra­
żenie, gdy oko będzie umieszczone w środku rzutów. Nie 
j s s t to wszakże bezwzględnie konieczne, wiemy z doświad1, 

czenia, że przy oglądaniu obrazu możemy zmieniać w dość 
znacznych granicach punkt widzenia, nie dostrzegając 
powstającej z tego powodu niepoprawnoeci obrazu. Przy­
czyna tego j e s t oczywiście psychologicznej natury. 

Pobudki psychologicznej natury sprawiają również i 
że uważamy za poprawno każdy obraz, który j e s t figurą 
podobną do obrazu perspektywicznego i to nawet wtedy, 
gdy z powodu znacznego zmniejszeni©, obrazu /a więc i 
oddalenia/, oko nie mogłoby znajdować się w środku 
rzutów, leżącego wtedy na zbyt małej odległości od pła* 
szczyzny obrazu, aby z tego punktu mogły być wyraźnie 
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wydziane f i g u r y w n i e j wykreślone. Koło oddale n i a BO­
ŻO wiec: być dowolni o małym pod warunkiem, aby zmniej­
s z e n i u normalnego oddalania odpowiadało proporcjonalne 
zianie jeżenie wymiarów f i g u r y , która ma być odsworowana. 

$ 118. Łinja przyzig^nna, horyzont, punkty oddale­
nia;. Jedną z płaszczyzn poziomych zwiemy płaszczyzną 

przyziemną 
j e j ślad 
nazywamy J i -
nją p r z y z i e ­
mną, j e j pro­
stą zbiegu 
A - horyaon-
tern /Rya c23fi/r 
Odległoaó t y c h 
dwuoh p r o s t y c h 
W nazywamy 
wysokością ho­

ry z o n t u , j e s t ona równa wysokości środka rzutów, t . j ; 
oka nad płaszczyzną przyziemną. Wysokość horyzontu o-
bieramy więc zazwyczaj w g r a n i c a c h JSo-ląo e«2. w t a j 
s k a l i - w j a k i e j , wyobrażamy sobie zmniejaab^ą figurę, 
którą odzworować pragniemy, s k a l a t a ni e może być wię­
kszą od'k t e j , która odpowiada zranięjszeniu normalnego 

Rys. 236. 
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promimi* koła oddalenia / 25 cm,,/ Horyzont A prae-
chodzi przez punkt główny ć\ , albowiem płasacayana 
przyziemna "ph. jsat prostopadła do płaszczyzny rysun­
ku;' Punkty przecięcia koła oddalenia z ho­
ry zontsm nazywają się punktami oddalenia, są to punk-
ty miarowe prostych prostopadłych do płaszczyzny rŷ śun 
ku, a więc mających punkty zbiegu w punkcie głównym " 

®1 . Prost®, mające pankty zbiegu w punkcie-
lub D Ł , są proste poziome tworzące kąt 45° z płejsz-
ożyzną rysunku. f 

§^119. Perspektywa.,figury, łdldrej ftauty prostoką-
tne są dane. Hiecfa będą-dane. w s k a l i 1 : 50, rzuty 
.prostokątne obelisku /Kya.237./, mamy wykreślić jego 
perspektywę w założeniu, że płaszczyzna rzutów P 
je s t płaszczyzną pionową, której ślad posiewy:czyli l i 
nja przyziemna, jest prostą JO , przechodzącą przoa 
jeden z wierzchołków S1 podstawy obelisku; - będzie 
to zarazem rzut poziomy n horyzontu 'i , ktdrego 
wysokość niechaj będzie W* /śo*,~, / r s k a l i 1 : 50/. 
Ob i/e ramy na ]0 *fl punkt 0 2 * /~ , kt$ry uważajmy 
ZSL rzut pozicssy punktu głównego Ox , lsżącęgo na 
horyzoncie A- .> Se 'środka O podstawy obelisku 
spuaćisy prostopadłą n a ^ A ,wyznaczmy j e j spodek U„ 

oraz punkty 0^ i 6 Ł , w których przekątne rautu 



poziomego obelisku przecinają prostą p 

Wykreśliwszy linję przyziemną p i horyzont n, 

'/ W -180 tńi. /, obieramy na horyzoncie punkt Ox , od 
którego w jedną którąkolwiek stronę /np, w lewo/ odmie­
rzamy oddalenio d = O x ^ x

 s^fl«^/r 3 k a l i 1 : 50/. 
tierwśzem zjadanie^ n&szom będzie wykreślić w płaazczyi-
nie fth-.f&o ni ej równoległej /§ 110/„ rzut poziomy o-
be l i s k u , W tym celu wyznaczmy na ifa* punkt ^ który 
jest spodkiem prostopadłej spu3ZC£onoj z na. i 
od punktu P odmierzmy na p* odcinki P

 x

0
0

x

 - P 0
0 ( 

rołąbzm^ O o Qx i 0*óx , przecięcie tych prostych 
wyznaczy rzut środkowy O punktu O ; proste O o Ł 

i O'3^ będą środkowemi rzutami przekątnych rzutu po­
ziomego obelisku, punkt zbiegu pierwszej z nich może 
byc wyznaczony / Qx /, punkt zbiegu drugiej j e s t nie-
. dostępny. Na r i u t a c h środkowych pr on tych OSx i 0 5 t 

trzeba teraz wyznaczyć rzuty środkowe wierzchołków 
czterech kwadratów, z których okrada się rzut poziomy 
obelisku, daj łatwiej tego dokonać zapc.rorą punktów mia­
rowych Px i Ux tych prostych /% 109/, znajdziemy j o , 
odmierzając na p* odcinki S*0

X
* * i O

X
 = S

T
O 

i łącząc O-IO' C®! 0' /
 n 

Wyznaczywszy rzuty środkowe wierzchołków 4 kwa-

http://apc.ro
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Rys. 

i 
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dratów, sprawdzimy dokładność wykreślenia, wyznaczając 
na horyzoncie punkt O t , t którym powinny się'prze­
ciąć r z u t y ośmiu równoległych boków t y c h kwadratów, 
.p\»kt Q j , w którym powinny się przeciąć r z u t y pozo­
stałych boków, j o s t niedostępny. Wykreślmy t e r a z per­
spektywę kwadratu leżącego w płaszczyźnie przyziemnej 

ph zapomocą punktów Qx i Q Ł oraz równoległych do 
OP* 

, wychodzących z wierzchołków r z u t u t a k i e g o 
samego kwadratu leżącego w płaszczyźnie p"^ . następ­
ni e w punkcie $i wystawmy prostopadłą do p> , ponieważ 
leży ona w płaszczyźnie rysunku, odmierzamy na n i e j od 
punktu *$i wysokości w s z y s t k i c h wierzchołków o b e l i s k u . 
Łącząc otrzymane w ten sposób punkty % punktem zbiegu 

O-l , otrzymamy na prostopadłych do p, wystawionych 
w wierzchołkach f i g u r y leżącej w płaszczyźnie'p, po­
łowę pozostałych wierzchołków o b e l i s k u , drugą połowę 
wierzchołków otrzymamy zapomocą t y c h samych prostopad­
łych oraz punktu Q'Ł . 

$ 120; Punkty zredukowane. Jak to powiedzieliśmy 
w § 116, preapektywa ryaowanej przez nas f i g u r y n i e 
powinna wykraczać p o i a obręb koła wyraźnego w i d z e n i a , 
którego środkiem j e s t punkt główny 0

±
 , a promień 

j e s t n i e w i e l e większy od połowy oddalenia. Oczywiście 
j e s t pożądanem, aby w s z y s t k i e wykreślenia potrzebne do 
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wykonania t e j perspektywy mogły "być uskutecznione w o-
brębie płaszczyzny r y s u n k u , d l a t e j perspektywy prze­
znaczonym. Otóż -punkty, oddalenia ^ i oraz punkty 
zbiegu, ślady różnych;prostych,leżą.- poza tym obrębem, 
wykażemy przeto wykreślenia, które pozwolą nam obyć 
się bez tych punktów, -,innemi słowy zastą, imy punkty 

oraz niedostępne punkty zbiegu i ślady punk­
tami zredukowąnemi. Przypuśćmy, że mamy wyznaczyć rzut 
środkowy punktu A leżącego w płaszczyźnie -joh, na 
danej odległości, OL od punktu. .Ao l i n j i p r z y z i e m n e j jo* 

W. tyra celu należałoby postąpić tak ;.jak w § poprzednim. 
• „ . , j postąpiliśmy 

dla wyznaczę-



/ fi / z tyra z dwuch punktów Ą. lub 0^ , który leży 
po przeciwnej stronie prostej fit, 0X niż punkt / / ? / ; . 
|>unkt przecięcia prostych A001 i / /? / / ) 1 j e s t rzu­
tem punktu fi . /Rys.238/. Wykreślenie to zawodzi, gdy 
jeden choćby z dwuch punktów Ą% i / A / lub Dx i 
/ fi / j e s t niedostępny; postąpimy wtedy jak następuje: 
Odmierzmy na horyzoncie h- od punktu głównego Ox w 
jedną lub drugą stronę odcinki Ox -j i Ox ^ rów­
ne np. t r z e c i e j części oddalenia Qx £>x ; 0 d punktu 
/?o odmierzmy odcinek A y równy t r z e c i e j części 
odcinka ; j e s t to oczywistera, że 
prosta, y"̂  przecina prostą A w tym samym punk­
c i e fi , w którym ją przecina prosta /fi / &i . Po­
trzebne do wyznaczenia punktu A punkty i ~ -
leżą w obrębie koła wyraźnego widzenia. 

Przypuśćray>teraz, że dany je s t rzut ex' prostej CL 
której, ślad S leży w obrębie koła wyraźnego widzenia, 
a której punKt zbiegu Q leży poza jego obrębem /Rys. 
239/ mamy znaleźć punkt miarowy Tx lub TK t e j prostej 
nie korzystając w tym celu z żadnego punktu leżącego na-
zewnątrz koła wyraźnego widzenia. Gdyby t o ograniczenie 
nie było nam narzuć cne, znaleźlibyśmy punkt Tx na .ho-
ryzohci© w przecięciu z okręgiem koła żakreśio-e«re : s , 
punktu zbiegu Q promieniem 0. 00 t przytęp punkt 
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t . j , kład środka rzutów O leży teraz na kole oddalenia 
Aby uniknąć punktów Q i 0o , które leżą poza obrębem 
koła wyraźnego widzenia, dzielimy Ox S na k i l k a , np. 
na t r z y części równe i z punktu j prowadzimy równo­
ległą, do CL otrzymując na horyzoncie punkt *j- , któ­
rego odległość od 9 l j e s t trzecią częścią odległości 
punktu Q od O ł . Punkt j * łączymy z punktem y , 
którego odległość od Ox j e s t trzecią częścią oddalenia, 

pooseffl promie-
0 Q ' 2JL 

niem T 3 
z punktu ~y 

zakreślamy koło 
przecinające ho­
ryzont w punk-
cie y , 
Punkt ten będzie 
od ^ i trzy ra­
zy bliżej niż 
7̂  • . cc wy­

nika stąd, że 
. są podobne; środ­

kiem podobieństwa tych f i g u r j o s t 0L a stosunek podo­
bieństwa równa się «3 Aby więc. znaleźć punkt Tx od-
r i ą r |.y.# (5av,horyzoncie odcir?fik • / 0 Ł /1 równy co do w i e l -

f i g u r y SQ'OA TX I f , f 



kości i znaku tr z y razy wziętemu odcinkowi Ox x f W 
ten sposób wszystkie punkty w tyra wykreśleniu użyte zna­
lazły się wewnątrz koła wyraźnego widzenia. -

C Z Ę Ś Ć U. K R ZYW E , S T O Ż K I I 

P O W I E R Z C H N I E D R U G I E G O S T O P N I A, 

ROZDZIAŁ XII. SZEREGI I PĘKI RZUTOWE. 

§ 121. Okr -sienie geometrji rzutowej. I s t o t a wszyst­
k i c h metod geometrji wykreślnej, jak to zauważyliśmy już 
w § 1, polega na przekształceniu danej figury przestrzen­
nej na figurę płaską zapomocą kolejnych dwuch czynności: 
rzucania i przecinania. Zanim przystąpimy do dalszego 
rozwinięcia metod geometrji wykreślnej, trzeba bliżej 
poznać te własności f i g u r , które zostają zachowane przez 
rzuty i przecięoia. Do t a k i c h należy przedewszystkiem 
wzajemna przynależność elementów geometrycznych /punk­
tów i prostych, prostych i płaszczyzn/. Jeżeli punkt' 
A leży na prostej b to prosta & rzucająca punkt 
A z dowolnego punktu C leży w płaszczyźnie B 
rzucającej z tego samego środka rzutów prostą & , j e ­
żeli prostą t x leżącą y płaszczyźnie B przetniemy pła­
szczyzną jakąkolwiek, to punkt A , w którym płaszczy-
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