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Kolinescja i biegunowodé ,

_ ,i___;%z, Rerspektywicznodé dwéch nk¥adéw plaskich .
,Rzucaj‘ac figurg £, lesgos w pinszezyfnie S
plaszozyzng Pz punktu O 7 nielezgoego ma %adne]
% tych plaszogyzn , otrzymujemy figurg /~ ; ktéra =
figurs 05 gnajduje sig w vewnym Fwiazkn geometryc" :
nyw,; polegajacym na tem, ze

1/ Kazdem punktowi figury /~ odpowiada jeden

Jedyny punkt ﬁgury - oy na2wz2jam, knidems ponkiowi

figury £ odpowiade jeden jedyny purkt figury /~ .
R/ Kzidej prostej figury /~ odpcviada jedna je-
dyia progta figury /A, i nawsajem , kazdej prostej

figury A, odpewisda jedma jedyna prosta figury /~ ,

8/ Puaktori i prosle] naleigcym do siebie w jedne)
% tyeh figur odpuw&e,daja pankt i prosta drugisj figury,
ktére réwnios do siebie nalats .

&/ Pankty odpcwiednis lese paremi na prostych ;

vroechedzgcych przes jeden punkt /mianowicis przu punkt
0 /i
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B/ Proste odpomiednie vrzecinaja cie w punktach
lezgoych na jednej prostej /miancricie na prostsj pres-
ciecia S plaszesyzn »S i P :

Oczywista, 2e kady punkt i %nida proste plassczy-
zny ) moga byé zaliczone do figury A »a kaidy |
punkt i kszda prosta p.laszczyény\ P moga by{‘,' zaliczone
do figery F. . Tak romszerzone pojecie figur nims-
kich nazywaia sie ukladami praskieni £~ 1 /A .
Zwiazek geometryszry dwéch uk¥addu plesh 1ch," le2gcych
w réinych plaszezyznach, polegajacy na powyzazyck 5-oium
wtasnodciach, nazywa sie ich perspektywiczmedcia ; o
uktadach £ i fi nméwiny, e s w ngrﬂgki yrie .
% rozwetan rczdziatu pomrzedniese wynile, is kesdemu
sgeregowi 1ud pekowi jednego nuk¥adu odpowiada perspek-
tywiczny ; a wiec i rzutowy z nim gzereg ; 1od pek dru-
‘glege uk¥adu ., Prostej niewYadciwe] ?’ uktadn /
odpowiada w uk¥adzie /c; prosta 9, , ktéra wog6le
jost wrasciwa; jest io #led na plaszezyinie P pia-
szozyzny prowadzonej przoz purkt 0] r(‘molegle do
pdaszczyany S ; prostej niswladeiwej 7, ukdadu

/c_-,_ cdpowiada v ukzadzie- = prosta 7 | ktéra
jeat $ladem na plaszezyinie. S pYaszozysny poprowadzo
nej przes punkt O  rémmolegle do plessezywny B,

$ 148 Kelimeooin gredkovs dwuch kiadsv pdeskich.

!
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Jezell 'tkimd plasii " rzucimy z dwéch ré2nych puh-
iéw CL, i C)L na te samg plaszerysny Pt :
-otrsymamy w_3ei piaszczyfnie dwa uklady plaskie fa
i Fu  ktéresaw zwiazku'scharaktorjzowaﬁym przez to
3ame & wYasmodel wymienicnych w artykule poprzednim ,
Zwiazek ten mazyweuy %olxagggjﬁ Srodkowa uk¥ndéw /th
i f /3§82 - 84/, &ggggigg,teg kolineacjl jest
pmkt O , w ktérym prosta O, O, przebija plasg~.
czyzne P .3 przez ten punkt przechodzy wazyst kie
praste Zggzaéé punkty odpowiednis dwéch uk!adéw__/ql i
o R e 2 ; osia tej kolineasii
jest £1lad S plaszuzyzny S uxratu £ na plasz-
czyinie P sna prestej S ' le%a wszystkie punkty
przeciecia prostych odpowiednich dwéch ukiadéw ; o,
4 LAt b, i A,.. . Xazds dwa szeregi odpowisdy
 nie, ktérych pedstawy nie przech_oéza przez - $rodek koli-
nescji O ; sg perspekiywicsme, & wiee i rzutewe ;
$rodkier ich perspektywy jest sunkt O ; -~ Imide
dwa peki odpowrednio, kibrych wierzcholki nie lezg na
oci kelineaciji S , 83 perspektywiczne , a wieo i
rgutewe 7 - cosig ich porspeklywy jest »nreste S
Sradsk kolimeacji O  oraz wsgystkie punkty ost koli-
ha&cji $  edpewiadnja same sobie ; 88 Rolinoacii

oraz wazystkis preste , przochedzzce presz drodek
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kolireacii O /promicnie kolineacii/ edpowizdaia
same ‘=bie , Proastej niewtadoiwej ?1” uk¥adn /cl-
odpoviada mesta g, ; prostej niowladeiwej 73 u-
kXadu /L:_ odpowiada proste 77 ; proste 9. 1 7%
pazyweja cie ogiami wrajemnomi ;sa one réwnolegts do

csi kolinsacji S i maja te wlasnodé, 2e edlogkosl
3adnsi g nich od frodka kolineacii i e dleg&‘.’ 86 drugsiei

od oci kolinoacji sa edcinkanmi réwpol .W_Jgaﬁgi.i prze-
cimpero zwroty /5 85/ .

Jezeli jecsn z dwsch puntitéw Oz 1 O, 2
ktéryoh ravcamy ukiad rF , np. punkt OL jost
kisrunkiem prostopaddym do piaszezyzny dwusiecszmej
kata dwusciemmego miedzy plaszczyzrami 2 i8S |
tormt [z ukkadu £z teme punktu ject kiR
uk¥adu £ na praszozyzrg P dokola £ledu s - -,

Z dwéoh vk¥ad 6w letacveh w kolineanii ;;gdkowej nosna
o jeden ktérykolwriek z nich uwaiaé za k¥ad uk¥ady
',_-_Q;e;go rzutemfjss_t__@_mg;_ y

Ko]..’ineac'ja drodkowa jest wyznaczena przez swij
érodek O , awoja oé S 1 jedna pare punktéw
odpowiadnich A 1 1 /93' , 1ezacych n& proste} prze-
chodzacej przeg érodek 0 ; albo przez jedna nare
prostych odpowlednich @, i «, przecinajacych sig
w punkeie , lezacym ma oui . S . W szozegélnodcl
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kolineacija $rodkewa bedzie wyznaczena przez Srodek O
oS S i jedny z osi wzajemych G, Iwdb 7; [ ¢~
85/ . r
Pary punktéw odpewiednich /7, & /?z, L B
,BL i\ C',_ 1 C 2 s lefacych na tym samym premie-
niu kelineacji /73 /Rys. 290/ tworza dwa szeregi rzu-
towe na wspélnej
podst&r.-ie }7 1
Y. [’71 5, 01'"/7\‘
xR(R B, G )
Srodek kolinea-
cji 0 1™ i
pankt STt T
ktérym promied
kolineacji P
przecina of kell.

. neacji; sa pun-
Rys. G ktami tyoh 3ze-
roé&w .~ W sansj rzeczy, niochaj ke_lineacja sredkowa
bedzie dana przez swéj fredek O c08 § 4
dwe. 'punkty odpowiednis A, i ﬁi_ , lezace na oro-
étej 70 T osrzechodzacaj proez ponkt O . Avy
wyzneczyd punkty By ; P, ... , odrowiadajace
-~ w tej kolinsacjl punktom 51 e PR proste)
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]D = oblermey najplerw p\mld: jaldikolwiek /VL A
nie lezacy ani na osi S v ani na prostej /'0 i
wyznaczrey pupkt odpowiedni /Vz, . W tym celu poXgczmy
punkty A, i A, 71 punkt /# o w ktérym presta

Ay M.z przecina o S =~ poYgozmy % punktem Ay 3
. prosta / /71_ przetnie promier ko‘lineacji oM T
szukanym punkcie M 2 o Aby znaledd punkty 5& i

o il odpowiadajace punktem 5, , C,
poYscamy te ostatnie punkty z punktem /'71 i punkty

B Emi@i, T - w ktérych preute M, B, M,C, -
przecinajg 68 S 7 podaczmy z punktem Mz_.. ; proste

M, B ; M,C.. przetng promied kolineacji o
w szukanych punktach 51 2 C"a . Szeregi =

Ag +Bs, Coeii Ay 7 By v Cp .o 53
wiec perspekiywiczne z tym samym c'zereg;leam /7 B,C...

{

2 wiec sa rzutows ze soba .

. Drustosuex /05 A, Ay, ) jost dla kasde]
kolineacji Srodkowej liczby staXs t.j. niezaleiny ani
od prostej » na ktérej leza obs punkty /91 i ﬁ,c
eni od podozenia samych tych punktéw na prostej o .
W sanej rzecsy, ozmaczywozy litera 7 pankt, w kté-
rym prosta O/, M, praecina oé kolineacji i zwasyw-
8zy, %e dla kazdyoh awéch punktéw oipowiednich A, i

ﬂz' . b, 1 Bz. e istnieje punkt esi /4
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"3 .‘.»., ktdry; Jest é;odkien perspektywy égwdrek
OS A, PR AL 7/‘71 Mo "7 0 5B, B, i
OTMJ /\7.1, Awire NS

RAmy (.O 6‘_/71/71/ =/06‘51 sz =¢/07/‘71 M)
Wortoeséd . toge dwastosunlu nazywa sie cecha
kolineacji éredkowej ,~ jest to wartess stosunku, w
ktérym of wzajemme 7,  dzieli odleg¥osd Srodka O
od osi S /gdyr /OSSR, R™ = %;1 . [/48lho
W ktéfym oS wzzjomna 9. dzieli odljggocéaiosi s  ed
érodka O /gdy2 {05 Q.7 Qy = el PRI/
Tak samo dowiedl ibysmy si%e pary prostych odpewied-
nioh e, § o, , O, i A , 0, i C¢ , wysho=
‘. duo'yc_h'vz tego samege punkéw S osi kolineacji tworgs
- dwa poki rsutews o wspélnys wierzchotiu S:S [Qz Zg,q,-.}w
~ 5(0.,.1)‘%“/ ',przyton dwes tosunek / /b S a, Q; / )
'gd;io P& O8 jest lieshy siady, réwng zreszte ted
Same § licsbie , ktéra fest wartoééie. dimustosanlu
osr.A) . -
Jesell cecha kolineacji érodkowe j J) = ‘] 3 ;_t'o.
. ta Eoiinotoja nazywe sie¢ inwgluoyina . Ne katdym pro-
nieaiu kolineaoji punkty edpomisdnie A, i A, B.
nil - ﬁz 8 Wéwcrzas spragtone imwolucyjnie, tak 3a

s

GEMETRJIA WIRRESTNA Br.36. Arkusz 25-ty,
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kaidemu punktdwi P _odi)ow:lada jeden jedyny punkt, '
niezaleiny od tego, ozy punkt A  zaliczymy do ukZadu
/%, ozy do ukladu E_, .~ Podobniei pe.ry'prostyohh

odpowiednich @, i Q, ¢ Z’; i bz ,mychodzgcyc’!

2 tego samego punkte S osi, sa V@ inwolucji, tak Ze
kasdej proste] /27 odponiada jedna jedyna prosta, n:'w-Y
malesna od tego, ¢o ktérego ukYadu tantg prosta zali-
| czymy. o szozeglnodei, proste] piewadciwej odpowiads

" jedne jedyna 0d wzajeuna 915 7 o ktéra leky po-

Cr gl niedzy #drodkiem a osia kolineacji .- Ea2de dwie

?c,ry unktow odpowiednich tworzg ezworokat zupedny

| [Rys.291/, ktérego jeden
0 | punkt przekainy Jest érod'-"

kiem, u drugi la2y na o8t

kolineacii; kaide dwie

pery prostych odpowiedni

‘tworze czworobok zupeiny:
ktérege jedna przekatng

jest osia , & druga prae’
chodzs przés érodek kol¥
: . neecji .- Dwa ukdady pisf
Rys.291, " gkie w kolineacji imwol¥

cyjnej stanowig wkadcivie jeden jedyny uk¥ad praski, ‘
ktérego zaréwno punkty, jak proste sa parami' sprze'zon"'
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g&. Rolineacis opdlna awich ukdnddéw pdeskish .
Niech beda dwa ukiady praskie n g e speiniajac:
wszystikie 5 warunkéw ¥ 147; & wige perspektywiczne, je-
23l nie leza w jednej plregscayinie, lub w kolireacji
srodkowej, jezeli less w jednsj plaszezyinie .. Wie ty-
kajac jednegs tych ukdadéw, préenieémy drugi w dewolny
sposdby z 5 wamnkdwj ktérym te ukdady czfyni«!y zadoéc%,
ostatnie dwa nie beds wogdls w nowem pooienin tych u-
kladdw_spelniona,‘ podozas gdy picrwsze trzy pozostona
¥ 8Wej mooy , nie ustanis réwnis % rzutowodd odpowi ednich
czwbroka szeregéw i pekéw . 0 uk¥adach tekich méwiny
weiaz feszoze, 2o 82 W kolineacii, ktéra jednak nie be-
dzie jut wogdle srodkowa; ta ostatnia jest przypa.dkiem
szczogdlnym owej kolineacji ogflney ., | |
Do kolineacji ogélne§ dwéch uk¥ad 6w pXaskich moze-
Ry dojsé na inmnej jeszeze drodze . Niech bedg dwa uklg-
dy perspektywiczne /4, i i 7 rEucajac jeden z miok
np, /‘2 %z dowolnego punktu na dowolna plaszczyzne |
otrzymeay uk¥ad /5 kiéry z uk¥aden /A nie be-
dzis juz wogdle w perspekiywie, c_hoé pozosianis z. CLY
W kolineac3i ogélnej. Kolineacja ta zostanie. zroszia..
zachowans po dowolre] ilodoi kolejnyeh rzutéw ‘Imzd,o'go
2z ukladdw Ez_ i /‘;_ -~ Podiobries, wychodzge z dwéch
ukadéw Ay 4 F¢ ., snajdifecyoh si¢ 'wkolineaaji
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érodkowej i prneksztalca%ac $rodkowo-koalicyjnie w dowol-
ny sposfb jedsa 1ub obs ukiady £y 4 fy , otrsymany
nowe ukady, ktére beds ze sobg W kolineacji ar6ined.,

_ Yolinencis ogfina jest wyznaczopn Drzez 4 JSIY .
pumichéy albo 4 pary prostych edpowiednich m tex sastrie-
sepiem, %eby 2adne 3 Z tych punktéw sad;m uk¥adzie nie
Jetaty ne jednsj proste]; wzglednie aby za'lne 3 z tych
prostych w tadnym akladzio nie przeéhodzily przez jeden

;_-L;nkt *
Innemi sXowy, koll

srzox odpowiedniosd dwéch aworckel + 55 ub_dwéoh cavorohes

m_;mm ¥ samej romecmy , niaah bedy np. dwe

czworokaly zupeine A5 CD, 1 A, B, CD, 7letgce W |

jodkad lub w réznych sleszcsyznach /Rys. nya/; feseli za-
‘:,zymy; 2o
punkcton A o

5, . C,

o B

i

Jkyadu odnt

},.

ireacia ogblns “»mt WYENACTONA

viadaja ou®
ity /7,
B NGRS

zDL 11

airdadu, te

Rvs, 290,
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katdemu nunktowi /tfj_ letgcemm w plaszczyinie czworekgta
A, 8,0, D, i zeliczonem do I vnk¥edu odpowiada jeden
jedyny punkt M, ; lesgoy ¥ pramozyinie oworolks-
ta /1,8, C, D, i nalezasy de wkladw II. Potpcmuy punkt
/‘71 z dwane ktéremikolwiek wisrzchodkemi csworoksta
A, B, GOnp.z A, i B, , Punkty te beda wiers-
Cholkami dwéch czwérek /7, /131 asbL /_‘7,_/ i
5, //}1 ¢, 0, Mf/._Wyznacmy w ukdadsie II proste
My i By, odpowiadajace prostym A My B,
W czwérkuch rzutowych
A /Bz ¢, 2, Mz/’? /’12/51 Ce Dz_/‘&/ i
B, (A20:0.m,) x B, [/J?zc;oz/vz/,-_ s
punkt przeciecia /‘71 prostych /flz/‘//z i B, M, bedzie
odpowiadat punktowi A, | ktsry jest przecigeiem pre-
stych odpowiednich A, M i 8, AF o
Retde Aws uk¥ady /A, i Fy i zoajdujgce-sie
W kolineacji ogélnej, molne zawsze przez odpowiednie .
Frzesuniecis jednego z nich aprowadz 13 de kg' lipeacii
Srodkowej . ' |
Zanim rozwigZemy to zagadnienie, zauwadmy, Ze gdy
dwe uk¥ady /5 i F osaw kolinendji €réi¥owei /Rys.
293/ to trejkat A; R, R/ ; Béry tirig dwle jakie-
kolwiek proste @, i &, ;¥ ukindu s osig waajem-
|7y, Jeet podobny do tréfials O @@y  kte-



ry tworzy érodek kolineacji O 2 punktemi wzajemmenl

!
Q.'Lin,'

&
odpowiadajsceni w
ukdadzie 11 pun-

kton niewiasciwym

(~°== !l Do

R

R 1 / x
Rys,293 i OR,R,; .Hiech
bedzie teraz kolineacjs ogdlina dwsch akdaddw 7 g
/C;' . WYTNROoLOuE ND. [rien & zyorohokl supedie
4 5 T -5 e !'
v 1S L ot
abed i abe,d [iys.i0h/,
Vyzueezny ne bekesh a, 1 ,51 ety Wan)erne

/ A : 3 B e I R L
R o R_.L 1 ma bolwch Q, 1 .éz' mankty vizajemne
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edg criomi wasjemnend
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fl i /3 5 budujge na odeinku

f ‘ S . . ’
R, R, tréjrat O, R A'_.' radobay fo tréjatz A, ‘*’!a@z,l
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/co moina grobid dwoma sposobami/ a ma odcinkm Q,_Q,~
tréjkgt Oz Q,,QL podebny do tréjketa 7. R; R! ] co
mozliwe takze dwome sposobami/, otrzymamy punkty @,
i O, 7 Miére przex przenissienie ukladu. /<, doprowe.-
‘dzamy do przystania w "'nnk(**a 0 /By$.395/ ., Obracaj-
ny te;az ukdad /7 doko& punkiv O depéty dopdki
prosta 9s = Qz_ @z nko stanie sie réwnolsgda do pro-

gtej 7, = R, R ; ; ukYady beda natenczes w kelineac)i

grodkovej, ktérej drodkiem jest purkt O , a osig pro-.

¢
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sta S . Toprowadzoma réwnelegte do osi wiza jemnych
7, 1 9, taky aby odlezloéé jej od jednej z tych
préstych byZa odcinkiem rdwnej odlegtogei i przeciwnego
zwrotw, ni% odlegkodé drugiej od érodke O , Poniewns
zeréwro punkt O, jak punkt O, moze byr’; WyZuo.czZony
dwoma sposobawi, wiec zagadmienie ma 4 rozwiazania ,

2150, Korelacia dwich ukIndéw praskick . Kolinea-
c)a ogbélne dwéch ukinddéw pieskich naprowadsza nas na no-
wy zwiazek geometryczny dwéch ukXaddéw plaskich zwany
kerelacja , + polegajacy na mastepujacych wiasmesciach:

1/. Knzdemu pupktowi uk¥adu /-, , odpowiada jadna
Jedyus progta ukkadu /, . ; lm2dej proste] uk¥adu 5
odpowiade jeden jedyny punkt uktadu /Lz i nawzajem ,

2/, Punktowi i prom relezaoym do siebie w jed-
nym ukdadzie , odpowiada presta i punkt drugiegoe unladu .
ktére réwnie2 do siebie nalezs ,

3/ Ea2dej cewérce punktéw jednago ukladu odpowiada
cawdrla pros_tych drugiego, ktéra jest z ria rzutowa i
newzajenm ; \;‘ogéle kazdemu szeregowl punktéw jednegwo
\lkh'ﬁ odpoiads pek prostych drugiege i nawzajem |,

JEorelecja® taks bedzie wyznacrona przez zaXolsnie
Qﬂ.mm iode maj_ﬂnsn 4 punkt 6y ﬁgh,u:bw
n Az Ba » Of i D; o 54 prog Iazgi, drueieso
ELML.._{. ‘Z’}A‘ Ca i i 7 tem jedynem sastrze-
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3eniem; Zeby z tych 4 pu ktéw %adne 3 nie lezely na jed-
nej prestej; ani z tyoh 4 prostyen 2adne 3 nie nrzooho—

dzidy prze= Jeden punkt 1nnemi stowy przez zaZe enie
| - n  AaB.CiD;

mmm o be. o,

Dk¥ed biecunowy . Fiech bedzie trdjkat

/7 L /9 Ay /ktéregc boki oznaczymy literami ; 1 4, = A
= A4 Ay i a, = =A.H, / pnnd jakikol- -

_wnk B nie lezasy »e Zadnym z bokéw i pros ta o aie

przschodzacs przez saden z wisrzchotkéw tego tréjkats

[Bye.296/, Ba mocy
poprzedriege arty-
kudn odpowiednioedé
punktow Az 3 My

/93 i /3 i

prostyeh a, vy a,
cza korelacje Awdch

uk¥sddw plaskich;
lezgacych w tej same]
piaszcsyinis, Forele-
cia ta ma te wiaep
noéé %6 kazdewa
Rys. 296 .  punkbowi fed piasg



@W . :
tamtep punkt albo temta presta rzeliozyny .
szec‘lewsz;ystkiam wraenodé te detyczy punktéw A,
Ao Ay ¢ B iprestyeh @, ;7 a, , a
Jezeli zaliczymy punkty A, . /]L c A i B o
I wk¥aduz to ha mocy saXcrenis odpowiadajg im proste
a,? a, 7 a; i A, Jeteli te punkty 28li- -
ozymy do II ukladn ; uwatajac je za przecigeia prostych
QGiay e ia, ; aia,; fA8L1740.8
to odpewiadad tyr punktom beda w I ukimdzie proste o-
ozgce punkty A, i As + A 1 Ay Gt A
/?z 7 b i ad ;a wiqc te same proste
o e s T O i

Sted wynika; %e tg samg w¥esmoss posiadad bedg pun-.

kty B .54_ i 53 . ® ktérych prosta Y, Trze
oina boki I, [ @, i Qs tréjkats Az A A3
Oraz proste by b, 1 773 7 ktére Yacza punkt

8B z jego wergchotkami A2 7 A 4 ﬂ; »3ko0-
te bowiem punktom ﬂ_z R L As i 5 odpo-.
Wiadajs w obu nkimdach te same prosie @, , a, ; Q.

1 B = toprostyn 7, B=8,5 #,8223 /I,B D
“dpowiadad muszg w obu mhﬂ.&ch te sams pxml&ty a, b8
A, b= 5 y ‘ls b= Uy

]

L
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To samg wlasnosé rozazerzyry teraz na wszystkie pun-
kty, leface na ktérejkolwielr prectych a, , Ay A,
i A 1 wsgystkie proste: przechodzyce przez ktiry-
kelwiek z punkton A, , A, ; A, i B . Penie-
waz bowiem punktom ﬁ‘L T /73 1 13 , odpowiadaja w
obu ukZadsch te same proste &, , & 1 Z) , wiee
Iazdemu punktowl Ml prestej O:JL odpewiadaé bedzie
w obu ukiadach ta sama prosta /'nz' . przechodzgca przez
punkt ﬁl w ten sposgéb, aby
Ay ARy By M) ™ Az (byay B, m, )
Fresscie te sama wlasnoéé pesiadad beda wazystkie
inne punkty i proste plaszczyzny . Polgczmy np. punkt
= » Bie leZacy na zadnej z prostych «_, A,  a
) z punktami ﬁl i /‘71 pros temi /171, i 2 .
poniowaZ na iocy poprzedniege ustepu, prestym tym w obu
uk¥adach edpowiadajg te same punkty 2 4 A ;5 kts-
rych pierwszy leiy ns prostej <, , a drugi na prosfoj
o, , wige punktowi /-'3 sdpowiadad musi w obu ukia -
dach ‘te sama proste A A z/*b |
* Ta. dw& ukxa y korolacyine meind pzveto .nmzad
jeden Jodyny akZad phskl , ¥ kidrym zac0dzi wzajemme
pedporzgdkowanie pmkt&v prostych prestyu punktom .
Ukiad taki razywamy Discupswya ; presta P podpo-
rzgdkewana punktewi A, pazywa aig jege hiagunewa ;



=y I

punkt ) o podporzadkowany proats ]9 nagywt 8i¢
joj biezapem .

Ponicwaz punklowi i proste) maleigoym do siebie
pedporzadkovans sg prosta i punkt rdwpiez ds siebie
nalefgcs, wiee momy tgierdsenia : .

 gesctioput C 188y e mwx___ﬁ..__,
£g d Lospueva. punkia gex "5%'&“9 f*'v"”-zi;..l’:ﬂ'.;ﬁ&&.mf

CZofaly Progin- 4 nrzoxmhzx proes Eim 4n prsbtgj__

"{’ S i bigrun. ﬂ‘ws 33 € 10'”‘;;{_

-lu-h-\l

& S ﬂ*nuk@ ¢ ble e"‘moﬂ}“wmwa_
nrestych /v i 7L iest orosta Yaczace igh biesuny

—a
n
55

N i nawzadon Llef'!.newn% astei. Igczacej punxly
M i /V‘_ jest punkl proesiscis ich biasupowych /7T

.-u—-a-‘l-m-&

8 182, Punkiy i proste sprzelone . Inwoluc ja biegu-~
nowa_, Treste b i ¢ |, majgce tg w?:asnoéé 28 bisgun
jadnej z nich leiy na drugisj fg. 7to¢y Pispun druglej le
sy na pi ermozaj/, nasyws] . 7
zonerd ; punkiy 5 3 G ; z kt3rych jedsn ledy
ra biegunowej drugiese /a wtedy druzl loZy na bw'funo-
we3 pisrwszege/, nesymaja sie punkbemi biepunowe sprae-

Niechej btedzias szersg punkiiv /‘\/ S L YA M,m
na nedstamie 70 /Rys;,ff’.i}‘?/ ; bierunowe tych punktdw




/_4_1 f /1 T 7., przachedzic;i beds wszystilie
rrzez bisgun nrostej
/2 esnaczmy 1i-
terami /11 o L{L 3
My e . punkty; w
ktérych proste /(I ;‘r
AR
pr'»eéinajg prests
Poni ewa

//'(zzm .
a-f}’)//«/mz /{—-

[ Az Ly My,
Rys,297, ﬁgo Z/( L %f

~p (% Lo My o)

. Iatwo okazaé, e kaile dwa punkty edpewiednie tych
szorogdw rzutowych na wspélnoj pedstawie odpeviadajy so-
bie podwdjnie, Zaliczmy np, punkt /( do I szeregu ;
punkt edpowiedni zmjdziomy ¥ przocieoiu prestej ©
_biognnowe punktu /\/ n ale ma mocy 1 twierdzenia po-
_'przédmoge artykutu biop‘unowa punktu /\/ przechedzi |
przez biegun prostel A o teo jeat prees punkt /(, $
W ten sposdb punkty A, 1 A, odpowiadajg sobie
podwdjuis . ekad juz wynike . fe kpide dwa pnnkty od~-
powednie L, & Lo | M1 M. edpo-
viadsjg sebie pedwéjnie; tak ze dwa sgersgi rsutowe




PRGM AL s p (LML N
stanowia inwolucje punktéw /§T42 / . Eamy wige
twierdzenio : |
N ukkadzie biecurewyr ra ks2dei proste; puokcty
bisgunowo sprz sone stenowig jnwelucie i w 72 Jennie ;
dekoXe kaddegoe punkin prosts sprzelZopme biesunowo sta-

powis i ;c_xyg;ucm W ten spcaeéb ' ax4ad biegunowy wy-
znacza ni katdej prostej i dokola kaidego punktu pew-

ng imwolacje ; zwanz inwolusis biesunowa ; tak e pun-.

kty ",‘!.1,;‘:3 orogte sprzezone biesunowe Sa zsrazem sprzelo-
L '**Lx.li,b_..&m_l |
$:353. Trdikaty hiscunows . Psn.i cal proste Q,

a, i Ois ‘sg blegunowemi punkiéw s A

A 3. . v wiee knzde dwie z tych prostych i ketde
dva z_tych punkidw =3 ze seba bieguﬁmvo sprzeone ,
Tréjkgt Ai AL Ay za e oseblivasé 7 '%e kazdy jegoe
wierzchoXek jest bisgunem przecislegtege mu boku 3 =ma-
réwne jezo wierzchotki ,; jak i jego beki sa sprzesoe-
ne o Tréjkat taki nagywamy tréjkgtem blegunewynm .
Trijkatéw Dbiegunowych jest nieskodcuzenie ‘wiele ,
Dle. otrzymania ktéregokolwiek z nich paetgpujemy =
jak nast epuje : Obieramy dowolnie punki M : zZnaj-
dujeny jogo hissuncwa M 3574 préstej /m. gobiera-
my dowelnie punkt /V i zz@ajduj ary jogo biegunowa



L 7 ktére ma mocy twisrdzenis % /57 przejdzie.
praez punkt M v Treszeie Yacaymy punkty M
N prosta P ; bedzie to na zassdzie § 75/ bie
gunowa punkiy A s W ktrym si¢ przecinaja preste
Mol e Tréiigt MNP bedsie tréjkatem bie-
gunowym . Cczywidcie ten sam uklad biegunowy , ktéry
okreslilidémy zapomocy tréjkata bisgunewsgo /flﬂ /93,
nunktuﬁ 1 jsge biegunowej b ; meina n}’:r'esl_u.
zapcrecy katdege innege trijksta bisgunowszo MNP
jakliegokelwisk punktu Q i jsge biegunowej i AREF
.10 DEIADY BIEGENONE TN
_,:__‘ﬂfj_ . HWiech bedzis uk¥ad tismmowy - Wyznaczony
gt ch:g.t Eisgunowy Az /?z/ 77y eraz Liegun'ma,b
punktu dowelnsce , Przyice punkt A nie

lszy na fadnym z bokdéw , a presta O nje przechodzi
 przez Zaden z wlerzohol’kdv, tréjipta /? /?L/?J . Tréj-
kgt ten dzieli plaszozyzns ma 4 obsgary, z ktérych
jedan tylke bywa skorc czony i mzm sie wtedy polm
tréjkata , a trzy s; nieskerczems , /Rys.298 1 ?‘59‘
Penievas punkt B nie mete lefed ma tadnym z bokéw :
trogk;;.i;a , wige muei sn nalesed ¥ylke deo jednage % £ =;.-"'
obsgaréw plazzezyzny ., mneriowas prade o nis mode
przechodulé prass Zeden wierzchedek wige musi one

prasnikaé do trzech obszardw = dla cxwartego pezasta-
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B i pro~
sta] b ro-
26 byé tylko -
dwojakie: al- -

"o prosts &

rie przenika
do obszery;

v ktdrye lesr

punkt B

t.j. nie prze-

cina obwodu

tezo obszaru

/Rya,298, -
21lbo prosta

b ez e~

nike do oh- .

~szaru [ .o W

ryc zuajlaje
sie punktgég
t.j. przecin

© obwéd tego

Arlkusz 25-ty,
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ebeseru /Rys.299/. Pierwszy przypadek szachodzi mp.

' whedy 7 gdy punkt B znajduje cie w obszarze IV &
$,j. wemgtrs tréjkata bisgunowsge 7' & rrosta b

aie przemiim do ebszaru IV, t.j. nie przecine ebwodu
toge tréjh;ta /‘?ys 298/ ., Inwolucja biegumovs jest
wtedy s wezystkich trzech bokach tréjipta /72/% /%
eliptycsna - gdy% na katd-m boku dwe punkty sprzg2o
as wrssgradzajs wierzchedki ma nim leZgce . Jeiell
Wyzneosyny blegunewy 2 dowslnege punktu 2 5 to
- lig pokate ; %o ta biegunows nie przenika do ob-

'i.

szaru 7 w ktérym sie gmajduje punkt 2 . W sanej
rxecsy T zauwaimyte rzut ktéresgekolwiek wisrzchodkn
tréjkgta biegunowege =z punktu ~  us bok przeciwle-

gty erex punkt 7 w ktérym bisgmoewa L ten bok
prsecins 'sg sprzeions /'gdyz presta ﬂl P jest bie-

gunowy pu.nktu a, p [7 ~ & wiec w demym razie s3 te
punkty nl_hzdym z bokéw przez wierzchoXki praegro-

dzone 7 poniewaz zaé rzuly wiorzchotkéw letg ze-

wese ma obwedsie obszarn [ W ktérym leiy Srodek
rautdw /2 7wieo prosta ©  tege  obwodu nie
preetaie t.j. nis praenilmie do oberaru ; zewie~-
rajgoege punkt P . Motemy wiec tvfierd'zié sta- -
“"‘F_‘ Lo W taki.l ukzadzie bmgnnowyn pj‘g___j_,__

z “».

e N 1n coalowe
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Ukdad biegunowy tald neZywamy iednostai.--
nym albewiem inwolucja biegunewa jost wledy na
Imide] prostej i dekéh ke2dego punkty Jednego ro-
_dsaju 7 nismewicie eliptycms
Drugi oreypadek bedzie miaX mniejace wto-

- dy np, , gﬁypnnkt B emefdzie sig w obszarze

IV', teje wewngtrs tréjkgta biogtmowego , @ prosta
‘hie omienie tego obsgaru 7 tej. przetnie ob-
wéd tréjksta , przytem dwe Jege boki zostany przes

‘udg prrecigte wewnstrznie » & trzeci zoewnetrznie
/Rys, 299/ e oczywistem T e imwelucie biegu-

 _nows m tych dwdch bokack ; kthre g przecie-
te wewnetrznie przez p.t'ost@ /6 s bedzie hy-

_pecboliewta , Wa piervazyeh dwdoh bokmch istnise..

i mtem po dm rzeosjiste pazkiy 'podwdjﬁ‘o A

8.1, spra sene same e 800§ ,' & wigo lelacs .

. B8 winsaych biegunowych | Hatemiast »a trsecim bo-
kn tréjlmta biegunowego nie istniejg punkiy rze-
czywiste 3 lezgce nn ‘wlasnyoh blegunowych , Ukind
biegunewy tak okreslony Bagywsmy picjedmostsipym -
&lbewien immolucja praezer WySnacxena na réinych
Prestych i dokola réinyoh punktsw nie jest je-
dnego rodzaju , ‘ |
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X § 155. EIE_GE E I B.;,..\AUW QUtA QB_QQQ % ., Jest

ot zymstem %6 bieguncwe purktdw iakielkoliek inwo~

lucji ma provte] sa nrosfemi pewnej inwo-
ej bieguma P , Jezeli w szczegdl-

rodei inwolucja na prostsj jest biegunews , to

Yisgunowe purktdw qmzazonycm tej iz olucji sta-

2

newia  inwolucje blejurows dokok: hiepuws pro-

stej . |
Iowolucia bisguuows  LE dowoline ;_wr gt el..
shat perspsitywiczna z _ingolucis  hiemuncws de«-‘_

kora  tel prestzi o jezell bewien puckty /{ 2

widw sprzgronych luweluc ]l bispimowsj na Trusta]
73 - to ieh hmgamowa L A‘L Zl 1
Z,_ . stancwigce pary prestych aprzeionysh Ll
: : ok e L D A el
sulucji bilegunows] dokods  nualiu , DriogLoe

dzy odpowiednio prass  pary i by spireg sonyeh

K 2 i /L\/z‘ o g 1 kg e Lrmolngt
blef\moweJ na proste] T

3 ' ¥ 7 i /I,7 t
Prosta urojonma = / /% ¢ AZ L AL
y /'/ 4 7 /] '
wa sig blagupows. prnkbu urojonegs 7:7//1 LKA L_,/ _
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/6//(2;‘(”[_” nezywa sip wtody biegunem  prost ej
urojonej /D//é 7 ,/( ”ZV . Nietylko wige rzecry-
wistym , ale i wurojonym punktom i prostym noi-
re w dapym ukladzie biegunowym podporzq.dkov;aé
proste i . punkty t.j. biegunowe 1 bieguny . -

W poGobny sposdb moine okreélicé punkty i prosts
- bieguncwo sprzezome , 2e 1/ na lnaf?,de.j prostej
‘rzeczwistej ukdadu bieguncweme 1leza d,wa' punkty
Sprzgtone same zs sobg = tig, leZgce »pa wiasnych
biegunowych ; mosa one byé rzeczyvicte 1 odreb-
ne ; rzeczywiste i ‘zjednoczene ; lub urojon; SprzgZo-
ne ; 2/ z ka#dego punktu rzeczywistego wychodzg
dmie proste sprzesone same ze soba | t.§. ‘prze-
chodzace przez wiasne biegwm 4 nmoga one by& rze-
_czywiste i odrebme 7 rzeczywiste i zjednoczoixe .
lub urojone sprzeione .-

ROZDZILAZ IXIT,

B e A DO B Gu

$ 156, Cireélenio stoskowych . Ogék punktdw
.1 prostyeh , rzeosywistyeh 1 urejonyoh 3 kbdre
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w danym uk¥adzis biegunowym sg sprzeZone same
ze ‘soba [ nezywemy _8 tgzi.fgw‘a 5 '

~ Punkty semosprzglone mazywamy pupkiemi
gtotkowel tego uk¥adu ; przechodzgce przez nis
wtasne ich biegtmovée “hEywany g'tzozg%i do stol~
kowed w tych punktach ., Punkty stoskowej sa
to wige punkty podwéjme imwolucji ; ktorg demy
uklad bisgunowy wyzmacza na jakiejkolwiek pro-
stej rzeczywistej ; styczme do stozkowe] sa to
proste podwsine inwolueji ; ktéra ten uk¥ad
wyznacza doko¥s Jakiegokolwisk punktu razeczywiste
ge « Na keide! proste] rzeczywistej lezs dwa
punkty” stozkowej : rzecsywiste | urojone sprég
zone lub zjednoczone ; % .kazdog:o punktu rzeczy-
wistego wychodzg dwie stymne rzeczywisto Iy

urojons Sprzefone 1ub zjednoczona o Innemi sto-

wy ; kazda  oroste Y orzecin tozk wéch
pupctach / rzeczymstych odrébnych rzeczywmtych
zjelnoczonych lub urojonyeh sprzgonych / 3
kazdego ggﬁrtu mo?na do stwmﬁ_
dmie etverme / rzsczywiste odrgbne 7 rzeccywiste
rjeinoczone lub urcjons sprzezore / . Wyrazamy
to krétho , mdwige ; e gtgzkggg 83 b:znm;
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Lot

$ 157 . Btozkowe ureijene i rzeczywiste .
W ukladzie biegunowym jedmostajnym wezystkie punm-
kty stozkowej 1 wszystkie stycone do stotkows)
se urojone 7 gdys imwolucja biegunoﬁa na kn2de)
prostej rzoczywistej i doko¥a Im2dego punktu rze-

ozywictoge jest eliptycane , Stozkowa takisge
uk¥ade jest wiec urojoma ; méwiny ; ie ks
proste rzeczywiste ™ przecina " js w dwdoch pun-
ktach urojonych sprzezonych i Zs 2z Xmidege
punktu rzeczywistego ™ wychodzz ™ do niej dwie
styczne wurojone sprzelone , . Y . |
¥ uiikaizie biegunowym niejednestajnym . ist-
nieja punkty i stycme stoikowe] zaréwno rze-
_czywiste 7 jak urojone ; dowiedsiemy ; #e pun-
ktéw 1 stycznyoh reeczywistych jest niosh;icée .
nje wiele , Niochaj bedzie w denym ukYadsie
bieguhowym punkt So , ktéry lezy na wias-.
nej swej biegunowej So ./B_ys.' 300[ ; mode te
byd np. punkt podwdjny hyperboliczmej imwolusii
biegunowe] =na jednym 'z bokéw tréjkate bisguno: -
wego , Veimy ns prostej So _daw—a;'m“ pank?
/71 3 jego bisgunows a, przochodzid_ musi
prses punk’c S, ; wooare] rzeoczy wiemy , 28
iezell bieswmews _,n.\--a‘i'{hl Sa [t.i. pros'i‘.a o il
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- przechodsi przes punkt 5, , to nawsajem Bisid
| | '_ . gunowa punktu
\ a5 gl

prosts <&, |
przechodzi |
przez punkt
S, IS
151/ . Pun-
kty A 1 i

zalen Sprag-
zone gdyz
‘bisgunows -

jednego/ A, /
przechodzi
przez dru-
gi/ S /.
v '{;en.sposéb

Rys300

L m"clucja biesunove na proste j So . Jest pa- :
raboliczm i wzystkie ‘bowiem punkty preste]

Jo 83 uoruilone s jodhyn jodyryr punktem
" \S, : ktéry jeat ,_)ur.lrtam poiwé juym- tej ime

uolqui zre zta jedynyn. b
"mozej 51g rzo“"’y m.wj; z prosty . Q.
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Hie przachodsdi ons przez whS‘r‘.jf biegun _;'u_;-‘ ,
wolucja biegunowa nie Jost vigo pa niej para-
boliczna . Poniewal 526 ta inwolucja ma jeden
punkt podwéjiy S. 7 musi oma byé hyper-

. boliczna i mied zatem jeszcze d{rugi punkt Do~
dwdjuy ‘31 o Punkt ten jest spragiony san
ze soba ; t.j, leiy va wlasnej biegunowej s

- Etére zreszty musi przejé& przsz - Aq gy
je'j biegun 51 o leZy pa biegunowej punitu

AL v Yy na prostej X o Jezsli wa

prostej S. obiersay imy punkt A o kts-
rego biegunowa Q. przechodzi zatem znowu
nezes O . to e prostej o, znajdzieny 7
© jak poprzednic ; drugi punkt pedwéjny Sg__ <
ktéry Jest sprzgzony sz semym scbg ; t.j. lezy

ot 3 whsnej swej biegunowej S, , przechodza-
cej przesz ﬁL « ¥ ten sposé’b' w dénym nie-
jednostajoym uk¥adzie biegunewym kezdemu punkto-

Coow I ‘proste] Se sprzezons] samej ze Soba

pedpor zadkowmy 'byc, L0%6. mnkt Sn "SPrE @"ouy
sam 76 sobg., t.j. le:acy ra wiusmej Disgunowe] .
3 RSN v Lolufeuie punktu Sn i prostaj . Sa oz~ |
' loty uatea w&acznio od po”azenm punkiu An 2
| proqtej So , | ;
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] Jezeli soble tady pemyslimy 7 Ze pewion
punkt zmierny /A  poprzes punkty A, 7 e
/73 e _/9;/ porusse sie¢ w spesdb ciz-

gty po prostej So ; "episujgs™ tg prosta; te pumkt |

mierny O 'poruszac;‘.' sie bedzie poprzez punkty Sy
Sy 7 S; v Sy ~... réumies w sposéb cigglyy
Wopisuiac" steilkows rzeczywista . Jedneczednie zas

' proste zmionna S , poruszajyc si¢ w spesdb clagly

porzez preste S, , S, & S; 4 8y - "powl'éggxﬁ"

bedzie tg samg steozkowy . Stotkowa rzeczywista jest

.WLE&RE_ epi%uiacego ja punkiu i za-

razem "gbwiednia" powléczgce] ja prostej . Gdy punkt

mmienny /4 7 opisujes prosty So ; przeszedlszy
przez joj punkt niewiséciwy,pewrdci s przeciwnej sire
ny do plmktn,'ﬁo , to i punkt zmiemny S  opisujac
stotkows powrdei do punktu So . Steskowa rzecsywista

jest praste krzywa zamlioiets .

&MW 1§15 okresli-
1iéry ukYad blogu.nowy ZaPOLOC] trdth.ta biegunowego

ﬁ Ao Ay ‘biegunowe. A suktu jakiegekolwiek B
z tem zastrzsieniemy Ze punkt B nie leiy m zadnym
z bokéw 7 & prosts D nie przechedzi praes Zadon

- % wiergchotkéw tréjksta A1 Ay A3, Gdrzadnmy terasz

'te zastrzelenia .
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g Przy_puédmy paipierw, Zs biogunowa /Z) punktu jakie-
gokolwiek B przechodzi przez Jaden wierzcho¥kéw tréj-
kata biegunowogo;np rzez Sy /ltva.3pl/.Jest oczywistem;
te inwolucja biegunows
nr beokach A i Oy be-
dzis parsbeliczma,na
trzecim zas beku
=1bo hy'pe rboliczme al-
bo eliptyczna W kazdym
przypadku biesunewa do-
wolnege punktu M mose
byé wyznzczena i przej- .
dzie przcz punkt /91 .

oo

Tys. 0L, natomiast biegun dowol~

nej' prostej M jest ﬁi_a oznaézony;,moée to 'by-.‘-. mianewicis
dewelny punkt loZacy na biegunowej punktu &,/ ,-Jete-
1i inwolucje bieguncwa na prostej a, 7 a wige 1 dokela
punktu A Jest hyperbelicznajto wszystkie punkty leZace
na, prostyéh podwéjnych tej inwolucji sg semosprzesone;te
dwie proste L 1 J i wazystkie punkty ns mich lezace
stanowig zatem stotkowa rzeczywista /Rys.30%/,Jezeli in-
WOlucja bieguncwe na prostej Q,;1 doko¥s punktin /41 jest

eliptyczpa;to i wtedy urojone punktyrlezsce ma urojonych
prostych podwéinych tej imwolucji sz samosprzeione; te
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dwie urejome nrasfe. aamosprzéﬁone oraz wszystkie na nich
Jezaca purkty stanowia zatem W“ktére; jad—
nyn punktem rzeczywistym jest /9 TR
Dwie pioste rzeczywiste i dwio proste urojons “:pI‘ZQZO"
ne sg krzywn drusiegs rzedu /te keida presta rzeczywista
przecine jg w dwéch punktach/ i Klesy zerowed /bo z dowols
nazo pm.ktu nie rno%na do niej wynrowadzié Zadrej ,Jtyvzncj/
Przypuéé_ny nastepnie,ize blegun, 5 jakiejkelwiel de-
nej preste] y. lezy na jednym z bekéw tréjkata biegunowe-
goymp.ne Ay /Pys 302/;jost oczywistem;ze imwolucja biegu-
" nows na bokach Qg i
Q3 bedzie porabolicz
pama trzecim zaé bo=-
kn a, albe hyperboa-a‘
licznajelbo eliptycz-
na, W kazdyn przypad-

- ku biegun dowolns]
prostej /7L meie byé

| wyznaczony i leizy za-
Tvs, 302,  wsze ma Ay ; natomist
biegurowa dewolnegoe puniitu M jest nieozﬁaczona; no%e Lo
byé r.ianowicie dowelna - :.uia przechodzaca przez bicgun
"proste} /9 /‘7 Jefeli inwelucjz biey sunowa na prociej @y
jest hyperboliczne,to wazystkie pr-.\,_’w;przechodzaoe prooX
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§UEht; podwdine tey lrwelusjl 23 rapasprzeione, te dwe pun-
ELY / 1/ orez wez zy8 Ll pfostﬁ prz.ez nic przcchodz@c6
- stanowmig zatem ghoflows rzc;gxﬂigia /Rys 302/ Jezeli inwo-
ucie biezunews na prosts] @, jest eliptyczns,to 1 wtedy

(Y]

Sone prcsteupvze;tnizava pruzez urojome purikty podwdn-
tei inwolucii sz sawssprzgions te dwa urojone rurkiy
svrzesoue i wszystk.s przez nie przechodzgce proste ctano-

wig zatem g_gggg. vroiopa, ktére] Joayng styczna rzeczii-

Dwe. punkby cueczywisie i dwa punkty urojone sprzglone
[ko z;knidago punktu YEeCBYWis Le e
ayshodza do niej dwie styczme/ i rzedu zereweso /oo dowol-

ne preste jej nie przecina/ .

8, Prosfe,na

)

mwolucje eliptycsng, na-

rtérei whked bilegunowy wyxnaocne
zywe sie zeumetrope wrgledun stodkewe] lego ukdadu . Pro-
sta zeymetcans Tprzacise” zalaw stofkowg W dwdch punktach

Swiie W vunAtacL podwé jnych in-
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uELe], WJLDACZOLE] yxwea uktad tiepunowy na

§ prostej. Wzglgdem.sto:xowyah arogonych wﬁnystﬁle Fro-

Progta, ne ktérej imwulucja bisgunowa jest byperbo-
iczna, puzywe sic glecunma tosicowej tepo ukdadu .

Karxla sieczns ‘rrzecina’ alofhowy w dwich punktach



| rzeczywistych, mianowicie w punkﬁach podwéjnych inweolucii
bieguncwej .

Prosta, na ktérej inwolucja biegunowa jest parabo-
liczng, jest atyczpa do stoikowej /$ 156/, Na stycznej leiy
jeden jedyny punkt samosprzsiony;ktéry jest jeJ blegunem
i nazywe sic punktem zetlmiecis tej styozne] ze steskews,
Wezystkle inne prosté preechedzace prmez punkt zetkmie-
cia, sa sieczne, he gdyby przezoﬁ przechedzite prosts
"ewnetrzna te nie mdgdby na niej lezeé punkt rzeczywi-
sty stozkewej . :

Jezeli inwolucje parabeliczng uwazaé bedziemy za
przypadek "granicany™ inmwolucji hyperbolicznej,; te meiemy.
powiedzied, Ze styczne ma ze stoikowa dwa punkty wspélne,
ktére zostaly "zjednoczone™ w punkcie zetkmigeia , Stycz-

~ ng do stotkowsj w danyn jej punkeie O, /Rys.300/ motemy
p;xéto-uwazaélza granice sieczne] przez ten punkt przecho-
dzaceir ody drugl jej punkt'prZecigcia ze stoikews nie-
agraniczenie zblisa siq do punita 85

iﬁ;!ﬁb" tv rame = punkty Zewnetrzne
k&z lg2ace 18 ggozkowej - Punkt; dokeZa ktdrego uklad
piggungwy wyznacza inwolucje eliptyczn&, nagywa sle wWeW- .
netrznyr wegledem stozkowej tegs ukdadu, % punktu wewngtrz
nege wychedza de stozkowej dwls styczne urojone sprzetona;

mianmowicie preste podwéjne inwolucji eliptycmed; wyzme-



ezomoj przez ukdad biesuncwy dokoda tegp punktu ., Wzgle-
dem steskowych nurcjonych wszystkie punkty oe wewnetrzne,

Purkt; dokela ktérego imwolucla biegunowa jest hyper-
boliczna, razywa si; zewnetrzpya wzgledem stozkowej tego
uklada, 2 punktu gewnetrznege wozna do stozkowe] WYY OWR-
dzié dwie styczme rzeczywiste; ca to proste pedwsine imwe-
luoji hyperbeliczme};wyznaczone] dokodn tego punktu prsez
uk¥ed biegumewy.

0 punkciejiokoda ktérego imwolucja biegunowe jest pa-
reboliczee, miwimy; ze leiy pa stolkowej . Przez taki
punkt 'przechodzi jedne jedyna prosta saneSpragionmt; ktéra
jest jego VLiegumews 1 mw si¢ gtyczna do storkewei ¥
tye punkeie . Wazystkie jzme punkty leigce na styoznej sg
zovnetrzne, bo gdyby leza¥ za nlsj punkt wewng¢trzmy; te
sie moglaby przezed przoehodxié 2adna styczna roeczywista,

- Jezeld mwolucjg parabohenq. uwa taé bedzieny za
przypadek "gramczna mwolucji hyperbclicznej,; te moleny
po'viedzwé te % mmktu le2geego m stozkows] wychodzg do
niej styczne "zjemoczone_ . Punkt zetkniecia stozkowej z
deng prosty So /Rys.300/ mosemy przete uwataé zs granice
punktu zewngtranogeT ne te) proste] leiacegey gdy druge
styorna; z tego punkbu do stetkowej Wychodzgoa, niecogra-
riczenie zbliZa 8ig do styozns] So. o

Jeseli z punkbu zewne’rrznogn M wypr owadzimy
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, to prosta /7T
ktére yczy ponkty zel igcla S i S /Bye, QCS/'

do stozkews] (e styciné® & i S o
jest Diegumoen.y pur™iy M i zemej rzeczy,” Liegunowe
| punltn przecig-

M dwéch

prectges S

juEIL uj.. ; _‘Ltneh
contoj Mniage
s8] ik Senity
zellalesia )
Hye, 003 2 S| gy

blepun prostag m,‘ jeet crlsct s len hiegucowych dwdch

pmkidw tej proste] . Punkiy rcdwiine inmwolucii biegunow
We} na prostej 7 sa przete 'wakiami zstknigcia stozko-
we; ze styomcmi wysrowadzoraci do niej z vieguma proste;
me ,~ 1 nawzajan,prests podwéine imwolucid biegunowej
dokcda pux_:ktu M s sty«:-z,nemi do stozkowej w ~unlktach

& jej pr.ez pisgumowry nunktn M. |
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~ Jeseli stozkowa jest rlecayﬁista.,to biegunowa
punkiu zewnctrznege jest siecazng,a biegunowa punkiu
wewnetrznego jest prostg zewnetrszmg,ce wynika stad,

ve inwolucje biegunowa na prestej»»” jest w perspekty-
wie z inwolucjg biegunowg dokela bieguna pfostejm
(§ 155).Peniewas uklad biegunowy jest wtedy mniejedno
stajny, wigc w kasdym tréjkgcie biegunowym na dwéch
bokach inwolucja biegunowa jest hyperboliczma,a na

trzecim eliptyczna,t.j. dwa boki sg siecznemi,a treze

ci prosta zewngtirzmg,skgd wynika, fe® w kazdym tr6'i-.
kqcie biegunowym stoskowej rzeczywistej dwa wierz- |
cholki sa sewmegtrzme, a trzeci jest wewngtrznym
punktem .tej stozkowej .

Kagds prosta, przechodszsca przez punkt wewngirz-

ny stozkg“j gpeczywistej jest sieczng.W samej rze-
czy, utwérzmy $réjkat biegunowy, ktdrego bokami n:.e-

chaj bedg: prostt}: ,przechodzgca przez dany punkt
wewne trzny M ,biegunowa 1 tego punktu i biegunowa
N punkiu przecigcia N prostych/a i771. Poniewag
biegunowa ?72. punktu wewnqtrznego M jest prostg ze-
wnetrzng,wiec oba pozostale bokz]o i77?7muszg byl
siecznemi.

W podobsy sposéb mozna okazad,ze kazdy gunkt,_]_._e_-_:

o~

&QEOMETRJA WYXRESLNA.N.86. , Arkusg 27-umy,
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zecy na _proste] zewnetrznej wzgledem stozkowej rzeczy-

wistej jest zewngtrany.

Natomiast proste wychodzac 2z punktu zewnstrznego

moze, byé sieczne,styczne lub gewnetrzne: punkty lezg-

ce ns siecznej mogsa byéﬂwewngjrzne,zewnqtrzne,1ub le-

Zeé na stozkowej.
Wszystkie prosts, przechodzgee prze? punkt stozko-
wej,sa siecznemi 2 wyjatkiem stycane] (§ 156) ;wsayst-
kie punkty stycznej, o wyjatkien punktu zetknigcia, sg
zewngtrzne, bo ich biegunowe S§ siecznemi.
_§ 161, Metocds biegunowych waajemnweh. 7asads AW

e . vt ey oom

istofci w geometrji paskiej polega, jak wiadomo (§32Q

na tem,ze jezeli prowdziws e3¢t pewne rzutowe twier- |
dzenie geometrji plaskie],to misi byé prawdziwe pew-

ne inne twierdzenie olrzymsne pracz romizng w tamienm

jem pojecia "prosta’ pojrciem “yunkt™ . Ukiad biegumo?

[« X)

woistodel,

7!
~

wy nlaskl pozwela praeczywistnié aesadg
L B wy&resllc figure,ktdra jest wzajemna wzglidem

danej figury pisskie], a to praes zamiane kazdego

punktu na jego biegunowy i kezdej  rosve] 0@ jej biec

gun,przez co Xaidy pankt i prosia do wiebie nalezsc®
gogtang zaeigpiond praos Liggunews 1 hilzgun réwnied
do siebie palozgee. Dwie figuit ¥ $o0 v oesdh sebie

wzajennie podpor. ifkomane DaDILT Bid g rc:c'mmaﬂﬂwi
1 . o L v e ool B M Mo DS



nemi. Istniejg. przytem figury,né, tréjkaty biegunowe,
ktére ?rzystajq do wlasnych.swych figur biegunowyeh.
Do takich nalezy przedewszystkiem stozkowa daﬁego ukia-
du biegunowego. Jezeli przete odnajdziemy jaquolwdék
rzutowg wiasno§é stoszkowej, to stosujge biegunowodé,
ktéra postuzyle do okreflenia tej stozkowej, otrzjma~
ny pewns inng wiasno$é rzutowg tej samej stozkowej.
(W ten sposéb zostalo nap.odkryte twierdsenie Brian-
chona). Metoda biégunowych wzajemnych niema beapofred-
diego zastosowanié,do miarowych wiasnofci figur (réw-
no8é odeinkdw, kgtéw i pél, proétopadloﬁ& i réwnoleg-
1066 prostych i wogéle te wiasnofei, ktére zaleig od
¢lementSw niewtadciwyech i od inwolueji prostokatnej).
'_§_162. Trzy rodzaje stozkowyeh.~ Stoszkowa nasywa

8i¢ hyperbols, elipsg lub parabolg, zalesnie od tego,
¢zy inwolucja biegunowa na prostej niewlaSciwej jest

hyperboliczna,eliptyczna lub paraboliczna, t.j. zales-
nie od tggd, czy frosta nigwlaéciwa jest sieczng,prostsg
Zewnetrzng lud styczng. Wséystkie stozkowe urojone (a
Wige i dwie pros%e urojone sprz¢zone) sg elipsami;

dwie proste rzeézywiste nale sy zaliczié do roézajn-

" hyperbola ", jezeli te proste przecinajg sig w punk-
Cie wiadciwym; do rodzaju " parabola ", jezeli sg
*éwnolegle lub zjednoczone., Dla dwéch punktéw rzecazywi-

Stych .1ub urojon&ch sprzgzonych, ktére sg krzyws rzg-

.,

I
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du zerowego, w tej klasyfikacji niema miéjsca,alb&-
wiem prosta niewtadciwa tej stozkowej nie przecina

§ 163. drodek Srednica,symptomy. Biegun pros-
tej niewladciwej nazywa siq Srodkiem stozkowej, &

biegunowa kazdego punktu niewtadciwego nazywa sig
éfednigg; Wszystkie érednice stozxowej preechodzg
prses jej frodek, albowiem bieguny €rednie lezg na
‘biegunowej Srodks %.j. na prostej niewiasgiwej.
'Sfo&éi stozkowej jest punkiem zewngtraznym w
hypéfboli (bo jego biegunowa jest sieczng) ,we-
wﬁqf@;djm w elipsie (bo jego biegunqwa.jest prostg
zeynéffznq). W paraboli érodek jest punktsm zetkn®
ciaz?tozkoiqj z prosts niewiaéciwq (bo: jego biegu-
'nowéQt.j;proafa niewladciwa jest styezng do stoi-
kowej). Srodek wige jest purkiem wiadciwym w hy-
'porboli i elipsie, - niewiafciwym w paraboli.
lssagtkio ﬁrgdnice parabocli sg réwnolegie.
Inyqlneja-lradnic sprzgzonyeh,t.j. involucja
biegunows dekois Srodks jest w perspekiywie z inwg
lucjq biegunows ma prostej niewlas:iwej (§165),s
wige jeét.ona'ﬁyperbolieznq w hyperboli,eliptyczné
W elipéie.Proste podzdjne inwolucji Srednic sprag-
gonych nazywajg sig asymptotami;sg onc rzecaywiste
odrgbne i wiafeiwe w hyperbeli,rzeczywiste, jedno~

czone i n;owlaéciwe w péraboli,urojon( SPregLone

v



W elipsie. Z okreflenia tego wynika,ze asymétoﬂw'lg'
to styczne do stoczkowej,wyprowadzone & jej &rodka;
‘punkty zetknigeia sg to punkty przecigeie biegunowej
8rodka,t.j. prostej niewladciwej,ze stozkows (§ 160).
Moglibyémy wige okreslié asymptody, jako styezne do
stoszkowej w punktaeh, w ktéryeh.sfozkowa ta jest prse
\eiqta przez prostg niewladciwg. Punkty te nasywamy
kierunkami asymptotyeznemi.

W hyperboli asymptoty przegradzajg harmonicenie
kazdg parg drednic sprzezonyeh (§ 144). Powiadam,ze

z dwch frednie sprzesonych hyperboli jedna jest
8ieczng.a druga prosts zewnetrzgg. W samej rzeczy,

dwie Srednice sprzgzone wraz gz prostq niewtaseiwg
tworzg tréjkat biegunowy; otdéz wiadomo,te jedem z bo-
kéw katdego tréjkata biegunowego zawsze jest prosty
zewngtreng,a dwa sg siecznemi (§ 159).Poniswat prosta
‘niewlafciwa jest wzgledem hyperboli sieczng, wige s
dwéch pozostalyéh bokéw jeden musi byé sieezng, a
drugi prosts zewnegtrzns.

Poniewaz drodek elipsy jesf punktem wewmetrsznym,

wiec wszystkie fSrednice elipsy .sg wiecznemi;
Odeinek sieeznej,zawarty migdsy punktdnt przeeig-

¢ia jej se stozkows, nazywamy eieciwg Stozkows, Jese-
1li nie zachodzi obawe dwuznaoinoiglf'16“iigciwn prze -




ehodzgey preez irodek,t.j.leZQeq na fredniey,rdwnies

nazywemy frednieg. Lepiej wszakze pnazywaé jg eigeiwg
Srodkowg, |

i ; . Wiasnofeci harmog;czne bieguna 1 bxegunow);,

Niechaj quz1e punkt A/ nielezgcy na stoskowej,i ie—»
go biegumowa 71 (Rys.304). Przes punkt M poprowadimy
jakgkolwiek siec2”
ng 722 ; inwolubja
biegunowa na tej
proatej jest hy-
perboliczna (§159)
a punkty podwdjne

tej inwolucji./?‘

i 8 s to punk-

ty przecigeia

sieeZnéj 7L ze

| s*ozkowq, otéz' '
ok B eI w1emg (§ 144), ¢

punkty podvé;ne inwolueji hyperbol1czne; yrzegradzaJ&

harmonicznie kasds parg punktdw sprz¢zonyel. Jedng %
takieh par stanowiq punkty M i/ , p ktéryeh pier"
szy jest biegunem, a drugi 182] né Jegoqbzegunowe;
Stad twierdzenie:

Biegunowa jest miejscem geometrycznem punktiw

) : ’ . P - 7 a
eprzqzonych_hermoniczuie z bieguuem wzgledem punktdw.



w ktdryeh sieczne wychodzgee z bieguna przecinajgq stoz-

kowg.
(Stosujge do tego twierdzenia zasadg dwoistosdei
znajdziemy twierdzenie wzajemne.

Biecun jest punktem spoctkania prostyeh spragsonyeh

harmonlcznle z bie;mnowg wzgledem stycznyeh, wyprowa-

dzonyeh do stozkowei z punktdw zewnstrznych biegunowej)

Jezeli wigc 2z planego punktu;/ﬁfjpoprowadzimy dwie
jakiekolwiek sieczne 7Z , 7L i na kazdej z nich wyzna-
czymy punkt /V ,sperzony harmonicznie z punktem /%7
wzgledem punktdw ﬁ7 i & ,w ktdérych ta wieczne prze-
cina stozkows, to prosta A%V bedzie biegunowg 771 -
panktu.ﬂ4 . Jezeli punktJﬂf jest zewngirzny, to jego
biegunowa » przecina stozkows w punktach J | , S,
ktére sg punktami zetknigeia stycznyeh ¢ , J , Wy-
prowadzonyeh do stozkowej z bieguna M (Rys.303).

Jezeli punkt /¢/ jest punktem niewlafciwym (Rys.

"305), to jego biegumowa jest Srednieg, sieczne wyeho-
dzgee z punktum /tf =g r6wnoleglo, punkty /4/ /¢7
sprzgzone harmonieznie z punkism /4/ sg Srodkami eig-

ciw ,ﬁZé? . /?ZQJ 13-

$rodki eieeiw réwnolegiveh lesq na dredniey.

Cieeiwy te sg sprzgzonme ze Sredniecg, bo prazecho-



il O F A

deg prses biegun
Sredniey, ktdry
jest kierunkiem
tych‘eiqéiw.

_HKagda dredniea

dezieli gieeciwy z
nig 3przezone na
Delowy. |

3t4d wynika, ze

kr¢ta drednica jest

dla stozkowej osig
symetrji (wogdle
ukodnej.
Wrod eieeiw sprrezonych g dang frednieg znajdu-
Je sig takze Srednica. Poniewasz kazde dwie Srednice
przeelnagq 8ig¢ w Srodku stozkowej, wics

Srodek stozkowe dzieli kazdg ciceiwg drodkows

na poiowy.Jest to gatem srodek symetirji stozkowej.

Dwie frednige Sprzeiene majgite: ‘wlasnoéé. se kaz-

da z nieh dzieli ciceiwy r6wngleglg‘do drugiej na

poiowy.

Stvczne w_kodcach srgdnlnz 85 . rémole gée do eie-
eiw 2 .nig sprzesonyeh,: szeragqc 8ig na tej ostatniej

wiasnofci wyznaczyc mona : punkt zetkniqcia na stycz~

— TR
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nej, poprowadzonej do wykresSlonej stozkowej.Jest to

punkt.w ktdérym t¢ styezng przecina prosta lgezges
érbdki dwéeh jakiehkolwiek eigeiw do styezmej réwno-
legiyeh. |

_3 165. Rozpoznanie rodzaju stofkowe] wedlug jei

Jluku. Opierajge sig na powyzszyeh wiasnoseciaeh,mozna
rozstrzygnaé,czy dany wykreslony iuk stdzkowej nale-
2y do elipsy,hypevboli lub paraboli (Rys.306). Popro-
' wadZmy dowolng eiceiwe
cj:tj; danego luku
wykrefélmy w jej kodeash
S pi Lf;-styczne J,1i
J; i punkt przeeigeia
M tyeh styeznyeh po- -
1gezmy ge Srodkiem A/

cieciwy Ljv\jl ;prbgta
MAN  vedsie fredni-
. ¢g stozkowej. Jeseli

Rys. .506.‘

litera A oznaesy punkt
w ktorym frednica 447AV przeecina dany ‘1uk,to mogg
zajéé trzy przypadki: 1/ punkt A Jest blizej punktu
0, ;ﬁ.z punktu 47 , 2/ punkt A jest blizej |
punktu /W nig punktu Nisy punkt /‘57 lezy w frod-
ku odéinkh M/V .Poniéwags punkty MV 8§ sprezgzomne

harmonicznie wzgledem ponktdw, w ktérych érednica

)



/kﬂa/ przecina stozkowg,wice w I przypadkm drugi z
tyeh punktéw B oraz érodek odeinka AL t.j.8rodek
stozkowe] CD, lezy po przeciwnej stronie punktu/47
niz punkt zewngtrzny.AV ; & wige drodek O jest punk-
tem wewngtrznym; stozkows jest elipsg;w drugim przy-
padku punkt B orez srodek (O odeinka /751efay po
te] samej stronie punktu A , 60 punkt /h’,a wigce
§rodek ( jest puﬁktem zewnetrznym;stozkowa jest hy-
perbols;wreszcie w trzecim przypadku punkt 5 oraz
rodek O odcinka 4 jest punktem niewladciwym;
stozkowa jest parabolg,

_Y 166. QOsie i wierzcholki. Srednica prostopadls

e

do prostych z nig sprzezonych nazywa sie &gig;jest tf
wiec dla stoskowej 08 symetrji prostokgtnej.W elipsié
i hyperboli osig jest kazda z dwéch érednic sprmegzo-
nych wzajemnie prosfopadlych; moze ich byé albo dwie;
albo nieskofczenie wiele.W samej rgeczy,widzieliémy
(§ 151),2e w inwolucji dokola punktu albo wszystkie
pary prostych sprzezonych s prostokgtne,albo tylko
jedna.0sie elipsy i hyperboli mogg byé wykfeélone,
jezeli dane sg dwie pary $rednic sprzezonych.W szczé”
gélnofci osie hyperboli s¢ dwusiecziemi kgtdw pomig-
dzy asymptotami. Y

Punkty,w ktdrych of przecina stozkows,nazywamy
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jej wierzcholkami. Gdy nie zachodzi obawa dwuznacz-
noéci,to odcinek osi zawarty pomigdzy rzeczywistemi’
wierzcholkami razywamy réwnies osig,lepiej weszakze
nazywaé ten odcinek cigciwg osiows. W elipsie kazde
frednica,a wigc i kazda of,przecina stozkows w punk-
tach rzeczywistych;elipsa posiada zatem 4 wierzchol-
ki rzeczywiste;wieksza z cipciw osiowych nazywa sig

wielkg, mniejsza malg osig elipsy. W hyperboli jedna

tylko oé,zwana gidwng,przecina stozkowg w punktach
rzeczywistych, hyperbola posieda zatem wierszchoiki

' rzeczywiste i dwa urojone sprzgzone.Parabola posia-
da jedng tylko of wiadciwg i 4edeﬂ wiadciwy wierzchg
tek; zaé drugsg of nalezy uwagal prostsg nlewlaéclwq,
ktéra jest drednicyg sprzezong z osig wiadciwg.

_§ 167, Kolo jako stozkowa. Okazemy teraz,ze elig

[ e

sa,w ktérej inwoiucja biegunowa dokola drodka jest
prostokstna, jest kolem. Niech A i B bedg dwoma
punktemi takiej elipsy. érednicg prostopadia do cie-
ciwy )529 jest z nig SprZQZOHI,ba wiec jg dzieli na
potowy. Tréjkat OAF B (Rys. 3075 jest réwnoramien-
ny,gdyz jego wysokosé jest sarazem §rodkowq,skqd wy-
nika OH =O0F, Wszystkie punkfy tej elipsy =g za-
tem jednakowo odlegie od drodka;elipsa ta jest wige
kolem.Kazde dwie &rednice wzajemnie'prostopadle 88

_ sprzezone;kazda frednica kola Test jego osig, kazdy
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punkt kola jest jego wiers-
choltkiem.

Proste podwéjne inwolu-
cji érednic sprzg¢zomych t.j.
urojone symptoty koia sg pros:
temi jednorodnemi ( § 146).
}hr53072 Wszystkie kola lezgce w jed-

nej plaszczyinie przechodzg

przez punkty kolowe tej piasz-.
czyzny (§ 146); kolo moze byé okreélone rzutowo, ja-
ko stoskows przechodzsca przes punkiy kolowe.

Pod okreflenie "kéi" podpadajg przeto réwniez te

wszystkie stozkowe urojonme,w ktérych inwolucja doko-|
ta érodka jest peostokstna,przechodzg ohe bowiem réw-
nies przez punkty kolowe. Mogg one byé okreélome np.
przez tréjkst biegunowy Oﬁ; ”/71 (i (Rys.308) ,kté-
rego jeden bok /Z“AQ T-jut prostyg nieilaéciwq, a.
‘dwa inne sg wzajemnie prostopadie, oraz przes bieéﬂn
B 1 biegunows b prostopadls do 0B , lecs mnie
przenikajgcs do éwiartki, w ktdrej lesy punkt JE?
Proste jednorodne nalesy uwazaé za kolo zwyrodmiate.

. _§ 168. Hyperbola réwnoboczna. Hyperbola,w ktérej,

inwolucja érednic sprzesomych jest symeirycszna (§154)
nagywe sie réwnobocsna; jej asymptoty sa dwusiecsz-

-
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nemi kgtéw dwdch ja-
kichkolwiek frednic
spf:qzonych, e wiqc
sg wzajemnie froeto—
pedte (Rys.309); jej

. 2 _ osie, jak w kasdej

zresgtg hyperboli,sg
dwusiecznemi kgtdéw
miedzy asymptotami.
Hyperbola réwnebocs-
) na jest stozkows =<
wielu wzgledéw analo-
giczng do kola,

§ 149. Czworokat

gupeiny wpisany w

stoikowsg i eczworebok

/
'/TB_ys‘BO 9.

gupeiny opisany na
: stoskowej.

wieracuolki czworokgta zupelinege /57,51 ﬂz._@z lezg
na stozkewej (Rys.310). Polgczmy punkty prezekstne
M ,/l/i P , Powiadam, ge tréjkst /’//V/J jest bie-

gunowy.

Niechaj

" samej rzecsy, kazdy bok tego tréjksta jest bie
gunowg przeciwlegiego wierzcholka.OkaZemy np.ze bok
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jesémgiigu-
nowg wiersz-
choika M

W tym celu
wystarczy
dowiedé, ze
punkt /%6
jest sprag- -
zony harmo-
nicznie z
punktem/”
wzgledem

. punktdw /%

i l; , & punkt'_/%z wzglqdemﬁ,i éz Zauwaszmy CzwoIo-
bok zupeiny o_bo}:ach /9',6: ) 5//71 ,' ﬂz@ 1 ézﬂ,
ktdregoe przekgtnemi sg /Zﬂg y 5/152 i /VP W CZWO~-

roboku tym punkty przeciecia przekgtnej LY Prae-

kgtnemi 5}'5&;},4/}‘93@ sprzazone harmonicznie wagle-
dem wierzchotkéw, lezgcych ne 4 /4, (§ 130),%..punk,
ty/W‘ /‘7 pmegradzajq harmonicznie punkty/q 1&
podobniez punkty przeciecia przekatne]j BB 5 prze- '
kq+pemia67/ii1 /V7° 8§ sprzgzone harmonlcarie wzglq-
dem w1erzcholk6w ,lezgcych na ,5 5 RS punkuy/”l
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'/V,Z przegradzajg harmonicznie punkty B, i ‘9_?«;5/6
Tak wiec memy twierdzenie:

Tréikat, ktérego wieracholkami sz punkty przeksgt-

ne czworokste zupelnego wpisanego w stozkows, jest

tréikstem biegunowym.

Jezeli jednym z trzech punktéw przeketnyeh czwo-
rokata wpisanego jest Srodek stozkowej, to dwa pozo-
stale punkty przekgtne sg kierunksmi §redniec eprzgzo-.

nych. Stad wniosek: Ramiona ksta wpisanege opartego

na $rednicy stozkowei maijg kierunki $rednic sprzezo-

nych  (Rys.311).Na tem mozna 6przeé wykre§lenie pary

srednic sprzgzec

nych jezeli dana

ey jest np.jedna of
1 jeden punkt

stozkowej.

Zupeinie tak

sano moglibysmy

na gesadzie dwoi

' \
Rys. 511, stofci dowiesé
twierdzenia wza-
jemnego, ktére brzmi:

Trfikat. kt®ego bokami sg przekgtype czworoboka

zupelnego,opisanego na stozkowej, jest tréjkdtem bie-
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Jeseli z trzech przekatnych czworobokm opisane-

go jedna jest prostg niewladciwg,t.j.jezeli czworo-

bok opisany jest réwnoleglobokiem, to dwie pozostale

przeketne sg freanicami sprzezonemi (Rys.313). Na

tem polega sposéd
wykreélenia pary -

frednic sprsesonych

jakiejkolwiek wykres:

lonej, stozkowej.

§ 170.ysnacxenie

bieguna i biegunowed]

wzgledem wykreflnej

stoskowe gnp.IZng-




= Il

dem koia).- W gadaniack tych praypudcimy,te stozkows

jest wykreglona,t. 3 VLR mozemy Z na¢e?vtg dok¥adnofecis

bezpodrednio wyznaczyé punkty przecigeia jekiejkolwiek
8iecznej me stozkows oraz poprowadzié = kuzdego punktu
zewngfrznééo’dobniej obie styczne. Natomiast poprowa- |
dzenie stycznej w danym punkcie wykredlonej stozkowe]

i wyznaczenie punktu zetkniecia danej stycznej z takg
stozkovq nalesa do zadanl, ktdrych bezpodrednio z nale-
tyte dokladnosqu rozwzqzac nie umiemy.

Niech bedzie, rpunkt M (Rys.314), nie lezgcy na
8tozkowej; aby wykreslid jego biegunows, prowadz1ny g
Biego dwie jakiekolwiek sicczne, ktdre nlechag przeci-
najg stoskows w punktach

A, 1 Bl
W czworokacie zupeinym
/4'1?/¢'29 punkt /kfgqst’
jednym z punktéw przekqt—3
nych; lgezge '%5, i /le '
oraz f7/[71 i % l?,wyzna-
czymy dwa pozostale punk-
ty przekgtne /V e

Ry.’i_zﬁ‘ﬁ | prosta /V/DJest bieguno-

wa punktn ,A/_, gdyz kazdy

box tréjkata biegunowego /'/i/yp Jest biegunowg prze-

SEOMETRJA WYKRESLNA N.86 Arkusz 28-my,



ciwleglego mu wierzcholka
Jezeli punkt /@7jest ze-
wngtrzny (Rys.315),to punk-
ty zetkniecia stycznych .8
i € oz niego wyprowadzo-
nych sg punktami, w ktdrych
biegunowa punktu M -~prze—
cina stozkowg (§ 159). Wy-

kreslenie powyzsze daje

przeto w tym przypadku roz-

wizzanic zadenia: Wyzna-

Bt czyé na danej stycznej J
/C&Hy ' do wykreSlonej stozkowedi |
/ { R | Jej punkt zetimigcia z 18
1% / "M?\\,x  stozkows, ,» S5
/Ii }”': )51 Niech bgdzie proesta
{. \ ' i ’ OLLE
gé*‘ﬁ&&i;v52gﬁéj¥ﬁ9 ¥ f316), ktora_n1%:3esﬁ
' i = éi“‘fi\ | stycz¢g &o.stozkowey% aby
¢ 2% C,  myanaczy6.jej biegun, obie-
']ﬁr&gug. : ramy na prostej n dwa,

punkty zewngtrazne C: iCL
1 prewadzimy z nich gtycz-
re @ i @,, 0,1 Zz ¥ czrorobokn zupeluym a, éaﬂgj

prosie jest jedng o pruckgtrych: liesge wierschoi”
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B E e o
X L, 1 Ly, o1 42, oirzymamy dwie pozostale przekﬁﬁu

- » /= - 4 . .
ne 27 ounkt przecigcia A/ Jest biegunem -

b
Y
e

Py
o
€
»

rostej 7, gdyz kazdy wierzcholek trdjkgta bieguno-
Wego o bokach 32 | i Ve jest biegunem przeciwlegle-

€0 mu boku, Jegeli nrosia 722 jest sieczng /Rys.317/ o

€.

Styezne w punkiach przecizcia jel ze Stozkowq S i ';;
rrzecinajg sie w
biegunie prostej

o, F/% 159/. Wy-

kreslenie powyz-

sze daje przeto w

tym przypadku roz-

wigzanie zadania:

W _danym punkciq;él

wykre§lonej stotko-

wej wykredlif do

niej styczna.

§ 171. Twierdzenie. Stozkowa iést WY ZNaeZONna Przes

4 swoie punkty i styczna w Jednym z nich - albo przez

—

4 swoje styczme i punkt zetkniecia na jednej z nich.
Niechaj bedg 4 punk’ty /7 B C, i D/Rys
318), z ktdérych kazde 3 nie leZq na gednq;_g;gggg;,i
’roste < przechodzgca przez punkt /67 Tréjkat prre-
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ketny /%Laéz%zworo—
kgta zupelnegoAﬁBC[7
Wraz g punktemlﬁg i
styczng QA wyznacza
uktad biegunowy, dla
xtoregn ten tréjkat
iest trdjkytem biegu-
nowym, a prosta X
jest biegunowg punktu

/7 . Stizkowa tego

ukiadu musi przejsé
oczywifcie przez punkt
AV i byé styczng do prostrj @& /% 156/,ale badzie
ona przechodzilta takze przez punkty 5 3 Lk L),ktéw
re sg sprzgzone harmonicznie z punktem /67 wzgledem

punktéwMi/W /Vz./V /pi/D,awiec sg

(1

panktami podwéjneml inwolucji biegunowych na prostych

AB, 7AC i

} 172, §1qzkowa rzeczywisia, idako rzut koila. Po-
niewaz okreélemie stoskowych, podane w § 156 jest rzi

- towe, wige rzutem kazdej stozkowej jest stozkowa,- W

fzczeg6lnoéc1, rgutem koia jest stozkowa. DomiedZmy ,
teraz, %e 1 nawzajem: kazda stozkowa rzeczywista mozf

byé wwazana gza rzut kazdej innej stozkowej rzeczywi-




e
- &30 =

stej, - w szczegélnodci ze rzut kola. W tym celu wy-

starczy dowie$é,ze kszda stozkowa rzeczywists jest w

\

Y

kolineae¢ji z kolem,

Niech be-

dzie stozkowa

A / Bys.319 /;
w dowolnym jej
punkcié ) "i)o-
prowadZmy do
niej styczng S
i wykreélmy ja-
kgkolwiek inng
stizkowg lud
kolo A

<
ne do prostej

styecs-

S w tym samym -
punkcie S
Na prostej S
odbierzmy jeszcée
3 puﬁkty /7/ ;
£ iC i po-
prowadémy z'nich_
styczne' @, i @,
6,1 6,,c, ic,



e stezkowej /é i do
‘72 6, 2 C, 88 tréjkgtami Des

ecirajs si@ *atdri na pre

5/52 ¢ ‘—"/ -2  2BCZ A0

tyek a,

..'; ok T e L LR S P [ . 1
L f}'f ;NJL;.L 28 dC DEGRIE BIRELOWR % G D ”T"J& J

Ct,',i‘b,e% 15 i pezechoduuca praas poukt ¢§ ; &

wiee na zasadzie
VA § 175, Zasto
rows A, , kidra gdpowia
E&;@g}}g} Hozewmy to
W};kru .k;:“::‘a;':_a’.t

""'7133 squ 3
bgdzie to Srodek kolin

J bedzie osig tz] kelinessei 7 ;rdr, 2 UEL we
= LL & & N I . - e ~ Y X Ly
nych; wykreslmy drugsg 4 wraiemnn F /5 35/, Gdrdzni-

my 3 praypudki.

a/ Koko /?. preecing of wyaiewmis 2 1 atoskowa

: t sl S e . W - ; T g i
Vs praecing prosiy niewladciwa 27 ¢ jent ty wies H¥
b 2
! Vi | NS ety - ) iy - e e el
pervoia /Hys.320/.8 yezoym S 8T kete 4 v punk-
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tach przeci@cia‘ tego kola z osig 7 ,odpowiadajs asymp
toty .Sz i ?.‘,_ hyperboli /% 163/;ich przecigeie /%‘jest
él-'t:dkiqm hyperboli;dwusieczne kgtéw pomigdzy asympto-:
tamj aa‘ osiami @, i éz hyperboli /§ 166/; wyznaczmy
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wierzchoiki - ,/é i /7 hyperboli,t.j. przecigeia 0si™
gidéwnej @, z hyperbols; beds im odpowiadaly punkty/z
i ’,', w ktérych prosta @ przetnie kolo 16 .Aby wy-
znaczyé pankty hyperboli,lezace na ktérejkolwiek &red
nicy €, , kredlimy prosty odpowisdnig ¢ , znajdujesy
punkty przeciecia tej prostej z kolem K ,i rzucamy

te punkty ne ¢, 2z punktu C . Styczne do hyperbell

we wszystkioh wyznaczonyeh punktach odpowiadajy styc®

nym do keoiz w punktach odpowiednich,

chp S e ,
b/ Koio A nic brzecina osi wzalemnej 77 ; stoz-

kowa /; nie yprasccine prostej niewlgdzimej 77 ; jest

Mot

-

te elipss /. rs.3R1/,Dwom It orymkolwick Srednicom sprﬁ
zomym elipoy odpowiadajg biegunowe wzgledem kolsa dw&ﬂ
punktdw sprzgsonych prostej F'.Aby wige wykreslié par
r¢ €redric sprzgzonych szukanej elipsy, obierzmy na

prostej 7, dwa punkty KtOieuO¢WL°k4X’ )/1 pcprowad#
my z nich styczne do kola; trdjkat przekstny czworob?
ku zupelnego'w ten sposéb utworzonego bedzie trdjkg-
tem biegunowym wzgledem koia /8§169/;jednym jego bokia

jest prosta # ; dwa inne niechaj przecinajq koto W

punktaeh /7,,/77/' 5 B proqte ﬂ /7 5 5
odpown.adance prostym /4 /7 55’ bedg éredmcami
elipsy w tych punktach; na kaadeJ innej Srednicy ellﬁ

- 8y znajdziemy dwa jej punkty, kreslac odpowiednig
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cigciwg kola i rzucajsc jg z punkfu O na t¢ Srednieg;
styczné w dwich kodcach kazdej frednicy sg réwnolegle
i odpowiadajg stycznym do kola w koficach odpowiedniej
cigciwy.

¢/ Kolo Ai jest styczpne do osi wzajemnei 27
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stozkowa /4k jest styczna do prostej niewladciwej/; ;
jest to parabola /Rys.322/.Promien kolineacji, rzu:
eajaey puﬁkt zetkniqcia,/7; kola /ﬁ z 08ig wzajemnq'
7, ma kierunek érednie'.a wige i osi paraboli,aby Wy
kre§lié of paraboli wystarczy wyszmaczyé jej wierzchq-?
lek, W tym cela kr:eslimy promiesl kolineacji 0/?, pro-

stopadly do C?/?, punx01e /? zequ s1¢ wsaystkle

sieczne kola, ktdrym odpow1ada34 sieczne paraboli




~

Bpregzone z osis, & wig¢c prostopedie do niej; w sscze-
gélnoded stycznej do kola z punktu /f’ odpowiada
styozna do paraboli w jej wierchOIku,a punktowi ze-
tknigeis /7, % kolem odpewisda wierzcholek paraboli
ﬁ% . &by znelesl parg punktiw parabel@,ktére sg sy-
metrycgns wigledem jej osi, rzucamy ze S$redka keline-
scil ma odpowiednig siecsna pairaboli punkty,w ktdryek
sigezna z pvﬂttu.‘ﬁii wyprowadzone przecina kole.
11, Jeseli éredek rzutéw aibo Srodek kolineacji
O stanie sig punkiem niewladciwym,t.j. jezell rzut
stenie si¢ réwnclegiy,a kolineacja powimewsctiwem,te
0§ wzejemna 7, stanie sig prosts niswladciwg, tak, ze
kazdej stezkowej fﬁ odpowiada w tem powinowactwie
stoskowa tego samego rodzaju: hyperboli kyperbols,
elipsie elipsa, parabolil parabela; w szczegdlnedci ko-
iu sdpowiada mawsge elipsa /rzutem réwnolegiym kola
jest elipae/; frednica kela przeksztalcs sis ns Sred-
nice elipsy, frodek kola na $rodek elipsy,érednice
Sprzgsoge kois %,.j. jakiekolwiek dwie juge frednice
sismaie progtopsdie, na frednice sprzezone elipsy.
Ha tem mozpma oprzed mykrodlienie osi elinmy, kt térej da-
e gp dwie dredrmice sorigione C C’ DD Przeg je-
n 7 kodedw C:,ﬁreﬂnieyx,,(q /Rys.323/ prowadzimy

oy i 1 i . 3 s / +
rosty S réwnelesls do drednicy Zldca; bedzie te



styczra do elipsy w
punkcie C /§ 164/. Ns
st¢pnie prowadzimy koo
/(2 styczne do s w punk
cie C% o Srednicy réw-,
nej_ZD,Lzl; kole to
bedzie w powinowactwie
z elipsg, przytem osig
powinowactwa jest pro-
sta & , & kierunek po-
winowactwa wyznaczony
bedzie przez dwa punkty

odpowicdnie /%C i /@4

Kazdej parze frednic

kota wzajemnie‘prosto-
padiych odpowiada para $rednic sprzezonych elipsy;aby
wigc znale$é jekiekolwiek dwie $rednice sprzezone elif
sy, prowadzimy ze Srodka kola /%& dwie proste wzajem-
nie prostoPadle'i tgczymy frodek elipsy-/¢z ze $lada-
mi tych prostych na S . - Aby wyznacszyé osie elipsy,
t.j.takie Srednice sprzesone, ktdre byiyby wzajemnie
prostopadle, znajdziemy na S punkt /@7 jeanakowo od->
legly od /k7 i /@f , z tego punktu zakreSlamy kolo,
przechodzace przes M M i wyznaczymy punkty A i
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B, w ktérych to kolo przecina prosta S ; proste
/’7/4/1/” /5 sa osiami elipsy. Wierzcholki elipsy |
gnajdziemy prowadzgc przez koidee /7 i 5 redpnie
- sprzezonych kola réwnolegie de /27447; , poczem sdmie-
reamy COA, = 0/7, i OB,' = ,’ W rezdziale IV
poznamy prostszg jeszcze komstrukcje osi elipsy.

III. Przypu$émy teraz, ze osig pewinewaciwa kola
z elipsg jest wielka of elipéyﬁ’z il-fzd 93y_l.324/
ktira jest sarasem
Sredniesg keia Aa
Kierunek powinowactwa
jest wtedy proste-
padly do wielkiej eosi
a réwnolegly do matej
L,B'=28 ; ce-
cha pewinowactwa /§
148/ réwna jest sto-

sunkowi %- = 5

Obrawssy punkt J&kl-

kolwiek /é?na kole /%z ,znajdémy edpewisdajscy mu

punkt elipsy A, Jest to taki punkt prostej /?Q pro
- y : B}
Btopadiej do 4 /97 f?zQ Bz S Polqczmy}oo

roprowadzmy ze vrod?a C) kolcvﬁh e promienin réwnym




- daod

matej péiesi 8 O1i wyznacszmy punkt JL/D ; W ktérym
@0 przecina kole K . Réwnole egia 4 A’/ 4’7
punktu //O wyznacza na /?47 szukany punkt ﬂim y,m
Aby wige wykre§lid punkt jakike

o /, e M : ] o

rej osis /Zg,/zl B:B, sg cane, zakredlamy na esiach
/

kole 4.\,':1 A, o wspblnym Srodkn O ; wyprowaedzamy ze

&

Srodka dowolnq prostg i z punktdw przecigcia jej z ko-

tami A prowadz imy réwnolegle do osi 47: /‘Z/.'i ,5,’@"

Pankt przecigeia tych dwéch prostych bedzie punkten

elipsy P., Elipsa ta bgdzie w powinowactwie nietyl-
ko z koilenm &, ale i z kolem /(, ; osig tego drugiege

. ; ey 02, R .
powinowactwa jest maia o elipsy 5, 5, kierunkiem

powinowactwa - kierunek. w1elklej 8si A{z ', & cechsg
powinowactwa stosunek- T"’-O-Q = za;. . Aby wykreélié

°tyczn°ﬁ do elipsy w punkcie /D , prowadzimy w
punkcie P styczng ]J,_ do kola /f_,_ 1 punkt pI‘ZGCl“Cld
5tc;] styczne] z osig ,’/f taczymy z panktem /° ;
albo prowadzmy w punk‘cme /D styczna l> do kola/
punkt przecigcia 77 tej stycznej z os q BBlacvv»
my z punktem /D
| Z punktu /2 poprowadsmy ré'wnol"“gig L’ a0 /OOi
niechaj ta rdéwnolegla nrzetnis osie B 5/ i /7/7’
punktach M i /V Z réwnoleglol okdw O/O/D// i 0/,0/’/1/
wynika, e /D/V=Ola=¢2 i /.0/1/30/13:: : tak,

)
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Ze/w,/V i pse, punktami, ktérych wzajemne odleg-
todci na zmiennej prostej / sg stale, przytem punkt
M pozostaje zawsze na osi 5 5 punkt /‘/ na osi
/73 /77 a purkt P na elipsie, ktdérej pdlosie sg

/DM =ai PV=4

Jezeli wise odcinek /”/ng'orusza sie w ten spo-

s0b . ze punki AV posuwg sie po prostej 722 ., a punkt

/Vpo prostopadiej do niej prostejz71,to kazdy inny

punkt /yprosteg /W/V gakredla elipse o osiach .Z,DM
2‘“’%\/ lezz~3yeh na prostych 7277 1 72 .

Na tem twierdzeniu opijera sie konstrukcja t.zw.

cyrkla eliptycenego,t.j. narzgdzia, siusgcego do kres.
lenis elips.b danych osiach; Prjmitywneh takiem nargze-
dziem moze tyé skrawek papieru, na kidrego prosto ob-
ciete] krawedzi odmierzono odeinki /DM;'ai /3/1/:5
Wykresliwszy dwie proste wzajemnie prostopadle, ukia-
damy skrawek w ten sposéb, aby'punktldf lezal na jed—l
nej z tych prostych, a N na drugiej, wtedy A bedzie
pun}ﬁem-el‘ipay o osiach Zai 23 Imieniajgc polose-
nie.skrawka wyznaczymy dowolng ilo$é panktéw elipey.

§ 174 Stozki drugiego stopnia.- 0gdi prostych,

rzucaJstcych punkty stozkowej A z dowolnego punktu
nie lezgcego w jej plaszczyfnie oraz ogél plaszczyzm

rsucajgeych stycene do tej stozkowej z tego punkte na
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gywamny stozkiem drugieéo stopnia. Stozkowa /% nazywa

sig kierownics stozke; $rodek rzutdédw nazywa sig¢ fropd-

kiem albo wierzcholkiem stozka;proste,rzucajgce &

wierzcholka punkty kierownicy nazywajg sig tworgggemi

stozka; wszystkie inne préste,wychodzqcl ¢z wiernchotka

nazywajg si¢ frednicami stozka;plaszczysny rzucajace =
wierzcholka stycsne do kierownicy nazywaja sig plamsz-

czysnami stycznemj do stozka; wszystkie inne plassczy-

zny przechodzgce przez wierzcholek nasywajg siq plasz-
cgygnemi frednicowemi stozka. Na kazdej plaszczyfnie

stycznej lesy jej tworzaca zetkmiccig ze stotkien;

przez kazds tworsseg przechodzi jej plaszczysna stycs-
ne ze stozkiem. |
“* Stoski druglego stopnia sg tem w geometrji wiszki,
cgem 88 stoskewe w gecmetrji plaskiej. Odpowiadaja one
dwoifcie stoikowym i mogs %2k jak ome byé okreélone
zapomocyg ukiadu biegunowego wigggg,t.j; takiegd wze-

jemnego podporzadkowania prostjch i plaséezyzn, wycho-
dzacyeh z jednego punktu, ze prostej 1 plassczysimie

do siebie nalegacym podporzgdkowans sg plaszczyzna.i
prosta réwniez do mietie nalezsace )plaszczyzna biegu-
nowe prosiej i prosta biegunows piaszezyzmy/.Uklad ta-
Izl bylby wyznaczeny przez tréjéciam biegunowy 0/9'6/5{;
i plaszceyzng biegunows 04 jakie jkolwiek prostej '
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C?é? & tem Z&StTZBZQDiGHHBGby glaszczyxna C:&;

nie pr%echodz1la prees. Zaanq krawgds, a prosta 08
nie lezale ns zadnej fcisnie tréjdcianu. 0/7/47 /7
Takie nlezalezne od geometrgi ptaskiej okreslenle stoz
kbw druglggo stopnia,o ile miatoby na celu wlasnoscx
rzutowe tych stozkéw,nie jest koniecute,gdyz wszyst-
Xie te wiasnodci odpowiadaja dwdiéciq rzutowym wiasno-
fciom stozkowym. |

Kazda plaszczyéna przechodz§§a‘yrzez wiérzcholek
stozka /plaszczyzna frednicows/ przecina go wedlug
dwéch tworzqcych:rzeczxwiltych,urojonycb lub zjedno- .
czonych,ktére rzucajq rzeczywiste, urojone lub zjed- |
- BOCEOPS punkty przeciccia klerownicy gtozka przez $lad
plaszczyzny siecznej na plaszczyinie kierownicy. Stad.
wyriks,3e kazda prosta /z wyjgtkiem frednic/ prazebija:
st‘ﬁek drugiego stopnia w dwdch punktach,rheczywilt
tych, drojonych sprzﬁﬁonych Fob zjednoczenyeh.Jezell
bowiem przes dene prostg i wierzcholek stotks proiﬁr ‘
dslmy plaszczyzng $rednicows, to pnnkty przebicia dana.
proste beds punktamt w ktérych ta prosta przecina
dwie rzeczyw1ste,uroJone sPrZQZOne,lub‘zJednoczone
proste przecigcim stozks plaszczyzng Srednicows.
. Przecigeie atozka drugiego stopnia plaszcayzng,

nieprzechddschiprzez:wie:zcholek,jest oczywidcie

®EOMETRJA WYKRESINA N.86 Arkuse 29-ty
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rzutem kierownicy z wierzcholka ne piaszczyzng siecs-

na,a wigc stozkews. Stozkowa ta jest hyperbolia, elip-

s lub parabols,zaleznie od tego.czy plaszczyzne fred-

nicowa 0‘77 réwnclezls do pinszuzrzny sieczne] ,‘_S_‘_

przecina stozek wed '» prostych rzeczywistych, urojo~

nych sprzezonych lub zjednoczonych. W samej rzeczy

gdy piaszczyzna Srednicows (?77 réwnoleglta do plész-
czyzny sieczne] ;§ przecina stozek wedlug dwéch
tworzgcych rzeczywi-
strch u‘i v /Rys.

- 320, to stozkowa

przecigeia, ktdirs

jeal miejiscen geo-
metrycznem punktdy
prrzebucia piaszezyzny
i .
C) tworzgcemi stoz-
ka

rzeczywiste punkty

, bedzie miala dwa
niewtadciwe, miano-
wicie punkty M 8,

< vfgb T2

iV, , wktirych

te tworzace przebi-

iajg plaszcayzng
E; : bedzie to z8-



S e

tem h_yperbola Jezeli plaszczysna Srednicowa Or/Bys,

326/, réwnolegta do plaszczyzny sieczne] :3 nie ma
ze stozkiem Zadne;]
rzeczywistej, to
plaszczyzna CS
przecina wszystkie
tworzace w punktach
wlsfciwych;stozko-
wva przeciecia nie
ma zadnego punktu
niewiadciwego,jest

to wigc elipsa.
Gdy wreszcie plasz-

czyzna Srednicowa
réwnolegla do é;
jest styczng do

Stosks /Rys.327/,t.i. ma z nig dwie zjednoczome two-
rzgce wspélne, to.plaszczyzna E; przecina wszystkie
tworzqcé w punktach wiadciwych z wyjgtkiem tej jednej;
przecigciem jest przeto‘stozkowa,posiadajgca'dwa gje-
dnoczone punkty niewladciwe,czyli parabola.

7 powyzszego wynika,ze niema zasady do rozrés-

nisnia trzech rodzajéw stozkéw wiadciwych drugiego

by
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.atopnia, tak jek
rogréznialiémy trey
rodegaje stozkowych.
W geometrji wigzki
wiadciwej nie ist-
nieje bowiem ele-
ment,ktéryby w niej
odgrywal taks role
jeks ngrywa prbsta
niewlasciwa w geome-
trji piaskiej. Kaz-
dy stozek drugiego

stopnia o wierzchol~

ku wtadciwym moze
. byé przecigty wedlﬁé
hyperboii, elipsy lﬁB paraboli; kazdy wigc z tych
krzywych moze byé wziéta-za kierownice- tego stozka.
Inacsej rzecszy sic majg ze stozkami, ktérych wief
chotki sg punktami niewlaé iwemi,czyli z walcami. P¥
migdzy elementami wigski niewltadciwej znajduje sig j
den niewiadciwy, mianowicie plaszczyzna,niewlaécivﬁ;
Piaszczyzna ta odgrywa w geometrji wigzki niewtadcif
t¢ sema rolg,co prosta niewtadciwa w geometrji plas”

kiej. Dlatego tes walec drugiego stopnia moze byé by
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Perbollczny, ellptycznv lub paraboliczny, zaleznie od
tego czy plaszczyzna niewladciwa przecina go wedlug
iwéch tworzgcych niewtadciwych rzeczywistych, urojo-
iych sprzgzonych lub zjednoczonych. Kazde przecigcie * -
Plaskie walca hyperbolicznego jest hyperbols, ktérej

*symptotami sy przecigcia plaszczyzng sieczns plasz-

§&yzn asymptotycznych t.j. stycznych do walca w nieféf
Blgoﬁczonos'é podobniez kazde przecigcie walca elip-
ycznego jest elipsy, a kazde prze01Qc1e walca para-
bOhcznego jest parabols.

$ 175. Osie i prséciecia kolowe stozke drugiego

Sopnia - Tréjscien, rzucajscy z wierscholka s$ozka
'*§ikgt biegunowy kierownicy, jest tréjscianem biegu-
Qowym; kazde jego Sciana jest ptaszczyzng bisgunows
Przeciwleglej mu krawedzi.Mozna dowie$é /dowSd musi tu.
taj byé pominigty/,z¢ istnieje jeden i wogéle tylko je-
lep tréjScian biegunowy o krawgdziach i écianach wga-
lemnie prostopadiych. Kazda z takich trzech krawedzi
l8zywa sig osis stozka drugiego stopnia; Jest to dred-
Yca majgca te wiasno$é,ze biegunowa plaszczyzna Sred-
Ycowa jest do niej prostopadis. Plaszczyzna ktérych-
Lﬁlwzek dwéch osi jest dla stozka plaszczyzng symetrgl
prOStoka‘tneJ kazda z osi jest osig symetrji prostokqt-
e ] stozka.Dla stozkdow rzeczywistych jedna sz osi jest
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 §thrzné,a'pozos!ale sqdzewnatrzne,t.j.prsez dwie
‘ogl¢ mozna poprowadzié do stozka pleszczyzny étyczne
rzeéiywiste,a przez trzeciq takiej piaszczyzny popro-
wadzié nie mozme.Jezeli jedna sz trszech osi np.os we-
wnefrzna jest dena,to pozostale dwie znajdziemy,pro-
wadzgc preeg wierzcholek rdwnolegie do osi jakiego-
kolwiek brzeciqpia,ktérego ptaszczyzna jest prosto-
padia ﬁ6 oai"daﬁéj. Gdy to przecigcie jest kolem,to

stoZei nazyﬁakﬁiq obrotowym i posiada oprdécz osi we-

wnetrzneJ zwan33 osig obroiu,nieskoficzenie wiele csi

zewnq%rznych katda prosta prostopadia do osi obrotu
w wierzcholku takiego stozkea jest jego osig zewngtrz
W stozku nieobrotowym /trSjosicwym/ istniejg dwa

ustaw1en1a piaszcayzn przecinajsecych stozek wedluyz

kél tak. 2e kierownica kazdego stozka druglego stop-

nia /obrotowego lub trdjosiowego,ale nie zwyrodnia-

tego/ moze byé kolo.

‘W-same]j rzeczy niech bedzie w rzutach prostokst-
nyéh stozek /Rys.328/ ktdrego kierownica jest elipsg
o oWiach /7, /qzi B,.Bz , otrzymang w priaciqciu
sté2ka-plaszczyzng prostonadis do esi wewngtrazne]

: §3rawszy na tej osi purkt jakikolwiek /r opisz-
my 5 'niego kulg styczng do tworzacych \S‘AI «5/7
Pionowy kontur rzeczywisty tej kuli jest kolem,leza-
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cym w pisszcsysni 6655
w promieuniu f(S‘ /ﬁS

rﬁﬁnyn cdlegiesdci punk-
.t

.worzqcychisq_

€ < ! 4

i /7y . Polegczmy punk-
ALyl .

tyC: 1 (, oraz l? i 42

ktérych to kolo prze-
cina tworzzce - J;é? i
J;é? 1 przez cigeiwy
C C& i .DD praepro-
wadgmy plas rzyznv(j i
D , prostopadie do
plaszeaysny QSB,Bé
Prezecigcie kali plass-
}iyéﬁﬂg- - cayzng {j jeat kolem a
"przeci cie stozka ta sams plaszezyszuns jest Stozkows,

ktéra & tym kolem ma wspdlue: 4 punkty C, , C";J,'“S

i stycsue w punktach é J: JLtére sg pr ecxacipm
plaqzczyzny (2,2 piaSaCZ[ nawi styezneni w tych .punk-
tach do #tozka i zarazem do koism. Stezkows ta jest .
przeto identyczus z kolem /§ 171, B/, P}aszczyznaa
i wezysthie plaszcrzyany do niej réwnolegle przecinajg
wiec stozek wed?ug k61,'f§f f¥mc plaszczyzna ][)

- wezyetkie piaszcgyzny do niej rdwnolegle
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§ 176. Czworoket wpisany w czworobok opisany waa-
-

jemnie biéguhowe, Zastosujmy metode biegunowych wzajem-
nych /§161/ do obu twierdzed § 169 /Rys.329/. Figurs

biegunowo wzajemng wzgledem czwnrokata zupelnego/zzz

,42 piest czmorobok zupelnr &, 6 ag éz , ktérego
boki sg styczne do stozkowej w punktach 47 é?

/72 L é? Biegunowe purktdw przekagtnych czworokqta
Bg przekstnemi czworoboku; tréjkst, ktdrego bokami sg
te przekgtne bgdzie praeto identyczny gz tréjkegtem bie-
gunowym./kvV%D. Poniewaz przeciwlegle boki czworoksta
przechodzg parami przez punkty /ﬂ /t/ i /o, wigc bie-

guny tych bokdw t.]. pr”eciwlegle wierzchotki czwnro
boku lnz% parami na }1egunowych punxtow,ﬂf /¢/

t.j. na bokach /77? f347 1 /%4/trogkqta /ﬂﬁ@ﬂﬁ). Stqd

twierdzenie: Punkty prseciecia dwéch par bokdw, prze-

ciwlegiyech czworcksgta supeinego wpisanego w stozkowsg

oraz biegunv dwéch pozostatyech bokdw lezg na jednej

proste].
Stosujgc metodg biegumowych wzajemnyeh do drugiego

twierdzenia } 168 otrzymamy twierdzenie wzajemne:

' Proste. lgczgce dwie pary wierzchotkéw przeciwleg-

'1ych czworoboku zupelnego opisanego na stozkoweyj oras

biegunowe dwdch pozostalych ﬁierzcholkéw przechodsg

przez jeden punkt.
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Z twierdsefl powyzssych wynikajs dwie wazne gruapy
twierdsed: Steinera i Staudta. Odkladajac na pdéniej
twierdsenia Staudta, zajmiemy sie przedewszystkiem
twierdzeniami Steinera i licznemi wynikajscemi z nich
wnioskami. |

§ 177. Stozkowa rzeczywista, jako miejsce punktdw

przeciecia prostych cdpowiednich 3dwdch pekéw rzuto-

-wxch. - Twierdszepie I. Peki prostych Jrzucajacych

punkty stozkowej z jakichkolwiek dwéch iei punktéw

Bg rzutowe. Niechaj bedg dwa jakiekolwiek punkty

stozkowej-‘S: i \f; L4 ktdry

b

: - ~ Y »y oSS S 1
eh rzuceanmy ws ZyetKie 1inns

punkty tej samej stozkowej; trzeba dowiesdé,ze paki
5, i 51 sktérych odpowiednis proste,np, &,i«,
rzucajg ten sam punkt A? etozkons],'sq ruutowe /Rys.

330/. Niechaj @ bvedzie jakinkclwiek statym punktenm

]

stozkowej, a./? zmiennym jej punktem; Wisngesny punk-

el

ty M i /}’ ,® ktoryeh proste -5;/2 i -.5 l';/.)"Zf‘Clnd ¥l

o

. 473
odpowiednio prosts -..S.,; Qi 5} (/. % caworokscie zu_w;z};
nym wpisanym ..5’/52/{70 dwie pary orzeciwleglych Yokdw

5, i 1 ej;_ ,/1/7 5 \5: 0 1e ‘,QC:" praecinaja s.;:i.s;.
punktach M i/y'; cked mynika,s2s prosta /&ﬁi/ PrEe.-.

: a S S I :
chodzi przez bisgun < boku D,xdy t.J. proez

S

3 . =y
punkt przeciﬂcia styeznych 3 1 'Cg w punktach )

£

cj; .Gdy punkt /ﬁ opisuje stoskows, prosie i,

Ser



- 457 -

rzucajgce ten punkt
¥ punktdw S/ i 5},
tworzg dwa peki, s
ktérycﬁ kezdy jest
perspcktywiczny z

" pskiem utworzonvm
przes obracajscsg
sie dokola punktu
AS prostg /”/Z/
peki S, 1_&1‘ 8§

- przeto rzutowe. Za-

awazmy, ze punktd?.

jest 8rodkiem rzuto-
wym pgkéw \5; A LS;~_
tak, ze prostej, 1ag-

czgcej wiergchotki
Lgi‘ﬁltych pgkéw i zaliczonej do jednego z nich,
odpowiada w drugim styczna do stozkowej w jego wierz-
chotku.

~

Twierdzenie II./odwrotne/. Stozkowa jest miejébem

geometrycznem punktdw przeciccia prostyeh odpowied-

nich dwéch pekéw rzutowych. Niech bgdg dwa peki rzutp
we /ale nie perspektywiczre/: S@éc/i J}@Jz q/

/Lys.331,z ktéryck odpowiedhie proste przecinaja sisg



\

- 200 =~

w punktach A ; B

,‘,C - +-. Wyznacz-
. ,/’/"\\\ my §rodek rzutowy -
f’/, | N i A
-7 e/,c/l_z‘. \\J \fi Jtych pekéw
-, ey fies /8% 135, II b/
L 1 ey R ST T N . :
/?/%f: <ry »---%- X \S‘l Jest to, jak wia-
j T
= Y ' a Sty domo, punkt prze-
—Q'E ‘ . : 2

D cigcia prostych
cib , 5 kté-
rych pierwsza 1g-
% czy punkty ’C:--‘-‘--'C?,Cc
Rys. 331, 1 C, =a.c,
| | a druga punkty
B/ = (_l, 62
i By =aq,&,
Poigczmy punkty 5 \.5’/ prostg S, ,a punkty J i
..S\,_ prostg, S, Na zasadzie § 181 przes punkty A

E S, Jprzechodm jedna jedyna stozkowa, ktg-

\m

P
- -

ra Jest styczna do prostej S ; na zasadzie zas po-

przedniego tw1erdzenia p‘;kl rzucajgce z punktéw t5‘:1
Jz wezystkie punkty tej stozkowej sg rzutowe, rzuto
wos¢ ta moze byé wyzneczona przez 3 ktérekolwiek pary
prostych odpovﬁednich np.przes pary: aQ, i A, ,6, i

Zz. ;8,1 5, skzd wynxka ze te paki sg 1dentyczne
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% pgkami danemi. \ :
Jezeli peki ejl,i'ﬁr& pg perspektywicene, to miej-
sce geomeiryczne punktiw pregecigcia prostych odpowied-

nich jbst stozkoqgizwyrodniala, zioZong 2 prostejdag

tgcegcej wierzqholki pekow i osi perSpektywy /b tych
pekéw, 3 |

Na zasadzie obu powyzszych twierdzerd mozna roz-
wiqzéé zadania;

Yykredlié dow iloSé punktdw stozkowei. prze-
A S_pur el :

chodgzgcéj przez 5 danych punktéw /z ktdrych zadne
J nie lezg'na jednej prostej/, - albo przechodzacej

przes ‘éldang_pgpkty i stycznej w jednym z nich do da-

nej prostej, - albo: prazechodzscej przes J dane punk-

ty _stycznej w dwdch z nich do danych prostych.-

Pierwsze z tych gadaf rozwigzalidmy juz w § 148 d;
rozwigzemy wigc tutaj dwa inne zadania.

1/-Niechaj beds dane punkty A ’ B, '-5:.1 \-8
oraz styczna s , w punkcie-J;/Rys.SSZ/. Polgczmy punk-
iy ..5‘, i .5; z punktami ﬂiﬁbrostemi a,.g,,i a, g,&
prostg LYILS£ oznaczmy liters Jg. ; rsutowodé pe-
kéw S, i ;5; jest wyznacgona przes J pary pro-
stych odpowiednich a,, é“;gi a,, éz Alabe ,_/ gdysz
prostej lgczgcej wierzchoiki <5, i “S; i zalicsonej dc
peku C;; odpowiada w peku J% styczna S, do s8tozkowe]

\
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S _w punkeie J, / Srodek
rzutowy S jest prze-
cigciem styczunej JS, &
prosty &, O, , ktéra

tgczy punkt przecigcisa

prostych &4, 51 punk-
tem przecizcia prostych
A,i g, . Chcge otrzy-

naé jakikolwiek nowy

punkt stozkowe] C.

wyprowadzamy z punkta
]iys;SSz. S dowr1lng prostsy
| - ktéra niechaj przetnie
prostg Qw punkcie C; , 2 nrosty Ay ¥ punkcfe C:L
proste S, CL i J;C, bedg parg prostych odpowied-
nich pekéw S, i Sy s wige ich punkt prazecigcia C
bedzie punktem stozkowej.
2/ Niechaj bsds J punkty stozkowe} S, ,1521
A oraz styczne 1 f_z w punktach J, i S-C /Rys.
333/. Punkt przecigcia S stycznych J, i t; ‘bedszie
§rodkiem rzutowym pikéw, rzucajgcych z punktdw JS i
¢5; punkty stozkowe], fzutamoéé ta jest wyénaczona
przez 3 pary prostych: a, S, T, 2y Sy Ty
gly2 prostej 6:5_52 f,é-:.S‘,. zailczonej do jednego'



z tych pgkdw odpowiade
styczna w wierzcholku
drugiego. Prowadzge te-
dy z punktu S dowolng
orosts & , ktéra prze-
tnie proste Q,i @, odpo-
wiednio w punktach B
1 g, ctrzymamy punkt
stozkowe Vot , jako

proescizscie prostych

.S',B =
5, B, =

O

_ 3 178, Zastosowanie

————— A b i

Wykreflié hyperbole, ma-
jaec seymptoty S,3 FézL oraz jeden punkt hyperboli /f -

Asymptoty, jak wiemy, uwazal mozna za styczne do stoz-
kowe1 w ojej] ﬁunktq*% n1ew13"01wych ¥emy wigc poprowa-
azi¢ stozkows przez punkt A 1 punkty nlewlasclwecs

1 O, , w ktérych ma ona “byc6 styczna do prostych g, 1
1ﬁc, /Rys. uhé/ Leczge punkt A s punktaml niewtagci
Wemicfji ¢5 . t j. kreslsc z pun ,A7 réwnolegl

Q, i Q, do prostyck J5, i —Q i1 prowadzac z punktu
JE-’:fz dowolng ‘prostg 6. zrejdeieny na niej punk-

[3 [9 ktdre polgezone znowu o panktami nlpwla-
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Bciwemi J,
5 i_...S',, dadse
proste é/ 1
éz a ich
przecigcie

bgdzie punk-

b tem hyper-
g 3,29\0 " boli B

B “ (B
: & o Jauwazmy, Z€
Y

Bl

przekgtna
Rys. 334, 3 AL

_réwnoleglo-
boku /78,53 jest przez prosts é w punkcie o ?
podzielona na polowy. 0tdz punkt Q jest rdéwniez érod~
kiem odcinka iIB/prostej AB , zawartego migdzy
asymptotami, albowiem trdjksty /7 /&55' i ﬂB/'E
sg podobne. Stad wynika, ze AA =55’

Nakazdej siecznej hxperboii, od¢inki miedzy krasl”

we“ a _jej asymptotami sg rowne

W szczegdlnodci, gdy punkty A i =4 zostans

zjednoczone w punkcie M/Rys 335/,t.j. gdy siecszna
/B stanie SIQ stycznp do hyperboli w tym punkcie
to odcinki MA i/WE beda réwne, t.j. Punkt getk”
nigcia jest Srodkiem odcinka stycznej zawartej migdel




asymptet .

Ksjac tedy asymptoty
i styczno‘-'tl; hypcrﬁolim
mozemy natychmiast snaledé
jej pamkt setknigcie M
Nawzajem praes kasdy punkt
hyperboli /‘/ moZemy <popro-
wadgié styczng 772 W tym

celu wystarcsy punkt dany
| M polacsyé ze lredkien _
hyyerbo’ll S /4. j.s punktom praecigcia nmtot/ na
praediugenin proste] 5/” odmursy‘ pe stronie punk-
ta M sdcinek /”‘5‘ /”'j : ,przes punkt S po-
prowadsié réwnolegls do jedmej 3 alylptot ap. do t |
i punkt prsecigcia, /7 tej rénoleglcgt drugq asymp-
tota s polacsyé. 5 pnnktem /M _
| Te dwie wlaicxvo‘cx poswalaja saybke i dokladnie
'kaciiié hyperﬁolg gdy deme s5 jej asympioty i jeden
punkt wiaicivy /7 /lub jediia stycsme a gy wtedy
:na;du;emy natychnlast punkt :otkniqcia )7' /. Prowa-
dgimy mianowicie prses punkt I jakakolwiek neczno‘,
ktéra nlechaJ prsetnie alylptoty w punktuh Al i f
- /Rys.336/ i od punktu B ' otmierssmy eicinek BB-«
/7 W kazdym ¢ punktéw w tea speséb otrsymanych

GEQETRJA WYXRESINA N.86 -  Arkuss 30:ty.
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prowadzimy oczy-
wiScie styczng, |
a majgc dosta-
teczng iloéé
punktéw i stycz-
aych wykreélimy
stozkowg 3 na-
lezyts dokltad-

noscig,
i/ | Stozkowa rzecsy-

wista, jako ob-

]
wiszdnig uTDSIVth tsczaeyeh punkty uiﬁOWl#rnle dwdch

szeregow r.ltowyan,

Twisrdzenie I. Szerepi punktow przeciea 01a stvcz--

nych do stozkowei g Jakiemikolwiek dwiema stycznemi

By rzutowe./Rys.337./ Nisch bedg dwie styczne do staz-
kowe j S, i S, »ktére przecinajg wszystkie Lnne stycz-
ne do tej samej stozkowej; trz eba dowiedd, Ze szeregi
S, 1.5, ,£t6rych odpowiednie punkty np.447 /7 le-
Zg na tej samej stycznej a sg rautowe, NlechaJ o
begdzie jakgkolwiek stalg styczng do qtozkowe;; oznaceg-

my jej puakty przeciecia ze styuzneml-ﬁ 1 S, literami

1R
6& C? prosts @ niechai badzie ‘mienda styczng



- 460 -

do stoz-
kowej;
niechaj
ta prosta
przecina
stycsne
Jg, i S,
w punk-
tach A,
i A,
Polgesmy
4,0,
i4.9
W CEWOro-
~boku zu-
. A e ) _l peinym
opisanym S,5, Q0 proste ﬂ, 0}, 1 /,0, l1gcsg prse-

ciwlegle wierzcholki, skgd wynika, ze ich punkt prze-
cigcia A~ lezy na biegunowej .S punktu 5 S, = S
t.j. na prostej tgczacej punkty zefknigcia ~S} i 7:
‘stycznych §, i J, Gdy prosta Q "powlécsy”'stozkouq :
punkty /4, i /9;‘ tworiq dwa szeregi,s kt6rjch kazay
jest w perspektywie z szeregiem utworsonym przes po-

rusznjgcy si¢ na prostej $ punkt ; ceeregl S, i
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S, 8§ przeto rezutowe. Zauwasmy,ze prosta_uz 7Zjest

osig rsutowg tych szeregdw, tak,ze punktowi przecig-

cia podetaw S, ,i J, , zaliczonemu do jednego z tych

'szeregéw, odpowiada w drugim punkt zetknigeia podsta-

wy drugiego ze stozkowg,

Twierdzenite II /odwrotne/. Stcrkows jest obwied

gig prostych lscsacych punkty odpowiednie dwdch sze-

regfy rzutowych, WNiech bedg dwa sseregi rzutowe/ale

nie perspektyy%qfﬁe/’ﬁ S, //{’IL’RC; ,,,,, i 5:3//7,5&6;/
/Rys.338/ ktéeyek odpowiednie punkiy lecsymy proste-

AR S SRR
Wyznacemy of rzutowsg

S tych szereglw,

Jest to, jak wiadomb,

prosia lgczsca punk-
ty [? L (CRars
kt5rych'pierws:y
jest przeciaciem
prostych Aa, é;c 1
_/6'1'2 5/ ,& drugi
nrostych /7, Cl i
/4; C; . Wyznagz—
my punkty =8 = ._5;

Eety o7 .
L Sd,= 7 Na

—



‘.

zasadzie § 181 istnieje jedna i tylko jedna stoskowa
styczna' do prostych @ , 51 P S, i przechodza‘cé .
przez punkt ; na zasadzie zas poprzedniego twier-
dzenia szeregi punktSﬁ przecigecia stycznych &, 1 S,
ze wszystkiemi stycznemi do stozkowej sg rzutowe; rau-
Yowogé ta jest wyznaczona przez 3 ktdrekolwiek pary
punktéw odpowiednich,nap.przez pary /7, i iz / B,
i Zgz ,QSD i =9, stad wyniks, ze te szeregi
gg identyczne z szeregami danemi, |

Jezeli szeregi & i J, s§ perspektywiczne, to ob-
wiednig prostych igczgeych punkty odpowiednie jest
stozkowa zwyrodniala, sziozona z punktu 4 5, = 94§
S§rodka perspektywy # tych szeregéw,

Na zasadzie, obu powyzszych twierdzed MOZR& res-
wigzaé zadania:

Wykreslié dowolng ilodé stycznych do stozkowei.

‘stycznej do pieciu danyeh prostych /s ktérych zadne 3

nie przechodzs przez jeden punkt/, - albo: styczmej
do 4 danych prostyeh i majgcej 8 jedng 2 nich dany

punkt zetkniecia, - albo: stycsmej do 3 damyech pro-

stych i majgeych = dwiema z pich dame punkty setknje-

cia,
cig. | :

1/ Niech beds dane styczne S, 08,0, a ; R |

* ¢, Zadanie bgdzie rozwigzone, gdy wekazemy, jak z
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dowblﬂego punktu, lezgtego na stycsnej 3 , wyprowg&rzié
drugs, styceng 4 do stozkowej, ktéra jest stycang do
wagyetkich 5 danych prostjch. Jmieniajac bowiem polo-
zenie tego punktu na stycsnej ,znajdsiemy dowolng
ilo§¢ stycznych do tej stozkomej. /Rys.339/.
| Obierzmy styczne
S S, 28 podsta-
wy szereglw wyzna-
czonych przez styc?
ne do stozkowe].

Jeseli styczne 4

b i ¢ przecinajg
styczng $§ w punk-)
a styczng 5; w'punk
tach /725; Cz to

te trzy pary punk-

téw wyzuaczg rauto”
wodé sseregbw 5, //4’, 5, C, : / > Jy ﬂz‘ng'J?
ktére przez polozenie odpowiednich punktéw utworszg
stozkows styczng do wszystkich 5 danych prostych, AbY
z punktu L% , lezgcego na styczrej. § , wyprowa-
‘dzié nowg styczng of ,odnajdzieny v szeregn J, punkt
' [%_odponiadajqcy rzutowo punkiowi Zz : styczna&/

taczy dwa punkty odpowiednie .Z% i L& . Wykreslmy



- 489 -

wigc najpierw o8 rzutowg § tych szeregbw, taczge
pankt A przecigeia prostych 5, Cz i Bz C,
punktem /5 prsecigeia prostych / Cz i /72 C/ ‘
Wygnaczmy nastepnie punks 2 praecciecia p.rostych.
-0/62 I s i polgecamy 06, | ; punkt D‘: bedzie
Praecigciem prostych 2C, S, ; prosta £ 0,
bedzie ssukang styczng & . ZauwaZmy, s¢ 08 rzutowas
Praecina styczne J, 1 <, w punktsch zetkniqcia. ‘
2/ Niechaj bedg dane styczre a , .6 , S, 14,
orag punkt zetkniscia <.S: stycznéj J, /Rys.340/.
| Wyznéczmy punkty
. ﬂ/ , 8,1 ﬂ"
B, ,w kt8ryeh
proste @ i g'prze-

]

cinajg J, i J, ;
purkt 5, S, osnacz-
my liters J;.;rzu-
towodé szeregdw S

1, jest wyzﬁa,czo-

na przez J pary
punktéw odpowied-
nieh 458, i

/7152 J;/gdyz punktowi przeciecia podstaw'j, i .&

%aliczonemu do szeregu 5, odpowiada w suzeregu S punkt .
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zetknigcia stycznej J se stozkowg/. 04 rzutowa s 1g-
cey punkt S s punktem przecigcia prostych /7, b, i
ﬂ, B,r Chcge otrzymaé jakgkolwiek nowg styceng do
stozkowej, obieramy na prostej ¥ dowolny punk’c C i
taczymy go & punkitami /4, i /y,_ prostemi & i C,‘. ;
punkty 8 e, i J, G bgdg parg punktéw odpowiednich
szeregéw 4 i S, , a wigc prosia, ktéra je polgezy,
bgdzie stycsng € do stozkowej.
3/ Niecha‘j wreszcie bgdg J stycmne S J, i

Qa ores punkty zetknigcia -f: i 7; na styczny_r;;h S

i J, /Rys. 341/. Prosta .5‘ T bedzie osig rzutbwq
szeregdéw, ktérych podutammi sg stycane . i a
punktami odpowiedniemi kazde dwa punkty tych pros tych,
/np.. /7 /qé /, ktére letg na tej ecumej styczneja
-':Obrawsz.y tedy na prostej. J, 7’ dowolny punkt 5B ;
1gczge go s punktami l i ﬂg otrgymamy proste Z, 1;:1g
ktére preecinajg podstawy 5, i 5, w punktach odpomed‘
nich 5 i 3 tych saeregéu, prosta 5 B bedzie
styczng, do stozkoweJ

_§5180 Zastosowania I. ﬂxkreéllgarabole majgc

Jej 4 st:{czne Q. é Ci 5. Poniewaz prosta nlewlas-

ciwa Jest styczng do paraboli, wiec memy wowczas 5 dat
nych styeznych do stozikowe]. |
II.:: Wykreflié parabole., majac jej dwie Istybzg,e_
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g, i"-\.gl wrag z punkta-
mi zetknigcia S, i
7% /Rys.342/. iamy
teraz dane trszy stycz-
ne / 5, ,5, i prosta
niewtasciwa & /, oras
punkty zetkniecia na

’

styczrych S, i S,

Stosujgc roswigzanie

ogélne obieremy mna pro-

stej »S, Tz dowolny
punkt B 1 1g-
czac go z punkta-
~i  niewla$ciwemi

/qt i /z pro-

stych 5, 15, /t.j.
prowadzgc g
punktu B réwno-
legte do stycz-

‘ nych §, L 5/,
otrzymamy na pro-

, stych S, i J,

Punkty 5, i -Bz,; prosta B,BIjest styczng do para-

bol4. -~ Prosta, lgczaca punkt 5.5 = _._S‘ ee frodkion

.
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O éi%ciwy &5

/
J', 7;' i jej kierunek jest punktem zetknigcia para-

7; jest Srednicg sprzgéong z cigciwg .

boli z in'oataz niéwlaéciwq ‘/a wigc jest drodkiem para-
boli/. Zsczac ten punkt £ punktem B | t;] prowads gt
BM Il 0S5 . o‘trzymamy na prostej b jej punkd
zetlmiécia M 2 parabols. Przesuwajagc punkt L 1o
prostej'\y, Zwyznaczymy potrzebng ilo§¢ punktéw . i
stycznych paraboli, |
IIT. Wykredlié hyperbole, majgc jej asymptoty S,

i S, oraz jedns styczng a . Zadanie to rozwigzalis-

my juz w § 178, ale prodciej jeszcze mozna je rozwig-
zal, stosujgc rozwigzanie ogdlne. /Rys.343/. Osig rzu-

towg szeregéw I f

JQ‘jest teraz pro-
sta niewlsdciva;
obleramy m niej
pankt dowolny,t.j..
jakikolwiek kieru-
\1;,. nek B i punkt
- ten lgcsymy 3 punk-
tami /7, i ﬂz , N

ktérych styczna @ przecina stycine S, i 5, ; innemi

| B.ys.:”_‘iﬁ.

stowy z punktéw _/q, i /7; prowadzimy w dowolnym kie-
runku dwie réwnolegle 5, i(gl ; punkty 5 i 5
r

v
/ 2



~ A7 .

kférych te proste przethJg i S, , 1aczymy nowg stycs
ng & , W ten sposéb mozemy otrzymaé dowolne‘ ilo$é
8tycznych. Prowadzgc przez érodek /”odcmka /7 L’
rownoleglq do obranego kierunku & % otrzymamy zaragem
Punkt getknigcia A na kazde] nowej stycznej 6 .

Z tego wykre$lenia wycigg:my wniosek: |

Pola trdjkgtdw, ktdSre dowolna styczna do hyperbo-

1i tworzy 2 jej asymptotami, sg stale.
W samej rzeczy tréjkaty ﬂ, /9; B,zi B/ Bt "7/
majg dwa wierzcholka /7, i 5,_ , 8 wige 1 bok /7, Bg

Wspélne, trzecie zad wierzchotki /7L i 5,,163.2‘.&z ne roéw-

Bolegtej do tego boku; sg to zatem tréjkaty réwnowazne.
Cdejmujge po trdjkscie /57 J'B; od kazdego z tych tro

cdtrdjkata
kgtéw (wzgladnie ode jmujge kazdy z tych tréjkaiow f

Otrzymamy tréjkaty réwnowazne /7, /72 S i B, 52 S

Wiasnodé ta znajduje swdj wyras w réwnaniu hyper-

boli, odniesionej do asymntot. \Z; dowolnego punktu M
byperboli /Rys‘344/ poprdwadémy réwnoleglte do asymptot
Qwazanych sa osie spolrz°dnych utworzy sig wtedy réw.
Noleglobok SAMY - ktorego pole "jest polowg pola
tréjksta /4//2 ; to ostatnie zad jest stale, t.j,

04 polozenia punktu M ze hyperboli niezalezne. Stad

SK.SY sen(s s, ) = stales |
Oznaczajge jak zwykle J/r =X 6‘)/ WiisT
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i Zauwazywszy, ze kat /ULJQ/'
jest sfaly, namy réwnanie hy-
perboli, odnieeionej do asymp
tot:

X.y = stalej.,

§ 181.Twierdsenie Pascala.

W szefciokscie wpisanym w stol

kowsg boki przeciwlegie przecis

najg si¢ parami w trzech punk-

tach, lezgcych na jednej prostej. Niech bgdzie szedcil
| ' | kgt /7/[31 Cﬁ,/qg :
5 C, wpisany
' w stozkowg /Rys.
345/; trzedba do-
wiesé, ze punkty
Pl
w ktérych sie prze”
cinajg pary bokdw
przeciwlegiych
BC, i 5,¢
C.hyi Cp A,
,4615;1 /42 lZ ;

lezg na jednej pre”

7T j g W7
Hy&3&&

atej.Z dwlch wier?”
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Cholkdéw niesgsiednieh i nisprzeciwleglych,np.s 151'1 |
Cz , rzuémy posostale ¥ wierscholki: 2, 5 ﬂ |
é?l 1 C: Na zasadzie twierdzemia Steinera /§ 177/

I/ proste rzucajice te ¥ punkty = punktéw 51 i Cz

Stanowis dwie cawérki rzutows B, /0',_/0,/5,’ C///i"

C,a /678”0',” 5”' C,” /. Przetnijmy pierwszg cswirks pro,

8tg /4i ’éi » 8 drugg prostg ,4Q C;; otrzymahy dwie

Czworki punktéw /z /Z /ZZ C,l b4 iz %"/ZB,”C}?,H(SM nie

tylko bdde rzutowe,ale nawet perspektywiczne,bo punkt

szeciqcia podstaw z&? odpowiada w tych czwérkach sa-

Memu sobie. Stgd wynika, ze punkty ogpowiedﬁiejzggﬁzx
B/ i 19,”, C; 1 C: lleZa‘ na prostyéh przecinajgcych

81¢ w jednym punkcie, mianowicie w érodEu perspektywy

- tych dwéch perspektywicshych cawérek punktéw,

//z ’przcchodsi preez punkt

Przec:igcia prostych ‘5,,53/1’ C‘,C;’, t.j. przes punkt
P , tak, ze S pu'nkty /C,’/Zi/Z”leu, B2 jednej

rostej, c.b 4. 0.

Twierdszenie to pozostaje w awej meey, gdy w sze-.

Innemi siowy, prosta 4,

éciokQCie wpisanyn w stozkowg jedna,dwie lub trzy pa-
L wierzcholkéw'sqsiednich zosteng zjednoczons, przez
¢ szefciokat wyrodnieje i staje sig wpisanym pigcio-
k%tem:czwdrokqtem lub. tréjkgtem, a swyrodniale boki \

st&jq sie stycznemi do stozkowej w wierzcholkach Ejed-
¢ : noczonych.
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1/ Przypus$émy najpierw, ze W szedciokgeie wpisa-
nym /4/52 (,,/ZJ;C;/Rys.SLLG/ jedna para sgsiednich
wierschoikdéw jest
zjednoczona; zaldz-
my np.ze wierzcho-
tek C; przystaje
do 55, , tak ze
szefciokgt znie-
ksztalca sig na pi¢
ciokgt wpisany:
/q, G, C,iz.gnw:kto'-
reco jednym wiéré—
~ chotku /'ti/ dana |

jest styczna.

- W pieciokacie wpisanym w siozkows punkty prgecig-

_¢cia dwfch par niesasiednich bokéw oras punkt praecigs

cia pigtego boku ze styczng w_przediwleglym mu wierz-

cholku, lezg na jednej prostej.

2/ 2at8zmy powtdre /Rys.347/, Ze~w.szeécioquie
‘wpisanym /7, @C;%B(deie pary sgsiednich wiers-
cholkéw, np. Z?zé;i; é?%(?z zostaly zjednoczone.
Figura staje sie wpisanym czworokgtem ﬂ,Bg /94,5, id
twierdzenie Pascala przeksztalca sig na znane nam do-

brze twierdzenie o czworok:cis wpiseanym § 186, ktére
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mozna sfor-
mulowaé jesz-
cze tak:

W _czworokg-

cie wpisanym

_]w stozkowsg

. ‘Rys 3'17

21%01& bokidw przec1wleg1ych oraz punkty przecigcia

nunktv prze-

Styczaye I w wierzchotkech przeciwlegiyeh leZg na Jed-

nej prostey,

3/ Nlechag wreszcie w szeé01och1e WPlsanym
/7 3C4/3€’/Rys 348/ trzy pary sgsiednich wierzchol-
kéw 7, i i A, (I 7 C;, zostang zjed-
Noczone W punktach /,,C,:L 5 Mamy wtedy do cz’ﬂr

Nienia z trdjkgten wnxsanym w stozkowq, w ktorego

W1erzcholkach dane sg styczne.

¥ trogkg cie wpisanym w stezkowg punkty przeclecla

hgkéw zé stycznemi w w1er§Q§p1kachA_ym bokom przeciw-

leglveh, lezg na.jednej prostej.

. Na zasadz1e powyzﬂzych wnioskéw mozna rozw1qzac

%adania:

1/ Jezeli dane sq 5 punktéw stozkowej, to mozna
" kazdym z nich poprowadzid styczng /wn.1/;

%/ Jezeli dane sgq 4 punkty stozkowej i styczma

)
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T : \

w jednym g mich,
to mozna wykres-
1ié styczmne w
kazdym z trzech
poiostalych /wn’,
e .
3/ Jezeli dane
sg J punkty.
stozkowej i stiy-
' czné w dwech z

nich, to r..:na

wykreélié stycs-

[

nq w trzecim wierzchoiku /wn.3/.

§ 182, Twierdzenie odwroine i jegZo "astosowanla.

Zarowno tw’erdzenle Pascala, jak i wymienione wy-
z€ " 3 wnieski mogsg byc odwrécone. Tak np. prawdziwe
jest twierdzenie: 3oL 2

Jezeli przeciwlegie beki szeéc1okata przec ;g

sie parami 'w trzech punktach 1ednel prostel ta stosko”

wa przechodz&ca przez 5 jego w1erzcholk6' przochg;

dzi takze przez szdsty. Niech bsdzie szefeiokat

H'BlC‘,iL/BC‘ /Rys. 345/ majacy tg wiasno$é, ze boki

pr7eclwlegle 5, C,i Bz Gl s e .C Jf&\
/7,5; /7 .5, przec:.nagq BlQ w punktach P /7/




i /,7// ; leZa‘cch nn prostej /%‘ Mémy dowiesé,ze wszyst
kie 6 wierzeholkdw lezg na jednej s”cozkowej.Dwie.czwér—
ki punktdw %ﬂ,lﬁ C/’ i /qz_ /7,/’5, //C, sg§ perspekty-
Wiczne,gdyz Razds z nich jest przecigciem tej same j
czwirki prostych wyclxoazqcycb. z punktu /2 « Stad wyni--
ka,ze czwdrka p‘rost.ych =5, (72;" é"(,; ’wychodze‘cych z punk-
tu Bz,.d:o punktiw ﬁt ! /Zi_&)é"'jest rzutows z
zwérkg prostych a/ a’ég” ‘?,//' wychodzacych g punktu“‘
C’a‘fdo do punktéw _/Zz ,_/7/”/ 15/’”’ C, i punkty /9.2,J /7/"
45:& i(C,, w ktérych sie przecinajg proste odpowiednie
¥tjch czwirek, lezg narsfozkowej, ktéra.jest mie jscem
SCometrycznem punkt6w‘.;przecigcia prostych od powiednich !
dwéch pekdw rzutowyéhE | -
PO ey i Y by 4 '-?/7 j '
BZ/QZ. X, é/.C/)T C’//a},/ d,'é: C//y/‘
Stozkowa ta,jak wiadomo,przectodzi przes oba wierzchol-
ki pekéw 62. 1 C’z '
Na zasadzie tepo twierd zenia mozna wyzneczyé dowol-
Uy szésty punkt stozkowej, ktdrej 5 punktée / 2,
J, Y5 sq dane- /Rys. 349/, Szukamy wierzcholks 6 szefcio-
katy wpisanego, ktdérego pozostale w.ie_rzcholki L ,z]
S, 4 .18 oraz bok 6/ = o jest dany. Wiemy,ze Loki
Brzeciwlegie /2 L 45, 3¢ i 6/ , 23 i S8 przecina-
g sig w trzech pénktech I , II |, i ITI, lezscych na

OF

SEOMETRIA WYRRESLNA T sc. Arkusz 31-szy.
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jednej prostej osi
Pascala/. Polac ZIANSLY
punkty /2 4.{

znajd31em7 W prze-

/G B i £
R\.\ ¥ ; cigciu tych pmstych
Vi3 / et I, A
N {6 punict W przecl -
vy N / ciu prostej 392
ﬂﬁ({.\ 4\' / B
NN / 6/=d mmaj-
\ % ' 2
A \\ \\Pé dziemy punkt II ,
\ o
e ! prosta I II jest
\-\ ‘\ / osig Pascala po
\.\\ / ra ktérej musi le-
\\ / ‘
_2.\},’ zeé punkt TIIT. Bg-
; v dzie to cczywifcie
Rﬁysuzqgﬁ v
¥ punkt,w ktorym
prosta £J przeci-
na proqta']o aczge go z punktem S5 ofrzymamy w -

- przecigciu 2 prostg G/ = 0/ punkt szukany III.

Roszzanle nie ulega zasadnlcza zmianie, gdy
‘ p) y

dwa ktérekolwiek z danych punktéw,mp. 4 i f’sa‘ zjed~

noczone, t.j. gdy dane sg 4 punkty : A L,3 i 7f
orag styczna w punkcxe 44 /Rys.150/ - albo gdy dwa '
pun};ty 2 T g
t.j. dy déne sg J punkty %

v pun']:{‘t‘a,gh 23 i qf/ﬁ‘ys.35l/.

oraz dwa inme ¥ i J sg zjednoczone,
23 i Y5 orenm stycane



§ 183. Twier-

dzenie Brianchona.

W szeécioboku opisa-

nym na stcikowej

wierzgholkijprzeciw-

legde lezs parami na

trzech prostych prze-

chodggcych przez je-

dem punkt. - Niech

bedezie szefciobok
a, b,c a,b e,
opisamy na stozkowej
/Rys.352/, trzeba
dowied#é, ze proste /a,.
a," i a.,” ," ktére lsczg
pary wierzcholkéw orze-
ciwlegiych: (a, C, i 5; e,
€ 2,1 a0 , a6,
"a, b, przechodzg przesz
jeden punkt. Na dwéch
bokach niesgeiednich 1
rieprzeciwleglych, nap.
na é.& i-¢ , pozostale

7 voxi a,,a, A ¢



i.C; wyznaczajg dwie

zworkl punktou_/7 /7/
1 /7”/775”(3”

Ktore na zasadéle twier-
dzenia Steinera /3 179
1/ sa rzutowe. Rzuémy
pierwsz, czwlrks punk-="
téw z wierzcholkaCllg,
a drugs z &, C, ozray-
mamy dwie cuubrki pros-
tyeh @, a'6,c1 a

A !
6,50, R etoTe

N
2al
nietylko begds rzutowe,
ole nawet Pmspekty—

wiczne,bo presia a,1g-

czaca wierzcholki, odpowiade w tych czwirksch samej

sobie. Stqd wynika, <e proste o
'/ 3 v ]
é ¢ przecinajg s1f
/

Jedneg prostea, mianosicie uvs

odpowzednie a 10” é

1r

W pul ktach 1021ﬂvch na

4

csi perspekiywy tvch
TW y

dwéch perspektywicznych czwérek. I[nnemi slowv punkt

/

a a “lezy na prostej, 1sczece] puukty 0, Z;”

o )

l‘-

t.j. na prostej /L tak ze 3 procte~ ﬁ a ia przP«‘

chodzg przez jeden punkt /D

co t.d.o.

Twierdzenic to pozostanie w mocy, gdy v szefcio-
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boku opisanym na stozkowej jedna, dwie lub trzy.pary
bokéw sgsiednich zostang zjednoczone, przez co sze$cig
bok wyrodnieje i staje sig opisanym pigciobokiem,czwo-
robokiem lub trijkgtem, a zwyrcdniate wierzcholki sta- ..
Jg sig punktami zetknigcia ma bokach zjednoczonyeh,
1/ Przypudémy vajpierw, 2e w szedcioboku opisanym
a, Z,: c/'a‘?éci/l?ysui"ﬁ;?/ jedna para sgsiednich bokdw

jest zjednoczona, za-

3

igpzmy nap, %e bok
C, przystaje do é,

tek 2e szedciobok -

Q, Z ca&c przeksztalca

sig na pigciobok opi-

sany Q, 5 e a, é,,

na ktdrego Jednym Loku / 5 / dany jest punkt zetknie-

c1aé C,

W plﬁClObOku opisznym na stozkowe], proqte laczaf

dwie pary nleu&SIGJHICh wierzcholkéw craz prosia,

.Q_
ktdra laczx,platy mierzcholek z punktem zetkniecia na

Przeciwlegivm g boku, przechodzg przez jeden punkt.

?/ Zatéamy powtére. /Rys.354/, 26 w szescioboku
0p1°anvm a, é C a, 5(:6v~1e pary sg s1edn1ch bokéw, np.
é C. -3 é C,zostaly zjedroczone. Flgura sta;e siq

canym caworoboklem (7] 510,11 tw*erdzenxe Prmncho-

b ploﬁk&ZudlCﬂ si¢ na ziene nam dobrze twierdrzerie .
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czworoboku o-

pisanym /§ 176/

K czworoboku

opisanym na '

-stbzkowei Pro-

lg& zgce
wierzcholkl

przeciwlegle

oraz proste;;
'Rys.35’1. - Ygczace punk-
"ty zetkniecia -

na bokach przeciwlegiych, przechodzs przez jeden pun%?

- 3/ Niechaj wreszc1e w ‘szefcioboku oplsanym a, 5

C,a, 5 ¢, /Rys.3b5/ t!\zy pary sgsiednich bokdw a, 15

c oF ‘2, 5 1 Cs zosﬁane‘ zgednoczonef’na bokach A,
) 6, i C, ~ Mamy

“Yowéj tréjkatem,

tkzizcia.

‘ ‘wtedy do czynienif

z- opisanym na st0/]

"Ba ktdrego bokach

dane sg punkty 2¢]

Y trdikecie.

opizanym ns stei-

N
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kewej proste laczace wierzcholki z punkta@i zetkniec@a

"~ na bokach tym wierzcholkom_przeciwleglvch, przechodza

przez jeder punkt.

Na zasadzie powyzszych wnioskdw mozna rozwigzad
zadania:
1/ Jezeli dane 83 O stycznyeh do stozkowej, to
' mozna na kazdej z mich wyznaczyé punkt zetkmiecia/Wn.l/
2/ Jezeli dame sg 4 styczme do qtozkowej i punkt
zetknigcia na Jedneg z nich, to mosna wyznaesyé punkty
zetknigcie na kazdej z trzech pozostaiych stycznyeh
QWn.?/;
3/ JeZell dane sg 3 styczme do. stozkbweg i punkty

¢

zetknigcia na dwfch z nieh, to mozna wyznéczyc punkt
zetknigcia na trzeciej stycznej /Wn.3/.

_3 184, Twierdzenie odwrotme i jego zastosowsnia,

Rozumujgc w tem sam sposéb, jak § 182 dow1edl1bquy 3

twierdzenis odwro trego: : il e

Jezeli prggte, lgezsce. przeciwlegie wierzcholkf

"sze501obokuﬁp;zechodz, przez -jedem punkt, ‘to stozkowa

styczna do_ pieciu jero bokdw Hest styczdg takze do

gszdsteco.

"Na zasadzie tego twierdzenis moZna karegggé do

wolng szésf* styczrg do_stozkemej, ktérej 5 styca-

."'".’["l. /L é_l *_7,4 ‘q -i_. ‘{:_. S "JFF"-_Qe /Pys, 2EC

v
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Szukam bolku
6 szesScioboku opi-
sanego, ktérego
pozostalte boki 7,
L R LU

oraz wierzcholek

/
\
Vo4
N/

R 6d = D jest
_:j— ] "_%Z-Z: dany. Wiemy, ze

wierzchotki przeciw-

' i daEe AR e A
Rys. 336. 31 6/ ,83156

lezg parami. |
na prostyck I , IT , IIT , przechodzgeych przez jeder
punkt /punkt Brianchone/. Toigeczmy punkty /2 i 48
prosts I , a punkty 3% i 675D, oprostg II ; punkt
przeéiqcia prostyeb T 1 IX jesf punktem Brianchona
> przez ktéry przej$¢ musi réwniez prostz IIT .
lqcky\ona oczyvidcie punkt 23 z punktem £ , w prze-
cigciv, jej z prostg 5 otrzymamy punkt J6 , ktéry
wrer z panktem 6/=/), wyznaczy szukang styczng &
Rozwiéganis to moze byé zastosowsne rdwniez i wte-,
dy, &dy jednallub dvie pary danych stycznych sg zjedng
|

czone, t.j. gdy dane sg 4 styczne;g'pnnkt'zeikﬁiqciaf
} :

>

na_jednej Z niCh, 1ub gdy dane sg 'i”ﬂstynz'ne 5 punkfy
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zetknieéia pa dwich z nich.'Styczne,na5 ktdrych dane
88 punkty setknipcia opatrujemy poprostu dwoma numera-
mi kolejnemi np. J6E , dany punkt zetkniecia na te]j
Stycznej uwazamy za puﬁkt_przeciqcia stycznyeh S 16
Eﬁ}§5. Twierdzenia Standta, Majse J punktéw, al-

bo pigé styczmych rzeczywistych stozkowej, mozemy na
2asadzie twierdzerd Steinera lub Pascala i Brianchona
"ykre§li€ dowclng iloéé nowych punktéw i styczayeh
Stozkowej - grzytém z 3 danych punktdw mdéq kazde dwa
byé zjednoczene /wtedy dana jest styczua w tym punkcie
albo z J dar@ch stycznyeh mogg kazde dwie byé zjedno-
tzone /wtedy dany jest punkt zetknigcia na tej stycz-
nej/. Powstajé pytanie, - czy moina wyznaczyé stoskovg
/t.j. wykre§lié dowolng ilodé jej punktéﬁ i stycznyeh/
jezeli z pomiedzy pigciu danych jej elementéw /5 punk-
téw lub 5 stycznyeh/ dwa, albo dwa i jeszcze dwa, sg
Urojone sprzgzone, - t.j. jezeli zamiast dwdeh punktéw
Yzeczywistych dana jest biegunowa inwolucja eliptyczna
na pfbatej zewngtrznej, albo jezeli zamiast dwdch étycg
Lych rzedéywistych dana jest biegunowa.inwolucja elip-
tyczna dokota punktu wewnsgtrznego? Odﬁowiedé na to py-

tanie dajg twiérdzenia Staudta,

"I,’Punktv, w ktdryech dwa boki trdikste wpisanego

4o
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w stozkowg przecinaiag nrostq;sprngong z trzecim bo-

kiem sg sprzezone. - Niech bedzie /Rys.357/ tréjkat
| ABC wpisany w stozkowsg i

niechaj punkt S
bQ@zie biegunem
voku B . Po-
prowadZmy przez
punkt J; jakgkol-
wiek prostg 2 ; 9

 trzeba dowiedé, ze
punkty/M i /1/
w ktérych ta pro-
sta przeqina- bo--
xi 8C 1 AC
sg biegunowe sprz¢’
ZOne."P01qczmyzyV
prosta Bﬂ/jest

sieczny stozkowe]

/§ 189/ i przecina jg zatem jeszcze w jednym punkcie
* ., Polzczmy /7[7; powiadam, ze A/ prowchodzi
frzez'punkt /4/ . W samej rzeczy, -~ w czworoksgcie

. ‘ )

zupelnym wpisanym ABCL aua punkty prz’eka‘tne/l//?‘
V1 biegun bokum iﬁ muszs lezeé na jednej prostej

/7% 176/ ,% j. trzy proste ﬂﬂj BC; SV rr'.?,‘-;f”;‘,:'g e o Bl
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dzié przez jeden ’punkt M. Punkty ”/i /I/, jako wiers-
cholki tréjkata biegunowego sg sprzezone.
II. /Odwrotne wzgledem I/. Jezeli dwa wierzchoiki

. tréjkata lezg na stozkowej, a przeciwlegle im boki

przeeinajs prosts, sprzesong z trzecim bokiem w punk-~

tach sprzezonych, to trzeci wierzcholek tréjkata lezy

takse na stoszkowej. Niech bqlda‘ dwa punkty stozkowej
/73 ilB /Rys.358/, a na prostej s , przechodzg-
cej przez bisgun '5 prostej A8 nieen bgdg dane dwa

T . : :____ punkty biegunowo
sprzgzdne 1/V trzeba dow1es’i ze proste AN i BV

przecimajg si¢ w punkcie C , Xtéry lezy na stozkowej,

Przypusémy, ze jest inaczej, %.j. ze punkt C nie
lezy na stozkowej. W takim razie prosta ﬂ/v ktéra
jest sieczng / bo nie jest styczng AS , %169 /
musial_aby przecigé stezkows w I;evmym punkcie C’, réz-
nym od 6 . Polgczywszy BC' otrzymallbysmy na |
prostej- /a pewien punkt M“b s ktéry bylby réiny odM
i na zasadzie tw1erdzenia I- sprzezony s A/ ,80 nie

jest mozliwe,

"

I11. /wzajemne wzgledem I/. Proste.ktdre lgosza

dwa wierzcholki trdjkata opisanego na stozkowej g

- punktem sprzezonym z trzecim wierzcholkiem, 8§ Sprge-~

gone,



Niech bedzie trdjkat
SUV  /eys.159/
opisany na stozkowej
i niechaj & bedzie
biegunowg wicrzehoi-
ka S . Obierzmy na
prostej S punkt ja-
kikolwiek /O; trze-~
ba dowiesé¢, ze pro-
ste i n, ktdre
rzucajg punkt P Z
wierzeh : tkéw Ui
_ V 88 sprzgzone,
B.y's.358, Punkt T, w ktb-

rym prosta 72 prze-

eina styezng 6 » Jest punktem zewngtrznym. /§ 160/,
mozna wiee z' niego wyprowadzid jeszcze jedng styezna
ad . Powiadam, ze 'pro,sta »7t przechodzi przez punktl’
w ktérym &/ przecina styczng & W same rzegzy,w
ezworoboku zupeinym Opisanymaéca’dwie p;zeke,tnemi
72 1 biegunowa s wierzchotka 5 muszg, pfzechodzie’
przez jedenr punkt P 176/,t.j.trzy pankty )C, KP
muszg lezeé na jednej prostej 777 ,Proste i 7 i je-

ko dwa boxi trdjkata YLiegnnowegn 88 spredzone,



IV. /odwrg%na wsgléw

dem IIT i wégjemne
wzgledem 1L/, Jege-

1i dws boki trdjkasta

sa styezne do stogko-

wej, a proste, rzu-

eaigce preeciwlegie

in wierzecholki z

punktu sprzszonego

z trzeeim wierzchol -

kiem, sg sprzeszone,to
I d

trzeei bok trdjksta

jest takze styczny do

. stozkowej.

Niech bgdy dwie styczne do stozkowej a i é/Rys,BGSO/
orag dwie proste sprz@Zone772i72; nwychodzgece z punk-
b , lezgcego na biegunowej & punktu aé;, trzeba
dowiedé, ze prosta C , ktdéra lgcay punkty cas7i ém
jest styczng dla stozkowej. Przypu$émy, ze jest ina-
ezej, t.j. ze prosta C nie jest styczna do stozkowej.
W tokim razie gz punkiu @72, ktéry jest zewngtrznmy

2 §-l60 /', moinaby wyprowadzié do stozkowej pemg
Styczug c-lrézna‘ od ¢ . Prosta m'rzucaja‘ca.punkt be?

Funktu B byiaby rézna od?21i na zssadzie twierdze-



nia III sprzgzona
W3 | | z7¢, co nie jest .
mozliwe.
§ 186. ZADANIE.
Wykreslié stozko-

we, majece biegu-

nowg < danego
punktu S 2
wolucje biezuno-
vana S , lub
dokola S , oraz
¥ ; _

Helm e = B jeden punkt 77

e e e b
bt

stozkowedq.
Reys. 360, 5

Jezeli dana inwo-

lucija jest hiper-

boliczna, toproesta geot “16cznq, a punkty podw63~
ne \521 JV tej 1nwolucgl sg rzeeayw;uteml hunktaml
stozkowej, proste zas S,i 5, ktdre, je 1qczq z biegu-
net sg rzeczywistemi stycznemi do sthkoxe' n tych
punktagh., Jezeli dana inwolucja jest eilptyczna,to
'S jest prostg zewngtrzng,a punkty podwdjne inwolu-
c§i sg urojonemi sprzgzonemi punktami stetkewej,
prosté za$ podwdjune perspeitywicznej inmwolweji doko-
ta bieguna S sg urojonemi stycznemi w t]éh punk-

tach. Rozwigzanie w obu rszach jest Jjednakowe, przy -



pusémy jednsk, ze dana inwolueja jest eliptyczna.
Niechaj wigc bedg dane: punkt A stozkowej, bie-
gunowa § danego punktu S , @ na prostej s dwie
przegrddzajgce sig pary punktdw sprzezonyeh A/ i A7
A i///Rys 36Y/. Polgczmy AS i niechaj prosta
przetnie bnegnnowa‘ S w punkcie /}/ Wiemy, ze biegu-

nowa S 7-5-51; mlmscem geometrycznem punktow harmonicz

r_'f

ie zezonych & blevune" 5 wzgledem punktéw prze-
titzc'la stozkowej z siecznemi, wychodzgcemi z bieguna
/Y 164/, Wyznaczmy tedy punkt A sprzezony harmonicz |
nie z punktem A nzgledem J 1/” punkt A’ bedzie
punktem st 0, Pola‘.czmx,_*,’/y/fl /7/{, Eowmdam,
fe punkd ZS:_ : ;% ktdrym te proste sig przeeinajg,
Jest puanktem stozkomej. W samej rz.eé,zy,, dwa wierzehoi
ki A i /7'/ tréjkgta AAB .1e23¢ ng stozkowej &
przeciwlegle im boh/?ﬂl /75 przcalnagq prostg
sprzgzong z trzeeim bokiem /ﬂ te ro trédjkata w ‘
punktaeh sprzezonych; na zasadzie tw\lerd zenig, 11

§ 185 trzeci wierzcholek &5 lezy rémniez na stoz-
kewaj. Podobniez punkt 5 , ¥ ktdrym sig przecinajg
prosta /7/{/1 /7%(132} réwniez na stqquwej.Kézda" pa-
ra nunktéw sprzezonyeh. proste] & pozvala w ten 'spo—
séb wyznaczyé dwa nowe punkty stozkowej. Na zasadzié

/
wlasnodci czworokats Aiﬂﬁ wpisanego w stozkowmsg, &=

Wynika 2e prosta BB"'przechodzi przez punktS(f/&f)}co


http://Pola.cz




R 32
.fprosta &R przechodzi przez punkt S § 169, co pozwala
0"‘“*&.‘}\.,\1 wykreslié styczne w punktaek S i B7. Punkt
Przecigcia tyeh stycznyeh A’ jest biegunem prostej BB}
lezy on na & , elbowier biegun prostej s lezy na B5’
Bedzie to zatem punkt sprzgzeny z punktem /V, w ktSrym
Prosta BB'przec.ina S i jako taki mosze bysc wynaleziony.

Aby wige po wyznaczeniu pun']r*éw'B e szybko
znalezé dostateczng ilo$é dalszyech punktdw i stycznych
Rajlepiej posts pOWaC tak:

Polgczmy BB’ 1 niechaj prosta BB przetnie & w
punkcie & ; ; wyznaezmy punkt N sprzgzony z /V i po-
taczmy go z 3 i B bedg to styczne & .4 §’. Korzy-
Stajse z punktdw sprzezonyeh V4 i /Vl ) znajdémy dwa
Rowe punkty sto;zkowej Ci.C A, bedg to, jak wiemy
Punkty przecigcia prostych AN i AW' oraz/lﬁ/ 1/7”
Potgeamy CC' i niechaj prosta GO’ przetnie & w punk-
cie P wyznacamy punkt P’ sprzgzony z A polgcemy
go g C i C bedg to styczme ¢ i ¢’ , W ten sposéb
POStqume dalej: a wiec korzystejge z punktow P i /D
"yznaczmy dwa nowe punkty D i ﬂ 4 polqczmy 00 i td.
Jezeli dana prosta § badzie prostg nlewlascmq, a inwo-
1ucga dokota bieguna S /8rodka stozkowej/ bedzie prosto
kBttn.si to stozkowa bedzie kolem, odeinki AS 1 4\5 sta-

GEOMETRJA WYKRESINA .86, » Nrkkds 32-gi
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ng sig réwne, a proste AX i 4'/‘”—01'&:///'1 AH vro-
ctoPadle, odnajdujemy wigc znang wtasnoéé kola, po-
legajch na tem, ze z punktdéw Jego okregu widaé Sred-
nice 19}7 pod kgtem prostym.

Do tego samego z&dania mozna sprowadzié rozwig-
zanie zadania wzajemnego:

Wykreslié stozkows, majsc hiegun J; dapnej prostel]

$ . inwolucie biegunowg dokoie Jy‘jlub na 5 /_orasg

jedns stycang & stozkowej. W tym cclu wystarczy wy-

znaczyé pankt zetknizcia A na stycznei <& /Rgo,a61/

Lo

A
Wyznacaywszy punkd i . w ktrym @ preccing & PO~

¥

]

I+ .
geaymy punkt M , Spragiuny & M, g biégunemxjaprow

. (] g § ¥ s 0L
stej & ; w przecigoiu pr&styﬁhé2»1ﬁ¥§ leay punxtsé

§ 187. ZADANIE., Wykvedlié storkowg na*ﬁ- deq '3

Py B

e s g =80 S

punkty 7, A i '3 oras inwolncie biegunowg he done]

progtei § . Zadanie to daloby sig sprowadsi€ do po-
przedniaﬂo gdybyémy zdotali wyenseeys biegun d pro-
ste; S . Moglitbyémy ntedy bowiem uwazal za dane:
blegunowq 3 danego punktﬁ S , inwolucje bieguno-
wg na S /1ub perspektywlcznq z nig inwolucjg biegu-
nowq_dokola J; / oraz jeden punkt atézkowej,-naprz.

¥ . Dla wykreélenia biegume prostiej S wystarcsy
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ZnaleZé biegunowe dwdch punktéw tej prostej,naprs.
Punktéw M 1/;/ . W ktérych proste 72 i/ przecina~-
.1"9‘ S /Bys.362/:."'Aby wykre§lié biegunowg 772 punktu/’/
: zwazmy, 2e do tej
prostej muszg nale-
ze€: 1/ punkt M

sprzezony harmonics-

nie z M wzgledem
[ punkt
M sprzg¢zony 2 M
w danej inwolugji

biegunowe j.Podobnies

biegunowa 7 punktu

/t/ tgezy pn’nkty,l{
i AV/, z ktérych pierwszy jest harmonicznieAsperZO—
ny z [/ wzglgdem 7 3 F , a drugl jest sprzqsony z
% danej inwolucji biegunowej. Przeciecie prostychnu
1 n!jest biegunem S prostej MV =F

Jezeli dang prostg 5 bedzie prosta niewtadciwa,

8 dana na niej inmolucja biegunowa bedzie inwolucjg
kierunkdw prostopadiyck, t.j. gdy stozkowa stanie sig
kolOI, tblatgaujgé podane rogzwigzanie, odnanﬁieﬁy
“nang konstrukcje drodka kola, ktSrego dane sqlﬁrzy
Punkty 7 , AiJ W same ] rzpczy,vunkty”i /V etans
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s,
N\

" sie niewlasciwe, punkty Az i 4{ , bedg zatem Srodkami
cieciw /2 i /3 . Aby wiee znalezé biegun prostej nie-
wiasciwej wzgledem kola t.j. jego Srodek, nalezy w
§rodkach cigeiwy /2 i /3 wystawié do nich prostopa-
dte i wyznaczyé ich przecigecie; jest to powszechnie
znane wykre§lenie drodka kols, opisan go na trdjke-
cie 72 4.

Ta sama konstrukcja da sie zestosowaé rdwniez wte-
dy, gdy z podréd trzech danych punktéw rzeczywistych
dwa, np. 7 i 2
dwa punkty 7 i £ , styczna w jednym z nich, np.w 7

, 88 zjednoczone, t.j. gdy dane =g

N

oraz inwolucja bieguncwa na prostej 3 .

Biegunowa 7 punktu /‘f , W ktérym dane siyczna prze-

£

cina § przechodzi wtedy przez punkt-f

Zupelnie w taki sam sposdb rczwinzalibyémy zada-

nie wzajemne:

o

3 » « @ . - 3] .
. Wykres§lic¢ stozkowsg majgce 3 styczne Z,AL iJ

(A

2
danego punktu J y =

l»._

oraz inwolucje¢ biegunowe dokct

O

przytem z poSrdd stycznych iaeczywistych 7 , 2
i 3 dwie moglyby byé zjednoczons, t,jﬂ wogs byé dane
dwie styczne, punkt :zetknigcia zns jednej =z nich crag

. b . 4 (%
inwolucja biegunowy dokoia demnego punktu o ,
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§ 188. ZADANIE. Wykre$lié stozkows, majsc jej

—— s ot e

punkt .. oraz dwie inwolucje biegunowe na dwdch pro-

stych i € .Wykreélmy na rostych S s i € punk-
2 2 p p

ty Si T , ktére sg sprzezone w danych inﬁolucjach
z puirktem Pprzeci-‘;cia prostych $ i € ; prostaST
bedzie biegunows A punktu P . Jezeli oznaczymy li-
terami & i C punkty przecigecia siecznej)b ze stoz
kows, to na zasadzie twierdzemia 1 Staudta proste

A8 i AC przetng zardwno vrosteg § , jak i pro-
stg € w punktach sprzezonych, sksd wynika, sze prost;
AB i AC stanowig pare prostych sprzezonych
zaréwno w inwolucji rzucajscej z punktu // inwolucje
biegunowg na prostej S , jak i w inwolucji, fzucajq—
cej z tego samego punktu inwolucjg¢ biegunowg na pro-
stej € /§ 142/,

| Tak samo rozwigzujemy zadanie wzajemne:

Wykre§lié stozkowa, majac jej styczng 7 oraz

dwie inwolucje biegunowe dokoia:dwdch punktdw .._5_‘__171

Ze wszystkich dotychczas rozwazanych przypadkéw
wynika zatem:

Stozkowa jest wyznaczona przez I punktdw lub

przez S stycznych, ktdre mogs byé parami urojone,

sprzgzone lub zjednoczone.
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§ 189, ZADANIE. Wykredlié ellpse malgg pare
frednic sprzeszonych A8 1 CD /Rys.363./

/8
o
| v/ [

g Rys, 363.

Poprowadzié przez punkty 7 ilh réownolegie do
CD , a przez punkty C i D_.‘..réjmolegle dojﬂ5_
otrzymamy réwnoleglobok, opisany na stozkowej.WystQ?‘
cey wykreflié luk elipsy zawarty pomiqdzy'punktami.
& /7 i c i posostals cz2e38¢ krzywej wozna wykresllc p?
za-éhdzie eymetrji ukodne j wybi*’gdem frednic Ai CD
oravtna ?aaadz1e symetrji wagledem frodka O . Zauwasd
myotrGjkgl STU ktérego wierzchotek ¢/ jest
WK Lon qleulbﬁglw1n érecq1cw Z?f? biegunowa §
wierscholka jest proste /fC' 1 gbrawszy na mie)

j
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punkt dowolny /D rzucuy ge 2 &w(*h pezostalych wierz-
cholkdw (/ i an ‘ooki prmciﬂegle 571 SU =

i polqczm}' rzuty [/ 7;' : prosta i'/Tdezxe stycz-
ny do stozkowej. Poniewaz w czworoboku opisanym o wierz
chotkach & w, T, U’; i 7T znamy punkt ze_tkni'qcia.
D navokn 7 U % wige prosta DA wysnaczy na
przeciwleglym bokum (/,7: , punkt zetknigciaﬂ/ﬂBS;S/
Przesmmjs,o punkt /D ‘wzdtus edcinka AC o‘t:‘aynamy
dowolng iloéé stycznyeh & punktow tuku e11puy miedzy
punktami /7 LY Wykreélenie powyzsze ma tg waznsg
zalete, ze wszystkie punkty pomocnicze zawarte sg we-

wngtrz réwnolegloboku opisanego na elipsie.

=§ﬂ1§9. Wlashoéci gggiskgwe stozkowych. 'Pnnkty;
dokota ktérych inwolucja biegunowa jest prostokgtng,.
nazywamy ogniskami. Urdjone.séerZOne proste pbdwéjné
tej inwolucji,t.j. proste jednorodne /5'146/_wycho; -
dzgce z ogniska sg styczne do stozkowej. Jak wiemy,
wszystkie proste jednorodne przechodzq przez punkty
kotowe, ogniska sg to wigc punkty przeciscia dwéch par |
stycznych urojonych, wyprowadzonych do dtozkowej z -
obu punktdw kolowych. Styczne te tworzg csworobok,ktd-
rego dwa wierzcholki gq punktawi kolowemi, a pogostale
cztery - ogniskami stozkowej. | |

Srodek kola jest jego ogniskiem, albowiem inwo-

-
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-lucja biegunowa dokoia tego punktu jest mostoksing,
Jak zobaczymy niebawem, w Srodku kolas sg zjedsoczone
wszystkie cztery jego ogniska.

Aby znaleié rzeczywiste jego ogniska stozkowej,

ktéra nie jest kolem, ustalmy vilka wlasnodci ognisk,
ktére wynikajg z ichk oiredlenia,

1/ Poniewsz inwolucja biegunowa dokoia kazdego
ogniska jest prostokgtrg, a wige eliptyczng, wigc kaz-

de ognigko rzeczywiste jest punktem wewngtrznym stoz-

kowej.

2/ Kazde osnisky vueczywiste musi leszef na jedned

T
osi. W samei rucczy nlechaj pungt wesugirany /ﬁ ng-

Ny
T I T R by LB A T A W S e
niskiem. Potzcnmy go ze drodkiem L/ sloZxow:].

’Yl s
v | e =3 v & - 4 =3 vy A g Ay e e i o e
asadzie okredlenis ogninsks prostg spragiocng = poos

— Y i
f'—- ) . % »

F A w inwolucji biegunowej dokola /7 jest

sty

o # ‘ - RRLT =y i uF 3
prosta @ prostopadia do /~(? . Srednica /’(?ma wige

te wiasno$é, ze jedna, & wigc wszystkie cigeiwy z nig
sprzgzone sg do niej prostopsdles, jest to wigc 08

3/ Poniewagz ogniskolfcﬂjest punktem zewngtrznym
stozkowej, wige oé‘fZ?, na ktérej ono lezy, musi
przecinaé stozkowg; jezeli zatem stozkowa jest hyper- 4
501@, to rzeczywiste ogniska mogs tylko lezed na osi
gidwnej.

Niech bzdzie stozkowa o Srodkun wiagciwym t.j.
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elipsa lub hyperbols /Rys/364./ i niech /~ bedzie jej
ogniskiem, W.wierzcholkach 4 i J, w ktdrych o
/:Z7 przecina
3 . stozkowsg, popfon
1%\ : wadémy styczne?
B it’; sg to pro-

ste rownolegile

do a’, a wiec

prostopadle do
/{AVI . Po-

démy +
prowadZmy irze-

V¢ é, iy styczng ja-
Rys. 36y kakolwiek & i
zastosujmy twier-
dzenie ITI Stavdta /§ 187/ do opiszrego na stozkowej
tréjkata sZ¢’. Biegunowg wierzcholks fzf’jest 0f
/997 ; proste, kt5re,rzuoajq pozostate dwa wierzchol-
kist i st kazdego punktu osi'ﬂfy'sq sprquoné,a
Wigc na zasadzic okredlenia ogniska, wzajemnie prosto-

padie, 3tad twierdzenie:

Qdcinek styeznel S , zowarty pomisdzy stycznemi
| tit's ﬁif{gChOlE&ChlAg i /7’s§tozkowej, jest wi-

J
dziany 2 kazdego osniska lezacego na /5D9'pod katem
prostym,
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'Naw‘gajgm, jezeli istnieje ma ogk /y/ /mmkt /’d,.
z ktérego edcinek stycznej zawagMomi.inxgznamf,
W wier@olkébh A i /4' w'idziany' jest pod kqt¢m pro
stym - to ten punkt jest ogniskism."Albpwiem na zass
' " dsis 'tnierdzenia_/]
Staudta /§ 185/
ste /2 i 770 se spr¥
ZOﬁe, punkt F

A

: ot
posiada zatem /"

te wiasnosé, ze
awie /aa' izan/

a wige wszystkie

Rys.'.’»ﬁ5 :

‘pary prostych
Sprquonych 'prze'zeﬂ przechodzgeych 84 prostokatne.
Wyznaczmy ogniska elipsy /Rys.365/, ktérej dané
sqg cztery wierzcholki: A y /ql ,B i 5,».
Szukajmy najpierw ognisk,lezacych na wielkie] 08l
Prowadfmy w wierzcholkach A i Al 4 B s'ty'csne
t ,£'i 5 Pierwsze dwie =g réwnolegte do Bﬁ,
trzecia jest rdwnolegia do AF'  .Szukane ognis¥®
bedg punktami osi ﬂ/ql , 2 ktdrych odcinek-Cfi .i“
stycznej +S widziany jest pod katem prosfym. Jezeld
tedy na odcinku cC :‘-‘-lylylzakreélamy oto 4  jok
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-

\

na frednicy, to punkty przecigcia tego kols g psig
ﬂ/q .bedg ogniskami. Na o8i II letg dwa ogniska
rzeczywiste R /'- albowiem prommxi Kola 4
| Jeet wigksey nis odleglodé jego srodkahad os1-4af
| Aby znaleié ogniska, lezsce na male osi 865,
trzebaby wyznaczy€ punkty przeciscia tej osi z kolem
/é , zakredlonem na prostej (?(:, jak na 8redniey.
Punkty te beds urojone sprzgzone, albowiem promief ko-
la A’, jest mniejszy od odleglofici. jego érodka od osi
B8, Ogniska, lezqce na osi ZZé? s§ zatem uro-
jone sprz@zone, L
Jeseld osie /44 BB, ss réwne t.j. gdy elip-
sa jest kolem, to wszystkie cztery ogniska sg zjed-
noczone w frodku kola, albowiem kazde z k&l ,4 i,{',
jest styczrné do jednej z osi A4 i B3, .
Rzeczywiste ogni-
ska elipsy sg to
zatem punkty, ktd-

re lezs na wiel-

kiej osi po ebu

stronach Srodka w
odlegloiei

ca'v/m—r

Jezeli, jak zwykle

\
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oznaczymy QA =<c) R =6 .
Aby wyznaczyé rzeczywiste ogniéka hyperboli /Rys:
366/, prowadZmy znowua W wierzcholkach gidwnej osi
A i A styczue 4 i Z', s za trzecis styczng uwa-
zajmy asymptotq S , ktéra niechaj przecina tamte 8]
czne w punktach Ci C'. Na odcinku C'C "’ zakredl
koto A jak‘na érednicy, punkty jege przecigcia z 0!
-/QJqlv beds ogniskami r At i Hyperbola posiadé
zatem réwﬁiez dwa i tylko dwa ogniska rzeczywiste. 0
" legto$éi tych punktdéw od érodka Q réwne sg promieni?
wi kola K , t.j. potowie odcinka CC’! . Jeseli pr."'*
analogje z elipsg diugosé odcinkal/qC? oznaczymy prﬁ
b , to Cc=Va*sp ‘,-l Dla wyznac::nia ognisk
paraboli /Rys.367}

AL poprowadZmy w wiel
C 8

(o R

cholka wtasciwym/
styceng ¥ ; styds

na T w wierzcho?’

o ku niewlasciwym
B'Y37367 jest prostg niewd
| | §ciwg. Jezelil dan®
jest styczra jakekolwiek & , przecinajaca Z w.pud

cie (' i posisdajace kierunek (:’vi to ogniskiem b%
/.00
dzie taki punkt £ oosi AA , 2 ktérego (?C?If”
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widad pod katem prostym. Jezeli w punkcie(:‘wystawiw
Uy do 5 prostopadlg 1, to punkt fw ktdrym 722 przg
Cina./7/7{f’quzie ogniskiem paraboli. Pounilewaz g
N g ' o 2L / L
kazqego‘lnnego punktu wiaSciwego osi odcinek
/60 a B

Cc bytby widziany pod kgtem rézanym od prostego,
igc punkt /L‘jest jedynem rzeczywistem i wiadciwem
Ogniskiem paradboli,

Biegunowe ognisk nazywajg sig kierownicami.W elip

"le i hyperboli istniejg dwie kierownice rzeczywiste,
8¢ to proste zewngtrzne, symetryczne wzgledem Srodka
! prostopadie do osi /wielkiej w elipsie,gtéwnej w
typerboli. ¥ paraboli istnieje tylko jcdna kierowni-
1 f J J

fa wrasciwa, jest to prostopadia do osi w punkcie sy
"etrycznym z ogniskiem wzgledem wierzcholka.

fwierdzenie. Stosunek odleglofci punktdw etozko-

¥ich od ogniska i jego biegunowei /kierownicy/ jest
Staty.WeZmy dwa jakiekolwiek punkty stozkowejxéfiﬂz

/Rys.368/ niechaj sieczna AZ/%Q przetnie biegunowg

c{ ogniska_ L /kieroﬁnica/ % vunkcie Ve ; bieguno-
"a fo  punktu i przejdzie przesz ognisko / /§ 151/
L Pprzetnie sieczna Aﬂ/@i w punkcie G? , ktéry jest
harmonicznie sprz@ﬁony'zl%D wzgl%demlﬂz i /@Q ;proste
f?/Di. /:C?jakn sprz¢ione i wychodzgee z ogniska

% wzajemnie vrostopadie. Czwdrka prostych
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A&MPY
rzucajaca harmo-
niczng czwérke

MM PO
jest harmoniczng;

poniewas zaé pro-

ste sprzqzonefao

1 fﬁ? Sg wza-

: jemhie prostopa-
Ry 368. dte,wigc sg one
| dwusiecznemi kg-
téw migdzy prostemi F/%i F/”L/ § 128/; w tréjka-
cie /r/"/,/”z} /:/D jeat jedng 2z dwusiecznych ka‘té F ,8

;”if = f =7.”/t-,:—g-& . przestawiajgc wyrazy |
7’ )

§rednie w proporcji,ztozonej ze stosunkéw pierwszego

wi€c

i trzeciego, otrzymamy
| ‘FM':"FMJ‘—}cﬁo/o
MDD, M Dy~ T

Warto$é tego stalego stosunku nazywamy mimoérodem

stozkowej i osnaczamy liters € ; biorge punkt 77

w jednej z wierzcholkSw stozkowe; latwo obliczyé, ze
dla elipsy i hyperboli e-=xf%—5 gdzie C jest ofleg-
lodcia ognisks od #éredka stotkowe] i réwna sigVa*® b
dla elipsy, s Va L,7% 41a hyperboli. Mimofréd jest



pfzeto mniejszy odjlt dla elipsy, wigkszy od J dla
hy?erboli i réwny Z dla paraboli, |

TWIERDZENIE. Styczna i normalna w kazdym punkcie

éingowej sa dwusiecznemi kotdw miedzy prostemi, ktdre

laeze ten punkt z ogniskami. -
; ' Va 5
a/ Niech bsdzie elipesa o osiach /4/4 i BB/

/Rys.369/. Wyznaczmy jakgkelwiek styczng 722 do élipéy

i jej punkt zet-

kﬁi@cia M

(| fym celu /§179,
11,3/ poprowadZmy
styczne €,4 4 s

w wierzchofkach
Aeilloatid

i obrawszy na osi
AR sakixormiex

punkt r rzuémy

go z_pﬁnktéwC i |
C'’ na stycz-
ne € 1 t'; pro-
sta laczaca rzu-
ty‘fV'i L
jeat styesng 772
de stotkowej;




punkt zetknigcia M znajdziemy w przecigeiun proste]
3 oy f > L =
7n- z prosaty 5/0/‘13 183,3/; ognizka i B
il

otrzymamy w przecieciu osi 7/ 2 koiem A opisa-
' 4 S - . o tln =4 s /
nym na /{Z jak na Srednicy. Toigczmy /—:'ﬁ i F/”,

trzeba okazaé, ze styczns 77t 1 prostopadia do nm'}
w punkcie M normalna #2  sg dwnsieczpemi katdw
pomigdzy FM i FM o tréjkacie BT :
srodkowa /DB i réwnolegia do bokn NS przegradaajg
harmonicznie pozostale boki P PN s

stad wniosek, ze czwdrka punkidiw ’Lflfl{/y,eﬂ: harmo-
niczna. ¥ormalna 7e jest biegunowg punkiu /’V wegle

2

kota ,4' , 2dys jest to prostopadis do dredniey A/

<%

oy
(“
5

™~

echodzgca przez punkt spragzony havmonicznie z vuny

- / 3 By T e I, IS 4 & . NP S g %) - R L |
ktem /z WZB’)’.?Z j&'f f5] i\.'.') LGCC) e t;() u; f_l’ LERD N § R \:\'- Vi > ;_)‘t ’:‘,' '-'\vu\’ L’l]ﬁ,’l g

N
. n ¥2
" s M EMAL : "
czwérka punktdéw /7 ¢ / /V jest harmoniczna /gayZz pank-

. §
ty Fii F sg punktami ‘ )
tem /'/( a punkt /V lesy ns biegunowe] punktu //
2 p 3, $ J ﬂ,”l
e 5 s . . - S
/% 174/ ,a wige rzucajaca jg grupa prostych /W//'- W 7

@y
IR

iest tez harmoniczna. Ale wiadomo /§ 128/, ze

i,
O

4

J

1i dwie proste harmonicznis cprzgeone 7721 7L 8§

wzajemnie prostopadie, to #g oue dwusiecznemi Icabt(‘ixﬂ;

miedzy pozostalemi prestcmi //’ i /MF’ ¢, byils
WANTOSER I. Suma odleglodei kazdego punktu eiipsy .

cd_obu ognisk rdma sis wielkiej ogi. Przediuszuy

e




F Mo drtugoss M{'= M/L', /Rys.369/

F'G=FM~FM

tak ze

Dzieki symetrii punktéw/iC

i Y
wzgleden érednicy AL punkt G lezy na kole A

tuki FL, FL

Rys. 70.

i L@

o

P
v

) [
réwae

skad ke
s Wynlf",=LL =A4’

fniosek 2,
Gdy punkt M
npisuje elipse,

punkt G opi-

suje kolo o $rod-

e Fod promie-
niu:
FiG - AN’
/koto kierowni-
cze/; a punkt

f/ koo o Srod-
ka O i pro-
mieniu 'O /féf'
=0f = 0 ﬂ ?"“‘

/kolo glowne/ /Rys 370/. Jezeli przeto kst prosty po-

rusza ule w ten sposdb. e jego wlerzcholek /f opisu-

je kolo.

& _jedno ramig przechodz® przez punkt wewnetrz-

hv /T tego kola. to drugie :amig powléczy elipss.

*, 5 v . /
b/ Niech btgdzie dana oS gidéwna hyperboli ﬂﬁ’ .

GEOMETRJA WYKRESLNA X.86

Arkusz 33.-ci
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oraz asymptota S /Rys;271/. Wyznaczmy w taki sam spo=
s6b, 3&1( w przypadka elipsy, styczng 77 do hiperboli
i jej punukt zetknigeia M . Styczne ¢ iz‘,."w wierz-
chotkach A i /q'.o'raz' asymptoda S stanowig tréjkat
opisany na hyperboli;‘ na biegunowej wierzcho-}.kaﬂ’t.;’j
na osi gtémej AH obiermy jekikolwiek punkt 7 i -
rzuémy go 2 wierzcholké’w C i C'tego trdjkgta na bo-
ki orzeciwlegle € i t'. Prosta AL 1zczgca te rza-
‘ty bedzie styczng ?n /§ 195,1/; punkt zetknigcia A4
lezy w preecigeiu tej stycsnej z réwacleglyg do asymp-
toty S$ wyprowadzong z punkta P , ogniska i i
I znajdziemy w przecijciu osi AA' s koten A opi-
senem na /'{L jak na frednicy. Trzeba dowiedé, ze sty-:
czra 770 1 pro-
stopadta do niej .
normalna 7t do
hyperboli w punk-
cie M sg dwu-

- siecznemi katéw

nomigdzy FM

i FIM . -

W trSjkacie
CC'P  ‘rod-

kova /00
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réwnolegta do boku CcC'’ przegradzaja harmonicznie
boki /DC i L0 , stad wniosek, ze czwérka punk-
tgw ML My jest harmoniczna. Normalna 7z jest bie-
gunowg punktu /V wzgladen kota 4 , skgd wynika, ze
czworka punktdw /'—/C_'/V/V, i czwérka prostych M/FFWAI}
Sg harmoniczne. Poniewaz proste?nni 71 sa wzajemnie
prostopadie, wigc s one dwusiecznemi katéw misdzy

MF i MF' ,c.b.d.0,

Wniosek 1. Réznica odlegiofci kazdeso punktu hy-

perboli od obu opuisk féwna sie osi g£18wnej. Odmierz-
my MG = MF ¢Rys.371/ zak,ze FG =FM-FM
Dzigki symetrji punktdw F i G wzgledem &rednicy
AL punkt G lesy na kole Y , Iuki Fl'=FL
i LG sq réwne, skad wynika: FG ""LL”I”,.'
‘ - Wniosek 2. Gdv

pu_.nkt-/” 6pisu-

je hyperbols,
punkt G opisu-
je kolo o Srod-
ku _F, i promie-
nia F’G "I/yl
a punkt ff.kolo

o érodlm O i

venmienia
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OH=0/_7 =0H"’ /Rys.372/. Jezeli przeto kat pro-
sty porusza sig w ten sposéb, ze jego wierzchoilek f/
opisuje kolo, @ jedno ramie przechodzi przez punkt

zewnetrzuy /r-tego kola, to drugrie ramig opisuje

hyperbole.

¢/ W paraboli jeden wierzchoizek /qli jedno ogni-

sko £ lezs w punkcie niewtasciwym os:’.,l‘l:i.echﬂ"bfg(ﬁi
wierzchotkiem

wiadciwym parab0”

i O < stycaz-

7

ng, w tym wlerz-

rLJOl ful. m il

ztyczng jakgkol

wiek. ktdra nie-

H

chaj przecina
o§ w punkecie /V a ~rwwqui’f ~ w punkcie /7 /Rys.
373/. Aby wyznaczyé punkt zetkniecia /¢¢ na stycznel
71 , wykreslmy bieguncwe panktul/v . Bedzie to pro*
stopadia do osi, wystawione w punkcie /Dsjmetr c,uﬂ?”

N wzgledem /;7 ; punkt M badzie vrzeto SJmetrch-'

ny z N wzgledem 12 Ognisko a znajdziemy w przé

cieciu osi z prostopadig do ™™ , wystawiong w _punkci
/ oo

/f . Przez M poprowadsZmy rdwnolegls ﬂ//‘ do osi

t.j. prostg w kierunku ogniska niswiaSciwego. Trdjkd
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F/W/V jest réwnoramienny /bo MHA =NVH i
HF_L /W/’/ /, stad wynika 4=V =¢  c.b.d.o.
Gdy kat prosty porusza sis w ten sposdb ze jego

Wierzchotek A opisuje Drms’fg £ , a jedno ramig praze-

thodzi przez punkt £ nie lezgcy na ‘é to drugie ra-

Dig¢ powidczy parabols.

K_ierowniéa d paraboli, t.j. biegunowa ogniska/r
lest prostopadls do osi, wystawiong w punkcie 2 syme-
trycznym z bgniskiem F wzglodem vierzchotke A .
0dlegiodé kazdego punktu M paraboli od ognieka i od
kierownicy sg réwne, co juz wiemy / MfF =MG » /.

_$ 19). Twierdzenia Desargues'a. I. Punkty. w ktd-

Iych dowolny sieczna przecina stozkows, oraz punkty w

Ltt6rxch ta siecgna przecina boki przeciwlegle czworo-

k&__a wpisanego w_stoskowsg,stanowis 3 pary punktdw

Q.PJPZonych inwolucji. Z wierzcholkdw przeclwleglych

i i C - czworokgta wpisanego A BCLH/Rys.374/
*zuémy pozostale 4 punkty stozkowe /{ K', 6 Bip

Va zagadzie § 177,1 czwérki prostych rzucajscych

be punkty z wierzchoikdw /q i C sg rzutowe; prze-
tiscie tych czwlrek '\rost%/o etanowicé przeto bedzie

Wie cowirki punktéw =na wspélnej podstawie:

(/f/f LM/w}a//(/{ ML/,

{
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A - Ale drugs z
3 tych cazwérek
jest rzutowa
zl;?;;rk%/%f

) IZL .
/bo dwustosunki
J KHML [
i HALM
sg réwne,/§ 125/
skad wynika:
79//{/{2/” Voo JAALM /., Poniewas punk-

/{ - / R ; ) ’ ,s
ty i A odpowiadaja =chie w tych czwérkach podwoj-
i

nie, wigc wezystkie iane pary punktdéw odpowiednich,a
wiec L i Sz M i /7/’1 rdwniez odpowiadajg sobie
podwjnie,t.j. sg w inwolucji /¥ 142/, c-b-d.o./Inwo-
lucji tej nie naleszy oczywidcie mieszaé z inwolucjg
biegunowg na prostej )b 7 |
Twierdzenie powyzeze pozostanis w mocy jeszcze
wtexy, gdy siecszna ]o stanie sig styczng do stozkowed!
W punkcie zetknigeia zostang wtedy zjednoczone oba
- purkty /( i'/(’ , skad wynika:

Punkt zetkniccis styesnej ze stozkows jest jednyl

z_punktdw podwdinych imwolucji, ktd:a na tej] styczg,i
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Sanego w stoskowsq,

Postugujge si¢ szesdadsg dwoistodci dowiedliby§my¢
twierdzenia wzajemnego /Rys.375/. | 3

IT, 8tycene wyprowadzone do stoszkowej z dowolne-

80 punktu zewnetrznegzo oraz proste, rzucajoce z tego

dunktu wierzcholki przeciwlegle czworoboku opisanego

na stozkowej, stanowis trzy pary prostych sprzezomych
inwolucii,

Twierdzenie De-
sargues'a, podobnie,
jak twierdzenie Pas-
cala i Brianchona wy-
razajg zaleznodé 1li-
rjowg mizdzy 6 punk-
tami lub 6 styezne-
ri stozkowej.Dlatego

tez na tych twierdse-

niach mozna oprzeé
RY’J"S' jeszcze jeden sposdb
: - wykreslenia linjowe-
g0 stozkowej przechedzgcej przez 5 danych punktéw
lubh gtycznej do 5 danych prostych.
) 192. Zagadnienie 2-go stopmia. Hyénaczenie stoz-

kowej przez 5 jej elementéw teco gamego rodzaju jest
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zagadnieniem,'ktére w kazdym przypadku ma jedno i tyl-
ko jedno rozwigzanie i da sig uskutecznié zapomocsg
konstrukcji linjowej t.j. bez uzycia eyrkla i ekierki

¥éwimy o tqkich_zagadpieniach,te sg pierwszego stop-

nia. Ponizej podajemy Xilka przykladdw zagadnied dru-

giego stopnia, t.J. takich,kidre majs wogéle dwa roz-

wigzania. Zagadnienia te wymagajg uzycia cyrkla, a z3
pouccg konstrukeji linjowej dadzg sig rozwigzaé jedy-
nie wtedv, gdy w plaszczyZnie rysunku mamy wykreSlo-
qe kolo ® dowolnem zresztg polozeniu i dowolnej wiel

kodeci /Steinexr/.

< i Wykreélié stozkows. przechodzgcy przez 4 dane
punkty /7 ) B " C i D i stvezng do danej pro-.

ste:i S _

Zadanie to sprowadzi sig do gadania jug rozwigza-
nego: "Wykreflid stozkowg przechodzgcey przéz 5 danych
punktéw, jezeli zdolamy na styéznej wyznaczyé puﬁkf
zetknigecia 7T . Zeouwazmy, ze czvorokat ABCD _
/Rys.387/ jest wpisany w stozkowg, na gasadzie arty-
katu poprzedniego- punkt zetknigcia ma styczme] S jest
jednym z dwéch punktdw podwdjnych inwolucji AALL
ktdrg w.yznacza'j ¢, boki przeciwlegle czworokata ABCH :

Zaleznie od tego, czy inwolucja ta jest hyperbolicﬁ‘;

na, paraboliézna'lub eliptyczna,zbajdziemy"dwa,jedﬂo

1ub "zero™ rozwigzai.
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Zupeinie tak sa-
mo rozwigzemy za-
danie wzajemne:
11, Wykres$lié

stozkows styczng

do czterech da-

nych prostych

a,b e i
A przechodzg-
cg przez dany
punkt '§ . Punkt

QS,,lgczi' z
wierzéholkami

przeciwlegtemi
czworoboku Oplh
Sanego aéc d i zapomocg kola Steiners znaJduJemy
Proste podwéjne 1nwolu031 przez te dW1e pary prostych
dokola punktu S wyZnaczbonej.

I11. Znale 5 _punkiy przeciecia prostej  se stos-
kowq, wyznaczonq przee 5 punktéw 7,2 I3 4 i

/

4 1lub 'z punktu S wyprowadzié styczne do stozkowej,
Wyznaczonej przez styczmych 7 , 2 , 3 , ¥4 i S.
~ Pierwsse 5 tych dwich sadaf wsajemnych rozwigsa-

ligny jaz w §.139./Rys.276/. Zdstosijmy to roszwigzanie H

-

-
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do nastspujacego przypadku szczegdlnego, |
Wykre§lié asymp-

toty stozkowej,danej

zapomqggiﬁ-ciu-punk—
téw Lo F, 2,3, Y%
i 5, /Rys37/.

W tym celu nalezy

najpierw wyenacsyé.
punkty, w ktdérych
prosta niewtaSciwa
przecina stozkowa,.
a p6égniej w tych
punktach poprowadzié %
styczae /§ 163/. Dla
roszwigsania pierwsze]
czqfci sadania two-
~raymy peki rautowe

7[0, é, c,..,/;tn?ﬁzlﬁ..}
ktére reucajg z punk-
téw Z i 2 wszyst-

rie vunkty stozkowej:
Proste @,i 4, , 3, i

5&; ¢, i ¢, wyzna-
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6gajg na prostej niewlesSciwej 3 pary punktdw t.j.
kierunkdw odpowiedﬁich;-naleZy znaleéé kierunki pod-
wdjne t.j, asymptotyczne.Przez punkt jakik&lwiek np.

Przesz ﬁﬁfprowadzimy.kolo Steinera i z jego pomocg wy-

Zracgamy proste podwdjne z dwdch pekéw rzutowych o

¥spSlnym wierzcholku s ktérych proste al"étcl'i.‘cy'é; C‘; 8g

26,

Znalazlszy kierunki /= 1 J % prowadzimy stycs-

*éwnolegie do prostych a,é,c, i a

Be w tych kierunkach do stozkowej; 1scsge kazdy z tych
- m. w : » o=
Punktéw niewladciwych I iJ & punktami 7 , & i 4
Otrz'ymamy dwa peki rzutowe, ktdrych Srodek rzutowy O
jest punktem przecigcia obu stycznych szukanych, t.j.
Srodkiem stozkowej. Proste z iJ. , poprowadgone przez
punl‘ct O w kierunkach o i i J= sg asymptotami, dwu-

Sieczne @ i & kgtéw miedzy niemi sg osiami stozkowej.

ROZDZIAL XV.

P e By - e e o e

POWIERZCHNIE DRUGIEGO STOPNIA.

§ 193. Kolineacja &rodkowa dwdch ukladéw przest zen

ych . Niech bgdzie plaszczysna § ktérs nazywaé be-

23 emy plaszezysng kolineac: i, punkt 0 , ktory nazwie-
My Srodkiem kolinescji i dwa punkty /q, i /7 , lezgce

"8 dowolnej nrostej a , wychodzgcej punktu_o/lub
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