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dnivli ceometr ji uwazawmy teoretycznie ga rozwigsanse,
jeseli zostalo ono sprowadsone do sagsdnied uprzednio
TOZY la"&DVCL, arogg tekich koleﬂnych ruduucj1 docho~
dzimy do kilku zagadnien najprostssych, .zwanyoch’ zasn-_
dniczemi, od kidryeh uzaleinione jesat rozwiazanio” _
wozelkich innychn, Jegeli sig ogranicszymy do tek zw, za-
.mief I i Il stopnia to do sagadnien zagadnicsych
a11ozvc mogemy nup nastgpujece: :
)/ Przez dwe dane punkty poprowadzlc pzosta,
2/ Na danej plasszczyinie poprowadzié kolo, maj.c
jego Srodex i promi#x,
3/ Ka dane] paaszczyznie znaleau punkt przecie-
cia dwuch prostych, elbo prostej i kels, al-
Po dwuch xoz |
4/ Przss dwie przec1na;ace—ai9 prosto poprowadz1é
DIANECIVEDE
B/ IZraledc prcsta, 2 sacievla dwch dmyoh ylaﬂz-
~ czyan,

Piorwase brsy zuskadnicnia naledg do zaeadnioﬁ‘

Ohuﬂ*u“ VYKRZOLNA, | prkusz l-sgy



: - 3.
zasadniczych geomctrji pia« ejs ost atnle dwa «tahé«
vig zasadnicge zagadnionia geom trji przeetrzeni Da'
zagadnien I grupy dadsg sig sprowadzaé rozw;azanla
wnzyatkieh innych zegednion gsomctr31 plaskie; Iill
stopnia. roswigzenia ‘zagadnien atereometrycznvcn ;Mi
II stonia aprOVadza sie_ patomiast do zagadn o zasa-
dnicsych obu grup powyzszych

-

Rozwiazanie praktyczne zagadn1en geometrycznych

I i 11 stopnia bedzle mozl*ws o tyle, o ile pOsladamy
narzgdzia._zapomoog ktorych mozng rozwlazaé zagadnla-
nia zasadnicze 0tés nasze naraed21a kre a‘arakia é#

v v e

léwok 1in3a1_h*pyrklel dajg mosznosd praktyc*nebo roz_‘
'!6!=9&9w§9§@dn$G%X?hw2989dn%en.1 grupy, @ wige wezyst-
kich sagadnieh geometrji plaskiej T § IT sbophia} ze-
gednienia goometrji przestrzeni, ktére oprécz popize-
dnich wymagajs jeszozs zagadnici drugis] grupy, musis-
Iyby posostal praktycsnie niér9zwi%%@1negéiétéaa"taz

- dla kakdego rozwigzaniz teoretycsznego zagaduienia ge-

. ‘omotrji plaakiej moiemy % 2atwodceig WVkON&é hntu&,'tég

J. rysunok ne papiorze Inaozej jest w geome* 14 prze-
strsoni naret dla zagadnxeﬁ bardzo prcstycyg € Jastas-
my najcseéoie] vlnten19_wykonaq modelu rozwigzanit.,
Weimy dla preykiadu zadenie nastepujgco: snalefé puaky
j;dﬁﬁkowo odlegly od czterech punktéﬁ w przestrzer i da-
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ﬁ&ch A , £3 e T T Taoretycznié ;adanig to
rozwigzuje sig nader latwo: przez Srodki oacinkév /153
BC + CD . prowadzimy piaszcsyzny do tych od-
éinkéw:prostopadko. punkt przediecia tych trzech ng-
gzozyzn r-dzie punktem szukanym, Prgktyc#hq wykonanie
modelu teaj figury.BYZOby wazakie nibzmiernié trudnem, .

mozolnem i kosztownom, Moina kredlié w pZaszézyﬁnie_

- pie mpina.kredlid w przesirsent:

Istnieje zatem jakby zasadmicsza féznica pomi ¢~
dzy zegadnieniami geometrji plaskiej i zagadniéniami
geomqtrji przestrzeni; podczas gdy piorwszo‘mbga byé.
nietylko teorstycznis, ale 1§ praktycanie fozviagagq.
rozwiazanie drugich ma charekter wylgcznie teoretycz-
ny. Ponigwdz jednak rozwéj nauk technicznych wymaga,
gby 1 zagadnienia geometrji przestirseni mégly byd roz-
wiazéno_préktycznio. starano sig zatem od najdawniej-
gzych czasdw wyhajdywaé sposoby, dc tego celu siuzace,
Ale dopiero Kacper Monge /1748 - 1818/ usupeinil, ma-
teiabycznic uzasadnil i'w jedna oalodé wszystkie te

aposoby polgczyl, Pierwsze wydanie stynnej jego ksisis

ki noai tytul: "Géometirie descriptivé. Legons données

aux écolss normales® i ukazalo sie w roku 1795,
7asada wspdélng wszystkich metod geometrji wykre-

§1nej jcst zasada odpowiedniodei, ktéra odgrrywa wy-
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Biteg :53p we wueyatkich galgsiech dazisiejsazy) malomae
tykl, ¥ peowetrji ty%i%élgb; z°~tanugavv fiuure proe-
skraemny preoz figuie Pl?ﬁk‘};,-k?or?‘.33?).".9__”’-.1?3'.W."k.f -
§lonym i sialyn swigaku i mose zatem figure praestraen-
na zastapié. Daigki temu wszelkie segadnisnia stersome-
trycene gogtaje zestgpione przez odpqw@ednié zagadnie-
nie geometrji plaskiej; jezeli rozwi§zemy to zagédhief
rie ptaskie i otrzymamy figy{gl_kpéra ndpowiéda odnos-
aym warunkom, to figura przestrzenna, kidra na uocy
us*élonogo swigzku znalezionej figurze plaskiej odpo-
wiada uczyni zadodé warunkom praez zagaanienie stere-
.qmetryczne postallonem st 2
Yagadnienie wykonania modelu teoret)cznego rozwig-
zania sadania stersometrycanego sastepujemy saten na-
st?pgjgcym:.odwzcroiaé figuré praodtrzenna na plass-

csyinie, t,j. sastkgpid figure przestrzenng przez odpo-
wiednig Iigﬁre plaske, 8tr95532ajan npsze uwagi mozemy
daé tekie ckroélenie i |

_ Bgometrja vykroélna jent nauka, Etoraauczy » jak.

+ - v remrs

0uwzorowywaé na ptaszcazyinie dane’ figury przoptrzenna

i jek na.mocy tych cdwyorowan roswigzywaé ¥e ﬂomoca ry-

sunku zngadnzenlu tych figur dotyczsgce,

. Sposobéw odwzorowenis figwx przestrzennych na vlar

szczyini. moznaby Jomyélaé bardzo wielo. dla’ zastoso-f*

"'\-v‘



vad praksycsnych: bgde jednak ‘brane w raéhdbg_§§kie
tylko odwzorowania, ktérych rekoratrukcja w wyobraf-
vi nie jest ubyt trudre, Jdwzorowanie tskie otrsymamy
%’gr:sﬁawazystkiem ﬁfzéz nadladowanie prpcgag.@aszggo
widzenia; ocdnosna metoda geometrji wykroélnqj nazyia -
slp metods raubéw érodkowych lub ‘perspoktyws, Wesystkie

T prakiyce stosowane wetody wykradlne a3 2z nig pokrew-
LG,

‘ ) -v;: - ™ yre

_§=:. LEUENTY RIEWRASOIWE | Zanim sie swrdcnmy 4o
ijidda poazczeaélnyc“ metod wvn.ea;nyuh werowadzimy
do stownictwa geometryosnege pewne terminy, kiire w
znaczny:a sbopniu uproszczg nass wyklad, Mar na mys)i

slomenty niewladciwe,

: Dwa punkly zawaze wvznaczaj@ prostq. 1ainieje bo-
wiam zawaze urosta i tylko jedna, ktéra lgcsy dwa ja-
kiskolwiek punkty,-Hsbomiast dwie proste na plassosyi-
nis nie zavwsse wyznacgajs punkt, nie sawsze bowiem i-
-8tuiejo pﬁnk@ ich prgécigcia; Kglzaégﬁéiq V postulatu

ﬁk]ig;éa przes kazdy punkt ptaszciiény mogna poprova-
dzié 1ednq _tylko jedng proata, ktdradanej proste]
nie przecina. prosty to zwiemy réwnoleglg do danej
|pf$3t65, leb tes prosta o tym semym kierunku, Dwis °
'pféaté.ﬁa iiéﬁzczginie majs zatem albo punkt wspédlny
albe wapélny kierunek, Powetaje teras pytanis, czy
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nie ngghpy_pojecia_'9gnktffronnzeréyc w taki sposél,
aﬁy wyjatek spowodowany pfiéz mozliwodé prestych réwmo-
leglych zostal usuniety?

. Na pytanie to damy adpowiadi tw;erdzacq Bedz1e~
my odtad mianowidie przez slowo ®punkb* rozumieé nie
tylko punkty w _dotychczasowem znaczeniu. t <3 punkuy
wiadciwe, ale i "kierunki® wazystkich mozliwych pro-
styoh, t.j. punkty niéwlaéciwo, Mogemy wtedy powie-
deied:

. 'Dwio proate na plaazczyin1e sawsze majs jeden i.
tylko Jeden punkt wapélny _wtadciwy albo n1ewlaéciwy :
~ Na kazdej- proatej mamy satem nieskorczenie.wiels
punktéw wlaéciwych 1 jeden punkt niovlaéoiwy.“ . el

kierunek, 2 chwils, gdy prosta jest dana._dan, jost -

“y D o

oozywiﬁcio ‘jej klerunek, t.j. punkt niewladciwy; na ;

kagdej proste]j" d&r
- " nej jest on tedy

zawsze dany, -cze-

, ’gélhié'mOZna_pof

A/ i “wiedzied o jaduym
/ punkcie wlaéoiwym
tej prosteJ,»Punkt'

' niowlaac:wy ﬂbznh»

by vioc*nasywaé_gunktem abaolutnym danej prostej; cze-

Rys. 1.
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sto jednak wolimy go naszywaé punktem w nieskonczonos--

ci, a to na zasadzie na.stepumoego rnzwaiania: Niech.
bedzm dana prosta]o i punkt P na ae;;%?;a.cy /Rye . 1/
Kazdemu punktowi H prostej /3 sodpowiada jodna i tylko
;;edna prowa, & przechodzgca przez P .ezyli, jak mowi-
my, raucajaca punk’o Az punktu :‘" . 8dy punkt A

perusza sie na prosoej]:; » to prosta. rzucajgoa of *obra—

ca sie dokola punktu F | Imdalej punkt A bedzxe
sig snajdowal od pierwotnogo awego pologenia na proste]
]o » tsm bardzie] prosta a bedzie sig¢ zhbl méla d;"
potozenia rémoleglogq T Naﬂa;em im bardzie; prosta
@ , obracajgc sig dokola punktu ~ , z jednej lub
drugiej strony sblide sig do poZoﬁenig rownoleglogo
A ty\in%ardziej punkt A oddala Bie od piorwotnogo '
swego polosenia, Gdy satem prosta o stenie sie réwno-
leg2a do ]3 o b.§. gdy punkt /5| przestanie byd punk-
tem wladciwym prostej P mo.iemy powiedzie¢, ze gnaje
duje sie on daloj od kaidego punktu wkadciwego proste]
]o t.j. v niukor&czonoém, :

i Kazda prosta posiada zabem jeden punki w moskoﬁ-
(_:'zo_n_oa_éc; /punkt niewladoiwy, absolutny, kierunek/; ma-
ledatoby wieo prostq uwasaé sa linje samkniets,

_ Tak _g,;,"m rzecsy sig majs 2 plaszceyznemi: dwie

plaszczyzny albo sie przecinajs wedlug prastej, :albo
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ma rimnglagle  Podvonde, isk o prostych rownoleglych
méwiny, ie majg wapllny kisrunek, tek b"pl;a;céggnach“
réwno}ﬁgtygg‘;owlamy, 4¢ aej% w8pllue yetayiﬁgggﬁ'Jeﬁe-
li teraz rozszarzyiy pojecle "prosba® prroz dolscze-
nie do proastych w dotychcsasowym resumiéniu, 1,i., o
progtych wiasciwych, weayatkich moiliwych uctowied, io
suzbapiwezy slowq”“ustawlenle" przez alowa “prosta nie-
vlasciwa® powiemy: -» G e T
iy Brke splakzaspenysatvate el - Jedag 1 ity IkoiR-
3 prostawﬁspélna: wlasciwg lub niaw?aﬁciwa" BT
Na kaide] plasztzyinie mamy nieskonczenie wislo
proatyoh wiadouwych | jadng prostq niewladciwg, t j,.
uetawienie plassosymny, I chwils, gdy piasscayana jest
dana, dane jekt oczywidcie jej ustowienie, t,j, pro-
sta niewludciwa; na kajdej pleszczyinie jcst ona prae-
to _sawsze dans; woinaby ja nazwaé prosig abaolutnq

B T T A e

plaszﬂzvzny. Czgsto wolimy jg nazywac prostg W nie-

e el

skonczonodei, luaa na niej bowism wazysbkie punkty w

nieskoﬁc onofici tej plaszczyzny,

Punkt wis abcivy Wrsz 2 pw htbm niewtascimym wy-
zZnacisja prostg réwmie dourz:, jak dwa punkty wiasci-

Po2gczyd punkt wresciwy ~ 2z punkiem niew}afoi-
wyw prostol 4 waczy o proes punkt H poprowadzié
! : o 7
rownnl agly -do prosbej o

v
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Daa punkty niewYsdeiws wyan:zcas’s proata niewZe-
Bciwg, .albowiew dwa kierunki wyznacuajg ustavisnle
¥ smmej rseczy, Jjercli obierzemy dewolny punki oreze-

 strzeni i ,Jﬂ;uh_hz;my Przezon proste v oh'ri"c* kie-

v
runkach, o te duis proste wyznaczejs prasucnysng, kté--
rej ustawienie nis saleiy od obrauﬁﬁ;‘punﬂdu..lpcz zZa~
lozy jedynis o8 kisrunkdw prosi ch przo: ten punkit prae-

chodzacych,

& -

)
C

rozva viass F&&t 1 pungl nicwa 5c;vy proatae, f‘
: /albo punkt wﬁgéuiwy A ﬁrosta niewtadciwa plaszcay-.
o B é&j;d;guaq ptassczyzng rownie dobree, jak j
kazéa'inna prosta i punkt nu niej leigey, Bedsie to -
piasyczyzna przechodzaca przesz pf03t$¢1 réwnolcgyg do -
o,oqtaj.é /albo plasziiysna praecnodzaca przoz\punkt

A ‘ovrale~]c do laSZC‘y ay 3 /: o 3t

i haade dwie proste nlevlaéciwe majq punkt nxewlun

3uiwy wspolny. P dwa ustawienia wyznaczaja kieranek
W seme] rzeczy._obiorzmy znowu dowolng punkt przestrge-
ni i poprowauamv przeseh dwie plaszcsyany v danych u-
stamieniachv kisrunek proste] praecigcia tych¥plass-
czyan nle zalesy od obranego punktu, leca aalazy Jeuy-x.
nie od ustewiend plasscsyin priesz ten punkt przochodaa-
cych, Ogél prostych niewlsdciwych ma zetiem to wiasnodd
io kazd; dﬁic a podrdd nieh maj~ punkt niewladeiwy
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wepdlny, Ale wlasnodé takg mogy mied tylko prosve, le-
38C6 W jednej plaszcayinie, a wiaec

L "Wszystkie proste n:ewlaéuiwe leza w _jednsy plam

szczyénle“ Plaszcayzna ta nazywa sie nzewlasblwq, albo

absolutng, albo plaszczyzng w nieskodczenosci,

Teofja elementdw niewlaéciwych da sig¢ strescid %

nastgpujacych stowach: | g e
| "Srdd plaazczyzn wyroznlona jest Jadna praez. to,

4o jest sawsze dana, Nazywa si¢ ona plaszcsyang mie-
wledciwg; wssystkis inne plaszcayzny nasywany wadoi-
wemi_  Proste i punkiy vej plasazcaysny nazywamy niewla~
doiwemi | ~Wszysthie inne prostei punkly nazywamy Whasciwemi s

"Réwnolegleni nazywemy dwie piaszcayzny wlasciwe,
ktére maja prosts niswtadciwag wspélng, lub dwie proste
wlasciwe, ktore majg punkt n1ewlasciwy wspélny, Okre<
‘§lenia te nie majs zastosowania, gdy jedna 3 dwuch pkh~
szcayzn , lub gdy jedna albo obie proste sg niewladci-
we "

Wprowadzenie do geometrji elenentiw niewlaéciﬁych
upraszcza wyslowieanle wielu thPTQu?B i uzabwza uo*vo-
dzenie przesz usunigcie ¥ wielu razach przypadkow 32CZ0-
gélnych, kbére insczej osobno musialyby byé rozwazane_
__ELE: METODA ﬂZU?F n‘cCh bedais plaszczyzna I?

/Rva .2/ zwana plaszczyzna roabdw i nis lezacy na nie)

v e L
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kb C' T evany Srodkism -gutéw, Rgutes émdkowy_xi
Lk‘q’u A nezywamy puehi _/‘_'!'___ » ¥ xL0rys prosta (/3,
wa prostq rzuoa;q.om przebiga plasscsyiae P | Je-
Li punkt A jest punktem niewladciwym, t,j. kierun-
kiew.prostej a , to

jogo rzutem jest:
punkt, w Ltorym réwno-
leglta do a_.przeibl;;\a_a_ :
plaszoayzne: rautdw, ..
P Jeisli punkt
A leizy w plasszcayi-

nie P ,to jest on .

w’asnym swoim rzut.'bm--
bedzze to miﬂo miej-
.c "Ownleé i wtody, gdy punkt A j_e_gtf_ Eunkjtox_n __ni_;ew_lg.-_:._
siwym plasicsyzny P | tv: jestokierunkiem prostej réw-
Jlegle] dpt_.jgila..szczyzny- P 1, Gdy punkt A przystanie

> drodka rzutow C' 13 pmsta_ CA , awige i s
zut punktu /‘q,‘_j#stunim;ﬁjﬁnac-sony, W ten spoasdb kazde-
unktor;:‘l__.przgstrz%i_’iia 2 wyjatkiem pun tu C , ocdpowia-
& na piaéiqzyénid rautdw jedsn jedyr - punkt, a miacoe-
ic&g,_,j@éo raub, Nabomiast kesdemu pw ttows A plason
sosyany P odpowlada nioskciczenie w ele punkbéw prae-

traeni, -te wszystkie wianowicie, ktdre le’g na proste]

CA.
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Wdémy drugi jeszcze punkt (3 i znajdéimy jego rzut

s rzutem prostej AA  nazwiemy miejsce geoms-

tryczno. rzutéw punktiw prosteJ A3 . ; poniewaz
wazystkie proste, Xtdre lacza punkt C e punktaml pro-
sbe _f%[ﬁ » leig w paaszczyznla j"*qLJ /zwenej
plaszczyzna rzucajaey/, wige rzutem prostaj /QE3 “be-
dzie prqs'_bglm.-'@w_ ; wedlug ktérej piaszczyzna CAB
praecina plaszceysne rzutdw, Gdy jednak punkt {5 lezy
na prostej CA , t.j. gdy AB  jest rchg_yzuca-
jaca, to rzuby wsaystkich jej punktéw znajdujg wie w
jednym punkcie /r 3 rzutem pfostog f{ES___jesb"wtedy
pﬁnkt A . Tek wige antnm vresbe’ jeat prosta lub
punkt 25

W ten spo«ob K&aaﬁj f;ru;u preestrzenne] lub nie=

skonczonag liczby punktéw i prostych, odpowiads na pla-
4 ° N « [4 4 « . 1

“ACLYA ie rzutéw figura pleska, zlogzcns rowniez z punk-

Low 1vdh urORtyCh Figura ta nazywa sic rzubsm frodkowym

fi igury przestrvernmg, Wyobrazmy sobis, ie w punkcie C

zn¢3au30 sie nm;ue 0ko i Ze po wvkousnin rzvtu fmrvry

.

przestrzennej na piaszczvrng X usuvciiémy fsgur@

- o

5 ]

_pgz&a}y;qnna:,-pomzmo vo €6 nasleps oxa dujdg ud WEEY3

¢

kich ponktow rzubtu le sams prox :mie, kidre przedten .

od usurietej figury dochodsiiy, wywoiujie w nasiej wys

i

2 - . . ' + e
aobrazni ziucuenie ted 1"':152';\1;-,";-*“. Reab dvodianys 0y uo.:.

» S e b J
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aabem wrazenis prawie identys BRG, Z Wrajseniem wywolanem
3

przez figureg przestrzenpa, 3ezeli umi : cinmy oko w po"
blisu srodka rzutéﬁf Rekons truku,a figury p*zestrzenneJ
¥ wyobraini josi @f@ﬁ tuta] bardso Zalws; nie jest je-
daek "ownlu au,r~..azonubruk3;& ied wirzaczyvistoéci,
Dzigki temu reut Arodkowy ma wigksze znaczenie w sztu-
kach p&actycanch, niz w zasﬁoaoyaniach tgch@icznyéh;\
ngg}i ‘manty na uwadse te ogtatnis, to dogodniaj jost
obraé anxt C) w nieskorczono sci proste rzucaJaco

9

sbuny sig v toay rownolegts, & metoda odnod na. nazywa sig

ue boda _rzutdw ;ovno‘ebXVPn Szczegélnie waznym iest tan
przypadek, giy proste rzucajace sg prostopadle dc pla-

szcgyzny rzuldw; mamy wtody do czynionia z metods rau-

Low prostokatnyoh,

3 4. RZUTY PROSTOKATHE NA JEDNA PLASZCZYZNE RIUTOW,

e =
ﬁiéoh'bedzie znowu dena pkan cgygng, B . /Rys, 3/ zwa-

ra plasz zyzng rzutdw, Rzu-

: -~ ' 2
~ ten prostokgtnym punkiu A4 na
1% ] B g iAZY
'/ri P 91“3“?5YZHG__F% zywa sie apo—
Ih 5 &
, Frtro 1A dek prostopadlej, spuszchﬁeJ 2
oshd punktu 4 na te plaﬂ"cayzng""”
l -~
big LAE nauiemu punktowi wiadciwemn prza-
2 T -
L Tivaes

: Al '
sty zendi A odpowiada jego rzut

ya ¢ natomiast kasdenmu “uﬁk—
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towi plaszczyzny rsutdw A" _odpowiada niéékqﬁqgg?ie
vigle punkiéw praestrseni, te wasystkie mianowicis,
kbére lesg na prostopaile], wystawionej w punkeis A’
do plessosysny B . Tak wige dla wysnaczenia punktu
v praestraeni nis wyztarcza podanis jego rautu; nale-
iatoby wiedzie¢ naprayklad jeszcse, jaks jest jego o-
dlagtogé od,squglréutu_i z ktérej strony pleszczysny
B punkt ten sig znajduje, Wiadomodci te winny byé
zanctowane w sposéb“uméwiony_tak, &by dla_kaﬁé@gp punk-
tu wraz.z jego rzgﬁemr‘dpqhqdzgla do nas jednscsednis
wuk~zéwka, 2 ktérej sirony pzaszcay:ny.]g ina ja-
‘kiej od niej odleglodci punkt ten eig znajduje. Réine
sposoby notowania moga byé w tym celu zastosowane .
1. RIUTY CRCHOWANE, Najprostszvm wydaje sie udno»

towanie obok rsutu pupktu A a-

dleglosoi jego ol swegc rzutu wy-

o

rajonej w dogodnie obranych jedne-
o A8 stkach diugodc! /np, v metrach/
/Rys. 4/, Kby praytem unikngé dwu-

| zogesnobel, moznaby uwazad odle-

oo gioicf punktdw znojduiacye 8isg
yS. K.
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rzed plasz iyzma I 23« ds-
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tnie, odlegicsdci zad punihow zna’.niac"ch 519 za is

~ ya wjeune, Po sroblenin tekiej amowy, poZcienie punk-
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tu A w- rzeatrzsnx h@dz1e wyanacgsoenem, jeieli jego

crgut A epabrzymy t_ww, cecha, t.g«_lzczba algebraics-
na, ergﬁ%;acg¥¢eido warvesci bazwzglednej i gnaku je-

go odleglodé od plaszozysny rysunkc, Jek widsimy od-
wzorowanie punktu jest tutaj zaleine od ebraﬁej jodnost—;
ki dkugeécig Penicwai metoda ta possluguje sig liogha-
mi, jest one napoly tylko graficzﬁao ¥a one waine zaste-
sowanis w +$ﬂagra*ii nutomiast nie nadaje sig de ha-
dznis geom»trycznynh wissnedei figur przestrzennyoh |

2. UYKLOGRAFRJA, Zaniast p@dgwaﬁ oprécz rsutu pun-

kti2. liczbe algebraiczngm mezemy dla pedanya edlegledel
punktu A ed plaszczysny rzutéw zrebié qﬁéve nsste-
pujgeg:Z punktu A" jake érsdk&.sakroélmy kels promie~
nie, réwnym tej edlsgkadel /rys B/, Aby edréinié ed

"~ -sishie punkiy symiﬁ?ycéﬁo wigle-

dem plaszezyzny P . delgcse~
ny ag,ekrezu swret okredlany

.Jeseli punkt A znajduje azig
praed pkaﬁsczyznq B , te ten
zwret nischaj bedsie taki, jaki

posiadajs skasdwki segars; gdy-
by punkt A z2najdewal sig za

-
r ah

. piaezcgygnq, P to. zwreb ekresu byiky przeciwny, Ta-
kie kole wraz = pedasym na, nlm.awratom dekiadnie in-

GEOMETRIA - Wﬂ\REﬂA . Arkuss 2-gi,
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fermuje nas o polo,ieniu' punktu A v przeé‘brmni: aby
20 w.yzna;.czyé nalesy w éredku kola_/’q" wystewié prestoe-
padly de P i odrhi'qrzyé na niej premié'ﬁ kola w jedna
lub druga strene zaleinie ed zwrotu na ekrepu danegs,
Purkt A jest praete ﬁérzcho’lkiem steika Hretewege,
. ktérege tworzace nachyleme s de plaszozysny rautéw
ped katem 45° . Zwret dany na okregu wyda sig dle
oka, umieszczenege w punkcie A zaweze jednakowym
/mianewicie zeretem skazdéwek zegars/, Meteda cykle-
graficsna bywa nieras ugytecezng w peszukiwaniach tae-
retycanych; w prakiyce uzywa jej sie prawis wylgcanie
dla wysnacsenia $redka rsutéw w perspsktywie,
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dezacye pried pYaszczyzn R e MLARRL 3

Podsiemy edmiersat te edcimki. "w jedng ridrgkolvisz




strone /np. w streng strzalki/, dla punkhdy zas
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joeat ena stosewana pewszechnie, cheé czeste niedwia-
demie, w rysunkach stereemetrji slementarnej i kryutéq
lografji,

_35, RZUTY PROSTOKATNE NA DWIE PROSTOPADﬁE PLASZ-
CZYZRY RZUTOW, Punkt przostrzenl ‘A n iemy jeszcze 6d-

wzoroewaé w speséb nastepujgcy:Poprewadzimy w plaszcuyi-

R }?’q'n ktdére bedsiemy nazywad o 8 1 g
;Hx 3 raut 6w, 7 punkiu A"_ s‘pué-
: émy na e o prostepadls A Ax
ig i o4 jej spedks A odmiorzmy
na niej odcinmek A x A " rév
i edlegledoi punk ktu A ./5;%;1%07"1?
y&. . I

wazy sie uprzednio, e gdy

éunkt A bedsie leiai przed plassczyzng P , to te |
odlegless edmiersymy w jedns ktérazkelwiek strone /nap,
pod esig .., gdy ta oS jest obrang vezieme/; gdy sasé
~ punkt A bedzie lezeé 28 plasinzyzng E , te edmie-
raymy jg w streng przsciwng. ¥ ten spesd: dwa piuikty
A i A . leisce na wapélnej prostepadici do X #d-
wzorujs punkt ‘A w przestrzeni,

Punktewi A meina nadaé ateli inme jenzczs ana~

czenie, Peprewadimy przez o x plaszezywni i) Dre-

nie. P, dowelns prests x /Rys 8id
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stopadla do 2 i rzuémy punkt A prostekstnie na t¢
news plassczyzne rzutéw /Rys 10/ | Pelgcszmy eirzymany
raud A s punktem Ax ; czworokat e H1HH" —

--f;est prostokatem; odcinek Ax A, *cst révny odlsgloé-

A°A i rostopadly do.x - Jeieh obrécimy pta-
fmsyznq. P dokota’ osi X tak gebhy P upadla na 'Pz

. to punkt A upad-

/ A : nie na A A albo-~
L i i /qll /q . . a’

wiem odeinki AzAj
o //;_

.._$ (ool g — ’ PiL -
groetfree 7 f;:ﬁ, ARy 8g. réwne i
Aggl il B
G 7 B il ,T = oba sa proatapadle

LA dox wtym samym
/ punkcie Ax o Mo~

zemy tedy punkt A’

e
X

Rys. 9. R}'S-w- uwazaé zs rzut punk-

tu A na plaazozyz-
ug P po dokonanym kla.dzie p?.a,szczyzny B na P"-a"*
czyzng b, - . Wiedy odleglofé. punktu Aol 2 Sadn
ﬁx'ﬁ"‘;_”wyzna.cz‘a odleglodé punktu A eod H 8/
ten spoﬁé"b role punktdw _/‘l' i A" »a zamienne:’ A
jest rzutem punktu A< na P, , A" jest rsutem
punktu 4 na B, ; odlegloéo punktu A" od x jest
réwna cdlegloéri punktu A od X, odlegloéd punk‘bu

A’ > jest réwna odleglodci punkiu A oda B
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ROZDZIAE I. PUNKT, PROSTA 1 PRASZCIZYZNA.

§ 6. RIUTY PUNKTOW WEASCIVYCH, Niech beda dwie
plaszczjzny prostopadle P1 ol 4 /Rys, 11/ , »rosts

% mniech badzic ish
linjg przecigeia, PP
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Wmowy: czgeto jednek wyobrazamy sobie, ge P1 jest po-
Ziomaa'.;h 288 pionowy i nazywamy wiedy: Pl ~ pozioms
L ST

ﬁa&a’*czy zng rszutow, a 1:2 rionowsg piaszczyzng rzutdw

? danego punkiu wla.emwegc A

Przestrzeni spusz-
czamy prestopadie /A A na PJ_ i AA na P;,, 5

punkt A 2Z7yWa 8ig pierwezym rzutenm punktu A

/wzgl, rzulem Poziomyw/, odleglodé. A A nazywa sisg

- & ”
_p:_x_c,_z:yssra, c.x..ierrlrwcma punktu A ; punkt /A

nazyws sigz
drugim rzutem punktu A /%zgl | rzutem pPionowym/, ad-
1/l —
leglodé /9/‘;’ Nazvws sis

¥we sie drugs odlegliodcia punkty A .
Przez proats A'A.

futs

AA  poprowadmy piass-
czyzne, ktdra przetnie 68 x w punkcie Ax - -plasz~
czyzna ta hedzie prostoradla de x » albowiem jest ons
-pro stopadia zuréwne do R jek 1 de H 08 rzutcw
bodzieo zaten prestopad?a do kazdej prosteJ W plasz-
ezyinis AA A" » & wigo x__i_ﬁ’x/? ‘ i

S) A A" . Odcinak /fx 5

nazywa slg pierwszy
Tzedna punktu A

i funinek Ax A" nazywa sie jego

drugs rzodng . Poniewas wworok&* 4 AA Az jest
prestokatem, wi £C mey

» PieTweza roging pumktu A réwna sig drugiej je-

&0 ﬁdlu&sﬁéf‘ ;Qrugf‘a, r"r;? AN sun vu ﬁ réwna Sie

QlPrszeJ jege odleulaéci_ Rownedé ta bedzie detyczyla

ni@ “ylke wartodci bezwzglednej, ale i znaku, jesell
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~»zrobmy“oo.'do znakdw umewe nastepujges: 04 rzutdw dzie«
1i:kagda plaszczyzne rzutéw na dwie czedei; jedng ktds
ra,keiviek z dwéch czedci plaszezyzny P, /np,-te, kté-
ra legy przed P. / nezwijmy pierwszei piaszc‘zyzm de- N
datnig +R ; jedns ktdrgkelwiek z dwéch ozedcl pla-
BZC 2y Zny R /ny. -te, ktdra lesy nad ’plaazczyznn R /
nagwi jmy drugs pélplaszczyzm dodatris *+ B,  . pogos-
tale o2péci nazwijmy pierwssze i drizga pélpla,szczyznq,
ﬁjémﬁsf-,—ﬂ i--P, . Raedne lesase na + P i +B
uwaiajoy za dodatnie, rzgdne leszace ne — P i ~B
za ‘.uj’e‘mne;' Podebng vume'm zawieramy co do pierwszych
i drugich 'S'dl.ogllo'éui,' Za dedatni uwagaé bedziemy pier-
waze o&léghéci punktdw, lezacych po tej stronie plasz-
czyzn‘y P, ,po'ktéréj lody -+B  /nad plassczyzng P, /
oras drugie odlogloéci punktéw, lezgcych pe tej strenie
pluzczyzny B ., po ktérej leiy + P /praed P " ¢
Za ujemne uwuaé bedziemy pierwsge odleglesci punktéw
lesacych pe tej strenie plaszcazysny P, , pe kiére]
leiy - P, /pod P /, eraz drugie edleglefoi punktéw,
lesgoych po tej stronie plaazczyzny | po....ktérej,
ledy - P, /sa B /. | ' '
Dwie plaazczyzny rzutéw dziala przeﬂtrner‘ na ozte-
ry éwiartki: l-sza pomipdsy + B i+F |, druga
migdzy — B ' i +P, . trzecia miedzy - P i ",P:; =3
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Cawartag miesz,-'“E ':1 uﬂ . Kazdemu punktéwi prze-
strzeni A odpowiada para punkbéw, ktére 88 jego rzu-
taml, jeden z nich /q znajduje sig na P < drugl ﬂ
na B} | Jezeli teras, ebracajac jedna z plaazczyzn
rzutéw dokola osi o » Tozposirzemy jg na drugiej tak,
.aby + P praystala do -—R » Preyczem eczywidcie -P
przystam.e do . +P ~to obydwa te punkty T A’
Znajdg sig w jodnej pla.szczyzme. ktorq ebiorzemy za
plaszczyzne ‘ysunku, Poniewaz x| A, A i x| ALA"
wige punkty e /)_" bgde lezaly na wspdlne]j prosto-
padiej do osi rzutéw - Tak wiec punkt przestrzeni A
bedzze odw“orowanq na. plauczyinie Przez parg pmktév
/‘] i H lenoyoh na prostepadzej do osi X , Pro-
'tOPadZa /9 /q .nazywa. s8ip-linjg rzadnych p\mktu A
Nawzajem. kazdej parze punkt ow. A /'7 lezacych
w plaazczyénie rysunku ne prestopgder do. X , odpo-
viada _Jeden jedyny punkt przestrezeni e s W semej rze
cey, aprowadimy plaszczyzne P 2¥raz z leigeym w niej
.p\mktem A de pierwotnergo poloienia ngledem E,_ o b,
J_ 'uozynmy P . P.». Lk Punkeie /7 wystavimy pro-
8topadlg do P, , w punkcie /1 prostepad2g do B ; te
dwie prestopadle przecinajg sig w punkcie A 5dysi

ledg Obydwie ¥ pimszczyinie, ¥yznaconej praes /‘7 A
G /?,c,q" v R Wige progtopadlel de ©
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2 wisc po tej stro
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drugiej Céwiartce, to plerwsze rspdna jest ujemna, dru-
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£a. dod&tnia; pe. dokonanym kladzie plaszeozyzny i na
P, veds zatem obydwa razuty cad osis (B Punki /s
znajdujacy sie w trzeciej ¢éwiartcu. bedzie mial oby-
dwie rzedné ujemne; rzut pezicmy b@dz;; wiec nad osisg
xfB), rzut pionowy pod nig (+I31), Punkt A, znajdujacy
sig w czﬁartej éwiartce bedzie mial'pierwszg rzédng u-
jemna, drugg dodatnig,; ebydwa rzuty badd wige pod osig
-B).
Codne uwagl sj punkiy, kidrych rzuty maja »

azczegoin poléﬁenia_wzglgdém oni rzutdw, Jesali drum
gi rzut B, leiy na osi /Rys. 14/, %o punkt B lery w

pXﬁszczyénie }%_ i praysisje <o suege plervezege rau-
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T i | g
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3 punkt O znajduje sig
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wzezyzn dwusiecanych 1D, i 1), katéw dwudciemnych
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Plaszczyzn« D, , przechedzaca przez éwiartke
bierwezg i trzecis, /Rys 13/ nazywany plerwaza plasgz-

czyzng dwusieczng; razuty punktu O, w niej leiscoge

28 ﬂ?ﬂ@t??uhnﬁ wzgigdem osi, Plaszczysna ﬂ); » praeche-
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23cege przystajg de siebie, Dlatege teg niekiedy pla-
82C 2y 2N })1 nazywa sle plaszezyzng ﬁpélrzutewq,

S 7, RIUTY PROSTEJ, v § 3 snaloéliémy,'ﬁo rzutem |
Sredkowym prestej jewt wogdls presta, Presta zawsze
wyznacza swé; rzut, natomiast rzut wegdle nie Vy@naoza i
prostej w przestrzon1 Gdy presta przechedsi praez dre-
dek rzutdw, te jej rzut jest punktem; w w tym 1 tylkeo w
tym preypadku raut prestej Wyznacza j§ w praestrazeni,

Te same wyniki otr zymamy
gdy éredkiem rzutdw jest
punkt niewladciwy jeki-

gt i “kelwiek, a wigc i wtedy, |
\,q 0 C‘B' N gdy preste rzucajgce =g ]

prastepadie do pkaséc Zys-

Rys. 15. ny rzutéw, Niech A’ i3 3
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mi punktéw A 1 £ na plasscazyzng rautéw P | /ryelﬁ/
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lekaly na pfostej A'B  , ktére jest linjg przecig-
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preez A prostopadle do 2 | Plaszczyane A na-
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sBigyinie Iﬂ , & wlen kn$dr presie wyznaoga swd) rzut,
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Natomaet rzut @’ nie wyzna.cza wogéle prostej w prze-
strazeni, go,vz kaida prosta. 1exaca, w ;plaazczyznie A
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danym kierunkiem, to prosta rzucajaca iaczy go z nie-.
wiadciwym frodkiem rzuldw , Jest to zatem ustawienie
piaszczyany wyznaczonej przqi,dany kierunek craz kie- ~
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15 do -osi,wystawiong w punkcie przecigcia osi z rzutem
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W ~fej lezgcego wymage zastoscwa-
a” nia rzutu ne nows piaszczyzng
= Wi -~ rzutdw 'P_ ,0 czenm hedzie mowa
LA w rozdziale nastepnym, \
& § 13, WIGLETNE POZQZENIE DWOCH
i _PROSTYCH W PRZESTRZENI, Dwie pro
Rys. 31. ste w przestrzeni o i & mo-

ga mie¢ poloienie,wzglednie trojakie: mogg sie one prze
cinaé,tj . mieé punkt wladciwy wspdlny,mogg byé réwnoleg-
te,tj.mieé punkt niewladciwy wspélny,albo mogg by
skogne czyli wichrowate,tj.nie mieé zadnego punkiu \
wspllnego, Niech bedg dwie proste & 1 o Rzuémy

| is nvnstokgt-

e ne dowol-

ey el "
15 VLB8BaCRYLNE

Pys. 52, ‘ 8Te sig prze-

cinaja,to prmecinajg sie rdviiez ich rzubty,i to w punk-
cie,ktéry jest roubem punkt pr-e lesiz wrostych Als ¢
jezeli rzuty dwdeh prosiych 3ig v zeuinejs,to nis w -

nika stzd jeszcze,by ts pro-ie

iy prezscinaly,Jciell
]

3
proste sg réwnolegle,to rownolegle
- . : LT .
Pu,m{l' rrecigeia. Aurh rrvidw Jesk rxifem punlkls w wnie-
¢ kodexcnogei. Ale ie.:;al‘-» Prnly Livieh peostrell sqréswnaieste, to

& tez ich zuty, 50

ey
*,



- 41 -
pe we mnm. ...a,o‘ Je s7e%e by)

\Vﬁboste mialy byé réwnolegle /Rys 32/,

Rzuémy teraz dane proste na dwie prostopadle plaszczys-
ny rzutéy © 4 £ /Rys.33/ i przypuddmy,ze zadna & .
tych prostych nie lezy w plaszezyinie prostopadlei 4o

osi. Aby te proste sip przecimnaly,potrzeba i wystgrcza,

% aby punkt przeciebia

"

- N m =29 3
e a //1f ¢ plierwszych rzutow i
A b : e '
. o e /// Ly ~ punkt przeciecia dru- .

§ gich rezutdw leialy na

é%:>;<::// ;:\\b éL//éz///' wspdlnej prostopadie]

e O T~ - do osi, Proaste bedg riéw-
a” A’ nélagle.jeieli me.ja
;;::?‘\\\_ punkt wapdlny w nisskod
RISy /4;" ey czonodei t.j,jezeli oba

rzuly tego punitu sg w

! o ’6‘ _.’___'/, '<\ o 3 " 3
b T nieskosiczoncsci; aby
— (6 5
. Rys33. . | vice proste byly rdw-

nolegte,poirzeba 1 wy-
gtarcze,aby zariwno pierwsze rzuty jek i drugie byir
~¢wnolegle Moze sip zdarzyd,2e pierwsze lub drugie rzu~
bty dwéch preostych oraysiajs do sisbie, Wheuy proste le-
38 w Lej seme} pieazciyinie rzucajace] i bedg sig prze-

cinaiy 2lbo beds réwmolegle,zaleinia od=tego,c2y dru-


file:///proste

-

gie ich rzuty sie przecinajg albe czy =g réwnolegte; Je

zeli punkt przecigeie plerwasyeh rzutdw i punkt przecig

c
cia drugich rzutéw nie lezg na wspélne;'prostopadlej do

\
si,to proste s skodne, |

Tedeli jodna ¢ dwioh promtych,np, o »jest proato
-. » < “r:i L 2 % ;
pedia do Iy ,to druga prosta b ‘przecine jg witedy i
g ! 7
tylko wiedy,pdy jej pierwszy rzut O  przechodszi przes
™ i |
Pierwszy dlad 51 = Q& prostej oo | Tek samo ma-

i& sie rzeczy,gdy jest prostopadis do §%

o

Te 13 dadaas InWw sblse nrasts v
Jezels o0iad lud obis JRASRR LRI >

(

'd
-
(@

lezg w pilast

Czyznach prostopadiych do o=i.to okrsdlsnie wzglednego

e

oZonia tyeh proesiyeh wymegs sasitosowanis newej plemz-
ezyzny rzaidw SRemdzial 71/

$ 14, QUWZOROWANIR PHASICIAYINY 24 POMOCA SLnDOW

|
PZF””Payzl& Jest wysraczons praez tray aweje punkty ,nie |

o - - - 3+ 2 o :
legase na jednsj proste

b 8
sve przecinajges sis lub réwnoieale Plsrwszy spoadd wy-

znaczenia sprovwadsa sis de drapisgo przez pcl&czanie
dwdch danych punkidw prosia b poiaczenie iskiegokolwiek
e By % unkbs bed argf
<9, ‘7'3-// tay e

i |

S L e go lub niewkaé'
O A R N e e e Ek X -- _\'{Ef" e 3 ;
— N el S Tt ciwego/ 2 %rze-
'S]_ "-'\ « '\\\- ;
NS - i cim danym punk-
Rys. 34 SES



tem, Dla wyzneczenia plsszczysny traebs badzie zatem wo-
8le sz czterech rzutiw prosiych: dwéch rzutdw poziomych
4 . 2 14 ) ;[

A i dwock pionowych a i b sprezytem
bunkt przeciscia C' rautéy poziomyeh,i punkt przecig-
Ha C°  rzutéw pionowych winny lezed na wepélnsj pro-
Uopadlej do osi, Jezeli jednak dane proste weimiemy na
Plaszcsyznach rzutéw,to dwa z tych czterech rautéw beds
lozaly na osi; 4o wyznaczenis plaszcevzny wystarczg wte-

J yany wy
&y dwa pozostale rzuby,ktdre sreszts =g zjedrnoczone z Ba
"emi prostemi. Proste te nazywamy £ 1 a d a m i nfasz-
. ,\ E 252e% 2rami
‘eyzny; sg to linje przeciscia danej pX:gzoz rzn;,'VrzuEéwh
Pr . . 3 g 13 1’) v

Osta przecigcia ptasazczyzn O i £, nazywsmy pierw-

2ym fladem lub dladem peziomym Sy vplaszczyzny S 4
‘ -
Drosteg przeciecia plamczyzn S 1 3 nazywemy drd-

8in §laden lub éladem pionowym S, oplaszczyzny N |

s1&(3.y S5, 1 s przecinajg sig cczywidcie zawsze na osi,

Uhowiem trzy proste S, 5 S, 1 X przecigcia plasz-
“2y2n S ,E_ i P?‘ spotvkajg sig w jednym punkcie SJ
ktéry jest wapdlny tyn plaszczyznom, 2 kazdego $ladu
ient, widoczng te jego czpdl,ktdra leiy na dodatniej poL-
pl&azczyz’mie vzuldw,s wige plerwszy $lad kreélimy linja
Cif‘egla,"uylko ved osig,drugi ty"‘ko nad osig, /Rys .34/

§ 16 POLOAENIA SZCITCOLNE PEASZCZYZN WZCLELEM




PLASZGZYZE RZUTCW
-1, Plaszczyzna réwnolegla do jednej z plaszczysn
rautdw /Rys 35 i 36/ ;Przypudiémy najplerv.ze LQ/IJ tj.

ze S Jest pZaszczyzna pozioms; przecina ona plass-

czyszne QIA. ¥ nieskoriczonosdci; drugi $lad S, jest
réwnolegty do esi,albowiem dwie plaszczyzny réwnolegle
| I% b, przecigte pltaszczvzng El ,WyZnaczajsg.

z nig proste X i S, rdwnolegle, Podobnieé,gdyXS/I%fm
tj.gdy S jest plaszczyzng frontowg,to S, jest pro-

'ﬁtq w nieskoriczonosci, S, =zas jest prosta rdwnolegls

do osi, ol
| =
et | Sa 2 . Plaszczyzna réw-
i } e S
[\\\Cb {\\\\ no{egla do osi,
'x'\\\ﬁi 4\\§\ * Priecina ona oé w

Rys. 34. Hieskono;onoéci.

"$lady jej muszg byé

zatem rdéwnolegle do
osi /Rys 37/,

3,Plaszczyzna pro-

stopadia do jcdnej

Z pkaazozyzn rzu-
téw /Rys, 38 i 39/
Jezeld 1; l}'

namojarzoézy. Y




jest przecig-

ciem dwdch

piaszczyzn S
i I%, ktére ag
prostopadte

do Ia ja

jest tedy row
niei prosto
. P,
ale wﬁa{? ;%3‘ oez Pw}}o’rd
tyboxktore lezy w

plaszczyinie
P, .Podob-
niez gnajdzie

| . -
B j\ I Sk my, e gdy S| Py,

to s, L.

> “w_%_".__i\ S S oy 4 Plaszczyzna
YQQQ«G‘ A s prostopadla

Rys. 40. [ do obu plasz-

Pﬁ {?ﬁ '—! e czyzn rzutow,
&g 5\?/3 :27 A | tj.do osi /Rys.

& S ,~¥ ?Ehﬁhigi__m___ 40/ Obydwa .
R ?/3 N éfa’ §lady B3 pro
H‘y‘s;/kl. . :

stopadle do

oai,stanaqige



jedng proste

6 Pleszczyzna

praechodzgca

nrzsz o8 Oby-

dwe, £iady sg
zjednoczone
na osi, Aby po
Yozenie takiej plaszczyzny wyzuaczyé,naiezy mied razuty
jakisgokolwiek punktu /A w niej leigcego./Rys.4l/.
_Q;LQ*RZUTY PROSTEJ , LEZACEJ W DANEJ PLASZCZYIZNIE,

'Probta,leéaca7w pZagéczyénie S hprzacina‘kaéda'praata

tej piaszczyzny,a wige 1 jej slady s; i 5,  Punkty
przecigcia prostej ze éladami.plaszczyzny_sa garazem = .
punktami,w ktérych prosia pruebije piaszciyzny rzutdw,
sq t0 wige jej dledy S, 1 5, .Hamy tedy twierdzemie:

JRZELI PROSTA o LEAY W PEASZCZYZNIE S  T0 SLADY
PROSTE] S,V S, 1RZ4 WA ODPOWIEDNICH SLADACHE PEASZ-
CZYINT. |

Zadanie Majgc jeden rzub prestsj oraz oba

8lady ptasa..yzny przez nig przechodzgcej,wyznaczyé dru-

£i raul prostej,

Hiech bedzie dena piasazczyzne S, S, ,oras jeden z
il I - » -« . a
rautow np, A proetej A w tej piaszcezyinis pologonej.

Paniewas dlad \5; broatej o musi lezeé ne jej rzucie

4
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a’ § pa $ladzie S, plaszczyszny,musi 1o byé zatym
Punkt przecigcia prostych «’ i s, , Rzut pezionmy élé
Qu pionowege S, musi lezeé na rzucis poziomym a’ i
na osi; jest to zatem
punki przecigcia rzubu

z osia, Wystawisjac w

£ym punkcie prostopadlq

do osi,znajdziemy w prie

cigeiu tej prostopadle]
: ze Gladem S, punkt <32
IﬁyaA42. 43 ktory jgst g§ladem piono-
s - wym prostej o , 18-
czgc S, z leigcym na .
0si drugim razutem dladu 3; ,otrzymamy szukany raut pio-
| nowy ., : '
E W jednym ?rzypadku rzat @’ nie mozc byé dany do-
| wolnie,wtedy mianowicie,gdy $lad S5, jeat prostopadly
do osi,tj.gdy TR i /Rys A3 3 lewej strony/,
& Pierwszy raub kaizde] pro
stej w takie] plaszczysd
nie polosone] 1eiy‘na
- dladzie §1 . plaszczyz

na S, %  jest bowiem

wéwcaas plaszczyzna rau-

5, "!GEOMETRIA WYKRESLNA = Arkusz 4-ty
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cajgca te prostg na ‘Pl . Raut a’ jést wigc wtedy da-
ny wraz ze sladem S, ,%.1& nie wyznacza drugiegoe rzutu

a” ,a wiec i prestej @ ,leigcej w plaszcazyinie S 5,
Natomiast rzut O moie byé dany dowolnie i wrez Z rsu-
tem Q" ,kiéry przystaje do 5, ,wysnacza te prosts,
‘Podobnisz,gdy S,.L * ,bj.gdy §51 B to @' mu-
si leieé na S, ; drugi rzut jest wigc wtedy dany wraz
ze fladem S, ,ale nle wyznacza pierwszego rzutu a’,a
wigc 1 prostej] O w plaszczyinie 5,6  polojone]j
. /Rys .43 z prawej strony/ Natemiast pierwszy rzut &' mo-
e byé wtedy dany dowolnie i wraz z drugim rzutem o,
ktéry prazystaje do S, wyznacza tg prosts.

Prosta,lesaca w danej plaszczydnie 5,5, ,jest
wige wogdle wyznaczena przez jeden ze swoich'réutéﬁ,z
poéréd prestych,ktére tym sposobem mogs byé wziete na
plaazczyénis 5, S, ,na szczegblng uwage zasiugujs té,
ktorych jeden z razuddw jasé réwnolegly dub prostopudly
do edpowiedniago gladu plaszczysny,
1/, Gdy rzut poziomy o’ jest rdwnolegly do. S,

prostz L nasza‘ sig¢ linig poziomg plazsz'cz;v'zﬁy S, %,
1ub jej pierwsza proctia gidwng, 9lad 51 jest punktem
niewagciwym; takim jes™ ted jego rzub pionory S’ na

1

J -~ \
- = vt o exmm cy we | = ) " Al : 1
osi. 8lad ‘-52, otrovaany v preecigein §lacu S, nlasge

czrzry u prostopadig ds osi, wysbawiona ® punicie jej




przeciecia z rzu-

tenm /O' s rzut /o”,

ktor{lkgczy S,
z S, jest rim-
nolozgty do osi;
prosta./b jeat

wigec rownolegis

w P,
fladu S
2/.. Gdy

. ° n
rzut piocnowy /?

rh
1 Co

jest rdwrolegiy
dv $, /rys 48/,
prosta/" neazywe
sig linja fron-

towg plamzczyzny

313; luk jej

drurg prosta

gléwng. Slad S,

jest punxter rie-
wiagcdwym; tekim
jest tez jepo>
rzut poziomy é;

na osi, Slad S
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otraymany w przecieéiu gladu S, plaszczyzny z prosto-.
padlq do osi, wystawiong w punkcie jej przecigcia =
rZutem/r”; rzut /”l, ktory 21gcey sSl 2 \5; Jest réwno-
legly do osi; prosta./c jeat wige réwnolegla do Iﬂ, i
do £ladu s, ,

3/ . CGdy rzub posiony ;ii jest _L. 4 - S /rys 46/

f

prosta N, nazywa sie¢ pierwssa linjg spadku, Ne zasadzie

wwierdzenia o trzech prostopadych prosta ta jesi pro-
stopada do $ladu S, , & wigc i do wszystkich linji po-
ziomych piaszecgyzny 3,5, . Rgbt kagdci u tych prostycﬁ
ze swym rzutem pesiomym jerd kglem linjowym keta dwu- :
gciennego ( S Px) . Kaide inna prosta plasszcayzny two~
' rzy ze swym rautem poziomym kat mnisjszy od kaia dwu-
dciennego (S R) » ¢o0 tlomaciy nazwg tych srostych,
., jest prosiopa~ ‘

: 3 ke S : it
4/. Prosta, ktdérdj rzut pilcaowy N
: ' AYe (o S, /Rrs 47/ J

razyvwe gie Arugg

liria soniku, Jesi

and prostopadla do

sladv S, , a wmige

o0

i 4 vaxzyetkizn

tin'i Jrontowrh

T o - Ny as v ~
LA ' a0ny I S 2L
Rl

- A

i

=

3

Kat, ktéry kazda 3 tych prostreh "morzy @ lasze v 14




P?. , jest wipkszy od kgta, ktéry tworzy z tg plasze

czyzng kaida inne prosta piaszeszyzny S, §,

§ 17. RZUTY PUNKTU LEZ@CEGO W DANEJ PLASZCZYZNIE,
2ADANIE . Maja.c jeden rzut punktu A lezgcego w

danej plaszczy vne S,3, , znaleié jego rzut drugi,

Aby punkt A lezsl w danej plaszcayinie, potrzeba T
wystarcza, aby lezal na ;;a.lheJkolwiek prostej tej pia-
82CZYZYNY . Przypuécmy, 2e plaszczyzna dana $,35, nie
Jest prostopada:a. do P , to jest, ze S, nie jest _Lx
| , i nischaj bedzie dany rzut A’ punktu A . le-
tqcego w plaszcgyinie S, S, PoprowadZmy przez A
dowolng proéta a nie prostopadiy. do osi i uwatajmy ja
za rzut plerwszy prostej OL , leigce} ¥ ptaszesyzinie
S, S, 1 przechodszgcej przes punkt szukany, Wyznacsyw-
szy drugi rasut o prostej a ,
/8 15/ znajdziemy drugi rzut
H punktu /q w przecxeciu
linji rzednych punkiu Al

rzutem Q. Za prosta pomoc-
nicsg a’ na;lopiej wziqc pro- _
astag réwnoleglqdo éla.du Sy lub
do osi X proata a Jest wie-
dy linjg poziomg /O/b lub
fromowa /f plaschzny




]
S
V]

]

5.5, /Rys, 48/,

Gdyby élad S, byl prostopadly do osi, to plassz-
czyzna S;S, bylaby piaszczyzng fzuda.jaca wezystkioe
proste w niej lezace, o wigc na jei $ladzie 9, lezalyby
wszystkie plerwsze rsuiy punktow w niej legacych, 4by |
wigc punkt A lezal w ptaszezyznie S, S, yrostopad-
tej do P

1 » botrzeba i wystarcza, ahy jego rzut A le-

zaX na éladzie S, /Rys 49
z lewej strony/; Punkt A
nie méglby wige dany dowol”

nie i musialby leiec na 53},

wtedy jednak drupi raut A

nie bylby przez S, , S,

! - - - 3
i A nsleiycie wyznaczo-

ny, wszyatkie bowiem punk-

B.ys. 49.

ty proetej prostopadle]

do P1 w nunkcie A lezeiyty w wpiaszcayinie S, S, ,
. . - » " / - . 3 2 i
mzjge ten sam rzub pierwszy A | Natomisst rzut /I )
Wyznacza punkti A ; jego reubl pierwszy H jest wtedy

L
punktem, w ktérym linja rz:dnych pur'itu Q praecina
dlad S,

Podobnie, aby nunki B3 sk w pleszezysinie Z']_ ZLL
- . 'y -4 % F ] § n
proastopadiej do R potrzens  uystsrcas, aby raut B

[ 3y
lezal na ﬂidzw_ . tz, P rEt B nie wyiracza wt ey
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punktu 3 ; wysnaogy go natomiast rsut B’ /Rys .49 =
prawej strony/ 4
§18z SLADY PLASZCZYZNY PRZECHODZACEJ PT{Z“Z DANE

»w —

PROSTE I PUNKTY.
ZADANIE Wyznaczyc Slady plassczysny, przechodzg-

cej prsas dwie proste prae-

cinajgce sig lub rownolegle_,

‘Niech bedg dane rzuty a’c”
i b'b" awéen prostych OLi
,6 przecinajgeych sig lub
réwnoleglych /Rys .50 i 81/,
Inajdziemy élady ,‘Sn, i S,,
prostej & oraz élady 7—1 i

15 prostej b . Poniewsi

plaszcayana ssukana ma prae-

chodzid przed obie proste
dane, wigc jej slad pierwssgy
5, musi prsejsé przes oba
$§lady pierws:ze 61 i ’72 |
prostych & i b ,a jed
glad drugi 6,. - przes oba
élady drugie i 7"- tyoh
proatjch I:q.czqc tedy 5 i
T oraz 5 i T otrzy-
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mamy lady S, i S, szukane] plaszcszyzny; winny one spo-
tkaé gle na osi, co stanowl sprewdzenis dokladrodci. wy-
kreélenia:

Do tego zadania sprowadsa sie ﬁ'};'me,czenie gladdéw
ptaszczyzany przechadxacej przes prosty dang i punkt ne
‘niej nie lekgcy lub przez trzy punkiy dane, nie lezgoce
na jednej preostej. Niech bedzie np. dana prosta a’a’
oraz punkt /-A" ; obresszy na @'a’ punkt jakikol-
wiek B'B” i polaycazywsay H’B/ i /q B” Sgngwa-
dzié plaszcsyzns prsez dwie przecinajgce sig pr oste

a'a" i A8 h H’ZB” . Najdogodniej bedzis zre-
sztg polgczyé punkt A’ﬂ” z punktem niewlasciwym pro- )
stej CRiTE t,j. przez punkt /?’/1" popz‘awaﬁizié_r&ﬁ«-
volegla do a'a’. ¥ |

" 0dy memy trazy funkty AA" -, B’B” i C,C‘”(RY"j
nie leigce na jednej prostej,  Zgczymy dwa z tych punk-
téw, np, B’ B” & 2l prostg U'OL" | przez co
sprowadzemy ten prazypadek do poprzedniego, :

§ 19, PROSTA PRIECIECIA DWOCH PZASICIYZN,

ZADANIE, Wyznaciyé rzuty prostej przecxgcza plasz-

cEyan danych $,3, i t;t; :

Poniewai pr osta szukans legy mardéwno w plaszcﬁya -
nie $,8, jak i v plasaczyinie .., t?. 2, mec jej dlad

plerwazy’ S musi lezeé sardwno ns éladule pierwszym S
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plaszcsyzny S ,'jak i na dladzie pierwszym t;
piaszczyany T , a wigc w ich prsecigeiu; podobnies
§lad drugi SL bedzie ledal w przecieciu‘éladéw drugich

S, i tz . Majac zad élady prostej a , znajdzieumy jod
. rzuty o' i o” /Rys,52/,
| Rezwaﬁmy teras przy-

padki szczegdélne tego za-

dania, w ktdrych zestosa-
wanie powyiszego SposoO-
bu rozwiazania mogloby
nastrecaaé pewne trudnosdci,

1/, Jedne para Sla-

. déw odpowisednich np, S, i.

{, ea to proste réwnole-,
gle /Rys.53/. Slad 3,
znejduje sie w przecieciu
gladdw S, i t& ; #lad 51

jest punktem niewlasciwym
gladdw S, i t1 . Prosta
Q jest linjg poziomg.

obu pilasszczyzn; jej rsut
' jest réwnolegly do 3,
it , raut Q" jest réw-

nolegly do oel,




@

¥ ssczegdélnedci , gdy slady nalezgce do jednej
plessczyzny rzutdw, sg prostopadie do osi JRya;ﬁé/, to
proste praecigeia jest mrostopadia do pierwszej ple-

g

‘gaoFyeny razutow,

Sy P
/

2/. Obie pary sladdw

odpowiednich: S, i {, oraz

N

59 t; sg to rposte rdiw-

e

- B nolegie. Oba Slady O, i J,
\\\\<\ éz prostq)przeciecia 8§
; S N s punktemi niewlafciwemi,
.Rys. 9J. " '

jest tc zalem prosta rie-
wlasciwa, Plaszcayzny S i T sg wige réwnolegle
/Rys:55/, Nawzaiem, dwie plaézczyzny réwnolegle maja
élady'féwnolegle, Prosta ich przecigcia jest bowiem
prostg niewladciwg, jej élady C%_ i é& 8g punkbtami -
niewlagciwymi, a wige $laedy odpowiednie plaszczyzn s
réwnolegie,

- ?/. Jeden ze #laddéw jednej z dwdch plaszczyzn.np,

, , jest .prostopadly do osi, Jeden » rzutlw prosbe

przeciecia, mianowicie o' lezy na tl » piaszczysns T
jest bowien piaszczyary rzucajgcs poziomo prostg o
/Rys .56/

5 4/, Jeden ze $laddw np. t, jest réwnolegly do x,

3 y . yr=ib rn rd
drugi z, jest w nisskoenczonodci, Slad ‘Sl jest prze-

ey
'—

5
z—



cigciem fladdw S, i tl :
$lad O, jest punktem nie-
wiasciwym prostej ¢, . Je-
den rsuk ' prostej prze-
ciecia praystaje do ti .

jest wigec rdwnolegly do

osi, drugi a” jest réw-
Sy, Sfi,// nolegly do éladu S, ; pro-

‘sta przeciegcia jest pro-

x
- : ~ stg gldéwng, mianowicie
*E;;jtzﬁa\\ a frontowg plaszczyzny S.

\1 1 3:\\_ /Ry8°5?/° Sposéb ogolny
Hys. 57. | ~ rozwigzania zagadnienia

' dwich plaszczyzn zawodszi
w iyéﬁ razach, gdy slady obu plaszcsyszn przecinajg sig
¥ tym samym punkeie osi, lub gdy jedna 3 dwéch plasz-
czysn preechodzi przesz o8, lub wresicie gdy jeden lub
oka, puﬁkﬁy przeciedia §laddw odpowiednich lezg poza
cranicami przeznaczbnej na rysunek czesci plasazczyzny,
Wtedy nciekamy si¢ do trzeciej plaszcayzry pomocniczoj
gy, oplefajgc sig na nastgpunjacej zasadzie:

'rgy plaszczyzny & , L i U , nie przecho-

dzgce Przez jedng prostsy, rzecinajg sip po dwie wed-

! i

Iug 1 'zech prostyeh @ . £ i ¢ , spotykajacych sig




w jednym punkcie Ay

Za plaszczyzng pomocnicza U obieramy najchetniej
plaszczyzng prostopadig lub réwnolegl&; Ao jednej z pla-

szczyzn rzutéw /Przyp,3 i-.47, : .

5/. Przypusdmy n&;pzerw, Be pm.szczyzny S i T

przecinajg od. W tym

pamym wla.scnwym punk-

cie LS‘ /Bys. A8/
- Punkt ten jest wiec

wspélny ‘obu plasz- -

czyznom i naleszy do
szukanej prostej J
przecigeia & .  Aby
te prosig wysznaczyl

wystarcazy zatem zna-

' led rzutly jesszcze
jednego jakiegokolwiek jej punkiu, W tym celu obie pla-
szczysny dane przecinamy proecineny dowolng plaszcsyi-
ng pomocniczahU . Niechaj ts plasazozyang bedzie np.
plasszczyzne réwnolegea do- P 5 Je; §lad pierwszy /

jest rownolegly do osi; drugi slad U jest w nieskon- “‘

czonofci, Trzy proste Sysh5 i "Thie s3°

STE a. Pl‘ﬂeomaaa sig W jadnym punkcze A ; punkd



2 mEr
ten leszy oczywiscie na & i moze byé wysnaczony jako prze=
cigeie prostych b i ¢ ., Wyanaczamy tedy razuty b'h

prosie] przeqigg’ia plaszosyan S i U.A /Przyp,_%/_;_

L —sva&x -pvi-e-ﬁq_.%’m:'”"yqu, STELY o 'L N
Pisrwsze rauty tych prosiych 3a zjednoczone na ¢

pa bt . n
drugie przecinajs sig ¥ punkcie /7 ; BpusSac2a]Rc & A

pr@étopadl@'do osi,

S'A' ;ba, a N © » I 4
i —— znajcujenmy na wspclnym
&, il g pierwszym rzucie obu
"% & 2\ A . v ’
QCC'*H g e e prostych punkt i
e e - taczgc punkd S s

punkiom A A s O
trzymujomy szukang pro-

F N ’ 7
stg przeciscia & o

6/. Gdy plaszczys-

Il . ¥ o .
ny O 4 I‘ precinaid

e
s
=

byia samym punkeie

iy £ oo -
niewagciwyw S% /Rys.,

59/ to jest gdy s&lady
obu denych piagscaysn

gzczyzag, powocnicsy B

AT spana A S

Rf". 1) £713C1Lb,J ‘.11’4 bg:“--l. le Ilp 2
o e e s el %,
% SREEGAT Lty VS wepd .2. oy
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Wy &

do P | Znajdziemy rzuby b b 4 c'¢” prostych prze-
clecia plamczyzn F iU orea T 1 U , Punkt

A A przeciecna prostych ZJ -3k lqczymy 2z punktem
S* %.j. przes A i pries A prowadz;my réwnolegte |
do osi; bedg to rzuly Q ToICE | proste,, praemecm pia- .
szczyzn’ S i T ' f

l

~ 7/ Gdy Jeana z dwdéch pZaszczyzn np, T przecho- .

dzi przez o8, wtedy jej polozenie jest wyznaczone praez
rzuty punkbu A w niej lezgcege / § 14,-5 rys, 41/,
Plaszcszyszna taka ma z kazdg inng plaszcaysng O T 5%

/rys 60/ wspdlany punkt S pa osi. aby wyznacsyé pro-
aty przecxecia pla.azcayzn S i =T ’ poprova.dzmy Prissz
purikd PP’ plaszcayzng
"mocniczg U réwnolegls do

R . Jej pierwszy élad

bedzie w nieskordczonosci;
drugi Y, est prostg popro-
wadzong z punkiu v ’réwno-
legle do osi, Wyznacazmy ,
prostg A'h ‘przecigeia
piaszcgyzn s S il ; be-

dzie to linja pozioms pla-

szczysny S , kbtérej dru- .



e

gl raut A" proystaje do ¢, ., Wyzraczmy réwniei prosta
c’c” przeeigeia plaazusyzn Ay bedzie ‘40 o-

czywidcie. réwn’olegla do osi', noprové.dzona przez p\mkt
- . Pozostaje wreszcle wyznacgzy¢ punki A'R" prze-
f‘igcza. 6 1 N pol&,czyu /‘] 2
8/. Gdy w szczegolnosc:. jedng z dwdch danych pia-

L

sacsysn jest I lub Il plaszczyzng dwusieczng, t;j. gdy

punkt /A jest dany jako para punktdw symetryczaych
wzgledem osi, wsglednie jako-para punktéw zjednoczonych
dladem U plaézczyzny pomocniczej U moze byé jaka-
kolwiek prosta réwnolegla do osi; rzut C” proatq C
Przecigcia plaszozyzn T 1+ przystaje de U, =8
rzut ¢’ tej prosiej jest w pierwszym przypa.dku syme-
tryczny do dladu ¢, , w drugim przysta;e do niege. /rys',
6l i 62/ Punkt A /) jest punktem, w kidrym prosta
poziorﬁa /5’6” piaszczyzny S S, przeblja_,_I wagl, II
Dplaszczyzng dwusieczng /§. 11/, .

9/ Plaszczyzna U réwnolegla do.jednej 3z plasz-

czyzn rzutow moze hyé zastosowang i wtedy, gdy £lady

odpowiednie np, drugie, dwdich danych plaszozyzn nie
przecinaig sig w obrgbie rysunku, irzecinajgc bowiem
dﬁna niaszczyiny S cne vlaszczyzng U : zngjdzic~
Wy ‘dwie proste D i C /Rys €3/, ktdrych punkt prae-

olcoin A leir na proste, < ; Iseznc tem punki ze



cladem '.51 R otrzymamy
prostg

°

Fdyby punkt 61 legal -

e

rowniez poza abrebem ry-

sunku, nalezaloby popro-

wydzié drugg plasaczying
pomooniczy J i za jeg

pomocg znaleid drugl

punkt 5 wapdlny obu da-
nym pisszcuyInom,
§ 20, PUNKI PRZEBICIA PEASECZY ZNY PROSTA,

JADANIE . Wyzasczyé rzuty punkbtu, w kiorym dang y

prosta o’ &’ przebija dang plaszczyzng Sy Sa , STEy-

puszczaige, e rzuty prozkel X nie lefa na wspdlne]
prostopadle] do osi, poprovadimy przes prosbg X do-
wolna plaszczyrng, np,pierwszg plaszcsying rzucajics

' - lad pierwszy L, pray-

staje do pierwszego rzuiu

Q ‘danaj proetej, drumi dlad

L, lesd proéteina.dly do osi;

Wykredlemy rzubty proste] ,5

prieciecis pieszczyzn 5, I,
.+ F ’
i L, L, 7. Proste o & b

musza sig przecigé, aibowienm

B}'?s. 64,



NeR

lezs w tej samej plaszezysnie & ¢, ; ich punkt prze-
cigcia A Dbedzie punistem wspéinym prostej @ i pta-
szczyzny S, s, , to jest szukanym punktem pr‘zebicia,'
J:ego rzut drugi ﬁ"_ “badzie p~anktém'prz'éci§cia rzu-
tow b i O.L"_; rzut pierwséy /3 znajdziemy na- 11n31
rzgdnych punk’c;ﬁ A przeczecm je ze wspolnym pwr-
wszym Fzutem proa‘oych aib . :

S: 21 PROSTE I PLASZCZYZHY PROSTOPADLR

TWIFRDZENTE Jezeli prosta jest prostopadla do
pkaszczvzny, to rzut prostej jest prostopadly do éla,du

plaszczymy Niech bedzm plaszczyzna rzutw P i pla-

gzczyzna Jakakolwiek S ]
ktdrej éladem_ jest prosta
' _Sl_ oraz pros#a. a prosto-
padla do plaszczyzny S
Rzuémy prostg O prosto-

, léa.tnie na PIf to jest przez
Rys. 65, oL poprowadimy 'plészbzyzne.
‘ z&.1 prosto’pa_dla, do P,_ :
je’j' §lad a’ jbst rzutenm
nroste;] Q. traeba okazac. se ') S, ', Weamej rze-
ezy, plaszczyzna A1 jest proatope_,dle. do dwéch plasz-
CZyzn P i 38 Jest wige ona i)rostoﬁﬁdla i do pro-
stoj s 3 wedlug ktore] te plaszczyvny sig p“zecinaja.

GEOMETRJA WYKRESLNA | Arkusz 5-ty,



O L

Ponigwa3 : ‘"I'_LAl, 'jest wigc ona prostopedla do a’,
ktora lezy w plaszczyzinie _A_l , ¢.h.d. o,
. . 7 twierdzenia powyissego wynika, ze gdy prosta Ot_
.ajes*thp;o'stopadla do plaszczysny S to OL_LS
06"1.-45,_ Na.wza_jem, .jezeli oba rzuty prostej @ sg
prostopadle do odpéwiednichréle.déw piaszczyzny S '
to a_'_L_S . Kaida bowiem 2 plaszesyen rzucajgcych
prosta QU jest prostbpadla do odpowiedniego éladu, a
wige i do plaszcaysny S ; linja ich przecigcia, t.j,
jrosta. QA jest wigc réwnies proatopadle do §
ZADAIHE Prgzez punkt ﬁ'/:)" poprowadzié prostsg

proetopadla. do plas.,wyzny Sy Sy . : \
g /"{" / Jezeli prosta szukana przechodzi
\l\\od ‘//'81 | })rzsz punkt :/9 ..., tc? rzuty jej -
!' }< ‘ przechodzg pi‘_ze; odpowiednie
x E ' rzuty punktu A , précz tego
g' ‘ rzuty te maja byc prostopadle
, Y/ do odpowiednich sladéw plaszczy-
'/, ,zny Provvaazimy ,zatem przez /]
/:_4 Rﬁ. 5 ' ,I."ut‘ ,cg_ prostopadky do’ $; . @
' preos A rzut UL prostapadly
do §, . b g

Plaszezyzna prostOpadZa do I pluzczyzny dwﬂaiaez'
rej ma dlady s,'metrycine ¥ same) razacsy, plauann*




<85 -

prostopadla do D1 jest pros’topadla- do jakiejkolwiek -
prostej <o, tej plaszczyzny, Ale rzuty prostej &, ss -
Byme‘bryczne wagledem osi, a wiec i §lady piaszczyzny

do niej prostopadlej sa svmetryczne

Tak samo okagemy, ze plaszczyzna proatopadla do

II 4! pi, dwusiecznej ms §1lady zjednocsone

| ZADANIE_ Przez.dana prosta @’a’ poprowadzié pla-
Bzczyzne prostopadlg do plaszczyzny danej §,S, /Rys,67)
Znajdimy élady 051 i ‘Sz prostej a'a’; o jakiegokol-
wiek punktu tej prostej, np, ze dladu Sl , spudémy
Prostopadig 655" na plaszczyzne S, S, { plerwszy

8lad tej prostej 7; przystaje do le : zziqjdimy dru-
8l §lad 71 . Ptaszczyzna, ktir=i élad pionowy Z‘a_‘h-
czr Sa. i 7;' , & $lad po'-'

2iomy Zf'l praechodzi przesz

Dyl

b : .
‘albowiem przechodzi ona przes

. jQSt Gmkmo 3

prostg a i jeat prostopadls
do plaszcsysny:S,S, Jgdy:i
' przechodzi przez prostq S
do niej prostopadig)
ZADANIE, Przez punkt dany
/71/4” poprowadzié ptaszczyszne prostopadlq, do proetej
‘ianej a’'c” /Rys. 68/ élady szukanej plaszczyzny sg




Ly TR

prostopadte do odpowiednich

Tz

~rzutéw prostej CL ., Popro-

- wrmporprrel
: 4

{
i

A

wadZmy przez punkt A jed-

nag z prostvch gtévnyech szu-

kenej plaszczyzny, np, li-
‘nje roziomg A | Jej pier-
A stzy rzut /b"jest r éwnole-
R‘s“a. 68. gty do $ladu S, szukanej
_ plaszczyzny, a wige prosto-
padly do @' ; drugi rzut /O jest réwnolegly do osi,
Wyznaczmy £lad LS\ prostm/b , poprowadsmy przezexk
slagd §, szdkanej plaszczyzny prostopadle do O‘/ , 8 -

2 punktm S = =23 $lad Sy prostooadlv do a’

Do pwazszego zadania sprowadza sip nastgpujace:
Przez dany punki AR’ poprowadzié prosty przecina-

iq_@c,a_, dang prosts @’a” i prostopadls do niej. Przez

punkt 'ﬁ'ﬁ” prowadzimy piaszczyzng prostopadig do
Eraria? wyznaczamy jej puﬁkt prazedbicia prosta ‘e’
i Yaezymy ten punkt z punktem /7 o :
B —



!
ZMIANA PLASZCZYZIN RZUTDO W1£

§ 29 RZUT PUNKTU NA PLASZC”YZN§ PROSTOPADZLA DO

P 1B B,

- Nieraxz bywa uzytecznym rzut figury na plaazczyzne
rdozna od I}L m_% . Czesto sig zdarza np., ze niektd-
re proste i ptaszczyzny figury sg prostopadie do jed-
nej lub do obu piaszczyzn rzutow, dzigki czemu fzuty
niektérych prostych saAzjednoczone. Wprawdzie rzuty
tak polozonej w przestrzeni figury zwykle latwiej mogs
byé wykredlone;:tym trudniej zato wyobrazié sobie fi-
gure na podstawie tych rzutéw, 2 drugiéj znéw strony,

liczne zagadnienia geometrji przestrzeni-latwd mogs

by é rozwiazané wykredlnie, gdy pewne czefci figury zaj-
ma_szczegélné poloZenie'wzgledem piaszczysn razutéw, -
gRdy np, pewna plaazozyzﬁa figury przystaje do jedne]

2 plasmczysn raubow lub jest do niej réwnoleglta, al-

bo gdy pewna proste jest do jednej z tych plaszezyzn
Prostopadla, W jednym tldrugim przypadku poigdanemjest
2nalezienie rzutu figury ne nows plaszczysne rzutéw,
majqca,wzgiadem tej figury pewne polozenie qzczogélne,



il ER

-

Poniewa? kazda figurg uwazadé mozemy za zbiér punktdw
polaczonych prostemi i plaszczyznami, wystarozy zatem
umied znaleié rzut jednego. punkiu na nowg plaszczyzng
rzutdw, Jak zobaczymy niebé.wem, mozna sig przybem ogré-
niczyé do plaszcezyzn prostopadlych do Pl v P,

- Niechaj bedg drie ptaszczyzny rzutdw R i P,'
/Rys.69/, ich prosts prazecigcia, czyli od rzutéw ozna-
czymy tlym rezem przez x;,‘.; jedns "kt_érq,kolwieg z dwdch
czodci, na ktérej o x,, dzieli kazdse z tych plasz-
.czyzn uwaiaé bedziemy za dodatnia, oznaczajge ja + P,
lub + P, . Riech tedzie punkl przestrzeni A , ktéregd
rzuty oznaczymy Jak zwykle A s /‘]" , rzedne tep.n. y
punktu bgda /quﬂ ﬂuﬂ : kazda 3 nich uwazad
bedziemy za dodatnig, gdy lesy na dodatniej péiplasz-
cgyinie rzutéw'; w przeciwnym razie uwazaé Jjg iaedziemy
~ za ujemng, | .

Nieoh bgdzie teraz nowa ptasaczyzna rautow P
prostopadla do P1 ; jeoj #1ad pierwszy oznaczymy prees
X 4 i nazwiemy krétko nowg 03ig, Dzieli ona pkasé-—
czyzne R na dvie cgsséci; oznaczmy przez +P, te-z
nich, ktéra lezy po te]j szmej stronie P.j~ o T ey S
Z punktu A spudémy prostopedis na plamzczyzne Ps

"

. je3 apedok A nezwiemy trzecim rzutem punktu A Jest
acsywiste, e Ais /‘]”?/}13 A" i %e ta rémmo#d




= B0
jest prawdiiwa nietylko co do
wartodci bezwzglednej, ale i

co do znaku, Praytem zardwno

M A" ek s Ay A

jest 1 do Xx,;, . Obréémy
teraz ]_3.5 dokola ¢, tak, =~ .
by ta plaszczyzna praystala do.

P:\. ; bedzie so mozliwe dwoma sposobami; po tej stro-

nie nowej osi, po kidrej vpadnie “'P3 27 6brmy odnosny

napis; bedzie to strona dpdatnich trzecich rzednyeh
/Rys .70, 71, 72, 73/. Oczywifcie przeciwna stroma mowej
081 bedzie przesnaczona dla dodatnich pierwszych rzpd-

nych wzgledr-= nowej osi; mozenmy x"ziec- f:lta'j umisdels

~ napis +P, . Umieéiny
réwnies napisy +P1 i
*Ik3 po obu stronash

dawnej osi Jclz" !

Aby znalefd trzedd raut
punktu A » ktdrego

rz2ut pierwﬁzy A’ 4 aro
gi A g 84 dane ,. nale-
iy = 'punktﬁ. A’ spuseid

Prostopadig A /913 na nows od X, i:hu tej prostopa-

dlej od punktu /}n przecigeia jej z nows osip odmio-

a5
L
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rzyé co do wielkosdei i

co do znaku odcinek
Y " 1/
Ay At A

przytem kazdy z {tych od-

cinkdw bedzigmy uwajza-

1i za dodatni, jezeli
¥

~punkt A , ¥Eplednie

A bedzie sig znajdo-
wal po tej stronie od-
powiednisj osi, po kté-

rej .znajduje sig napis

*1% wzél; +B, - za_:

ujermy w przecimnym ra-

zie,

~ Rysunki 70, ?1, 72, 1

73 przedstawiaje wykreQ

g8lenia trzeciero rzutu

',punktu'/q , jezeli ten

punkt znajduje sie w I, I, III 1ub IV éwiartce,

Zupelnie tak samo postepowad bydziemy, jezeli mo-

wa plaszczyzna rzutldw I% bedzie prostopadia do P 7

Oznaczmy zn@wu pr292'+]93 te czedd vlaszecyiny I{ A

ktdre znajduje sip po tej samej stronic pleszézyzny
B, do‘*fﬁ‘, Umieéémy napls *I% ‘po te) mtronke

e
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nowej 0si X,,' , po
ktorej me upasé +I§ :
bedzie to strona dodat-
nich trzecich rzednych
oczywidcie strona prze 
ciwna bedzie przeznaczo-
na dla dodatnich dru-
gich'rzednych_wzglédem
nowej osi, Aby’wfina-
czy¢ trzeci rzut punk-
tu A
tu A prostopadls
/7”/'72,3. na nowa o8 1
na tej prostoPadzej{od

', spudémy z punk-

punktu b P przeciecia
jej. 2 nowg osig odmierz-
my ¢o do wartodci bez-
waglednej i co do zha-
ku 6deinek /9x5 A=

b

DWa. rzuty /‘] /qm lub A "ﬂ " tak 8 210 dobrze wy-

énacgaja punkt /9

jak dwe rauty

A'A"

. Jeden 2

dérn danych reubéw punktu ‘A zastgpujemy w ten spo-
_ a8h pr e r!ut nowy, podcsas ady inny pozoqtaje nie~-



-T2

zmieniony, . ‘

Wyznaczenie nowego rzubu odbywa sig przeto wedlug
nastepujacej reguly: |

Aby otrzymaé nowy rzut punktu, spuszczamy z rzu<-
tu, ktéry nis ma uledz zmianie, prostopadla na nowa of
i na te} prostopadlej odmierzamy od puﬁktu\przeciecia
z osig odcinek rdéwny co do wartodci i znaku odleglodoi

zbytecznego gzutu od dawnej osi,

OdlegXofi¢ nowego rzutu od nowej osi = odlegloded
zbytecznego rzutu od dawne]j osi, |

W ten sposdb, dane rzuty punktu A na.:Fi i ]?;
mojemy zastgpidé rzutami jego na jednﬁ 2 tych pXaszcgyszn

np, na IEL , oraz na piaszczyzne do niej prostopadls,
przyten wyobraéamy sobie,?ée plaszczyzna I% przez obrdt
w jedng lub drugg strong dokola swepo $ladu na plaszczy-
2nie'I{ zostanie na niej rozpostartsg, _

| Podany powyiej spoadb postepowania jast'oozywiaty
jeseli rzuty prostokatre rozwazaé bedziemy wedlug okre
§lenia, ktére dali%my w § 5, Wprowadzilidmy tam poceat-
kowo tylic odng plaseczyzne rzutéw, mianowicie I?z';_.
wgznoczenic punktu przestrzeni /7 odbylo sig zapomoocs
jego rzutu A oray w wndwiony. spos¢h cdnctowanej odle- J

- giodel A'A . W tym colu. poprowadzilidmy w piaszcay-

inie rzutdw dowolng prostg X,, i spudciwszy na nig 2z




B

punktu A" prostopadls, odmierzylidmy na ﬂiej od spod-
ke, /Za.w te lub owg strong odcinek réwny odlegtodecl

A“A°  otés, gdy zemiast prostej . 1, Weimiemy in-

P ? nag prostg X,; to dla odwzoroWaé
% A

. nis punktu A wypadnie na nro-

ﬂ stopadlej spuszczonej 2 /q
! \.x-u, A1:, /( 23
X3 odmierzyé od jej spodka 79;,

xn ﬂ" w te lub owg strong ten sam od-

| A ‘ cinek A°A . Majac wiec odwzo—

rowany punktxﬂv v jeden jakikol-
Rys. 75.

wiek sposéb np, zapomocg osi I, .
mozemy go odwzorowad zaplimoca kazde] innej 3,5 .

£§ 23, RIUD PROSTEJ I SLAD PEASICZYZNY XA NOVEJ
' PLASZCZYZNIE RZUTOW PRosTopapiny Do By tun B, . cey

‘cheemy wyznaczyé trzeci razub prostej @ ‘a’, to lqozy-

my trzecie rzuty dwoch jakichkolwiekipunktéw tej pro-
stej /Rys.76/. Punktami tymi moga byé v szczegélnodod
/Rys 77/ dlad na praszczyinie, kiéra ma pozostaé nie-
zmieniong, oraz flad na nowej plaszezyinie rzutdw, ‘
Rzut tego ostatniego punktu lezv oczywiécie w przecis-
ciu nowej osi z tym rzutem prostj, téfy nie ma uledz
zmianie, | ¥
Aby wyznae;;c §lad paa%zc zy zny S S; né nowej

plaszezyimie Izu‘toui P.s progtopadie] do P lub Pz_ s
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/5/3"' nalezy znaleié irzeci rzut

prostej przeciecia. ptasz-:

a3 ¥
o /ﬁ/ ¥ o czyzny S, 8, & Pl Y
scpiBuey | ~

Vg i g tym celu najlepiej skorzy-
% a" 3 s 2 y 'y
\Q:\\“\ B\’ stal ze $ladow \S;_ el LS,,
2> ; S e tej prostej /Rys.78/. $Slady
e G 23m S, i 5, lub S, 18
Rys. 76'. réwnie dobrze wyznaczajs

plaszczyzne S 4 Jak 8la-

Rys. 77 .' ' e Rys; 76.

| § 24 PEASZCZYZNA RZUTOW BOCZNA, Z posréd plasz-
* ARSI, VATRg =

¢zyzn rzutdw proatqpadlych do Pl_ 1ub P,_ wyrdzniajg

ei¢ te, ktére ag do cbu tych plaszczyzn, a wige i*do
¢si X, ., prostopadle, Plaszczyzny takie nazywamy bocz-

neml /Rys, 79/, Xaszczyzne boczna P’S vrzecina Pl ol



SUARE L

R"_ wedlug prostych X, , i X, ; , z ktérych kazda mo-
ze uchodzié za nowa of rzutéw, zaleznie od tego, czy

Plaszczyzneg P,, rozpostrzemy na plaszczyéﬁie H czy ‘

r\\g}g na. plaszczyinie .E{ .
j?:'I"ﬁ”' Wzajemnie prostopadle
”__-iﬂﬁﬁgﬁfjﬂf_\ proste: ar;, X,
T ﬁ“e;i .\.IT.!(?‘;;‘AT—\'\‘J'I | %2y nazywamy czasem

L \Q’x“ ;Eés , osiami spéirzednych,

[ ' ich punkt przeciecia

-%—““W""jk<; O poczatkiom spélrze-
3

Ry$75- dnych, & pierwazs, dru-
| gq 1 trzecia rzedns kaz
dego punktu - spéirzednymi tego punkiu -

P~ %

Praszczyzna rzuvdw boczna jest szcregOinin uiy-
teczna wtedy, gdy w gre wchodza plaszczyzny prostopa-
die do osi, Trzecie rzuty figur, lezacych w takich
piaszczyznaoh 8g tym figurom rodéwne, nodczas gdy dwa
pierwnsze ich rzuly, lezac na zjeduoc.my:t dladach
pragzezyzny, figur tych aglezycie ni. wy:zraczejg, W

zegol Scil korzystamy 2 plaaZGZQZﬂy boczne! rautdw
la rozw:&zcn.ﬁ.zadgi; dotvczgerch piastrch prostope-
dlych de osw

Mech t 3¢ 2ie np. /Rys 80/ prosts, /78 lezaca w

PtaszczyZ ¢ yrostoradej 'do osi & wige nie wyznaczo-



el

na przez swoje ra 1tv a’q

B, ,‘335 Q" , ktére lezg na zjedno-
VA N czon ] -

) b zonych sladach pkaszczyzny,
ﬂv-./.\_g\ﬂ b P y 4
c,.,;_ﬂ,__x}?"'\\ Przypuéimy, ze dane 8§ rzuty

o : = ro 7y
BY----#---- 2 2 % ﬂ ﬁ i B B punkt dw

*Py NS A i B : :
i tej prostej, ma-

my wyznaczyé plerwszy rzut
C’ '
purktu = , lezacego

na tej prostej gdy drug'i
jero rzut C” jest dany,

Rys. &0.

~ Obierzmy gza nowa,plaazozya.
zng rzutéw, plaszczyzne, w
ktérej dan prosta leizy, a 2za nowg os $lad X,3 tej
ptaszczyzny né. Pz, ; Wyznaczywszy zZapomocy punktéw /}
i 8 trzeci rzut a” nrostsg o, znajdziemy trzecig
rzedna C7C'™ punktu C ; odmierzajac ja zaé ns '’
od punktu 0 wedlug zwykilej umowy znajdziemy szukany -
punkt L34 . W szczegdlnosci znajdziemy 'tym sposobem
dlady '51 i Sa, prostej A8 |
‘Alho niech beda dwis proste < i b i przyp\iécmy,
de jedna z nich, np, O lezy w plaszczyinic prostopn-
dle] do osi {4 dana jest przez swoje €lcdv (5; i ¢?t :
,',,drug'a zad proata 16 nie lezy w takie] ;loszezyinie i
dand jest przez =woje rzuty - i b 5 /ys 817, Proste
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514
|| 4
al: r~
8t
9,
Iﬁys.sz,‘

o id nie moga byé
rovnolegie; aby sig

przekonaé, czy sie prze-.

cinajg, zwazmy, ze je-
zeli punkt wspdlny C
tych prostych istnieje
to jego drugi rzut mu-
si byd punktem, w kté-
rym sig¢ przecinajg dru-
gie rzuty prostych A& i
JB e L punktém C?”,
Majac drugi rzut
punktu C |, lezace-
Fo na proste] oL,
musimy na zasa&zie'
poprzedniego zada-
nia znalefé jego rzut
pierwszy C' J_eie-
1i punkt € legy w

pr2901eciu pierwszvch

rzutéw o’ ib
proste X i b ai¢

przecinajg, W przeciwnym razie sg one wichrowate,
Albb.jész¢ze:nioch{b9d§ dwis proaste CC 1 jb
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Zgce W plraszczyznach réwnoleglych, a do osi prostopa-
diych /Bys 827. Proste Ct’, i b nie mogg aie przecma.c,
aby sieg p_ uexonafzc, czy 8&} one rownolee te, WY 2nac 2y ich
rzuty s R T o e na dowolnq, traecis pzzasuczyzne, np,

v/
ne p?aszcﬂyzne boczna, rzutéw Jeieli « //,6 , to

CL//.Z) , jezeli 3 .é)“ sie przecinajg, to i
b s wichrowats '

.m§._. 25, RZUT PUNKTU NA DOWOLNA PZASZCZYZNE, Zmiana

ptaszczyzny rzutdw moze nastgpmvac llkaxrotme. pr'zy-_

tem nowa pln\_uwyzna rzutdw me byé prostopadla do po-
przedrie]. Tak wiec P_, _ma_h-":; prostonadie .o Pl Tub

s el B' do P,

L2

“ SO © BEER1E Sl e
e +Py 3 \ 33 - ¥ .
X —e—— 2
wiP, | \ // Na Rys .83 przedsta-

e T wiona jest dyukrot-
v e o N L/ Foy e e 0N SSRGS
I P 3_‘.4.1‘) 3 o i -

\x:_'g, &" $ Q

na :miana ptaszcay-

Rys. 63. | zoy reubén: By P

P_J_P.j Znajduiac rzuty punktu 'ne plaszczyzny prostcpadle
do kazdorazowych pluszczyz . riutdw, mosna znales! rzut
tego punkitu na dzwolag pla czvzne S , <toérej slady
A S ¢, dene, orverter wy tarcza dvukrotna smiana

ptaszczyzmy caw Ow, Rozwig: gy eds 4

ZADINIT . Dune 3 plert sze i drugio-:-:nty p a2kt éw.

/'? S R .. craz Slady S, 8, viaszoriguny 83

e




B 7
zﬁalezc rzuby dany"h pum«.oow ns, p&asz.cw ne S ., roz- .
postartq W pkaszczyzme rysunku, Zna;]démy np, rzul punk-

ﬂ" i .

ta A na plaszczy-:
216 .9 A tek semo

« \Yfmm---0

14, ‘wyznaczymy rzuty
xu_% W S e A 4 wszystkich innych
oy ! S ;
3 \ ;‘/i' /ifﬁ i—-\ g.. danych p’unktéw, ‘Po-
31 ) ﬁ“,‘,—;;’ﬁ:\\ . prowadimy plaszczy-
B NG K o une Byl b
L >, s o A

prostopadlg do P1
"‘{%’ ide S ,a.wigc
x“f? Rys.84. ' /prostopa.qu. do pro-
8tej ich przeciecla Sy . Jej pxerwazv slad l"1 0Znack
__!nt przez X, , bedzle on prostOpadly do.§4 . drugi -

; éla.d t b@dzie nrostopadly do osi X,, . Obrawszy P
za nowg plaszczyzng rzutéw, a wige jej $lad f z& Nno-
wg o8 X,y zna,«dmy glad S, plaszczyany S oraz

raut A" punktu A wzgledem nowej 081 ¥ nowym ukla-
dzfe plaszezyan rzutdw P -P3 gladami plaszczyzny S -
bodg proste 8, i §, , rzutami punktu A punkty AA

’ Aby téraz znalezn, rzut purk’c.q ‘ne, S , obieramy ja
~_Ea nowg plaazczyzne rzutéw, a jej Slad S, za nows of
X,, , poczem znaJdujenv czwarty rout A" punktu A
Spuszczajge. z punktu A" prostopedls, ne nowg of i od-’

; 'GEOI,I_ETRJA' WYKRRSLNA .. .. - Arkusz 6-ty,
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mierzajac ne niej od punktu /T, od01reL /934 A"
réwny co do wartodei 1 znaku odleglosci zbytecznego
rzutu /A : od dawnej osi X,y Punkt /9' jest rautem
punktu A na S , gdy ta plasszezyzna ﬁo obrocie do~. .
kola 8, zostanie rozpostarta ne plaesic-vinie rysunku,
Chcge ne dane) plaszesyénie Iy S otrzymad rzu~
ty figury danej przez swoje pieryszsli'drugie rzutly, |
trzebaby postapié w ten sam spoadéb s kazdym punktem fi

gury, np, z kazdym wierzcholkiem danego wielosdcianu,

!’ . .
§ 26. RZUTY WIELOSCIANOW, Zmisna plassczyzn rzu-
téw stusy czestokrod do wyrazistsszego przedstawienia

Tle10601&now ktorych rauty zostaly poczatkowo wykre~
§lone w zalozeniu szczegolnego 90207enia wielodcianéw
wzpledem plaszceyzn rzutdw, Jak jus wspominalidmy w

§ 21 tatwodé wykreslenia nie idzie tu w parze z_létwo-'
{cia odiworzenia figury w wyobraini; rzuty wieloscianu
wogéle tym tatwie] wykredlicé, im bardziej wyjatkowe
jest jego potoienie wzgledem plaszczyzn rzutiw; tjm
trudniej zato na zasadzie. tych rzutéw odtworzyéd gb W
ryobragini, Przez ]edno - lub dwukrotng LMI&HQ r?aqzczy
- zny rzubtdw, polozenie waatkowe wzgleden p}a'ZCaYZH
et gw ;ﬁrtejn ”l%S*OQﬁF

7

arnim dnmy odpow’ | 7k powied
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dzicé musimy o kredleniu rzutéw wielodciandw_ Raut
wiclodcianu jest wyznaczony, jegeli znalezione s rzus
ty wszystkich jego wierzchoikdw i jezeli o kazdym wierz-
chotku wiadomo, z ktdrymi z pozostalych wierzcholkéw
Iaces go wychodzgce z niego krawgdzie, Aby rysunek u-
czynié bardziej pogladowym, prazypuszczamy, ze wielodcia-
ny sg nisprzezroczyste, Jezeli oko umiedcimy na dosta-
tecznie wielkiej /ew nieskoriczonej/ odlegtodci od pla-
szczyzny rzubtéw po dodatniej jej stronie, tc jedne kra-
wedzie, dciany i wierzcholki bedg widzialme, inne be-

da zasloniete: razuty krawedzi.widziélnych kredlimy 1li-
njg ciqglé; rzuty krawedzi zaslonietych - linjg prze- .
rywans, Kazda gciana ogranlczona vytacznie krawedzia-

mi widzialnemi jest widzialna, kaidy wierzcholek, przez
ktéry przechodzi kraweds widzialna jest widzialny, Na
kazdym wisloscianie istnieje linje tamana zamkniete,
wogéle skodna, ktérej bokami -sq krawedszie wiolosc;anu

i ktéra odgranicsza czpdé widzialng powierzahn%gﬁiolg-ﬂ

i
Bcianu od czesci niewidzialnej; linje ta nazywa sie

konturem prawdziwym; rzut zes tej lamanej nazywa sip :

konturen widzialnym,

Rozwazania nasze ogran1czymg do wielodcianiw wy-
puk2ych, b, j. takich, ktéryeh powierzchnip dowolna .

proste, ne zadnej z jego écien nie latqca, przobija
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najwyéiej w dwéch punktach, Proste rzucajace przebijajs
zatem Wieloéciih_wogéie‘w dwéch punktach; wyjatek sta-~"
. nowig te proste rzucajace, kidre przechodzs przeé.punk‘
ty konturu prawdziwego, stykajac sig w tych punktach

z wielodcianem, Tworzag one gfanigstdskup prosty e de-
‘nym wieloscianie opisany; kontur widzialny jtat to
przecigcie tego greniastostupa piaSzczyznavrzutéw,
Bardzo latwo z posrdd rzutéw wierzchoikéw i krawedzi
wyroznic¢ te, ktére stanowig kontur widzialny, rzuty
bowiem wszystkich innych wierzcholkdw i krandzi mu-
825 sig znaleic¢ wewngirz niego,

Gdy wyznaczona zostal kontur widzialny, znajdzie-
my ktére krawodzie i wierzcholki sa wideialne, jezeld
okreélimy widzialnodé lub niewidzialndéé jednego chod-
by wierzchotka, ktdérege rzuit znajduje sie wewngtirs
konturu; wezystkie bowien krawedzié, wychqdz&ce z wier?
‘cholka widzialnego, nie lezacegn na kontungs, bedg'wi-.
dzielne; a zatem widzialne bedr ez wierzcholki, do
ktdrych one prowadzg; krawedzis z tych wierzcholkow
- wychodzace bedsg znéw widzialre i t.d, Tym spoaobem;
od rzutu dowdlnego.wierzcho?ka widzialnego wewngtrz J
konturt dojdziemy widzialmemi kr.wedziami do wszyst-
kich wierzcholtkdw kohturu; pozosiale krawegdzie bgda

niewidzialne,



Sy

Aby znaleié ten jeden nie leigcy na konturze wierz-
Ghotek widzialny, mozne. rozumowaé tak: widzialnym_ggf
pewmo bedzie ten wierzcholek, ktérego odleglodé od pila-
szczyzny rzutéw jest najwieksza, nie moze on by¢ bowiem
zagloniely przesz iédn@ gciung wieloéciaﬁu. 0téz odleg-
Yogé punktu od jednej ptaszczyzny rzutow réwna jéﬁt
rzednej tego puﬂktu ne drugiej ptaszczyinie rzutow,;
przeto widzialnym na jednej plaszczyinie rzut 6w jest
napewno ten w1erzcholek, ktérego rzedna na drugiej pla-
8z¢zyznie rzutow jest najwipkssza,

Wezmy teraz przyklad nastepujgcy: | 3o

ZADANIE . Wykreglid¢ rzuty dwunastoscienu o daneJ

Osi W polozenlu Jaklmkolwiek

Dwunastodcianem rombowym nazywa sie wieloécian
wypukly, ograniczony przez 12 plaszczyzn. przechodza
cych przez krawgdzie szefcianu lub osmioscianu forems
neso w ten sposéb, ze katy dwuscienng, ktdre kezdea 2z
tych ptaszczyzn iworza z prayleglymi §cianami lub o#-
miodcianu, s§ rowne, Rzuty tego wieloscianu bedzie
wykreélié niszmiernie Zatwo, jezeli jedna o6 odmioscia

nu, z ktérego powsitsaje dwunasto$cian rombowy jegt prd-
~ stopadla do, P , druga prostopadia do P, , & trzecia
réwnolegia do Xy, . Whedy rzutem drunastodcianu na kai-

da 7z plaszczyzn rzutéw jemt kwadrat o daenej przekatnej,
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znajdujemy, stosujac regule § 21, irzecis rauty wszyst-
kich 14 wierzcholkéw ﬁ B s ilhmnn s milS , Vi
A . 2 poérdd ptmktéw /9”' ! B!”' e, /l/'k" A2

wybier amy najpierw te, ktcre potaczone odﬁowiedmo U

tworza wielokat wypukiy w ten sposédb, ze wszyatkie po-
zostale punkty snajdg si¢ wewngtrz niego, Wielokst ten

bedzie konturem widzialmym na plaszczyinie P3 . Zau-

veimy teraz, ze punkt /7”' bédiie'napewno widzialny,
bowiem druga rzedna punktu A , /?“ /1 :

jeu nmmeksza mc,avmy Ledy punkt /7’" linjami. cig-
glemi z sgsiednimi wierscholkemi 27 /M'f’ . f”’ i
:'/7/”’ . Punkty o M” lezg na konturze widzialnym
f/” i /L/m v'e'vmc,trz'niego Te ostatnie dwa punkiy
chzymy gnewl linjemi ciggiemi 2z aaaiedmew wierzcho?
kami Bm, /Vm i 0”/ . kidre letg na konturze wi-.
dzialnym  Rzuby pozostelych krawedzi, jako niewidzial-
ne kreglimy linjami przeryw&hsmi. |

Moasmy teraz wprowadzié jeszcze jedng plaszczyzng

rzutbéw Pﬁ prostopadls do ps . przytem ¥ nessym pray-
.'kiadzie shreliémy nowg of tak, aby stenowila ona przs-

dlusenie osi X, Postepujgc tak msamo jek pf)p}“zw"r‘io

A /q /_‘j’ A
zngjdziemy 14 ezwartych rzutéw wierzcholkdéw /7
- 1v
- /V /D . Utworzywsszy anowu wialokat wypukh G-

arnisiscy vasystkie te punkty, znsjdziemy, fec 2 voardd
. ¥
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punl;téw nie lezgcych na. kon‘bﬁrge; punkt M /ynapéwrié _
Jest widzialny, gdys jego trzecia rzedna jest najwiegk-
~sza, lgczgc ten punkt z sgsiednimi wierzchotkami /'
N P, punkt. 2" 2 saniednimi /i L7, 8
ten ostatni 2 C', dojdziemy w ter =poséb krawedzia-
mi widzialnemi do konturu, Rzuty pozostalych krawedzi
sg niewidzialne, '

B LAY TOSOWANIE ZMIANY PELASZCZYZN T2"U'I‘OW DO

2ADAN NI AROWYCH. - Z'a.daqiami mi arowemi nazywamy *zad‘ania'
dotyczace wielkodei odcinkéw. i katéw figur geomedbrycz-
' nych Imiana plaszczyan reutdw jest jednym z na*potez-—

'.‘nieJBzych drodkéw stuigcmch do rorwigzania tych zadaz&
Wiekszodd zadafi miareWwych da aig¢ mianowicis !ca.tw_o-roz—
wigzaé, jezeli przéid zimiang plaaé'czjzn riutéw zdolemy
sprewié, by pewne "czeéci. figur ro.zwaza.nych mialy v';rzglg-.
dem nowej ptaszczyzny rzutdw polcgenie szczégélne, Kil-"
ka pruyktaddéw to wyjaéni, " '
ZADANIE, Znelesé kat, ktéry prosta lacagcg punkty
A48 o iy e tworzy 'z plaszczyzng P oraz wza

jemna odleglodé tych punktdw, Niech nows, piaszczyzna

rzutow P bedzie pleszczyzna rzucajgca, prostg AB
na :P1 ; nowg oa!a X, , bedz ie wtedy pierwszy rzut /75
Trzeci rzut /7”’.,5’” odcmka Vil jest temu odein~



"87"-:_

kowi rowny, albowiem prosta

18

przystaje do swego

:-/EB' trzeciego x'zutu,.Ka,te'fn prostej
*pﬁ* e 1 B 2z P, vedzie kat oL,
%Lﬁi | .131 ktéry ta prosta tworzy ze swym
P ﬂl_ﬁ ,—%: pierwszym rzutem, a wigc bedzie
X A&HB to kgt prostej ﬁmBm 'z pro-
Rys. 86 T, 7 e s
| - ZADANIE. Znalesé odleglodd
B/ . punktu /7’77‘” od plaszczyzny
: 'Tf#\f ”‘S S Zadanie to rozwigzu- -
xu%—'— - i je si@ nader tatwo, gdy plasz-
b % s, = | ezyzna S
Rys.87. A IS,'} jest proste-

NN g

i nej z plasz-
T ! \ czyzn rzutiéw
o SoSno. /Rys.81/.
p By} O e - L . o
T 1& 3 O0dlegs2odé -
7 NTA
2 7’4; A punktu /7
Fay od plaszczyz-

B.ys. 83.

pad2a do jed

ny 5 jest

wtedy réwne odleglodei rsubu punktu A od ¢1riu nla-~



S ZCZYZNY 5 . Paoprowadimy tedy nowsg plaszczyzng rzutéw
Pa prostopadig do PL ivde, S , & wigo prostopadis
do '31 /Rys _ 88/; pierwszy dled te] plaszezyzny bedeie
nowg osig X, , . Znajdémy trzeci razut 7 bunktu %
oraz trzeci dlad I, p.laszczyz'ny /S ;‘odlegloéé punk-
£v. /71/” od fladu I, bedzie szukana odlegloscm o
ZADANIE | Znaleié odleglaéc danego punktu /7 /7

od danej proastej o fod . Gdy dan prosta joat'p;osto-

g padls do plaszozyzny rsutiw ’
e M 2 ] :
i T T /Rys 89/, wtedy odleglodé punk
- 5 i i g £ 3 e 2 ; ] .
V\»‘g AT o _ ‘w.?. A od nisj _xidwna. jont lee—
T A glodci fzutu punktu A od la-
Rys. 89, i du /a zarazem rzutu/ proste]

Q. . Otéz przez dwukrotna zmiang plaszczyzny rzutéw

moENs spz'a'-.-vic, 46 nowa piasnczyzna raubdw H bedzie

d

pro utolmam.foa:nsj proste] a’a s/§ 25/, Odcinek, ktds

ry laczyé bedzie cazwarty raut /‘11 punkbtu A = ézwqr;

tym rzutem o prosiei L bedszie ezukeng odleglodcia,
9a Lrzscis plaszczyzng rautdw E weimy plasgesy-

zne rrucajsoy dang prosts a'e’ na ,9:‘; /Rya. %0/,

atg (V. lezed noduis w plaszelyznis J_"j : Drzyatajq.c

do svego trrzecieso Traubtu TRl Rzut ten Z aidzmmy ig-

c o C\ = 2 .-' | SHS
czac pierwszy S1 A AJebéry: jest zarazem swoim trze-



”" - . . " My
A _ cim rzutem \5@ 7
z trzecim rzutem
) \S h
drugiego sladu O,
Ze czwartg plasz-

czyzng rzutéw b,
wesmy jakgkolwiek
piaszczyzne pfosto-
padlg do Q“ ; of
Xy, bedzie zatenm
jakakolwiek pro-
stopadlyg do a”

By, 90,

w P, 1 jest prostopadls do P, , wigc jej czwartym

Poniewaz OL lezy

4

" i 4

rzutem 'Y jesk punkt, w ktérym @ przecina 28 Xy

nalazszy wedlup zrane) reguly tr%eci, o péiniej czwar-
; 1Y

bty rzut punkiu A potacoymy Ao ; bedzie to

zukana cdlegiodé of

GADANIE . Znaleid odlagiods dwdch prostrch skod-
Ay prI R I 7 rl)/.-' BRiemTrded dwéeh wrostwch ek £
nreh LA 1 OO DGlspicicly dAweth Prostycll £Xofe
nych nesywawy nalkréLszy 2 poéxud ada;rzew, 5+ore ?a-

dwdch Garvoh prostych. Niech boslom vicinek /q [3 ;

kldry Xacay punii /% pzuaieg o = punﬁtaﬁz 5 proats]
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b tedzie najkritszy, Pray-

~

pusémy, ze nie jest on pro-

storadly do X , wtedy od-

cinek prostopadlej spuszczo-

nej z punktu B na -
by¥by krétszy 6a A8

co przeczytoby tafoionia,
Wyznecze-
nie odleg
Todci dwdch
prostych
skodnych -

jest nader

w  faitwe, gdy
jedna z .
danych
pFontych
np., A jest
prostopa-
diza do

P, \+B.
' Xy

Rym.QZ. :

plaszczyzny rzutéw B /Rys 91/,
¥ same] rzeczy, kazdy odcirnek proastopadly do Q.
jest wtedy réwnolepiy do pleszczyzny rzubiw,

Rzut kazdego odcinka prostopadlego do O, ktdre-.
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g jeden koniec 1e£y na <L , a drugi n: b - jest.'
tomy odcinkowi réwny i laczy rzut o prostej L z tym
ub ovffm punktenn razutu b'pfos‘tej b . Najkrétszy wiecf_
2 tych odcinkéw bedzie ten, ktéry jestiprostopadly do
J s A -

A lihech beds dane rguty <& o i :6';5” dwuch pro-
stych skodnych o i b /Rys 92/, Za t’rz’ecié plaszeczy-
zne rzulodw. P3 ‘obieramy plmszczyzne rzucajgcg prosts
- QL na :Plb '
Wyanaczmy trzeci rzut QU™ prostej oL, Poniewaz ta pro

osi-d x,, bedzie przeto raut @’ prostej .

ste leiy w plaszezyinie I:’3 » Wige jej piefwszy slad
81 jest zjednoczory ze swym trzecim rzutem \S'lm;' po 13-
czywszy o z trzecim fgutem drugiego sladu S;" otrzy-
mamy &
trzecie rzuty dwuch dowolnych jej punkidw, Za tekie

‘s

Aby otrzyniaf.é' t'-;'zaci'_ rzut prostej O laczymy

Punkty mozemy obraé np, §lad pierwszy 7 1 £lad trze-
ficd 7; Pierwszy rzub 7; punktu 73- jest oczywidcie
. Przecigciem rautu .Z) z nowg osiz X, ¥ a’ . Trueci
Jego raut, czyli sam éiad""’?‘; otféymam_yf_ odm_ierigjac na
prostupa te] wyﬂtn,wwnejue X, , v punkoie 7;, odcinek
réwny co de 7iclkodsi 1 znaku atllels-;lc;éci ibytec?nego
rautu 7;" oi dawme]j osi Xy, . - Trzeci rzut Tm gladu-
7; lakeé bedzie na nowvej oni w spodku prostopadle;j

-

spuszezonej na nig z T



- 92 -~

Za czwariay plaszczyzne rzutidw E% obiérzmy ptasz-
czyzne prostopadla do Ckm ; nowa osia x5, bedzie jaka-
kolwiek prostopadia do @™ Najdogodniej poprowadzid
ja przez dlad 7; proste j b » 8dyz wtedy w tym samym
punkcie bedzie lezal réwniez cawarly $lad 7: proste ]
b . Spuszczajasc 2- punkty 7;_”' prostopadls na nowsg
08 X3, i odmierzajgc na niej od punktu przeciscia jej
z ta osig odcinek réwny co do wielkodeci i znaku odle-
gkoéci zbytecznego rzutu 7; od dawnej osi X, znaj-
dziemy czwarty rzut 7;“' sladu 7; . Prosta 7;7;”
jest czwartym rzutem 5" prostej b .

Poniewaz prosta O de3y w plaszcayinise .F% i
jest prostopadie do 11 , Wiec jej cziarty rzut a”
jest punktem, w ktérym & przecina o# K3, . Dlugosd
odcinka prostepadlej spuszczonsej z punktu @’ ns pro-

ata Asnljest rowna odleglosci prostych skosnych OL i

b

Be0 B'DYE ik Bl WITT
e e ——

OBROTY I KELADY,

ﬁwgaﬁ Ruch obrotowy, Zmiane plaszczyznrzutiw mia-

ta na celu nadanie figurze przestrzennej innego polo-

zonia wzrledem plaszezyzn rzutow, Cel ten moie byd
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