
kości i znaku tr z y razy wziętemu odcinkowi Ox x f W 
ten sposób wszystkie punkty w tyra wykreśleniu użyte zna
lazły się wewnątrz koła wyraźnego widzenia. -

C Z Ę Ś Ć U. K R ZYW E , S T O Ż K I I 

P O W I E R Z C H N I E D R U G I E G O S T O P N I A, 

ROZDZIAŁ XII. SZEREGI I PĘKI RZUTOWE. 

§ 121. Okr -sienie geometrji rzutowej. I s t o t a wszyst
k i c h metod geometrji wykreślnej, jak to zauważyliśmy już 
w § 1, polega na przekształceniu danej figury przestrzen
nej na figurę płaską zapomocą kolejnych dwuch czynności: 
rzucania i przecinania. Zanim przystąpimy do dalszego 
rozwinięcia metod geometrji wykreślnej, trzeba bliżej 
poznać te własności f i g u r , które zostają zachowane przez 
rzuty i przecięoia. Do t a k i c h należy przedewszystkiem 
wzajemna przynależność elementów geometrycznych /punk
tów i prostych, prostych i płaszczyzn/. Jeżeli punkt' 
A leży na prostej b to prosta & rzucająca punkt 
A z dowolnego punktu C leży w płaszczyźnie B 
rzucającej z tego samego środka rzutów prostą & , j e 
żeli prostą t x leżącą y płaszczyźnie B przetniemy pła
szczyzną jakąkolwiek, to punkt A , w którym płaszczy-



- 278 -

zna sieczna przecina prostą <x leży na prostej h , 

według której t a sama płaszczyzna przecina płaszczyznę 
B . Typowemi twierdzeniami, dotyczącemi własności, 
zachowujących się przez rzuty i przecięcia, są twier
dzenia c trójkątach Deeargues^a /§ 81, Rys.182/. Isto
t a tych twierdzeń polega na i s t n i e n i u t.zw. konfigura
c j i Deeargues'a, t . j v figury, płaskiej, złożonej z 10 
punktów i 10 prostych w ten sposób, że przez każdy punkt 
przechodzą 3 proste i na każdej prostej lezą 3 punk-
ty. Jeżeli z jakiegokolwiek punktu r rzucimy wszyst
kie te 10 punktów i 10 prostych, to otrzymamy figurę 
złożoną ?, 10 prostych i 10 płaszczyzn wychodzących g 
punktu P w i.en sposób, że przez każdą prostą prze
chodzić będą 3 płaszczyzny i w każdej płaszczyźnie 
leżeć będa 3 proste:, Stąd przekonywamy się o prawdzi- . 
wości twierdzeń,, 

I I I . Jeżeli krawędzie dwuch trójiścianów o wspólnym 
wierzchołku leżą parami w 3 płaszczyznach przechodzą
cych przez jedną prostą, to i c h ściany przecinają się 
parami według 3 prostych jednej płaszczyzny. 

IV. Jeżeli ściany dwuch trójścianów o wspólnym 
wierzchołku przecinają się parami według 3 prostych' 
jednej płaszczyzny to i c h krawędzie leżą parami w 3 
płaszczyznach przechodzących przez jedną prostą. 
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Nawzajem, przecinając tg figurę, złożoną z 10 pro
stych i 10 płaszczyzn wychodzących s jednego punktu, 
płaszczyzną jakąkolwiek, otrzymalibyśmy figurę, z któ
rej wnioskowalibyśmy o prawdziwości twierdzeń I i II 
§ 81. Twierdzenia o trójkątach Desargues'a wyrażają 
więc własność, zachowującą się przez rzuty i przecię
c i a . 

Część geometrji, której przedmiotem j e s t badanie 
własności fig u r nie zmieniających się przez rzuty i 
przecięcia, nazywa się geometrją rzutową. 

§ 122. Geometrją rzutowa płaska i geometrją rzuto
wa wiązki, Geometrją płaska bada własności fi g u r złożo
nych z punktów i prostych jednej płaszczyzny; przedmio
tem geometrji wiązki są własności.figur złożonych z 
prostych i płaszczyzn przechodzących przez jeden punkt 
Twierdzenia o trójkątach Desargues'a /§ 85/ należą do 
geometrji płaskiej, twierdzenia o trój ścianach Desar-
gues'a /§ 121/ należą do geometrji wiązki. 

Z każdego, twierdzenia geometrji rzutowej płaskiej 
można bezpośrednio otrzymać odpowiednie twierdzenie ge
ometrji rzutowej wiązki, zastępując wyrazy oznaczające 
punkty i proste odpowiedniemi wyrazami oznaczająeetd 
rzucające je proste i płaszczyzny, i nawzajem. Niema 
*ięc potrzebyj rozwijać niezależnie obu geometrji, wy-
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starczy zająć się geometrją rzutową płaską, w której, 
j e s t dana łatwość dokładnego ilustrowania myśli zapo
mocą rysunku.' 

§ 126. Dwoistość wjgegmetrji przestrzeni . I s t n i e -
je inny jeszczejzwiązek pomiędzy twierdzeniami geometrji' 
rzutowej głą̂ kieĵ â tŵ ieridzeniajni geometrji rzutowej 
wiązki, pozwalający z każdego twierdzenia jednej z nich 
wyprowadzić bezpośrednio pewne twierdzenie drugiej. 
Związek ten nazywa się wzajemnością i oparty jest na 
następującej zasadzie, zwanej zasadą dwoistości geome
t r j i p r z e s t r z e n i : 

Jeżeli prawdziwe j e s t pewne twierdzenie, dotyczą
ce wzajemnej przynależności punktów, prostych i płaąz- j 
czyzn, to będzie prawdziwe inne twierdzenie, dotyczą-
ce t e j samej własności, w którym zamiast pojęcia "punkt" 
figurować będzie pojęcie "płaszczyzna" i nawzajem. 

Tak np. twierdzenia Desargues'a I ' i IV, I I i 
I I I są wzajemne, z twierdzenia I /$ 81/ otrzymali
byśmy IV /§ 121/ zastępując pojęcie: 

wierzchołek pojęciem eciana 
trójkąt " trójśćian 
prccta " prosta 
bok * krawędź 
punkt " płaszczyzna 
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§ 124. Dwoistość w geometrji płaskiej i w geome-
t r j j wiązki. Jeżeli prawdziwe jest pewne rzutowe twier
dzenie geometrji płaskiej, 'to na zasadzie § 122 praw
dziwe być musi twierdzenie geometrji wiązki, otrzymane 
przez zastąpienie pojęcia "punkt* pojęciem "prosta" i 
pojęcia '"prosta" pojęciem "płaszczyzna". Ale''wtedy:uia:' /. .' 
zasadzie § 123 prawdziwe być musi twierdzenie geometrji 
płaskiej, otrzymane przez zamianę w tym ostatnim twier
dzeniu pojęcia "płaszczyzna" pojęciem "punkt", stąd wy
nika, ŻO". 

prawdziwa być musi twierdzenie geometrji płaskiej 
otrzymane przez zastąpienie w danym twierdzeniu geome
t r j i płaskiej pojęcia "punkt" pojęciem "prosta" i poję
c i a "prosta" pojęciem "punkt". 

W geometrji płaskiej i s t n i e je ''więc również zasada 
dwoistości polegająca na wzajemności pojęć "punkt" i 
"prosta" /np. twierdzenia I i II § 93 o trójkątach De-
aargues'a/. 

Tak samo dowodzimy , że w geometrji wiązki i s t n i e j e 
zasada dwoistości i polegająca na wzajemności pojęć "pro-
ata" i "płaszczyzna /no. twierdzenia I I I i IV •§ 121 o 
trój ścianach Desargues a/ 

$ 125„ Dwustosunek; 4 punktów jednej prostej. 
Niech będą na prostej To /Rys 240/ dwa atałe punkty 

I 
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Ą i B zwane pierwszym i drugim punktem zasadniczym 
oraz punkt zmienny Al zwany punktem podziału. Uważaj
my zwrot od fi do 3 za dodatni; zmierzmy dowolną 
jednostką odcinki fi M i B M , uważając każdy z 
nich za dodatni, jeżeli posiada ten sam zwrot co 
w przeciwnym razie uważajmy go za ujemny. Stosunek 

/ BM 

nazywamy stosunkiem poaziału punktu względem punk
tów fi i B . Każdemu punktowi M prostej Jo odpo
wiada określona l i s t a , mianowicie jego stosunek podzia

łu, l i c z b a t a 
jent zresztą 
niezależna od 
tego, czy zwrot 

AB czy 
uzna l i 

śmy za dodatni. 
Stosunek podzia-
. łu je s t ujemny 

d l a wszystkich punktów lecących między fi i o , gdyż' 
wtedy n M i BM \ niezależnie od umowy, mają prztf" 
''ciwne znaki - j e s t on dodatni dla wszystkich punktów 
łożących zewnątrz odcinka fi B , gdyż' wtedy fit fit i 
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3 mają zawsze ten sam znak. Zbadajmy, w j a k i spo
sób zmienia się stosunek f*- , gdy n przebiega prostą 

W tym celu poprowadźmy przez punkty fł \ 3 rów
noległe a i i> w dowolnym kierunku i obrawszy'na obu 
tych prostych ten sam zwrot dodatni, odmierzmy na & 
odcinek 3 Bx ~ +1 \ połączmy Bx z punktem M ; 

odległość punktu n od punktu fl\ , w którym BXM 

przecina et , będzie co do wartości bezwzględnej i zna
ku równą A* , gdyż 

Gdy /V znajduje się. w 
gdy /V posuwa się od ^ ku środkowi O odcinka ń3\ 

yU pozostaje ujemne i osiąga w punkcie O wartość "1 ; 
pomiędzy O i 3 pozostając ujemne wzrasta nieo-
graniezenie co dc wartości bezwzględnej i w punkcie 3 

staje się - 0 0 , gdyż prosta 3XM jest wtedy rów
noległa do O. . Dla wszystkich punktów zewnętrznych 
względem odcinka fi3 j e s t , jait to już zaznaczy
liśmy liczbą dodatnią, przytem d l a punktów leżących 
po stronie punktu O /*• j e s t zawarte pomiędzy + 0 0 

i "i > natomiast d l a nunktów leżących po st r o n i o 
punktu A M. posiada 'wartości pomiędzy O i ~1 \ 
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Gdy M oddala się nieogranieżenię w jedną lub drugą 
stronę, 3XM staje się równoległa do 7° i ^ Ą / 4 J + ^ 
Tak więc: | 

Jeżeli na prostej p dane' są dwa punkty A i 3 

„.to każdemu punktowi rf t e j prostei odpowiada jedna 
jr*r*rv 

jedyna l i c z b a /dodatnia lub ujemna/, mianowicie sto-
sunek podziału Z4- punktu n względem punktów a i B. 

Nawzajem, każdej /dodatniej lub ujemnej/ l i c z b i e 
^4 odpowiada wtedy jeden jedyny punkt Af prostej p 
ten mianowicie, którego stosunkiem podziała względem 
punktów fi i 3 j e s t /< . 

• W samej rzeczy, poprowadźmy przez fi? i 3 rów- ] 
noległe <x i i? w dowolnym kierunku i obrawszy na obu 
jednakowy zwrot dodatni odmierzmy na niob odcinki A Ai< 

, których stosunek co do wartości bezwzględ
nej i znaku równy j e s t /* , prostą przecina 
w punkcie szukanym M • 

Wiechaj będą teras /Hys,241/ dwa punkty Af i N 

których stosunki podziału w*gW*,m punktów zasadniczych 
A i 3 niechaj będą/< i . Il o r a z nazywamy 

dwusfroaunkieia /ąieaunkiem ej^armonicznym/ 4-ech punktów 
fi di MN , J t s t on dee>+ni, gdy M JI N albo leż*' 
oba wewnątrz albo oba zewnątrz odcinka fi 3 

i t . j , 
gdy paty punktów fi3 i MN 

się nie przegradzają 
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Dwu3toaunek Ą ^"y- OM ' BN oznaczamy sym
bolem /A & MN / przestrzegając ściśle określonego 
następstwa l i t e r , ¥ symbolu tym pierwsza i druga l i t e r a 
oznacza pierwszy i drugi purifct zasadniczy, t r z e c i a i 
czwarta - pierwszy i drugi punkt podziału. Jeżeli więc 
na prostej p obierzemy 4 punkty fitBtMtN- t 

/ fi BNN /oznacza dwuatosunak ~ : ^ 
on BN &M 

podczas gdy np. / B/iĄ N / oznaczałby: /CfJ : jf/y ' 
Ponieważ z 4 l i t e r można ułożyć 24 przestawień 

więc 4 punkty prostej wyznaczają ZA dwustosunki, 
które jednak niewsz r s tkin są różne. W samej rzeczy war
to i 6 dv usteauriku 

s 

nie zmieni si$ przez następujące przestawienia 
(ĄBMNj *[MNA3j *(AIMe>A) ędyi 

dJH i M * M/l . . NJ~ - B N . M 
BM BN N/f ' NB " AvS ' MB /jjj • > 

stąd wynika: 
Dwuatosunak 4 punktów nie zmienia pwaj wartości 

'gdy zmienimy jednocześnie porządek punktów zasadniczych i porządek punktów podziału, lub gdy punkty podziału 
uczynimy punktami zasadni; z ©mi .i nawzajem. 

Jeżeli T poć ród 4 punktów fi , .8 , fil , M 
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prostej "p t r z y . np. a , B i N uważać będziemy 
za stałe, a czwarty M za zmienny, to gdy punkt /V 
przebiegać będzie prostą V , dwustosunek / A B M N / 
J. ĄMi ĄN , 

' BN posiądzie kolejno wszystkie wartości 
od -co do + 0 0 . Gdy bowiem wartość drugiego śtosiuiku 
^ * £/V j e s t 3tała i różna od zera, wartość pier

za M 6 

wszego - zmienia się w sposób ciągły otrzy
mując kolejno wszystkie wartości liczebne. I l o r a z 

musi zatem rów
nież zmieniać 
swą wartość w 
granicach od 
+•00 (4Q

 W O 0 

Naw:: aj em, 
jeżeli dane cą 
3 punkty ^ , 
£ i yV pro-

Ryz. 2.41. stej fi , to 
każdej l i c z b i e 

A odpowiadać będzie jeden jft.dyny punkt' M tej pro
s t e j , ten mianowicie, d l a którego dwuztosunek J A&tiNj 

Ł A . W s.aiłiej rzeczy, ;:rzez punkty fi i B po
prowadźmy równoległe CL i & t odmierzmy na i t e k i * 
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5ir& odcinki 3 Bx i X33L ,aby ~Q~a7 * połącz
my wy l n i c liny punkt Ą , w którym Ą/V p r i e c i -
»*r & , wreeeeU połączmy , k'fedr^ przetnie ^ 
» szukanym punkcie /v , Gdyż 

Djuatcsunek / /? 57^/V / danych 4 punktów pro
stej P .meże być sprowadzony do stosunku podziału. W 
tym celu /Rys.241/ poprowadźmy przez ^ i * równo
ległe CL i i i a obranego na CL p U J 1fctu /?i rzućmy 

N i M na prostą k , otrzymując na n i e j odcinki 
3, B i 3 , których stosunek =/ Ą 3 MN /• 

%4f punkt /V jest punkiem aievłaśoiwym prostej 
' fi ... U dwu8tosufi.es: / A&MN / staje <*ie ewosun -
pTe« ^ 4 i £3.yż wteoy stosunek gj; .~ . -

138, "3rupy narmonicine punktów, S*c**goiriie wat-

ŷw j e s t $cn priypadek, g$y es-tery von k i j /7 , /3 
'z t N . leżą na proste 

(inek / ABMA J f ~J 
Si 

^ * "37v - wtedy równe oc oo wariował b e s w a ^ l f A -
U e i przboiwnie cjs do znaku / /* - / tak że je-? 

i N . leżą na prostej p w t a k i sposób, ze dwucto-

Stacwuki eodniałU;, punktów ^ . i N c/A *• 

Ark a o i i 9~ ty. 

http://dwu8tosufi.es
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den z punktów M i N d z i e l i zewnętrznei odcinek 
w tym samym stosunku, w którym drugi d z i e l i 

go wewnętrznie. 0 punktach fi , 3 , N , Al mówi
my, że tworzą grupę harmoniczną, o punktach At i 
mówimy, że dzielą harmonicznie odcinek fi B> , albo 
że są harmonicznie sprzężone względem punktów fi i 

3. Przestawienie l i t e r ~fi i 3 w dwustosunku , 
/ fi B M N / -~1 , zmieniając każdy ze stosunków 
_>*f i y na jego odwrotność, nie zmieni i c h i l o r a z u , 
podobnież przestawienie l i t e r At i /}/ , zmieniając 
p na TT i Y~ n a , nie zmieni również i l o r a z u 

Ponieważ wreszcie dwustosunek / fi Bt N 
nie zmieni się i wtedy, gdy l i t e r y /V i N postawi
my praed l i t e r a m i , wieo: 

Jeżeli punkty N i N są harmonicznie sprzężono 
względem punktów fi i B) /dzielą harmonicznie odci-• 

/, to nawzajem punkty fi i 3 są harmoni* 
cznie sprzężone względem punktów At i 71/ /dzielą 
harmonicznie odcinek MN /, nie potrzeba przytem 
zwracać uwagi na to, który z punktów każdej pary fi E> 

i MN j e s t pierwszy. Ponieważ pary 
wzajemnie 3 i e przegradzają, mówimy więc poprostu, że 
pary punktów fi B i AjN przegradzają się harrao-
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Jeżeli jedna para punktów sprzężonych, rp. 
jest dana, to każdemu trzeciemu punktowi N prostej 

fi 3 odpowiada jeden jedyny z nim sprzężony cgwarr 
ty harmonicznie punkt M , Aby go wyznaczyć stonuj omy 
wykreślenie § 125, przez punkty fi i B /Rys.242/ 
kreślimy w dowolnym kierunku równoległe G- i i , na 

/ prostej i odmierzamy 
m e , w przeciwne strony 

U --^TN M z> l równe odcinki — a f/.-X ^ o a 
n< <^ J_o £> dowolnej dłu-

l " ̂  -r ~ £ ^ 
,4 gości /wtedy 3 3 ^ - 2 / 

//2>v i punkt /fx w którym 
Ry*.'24fc. &XN P ^ ^ c i n a OL , 

łączymy z B^ , pro
s t a fli^i przetnie^? w czwartym harmonicznym punkcie 
-M . 

Gdy punkt /I/ j e s t punktem niewłaściwym prostej 
P /. 'f*:'* * /• "to punkt M musi byó środkiem od
cinka /}3 /. Każdy odcinek j e s t przez 
swój środek i punkt niewłaściwy podzielony hormon5rz
nie. 

Gdy punkt Al przystanie do punktu n / M / 

albo do punktu 3 / * ± O Q / to i punkt M przysta
nie do punktu fi / r*° / wzgl, do punktu 3 / 
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Jeżeli dwa punkty grupy harmonicanej schodzą się w je
dnym punkcie, to jeszcze jeden punkt t e j grupy upada 
w tym punkcie. 

. § 127. Drustosunek 4 promieni, wychodzących z jad-
nego punktu. 

Niechaj z punktu Yf wychodzą 4 pr^ ,te a , i , 
ATL i TL. , leiące w jednej pł&uzcsyźnie, Dokoła punktu 
P oraz na każdej s prostych a , Jb- , łn. i n_ obierz

my zwroty dodatnie i umówmy się, te kąt / Ą-P / \ fi* 
uważaó będsismy i a 
dodatni, jeżeli do
datnią stronę pro
stej OL trzeba obró
cić o ten kąt w do
datnią stronę, aby 
ona przystała do do
datniej strony pro-

') , Wartość wy-

RyS. 2.4:3, I = 

s t e j 

i-t-H (Ol 

nazywamy dwus to ścin
kiem /stosunkiem ńe^armonioan^m/ 4 promieni a. , 2> « 
/TL , ?L . Wartość t a j e s t zresztą niesaleana - ?.*r,-/yz-



szej urnowy, w samej rzeczy, zmiana zwrotu na którejkol
wiek z prostych OL , i , m , n, powoduje zmianę zna
ku w dwuch wyrazach tego dwustosunku, a zmiana zwrotu 
dokoła punktu P powoduje zmianę znaku wszystkich czte-
|rech wyrazów, 

. Dwustosunek / OL h nx,n, / je s t dodatni, gdy pary 
promieni i fn-n. się nie przegradzają, - ujemhy, 
gdy te pary się przegradzają. Podobnie jak w dwustosun-
kach 4 punktów mamy: 

(auhnvnj = [nilach] * ( n m haj *ff> OLn m,J • 

Aby wyznaczyć dwustosunek / GL}) mn / poprowadź
my /Rys.243/ równoległą do prostej CL T która niechaj 
przetnie proste h , (TL i n w punktach 3 , 3^ i 

3 X . Z trójkąta P B B Ł mamy: 
[oc m.) PB 

~ B BL 

z trójkąta PBBX \ 

J \T\ 
fan,) _ PB f 

"\ thnj ' B Bx ' 

dzieląc te proporcje stronami otrzymamy: 

i - i . * 

skąd łatwy sposób wykreślenia prostej /7L., gdy 3 pro-
gta OL , h i TL. oraz dwustosunek / cx.fi pcin. / są dane. 

•ii?**** * 

http://cx.fi
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§ 128. Grupy harmoniczne promieni. Szczególnie 
ważnym jest przypadek, gdy 4 proste CL , fo , tTL , TL 
przechodzą przez punkt P w t a k i sposób, że dwusto-
aunek / CLi>/TLTL / = ~A t Sawiny w tym przypadku, że 
te 4 proste tY/o^zą grupę harmoniczną, lub że proste 
/n, i harmonicznie dzielą kąt / ;', albo że są 
sprzężone harmonicznie względem prostych OL i h t Po
dobnie jak w grupach harmonicznych punktów łatwo oka
zać, że przestawienie l i t e r OL i -b lub fn. i n. lub 
obu l i t e r z obu l i t e r a m i tnn. nie zmieni dwusto-
sunku / CL htnrL /, tak że można będzie o dwuch parach 
promieni cci i ITITL. grupy harmonicznej pcprostu po-
wie'azieć., że się harmonicznie przegradzają. j 

Jeżeli jedna para 
. promieni sprzężonych 

Tt/ 5 J 0 5 ^ dana,np. CL h , . 
to każdemu trzeciemu 
promieniowi ?L odpo
wiada jeden jedyny z 
nim sprzężony czwarty 
harmoniczny promień 7?v. 
Aby go wyznaczyć ./Rys. j 

Ry». 244. 244/ stosujemy wykre-
slenie § 127, prowa-
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dsimy równoległą do cu , która przecina proste 2> i PC 
* punktach ^ i Ą poczem odmierzamy ^o^>a.~ ^ 
/Wtedy l ^ 1 - - I / i łączymy F*B^m_ , 

Z wykreślenia tego wynika ,że dwa boki /TL i n. trój
kąta ^ B ^ Ą 

są sprzężone harmonicznie względem środko
wej /& odpowiadającej trzeciemu bokowi i równoległej CL. 

tego boku z przeciwległego mu wierzchołka P . Jak 
Wiadomo, gdy środkowa trójkąta j e s t jego wysokością, to 
jest zarazem jego dwusieczną , stąd wniosek, że dwusiecz -
&e kątów, które tworzą dwie przecinające się proste, har
monicznie je przegradzają. Jak wiadomo, te dwusieczne 
H wzajemnie prostopadłe, można dowieść, że nawzajem, 
i e i e l i dwa promienie sprzężone CL i h grupy harmonicz
nej Cbi/nrc są wzajemnie prostopadłe, to są one dwu-
s^ecznemi kątów między prostemi tn~ i ru . Poprowadźmy 
sieczną s prostopadle do h , a więc równolegle do OL, 
i niechaj t a sieczna przetnie promienie OL , fc , 'fft i 
>t w punktach fl , B°°t M i Al /Rys.245/. Punkt 
3̂*° j e s t niewłaściwy, skąd wynika, że sprzężony z nim 

Punkt fl j e s t środkiem odcinka MN /§ 1.26/. Trójkąt 
PMN j e s t równoramienny, gdyż wysokość Pfl j e s t 

*arazem środkową, musi więc ona być również i dwusiecz
ną kąta MPN . Prosta h do n i e j prostopadła j e s t 
wtedy dwusieczną kąta przyległego. ^ 



Rys. % 4- 5. 

294 -

jUf f i TWIERDZENIE. PyustoaunejŁ. 
je s t własnością rautową 
to j e s t zachowuje aię 
praea rauty i przecięći*. 
Niech będą 4 punkty /? '> 

3 , /V i /V /Rys. 
246/ leżące na prostej 
P oraz punkt P nie 

leiąey na n i e j . Połącz-

i 

w, 
» 246 

P /? 
my A"» 

PN proste-
mi CL t A , i ?* i 

.trssba okalać,, że / 
/ /jBMAf / -v 

/ a h m, ru /, 

Pr zez -̂ 3 p o pr ow ad i -
my równoległą do CL 
przecinającą proste 
fl^ i m. a punktach 
» x i . Na za 

sadzie § 125 /Rys. 
241/ stosunek t 
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na zasadzie § 127 /Rys.243/ ten B a n stosunek * / cLh/nn/ 
skąd wynika, że 

(fl 3 M N} s mnJ j t-^^o. 
W szczególności; grupa prostych rzucających grupę 

harmoniczną punktów oraz grupa punktów przecięcia gru
py harmonicznej prostych, j e s t harmoniczna. 

Jeżeli 4 punkty A
l
B
j
Af

)
N
J
 prostej Xł rzucimy z 

dowolnego punktu P na prostą ~p-x , otrzymane w ten 
/ 

sposób punkty fi2 s Px\* ^ i * rzucimy z dowolne
go punktu Ę na prostą i t.d. te / &MN / ~ 
/ A£MXNX / * / / ? Ł 5 Ł A f ^ y t / Zastosujemy ten 
wniosek do grup harmonicznych. 

§_ 130; Własności harmoniczne czworoboku i czworo
kąt & zupełnego. / * 

Figura utworzona przez 4 proste <x , h to , z£ 
płaszczyzny, z których żadne 3 nie przechodzą przez j e 
den punkt, oraz przez 6 punktów przecięcia tych pro
stych po dwie, nazywa się czworobokiem, zupełnym cibcd 
Proste CX . jb , C , d nazywają się bokami, punkty 
i c h przecięcia fi , 3 , C , Z) t £ t f nazy
wają się wierzchołkami czworoboku zupełnego. Dwa wierz
chołki nie leżące na wspólnym boku nabywają się prze-
ciwległemi. Proste p , h% i 71 , łączące wierzchołki 
•-przeciwległe- fi- i &... < & i * <0 vĄ j nazywa-
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ją się przekątnemi /Rys,247/. 
Rzućmy czwór

kę punktów /? , /5 
M , N , 

z punktu E na 
prostą . Otrzy. 
mane w ten sposób 
punkty C , D • 

stano
wią czwórkę, której 
dwustosunek 
/ CD PN / 

musi byó równy dwustosunkowi / A 3 MN / /[ 129/. 
Punkty C , D , P , /V rzućmy z punktu z po
wrotem na prostą JO . Otrzymamy punkty 3 t /f ę Al , 

/V , których dwustosunek / 3 A PI N / mu*i być rów
ny / CDP/V / W ten sposób: 

(ńBM/yJ =/CDPA/J ~I&AMNJ;, 
ale / t a k ż e 

(B/j MA/J * (J&AiA// J 

(A BA/A/} * 1 ; 

ponieważ zaś / /f B Af/V / nie może być równy +1 
gdyż wtedy punkty M i A/ musiałyby przystać do s i e 
b i e , więc: 
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to znaczy, czwórka n 3 MN j e s t harmoniczna. 
W czworoboku zupełnym punkty przecięcia jednej 

przekątnej z dv:iema innemi są harmonicznie sprzężone 
względem wierzchołków na t e j przekątnej leżących. 

Na zasadzie t e j własności czworoboku, można zapo
mocą samego tyl k o linjału znaleźć na prostej p punkt" 
sprzężony harmonicznie z dawnym punktem /V względem 
dwuch innych danych punktów fl i 3 t e j samej pro
s t e j . Przez punkt /V /Rys,247/ prowadzimy dowolną 
prostą tn. i obieramy na n i e j dwa punkty Q i £> , 
które łączymy s punktami fl i 3 , tworząc czworo
bok ccbcd © przekątnych p i f*L , t r z e c i a przekątna 
rt przecina p w punkcie szukanym fi* . 

W szczególności dany odcinek fl3 możemy podzie-
l i c na połowy zapomocą samego tylko linjału, jeżeli 
dana j e s t prosta ht równoległa do A 3 , a więc jeże
l i dany je s t punkt niewłaściwy M-prostej /? B> i 

Obrawszy na tn, dwa punkty C i O i połączywszy j e , 
jak poprzednio z punktami fl i 3 , otrzymamy środek 
odcinka Ą3 zapomocą przekątnej **~ czworoboku zupeł
nego ahcd ^ . Nawzajem, jeżeli dany je s t na prostej 
p jakikolwiek odcinek podzielony na połowy, to można 
praea punkt jakikolwiek C poprowadzić równoległą do 
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J° sapomocą konstrukcji l i n j o w e j , t . j . zapomocą same
go tylko linjału. 

Figura utworzona przea 4 punkty A * £> » C i 
, £) płaszczyzny, z których ś&dne 3 nie leża na jednej 

p r o s t e j , oraz przea 6 prostych, łączących te punkty pov 

dwa,, r.azywa się esworokątem zupełnym A B C £> t Panki 
ty fi , 3 , C , Z) 3aa.aywa.ja sio wierzchołkami, 
proste, je łączące CL t h , c , OL > e , f nazywa
ją się bokami czworokąta zupełnego. Dwa boki nie prze
chodzące praea wspólny wierzchołek naayw&ją się prae-
ciwległemi. Punkty P , M i N praecięcia boków 
praeciwległych ech , C d i ef nazywają się punkta
mi przekątnemi /Rys.248/. i 

Czworokąt zupełny je s t figurą płaską wzajemną 
waględem czworoboku aupełztego, bokom, wierzchołkom i 
praekątnym pierwsaego odpowiadają wierzchołki, boki i 
pajakty praekątno drugiego i nawzajem. Na aasadzie dwoi
stości moglibyśmy przeto wnioskować o prawdziwości na
stępującego twierdzenia: 

W czworokącie zupełnym proste łączące jeden punkt 
przekątny a dwoma innymi są harmonicznie sprzężone 
waględem boków przez ten punkt przechodzących. 

Dowód tego twierdzenia mógłby być również na zasa
dzie dwoistości wywnioskowany a dowodu twierdzenia o 

http://3aa.aywa.ja
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czworoboku zu
pełny*, jt o e -
c i e j jednak 
możne je okalać 
jak następuje: 
Niech będzie 
/Rys.248/ czwo
rokąt zupełny 
A a c o 

niechaj punkty 
P \ M i 
N będą punk

tami przekątne-

mi t e g o czworokąta, dowiedziemy, źe czwórka p r o s t y c h 
CL hmri. j e s t h armoniczna. Zauważmy czworobok...zupeł

ny c ot ef t którego jedną i przekątnych, js>at p . 
Na. z a e a d z i e t w i e r d z e n i a p o p r z e d n i e g o czwórka paktów 

O.RNM j e a t h a r w m i c a n a . atąd w y n i k a , że onrórka 
prostych ajb/nn , rzucających te punkty * pu n k t u P 

jest harmotticzną /§ 141/. 
§ 151. Czwórki ^erapektyWiozne,, M ŵisay, to cswór-

fc- g^ij^ów A 3 £ £>_ „ le&ąc^ch na Vgroate| pLpl** COJJ 

sc perspektywicaiNi e b i e r k ą eroatycn oipc a _,__wy-

, jeżeli j^roata o. 8 ą c v ch s tt Ul i 
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CL t h , C i d przechodzą odpowiednio przez punkty 
ft ,3 , C i £> • tak że punkty fi , 3 , C i 

O są przecięciami prostej yo prostemi CL , >ó t c i 
d » a proste CL 9 fi t C i d rzucają punkty /i , 

3 c i D z punktu P . /Rys.249/. 
Prosta JO nazywa się podsta-

Hy*. 249. 

wą' czwórki ~p ^/?3CDj, 

punkt P nazywa się wierz
chołkiem c*fe<teki-< .P(cLhcdJ. 
Perspektywieznośó czwórek 
p [Ą&CŚJ i P[cLhedJ 

oznaczamy symbolem 

Na zasadzie § 129 jeżeli te czwórki są perspektywiczne, 
to dwustosunki / ABCD. /1/a.hcd / są równe-

Mówimy, że czwórki punktów Jox ^ftxBxCxDji 
pt {^ft^B^CJSj są perspektywiczne 

jeżeli i s t n i e j e czwórka P (ethed/ , której proste 
łączą odpowiednio punkty i , ^ L i 3^ t Cx i 

QĄ , D. i &. , tak, że obie czwórki punktów są prze 
cięciami t e j samej czwórki prostych. Punkt P nazywa 
8*9 środkiem perspektywy czwórek ~px /-Ąi 3X Ox OxJ x 

7>x, (#1 5 z A \) /Rys.250/. Mówimy, że czwórki pro-
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M#2*} Ą {ai^iCi ^J1 % f% k c*. ̂  są perspekty-
wiczne 

AJ BJ 

Ry&. 2.50. 

jeżeli i s t n i e j e czwórka 
•p ( fi BCDj , której 

punkty są odpowiednio 
przecięciami prostych CL

X
, 

dx i óiL, tak, że obie 
czwórki prostych rzucają 
tę samą czwórkę punktów. 

Prosta p nazywa się osią perspektywy czwórek 

Na zasadzie § 129, jeżeli p* [ĄX &X QX DX J^PL[^A
C

ŁĄ 

to / ^ ^ ^ D / - / Ą ^ C T D T / . jeżeli PifaĄc^J? 

P. ^ A c ^ t o £ 4 * a C i oT,J = 2), o c ̂ y . 
§ 132. Szeregi i pęki perspektywiczne. Niechaj 

będzie prosta p i punkt P na n i e j nie leżący /Rys. 
252/ Między punktami prostej p) i prostemi, wychodzą-
cemi z punktu P można ustalić odpowiedniość dosko
nałą, t . j . taką, że każdemu punktowi fi prostej ~p 
odpowiadać będzie jedna jedyna prosta CL wychodząca 
z punktu P , t a mianowicie, która przez punkt n 
przechodzi, - a każdej prostej h , wychodzącej z punk-
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/ 

Rys. 251. Rys. 2,52,. 

tu ^ odpowiadać fcędzie na prostej A1 jeden jedyny 
punkt 3

 t
 ten mianowicie który leży na prost®j v „ 

Mówimy tedy, że szereg punktów JQ jesfc pere 
/ i • 

spektywicsny % pękiem prostych P/a.h.... J • T co o zna-

Prosta ~v nasyjra się podstfewą sasregu p [^&-... J ; 
punkt P nazywa s i o wierachcifciea p.eku ^ / a i 1 - . . /. 
J e i s l i /V t ,Ą/ t Q i /? są jakiemukolwiek czterema 
punktami szeregu P (/?£,-/ t % grasi-* fil , n »• q i 
T odpowiadają im w pffcu P (°.- ''•'-/ , to cswór*! 
;t> /.MA/AR] i p//nnfr/ ^ ^ r ^ k ^ i c s p c i ifek7 • 

Hiech bev.łj teraa w pi?.!-; scsyżiii* rysunku dwie pro
st*. r 2 i ̂  /fiys42f>5/. ' Między punktami prosie) ?y i 



punktami prostej & można ustalić odpowiedniego dosko
nałą, t . j . taką, że każdemu punktowi A\ prostej pi. 

odpowiadać będzie jeden jedyny punkt /fv prostej jo^i 

nar/gajem, każdemu punktowi 3L prostej odpowiadać 
będzie jeden jedyny punkt 3>1 prostej p% . W tym ce l u 
obieramy w płaszczyźnie rysunku,punkt jakikolwiek P 

\ K 

nie leżącypna żadnej z, prostych Pk i pLii umawiamy się 
że każdemu punktowi prostej px , np, punktowi /i2 , bę 
dzie odpowiadał ten punkt n%t. prostej jo^ , który l e 
ży na prostej Pflx • a*każdemu punktowi prostej & 
np. punktowi Bt odpowiadać będzie ten punkt. 3X 

prostej jo^ , który leży na prostej,, P3t , tak ,że 
proste OL , h ......, łączące pary punktów odpowied
z e n i u a WrSLSlMŁ JM*. Arkusz 20-U, 
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n i c h Ąx i , Ą. i Ą , , przechodzić będą 
zawsze przez punkt P , W t e n sposób zarówno szereg 
Pi jako szereg pK(/lxBK..„J j e s t perspe
ktywiczny z tym saąiyw pękiem pr o s t y c h F* £<x-h ...J % 

Mówimy wtedy, że s z e r e g i px l#i&x*r/i PK/AK 

są perspektywiczne, co oznaczamy 

pip z 3X ...y 7v Ą/Ą Ą 
Proste ̂ >x i )»t nazywają się podstawami t y c h sze

regów perspektywicznych, - punkt P nazywa się środ
kiem i c h perspektywy. - Jeżeli rf± , A/x , Qx i Px 

* są j a k i e m i k o l w i e k czterema punktami p r o s t e j /OX , a 
punkty M% , /VŁ , Ó3Ł i Ą odpowiadają im na p r o s t e j 

w szeregach perspektywicznych px ^/f x Bx ...J ^ 

?r A/^aA-»i/ t 0 czwórlci punktów yDŁ ̂  /1/L <?x /?2 / 
L / ^ / ^ I ^ Ł ^ L ^ I / s ^ P e r s P e k t y w i c * a ° ł t ^ k , że na zasa
dzie § 129 ^MxNxQxRx)^[M^tQL^)'. I określenia 
3zeregór perspektywicznych px[AxBx-J i px.[A^3^..-J 
wynika, że punkt przecięcia podstaw JOx i p, odpowiada 
samemu sobi e ; jeżeli więc punkt t e n zaliczymy do szere
gu p 2 [diBj--] i '•łanapzjTî  np. literą . t o gdy ten 
sar punkt zaliczymy do szeregu jox^/f^&^-Jytinniiiny 

vo oznaczyć literą 2 , . 
PU echaj bodą wreszcie w płaszczyźnie rysunku dwa 

punkty rx i P /Ry3.26*5/. Między'prostemi. wychodzą-
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cemi z punktu i prostemi, wyckodzącemi z p u n k t u j 
można ustalić odpowiedniość^doskonałą, t . j . taką, że 
każdej prostej OL1 , wychodzącej z punktu /? , odpo
wiadać będzie jedna jedyna prosta ct^, wychodząca z 
punktu /C i nawzajem, każdej prostej wychodzącej 
z punktu /•£ , odpowiadać będzie jedna jedyna prosta 
*>x , wychodząca z punktu F[ „ H tym celu kreślimy 
w płaszczyźnie rysunku prostą jakąkolwiek p , nie 
przechodzącą przez żaden z punktów i P% , i uma
wiamy się, że każaej p r o s t e j , wychodzącej z punktu 
Px , np. prostej ct1 , będzie odpowiadała t a prosta 
CXŁ , wychodząca z punktu , która przechodzi przez 
punkt joct , a każdej p r o s t e j , wychodzącej z punktu 
, , np. prostej odpowiadać będzie t a prosta 3 a , 
wychodząca z punktu Px , która przachodti przez punkt 

p\ , - tak, że punkty /) ., /3 r... .przecięcia par 
prostych odpowiednich a.x i a Ł , jbx i ,.. .leżeć be-
dą zawsze na prostej p , W ten sposób, zarówno pęk 
.Ę, (0L1bx»..J , jak pęk fH^K—J , jest'perspek
tywiczny z tym samym szeregiem punktów, p ̂ /9X"Bx ...y, 
Mówimy wtedy, że pęki faxh-ji P±'(<*^^M 
spektywiczne, co oznaczamy •'•' . J * 

Punkty/^ i F£ n a f c ^ f ,-• wierzchołkami'fre-. 
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ków perspektywicznyco; p r o s t a n a z y w a się osią i c h 
perspektywy. Jeżeli J7ix , t%x , Cjrx i 7% są jakiemikol-
wiek czterema prostemi, wychodzącemi z punktu /J , a 
wychodzące z punktu ty proste /7i^, n.^ t &^ i 7^ odpo
wiadają im w pękach perspektywicznych ^CL^h^J i 
/? (<*<tbx....J • t o czwórki prostych [/n^^^r^i 

PXe^rri%rx%cjx,rx^ s $ perspektywiczne, tak ŻB ^/rix T V X ^ rAJ: 

= ^niiti^JiSiJ, Z określenia pęków perspektywicznych 
[cLxhx^J i /"J [0Lxhv„:J wynika, że prosta /^/^ 

łącząca oba wierzchołki odpowiada samej sobie; jeżeli 
więc prostą tę zaliczymy do pęku ^[oL^i^.^J i ozna
czymy np. literą ^ 1 • to gdy tę samą prostą zaliczymy 
do pęku /jj? (P"^^"") ' winniśmy j ą oznaczyć literą 

§ 133. Czwórki i szeregi rzutowe. Niechaj czwórka 
punktów 

będzie perspektywiczna z czwórką 
prostych P f f ^ ^ f f l /Rys.255/, na zasadzie § 131 dwu 
stosunki / AlN Q R /i / /nn.^rr / 8 ą równe. Wyobraź 
my sobie teraz, że prosta p wraz z leżącemi na n i e j 
punktami M. , A/ » Q ł _R zostanie w dowolny spo
sób ze swego mieisca przesunięta, ponieważ na skutek 
tego przesunięcia sfsajemno odległości punktów Ai , 
N , Q i P nie zostaną zmienione, więc dwustosun 

k i / rn,n,c[T / i /• A1N(IR / wciąi jeszcze będą 
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równe, choć czwórki te wogóie przestaną być perspekty
wicznemu. Tak samo stałoby eię, gdybyśmy nie ruszając 
czwórki punktów P /AfNQRj p o r u s z y l i z miejsca 
fzwórkę prostych P(m. TL J. 

Podobnież jeżeli z dwuch perspektywicznych czwó
rek punktów -px (M1N1Q1Rx)i p x [M^A/^ą^P^J 

jedna przeniesioną zostanie w inne miejsce, \o perspe
ktywicznego tych czwórek wogóle zostanie zatraconą, 
choć dwustosunki / MXN1Q1R1/ i / MzA/lQijRX// pozo
staną równe. Mówimy, że dwie czwórki punktów: 

że dwie czwórki prostych 
Px [m,xn.x pTt) i 
f i [m^^cjr^J E i b o 

że czwórka punktów 

czwórka prostych 
fi'{/nrKj/rrJ a ą rzuto

we, jeżeli dwustosunki 
/ M1NxQ1Rl/ i / N^N^Ry Bą równe. Czwórki per-* 
Bpek-fywiczne są przeto zawsze rzutowe, ale czwórki 
l'2utowe mogą n f l * być perspektywiCine. Biutoweió Ćawó-
r'-k oznaczamy symbolem "A" , np* 'Jiśiliy 

Rys. 255. 
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Jeżeli w obu równych dwustosunkach wykonamy to sa
mo przestawienia l i t e r , to nowe dwustosunki pozostaną 
równe. W samej rzeczy, łatwo się przekonać, że jeżeli 
w dwustosunku wykonamy j a k i e k o l 
wiek przestawienie l i t e r , to wartość nowego dwustosun
ku' albo poaostanie równą X , albo będzie równa jed
nej z l i c z b : \\ 

• X J 1 - A > ± ~ * J T 3 > T=i ' 

'"Stąd wynika-, i e dwie czwórki są rzutewe, jeżeli 
którykolwiek a ' Z4 dwustosunków i czwórki równy jest 
dwustosunków i utworzonemu, w ten sam sposób a odpowied-

p Jy , : . 

n i c h elementów H cawórki. Tak np. cawórki: 
jo [MNQR>J i P[TTX. -TLc/r i*J są rautowe, jeżeli np. 

(Afftryą) "± [rtLr-ruyJ 
albo jeżeli [NdRMJ ~(rL(£rm_J i t.d. 

Uiećhaj-będą w płaszczyźnie rysunku dwie proste 
^ . . i jox . jJTft prostej px obierzemy t r z y punkty 
8X i Ox a na prostej trzy punkty n% , , i 
Ox . Między punktami prostej JOx a punktami prostej 
ph uaialisBy^ odpowiedniość doekonałą w ten sposób, że 
1/ punktowi/^prost. px odpowiada punkt/wprost . ^ i naw*1 

2/ ' ' " B„ » " " n &x. 

M 
II u " • ± 
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4/ każdemu innemu punktowi Mx Prostej px odpowiadać 
• i f d a i e t a k i punkt p r o s t e j że dwustosunki. 

[ f t x B X C 1 Mx) i [AXBXCXM^) są równe. 
Tak u s t a l o n a odpowiedniość między punktami p r o s t e j 

p x a punktami p r o s t e j ją^ nazywa się rzutowością szere
gów px f/txBxCv..J i p^^fi^ Eo^O^J co o znacz a-

i mówimy, że te s z e r e g i są rzutowe. 
W t e n sam sposób określamy rzutowość dwuch pęków 

Px ^OL
X
 hx cx ...y w t° [a\ \c^J 

i rzutowośó pęku i szeregu 
płoche .../ -xr p (/fBO^.J 

Jeżeli Mx i Mx , /Vj i ^ , ^ i 4 , R x i 
są czterjema! parami punktów odpowiednich szeregów 

AJ ^ -

rzutowych fti (j f\x Bx Cx ...J p x ( A G Ł »»y 
to łatwo okaza«óp że dwustosunki ^MxNx O-i-^iJ i 

A t b^Rijyą równe. 
W samej rzeelzy, na'mocy określenia rzutowości 

tych sżsrjegpw mamy równości 
/W \B£Mj - ( \B&MJ 

/ V (^e>AQj ~ ( ̂  Sł e<- q^ 



Ho zwinąwszy te dwustosunki.;i podzieliwszy strona-
1 / 

mi /!/ prze'z/2/, /!/ przez /3/ i / l / przez /4/ otrzyma 

skąd, przestawiając po obu stronach l i t e r y w jednako
wy sposób, otrżymamyi 

/v tęgimi) -LW&RJ 

Roswinąi/szy znowu te d.Tustosunki i podzieliwszy 
stronami /o/ przez /6/ i / 5 / przez /7/, otrzymamy rów-

. i z.nroh p r a c z przestawienie l i t e r : 

Rozwinąwszy jeszcze ras te d-.ustosunki i podzie
l i w s z y stronami /B/ przez /9/ otrzymamy 
(Mx Nx Rx Qxj^M^N^ Ąt Q.J skąd wynika wreszcie 

Tak więc j eże l i Af. i , Mi. i W- . # i i % 
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są trzema parami punktów odpowiednich dwuch szeregów 
Rzutowych , , 

to t a rzutowośó jest identyczna z rzutowością 
P% (MX Nx ®ą ^ pi (MLK «Ł/ 

$dyź każdemu punktowi prostej />Ł odpowiada w obu 
rzutowościach ton sam punkt /? Ł prostej jo^i nawzajem 

Rzutowośó dwuch szeregów /pęków, szeregu i pęku/ 
jest przeto określona przez 3 którekolwiek pary ele-
r^gnt ów o dp ow i e dn i o h. 

Jeżeli wychodząc z jakiegokolwiek pęku 

fi (oL^c^Jprzetniemy go dowolną prostą jox , to o- ^ 
V2ymamy perspektywiczny z tym pękiem szereg 

P i [Ai.3xCx^J rzucając ten szereg z dowolnego 
Punktu, otrzymamy pęk Px.[ ^ z.h°i.""J perspektywicz
ny z szeregiem {^B^C^.J i pękiem (a-i 

Przecinając pęk PL, dowolną prostą /\ , otrzymamy sze
reg ^ który bi d z i e perspektywiczny z pękiem /? i sze
regiem TÓj , ale który wogóie nie będzie już perspekty
wiczny Z pękiem P2 , choć będzie wciąż jeszcze z nim 
r*utowy7 postępując w ten sam sposób dalej ,< otrzymywać 
będziemy na, zmianę to pęk, to szereg, który będzie rzu-

W y ł każdym poprzednim pękiem'lub szeregiem, *le p*r-. 
, ̂ 'oktywiczny będzie tylk- \ ;.jUinim pękiem i z. ostat-
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nim szeregiem. Wyrażamy to krótko, mówiąc: 
Rzutowośó zachowuje się przez rzuty i przecięcia, 

perspektywiczność wogóle zatraca się przez rzuty i 
przecięcia. 

§ 134. TWIERDZENIA. I. Jeżeli 3 proste GL , & i / 4 

g pęku przechodzą przez 3 odpowiada
jące im punkty A , 3 i C rzutowego z tym pękiem 
szeregu 7Q £fl 3Ctt.j , to ten pęk i szereg są perspe
ktywiczne. W samej rzeczy kaida czwarta prosta m, wy
chodząca z punktu P /Rys.256/ musi przejść wtedy 

przez odpowiadający j e j 
punkt M , na prostej f> 
i s t n i e j e bowiem jeden j e 
dyny punkt m d l a które-

— j d ~ \ c &° d v - u s t o s a n e k / A £> C M j 
byłby równy dwustosunkowi 

Rys. 2,56. / cchcnrv / § 126. 
I I . Jeżeli w dwuch szeregach rzutowych punkt prze

cięcia Z. podstaw P± j- A*, odpowiada samemu sobie 
-^•^^x~ ~^~x, to te szeregi aą perapektywiczne. Niechaj 

Ai_ i ^ * 3± i AL będą dwiema parami punktów, 
odpowiadająoych s^bio wzajemnie w rzutowosci danej 
/Rys.257/. ' * 

• i 1 

Połączmy punkty i A^ prostą OL » punkty 
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Rys 2.57 

^5j_ i 3% prostą i> ; oznaczmy punkt przecięcia pro
stych OL i b literą \ połączmy wreszcie punkt, 
z punktem 2 prostą z i Ponieważ proste OL , h i z 
pęku P (<x}>z..%J przechodzą przez odpowiadające im 
punkty /} , 3 i 21 szeregu jo x (fi x B%2V.J, więc 
na zasadzie/twierdzenia I pęk P£ aciz„>J i szereg 

x fj\x bjl^jj ̂ perspektywiczne; ponieważ te same 
proste C& , % ? 1 2 prztfcaodzą przez punkty Ax , 
i -2̂  szeregu ph (fix ĄjZz../więc na mocy tego samego 
twierdzenia pęk /°(OL b ...] i szereg joK(Ą^B^^J 
są perspektywiczne, tak że szeregi JDx (ĄX BX2lwJ i 
J>H [^Ji^B^JŁ^J są perspektywiczne z tym samym pękiem 
P[oLbz.^Jj a więc są perspektywiczne ze sobą. 

I I I . Jeżeli w dwuch pękach rzutowych prosta z.x, 
łąoząaa wierzchołki Px i ^ odpowiada samej sobie 

31 JŁ , to te pęki są, perspektywiczne. Niechaj 
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CLx * A Ł » i i Ą; będą dwiema parami prostych odpo
wiadających sobie wzajemnie w rzutowości danej /Rys, 
258/. Oznaczmy punkt przecięcia prostych p L j i OL^ l i t e 
rą , punkt przecięcia prostych ^ i ̂  literą 3 
połączmy punkty i 3 

prostą p ; oznaczmy wresz
cie literą Z punkt przecięcia prostych ̂ ? i . 
Ponieważ P u n ^ y nJ v E> i 2. szeregu jo ̂ A 3Z.„J 
leżą na odpowiadających im prostych OLx , i 2 i x A pęku 

, więc na zasadzie twierdzenia I sze
reg j) [A 3Z.%%J i pęk l&iK^-J są perspekty
wiczne, na t e j samej zasadzie szereg jof^A32....J j e s t 
perspektywiczny z pękiem P% {<X^itzt.„J , skąd wynika, 
że pęki Px [CL11Ox2x^J i P^ [ot^i^z^J są perspekty
wiczne . 

§ 135. Wyznaczenie elementów odpowiednich dwuch 
rzutoYrych szeregów, albo pęków, albo szeregu i pęku, 

I sposób, a/ Niechaj będzie dowolna ilość pro
stych OL , h , C , d , e > f , wychodzących 
z punktu P , a na prostej JO niechaj będą 3 punkty 

, które mają odpowiadać prostym <X , 
b i C w rzutowości P £a h c ...J T T JO £A3C.,%J 

/Rys 259/, 
Wziąwszy skrawek papieru, którego jedna krawędź 

jer;t p r o s t a , i przyłożywszy go tą krawędzią do prostej 
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Rys. a 5 9. 

,pt o de tnijmy na 
skrawku punkty 
,& i . C , poczem $ 
odjąwszy go od pro
stej ~p , szukaj .-ay 
takiego położenia 
tego skaawka, aby 
proste OL , h ' i <? 

przechodziły odpo
wiednio przez punk
ty A t 3 i C . 

Gdy to zpstanie osiągnięte, odetnijmy na skrawku punk-
.w których proste °£ , & , A , 

przecinają jego krawędź, poozem przyłożywszy skrawek 
znowu do prostej jo w ten sposób, aby punkty Ą , 3 

i C przystały do zrobionych poprzednio znaków, prze-
fticemy odcięte na skrawku punkty Ó , E , r . . . . 
na prostą jt> „ 

b/ W t a k i sara sposób postąpić możeny, gdy mamy 
Wyznaczyć proste ol , e , ̂  ,. odpowiadające 
Punktom Z) , £ F~ ,... w rsutowości jo £>Q,,J^. 

P(cchc.,/ Przyłożywszy skrawek do prostej yO 
°dcinamy na n i r punkty A , 3 , C , /) , , 

/*"* ,.. .po o zera szukamy takiego, położenia skrawka, 
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aby punkty A , B , c , leżały odpowiednio na pro
stych CL , ii i c . Gdy to zostanie osiągnięte, p r z e 
nosimy zaznaczone na skrawku punkty 3> , 3~ , /•"" ,, 
na papier i łączymy je z punktem 

c/ Niechaj na prostej px dana będzie dowolna i -
lość punktów AX , BX , Cx , £>x , £Z T FI .... 
a na prostej px niechaj będą dane 3 punkty , 3K i 

, które mają odpowiadać punktom A\ , 3X ,i Qx 

w rzutowości p v ̂ / f ^ CX„.JT? p%, [A K B^O^JObraw
szy jakikolwiek punkt , nie leżący na p r o s t e j , po
łączmy go ze wszystkiemi punktami 
^ 1 ' »••• ̂ e&ny znowu skrawe$ papieru, przyłóż- I 

my jego krawędź do prostej p^ , odetnijmy na krawędzi 
punkty A , 3X i C^ i szukajmy takiego położenia 
skrawka, aby odcięte na jego krawędzi punkty lożały 
odpowiednio na prostych /jj A2 , /? ̂  i ^1 
wtedy proste f± bz , £\ , P/V ...wyznaczą 
na t e j krawędzi punkty / \ , , F ,... które pozo-
staje tylko'przenieść na prostą y£>Ł. 

d/ Niechaj z punktu wychodzi dowolna ilość 
prostych <X% , £ x , Ą , , e x , /~ ,... a z punktu 

nie-crhaj wychodzą 3 proste a.-, Ą/i o*, , które 
mają odpowiadać 'prostym (X , h% i Ct w rzut'ów6sci: % £ a A V : j * dowolny 
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sposób skrawek papieru, odetnijmy na jego krawędzi 
punkty fl , 3 , C , D , E F ..... w któ
rych proste CLxt hx , Cx , dx , 6X , fx przecinają 
tęjkrftwędi, poczeip umieśćmy ten skrawek w t a k i sposób, 
aby prosie ci Ct przechodziły przez punkty /9 

5 i C ; wtedy proste, łączące punkt f~i z pozosta-
łemi punktami 'v, £~ , f ,...będą odpowiadały w 
danej r̂ autowośc i i prostym dx , e x f fi pęku Pxjaj\ 

• 

I I sposób. Ze stanowiska praktyki kreślarskiej 
sposoby powyższo są bardzo użyteczne, gdyż przesuwając 
W tę lub ową stronę skrawek papieru z odciętemi na j e 
go krawędzi punktami fl , E> i C , możemy po k i l k u 
próbach z dostataeznem przybliżeniem umieścić te punk
ty odpowiednio na prostych &Ł , hx i o% . Ze stanowi
ska t e o r j i rozwiązania te nie mają wartości, gdyż nie 
wskazują tu t a j w j a k i sposób można sprawić, aby 3 do
wolne punkty danej prostej upadły dokładnie na 3 dane 
proste, wychodzące z jednego punktu. Wskażemy przeto 
inne wprawdzie mniej praktyczne, ale za to ścisłe spo
soby; rozwiązania tych samych zagadnień, przytem okaże 
8ie,4

: j%r4fltcip.h zastosowania wystarczy użycie samego 
tylko linjału /konstrukcje linjowe, zagadnienia I stop 
nią/. 



a/ Niechaj będą 
% / l . /Rys,260/ dwa szere-•1/ 

'{ g i c podstawach px i 
, których rzuto-1 » \ 

/ ! BXs*\ W O O C j e s t dana zapo
ro -—*M i A \ L ^ \ \ * ' , *» 

T^^^i^jl \ n - mocą 3 par punktów 
/^-A — t f p \ C , n 

^^r~^^, jflP̂ Ęfc odpowiednich # x i 

C x i C*. • Połącz-
M'Ą my którekolwiek dwa 
Flyj.fcŚO. punkty odpowiednie 

np, Ax i A^ i na 
prostej Ax A i ooiwł'zniy . dowolnie dra punkty /} i 
Z punktu rzućmy szereg p2 / ^ J ^ i ^ i ' " / a z punktu 

szereg p^ (A^3xCzuJ i uważajmy w pękach o wierz
chołkach P i /£ za odpowiednie te proste, które rzu
cają odpowiednie punkty szeregów px i pK . Pęki i 

są rzutowe, gdyż są one perspektywiczne z rzuto-
wemi szeregami p x (Ai i 3 a Ą o n G 

nadto perspektywiczne, gdyż prosta łącząca wierzchoł-
k i f\\ odpowiada samej sobie ~ ^zj. Odpowied? 
nio prosto pęków Px i P^ muszą 3ię więc przecinać na 
prostej / o s i perspektywy tych pęków/; będzie ona wyzna
czona przez d#a jakiekolwiek swoje punkty np. przez 



B^h^i i C cicx Proste każdej innej pary 
przecinać się muszą na prostej L3 C = p Aby wice 
wyznaczyć punkt Aft , o.ip owi ad a jacy punktowi Mx , łą
czymy /C ̂  = /n.x , wyznaczamy punkt y o ^ z

 5 /V , łą
czymy r\\ M stn,t i wyznaczamy punkt pL 

Ponieważ punkty P i są dowolnemi punktami 
prostej Aii/ł* '» przeto dogodnie będzie wzinć punkt 
^ w punkcie /? Ł , a punkt w punkcie /? /Rys1, 

261/, osią perspektywy pęków i /jj będzie prosta 
| /zwana osią 

/7 ^ rzutową szeregów 

f i i A A są
cząca punkt C 

przecięcia pro
sa -ych Ax B^' i 
Aj. EL Z punk^ 
tom /S przecię
c i a pr ;s tych 

dwa punkty i 
/ T ^ 4 ^ odpowied 

nie w szeregach W //?x^x Ą ^ Z0* (AX&L Ą, 

jeżeli proste //Ł /\ i ^ Ł ^ / x przecinają się w punkcie 
którymkolwiek M osi rzutowej yD , 

GEOliSTPJA. WYKRS3LNA ^86 Arkusz 21-ssy, 

Yz 
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Jeżeli szeregi rzutowe Px j pi> nie są perspekty
wiczne, to punkt przecięcia Z podstaw px i pK nie od
powiada samemu sobie. Jeżeli ten punkt zaliczymy do 
szeregu p2. , oznaczając go literą X2 , to punkt odpo
wiedni Xz znajdziemy stopując regułę ogólną: trzeba 
na prostej pz wyznaczyć t a k i punkt XSL , aby proste 
Az,Xx i /fxXz przecinały się na prostej pt . Alo 
^x.Xx ; Ł musi być przeto takim punktem pro

stej p% , aby prosta / f i ^ przecinała prostą p^ na 
prostoj p , t . j , . Xz

 sJ®pi, • Jeżeli punkt Z za
liczymy do szeregu pt , oznaczając go, literą , to 
punkt odpowiedni Y będzie leżał w przecięciu prostych 
P i px > tak ze" V 
punktowi przecięcia podstaw dwuch szeregów rzutowych 

1 7!-, «3S 
odpowiadają w obu szeregach punkty, w których-oś rzu
towa przocina podstawy, i nawzajem: 
oś rzut-owa dwuch szeregów rzutowych px i Co^ łączy 
punkty X^ i Xi odpowiadające w obu szwegach puhfcto-1 1 , 7 
w i Xx''£ pr z-o ięoia podstaw fcjfe, . 

Ponieważ każdemu, punktowi jednego z dwuch szere
gów rzutowych, np, Xx albo }^ odpowiada w drugim je-
lśł eh ^eoyny punkt A Ł względnie'; V^ , więc oś rzutowa 
nie zależy'od ̂ te^o czy wierzchołki pęków*/?1 i 7^ o-
b i e r l e m ^ pó*4tafh i ffc f* Ś± ł <BK C / f 
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K i ....Stąd .wynika: 
Jeżeli wierzchołki pierwszy t r z e c i i piąty sześcio-

jcąta /jx B^CX A^BXCX j leżą na prostej pj_ , a 
wierzchołki drugi czwarty|szósty na prostej , to 
Bunkty /f . B i C przecięcia boków "przeciwległych1 

^Ą.l\ i . Pa.Cz i ; {Uh, i Ax.B~ 
lożą na prostej p . \ 

Jest to zresztą przypadek szczególny twierdzenia 
Pascala o szesciokącie wpisanym w stożkową, o którym 
bcdiie mowa w Rozdziale XIV. 

Rzutowośó dwuch szeregów na danych podstawach x>Ł 

i pL j e s t wyznaczona przez os rzutową p oraz jedną pa-
Tę fix i At punktów odpowiednich, gdyż oś rzutowa jest 
równoznaczna z dwiema parami punktów odporieanich: Xx 

Jeżeli punkty niewłaściwe prostych px i pK nie od
powiadają sobie wzajemnie, to oznaczmy literą / ? z punko 
opowiadający w szeregu - punktowa niewłaściwemu /?. 
8*eregu /Qt , a literą ć?^ punkt odpowiadający w szere
gu yt^ punktowi niewłaściwemu Qx szeregu px . Punkty 
^ Ł i Qt nazywają s i e punktami wzajomnemi szeregów 
Pi i p^ . Ponieważ dwustosunki / 4X 3X Q£* / i 

\ \ B^tQLRT/ 9 ą r ó w n e

'
 WIĘC %IJCX * &± /§ 

l 2 V , Stąd wynika fix Rx • * &% \ . , 
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c z y l i : 
Iloczyn odległości (dwuch punktów odpowiednich x 

i Z)^ od punktów wzajemnych Hx i Qx j e s t liczbą sta-
łą,, 

Jeżeli punkty niewłaściwe obu szeregów rzutowych 
odpowiadają sobie wzajemnie, to gdy oznaczymy literą 

punkt niewłaściwy p r o s t e j ^± , wypadnie oznaczyć 

literą Q^ punkt niewłaściwy p r o s t e j . Niechaj 
*x i Ax, i A. i ' &i » Cx i £ Ł będą trzema para

mi punktów odpowiednich tych szeregów; dołączając czwar 
tą parę punktów odpowiednich Qx° i , możemy napi-

A*, ^a. A O 

Mamy tedy w niosek: 
Jeżeli punkty niewłaściwe dwuch szeregów r z u t o 

wych odpoY/iadają sobie v;zajemnie, t o t e szeregi są 
"podobne"» to j e s t stosunek odległości dwuch których-
kolwiek punktów jednego szeregu do odległości odpowia
dających im puniitów drugiego szeregu j e s t liczbą stałą 

b/ Niech będą dwa pęki o wierzchołkach t% i 
Których rzutowoae j e s t dana zapomocą 3 par p r o s t y c h 
odpowiednich OL

X
 i a t , hx i , Cx i c\ /Rys. 262// 
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Przez punkt prze
cięcia kt.órychkol-
wiek dwuch promie
n i odpowiednich, 

po-nr OL i OL i 

Rys, 262.. 

prowadźmy dowolnie 
dwie prosto Px i 
Pt, i uważajmy w 
szeregach j=>x i jo^ 

za odpowiednie te 
punkty', k t ór e lożą 
na • kpowi o dni ch 

prostych pęków /j i , Szeregi ' px i yo^ są rzu
towe t gdyż są one perspektywiczne z rzutowemi pękami 

P^ [oLxhxcxi,.J 7C" /W C°h,^il9v*%') a^ o n e n a ^ o persp-j-
ktywiczne, gdyż punkt przecięcia podstaw odpowia
da samemu sobie / Ax

s/fz /, Odpowiednie punkty szere
gów f j . i pt muszą przeto leżeć na prostych przecinają
cych się w jednym punkcie /środku perspektywy tych sze
regów/; będzie on wyznaczony przez dwie którekolwiek 
proste przezeń przechodzące, np„ przez /6 5 3%B± i 
c : C, C L Punkty odpowiednio każdej innej .arylozeć 

muszą na p r o s t e j , wychodzącej z punktu i Żbc 5 P* , Aby 
więc wyznaczyć prostą TT\

K T
 odpowi-a. ijąoą prostej rń>1} 
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wyznaczamy punkt px rnx s fif^ f ląciymy PAf% = / 7 t -
wyznaczamy punkt px m s ^ i łączymy A/* * ^ . 

Ponieważ prosto /Sj. i pK są dowolnemi pristami wy-
prowadzonemi z punktu a, , przeto dogodnie będzie^ 
uczynić pi - i / ^ ^ ^.i /Rys.263/. Środkiem 

pt.-spektywy sze
regów ̂  i p^ bę
dzie punkt 
/zwany irodkiein 
rzutowym pęków Px 

i /, który 
jest przecięciem 
prostej c , łą
cząca j punkty 
i a t Ą prostą 

, Jączącą 
punkty <XX c. i Ct Łc a ( dnie proste m,x i m^są odpo
wiednie w pękach /C •^0,%h4re1^.j 7r /J ^ Ł

 C*.—J • 

jeżeli prosta? tr\i łącząca punkty o.xrax i OL^rn,^ prze
chodzi prze? środek rzutowy P 

Jeżeli t e k i rzutowe / f i / J nie są p/erspektyi ;r," 
no, to prosta z , łącząc-:, wierzono l i i /? i , 
nie. o d p o w s a m e j sobie. Jeżeli :ę prostą ąąltczyasy 

p^ku r x , oznaczając ją literą Cfcv , — prô feą od-
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p-owiednią znaj da i omy, prowadząc z punktu >C taką pro
stą cfcL , aby prosta, Łącząca punkty O^ze* i o.z ct^ 

| przechodziła psseż punkt P . Ale <^ 3.^cx S P. • ar 
musi być przeto taką prostą, wychodzącą z punktu / ? ^ 
aby prosta, łącząca punkty O Ł Z O C^ i '/£• przechodziła 
przez punkt z 0 , t . j . » . Jeżeli prostą 

2. zaliczymy do pęku /J, , oznaczając ją literą , 
to prosta odpowiednia y3 będzie łączyła punkty P i 

Px , tak, że; 
prostej łączącej Wierzchołki dwuch pęków rzutowych od
powiadają w obu pękach proste, które łączą środek rzu-
towy z wierzchołkami i nawzajem 
środek rzutowy pęfców rautowy^ Fj i Pi j e s t przecię
ciem prostych 3Cy i Vi , odpowiadających w obu.pękach 
' uror.tej * x * , łączącej wierzchołki /» i . 

y-, ; 1 * 

Ponieważ każdej prostej jednego z dwucbrpeków 
rzut owy cłln np. 3^ lub y*. , eApowiada w <ŚrugiV jedna 
jedyria prosta OTt wzgl. y, .iwięc środek rzutowy nie 
za l e i y od tego, czy za podstawy szeregów px i p± obra
l i śwjr prewte CLX i f * Ł . i * i ^ Ł . cx i 0 % , / n x i 

»... Stąd wn^sefc; 
J e i e l i b o ki, pierwszy* t r z e c i i piąty szeŚciĄboku 

; ! . — • "'• 

<x±^iex ^ Ł ^ X przechodzą przez punkt ^ , a 
boki; drugi, czwarty i szósty przez punkt /j? , to 
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proste OL , h i C , łącząca wierzchołki "przeciwle
głe" bAc^ f Kcx . a z c i i <*zc* » ^ a Ą 
przechodzą przez jeden punkt P • 

Jest to zresztą przypadek szczególny twierdzenia 
Erianchona o sześeióboku opisanym na stożkowej, o któ
rym będzie mowa w Rozdziale XIV. • 

Rzutowość dwuch pęków o danych wierzchołkach 
i r\\ j e ^ t wyznaczona yczbz środek rzutowy P oraz 
jedną parę <xŁ i aK prostych odpowiednich, gdyż środek 
rzutowy jest równoznaczny z dwiema parami prostych od
powiednich vt Ł i xt - y 1 i ; 

Dwa po .--ornie różne wzajemne twierdzenia: o sześ-
Ci o kącie, którego, wierzchołki leżą na dwuch prostych 

J0X i ybŁ i o sześeióboku,, którego boki przechodzą przez 
dwa punkty Pi i P^ , są w rzeczy samej tem samem 
twierdzeniemi którego i s t o t a polega na i s t n i e n i u t.zw. 
konfiguracji Pascala, złożonej z 9 punktów i 9 prostych 
w ten sposób, że przez każdy punkt przechodzą 3 proste 
i na każdej prostej leżą 3 punkty. H i l b e r t dowiódł, że 
konfiguracja Pascala j e s t niezależna od kon f i g u r a c j i 
Desarguec'a /§ 121/.. 

§ 136, Zastosowania a/ Zastosujmy twierdzenie 0 
sześeióboku a 4 £ te a 0^4,0^ którego bo k i <Xt ybx 

i Cx[przechodzą przez punkt , a boki <XL , bv i 



Rys. 204 

CŁ przez punkt f\\ , do rozwiązania zagadnienia: 
Połączyć punkt Cx z niedostępnym punktem przecię

cia prostych a i ̂  /Rys.264/C Z punktu Cx wyprowadź-
c C. tyy dwie proste: pierwszą 

V: kierunku dowolnym f%°° 1 

io punktu na prostej 
CL , drugą w ki e r u n 
ku dowolnym do punk
tu A na prostej . 

1 Z punktu /9L wyprowadź
my równoległą do Cx Bt do punktu 3 X na prostej 3 , 
a. z punktu A równoległą do C x ̂  do punktu na 
Prost e j a . Z punktu 5A wyprowadźmy znowu równoległą 
do Cx f\x i z punktu flx równoległą do Ć± 3^ ; połącz
my wreszcie punkt C% z punktem C% , w którym pr z e c i 
nają się ostatnie dwie proste. Powiadam, że prosta O^C^ 

Przejdzie przez punkt CLJO . W samej rzeczy, w sześcio-
boku /tx ̂ i ^ i boki pierwszy t r z e c i i piąty 
Przechodzą przez punkt f£°*s a boki drugi, czwarty i 
szósty przez punkt , skąd wynika, że proste, ła-
c » ą c s przeciwległe wierzchołki tego sześcioboku ^i^ij 

flaBŁ i ^±CZ przechodzą przez jeden punkt, 
Zagadnienie to można też rozwiązać na zasadzie 

tVierizoń o trójkątach Desargues'a /§ 81/, Z punktu 
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Ci /Rys,26S/ wyprowadzamy znowu jakiekolwiek dwie 
proste, pierwszą do punktu A x na.prostej ex , drugą do 
punktu 3j_ na prostej b i łączymy punkty 
Przez dowolny punkt At prostej <*- prowadzimy równole-* 
głą do Aj, &x do punktu 3^ na prostej b i równoleg
łą do / ^ j C^, a z punktu Ą równoległą do 3^CX • 
wreszcie łączymy punkt C x z punktem Cv , w którym 
się przecinają dwie ostatnie proste. Trójkąty ^ 
i ALBXCL są trójkątami Desargues'a, gdyż odpowiod-
nie i c h boki przecinają się w trzech punktach niewłaś
ciwych, które, jak wiadomo, leżą na jednej prostej 
/mianowicie na prostej niewłaściwej § 2/. 

Z tych dwuch rozwiązań pierwszo j e s t bardaiej '•. 
praktyczne, zwłaszcza, jeżeli się posługujemy rajszy-
ną i po n i e j ślizgającą się ekierką, jak to wskazuje ' 

rys.266/ . -N ';^}0-M^S0' X ^M*^^M$^Ł 
b/ W § 109 wskazaliśmy, w j a k i sposób można wy

znaczyć rzuty punktów podziału odcinka na «- caęśei 
równych lub proporcjonalnych do TL danych l i c z b lub 
odcinków. Sposób cen jest praktyczny, gdy t jes t l i c * " 
bą niewielką, ale gdy n. jest duże. sposób ten wymagał" 
by prowadzenia wielu prostych pomocniczych.które gmat
wają rysunek. Niechaj np. mamy narysować perspektywę P0' 

• i * 
s adzki, ułożonej w kwadracie, którego ówiarwke przed-
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a _ i 
Rys. A ^ 

stawia ry3.267. 
Przypuśćmy, że 
wykreśliliśmy 
już rzut tego 
kwadratu i wy
znaczyliśmy w 
nim już rzuty 
środków wszyst
kich jego boków 
Na zasadnie 
§ 108 może to 
być jakikolwiek 
czworokąt: 
/1'3'C'D' 

/Rys.268/ punkt 
przecięcia jogo 
przekątnych O 

będzie rzutem środka tego kwadratu, proste łączące punkt 
O' z punktami zbiegu boków podzielą te boki w punk

tach, które są rzutami środków tych boków./Jeżeli punk
ty zbiegu boków są niedostępne, to radzimy sobie, jak 
w-ckazano cod OL / / # Zważmy teraz, że punkty podziału 
każdego i boków'kwadratu aa 23 równe części, np. punk-
i. • podai"-.łu boku Ą 3 , odpowiadają rzutom tych punk-
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71 1 - n — J — i i — i i i i % 

Ry*. %G% 

tów na odcinku 
w rzuto

wości, wyznaćso
na j przez które
kolwiek 3 pary 
pun kt ów o dp c w i e ć. -
ni eh, a więc np 
prze>; pary /? 
\ fl' , K i K', 

3 i 3 , Aby 
wyznaczyć wszyst-

v D' 

kie punkty podziału odcinka , kreślimy sobie 
Łaź na zawsze t z* , poo.aiałkg rzut.ową / n a j l e p i e j na o-
sólftyjii kawałku papieru/. Ha. proste j ̂ 3 /Ryg.280/ od-
ńigrz^y ^edón drugim dowolną ilość / d l a naszego 
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prostej •AB odcinamy punkty A , A' i B , poczem 
szukamy takiego położenia skrawka na podziałce rzuto
wej, aby punkt A leżaił na prostej P<» , punkt H 
na prostej Pni , a punkt 3 na prostej Pti . Gdy 
to zostanie osiągnięte odcinamy r a Krawędzi skrawka 
punkty l' , z' , 3' , >t' ,... Zt' , w których prost.; 

> PL PZ. t Pz ....PLI tę krawędź przecinają i 
przenosimy wszystkie te punkty na odcinek A 3 Tak 
samo postępujemy z odcinkami DC , 3'C i /7Z>; 
łączymy odpowiednie punkty i t.d. 

c/ Dany jest czworokąt A 3 CO , który 
jest rzutem kwadratu /§ 108/, wykreślić rzut koła w 
ten kwadrat wpisanego. Rzut środkowy koła jes t krzywą 
zwaną stożkową, której własności pcznamy później, 
dziemy mogli wykreślić tę stożkową tern dokładniej, im 
więcej J e3 punktów /lub stycznych/ wyznaczymy. Najdo
godni ej w tym celu obrać rzuty wierzchołków wpisańjgo 
w koło wielokąta foremnego /lub rzuty boków opisanego 
na kole wielokąta foremnego/. 

Przypuśćmy np., że chcemy wykreślić rzut środkowy 
podstawy kolumny żłobkowanej o ZO żłobkach. Niechaj 
czworokąt A 3 C D /Ry S ł270/ będzie rzutem kwadra
t u ogisanego na kole żiobkoąanem /Ry3,2?l/. 

Prowadzimy przekątne AC i £>'Q , /w i c h 
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prłaciaciu leży 
raut środka 
tego,koła/, a na
stępnie wykreślamy 
sooie raz na zawsze 
dla wszystkich kół 
żłobkowanych o 
żłobkach pewną 
specjalną podziił-
kg rzutową. Dzie

limy mianowicie dowolne koło na £ ^ części /ftys.271/ 
Przez środki dwuch przeciwległych boków prowadzimy śre
dnicę p , na którą rzucamy prostokątnie wszystkie punk
ty podziału. Ńa średnicy prostopadłej do tamtej w aość 
^użej od n i e j Odległości obieramy punkt P i łączymy 
So ze wsżystkiemi rzutami punktów pcaziału na średni
cy P \ Dalej postępujemy t a j jak w poprzednim zada-
*iu.*^<, •* 

•' d/"Przypuśćmy, że znaleźliśmy 5 punktów fi , 3, 

C , D' i E . leżących na rzucie koła, t . j . na 
8tcikowe-j. /Rys.272/. Powiadam, że można teraz wykreś
lić dowolną ilość punktów t e j stożkowej. W samej rzeczy 
JełefiHunkt P j e s t jakimkolwiek szóstym.punktem koła 
na*ttÓflm leią punkty fi , 3 , P . >Q i 3 i 

•I 



j 0 : 2 ? l i - pOłą-
ezymy punkt 

c . . 

punktem /9 y 
prostem! cx 

i fi. 
a z punktem 
jB prostem! 

i to k$. 
o-

parami) rów
ne, jako wpisano w koło i oparte na tych samych łukach 

CD , ,D £ i £ r , Stąd wynika, że dwusto
sunki t°^eifJ 1 [c&*ifc) czwórek fl (ex<Ix*xfx) 

i & Łpi^i^i/iJ 3 * rcwne, awiec będą 
równe takie dwustosunki rzutów tych czwórek A^C^dje^j 
i Si,. [cx,dv B^fJJ tak, że każdy nowy punkt otoż-

%6. 271. 



Kys .272 . 

kowej F 

j e s t pr z ob

cięciem j a 
kiejkolwiek 
p r o s t o j ^ ' 
wyohodsa-
oej z punk-
t v i/9 ' 
Z prostą 
/I wy
chodzącą z 

punktu ^ i odpowiadającą prootej fl w rzutowości 

Stgd wynika następujące wyfcroślenie /$ 136 r ITb/ : 
łączymy punkty Ć f £>' i ^ ' * punktem /9 

Prostowi , i . # 8 ppnktem ' p r o s t e r i 
°x ^ £ 1 6 ^ • *4«Joy punkty c x o^' i c^d'x pro

stą e ' , a punkty i ^iel prostą c ' ; rtmkt 
Przecięcia prostych e ' i c ' j e s t środkiem rautowym /? 
2 punktn ^ ' prowadzimy dowolną prostą i punkt ^Ą' 

sączymy fi punkiem P prostą f , a punkt, w ktdryn 
p r o s t a ^ ' przecina prostą , łączymy z punktem B , 

Q®mmiti[zs&m Nr, 36. Arkusz 22-gi. 



Będzie to prosta /%, ? odpowiadająca prostej fi' r a 
przecięci© fifi b 9 ^ z ^ e szukanim punktom r % 

Zauważmy,' że prosto / » i PB' . któro w rzutowości 
e/..*J 7\ odpowiadają prostej 

/}'B' * s s ą c e j Tierzsno^ki tych pęków rzutowych , 
sa.. s.tyggaegBi do stożkowej w punktach fi i 3 l Jeżeli 
bowiem np. prosta ż"blit,a się rieograniozenie do 
prostej , to punkt Z1" zbliża cię nieograni-
ozenie do punktu ^3' , tak, że prosta 3'F~fi„ łą
czy wówczas punkt z punktom nicograniczonle do nio 
go się irbliźaĵ cjra , a więc jest etyczną do stożkowej 
w punkcie jB . . 

Stad wynika ze możemy wykreślić* dowolną ilo^ć pun
któw stożlrowej, jeżeli mamy trzy j e j punkty /}' > 3* 

i C oraz iiyepna do niej w punktach /} i Tma
my bowieia wówczas środek rzutowy Z 3 jako przecięcia 
tych styosnych i jedną parę odpowiednich prostych pokj6w 
rzutowych o wierzchołkach fi i & , mianowicie y ? C ' 
i B'C , 

| ag/., azfifflgl RZOTOUfE HA wSflflJgJ KHmlńfr I PEKI 
^nem 6 VŚVbvm WIBRZOKOEKP . Ponieważ dwuśtosunek 
czterech elementów szeregu lub pęku zachowuje się prze3 
rauty i przeciccia 5 więc przez dowolna ilośó rzutów i 
przoci^d: dochodzimy zawsze do szeregu Ino pęku rzut o-
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wogo z pierwszym szeregiem lub pękiem . Przepadkiem 
szczególnie ważnym rzutowości dwóch szeregów lub 
dwóch pęków będzie ton, gdy podstawy szeregów lul> 
gdy wierzchołki pęków przystają do sisbie /są zjedno
czone/. , Zdarzy się to ńp« t/ówczas, gdy wyszedłszy 
z pewnego szeregu o podstawie jp^ t po pewnej l i c z 
bie rzutów i przecięó przetniemy pęk prostą 

; wtedy na prostej f>x będa leżały dwa szereg 
rzutowe Wx(A% % Cx ».J ^ J o x £ĄK 3^ C^~J, 

I podobnież co do pęków: może się zdarzyd, ze wyszedł 
szy z pewnego pęku o wierzchołku /Z , po pewnej 
l i c z b i e przecięó i rzutów, rssueiwy szereg f^.t z pun 
ktu f* ; wtedy punkt , będzie wspólnym. izderz-
chórkiem dwóch pęków rzutowych Ą. C

X"J"^ 

TKj^ct^ hrKpKu*}- ' ̂ a^^e d** szeregi rzutowe na współ-
nej podstawie lub pęki rzutowe o wspólnym wierzchoł
ku, jak każde fogóle rzutowa szeregi lub pęki, są 
wyznaczone przez 3 pary elementów odpowiednich , ale 
wykreślenia podane w poprzednim artykule , słufcące do 
wyznaczania elementów odpowiednich w tym przyps/ibi 
zawodzą , 

Hiecbaj będą na prostej 7J
Jif
 /Rys,OT/ 3 jary 

Ą i #t ; Ą i Ą / Ćx i Ci punktów, 
kfóro wyznaczają dwa szeregi, rzutowofóifofi&^Jyc 
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'p^^/j^B^C^; aby wyznaćzyd" dla punk
tu MX pierwsze
go szeregu odpo
wiadający mu 
punkt rfj^ dru
giego, rzućmy z 
dowolnego punktu 
ą punkty 

na'dowolną pro
stą jo^ i znaj
dźmy na tej pro-r 
«tej taki punkt 

f te pun
kty i /V/ 

odpowiadają sobie rzutowo w szeregach JO t^^Axd2C:iJjj^ 
V\ jo i B% Q't „A , poczem rsudroy punkt 

z punktu r~l m JOZXj ; otrzymany w ten 
rnosób punkt Af^ jost s^jdcanjm, gdyż /§ 144/ 

- (Ą Ą M„ ej = (K Bi Mi CIJ\ 

a na mocy § 229 

Łikad wynikn t 
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Opierając się nr zasadzie dwoistości znaleźli
byśmy analogiczne wykreślenie linjowe, pozwalające $ 
ńitipió prostą 7n4, odpowiadającą danej prostej ?n z 

w dwóch wekach rzutowych o wspólnym wierzchołku/? 
§138. BLfflBOTY POPWOJHB . Jeżeli w dwóch szere

gach rzutowych aa wspólnej podstawie albo w dwóch 
pękach rzutowych o wspólnym wierzchołku 3 pary, 
elementów odpowiednich są zjednoczone, to wsgyatkie 
pary eleipentów odpowiednich sa zjednoczone, t . j , te 
3zeregi , wzgl. pęki, są id ontyczne* W samej rzeczy, 
niech bę£a np. dwa szeregi rzutowe na wspólnej pod
stawie J*1lt i niech punkty flx i n^ będą zje
dnoczono w punkcie ń tej prostej, punkty Z 3 X 

i 3^ w punkcie B , a punkty Cx i w pun
kcie O .Jeżeli punkty Mx i MK stanowią 
jakąkolwiek Inną parę punktów odpowie-ich , to na 
zasadzie § 133 

skąd wynika, że punkty M% i są identyczne . 
• 

Jeżeli więc dwa szeregi rzutowe na wspólnej pod
stawie /albo dwa pęki rzutowe o wspólnym wierzchoł
ku/ nie są identyczno, t"» mogą miód najwyżej dwie 
pary elementów c>ooowlednich z1eeuocscr.ych. t . j . na 
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wspólnej podstawie J01!L istnieją najwyżej dwa pun
kty I2.1, i JXL / z e wspólnego wierzchołka wy
chodzą najwyżej dwie proste i ja /, które 
odpowiadają samym sobie . Punkty / x i JXIL nazy
wamy punktami podwóineni czeregów rzutowych 
^ Ą Ą ^ i / W ^ r o s t o 4 ^ ^ na
zywamy" pros temi podwójnemi pęków rzutowych 

%*.[ax K C4 7V Pil fal K Ci'"J-
Wykreślenie podane w artykule poprzednim dla wy* 

znaczenia pary punktów odpowiednich dwóoh szeregów 
rzutowych na wspólnej podstawie nie da r>ię zastosować 
do wyznaczenia punktór.- podwójnych tych szeregów * Do 
tego celu służy t.zw, wykreślenie Steinora , 

Hiech będą na wspólnej podstawie pa:L /Rys.274/ 
dwa szeregi> których rzutoY/ość jest określony zapo
mocą trzech per punktów odpowiednich fix i A± 3X 

i &^ , Cx i Ct . Wykreślmy dowolne koło k i 
obrawszy na jego obwodzie punkt t rzuómy z nie
go wszystkie te punkty ; prcfete rzucające CLX i 0^ 

2>x i % Cx i wyznaczają dwa pęki 
rzutowe o wspólnym wierzchołku * ? punktu flXj 

w któryn prosta d2 priecina kolo , rzuómy punkty 
fiŁ , 3 L i ; proste rzucające 

i t na zasadzio znanego toiordzenie o 
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kątach wpijanych w koło y opartych ba tym samym 
łuku/ tworzą za sobą to sam© kąty } co proste <X^ , 

&t i CL tak; że pęki L (oiLhtCz...J i 

Az (oiL cl„.J są równo, a więc tembardziej 
rzutowo. Podobnież z punktu /)% w którym prosta 
tt^ przecina koło,- rzućmy punkty A± , Ą. ' i 

I proste rzucające: OCx ; i C'x two
rzą ze sobą te same katy, co proste OLx , h.x i 

i tak ze pęki %L[axhxcz»:) i ĄlfetAW-J 
są rćwney a więc tembardziej rzutowe » 

Bys. S74. 
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Ponieważ /fL /ątbicJL...j\TT£L/aLZtOt~J vięo 

pęki te jednak nie tylko są rautowe, ale i perspe
ktywiczne, albowiem prosta , łącząca wierzchołki 

odpowiada samej pobie w tych pękach 
[ OL2 - CL^ J ^ gtad wynika , że punkty przecię

ci a promieni odpowiednich $/, C^Cf

Y. i mJ TTL' 

leżą na jednej prostej p , która jest saten wy
znaczona przez dwa którekolwiek z tych pucktów ; np. 
przez C'*KK i B '= C^cl . 
Aby wyznaczyć jakąkolwiek inną parę prostych odpo
wiednich , wystarczy połączyć dowolny punkt 
prostej £) C sfi % punktami fi±. i • 

Stąd wynika, te dla wyznaczenia punktu 
który w drugim szeregu odpowiada punktowi Mx |>ier 
wszego szeregi*, należy postąpić, jak następuje : 

Połączyć punkty /}x ? 3X , Cx , $i, 

; C^ i Mx z punitem prosterai 

^ i wyzaaczyć punkty /// , Q[ , y /$J 

5 j , i , w których te proste przeci 
na j a koło k ; połączyć /9X 3^ =5 fcj i 

3i — i* i wyznaczyd punkt Ą, bx' ~ ^ 

połączyć ^ £ t s i /fL C£ - Cx y wyzna-



-343-

czyd punkt c

t ° x - ć połączyć* ^ <~ ^yO • 
wyznaczyć punkt nt'jo * /V £ po^ozyd 

wreszcie wyznacsyd punkt ?TL^pf • 
Trojakie może być położenie prostej wzglę

dem koła J& ; albo może to być* proste zewnętrz
na względem tego koła, albo styczna do niego # albo 
wreszcie jego sieczna e Przypuśćmy , że prosta p 

przecina koło A w dwóch punktach i Jl!L * 

Każdy z tych punktów wyznacza z punkt en /C^ pro
stą, która odpowiada samej sobie w pękach rzutowych 

Punkty * /ri i , w których tak wyznaczone 
proste i jXJU przecinają prosta pxlL t są 
zatem punktami podwójnemi szeregów rzutowych 

Psi fl, CXH.)7Kpit{fljCBŁCA)<»J. J»*eli Pro
sta jest styczna do koła /£. , to punkty 
/ l t i a więc i punkty /11 L i 
«>4t s $ zjednoczone ; i s t n i e j e więc wtedy t y l 

ko jeden punkt podwójny tych szeregów. Jeżeli wresz
cie prosta Jo jest zewnętrzna względem koła 
to punkty podwójne nic istnieją wcale • 

W wykreśleniu powyższem zawarte już jest oczy
wiście wyznaczenie par prostych odpowiednich oraz 
prostych podwójnych (-^i i , / u dwóch pęków 



p rzut owych o wspólny* wierzchołku 
fsi Ą t / a t b z c x .,./ 

Wyznaczenie punktów podwójnych dwóch szeregów 
rzutowych na jakiejkolwiek podstawie JOłtj oraz 
?/yznacsenie prostych podwójnych dwóch pęków rzuto
wych o jakimkolwiek wierzchołku R,%j da się usku
tecznić zapomocą jednego jedynego koła A , leżą
cego w płaszczyźnie tych podstaw i wierzchołków . 
Wykreślenie to nip wymaga zatem użycie cyrkla 7 je 
żeli tylko w płaszczyźnie rysunku raz na zawsze wy
kreślone jost jakiekolwiek koło /zwane Itołem S t e l -

nt 

- v -\S—W W V 

Ai Bt Ci fik &4 

Hys.^5, 

"JTOSOWA-
NU. a/ 

trykał? , 
wpisany 

MNP 

kącie 



Na boku, MP ./Rys,276/ obierzmy trzy dowolne pun
kty AjBx i Cx i rzućmy je z punktu <2 na bok 
MN ; otrzymane punkty ALJ Ą , i C Ł rzuimy 
z punktu na bok /^Z3 , wreszcie tak otrzymane 
punkty A3) 3 5 5 C 3 rzućmy jeszcze raz z punktu 
*S na boi: filP ; ponieważ szeregi 

fi I P>t C 4 «... ^ /7j ^ 3 C j " " 
^ 3 Cj.... ^ % 

aą perspektyjicznie /środkami perspektywy'są kolejne 
punkty <2 s R i 5 , więc s z e r f i 

^ ą C A .... 6 Ą Ą C, 
są rzutowe na wspólnej podstawie AfP ; zadanie 
sprowadzę się więc do wysra czenia punktów podwójnych 

tych szeregów i ina ?• , i lub 0 roz
wiązań /zagadnienie I I stopnia/ , 

b/ Niechaj będzie 5 punktów stożkowej A t 

B , C i 'Di£mm prosta JO nrzez żaden z 
tych punktów nie przechodząca /l?ys.27S/» ?/yznaczny 
na tej prostej punkty przecięcia jej ze stożkową. 
Połączmy punkty C , D i E z punktem A 
prostomi C1 % dx i e a , a z punlrfc3ra i 3 prostaki 
cx • dx i e t >, sbaj U -ui^te .û eój&.prjjt̂  p w 

punktach ^ , D% , Ex ; Ct , DLi E v a 
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D 

\ <*/ A- \ , 

E:— * 

Jeżeli szeregi rzu
towe 

mają punkty podwójne, 
to każdy z tyoli pun
któw , np, /1K musi 
lożeć na 3tożkcv>ej , 
będzie to bowiem 
przecięcie prostych 
Al, 11 * 
które sobie odpowia-

Eys.276. dają wzajemnie w rzn-
towośoi p[CxD± £x..,) -rrp(C^ Ą £t.J 
Prosta p może praeto przecinać stożkową najwyżc j 
w dwóch punktach /Zag.II stopnia/ i Zresztą okre-
.śliwy później na drodze czysto geometrycznej poje
cie punktów i prostych urojonych i przekonamy się 
wówczas, że prosta przecina stożkową zawsze w dwóch 
punktach : rzeczywistych odrębnych, rzeczywistych 
zjodnoszonych, lub urojonych sprężonych . 
, *J|£ ^ ^ O J I i n . I H ? C I J j a Y J M . Hechaj bę
dą dwa szeregi rzutowe na wspólnej podstawie JOXJL* 
Każdy purJ$ prostej p2Ą, niożo byd zaliczony 
\zM ło piorą^aogOj1 nądz" do długiego szoregu , J t -
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żeli punkt Af zaliczymy do pierwszego szeregu i ozna-
ozy»y go l i t ora n± 'Z to w drugisi szeregu będzie mu od
powiadał pewien punkt;1 który oznaczymy literą * 
Jeżeli ten sam punkt zaliczymy do drugiego szeregu i 
oznaczymy go literą B^ $ to w pierwszym szeregu będzie 
mu odpowiadał pewien punkt 3 X y który wogóle będzie 
różny od punktn , Może się wszakże zdarzyć że 
punkty fiL i B2 przystaną do siebie w pewnym pun
kcie N prostej jost r wówczas mówimy," Że punkty 

M i /V odpowiadała sobie podwójnie j co oznaczę, 
że punktowi /V odpowiada zawsze ten sam punkt N 
niezależnie od tego, do którego z dwóch szeragów z a l i 
czymy punkt M • 

Podobnież dla pęków. Może się zdarzyć s *_e w dwóoh 
pękach rzutowycn o wspólnym wierzchołku P1Vj dwie 
proste /?t i n, wychodzące z punktu /£ t odpo
wiadają sobie podwójnie ; t8j» prostej frv odpowia
da zawsze ta sama prosta n, « niezależnie od tego; 
do którego z dwóch pęków prostą 7n zaliczymy, Dowie
dz i omy t era z tw ier dz enia : 

Jeżeli w dwóch szeregach rzutowych aa.w3nolae.l_ 
tto&atawlz?; albo w awóoh pękach rzutowych o wsoólnm 
iri?rychc£ku dwa elementy odnowiednie ofl>qffjadają sobie 
Podwójnie, to każde dm elementy odpowiednie odpowiada-

http://aa.w3nolae.l_


tfioch będą njSi, 'dwa szeregi rzutowe na wspólnej 
podstawie i niech istnieje jedna para punktów odpowied
nich Ąx i ; które odpowiadają sobio podwójnie;', 
tak że jeżeli 

to Az,^£>z 
frzelba ckazacY ze wtedy każda para punktów odpo

wiednich , np* ( ? A i C Ł odpowiada sobie podwójnit 
j» żs j©soli 

Otóż na zasadzi© 9 133 

kładąc na mocy założenia fit . Bt

s/9X O SD 
otrzymany B x <?A Z)XJ = £ Ą ^ Ą A / . ^ * . , * 

c z y l i ^ = Ą A t " 4 Ą . , 

co oznaczaj"1, że Wosunki ̂ poSzinłn punktów C± i 
względem iraniiów Ax i Ą są r f e ^ skąd wynifca ź© 
^ f Dt c, h. J. o. 

Jtea ssorogi rzutowe na wcpólnoj podstawi© .Ptą, J 
w których jodnaf a wiec wszystkie pary punktów odpowied
nich odpowiadają sobie podwójni©| nazywają się Jnwotft" 
ajg wa proatol . Każdemu punktowi prostej pxx t 



odpowiada jadcn Jedyny pimkt t e j samej prost ejyo którym 
aówjjiy? że jest a tamtym ł,i»oiueyinfe swrzeftony , 

Foniewai rzutowośó dwóch sseregów jest wyznaczona 
prsoz 3 którekolwiek pary puśktow odpcs^iednfc.h,- M C C 

inwoiucja m. prostej p11L będzie wyznaczona przez dwie 
którekolwiek pary paktów sprafżcnycn flx l AK •;• Q 

i 3L każda z tych dwóch par bowiem po przedstawieniu 
je] elemóntów utworzy 2i<w?ą porę punktów odpowiadrsich 
tych dwócls szeregów rsatowycli , które stanemią iśwola* 

P 1 pii [A sx Ą ąTT pxi[A&K A BX ..y 
Daa pęki rzutowe o wspólnym wierzchołku ; w 

których jedna, a więc wssystMe pary prostych odpowied
nich odpowiadają soMe podwójnie,' nazywają się 'ipyolu-
Oga dokoła B-**-* Każdej prostej wychodzącej z 
punktu / ? Ł odpowiada jedna jedyna wychodząea z te«» 
goż punktu prosta* o której mówimy;1 że jest z tamta 

Inwolucja dokoła punktu /Ĉ  jeat wyznaczona przez 
którekolwiek dwlt mrr prestycn sprzężonych a Ł i s 

A i i ^ » po przestawieniu bowiem elementów jednej 
z tych par otrzymamy nową parę prostych odpowiednich 
tych dwóch pęków rzutowych, które stancwia inwolucję ; 



ku.gujtoj&fegg • Kiechaj będzie dana inwclucja, t , j . talde 
d'*m rzutowe szeregi na wspólnej podstawie X3iJ t # f ze 
dwa punkty tej prostej odpowiadają sobie podwójnie,tak 
że jeśli w jednym a nich przystaną do siebie punkt B>x 

pierwszej szeregu z punktem drugiego szeregu? to 
w drugim przystaną do siebie punkt BK drugiego szeregu 
z pcnktec Ct pierwszego. Rzutowośd tych dwóch szeregów 
jest wyznaczona przez 3 pary punkt ów Af

x i y?^ 7 ̂ 5^ 
i BL i C Ł i C Ł j frzytem druga i trzecia para na 

Rys. 277. 
zjednoczono w dwóob punktach i 3̂̂  3 Cx 

/Bp902?7f « Wyznaczmy na prostej yO^ punkt ^ spr-se-



żony inwolucyjnie z jakimkolwiek dany® punkt sr. Mt t e j 
samo} .prostej .« Stosując wykr&ćlenie f ~_39 f$&&*Zp3 / 

trzeba najwicrwj. |ak wiemy, z dowolnego punktu f\\ rzu
cić punkty ^ y B Ł f na dowolna prostą 
Poprowadźmy tę prostą przea punkt 3% ~ C't i obrawszy 
gdziekolwiek punkt f\\ r z u c a j 2 niogc punkty AK 

3L i na prostą p^ f . otrzymawszy wunkty / f ^ 
Ą,' i Ct • 3t =Ct # Z n a j d ^ y teras punkt 

odpowiadający rzutów© punktowi M w szeregach 

p*iM u ę« •••) *P i l*IK&~} 
ii tym celu znija&ay oi rzutową tych rszeregów . fcą-

czy ona? Jak wiadomo /SiSfr;" I I a/ punkty odpoiriRdająpe 
v; obu szer ogaca .nunktoy* przecięcia, podstaw 3X

 SC/ 

X o toż punktowi £ odpowiada g, r fran-
ktowi . C Ł odpowiada Qx f osią rzutową będzi* zatoa 
prosta 3x, Cl = ̂ 0 # Aby otrzymać* punkt / t y ^ ? oa>o~ 
wiadajary rzutowo punktowi Mx 7 łączymy ten os t a t n i 
z którymkolwiek punktait szeregu p^ ? np* z wanktea 

Al i funkt przecięcia /V prostej /tyz >^ z osią 
rzutową1 J> łączymy z punktem / ? i ; prosta /tyy^ prze
ciąż pj1 w punkcie Af^ . Pozostaje r z u c i e punkt: 
Mx B F ^ k t u m • ̂  o t r z y R * , 5 stukany 

fl.fr IW 2tfA IfIKRSSEHA $r*86d Arkusz 23~ci, 

http://fl.fr


L ''2 ST? 

8ai«j&&ay eaworokąt zupowy ///^ Ał^Af^' 

którego dwapr*eci~leg&e boki 3b i przocho&sa 
przez punkty £>JL^^1 i 3 x ^ C ^ : ^ d f a fcaio MAf^ i 

PxA%* - ?rzm pmHf flx i / ? Ł s r jeden z pozosta-
łycn pxvsez /Vx r a dr -i. przos » Stad twierdza- | 
nie : 

dowolna ras ta w trzacfa aaraeh oimktów inwoludl . 
Ha zasadzie dwoistości imiaskajo^y o. słuszności 

twierdzenia wzajsKśaegó , 
Ęjpjajpitjt'-.: rzucalacoz dowefcwro runktu wlarzcr a f t i 

RS2$ft8o£aS haraonioz^e' czworoboku i czworokąta zu
pełnego /§ .130/ 5$ tylko przypadkiem szczególnym w?ąg- . 
&ó&Cii Inwolucyjnych tych figar* Tak np, 3 pary punktów 
sprzętayzh Ijiwoluojjnle MA i A » i S x i 2 \ j• $ 
i ^ staj$ się dwisofc parami punktów sprzężonych fcar-
iucnicznio i i 3 ź A? i /V # gdy punkty pier
wszej pary Ali i AL zostaną zjednoczone w punkcio 

A t a I?unfcty drugiej pary w 'punkcio 
-5 . ;; prosta jo przocin&j§.ca czworokąt C PD/z 

przechodzi wówczas przoz dwa jego punkty przekątne fi 
i ' / ^ . S ^ / , Punkty te e* j m Ł f r u l , i g g g r ; 
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Ineji;' która czworokąt CFD£ wyznacza na prostej 
y° y przegradzają one harmonicznie każda parę pun~ • 
któw rj i N s sprzężonych inwolucyjnie » 

Opierając się na własnościach, inwolucyjnych czwo- • 
rokąta zupełnego można za pornocą konstrukcji liniowej 
wyznaczyć punkt sprzężony z jakimkolwiek danym 
punktem Cx w inwoluoji, wyznaczonej przez dwie pary 
punktów sprzężonych flx i AL t f5x i /3 Ł , Przy
puśćmy, że na prostej jo /Hys,278/ dane są dwie pary 
punktów inwolucyjnie sprzężonych flx i /jL ,; 3X i 0£ 
oraz punkt C2 , Aby znaleźć piurkt z nim sprzężo
ny; poprowadźmy przez C Ł prostą jakakolwiek i weźmy 
na niej dowolne dwa punkty M \ ' N . Połączmy punkt 

z punktami 
należącemi do par 
różnyoh.np. z //t u 

i £u a punkt 
/V z pozostałe-

mi punktami tych 
par A± i ; . 
w utworzonym w ten 
sposób czworokącie 

Hys.278. . / t y / l / / ^ popro
wadźmy szósty bok PQ ; w przecięciu jego'1 prosta 
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V otrzjtaamy szufcmy'punkt # - Jeżeli jedna z 
dwóch danych par punktów sprzężonych inwolucyjnio flx 

i flx % 3X i 3^ np« r^x i ^ jest zjedncczo^ 
na w punkcie podwójnym /Xl sto drugi punkt podwójny i n -
wolucji JĄ\ ,- znajdziemy jako punkt sprzężony harmoni-'' 
cznie z punktem / 1 L względem punktów drugiej pary 

3X i 3^ . 
Podobnież, opierając się na własnościach inwolucyj

nych czworoboku zupełnego można podad konstrukcję l i n j o -
wą prostej C sprzężonej z daną Jakąkolwiek prostą 

cx w inwolucji wyznaczonej przez dwie pary prostych 
sprzężonych CL^ i OL^ , jbx i £>K . Możemy zresztą 
to zagadnienie sprowadzić do poprzedniego, opierając się' 
na tej zasadzie, że inwolucja zachowuje się przez rzuty 
i przecięcia,- Jeżeli jedna z dwóch danych par prostych 
sprzężonych inwolucyjnie ax i , jbx i >5C % np* 

Ctx % OL^ 9 jest zjednoczona na prostej podwójnej 
to drugą prostą podwójną inwolucji, jXL znaj

dziemy jako prostą sprzężoną harmonicznie z prostą Ji^ 
wrsględM pro?tych drugiej pary Qx i # 

^ j 4 3 . Zastosowanie kcła Stelnera do WYzaaozenla 
elementów sprzężonych i podwójnych danej inwolncli .Kon> 
strukcja elementów sprzężonych inwolucji za pomoce ezwo" 
rokątu i czworoboku zupełnego /Rys.g^G/ nie zawrze jest 



praktyczna, a juz wcalo nie da się zastosować do wy
znaczania olementóT/ podwójnych . Ponieważ inwolucja jest 
przypadkiom szczególnym rzutowośei dwóch szeregów na 
wspólnej podstawie lub dwóch pęków o wspólnym wierzchoł 
ku, można więc do n ie j zastosować koło Steinera /§ 138, 
Bys.274/, Wiech będą /Rys.279/ na prostej px^ dwie pa
ry punktów sprzężonych inwolucyjnie Af

A i /f t 5 a 

i 23^ ; marny 1/ wyznaczyć nową parę punktów sprzężo
nych Cj_ i CK i 2/ wyznaczyć punkty podwójne /xx_ 
i tej inwolucji . Obrawszy na dowolnem kole fc 
punkt / ? Ł , rzućmy z niego punkty , Mx , Z J A 

i 23 ̂ . Proste rzucające <XX , <xx , £ A i ^ 
wyznaczają dwa pęki rzutowe /? Z (CL1 hx bx ^J^Ęi^pJiJ^ 
0 wspólnym wierzchołku . Zastosujemy do tych pę
ków wykreślne v 133 , Wyznaczywszy punkty Ax' , flx , 

w których nroste Ctx , Cl. , *>x i >0<, 
przecinają koło , znajdźmy punkt przecięcia C pro
stych ^j. Bj i AxBt

J i punkt przecięcia ć?' pro
stych ftxBx \ Ax B%. , a następnie połączmy pun
kty C i C prostą JO , Aby wyznaczyć nową j a 
kąkolwiek parę punktów sprzężonych ^ i Ą , łą
czymy dowolny punkt E>% pres tej -j* z punktami Al 

1 Aj ; punkty Ct i Ct t w których proste Ax3 
i 23 przecinają koł<, rzucamy z punktu^ na 



1 
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T> osta p
tx
 • 

Punkt Ą przecię
cia prostych 3,CX 

i PxCj^ef>y róm 

nie? na prostej i * v 

W samej rzeczy, po-
ni oważ pęki 

i &'M/)Xc&.) 
i ' 

nę. perspektywiczne< 
więc prosto 

i £ , a X 
i Q'tC'i przeci
nają s.I$ parani w 
punktach ' , 

C i /}' 
Rys. 279, 1 e ż $ 6 yc h sa j oiin o j 

prostej /osi per
spektywy tych pęków/ y 2awate| feria dwa trójkąty 

31 Cz •) /?2_ 3X C j • są to trójkąty Desar* 
guos»a /§ 61/gdyż boki ich przecinała się parami w 
punktach ,• 3 ' * C ' » lecących na prostej 

!•>» 
; stad wynika, e wierzchołki tych trójkątów n% 



i //z , ' B± i 3 Z t C± i leżą parami na 
prostych przechodzących przez jodon punkt 

Aby więc znaleii nową parę punktów sprzężonych Cx 

i £fc » wystarczy 1/ wyznaczyć punkt P jako prze
cięcie prostych fl%. flt i Bx Bx j> 2/ z punktu 
wyprowadzić jakakolwiek sieczną do koła A i 3/ pun
kty przecięcia tej siecznej z kołom Cx' i C f rzucić 
z punktu na prostą X> * Jeżeli punkt f 
jest zewnętrznym względem koła A , to rzuty punkt ów 
zetknięcia / z z i Jst stycznych, wyprowadzonych z 
punktu r do koła, są punktami podwój nom 
Punkty takie nie istnieją, gdy p jest punktem wew* 
nętrznym koła i są zjednoczone, gdy P leży na okręgu. 
Należy więc odróżnió 3 rodzaje inwołucji: hyperbolioz-* 
na o dwóch odrębnych elementach podwójnych, parabolicz
ną o zjednoczonych elemontach podwójnych i eliptyczna -
bez tych elementów « 

W wykreśleniu powyższem zawarte już jost oczywiście 
wyznaczenie par prostych sprzężonych Ox i oraz 
prostych podwójnych L-xi i jlim inwolucji dokoła 
punktu PXim « Zastosujmy jeszcze to wykreślenie do wy
znaczenia prostokątnej pary prostych sprzężonych danoi 
inwolucii . W tym celu wystarczy wyprowadzió z P śre
dnicę koła; prosto n± i ?iL , rzucające z punktu CT 



końce i tej średnicy "będą wzajemnie 
prostopadłymi prostami sprzężonemi. Jeżeli punkt H l e -
iy w środku O koła K t to oczywiście każda sieczna 
7, niego wychodząca jest średnica* wszystkie pary prostych 
sprzężonych sa prost-katne . 

W, inwolucH dokoła punktu albo wszystkie parr nro-
stvch sprzężonych sa prostokątne, albo tylko jedna . 

Jeżeli Inwołucja dokoła punktu jest hyperboli-
csnag /Rys. 279/,• to nrostokatna para prostych sprzężonych 
/i x i h*. d z i e l i na połowy katy między prostem! pod-

wójnerd txi I j 13L , Wynika to z rdiaości. Suków 
i ^i^ii^ON^.L l x x * inwolucja; której wszyst
kie pary -prostych sprzężonych sa prostokątne^ nazywa się 
prostokątna. Eliptyczna tę inwolucję zakreślają ramiona 

kata prostego, gdy ten 
obraca *ię dokoła swego 
v.'ierzc'hołka; 3a to więc 
dwa pęki równe o wspól
nym wierzchołku i zwro
cie, w których proste 
odpowiednie sę. wzajemnie 
prostopadłe /Rys.280/.,, 

Jeżeli punkt P s. & 
jest z , to łuki odcięte na okręgu przez s i o c z r 



czne z tego punktu wychodzące sa równe* Pyperholiczna 
inwolucja, która temu położeniu punktu P odpowiada, 
nazywa się symetryczna; proste podwójno sa wzajemnie 
prostopadłe ; sa one dwusiecznemi katów między każdemi 
dTżiema prcstemi sprzężonemi ,/Rys„28l/« luwolucja ta 
jest więc utworzona pr&ez wa pęki równe o wspólnym 
wierzchołku i zwrotach przeciwnych « Dwusieczne katów 
między prostemi podwójnemi stanowię, parę sprzężonych pro 
styeh prostokątnych tej inwolucji , 

Zagadaienie wyznaczenia pary prostokątnych prostych 
sprzężonych inwo-
l u c j i jost przy
padkiem szczegól
nym zadania „ 

Dane sa dwie 
iawolucie na wsnól 
noj podstawie al be 
o wspólnym wierz-
ohołku;znalećó pa-
re snrzonych elor 

i w drugi e;j inworacii, 
Rys.281, 

aońtów zarówno w iednei -* /al** 
Niech hęda np. dwie inwolucja prostych o wspólnym 

wiorsohołku ; • 
S[cLxa.K.hiJ l ' S (cc', dd'J. fc4o. 
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wolnym kole K przechodzącym przez S wyznaczmy pun-
kty Aj. , At i 3 X , 3t , c , ć; ,DiD' 
w których proste axi a ( ,' Jtx , J?K , c i c' , cL ,. 

i d przecinają to koło. Wyznaczmy punkt P jako prze
cięcie prostych AxALi Bxoraz punkt Ą jako 
przecięcie prostych C C i O O' . Jeżeli prosta /^^L , 
przecina, koło A w punktach Afz i yty^ , to proste 

są sprzężone zarówno w pier
wszej, jak w drugiej inwolucji. Zagadnienie nie ma więc 
rozwiązania tylko wtedy, gdy prosta PQ jest zewnętrz
na względem koła, Łatwo się przekonać't że wówczas punkty 
zetknięcia /IT i J1K stycznych do koła wyprowadzonych 
z punktu P przegradzają punkty zetknięcia H i /f 
stycznych, wyprowadzonych z punktu C ; skąd cynika, że 
zagadnienie nie ma rozwiązania jedynie wtedy, g€y obie 
inwolucjo są hyperboliczne i gdy elementy podwójne jednej 
z nich przeradzają elementy podwójne drugiej, 

2 143. Inwoluoia frgperboliczna. paraboliczna i elius 
tyczna . W artykule poprzednim nazwaliśmy inwo?.ucję hyper 
bolicaną, paraboliczna lub eliptyczną, zależnie od tego 
esy ma dwa, jeden, lub czy ni© ma żadnego elementu podwój 
nogo. Okażemy teras, jak nie wyznaczając elementów po
dwójnych możemy jednym rzutem oka rozpoznać, którą z tych 
trzech inwolucji wyznaczają dwie pary elementów w niej 



sprzężonych , 
Niechaj będzie na prostej TS>Z. inwołucja rfiĄ/^S^ 

/ t . j . i n ^ o l u c j a wyznaczana przez pary punktów sprzężonych1 

/ ^ Ł i /T^ , 3X i .23̂  /.Inwolucja ta jest utworzona 
przez dwa szeregi rzutowo T^zt t^xAt\BłBtj7C 

^ " / ^ t / ^ A ^ ^ ? ten sposób^ i& każdemu punktowi pro
stej .J0

XLT
 odpowiada w obu azeregaon ben sam punkt, Pun

kty wzajemne R x i Q^ tych szeregów 135, J l ą/ sa 
przeto zjednoczone w pewnym punkcie 0 , który ozwiesay 
środkiem inwolucji A2. /?z • Ą, £ ^ . Ponieważ il o c j y n 
odległości dwóch punktów odpowiednich flx i lub 

B2 " i >£$Ł , lub Cx i od punktp*w,wzajemnych 
A j i Q^ jest licEbą stała więc 

Iloczyn, odległości punktów., sprzężonych od środka 
inwołucji jest liczba stała 

0/fx • OJt ~Ó3X OBx =OCu :*ĉ -=w-
Przypuśćmy najpierw, że ta liczba jest dodatnia 

+-U** „ Punkty sprzężone np» Axi AL , musza leżeć 
po tej samej stronia środka inwolucji O f a wiec albo 
obydwa po prawej » albo obydwa po lewej jego stronie. 
Prócz togo łatwo ćcwie&S, że każde dwie pary punktów 
snrzężenych się nie przegradzają, t,j,żo oba punkty jed
nej pary loża wewnątrz,, lub oba zewnątrz punktów drugiej 
#ary * Jest to odzywiste, gdy pary A2 i At oraz B^ i 
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3^ leżę po przeciwnych stronach środka inwolucji O 

/Rys, 282/, Przypuść
my więc„ *,a pary 

- Q — o — — -o-o o o e—- n x i /7Ł oraz 
i leż§ po taj 
samej stronie środ-

Eys. 232, ka inwolucji O, 

Foniewaz O fix • 0/?t~OCx'OCt . więc jeżeli Cx leży 
bliżel punktu O niż fix } to 0L musi leżeć calag 
n i t A od punktu <2 i naodwrót, gdyby Cx leżał $a-
l,ej niż fix od punktu O , to C Ł leżałby bliżej niż 
fi X. $tak że jedna z tych par punktów obejmie zawsze 

drugęi , % powyższego wynika, że gdy punkt pewien At, po
rusza się w jedna stronę prostej 72^,to sprzężony z nltt 
punkt //Ł porusza się sar/sze w stronę przeciwna , 

Zupełnie inaczej rzeczy się maja* gdy iloczyn od
ległości punktów sprzężonych od środka inwolucji jest 
liczbą ujemna ~A , Punkty sprzężone musza oczywiście 
leżeć po przeciwnych stronach środka inwolucji O .ła
two dowieść, że każde dwie pary punktów sprzężonych się 
przegradza„ W samej rzeczy, jeżeli punkt 3X leży 
bliżej od środka inwolucji O , niż punkt fi* , to 
punkt 3^ musi leżeć dalej od O , niż , tak ze., 
gdy / 3 X loży między ^ i fit , to ^ Ł musi leż od na-



-36*-

zewnątrz odcinka /J*x JfL/%fc»283/ , 4dy zatem pewien 
punkt MT porusza 
się w jedna stronę 

A Ba 0 A*. 'Bi. 
o o «—o * prostej to 

sprzężony z nim 
Rys,28.;, punkt rt^ poru

sza się w tę sarc^ stronę , 
Przypuśćmy wreszcie; że iloczyn odległości każdych 

dwóch punktów sprzężonych od środka inwolucji równy 
jest zeru. Ponieważ iloczyn dwóch l i c z b tylko wtedy 
jest zerem, gdy prsynajttniej jedna z tych l i c z b jest 
zerom, więc wszystkie punkty prostej ^2*^sa sprzężone 
ze środkiem inwolucji O , Punkt ten jest więc także 
sprEeżony sam ze sobą. i może uchodzić za punkt podwójny 
tej inwolucji, zresztą jedyny . 

Jeżeli punkt podwójny inwolucji fix At 3XB^ 
oznaczymy literą / X J L , to dla jego wyznaczenia maray 
równanie i , 

Równania to będzie mial*o ćwa plerwiasŁM rzeczy
wiste i odr :;bne tylko wtedy; gdy ta stała będzie l i c z b a 
dodatnia + fc 1 i ÓK^^^A .Jeżeli stała jest 
liczba ujemna, to punkty podwójne nie istnieją; gdy 
stalą jest zerom puakt pofiwtfjsy fest jeden tylko, miano-



wioie r5rodek inwolucji , A zatem 
Inwolucfe nunl-tów 1 ^ t y ^ v e A d l i e ^ r •My która

kolwiek dwie pary punktów g-przeżonŷ h się nie przeprą-
ŻSfij&m eliptyczna., z a l : gfly. t r p g n sje. prse/rraflza^, 

Inwolucja prostych jost fcyperbollczna. parabolicz
ne, lub eliptyczna zależnie od tegc? czy inwołucja pun
któw, wyznaczona przez nią na dowolnej prostej jest hy-
perhcliczna, paraboliczna lub eliptyczna, Stcd wynika, 
że w inwolucji hyperbolicznaj. prostych nary pros ty sh 
sprzężonych się nie przegradzajja /Rys,264/ w inwolucji.. 
eliptycznej te nary sie przegradzają /Hyc.235/ w iuwo-
fo.oji parabolicznej wszystkie proste są sprzężone z jedna 

gę sobą i może uchodzić z a ^ 
prosta podwójną,, zresztą ..r-i.< 
jodyną . 

znaczenia elementów sprzężo
nych i podwójnych ihwcluctL 

'a/ A & Ha tej własności każdej i n -
wolucji punktów, że iloczyn 
odległości punktdw sprzężo
nych od środka inwolucji 
jest stały; można oprzeć* 

Rys,284, 



—Sio!)— 

Rys„235. 

wykreślenie par punktów 
sprzężonych i podwójnych* 
Mech będfc na prostej TO 

dane dwłó pary punktów /jx 

i /9t , Ą. i a Ł 

przegradzających się /ftySj 
286/ lub nie /ays.287 i 888 
Poprowadźmy dwa przecinają
ce się wzajemnie ko-ls CC 

i 4) dowoln g;o promienia, jedno przez punkty 
fl% % urnigio przez /5 X i B>^ . Pouczmy punkty Af 

i A/ przecięcia się tych kół; pogadam, za prosta /V/V 
wyznacza na pros t a j jo środek inwolucji O , W samej 

rzeczy,' 2 pun* 
ktu O do 
każdego z tych 
kół wychodzą 
dwie sieczne 
p i / W i 
iloczyn odle
głości punktu 
O od pun

któw przecięcia 
Rys.236<, każdej 'siecznej 
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kołem ma byd 
stały, przytem 
dodatni; gdy 
punkt O l e -
*,y zewnątrz 
koła, ujemny, 
gdy O leży 
wewnątrz nie
go.. Mamy zatem 
w każdym przy-

By^SB?, padku : 
0>7X • O/l^ =OM>OA/ =03z 03^; 

co możliwe tylko wówczas, gdy punkt O jest środkiem 
inwolucji, Chcąc otrzymać" na prostej JO parę punktów 
sprzężonych, prowadzimy przeć punkty n i A/ j a 
kiekolwiek koło C ; nunfcty €x i 0L ; w któ
rych ono przecina prosta jo sa sprzężone, f samej 
rzecsy: OCŁ -OCz = OM-ON fc stałej,,; 
2 wykreślenia powyższego wynika, że puakt zotknięcia 
prostej jO z ksłam przechodzące© przes punkty M 

i /y , i stycznem do y& jest punktem podwójnjim lawo-
łucji, 

leżeli poniii5.cny przypadek: paraboliczny, jako już 
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wyczerpany, to zagadnienie wyzmcssnia punkt 6% podwój-
nycn inwolucji 

3 . albo ra& dwa rozw% 
zania? albo n i e 
na Sądnego » Je
żeli mianowicie 
punkty /V i / V 
leżą po tej samej 
stronie prostej 
p , to mamy 

Rys*388, ; dwa rozwiązania, 
jeżeli zaś leżą one po przeciwnych stronach prostej p 
to n i e i s t n i e j e sądne . Al e punkty M I N lożą 
wtedy i t y l k o wtedy po jednej stronie p , gdy pary 

s i o nie przegradzają; po 
prseciwnycn zaś* t y l k o wtedy, gdy te pary się przegradza
ją • 

Jożeli łnwolucja na prostej p jest hyperboliczna 
t * j , jeżeli każde dwio pary punktów sprzężonych się nie 
przegradzają, a i l o c z y n odległości punktów każdej t a k i e j 
pary od środka i n w o l u c j i j e s t liczbą dodatnią ; 
to znajdziemy punkty podwójne, odmierzając od środka inwo 
l u o j i po obu Jego stronach odcinek 0/2L * OJlt -±/f 
Odcinek ten znajdziemy jako styczną do jednegp z kół, 
OJHOKSTPJA WYKREŚlUl Nr.86, ArkitóZ 24-ty« 



—368'-

przechodzących przez punkty M i N /Kys.287 i B88/„ 
T\ samoj rzeczy/ wiadomo;" że jeżołi z punktu zewnętrzne
go O do koła poprowadzić* etycśna S i sieczną jo } 

to styczna OS jost średnic proporcjonalna miedzy 
cała sieczna 0/97 S J.aj odcinkiem wewnętrznym OJ&J^ / 
c z y l i : 05 * * Ł • Ó/J Ł * * ̂  ^ Odmie
rzając tedy styczną OS na prostej jo po obu stro
nach punktu O otrzymamy dwa punkty podwójno 
i • $ęd$ to oczywiście punkty zetknięcia kół ; 
przechodzących prze:? punkty ^ i /V i stycznych do 
prostej V , Punkty t e / jak już winey, przegradzają 
harmonicznie każda parę punktów sprzężonych flx i //^ 

1 / ^ j> 1 w £ « . . . » . . . . • » 

Szozególnlo łatwe* jest wykreślanie par punktów 
sprzężonych w M^UJ^im^m.ml * * 3 •.. takiej inwolu
c j i hyperhelieznej, której jeden punkt podwójny jest 
niewłaściwy , Punkty sprzężone n% \ flx r,3* ayactrycz 
ne względem drugiego punktu podwójnego, lrtóry wraz i 
pierwszym t / j * z punktom niewłaściwym, przegradza je 
harmonicznie , 3a to więc dwa szerogS"ró\vnew na współ-» 
nej podstawie i o zwrotach przeciwnych •. 

Dla wyznaczenia par prostych sprzężonych inwolucji 
dokoła punktu P oraz dla wyznaczenia prostych podwój
nych; gdy one istnieją t»j. w przypadka.inwolucji hypef-
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bolicznej, zaleca się przecięcie dwóch danych par pro
stych sprzężonych <XX i a Ł ; jbx i &K prostą jaką
kolwiek Jo i sprowadzeni© zadania do wyznaćzenia par 
punktów sprzężonych, wzgl. punktów podwójnych, inwolucji 
na prost oj jp f wyznaczonej przez pary punktów / ? x 

i /}% •* 3X i , w których prosta jo przecina 
proste <X1 i ct t ; 4 i A • Jeżeli w dodatku 
sieczna jo będzie równoległa dc jednej z czterech da
nych prostych np* do }>z g to prosta £>x z nią sprzę
żona wyznaczy na siecznoj Jo odrazu środek inwolucji 
O t przez co znalezienie nowych par punktów znacz

nie zostanie przyspieszone. Proste cz i , rzucają
ce z punktu P punkty Cx i Cz t będą parą prostych 
sprzężonych ; proste L

1 L i Ji%, rzucające punkty 
podwójne lxx. i Jlt, będą prostemi podwójnemi* Proste 
te przegradzają harmonicznie każdą parę Ctx i OL^ ;J6x 

i faL , Cx i prostych sprzężonych , 
Istnieje wszakże jeden przypadek inwolucji eliptycz 

nej dokoła punktu, w którym nietylko pary prostych sprzę-
żonyeh mogą byó bezpośrednio łatwo wyznaczone, ale który 
nawet nadaje się do tego, aby wykreślanie par punktów 
sprzężonych każdej inwolucji eliptycznej na prostej byłe 
do niego sprowadzane . Sam na myśli inwoluc^e prostokątne 
w której nrosto sprzężone są do ciebie prost opadłe /fcl4*2 



Hys. 280/. Je z o l i na prostej /Rys,289/ dane sa dwie 
pary przegradzajaoyoh się punktów sprzężonych flx i 

Bx i ,5 to łatwo znale£6 jeden z dwóch punktów 
P lab fi ; s których odcinek Aj./tt oraz t-L^k, 

widaó* pod katem prostym . W tjm celu na AXAL oraz na 
BXB% zakreślamy koiła lak na średni-moi i niech p 

będzie jednym z dwóch punktów przecięcia się tyc'h kół . 
Proste 

oraz 
sa prostopa

dłe, wyznaczona przez te dwie pary prostopadłych prostydb 
inwolucja nie może 
zatem różnić się 
od inwolucji pro
stokątnej perspe
ktywicznej z dana 
inwołucja punktów. 
Je z o l i chcemy zna-

Rys.2a$, leźć punkt CL 

sprzężonym z dowolnym punktem O z , baczymy P^z i 
w punkcie P wystawiamy do PĆx prostopadła, która 
przetnie prosta ~p w szukanym punkcie Cz .łatwo 
spostrzegamy, że wykreślenie to "nie różni się zasadni
czo od wykreślenia , podanego na Rys. 236 , 

•y 145. Punkty i pyc-ste urojone • W przypadku inwo
l u c j i eliptycznej rć*nianie dla wyznaczenia ódle£$?oś<si 



punktów podwójnych od środka inwolucji . 

ma dwa pierwiastki urojone O i2 — — k L • moiamy 
wtedy powiedzieć, że same te punkty podwójne są urojo
ne . 

W przypadku hyparbolicznym, t . j , gdy pary punktów 
sprzężonych, wyznaczające inwoluoję, się nie przegradza
ją, te dwie pary, jak to widzieliśmy, pozwalają istotnie 
wyznaczyć punkty podwójne , które nawzajem wyznacza
ją inwolucję , W wielu zadaniach możnaby zatem niewątpli 
wie zastąpić te dwa punkty przez dwie pary punktów 
sprzężonych inwolucji hyporbolicznej, przez owe punkty 
podwójne wyznacz onej„ Naturalnie, takie zastępstwo nie 
miałoby żadnego praktycznego znaczenia, gdyż nie upra
szczałobym a raczej utrudniałoby każde zadanie , A t o l i 
inaczej rzeczy się mają w przypadku inwolucji eliptycz
nej ; tutaj punkty podwójne są urojone , t . j . jako 
punkty w dotychczasowem rozumieniu nie istnieją . T O , CO 
byłoby dziwactwem w przypadku hyperbolicznym, stać się 
może, jak zobaczymy, pożytecznem uogólnieniom w przyna.l-
kii eliptycznym . Zastępując bowiem termin : ninwolub.ja £ 

eliptyczna ra prostej" przez termin: "punkty rrojone" 
osiągnąć* możemy, dzięki daleko idącej a n a l ^ r j i między 
ounktami rzoozywistomi i urojonomi, pcżędaną jednoli-
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tośd i prostotę w 'brzmieniu wiciu twierdzeń i nioooenio-
no wskazówki przy rozwiązaniu licznych zadań , Jeżeli 
zateiii na prostej p dana jest inwolucja .eliptyczna 
np, przez dwie pary przegradzających się punktów sprzę-
żonyoh fl

x
 i fl, , Ą , i .3^ , to powiemy,- że da- ' 

ne są na tej prostej dwa punkty urojone, mianowicie 
punkty podwójne tej inwolucji . Napotykamy jednak odrpzu 
na powafiną trudność w rozstrzygnięciu pytania; jak od-
rfżnie^ o&^||»bie te dwa punkty urojone, t . j , jak okre
ślić" geometrrcznie h&Mj % tych punktów zosobna ? 

t Idąc siadem Standta nazywamy punktem urojonym i n -
o, 

wcluoj§ eliptyczną' na danej prostej wraz z określonym 
zwrotem tej prostej , rrzypuśóay, że punkty /j± , 0 

fljb % następują po sobie kolejno na prostej 
p wtedy grupa tych oatereeh punktów, wziętych w ko 

l e i sąsiedztwa z określonym zwrotem, n p . /fx 3X flz 

określa punkt urojony, jeżeli punkty <flx\ i /^tl oraz 
3X i J3Z są parami punktów inwolucyjnie sprzężo

nych . Dwa punkty urojone, różniące się tylko zwrotem, 
nazywamy punktami uro1 oneml surżeŁoniMil ; taldoEJi będą 
np. punkty; urojope fi Ą % B J i P l&i/IJkAJ-

2 określenia punktu urojonego wynika oozywiśliei że 
czwórki $:L 3>.jJi^3.L i /% A f

x /»/, /Vf ozneesają ten 
sam punkt urojony, jeżeli pary Afź Af 5 /'/,/' ką swr.$» 



zonę w inwolucji wyznaczonej przez pary A± /t. i 

i j e i e l i zwrot MXAIX \A/t Jest ten sam, 
co zwrot /?a 3x/fxB^ 9 Punkt urojony ^[^Z^^A) 
jest zatem identyczny 2 punkt ora u r e j o n y a ^ / ^ Ą ^ ^ / 
gdy* wyznaczona sa przez tę samą inwclucję i te same 
zwroty; słusznie zatem uważamy punkt jKrejońy^P fa^iA^ 

za punkt podwójny inwolucji wyznaczonej przez pcry p;ui-

któw flifli i 3±BX , albowiem jest on identyczny z 
punktem urojonym f> ':-fĄ\ 3XBX &x Jj który mu w tej 
inwolucji odpowiada , 

Prosta urojona nazywamy inwolucję eliptyczna doko
ła danego punktu wraz s określonym dokoła niego zwro
tem. rYzypuśćmy, że proste aa * ix CLX l na: 
stępują P° sobie kolejno dokoła punktu P , wtedy 
grupa tych ezterech prostych wziętych w kolei sąsiedz
twa, z określonym zwrotem np. CLX\A%\ określa prosta 
urojona, jeżeli proste OLl i (Xt oraz 2)x i 3$ 
parami prostych sprzężonych inwolucji . Dwie proste uro
jone,1 różniące się tylko zwrotem nazywamy prostami aro-
ioncmi surzeżonemi : takiemi będa np. proste urojone 
Pfa\<hAj i ̂ A ^ A ^ y . Z określenia 
prostej urojonej cynika oczywiście, że czwórki O ^ o ^ ^ 
i ^ i f f t 2 ^ ^ oznaczają tę sama proSza urojona, jeżeli 
pary m 2 Tn^ i nx?i^ sa sprzężono w inwolucji, wyzna- * 



-Są
czonej przez pary ^ ^ L i \ 2^ i jeżeli zwrot fn2^z

mt\ 

jest ton sam, co zwrot M^h^m^h^ # Prosta urojona 
Plo.17txŁXti^) jest za,tem identyczna z prosta urojonl^ 
FYaz^t.^Aj wyznaczone są one przez te samą 
iwolucję i te sr.me zwroty ^słusznie zatem uważamy 
prostą urojoną P£CL.x\<tTĄJza prostą podwójną inwo
l u c j i P^£L£Qt\ /albowiem jest ona identyczną z 
prostą urojoną P^a.ziXf cx.1h1J , która j e j w tej 
inwolucji odpowiada , 

Jeżeli jnwolucja dokoła punktu P jest w per
spektywie z inwolucją na prostej JO to mówimy, że 
prosta urojona, określona przez lawołucje i zwrot dokoła 
punktu P t oraz punkt urojony*., określony przez inwo-
lucję i zwrot na prostej JO ,~ należą do siebie 
/aliio: wresta urojona "przechodzi" przez punkt urojony 
ałbc.i punkt .-urojony nleżyw na prostej urojonej/ , luna
mi słowy: pro? ta P^^^731^71*^ "przechodzi" przez 
prnkt P(^fti Bx fi^B^J^oMi proste m± , ri^ r T K ^ 

iiyTtj, przechodzą odpowiednio przez takie punkty A?x , 
NL ; Aft i flx prostej yo , że pary Afj^Af^ 

i są rprzeżmo w inwolucji A^fi^B^B^ i 
Twrot Afx AJX fy^A/^ jest ten saa, co zwrot. ĄĄ/^Ą, 
T- ten sposób, przez fcażdy punkt urojony przechodzi jedna 
orosta rBdcfcytfiata•/..::».mówicie podstawa inwoluoji, która 



go określa/ i nieskończenie wielo prostych urojonych ; 
nawzajem , na każdej prostej urojonej leży jeden punkt 
rzeczywisty /mianowicie wierzchołek inwolucji, która tę^, 
prosta określa/ i nieskończenie wiele punktów urojonych . 
Każdy punkt rzeczywisty można "połączyć" z każdym punk
tem urojonym, rzucając z pierwszego inwolucję określają
cą drugi; prosta, łącząca te dwa punkty będzie rzeczy-
wista tylko wtedy,-gdy punkt rzeczywisty leży na podsta

wie inwolucji, określającej punkt urojony , llawzajem 
każda prosta rzeczywista "przecina" każdą prostą urojo
ną w punkcie, który będzie rzeczywistym tylko wtedy, 
gdy prosta rzeczywista przechodzi przez wierzchołek i n 
wolucji, określającej prostą urojoną. Można dowieść, że 
każde dwa punkty urojone wyznaczają prostą, która wogóle 
będzie urojoną; rzeczywistą zaś tylko wtedy , gdy inwo
lucję , określające dane punkty urojone mają wspólną pod-
stawę ; w szczególności* punkty urojone sprzężone wyzna
czają prostą rzeczywistą. Można dowieść,, że każde dwie 
prosto urojone wyznaczają punkt, który wogóle będzie 
urojonym ; rzeczywista zaś tylko wtedy, gejy inwolucję, 
określające dane proste urojone,- mają wspólny wierzcho
łek; w.szczególności proste urojone sprzeż one wyznaćza i a 
punkt rzeczywisty. 

Na zasrdzie przytoczonych wyżej własności mogłoby 



się zdawać, że punkty i proste urojone mają wogóle 
wszystkie te same własnorci, co punkty i proste rzeczy
wiste. Przed tak daleko posunięta identyfikacją należy 
jednak przestrzedz: analog-ja między utworami rzoczwisto-
mi, a urojon6mi nie dotyczy wszystkich tych własności, 
któro zależą od uporządkowania elementów ; dzięki temu 
np. pojęcie odcinka i kąta urojonego n i o może hyc" geo
metrycznie określono. Wiele natomiast własności punktów 
i prostych rzeczywistych, a mianowicie to , które dotyczy 
wzajemnego należenia punktów i prostydi zachodzą rów
nież dla punktów i prostych urojonych, dzięki czemu wy
n i k i ? dotyczące elementów rzeczywistych dadzą się nio~ 
raz uogólnić dla elementów urojonych ć 

Ł j j f c Prosta jednorodne i punkty kołowe . Ha 
szczególną uwagę zasługują proste urojone sprzężone , 
określono przez inwolucję prostokątną dokoła jakiego
kolwiek właściwego punktu « Są to tak zwane eroste je

dnorodne . Issystkie ono przechodzą przez dwa urojono 
sprzężono punkty niewłaściwa które nazywamy punktami 
kołoweml i któro są określone przez t.,.zw# inwolucję 
absolutną na prostej niewłaściwej, t , j . przez inwolucję 
kierunków wzajemnie prostopadłych . Jak zobaczymy póź
n i e j , przez te punkty urojone przechodzą również wszyst
kie koJfet leżące w płaszczy&ń© uwaianej, zarówno rze-
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azjwińiif jak urojone 

ROZDZIAŁ MU* 

Koiłne&cja i biegunowość t 

Rzucając figurę /"* , leżącą w płaszczyźnie S na 
płaszczyznę P z punktu O 7 nieleżąoego na ładnej 
z tych płaszczyzn' , otrzymujemy figurę r\ / która z 
figurą F znajduje się w pewnym związku geometryc:s~ 
nysa, polegającym na tern, że 

1/ Każdemu punktowi figury F odpowiada jeden 
jedyny punkt figury Fx i nawzajem, każdemu punktowi 
figury Fx odpowiafe J«*y»y punkt figury ^ . 

2/ Każdej prostej figory F odpowiada jedna je-
dyrta prosta figury Fj_ i nawzajem , każdej prostej 
figury Fj, odpowiada jedna jedyna prosta figury F r

 # 

3 / runktowi i pros tej należącym dc siebie w jednej 
a tych figur odpowiadają punkt i prosta drugiej figury, 
które równioż do s iebie naleią , 

4/ Punkty odpowiednie leżę. parami na prostych 
przechodzących pracz jeden jmnkt /mianowicie przez panki 
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