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PEWNE PROBLEMY EWOLUCJI ROZNICZKOWYCH ZASAD WARIACYJNYCH MECHANIKI
W XIX I XX WIEKU

N.J. CYGaNowA (WOLGOGRAD)

Poczatek X1X wieku charakteryzowal si¢ w mechanice ponownym wzrostem zainte-
resowania problematyka rézniczkowych zasad wariacyjnych. Sprzyjaly temu zjawisku
w zasadzie dwie okolicznoSci.

Po pierwsze, pod wplywem wymogdw techniki rozszerzeniu uleglo pojecie wigzéw
natozonych na uklad punktéw materialnych. Poczeto rozwazaé nie tylko wiezy dwustron-
ne, stacjonarne i holonomiczne, ale réwniez wiezy jednostronne, niestacjonarne i nawet
anholonomiczne.

To rozszerzenie poje¢cia wigzow wymagato tez odpowiedniego uogélnienia systematu
mechaniki analitycznej Lagrange’a, opracowanego w swoim czasie dla wiezéw dwustron-
nych i stacjonarnych, bazujacego na zasadzie przemieszczen wirtualnych wraz z zasada
D’Alemberta — ten zesp6t zasad begdziemy dalej nazywali zasada ID’Alemberta-Lagrange’a.

W dzietach M. W. OSTROGRADZKIEGO i jego szkoly?) zostaly wyczerpujaco opracowane
podstawy analitycznej teorii réwnowagi i ruchu ukiadéw mechanicznych, ograniczonych
przez wigzy o najogdlniejszej postaci. Teoria ta zostala oparta o uogolmonac zasadeg prze-
mieszczen wirtualnych i zasade D’Alemberta.

Po drugie, rozwdj fizyki doswiadczalnej na przetomie XVIIT i XIX wieku zaktuali-
zowal problemy matematycznego opracowania wynikéw obserwacji. Szerokie zastoso-
wanie znalazta metoda najmniejszych kwadratéw, stanowiaca nadzwyczaj skuteczne na-
rzedzie matematycznej obrobki rezultatéw eksperymentéw. Cenny wkiad w opracowanie.
tej metody wnidést C. F. Gauss. Zasada najmniejszych kwadratéw przywiodia Gaussa
w 1829 r. [26] do sformulowania nowej rézniczkowej zasady wariacyjnej w mechanice,
nazwanej przez niego zasada najmniejszego przymusu. Zasada najmniejszego przymusu
jest najogélniejsza zasada mechaniki, stuszna zaréwno dla ukladéw holonomicznych,
jak i dla ukladéw anholonomicznych (liniowych i nieliniowych). Nadzwyczaj wielka

b Szezegblowa analize prac Ostrogradzkiego z dziedziny mechaniki analitycznej mozna znalezé w na-
stgpujacych ksiazkach: T'megenxo, B. B., Tlorpe6riceuii, . B., Muxaus Bacuavesuu Ocmpozpadckuii,
M., 1963; Tepornmyc, 5. JI., Ouepru o pabomax ropugeee pyccroii sexanuxu, M., 1952; I'puropbsu,
A.T., M. B. Ocmpozpadcruti, M., 1961; Xyxosckuit, H. E., YVuenie mpyos. M. B. Ocmpozpadckozo
no mexaruxe, C6. cou. T. VII, M-JI, 1950; TTorpeGricckmit, . B., O sexanuxe cucmesm ¢ u0eansHsLuu
neydepscusarowguiy cénznsu, Tpyapl .M.E. n'T., 1. 34, M., 1960; Tromuua, U. A., Kaszapsn, A. A.,
Tpaxmoska npuryuna 8o3modcrulx nepemeryenuii ¢ mpydax M. B. Ocmpoepadckozo # ezo wixoast, Oueprun
HMCTODHMM MAaTEMATHKA M MeXaHukH, M., 1963.
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warto§¢ teoretyczna i praktyczna zasady najmniejszego przymusu uwarunkowana jest jej
ogélnoscia, prostota i klarownoscig idei. Zakres zastosowan zasady nie ogranicza sig
bynajmniej do probleméw mechaniki teoretycznej; zasada Gaussa stosowana jest w fizyce
teoretycznej 1 innych pokrewnych dziedzinach przyrodoznawstwa. W pracach badaw-
czych XIX i XX wieku zasada Gaussa zajmuje poczesne miejsce. Wielu wybitnych mate-
matykdéw, mechanikéw i fizykéw zwrocito w swych pracach uwage na tg zasade ze wzgledu
na jej wielkie walory teoretyczne i praktyczne, nadajac jej ogdlniejszy i szerszy sens.

Koniec XTX wieku i pierwsza éwier¢ XX wieku znamionowaty si¢ w dziedzinie zasad
wariacyjnych mechaniki analitycznej wynikami o duzym uogélniajacym znaczenin. Do-
tyczy to zaréwno zasad catkowych, jak 1 rézniczkowych zasad mechaniki.

W 1896 r. O. HoeLDER [30] sformutowat ogélng zasade catkowa mechaniki, ktéra
w decydujacy sposéb wptyneta na kierunki dalszych poszukiwan w dziedzinie zasad wa-
riacyjnych. Zasada catkowa Hoeldera zostata uogédlniona i rozwinieta w pracy A. Vossa
[45].

W 1897 r. L. KONIGSBERGER [32] wyprowadzil uogélnione postacie rézniczkowych
zasad wariacyjnych, odpowiadajace uogolnieniu pojecia potencjatu kinetycznego.

W poczatkach XX wieku P. JourpaiN [31] sformulowal nowa rézniczkowa zasadg
wariacyjng, stanowiaca poérednie ogniwo miedzy zasadami D’Alemberta-Lagrange’a
i Gaussa. Dalszy rozwdj tej zasady zwigzany jest z pracami szkoty austriackiej [19].

Istotne miejsce w badaniach z pierwszej ¢wierci XX wieku zajmuje zagadnienie zalez-
no$ci pomiedzy zasadami rézniczkowymi i catkowymi w mechanice. W fundamentalnych
traktatach HOELDERA i VOssa wykazany zostal zwiazek ogdlnej zasady catkowej z zasada
D’Alemberta-Lagrange’a; w toku dalszych badan, w szczegdlnosci w pracach H. BRELLA
[24] 1 C. ScHAEFERA [42], zwigzek ten zostal wyeksponowany jeszcze wyrazniej. W pra-
cach H. BReLLA [25] i R. LEITINGERA [33] znaleziono relacje pomiedzy zasada Hoeldera-
Vossa i zasadami Gaussa 1 Jourdaina. Ogdlna transformacja zasady D’Alemberta-La-
grange’a do postaci catkowej nasuwata my$l o analogicznym przeksztatceniu innych zasad
rozniczkowych. Z tego punktu widzenia interesujaca jest praca E. SCHENKLA [44], w ktorej
wyprowadzona zostata postaé catkowa zasady Gaussa.

Nowy etap w ewolucji rézniczkowych zasad wariacyjnych rozpoczgty zostal w 30 la-
tach XX wieku pracami A.P. PRzeEBORSKIEGO [39] i N. G. CzETAJEWA [20], w ktérych
zasada D’Alemberta-Lagrange’a zostala rozszerzona na uktady z nieliniowymi wigzami
anholonomicznymi pierwszego rzgdu. Idee CzeTalgwA mialy decydujacy wpiyw na dalsze
badania w dziedzinie rézniczkowych zasad mechaniki, prowadzone przez szkote radziecka.

Zasada najmniejszego przymusu Gaussa w iej postaci klasycznej, nogélnienia zasady
i zastosowanie jej do réznych probleméw mechaniki, zagadnienie niesprzecznoéci zasad
Gaussa i D’Alemberta-Lagrange’a, warianty drugiej z tych zasad, zastosowanie obydwu
zasad rézniczkowych do wyprowadzenia réwnan dynamicznych dla uktadéw anholono-
micznych, ukladéw o zmiennych masach i uktadéw z wiezami nieidealnymi — oto krag
podstawowych probleméw, ktére zostaly rozwinigte w pracach mechanikéw radzieckich
w okresie ostatnich 35 lat.

Oméwimy teraz bardziej szczegétowo niektére spos$rédd wymienionych etapédw ewolucji
rézniczkowych zasad wariacyjnych w mechanice.
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1. Z historii ewolucji zasady Gaussa — zasady najmniejszego przynusu

1.1 Zasada najmniejszego przymusu w twérczoSci Gaussa. Zwigzek zasady najmniejszego przymusu
z metoda najmniejszych kwadratéw. Zasada Gaussa stanowi analogie fizyczng dla metody
najmniejszych kwadratéw. Gauss napomyka o tej analogii mimochodem, na zakon-
czenie swego artykutu [26]:

«Nadzwyczaj charakterystyczne jest to, ze jezeli ruchy swobodne sq sprzeczne z naturg
ukladu, wéwczas ulegajq one zmianom, zupelnie tak samo, jak w toku obliczer zmianom
ulegajq wnioski geometréw, uzyskane bezpoSrednio, po zastosowaniu do nich metody naj-
mniejszych kwadratéw w tym celu, by uczyni¢ te wnioski niesprzecznymi z warunkami ko-
niecznymi, podyktowanymi przez istote zagadnienia. Te analogie mozna byloby kontynuowad,
lecz wykracza to poza ramy sformulowanego obecnie przeze mnie zagadnieniay.

Z historycznego i logicznego punktu widzenia kwestia ta zastuguje na bardziej wnikli-
we rozwazenie.

Zgodnie z zasada najmniejszego przymusu, funkcja kwadratowa wzglgdem przyspieszen

3n .2
1.1 Z = ar’ Zm 5
( M ) - 4 L xl mi )

1=1

nazwana przez GAUSSA przymusem, osigga minimalng warto$¢ na rzeczywistym ruchu
uktadu punktéw materialnych.
We wzorze tym skladnik

reprezentuje kwadrat odchylenia rzeczywistego ruchu punktu ukfadu o masie m; od ruchu
swobodnego w nieskonczenie malym przedziale czasu dr. W metodzie najmniejszych
kwadratéw wyraz ten odpowiada kwadratowi odchylenia rzeczywistej wartodci od war-
tosci obserwowanej. Czynnik m; przy kwadracie odchylenia odpowiada czynnikowi
«wagi» w metodzie najmniejszych kwadratéw. Do zasady najmniejszego przymusu do-
szedt GAuss niewatpliwie przez analogig z metoda najmniejszych kwadratow. Interesujaca
Jest jednak kwestia, czy powracat on do tej analogii po 1829 r. i jesli tak, to jak odzwier-
ciedlity si¢ w dalszej jego twérczosci naukowej idee, sformutowane przezen w owej jedy-
nej pracy z mechaniki analitycznej [26].

Aby wyjasni¢ tg kwestig, zwréémy sie do tez doktorskich A. RITTERA, ucznia GAUSSA,
oraz do zachowanych notatek RITTERA z wyktadéw Gaussa o metodzie najmniejszych
kwadratéw, sporzadzonych w 1850-1851 r. RITTER studiowal na Uniwersytecie w Gottin-
gen od 1850 do 1853 r., w 1853 r. obronit pracg doktorska, ktérej temat zostal zapro-
ponowany przez GAussa. W wykladach zimowego semestru 1850-1851 r. Gauss rozwazat
zagadnienie okre§lenia najmniejszej wartoéci sumy kwadratéw zmiennych, spelniajacych
zadane nieréwnosci liniowe. Z punktu widzenia zasady najmniejszego przymusu do tego
zagadnienia matematycznego sprowadza sie¢ problem okreslenia rzeczywistego ruchu
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uktadu punktéw materialnych z wigzami jednostronnymi. Rzeczywiscie, wzér dla przy-
musu
' In

- 2
Al N

VAES 2 1771(5('?,--— Xl) ,
m;

i=1

. odi* S . .
w ktérym czynnik e mozna odrzucié, jako nie wplywajacy na ekstremum przymusu,

za pomoca podstawienia liniowego
— . X;
]/mtxi —-—===§,
V'm;
mozna przeksztalci¢ do postaci

3n
2= e
i=1

Dwukrotnie rézniczkujac po czasie warunki dla jednostronnych wigzéw holonomicznych

L, <0 (k=1,2,...,m),

oraz jednokrotnie rézniczkujac warunki dia jednostronnych wiezéw anholonomicznych
3n
Zarzki—]-ar <0 @#=12..,D)
i=1
uzyskujemy m-+/ nieréwnofci liniowych wzgledem przyspieszen X;, ktére mozna przed-
stawié w postaci
3n

(1.2) Dbt A, <0 (=12 ..,m+I).

i=1 .

Mechaniczny problem okreslenia rzeczywistego ruchu ukladu punktéw materialnych na
podstawie zasady Gaussa najmniejszego przymusu sprowadza si¢ do poszukiwania mini-
mum Z przy warunkach (1.2), a wiec w pelni pokrywa sie ze sformulowanym przez
GAussa matematycznym problemem okre$lenia minimum sumy kwadratéw przy warun-
kach wyrazajacych sie przez nierdwnoéci liniowe. Wedtug $wiadectwa RITTERA [41]
GAuss nie mowil, jakie zagadnienia naprowadzily go na my$l o tym problemie mate-
matycznym. Naturalnie powstaje kwestia, czy sam Gauss zdawat sobie sprawe ze Zwiaczku‘
tych dwu probleméw? Czy matematyczny problem okreSlenia minimum sumy kwadra-
tow zmiennych, przy warunkach wyrazajgcych si¢ przez nieréwnoéci, zostal przezen
sformutowany w zwiazku z zasadq najmniejszego przymusu? Wiele posziak sklania ku
pozytywnej odpowiedzi na to pytanie. Najbardziej przekonywajaca spoéréd nich jest
wskazanie przez GAuUssa [26], [27] na istotne znaczenie warunkdw, wyrazonych przez
nieréwnoéci. Dlatego wla$nie centralne miejsce w pracy doktorskiej RITTERA zajmuje za-
stosowanie zasady najmnicjszego przymusu do ukladéw z wigzami jednostronnymi.

Zapoznajmy si¢ pokrétee z trefcia wspomnianego wyktadu GAussa o metodzie naj-
mniejszych kwadratéw [28].
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Rozwazany jest problem okreSlenia najmniejszej wartosci sumy kwadratéw
xi4x34 . 4 xE =R,
zmiennych Xy, X,, , X,, spelniajacych zadane nieréwnosci liniowe
=0 (i=4L2,..,m m>n).

W celu rozwiazanja tego problemu poszukiwany jest uklad takich wartosci zmiennych
x; = k;, ktory n spoéréd nieréwnodci przeksztatca w réownania
(1.3) ' u, =0, u=0,...,u4,=0
oraz spefnia pozostale m—n nieréwnosci
(1.4 tyyp1 > 0, Up2 >0, oyt > 0.
Znaleziony uklad wartosci zmiennych k,, k,, ..., k, stuzy jako punkt wyjéciowy poszu-
kiwan kierunku najszybszego zmniejszania si¢ sumy kwadratéw, tzn. kierunku, w kiérym
zadane zmniejszenie si¢ sumy kwadratow zmiennych osigga si¢ przy najmniejszej zmianie
ukladu ich wartoSci. Jako miar¢ zmiany ukladu warto$ci zmiennych Gauss przyjmuje
pierwiastek kwadratowy z sumy kwadratéw wariacji wartoéci poszczegdlnych zmiennych

V (0x1)? +(0x2)%+ ... +(Ox,)*.

W ten sposdb dochodzi GAuUsS do nastgpujacego problemu: spo$réd wszystkich kombi-
nacji wariacji zmiennych dx,, 6x,, ..., dx,, zmniejszajacych sume kwadratéw tych zmien-
nych o okreflong wielkosé
(1.5) O(RY) = —24,

znalez¢ taka kombinacje, dla ktorej ].l'/(:i}l)z—l—(dx_z)Z—f-'... +(0x,)%, a tym samym réw-
niez (dx, >+ (0x,)%>+ ... +(dx,)* przyjmuje najmniejsza warto$c.

Problem ten jest podobny do wyjsciowego, z ta réznica jednak, ze zmiennych dx; jest
o jedna mniej, niz zmiennych x;, gdyz jedna z dx; mozna wyrugowaé przy pomocy row-
nania (1.5), zamiast za§ poczatkowych m nieréwnosci mamy obecnie n nieréwnosci, uzy-
skiwanych przez wariowanie warunkéw (1.3)

(1.6) duy 20, Ou,>=0,...,0u,>=0.

Ta sama metoda stosowana jest do tego nowego problemu. Kazdy nastgpny krok
podobnych rozwazan zmniejsza liczbe zmiennych i nierdwnoéci o jedna (przy czym zmien-
nych pozostaje zawsze o jedna wiecej, niz nieréwnosci), co w wyniku doprowadza pro-
blem do zagadnienia z jedng zmienna (pozostale mozna wyrugowaé przy pomocy rownan)
i dwiema nieréwnoSciami. Na og6t rozwazany proces mozna réwnieZ przerwac wczeéniej.

W koncowym zagadnieniu z jedna zmienng odpada kwestia istotna we wszystkich
poprzednich zagadnieniach, mianowicie problem odpowiedniego wyboru zmian uktadu

warto$ci; zmiana wartoéci jednej zmiennej powoduje obecnie zmiany wartoéci pozosta-
tych n—1 zmiennych i chodzi tylko o wielko$é tej zmiany, niezbedna dla osiagniecia
minimum. Warunek ten okre§lony jest réwnoécia

(S(R,%_ 2) = 0 >

gdzie R, to suma kwadratéw zmiennych w ostatnim zagadnieniu. Po znalezieniu war-
todci zmiennych, spetniajacych ostatnie zagadnienie i przejécin wszystkich kolejnych kro-
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kéw do zagadnienia wyjéciowego, dochodzi si¢ do nowego ukladu wartosci zmiennych,
odpowiadajacego kierunkowi najszybszego zmniejszania si¢ sumy ich kwadratéw. Zmiana
tego nowego ukladu warto$ci w znalezionym kierunku doprowadza do ukladu wartosci
minimalizujacych sume kwadratéw, wzglednie przeksztatcajacych nieréwnodei (1.4) w réw-
nosci. W ostatnim przypadku rozwazony proces zostaje powtérzony wzglgdem tych nie-
réwnosci, ktére przeksztatcaja sig w réwnodci.

Pod pewnymi wzgledami C. F. Gauss nie w pelni rozwazyl zagadnienie minimum.
Dotyczy to przede wszystkim zalozen wyjSciowych: nie zawsze mozna znalezé uktad war-
tosci zmiennych, ktory przeksztalca w réwnosci n sposréd zadanych nieréwnoéci i spelnia
pozostate m—n nieréwnoéci. Gauss nie dowodzi tez jednoznaczno$ci rozwiazania pro-
blemu, o

Pomimo to samo sformutowanie problemu minimum, przy warunkach wyrazajacych
si¢ przez nieréwnosci, nadaje szczegdlng warto$¢ jego pracy. Pozwala ono wnioskowac,
7e Gauss pragnat doprowadzi¢ do konca problem matematyczny, wynikajacy z zastoso-
wania zasady najmniejszego przymusu do ogdlnego przypadku wigzéw jednostronnych.

Korzystajac z metod geometrii wielowymiarowej Gauss w swoich wyktadach potozyl
réwniez podwaliny pod geometryczne traktowanie zagadnienia minimum z nieréwnoscia-
mi. Jego idee staly si¢g podstawa odpowiedniego rozdzialu pracy doktorskiej RITTERA
[41]. Tak wigc, wypowiedziawszy w pracy z 1829 r. zasad¢ najmniejszego przymusu,
Gauss powrdcit do niej w ostatnich latach swojego Zycia, majac na celu sformutowanie
jej jako problemu matematycznego na ekstremum dla wigzéw jednostronnych, tzn. wy-
razajacych si¢ przez nieréwnoscl. ,

1.2. Podstawowe etapy ewolucji zasady Gaussa. Analiza materialéw zrédtowych umozliwia wy-
roznienie nastgpujacych etapéw ewolucji zasady Gaussa.

Pierwszy etap zawiera si¢ w okresie od pracy Gaussa (1829) do pracy R. LipsCHITZA
(1876). W swojej pracy Gauss podal jedynie stowne sformutowanie zasady.

W badaniach naukowcdéw niemieckich : REUSCHLE’GO [40], SCHEFFLERA [43], MOBI1USA [37],
RiTTERA [41], Zakotczonych na tym etapie praca stynnego matematyka LipscHiTzA [35],
rozwijano matematyczne interpretacje stownego sformulowania zasady Gaussa, wyjasnia-
no charakter wariacji w tej zasadzie, opracowywano analityczne sformulowanie zasady
we wspolrzednych kartezjanskich i nogodlnionych, ustalano zwiazek pomigdzy zasada naj-
mniejszego przymusu a metoda najmniejszych kwadratdw, stosowano zasade najmniej-
szego przymusu do problemoéw statyki.

Analityczne wyrazenie zasady wigzane jest zazwyczaj z nazwiskiem H. SCHEFFLERA.
Artykut ScHEFFLERA (1858) zawiera do§é systematyczne badanie zasady Gaussa, w toku
ktdrego uzyskuje si¢ analityczne wyrazenie dla przymusu w prostokatnym ukladzie wspét-
rzgdnych kartezjaniskich (1.1).

Jednakze praca SCHEFFLERA nie jest pierwszym obszernym badaniem zasady Gaussa.
Poprzedzita ja praca doktorska ucznia GAussa RITTERA (1853) oraz praca REUSCHLE'GO
(1845).

W zwiazku z zasada Gaussa trzeba tez wspomnie¢ o Podreczniku statyki MOBIUSA
(1837). MoBIUS rozwaza statyczna zasade najmniejszych kwadratéw nie jako szczegdlny
przypadek dynamicznej zasady Gaussa, lecz podaje dla niej samodzielne uzasadnienie,
wychodzac z zasady przemieszczenn wirtualnych.
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Stynny niemiecki matematyk R. Lipschitz [35] jako pierwszy skorzystal z wyrazenia
zasady Gaussa we wspolrzgdnych uogdlnionych, opierajac sig o wyniki swoich badan
rézniczkowych form kwadratowych i biliniowych. Praca LipscHITZA jest pogigbionym stu-
dium zasady Gaussa, zawierajacym ostateczne rozwiazanie kwestii interpretaciji stownego
sformulowania tej zasady, sprecyzowaniem charakteru wariowania.

Wyrazenie dla przymusu we wspdlrzednych uogdlnionych stato sie poczatkiem calej
serii prac, rozwijajacych sformulowania analityczne.

Dalsza ewolucja zasady jest istotnie zwigzana z pracami najwybitniejszych przedstawi-
cieli przyrodoznawstwa teoretycznego drugiej polowy XIX wieku: amerykanskiego ma-
tematyka i fizyka D. GiBBsa i austriackiego fizyka L. BoLTzMANNA, ktérych badania
w dziedzinie fizyki statystycznej bylty $cidle zwiazane 2z metodami mechaniki analitycznej.

Przede wszystkim nalezy tu wymienié¢ artykul Giesa [29]. Jako podstawowy wzor
dynamiki traktoje GiBss relacje

3n
Z [(X,-—mli,-) 5x,] < 0,
=I

!

ktéra wyraza w postaci wariacyjnej zasade Gaussa. Przechodzac w tej relacji najpierw
do wspdirzednych uogdlnionych, a nastepnie do quasi-wspdirzednych, uzyskuje GiBas.
réwnania ruchu w postaci wyprowadzonej znacznie pdZniej przez APPELA. Nastgpnie
Giees formuluje teze, ze zasada Gaussa dla ukiadéw z wigzami jednostronnymi jest
ogoblniejsza od zasady przemieszczen wirtualnych w polaczeniu z zasada D’Alemberta.

BoLTzMANN w Wykladach zasad mechaniki [23) szczegdtowo analizuje te teze GiBBSA,
nazywajac ja twierdzeniem Gibbsa. Mimo to, tezy GIBBSA i BOLTZMANNA nie mozna
uwazaé za stuszne. Zasada wirtualnych przemieszczen w polfqczeniu z zasada D’Alem-
berta, w tej postaci, jaka nadat jej OSTROGRADZKI (GiBBS 1 BOLTZMANN prawdopodobnie
nie znali prac OSTROGRADZKIEGO), umozliwia rozwigzanie zagadnien ruchu z wiezami jed-
nostronnymi, w tym samym stopniu co zasada Gaussa.

Pod wplywem prac GiBBsA i BOLTZMANNA, poczynajac od 90 lat XIX wieku, zasada
Gaussa zajmuje znaczne miejsce w badaniach szkoly austriackiej (prace WASSMUTHA [47,
48, 49], LEITINGERA [34], SCHENKLA [44], BRELLA [25]). W pracach reprezentantéw tej
szkoty dalszemu uéci§leniu ulega analityczne sformutowanie zasady i jej zwiazek z inny-
mi zasadami mechaniki.

Nastepny etap ewolucji zasady, siggajacy do naszych dni, zwiazany jest z badaniami
uczonych rosyjskich i radzieckich, spo$réd ktdrych w pierwszej kolejnoci wymienié na- -
lezy prace J.I. Grpiny, J. A. BoLoTtowA oraz N. G. CzeTAIEWA. J. I. GRDINA przeniost
zasade Gaussa na uklady anholonomiczne z wigzami wolowymi (1910-1916). J. A. Bo-
LoTow (1916) sformutowat nogélnienie zasady Gaussa, odpowiadajace nowemu spojrzeniu
na wyzwalanie vkladéw materialnych. O ile Gauss rozwazal pelne wyzwolenie ukladu
materialnego od wszystkich wigzéw, o tyle Bororow analizowal wyzwolenie czgsciowe,
polegajace na wyzwoleniu ukladu od wszystkich wiezow jednostronnych i czgéci wigzow
dwustronnych. BoroTow sformutowal dobitnie i wyraZnie podstawowe zatozenia, stano-
wiace podstawg dowodu uogéinionej zasady Gaussa. Postulaty te odegraly powazna rolg
przy kolejnych uogélnieniach zasady Gaussa, dokonanych przez uczonych radzieckich.
Uogdlniona zasade Gaussa wykorzystal Borotow do rozwiazania ztozonego zagadnienia

!
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stabniecia wigzéw jednostronnych. Borotow udowodnit réwniez stuszno$¢ uogélnionej za-
sady Gaussa w teorii uderzenia, ograniczajac si¢ we wszystkich przypadkach do uktaddw
holonomicznych lub liniowych anholonomicznych. Nieliniowe uktady anholonomiczne
nie zostaly rozwazone w pracy BOLOTOWA.

Kolejny etap uogdlniania zasady Gaussa zwigzany Jest z pracnml N G. CZETAIEWA,
dotyczacymi nieliniowych ukiadéw anholonomicznych®. ..

2. Ewolucja zasady D’Alemberfa-Lagrange’a i Gaussa w pracach A.P. Przeborskiego i N. G. Czetajewa

Z badaniami A. P. PrzeORSKIEGO [39] i N. G. CzETAYEWA [20] zwiazane jest prze-
niesienie zasady D’Alemberta-Lagrange’a na uktady z nieliniowymi wiezami anholono-
micznymi pierwszego rzedu, uzyskane dzieki odpowiedniemu uogdlnieniu pojecia prze-
mieszczenia wirtualnego. Uogdlnienie to zostalo dokonane w poczactkaéh lat 30 XX wieku
niezaleznie przez obydwu uczonych. Poza tym w pracy [39] PrzEBORSKI podat definicje
przemieszczenia wirtualnego dla ukladéw z wigzami anholonomicznymi drugiego rzedu,
liniowymi wzgledem przyspieszen. Niestety, praca PRZEBORSKIEGO [39] nie zostata nale-
zycie oceniona ani w swoim czasie, ani we wspdlczesnych badaniach z historii mechaniki.

Na przyktad, w pracy B. N. FRADLINA [18, s. 24] blednie przypisuje si¢ uogdlnienie
zasady D’Alemberta-Lagrange’a na uklady z wigzami anholonomicznymi drugiego rzedu
Hammerowr (1938), podczas gdy uogdlnienie to zawarte juz bylo w pracy [39] PRZEBOR-
SKIEGO, ukonczonej w marcu 1931 roku i opublikowanej w 1933 roku.

2.1. Badania A.P. Przeborskiego [391. W pracy [39] rozwaza PRZEBORSKI zagadnienie
formulowania réwnan ruchu ukladu z wigzami anholonomicznymi. Rozpatrywane sg
wigzy anholonomiczne pierwszego rzedu, liniowe lub nieliniowe wzgledem pierwszych
pochodnych wspdtrzegdnych oraz wigzy anholonomiczne drugiego rzedu, liniowe wzgle-
dem drugich pochodnych od wspdtrzednych.

We wstepie do swej pracy PRZEBORSKI stwierdza: «Zagadnienie formulowania réwnan
ruchu nieswobodnego ukladu materialnego posiada do$é obszernq literature. Wydaje mi sie
Jjednak, ze sformulowanie i rozwiqzanie tego zagadnienia nie jest jeszcze wystarczajqco
ogdlne. Widze przyczyne tego stamu rzeczy w tym, ze zagadnienie to analizowane bylo
prawie wylqcznie z czySto matematycznego punktu widzenia i mechaniczny punkt widzenia
byl przy tym calkowicie lub prawie calkowicie pomijany. Od 1912 roku wskazuje na to
nieustannie Delassu w calym szeregu swoich znakomitych artykuléw i w swoich ,,\Wykla-
dach dynamiki” (Paryz, 1913).

W 1921 r. Begen w swojej bardzo interesujqcej pracy doktorskiej na temat ,,Teoretyczita
analiza kompaséw zyroskopowych Anmtschutza i Sperry’ego”, wychodzqc z tego punkiu
widzenia, zbadal nowe wigzy, nazwane przezen serwowiezami. Jednakze Begen nie wypro-
wadzil ogdlnych wnioskdw.

Moim celem jest sformulowanie w ogdlnej postaci zagad-
nienia budowania réwnan ruchu nieswobodnego ukladu ma-

B W pracy tej ograniczyliémy sie do krotkiego przegladu podstawowych etapdw ewolucji zasady
Gaussa. Bardziej szczegblowy zarys historii tej zasady mozna znalez¢ w ksiazce: H. 5. Ilbiranosa,
Eezenuii Anexcandposuy Boaomoe, M. Nag-so «Hayxan, 1969.
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terialnego oraz podanie rozwiqzania tego zagadnienia dla
przypadkdw, najczesciej spotykanych w praktyce» [39,s. 184]%.
Przeborski wyprowadza réwnania ruchu uktadu z anholonomicznymi wigzami nie-
idealnymi, zakladajac znajomo$¢ sumy prac elementarnych, wykonanych przez reakcje
wiezow R; na wszelkich dopuszczalnych przemieszczeniach ukiadu dx;, tzn.
n 3n

2.1) ZRi(sxi = Z Pidx;,

i=1 =i
gdzie P, sq danymi funkcjami 7, x;, xi, X;.
Jezeli analityczne warunki wigzdw wyraZzone sa réwnaniami

22 fi=0 (k=1,2..,p),
to przemieszczenia wirtualne JOx; okresla PRzEBORSKI jako takie przemieszczenia, ktdre
spetniajg réwnania

3n

A
(2.3) Zé-lax,:o (e=1,2, ..p),

i=1

przy czym §&; = x;, gdy odpowiednie wiezy sa holonomiczne; & = x;, gdy wiezy sa
anholonomiczne pierwszego rzedu, liniowe lub nieliniowe; X; = &; dla przypadku wigzéw
anholonomicznych drugiego rzedu, liniowych wzgledem drugich pochodnych od wspél-
rzgdnych. Do takiej definicji przemieszczen wirtualnych dla rozwazanych wigzéw an-
holonomicznych doprowadzilo PRZEBORSKIEGO wyprowadzenie rdwnan ruchu w postaci
réwnan Lagrange’a pierwszego rodzaju. Zapisujac na podstawie zasady wyzwalania od
wigzéw réwnania ruchu uktadu n punktéw materialnych w postaci

(24) m,J\Li:er—Ri (l: 1,2, ...,3”),
gdzie X; sg sktadowymi sit czynnych, oraz zakladajac, ze przemieszczenia wirtualne uktadu

spelniaja relacje liniowe
In

2.5) DApdi=0  (j=1,2,...p),
i=1
gdzie 4;; sa danymi funkcjami ¢, x;, %;, X;, autor uzyskuje wzory na reakcje wigzéw
. p
(26) R,:P,—'—Z‘AJAJ, (121,2,,31'1)
j=1

Rdéwnania ruchu (2.4) sa przedstawione w postaci

p
mix:l:Xi—{_Pi_'_Z}‘jAji (l':l, 2,...,371).
j=1

Mnozniki wigzéw A; okreélone sa z réwnan liniowych

22 3n 3n
N0 1 o, 1 3, B _
(27) gl‘,;za—fl!{h_’_ £ ?’—a?l'(X,—'—P,)—{—wk———O (k——l,2,,[)),

» Podkreslenic moje (N: C.).
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gdzie & == x; dla wiezédw holonomicznych, &; = x; dla wigzéw anholonomicznych pierw-
szego rzedu (liniowych i nieliniowych), & = X; dla wigzéw anholonomicznych drugiego
rzedu, liniowych wzgledem drugich pochodnych od wspélrzednych; wy jest zadana funkcja
1, x;, X;.

Wyznacznik 4 ukladu réwnan (2.7)

A—lugl (=12 D,

3n
N | k
= Ly g
l

gdzie

ma nastepujaca postaé:

3n I
AL %o

m; 0x; Ox;

k,j=12,..,p),

i=1

w przypadku, gdy wszystkie wiezy (2.2) ukiadu sa holonomiczne, za§ przemieszczenia
wirtualne dx; spelniaja relacje

3n
Z 3f1 0x; (i=12,...,p), tzn. A= 3f1

0x

Jezeli wiezy (2.2) sa niezalezne, to 4 # 0%, wobec czego z uktadu (2.7) mozna wyznaczyé
mnozniki Z;.

Na to, by mnozniki A; mozpa bylo wyznaczy¢ w przypadku wigzoéw anholonomicz-
nych pierwszego rzgdu, wystarczy przyjaé, ze

9
S
co oznacza, Ze przemieszczenia wirtualne sa zdefiniowane jako wielkosci spetniajace row-
nania
3n

0
Z Jl =0 (kj=12..p),

1=
Wowcezas wyznacznik 4 przyjmie postaé

3n !

A= !2_1_,@1,‘%

i dla wigzéw niezaleznych bgdzie oczywiscie réznit sie od zera. Zupehie tak samo dla
wiezéw anholonomicznych, liniowych wzgledem drugich pochodnych od wspdtrzednych
wystarczy zalozyé

%
A= 0%

4 I“.A K. Cycnor, Teopemuueckan sexanuxa, M., 1946, 195-196,
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Wyznacznik 4 ukladu (2.7), w tym przypadku, oblicza si¢ ze wzoru

3n
LY Y,

ll m; 3X, ax,

A:

i nie jest rowny zeru, gdyz zakfada sig, ze wigzy sg niezalezne. W przypadku, gdy na
uklad punktéw materialnych natozone sg wigzy wszystkich trzech rozwazanych rodzajéw,
wyznacznik A w sposdb oczywisty rézni sie od zera i z uktadu (2.7) mozna wyznaczyé
mnozniki 4;.

W omawianej pracy [39] PrzeBORSKI wyprowadza tez réwnania ruchu uktadu z wie-
zami nieidealnymi wszystkich trzech wspomnianych rodzajéw, odpowiadajace réwnaniom
Lagrange’a drugiego rodzaju. Zaklada sig, ze dana jest praca sit reakcji na przemieszeze-
niach wirtualnych, spetniajgcych réwnania liniowe (2.5).

Nijech dane beda réwnania wiezow holonomicznych:

(2.8) fi=0, fo=0, ..  f.=0,
wigzéw anholonomicznych pierwszego rzedu:

(2.9) C Seer =0, fay2=0, .., fuu=0
oraz liniowych wigzéw anholonomicznych drugiego rzedu:

(2.10) a1 =00 fusw2a=0, . Susuey =0,

przy czym m-+h+g = p.
Uwzgledniajac réwnania (2.8) wiezéw holonomicznych, mamy

(2.11) xi=xi(t, g, q2s - q) (= 1,2,...,3n),
gdzie ¢4, q,, ..., g, — wspolrzegdne uogdlnione, u = 3n—m.

Uogdlnione predkosdet ¢, spelniajace rownania (2.9), mozna wyrazi¢ jako funkcje
pewnych v = u—h dowolnych parametréw r,

(2.12) G =l g1> o gus P o iy (k=1,2, ..., ).
Z réwnan (2.11) i (2.12) mamy woéwczas

(2.13) Xi =Lt gus s Gus Fis s 1Y),

(2.14) ' % == iy G ooor Gy Fro oeor Pl Fis o 1Y)

Z réwnan (2.10) wigzéw, po podstawieniu do nich wzoréw (2.11), (2.13) i (2.14) dla

X;, X;, X;, mozna otrzymaé wyrazenie dla i, w funkcji od g = v—g dowolnych para-
metréw s, w postaci '

(2.15) to =TL(t qus s qus Frs con Fs Sy, 0 8p) (0= 1,2,...,9).

Tak wigc okreslenie ruchu ukladu sprowadza sie do wyznaczenia p+v+ o funkcji gi, r.
i s5. Funkcje te spetniaja u-+v réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu (2.12) i (2.15).
Pozostale ¢ brakujacych rownan otrzymuje sie z zasady D’Alemberta-Lagrange’a dla
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6x;, spelniajacych réwnanie (2.5). Do p réwnan (2.5) dodaje sig jeszcze 3n—p dowolnych
relacji o postaci
3n

(2.16) M dyoidxi=o0, (I1=1,2,..,3n—p),
i=1

gdzie A,,,; sa funkcjami 7, x;, x;, ¥;, za$ do, sa dowolnymi liczbami, takimi, ze réwnania
(2.5) i (2.16) tworzg uklad niezalezny, liniowy wzgledem dx;. Na podstawie (2.11), (2.13),
(2.14) i (2.15) wszystkie 4;; (i,j=1,2, ..., 3n) mozna rozpatrywac¢ jako funkcje ¢, g,
Ty Sg.
Z réwnan (2.5) i (2.16) otrzymujemy
3n—p
(.17 o= D) aydoy,  (i=1,2,..,3n).
=1
Z réwnan (2.15) 1 (2.17) ze wzgledu na dowolnoé¢ do; mamy

: 3n
(2.18) Majay=0 (=120 =12 ..,5p).
i=1

Podstawiajac do réownania D’Alemberta-Lagrange’a wzér (2.17) dla dx;, uwzglednia-
jac réwnania (2.18) i wzor (2.6) dla reakcji oraz biorac pod uwage dowolnoéé wielkosci
do;, wyprowadzil PrzEBORSKI réwnania ruchu ukladu w postaci

3n
(2.19) D aymi—X—P)=0 (I=1,2,..,0; ¢ = 3n—p).

i=1
Ze wzgledu na relacje (2.11), (2.13), (2.14) i (2.15) réwnania (2.19) sa skoficzonymi réw-
naniami wzgledem wielkoSci gy, ra, Sp. OkreSlajagc z nich o wielkosei s; i podstawiajac
uzyskane wyrazenia do réwnan (2.15) i (2.12), otrzymujemy g+ réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu dla wyznaczenia u-v funkcji r, 1 q,. W celu zupelnego wyznaczenia
tych funkcji wystarczy zadaé ich warto$ci w pewnej chwili czasu #;.

Jezeli wigzy nalozone na uklad sa idealne holonomiczne i liniowe anholonomiczne
plerwszego rzedu, to z réwnan Przeborskiego (2.19) wynikaja réwnania Maggi’ego®’, wy-
prowadzone dla tego wlaénie przypadku.

2.2 Zasady Gaussa i D’Alemberta-Lagrange’a w pracach N.G. Czetajewa. W  dziedzinie
zasad rtézniczkowych - mechaniki analitycznej uczeni radzieccy uzyskali wyniki
o wybitnym znaczeniu uogdlniajacym. Dotyczy to przede wszystkim badan rézniczko-
wych zasad mechaniki w tworczoéci naukowej wybitnego uczonego radzieckiego N. G. Cze-
TAJEWA. Niewatpliwie decydujacy byt wplyw idei CZETAJEWA na dalsze badania radzieckiej
szkoly mechaniki w tej dziedzinie.

W pracy [20] CzETaJEW przenidst zasadg D’Alemberta-Lagrange’a na nieliniowe wigzy
anholonomiczne pierwszego rzedu, nogélniajac pojecie przemieszczenia wirtualnego. Cze-
TAJEW podal taka definicje przemieszczen wirtualnych, ktéra pokrywa si¢ z definicjg tych

% Maggi, O., Di alcune nuove forme delle equazioni della dinamica, applicabili ai sistemi anolonomi,
Atti della Reale Accademia dei Lincei, Rendiconti della classe di scienze fisiche, matematiche e naturali,
Roma, ser. 5, v. 10, 2-¢ sem. 1901, p. 287-292. Patrz réwniez: T. Jlesu-Uusura u Y. Amansay, Kype
meopemuneckol Mexanuxu, Tom 11, wacre I, M., 1951, 324-326.
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przemieszczen dla ukiadéw holonomicznych i liniowych anholonomicznych i dla ktdrej
zasady D’Alemberta-Lagrange’a i Gaussa staja si¢ niesprzeczne.

Niech na ukfad natozone sa w ogdlnym przypadku nieliniowe anholonomiczne wiezy
rzedu pierwszego. Jezeli uklad posiada k stopni swobody, to sktadowe predkoscei punktow
ukladu w ruchu rzeczywistym w rozpatrywanej chwili mozna przedstawié jako funkcje
niezaleznych wielko$ci g, i ich pochodnych po czasie

(2.20) Xi=a(tgqs) (=12,..3n s=12,..k).

Przemieszczenia wirtualne okre$lone sa wedlug CzeTAlEWA relacjami

]‘.
\ 8(11
(2.21) ox; = 2 i, 0gs,
gdzie og, sa dowolnymi wielkosciami nieskoniczenie matymi®.
Idealne wigzy- obustronne okre$lone sa aksjomatycznie jako takie, dla ktérych przy
zadanych sitach zewnetrznych stuszna jest zasada D’Alemberta-Lagrange’a
n

(2.22) 2 (miXi—~X;)ox; = 0,

i=1

wzgledem przemieszczen wirtualnych (2.21). Z okreélenia (2.22) wyprowadzona jest za-
sada Gaussa w uogdlnionej postaci, odpowiadajaca nowemu spojrzeniu na wyzwolenie
ukladu materialnego. O ile Gauss rozwazat petne wyzwolenie ukladu materialnego (wy-
zwolenie od wszystkich wigzéw), zas BoLoTow — wyzwolenie czesciowe (wyzwolenie ukla-
du od czebci wigzdw), o tyle CzETAIEW nazywa wyzwoleniem ukiadu materialnego wszelkie
przeksztalcenie, rzadzone przez okreslony algorytm matematyczny (wyzwolenie parame-
tryczne); mianowicie, jezeli w ruchu rzeczywistym ukladu sktadowe predkosei jego punk-
téw zadane sg wzorami (2.20), to w ruchu wyzwolonym zadane sa wzorami

(2'23) jci = ai(t' qs> QS)+ai(t’ qss Mrs 7'7r)’

gdzie «; sa dowolnymi funkcjami zaznaczonych zmiennych, za$ liczba nowych parame-
tréow n, réwna jest liczbie nowych swobdd, uzyskanych przez uklad. CzETAIJEW przenidst
uogdlniona zasade Gaussa w postaci BoLoTOwA na nieliniowe uklady anholonomiczne
dowodzac, Ze dla nieliniowych uktadéw anholonomicznych i przy zaproponowanych przez
niego aksjomatycznych definicjach przemieszczen wirtualnych i wyzwolenia, odchylenie
rzeczywistego ruchu ukladu od ruchu wyzwolonego jest mniejsze od odchylenia dowol-
nego z ruchéw wirtualnych od tegoz ruchu wyzwolonego.

Z réwnan wigzédw (2.20) i okreslenia (2.2]1) wynika, ze istniejg przemieszczenia wir-
tualne, proporcjonalne do réznicy dx;— 6x; pomiedzy zmiana predkosci punktéw ukladu
w czasie d¢ dia ruchu rzeczywistego 1 takaz zmiana predkosci dla ruchu wariowanego
wedtug Gaussa. W tym przypadku, réwnanie D’Alemberta-Lagrange’a (2.22) mozna
zapisa¢ w postaci

3n

(2.24) D (mydiei— X, dt) (di— 8%;) = 0.
i=1

® Zachowano oznaczenia N. G. Czetajewa (N. C.).
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Z definicji wyzwolenia (2.23) ukfadu w sposéb oczywisty wynika, Ze przemieszczenia
wirtualne danego ukladu znajduja si¢ w zbiorze przemieszczen wirtualnych vkladu wy-
zwolonego. Jezeli zatozymy, ze w chwili ¢ punkty uktadu w ruchu wyzwolonym maja te
same predkosci, co w ruchu rzeczywistym, za§ w odcinku czasu dt oddzialywuja na nie
te same sity zewnetrzne X;, to dla uktadu wyzwolonego réwnania D’Alemberta-Lagrange’a
maja postaé

3n

(225) D (miiy—Xidt) (dii— 83) = 0,
=1

gdzie OX; oznacza zmiane predkosci punktéw ukiadu w ruchu wyzwolonym w ciagu
czasu dt.
Qdejmujac rdwnanie (2.25) od réwnania (2.24) CzeTAIEW otrzymuje zwiqzek w postaci:

(2.26) Agst+Agy—Ays = 0,

gdzie wielko$é

3n

Ay = Zmi(dxi_éxi)z:
=1

.oznacza odchylenie ruchu rzeczywistego (4) od ruchu wirtualnego (8) w czasie dr. Ana-
logicznie okrelone sa wielkoSci Ay, i Ays. Ze zwiazku (2.26) wynikaja dwie nieréwnosci

(2.27) : Aus < Ays,
(2.28) Aay < Asy.

Nierownoéé (2.28) wyraza uogdlniony zasade Gauvssa: odchylenie rzeczywistego ruchu
ukfadu (d) od rzeczywistego ruchu (9) ukiadu wyzwolonego w sensie CZETAJEWA jest
mniejsze od odchylenia tego ostatniego od dowolnego ruchu (§) wirtualnego (wariowa-
nego wedlug GAUSSA).

W szczegdlnym przypadku, jezeli uktad zostaje zupelnie wyzwolony z wiezdw, nieréw-
nos¢ (2.28) wyraza zasade Gaussa w postaci klasyczne;.

Znaczenie ideowe omdwionej pracy CZETAJEWA jest olbrzymie. Oznacza ona nowy etap
w rozwoju mechaniki analitycznej. Poprzez wprowadzenie dla nieliniowych ukfadéw an-
holonomicznych pierwszego rzedu takiego pojecia przemieszczenia wirtualnego, ktore nie
wyprowadza poza ramy podstawowej zasady dynamicznej — zasady Gaussa, CZETAJEW
znakomicie rozszerzyt dziedzing zastosowan mechaniki analitycznej, wlaczajac do niej
nieliniowe uktady anholonomiczne pierwszego rzedu. OkreSlenie przemieszezen wirtual-
nych, podane przez CZETAJEWA, jest najbardziej ogdélnym spoérdd przyjetych w obecnej
chwili. Z okre§lenia tego korzystano w wielu nastepnych badaniach. Dzieki podane] przez
CzeTAIEWA definicji parametrycznego wyzwolenia ukfadu, stanowigcej nogdinienie pojec¢
wyzwolenia, proponowanych przez GAUSSA [26], MACHA [36] i BoroTowaA [2], ulega roz-
szerzeniu klasa ruchéw poréwnywanych w zasadzie najmniejszego przymusu,

Z kolei, powyzsza definicja wyzwolenia zostala dalej rozwinigta w pracach N, J. Ko-
czINA 1 W. T. KirczeTowA. CzETAJEW jako pierwszy zwrdcil uwage na nieréwno$é (2.27),
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ktéra wraz z nieréwnoscia (2.28) wynika z réwnania (2.26) i wyraza zasade w sposéb
konieczny wyplywajaca z zasady D’Alemberta-Lagrange’a: odchylenie rzeczywistego ruchu
(d) uktadu od ruchu wirtualnego (4) jest mniejsze od odchylenia tego ostatniego od ruchu
wyzwolonego (0).

W pracy, opublikowanej w 1941 r. [20], CzETAJEW przypisuje zasadzie Gaussa 1 jej
klasycznej postaci interpretacj¢ energetyczng. Rozpatrywany jest uklad punktéw mate-
rialnych z idealnymi holonomicznymi i liniowymi anholonomicznymi wigzami. Dla rze-
czywistego ruchu ukltadu i ruchu wariowanego wedtug Gaussa w czasie ¢f konstruowany
jest cykl elementarny, sktadajacy si¢ z ruchu na wprost w polu sit oddziatywujacych
i ruchu powrotnego w polu sil, wystarczajacych dla spowodowania ruchu rzeczywistego,
gdyby uklad byl swobodny. Zakladajac, Ze dzialajace sily sa zaleine od czasu, wspot-
rzednych i predkosei (co oznacza, ze ich wariacja wedlug Gaussa jest réwna zero) Cze-
TAJEW otrzymuje dla gaussowskiej wariacji pracy na cyklu elementarnym wielko$é

In

a* O 1 -
a4 =~ A% s, K= mi%i),

ktéra zgodnie z zasada Gaussa zeruje sie. Wobec tego, Ze
A4 < 0,

otrzymujemy, 2e praca 4 na cyklu elementarnym ruchu rzeczywistego jest maksymalna.

Z omoéwiong pracg CzeTAJEWA bezpofrednio laczy sie jego analiza ruchdw wymuszo-
nych [21].

Rozwazany jest ruch ukladu mechanicznego, zaleznego od pewnych parametréw @;,
zmieniajacych sig w sposéb wymuszony, przy czym zmiany parametrow zwigzane sa ze
wspotrzednymi ukladu i nie dopuszczaja hipotezy zmian bardzo powolnych lub adiaba-
tycznych. Wigzy natozone na uklad sg z zaloZenia idealne i ograniczaja przemieszczenia
wirtualne dx;, dy;, dz;, §0; przy pomocy relacji liniowych.

Dla rozwazanych ukladéw formutuje sie podstawowa zasade dynamiki, uogdlniajaca
zasadg D’Alemberta-Lagrange’a w postaci

(2.29) Z [(jS’—/-’/tél) 80,4 (Xi—m X)) Oxy4- (Y —m; ) Opi (2, — i 2,) 0z,] = 0,
i1

gdzie @; oznacza wymuszenie parametru f;, odpowiadajacego punktowi ;. CZETAIJEW
podaje dalej wariant zasady (2.29), budujgc elementarny cykl dia rzeczywistego ruchu
uktadu i ruchu wariowanego wedlug Gaussa (wyobraZalnego); cykl skiada si¢ z ruchu
na wprost w polu sit oddzialywujacych oraz wymuszen i ruchu powrotnego w polu sif,
wystarczajacych dla spowodowania ruchu rzeczywistego, gdyby ukiad byl swobodny.

Wzér Czetajewa dla gaussowskiej wariacji pracy na cyklu elementarnym ma postac:

2 ”_1 . .
A4 = B0 N ) M+ () A5+ (Vi 3) A5 (Zimmyz) 4],
iI=1

2 Mechanika Teoretyczna
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Przy zalozeniu, ze zadane sily X;, Y;, Z; nie zaleza od przyspieszefi, za§ wymuszenia @;
nie zaleza od predkosci i przyspieszen, CzeTaJEw wyraza 44 w postaci

Coar N[l L
AA——"“TAPZ:[TM—J[ (D —pth) +Tmi{(Xi mX)? (Y —miy)? 4 (Zi—my z)°) |

Wobec tego, ze z zaloZenia przemieszczenia wirtualne zwiazane sa relacjami liniowymi,
mamy

dr?
2

- arr . dr? . > .
zJGi = (50,-, T'AA,‘ = O./\i, 2 "Ay,- = (5)1,', —2'>AZ,~ = 62[.

Oznacza to, ze z zasady (2.29) wynika 44 = 0, za§ wobec 424 < 0, praca na cyklu
elementarnym dla ruchu rzeczywistego jest maksymalna. Zauwazmy, Ze suma

a1 4 AU . - .
;, [Z 7 PO A (Vim i3+ (ZimiZe) }]

moze by¢ rozpatrywana jako wyraZenie dla przymusu Z, zas$ podstawowa zasada ruchu
(2.29) moze réwniez byé przedstawiona w postaci

Z [((D,-—,uﬁ,-)l]é,-—{—(X,-Mln,-i\;,«)A:\;,-»I— (Y,-—m,-ji,-)Aj},-+(Z,~—m,-§i)A'Z',-] = 0.
=1

W pracy [22] CzeTAlEw sformutowal ogélna zasade dynamiki dla ukladéw z tarciem, nie
zawierajacqa w jawnej postaci reakcji wiezow na przemieszczenia wirtualne, ortogonalne
wzglegdem rzeczywistych predkosci punktéw ukliadu, tzn. spelniajace warunki

5ci(3x;—l—yi5y;—l—2;(52i =0 (l = l, 2, ...,11).

Zbidr takich przemieszezenn CzETAJEW nazwal (C) — przemieszezeniami. Dla najbardziej
rozpowszechnionych wigzow z tarciem, praca sit reakcji, oddziatywujacych na materialne
‘punkty ukiadu w danej chwili, wykonana na (C)— przemieszczeniach, jest réwna zeru

n

’ Z(R,-xaxi—{—R,-yﬁyi—l-Rizézi) = 0.

i=1

Przez wyrugowanie z tego warunku reakcji wigzéw R;., R;,, R;, przy pomocy réwnan
ruchu, CzETAJEW wyprowadza zwiazek

(2.30) 2 [(m X — X3) O+ (1m0, 3, — Y ) Oy + (m; 2,— Z3) 8z;] = 0,

i=1
stuszny dla dowolnych (C) — przemieszczeni; zwiazek ten mozna traktowaé jako uogdlnie-
nie zasady D’Alemberta-Lagrange’a na uklady z tarciem. Zasada (2.30) zostala dalej
rozwinigta w pracach [13 i 14] W. W. RUMIANCEWA.
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3. Dalsza ewolucja réiniczkowych zasad wariacyjnych w pracach uczonych radzieckich

Istotne miejsce w badaniach uczonych radzieckich zajmuje zasada najmniejszego przy-
musu Gaussa. Bodzcem do dalszego rozwijania tej zasady postuzyly prace N. G. Czk-
TAJEWA, uogélniajace zasade najmnigjszego przymusu. Rozpatrzmy przede wszystkim
ewolucje pojecia «wyzwolenia» ukladu materialnego.

3.1. Ewolucja pojecia «wyzwolenia» ukladu w pracach N. J. Koczina i W. J. Kirgictowa.
Przy parametrycznym wyzwoleniu wedlug CZETAJEWA mozZe zmieniaé sie sens geome-
tryczny wspotrzednych uogélnionych.

N.J. Koczin [8] przeanalizowal wyzwolenie ukladu, przy ktérym sens geometryczny
wspolrzednych nie ulega zmianie, mianowicie wyzwolenie od wszystkich lub od czesci
wiezéw anholonomicznych.

Niech konfiguracja ukiadu materialnego 1 punktéw bedzie okreslona w kazdej chwili
czasu przez k wspolrzednych uogdlnionych g, tak, ze wspohrzedne kartezjanskie sa zwig-
zane z nimi relacjami

3.0 xi=ot,q) (=12,..,3n; s=12,..,k).
Niech poza tym na ukiad natozone sa k—/ wiezy anholonomiczne
(3.2) Sllige ) =0 (r=1,2,.., k=1 s=12,..,k),

réwnania ktérych mozna zapisa¢ w postaci — rozwigzanej wzglgdem k—/ predkosci uogdl-
nionych
(3.3) @ =F(tgnq) (=I1+1,.,k; u=12..0D.

" Po zrézniczkowaniu relacji (3.1) 1 wykorzystanin réwnan wigzéw anholonomicznych
(3.3), otrzymujemy zalezno$¢ '

! k
) ) Jda; Y Jot; . Jda .
(34) X; = ai(ta C_Is, qp) = T, _l— 2 Y qll+ Z —[-Fv(l‘, (Isa qy)
Jt aqv aqv
Iy ne=1 y=[+4+1
Przemieszczenia wirtvalne okre§lone sa wediug CZETAJEWA przez réwnosci
I 0
3 .
(3.5) Ox; = 7‘.1'— S¢»
s qu
lub po uwzglednieniv (3.4) przez réwnosci
l 0 : do; 0
. " dx; OF,
(36) 5xi . Z{aaz + Z 3(!, T} (Sq,:.
n=1 qr y=[41 @ qﬂ

Koczin dowodzi, ze przemieszczenia wirtualne dx; uktadu wyzwolonego od wszystkich
wiezéw anholonomicznych (3.2) zawieraja przemieszczenia wirtualne ukladu rzeczywi-
stego dx;,

k

doy ——
(37) (3x,» = —-i (3 .
S,

i=1

2%
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Rzeczywicie, rownanie dx; = dx; mozna spetni¢, zakladajac

I
Oq, =0g, (wm=12,..,0), dg, = S{ zlq:: dqe (w=I1+1,..,k).
s

Analogicznie dowodzi sig, Ze jezeli uklad jest wyzwolony od czg§ci wigzéw anholono-
micznych, to przemieszczenia wirtualne danego ukladu znajdujg sie wéréd przemieszezen
wirtualnych ukiadu wyzwolonego. Wyzwolenie ukladu z wigzami holonomicznymi i linio-
wymi wiezami anholonomicznymi, rozwazane w pracy BoLOTOwA [2], staje si¢ szczegdl-
nym przypadkiem rozpatrzonego sposobu wyzwalania, jeZeli jako wyjsciowe wspdtrzedne
uogdlnione g, rozwazymy wspéirzedne kartezjaniskie punktéw x;.

Problem wyzwalania vkladéw materialnych zostal zbadany od strony jakoSciowej
w latach 60-tych przez W. 1. KirgeTowa [6]. Podana zostala wystarczajaco ogélna de-
finicja jako$ciowa wyzwolenia ukladu, po czym z definicji tej wyprowadzono algorytm
matematyczny wyzwolenia.

Autor rozpatruje uklady typu Crzetajewa-Przeborskiego, tzn. ukiady z nieliniowymi
wigzami anholonomicznymi pierwszego rzgdu. Jezeli réwnania wigzéw wzigto w postaci

Slt,x, x) =0 (r=12,..,0,
to przemieszczenia wirtualne wedtug CzETAJEWA-PRZEBORSKIEGO okre§lone sg zwigzkami

3u
\ 9, _ _
% 6x;=0 (r=12.0D.

i=1

Uklad uwazany jest za bardziej swobodny w danym stanie, jezeli zbidr przyspieszen,
ktérym moze on ulega¢ w tym stanie, rozszerza sig w poréwnaniu z ruchem rzeczywistym.

Wyzwoleniem ukladu materialnego nazywane jest wszelkie jego przeksztalcenie, ktdre
nie zaweZajac zbioru dopuszczalnych stanéw ukladu, czyni uklad w kazdym ze standw
bardziej swobodnym. .

Wobec tego wszelkie stany i przyspieszenia, dopuszczalne w ukladzie podstawowym,
uwazane sq za dopuszczalne w stanie wyzwolonym.

Wychodzac z tego jako$ciowego okreSlenia wyzwolenia, formutuje KirGETOW uo0godl-
niona zasad¢ Gaussa dla rozwazanych ukiaddéw.

Niech A oznacza uklad Czetajewa-Przeborskiego, za§ B — uklad otrzymany z 4 po-
przez wyzwolenie, przy czym zbidr jego przemieszczefi wirtualnych ox; zawiera prze-
mieszczenia wirtualne dx; ukladu A4; u; oraz v; sa przyspieszeniami punktéw ukladu 4,
odpowiednio w ruchu rzeczywistym i dopuszczalnym, w; — przyspieszenia punktéw uktadu
B w ruchu rzeczywistym, X; — sily oddzialywujace na uklad, jednakowe dla obydwu
ukiadéw 4 i B.

Zasada D’Alemberta-Lagrange’a dla ukladow 4 oraz B ma odpowiednio postaé

In

(3‘8) Z (m,-u;—X,-)éx,- = O,
i=1

3n

(3.9 D) (maw,—X)dx; = 0.
i=1
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Wobec tego, ze przemieszcezenia wirtualne uktadu B zawieraja przemieszczenia wirtualne
ukladu 4, réwnanie (3.9) mozna zapisa¢ w innej postaci, mianowicie

) 3n
(3.10) E (myw;— X)) 0x; = 0,

i=1

Odejmujac od réwnania (3.8) réwnanie (3.10) otrzymujemy

3n
(3.11) Zmi(u,-~wi) dx; = 0.

i1
Dla uktadéw Czetajewa—P.zeborskiego istnieja przemieszczenia wirtualne, proporcjonalne
do réznicy przyspieszen pomigdzy ruchem rzeczywistym i dopuszczalnym, mozna wige

przyja¢

5x,- = U;—;-

Podstawiajac to wyrazenie dla przemieszczen wirtualnych do réwnania (3.11) otrzymujemy

3n
2 m,'(ui— Wi)(u,;‘—'vf) =0,
i=1

Ostatnia relacja prowadzi do znanej toZzsamoéci
(312) AHD_AU\V+AWN = 0’

gdzie
3n
\ | m
Auv = 2’ -2_1’ (ut'_“'vi)z’

i=1

za§ wyrazenia dla 4,, i A4,, sa analogiczne.
Ze zwiazku (3.12) wynikaja dwie nieréwnoéci

A“U < AUW? AW!I < AI)W‘

Druga z tych nieréwnoéci jest wyraZeniem dla uogdlnionej zasady Gaussa. Wychodzac
z jako$ciowej definicji wyzwolenia, KIRGETOw wyprowadza dla niego algorytm matema-
tyczny. Porownujac algorytm uzyskany przez KIRGETOWA z algorytmem CZETAJEWA wi-
dzimy, ze réznica pomiedzy nimi polega jedynie na réznym stopniu ogdlnosei funkcji stu-
zacych do ich wyrazenia.

3.2. Zasady réiniczkowe dla ukladéw materialnych z liniowymi wiezami anholonomicznymi drugiego
rzedu. W pracy [7] KirGerowa dokonane zostalo dalsze uogélnienie zasady D’Alember
ta-Lagrange’a na uklady z liniowymi wigzami anholonomicznymi drugiego rzgdu

3n
(3.13) Mayti=a, (A=12..,m),

i=1
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gdzie wspbtezynniki a};, a; zaleza od 4, x;, X;. Przemieszczenia wirtualne takich ukladéw
spelniaja wedlug PRZEBORSKIEGO zalezno$ci liniowe

3n

(3.14) Mayoxi=0 (A=1,2,..,m),
i=1

gdzie wspllczynniki @;; sg identyczne ze wspolczynnikami réwnania (3.13).

Kimrgerow udowodnit, Zze w ramach takiej deflinicji przemieszczen wirtualnych, zasady
Gaussa i D’Alemberta-Lagrange’a staja si¢ niesprzeczne, tzn. obydwie zasady prowadza
do tych samych réwnan ruchu. RzeczywiScie, z warunku minimum przymusu

3n 2
NTmife X
L 7 ! m;

i=1

2

dla ruchu rzeczywistego z uwzglednieniem réwnan wigzow (3.13), otrzymuje si¢ rownania
ruchu w postaci

i
(3.15) mF—Xi+ Y man=0, (=12 ..,3n),

=1
gdzie ¢; sa niecoznaczonymi mnoznikami Lagrange’a. Te same réwnania ruchu uzyski-
wane sg z zasady D’Alemberta-Lagrange’a. Dolaczajac do rownan D’Alemberta-Lagran-
ge’a rownania (3.14) pomnozone przez nieoznaczone mnozniki, otrzymujemy réwnanie

3n m 3n

Z (m;x;—X7) x;+ Z o, Za;,-éx,- =0,
i=1 =1 izl
z ktdrego przy odpowiednim doborze mnoznikéw o, mozna uzyskaé réwnania (3.15).

Dalej Kirgerow dowodzi, ze definicja (3.14) przemieszczen wirtualnych ma wlasnosé
jednoznacznoéci. Polega ona na tym, ze wszystkie mozliwe liniowe definicje przemieszczen
wirtualnych uktadu materialnego, w ktérych przemieszczenia wirtualne nie zaleza od sit
oddziatywujacych na uklad (warunek ten speiniaja wszystkie znane w mechanice anali-
tycznej definicje przemieszczen wirtualnych) 1 dla ktérych zasady D’Alemberta-Lagrange’a
1 Gaussa okazuja si¢ niesprzeczne, sa rownowazne definicji (3.14), tzn. opisuja ten sam
zbidr przemieszezen wirtualnych, co definicja (3.14).

3.3. Zastosowania zasady najmniejszego przymusu do ukladéw {z wiezami nieidealnymi. Analiza
zastosowania zasady Gaussa' do ukladéw z wiezami nieidealnymi jako pierwszy zajat
sig¢ uczen CzeTAXEwA — M. S. Aminow [I]. Nastepnie ciekawe wyniki, dotyczace
ukladdéw z tarciem, uzyskat w 1960-1961 roku inny uczen CzeTAIEWA, profesor Uniwersy-
tetu Moskiewskiego W. W. Rumiancew [13], [14]. RumiaNcew sformulowal dwie postacie
zasady Gaussa dla ukfaddw z tarciem. W pierwszym przypadku do wyraZenia dla przy-
musu wchodzg sity tarcia, w drugim sity te nie wchodza. RUMIANCEW uogélnil zasade
Gaussa na-ogdéhe uklady z tarciem, wychodzac z definicji ukladéw z tarciem, podanej
przez PAINLEVE'EGO.

Oméwimy szczegStowiej badania RUMIANCEWA. W jego pracach dalszej ewolucji ulegta
zasada, sformutowana przez Czeralewa dla (C) — przemieszczen. Na podstawie tej zasady
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RumiancEw wyprowadzit zasad¢ Gaussa w postaci nie zawierajacej w sposéb jawny sit
reakcji.

Ograniczenie zbioru przemieszczen wirtnalnych w zasadzie Czetajewa do (C) — prze-
mieszczen powoduje odpowiednie ograniczenie zbioru ruchéw dopuszczalnych, z ktérymi
poréwnywany jest w zasadzie Gaussa ruch rzeczywisty.

Rozpatrywane sa jedynie takie ruchy dopuszczalne, w ktorych przyspieszenia punktéw
uktadu ? spelniaja warunek nastgpujacy: réznica migdzy tymi przyspieszeniami, a przy-
spieszeniami punktéw w ruchu rzeczywistym w; reprezentuje (C) — przemieszczenie, Tego
rodzaju ruchy dopuszczalne nazywa RUMIANCEW (C) — ruchami, za§ przyspieszenia w nich
oznacza jako y¢. W tym przypadku zasada Czetajewa dla (C) — ruchéw rozpatrywanych
ukladéw ma postaé

>_1 [(A —~—~) Gi—yi)+ (j}i— ;)7%) Gi—vi)+ (éi_ %") (éi—yfz)] =

i

Ostatnie réwnanie mozna przedstawi¢ w postaci
(316) Awy°+A\\'u—Avy° = 0,

gdzie wielkosé
1O DAL Y, AL
=y (5 e )+l

i=1

oznacza odchylenie rzeczywistego ruchu ukfadu z tarciem od ruchu swobodnego. Analo-
gicznie okreslone sg wielkoSci A0 i A,e. Z réwnolci (3.16) wynikaja dwie nierownosci:
Awycc- < Auyc, Ay < A,,yc.
Druga z nich wyraza zasade Gaussa w zwyczajnej postaci: odchylenie rzeczywistego
ruchu ukladu z tarciem od ruchu swobodnego jest mniejsze od odchylenia tego ostatniego
od dopuszczalnego (C) — ruchu. W nastgpnej pracy [14] RUMIANCEW uogdlnia wyniki,
uzyskane poprzednio dla uktaddw z tarciem, na pewne uklady z wigzami nieidealnymi,
szczegdlnymi przypadkami ktérych sa uklady z tarciem, uklady z serwosprzezeniami itd.
Rozwazany jest uktad punktédw materialnych z holonomicznymi i anholonomicznymi
nieliniowymi wigzami pierwszego rzgdu. Zaklada sie, Ze wigzy natozone na uklad sa tego
rodzaju, Ze istnieja przemieszczenia wirtualne, na ktdérych sity reakcji nie wykonuja pracy.
Do tego rodzaju wigzéw naleza na przykiad wiezy z tarciem i serwosprzgZeniami.
Rozumujac podobnie, jak dla uktadéw, z} tarciem, wyprowadza RUMIANCEW z za-
sady D’Alemberta-Lagrange’a zasade Gaussa, wyrazenie dla ktdrej nie zawiera jawnie sit
reakcji, za$§ przemieszezenia wirtualne sg ograniczone do dopuszczalnych (C) — ruchdw.
3.4. Zastosowania zasady Gaussa w mechanice ofrodkow ciaglych. W latach 60-tych za-
sada Gaussa przeniesiona zostala przez uczonych radzieckich na szeroka klasg ciat
statych. W. P, Tamuz [17] przenidst zasade Gaussa na ciala sztywno-idealnie plastyczne,
za§ M. I. RerrmMan [11], [12] —na dowolne odksztalcalne ciata stale. Przymus dla do-
wolnego ciata odksztatcalnego wyraza si¢ przez funkcjonat

3.17 I = fQTujdv—- fPJiijdv% fi’}ﬁdeT"{" {Ujkéjkdva
@ @ ) ®)
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gdzie p — gestosé, ii; — sktadowe przyspieszen ruchu, g, — przyspieszenie odksztatcen,
P; i T;— odpowiednio siy objetosciowe i powierzchniowe, oy, — naprezenia. Tg postaé
funkcjonatu otrzymuje sie wychodzac od wyrazenia dla przymusu w ukltadzie punktéw
materialnych w postaci

3n

(3.18) Z = 2 (m—zx— —X; x;),

i=1 ]

gdzie X; sa sktadowymi sit zewngtrznych, oddzialywujacych na punkty uklady, ¥, —

skladowymi przyspieszen tych punktéw. Dla dowolnego ciala stalego jako mas¢ punktu

3n o

. . . . . , m; X;
traktuje si¢ masg elementarnej czastki, wobec czego wielko$¢ 2 ~2—i- ze wzoru (3.18)
i=1
3n

zastgpowana jest przez pierwsza z catek ze wzoru (3.17), za$ wielko$é Z X;%; prowadzi
i=1

do pozostalych trzech catek, odpowiadajacych sitom objgtosciowym, pow1erzchn10wym
i wewngtrznemu stanowi naprezenia.

Réznica wartosci funkcjonatu przymusu na ruchu rzeczywistym 1 kinematycznie do-
puszczalnym moze byé przedstawiona w postaci

I—I* = — fg(“l 2” i)’ dv—{-‘féjk(ajk——afk)dv.
(@) (v)

Otrzymuje stad REITMAN warunek minimum funkcjonalu wymuszenia w postaci réwnosci
naprezen w rozpatrywanej chwili w ruchu rzeczywistym 1 wirtualnym. Warunek ten bedzie
spelniony dla ciala sprezystego i dla ciala sprezysto-plastycznego, opisywanego przez teorig
deformacyjna (to znaczy przy wzajemnie—jednoznacznej zalezno$ci naprezen i odksztal-
cen), jezeli w danej chwili czasu zadane sa odksztalcenia. Dla ciala sztywno-idealnie
plastycznego, opisywanego przez teorie plynigcia, wystarczy zadaé pregdkosei odksztalcen,
za$ dla osrodka lepkiego, w ktdrym napreZenia sa jednoznacznie wyznaczane przez za-
danie odksztalcen i predkoéci odksztalcen, nalezy zadaé te ostatnie.

Zasade najmniejszego przymusu w postaci minimum funkcjonatu stosuje Reitman do
majacego zastosowania praktyczne przypadku obcigZenia proporcjonalnego ciata sztywno-
idealnie plastycznego. Wreszcie stosuje REITMAN zasade Gaussa do powlok sztywno-
idealnie plastycznych. Minimalizujgc funkcjonat przymusu uzyskuje REITMAN wzory obli-
czeniowe dla przypadku kopuly kulistej z materialu sztywno-idealnie plastycznego.

W pracy N. A. KILCZEWSKIEGO i N. N. SzEPIELEWSKIE) [5] sformulowano dla cieczy
filtracyjnej postaé zasady najmniejszego przymusu, stanowigca wniosek konieczny z row-
nan ruchu tej cieczy. Przymus dla cieczy filtracyjnej przy zatozeniu, ze ciecz jest niescisli-
wa, za§ ofrodek filtrujgcy nie odksztalca sie, ma postaé

2

Z = 1 f[vﬁ—l—vf—}—(vz—}—k)z]dv,
v)

gdzie v, vy, v, 53 sktadowymi wektora pr@dkdéci ruchu czastek cieczy w uktadzie wspot-
rzgdnych, ktérego poczatek obrano na warstwie nieprzesiakalnej, za§ k jest wspolczynni-
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kiem filtracji. Dla pola predkosci rzeczywistego ruchu cieczy filtracyjnej przymus jest
mniejszy, niz dla ruchu odpowiadajacego innym rozktadom predkosci.

3.5, Zastosowanie zasady D’Alemberta-Lagrange’a do ukladéw o zmniennej masie. Zasada
D’Alemberta-Lagrange’a zostala przeniesiona na uklady o zmiennej masie w pracach
mechanikdéw radzieckich W. F. Kotowa [4], W. S. NowosieLowa [9], [10] oraz W. A.
Sapry [15], [16].

Sapa sformutowal zasade D’Alemberta-Lagrange’a dla ukladéw o zmiennej masie
w przypadku, gdy sity reaktywne okreslone s odpowiednio przez absolutne lub wzgledne
predkosci czastek, wypromieniowanych lub przylaczonych do punktéw ukladu.

W pierwszym przypadku zasada ID’Alemberta-Lagrange’a dla wigzow idealnych obu-
stronnych holonomicznych i anholonomicznych ma posta¢

N FO4 Byt Bog— My 5y~ M5 577 = 0,
=1
gdzie F{ jest wypadkowa sil zewnetrznych, dziatajacych na i-ty punkt uktadu, @,, —
sila reaktywna, spowodowana przez predko$¢ absolutna czastek, wypromieniowywanych
przez i-ty punkt ukfadu, @,, — sita reaktywna, spowodowana przez predko$é absolutng
czastek, przylaczonych przez i-ty punkt ukladu.
W drugim przypadku mamy

n

2 (Fl§8)+67“+q—)riz_Mi"z._)i)6_ri= 0,

i=1
gdzie @, 1 D,,, s3 sitami reaktywnymi, spowodowanymi przez wzgledne predkosci czastek
wypromieniowywanych lub przylgczonych w i-tym punkcie ukladu.

Nowosierow w pracy [10] zaproponowal réwnanie D’Alemberta-Lagrange’a we wspol-
rzgdnych uogdlnionych dla ukladu o zmiennej masie z anholonomicznymi nieliniowymi
wigzami pierwszego rzedu, przy uwzglednieniu wewnetrznego ruchu czastek.

Jezeli potozenie ukiadu okre$lone jest przez s uogdlnionych wspdirzednych g, to
réwnanie D’Alemberta-Lagrange’a przyjmuje postaé

V(D AT AT
(3.19) % (E—/J—{b—m —Qi—%) oq; = 0,

gdzie D/Dt jest pochodna po czasie przy zamocowanych masach, JT/dq;, AT|q; sa
pochodnymi od T przy stalych masach, Q; sg sitami uogdlnionymi, ; — uogdlnionymi
sitami reaktywnymi, w sklad ktérych wchodzg sity impulsowe, sity Coriolisa oraz sity
spowodowane przez przyspieszenia wzgledne.

Z réwnania D’Alemberta-Lagrange’a (3.19), po uwzglednieniu wiezéw anholonomicz-
nych

Fi(t, g1, 4) = 0.

3 oF,
——0g; = 0,
;3‘11 1

dla ktérych zachodzi relacja
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Nowosier.ow wyprowadza réwnania ruchu rozwazanego ukladu, zawierajagce mnozniki
nieoznaczone.
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1. Uwagi ogoélne

Poznanie wlasno$ci plastycznych metali deformowanych z duzymi predkosciami od-
ksztalcenia, rzedu 5102 s—* i wigkszych stanowi powazny problem eksperymentalny.
Zagadnienie to jest coraz czgsciej przedmiotem zainteresowania, gdyz wynika z jednej
strony z konieczno$ci dostarczenia informacji o zachowaniu si¢ plastycznym metali w wa-
runkach dynamicznych dla potrzeb technologii formowania z duzymi predkosciami.
Z drugiej natomiast strony, badania tego rodzaju moga znacznie rozszerzy¢ nasze hory-
zonty w zakresie plastycznego zachowania si¢ metali.

Nalezy takze dodaé, ze dla rozwiazania jakiegokolwiek problemu brzegowego w dy-
namicznych zagadnieniach teorii plastycznoéci niezbgdna jest znajomo$é réwnania kon-
stytutywnego wiaZacego na drodze analitycznej naprezenie o, odksztalcenie &, predko$é
odksztalcenia & = %f oraz temperature w skali absolutnej. O ile rozwigzywany problem
ma dobrze opisywaé rzeczywiste zachowanie si¢ rozwazanej konstrukcji odksztalcajgce]
si¢ plastycznie w warunkach dynamicznych, nalezy w wigkszosci przypadkéw uwzgled-
nia¢ wrazliwo$¢ materialu konstrukcji na predko$é odksztalcenia. Nickiedy uwzglednia
sie réwniez réwnoczesny wplyw temperatury.

Tak wigc celem eksperymentu jest dostarczenie danych o plastycznym zachowaniu
si¢ metali w mozliwie duzym przedziale predkosci odksztalcenia i temperatury. Dane
takie stuza z kolei do prawidlowego konstruowania réwnan konstytutywnych w teorii
lepkoplastycznosci.

Jezeli poming¢ efekty historii temperatury [1] i historii predkosci odksztalcenia [2],
[3], to zagadnienie sprowadza si¢ do doswiadczalnego wyznaczenia pewnej hiperpowierzch-
ni; dla jednoosiowego stanu naprezenia mozna opisaé ja réwnaniem

(1.1) (0,86,6T)=0,

Zagadnienie komplikuje si¢ jeszcze bardziej dla przypadku ztoZonego stanu napreZenia;
wowczas symbolicznie moZemy napisaé

(1.2) (oi, &)y é[jr T)=0,
gdzie trzy wprowadzone wielkosci sa tensorami wymienionych uprzednio zmiennych.

*) 11 nagroda na Ogolnopolskim Konkursie na prace do$wiadczalne z mechaniki, zorganizowanym
przez C "dziat Gliwicki PTMTS w 1970 roku.
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Gdy ograniczy¢ sie do jednoosiowego stanu naprezenia z temperatura T jako para-
- metrem, to pozostaje do wyznaczenia tréjwymiarowa powierzchnia

(L.3) (6,8, 8r=0 lub o=0(s, &7,

z odpowiednim zakresem predkosci odksztalcenia é.

Uzyskanie maksymalnie szerokiego zakresu predkosci odksztalcenia sprawia powazne
trudnodci techniczne, gdyz zakres mozliwych predkosci moze zawiera¢ si¢ w wielu rze-
dach dziesietnych, liczac w s™*, gdzie
de Al .

e e:—/: stad e:l—o,

I, oznacza baze pomiarowa prébki, a v predko$é jej odksztatcania. Dla zilustrowania
tego zagadnienia postuZzono si¢ widmem predkosci odksztalcenia przedstawionym na
rys. 1. Poniewaz wplyw predkoéci odksztalcenia na naprezenie plastycznego plynigcia
przejawia si¢ zwykle w postaci monotonicznie rosnacej funkcji predkoéci odksztalcenia,
przeto nie jest obojetne na jakim poziomie predkoéci odksztalcenia zalozono istnienie

é:

T+ const

T=const

1078 10 1072 1° w0 - ! w08 ¢l
Estat
Rys. 1

krzywej «statycznej». Zwykle za taka warto$é przyjmuje si¢ &g, = 1+ 107* 7%, zazna-

czono ja podwdjng linia na widmie. Majac tak zdefiniowany poziom odniesienia, mozna

na przedstawionym widmie predkosci odksztalcenia rozrézni¢ szereg zakresow, ktore
wynikajg ze stosowanej techniki eksperymentu. I tak:

I—é < 1-107* s~' — zakres pelzania metali, zwykle eksperymenty przeprowadza si¢
dla o = const.

IT—1-10%s ' < &< 110725 — zakres normalnych préb statycznych na standar-
towych maszynach (zrywarki) i standartowych prébkach (dziesigciokrotnych lub
pieciokrotnych).

I0—1-10"% s=% < & < 1-10% s~ — zakres préb quasi-statycznych z uzyciem takich
urzadzen jak mioty spadowe, mloty Charpy’ego, mioty rotacyjne i innych. W za-
sadzie stosuje si¢ tu probki standartowe, lub nieco krétsze. Przy spetnieniu f ~wnych
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warunkéw mozna jeszcze stosowac schemat doswiadczenia oparty na rozcigganiu
probki. Nalezy jednak juz dysponowa¢ odpowiednig technika pomiarowa dla reje-
stracji szybkozmiennych proceséw.

IV —1-10%2s* < &< 1-10* s7—jest to zakres duzych predkoéci odksztalcenia, mozli-
wy jedynie do realizacji w przypadku préb $ciskania, a to ze wzgledu na istnienie
zjawiska krytycznej predkosci wg KARMANA [4] dla przypadku rozciggania. Musza
tu by¢ stosowane specjalne techniki eksperymentalne z uwzglednieniem elektro-
nicznych urzadzen wzmacniania i rejestracji sygnatu o szerokim pa$mie przenosze-
nia. Nalezy réwniez uwzglednié wiele dodatkowych efektow.

Techniki eksperymentalne omawiane w niniejszej pracy dotycza tego przedziatu
predkoscei i dlatego zostal on na rys. 1 zakreskowany.

V—é& = 1-10* st — tak duze predkosci odksztalcenia, nazywane superwysokimi, moz-
na uzyskiwaé jedynie poprzez generacjg plaskich fal uderzeniowych. Nalezy dodac,
7e na czole plaskiej fali uderzeniowej ma miejsce jednoosiowy stan odksztalcenia,
a stosunkowo niewielkie odksztalcenia plastyczne wynikaja ze $ciliwo$ci materiatu
1 matej skltadowej dewiatorowej tensora odksztalcenia. Istotnym zagadnieniem sa
tu réwniez sprz¢zone procesy termiczne.

Technika pomiaru ksztaltu czota fali uderzeniowej jest niezwykle skomplikowana

i kosztowna, a doktadno§é obecnie uzywanych metod jest niewystarczajaca.

Przedstawione zakresy na widmie predkosei stanowia niezwykle szeroki przedzial, bo
dwanascie rzedow dziesigtnych. Wyznaczenie powierzchni (1.3) w takim przedziale sta-
nowi powazny problem eksperymentalny.

2. Zalozenia podstawowe metody

Od chwili gdy w roku 1914 HorkINSON [5] zaproponowal uzycie pojedynczego preta
stalowego o wysokiej granicy plastycznosci wraz z wahadlem balistycznym do pomiaru
maksymalnych wartoéci ciénienia, mingto z gora pét wieku. Zaproponowany schemat
okazat si¢ bardzo przydatny do pomiaru ciénien dynamicznych. Korzystajac w tym przy-
padku z najprostszego réwnania falowego (2.1) dla sprezystego preta [6] oraz z réwnania
ilosci ruchu mozna wyznaczy¢ maksymalne ci$nienie p,.. i dlugo$é impulsu ¢;.

Rownanie falowe przedstawia sig¢ w postaci

max

P oy
oz 7% ax2

@2.1)

rozwigzanie réownania (2.1) metoda charakterystyk przyjmuje postac

dx E
(2-2) Co = + 7, Co = & E 3
(23) 0 = iQoCo'l’a

gdzie U oznacza przemieszczenie, x wspdirzedng Lagrange’a wzdiuz dlugosci preta, ¢ czas,
Co predkosé sprezystej fali podtuznej w precie, g, ggstos¢ materiatu preta, wreszcie £ oraz
v oznacza odpowiednio modul Younga i predko$é masowa.
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Rozwdj elektroniki umozliwit DAVIESOWI W roku 1948 wykorzystanie metod pomia-
rowych tego rodzaju dla preta HoprkinsoNA [7]. Zastosowano tu pojemnoséciowa metode
pomiaru przemieszczen na czole fali w precie Hopkinsona, stad mozna bylo zmierzy¢
calkowity przebieg ci§nienia p(f) na czynnym koncu preta.

Kolejnym etapem byla propozycja KoLsky’EGo [8] z roku 1949, aby mierzy¢ w ten
sposéb, po wprowadzeniu pewnych modyfikacji, dynamiczne krzywe umocnienia metali.
Zmodyfikowany uklad zastosowany przez Kolsky’ego przedstawiono schematycznie na
rys. 2. Zasada tego ukladu jest stosowana dotychczas.

Eadunek eksplodujacy I ze sptonka jest umieszczony na koncu wymiennego, mickkiego
preta 2, zwanego kowadtem. Odpalenie tadunku powoduje propagacje fali sprezystej we

5 Z
z
) [
a lb 1
| c
Rys. 2

whasciwym precie Hopkinsona 3, wykonanym ze stali o wysokiej granicy plastycznosci.
Na precie zamocowany jest styk 4, wlaczajacy podstawg czasu oscyloskopu oraz czujnik
pojemnosciowy 5, zasilany ze srédia 9. Ksztalt impulsu wymuszajacego o,(¢), ktory do-
chodzi do krétkiej cylindrycznej probki 6, jest rejestrowany czujnikiem 5. Poniewaz
prébka 6 jest znacznie migksza od materiatu preta, czg§¢ impulsu o,(¢) zostaje odbita
od czota preta 3 i jest ponownie rejestrowana przez czujnik 5 jako —0og(1). Czgsé impulsu
wymuszajacego o;(f) przechodzi przez probke i dalej przez pret 7 bedac rejestrowana
jako or(f) przez czujnik pojemnoéciowy 8, zasilany srodtem 10. Wszystkie sygnaly elek-
tryczne z wyjs¢ a, b 1 ¢ sa podawane na oscyloskop.

Tak wiec nalezy zarejestrowad ksztalty trzech fal w funkcji czasu: impuls wymusza-
jacy a,(t), impuls odbity ox(f) oraz impuls przechodzacy o7 (7). Odpowiednia analiza tych
impulséw umozliwia znalezienie dynamicznej krzywej umocnienia. Zagadnienie to zosta-
nie rozwazone dalej.

Na wszystkie metody z wykorzystaniem pomiarowego preta Hopkinsona narzucone
sa pewne ograniczenia lub warunki; oto one:

a. Zaklada sie, ze prety pomiarowe znajduja sie zawsze w stanie sprezystym, a wy-
muszone i mierzone fale sa falami sprezystymi. Dla materialu z ktorego wykonane sa
prety istnicje graniczna warto¢ naprezenia o,,., ktora jest jeszcze dopuszezalna, 0, <
< ., gdzie o, jest granica sprezystosci.
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b. Zaklada sig, Ze izotermiczny modul Younga Er jest réwny adiabatycznemu E,,
co dla metali z duzg dokladnoscig zachodzi; réznice moduléw wynosza od 0,1% do
0,5%. Fakt ten nie wplywa zasadniczo na wartosc mierzonych naprezen.

c. Nastepne zatozenie sprowadza si¢ do tego ze impuls propaguje si¢ wzdtuz preta
bez jakiegokolwiek ttumienia. ZaloZenie to jest stuszne jedynie wtedy, gdy dlugo§é im-
pulsu jest duza w poréwnaniu do §rednicy preta [7]. Jezeli zatozenie to nie jest spelnione,
to zachodzi silna dyspersja geometryczna impulsu.

d. Zaktada si¢ rowniez, Ze naprezenia poosiowe sg roztozone réwnomiernie na prze-
kroju preta, a zatem nie istnieje zaleznos¢ naprezenia od promienia. Do$wiadczenia wy-
kazuja, Ze nawet przy wymuszeniu prawie punktowym na czynnym korcu preta Hopkin-
sona zalozenie to jest spetnione juz na dlugosci rownej czterem $rednicom preta pomia-
rowego (regula Saint-Vénanta).

Regula ta pozwala na stosowanie §ciskanych prébek o odpowiednio mniejszej §rednicy
od érednicy preta pomiarowego.

Dyskutowane zatozenia sg natury mechanicznej, zwiazanej z mechanika propagacji
impulsu. Nalezy zdawaé sobie takze sprawe, Ze urzadzenie wymaga stosunkowo skompli-
kowanych pomiaréw elektronicznych gdzie stosuje sie réwniez pewne zaloZenia.

W sumie jednak urzadzenie oparte na tej zasadzie jest uwaZane obecnie za najlepsze
i jak dotychczas za najnowoczesniejsze narzedzie do badania dynamlcznych charakterystyk
materiatéw w stanie: plastycznym. :

3. Konsfrukcje uzywane obecnie

Schematy eksperymentalne uzywane obecnie ulegly pewnym zmianom w pordéwnaniu
ze schematem pierwotnie zaproponowanym przez KOLSKY’EGO i przedstawionym na rys. 2.

1=const
&
I 2 ) ~ER er
/ v 5 X
! L T I
e e -

i
|

Rys. 3

I tak zaniechano uzycia materialu wybuchowego dla generacji impulsu, a pojemno$ciowa
technik¢ pomiaru przemieszczen zastapiono zastosowaniem czujnikéw elektrooporowych
o krétkich bazach pomiarowych. Taki nowoczesny uklad przedstawiono na rys. 3.

3 Mechanika Teoretyczna
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Odpowiednia wyrzutnia I pozwala na nadanie wymaganej predkosci @ pretowi wy-
muszajacemu 2. Predko$é ta jest mierzona za pomoca czujnika pomiaru predkosei, na
przykiad czujnika magnetycznego oraz czasomierza liczacego 9. Z kolel pret wymusza-
jacy 2 uderza w pret transmitujacy 3 genefhjacc w nim fale prostokatng o amplitudzie ;.
Fala ¢ dochodzac do czola preta 3 odbija si¢ czg§ciowo w postaci fali rozciggania —g,,
druga czes¢ fali natomiast oznaczona przez er przechodzi przez prébke 5 i jest przyjmo-
wana przez pret odbierajacy 6. Caly uklad pretdw jest hamowany przez opornik &.

Pomiar ksztaltu wszystkich trzech impulséw jest dokonywany za pomoca odpowied-
nich tensometréw elektrooporowych 4 i 7 o krétkiej bazie, rzedu od 1 do 3 mm, z wy-
korzystaniem zasilaczy 11 i 12 oraz dwustrumieniowego oscyloskopu I3 z jednorazowo
wyzwalang podstawa czasu. Podstawe czasu wyzwala si¢ zewngtrznie za pomoca baterij
14, a caly proces jest fotografowany. Ksztalty oraz kierunki poszczegdlnych impulséw

It
3 B 5 6
A B /
&ft) V‘/L erlt) [

C - - D
N s T ‘
i Uat) Uplt) |
XA XB
Rys. 4

réwniez przedstawiono w funkcji czasu na rys. 3. Nalezy dodaé, ze ksztalty impulséw
¢1(t) oraz eg(f) sa mierzone czujnikiem 4, natomiast ksztalt impulsu er(¢) jest mierzony
czujnikiem 7.

Jezeli rozwazy¢ przemieszczenia w danej chwili na czolach pretéw pozostajacych w kon-
takcie z prébka, to otrzymuje si¢ sytuacje przedstawiona na rys. 4.

Srednig wartosc odksztalcenia &, dla prébki 5 oraz $rednia warto$¢ predkoéei od—
ksztalcenia &, mozna wyrazié przy pomocy przemieszczen czot pretéw 3 i 6 nastepujaco:

Ua(t)—Us(t)

@3.1) () = =
— du, dUy
(3.2) ss(t)zi-[ O ‘f,f’)],

I, oznacza diugo$¢ poczatkowa prébki.
Po wykorzystaniu zaleznoSci na charakterystykach dla réwnania (2.1) mozna obliczy¢
U, oraz Up: stad
!

(3.3) Un(t) = Cop [ &/(t")dt' +-(—Cog) [ ex(t")dt’,
0 0
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lub

!

(3.4) UA(1) = Cox [ [er(t) —en(t]d,

0
gdzie Cop oznacza predkos¢ fali sprezystej w pretach. Réwnoczeénie

(3.5) Un(t) = Cox [ ex(1")dr'.

0
Podstawiajac (3.4) i (3.5) do (3.1) otrzymuje sig

t
— C i ? r r 1
(36) £ = 2 [ [a(t)—en(®)—er(NdY'
. 0
a ponadto
. = _ Cok )
(3.7 & = —— [e() —er() —er(1)].
1]
Srednie naprezenie w prébce o, mozna obliczy¢ z zaleznoSci
— _ Pa()+Py(1)
(3.8) g, = A,

P4(t) i Pp(t) oznaczaja tu odpowiednie sily dzialajace na probke, F; jest aktualnym polem
przekroju prébki. Korzystajac z prawa Hooke’a mozna wyznaczyé P4(t) i Pg(t) na pod-
stawie zarejestrowanych impulséw

3.9) P4(t) = EFg[e(t)+ep()]
oraz
(3.10) Pp(t) = EFgeq(1),

gdzie E jest modutem Younga materialu pretéw, a Fy polem przekroju pretéw.
Po podstawieniu (3.9) i (3.10) do (3.8) otrzymuje sig¢

(3.11) Go=2F (%) (61 ()-Fealt) +er(D]-
Tak wigc na podstawie znajomosci &y, g 1 ey mozna okresli¢ tréjkg $rednich (o, ES,E),
okreélajacych punkt na powierzchni (o, ¢, &) = 0, a Sciflej, dane dla jednej prébki wy-
znaczaja pewna linie¢ na tej powierzchni.

Na uwage zastluguje mozliwo$é dynamicznego cechowania ukladu poprzez doktadny
pomiar predkodci uderzenia v i wykorzystania zalezno$ci (2.3). Mierzac v mozna na-
tychmiast wyznaczyé maksymalng warto§¢ odksztalcenia g dla fali

3.12 - - -2
( ) (El)mnx 2C0E .

Przedstawiona na rys. 3 konstrukcja z trzema pretami uchodzi obecnie za optymalna
i bywa najczesciej stosowana. Jednak poszczegdlne laboratoria zaleznie od potrzeb. ba-

3‘
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dawczych stosuja pewne modyfikacje zaréwno w czgéci mechanicznej ukladu jak 1 w me-
todyce pomiaréw.

I tak w pracy [9] zamiast pretow zastosowano rury ze stopu aluminium o wysokiej
granicy plastycznodci, $ciskajac migkkie pierScieniowe proébki z technicznie czystego alu-
minjum. Taki schemat eksperymentalny jest o tyle korzystny, Ze zmniejsza efekty bez-
wladnosci poprzecznej probki.

W pracy [10] badano zachowanie si¢ aluminium w podwyzszonych temperaturach
(do 550°C) ta sama technika, jednak z uzyciem pretéw i prébek cylindrycznych. Prze-
strzef pomiedzy czolami pretéw (gdzie umieszezono probke) podgrzewano piecem, a pow-
stajacy w ten sposob gradient temperatury w pretach uwzgledniono w analizie numerycznej.

Na uwage zastuguje praca [11]," gdzie w ukladzie tensometru elektrooporowego na
precie transmitujacym zastosowano wzmacniacz catkujacy, ktérego wyjscie podtaczono
na wejécie x osyloskopu. Sygnal z preta odbierajacego podaje sie na wejscie y oscylo-
skopu.

Zastosowanie wzmacniacza catkujacego wraz z zafoZeniem, Ze napreZenie w danym
momencie jest w prébee state (nie ma gradientu naprezenia po dlugo$ci prébki), pozwala
automatycznie scatkowaé wyrazenie (3.6), ktdre sprowadza si¢ wowczas do postaci

!

(3.13) gy = — 2Cor f ex(t')dt’ poniewaz ex(t) = ex(t)—e,(1).

lo

oy o 0
"W ten’ sposéb’ eliminuje si¢ skomplikowana procedurg numeryczng oraz wymagany
dokfadny i Zmudny pomiar oscy]ogramow otrzymumc od razu dynamiczng krzywa
umocnienia. ; .

We wspomnianej pracy [l1] uzyskano wiele danych dla aluminium, otowiu i miedzi.

Réwniez wiele danych otrzymano w pracy [12], gdzie zbadano nieczuly na perkosé
odkszta{cema stop aluminiowy oraz pewien stop tytanu.

W pracy [13] zmodyfikowany pret Hopkinsona umieszczono w komorze ci§nieniowe;,
badajac lepkoplastyczne wiasnosci miedzi pod ciénieniem hydrostatycznym. Uzyskano
wyrazny wplyw ci$nienia hydrostatycznego na te wlasnosci.

Praca [14] zawiera pewna modyfikacje, mianowicie zastosowano na korfcu ukladu
trzech pretéw czwarty pret jako putapke energii. W ten sposéb pret transmitujacy wraz
z pretem odbierajacym pozostaja w spoczynku po zakonczeniu procesu deformacji prébki.
Uklad ten zastosowano w badaniu niskow¢glowej stali 0,03%C. Roéwniez uklad tego
rodzaju zastosowano w pracach [15), [16] i [17] przy badaniu polikrystalicznych i mono-
krystalicznych probek aluminium.

Wreszcie na uwage zastuguja préby zastosowania ukladu pretéw Hopkinsona do
przeprowadzania préb rozciagania krétkich prébek. W pracy [12] zastosowano krétkie
probki rurkowe, a zamiast preta odbierajacego uzyto rury. Natomiast w pracy [19] dla
przeprowadzenia préb rozciggania, zastosowano krétkie prébki cylindryczne taczone
z pretami transmitujacym i odbierajacym za pomoca gwintu. Zamiast preta wymuszajg-
cego zastosowano rure, ktéra uderzajac w pierfcied oporowy na pI‘QCle transmitujacym
‘od strony ukladu pretéw, wywotuje w nich impuls rozciagajacy.
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Catkowite] zmiany systemu pomiarowego dla zmodyfikowanego preta Hopkinsona
dokonano w pracy [20]. Mianowicie pomiedzy czotami pretédw a éciskang probka umiesz-
czono piezoelektryczne czujniki kwarcowe. W ten sposéb mozna bezposrednio mierzy¢
sily dzialajace w danym momencie na czota probki.

Niezaleznie od poszczegdlnych odmian, technika pomiaréw na zmodyfikowanym
precie Hopkinsona dopuszcza dwa mozliwe poloZenia tensometréw w stosunku do prébki.
Pierwsze, ktére musi byé stosowane przy wykorzystaniu uktadu catkujacego, polega na
umieszczeniu tensometréw na odpowiednio duzej odlegtosci od prébki. Wynika to stad,
ze poszczegdlne impulsy musza by¢ rozdzielone w czasie przed operacja catkowania.
Jezeli prety transmitujace i odbierajace maja takaq sama dhugo$é L, a czujniki naklejono
na polowie ich diugosci, to dlugo$é preta wymuszajacego jest ograniczona i wynosi Lj2.

Drugi przypadek rozmieszczenia tensometrow, ktéry zostat zastosowany na przykiad
w pracach [9], [12], [14] i [15] polega na umieszczeniu czujnikéw na pretach w poblizu
probki. W takim przypadku czujnik umieszczony na prgcie transmitujgcym rejestruje
najpierw poczatek impulsu wymuszajacego ¢,(¢), a nastgpnie réznice impulséw wymusza-
jacego &;(t) 1 odbitego ¢ex(?), zgodnie z zaleznoscig (3.13). Schematyczne przedstawienie
kolejnosci rejestrowanych fal przy rejestracji dwustrumieniowej dla obydwu przypadkow
oraz graficzne rozwiazanie réwnania (3.6) dla przypadku drugiego zawiera rys. 5. W przy-
padku pierwszym uwidoczniona jest synchronizacja impulséw. W przypadku drugim
impuls &4() zostal przesunigty réwnolegle w lewo celem przygotowania procedury nume-
rycznej. Zakreskowane pole stanowi catke w réwnaniu (3.13) i jest proporcjonalne do
$redniego odksztafcenia probki ;. Impuls transmitowany er() jest odpowiednio opdznio-
ny po przesunigcilu, mianowicie o l,/Cys, gdzie C,, oznacza predko$é fali sprezystej
dla materiatu prébki.

Poréwnujac obydwa przypadki mozna stwierdzié, ze rejestracja w przypadku pierw-
szym musi odbywaé si¢ z mniejszg predkoscia, gdyz impulsy sa rozdzielone, a muszg
si¢ zmieéci¢ na ekranie oscyloskopu. W przypadku drugim rejestracja impulséw moze byé
bardziej dokladna w funkeji czasu. Ponadto dla przypadku drugicgo obserwuje si¢ mniejsza
dyspersje geometryczna impulsu.

Przy stosowaniu tensometrii elektrooporowej do pomiaru fal sprezystych w pretach
nalezy zdawa¢ sobie sprawe, Ze pomiary tego rodzaju sa uwazane za trudne i nastrgcza-
Jace wiele probleméw. Z jednej strony czasy narastania czola fali sa stosunkowo krétkie,
rzedu kilku do kilkudziesiggiu mikrosekund (I1us = 10~°s), z drugiej strony, predkosci
propagacji fal sa odpowiednio wysokie. W rezultacie czasy rejestracji przebiegéw sa
bardzo krétkie, jak na badania typu mechanicznego, a predkosci rejestracji na ekranie
oscyloskopu wynosza zwykle od 20 psfem do 200 ps/cm. Uktad pomiarowy i rejestrujacy
odksztalcenia powinien posiadaé liniowe pasmo przenoszenia od 0 do ~ 10 MHz. Postgpy
w tensometrii elektrooporowej sprawity, ze obecnie zaczeto stosowaé do tych celéw spec-
jalne tensometry elektrooporowe o krétkich bazach pomiarowych, rzgdu od 1 do 3 mim.
Pomiary tensometryczne oparte sa na jednej z dwéch zasad, mianowicie stosuje si¢ zasade
zasilania tensometru stalym pradem fub zasade zasilania tensometréw w uktadzie most-
kowym statym napieciem. Obydwie zasady pomiaru wykazuja pewne wady i zalety, jednak
ich oméwienie wykracza poza ramy niniejszego opracowania. Stosowanie tensometru
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elektrooporowego pociaga za soba pewne ograniczenia wynikajace z jego konstrukcji.
Po pierwsze, poniewaZ tensometr jest klejony do odksztalcajacego si¢ podioza (preta),
a jego odksztalcenie wymaga pewnej sity, klej musi wykazywaé odpowiednia wytrzymatoé

& I

2Xa/Cor

Ip/Cs
Rys. 5

na $cinanie 1 pomijalne wlasnoéci reologiczne. Obserwuje sig rowniez pewien efekt magne-
tostrykcji, gdy czujnik jest naklejony na materiale typu ferromagnetycznego.

Po drugie, skoriczona baza pomiarowa tensometru pocigga za soba efekt pozornego
«rozmycia» czola rejestrowanej fali, lub efekt pozornej dysﬁersji. Tensometr dziata jak
pewnego todzaju filtr obcinajgcy wyzsze harmoniczne impulsu. Na przyklad rzeczywisty
impuls o ksztalcie prostokatnym zostanie zarejestrowany jako impuls trapezowy o czasie
narastania zaleznym od dlugosci bazy tensometru /,. JeZeli oznaczy¢ odksztalcenie rze-
czywiste elementu przez ¢, a odksztalcenie mierzone tensometrem przez &*, to w kazdym
momencie ¢ bedzie spelnione réwnanie

1

/
(3.14) ¥ = ll—fl,(\)d,\ lub  &*(¥) = %f&([)dt*.
0y oy

0l : 0L r<
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Tutaj f, oznacza czas przejécia impulsu przez tensometr i jezeli C, jest predkoscia pro-
pagacji impulsu to lo = Coto. Zgodnie z réwnaniem (3.14) rejestrowany impuls prosto-
katny o odksztalceniuv maksymalnym e, bedzie posiadaé dwa odcinki

X t
dla 0 L1t 8*(t) = 8'"-1‘—7
0

dla 1>t e*(1) = &y,

Dla réznych funkcji podcatkowych e(r) mozna otrzymaé odpowiednie rozwigzania
na e*(¢). Na przyktad Davies [21] przeprowadzit analize dla ciagu fal sinusoidalnych
g,sinwt oraz dla funkcji typu e,e™".

Z przeprowadzonej dyskusji wyplywa fundamentalny warunek przy stosowaniu czuj-
nikéw o skoriczonej bazie do pomiaru] fal, mianowicie dhigo$é mierzonego impulsu
A= Cot musi by¢ wielokrotnie wigksza od bazy stosowanego czujnika. Nastepnym
wnijoskiem jest stwierdzenie, Ze wyzZsze harmoniczne impulsu mozna rejestrowaé czujnikami
o odpowiednio malej bazie. Stad tak istotne znaczenie diugosci bazy czujnika. Ponadto
réwnanie (3.14) wskazuje, Zze czujnik mozZe byé zupelnie nieczuly na impulsy typu szpil-
kowego lub typu delta Diraca. Wdwczas rejestrowana maksymalna warto§é impulsu
moze byé wielokrotnie nizsza od rzeczywistej. Jednak ten ostatni przypadek w technice
preta Hopkinsona nigdy nie zachodzi, dlugo$é impulsu podstawowego nie bywa mniejsza
niz 100 mm.

4. Skretny pret Hopkinsona

Trudnoéci zwigzane z istota dynamicznego Sciskania krétkich prébek, takie jak tarcie
na czolach pretéw i prébki oraz prawdopodobienstwo pojawiania si¢ efektéw bezwlad-
nosci poprzecznej, a tym samym wystapienia ztozonego stanu naprezen w probcee, skia-
niaja do zaproponowania idei skretnego preta Hopkinsona.

Jezeli zamiast pretéw zastosowac cienko$cienne rury o duZej wytrzymatodci, a probke
wykonaé w formie pier§cienia, to mozna wyprowadzi¢ analogiczne zalezno$ci dla takiej
konstrukeji jak podane poprzednio dla §ciskania. Rozwiazanie réwnania falowego dla
fal Scinania mozna napisa¢ w postaci

. 1 -

C G
4.1) o= 22 fy(t’)d['i Cog = ]/"—9

r 3 %0
oraz
C do

4.2) = — 06 1 = —
4.2) 1) P gdzie w a

G oznacza modul sprezystoéci postaciowej, v odksztalcenie postaciowe, a kat skrecania,
r jest §rednim promieniem, wreszcie @ — predkoécia katowa. Schematyczne przedsta-
wienie pierécieniowej prébki 2 wraz z kofcami rury transmitujacej I i odbierajacej 3
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przedstawiono na rys. 6. Na podstawie rys. 6 mozna napisa¢ wzér na $rednie odksztat-
cenie postaciowe probki g i $rednia predkos¢ odksztalcenia postaciowego y

43) Hy= wa—ap  stad Fy = 5 (@a—on),
0

(4.9) 0, = ws—wp Stad Z = ;—s (w4 —wp).
0

Uwzgledniajac zaleznoéei (4.1) i (4.2) mozna, jak poprzednio, znalei¢ $rednie wartosci
odksztatcenia i predko$é odksztatcenia przy $cinaniu probki

@5 5= % (%) [ ey -puterHratenar
0 0
- Cog [ Fs
(4.6) Vs = (T) {ys()—lyr(®O+yr®]}.

Nalezy zwrécié uwage, Ze 7, jak i 7, zaleza réwniez liniowo od stosunku érednich pro-
mieni probki i rur. Impulsy nalezatoby rejestrowac za pomoca elektrooporowych czuj-

lo

Rys. 6

nikéw naklejonych na zewnetrznych powierzchniach rur pod katem 45° do ich osi. Przez
podobne rozumowanie jak poprzednio, mozna otrzymaé zaleznosci na $redni moment
skrecajacy probke M i érednie naprezenie $cinania 7

— Mi+Mp - Mut+Mp
4, _ = ¥ —_— 7
4.7 M 7 oraz T oo

gdzie g, oznacza grubo$¢ scianki prébki rurkowej. Znajomo$é impulséw (1) i yr(t)
pozwala na wyznaczenie M, 1 Mg:

(4.8) My = 2nGr2gly (D) +yr(N],
(4.9) Mp = 2nGrigy-(1),
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gdzie g oznacza grubo$¢ Scianki rur sprezystych. Po podstawieniu (4.8) 1 (4.9) do (4.7)
otrzymuje si¢

Gg

(4.10) T, = 2.

(%) i)+ yer(®)+ ()]

Na uwage zastuguje rezultat, Ze napreZenie §cinania w prébee jest proporcjonalne do
kwadratu stosunku r/r;. Pozwala to na badanie prébek o odpowiedniej geometrii wyko-
nanych z materiatéw réownie wytrzymatych co material pretéw pomiarowych. Problem
ten jest niemozliwy do rozwigzania w przypadku Sciskania.

Poréwnujac obydwa schematy doswiadczalne dochodzi sie do wniosku, ze schemat
ze skrecaniem wyroznia si¢ szeregiem cech dodatnich, mianowicie:

a) brakiem thumienia geometrycznego impulsu w rurach w przeciwienstwie do pretéw;

b) brakiem tarcia na czofach prébki;

c) niemoznoécia powstania zlozonego stanu naprezen w §cinanej prébee, co jest wy-
nikiem braku istnienia skladowej promieniowej predkosci materiatu probki;

d) predkos¢ sprezystych fal §cinania jest mniejsza od predkosci sprezystych fal po-
dhuznych w stosunku)/GJE, co polepsza nieco warunki pomiaru i rejestracji szybko-
zmiennych proceséw falowych.

Pomimo oczywistej wyZszosci skretnego preta Hopkinsona, nie udalo sie dotychczas
uzyskaé zadowalajacych rezultatow w realizacji takiej konstrukcji. Jest to spowodowane
gtownie trudno$ciami w generacji fal $cinania z réwnoczesnym wyeliminowaniem fal
gigtnych oraz trudnofciami z odpowiednim mocowaniem prébki. W dziedzinie zasto-
sowania skrgtnego preta Hopkinsona mozna wymienié zaledwie dwie préby przedsta-
wione w pracach [22] i [23], gdzie badano odpowiednio stop aluminiowy i technicznie
czyste zelazo.

5. Konstrukcja Zakladu Mechaniki Oérodkéw Ciagglych Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki

W Pracowni Dos$wiadczalnych Badan Reologii IPPT skonstruowano, wykonano oraz
uruchomiono urzadzenie oparte na przedstawionej zasadzie i pracujgce na $ciskanie
z mozliwoscia szybkiego przystosowania do pracy na skrecanie. Zmodyfikowany pret
Hopkinsona skiada si¢ jak zwykle z cze$ci mechanicznej i z elektronicznej czedci pomia-
rowej. Na czgé¢ mechaniczng sklada sig¢ wyrzutnia pretéw oraz system podwieszenia
pretdow wraz z opornikiem. Schemat mechanicznej czeSci stanowiska wraz ze schematem
blokowym ukladu pomiarowego przedstawiono na rys. 7. Pret wymuszajacy 7 jest przy-
$pieszany przez ukiad z watkiem skretnym 5 i krzywka 4. Walek skretny jest zamocowany
z jednej strony do ramy 6, z drugiej natomiast jest skrecany przy pomocy hydraulicznego
sitownika dwustronnego dziatania 1, dzwigni 2 zamieniajacej ruch posuwisto-zwrotny
sitownika na roch obrotowy lacznika 3. Podczas skrecania preta magazynowana jest
w nim energia sprezysta, a moment skrecajacy ro§nie. W pewnym momencie specjalnie
hartowany lacznik 3 peka, a energia sprezysta zamienia si¢ na energie kinetyczng obrotu
krzywki i ruchu preta wymuszajacego, ktdry jest w ten sposéb wyrzucany z odpowiednio
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duzg predkoscia. Sitownik jest sterowany przy pomocy urzadzenia hydraulicznego z pompa,
ktéra nie jest uwidoczniona na schemacie. Uktad pretéw jest podwieszony na regulo-
wanych linkach stalowych, a cato§é traci nagromadzona energig kinetyczng na oporniku
tarciowym 12.

Predko$é preta wymuszajacego o jest mierzona przy pomocy ofwiectlaczy Z, i Z,
i umieszczonych naprzeciw fotodiod Fy i F,. Caly uktad mierzacy predkos¢ jest zamonto-
wany w obudowie ze szczelinami o szerokosci ~ 0,5 mm, a odlegto§¢ pomiarowa wy-
nosi 80 mm. Uzyto fotodiody germanowe Tewa typ FG-2 o $rednicy wejscia optycznego

Rys. 7

~ 2 mm. Impulsy napieciowe z fotodiod podawane sa na wejscia «start» i «stop» czaso-
mierza liczacego Elpo typ C-552, oznaczonego  przez 8. Poniewaz impulsy moga byé
mierzone z dokfadnoécia +1 ps, a predkoéci mierzone sa rzedu do 30 ms™* to blad wzgled-
ny pomiaru predkoéci wyniesie

Av

1
(5.1) = (datodi),

gdzie a oznacza odlegloé¢ pomiedzy fotodiodami; Ag = 40,25 mm. Po podstawieniu
podanych warto$ci otrzymuje si¢ A—; 2 0,00325. W pomiarach zastosowano szeroko

technike tensometrii elektrooporowej. Kontrolg stopnia skrgcania preta 5 przeprowadza
si¢ przy pomocy tensometréw elektrooporowych T, naklejonych pod katem 45° do osi
preta. Tensometry Ty sa zasilane pradem zmiennym 6 V, 5 kHz z trzykanatowego mostka
tensometrycznego 11, Chemiter typ ZPT-147/I1. Drugi kanat mostka 11 jest wykorzystany
do wyzwolenia podstawy czasu oscyloskopu 10. Gdy czolo impulsu fali sprezystej za-
czyna propagowaé si¢ wzdluz preta transmitujacego, napotyka na czujnik 7', a nastgpnie
sygnal ten po wzmocnieniu w mostku I/ pojawia si¢ na odpowiednim wejécin wyzwa-
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lania podstawy czasu oscyloskopu. Wreszcie tensometry T,, T3, T, i T'5 naklejone sa
w ten spos6b, aby mozna byto przeprowadzac préby dla dyskutowanych poprzednio dwéch
schematéw ich rozmieszczenia. Uzyto tuspecjalnych tensometréw ITWL typu FK-1,5 o bazie
pomiarowej zaledwie 1,5 mm, zasilanych wzmacniaczem 9 o pasmie przenoszenia od 20 Hz
do okoto powyzej 1 MHz, zbudowanych w IPPT. Jest to wzmacniacz — zasilacz pracu-
jacy w oparciu o zasadg zasilania tensometréw stalym pradem. Sygnaly ze wzmacniacza
9 sg rejestrowane za pomocg oscyloskopu Orion typ TR-4401 z wkiadka dwukanalows
i przystawki fotograficznej Cossor. Czestotliwos¢ zmiany kanatéw wynosi okoto 0,1 MHz.
Ogdlny widok urzadzenia przedstawiono na rys. 8, natomiast elektroniczng cze$¢ pomia-
rowa pokazano na rys. 9. Wreszcie zarejestrowany oscylogram trzech impulséw dla probki
aluminiowej przedstawia rys. 10.

Po odpowiednim pomiarze oscylogramu na mikroskopie pomiarowym i scatkowaniu
réwnania (3.6) oraz przeliczeniu réwnafd (3.7) i (3.11) uzyskano dynamiczng krzywa
umocnienia przedstawiona na rys. 11 wraz ze statyczng krzywa umocnienia. Statyczng
krzywa umocnienia uzyskano na specjalnie skonstruowanym przyrzadzie do przepro-
wadzania dokladnych préb Sciskania krétkich prébek wraz z odpowiednim ukiadem
rejestracji z wykorzystaniem rejestratora X-Y. Dokladny opis tego urzadzenia wykracza
jednak poza zakres niniejszego opracowania.

Roéwniez poza zakres obecnej pracy wykracza analiza deformacji krétkiej prébki
$ciskanej dynamicznie. Problem nie jest trywialny, a niektére jego aspekty omoéwiono
w pracy [24], w sumie to zagadnienie wymaga dalszych studiéw. ' '

" Omowiona konstrukcja, ktéra zostata wykonana w Instytucie Podstawowych Proble-
méw Techniki PAN stwarza mozliwoéci badania plastycznego zachowania si¢ materiatéw
podczas krétkotrwalego obcigzenia. Dokladniejsze poznanie tych wlasno$ci moze sta-
nowié podstawe do bardziej racjonalnego projektowania niektdérych proceséw technolo-
gicznych. Z drugiej natomiast strony, jak wspomniano na wstepie, badania tego rodzaju
moga znacznie rozszerzy¢ horyzonty badawcze.
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Peswme

MOJIU®UIIUPOBAHHBIN CTEPXKEHL I'OIIKMHCOHA

B pafore naubl 1 06CY>KAEHBI DE3YIILTATEI SKCIIEPUMEHTATEHBIX MCCIEJOBAHMI ILIACTHUECKAX CBOHCTS
METAJUIOB IIPU BLICOKHMX CKODPOCTSX Nedopmuposanus. Bo BBOIHOM YACTH CTATHH DPACCMATPHMBAETCA
BECh IHMAMA30H CKOpOCTeH MAehOpMaliH, BCTPEYAIOIIMXCS B IKCIEPHMEHTAISHLIX HMCCIIEHOBAHMIK.
HManaraores Taroke SKCNEPUMEHTANBHBIE METONBI, NDHMEHSIEMbIE JUIL OTHENGHBIX JHAMA30HOB CKOPO-
creif. Ilonuwni crnexTp cropocre#t Hedopmauuit COAEPIKUT ABEHANUATL AECATHUHBIX IOPATKOB, OT
10-¢ cewx—! mo 10° cexc1.

Jane¢ maercs 0630p MeToAa MOAHUGHLUMPOBAHHOLO CTEPXHA [ONKMHCOHA, COCTOAINETO B HCCIEHO-~
BaHMH PACIPOCTPAHEHHA BOJH B TOHKOM UHIMHAPHUECKOM 06pasLie H3 MATKOIO MATEpHANIa, IOMELLIAEMOM
MEXIAY INBYMs SaKONIEHHBIMM cTepydsamu. Ha onHoM KOHUE CHCTeMBI ABYX CTEpyHEH BO3DY»IETCI
TIPOJOJIBHAS YNpyTasi BOJIHA, KOTOpaA IIpH Iepexofe yepes o0pasel, BbI3bIBAET ero Hedopmanuio. AHa~
JIH3 OCLMJUIOTPaMM ITO3BONSET BBIYUCIUTh AMHAMHUECKYIO KPHUBYIO YIIPOUHEHHSI HCCie yemMoro o6pasua.

O6cy)KOaloTcss HEKOTOPLIe Pa3HOBHAHOCTH STOTO METONd, Kax ISl CIyuas CyKaTHA obpasna, TaK
W OJIA €ro CHABHIa.

B 3akmioueHue CTATHM OMNKHCAHA KOHCTPYKLMA, co3maHuass B Otpene Mexauuxku Crommsx Cpen
Hucraryra OcnoBabix ITpoGnem Texuwnxu ITAH. IIpusoasites npeiBapHTeNbHble pe3yJbTaThl AT Ms-
CKOTO SUTIOMMHHA.
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Summary
THE MODIFIED SPLIT HOPKINSON PRESSURE BAR

The aim of this paper is to discuss some possibilities as well as experimental results which are con-
nected with the behaviour of metals at high rates of strain. The complete spectrum of strain rates has
been discussed having in mind a variety of experimental techniques in the particular ranges of spectrum.
The strain rate spectrum takes into account twelve decimal orders, from 1076 s—! to 106 s~I.

In the next part of the paper a more detailed description of the split Hopkinson pressure bar technique
is given. In this techuigue the soft wafer specimen is inserted between two hard bars of the proper length.
At the one end of this system the longitudinal elastic wave is developed (incident wave). When the in-
cident wave passes the wafer specimen, the reflected and transmitted waves appear, and the specimen
undergoes the plastic deformation. The proper analysis of the oscillographic record enables us to obtain
a dynamic strain hardening curve.

Some further developments of the technique have been discussed, the torsional method in particular.

Finally, the split Hopkinson pressure bar, which was designed and made in the Institute of Fundamental
Technical Research, has been shown. The preliminary experimental results for soft aluminium have also
been shown.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 20 stjrcznia 1971 r.
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ZASTOSOWANIE METODY SZTYWNYCH ELEMENTOW SKONCZONYCH
DO OBLICZEN CZESTOSCI DRGAN WEASNYCH USTROJOW OKRETOWYCH*

JAN KRUSZEWSKI (GDANSK)

1. Wstep

Do podstawowych probleméw przy projektowaniu nowoczesnych . ustrojéw okre-
towych nalezy zaliczy¢ zmniejszanie drgan kadtuba oraz zmniejszanie hatasu w pomiesz-
czeniach, w ktérych przebywaja pasazerowie i zatoga. Staly wzrost wymagan armatoréw
dotyczacych komfortowych warunkéw odbywania podrézy statkami sprawia, ze wspom-
niane problemy nabieraja coraz wigkszego znaczenia.

Gléownymi Zroditami drgan i hataséw na statku sg takie urzadzenia, jak zespoly prado-
tworcze, sprezarki, pompy itp. oraz §ruba napgdowa. W ostatnich latach pojawilo sig
wiele ro'zwiaczaﬁ konstrukcyjnych majacych na celu zmniejszenie drgan i hataséw pocho-
dzacych od wspomnianych Zrédel. Do ciekawszych rozwigzan wprowadzanych ostatnio
mozna zaliczyé tak zwane platformy «ptywajace» i wat Srubowy typu Grima.

Platforma «plywajaca» umieszczana jest na podkladkach gumowych najczgéciej w ma-
szynowni. Do tej platformy mocowane sa urzadzenia okrgtowe, réwniez za pomoca
podkiadek gumowych. Uzyskuje si¢ w ten sposéb dwustopniowe mocowanie sprezyste,
co w rozwiazaniach rzeczywistych moze powodowaé zmniejszenie nawet o 40 dB drgan
akustycznych rozprzestrzeniajacych si¢ droga strukturalng na kadhub.

Wat $rubowy typu Grima nalezy do tak zwanych waléw elastycznych. Jego parametry
dobiera sig tak, aby poza pierwsza postacig drgan gietnych, kilka nastgpnych posiadato
amplitudy drgan wlasnych w miejscu zamocowania §ruby napedowej w przyblizeniu
réwne zeru. Pierwsza postaé gietnych drgan wlasnych ma czesto§¢ znacznie mniejsza
od istniejgcych czgstodci wymuszen, natomiast pozostale nie moga by¢ wzbudzone, po-
niewaz amplituda drgan wlasnych w miejscu przyloZenia sily wymuszajacej jest prawie
réwna zeru. Tego rodzaju rozwigzanie calkowicie eliminuje w praktyce najgroZniejsze
zrédto wymuszen na statku, jakim jest $ruba napgdowa.

Oba rozwigzania wymagaja podczas konstruowania wielokrotnego obliczania kilku,
a niekiedy nawet kilkunastu czesto§ci drgah wlasnych i odpowiadajgcych im postaci
drgan. Sg to uklady zlozone, w zwiazku z czym tradycyjne metody obliczen sq dla potrzeb
biur projektowych zbyt pracochionne i trudne.

* TII nagroda na Og6lnopolskim Konkursie na prace teoretyczne z mechaniki, zorganizowanym
przez. Oddzial Warszawski PTMTS w 1970 r.

4 Mcchaﬁika Teoretyczna
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Celem niniejszej pracy jest opracowanie takiej metody, za pomoca ktorej obliczenia
czestosel drgan wiasnych i odpowiadajacych im postaci drgan, nawet dla bardzo zloZo-
nych uktadéw o wielu stopniach swobody, moglyby by¢ przeprowadzane szybko, a proces
obliczenn byl mozliwie najprostszy. Pomy$lano réwniez o tym, aby opracowany algorytm
nadawal si¢ do tatwego zaprogramowania na elektroniczne maszyny cyfrowe.

Wspomniane na wstepie rozwiazania konstrukcyjne stanowiy przyktady zastosowania
metody przedstawionej w niniejszej pracy. Metoda ta polegd na zastapieniu rzeczywistego
ustroju ustrojem ztozonym z nieodksztalcalnych bryt, nazwanych sztywnymi elementami
skoficzonymi (SES), potaczonych ze soba i z ostoja niewazkimi elementami sprezystymi
o charakterystykach liniowych. Ustroje, w ktérych masa rozlozona jest w sposdb ciagty,
zastepuje si¢ pomys$lanymi elementami sztywnymi i pomyslanymi elementami sprezystymi.
Wspdlezynniki sztywnoéci takich elementéw obliczane sa z prostych zaleznosci wytrzy-
matosci materiatow. Metode te nazwano metodg sztywnych elementéw skonczonych.
Umozliwia ona, co zostanie przedstawione w dalszych rozwazaniach, opracowanie spo-
sobu ukfadania macierzy réwnan ruchu bez potrzeby kazdorazowego wyprowadzania
tych réwnan.

Zastosowanie metody sztywnych elementow skonczonych nie ogranicza si¢ jedynie
do wymienionych na wstepie uktaddw; mozna bowiem za jej pomoca obliczaé drgania
gietne 1 gigtno-skretne kadlubow, drgania lokalne nadbudowek, drgania gigtne watéw
na wielu podporach sprezystych, jak réwniez drgania skretne rozwidlonych uktaddéw
napedowych. Omawiana metoda nadaje sie réwniez do obliczania czgstosci drgan wias-
nych i odpowiadajacych im postaci drgan ram i rusztéw zitoZonych z pretdw prostych
i zakrzywionych o zmiennym przekroju poprzecznym, dowolnie roztozonej masie i do-
wolnie podpartych. Przy obliczaniu drgan gietnych uwzgledniany jest wplyw sit stycz-
nych, a takze wpltyw masowych momentéw bezwtadnosci.

W oparciu o przedstawiong metode autor ufozyt kilka programéw na elektroniczna
maszyng cyfrowa Elliott 803 [4, 5, 6]. Programy te znalazly szerokie zastosowanie w pra-
cach biur konstrukcyjnych przemystu okretowego umozliwiajac wprowadzanie nowych
rozwigzan i przynoszac gospodarce narodowej powazne oszczgdnosci.

2. Oznaczenia

Oznaczenia w niniejszej pracy stanowig trudny problem. Skomplikowane postacie
wzoréw zawierajacych liczne sumy, obejmujgce rézne obszary parametréw, a ponadto
macierze utworzone z blokéw zloZzonych z mniejszych blokéw prowadza do skompliko-
wanych ukladdw wskaznikéw. Zagadnienie to wymaga przeto juz na wstepie doktadnego
omodwienia, co pozwoli uniknaé niejasnoéci w trakcie czytania pracy. Zastosowany sposob
oznaczen moze si¢ wydawaé w pierwszej chwili nieco skomplikowany, uzasadniony jest
jednak wzgledami latwego programowania obliczen na elektroniczne maszyny cyfrowe,
Nalezy bowiem pamigtaé, ze metody elementdw skonczonych sa Scisle powigzane z tech-
nika nowoczesnych obliczen numerycznych i musza byé opracowywane pod tym katem
widzenia.

2.1. Uwagi ogolne. Macierze kwadratowe i skltadowe bloki tych macierzy oznaczane
sq duzymi literami umieszczonymi w nawiasach kwadratowych, np. [4]. .
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Macierze kolumnowe (wektory) oznaczane sa réwniez duzymi literami, lecz umiesz-
czonymi w nawiasach sze§ciennych, np. {Q}. W przypadku skladania wektoréw z wy-
razéw innych wektordw stosuje si¢ nastepujace oznaczenia:

jezeli {0} = (21], to {Q}i;=
q2 qit+1
qn qj

Te same zasady stosuje si¢ réwniez w odniesieniu do macierzy diagonalnych o wyrazach
z pojedynczymi wskaZnikami.

Wyrazy macierzy, blokéw 1 wektorédw oznaczane sg malymi literami.

WskaZniki okreSlajace potoZenie wyrazu w macierzy, bloku lub wektorze umiesz-
czane sa na dole, z wyjatkiem wskaznikéw okre$lajacych potoZenie bloku w r-tym pasmie
poziomym i p-tym pasmie pionowym macierzy n-tego stopnia (patrz np. wzér 4.11).
Wskazniki moga byé pojedyncze w przypadku wektoréw i macierzy diagonalnych lub
podwdjne w przypadku macierzy i blokéw kwadratowych.

Wskazniki podwdjne rozdzielone sa przecinkiem. Pierwszy z nich oznacza numer
wiersza lub pasma poziomego, drugi — numer kolumny lub pasma pionowego.

Wskaznik okre§lajacy ukierunkowanie danego parametru wzdtuz lub wokét osi uktadu
odniesienia umieszczany jest na dole.

Wskaznik okreSlajacy przynalezno$é parametru do sztywnego elementu skoiiczonego
umieszczany jest u géry i oznacza numer tego elementu.

Wskaznik okreélajacy przynalezno§¢ parametru do elementu sprezystego umiesz-
czany jest réwniez u gory. Skiada sig on z dwoch a niekiedy nawet trzech liter. Pierwsze
dwie, rozdzielone myélnikiem, oznaczaja numery sztywnych elementéw skonczonych,
zlaczonych rozpatrywanym elementem sprezystym. Jezeli parametr odnosi si¢ réwniez
do sztywnego elementu skoriczonego, to z dwéch omawianych wyzej liter pierwsza jest
numerem tego elementu skonczonego. Trzecia litera, oddzielona od poprzednich prze-
cinkiem, oznacza numer elementu sprezystego w rozpatrywanym potaczeniu. Tak wigc
np. zi~ 7! jest wspéirzedna punktu zamocowania l-tego elementu sprezystego, nalezacego
do potaczenia migdzy r-tym a p-tym sztywnym elementem skonczonym, do r-tego sztyw-
nego elementu skonczonego, mierzona wzdluz osi x%.

Wskaznik parametru nalezacego do elementu sprezystego wchodzacego w skiad po-
Taczenia migdzy sztywnym elementem skonczonym a ostoja oznacza si¢ podwéjna litera,
bedaca numerem tego elementu skonczonego, np. zi~ "k

Macierz transponowana oznacza si¢ litera T umieszczona u gory, np. [Z]7.

W celu unikniecia mozliwosci pomylki przy podnoszeniu do potegi wyrazéw ze wskaz-

nikami umieszczonymi u gory wyrazy te umieszcza sie w nawiasach (patrz np. wzér 4.6).
2.2. Wskazniki.

[ — numer wyrazu wektora, wyrazu macierzy diagonalnej lub wiersza macierzy kwadra-
towej (tylko dla macierzy n-tego stopnia), (i =1, 2, ..., n);

J—numer kolumny macierzy kwadratowej n-tego stopnia, (j=1,2, ..., 1);

! —numer elementu sprezystego w polaczeniu miedzy r-tym a p-tym sztywnym ele-
mentem skonczonym, (/ = 1,2, ..., e ")

4*
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p — numer sztywnego elementu skonczonego z jednej strony potaczenia;

¥ — numer sztywnego elementu skoriczonego z drugiej strony polaczenia;

s — wskaZnik okreSlajacy ukierunkowanie ozhaczanego parametru w stosunku do osi
uktadu odniesienia (s =1, 2,3 — okre$la, Ze parametr odnosi sie do kierunku
wzdluz osi x4, x5, x5, natomiast s = 4, 5, 6 — woké! tych osi);

1 — wskaznik wystepujacy obok wskaznika s, oznacza on numer kolumny, tak jak wskaznik
s numer wiersza bloku [A"?] lub [B™P], (patrz np. wzdr 4.10);

o — numer pasma poziomego bloku [B"P], w ktérym znajduje si¢ blok [H}:f]
f — numer pasma pionowego bloku [B"?], w ktérym znajduje si¢ blok [Hy}]

’

2.3. Oznaczenia szczegolowe wielkoéci podstawowych.

(4} =

‘ay,,, day,, ... a;,|— przeksztalcona macierz stalych skiadnikéw réw-
Q15 Az v Gyp nan ruchu;

[A"¥] 1 — przeksztalcona macierz stalych skiadnikéw row-

[4*Y] nan ruchu utworzona z blokdéw [A4"7];
[.Au,u]
by by, ... by, | —macierz stalych skfadnikéw réwnan ruchu (ma-
2 bagy o by cierz ta moze by¢ réwniez podzielona na bloki

soror [B™P] podobnie jak macierz [A] na bloki [A*""]);
bl,n bz,n bnnj

dem osi p5~P yiPl yiopb g ukladem x7, x4, x5;
[D] — macierz réwnan ruchu;
[D*] — przeksztatcona macierz réwnan ruchu;
e"~% — liczba elementSw sprezystych w poljczeniu miedzy
r-tym a p-tym sztywnym elementem skoficzonym;
[G] — macierz diagonalna wspdlczynnikéw przeksztalca-
jacych;
g = 1)}/ m; — wspélczynnik przeksztalcajacy;
[Hy5] — sktadowy blok bloku [B™7];
[/]— macierz jednostkowa;

[K"P'] — macierz diagonalna wspdlczynnikéw sztywnosci
elementu sprezystego;
k=Pl — wspolezynniki sztywnosci (s.= 1,2, 3 — liniowej,
s =4, 5,6 — obrotowej);
[M]— diagonalna macierz mas uogdlnionych;
[M'] — diagonalny blok mas uogélnionych r-tego sztyw-
nego elementu skonczonego;
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m; — masa uogolniona (dla s == 1, 2, 3 — masy biorgce
udzial w ruchu w kierunku osi x}, x5, x4, nato-
miast dla s =4,5, 6 — masowe momenty bez-
wladnoéci woké} tych osi);

n — stopien macierzy rownan ruchu;

[0] — macierz zerowa;

{0} = (q:) = ({O"'}} — wektor wspbhrzednych uogdlnionych;
e (2%
(Y

{Q"} — wektor — blok wspéirzednych uogdlnionych;
g5 — wspotrzedna uogdlniona bgdaca przemieszczeniem
$rodka masy (gdy s = 1, 2, 3) albo obrotem sztyw-
nego elementu skonczonego (gdy s = 4, 53, 6);
T — energia kinetyczna;
U — energia potencjalna;
u — liczba sztywnych elementéw skonczonych rozpa-
trywanego uktadu;
{Vr—P!} — wektor przemieszczen punktu zamocowania ele-
mentun sprezystego w ukladzie yi=P!, ypip yi-ed,
Avr~Pt — odksztalcenie elementu sprezystego;
x5 — 0§ nieruchomego ukladu odniesienia przynalezne-
go do érodka masy r-tego sztywnego elementu
. skorczonego;
yr—rl — 0§ nieruchomego ukladu odniesienia przynalezne-
go do elementu sprezystego;
[Z7~P' — macierz wspdlrzednych zamocowania elementu
sprezystego
0 — blad w % metody sztywnych elementéw skonczo-
nych wzgledem innej metody;
{ — liczba stopni swobody sztywnego elementu skon-
CzZOonego;

{&} — wektor postaci drgaf, ktdry jest zarazem wektorem
wzglednych amplitud wspdtrzegdnych uogdlnio-
nych;

T — czas;

{¥'} — wektor wlasny macierzy [A];

w — czesto§¢ kotowa drgan wlasnych.

3. Model obliczeniowy

Zatozony w niniejszej pracy model obliczeniowy zastgpujacy rzeczywista konstrukcje
sklada sig (patrz rys. 1) z u elementéw skoficzonych bedacych brylami nieodksztatcalnymi,
z ktérych kazda ma sze$é stopni swobody. Wiasnosel dynamiczne sztywnego elementu
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skonczonego okre§lone sa sze$cioma masami uogdlnionymi my, z ktdrych pierwsze trzy
(s = 1,2, 3) s masami biorgcymi udziat w ruchu w kierunku giéwnych centralnych osi
bezwladnosci x4, x5, x5, natomiast pozostate (s = 4, 5, 6) masowymi momentami bez-
wiadnosci wokot tych osi. W wigkszoSci zagadnienn technicznych] moznal zalozy,
7e masy biorgce udzial w ruchu we wszystkich trzech kierunkach sa jednakowe.
Tstnieja jednak takie przypadki, w ktérych nalezy przyjmowaé rézne ich wartoéct. Z przy-

Yy

NN

fnl3
\

U3 \ Polaczenie

NN

spreiyste

‘!
%» Element

‘ sprezysty

Szlywny element

skoniczon
Yq J

U2 4 4,

X g1 Ys T,
. Ys Us
Ostoja

Rys. 1. Model obliczeniowy

padkami takimi mozna si¢ spotkaé w okretownictwie przy obliczaniu drgan elementow
kadtuba. Inny jest bowiem wplyw masy wody towarzyszacej na drgania pionowe, a inny
na drgania poziome. W pracy zachowano zatem we wszystkich rozwazaniach mozliwo$é
wystepowania réznych wartoéci mas w zaleznoéci od kierunku ich ruchu.

Sztywne elementy skonczone potaczone sa dowolnie ze soba lub z ostoja. Potaczenia
te skladaja si¢ z dowolnej liczby elementéw sprezystych przenoszacych sity w kierunku
ich gltéwnych osi sztywnosci 1 momenty wokét tych osi. Giéwne osie sztywnosci posiadaja
takie wlasnosci, ze sity dziatajace w ich kierunku powoduja odksztalcenia elementu spre-
zystego tylko w kierunku dzialania tych sil. ZaloZzono ponadto, ze elementy sprezyste sa
niewazkie, majg mate wymiary w stosunku do wymiardw sztywnych elementéw skonczo-
nych i posiadaja charakterystyki liniowe. Zatozenie charakterystyk liniowych jest mozli-
we do przyjecia z uwagi na niewielkie odksztalcenia elementéw sprezystych wystepujace
w praktyce. Kazdy element sprezysty okre§lony jest szeScioma wspGlczynnikami sztyw-
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nosci k=P, przy czym pierwsze trzy (s = 1, 2, 3) sa wspSlczynnikami sztywnosci linio-
wych (rozciaganie 1 $cinanie), natomiast pozostale (s = 4, 5, 6) wspolczynnikami sztyw-
noéci obrotowych (zginanie i skrecanie). Wspotezynniki sztywnoéei definiuje sie jako sto-
sunek sity uogdlnionej do wogdlnionego odksztalcenia.

W celu zorientowania w przestrzeni poszczegélnych ukiadéw odniesienia (kazdy
sztywny element skonczony i kazdy element sprezysty ma swdj niezalezny uklad) nalezy
zna¢ dziewieC kosinuséw kierunkowych katéw miedzy osiami sgsiednich ukladow.

Rzeczywiste ustroje obliczane metoda sztywnych elementéw skoniczonych mozna po-
dzieli¢ na trzy zasadnicze typy.

Pierwszy typ — to ustroje zloZzone ze sztywnych urzadzef, mocowanych na podkiad-
kach sprezystych. Typowym przykladem takiej konstrukcji jest sztywna platforma umiesz-
czona w maszynowni okretu na podktadkach gumowych (platforma «plywajaca») z urzg-
dzeniami ustawionymi na niej réwniez na podkiadkach gumowych. W ustrojach tego
typu za sztywne elementy skoriczone przyjmuje sig cate urzadzenia traktowane jako bryly
nieodksztalcalne, natomiast za elementy sprezyste — wszelldego rodzaju sprezyny, pod-
ktadki gumowe, resory, walki skretne itp.

Drugi typ — to ustroje o charakterze ciagtym, w ktorych podziat na sztywne elementy
skonczone dokonuje si¢ w sposéb pomyslany. Do tego typu ustrojow zalicza sie wszelkiego
rodzaju uklady belkowe i ptytowe o masie rozloZonej w sposéb ciagly.

Trzeci typ — to ustroje skladajace si¢ z obu poprzednio omoéwionych uktadéw. Ustro-
jem takim bedzie np. wspomniana wyzej platforma z urzadzeniami okretowymi, trakto-
wana jednak jako odksztalcalna i podzielona, w pomy$lany sposéb, na szereg sztywnych
elementow skonczonych.

Wspdlczynniki sztywnosci elementéw sprezystych w przypadku pierwszego typu ustroju
wyznaczane sa na ogol do$wiadczalnie i podawane przez producentéw w katalogach.
W przypadku drugiego typu ustroju elementami sprezystymi sa elementy pomyslane.
Tego rodzaju elementy sprezyste zastepuja sztywnosci pewnych odcinkdw rzeczywistych
ukladdw ciggtych. Zastosowany model obliczeniowy mozna wiec nazwaé modelem o dy-
skretnie rozlozonej sztywnosci. Wartosci wspdiczynnikéw sztywnosci takich elementow
wyznacza si¢ z prostych zaleznoéci wytrzymatosci materialdow przy zalozeniu statego roz-
ktadu naprezen w zastepowanym odcinku. Tak wigc np. wspolczynnik sztywnoéci zginania
odcinka belki o dtugosci A/, momencie bezwladnoéci przekroju poprzecznego I i module
Younga E wynosi

EI

(3 1) * k = *Z'Z .

4. Macierz réwnan ruchu

Réwnania ruchu wyprowadzono w oparciu o réwnania Lagrange’a. Dla malych prze-
mieszczen w przypadku braku wymuszen i przy pominigciu tlumienia maja one naste-
Pujaca postaé:

: d {aT au
@D delag) o -
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Dla kazdego sztywnego elementu skoriczonego mozna utozy¢ sze§¢ takich réwnan, a wiec
n = 6u dla calego ukladu. Pominiecie thumienia jest uzasadnione, poniewaZz jego wplyw
na wartosci czesto$ci drgan wlasnych i odpowiadajacych im postaci drgan w wigkszoSci
rozwiazan konstrukcyjnych jest bardzo maty.

Jako wspdirzedne uogéblnione przyjeto przemieszezenia liniowe $rodkéw mas sztyw-
nych elementéw skoniczonych w kierunkach ich gléwnych centralnych osi bezwladnosci
I przemieszczenia obrotowe wokot tych osi (patrz rys. 2).

SES nrr

Rys. 2. Schemat oznaczenia wspolrzednych uogblnionych

Energie kinetyczng ukfadu przy takim zaloZeniu wspdlrzednych oblicza siec z naste-

pujacej zaleznodei:

u 6
4.2) T= % 2 Z mi(ge)*.

r=l s=1

\

Pochodne czastkowe energii kinetycznej wzgledem predkosci uogdlnionych sa réwne

oT .
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Energi¢ potencjalng odksztalcenia clementéw sprezystych calego uktadu rozdzielono
na dwie czesci. Pierwsza czg§¢ obejmuje energi¢ potencjalng zalezna od wspolrzednych
uogolnionych r-tego sztywnego elementu skonczonego, druga — energie potencjalng nie-
zalezna od tych wspotrzgdnych. Oznaczajac pierwsza z nich przez U’, a drugg przez U*
uzyskuje si¢ nastgpujaca zaleznoéé:

(4.4) U=U+U*.

Poniewaz U* nic zalezy od wspdlrzednych uogdlnionych r-tego sztywnego elementu
skonczonego, pochodna czastkowa catkowitej energii potencjalnej ukladu wzgledem wspdt-
rzednych uogdlnionych tego elementu jest rowna
4.5 b

ds qs

W dalszych rozwazaniach wystarczy wiec oblicza¢ energie potencjalna U', ktéra wy-

znacza sie z zalezno$ci

u P 6
1 {1 U 3

[ r—p,l r—p,\2

(4.6) U=y DT N ko,
p=1 ]=1 s=1

We wzorze (4.6) sumy obejmuja energi¢ potencjalng wszystkich elementéw sprezystych
doczepionych do r-tego sztywnego elementu skonczonego. JeZeli miedzy r-tym a p-tym
sztywnym elementem skoniczonym nie ma polaczenia, to oczywiscie k=P = 0.

Odksztalcenia elementéw sprezystych w ukladzie osi zwigzanych z nimi sa réwne
4.7 Aoi=Pt = =Pl gP—nl,

W celu uzaleznienia energii potencjalnej U od wspoIrZanych uogdlnionych nalezy
sie posluzyé nastepujacymi zaleznoéciami:

{rrrhis = 1CP- (@)1 =127 {Q"}se),

(48> {Vr—p,l}4_6 — [Cr—p,l]_{QT}4_6’
gdzie
[Zr—p.l] — 0 25"’” ——25""1
4.9) —zZ5rt 0 Z
2y Pt —zymt 0

Po prostych, lecz pracochtonnych przeksztalceniach pochodne czastkowe energii po-
tencjalnej wzgledem wspoirzednych uogdlnionych r-tego sztywnego elementu skonczonego
przyjmuja postaé:

(4.10) Z Z byPg?,

p=1 1=

gdzie b5P sa wyrazami blokéw [B™ "] ma01erzy [B]. Bloki te skladajg sie z czterech mniej-
szych blokow (H.5

4.11) [B"P] = [byR by

........



508 J. KRUSZEWSKI

Bloki [H;;] nalezace do blokéw [B"'], ktére leza na przekatnej macierzy [B] (p = r),
oblicza sie z nastepujacych zaleznosci:

u ,

(4.12) 11 ‘2_; >T [Cr-rT =Pl _5-[C P,
p=
u P
@13 sl = ) D) [CrifT (KT [CrP 272,
p=11i=1
@14) [H155] = [HToT
u &P
(415) [ 5'.5] = ([C"—-Ihl]T. [Kr——p,l]4_6_[cr—~p,l]+
=t i=1

{20 [Cr P KTy [CPP (2R )
Bloki [B™] sa symetryczne wzgledem swoich przekatnych. Zawieraja one wyrazy
zlozone z parametréw r-tego sztywnego elementu skonczonego i parametrow doczepio-
nych do niego elementéw sprezystych. Kazdy ze sztywnych elementdw skonczonych ma
wiec jakby swdj odpowiednik w postaci bloku [B"'].
. Bloki [H{,;ﬁ] nalezace do blokéw [B"?], ktdére leza nad gldwng przekatnag macierzy
[B](p > r), oblicza sie z zaleznoS$ci

P
(4.16) [Hi',lﬂ = — Z [C’"”’I]T-[K’—p”]l__g,-[C"””],
=1
e P
(417) [HBl = — ) [Cr=PIT [K=Pl]y_y - [CPP] - [2P-0,
I=1
Pt
(418) (B3] = — ) (2P O [Krpi] [P,
I=1
&P
(419) (Hy5) = — 3, (CPT- K7y [P+

I=1
FZr P[P KR, [P L [ZP).

Bloki te zawieraja wyrazy zlozone z parametréw elementdw sprezystych potaczenia
migdzy r-tym i p-tym sztywnym elementem skorficzonym oraz z parametréw sztywnych
elementdw skonczonych, ziaczonych za pomoca tego polaczenia. Kazde z potaczen la-
czacych dwa sztywne elementy skoficzone ma zatem jakby swdj odpowiednik w postaci
bloku [B"7]. Bloki [B»"] = [B"?}", a wiec macierz [B] jest symetryczna wzgledem gtow-
nej przekatnej.

Wstawiajac zaleZno$ci (4.3) i (4.10) do réwnan Lagrange’a (4.1) uzyskuje si¢ dla kaz-
dego sztywnego elementu skonczonego ukltad szeSciu jednorodnych réwnan rézniczko-
wych. Uklad ten ma nastgpujaca postaé:

(4.20) [M7-{ 8+ D) 1B771-{Q") = 0.
p=1 :
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Ukladéw takich jest oczywiscie tyle, z ilu sztywnych elementéw skofczonych sklada sie
rozpatrywany ustrdj. Dla catego ustroju mozna wigc utozy¢ n = 6y jednorodnych réwnan
rézniczkowych, ktdre nalezy zapisaé w nastepujacy sposéb:

(4.21) [M]-{Q}+[B]-{Q} = 0.
Rozwiazanie takiego uktadu réwnan rézniczkowych zaklada sig w postaci harmoniczne;j
4.22) {Q} = {E}sinwr.

Po wstawienju zalezno$ci (4.22) do uktadu réwnan (4.21) uzyskuje sig, po uproszcze-
niu przez wspdlny czynnik sinwz, uklad # jednorodnych réwnail algebraicznych o naste-
pujacej postaci:

(4.23) ((Bl—[M]w*)-{E} = 0.
Sa to réwnania ruchu, a macierz charakteryzujaca je przybiera postaé
(4.24) [D] = [B]—[M]w*.

Jak wiadomo, ukiad jednorodnych réwnan algebraicznych ma tylko wtedy rozwigza-
nia nietrywialne, jezeli wyznacznik macierzy [D] jest réwny zeru. Wilasno$é te wykorzy-
stuje si¢ w obliczeniach czesto$ci drgan wilasnych 1 odpowiadajacych im postaci drgan
w oparciu o rachunek macierzowy. W tym celu macierz [D] przeksztalca sie w ten sposob,
aby wspdiczynniki przy w® byly réwne jednosci, a wyznacznik tak przeksztalconej ma-
cierzy pozostal rowny zeru. Dokonuje si¢ tego mnozgc lewostronnie i prawostronnie
macierz [D] przez macierz wspdtezynnikow przeksztalcajacych [G]. Tak przeksztatcona
macierz réwnan ruchu jest réwna

4.25) [D*] = [G]-[B]-[G]—[G]- [M]-[G] .

Wyrazenie [G]- [M]- [G] jest macierza jednostkowsa. Wprowadzajac oznaczenie
(4.26) [4] = [G]-[B]-[G],

przeksztatcong macierz réwnan ruchu mozna przedstawi¢ w postaci

4.27) [D¥] = [4]—[{]w?.

Poniewaz wyznacznik macierzy [D*] jest nadal réwny zeru, obliczenie czgsto§ci drgan
wlasnych rozpatrywanego ustroju sprowadza si¢ do znalezienia wartoéci wlasnych ma-
cierzy [A], zwanej dalej przeksztalcong macierza statych sktadnikéw réwnan ruchu.

Ze wzoru (4.26) wynika, ze wyraz macierzy [4), lezacy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie
oblicza si¢ dzielac analogiczny wyraz macierzy [B] przez iloczyn pierwiastkéw kwadra-
towych z mas uogdlnionych o wskaZnikach 7 i j

(4.28) | gy = Ll

Vmmy .
W praktyce tylko niektére ustroje wymagaja tak ogdlnego modelu obliczeniowego.
Rzeczywisty ustréj mozna najczeéciej zastapié uktadem, w ktérym centralne gléwne osie
bezwladnosci wszystkich sztywnych elementéw skonczonych i gtéwne osie sztywnosci
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wszystkich elementéw sprezystych sa odpowiednio wzgledem siebie réwnolegle. Proces
obliczen wyrazéw macierzy [A] znacznie si¢ wtedy upraszcza, poniewaZ macierze kosi-
nuséw kierunkowych staja si¢ macierzami jednostkowymi. Dla niektérych uktadéw mozna
ponadto stosowal sztywne elementy skoficzone o trzech, dwdch lub o jednym stopniu
swobody.

Uktady zloZzone ze sztywnych elementéw skornczonych o trzech stopniach swobody
(4%, 45, g5) stosowano przy obliczaniu drgan kadiuba w plaszczyznie pionowej, z uwingd-
nieniem drgan wzdiuznych nadbudéwek, symetrycznej platformy «plywajacej» z urzadze-
niami oraz pfaskiej ramy na podporach sprezystych.

Uklady zlozone ze sztywnych elementéw skonczonych o trzech stopniach swobody
(4%, ¢4, q5) stosowano przy obliczaniu drgan rusztéw i plyt.

Uklady zlozone ze sztywnych elementow skonczonych o dwéch stopniach swobody
(93, q5) stosowano przy obliczaniu drgan pionowych kadtuba, drgan gigtnych watu §ru-
bowego typu Grima i1 waléw na wielu podporach.

Uklady zlozone ze sztywnych elementéw skonczonych o jednym stopniu swobody (¢%)
stosowano przy obliczaniu drgan skretnych rozwidlonych uktadéw napedowych.

Stosowanie sztywnych elementéw skorniczonych o zmniejszonej liczbie stopni swobody
pozwala zmniejszy¢ wymiar macierzy [4] lub zwigkszyé gesto$¢ podzialu elementow
ciaglych przy zachowaniu niezmienionych wymiaréw tej macierzy. Zmniejszenie wymiaréw
macierzy [A] znacznie skraca czas obliczen na elektronicznej maszynie cyfrowej, poniewaz
jest on proporcjonalny do drugiej, a nickiedy nawet do trzeciej potegi stopnia macierzy.
Natomiast zwigkszenie gestosci podziatu zwigksza dokladnoéé obliczen.

Macierze réwnan ruchu ukladéw zlozonych ze sztywnych elementéw skonczonych
o zmniejszonej liczbie stopni swobody uzyskuje si¢ z macierzy ukladéw przestrzennych
przez skreSlenie wierszy i kolumn odpowiadajacych pominietym wspélrzednym uogdlnio-
nym. _

Jak juz wspomniano, macierz [4] nawet bardzo zozonych ustrojow mozna uwlozyé
w Sposob automatyczny bez wyprowadzania réwnan ruchu. W tym celu nalezy:

1. Wykonaé szkic uktadu obliczeniowego numerujac kolejno sztywne elementy skon-
czone od 1 do u (patrz przyklad na rys. 4).

2. Przygotowad tablice (patrz rys. 3) do wpisywania wyrazéw macierzy [4] skladajaca
si¢ z u pasm poziomych i © pionowych (pasma te zaznaczono na rys. 3 grubymi liniami).

3. Podzieli¢ kazde pasmo poziome i pionowe na { cze$ci, uzyskujac tablice o n = fu
wierszach i n kolumnach.

4. Ponumerowaé pasma poziome i pionowe od 1 do u.

5. Ponumerowaé wiersze 1 kolumny kazdego pasma zgodnie z wskaZnikami (s, t)
wspolrzgdnych uogdlnionych sztywnych elementéw skonczonych (dla ukfadéw przestrzen-
nychs=1¢t=1,2,..,6, a np. dla ukladéw ztozonych ze sztywnych elementéw skoriczo-
nych o dwéch stopniach swobody — s = ¢ = 2, 6).

6. Obliczy¢ i wpisaé do tablicy wyrazy blokdw [A™P] utworzonych przez przecigcie
si¢ r-tego pasma poziomego z p-tym pasmem pionowym wedhig zaleZno$ci

(4.29) =2
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Dla ulatwienia procesu ukladania macierzy [4] podano niZej kilka wskazdwek:

1. Ze wzgledu na symetrie macierzy [4] wykonuje si¢ tylko czesé tablicy zawierajaca
wyrazy lezace na gldwnej przekatnej i nad nig. Przy obliczeniach na elektronicznych
maszynach cyfrowych tylko te wyrazy wczytywane sa do pamigci.

p-te pasmo pionowe

r-te pasmo poziome

Rys. 3. Schemat tablicy do ukladania macierzy rownan ruchu

2. Blok [4"] lezacy na gldwnej przekatnej macierzy [4] jest odpowiednikiem r-tego
sztywnego elementu skonczonego. Blokdw takich jest tyle, z ilu sztywnych elementéw
skonczonych sklada si¢ rozpatrywany ustrdj.

3. Blok [4"7] lezacy nad gléwna przekatna macierzy [A] jest bdpowiednikiem pola-
czenia migdzy r-tym a p-tym sztywnym elementem skonczonym. Blokéw takich jest tyle,

Rys. 4. Ukiad zlozony z czterech sztywnych elementéw skonczonych
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ile polaczen miedzy sztywnymi elementami skonczonymi posiada rozpatrywany uklad.
Blok ten lezy w r-tym pasmie poziomym i p-tym pasmie pionowym macierzy [A4].

4. Polaczenia miedzy sztywnymi elementami skonczonymi a ostoja nie posiadaja
swoich odpowiednikéw w postaci niezerowych blokéw [A"P].

5. Pozostale klatki sa blokami zerowymi. Leza one na przecigciu si¢ pasm o numerach
réownych numerom sztywnych elementéw skonczonych, nie polaczonych ze soba.

Dla zilustrowania metody ukladania macierzy [A] przedstawiono na rys. 4 ustrdj
zlozony z czterech sztywnych elementéw skonczonych. Macierz [A] tego ustroju ma
nastepujaca postac:

(4.30) [4] = [[A"T] 4% [0 1[0 ]
[AZ,Z] [AZ,S] [A2,4]

{AS,S} {A3,4}

[4%4]

5. CzgstoSei drgan wlasnych i odpowiadajace im postacie drgan

Znajac przeksztalcona macierz statych skladnikéw réwnan ruchu, obliczenie czestosci
drgan wlasnych sprowadza si¢ do wyznaczenia wartosci wlasnych tej macierzy. Warto§ci
wlasne sa bowiem kwadratami czesto$ei kotowych drgan wlasnych [patrz wzér (4.27)].

Jedna z najlepszych metod wyznaczania warto$ci wlasnych w zastosowaniu do obli-
czen czestosci drgan jest metoda Householdera. Autor stosowal ja z niewielkimi zmiana-
mi we wszystkich programach wykorzystujacych metode sztywnych elementéw skonczo-
nych. Polega ona na przeksztalceniu macierzy [4] do postaci tréjprzekatniowej (kodia-
gonalnej). Dokonuje sig tego na drodze szeregu przeksztalcen ortogonalnych [3,7, 8].
Wartos$ci wlasne tak uzyskanej macierzy tréjprzekatniowej sa réwne warto$ciom wlasnym
macierzy wyjsciowej. Oblicza sie je w prosty sposéb metoda tak zwanej bisekcji. Giéwna
zaleta metody Householdera w potaczeniu z metoda bisekcji jest jej duza stabilno$¢ i nie-
zawodnosé, a ponadto mozliwoéé obliczania tylko wybranych wartoéei wlasnych.

Wektory formy drgan oblicza sie mnozac lewostronnie wektory wlasne macierzy [A4]
przez macierz przeksztalcajaca [G]

CRY) (&} = [G1+{¥}.

Tak wigc w celu obliczenia i-tej skfadowej postaci drgan nalezy i-ta skladowa wektora
wlasnego macierzy [A4] podzieli¢ przez pierwiastek kwadratowy z odpowiadajacej masy
uogdlnione;j

(5.2) £=- 1
]/mi
Wektory postaci drgaid normuje si¢ jeszcze przewaznie w ten sposob, aby maksymalne
moduty ich sktadowych byty réwne jednosci.
Przy obliczaniu wektoréw wlasnych macierzy [4] autor we wszystkich opracowywa-
nych przez siebie programach stosowal metode WiLkiNsoNna [9].
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6. Dokladno$¢ metody

Dokladno$é metody sztywnych elementédw skonczonych, pomijajac bledy wynikajace
z dzialan numerycznych, uzalezniona jest od gestosci podziatu ukladéw ciagtych. Dla
stwierdzenia doktadnosci metody wykonano obliczenia dziewieciu czesto$ci drgan wias-
nych belki swobodnej, dzielac ja na rézne liczby sztywnych elementéw skorficzonych.
Wyniki obliczen poréwnano (patrz rys. 5) z wynikami uzyskanymi ze wzoru CSUPORA
[2]. Wzér ten mozna uznaé za bardzo dokiadny, poniewaz uwzgledniono w nim wplyw
sit stycznych 1 wplyw masowych momentéw bezwladnosci. Z rys. 5 wynika, ze metoda

% g

o3

\
\

////

5
\
"\\Q N

N .
-1
5] N\ N
—_— —
6 8 10 14 16 18 u

Rys. 5. Blad obliczen czgstoSci drgan wiasnych swobodnej belki pryzmatycznej w zaleznosci od
gestodei jej podziatu

sztywnych elementéw skonczonych daje dobre rezultaty nawet przy niezbyt gestym po-
dziale belki. Tak wigc np. przy podziale na 10 sztywnych elementéw skoriczonych blad
obliczen pierwszych czterech czestosci drgait wlasnych jest mniejszy od 1%. Wykonano
réwniez obliczenia drgafd wlasnych prostokatnej plyty podpartej swobodnie na krawe-
dziach, dzielac ja na 25 sztywnych clementéw skonczonych. Blad pierwszej czgstodci
drgan wlasnych w stosunku do metody tradycyjnej wynosi poniZzej 3%.

W Zakladzie Dynamiki Centralnego Oérodka Konstrukcyjno-Badawczego Przemystu
Okretowego w Gdafisku wykonano badania modelowe drgan platformy «plywajacej»
z jednym i z dwoma urzadzeniami. W tablicy 1 zestawiono bledy obliczen czestosci drgan
wlasnych, wykonanych metoda sztywnych elementéw skoficzonych z wynikami uzyskany-

mi z wspomnianych pomiaréw modelowych. Stwierdzono réwniez bardzo dobrg zgodnoéu‘ <

obliczonych postaci drgan platformy z postaciami uzyskanymi z pomiardw.
Ponadto obliczono czgstosci pionowych drgan wilasnych kadiuba zblornlkowoa 0 nos-
nosci 53000 DWT, dzielac go na 21 sztywnych elementéw skoiiczonych., Pine dotyczace
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Tablica 1. Zestawienie bledow obliczen czestoci drgan wlasnych, wykonanych mefoda sztywnych
elementéw skonczonych z wynikami uzyskanymi z pomiaréw modelowych platformy «plywajacej»

Stopien drgaf ‘ 1 2 3 4 { 5 { 6 7 8 9

d | jedno urzgdzenie

%

1,90 22 | =21 -0,2] 0,7 1,4 — — —

dwa urzadzenia

—0,4| 0,0 02 =2,6[ 47 | 41 | 03 | —05| 1,7

wszystkich parametréw statku potrzebnych do obliczen oraz wyniki pomiaréw zaczerp-
nigto z pracy [1]. Wartosci bledédw 6 umieszczono w tablicy 2.

Tablica 2. Zestawienie bledéw obliczen czestoSci drgait wlasnych, wykonanych metoda
sztywnych elementéw skonczonych z wynikami pomiaréw kadluba zbiornikowca

Stopien drgan 1 2 4

3 \ s |6
_..l -
8% 05 | 02| 21 ll 2,9 ‘ — ‘ 3| s ’ 8,0

7. Wnioski

1. Metoda sztywnych elementéw skoficzonych pozwala wjaé w jeden algorytm obli-
czenia czestosci drgan wiasnych i odpowiadajacych im postaci drgan dowolnych uktadéw
o charakterystykach liniowych.

2. Przy obliczaniu macierzy réwnafi ruchu nie ma potrzeby wyprowadzania tych réw-
nan, opracowano bowiem zasady umozliwiajace budowanie tych macierzy w sposéb
automatyczny.

3. Doktadno§¢ metody, nawet przy niezbyt gestym podziale rzeczywistego ustroju
na sztywne elementy skoniczone, jest dla celdw praktycznych bardzo dobra.

4. Stosujac metodg sztywnych elementow skoficzonych mozna przeprowadzaé obli-
czenia uktadow ztozonych, dla ktérych metody tradycyjne sa zbyt pracochtonne lub nie-
kiedy nawet niemozliwe do zastosowania.

5. Metoda jest przeznaczona do wykonywania oblicze za pomoca elektronicznych
maszyn cafrowych. Przygotowanie danych jest proste, a proces obliczen zautomatyzo-
wany, w zwiazku z czym wiele skomplikowanych obliczen moga wykonywaé pracownicy
techniczni nie posiadajacy wigkszego przygotowania teoretycznego.

6. Czas potrzebny do przeprowadzenia obliczeri jest w poréwnaniu do innych metod
bardzo krétki.

7. Oméwiona metoda znalazla szerokie zastosowanie w polskim przemysle okrgto-
wym, szezegélnie przy projektowaniu najnowszych rozwiazan konstrukcyjnych.

8. Metoda sztywnych elementédw skonczonych mozna réwniez obliczaé czestosci drgan
wlasnych i odpowiadajace im postacie drgan wszelkiego rodzaju ram, rusztéw i phyt
o zmiennych przekrojach poprzecznych i nieréwnomiernie rozlozonej masie, z uwzgled-
nieniem wplywu sit stycznych i masowych momentéw bezwtadnoéci.



ZASTOSOWANIE METODY SZTYWNYCH ELEMENTOW SKONCZONYCH 515

Literatura cytowana w tekscie

1. G. ANDERSON, K. NORRAND, A method for the calculation of veritical vibration with several nodes and
some other aspects of ship vibration, RINA, (1969).

2. D. Csupor, Methoden zur Berechnung der freien Schwingungen des Sch:ffs/dirpers, Jahrbuch der STG,
50 Band, (1956).

3. A.S. HouseHOLDER, F. L. BAUER, On certain methods for expanding the characteristic polynomial,
Numerische Meth., Nr 1 (1959).

4. J. KrUSzEWSKI, Obliczenia drgaii skretnych okretowych nkladow napedowych. Opis programu Nr 27-TWD
na EMC Elliott 803, Wyd. wewn, COXB Gdansk (1964).

5. J. KRUSZEWSKI, Obliczenia drgan skretnych rozwidlonych ukladow napedowych. Opis programu Nr 29-TWD
na EMC Elliott 803, Wyd. wewn. COKB Gdansk (1964).

6. J. KrRUSZEWSKI, Obliczenia drgah konstrukcji okretowych za pomocq sztywnych elementéw skornczonych
o pieciu podstawowych kombinacjach stopni swobody. Wyd. wewn. Zakt. Mech. i Wytrz. Mat. PG, (1969).

7. J. Kruszewskl, Z. POWIERZA, Optymalizacia macierzy dynanticznych -rownan ruchu ukladéw napedo-
wych ze wzgledu na czas potrzebny do wyznaczenia czestosci skretuych drgan wlasnych, Zbiér Prac WSMW,
Nr 21 (1968).

8. J. H. WILKINSON, Householder’s method for the solution of the algebraic eigenproblem, Computer J.,
Nr 3 (1960).

9. J. H. WiLkinsoN, The calculation of the eigenvectors of codiagonal matrices, Computer J,, Nr 7 (1958).

Pesome

TIIPUMEBHEHHWE METOJIA >KECTKHMX KOHEYHBIX DJIEMEHTOB
K PACUETAM YACTOT COBCTBEHHKIX KOJIEBAHUIT CYOBBLIX CUCTEM

Metoa »KeCTKUX KOHEUHbBIX 3JIEMEHTOB COCTOMT B 3aMeHe AeACTBUTENBHOH KOHCTPYIIMH PacueTHON
cucTeMOl HeneHOPMUPYEMBIX Tell (PKECTKHX KOHEUYHbIX 3JIEMEHTOB), COCOMHEHHBLIX MEXKTY cOOOH mim
C OCHOBaHMEM HEBECOMbIMH YIPYTCHMH OJJIEMEHTaMH C JIMHEHHBLIMH XapaKTepucTHKamu. Paspaboranbr
AJICOPUTMbI PacU€TOB MAaTPHUHLIX yPaBHEHM# ABHOKenusI. MeTon npucrnocobiieH K NpOBEAEHHIO pacué-
ToB ¢ nomolusio DBIIM. Ha npumepe cBoGomioit npuamaTHyecKoi Bayxy MOKa3aHa TOYHOCTH METOHNA
B 3aBYCHMOCTH OT ILIAra [AeTeHus (puc. 5). PaccMATpUBAEMBIR METOM HALIEN IIHPOKOE IPUMEHCHHE B CY-
JOCTPOEHMHM, OCOBEHHO NpM pacuérax KoNeGaHHH KOPIYcOB, U3rMOHBLIX KOJEOAHHMI BaOB Ha MHOTMX
YIPYTHX ONOPaX M BHHTOBBLIX BajoB I'puma, konmeGaHHi T. H. IUIaBamoLLUx aTdopm C yCTpoiicTBamu
HA PESHHOBBIX MTOJKIIAKAX, KPYyTHIIBHBIX KOJeOaHNH pasBeTBIEHHbLIX NPHBOOHBIX cHcTeM. Meron wecr-
KHX KOHEYHBLIX JIeMEHTOB BEChMA IOJIE3eH TAKXKe NPH pacuéTax 4acToT cOOCTBEHHBLIX KoNeOGammil pam,
KOJIOCHMKOBBIX PELIETOK M IUIAT C IIEPEMEHHBIMH CEYEHHMAMH H C HEPABHOMEPHO pacipeneNeHHol maccoi.
TIpu aThx pacueTax yYHTHLIBAETCA BIHSHME KACATENBHBLIX CHJI M MAaCCOBBIX MOMEHTOB MHEDIIMH.

Summary

APPLICATION OF THE RIGID FINITE ELEMENTS METHOD TO CALCULATION
OF NATURAL VIBRATION FREQUENCIES OF SHIP STRUCTURES

The method of calculation consists in replacing the actual system by a system of rigid finite elements
interconnected and attached to the foundation by elastic elements with linear characteristics. The matrix
of the equations of motion is constructed directly without their explicit derivation. The accuracy of the

5 Mechanika Teoretyczna



516 J. KRUSZEWSKI

computerized method depending upon the number of finite elements (see fig. 5) is shown on the example
of a simply supportcd prismatic beam. The method described is widely applied in shipbuilding industry,
especially for calculations of ship hull vibrations, bending vibrations of the shafting fitted on many elastic
supports, bending vibrations of elastic Grim-type propeller shafts, vibrations of the «raft» with flexibly
fitted equipment and torsional vibrations of branch propulsion systems. The method of rigid finite
elements is most useful in calculation of natural vibration frequencies of the frames and grillages with
varying cross-sections. The influence of shearing and inertia forces are taken into account.

POLITECHNIKA GDANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 stycznia 1971 v,
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HIPOTEZA DEKOHEZJI MIKROOBJETOSCI
PODDANEJ DZIALANIU ZMIENNYCH NAPREZEN*

ZoriA HANDZEL (WARSZAWA)

Nie jest bynajmniej uj/nq bladzenie w teoriach i hi-
potezach. Nasze hipotezy sq raczej dla teraznicj-
szoSci niz dla przysziosci. Sq one niezbedne dla
wytlumaczenia poznanych faktdw, ozywienia ich
i zmobilizowania, a nade wszystko dla utorowania
drogi nowym odkryciom.

Richard Willstaetter (1872-1942)

1. Wprowadzenie

Zjawisko zmeczenia metali, zachodzace pod wplywem zmiennych obciazen, znane jest
juz od przeszto stu lat; nie ma jednak dotad teorii, ktéra tlumaczylaby w wyczerpujacy
sposéb. zwiazane z tym zjawiskiem procesy. Wynika to stad, ze zjawisko jest bardzo
skomplikowane, zalezne od calego zespotu czynnikéw.. Wielu z autoréw [10, 16], podejmu-
jacych prébe teoretycznego wyjasnienia procesu zmeczenia, sprowadzito swoje rozwaza-
nia do ustalenia praw rozprzestrzeniania si¢ mikropgknig¢ zmeczeniowych. Podejscie
takie obrazowo przedstawia omawiany problem, ale prowadzi jednoczes$nie do_zbytnieg(j
uproszczenia zjawiska, zwlaszcza gdy rozpatruje si¢ je z punktu widzenia fizyki i budowy
metali.

Wsrod autordw hipotez zmeczeniowych [[, 3, 4, 6, 14, 17, 21, 24, 27, 28] dominuje
poglad, Ze powstanie zlomu zmeczeniowego determinowane jest procesami zachodzacymi
w mikroobjetosciach metali. Rozpowszechniony jest réwniez poglad [8, 22, 25, 27], ze
zjawisko zmeczenia metali wiaze si¢ z defektami sieci krystaliczne;.

W $wietle tych pogladéw, dla wyjasnienia zjawiska zmegczenia metali, postawiono
w niniejszej pracy hipoteze dekohezji mikroobjetosci, uwzgledniajacy defekty sieci krysta-
licznej. '

2. Prawdopodobieistwo wystapicnia dekohezji mikroobjetosci

W celu opisu zjawisk zachodzacych w me{alu pod wptywem zmiennych obciazen za-
kladamy, Zze metal ma taka mikrostrukture jaka przyjeli Murzewskl [18] i VoLkov [26].

* 1T nagroda na Ogdlnopolskim Konkursie na prace teoretyczne z mechaniki, zorganizowanym
przez Oddziat Warszawski PTMTS 'w 1970 roku. .
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Dzielg oni o§rodek na elementy objetosciowe makroskopowe £ (I rzgdu) i mikroskopowe
w (IT rzedu), czyli na tzw. punkty fizyczne pierwszego i drugiego rodzaju.

Wymiary elementéw makroskopowych £ szacujg autorzy na 1072 cm, tak ze elementy
te moga podlegaé badaniom laboratoryjnym, wymiary za§ elementow mikroskopowych
w na 107% cm, tak zeby zachowaly one jeszcze wiasnosci materii ciaglej. Przy tak po-
my$lanym geometrycznym podziale osrodka, liczba elementéow w w £ réwna

: _ 1072\
jest tego samego rzedu, co liczba makroelementéw £2 w objetosei czesei konstrukeyjnych
o wymiarach liniowych 10 cm tzn.

10 | .
2.2) K= (—1—0—_7) = 10°.

Rozwazania ograniczamy do ofrodkéw quasi-jednorodnych, sprezysto-kruchych,: po-
czatkowo doskonale izotropowych. Przez quasi-jednorodno$¢ rozumiemy jednorodno$é
w skali makroskopowej przy jednoczesnej niejednorodnosci w skali mikroskopowej. Spre-
zysto-krucha wiasno$¢ mikroelementu polega na tym, ze po odksztalceniu sprezystym
i osiagnieciu przez mikronaprezenie s odpowiedniej mlkrowytrzyma{osm P nastepuje na-
tychmiastowy spadek mikronaprezenia do zera. ‘

Sprezysto-krucha wiasno$¢ makroelementu polega na tym, ze az do granicy sprezystosci
material podlega prawu Hooke’a, nastgpnie moga zachodzi¢ w nim nieliniowe odksztal-
cenia na skutek spekania, czyli tzw. plastyczno§é destrukcyjna. W zwiazku z tak przy-
jetym modelem oérodka rozrézniamy zniszczenie mikroskopowe, czyli drugiego rodzaju
i makroskopowe, czyli pierwszego rodzaju.

Zakladamy, Ze w objetosdci V ciata dziala niejednorodne pole mikronaprezen s, gdzie
s k=1,2, ...',M) oznacza napreZenie dzialajace na mikroelement w,. JeZeli granica
mikrowytrzymatoéci elementu w, wynosi P, to warunek naruszenia spdjnosci tego mikro-
elementu zapisujemy w postaci

(2.3) S = Py

Zaréwno mikrowytrzymato$¢ P, jak tez mikronaprezenie s sa zmiennymi losowymi.
Autorzy statystycznych kryteriéw dekohezji [18, 19, 26] dla uproszczenia obliczen tylko
jedna z tych wielkosci uwazaja za zmienna losowa, a druga — ustalaja.

W niniejszej pracy zarowno mikrowytrzymatoéé P, jak i mikronaprezenie s rozpatruje
si¢ jako zmienne losowe, co znacznie komplikuje wyznaczenie prawdopodobiefistwa de-
kohezji mikroobjetosci. W dalszej czgsci pracy zostanie podjety ten problem w odniesieniu
do pewnego szczegéinego przypadku.

3. Wplyw zmiennych naprg¢zen na wzrost gestoéci dyslokacji w mikroobjetoSci

Obecnie uznaje sig, Ze powstawanie zloméw zmeczeniowych odbywa si¢ z udziatem
defektow sieci krystalicznej. Postawiona w niniejszej pracy hipoteza uwzglgdnia wplyw
gestosei dyslokacji na dekohezje mikroobjetosci, natomiast pomija wplyw defektéw punk-
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towych. WiazZe sig to z tym, Ze defekt punktowy powoduje zaktdcenia statecznosei sieci
krystalicznej jedynie w otoczeniu danego punktu, natomiast dyslokacja powoduje zakid-
cenia wzdtuz cafej linii dyslokacji i tym samym ma wigkszy udzial w tym procesie.

Liczba dyslokacji w mikroobjgtosci, na ktdra dzialaja zmienne naprezenia, wedlug
teorii dyslokacji [7, 9, 15], zalezy od liczby cykli N oraz od wartosci maksymalnego i mi-
nimalnego napre¢zenia w cyklu.

Zmiana ggstosci dyslokacji w mikroobjetosci wywolana dzialaniem N cykli zmian
naprezen ¢ bedzie wyznaczona zalezno$cia

329

3.1 _ - flo, N) = N

gdzie: o — gestosé dyslokacji.

O zmianie gestosci dyslokacji, jaka zachodzi w mikroobjgtoéci wraz ze wzrostem
liczby cykli, mozna sadzi¢ na podstawie eksperymentu przeprowadzonego przez GURIEWA
i SToLAROWA [11]. Dodwiadczenie to polegalo na tym, Zze prébki poddano dziataniu
zmiennych obciazef, po uprzednim trawieniu ich powierzchni. W wyniku obserwacji
i pomiaréw nieréwno$ci pojawiajacych si¢ na powierzchni badanych prébek ustalono,
ze szybko$¢ wzrostu tych nieréwno$ci jest odwrotnie proporcjonalna do liczby cykli
obcigzen. Zdaniem autoréw cytowanego doswiadczenia, wychodzace na powierzchnie
prébki nieréwnosci sa zwiazane z lokalnym «puchnigciem». metalu, co mozna ttumaczyc
miejscowym wzrostem gestos$ci dyslokacji.

W zwiazku z powyzszym zakladamy, Ze przyrost gesto$ci dyslokacji w mikroobjgtosei
jest odwrotnie proporcjonalny do liczby cykli N i wprost proporcjonalny do wspéiczyn-
nika 2

(3.2) fle Ny ==

Wspdlczynnik » w ogdlnym przypadku wyrazony jest przez zalezno$é:
(33) X = %(U’z, gy, Qo, Rr, ...),

gdzie: o, — maksymalne naprezenie w cfklu,
o, — minimalne naprezenie w cyklu,
0o — poczatkowa gestosé dyslokacji,
R, — wytrzymalo$¢ na rozrywanie,
a kropki oznaczaja inne parametry wptywajace na zmiang gestosci dyslokaciji, jak np. ksztalt
cyklu, czestotliwo§é zmian obcigzen, temperatura.
W niniejszej pracy pomija si¢ wplyw czgstotliwosci, ksztattu cyklu itp. na zmiang
gestosei dyslokacji. Gesto$¢ dyslokacji bedzie zaleze¢ réwniez od historii obciaZenia.
W celu wyznaczenia wspdlczynnika » rozpatrujemy zmiang gestosci dyslokacji w po-
szezegblnych éwiartkach cyklu zmian naprezen. Zmiang gestosci dyslokacii zachodmcq
w czasie trwania jednego cyklu rozwazal juz OpING [22].
ODING analizowal zmiane gestoéci dyslokacji, zachodzacg podczas symetrycznego
cyklu zmian obcigzen. Uwazal on, Ze w pierwszej éwiartce cyklu, tj. podczas obcigzenia,
ruch dyslokacji prowadzi do takich zmian w sieci krystalicznej, ktdre przeszkadzajg
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powrotowi czedci dyslokacji do ich Zrédet podczas drugiej ¢wiartki cyklu, tzn. podczas
odcigzania prébki. W trzeciej ¢wiartce cyklu obciazanie ma znak odwrotny anizeli w ¢wiartce
pierwszej. Dla tej czeci cyklu jest wlasciwy mniejszy opdr odksztalcenia (efekt Bau-
schingera). ODING tlumaczy to czgsciowym powrotem tych dyslokacji, ktdre przemiesz-
czaly sie w czasie pierwszej ¢wiartki 1 nie zdazyly powrdci¢ do swych wyjsciowych po-
zycji podczas drugiej ¢wiartki cyklu. Czwarta ¢wiartka cyklu, w ktdrej nastgpuje ponowne
odcigzenie probki, nie rézni sie w zasadzie od drugiej ¢wiartki. Nastepne cykle sa podobne
do cyklu pierwszego, zmienia sig¢ tylko liczba dyslokacji. '

Zmiang gestosei dyslokacii, zachodzaca na przestrzeni jednego cyklu, eksperymen-
talnie wykazat Goraski [9]. Zastosowat on ultradZzwigkowa metod¢ obserwacji procesu
zmeczenia, ktéra polega na pomiarze zmian ttumienia zachodzgcych podczas jednego
cyklu. Badania objelty proby zmeczeniowe stali niskoweglowej wyzZszej jakoSci, obcig-
zonej cyklami wahadfowymi przy rozciaganiu-Sciskaniu. Wykazaf on, ze tlumienie fal
ultradzwigkowych zmienia si¢ w czasie trwania jednego cyklu w zaleZno$ci od wartosci
sity dziatajacej na prébke. GOEASKI w oparciu o przeprowadzone do$wiadczenia wy-
ciagnatl nastepujace wnioski:

1) W prébee obcigzonej zmiennym naprezeniem o okrelonej amplitudzie ttumienie
fal ultradZwigkowych w czasie trwania jednego cyklu zmienia si¢ wraz ze zmiang sity
dziatajacej na prébke. '

2) Wartoéé zmian thumienia w czasie trwania jednego cyklu zalezy od amplitudy na-
prezenia oraz od liczby przebytych cykli.

3) Ze zmiang liczby cykli obcigzen, zmienia sig liczba dyslokacji.

4) Zaobserwowane zmiany tlumienia pozwalaja sadzié, Ze intensywno$¢ narastania
uszkodzen zmegczeniowych jest znacznie wicksza w czasie, gdy probka obcigzona jest
naprezeniami rozciagajacymi, niz w czasie, gdy probka jest $ciskana.

W oparciu o wnioski GOLASKIEGO zaldzmy, ze wspdlczynnik » charakteryzujgcy zmiane
gestodcei dyslokacji w cyklu zalezy od o i signe.

Wspé}ciynnik » bedzie réwniez zalezat od poczatkowe]j gestosci dyslokacji pg oraz
od wartosci wytrzymaloéci na rozrywanie R,. Zakladamy wigc:

(3.4 % = (o, signks, R, po).

Wzrost gestosci dyslokacji, zgodnie z rozwazaniami ODINGA [22], bedzie zachodzid,
gdy ¢ >0, ¢ >0 oraz gdy ¢ < 0, ¢ < 0..W czasie trwania pozostatych czesci cyklu
zmiana gestosci dyslokacji jest nieznaczna i pomijamy ja. Iustruje to rys. 1.

Poréwnujac wzory (3.1) i (3.2) otrzymujemy

%0 P
3.5 & _ =
(3:3) ONdoc N
Calkujac réwnanie (3.5) przy zalozeniu, ze dla N =1, p == p, otrzymujemy wyrazenie
na przyrost gestosci dyslokaciji jaki nastapit w mikroobjgtosci na skutek dziatania N cykli
zmian naprezen: ‘ ’

N

(3.6) .e—go=j j%dadN:lanxda,
1 o o
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gdzie: f xdo = % oznacza warto$¢ wspdlczynnika charakteryzujacego zmiane gestosci

o

dyslokacji w cyklu.
Aby obliczy¢ wartoéé wspdlezynnika % w zaleznosci od znaku dzialajacego napre-

zenia i znaku pochodnej naprezenia, wprowadzamy do granicy calki we wzorze (3.6)

funkcje skokowa Heaviside’a.

~+9

/ 4

. —
~———
——

"~
~,

! ]
'l 1
Pl
)
!
/
rd

Rys. 1. Rozne przypadki zmiennego obcigzenia. (W pracy uwzgledniono zmiang gestodci dyslokacii
w tych cze$ciach cyklu, ktére sa zarysowane linig ciagla)

Przyrost gestoéci dyslokacji podczas rozciagajacej czesci cyklu (¢ >0, o > 0) wy-

nosi
a20(a2)

(3.7) azzggggn® ek do,
4 @16(oy)

gdzie: g, — poczatkowa gesto$é dyslokacji,
R, — wytrzymalos$é na rozrywanie,
0, — maksymalne napr¢zenie w cyklu,
o, — minimalne naprezenie w cykly,

6(o) — funkcja skokowa Heaviside’a.
Przyrost gestosci dyslokacji podczas Sciskajacej czgéci cyklu (¢ < 0, ¢ < 0) wynosi

’ 010(761) "
(3.8) 7= 2 (signd) j eRido.
. ) r a20{—02)

Wspotezynnik » charakteryzujacy zmiane gestosci dyslokacji w cyklu wynosi

% = Ay 7.

(3.9)
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Po -wstawieniu wzoru (3.7) i (3.8) do (3.9) otrzymamy ostateczny wzér na wartoéé
wspélezynnika % dla cyklu, w ktérym obciazenie zmienia si¢ w granicach od o, .do o,

. ) a20(a2) a10(—0a7) .

' ! ’ S 0o o * =

G0y i ( f R do— J eera).
" a0 a20(—a3)

Wspdlezynnik charakteryzujacy zmiane gestosci dyslokacji w cyklu zgodnie z wzorem
(3.10) wynosi:
a)gdy o, >0i0, >0

oy 3

' io o 1)
(311) %:—‘i—ofeﬁdgzgo(eR,_eRr), .
b)gdy 0, > 010, <0
i [t in = et et
.. . - QO = 00‘ . .L Lo . il SN RS
(3.12) - == eera——.f. eRdo = poleRr—eRr],
) _R’ 0 R, 0 )
c)gdy o, =010, <0
(3.13) ' %= —%O—f e?r';dazgo(l—eRr).

Ogdlnie, wspélczynnik charakteryzujacy zmiang gestosci dyslokacji w cyklu wynosi

o2 71)

(3.14) % = 0o (e R —gRr ),

Gestos¢ dyslokacji w mikroobjetoéci w; metalu, na ktdra dziatato N cykli zmian obciazent
(02, 0,) zgodnie z wzorem (3.14) i (3.6), wynosi

a2 ay .
(3.15) 0 =00 [(e’ﬁ'ae’ﬂ) lnN—{—lJ )
Gestos¢ dyslokacji w mikroobjgtosciach jest nieco mniejsza lub wigksza od warto$ci
Sredniej gestosci dyslokacji w makroobjetosci. W mikroobjetosciach, w ktorych wyste-
puje wicksze zégqszczenie dyslokacji, proces tworzenia si¢ nowych dyslokacji przebiega
znacznie intensywniej, niz w pozostalych mikroobjetoéciach. Prowadzi to do powsta-
wania znacznie odksztalconych mikroobjetosci, zwanych pasmami poslizgu.

4. Hipoteza dekohezji mikroobjetosci poddanej dzialaniu zmiennych napreZei

Na dekohezje mikroobjetosci poddanej dziataniu zmiennych obciazeii, zdaniem autorki
niniejszej pracy, maja wplyw dwa procesy:

a) proces obnizania wytrzymatoéci mikroobjetosci na skutek wzrostu w niej gestosci
dyslokacji, przebiegajacy zgodnie z zaleznoscia podana przez ZAXRZEWSKIEGO i GOLASKIEGO
[28}; '

b) proces obnizania wartoci lokalnych naprezes dzialajacych na mikroobjetosé,
ktéry przebiega zgodnie z zaleZno$cia podana przez NEUBERA [20]. :
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~Ad a). Rozbudowane: pasma poSlizgu, charakterystyczne -dla obcigZen -zmiennych,
skupiaja znaczne liczby dyslokacji. Nagromadzone w tych pasmach dyslokacje wplywaja
w zasadniczy sposéb na wytrzymato$¢ rozdzielcza metalu. Utrata statecznosei sieci, pro- .
wadzaca do dekohezji materiatu, moze nastapié na skutek dziatania pola sit albo dyla-
tacji termicznej, jak réwniez na skutek lokalnego nagromadzenia sie dyslokacji lub tez
w wyniku facznego dziatania tych czynnikdow. .W konkretnej makrooijtos’ci.Q najbardziej
podatne na dekohezj¢ beda mlkroob_lgtosm w“ sk obarczone dodatkowo skazemam1
‘sieci. ‘Osiagniecie krytycznego odkszta’(cema odpow1ada_|qcego temperaturze topmema
w danej mikroobjetosci, zapoczqtkowme lokalna utrate statecznosci sieci i przejscw w stan

quasi-cieczy. Warto$¢ naprezeil powodujacych dekOheZJQ mlkroob]Qtoém z dyslokacjami,
podali ZAKRZEWSKI i GoraskI [28]

T

e T ,
o GE'__(f -2)
“.1) . : 'P_'"‘—3G~?E ] .odt—pb*},

gdzie: P — tréjosiowe rownomierné naprezenie rozcia;gajqce powodlqucé dekohezje mikro-
objetosei z dyslokacjami,

G — modutl spregzystosci poprzecznej,

. E— modut sprezystosci podiuznej,

T,, — temperatura topnienia, .
T — temperatura otoczenia,
o — wspolczynnik cieplnej rozszerzalnoci llmowej,
o — gestosé dyslokaql
b — wektor Burgersa.

Pomijajac spdjno$é quasi-cieczy jako znikoma w stosunku do spdjnoéci ciata stalego
mozemy uwazaé, ze P przedstawia warto§¢ krytyczna wytrzymalosci- przy tréjosiowym
réwnomiernym rozciaganiu. Przyjmujac, Zze quasi-ciecz dziala jak karb, -mozna zalozyé,
ze przylozone jednoosiowe napreZzenie w mikroobjetosci z duza 1105014 dyslokacji powo-
duje tréjosiowy stan naprezen.

Ad b). Lokalny wzrost gestosci dyslokacji w mikroobjetoéci powoduje wzrost napre-
zenia pola sit pochodzacych od dyslokacji. Naprezenia lokalne dzialajace na mikroobje-
to§¢ sa roznica migdzy napreZzeniem zewnetrznym (tzn. naprezeniem wywolanym przez
obcigZenia zewnetrzne) i napreZzeniem wewnetrznym zwiazanym z istnieniem pola na-
prezen wytworzonych przez dyslokacje. Naprezenia lokalne s dla obcigzenia statycznego
mozna wyrazi¢é wzorem zaproponowanym przez NEUBERA [20]

(“4.2) s =o—mg"
gdzie: m, n — stale, przez Neubera nie wyznaczone,
o — gestoéé dyslokacji.
Dekohezja mikroobjetosci z dyslokacjami nastapi wtedy, gdy lokalne naprezenie sy
bedzie wigksze lub réwne mikrowytrzymatoéci P, [wzér (2.3)] Na podstawie wzoru
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(4.1) i wzoru (4.2), w ktérym zakladamy »n = 1, otrzymujemy warunek dekohezji k-tej
mikroobjetosci, w postaci

Tlop
GE GE
(43) 0223(;———E'7f adt—i—(m————-bz)gk,

3G—-E

gdzie: o, — gestosé dyslokacji w k-tej mikroobjgtosci.

Prawdopodobiefistwo dekohezji mikroobjgtosci mozna wyznaczy¢, gdy znane beda
parametry rozkladu gestodci dyslokacji poszczegélnych m1krooqutosm ‘

Na podstawie:
— warunku dekohezji mikroobjetosci, wzér (2.3),
— warto$ci wytrzymatoéci mikroobjetosci z dyslokacjami, wzor (4. 1)
— warto$ci naprezen lokalnych dziatajacych w mikroobjgtosci z dyslokacjami, wzdr (4.2),
— wartosci gestosel dyslokacji w mikroobjetoéci, wzor (3.15),

mozna ostatecznie wyrazi¢ warunek dekohezji mikroobjetoéci z dyslokacjami

Tiop R
GE 3 GE a2 o
'4 = _— f —_ 2 . Rr — pRr ,
4.4 | g, 3G——E7._ odt+ [m (3G—Eb )] [(e e )lnN—i—l]go
Wzlr powyzszy jest analitycznym zapisem postawionej w pracy hipotezy.

5. Weryfikacja hipotezy dekohezji mikroobjetosci poddanej dzialaniu zmiennych naprezen w oparciu o dane
eksperymentalne

" Badania zmeczeniowe podaja liczby cykli, ktére przy ustalonych napreZeniach o, =
= Opax 1 0y = 0y, powoduja ziom, czyli dekohezje mikroobjetoéci bedacych w plasz-
czyznie zlomu. Je$li nie uwzgledni si¢ etapu laczenia si¢ mikroszczelin w makroszezeliny,
~co przypada na koncowe cykle zmian obciazen (kilka procent ogélnej liczby cykli), to
mozna w oparciu o badania zmgczeniowe weryfikowaé hipoteze dekohezji mikroobje-
tosci poddanej dziataniu zmiennych naprezen (szczegdly weryfikacji i obliczenia w pra-

ATITAVAVAVAVIAYAY

VARVARVE 1

G;

N

Rys. 2. Rozne przypadki zmiennego obciazenia, w ktorych o, = const

Weryfikacje postawionej hipotezy dokonamy w oparciu o wyniki badai zmeczenio-

‘wych stopu 2024-T4 przeprowadzonych w Aluminium - Research Laboratories w New
Kensington [13]. :
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Jezeli badania zmgczeniowe beda przeprowadzone w stalej temperaturze (T' = const

Ty r

tzn. [ odt = const), a badany metal poddany bedzie zmiennym naprgzeniom, z ktorych
T

maksymalne naprezenie jest stale (o, = const; rys. 2), to na podstawie postawionej hipo-
tezy dekohezji mikroobjgtosci [wzér (4.4)], zachodzi réwnosé

m oy
(4.5) (eRr —e‘Rr)lnN = ¢4, = const.

i 1 | M
a 10 20 30 40 gz[psi]

Rys. 3. Liniowa zaleznos¢ ¢q, od o2 dla stopu 2024-T4

Jezeli stalg c,,, okreSlona wzorem (4.5) wstawimy do wzoru (4.4), to otrzymamy li-
niowa zalezno$é¢ ¢, od ¢,

Tl.on
GE GE
(4.6) 0, = m f adt+|:m——3(;—_Eb2] Qo(Caz+1).
T

Obliczone wartosci ¢,, i ich bledy Sfaz [12] naniesiono na rys. 3, z ktérego wynika liniowa
zalezno$¢ c,, od o, co potwierdza postawiona hipotezg.

6. Zastosowanie wnioskow wynikajgcych z hipotezy dekohezji mikroobjetoSci w praktyce inZynierskiej

Z hipotezy dekohezji mikroobjetosci poddanej dziataniu zmiennych naprezen wy-
nikaja wnioski, ktére mozna uogdlnié na wyniki badan zmgczeniowych elementéw maszyn:

a) NapreZenia o,,,., 0, liczba cykli zmian obciazen N i temperatura T wplywaja
w §cisle okreslony sposéb [wzdér (4.4)] na dekohezje mikroobjetosci. Daje to mozliwosé
analizowania wplywu maksymalnych i minimalnych naprezen oraz temperatury na wy-
niki badan zmeczeniowych.

b) Sktonno$¢ do kruchego pekania elementéw poddanych dziataniu zmiennych obcia-
zen thumaczy postawiona hipoteza. Mianowicie dyslokacje gromadzace si¢ w mikroobje-

togciach blokuja poslizgi i tym samym stwarzajg korzystne warunki dla powstania ztomu
kruchego.
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'¢) Przyrost gestoéci dyslokacji przypadajacy ha cykl nastepuje nie tylko na skutek
zmian obcigzei, ale réwniez na skutek zmian temperatury. Uwzglednienie zmiany gesto$ci
:d'yslbkacji jaka zachodzi pod wplywem zmiany temperatury, pozwoli wyjaénié i opisac’
zmeczenie cieplne,.jak réwniez zmeczenje mechaniczno-cieplne. .,

d) Wspétezynnik charakteryzujacy zmiang ggstoscei dyslokacji w cyklu pozwala uwzngd-
ni¢ nie tylko wplyw zmian obcigZzeri na dekohezj¢ mikroobjgtosci, ale réwniez wplyw
takich wielkosci, jak czesto$é.-zmian obciazen, ksztalt cyklu, historia obcigzes.

e) Zalezno§¢ miedzy naprezeniami i iloscia cykli mozna uogélnié na obcigzenia, kto-
rych warto$ci zmieniaja si¢ losowo. Wigze si¢ to z niezawodnoscia urzadzen mechanicz-
nych poddanych dziataniu losowo zmiennych obcigzen oraz z ekSplo'atacyjnq wytrzy-
maloécia elementéw maszyn.
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Pesome

TUITOTE3A PA3PYINEHUS MUKPOOBBEMA [IPM JIEMCTBUM
NIEPEMEHHBIX HAIPSDKEHWLT

B pafoTe BCMONBb30BAHA MOLENHL CPEAbl ¢ MUKPOCTPYKTYpOH, onucanuan B paBorax E. MykeBckoro
[18] u C. . Bonkosa [26]. IIpuHATO, YTO Cpefa COCTOUT U3 MAKPO3JIEMEHTOB (2, KOTOPLIE, B CBOIO
ouepe/b, COCTOSIT U3 MAKPO3IEMeHTOB . CHOpMYIMPOBaHA THIIOTE3A, CBA3LIBAKOWIAN YBENMUYEHHE [1JI0T-
HOCTH JHCIOKAIMH B MUKPOOOBEME C BEJIMUMHOM NEPEMEHHOTO HAIIPAKEHHS , UACIOM LHKIIOB M HAUalb-
HOM JUIOTHOCTBIO AUciokauMi. OnpefencHo yCNOBWE DaspylUeHHS MUKPOOOBEMA TMpH AEUCTBUM Iepe-
MEHHOTO HANPAMKEHMS.

Summary
HYPOTHESIS OF DECOHESION OF MICRO-VOLUME UNDER VARIABLE STRESS

The model assumed of the medium with microstructure is similar to that introduced in the papers
by J. Murzewski [18] and S. D. Volkov [26] and consists in dividing the body into macro-elements €,
and subdividing them into micro-elements w. The hypothesis concerning the increase of dislocation density
in the micro-volume depending on the variable stress, the quantity of cycles and the initial dislocation
density has been formulated. The condition of decohesion of metal micro-volume under variable stress
has been defined.

INSTYTUT MECHANIZACI I ELEKTRYFIKACJI ROLNICTWA
WARSZAWA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 lutego 1971 r.
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NAPREZENIE ZWILZAJACE DZIALAJACE NA PECHERZYK PAROWY

W CZASIE WRZENIA

BoGgumit. BIENT1ASZ (RZESZOW)

1. Oznaczenia

stata w roéwnaniu van der Waalsa,
w,

wspolczynnik wirialny w termicznym rownaniu stanu gazu van der Waalsa
pozioma. $rednica elipsoidy,

zastepcza $rednica pecherzyka,

$rednica przylegania pecherzyka,

przy$pieszenie ziemskie,

pionowa $§rednica elipsoidy,

wymiar charakterystyczny; / = [o/g(0’— o' )]!/?,

masa czasteczkowa,

zastgpcza masa czasteczkowa,

ci$nienie,

strumien cieplny,

uniwersalna stala gazowa,

temperatura,

temperatura krytyczna,

temperatura nasycenia,

molowa objeto$¢é krytyczna,

udzial molowy nasyconej pary wodnej w mieszaninie z powietrzem i nasycong para
cieczy (/»),

udzial molowy nasyconej pary cieczy (/) w mieszaninic z powietrzem i nasycona’
para wilgoci,

udziat molowy powietrza w mieszaninie z nasycona para wilgoci i cieczy (/,),
sredni kat przylegania,

gestose,

Bestos¢ powietrza nasyconego para cieczy nizej wrzacej (/1) i para wilgoci w tempera-
turze 20°C,

gestosc fazy (/,),

gestosé fazy (12),

napigcie powierzchniowe na granicy fazy cieklej (/,) i gazowej (v) w temperaturze
20°C,

jw, w temperaturze nasycenia, )

napigcie powierzchniowe na granicy fazy stalej (s) i cieklej (/),

napiecie powierzchniowe na granicy fazy stalej (s) i gazowej (v), -

napigcie powierzchniowe na granicy fazy cieklej (/;) i (/) w tempetaturze 20°C,
napiecie powierzchniowe na granicy fazy cieklej (/,) i gazowej (v) w temperaturze
20°C,

naprezenie zwilzajace.

>
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2. Sformulowanie problemu

W czasie wrzenia pgcherzykowego dzialaja na pecherzyk nastgpujace sily: wyporu,
oporu, bezwladnosci i sity powierzchniowe. Przy obnizonym ci$nieniu mozna, ze wzgledu
na duze §rednice zastgpcze pgcherzy, pomijac sity powierzchniowe. Natomiast przy cié-
nieniach rzedu cisnienia barometrycznego i wyiszych, sity powierzchniowe odgrywaja
decydujgca role. Moéwiac o silach powierzchniowych mamy na mys$li sity od napieé po-
wierzchniowych 1 sily przylegania czasteczek. Te ostatnie z reguly zaniedbywano, co
prowadzito do ukfadu sit na granicy trzech faz, pochodzacych wylacznie od napieé¢ po-

Rys. 1 Rys. 2

wierzchniowych, co dla statej powierzchni grzejnej przedstawiono na rys. 1. Z warunku
réwnowagi otrzymuje si¢:

(2.1 oCOSfi+ 05 = Ogp.

Doswiadczalne potwierdzenie tej zaleznoéci jest bardzo trudne do uzyskania ze wzgledu
na wystepujace w niej napiecia powierzchniowe oy, oraz oy,. JeSli natomiast zastapi sie
faze staty (s) przez faze cieklq (/;), co przedstawiono na rys. 2, to

(T” . 0"
[

(2.2) cosft =

Autor sprawdzil powyzsza zalezno$¢ doswiadczalnie,
Przy doborze cieczy kierowano si¢ nastepujacymi wymaganiami:

a) temperatura nasycenia fazy cieklej (/;) musiala by¢ znacznie wyzsza (ciecz wyzej wrzaca)
niz dla fazy (/,) (ciecz nizej wrzaca),

Ts
a7

(1)

(L)
17 7 Z
T

Rys. 3

b) gestos¢ fazy (/,) musiata byé wieksza niz gesto$¢ fazy (1),

€) uzyte ciecze nie mogly mieszaé sie wzajemnie,

d) ciecze musialy by¢ trwate.

Pomiary przeprowadzono dla pigciu przypadkéw, ktérych zestawienie zawiera tablica 1.
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Tablica 1
I[P : [ - Faza (/) : o
TZY~ [ - e % e et
L I R R R R T e
[_ ) (Wodny roztwor i lﬁ e “ | o
! CaCl, | Cykloheksan 81 779
. 2__ JW E ;;}-_-[;ksan-- - N 69_. - 65_9_ o _ T
3 | iw. IChlorek butyly s | ssa | 265 0289
o 4— jow. cis-2-Pent_en” ) 37 o %55 - 201 | 0,253 _
75 Woda destylowana | n-Pentan - —-;6——~ _ 627‘~_ R _l

Wymaganie dotyczace temperatury nasycenia wynika z rysunku 3. Qtéz temperatura
nasycenia fazy (/) musiata by¢ wigksza od temperatury nasycenia fazy (4,) o co najmniej
T,—T,. W przeciwnym razie bable, odrywajace sie od stalej powierzchni grzejnej, spo-
wodowalyby zaburzenia deformujace zatozony poprzednio model uktadu sif. Mozliwo§é
uzycia wody byla zatem ograniczona. W zasadzie stosowano wodny roztwér CaCl,,
ktérego temperatura nasycenia wynosifa okolo 130°C (g,, = 1390 kg/m?).

3. Przebieg i wyniki pomiaréw katéw przylegania

Katy przylegania zmierzono stosujac filmowanie. W tym celu zbudowano stanowisko,
umozliwiajace realizacje stacjonarnego, nasyconego wrzenia pecherzykowego w zbior-
niku, przy ci$nieniu barometrycznym. Zastosowano zbiornik prostopadioécienny o wy-

(1)

(h)

Azbest Cu  Tefion

Rys. 4 .

miarach podstawy 135 mmx 135 mm 1 o wysokoséci 165 mm. Cieplo dostarczano do
powierzchni grzejnej za pomoca miedzianego preta (rys. 4) poprzez warstwe cieczy wyzej
wrzacej [faza (/,)] o gruboéci H. Zastosowano wymiary preta: @ 16X 155 mm (§rednica
stalej powierzchni grzejnej: @ 10 mm). Pret byt ogrzewany w swej dolnej czgéei przy po-
mocy spirali grzejnej wlaczonej w obwdd elektryczny o zmiennej opornoéei, zasilany
pradem stalym o napigciu 24 V. Pomiary wykonanq przy H =316 mm i przy grubosci



532 B. BIENIASZ

fazy (I,) rzedu kilku centymetréw. Zakres stosowanych strumieni cieplnych byt ograni-
czony przez temperature nasycenia cieczy wyzej wrzacych i wynosit (5--20) - 10* W/m2.

Strumienie ciepine wyznaczano przez pomiar, w dwéch punktach, temperatur po-
wierzchni walcowej preta miedzianego, za pomocy termopar ztozonych z materiatu preta
oraz drucikéw konstantanowych & 0,2 mm, przymocowanych do preta elektrolitycznie.
Punkty pomiarowe byly umieszczone w odlegtosci 50 mm od siebie liczgc wzdtuz osi
preta, przy czym punkt potozony blizej stalej powierzchni grzejnej byt od niej w odleg-
foSci 20 mm. Dla zwiekszenia doktadnosci pomiaréw temperatur, druciki prowadzono
wpierw wokot preta. Termopary cechowano przez zanurzenie w ultratermostacie. Tem-
peraturg odniesienia byl punkt topnienia lodu, sile za$§ termoelektryczna mierzono za
pomoca kompensatora technicznego KPT-1. Na podstawie dokltadnosci odczytu tempe-
ratury w ultratermostacie oraz sily termoelektrycznej na zaciskach X/5 kompensatora,
mozna ocenié¢, ze blad bezwzgledny pomiaru temperatur powierzchni preta wynosit
+0,15°C. Przy wrzeniu n-pentanu na wodzie destylowanej, przy ¢ = 19,0 - 10* W/m?2,
temperatury walcowej powierzchni preta wynosity 105,0°C oraz 114,8°C, przy tempera-
turze plaskiej powierzchni grzejnej 97,3°C.

Nukleacja odbywata sig¢ w obszarze ponad sta’(q pow1erzclm121 grzejna preta, na po-
wierzchni 4 (rys. 4), bedacej granica ciektych faz (/;) i (/;). Zdjecia pecherzykow wyko-
nano kamera filmowa Pentaflex 16, przy szybkosci 96 klatek na sekundg. Uzyto przy

Rys. S Rys. 6

tym teleobiektywu o ogniskowej 135 mm oraz kilku pierécieni dystansowych. Dla kazdego
przypadku (tablica 1) wykonywano zdjecia dla obu wartoéci H oraz dla réznych wartoéci
strumieni cieplnych. Celem uzyskania wrzenia stacjonarnego obserwowano, czy ustality
sig temperatury micrzone na powierzchni pera Stosowano przestone segmentows 120°,
co dato czas ekspozycji 1/250 sekundy. Zdjecia wykonywano przez szklana $cianke zbiorni-
ka na tle ekranu, ustawionego pod katem 45 stopni do osi optycznej obiektywu, oéwietlo-
nego réwnolegla wigzkg $wiatta z lampy paraboloidalnej. Jako materiatu filmowego
uzyto czarnobialej ta§my kinematograficznej UP-21. Wszystkie zdjecia filmowe byly
wykonywane przy liniowym powigkszeniu wymiardw rzeczywistych 8,13. Interesowano
sie obrazami, przedstawiajagcymi pecherzyki na chwile przed oderwaniem od- ciektej po-
wierzchni grze]nej Rys. 5 przedstawia ZdJQClC (o odwrdconym zaczernieniu), a rys. 6
kopie takiego pecherzyka. -
Pomiary katéw przylegania byly mozliwe jedynie przy niewielkich wartodciach stru-
mieni cieplnych, tzn. dla ustroju pojedyficzych pecherzykdéw. Dla kazdego przypadku
wybierano losowo po siedem pecherzykéw 1 sporzadzono kartoteke zawierajaca wyniki
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pomiaréw: f;, f,, D, D,, h oraz wyniki obliczen f, Dy, a takze $redniej bezwymiarowej
érednicy zastepezej Do/l oraz §redniej bezwymiarowej §rednicy przylegania D,//. Poniewaz
nie stwierdzono zalezno$ci katow przylegania od strumieni cieplnych, pomiary prze-
prowadzono w kazdym przypadku dla jednej tylko wartoéci strumienia cieplnego. Dla
kazdego pecherzyka obliczano ' = (f;4 f.)/2, a'nastgpnie f jako $rednig arytmetyczng
z siedmiu wartoéci f’. Wartoéci D,/D, obliczano dla uchwycenia momentéw pomiaréw
katéw przylegania, gdyz kat ten jest funkcja czasu w okresie wzrostu babla na powierzchni
grzejnej, a tym samym i stosunku Dp/D,. Srednice zastepcza pecherzyka w stanie tuz
przed oderwaniem obliczano jako $rednicg kuli o objetoéci réwnej obijgtosci elipsoidy,
rownej objetosci pecherzyka. W zwigzku z tym traktowano pecherzyk jako elipsoide
o pionowej osi symetrii i mierzono dwie $rednice D oraz A. .

Kat przylegania (kat jaki tworzy styczna do powierzchni pecherzyka, w punkcie le-
7acym na powierzchni grzejnej, z ptaszczyzna tej powierzchni) mierzono katomierzem
o wartoéci najmniejszej dziatki 0,5 stopnia (ok. 0,0067 rd). Btad pomiaru kata przyle-
gania oceniono, na podstawie seril pomiaréw kata przylegania dla jednego pecherzyka,
na ok. 41,5 stopnia (40,0262 rd). Wykonujac pomiary katéw zatozono, czemu nie mozna

Tablica 2
Przypadek ! a Do Dol . Dy Dyl ﬁ D,/D,
nr mm mm — mm — stopni —
1 1,64 2,1 1,3 1,0 0,6 50 0,48
2 1,52 2,0 1,3 1,1 0,7 48 0,55
3 1,49 2,2 1,5 1,7 1,1 sl 0,77
4 1,54 2,4 1,6 1,5 1,0 50 0,63
5 1,54 2,2 1,4 1,2 0,8 53 0,55 °

. zaprzeczy¢ na podstawie wykonanych zdjeé, ze nie ma deformacji cieklej powierzchni
grzejnej przy podstawie pecherzyka. Wyniki pomiaréw zawiera tablica 2. Jest rzecza
interesujaca, Ze $redni kat przylegania jest prawie taki sam dla wszystkich przypadkdéw.

4. Przebieg i wyniki pomiaréw napi¢é powierzchniowych

Pomiaru napig¢é powierzchniowych ¢’ i o'’ dokonano dla temperatury 20°C metoda
zwisajacej kropli (rys. 7). Warto§¢é napiecia powierzchniowego oblicza si¢ w tej meto-
dzie ze wzoru

1
(4.1) o = gded: 5,
w ktérym 1/H jest poprawka, zalezna od wartosci d,/d,, odczytywang z tablicy sporza-
dzonej przez NIEDERHAUSENA i BARTELA (por. [1], s. 42). Przy wyznaczaniu o, 4¢ byto
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réznica gestosci fazy (/) (kropla) i fazy (I,) (otoczenie kropli), za$ przy wyznaczaniu ¢,
A p bylo réznica gestosei fazy (/;) (kropla) i mieszaniny powietrza z nasycona para cieczy
(1,) 1 wilgoci.

Celem wyznaczenia wartoci wielkosci wchodzacych do wzoru (4.1), wykonywano
zdjecia fotograficzne kropli, wiszacych u konca pionowej rurki kapilarnej o $rednicy

Rys. 7

zewngtrznej & 2,32 mm. Rurka miafa czotowa plaszczyzng szlifowana pod katem prostym
do osi rurki i byta umieszczona w naczynku prostopadtoéciennym na tle ekranu z ma-
towej szyby, oswietlonego od tylu réwnolegty wiazka s$wiatta. Uzywapo aparatu foto-
graficznego Zenith 3M z pierscieniami dystansowymi.

Rys. 8. Wodny roztwér CaCl, cis-2-penten
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W tablicy 3 podano wyniki pomiardw i obliczen wielkoéci o’ i 0", Potrzebne do obli-
czen wartos$el p;, wzigto dla wody z tablic cieplnych, za$ dla stosowanego wodnego roz-
tworu CaCl, z bezposredniego pomiaru densymetrem uniwersalnym. Blad bezwzgledny
tegé pomiaru wynosit --0.5 kg/m?*. Wartoécei p, obliczano orientacyjnie stosujac w teorii
mieszanin termiczne réwnanie stanu gazéw doskonatych (tabl. 4), przy czym wartoéci
ciéniel nasycenia par cieczy (/,) w temperaturze 20°C obliczono wedtug wzoru Riedela

(por. [2], tabl. 3.2, 3.3). Mozna przyjac, ze btad bezwzgledny wartosei o, réwnal sig + po-

Rys. 9. Woda destylowana, powictrze nasycone parg n-pentanu i parg wodna

lowie wyliczonej wartoéci tej wielkosci. Wielkoéci d, oraz d, zmierzono na wykonanych
zdjeciach fotograficznych z bledem bezwzglednym +0,2 mm, co stwierdzono na podstawie
serii pomiaréw tej samej wartosci wielkosci d,. Po uwzglednieniu powigkszenia, z jakim
uzyskano obraz kropli na papierze fotograficznym, odpowiada to bigdowi bezwzgled-
nemu tych wielkoéci wynoszacemu 1,7 - 10-% m. (Wartoéci d, i d; podane w tablicy 3
sg warto$ciami $rednimi. Uzyskano je na podstawie trzech pomiaréw dla kazdego przy-
padku). Wartosci g;, wzigto z tablic cieplnych. Mozna przyjac¢, ze zostaty one wyzna-
czone z takim samym blgdem jak p,,. Blad warto$ci 1/H wynosit 4-0,001. Wartosci $red-
nich kwadratowych bledéw bezwzglednych obliczono na podstawie powyZszych uwag
metoda doktadna. Rys. 8 oraz rys. 9 sg ilustracja do przeprowadzonych pomiaréw napieé
powierzchniowych.

6 Mechanika Teoretyczna
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5. Obliczenie naprezen zwilzajacych

W tablicy 5 zamieszczono wyniki obliczen prawej strony réwnania (2.2) na podstawie
zmierzonych, przy temperaturze 20°C, wartosci ¢’ 1 ¢" oraz warto$ci ¢ wzigtych z tablic
réwniez dla tej temperatury. Dla porownania zamieszczono obok wartosci o, obliczone

Tablica 5
Przypadek 10%- 0, ‘ 10%- o 'U’H'O_' v b4
" ket | kel | — | kgl
1 88 | 255 113 12,4 :
T v PR (R 6,1 \‘
3 17,6 ’/ 23,9 1,84 88
VR _. 65 | 22 | 21 |
s 15,0 \ 16,6 1,30 11,7

ze wzoru W. Ramsaya i J. Shieldsa (z powodu braku danych tablicowych, ¢ i o, obli-
czono dla przypadku 4 na podstawie reguly R. E&tvosa). Na podstawie otrzymanych
wynikéw dochodzi sie do wniosku, ze w ukiadzie sit dziatajacych na pecherzyk u jego
podstawy nalezy koniecznie uwzgledni¢ sily migdzyczasteczkowe przez wprowadzenie

. Rys. 10 '

napreZenia zwilZzajacego [3). Za_k}adajqc, kierunek jego dziatania i zwrot jak na rys. 10
oraz stosujac superpozycje (patrz rys. 2), otrzymuje ‘sig z warunku réwnowagi

5.1 _ , g =0"—d —acosp. :
Obliczone stad warto$ci zamieszczono w tablicy 5.

Otrzymane wyniki nalezy traktowaé jako orientacyjne z tej przyczyny, ze o ile kat f
zostal zmierzony dla temperatury nasycenia, to napigcia powierzchniowe ¢’ i ¢” zmie-
rzono jedynie dla temperatury 20°C. Zakladajac jednak, ze procentowy spadek wartosci
napigé powierzchniowych ¢’ i ¢’/ w zakresie od temperatury 20°C do temperatury T
jest taki sam dla tych napieé jak dla napigcia powierzchniowego o, otrzymuje si¢

0'”—0" 0',’——0"
(5.2) G5 —0s _, 0 _

g5 o

Zalozenie to przyjeto z koniecznosci, gdyz brak jest danych na temat zmian wartodci
napi¢é powierzchniowych o' i 6’ ze zmiang temperatury.

6%
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6. Naprezenie zwilZajace a stale w réwnaniu van der Waalsa

NapreZenie zwilzajace pozostaje w zwiazku z sitami migdzyczasteczkowymi. Miarg
za$§ oddzialywania tych sit sa warto$ci wspdlczynnikéw wirialnych w termicznych réwna-
niach stanu, Z tego powodu dokonano préby poréwnania obliczajac, dla poszczegdlnych
cieczy, warto$ci wspdiczynnika wirialnego z réwnania stanu van der Waalsa

6.1) pI7=RT(1+ B—‘ET—)),
%
gdzie
a
(6.2) ByT) = b

Dla cykloheksanu, n-heksanu, n-pentanu i wody znaleziono wartoéci @ i b w tablicach
(por. [4], str. 409, tabl. 2.2.1.2.2). Dla l-chlorku butylu i cis-2-pentenu wykorzystano
empiryczng zaleznoéé

(6.3) b=0,75-V,.
Staly a obliczono z zaleZnoscl

(6.4) a= 387« T, Rb.

Wartosci ¥, oraz T, wzieto z tablicy 1. Wyniki obliczeri zestawiono w tablicy 6 i nanie-
siono na wykres na rys. 11, po przyjeciu dla wody y = 0. Na podstawie otrzymanych

Tablica 6
Ozna- 10%- b a 9 0t —10*- B,
g Lp Ciecz czenie RT,
i punktu N m®
na rys. 11 m’/mol W m’lmol m’/mol
1 Cykloheksan 0 2,28 2,31 7,86 5,58
2 | n-Heksan X 1,74 2,46 8,67 6,94
3 1-Chlorek butylu A 2,17 3,28 11,25 9,08
4 | cis-2-Penten OdJ 2,08 2,71 10,75 8,67
5 n-Pentan [ 1,90 1,92 7,48 5,58
6 Woda ) 0,31 0,55 1,78 1,48

punktéw mozna stwierdzié korelacje przedstawiona linia ciggla, od ktdrej odbiega jednak
punkt dla n-heksanu.
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X, ko/s*
30
. L

2

10 /

X
o ]
0 2 4 6 10

8
-B4(T)x10? | m%/moi
Rys. 11
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1

Pesome

HATIPSDKEHUST CMAUYUBAEMOCTY, TEMCTBYIOUIUE HA IIY3BLIPEK IIAPA
BO BPEMJ KHUIIEHMA

OrMeuaercss, YTo NPHMEHsIeMaa MOJENp CHUI, ACHCTBYIOUIMX Ha NY3bIPEK, BOSHUKAIOUIMH IpH ar-
mocepuoM aBJeHHH B CTAHOHAPHOM HACHIIIEHHOM KHIIEHHH NY3bIPEKOBOrO THNR, OCHOBAaHHASA HA
HOHATHH YKUAKOrO IOJOCPEBATENBHOrO CJI0Sl M HE YUHUTHIBAIOMIASI MOJIEKYJISAPHBIX CHJI a[re3Hu, B~
€TCsi HEeyNOBNETBOPHUTENBHONH., ONIBITHBEIM IIYTEM OXpEJCNICHbI BIEPBRIC 3HAYCHHMA TaK HAa3kIBAEMOrO
HAIPSKEHHA CMAUYMBAEMOCTH, IOHATHE O KOTOPOM ObUIO HEJABHO BBEAEHO B TEOpHIo Kumewns [3].
VYeradonieds! ¥ Onpeneriedbl NPHOMMIKEHHBIE COOTHOLIIEHHA MEKAY HANPsUKEHMEM CMaYHBAEMOCTH
¢ BHPHANbHLIM KoagoduiMenTtoM W3 ypaBueHus Bau-gep-Baansca.

Summary
WETTING TENSIONS ACTING ON A VAPOR BUBBLE IN BOILING PROCESS

A liquid surface used as heating surface for the stationary, saturated, bubble type boiling under ba-
rometric pressure leads to the conclusion that the previous model of forces acting on a bubble (without
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molecular forces of adhesion) is inadequate for further investigations. For the first time the so-called
«wetting tensions», recently introduced to the theory of boiling [3], are determined experimentally. The

dependence of wetting tension on the virial coefficient in the Van der Waals equation is established and
aproximately calculated.

WYZSZA SZKOEA INZYNIERSKA, RZESZOW

Praca z_o.v/ala zlozona w Redakcji dnia 4 stycznia 1971 r.
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SPRAWOZDANIE Z DZIALALNOSCI
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKY TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
W PIERWSZYM KWARTALE 1971

W okresie tym zorganizowano 15 zebran naukowych, na ktérych wygtoszono 25 referatéw, mianowicie

Liczba
Lp. Data Prelcgent Temat uczest-  dysku-
nikéw tantow
Oddziat w Bydgoszczy
1. 14.03.71  T. Kabat Belki na sprezystym podlozu z wigzania- 18 6
mi jednostronnymi
2. 14.03.71  A.Jazdon Wprowadzenie do problematyki badan  ®
niezawodnosci i trwalo$ci motorowerow
i rowerow
3. 14.03.71  J. Szala Badania termometryczne w warunkach
eksploatacji motorowerdéw i rowerow
Oddziat w Czestochowie
4., 20.01.71 X. Kleja Zagadnienia dzisicjszego miernictwa 25 3
Oddziat w Gdansku
5. 12.01.71  J. Kotodko O mozliwosci bezwskaznikowego ujecia 12 4
analizy tensorowej. Cz. I1. .
6. 15.03.7t  P. Zimny Préba analizy teoretycznej drgan magne- 15 5
to-sprezystych w przewodach o przekroju
kolowym
Oddziat w Krakowie
7. 05.02.7! E. Karaskiewicz Metody badania szumoéw powstajacych 41 6
(Poznan) w czasie pracy maszyn
8.  06.02,71 W. Bogusz, Z. Engel, Niektore zagadnienia mechaniki vkiadéw 54 14
St. Kasprzyk uderzeniowych
9. 06.02.71 R. Grybo$ Statecznos$¢ ndarowa prera
10.  06.02.71 Cz. Cempél Okresowe drgania z uderzeniami w dysk-
retnych ukladach mechanicznych
11.  06.02.71 J. Kolenda Niektére zagadnienia analizy i syntezy
wibromtotow
12, 06.02.71  St. Czarenski Analiza dynamiczna ruchu przej$ciowego

ukladu o jednym stopniu swobody przy
wymuszeniu harmonicznym polaczonym
Z uderzeniami
13. 06.02.71 A. Beben, J. Adam- Dotychczasowe badania wiertarek uda-
czyk rowych

Zebranie zorganizowane bylo wspolnie z IPPT PAN w Warszawie, Zakladami Teorii Maszyn i Automa-
tycznej Regulacji oraz Mechaniki Technicznej Instytutu Podstaw Budowy Maszyn AGH w Krakowie,
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14.  17.03.71 G. Szefer, Problemy brzegowe wspblczesnej teorii 17 10
B. Lechowicz konsolidacji
15. 17.03.71  W. Lenkiewicz Prace w dziedzinie tarcia i smarowania

prowadzone w Wielkiej Brytanii

Oddzial w Lodzi

16. 14.01.71 K. Dems Zastosowanie wielomianbw Hermite’a do 19 6
wyznaczania macierzy sztywnosci elemen-
tow tarczy w metodzie elementéw skon-
ezonych

Oddziat w Poznaniu

i7. St. Wiéniewski Dynamiczne zagadnienia rozruchu ukladu
napedowego za posrednictwem sprzegla
ze wspomaganiem sitami od§rodkowymi

Oddzial w Szczecinie

18, 200171  J K. Szmidt Metoda parametréw brzegowych w za- 15 3
" stosowaniu do obliczania pretow mimo-
srodowo $ciskanych '
19,  04.03.71 Cz. Mickiewicz Stateczno$¢ powloki kulistej z materialu 12 3
lepkosprezystego

Oddziatlt w Warszawie

20, 11.01.71 M. Janas Obliczanie plyt podpartych nieprzesuwnie 16 3
) z uwzglednieniem efektu tarczowego
21, 11.01.71 1. Kruszewski Metoda sztywnych elementéw skonczo- 16 5
(Gdansk) nych w zastosowaniu do obliczen czestosci
drgan wlasnosci ustrojéw okregtowych
22, 18.01.71 Z. Handzel Hipoteza dekohezji mikroobjetosci pod- 15 7
danej dzialaniu zmiennych naprezen
23, 18.01.71 M. Chrzanowski O mozliwoséci opisu pewnego procesu pet- 15 5
(Krakow) zania metali
24, 22,02.71 B. Krajewski Zastosowanie metod pseudowariacyjnych 10 9

do efektywnego rozwiazywania roéwnan
typu parabolicznego

Oddzialt we Wroctawiu

25, 22.02.71  A. Ciaston Reologiczny model analogmatematyczny
kinetyki rozruchu przenoédnika tasmowego

Oddziat w Gliwicach zorganizowal w dniach 18-24 lutego 1971 r. IL Sympozjum pt. «Me-
tody statystyczne w mechanice» oraz wydal drukiem referaty i streszczenia zgloszonych referatow.

Seminaria prowadzone byly przez:

Oddziat w Gdardsku: na temat «Ogélna mechanika o$rodka ciaglego» oraz na temat «Za-
adnienia stabilnoéci w ukiadach dyskretnych».

Oddziat w Gliwicach: od 5.03.1971 r. prowadzone jest przez doc. dr hab. R. Grybosia
seminarium na temat «Dynamika nieliniowych ukladéw dynamicznych» z udzialem 20 osoéb.
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Oddziatl w Poznaniu: cotygodniowe seminarium na temat «Dynamiczne zagadnienia teorii
plastycznosci»; cotygodniowe seminarium z teorii termodynamiki.

Ponadto Oddzial w Gliwicach zakonczyl w I kwartale br. dwuletni cykl wyklddbw na temat «Pod-
stawy mechaniki o$rodkéw odksztatcainychn. W okresic 2 lat odbylo si¢ ogdlem 51 wykladow. Roéwniez
Oddzial w Gliwicach przeprowadzil dwuletni cykl seminaridéw z matematyki stosowanej rozpoczety
15.04.69 r. W sumie odbyly sie w ramach tej akcji 34 seminaria.

X1l ZJAZD DELEGATOW
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

W dniu 12 czerwca 1971 r. odbyl si¢ w Warszawie XIIl Zjazd Delegatéw PTMTS. W zjeZdzie uczestni-
czylo 51 oséb, delegatéw i dzialaczy reprezentujacych 10 Oddziatdéw Towarzystwa.

Obrady otworzyl wiceprzewodniczacy Zarzadu Glownego PTMTS prof. dr B. STANISZEWSKI.

Nastepnie powolano Prezydium Zjazdu w skladzie: prof. dr J. Korakowsk! (Czestochowa) — prze-
wodniczacy; prof. J. Wysockr (Gdansk) i doc. dr Zb. ENGEL (Krakdw) — zastepcy przewodniczacego
oraz doc. dr J. FoLwarczny (Gliwice) i dr W, WaLczak (£.6dZ) — sekretarze.

Przed rozpoczeciem obrad uczczono minutows ciszg pamigé zmarlych — prof. dr. Wiodzimierza Bu-
RZYNSKIEGO i prof. dr. Henryka RADWARSKIEGO (czionkdw Oddzialu PTMTS w Gliwicach). '

Przyjeto nastepujacy porzadek obrad

. Otwarcie Zjazdu, Wybdr przewodniczgcego, zastepcdw przewodniczacego i sekretarzy Zjazdu.

. Przyjecie protokétu z XIT Zjazdu Delegatéow PTMTS.

. Powolanie Komisji Matki i Skrutacyjnej.

Sprawozdanie z dziatalnoéci Towarzystwa.

Sprawozdanie finansowe.

. Sprawozdanie Gléwnej Komisji Rewizyjne;j.

. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjecie ich oraz postawienie wniosku o udzielenie Zarzadowi Gibw-

nemu absolutorium i glosowanie nad wnioskiem.

8. Wybory: a) przewodniczacego; b) uzupelniajace czlonkdéw Zarzadu Gléwnego; ¢) nzupelniajace Glow-
nej Komisji Rewizyjnej.

9. Sprawa nadawania czlonkostw honorowych i zagranicznych PTMTS.

10. Uchwalenie generalnych wytycznych kierunkowych dzialalno$ci na nastgpny okres.

11. Sprawy biezace i wolne wnioski.

Protokdt z XII Zjazdu Delegatdéw PTMTS odbytego dnia 20 czerwca 1970 r. przyjgto, po uwzgled-
nieniu poprawki wniesionej przez prof. dr. J. MUTERMILCHA. Mianowicie na s. 9, drugi ustgp od dotu
w wypowiedzi prof. Mutermilcha powinno by¢ «godnoéé jest zbyt wysoka na jego skromne zaslugi, nie-
mniej bardzo mila». Powolano Komisje Matke i Skrutacyjna w skladzie: dr K. WERNEROWSKI — prze-
wodniczacy, prof. dr Zb. OLEsIAK, doc. dr hab. B. SKALMIERSKI — czionkowie.

Sekretarz Generalny — prof. dr Zb. OsiNsk1 zlozyt sprawozdanie z dziataIno$ci Towarzystwa za rok
1970 oraz za I kwartal 1971 r.

Skarbnik — dr K. Borsuk zlozyl sprawozdanie z dzialalnosci finansowej PTMTS w roku 1970 oraz
za I kwartal 1971 r.

Dr K. Borsuk podal réwniez zebranym do wiadomosci, ze w roku biezacym Polska Akademia Nauk
potracila z dotacji kwote zaleglych skladek czltonkowskich. W zwiazku z tym zwrécil si¢ z apelem do

Oddziatéw o zlikwidowanie tych zalegtosci. Sprawa dotyczy gléwnie Oddzialdw w Krakowie i w War-
szawie,

‘
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Ponadto powaznie zostaly obnizone w zatwierdzonym przez PAN preliminarzu budzetowym kwoty
przeznaczone na podroze stuzbowe.

" Sprawozdanie Gownej Komisji Rewizyjnej ztozyt jej przewodniczacy — prof. dr Zb. KACZKOWSKI.

Whiosek o udzielenie ustepujacemu Zarzadowi Gléwnemu absolutorium, z podzigkowaniem za owocng
prace, zebrani przyjeli jednoglosnie.

W imieniu Komisji Matki i Komisji Skrutacyjnej zabrat glos dr K. WERNEROWSKI stwierdzajac, ze
uplyneta dwuletnia kadencja: przewodniczacego — prof. dr. Zb. Brzoskr; czlonkédw Zarzadu Gléwnego:
prof. dr. B. STANISZEWSKIEGO, prof. dr. M. ZyczkowsK1EGO, dr. K. Borsuka, dr. J. STUPNICKIEGO; prze-
wodniczacego Giéwnej Komisji Rewizyjnej — prof. dr. Zb. KAczkowskIEGO; czlonkdw: doc. dr. E. Bre-
LEWICZA, doc. dr. J. SULOCKIEGO.

Na przewodniczacego PTMTS Komisja Matka wysungta kandydaturg prof. dr. Zb. KACZKOWSKIEGO.
Na kandydature te padto 48 gtosow na 49 obecnych delegatéw.

Nastepnie Komisja Matka wysunela kandydatury na czlonkéw Zarzadu Gléwnego. Wybrano naste-
pujacych kolegbw:

prof. dr J. MurzewskI (Krakow) — 47 glosow; prof. dr Zb. Wesorowskt — 49 gloséw; prof. dr G. Ra-
KOWSKI — 47 glosow; dr K. Borsuk — 47 glosow.

Wyniki glosowania na czlonkéw Gléwncj Komisji Rewizyjnej byly nastepujace:
doc. dr E. BisLewicz (Gdansk) — 47 gloséw; dr J. Stupnickl — 49 gloséw; doc. dr J. Surocki
(Lodz) — 46 glosébw; doc. dr Z. WaszczyszyN (Krakéw) — 46 glosdw.

Prof. dr Z. KaczkowskI podzigkowal za wyb6r i zaszczyt jaki go spotkal. Podkreélit, e zdaje sobie
sprawe z powaznych obowiazkéw i duzej odpowiedzialnodei. Poprzednio funkcje te piastowali profeso-
rowie — W. WigrzBIcK, J. MUTERMILCH i Z. BRZOsKA. Prof. dr Z. KAczkowskI wyrazil obawy, ze bedzie
mu trudno im doréwnac.

Zyczeniem nowo wybranego przewodniczacego jest, aby Towarzystwo zajeto si¢ sprawami upowszech-
niania nauki, pomagalo osobom pracujacym tworczo i mialo glos w sprawach programéw nauczania.
Azeby to osiagnaé, organizacja nasza musi by¢ silna ticzebnic i dba¢, zeby jej reprezentacja na zewnatrz
skladala si¢ z ludzi majacych odpowiedni autorytet.

Prof. dr B. STANISZEWSK!1 w imieniu prof. dr Z. BRzoskI, swoim i calego Zarzadu wyrazil zadowolenie
z dokonanego wyboru i zyczyt Przewodniczacemu jak najlepszych wynikéw w trudnej pracy.

Prof. dr J. KorakowskI w imienin XII Zjazdu Delegatoéw zlozyl podzigkowanie ustgpujacemu prze-
wodniczacemu, oraz ustgpujacym czionkom Zarzadu Gtdébwnego. Zjazd zobowiazal Zarzad Gléwny do
wyrazenia podzigkowan ustgpujacym dziataczom Towarzystwa na piSmie. Nast¢pnie prof. dr J. Kola-
kowski zlozyt gratulacje nowowybranym przewodniczacemu i czlonkom Zarzadu Gléwnego.

Prof. dr Z. OsiNskI przedstawil zebranym wytyczne postgpowania przy przyjmowania do PTMTS
czlonkéw zagranicznych zwyczajnych i honorowych. Wytyczne te stanowia omowicnie odpowiednich
punktbw statutu i opracowane zostaly przez Komisjg w skladzie: prof. dr B. STANISZEWSKI, prof. dr Z. KAcz-
KowskI i doc. dr M. KwIECINSKI.

W dyskusji zabierali glos profesorowie J. MUTERMILCH i Z. KAczkowsK! oraz docenci R. JANICZEK
i M. KwieciNskI. Proponowane wytyczne Zjazd zatwierdzit.

Nastepnie prof. dr Z. OsiNskI przedstawit w imieniu Zarzadu Giéwnego uchwalony przez ostatnie
Plenum wniosek o nadanie godnosci cztonka honorowego PTMTS — prof. dr. Witoldowi NowacKIEMU.

Poniewaz wniosek ten ztoZzony zostal przez Oddziat Warszawski, uzasadnienie jego zreferowat prze-
wodniczacy tego Oddziatn — prof. dr Zb. OLEsiAk. Wniosek zebrani przyjeli jednomysinie.

Wytyczne kierunkowe dziatalno$ci na najblizszy okres zreferowal prof. dr B. STANISZEWSKI.

Przewiduje si¢ kontynuowanie dziatalnosci dotychczasowej polegajacej na organizowaniu zebran nau-
kowych, sympozjow, konkurséw naukowych, prowadzeniu dzialalno§ci wydawniczej i pewnej wspoipracy
Z zagranica. Zreferowane wytyczne zebrani przyjeli.

W dyskusji nad sprawozdaniami, wytycznymi i w ramach wolnych wnioskéw zabierali glos profeso-
rowje: Z. Bubpzianowskl, R. CrmsieLsky, Z. KACZkowsky, J. Korakowskl, J. MUTERMILCH, Z. OLESIAK,
Z. Osi\sk1, Z. PARSZEWSKI, B. STaniszewskI, dr hab. R. Doroszkiewicz, doc. A. JAKOWLUK, doc. R. Ja-
NICZEK, doc. B. SKALMIERSKI, dr W. PIETRASZKIEWICZ, dr R. ZUCHOWSKI.
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Poruszane sprawy dotyczyly: terminowego nadsylania sprawozdan, materialéw informacyjnych do
Biuletynu MECHANIKI TEORETYCZNEJ i STOSOWANE], popularyzacji wiedzy w szczeg6lnosci
mechaniki, konkurséw naukowych, programéw studiéw na wydziatach mechanicznych i ladowych, po-
pularyzacji osiagnig¢ cztonkéw PTMTS, ograniczenia funduszy na delegacje, kontaktoéw z zagranica
i konkurséw problemowych.

W wyniku dyskusji Zjazd Delegatéw uchwalit dwa wnioski dotyczace: 1) wystapienia do Wtadz w spra-
wie ograniczenia kwot na delegacje stuzbowe oraz 2) memoriatu w sprawie nauczania mechaniki i pro-
gramow,

Na zakoriczenie prof. dr J. KorAKOWSKI podzieckowal obecnym za przybycie, a prof. dr Z. KACZKOWSKI
podziekowal przewodniczacemu i prezydium Zjazdu Delegatéw za sprawne przeprowadzenie obrad.

Zbigniew Olesiak (Warszawa)

SKX.AD ZARZADU GLOWNEGO
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEOTETYCZNEJ I STOSOWANEJ
W KADENCJI 1971/1972

Prof. dr Zb. KaczkowskI — przewodniczacy; prof. dr J. Murzewskl, prof. dr Zb. OsINSKI — wiceprze-
wodniczacy; prof. dr J. SZMELTER — sekretarz generalny; dr inz. K. Borsuk — skarbnik; prof. dr G. Ra-
KOWSKI — zca sckretarza generalnego; prof. dr Zb. Wesorowsk1 — zca skarbnika; prof. dr W. OLszak —
czlonck ZG; prof. dr Zb. BupzranowskTr (Gliwice), doc. dr M., SucHAr (£6dZ) — zastepcy cztonkdw ZG.

Glowna Komisja Rewizyjna

Prof. dr St. Kocakpa — przewodniczacy; doc. dr E. BIELEWICZ, doc. dr H. MikotAICczAK, dr J. STUP-
NICKI,, doc. dr J. Surockr, doc. dr Z. WaszczyszyN — cztonkowie.

SKEAD ZARZADOW ODDZIALOW
POLSKIEGO TOWARZYSTWA. MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
W KADENCJI 1971/1972

Bydgoszcz: dr K. WERNEROWSKI — przewodniczacy; dr T. KaBAT — wiceprzewodniczacy;
mgr inz. B. Siorkowskl — sekretarz; mgr inz. J. CABANSKI — skarbnik.

Czestochowa: prof. dr J. Korakowskl — przewodniczacy; prof. dr T. OPOLSKI — wiceprze-
wodniczacy; doc. dr J. ELsNeErR — sekretarz; doc. dr A. StuzaLEc — skarbnik; doc. dr hab. R. JANICZEK —
czlonek Zarzadu.

Gdansk: doc. dv hab. P. WIiLDE — przewodniczacy; dr W. PIETRASZKIEWICZ — sekretarz.

Gliwice: doc. dr hab. J. ANTONIAK — przewodniczacy; doc. dr hab. J. BURSA — wiceprzewodni-
czacy; doc. dr hab. J. FoLwWARCZNY — sekretarz; dr A. TyLIKOWSKI — skarbnik; doc. dr hab. S. Bor-
KOwsKI, doc. dr J. WoiNAROwsKI, dr hab. T. Bes — czlonkowie Zarzadu.

Krak 6w: doc. dr Z. ENGEL — przewodniczacy; doc. dr Z. BycHawski — wiceprzewodniczacy;
dr S. Kasprzyk — sekretarz; doc. dr W, Krzy$§ — skarbnik; prof. dr W. Bogusz, prof. dr J. MuUrRzEw-
SKI, doc. dr Z. WaszczyszyN, dr B. OLszowskl — czionkowie Zarzadu.

P 6dz: prof. dr Z. ParszewsKI — przewodniczacy; doc. dr hab. M. SUCHAR — wiceprzewodniczacy;
dr W. WaLczak — sekretarz; doc. dr hab. J. GLuza — skarbnik.
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Poznan: prof. dr E. Karaskiewicz — przewodniczacy; doc. dr hab. S. WiSNIEwskt — wiceprze-
wodniczygcy; dr Z. MAGIERA-ULLRICH — sekretarz; doc. dr hab. H. Mikotarczak — czlonek Zarzadu.

Szczecin: doc. dr J. MIERZEIEWSKI — przewodniczacy; dr C. MICKIEWICZ — wiceprzewodniczgcy ;
dr K. Grupzitskl — sekretarz; dr H. KarpiNskA — skarbnik; dr B. TgczyNska — czlonek Zarzadu.

Warszawa: prof. dr Z. OLESIAK — przewodniczacy; doc. dr B. KRAJEWSKI — wiceprzewodniczacy ;
doc. dr hab. P. JastrzEBskI— skarbnik; dr A. JAwWORskr — zca sckretarza; dv Z. REIPERT — zca skarb-
nika; dr K. Borsuk — czlonek Zarzadu.

Wroclaw: doc. dr A. Borcz — przewodniczacy; doc. dr Z. GABRYSZEWSKI — wiceprzewodniczacy;
doc. dr M. Kwikeciiskl — sekretarz; doc. dr J. Stanpa — skarbnik; dr W. MiroNowICcZ — sekretarz;
dr S. DMITRUK, dr L. JARMoLKowiICZ, dr B. Okordw — czlonkowie Zarzadu.

XIIE MIEDZYNARODOWY KONGRES MECHANIK]I TEORETYCZNEJ 1 STOSOWANEJ

- Komunikat kofcowy

Kongres odbedzie si¢ w Uniwersytecie Moskiewskim w dniach 21 sierpnia (poniedzialtek) do 26 sierpnia
(sobota) 1972 r. Organizatorem jest Komitet IUTAM oraz Narodowy Komitet TUTAM ZSRR.

Naukowy program Kongresu obejmuje cala dziedzing mechaniki wlacznie z metodami analitycznymi,
mechanika ciala stalego i mechanika cieczy i gazbébw, wraz z zastosowaniami. Wygloszone zostana naste-
pujace referaty generalne: '

A. E. Bryson (USA): Teoria sterowania ukladbéw stochastycznych,

B. FrAEUS DE VEUBEKE (Belgia): Analiza numeryczna konstrukcji,

M. J. LigHTtHILL (W, Brytania): Ruch zwierzat wodnych,

K. WieGHarDT (NRF): Hydrodynamika okretu,
oraz referaty generalne w sekcjach:

G. Carrier (USA): Huragany i tornada,

A. A. DEriBAs (ZSRR): O pewnych zjawiskach przy zderzeniach o duzej predkosei cial stalych,

H. Gorpsmitd (Kanada): Ruch krwi,

S. S. GriGoriaN (ZSRR): Pewne wspblczesne zagadnienia mechaniki w przemysle naftowym,

J.P. Guiraup (Francja): Dynamika gazu z punktu widzenia teorii kinetycznej,

N. J. Horr (USA): Zasady ekstremalne dla konstrukcji metalowych w stanie pelzania,

A. Ju, IszLiNsk1 (ZSRR): Dynamika polaczonych ukladéw cial sztywnych,

W. T. Xoiter (Holandia): Podstawy teorii powlok,

M. LANDAHL (Szwecja): Zmniejszenie oporu przez dodatek polimeru,

H. W. LiepMANN (USA): Doswiadczalna mechanika plynéw,

M. S. LoNGUET-HIGGINS (W. Brytania): Fale w wirujacych plynach,

E. H. MANSFIELD (W. Brytania): Odwrotne metody w mechanice budowli,

J. R. MEeLcHer (USA): Elektro-hydrodynamika,

F. NIorDSON (Dania): Procesy optymalizacyjne dla ukladéw mechanicznych,

J. R, Puiyp (Australia): Przeptywy w osrodkach porowatych,

J. Rorra (NRF): Turbulentne warstwy przy$cienne,

L. E. ScriveiN (USA): Molekularne uzasadnienie modeli reologicznych z wewnetrznymi zmiennymi
strukturalnymi,

L. L. Siebpow (ZSRR): Ruch o duzych predkosciach w wodzie,

I. N. WikuA (ZSRR): Metody rozwigzywania zagadnieri brzegowych w momentowej teorii powtok,

I.I. Worowicz (ZSRR): O zagadnieniach niejednoznacznosci i stabilno$ci w nieliniowej mechanice
kontinuum. )
Przewidziane sa rowniez dyskusje «okraglego stolu» o nastepujacej tematyce:

Zniszczenie — przewodniczy Ju. N. Ranotnow (ZSRR),

Przemyslowa mechanika cieczy i gazdw — przewodniczy P.R. OweN (W. Brytania),

Procesy optymalizacyjne dla ukladéw mechanicznych — przewodniczy N. N. Krassowsk1 (ZSRR),
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Oproécz tego zostanie wygtoszonych 230 referatow w szeSciu rownoleglych sekcjach. Na referaty prze-
widuje sig po 20 minut oraz 10 minut na dyskusje po kazdym referacie. Uczestnicy Xongresu, ktdrzy
chcieliby wygtosié referaty proszeni sa o przestanie streszczenia o objetosci 400—500 stéw w pieciu egzem-
plarzach do Sekrétarza Polskiego Xomitetu TUTAM doc. dr Stefana ZauorskieGo, Instytut Podstawo-
wych Problemow Techniki PAN, Warszawa, ul. Swigtokrzyska 21, IV p. w nieprzekraczalnym terminic
do 1 lutego 1972 r. Streszczenie powinno byé napisane w jezyku angielskim, francuskim, niemieckim
lub rosyjskim. U géry streszczenia nalezy podaé dokladny adres autora. Oprocz powyzszego streszczenia
nalezy sporzadzié streszczenie o objetoéci nie przekraczajacej 100 stéw, ktore w przypadku dopuszczenia
referatu do wygtoszenia zostanie opublikowane w programach Kongresu. Streszézenie to nalezy przygo-
towaé w formacie A5 (21 X 14,8 cm), z podwdjnym marginesern i podwéjnym odstepem. Tytut i nazwisko
autora powinny znajdowaé sie na stronie tytutowej, np:

THE COLLAPSE AND REBOUND OF CAVITATION BUBBLES

A.B. Kowalski, Warszawa, Poland

Prace przedstawione na Kongresie nie moga by¢ przed tym przedstawione na zadnym migdzynarodowym
lub duzym narodowym sympozjum ani opublikowane przed koncem Kongresu.

Istnieje mozliwos$¢ czesciowego pokrycia kosztow uczestnictwa i przejazdu do Moskwy i z powrotem
dla pewnej liczby miodych uczestnikéw (nie przekraczajacych 30 lat). Podania w tej sprawie mozna kie-
rowaé do Sekretarza Komitetu Kongresu wraz z poparciem starszcgo pracownika nauki w tcrminie do
15 marca 1972. Adres: Professor E. Becker, Secretary of the LTUTAM Congress Committee, Institut fiir
Mechanik der Technischen Hochschule, Hochschulstrasse 1, 61 Darmstadt, F.R. Germany.

Rezerwacji hotelu nalezy dokona¢ przez INTOURIST, mozliwie nie pdZniej niz w marcu 1972 r.
Oplata za uczestnictwo w Kongresie wynosi 22,50 rb. za uczestnika i 11,25 rb, za osobg towarzyszaca.
Cena za dobe hotelowa, w zaleznosci od klasy hotelu, wynosi od 6,30 do 21,00 rb.

SPIS TRESCI TOMU IX/1971

Zeszyt 1

Pamiegci Profesora JAROSEAWA NALESZKIEWICZA 3

J. J. TeLEGA, Zastosowanie programowania liniowego do wyznaczania no$nosci granicznej kon-
strukcji 7

TIpumenenMe JUHEHHOrO TIPOrPAMMMPOBARHUA [UIA ONpEENeHHs. Hecywel CrnocoOHOCTH
xoHcTpykuMi (0Bs0p crareit)

The application of linear programming to the determination of the limit load capacity of
structures (survey of publications)

T. Gatkiewicz, Zagadnienie statecznosci ortotropowej powloki stozkowej poddanej skr¢caniu 53
IpoGnema yCTORUMBOCTH OPTOTPONHON KOHMUYECKOH OBONOUKH MOJBEPTHYTOM CKPYUHBA-
HHIO
Nonlinear stability problem of an orthotropic conical shell subjected to torsion

K. FoeLus, A. Morecky, Niektore wlasnoéci biomechanizméw o zmiennej strukturze 73

HexoTopnle CBOMCTBA NepeMEHHONE CTPYKTYPB! OMOMCXANM3MOB
Some properties of variable structures of biomechanics
M. GaLos, Plastyczne skrecanie niejednorodnych pretow o zmiennej $rednicy 89.
IInacTuueckoe KpyuyeHHE HEOTHOPONHBLIK CTEPYKHEH NEepeMEHHOro IHamerpa
Plastic torsion of non-homogeneous rods of variable thickness



548 BIULETYN INFORMACYJNY

J. HALAUNBRENNER, M. KMIECIK, Zjawisko rezonansu w kontakcie cial sprezystych
Spnenye pesonaHca B KOHTAKTE YIPYTCHUX TeN
The resonance phenomenon for elastic bodies in contact

M. JokieL, Odpowiednio$¢ modelowa dla cienkoéciennych pretdéw o bisymetrycznym otwartym
przekroju poprzecznym
Kpurepun nogobusi TOHKOCTEHHBIX CTEPIKHEil DHCHMMETPHYECKOT'O OTKPBLITOrO CEUEHHs
Model correspondence criteria for thin-walled rods of bi-symmetric open cross-section

J. BAUER, E. WrODARCZYK, Dynamika sztywnej plyty spoczywajacej na sprezysto-plastycznym pod-
lozu ze zmienna granica plastycznosci. Cz¢$¢ 1. Sztywne odciazenie
JuHamMuKa yKecTKOoll MaUTLl HAXOMILENHCA HA VIPYIO-IIIaCTHUECKOM HEOJHOPOJHOM OCHO-
panuu. Yacrs [
Dynamics of a rigid plate resting on elastic-plastic non-homogeneous medium. Part 1.

K. Turski, Badanie wplywu odksztalcenia plastycznégo na zachowanie sie metalu przy réznych
drogach wtérnego obcigzenia
HccnepoBanue BIHAHUS TUIACTHYECKOH AedopMaluy HA NOBENEHHE METALNA MPH PAasSHbIX
NYTAX BTOPHYHOI'O HArpyrKeHHs
Investigation of the influence of plastic deformation on behaviour of metals under various
ways of repeated loading

J. BArAN, K. MARrcHELEK, Redukcja stopni swobody ukladéw dyskretnych
ITpusenenue cremeneil CBOGOAbLI OUCKPETHBIX CHCTEM
Reduction of the number of degrees of freedom in discrete systems
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Zeszyt 2

WLODZIMIERZ BURZYNSKI — Wspomnienie po§miertne

W. Bogusz, Zastosowanie réwnania Hamiltona-Jacobiego do stabilizacji ukiadéw mechanicznych
ITpumenenve ypaBuenust amusbToHa-SIKOOH MU CTAGHIM3AHT MEXaHHUCCKHX CHCTEM
Application of Hamilton-Jacobi equation for stabilization of mechanical systems

A, DRESCHER, B. MICHALSKI, Reologiczne, mechaniczne i optyczne wilasnosécei polimetakrylanu me-
tylu w warunkach ztozonej historii obciazenia }
PCOJIOI‘H‘-ICCI{HC, MEXaHHUeCKe H ONTH'UECKHE CBOIICTBA TIOJIHNMETII-METAKPHIIAT2 B YCIIO-
BHAX CIOMHON MCTOPHH HATPYIKCHHST
Rheological, mechanical and optical properties of a polymethyl-methacrylate under condi-
tions of complex loading history

R. Grypo$, Zalezno$¢ maksymalnej sity uderzenia of wspdlczynnika restytucji
3aBUCHMOCTE MAKCUMAJIBHON CHIIBI YHapa oT KoadhHLMEHTE BOCCTAHOBJICHMS
Dependence of the maximum impact force on the restitution coefficient

A. WrocHowicz, Z. Kusackl, Przyczynek do mechanizmu zniszczenia zmeczeniowego zylek poli-
amidowych ‘
O mexaHM3Me YCTANOCTHOI'O paspyllieHHs MOJUAMULHLIX JIECOK
A contribution to the mechanism of the fatigue of Polyamide 6 fibres

E. ZraTANOWwA, Stateczno$é wstepnie sprezonego walca kolowego przy skrecaniu
VCTOHUMBOCTS NIPEABAPHTENsHO HATIPIKEHHOTO KPYTOBOTO IWAIIMEAPA HPH KPYUCHUH
Stability of prestressed circular cylinder under torsion

E. ZreaTtanowa, Wplyw skoficzonego wstepnego sprezenia na sztywno$é rury
Brnusinpe npenpapuresnzHoOil KoHeunoit medopmManmH Ha YMKECTKOCTh TPYOLI
Influence of finite initial strains on the rigidity of tube

J. Biarkiewicz, W. SzczeriNskl, O mechanice kucia w matrycy
O MeXaHHKe KOBKH B MATpHIIE
On the mechanics of the forging process in dies
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Zeszyt 3

A. Sawczuk, Zagadnienia teorii umiarkowanie duzych ugi¢¢ powlok sztywno-plastycznych
Borpocs! Teopur YMEPEHHO GONBLUINX NPOTHOOB KECTKO-IIACTHUECKHY 060noueK
Moderately large deflections theory of rigid-plastic shells

K. Dems, Zastosowanie wielomiandéw Hermite’a do wyznaczania macierzy sztywnoécei elementu
tarczy w metodzie elementéw skonczonych
TIpiMerenne NONMHOMOB DPMHUTA JANIA ONpPEJETeHHsT MATPHLLI YKECTKOCTH 3JEMCHTOR AHCKA
B METOAE KOHEUYHLIX 3EMEHTOR
Application of Hermite polynomials to the determination of the stiffness matrix of plate
elements in the finitc elements method

S. Borkowskl, Oszacowanie rozwigzad réwnan kanonicznych metody sit w przypadku przyblizo-
nego wyznaczania liczb wplywowych
OLeHKH peLIeHAH KAHOMHYCCKNX Y PaBHeHUii CHIIOBOTO METOAA IS CITyqast IPUGIIHYKEHHOTO
onpe/esieHHsl MapaMeTpoB BIIUSHUA
Estimation of solution of the canonical equations of the method of forces under approximate
determination of influence parameters

Z. MAzURkIEWICZ, Pewne uogdlnienie problemu brachistochrony
Henortopoc 06001ieHHe 3a1aun 0 OpaxHUCTOXPOHE
A certain generalization of the brachistochrone problem

M. Soxorowski, O pewnym modelu ciala przenoszacego naprezenia momentowe
O HeKOTOPOM MOMENM Tejaa C MOMEHTHBLIMM HANDSHKEHHAMH
On a model of a body transmitting couple-stresses

A. Ziasicki, Reologia molekularna ukladdéw polimerowych
MonexynsipHas pCoJIOTHSI TONMHMEPHLIX CHCTEM
Molecular rheology of polymer systems

A. Raczew, Wewngtrzna stateczno$é sprezystego walca kolowego przy odksztalceniach skonczo-
nych
BuyTpeHHAas yCTOWYHBOCTS YIPYTOTO KPYTOBOI'O UMAMHAPA IPH KOoHEeuHOH gedpopmanmu
Internal stability of an elastic circular cylinder under finite deformation

Z. Kros, Charakterystyka stabilnosdci przeplywu, ze zmiennym profilem predkosci, plynu o skon-
czonym przewodnictwie elektrycznym w polu magnetycznym
KapaxTepuCTHKA YCTOMYUMBOCTH TEUEHUSA, C MEPEMEHHLIM HPOMHIEM CKOPOCTEH, YKHIKOCTH
¢ KOHeYHOil 3JIEKTPONPOBOMMHOCTLIO B MATHUTHOM IIOJE
Stability characteristic of flow with variable velocity profile of a fluid with finite electrical
conductivity in a magnetic field
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Zeszyt 4

N. J. CyGganowa, Pewne problemy ewolucji rézniczkowych zasad wariacyjnych w XIX i XX wieku
Hexoropric Bonpock! pasBUTHA OEdQdepeHUHMANLEBIX BapHAMOHHLIX NPHHLIHIOB B XIX—
XX Bekax
Certain problems of development of differential variational principles in the 19th and 20th
cenfury )

J. Kreraczko, Zmodyfikowany pret Hopkinsona
MopudumpoBanubiil creprkens TonKmHcona
The modified split Hopkinson pressure bar

J. Kruszewskr, Zastosowanie metody sztywnych elementoéw skonczonych do obliczert czestodcei
drgan wlasnych ustrojow okretowych

549

335

355

375

385

391

401

421

431

439

453

479
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Tlprmedenue METOOA YKECTKHX KOHEUHEIX 3JEMEHTOB K pacuéraM uacTor Konedaunii cyno-
BBIX CHCTEM
Application of the rigid finite elements method to calculation of natural vibration frequen-
cies of ship structures
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