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ZAGADNIENIA TEORI UMIARKOWANIE DUZYCH UGIEC
POWLOK SZTYWNO-PLASTYCZNYCHY

ANTONI SAwWCZUK (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

W teorii konstrukcji plastycznych wyodrgbniaja si¢ ostatnio w.oddzielna dyscypling
studia dotyczace geometrycznej nieliniowoscl. Obejmuja one badania wplywu, jaki na
udZwig konstrukcji maja zmiany w jej geometrii, zachodzace w trakcie odksztalcenia
plastycznego. Wiazg si¢ z tym $cidle badania dotyczace przeskoku i statecznosct procesu
deformacji.

Z punktu widzenia leorii konstfukcji sztywno-plastycznych jest rzecza szczegolnie
interesujaca wyjasnienie zachowania sig¢ plyt i powiok bezposérednio po osiagnieciu przez
obciazenie intensywnoéci towarzyszacej rozpoczeciu sig procesu plastycznego plynigcia,
tzn. po osiggnigciu obcigZzenia granicznego w sensie klasycznej teorii nosnosci granicznej.
Chodzi o stwierdzenie, czy rozwiazanie takie jest stateczne, tzn., czy proces deformacji
'Dowoduje' «geometryczne» wzmocnienie, czy ostabienie konstrukeji, i jaki jest przy tym
ilosciowy przebieg zjawiska. Skutki geometrycznej nieliniowosci staja si¢ — w przypadku
konstrukcji sztywno-plastycznych — tatwe do wyodrgbnienia 1 do interpretacji.

Wiasciwe opisanie geometryczne nieliniowego zachowania sig konstrukcji wymaga
rozrézniania jej pierwotnego ksztaltu oraz jej aktualnej konfiguracji. Proces moze by¢
rozpatrywany konsekwentnie przy zastosowaniu wielkosci odniesionych badZ do stanu
nieodksztalconego, badz do aktualnej konfiguracji w jaka ukladaja si¢ czastki materialne
konstcukcji w przestrzeni w trakcie jej odksztalcania, a wigc odpowiednio w opisie ma-
terialnym lub w opisie przestrzennym. Zwykle jednak inzynierskie teorie dotyczace geo-
metrycznej nieliniowosci nie rozrézniajg wyraznie tych dwéch opiséw. I tak, pewne wiel-
kosci odniesione do stanu odksztalconego (np. naprezenia) taczone sa ze zwigzkami kine-
matycznymi odniesionymi do konfiguracji poczatkowej, a réwnania rownowagi sprowa-
dzane sa do ukladu nieodksztalconego w oparciu o dodatkowe zatozenia. Prowadzi to do
nieuniknionych w tym stanie rzeczy paradokséw.

Wewngtrznie spdjna teorie gecometrycznie nieliniowych konstrukcji plastycznych uzys-
ka¢ mozna wychodzac z uktadu réwnan opisujacych duze odksztalcenia oérodka ciaglego.
Szczegblnie przydatny jest tu opis materialny, chociazby dlatego, ze warunki brzegowe
dane sa zwykle dla pierwotnej geometrii konstrukcji. Wprowadzajgc okreslone zatozenia

1) Referat problemowy wygloszony na 13 Konferencji Mechaniki w Jaszowcu, wrzesien 1970.
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upraszczajace wlasciwe przejéciu od osrodka trojwymiarowego do dwuwymiarowej za-
krzywionej przestrzeni otrzymuje sig, w sposéb naturalny, uklad réwnan geometrycznie
nieliniowej teorii konstrukeji. Dodatkowe zatozenia dotyczace rzedu wielkoéci poszczegdl-
nych sktadowych tensoréw naprezen i odksztalcenn prowadza w konsekwencji do okre$lo-
nych teorii przyblizonych. Tego typu podeiscie zastosowal FUNG [21], uzyskujac réwnania
teorii Kdrm4na dla plyt sprezystych.

Zalety materialnego opisu w mechanice konstrukcji omawiali BUDIANSxY [5] oraz
ILANCE | SOECHTING [28]. W pracy .[44] zastosowano ten opis dla uzyskania zwiazkdéw
typu Karména dla powlok. Podobny problem podjeli PIETRASZKIEWICZ [40] oraz SHRIVA-
STAVA i GLOCKNER [47]. Szczegbélowa dyskusje zwiazkdw nieliniowej teorii powlok prze-
prowadzita Duszek [17], wyja$niajac uproszczenia wprowadzane przez rézne przyblizone
teorie umiarkowanych ugigé. Materialnego opisu procesu plaskiego plastycznego plynigcia
dotyczy praca ArciSz 1 RYCHLEWSUEGO [2], zawierajaca analize otrzymanego ukladu
rownan.

Niniejsza praca podaje zasady lagrange’owskiego przedstawienia teorii powlok plas-
tycznych. Omdéwiono wielkosci tensorowe wystgpujace w takim opisie, podano odpo-
wiedni uklad réwnan réwnowagi oraz powierzchni plastyczno$ci. Praca zawiera ponadto
przeglad rozwigzan i wynikéw doswiadczen dotyczacych efektéw geometrycznego wzmoc-
nienia i przeskoku w powtokach plastycznych. Stosowane oznaczenia zestawione sa w kon-
cowej czeéci pracy.

2, Zaleinoci podstawowe

Odniesiony do ukladu zwigzanego z konfiguracja nieodksztalcona stan napreZenia
czastki X w poloZeniu x, x = x(X, t) opisuje si¢ symetrycznymi tensorami: odksztalcen
Greena Fy; 1 naprezen Pioli-Kirchhoffa Sk;.

Tensor odksztalcenia Ex; wyraza si¢ poprzez gradient wektora przemieszczenia w naste-
pujacy sposéb

(2-1) 2Ex; = Ux;L—f‘UL;K—f‘GRMU;RKUﬁ~

Pomigdzy tensorem naprezen Cauchy’ego oj; a tensorem Pioli-Kirchhoffa zachodzi za-
lezno$é

(2.2) 000 = S¥Exl g xly,

przy czym dla materiatu niescidliwego gesto$é o = g, .
Plastyczne plynigcie materiatu scharakteryzowane jest przez funkcje dysypacji. Na jed-
nostke objetosci niescisliwego materiatu dysypacja wynosi

(2.3) .D = G'Udlj = SKLEKL

odpowiednio w opisie przestrzennym i w opisie materialnym, przy czym Eyx; = dEx./dt.
Zalezno$¢ (2.3) wskazuje, e tensory SXI i Ey, stanowia wlaéciwy uklad zmiennych dla

opisania procest plastycznego plyniecia, jako ze FExy, 2nika tozsamo$ciowo w ruchu sztyw-
nym.
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Réwnania opisujace réwnowage elementu materialnego zajmujacego, okreslong po-
zycje w przestrzeni, przyjmuja we wspdlrzgdnych Lagrange’a nastepujaca postaé

(2.4) [(O¥ +U%) S¥R), 5 = 0.

Stosujac twierdzenie o zamianie calek objetosciowych na powierzchniowe otrzymuje sié
z (2.4), ze naprezeniowe warunki brzegowe w nieodksztalconym ukiadzie okreSlone sa
zalezno$ciami

(2.5) (S SMEURIng = TE.

Z (2.4) i (2.5) wynika, z¢ pola napr¢zen i przemieszczen sa sprz¢zone réwnaniami réwno-
wagi. '

Warunek plastycznoéci w klasycznych teoriach formutowany jest w sktadowych prze-
strzennych tensora napreZenia. Tak wigc warunek Hubera—Misesa
(2.6) 30! o —cio] = 203

przyjmuje w opisie materialnym, dla materialu niescisliwego, nastgpujaca postaé

(27) BSKLSRSCKR CLS‘—(SKLCKL)Z = 20'(2),
gdzie
(2.8) Cyr = X ¥l g = 2Ex+Gxe

jest tensorem deformacji Cauchy’ego.

Forma zalezno$ci (2.7) wskazuje, Ze (2.6) nie stanowi wiasciwej postaci warunku plas-
tycznosci dla materialnego opisu skonczonych odksztalcen o$rodka idealnie plastycznego,
jako ze (2.7) zawiera réwniez odksztalcenia (por. [2]). Na podstawie jednak (2.3) wielko$-
ciami opisujacymi proces odksztalcen plastycznych sa tensory Skp i Ex.. Tak wiec, dla
materialu izotropowego ogdlna postaé réwnania konstytutywnego powinna wyrazaé
si¢ nastgpujacym zwigzkiem tensorowym '

(2.9) SK = w0+ BEK+-yER EX,

gdzie «, £,  sa funkcjami niezmiennikéw tensora predkosci odksztalcenia. Dla materiatu
plastycznego zwiazek konstytutywny (2.9) musi byé¢ jednorodna funkcja stopnia zerowego
wzgledem czasu. Wynika stad, Ze niezmienniki tensora napreZenia zwigzane sa dodatkowa
zaleznodcia, przedstawiajaca warunek plastycznosci

(2.10) F(SK, SKSE, SKSLSE) = 0.

W przypadkn warunku Hubera—Misesa w (2.7) nalezy wigc zastapi¢ Cky przez Ggr, nie
za$ transformowaé do ukladu nieodksztalconego warunek plastycznodci sformulowany
w wielkoéciach eulerowskich. Z fizycznego punktu widzenia warunki f(a}, oio¥, ¢'oio}) =
== 0 oraz (2.10) przedstawiaja odmienne materialy.

Dla teorii postugujacych si¢ (2 10) stowarzyszone prawo plyniecia i postulat Druckera
przyjmuja odpowiednio postaé, [22]

oF

@2.11) Egp = 4
AV

, SKLEx =0,

przy czym /A > 0.
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Teorie powlok zakladaja, ze stan napreZenia i odksztalcenia moze by¢ z dostateczna
dokladno$cia opisany przez rozpatrzenie dwuwymiarowego zagadnienia dla pewnej (za-
krzywionej) powierzchni odniesienia. Naprezenia i odksztalcenia wystgpujace w punkcie s
powtoki (rys. 1) odniesione sg do ukiadu wspdlrzednych x,, x, zwigzanych z powierzchnia
$rodkowa powloki.

X3

Rys. 1. Powierzchnia $rodkowa powloki w konfiguracji poczatkowej i oznaczenia baz

Przy opisie materialnym wielko$ci stowarzyszone z czastka w poloZeniu x przesuwane
sa przy zastosowaniu translatora g% do pierwotnego potozenia czastki X. Wielkosci te
sa nastgpnie przesuwane do bazy okreslonej przez 4y, A; na nieodksztatconej powierzchni
odniesienia X3 = 0, przez wprowadzenie translatora

(2.12) Wi = 85— X3B
przy czym Ay Ay =0, Ay-A;=1.

3. Zalozenia

Rdwnania teorii umiarkowanie duzych przemieszczen powlok formulowac begdziemy
w oparciu o szereg zalozen, z ktérych czeéé stanowia klasyczne przyjecia teorii cienkich
powtlok.

a) Rozpatrujemy powloki cienkie, dla ktérych stosunek grubosci do mniejszego pro-
mienia krzywizny 2H/R,,,, < 1, a wigc

3.1) p o, p=1.
Oznacza to, ze wplyw drugiego czlonu w (2.12) jest pomijalnie maly.
b) Odksztalcenia styczne w kierunku poprzecznym do grubosci powloki moga byé
pominigte
(3.2) E, s =< 0.

Niekonsekwencje wynikajace z tego zaloZenia oraz teoria oderi odchodzaca przedyskuto-
wane sa w [17].
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¢) Naprezenia normalne w kierunki grubosci powloki sa niewielkie w poréwnaniu z po-
zostatymi napreZeniami i moga by¢ pominigte w réwnaniach réwnowagi wewngtrznej
i w wyrazeniu na dysypacje energii, tzn.
(3.3) 033 ~ 0,
z wyjatkiem powierzchni ograniczajacych.

d) Materiat jest izotropowy i idealnie sztywno-plastyczny w konfiguracji poczatkowej
oraz niesci§liwy.

e) Przemieszczenia rozkladaja si¢ wzdluz gruboéci liniowo. Odpowiednie skladowe
w bazie Ap, Az s3
G4 Up= VX3, U*=W, =0,

gdzie Vy, W, Br sa funkcjami okre§lonymi na powierzchni §rodkowej X3 = 0. Bardziej
ogdlng teorig dla przypadku f; # O opracowata Duszek [17] (por. tez PIETRASZKIEWICZ
[40)).

f) Diugos¢ L fali przemieszczenia jest dostatecznie duza w poréwnaniu z gruboscia
powloki, tak ze

L

Zatozenie to umozliwia oszacowanie czlondéw zawierajacych pochodne kowariantne.
" g) Przemieszczenia normalne W i styczne V. sg rzedu

(3-5) IVA|F| = O(J%—), |VV|PI == O(K)

(3.6) -HH:=0(I), %=O(£), e < 1.

4. Miary odksztalcenia
Przy ograniczeniu si¢ do pola przemieszczen (3.4) sktadowe tensora odksztalcen (2.1)
przyjmuja postac
2E,p = 2A,r+ 2, p X*+ (ﬂO]Aﬂ?F+BA¢ﬁmBF0ﬂO) (X3)2 ’
(4.1) 2E 3 = W|A+ﬂA+BZ V0+ﬂoV1ﬁ—"ﬂ¢B?,W+ (Bgﬂw+ﬂwmﬂ¢)X3 =0,
o 2E33 = ﬂwﬂ(p’
gdzie A,p 1 %4, oznaczaja odpowiednio wydluZenie oraz zmiang krzywizny powierzchni
odniesienia i okre§lone sa przez ’
24sr = 2V uiry—=2Byp W+ W 4 W p+ B4 BEW > +VEV g1+
“2) +BE VBV —BE Vo rW—BEV oy W BasV oW r+ BroV oWy,
2tpr = 2ﬂ(AI1‘)+ ﬂom V&“‘}‘ﬁwwVﬁ“Bwaw—Bngm '“ﬂom B%W—“ﬂ«p[ng W
+2BEBor W+ By W, Vot BUW Vo + BiBEVyfo+BEBIVy fo -

W ramach zatozen (3.5) i (3.6) otrzymaé mozna zwiazki przyblizone, w zaleznoéci od
rzgdu wiclkosci zachowywanych w (4.1)-(4.2) cztonéw wyrazonych przez L/R, HJR
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i V,/R oraz wzajemnego stosunku tych parametréw, R = R,,,,. Sposrdd szeregu zesta-
wow wielkoscl kinematycznych zbadanych w [17] przytoczmy wyniki odnoszace sie do
dwdch teorii.

Przypadek 1,

L H . W Vo, 3
_"R—" 0(6), ?-0(6 )’ _ﬁ'“0(6)1 72“—‘0(8 ), e® < 1.

Miary odksztatcenia wynosza wéwczas
2&1[‘ = 2V((,1r)”2341r””+ VVM VVW,

(4.3) o ®
Xar = — Wur‘ BA[I"VrD_BA Vrpw-

Przypadek 2,

L H W Vo N
'R' - 0(1)> _k‘ — 0(6)’ T - 0(6): "ﬁ - 0(8 )> e <1

odpowiadajacy teorii Donnella [9]
(4.4) 2840 = 21/(A\P)_—2B;IFW+ W|A W|1‘_I"B$B<PPW2>
. Hap = /3(,4|1‘),

a do wyznaczenia sktadowych g, jest do dyspozyciji zaleznodé
(4.5) Ba( ‘Sf'—BZW) = WIA"BZ)Vm-

W stosunku do miar odksztalcenia liniowej teorii powtok [35], [26], [52], [19] zaleZnoéci
(4.3) réznia si¢ jedynie ostatnim czlonem w wyrazeniu na A,,. Stanowig one zwigzki
inZynierskiej teorii, odpowiednika teorii Karména dla plyt (MusHTARI i GaLiMOV [34],
VoLMir [51]). Zastosowany sposéb ich otrzymania podkres§ia zardwno lagrange’owski
charakter teorii umiarkowanie duzych ugieé, jak i rzad wielkosci pomijanych cziondw.

Przyrosty odksztalcen, wehodzace do wyraZzenia na dysypacjg energii wewngtrznej (2.3),
w materialnym opisie sa

: d . d .
(4.6) A'A[':—ZZJ[" Kdl":EKAI"

5. Sily wewnetrzne

Z chwilg gdy wybrane sa miary odksztatcenia, odpowiadajacy zestaw sit wewngtrznycy
nie moze byé dobierany dowolnie. Do okreélenia whasciwego zestawu powierzchniowych
tensorow sit wykorzystuje sie funkcje dysypacji (2.3). Przy wykorzystaniu zalozenia (3.1),
dysypacja przypadajaca na jednostke nieodksztalconej powicrzchni §rodkowej powloki wy-

raza si¢ wzorem
H

(5.1) D= [ (S¥E;p+25E,3+5%Ey3)dX?.
~H

Wyznaczajac S32 z (2.2) przy wykorzystaniu (3.4) oraz pamigtajac o zatozeniu (3.2)
otrzymuje si¢

H
(5.2) D= [ (Eyr—EsWaW,)STdxX®.
—H
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Oszacowujac drugi czton w poréwnaniu z pierwszym okazuje si¢, ze w przypadku 1 jest
on rzedu czlonéw pomijanych w dotychczasowych rozwazaniach, a wigc ostatecznie
H

(5.3) D= f SAFEJI‘dxa = NAF}"JP_"MAF’%AI',
ZH

gdzie A1 # 4 zdefiniowane sa w (4.6), podczas gdy

H H
(5.4) N = [ S97dxs , MAT = [ SUTX3dXO.
ZH

—H

Stanowiq one powierzchniowe tensory sit wewngtrznych w powtoce, odniesione do konfi-
guracji nieodksztalconej. Przy ugieciach o rzad wigkszych od gruboéci powloki wplyw
zmian geometrii nie jest pomijalny w (5.2). Odpowiednie uogdlnione sity i vogdlnione
predkosci odksztalcenia ulegng modyfikacji [17].

Dla inZzynierskiej teorii rozpatrywanej w przypadku 1 fatwo stwierdzié, oszacowujgc

poszczegdlne wyrazy w (4.1), ze E,p = 0(—§)' Tak wiec Gy, ~ Cg; i nie ma roznicy mie-

dzy warunkam’ plastycznosci (2.6) i (2.7). Przy ustaleniu powierzchni plastycznodci
F(N*T, M4T) = 0 nie ma wigc potrzeby rozrézniania opisu materialnego i opisu prres-
trzennego.

W teoriach uwzgl¢dniajgcych przemieszczenia normalne o rzad wieksze od grubodci

. H v e o

powloki, tzn. gdy np. 7 0(e), TIF = 0(e), 3 <€ 1 wystapia réZnice w wyraZeniu na waru-
nzk plastycznosei. Je$li za obowiazujacy dla materialu uznaé warunek plastyczno$ci
okreslony w opisie przestrzennym, np. (2.6), wowczas (2.7) przyjmuje nastepujaca postaé
(5.5) 3G 10(Gro—4BpyW) ST S*? —[(Gur—2B W) ST = 203.

W konsekwentnej teorii wykorzystujacej opis materialny naleZzaloby postugiwaé si¢ odpo-
wiednia formg zaleZnosci (2.10).

6. Réwnania réwnowagi

Réwnania réwnowagi (2.4) sprowadzaja si¢ do nastgpujacego ukiadu
6.1) (S04 U ST+ UT, §30), 4+ (S*3+ U ST34- U S33)., = 0.
(6.2) (SPHUS S+ U S®), 0+ (S33-8B3 UL U2, 84%),, = 0.
Wykorzystujac zatozenia (3.1) i (3.4) i sprowadzajac powyzsze zwiazki do bazy nieodksztal-
conej powierzchmi $rodkowej, otrzymuje sie réwnania przyblizonej teorii. Konsekwentnie
pomijajac w nich cziony tego samego rzedu wielkosci, co pominigte w zwigzkach kinema-
tycznych i w wyrazeniu na dysypacje otrzymuje sie dia przypadku 1

SIAI{"___B}S413_|_(ﬂASF3)]F_|_S133A =0,

(Wia SO+ S+ BarSH -+ (W4 S +832+ BRV 554%)5 = 0.

Catkujac te réwnania na grubosci nieodksztatconej powloki w celu otrzymania zwiazkow
réwnowagi wyrazonych w wielkosciach (5.4), dochodzi si¢ do zaleznosci

(6.3)
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(6.4) NF—BLQ"+(BQ") r+P? = 0,

(6.5) M&P—Q¢ =0,

(6-6) Q|[I"'+BAI"NAP+(PV|/JNAP)|P+P =0,

gdzie

(6.7) PA == [SM]EH, P =[S+ u/gA Sda'i‘BﬁoVwSAS]fn
oraz

(68) ﬂo = - Io—Bg VA'

Inny zestaw przyblizonych rownani podano w [44].

Powyisze zaleznoéci stanowig ukiad przyblizonych réwnan réwnowagi rozpatrywanej
teorii umiarkowante duzych ugieé. Réwnanie (6.5) ma postaé znana z liniowej teorii,
podczas gdy w (6.4) i (6.6) pierwsze dwa czlony odpowiadaja liniowemu przybliZzeniu,
Roéwnania liniowego przyblizenia opisuja Scile réwnowage elementu powloki w aktualnej
konfiguracji, jesli traktowaé przepisane rozniczkowanie kowariantne jako rézniczkowanie
w bazie odksztalconej powloki i gdy tensor krzywizny dotyczy aktualnej (nieznanej) kon-
figuracji. Réwnania rownowagi wyprowadzane w inzynierskich teoriach dla powlok wy-
niostych zatrzymuja z reguly tylko dwa pierwsze czlony w lewej czgéci (6.4) (por. [11],
[34]), oraz omoéwienie nieliniowych teorii przez WozZNIAKA [52]). Zwigzki (6.4)~(6.6) sto-
suja sie rowniez w przypadku uwzgledniania zmian gruboéci przez przyjecie f; # 0 w (3.4).
Odpowiedni uklad rownadn réwnowagi i warunkoéw brzegowych w opisie materialnym
wyprowadzita Duszek [17]. Podane tam zostaly réwnieZ zestawy rownan dla kilku przybli-
zonych teorii powlok walcowych i kulistych, zapisane w odpowiednich ukladach wspdt-
rzgdnych.

7. Powloki walcowe

Istniejace rozwiazania dotyczace duZzych ugieé powlok plastycznych uzyskane zostaty
przy uproszczonych rownaniach réwnowagi i zlinearyzowanych powierzchniach plastycz-
noéci. Stosowano powierzchnie plastycznosci wlasciwe przestrzennemu opisowi. Przyto-
czymy niektdre rozwiagzania zaréwno dla wskazania charakteru zmian wynikajacych
z uwzglednienia «duzych» ugieé, jak i dla poréwnania stosowanych nieliniowych teorii
ze zwiazkami wynikajacymi z konsekwentnego lagrange’owskiego przedstawienia teorii
powlok. Przytoczone rozwiazania nie obejmuja obszernego dzialu powlok wiotkich,
tzn. rozpatrywanych jako membrany. Przeglad metod i rozwigzan z tego zakresu podat
Orkisz [38].

Walcowa powloke przegubowo zamocowang na koncach i poddana réwnomiernemu
wewngtrznemu cisnieniu rozpatrywala Duszexk [13-15], korzystajac z nastgpujacego
ukiadu réwnan (rys. 2)

7.1 n,=0, m/—2Rnw'+2an,—2up =0,
. 2 . wl!
(7.2) A=+ (—L— ww, A=W, = SR %, ~ 0,
, d
(1.3) ne=1, 0<n <yYl-m, ()=—
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gdzie
4 x—£ u—y_ w-—z A -—HKx
(7.) —L’ _L’ _‘A, x T 2 >
K, _ P4 s
o =5 > R = A/H, p—To, @ =

N M,

ny

—_ N—07 my _70 »
natomiast M, = o H?, Ny = ooH, a 0, oznacza granicg plastycznosci.

Stosowane réwnania réwnowagi i miary odksztalcenia odnosza si¢ do przypadku 1.
Réwnanie (7.1) odpowiada zwigzkom (6.4)—(6.6) przy pominigciu czlondéw pochodzacych
od rzutu sity poprzecznej na kierunek tworzacej, podczas gdy (7.2) otrzymuje si¢ z (4.3)
i (4.6). Warunek plastycznoéci stanowi fragment powierzchni granicznej opisanej na $cis-
tej powierzchni dla materiatu Treski, a wprowadzonej w [12].

W powloce pojawiaja si¢ dwa obszary, odpowiadajace réznym fragmentom powierzchni
plastycznosci, w zaleznoéci od tego czy zachodzi nierdwno$é (7.3) czy tez ni = 1—m,.
Polozenie granicy migdzy tymi dwoma obszarami okre§la parametr & Wykorzystujac
stowarzyszone prawo plynigcia (por. [23], [37]) 1 spelniajac wymagane warunki cigglosci
na granicach stref znajdujacych si¢ w odmiennych stanach napre¢zenia otrzymuje si¢ naste-
pujace réwnanie okreslajace przyrost obciazenia, [18]

_ldr _ 60-(-HYP2r2(1-68
Y &  [2-Y(1—-9N{3¢[1—Y(1—§]—-YE3}

gdzie Y = a(p—1), natomiast & okresla umowny czas. Tak wiec dY/dé = op.

Réwnanie (7.5) wskazuje na przyrostowy charakter problemu duzych ugieé powlok:
obciaZenie zmienia si¢ ze wzrostem parametru odmierzajacego uptyw czasu. Parametrem
takim moze by¢ np. réwniez ugiecie w, w wybranym punkcie, wg = wo(£). Jednak, jak
zauwazyt WaszczyszyN [50], wybdr ugiecia jako umownego czasu nie zawsze jest wskaza-
ny, gdyz w przypadku wystgpowania przeskoku ugiecia czasem cofajg si¢. Problemy kons-
trukcji plastycznych w przyrostowym sformulowaniu rozpatrywal ONaT [37).

Zalezno$¢ (7.5) pozwala na zbadanie statecznosci procesu. Mozna stwierdzié, ze p =0
dlap=1oraz ze p >0 dla 0 < £ < 1, a wiec w rozpatrywanym przypadku nastgpuje
geometryczne wzmocnienie. Numeryczne rozwigzanie (7.5) podano w [18], gdzie znalezé
mozna rownieZ wyniki dotyczace powloki zamocowanej.

Przyblizone rozwiazanie rozpatrywanego zagadnienia, polegajace na wyznaczeniu
gornej granicy zalezno§ci przyrostu obciazenia od przyrostu ugiecia podata Duszek [15].
Granica ta okre$lona jest przez

(7.6) Y =oa(p~1) = 14-wiR?,

gdzie woR = Wo/H. Wyniki (7.5) i (7.6) przedstawiono na rys. 2. Dla poréwnania podano
tam réwniez rozwiazanie blonowe i proste odpowiadajace powloce o §ciance tréjwarstwo-
wej [14].

Rozwiazanie dla powloki warstwowej wskazuje na niestateczno$é zaleznosci obcig-
zenie—ugigcie. Wniosek ten potwierdza analiza powlok tréjwarstwowych przeprowadzona

(1.5)
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a(p-1)
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Rys. 2. Wzmocnienice geomctryczne dla powlok walcowych: a) noénoé¢ graniczna, b) oszacowanie [13] dla
$cianki petnej, ¢) rozwigzanie przyblizone 18], d) rozwiazanie bezmomentowe, €) rozwiazanie bezmomen-
towe dla $cianki trojwarstwowej oraz ABC — oszacowanie [13]

przez LEPIKA [30-33] oraz przez Kurra [27]. Rozpatrujac zagadnienie sprezysto-plastycz-
nego zachowania si¢ konstrukeji pod dzialaniem ciénienia i sity podiuinej w przypadku
przyjecia warunku Treski wykazano, Zze proces szybkiego narastania ugieé rozpoczyna si¢
znacznie ponizej obciazenia granicznego. Oznacza to, ze no§nosci granicznej, wyznacza-
nej z klasycznej teorii, towarzysza juz ugigcia wykraczajace poza zakres dopuszczalnosci
liniowej teorii powlok. Dalszych przykladéw tego typu dostarcza praca WASZCZYSZYNA
[50], gdzie zagadnienia spreZysto-plastyczne rozpatrywane sa konsekwentnie w nielinio-
wym sformulowanin. Efektu geometrycznego wzmocnienia walcowych zbiornikéw cis-
nieniowych dotyczy szereg prac GiLLA i wspotpracownikéw [1], [8], [9], [10], [4i]. Cecha
charaktervstyczng tych prac jest rozpatrywanie wplywn zmian geometrii powloki krok
po kroku. Poszukuje sie tam kazdorazowo nos$nosci graniczngj dla powloki o geometrii
zmienionej wskutek odksztafcen plastycznych wywolanych na poprzednim kroku obcia-
Zenia,

Rozwiazania wynikajgce z nproszezonej teorii duzych ugigé pordéwnamy z dostgpnymi
wynikami doswiadczen na temat zachowania si¢ zamocowanych powtok. Materiatu dostar-
czaja badania AUGUSTI'EGO i D’AGosSTING [3], [4], SAVE’A 1 JANASA [42] oraz PERRONE’A
[39]. Badania [4] dotycza zakresu ugie¢ mieszczacych si¢ w zatozZeniach teorii umiarkowa-
nie duzych przemieszczen. Spoéréd dziewieciu przedstawionych przypadkéw typowe
wyniki dotyczace ¢« = 2,82 i « = 1,25 poréwnano na rys. 3 z wynikiem typu (7.6) dla po-
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wloki zamocowanej, [13]. Linig przerywana oznaczono wynik podany przez teorie no$nosci
granicznej dla doktadnej powierzchni granicznej Treski, [23].

Z rys. 3 widaé, Ze wzmocnienie geometryczne jest istotne. Charakter przebiegu krzywej
dodwiadczalnej w pewnym zakresie ugie¢ odpowiada rozwiazaniu teoretycznemu. Materiat
badanych powlok wykazywat dluga platforme¢ plastycznosci tak, ze wzmocnienie materiatu
nie wnosilo istotnego wpltywu w rejestrowana zalezno$¢ obcigZenie—najwicksze ugiecie.
Krzywa 2 odpowiadajaca rozwiazaniu teoretycznemu rozpoczyna sie powyzej linii 3,
gdyz rozwigzanie dla duzych ugie¢ korzystato 2 powierzchni granicznej opisanej na doktad-
nym warunku plastycznoéci Treski dla powiok. '

D - . _
T o=125 //’ il
3l 2 i
1 3 J
S S i B .
1 I -
ol
“C)
1 ; |
0 2 4 6

8
Wy [mm]
Rys. 3. Zaleino$é: obciazenie — najwicksze ugiecie dla walcowych powlok plastycznych, 1) doswiadcze-
nia [4], 2) oszacowanie [13], 3) no$nos$¢ graniczna

Badania do$wiadczalne «efektu brzegowego» w zakresie plastycznych odksztalcen
przeprowadzali KLEPACZKO i KONIG [25]. Dod$wiadczenia SCHROEDERA i RANGARAJANA
[45] nad polaczeniami powlok walcowych wykazuja wystgpowanie efektow, ktore moga
by¢ wyvtlumaczone zmianami geometrii konstrukcji.

8. Powloki kuliste

Na przyktadzie powlok kulistych mozna zilustrowaé obydwa, charakterystyczne dla
geometrycznie nieliniowych teorii zjawiska, mianowicie: wzmocnienie geometryczne oraz
niestateczno$¢ procesu odksztalcenia konstrukcji. Drugie z nich, tzn. zjawisko przeskoku,
zwykliSmy dotychczas kojarzyé z konstrukcjami wykazujacymi cechy sprezyste.
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Istniejace studia dotyczace geometrycznego wzmocnienia ogramiczaja si¢ do malo
wynioslych powlok, aczkolwiek CAPURSO [6] podal réwnania przyrostowe bez tego ograni-
czenia. Komplet zwigzkéw geometrycznych i réwnan réwnowagi przyblizonej teorii
bardzo stabo wyniostych powlok kulistych podala Duszex (15, 16], korzystajac przy wy-
prowadzeniu z zasady prac przygotowanych, a wigc uzyskujgc wewnetrznie zgodny kom-
plet zalezno$ci

(8.1) (rnp) —ng =0,  Al(rmy) —mg) + [ (r+w)'+p =0,
Jo = W -HWr+w'w', x, = —-hw",
(8.2) . . .
Ao = ulr, g = —hw'lr,
gdze
% U H R P4
”‘7’ l‘——A—, 1—-—22, =7 P—]\'—Yo’

(8.3)

oy d

{ ) - 71

a bezwymiarowe sily i krzywizny zdefiniowane sa jak w (7.4). Wielkosci geometryczne
i konwencja znakéw dla sit i obcigzen podane sy na rys. 4.

Dla powtloki przegubowo zamocowanej na obwodzie 1 obcigZzonej réwnomiernym
ciSnieniem od strony wklestej, kontynuacja procesu odksztalcenia plastycznego jest mozliwa
przy narastajacym cisnieniu. Ma wigc miejsce wzmocnicnie geometryczne. W powloce
tworza si¢ dwa obszary. W przypadku stosowania warunku plastycznoéei Treski w czesei

U r

Rys. 4. Geometria malowyniostej powloki kulistej

centralnej 0 < r < & realizuje si¢ stan blonowy miy == m, = 0, podczas gdy w poblizu
podpory, & < r < ¢, wystepuje stan zgigciowy taki, ze my = nZ—1, a pozostale wielkosci
okredlone s3 réwnaniami réwnowagi. Ze wzrostem ciénienia strefa blonowa powigksza
sie. Wyczerpanie nosnoéci w sensie klasycznym, tzn. rozpoczecie sig ruchu sztywno-plas-
tvcznej powtoki odpowiada, w tym przypadku, mato wyniostej konstrukcji i niewystgpo-
waniu strefy btonowej, £ = 0.
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‘Wazrost ci$nienia potrzebny do utrzymania procesu odksztalcenia plastycznego powloki
zilustrowany jest na rys. 5 dla dwéch przypadkow powlok o pelnej §ciance, wykonanych
z materiatu Treski [16]. Podobnie jak to mialo miejsce dla powlok walcowych, ugiccia
rzedu gruboéci §cianki zmieniaja w sposéb istotny udzwig konstrukeji. Zalezno$é sita —
najwigksze ugiecie zdaza asymptotycznie do prostej odpowiadajacej rozwigzanin blono-
wemu otrzymanemu stosownie do przyblizonej teorii membran. Nalezy zaznaczyé, ze
przyrost wzmocnienia geometrycznego zalezy w duzym stopniu od warunkdéw brzegowych
powloki i przy okreSlonej swobodzie przesuwu na podporze przyrost ten moze nawet nie
wystqpic’. Zagadnienia tego typu badane byly dla plyt [7], [24], [43], [49].

WD=2H

_ o= RE/AH
| 1
0 .. : 01 . 0,02 03

0

A

Rys. 5. Wzmocnienie geometryczne dla: matowyniostych powlok kulistych, a) rozwiazanie [16], b) rozwia-
zanie bezmomentowe

Aby umozliwi¢ zilustrowanie zjawiska przeskoku, ktéremu towarzyszy zmniejszenie
sity potrzebnej do utrzymania plastycznego plyniecia konstrukcji nalezy omowié metode
oszacowania zalezno$ci obcigZenie-ugiecie w geometrycznie nieliniowej teorii. Sciste
tozwigzanie zagadnienia przeskoku plastycznego dla powlok nie jest dotychczas znane.
Dla sprezysto-plastycznego modelu odksztalcenia badanie przeskoku jest‘réwniez utrud-
nione z uwagi na koniecznoéé¢ uwzglednienia zjawisk odciazania: obszary pierwotnie plas-
tyczne mogg znaleZ¢ si¢ w stanie sprezystym, przejsciowo lub ostatecznie, [50].

Oszacowania niestateczno$ci konstrukcji sztywno-plastycznej moga byé dokonywane
przy wykorzystaniu zasady prac przygotowanych. W zastosowaniu do plyt podejscie
takie stosowane bylo w [43]. Ogdlne sformulowanie metody w konsekwentnym opisie
materialnym, tzn. stosujgc tensor naprezen Pioli-Kirchhoffa (2.2) oraz tensor odksztatcen
Greena (2.1), podali L.ANCE 1 SOECHTING [28].

Zasada prac przygotowanych w teorii skonczonych odksztalcenn ma postaé

(84) f SKLEKLdV = f TKUKdS
| 4 S

Pola naprezen i predko$ci odksztatcenh wehodzace do (8.4) nie sg teraz niezalezne. Nieza-
lezne sa tylko odpowiednie wielko§ci z opisu przestrzennego, natomiast S¥- i przemiesz-
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czenia Uy zwiazane sa réwnaniami réwnowagi (2.4) oraz odpowiednimi zaleznoSciamij
przedstawiajagcymi warunki brzegowe. Tak wigc stosujac (8.4) nalezy dobierac lacznie
SXL | Ug spelniajace (2.4), a nastepnie dobiera¢ niezaleznie pole predkoSci przemieszezen
Uy, spelniajace kinematyczne warunki brzegowe. Réwnowaino$é zapisu (8.4) i zapisu
eulerowskiego zasady prac przygotowanych wynika z (2.3).

Przy zaloZeniu stuszno$ci postulatu Druckera w formie (2.11), zaleznos$¢ (8.4) pozwala
sformulowad nastepujaca zasade

(8.5) [ D(EaV = 2 [ TXU dS.
| 4 N

gdzie A jest mnoznikiem jednoparametrowego obcigZenia. Jesli 2 > 1 konstrukcja jest
stateczna, natomiast A < 1 oznacza, Ze nastepuje przeskok plastyczny do stanu, w ktérym
znowu 4 > 1.

Jako przyklad zastosowania zasady prac przygotowanych (8.4) do zbadania przeskoku
rozpatrzymy powloke o geometrii, jak na rys. 4. Na podporze dana jest swoboda przesu-
wUu poziomego

(8.6) ue)#0, w)=w()=0, u0)=0.
Przyjmujemy warunek plastycznoscei w postaci
3.7 ni+my=1,
tzn. rozpatrujemy Stany naprezenia na jednym ptacie hiperpowierzchni plastyczno$ci
Treski, [23]. Wykorzystujac stowarzyszone prawo plynigcia (2.11) otrzymuje sig, zgodnie

z (8.7), ze A, = #, = 0. Tak wigc zgodnie z wigzami (8.6) pola predkoéci przemieszczen
i pole ugi¢C sa

r . p r . df{rr 8
(8.8) w=a(1—7), w=6(l—?), u=?(7_?,),

Ponadto (2.11) daje ny = —u/(2hw"); znajac natomiast rng, mozna z (8.7) okre§lié m,,
w zaleznoéci od wielkosci geometrycznych 1 kinematycznych. Pozwala to na przedstawienie
dysypacji wewngtrznej w postaci D = D(Ex;). jak to jest wymagane przez (8.5).

Po dokonaniu catkowan w (8.5) otrzymujemy, w przypadku rozpatrywanej teorii przy-
blizonej okreslonej zwigzkami (8.1) 1 (8.2),

pe* PRy 3(1 , 4
(3.9 =, 0t |t g,
gdzie
R}  ¢? R —W,
(8-]0) a —“E‘: ‘i—;l_, 6_7’ 6— H .

Poniewaz dp/dd < 0 dla 0 < 6 < 3 obcigZenie zmniejsza sig przy narastajacych ugie-

ciach, a wigc nastgpuje przeskok. Obciazenie wzrasta ponad wielkoéé poczatkowej noé-
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noéci granicznej dla § = %a. Zalezno$c (8.9) przedstawiona jest na rys. 6 dla dwéch war-

toéci o charakteryzujacych wymiary powloki.
Z réwnan réwnowagi (8.1) nalezy jeszcze wyznaczyC n, i m, spelniajgce warunki brze-
gowe zadania i okre$li¢ parametry geometryczne, dla ktdérych spelnione sq wymagania

Rys. 6. Oszacowanie przeskoku plastycznego dla matowyniostej powtoki kulistej

réwnowagi i ewentualne ograniczenia na zakres stosowalnoséci profilu naprezen znajduja-
cego sig na boku (8.7) hiperpowierzchni plastycznoéci. Z uwagi na ilustracyjny cel rozpatry-
wanego przykladu szczegSléw tych nie analizujemy. Niestatecznos$é procesu deformacii
plastycznej powlok rozpatrywal SzaBLy [48] dla nieco odmiennej teorii niz okre§lona
w (8.1)1 (8.2), a ktdrej zaleznosci podane sa w [51].

Zjawisko przeskoku plastycznego wymaga poglebionych studiéw dla sprecyzowanych
teorii. powlok, gdyz iloSciowe wyniki zaleza od charakteru wprowadzanych uproszczen,

Dla wyniostych powlok kulistych zjawiska geometrycznego oslabienia konstrukeji
1 przeskoku plastycznego badat do$§wiadczalnie LEckiE [29]. Czasza pétkulista o promieniu
3" i grubos$ci 0,5"" obciazona byta si'a skupiona przyloZong poprzez sztywna tarczg. W ta-
kich przypadkach obszar plastyczny moze nie obejmowac calej powloki i przeskok dotyczy
tylko fragmentu konstrukcji, podobnie jak to ma miejsce w powlokach sprezystych. Lo-
kalno$¢ przeskoku dla powlok kulistych wykazuja réwniez badania SCHROEDERA i SHER-
BOURNE’A [46]. Krzywe do$wiadczalne zaleznoSci sita — najwieksze ugiecie, uzyskane w oma-
‘wianych badaniach [29] przytoczone sa na rys. 7 dla kilku przypadkéw $rednicy centralnej
tarczy. Wyniki te wskazuja, ze odksztalcenia sprezyste maja istotny wptyw na wielko§é
obcigzenia, przy ktérym nastepuje przeskok. Dla plyt zjawisko to badal Janas [24], pro-
ponujac przyblizona metode ilosciowej oceny wplywu odksztalcen sprezystych na obcia-
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Rys. 7. Dos$wiadczalna zalezno$é obciazenie-ugiccic dla sprezysto-plastycznej powloki [29], Qo — no$nosé
graniczna

zenie przeskoku. Teoria i technika obliczeniowa rozwinigta przez WAszczYSzYNA [50]
dla spreZysto-plastycznych powlok umozliwia uzyskanie iloSciowych wynikéw dotycza-
cych przeskoku tego typu konstrukcji.

9, Zakonczenie

Teoria powlok plastycznych rozwija si¢ obecnie w kierunku uwzglednienia geometrycz-
nej nieliniowo$ci. Aczkolwiek w zakresie teorii no§noéci granicznej liczba rozwiazan zu-
petnych jest ciagle niewielka, to nie ma jednak zasadniczych trudno$ci w rozwiazywaniu
konkretnych zadan, gdyZ réwnania problemu sa znane i zasadnicze twierdzenia, stanowiace
podstawe do rozwigzan przyblizonych, sa ustalone. W dziedzinach innych niz no$nos¢
graniczna sytuacja jest znacznie mniej wyjas$niona.

Roéwnania teorii umiarkowanie duzych ugie¢ sa jednak, w zasadzie, ustalone. Nalezy
oczekiwaé, Ze badania przyniosa w przyszlosci rozwiazania problemow poczatkowo-
brzegowych dla réznych przyblizonych teorii i umozliwia ustalenie zakresu ich zastosowania.

Szczegolnie interesujace, zaréwno ze stanowiska teorii, jak izastosowan w konstrukcjach,
jest studium zjawiska przeskoku plastycznego i niestatecznosci procesu plastycznego ply-
nigeia konstrukeji,

Jednym z probleméw badawczych o podstawowym znaczeniu jest sformulowanie

"i uvzasadnienie twierdzen pozwalajacych oszacowywaé je§li nie rozwiazanie problemu
przyrostowego, to odksztalcong posta¢ powloki plastycznej lub inne elementy rozwiazania
takiego przyrostowego problemu.

Wyjaénienia wymaga réznica pomiedzy plastycznoécia w konfiguracji nieodksztaico-
nej a plastyczno$cia w konfiguracji aktualnej, tzn. okreflenie w jakim stopniu nalezy w te-
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orii konstrukcji uwzglednia «anizotropie» spowodowang duzymi odksztatceniami. Wigze
sie z tym rowniez konieczno§é rozwigzania zagadnien poczatkowo-brzegowych dla réznych
warunkéw plastycznosei, podobnie jak to miato miejsce w problemach brzegowych teorii
nosnoéci granicznej.

Odmienne zagadnienie stancwi analiza sprezysto-plastycznego zachowania si¢ kons-
trukcji przy wystgpowaniu duzych przemieszczen i duzych odksztaleefi. Sformulowania
i zbadania wymagaja tu rownicz zwigzki podstawowe, gdyz addytywnoéé odksztalcen
sprezystych i plastycznych w takich przypadkach nie zachodzi.

Nie mozna pomingé wsrdd problemdéw badawczych opracowywania metod i technik
numerycznego rozwiazywania zagadnien.

Pominiete w tym artykule takie problemy, jak dynamika powtok plastycznych, mecha-
nika powlok wiotkich, uwzglednienia wzmocnienia materiatv stanowia inna grupe waznych
technologicznie i konstrukcyjnie zagadnien.

Oznaczenia

XL, L=1,2,3 wspbirzedne punktu materialnego w konfiguracji nicodksztal-
conej,

x,i=1,2,3 wspélrzgdne polozenia punktu w konfiguracji odksztal-
conej,

Gy, 8k wektory bazy, odpowiednio w konfiguracji nieodksztalco-
nej i odksztatcone;j,

Gy, &kl odpowiednie tensory metryczne,

Gar tensor metryczny nieodksztalconej powierzchni,

gk = GKg, translator z bazy Gk do bazy gg,

AA, Ag,A =l,2

wektory bazy na nieodksztalconej powierzchni $rodkowej
X3=0,

ué translator z bazy Ggy do bazy na powierzchni $rodkwej,

= det 7 wyznacznik translatora,

Asr tensor metryczny powierzchni $§rodkowej nieodksztalconej
powloki,

Bar drugi tensor podstawowy mnieodksztalconej powierzchni
$rodkowej powloki,

Ruyin najmniejszy promien krzywizny nieodksztalconej powtloki,

ng jednostkowy wektor normalny w konfiguracji nieodksztal-
conej,

) rézniczkowanie kowariantne dwupunktowych tensoréw,

) kowariantne rozniczkowanie w bazie powierzchni Srodkowej,

ol skladowe tensora naprezen Cauchy’ego,

SKL skladowe tensora naprezen Pioli-Kirchhoffa,

U= UKGyg = UdA 1+ WA,
72

wektor przemieszczenia,

skladowe przemieszczenia stycznego do powierzchni, odnie-
sione do bazy na powierzchni §rodkowej,

w przemieszczenie normalne do powierzchni §rodkowej,

y4 wektor powierzchniowy przemieszczef stycznych do powierz-
chni srodkowej,

Ckr tensor deformacji Cauchy’ego (réznica metryk),

Exy, tensor odksztalcen Greena,
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10.

11.

13.

14,

15.

16.

17.
18.

19.

EKL przyrost tensora odksztalcen Greena,

Aar tensor wydiuzen powierzchni $rodkowej,

*AI tensor zmian krzywizny powierzchni $rodkowej,

MAL, NaT powierzchniowe tensory Pioli-Kirchhoffa wypadkowych sit
i momentéw w powloce,

Q4 wektor sily poprzeczne;j, _

D gesto$¢ dysypacji (na jednostke nicodkszaiconej powierzchni
$rodkowej powloki),

2H grubo$é $cianki powloki,

dij tensor predkodei odksztalcen (eulerowski).

Literatura cytowana w tekScie

. D.J. ALLMAN, S. S. GILL, The effects of changes of geometry on the limit pressure of a flush nozzle in
a spherical pressure vessel, Engineering Plasticity, Cambridge Univ. Press, London 1968, 1-20.

. M, ARrcisz, J. RYCHLEWSKI, Plane plastic flow in material description, Arch. Mech. Stos., 22 (1970),
233-249,

. G. Augusrl, S. D'AGOSTINO, Tests of cylindrical shells in the plastic range, Proc. ASCE, 90, J. M., Eng.
Div., EMI, 1964, 69-82.

. G. Augusrl, S. D’AGosTINO, Experiments on the plastic_behavionr of short steel cylindrical shells subject
to internal pressure, Proc. Ist Int. Conf. Pressurc Vessel Techn. (Delft 1969), ASME, New York 1970
1, 45-57. ’

. B. BubiaNsKyY, Remarks on theories of solid and structural mechanics, Problems of Hydrodynamics
and Continuum Mechanics, Nauka, Moskwa 1969, 67-72.

. M. CarURSO, Sul comportamento inelastico delle superfici di rivoluzione in regime di grandi spostamenti,
Universita di Napoli Istituto di Tecnica delle Costruzioni, No 272, Napoli 1969.

. M. Carurso, R. Ramasco, Sul calcolo elasto-plastico delle piastre circolari e delle volte di rivoluzione
ribassate in regime di grandi spostameitti, Costruzioni metalliche, 1969, No 5, 3-20.

. M.D. CooNn, S. S. GiLL, The effect of change of geometry on the rigid-plastic limit load of cylinders,
Int. J. Mech. Sci., 10 (1968), 355-368.

. W.J. Cortam, S. S. GILL, Experimental investigation of the behaviour beyond the elastic limit of flush

nozzles in cylindrical pressure vessels, J. Mech. Eng. Sci., 8 (1966), 330-350.

K. S. DINNoO, S. S. GILL, A expzrimental investigation into the plastic behaviour of flush nozzles in sphe-

rical pressure vessels, Int. J. Mech. Sci., 7 (1965), 817-839.

L. H. DONNELL, General thin shell displacement-strain relations, Proc. 4-th U.S. Nat. Cong. Appl.

Mech., ASME, New York 1962, 529-536.

. D. C. DRUCKER, R. T. SHIELD, Limit analysis of symmetrically loaded thin shells of revolution, J. App.

Mech., 26 (1959), 61-69.

M. Duszek, Plastic analysis of cylindrical shells subjected fo large deflection, Arch, Mech. Stos., 18
(1966), 599-614.

M. Duszex, Analiza plastyczna dwuwarstwowych powlok walcowych wwzgledniajaca wplyw zmian ksztal-
tu, Rozpr. Inz., 15 (1967), 653-663.

M. Oyaxz<, ITazznesecxoe nogedenne narozux chepuneckux oonousk npu Goavwux npoaubax, Bromr.
ITAH, cep:ta Tex. nayx, 15 (1967),.565-575.

M. Duszek, Plastic analysis of shallow spherical shells at moderately large deflections, Theory of Thin
Shells, 2nd IUTAM Symp. (Copenhagen 1967), Springer, Berlin 1969, 374-388.

M. Duszex, Rownania teoril dusych ugieé powlok plastycznych, Prace IPPT 13/1971.

M. Duszex, A. SAwczUK, Load-deflection relations for rigid-plastic cylindrical shells beyoud the inci-
pient collapse load, Int. J, Mech. Sci., 12 (1970), 839-848.

M. Duszex, A. SAWCZUK, O podstawowych zwiqzkach teorii powlok plastycznych, Rozpr. Inz., 18 (1970),
717-733. :



20

ZAGADNIENIA TEORII UMIARKOWANIE DUZYCH UGIEC POWEOK 353

. A. M. FREUDENTHAL, M. P. BiENIEK, Tests of cylindrical shells in the plastic range, Int. J. Mech. Sci.,
2 (1960), 128-130.

21. Y. C. FuNG, Foundations of Solid Mechanics, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N. J. 1965.

22. A. E. GREEN, P. M. NAGHDI, A general theory of an elastic-plastic continuun, Arch. Rat. Mech. Anal.
18 (1965), 251~281.

23. P. G, HopGt, Plastic Analysis of Structures, McGraw-Hill, New York 1959.

24. M. JANAS, Skonczone ugigcia sprezysto-plastyczne plyt zamocowanych, Prace IPPT 36/1970.

25. J. Kieraczko, J. A. KoNIG, Sciskanie osiowe powloki cylindrycznej z réwnoczesnym cisnieniem we-
wnetrznym, Rozpr. Inz., 14 (1966), 263-275.

26. W. T. KOITER, On the nonlinear theory of thin elastic shells, Proc. Kon. Ned. Akad. Wett., B69 (1966)
1-64.

27. A. M. Ky, Pacuein 2ubKkux jcecmKo-naacmuseckux yuauHOpuueckux 060,10UeK npu cosmMecnHos Oesi-
cmeuu eHympelnozo 0Q8AeHUA U 0Ce8020 pacmaxcenin. Mar. ner. wkonsr, Tapty 1966, 2, 59-72.

28. R. H. LANCE, J. F. SOECHTING, A displacement bounding principle in finite plasticity, Int. J. Solid Struc-
tures, 6 (1970), 1101-1118. )

29. F. A. Lecxig, Plastic instability of a spherical shell, Theory of Thin Shells, 2nd IUTAM Symposium
(Copenhagen 1967), Springer, Berlin 1969, 358-373.

30. U. Lepik, Large deflections of rigid-plastic cylindrical shells under tension and external pressure, Nucl.
Eng. Design, 4, 1966, 29-38.

31. 1IO. P. Jlenuk, Boastinug npozubsl MHCECINKO-naacmuneckoil ylauHdpuyeckoli 05oa0uxu nod Oz2iicniiucsu
snyinpennezo u enewnezo Oadnenusn, (Baky 1966), Iayka, Mocksa 1966, 534-541.

32. I0. P. JIenux, Pagrosecue ynpy20-naacniiteccux u dHCecmyo-nAaCmuueckix naacmun u oboaouer , 1n-
JKenepHbIA KypHat, 4 (1964), 601-610.

33. YO. JIenuk, Boaswiue npozubst OICECHIKO-NAACIUNECKUX YUAUHOPUCCKUX 060104eK NPU COEMECTIIOM
Oellcinduu 0ce8020 PACMAICEHUR U GHewilezo dadaetun, Tartu riikliku illikooli toimetised 206 (1967),
146-159.

34. X. M. Myuirary, K. 3. Tanumos, Heunednan meopun ynpyaux oboaouer, TarkHironsnar, Kasann
1957.

35, P. M. NAGHDI, Foundations of elastic shell theory, Progress in Solid Mechanics, 4, 1-90, North Hotland,
Amsterdam 1963.

36. W. OLszaK, A. SAwWCzUK, Inelastic Shell Problems, Noordhoff, Groningen 1967.

37. E.T. ONAT, The influence of geometry changes on the load-deformation behaviour of plastic solids,
Plasticity, Proc. 2nd Naval Structural Mechanics, (Providence 1960), Pergamon Press, Oxford 1960,
225-238.

38. J. Orkisz, Skonczone odksztaicenia wiotkich obrotowo-symetrycznych powlok poddanych plastycznemu
plynigcin, Wyd. Polit. Krak., Krakéw 1967.

39. N. PERRONE, An experimental verification of limit analysis of :short cylindrical shells, J. Appl. Mech,,
36 (1969), 362-364. )

40. W. PIETRASZKIEWICZ, Nieliniowe rownania dynamiki powlok w nieinercialnym ukiadzie odniesienia,
Biuletyn Inst. Masz. Przept. PAN, No 682, Gdansk 1970.

41. M. ROBINSON, S. S. GiLL, The effect of finite changes of geometry on the rigid-plastic limit pressure
of flush nozzles in spherical pressure vessels, Int. J. Mech. Sci., 11 (1969), 253-267.

42. M. Save, M. Janas, Collapse and bursting pressures of cylindrical mild steel vessels, Arch. Bud. Maszyn,
1971 (w druku).

43. A. Sawczuk, Large deflection theory of plates, Proc. 10th Int. Congress Applied Mech. (Miinich 1964),
Springer, Berlin, 224-228.

44, A. Sawczuk, On formulation of large deflection theory for perfectly plastic shells, Proc. Nat. Bulg.

45.

46.

Congr. Appl. Mech. (Varna 1969), Sofia (w druku).

J. SCHROEDER, P. RANGARAIAN, Upper bounds to limit pressure of branch-pipe Tee connections, First
Int. Conf. Press. Vessels Technol. (Delft 1969) ASME, New York 1970, 1, 277-291.

J. ScuroEDER, A. N. SHERBOURNE, Unsynimetrical yield point loads of spherical domes, Proc. ASCE,
94, J. Eng. Mech. Div., EM3, 1968, 823-839,



354 A. SAwczuk

47. 3. P. SHRIVASTAVA, P. G, GLOCKNER, Lagrangian formulation of statics of shells, Proc. ASCE, 96,
J. Eng. Mech, Div., EMS, 1970, 547-563.

48, O. H. lasnuit, Soasteue npoeubs orcecmro-iaacmumecicol nosooli cepuyeckoit oborouxu, Marepuanst
JretHelt wronsl, Tapty 1966, 2, 140-147. }

49, V1. T. TerPerynoB, Loastuiie npo2ubel d1CeCinko-naacmuneckoid noao20t ciepuueckoti 060a0uKu ¢ scecmroti
sadeaxoli kpomox, Tpyawt VII Beecoroan. Kud. (JIrenponerposck, 1969), Haviia, Mocksa 1970,
578-581.

50. Z. WaASzczySzyYN, Obliczanie skoviczonych ugieé spreiysio-plastycznych plyt i powlok obrotowo-sy-
metrycznych, Wyd. Polit. Krak., Krakéw 1970.

51. A. C. Bonomur, ubrxue naacmunxu u obosouxu, Imrrrm, Mocksa 1956.

52. Cz. Wozniak, Nieliviowa teoria powlok, PWN, Warszawa 1966,

Pesome

BOTIPOCBI TEOPHMH YMEPEHHO LOJIBUIMX ITPOTHUEOB
JKECTKO-TUIACTHYECKHX OBOJIOYEK

B paGoTe mpe/ICTARNEHBI OPHHL{HILI OCTPOCHAS YPABHEHMI TEOPHIT 0BOJIOUEK B JArPAHILCBOM OMH-
caHuu. PaccmMoTpeHh! TEH30pPHbLIE BENIHUHHLI XAaPDAKTEPHbIE UL STOrO OMWUCAHNS, IPHBOMSTCH CHCTEMBI
YPABHEHHH HECKONMHPKHMX BAPUAHTOR NPHOMDKEHIBLIX Teopuil ymepenHo OOMNBUIHX NPOruBOB YKECTKO-
MIaCTHMECKHX obonouex, ‘

Han oBsop palor mo npobiemMaM reOMETPUUCCKOrO YIPOUHECHMST M IPOIIEIKHBANKA TITACTAYECKIX
obonouex,

Summary
MODERATELY LARGE DEFLECTIONS THEORY OF RIGID-PLASTIC SHELLS
Paper concerns the Lagrangian description of shell equations. Appropriate kinematic and dynamic
tensors entering the field equations are defined and discussed. Specific approximate theories of moderately
large deflections are presented. The seccond part gives a survey of existing solutions regarding geome-

trical strengthtening and snap-through m perfectly plastic shells.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 2 listopada 1970 r.
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TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 9 (1971)

ZASTOSOWANIE WIELOMIANOW HERMITE'’A DO WYZNACZANIA MACIERZY SZTYW-
NOSCI ELEMENTU TARCZY W METODZIE ELEMENTOW SKONCZONYCH

KRrRzYSzZTOF DEMS (LODZ)

1. Wstep

Metoda elementéw skoficzonych jest jedna z nowszych metod przyblizonych stoso-
wanych przy rozwiazywaniu zagadnief teoril sprgzystosci. Metoda ta pozwala przedsta-
wié stan naprezen i odksztalce w dowolnym punkcie oérodka ciaglego w zaleznosci od
przemieszczeh pewnych punktéw ciata, przyjetych za wezlowe. Istotna cecha metody
jest wyznaczenie tzw. macierzy sztywno$ci, za pomoca ktorej wyrazi¢ mozna wewnetrzne
sity wogdinione w weztach w funkceji przemieszczen wezlowych, zgodnie ze wzorem

a.1) Pl =D Ch,
k

gdzie

C¥* — wsp6lczynnik macierzy sztywnoéci,

. P' —sifa uogdlniona w wezle,

u, — uogdlnione przemieszczenie weztowe.

Praca niniejsza stanowi prébg wykorzystania wielomianéw Hermite’a do wyznaczania
macierzy sztywnoéci tarczy poddanej ptaskiemu stanowi naprezenia.

2. Postaé i wlasnosci wielomianéw Hermite’a

Wielomiany Hermite’a sa to algebraiczne wielomiany jednej zmiennej o nastepujacej
wlasnosci '

J prpi
2.1) d—%z—j(z—k) = 0u0jp,
gdzie
j — rzad pochodnej wzgledem zmiennej z,
p — rzad wielomianu Hermitc’a,
i —indeks wezla, dla ktérego napisany jest wielomian,
k —indeks wegzla, dla ktdérego obliczana jest warto§¢ wielomianu,

dix — delta Kroneckera.
Jezeli ograniczymy si¢ do wielomiandw rzedu zerowego i pisrwszego, to postaé ich bedzie
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nastepujaca [2]:

Hol = Li(z) 2 {1—2(2-—2'.') [Li(zl)],} ’
2.2) H' = [L(@)) (z—z),

m

gdzie L(z) = | I ——' — wielomian Lagrange’a, posiadajacy wlasnoéé Li(z,) = 8y (m-+
z
J#r

+1 —liczba wezléw). Przykiadowy przebieg zmienno$ci wielomianéw Hermite’a dla
dwdch 1 trzech weziéw przedstawiony jest na rysunkach a i 1b.

Rys. 1
3. Transformacja ukladu wspéirzednych dla elementéw tarczy o nieregularnych ksztaltach

Wyobrazmy sobie tarcze dowolnego ksztaltu, ktéra podzielono na krzywoliniowe
czworokatne elementy dowolnych rozmiardw, zawierajace wgzly na brzegu i wewnatrz
swego obszaru (rys. 2). Zastosujmy przeksztalcenie, ktére dowolnemu punktowi P(x!, x?)

xT &'
Rys. 2 Rys. 3

na plaszczyznie Ox'x? przyporzadkowuje punkt P, plaszczyzny O&'£? w ten sposéb,
aby obrazem przeksztalconego elementu z rys. 2 stal si¢ regularny kwadrat o boku 2% 2,
w ktérym wezly rozmieszczone sa réwnomiernie (rys. 3).
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Rozpatrzymy jeden z elementéw z rys. 2. Na rys. 41 5 element ten jest przedstawiony
na plaszezyznie Oxx? oraz O&'&2%. Liczbg wezléw dla elementu przyjmiemy jako réwna
(m-+1)(n+1), gdzie m--1 oraz n+1 sa liczbami weztéw na liniach réwnoleglych do bo-

el

lel

4
PN

<o mn

e

|
|
|
[
i
) +1
|
|
|
{
!
|
]
L

-1
] lik 1T %
! £
!
|
|
j |
00 & & —Ldmo
- 10 -1
gl
Rys. 4 Rys. 5

kéw elementu. Funkcje transformujace zapisa¢ mozna symbolicznie wzorem
3.D xt=x"(£, 8%, i=1,2.

Zazadajmy, aby funkcje opisane wzorem (3.1) spelnialy we wszystkich wezlach tarczy
warunki:

xl(f}’ l%) = x,iikl
(3.2) [XI(E} EDL ¢ = X el
[X'(§], ED,erer = X e
Symbol po przecinku oznacza tu rézniczkowanie wzgledem odpowiedniej zmiennej.
Aby spelni¢ powyzsze warunki, funkcje transformujace przyjaé nalezy w postaci
. \ 7 .
(3.3) W(E, £ = D) O HI(EYHH () xlopy,
i,p k.gq ’
i=0,1,....m, k=0,1,....,n, p,g=0,1,
gdzie
x{k,,q — uvogodlnione wspodirzedne wezlowe, czyli wartoéci wspdirzgdnych
oraz odpowiednich pochodnych wzgledem £ i £ w danym wezle
tarczy,
HP(EY) oraz H¥(£%) — wielomiany Hermite’a.
Wystepujace we wzorze (3.3) uogdlnione wspolrzedne weztowe wyznacza sie wedlug
schematu opisanego ponizej.

1. Dzielac tarcze na elementy wyznacza sie wspdirzedne weztdw, lezacych na bokach
1 wewnatrz obszaru elementdw.
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2. Dla kazdego elementu wprowadza sie funkcje transformujgce w postaci

(3.4.1) WE, ) = D) LE) LHE) b
ik

gdzie
L — wielomiany Lagrange’a,
xi, — wspoirzedne wezldw.
Poprzez funkcje (3.4.1) kazdy element oryginalny tarczy przeksztalca si¢ réwniez na
regularny kwadrat o boku 2x 2 w ukladzie O&'&2,
3. Dla wszystkich weziéw kazdego elementu oblicza sig pochodne funkcji transformu-
jacych (3.4.1) wzgledem &' oraz £2, zgodnie ze wzorem

o 3 LD SLED
N TN T

ik

m, k1=01,..,n j=1,2.

(3.4.2)

r,g =01, is=01,..

3

xg b

Xz

a
X1
Xp
0 x3 x Xg X

Rys. 6

4. Dla weztéw lezacych na bokach elementdw, jako nalezacych réwnoczesnie do kilku
elementow, wartosci odpowiednich pochodnych usrednia sie.
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Dzigki takiemu postgpowaniu w weztach tarczy znane sa wspdlrzedne weztowe oraz
ich pochodne wzglgdem &' oraz £%. Tak wigc okreslone sa w zupelnosci funkcje transfor-
mujace (3.3).

Zaproponowany powyzej sposob wyznaczania pochodnych podyktowany jest dazeniem
do uzyskania jak najmniejszej deformacji siatki narzuconej na tarcze przy transformacji
ukfadu wspoirzgdnych.

Zatézmy, dla uproszezenia, Zze funkcje transformujace sa funkcjami jednej zmiennej
[postacix = x(£)]irozpatrzmy dwa liniowe elementy potozone wzdtuz osi x, ktére okreslo-
ne sa poprzez wspolrzedne swoich koncédw (rys. 6a). Elementy te chcemy przeksztalcié
na elementy jednakowej dtugodci, polozone wzdtuz osi & Ustalajgc poczatkowo liniowa
zaleznoéé miedzy x a &, przedstawiona na rys. 6b, widzimy, Ze w punkcie wspélnym dwéch
sgsiednich elementéw rézne sg pochodne x wzgledem &. Tak wigce, dla sgsiednich elementow
przeksztalcenie takie nie zapewnia ciaglosci pochodnej x .. Dazac do zapewnienia tej
ciaglosci zatozymy w punkcie wspdlnym elementéw warto$é tej pochodnej, na przykiad
zero. Funkcja transformujaca musi mie¢ wtedy przebieg pokazany na rys. 6¢c. Przeksztal-
cenie takie znacznie rézni sie od poprzedniego przeksztalcenia liniowego. Mozna rowniez
zalozy¢ przeksztalcenie, w ktorym we wszystkich wezlach wspdlnych pochodne x ; réwne
beda $rednim arytmetycznym pochodnych wynikajacych z liniowego przeksztaicenia kazde-

Rys. 7

go elementu. Przebieg funkcji transformujacej w tym przypadku pokazany jest na rys. 6d.
Jak wida¢, to ostatnie przeksztalcenie zapewnia dla sasiednich elementéw ciagto$§é wspot-
rzednej x oraz jej pochodnej x » przy stosunkowo malej deformacji w stosunku do prze-
ksztafcenia z rys. 6b, Deformacja ta moZe mie¢ znaczenie w przypadku numerycznego
catkowania funkcji f(x) metoda Gaussa. Gdy charakter przebiegu x w funkcji & rézni sig
znacznie od przebiegu liniowego, warto$é catki liczona metoda Gaussa (przy zamianie
zmiennej x na £ w wyrazeniu podcatkowym) moze odbiegaé od wartosci dokladnej. Im
bardziej funkcja transformujaca zblizona jest do funkcji liniowej, tym warto$¢ catki jest
dokladniejsza. )

Rozpatrzmy teraz ciagto$é funkeji transformujacych (3.3) oraz ich pochodnych wzgle-
dem £'i £* dla dwéch sasiednich elementéw tarczy z rys. 3 wzdtuz ich wspdlnego boku.

Dla elementéw przedstawionych na rys. 7, dla ktérych na boku wspdlnym zmienia sig
edynie £2, mamy
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= ' 3] HPEY H*(E)

Lp kaq

3 QHPI(E
Xl = Z ags )qu(gz)xlm,

ip
DH (&2
xjez = 2 Z HP‘(E ) 662(5 ) xkpq,
ip

3 aHpi(El) quk(§2) X
x.jflel =Z 2 DET 0E2 Xikpa-
ip kg

Dla elementu lewego na boku wspdlnym wspétrzedna &' = 1. Tak wiec dla tego boku
wzory (3.5.1) przyjma postaé

(3.5.1)

xj ~2qu(£2) xkaq,

Mo = D) H*(E) xy,,

k.q
(3.5.2) Y OH* &2
X{_fz == 655__) x;,nkOq >
k.q
1 GH*(£2)
x‘_lelez = -——85—2— X‘,’nqu.
k.q
Dla elementu prawego na boku wspélnym jest &' = —1 i wzory (3.5.1) przyjmuja
postad

xj :Zqu(fz)x{;’(Oq,

J-ZHWm%m,

(3.5.3) S H* (g2
Xlgz = %%ww
k.q
W quk 52
x;,yez ='2/ —i—afg )x{)qu.

k,q

Wzdtuz wspdlnego boku zachodza oczywiste zwiazki

[xlj;akpq]lcwe == [x-(’;kpq]prawe)

[wﬂﬂxﬂ] __[wﬂweﬂ] s =0,1
3523 lewe— 6525 pra'wc. P

Uwzgledniajac powyzsze widzimy, ze wzory (3.5.2) i (3.5.3) maja identyczna postal,
Tak wigc przeksztalcenie okreSlone wzorem (3.3) dla sasiednich elementéw zachowuje
ciaglo$¢ wspétrzednych oraz ich pierwszych pochodnych i pochodnej mieszanej wzglgdem
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£ 1 2. Analogicznie mozna wykazac, Ze pozostale pochodne rzedu drugiego zachowuja
ciaglos¢ jedynie w kierunku wspdlnego boku. Brak jest natomiast cigglosei tych pochod-
nych w kierunku prostopadtym do wspdlnego boku dwdch elementdw.

4. Funkeje jednostkowe przemieszczent elementu tarczy
Rozpatrzmy kwadratowy element tarczy w ukladzie &', &2 (rys. 5). Wprowadzmy jako
uogdlnione przemieszczenia w wezle tarczy wielkosci:

whoo = w(&}, £F) — przemieszczenie wezta w kierunku osi x/,

— auj(gil’ gkz)

U0 = T’
(4.1) L G
Uiko1 = ——E)Ez s
GRS

u,jku = TR0
Przemieszczenie w dowolnym punkcie elementu tarczy wyrazimy w postaci
“2) W(E, &) = ) D 0F(E, £y,

dmd  diend
Lk paq

gdzie Q*r1 53 to wielomiany spelniajace warunek

gr+sOikea L&
(4‘3) ‘—ailra(j’*“z—,&) = 61] 6.’(1’ 6rp 65(] .
Mozna wigc funkcje te przyjaé w postaci
(4.4) QPI(gL, £2) = HPI(E) H*(E?).

Uwzgledniajac (4.4) w (4.2), przemieszczenie w dowolnym punkcie elementu tarczy okresli-
my jako '

: N N, ;
(4.5) u@ﬂw%%wmwm%m

Powy2szy wzdr wyraza przemieszczenia dowolnego punktu elementu tarczy we wspot-
rzgdnych &', £2. Znajdzmy zwiazki, jakie beda zachodzity miedzy przemieszczeniami i ich
pochodnymi w tym ukladzie i w ukiadzie x!, x2. Poniewa? z zaloZenia przemiecszczenie u!
w dowolnym punkcie tarczy jest to przemieszczenie w kierunku osi x’, przeto przemieszcze-
nia w obu ukfadach bgdy takie same. Inaczej natomiast przedstawia si¢ sprawa z po-
chodnymi przemieszczet w obu uktadach. W oparciu o tozsamosci
(461) uf:fl =u{:x1x,151 +u:ixz xin,

u;’ez =ll‘,’x1x,lfz—|—u"’xzx,252,
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otrzymamy zwiazek miedzy pierwszymi pochodnymi przemieszczen w obu ukiadach.
Zwiazek miedzy pochodnymi mieszanymi w obu ukladach wyznaczymy z ukladu tozsa-
mosci '

ll;i,gxex = ll;lgnxlx,lgn +Ltf¢-.xzx;°'5,—l—u,jx, X}Exgn -i—Ll;ixzx,zgn,gl s

ll,j,;.-xsz = Ll;igx_vl x,lgz-l—u,ff,xz xf"gz —I—u,jxl x,l,gxgz—lfu;ixz X,Z,flgz s

ll;iﬁl,:z = Ll:ifle x",;, —I—U;i52x2 x,?',:l ‘I—Zl;’xx xllsxgz‘l—ll‘,i_xzx'zgxgz N
(462) Zl;’gzgz = Ll,jgzxn x_lgz—f—u,jgzxz X?ez—l—u{xl x,lgzgz—l—u:ixz x,2525; ,
ll,jglxl = U;ixxxx x_‘E‘—l—u,fx.,zx?Ex,

. ] 1 . 2
uj(_uxx = U‘,’,\-lxl x”n—l—u"’xxxz x,é_z .

Pochodne przemieszczenn wzgledem &' 1 £2 uzyskamy przez odpowiednie zrézniczko-
wanie wzoru (4.5). Nastepnie z dwdch pierwszych réwnan (4.6.2) wyznacza si¢ pochodne
Weixs i ts152. Z réwnania trzeciego i czwartego wyznaczymy pochodne /g, it 2, a z os-
tatnich dwoch réwnan (4.6.2) wyznaczyé bedzie mozna wtedy pochodna /...

Wynika wigc z powyZszego, ze w dowolnym punkcie krzywoliniowego elementu tarczy
z rys. 4 wyznaczy¢ mozna przemieszczenie oraz jego pochodne wzgledem x! i x2, jezeli
tylko znane sa przemieszczenia we¢ztowe (4.1).

Zbadajmy z kolei ciaglo$¢ przemieszczen 1 ich pochodnych wzdhuz boku sasiadujacych
elementow. W ukladzie &, &2 dla elementéw - rys. 7, rozniczkujac kolejno wzglgdem &*
i £2 wzér (4.5) i uwzgledniajge, ze dla elementu lewego &' =1, a dla elementu prawego
£ = —1, okaze sig, ze wzory okre$lajace przemieszczenia, ich pierwsze pochodne 1 po-
chodna mieszana dla boku wspdlnego maja identyczng postaé. Tak wiec dla sasiednich
elementéw zachowana jest wzdluz wspélnego boku, ciagloéé przemieszezen, pierwszych
pochodnych i pochodnej mieszanej wzgledem &' i £2. Pozostale pochodne rzedu drugiego
zachowujg ciagloé¢ jedynie w kierunku wspdlnego boku.

Przechodzae do wspdirzednych x!, x2, przemieszczenie dla dwdch sasiednich elementéw
zachowa cigglo§¢ wzdiuz wspédlnego boku, gdyz jest ono identyczne w obu uktadach wspot-
rz¢dnych i zachowuje ciaglosé w uktadzie &', £2. Wystgpujace we wzorze (4.6.1) pochodne
we, Wa, xle, X%y, X', X% zachowuja, jak wykazano, ciagloéé wzdtuz wspélnego boku,
a wigc i pochodne 'y i .. zachowuja tez cigglosé. Inaczej przedstawia si¢ ciagloéé po-
chodnej mieszanej u/y,.. Poniewaz brak jest ciaglosci drugich pochodnych przemieszczen
i wspo6irzednych w kierunku prostopadiym do wspdlnego boku (w ukladzie &', &?), brak
wige bedzie rowniez ciaglosci pochodnej #/,,,. dla sasiednich elementéow. Wskutek tego
model tarczy ulega pewnemu skazeniu.

Dla przemieszezenn jednorodnych

4.7 u = A;x'+B;x*+C;
przemieszczenia wezldw elementu wynosza
1 2
Whoo = A; Xikoo+B;Xhkoo+Cj,
— 1 2
Uhyo = Aj X0+ BiXhio,
P 1 2
o1 = AjXiko1 1+ BjXiko1s

g —_ 1 2
W11 = AjXixy 1+ By Xiga 1 -
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Wstawiajac te warto$ci do wzoru (4.5) otrzymamy, Ze przemieszczenie wyraZa si¢ ponownie
wzorem (4.7). Tak wigc omawiane przeksztalcenie oddaje w sposob &cisty przemieszczenia

jednorodne, co w pracy [1] uznano za kryterium przydatnosci proponowanych funkcji
jednostkowych.

5, Macierz sztywnoSci elementu tarczy

Energie sprezysta elementu tarczy przedstawié mozna w postaci

1 r
E =7jff (0418102 82+ Origz Egux) dxidxdx?. -

Zakladajac, ze grubo$é elementu tarczy jest stala oraz uwzgledniajac zwiazki

1
1 = E (le_vgxz) H Exz = 'f (er—vaxl)s Exix2 = % (1 _'_'V) Ox1x2,

energie sprezysta elementu tarczy przedstawimy w postaci
1 1 2
(51) E_\. = ‘i‘ ff D [83721—"5;%2 +2'V£x1 Exa+ 3 (1 —’V) E;:xz] dxtdx? »

(5.2) gdzie D =

1_ 2
W przypadku malych odksztalcen sluszne sa zwigzki
ou! ,
Gl ="7-7s T =1,2,
ot ou?

Uwzgledniajac, ze przemieszczenia u/ wyrazone sa wzorem (4.5), odksztalcenia wzgledne

przedstawimy w postaci

Exl _“Z Z le(El)qu(EZ)] X"uxkpq, j= 1,2
(5.3) ip ka

Ex1x2 ‘:ZZ {[Hpi(‘gl)qu(‘fz)],xluilkpq+[Hpi(El)qu(Ez)],xluizkpq}'

ip k.aq

Uwzgledniajac (5.3) w (5.1), energi¢ spreZysta elementu tarczy przedstawi¢ mozna w postaci

L ST DS b

iL.p k., ir

wkpgjlr. ikpgilrs 1 ikpq jirs
+C pas s7"[]{1.1:1"‘)Irs_|_C' & ulkpqujlrs+c 4J zkpunIrS}

Zapisujac powyzszy wzor krécej otrzymaniy

DI PINIPIPIII ER

a=1 f=1 i=0 p=0 j=0 r=0 [=0 5=0
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Korzystajac ze wzoru (4.4) oznaczymy
Qikpq — le‘(é-l)qu(é-Z)'

Wtedy wspdlczynniki CHP4' okreslone sa wzorami
cipre = | D{Qf‘i‘“x"in:f+ 2 (= an'”}stldsz,

ctgrs — [ [ o} POl (- v)inanf;'f}stldsz,

Clkqulrs — ]lrsxkpq

(5.5)

Ckpq_/lrs- — ff {Q:kqu;l:s s (1 .‘,)anquJlnl deldfz,

gdzie J jest jakobianem przeksztatcenia.
Wystepujace we wzorach (5.5) pochodne Q”“"‘ wyznaczy¢ mozna z uktadu rownan

Qlkpq — Qikpqxl +Qikpqx e
Q1 = QX+ Q1B X

Stosujac zasade prac przygotowanych do elementu tarczy bedacego w stanie réwno-
wagi pod dzialaniem sit zewnetrznych (dla tego elementu) mozna wykazaé, Ze jezeli energia

odksztalcenia wyrazona jest jako funkcja przemieszczen nogdlnionych, odpowiadajacych
tym sitom, to

(5.7)

(5.6)

JE,

ou; = Pr.

Zrézniczkujmy wigec wyraZenie (5.4) wzgledem uogdlnionego przemieszezenia weztowego
m 1 n

2 1
§ Z v E lkprulrs llﬂ
]
—~0 /=0 5s=0

lkpq B=1j=0 r=

Uwzgledniajac poprzednie i (5.7) mozna napisaé

m 1

(5.8) Pepg = y Z 22 vckﬂq_llrs IJ .

B= lJ=0r 0[0:0

gdzie Pj,, — uogdlniona sita wezlowa, odpowiadajaca uogdlnionemu przemieszczeniu
weziowemu U,

Poréwnujac (5.8) z (1.1) widzimy, ze wspSlczynniki Cif¥"s okreslone wzorami (5.5)
sg poszukiwanymi wspdlczynnikami macierzy sztywnosei elementu tarczy.

6. Sie€ dzialan dla wyznaczenia macierzy sztywno$ci

Obliczenie wspodlczynnikdw sztywnoéci elementu tarczy wymaga wykonania bardzo
duzej ilosci rachunkéw. Dlatego teZ jedyna praktyczna droga ich wyznaczenia jest wy-
korzystanie do obliczen elektronowej maszyny cyfrowej. Ponizej oméwiona zostata sie¢
dziatan dla obliczenia tych wspdtczynnikéw.
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Obliczenia wspolczynnikéw macierzy sztywnoéci podzielié mozna na dwa zasadnicze
etapy. W etapie pierwszym, po wczytaniu danych dla calej tarczy, wyznacza si¢ uogdl-
nione wspéirzedne wezlowe dla wszystkich wezidw tarczy. W etapie drugim wyznacza sie
macierz sztywnosci dla danego elementu.

Jako dane wejsciowe wprowadzamy wspélczynnik Poissona », modul sprezystosci
podiuznej E, grubo$¢ tarczy h, liczbe elementéw, na ktdre podzielono tarcze oraz wspél
rzedne x*, x> wezlow tarczy. Wyznaczenie uogélnionych wspéirzednych weztowych prze-
prowadza si¢ w oparciu o rozwazania p. 3. Po pierwsze wyznaczy¢ nalezy pochodne wspét-
rzednych weztowych na podstawie wzoru (3.4.2). W tym celu wezytujemy numery weztéw
nalezacych do kolejnego elementu i na ich podstawie zapamigtuje sie¢ wspotrzedne wezléw
w blokach x* [0:m, 0:n] 1 x2[0:m, 0:n]. W blokach £'[0:m] i £2[0:n] zapisujemy wspét-
rzedne weztdéw w uktadzie &', £2. Wspolrzedne te wyznacza sig ze wzoréw:

_ 2
Bl =—1+"4i, i=0,1,..m,
m

6.1
&2[i] =—1—|—%i, i=0,1,.., n.

Jak wynika ze wzoru (3.4.2), przy obliczaniu pochodnych zachodzi konieczno$é wielo-
rotnego wyznaczania wartosci wielomianu Lagrange’a L'(z) i jego pierwszej pochodne;j.

v _
bi=z-2[j]
b=o?
tak | nie
-———————1  §
ar=(zi~z[j])/b
L:=L-a+L/b
L:=La
]

v

Rys. 8

Obliczenia te wykonywane sa przez podprogram = WIELOMIAN = z rys. 8. Wartos§¢
wielomianu i jego pochodnej wyznacza si¢ ze wzordw rekurencyjnych

Li)k:_Liz_zj
Z,'—Zj,
(6.2)
o = 275 , j=0,1,...,i—1,i+1,.., 0.
Z—2Z; Z— 2z

Obliczenia pochodnych w wezlach elementu przeprowadza sie wedlug schematu z rys. 9.
W opisany sposéb oblicza sie¢ pochodne wspéirzednych w wezlach kolejnych elementdw,



366 K. Dems

zapamigtujac réwnoczesnie ile razy powtorzyt si¢ dany wezel. Po przeprowadzeniu obli-
czen dla wszystkich elementdw, w wezlach, ktére powtdrzyly si¢ wigcej niz jeden raz
oblicza sie érednie arytmetyczne odpowiednich pochodnych. W wyniku tego postgpowa-
nia mamy okreslony dla kazdego wezla tarczy zespdt uogélnionych wspétrzednych x*, x?,
X, X%, X', X%, X'ap, X’ne. Calo$é obliczen uogdinionych wspéirzednych wezto-
wych przebiegaé bgdzie wedlug programu z rys. 10.

L:=0(1)m ‘
jr=0(1)n l,
¥
L x?§1 :=x?£1 :=x?§2 :=x2,§2 :=x?§1§2 :=x3§1§2 :=Oj
t:=0(1)m
Y
| 2= z=g');  viem |
]

[ Podprogram = WIELOMIAN = z rys. 8 f

| pi=L;

L]
ki=o{1)n ‘&
L
2=t a=fll, wen ]
]

=l |

‘ Podprogram = WIELOMIAN = 2z rys. 8 '

L R:=L R:=U l
x‘:y :=x}'§1 + x"[{ k] -P'R ; x?}_.;l :=x?§1 +x%[i k]-P>R
X2 :=x1,§2 + X'k PR x%gz:=x?£2+ x2[i,x]-p-R!
x1,£1€2:=x','g1g2+ x'[i k]-P2R? x?gézz=x?§1§2+xz[i,k:|-P’~R'
i
1
L]
X{ji0 2=X 5 xfj01:=xf§z ;o Xme= xjggz
Xfm ?=ng1; X%jOF’_‘X?LZ ; X%jM'FXEgLZ
l j
|
v
Rys. 9

Po zakonczeniu etapu pierwszego przechodzi si¢ do wlasciwego obliczenia wspdlczyn-
nikéw macierzy sztywnoSci. W etapie tym zachodzié bedzie konieczno$é wielokrotnego
wyznaczania wartoéci wielomianéw Hermite’a i ich pierwszych pochodnych. Obliczenia
te wykonuje podprogram = HBERMIT = zrys. 11. Korzystajac z podprogramn = WIELO-
MIAN = oblicza sie L'(z), [L'(z)]’ oraz [L(z)]’, a nastepnie korzystajac z wzoréw (2.2)
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wyznaczamy warto$¢ wielomianédw Hermite’a rzgdu zerowego 1 pierwszego oraz ich po-
chodnych. Wynik obliczefl zapamigtany jest w pomecniczych blokach H i H’. Obliczenia
wartoéci wielomianéw Hermite’a i ich pochodnych dla wszystkich weztdw elementu prze-

;

| Czytanie danych dla cafej tarczy |

¥
“"l Wezytanie numerdw wezfdw kolejnego elementu

i utworzenie blokdw x? x2 &', £2

1
Obliczenie pochadnych wspdtrzednych
wezlow elementow w/g rys.9

]
Czy policzona pochodne dla wszystkich
elementiw?
nie ‘ tak

: ]
Usrednienie warlosci pachodnych dla
weziiw powtarzajgeych sie

- v

Rys. 10
i:=0(1)m l
v
IR
| Podprogram = HERMIT=7z rys.# |
k:=0(1)1 v
‘ L]
’7 MK kT e=H[Kk] ; HK[,k]:=H"[K] —‘
Podprogram =WIELOMIAN = z rys. 8 ]
dlaz=12 _
¥ ir=0(Nn ‘
P=L’ v
‘ =gty zi=g2] W
‘ Padprogram = WIELOMIAN= z rys.8 ¥
L [ Podprogram =HERMIT=z7 ri;5. "1 J
‘ H [D]:== L2 [’1‘2(2—2[)'P] k'.=0('ﬂ4
M) =12 [z-2;] v
H'[o]:=2L {L’ (-2 (z-2;)P]-L ] HE[ik]:=H[Kk] ;  HE*[ik]:=H"[k] 1
H'[1]:=2L [ (z-z1)+ L] — |

' %

Rys. 11 Rys. 12



|

Podprogram = DOD= dla ZK = HK' [0:m,041], ZE=HE [0:n, 0:1] J

[ xfgﬁ:=Z'1 : x,2§1:=ZZ
ir=0{(1)m
1=0(1)n 3
p:=0{i)1 ¥
q:=o(1)1 *
[
| alikpali=R[ikpa] |
]
1]
|
|

'

Podprogram = DOD = dla ZK=HK [0:m, 0+1], ZE=HE [0:n,0:1] |

‘ Mpi=21;  xlgpi=22

i:=a(1)m ﬁ
k:=a(1)n ﬁ

pr=0(1)1 t
q:=0(11 ¥

3
| Q,[i‘k,p,q]:=R[i,k,piq] |
|

!

Podprogram = D0OD=: ‘
| z:=72:=0 |
{t=0(1)m [
k:=0{1)n '
p:=0a(1)1 i
q:=0{1)1 v

R[i,k,p,q):=P:=ZK[i,p]- ZE[k,g]
2:=z4+Px"[ik,p,q] 5 Z2:=22+P-x2[i,k,p,q]
]
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prowadza si¢ wedtug rys. 12. Wyniki obliczen zapamigtane sa w blokach HK, HK .1,
HE, HE . Uprzednio wyznaczy¢ nalezy wspéhzedne weztéw w ukladzie &', &% wedlug
wzoréw (6.1). Nastgpnym krokiem obliczen jest wyznaczenie pochodnych wzgledem &*
i &2 funkcji transformujacych (3.3) oraz funkeji Q™1 okre$lonych wzorem (4.4). Obliczenia
te prowadzi sie¢ wedtug programu z rys. 13. Wystepujacy tu podprogram = DOD = oblicza
odpowiednie pochodne wzgledem jednej ze zmiennych &' lub &2. W podprogramie tym
wykorzystane sa bloki x' i x? zawierajgce vogdlnione wspolrzedne weziéw elementu.

ti=0(1)m L

k:=0(1)n &
p:=0(1)1 i
q:=0(1)1 § ]
¥
A:=Qp[ikp,q] ; B:=Q,:2[i.k,p,q)

Ql)(“ [i1k1p\q—]:= (Ax?ﬁz _B'xzx 4)/:]
Q,Xi[i,k,p,q]:=(8‘x1,£1 ~A-x1:2)/3

]

_1

]

Rys. 14

Transformacje funkcji Q%% i Q%7 na funkcje Q™4 oraz Q*87 przeprowadza si¢ wedtug
" 1ys. 14 w oparciu o uklad réwnan (5.6). Wystepujacy tu jakobian przeksztalcenia (6.3)
zostal wyliczony w kroku poprzednim

(6.3) J =X XXl

Catkowanie wzoréw (5.5) przeprowadzamy numerycznie wedlug wzoru kubatur Gaussa

(2]

w w
(6_4) Cillclquu-s =ffFG‘;§qu'rs(§l> §2) df‘d&'z — Z(p“Z (PeFaiprm"(t,,, te);
u=0 e=0

gdzie Fira'™s g3 to wyrazenia podcatkowe wzoréw (5.5), ¢; — wspolczynniki wzoru
kwadratur Gaussa, {; — pierwiastki wielomianu Legendre’a, nazywane wezlami wzoru
kwadratur Gaussa. Liczbe wezidw nalezy przyjmowaé taka, aby blad calkowania nume-
rycznego funkcji podcatkowej (5.5), bedacej wielomianem algebraicznym, byt réwny zeru.
Dla funkcji podcatkowej typu &7 £24 liczba weziéw musi byé taka, aby spehiony byt
warunek

(6.5) P+q < 2w—2.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze gdy jakobian przeksztalcenia J =0, to funkcje podcatkowe
wzorow (5.5) stajg sie zerem. Mozemy dzieki temu pominaé sumowanie (6.4) i unikamy



a(t)w ‘

U=
]
( d:=ofu] ; &=z ’
e:=o0{1)w ¥
K|
[ y:=60fe]; §2:=Z[e] |
¥
Obliczenie pochodngzh xga , X’Z§4 , X1§2 , xgéz ,
4 ! _
Q',;q, Ql,égq’ w/g rys.13;
3 =xj§1 =y
¥
=07
tak [ nie
.
L Obliczenie Funkgji Ql';Eq, Qil;gq w/g rys.14 T
li=0()m q
ki=0{1)n 1
p:=o0{1)1 §
g:=0(11 ¥
jr=o()m t
:=0{1)n %

=011 ¥
s:=0{1}1 L
1

W1:=0Q,4[ikpa] T1:=Q, 2 [i k,p.a] N
T2:=Q,[j,tr,s] ; w2:=0Q,,z[jLr,s]
Claik,p,a.j, b r,s) = (W1 T2+ 3 (1-v)- T1-W2)-3
c[.2,ikp.q,) 0 ns ] = (bW 5 (1-v) T T2)- 3
c24,0p,0.0.,rs ] =(vP- T2+ 3-(1-v)-w1-w2) 0
C{2.2,i,k.p,q.j,L,r,s]: = {T1- W2+ 5-(1-v)-WA-T2)

g i

Fig i |

i

Rys. 15

[370]
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dzialania, w ktérym wystepuje dzielenie przez zero. Obliczenie wartosci powyzszych catek
przedstawia program z rys. 15. Oczywiscie przed wykonaniem tego programu nalezy
wstepnie wyzerowaé macierz CikP4ts, Zatem ostatecznie obliczenie macierzy sztywnosci
elementéw tarczy przebiegaé bedzie wedlug programu z rys. 16,

START
{

QObliczenie uogdlnionych wspdtrzed-
nych weztowych w/g rys.A0

Ustalenie donyeh dia kolejnego elementu
™ i wyzerowanie macierzy wspélczynnikdw
sziywnasci
Obliczenie wspoiczynnikéw macierzy
sziywnoser w/g rys. 4o

Wydawnictwa macierzy sziywnosc —|

Cay policzono macierz  sztywnosci
dia wszysikich elementdw!

nie ! tak

Rys. 16

Na podstawie omdwionej powyzej sieci dziatan opracowano program obliczefi ma-
cierzy sztywnoéci na elektronowej maszynie cyfrowej ZAM 2-beta.

7. Uwagi koncowe

O dokladnosci metody elementéw skonczonych decyduje migdzy innymi trafne przy-
jecie postaci funkcji przedstawiajacej przemieszczenia punktdw tarczy. Zastosowanie
w tych funkcjach, jak réwniez w funkcjach transformujacych uktad Ox!x? na uklad O£'&?,
wielomiandw Hermite’a ma tg zalete, Ze zapewniamy w ten sposéb w calym obszarze
tarczy ciaglo$é przemieszczen oraz ich pierwszych pochodnych wzgledem x?! i x2. Dzigkj
temu uzyskujemy w calym obszarze tarczy ciaglo$¢ odksztalcen.

Korzystajac z zaproponowanej metody wyznaczania macierzy sztywnoscei przeprowa-
dzono przykladowo obliczenia przemieszczen prostokatnej tarczy obcigZzonej sita styczna
wzdhiz jednego boku (rys. 17). Tarcze podzielono na dwa elementy zawierajace po 4 wezly
kazdy. Macierz sztywnosci dla kazdego elementu obliczono wedtug toku postgpowania
opisanego w p. 6.
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Rozwiazanie §ciste dla omawianej tarczy, przy zaloZeniu, Ze sifa P jest rozlozona wzdluz
przekroju koficowego x* = I wedlug paraboli, wynosi [S5}:

P
ull) = 48,0 'Eh— y

P
uf‘) =u§ =u12: = 267,0E—-

0,125

-

™
| o b

)

0

N

©
0125

Y

b=

Rys. 17

Wartos$ci przemieszezedl, uzyskane przy wykorzystaniu omawianej macier zy sztywnoéc
wynosza:

P P P
1 __ 1 ) -
up = 52,78 Eh up = —0,127 T Up 52,78 Th"
P
u,z, =u% = uIZ: =300,3OE-

Blad wzgledny uzyskanych wynikow nie przekracza 13%. Nalezy przypuszczaé, ze przy
zwigkszeniu liczby elementdw, na ktdre dzieli sie tarcze, otrzymane wyniki beda jeszeze
blizsze rozwiazaniu doktadnemu.
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Pesiome

TIPUMEHEHHME TIOJIMHOMOB DPMHWTA IJISI OIIPENEJIEHMA MATPUIILL JKECTKOCTHU
DJIEMEHTOB OIICKA B METOJIE KOHEUYHBIX OJIEMEHTOB

MeTox KOHEUHDBIX 3JIEMCHTOR COCTOHT B 3aMeHE CIIOLLUHOH CPEebl OUCKPETHOH MOMENLIO, COCTOSIIIE
M3 3JIEMEHTOB, COEQUHEHHBIX MEXKAY coBOM KOHEYHLIM UMCIIOM y3JI0B. B MeTofe onpenersieTcs: «MaTpuua
IKECTKOCTHY, C MOMOIULIO KOTOPOI MOYKHO NPEJCTaBHTh BHYTPEHHHE 0DOOLICHHE CUIIBL B YallaxX 9JIeMeHTa
KaK JIMHeHHbIe (DYHKUMH JepemelleHHii y3moB.

B pafore mpencrasiaeH MeTOL MPHMEHEHHS IOJIMHOMOB DPMHTA AJISI ONPEAENICHMS MATPHILI YKECTKO~
CTH 2JIEMEHTA AUCKA, HaXOISILUCrocss B MJIOCKOM HalIPSDKEHHOM CocTosiHMH. IIpencraBnena Taxoxe cxema
pACUETA MATPHULI YKECTKOCTH Ha IJICKTPOHHOM BBIUMCIHTENBHOH MALIMHE.

Summary

APPLICATION OF HERMITE POLYNOMIALS TO THE DETERMINATION OF THE STIFFNESS
MATRIX OF PLATE ELEMENTS METHOD

The finite element method is based on replacing the continuum by a discrete model composed of elements
connected in a finite number of nodes. The method consists in determining the so-called «stiffness matrix»
which serves to express the generalized internal forces in nodes of the element as linear functions of the
nodes displacement.

The present paper applies Hermite’s polynomials for determining the stiffhess matrix of the elemen
subjected to plane stress. The flow diagram for preparing the computation programme of the stiffnest
matrix by means of a digital computer has also been given.

POLITECHNIKA LODZKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 5 sierpnia 1970 r.






MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
3, 9 (1971)

OSZACOWANIE ROZWIAZAN ROWNAN KANONICZNYCH METODY SIE
W PRZYPADKU PRZYBLIZONEGO WYZNACZANIA LICZB WPLYWOWYCH

SzczepaAN BOR KO WS KT (GLIWICE)

1. Wstep

Zagadnienie optymalizacyjne dla ukladdéw pretowych statyeznie niewyznaczalnych
sprowadza si¢ do takiego doboru przekrojéw preta, aby spetnione byly pewne kryteria
optymalnosci (np. minimum objgtosci) oraz dane warunki ograniczajgce. Przy takim
postawieniu zagadnienia napotykamy zasadnicze trudnosci: poszukiwane wskazniki prze-
kroju, bedace funkcjami wspétrzednych, a takze wymiaréw poprzecznych przekroju, sg
wyrazeniami podcatkowymi, ktére z kolei okre$laja liczby wplywowe. Liczby te wystepuja
jako wspdtczynniki réwnan kanonicznych metody sit. Wariacyjne postawienie problemu
optymalnosci, a nastgpnie jego rozwiazanie prowadzi do algorytmu trudnego do zaprogra~
mowania. Przedstawiona w niniejszej pracy metoda wykorzystuje przyblizony sposdb cal-
kowania Simpsona; pozwala to na proste rozwigzanie postawionego zagadnienia oraz,
co jest w zastosowaniach bardzo istotne, na oszacowanie uzyskanych przyblizonych roz-
wigzan. Sposob ten moZe byé rowniez wykorzystany przy rozwigzywaniu ukladow sta-
tycznie niewyznaczalnych posiadajacych prety o zmiennym przekroju, poddanych wptywom
pola temperatur i statycznego pola obcigzen. Analogiczny sposdb rozwiazywania uktadow
statycznych moZe by¢ stosowany réwnieZ i w metodzie przemieszczen.

Praca stanowi kontynuacje zadania sformutowanego w streszczeniu [1]. Rozpoczynajac
od opracowania sposobu przybliZonego rozwigzania réwnan kanonicznych metody sit
mamy na wzgledzie fakt, Ze sposéb ten moze mieé zastosowanie nie tylko w problemach
optymalizacyjnych.

2. Sformulowanie zadania

Rozpatrywaé bedziermy 1ozwigzanie réwnan kanonicznych metody sit przy uwzgled-
nieniu wplywdéw termicznych oraz statycznego pola obciazefi, dla uktadu pretéw n-krotnie
(n > 0) statycznie niewyznaczalnych. Réwnania te maja znang postaé

(21) (Sin;f—l_AiP—'-Ai'I‘ = Ai (l,j == 1, veny ﬂ),
w ktdrej wystgpujace wspdlezynniki mogg byé obliczone ze wzordw

1 —  2(49) = 1 — —
(22) Eaij = {I:— MylMyj+ @Kin_{‘-TMZiMZJ]dS’
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17

(2.2) J
L

-y 1 —
f[ M,y Myp+- —29 1)KKH ‘MziMzP]ds,
I I,

[Cd] yl'—" le ]"[‘1‘](7’5

‘cNI’_'

S 11

waznych dla przestrzennego ukfadu pretow albo ze wzordéw

M; M,
u = f Al i d.s' E‘di'l‘:f i I‘ds,
Y 1

(2.2a) o
Ed;p = ‘ ———MI}MP ds,
L
stusznych dla plaskich ukladéw pretowych (o ile pominad momenty skrgcajace).

W (2.2), przez 6;;, dip, dip 0znaczono kolejno: liczby wplywowe, wspélezynnik
uwzgledniajacy wptyw pola obcigzen oraz temperatur; symbolami 1, I,, I, oznaczono,
w kolejnoéci wystepowania — moment bezwtadnosci wzgledem osi y, z oraz wskaznik geo-
metryczny skrecania. Wystepujacy w kazdym punkcic osi prgta ortogonalny, lokalny
uktad wspotrzednych Oxyz zorientowany jest w ten sposcb, Ze oé x jest styczna do osi
preta w punkcie O, natomiast osie y, z sa gtdwnymi, centralnymi osiami bezwtadnosci
przekroju preta. Symbolami M4, K;y oznaczono wspéirzgdne wektora momentu, ko-
lejno: zginajacego wzgledem osi () i skrecujacego. Indeks [ ] symbolizuje wptyw: obcig-
zen jednostkowych (wtedy zamiast [ ] wstawiamy i dodajac nad litera rdzeniowg — kreske,
gdzie i = 1, ..., n); pola obciazen (zamiast [ ] wstawiamy P) lub wreszcie - pola tempera-
tur (woéwczas zamiast [ | wstawiamy T). W réwnaniach (2.1), a takze w pozostatych re-
lacjach, stosujemy konwencje sumacyjna.

Wystepujace w wyrazeniach podcalkowych funkcje My, K;q [ukiady (2.2)] sa zalezne
od wspétrzednej tuku s lub od zmiennych x, y, z, okredlajacych poczatek lokalnego uktadu
wspolrzednych, bedacy zarazem $rodkiem geometrycznym przekroju.

Okres$lenie zadania. Nalezy wyznaczy¢ z ukladu (2.1) niewiadome X; (j=
=1, ..., n) zastgpujac prawe strony wzoréw (2.2) wzorami Simpsona, a nastgpnie prze-
prowadzi¢ oszacowanie uzyskanych przyblizonych wartosci niewiadomych.

3. Rozwigzanie zadania

Zanim przystapimy do podstawowego twierdzenia, ktdére ujmowaé bedzie odpowiedZ
na postawione w poprzednim punkcie zadanie, sformutujemy wpierw nastgpujacy lema t.
Jezeli spelnione beda zalozenia:

a) of preta bedzie lukiem gladkim, regularnym, ktdrego réwnanie w postaci para-
metrycznej mozemy przedstawi¢ przy pomocy réwnan

x=x(t), y=x({), z=z(), jeSli tela 8],

w tvm przypadku element tuku okreilaé bedzie wzor

ds = f(ndr, gdzie  fir) & /X2yl ;
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b) wystepujace w (2.2) funkcje podcatkowe, po uwzglednieniu zatozenia a) oznaczymy
symbolicznie przez

2(14)

IO KK (1) 4+ ——

D,(1) & [7;(1—0 M) M (104 =2 M.,o)Mz,(r)] 1,

L(n)
1

(3.1 V(1) = I:“'* Hyi(t) () -

I(1) I ( )

2(14-)
IO

i przyjmowaé bedziemy, ze posiadaja one pochodne wzglgdem zmiennej ¢ do rzedu czwar-
tego przy uwzglednieniu, Ze wskazniki przebiegaja ciag liczb skonczony (7, j =1, ..., n);
¢) przedziat [«, f] rozbijamy na 2m réwnych czgscei
[[U =, tl]7 [[l ] tz], LR [t2m——l E] t2m == ﬂL o > /9

budujemy z (3.1) pomocnicze funkcje

]Ei(t) MzT(t)] f(t) >

'QiP(t) (}_f [ (t) }”(t) (t)—l_ K(t)K(t)—l_ I (t) Mz:(t)MzP(t)J f(t)

g = Dy(e) — Dy () m.Z 20,15, )4 Py,
(3.2) Y = ir o) — Vi ()42 Z 2%y (tap )+ Pir(tap)],

(‘)Eg') = ,'P(OC)'-‘QIP(ﬁ)—I_z Z [2QiP(t2p—~l)+"Qip(t2p)]s

p=1
pod warunkiem, aby det[p{] # 0, to wdwczas, po zastosowaniu metody Simpsona
uzyskujemy zamiast wzorow (2.2) nastgpujace wyrazenia

. B— (m) f—u Pl (1v)

Eby =] "( 7] o0 BV EH0D,
:5 (m)_ ﬂ_a ° 1 (IV)

(3.3) Edig = S =P — 55| g P02,
— ﬂ (m)__ ﬂ & Iv)

Edip = = 6m “6m “r {2 90m"" Qi ct058),

gdzie wystepujace we wzorach (3.3) pochodne czwartego rzedu okreélone sa w punktach
at-0t, 0 <6, <1 (k=1,2,3).

Przy powyzszych zalozeniach dowdd lematw przebiega analogicznie, jak w [2] s. 252.

Majac na uwadze poprzednio przytoczony lemat, wykazemy, Ze stuszne jest nastepu-
jace twierdzenie, Jezeli spelnione sa zaloZenia:

a) konfiguracja prgta, przemieszczenia punktéw jego osi $rodkowej, poie obcigZen
i temperatur, material o§rodka oraz nalozone wiezy sa tego rodzaju, iz stuszne pozostaja
ré wnania kanoniczne metody sit (2.1);

b) wszystkie wystepujace w (2.2) calki sq obliczone metoda Simpsona (por. lemat)



378 Sz. BORKOWSKI

¢) pochodne rzgdu czwartego funkcji @;;, Wir, £2;p wzgledem zmiennej 7 sa ograniczone
nieréwnosciami
(34) M= max{lX DI, [PE()], 1B} < Mi< e (i=1, ..., n),

tela, B

— to wowczas w1elkosc1 nadliczbowe X 5.’”) traktowane jako m-te przyblhiZzenie niewia-
domych X; mozna wyznaczy¢ w sposéb przyblizony z réwnania
(3.5) XM+ oyl = —BGL E4, (G,/7=1,..,n.

Niewiadome X{™ szacujemy w stosunku do wartoci dokladnych X; za pomoca nieréw-
noSci
(3.6) 1IXG =X < [IE] [le(m)ll,
gdzie F~' jest macierza odwrotna macierzy F = [¢ (’")], elm) — reszta wynikajaca ze
wzoru Simpsona, a || || jest symbolem normy macierzy.

Dowdd. Zzalozen a) i b) wynika, 2e mozemy napisa¢ nastgpujaca réwnosé
(3.52) FMX iyl = g (m)+ —%EA,—
wynikajaca z podstawienia (3.3) do (2.1); w (3.5a) przez ¢;(m) oznaczono
37 atm= (ﬂ = ) 30111 L, B (046, 1) + P -0, 1)+ QN +-05.1)].
Pomijajac w (3.5) &,(m) zmieniamy zbidr poszukiwanych niewiadomych, ktére oznaczymy

teraz przez XM tym samym z (3.5a) uzyskujemy réwnanie (3.5). Réwnanie to postuzy

nam do przyblizonego wyznaczenia poszukiwanych wielkosci nadliczbowych X(™ (m-te
przyblizenie). Odejmujac réwnanie (3.5) od (3.5a) uzyskujemy @UP[X;—X{™] = g,(m),
a dalej [{?][X;—X(™] = [&(m)], skad juz ostatecznic
(3.8) [X;—Xf1 = [p1~* [e(m)].

Jezeli wprowadzimy normy macierzy F~! = [p{!"]"* = [#{™] podporzadkowane nor-
mie oktaedrycznej wektorow X = [X ,—X}"')], [ei(m)] =eum), ktore okreSlone sg w sposéb
nastepujacy (por. [3])

(9  IIFY = male AL lelmll = > lem), [IK1] = Y 1X,—X (™),
J i=] i=1
to woéwczas z (3.8) uzyskujemy oszacowanie
X=X = [Fte(m)l| < [[F] [le@m)l],
zgodnie z (3.6). Uwzgledniajao w (3.7) oszacowanie (3.4), uzyskujemy
lex(m)| = |[(B~-aY*/480m>]. [X; D" (-+6, 1)+ P (o-+0, 1) +QfF (403 1)]] <

(3.10)
< [(B—a)*/60(2m)®1[2+ 1]M, = B,/ (2m)>,

gdzie B, = [(B—a)*/60][2-+n] M,
Podstawiajac ostatnie wyniki do (3.9) otrzymamy

1 n
3.10 < s Y B
(3.102) Il < s 2, B
W ten sposéb zakonczyliémy dowdd twierdzenia.,



OSZACOWANIE ROZWIAZAN ROWNAN KANONICZNYCH 379

4. Przyklad liczbowy

Dla schematu vkladu rzeczywistego, ktdry przedstawiony jest na rys. 1a, nalezy wyzna-
czy¢ w sposéb przyblizony wielkosci hiperstatyczne pokazane na schemacie podstawowym
metody sit (por. rys. 1c). Moment bezwladnosci przekroju stupa 1-2 jest zmienny zgodnie
z funkcjg podang na rys. 1b. Po wyznaczeniu wielkoéci hiperstatycznych, przyblizonych
nalezy przeprowadzi¢ ich oszacowanie, a nastgpnie poréwnaé otrzymane wyniki z rozwia-
zaniem dokladnym podanym w pracy 4], s. 338. Poniewaz w rozpatrywanym przypadku

a SR | - b
Geometria stupa 1-2
e 7
= - S 77
\ ) oo Z
\ ¢}
\
\
S \20
- "‘7 Schemat uktadu rzeczywislege _
/ =
-,
Pz

c R | S d
R
X
N o IR)-20i 68 3
__§ mel G0
2 ] [-4= 7
| -
| 620 %
= I(x)_"} " S B
I E/ZaN Schemat podstavowt x N - Wykres momenciw
Lly,-i;,\‘)ﬁ memdé7 sit g : — x=1 od obcigzenia X;=1
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nie ma wplywdéw termicznych ani migdzyprzgstowego pola sit zewngtrznych [A;p = A7 =
=0 (i =1, 2, 3)], przeto z wzoru (3.1) otrzymujemy
4.1) (@] = [®]+- [@ul,
gdzie
- I — & I o= = .

(D]l = l:-[(T)Mi(x)Mj(x):I’ (@] = [27 Mi(%) Mj(x)]-
Podstawiajac do (4.1), odpowiednie wielkosci za M;(x), My(¥) (i = 1, 2, 3), ktére podane
sg na rys. |, uzyskamy

| [a=x2D2(xp1002 - (1=xf2D (x2D(1+2/10)= 0
@)=+ - (x/20)*(1+x/1007° 0],
: 0
(4.1a) B
0 0 0
L] i%-(1_-;/41) %(1—x/41)(5f/41)

1 ) ’
7(%/41)2 »
gdzie w macierzy (4.1a) oznaczono kropkami elementy, ktére sa réwne elementom macierzy
symetrycznym wzgledem przekatnej gtéwnej. Dla odcinka 1-2 «ramy 1-2-3» przyjmujemy
podzial na dwie cze$ci 2m = 2: z réwnania (3.2), uzyskamy woéwczas
o) = B;(0)+40, ()P 21)

lub w zapisie macierzowym, po uwzglednieniu (4.1a)

! 1,75131 0,75131 O
4.2) [P = — . 1,33001 0

1

. 0

Analogiczna macierz mozemy podaé i dla wspolczynnikdw 14.1a),, lecz z uwagi na prosta
budowg funkcji momentéw oraz stalty moment bezwtadnosci przekroju preta 2-3, wygod-

niej uczyni¢ to przez «przemnozenie» wykresdw momentéw; po wykonaniu tej ostatniej
operacji otrzymamy

] ] 0 00
.2
Wspdlczynniki ¢;; nalezy pomnozyé przez (8—a)/6m = (21—0)/6-1 == 1/3, oraz podzieli¢
przez E, zgodnie z réwnaniem (3.3);. Dodajac do siebie macierze (4.2) i (4.3) uzyskamy

: . [1-75131 0,75131  0,00000
(4.3a) o] = [pP+¢;] =F = - . 3,33001 1,00000 |.
. 2,00000

Przyblizony ukiad réwnaf kanonicznych metody sit, zgodnie z réwnaniem (3.5), ma postaé

3E
P XN =—10,, gdzie 0, =26, 6,=0, 0, =0.
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W réwnaniu (3.5) przyjeto 6m/(f—a) =3/l, a 4, =0;.
Wykonujac odwracanie macierzy (4.3) uzyskamy

0,64439 —0,17107 0,08554
4.4) F1=7 . 0,39878  —0,19939 | = [¢{}],
. 0,59969
skad przyblizone wartoSci poszukiwanych wielkosci hiperstatycznych (X{) = ¢{'3£0,/1)
wynosié¢ beda

EI
4.5) XD = 4,12305110, Xy = —],6246—-1—0, X =2 3123——0

Przystapimy do oszacowania wynikéw (4.5). Z réwnania (4.1a), wyznaczymy pochodne
czwartego rzedu funkeji @;;(z), gdzie z = 10/+4x

(4.6)
6000 _s | 2160(z/0)~2—120(z/})~*4-1 1800(z/)~*—110(z/D~*+1 0
o Z) = 222 |2 : 15002/ —100(z/)"* +1 0
ol s\ ) . 0
Korzystajac z réwnan (3.4), (4.5) otrzymamy
= |X; D (/D] 110, Czyli M, =3 4020512 M, = 2,0390 10, M,=0,

dalej, zgodnie z (3.10):

—a)* . EO ED
60(2 5 O+DM;, eyl ey (m) < 0,134, |es(m)] < < 0,0680—-,

e3(m) = 0.

Norma macierzy [g;(m)] okreslona jest wzorem (3.9),. Podstawiajac réwnania (4.7) do
(3.9);, uzyskujemy

@47 |e(m)| <

[|[e;(m)]]] <= O, 1814££

Przystapimy do wyznaczania normy macierzy odwrotnej (4.4). Z okre§lenia (3.9),
oraz wzoru (4.4) otrzymujemy

[[E=4] = max(|@47], 1§5,], ¢5;’]) = 0,90201.
J
Na podstawie réwnania (3.6) uzyskujemy oszacowanie
(4.8) NEXG—XGN1 << EY] 1 [e;em]l] < 0, 1636—9

Podamy nastepnie oszacowanie bledu bezwzglednego wielkoéci nadliczbowych. Postu-
gujac si¢ réwnaniami (3.5), (3.5a) uzyskamy
3
X=X < DD lem);

i=1
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wykonujac naznaczone dzialania, a nastgpnie uwzgledniajac rownania (4.4), (4.7) otrzy-
mamy

= x0) < 0,085 500, 1, x4y < 0,047 206, 13, x4 < 0,024 50
lub
X!/ X,/ X,!
4,038 < I < 4,208, —1,672 < B0 < —1,578, 2,288 < I < 2,337.

Ostatnio podane oszacowanie daje bledy wzgledne wahajace sic w granicach 1-3%, co
jest w zastosowaniach w zupetnosci wystarczajace; tym bardziej, Ze oszacowanie to jest
z duzym nadmiarem w stosunku do bl¢déw rzeczywistych.

W zakofdczeniu pordwnamy otrzymane wyniki z danymi dokladnymi, podanymi
w pracy [4]. Dokladne wartosci (do czterech miejsc po przecinku) wielkosci hiperstatycz-
nych wynosza
EI
R

EI

X, = 4,1618 :

0, X, = —1,6447--0, X, = 2,3224ETI(),

a zatem blad wzgledny wielkoéci przyblizonych (4.5) waha sie, dla m = 1, w granicach
0,4--1,2%; natomiast ||[X;—X{"]|| = 0,075EI6/l. Ostatnie wyniki okreflaja rzeczywiste
bledy oraz rzeczywista norme, a nie wielkosci szacunkowe, ktére przytoczyliSmy poprzed-
nio.
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Pesome

OLIEHKHM PEHMIEHMH KAHOHWYECKUX YPABHEHHIH CHUJIOBOrO METOIA
AT CIIVYASL HPUBIDKEHHOI'O ONPEOEIEHMS NAPAMETPOB BIIMSIHSI

Paccmorpena 3afaua 06 ONTHMHM3ALHH CTEPIKHEBBLIK CHCTEM, NOJBEPYKEHHBIX CTATHYECKHAM M TEILIO-
BhIM Bo3felcTBHAM. POPMYNIHPOBKA 3afauy NMPHUBONHT K YPABHEHMAM, B KOTODBIX TIEpEMEHHBIE Xa-
P2KTEDUCTHMKH CedeHMil CcTepiknell HAXONATCA B MOAMHTCTPANIBHLIX BLIPaXKEHUAX. B cHcreMe KaHOHH-
YECKMX YPaBHEHMH IS CHIIOBOIO METONA ST BBLIPAIKEHHsI ONPEAENAIOT NAapamMeTphl BIIMSHHSA,

B paBore max crnoco6 OIeHKH NPHEINIKEHBBIX 3HAYEHHH THMepCTATHUECKUX BEJHUHH, NOJNYY2EMBIX
M3 3THX YPaBHEHWH, UTO JAeT BO3ZMOMKHOCTH IIPHCIOCOGHTH ONTHMANM3aI[HOBHBIE TIPONECCHI K Tpebo-
BaHMAM MaTEMAaTHYECKOTO IIPOrPaMMHPOBAMMSI, a TAXMKE BOCIOJNL30BaThesd Mmeronom CHMICoHA.
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Summary

ESTIMATION OF SOLUTION OF THE CANONICAL EQUATIONS OF THE METHOD OF FORCES
UNDER APPROXIMATE DETERMINATION OF INFLUENCE PARAMETERS

1n the case of the optimization problem of rod structures subject to statical aud temperature loadings,
the variable rod characteristics appear in the integrands. These expression determine the influence para-
meters of the canonical system of equations of the method of forces. In order to adapt the optimization
processes to mathematical programming and to apply the Simpson method, the paper presents the method
of estimation of the approximate values of the hyperstatic quantities obtained from these equations.

POLITECHNIKA SLASKA

Praca zostala zlozona w Redalkcji dnia 8 pazdziernika 1970 r.; po raz diugi — dnia 13 grudnia 1970 r.






MECHANIK A

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 9 (1971)

PEWNE UOGOLNIENIE PROBLEMU BRACHISTOCHRONY

ZBIGNIEW MAZURKIEWICZ (WARSZAWA)

Problem brachistochrony byl pierwszym zagadnieniem rachunku wariacyjnego posta-
wionym w czerwcu 1696 r. przez Jana BERNOULIEGO.

Jak wiadomo, problem ten polegal na wyznaczeniu w plaszczyznie pionowej takiej
r zywej taczacej dwa punkty O, 4 (rys. 1), po ktorej punkt materialny slizgajacy si¢ bez

0 Xa X

mg

yy

Rys. 1

tarcia pod wplywem sily cigzkosci (majacy w punkcie O predko$é poczatkowa réwna
zeru) osiggnie w najkrétszym czasie punkt A.

W pracy tej uwzgledniono tarcie §lizgowe. Oczywiscie w takim przypadku rozwigzanie
bardzo si¢ komplikuje. Rozwigzanie problemu doprowadzono do ukladu trzech nieli-
niowych zwyczajnych réwnan rézniczkowych. W toku rozwiagzania otrzymano wzor
umozliwiajacy wyznaczenie czasu spadania punktu materialnego po dowolnej krzywej
w plaszczyZnie pionowej z uwzglednieniem tarcia §lizgowego. Poza tym otrzymano réw-
nanie krzywej, po ktérej punkt materialny przesuwa sie ze stala predkoécia.

Wprowadzono nastgpujace oznaczenia: y = p(x) — réwnanie poszukiwanego toru,
g — przyspieszenie ziemskie, ¢ — promied krzywizny toru, v — predko§¢ punktu ma-
terialnego, m — masa punktu materialnego, u — wspélczynnik tarcia lizgowego, o —
kat nachylenia stycznej do krzywej w doWolnym punkcie.
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Rézniczke przyrostu energii kinetycznej wyrazamy nastgpujaco:

2
) d(anv) = mgsinads—umgcosads—u "o s,
Wykonujac réZzniczkowanie oraz uwzglgdniajac znane zwiazki
. dy dx
2 =7 _
V)] sine =—;-,  cosa =,
©) ds = (14D e, Loy (1492,
o
doprowadzamy réwnanie (1) do postaci
@ vdv = gdy—ugdx—uv*y..(1+y2-%dx.
Na podstawie (3), znajdujemy
5) v =i =x(1+y)'2,
czyli
. dv 12
(6) dv = —-dt = [yoyax*+(1+y2) X1 (A +y2)7 e,

a wiec z (5) i (6) jest
™ V0 = [V X+ (14H32) X] xd1

Z przyréwnania prawych stron wzorow (4) i (7) otrzymujemy

®) YuYu X2+ (1 +Y2) X% =gy — pugx—pye X,
Iub .
) YaxVu X2+ (1+Y2) X = gya— pug— iyxxx*.
Nastegpnie przyjmujemy podstawienie
(10) B(x) = x2.
Po zrézniczkowaniu znajdujemy
dB(x) ... dB(x) .
(11) o =%, oo =%
Uwzgledniajac wzory (10), (11) doprowadzamy réwnanie (9) do postaci
dB
(12) KO) G +LO)BG) = MO),
gdzie
1
(13) K0) =5 (14r0),  LO) =yuOxtn), M) =gh—p).

Rozwigzanie rownania (12) jest nastepujace:

L(.v)

O .
I I ECEE AP
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Nastepnie wykonujemy calkowanie

L(y) . f_yxxyx dx-+2 _Vxx . 2
15 X0) dx =2 11,7 [u-{l—l-yﬁ dx = In(l+y5)+2uarctgy,+C,.

Uwzgledniajac wyrazenia (13), (15) doprowadzamy wzér (14) do nastgpujacej postaci:
(16) 32 = (L p2yte2narewn [C42g [ (py—p)etiarctsrsdx]

Z warunku v(0) =0 znajdujemy C' =0 oraz po wykonaniu prostego przeksztalcenia
otrzymujemy wzor na czas T zeliznigcia si¢ punktu materialnego po torze plaskim y = y(x)
z uwzglednieniem tarcia $lizgowego

XA
an T :f (1+y2)/2z=112gurrcteys gl
0
gdzie
(1 8) Z, = 28(}",\—/,&) gparctgy,
Eatwo zauwazyé, Ze przy 4 = 0 wzdr (17) upraszeza si¢ do znanej postaci
XA
2 \ 172
(19) T:f ( 1+ ) .
g 28y

Rozwigzanie problemu doprowadzono do zadania rachunku wariacyjuego na ekstre-
mum warunkowe dla funkcjonatu

x4
(20) J=[ H(y,z, z)dx,
0
gdzie
(21) H = (1 _1_y§)1/2z_1/26,4arc !ny_l_}.(x)[zx__Zg(yx_M)eZynrcg! .v,,]_

Jak wiadomo, musza by¢é w tym przypadku spelnione nastgpujace réwnania Eulera:

oH _c
0yx
(22)
0H d | oH —0
0z dx\0z;)

Po wykonaniu rézniczkowania otrzymujemy nastgpujacy uklad trzech sprzeZzonych
nieliniowych réwnai rézniczkowych zwyczajnych:

C = (yx—!-,u)[z(l +y3)]—1/2 eraretys Do) (x) euarctays] _|_2[u(yx_[u)(1 _|_y§)—1],
(23)  A(x) = —errewre(1+y2)/2(423)-1/2,
70 = 25 (e p) S,

Sciste rozwigzanie ukladu réwnar (23) jest niemozliwe, Rozwiazanie tego ukladu mozna
otrzymaé w sposéb przyblizony, np. za pomoca metody iteracji. Uklad (23) mozna przed-
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stawi¢ w postaci jednego réwnania rézniczkowo - catkowego. Natomiast sprowadzenie
go do jednego réwnania rézniczkowego powoduje duze trudnoSci.
Latwo zauwazyé, ze przy u =0 jest

(24) z =2gy.
Wtedy na podstawie (23); 1 (23), znajdujemy réwnanie rézniczkowe
(25) 29Yextyetl =0,

ktérego rozwiazanie umozliwia otrzymanie znanych parametrycznych réwnan cykloidy.,
Na podstawie wzoru (16) mozna latwo otrzymaé réwnanie krzywej, po ktdrej punkt
materialny przesuwa sig ze stala predkoscia o,.
Wykorzystujac przeksztalcenie

dx ds\®
22 S ) 1 p2)-1g2
(26) X —( dS (ll) (1 }_yt) vc
doprowadzamy wzér (16) do postaci
(27) ,cheZynrctgy_\. — 2gf (}’x—,u) g2uarctgy. dy |
0
Po wykonaniu rézniczkowania wzgledem zmiennej x otrzymujemy
(28) 7’3#)’“ = g(.Vx‘:u)(l +J’3) .
Podstawiajac y, = p, ¥xx = Dx, znajdujemy
Hop dp
29 f dx = f .
@) g (I+p*p—w)
Zatem
dp ptp )
30 X C = A —_— d ,
0 i ( p—p 14p?
gdzie
02w
31 A==
GD g 1+p?
Po wykonaniu catkowania otrzymujemy
(32) x+C = Alln(y,— w1 +y2)~Y?—uarctgy,].
Pesome

HEKOTOPOE OBOBUIEHHME 3AJAYN O BPAXMCTOXPOHE

B pabote maxo HexoTopoe 0GOGLUEHME 331auM 0 GPAXMCTOXPOHE, COCTOALIEE B YUYETE TPCHMSA CKOIMh-
IKEHUST,

Pewrenve 3aqayn NPHBENEHO K DEIIEHHMIO CHCTEMbI TPEX HEJMHEHHBIX 0OBIKHOBEHHBIX AuddepeH-
LMAILHBIX YPaBHEHHMIE (23), TOUHOE HaXOMIEHWEe KOTOPOro He BO3MOXHO. OCYLIECTBHMO, OJHAKO, MO-

CTPOEHMHE HPHGTHAKEHHOrO PenleHysI, HAUPUMED [0 METOMY WTepalvii,
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B xope pewenus noayuena Gopmyna (17), mo 1oTopoii pacCUMTLIBAETCS BPEMs MAACHHS MATEPHANE-
HOIt TOUKH BJOJIb IIPOM3BOJIBHON KPHUBOH, PACHOJIOMKEHHOH B BEPTUKANLHOM TITOCKOCTH ; I 3TOM YUH-
THIBAETCH JIMHMS CKOJIBKEHHA.

BoreegeHo Taroxe muddepeHuuansyoe ypaprenne (32) KpHBOH, MO KOTOPOiH MarepanbHas TOUKA
TEPEMELIAETCA ¢ TIOCTOAHHOMH CKOPOCTBIO.

Summary

A CERTAIN GENERALIZATION OF THE BRACHISTOCHRONE PROBLEM

In this paper a certain generalization is given of the brachistochrone problem by introducing the slide
friction.

The problem is reduced to the system (23) of three non-linear, ordinary differential equations. The
exact solution of these equations is not possible but an approximate solution may be obtained, for example
by means of the iteration method.

In the paper also the formula (17) is given for the determination of the time of fall of the material point
along an arbitrary curve lying in the vertical plane, the slide friction being taken into account.

The differential equation (32) describing the curve on which the velocity of the material point is constan
has been additionally obtained.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 pazdziernika 1970 r.
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O PEWNYM MODELU CIALA PRZENOSZACEGO NAPREZENIA MOMENTOWE
MAREK SOKOLOWSKI (WARSZAWA)

1. Naprezenia momentowe

W ostatnim dziesiecioleciu zanotowa¢ mozna w §wiatowej literaturze naukowej z dzie-
dziny mechaniki ogromny wzrost zainteresowania tematyka teorii o$rodkéw typu Cosse-
atéw wzglednie cial stanowiacych ich uogdlnienia lub modyfikacje. Wszystkie te teorie,
ktérych nie bedziemy tu szczegdtowo wyliczaé i klasyfikowaé, posiadaja jedna wspdlna
ceche: zakladaja one mianowicie, ze wzajemne oddzialywania poszczegdlnych czeéci
oérodka — oddziatywania kontaktowe —nie daja si¢ sprowadzi¢ do prostego wektora
naprezen sifowych i wymagaja wprowadzenia si} kontaktowych wyzszego rzedu, migdzy
innymi naprezenn momentowych. Innymi stowy, ukfad sit réwnowazacy oddziatywanie

b Q

'/ 4P
Cx
N

Rys. 1

odrzuconej czesci ofrodka otaczajacego element V o powierzchni S (rys. 1) skiada sig
z wektoréw sit P i momentéw Q; zakiada sie zarazem, Ze granice

. Aap . 4Q

lim = 2

im A5 lim 1S
przy AS zmierzajacym do zera istnieja i nie sa tozsamosciowo réwne zeru przy dowolnym
wyborze dostatecznie gladkiej powierzchni A4S. Granice te oznaczamy odpowiednio

.o4ap . 4Q
(1.1) lim —— =p, lim = =q,
AS—~>0 AS P AS—>0 AS q
n n

przy czym p jest klasycznym wektorem naprezenia (naprezenie sitowe), a q — wektorem
napreZenia momentowego. Indeks n wskazuje, ze wektory te sa zaleZzne od wyboru po-
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wierzchni S scharakteryzowanej lokalnie przez jednostkowy wektor normalny n do tej
powierzchni.

W klasycznej teorii osrodka ciaglego przyjmuje sig, Ze granica drugiego stosunku
4Q/AS tozsamodciowo znika; zalozenie to mozna uzasadni¢ prostym rozumowaniem,
nie pretendujacym do Scistoéci choé niewatpliwie przejrzystym ([1]): wyobraimy sobie
element prostopadioscienny dx dx,dx; w prostokatnym ukladzie wspéirzednych {x;},
i=1,2,3 (rys. 2) i rozwazmy, dla prostoty, jedna $ciane tego elementu dx,dx; obcia-

4 7/
N2 | 631/
E/ 1 L
H
'\ 1' " /f O3
. .
l [ } T} ot ————
P O — == 7
B ! 1
© 612 Sl 7
4 Y =7
Y né 31 :
sy J
Rys. 2

zona napreZeniami normalnymi oy,(x,, x3). Omawiajac warunki réwnowagi takiego
elementu zakladamy zazwyczaj, Ze napreZenia te rozloZone sg rownomiernie na infinite-
zymalnym elemencie powierzchni dx,dx;. Gdyby bowiem przyjaé, jak na rys. 2, ze na-
prezenia te sa na przyklad liniowa funkcjg zmiennej x,,

(1.2) 011(X2, X3) =g+<17x3,

to wielko$¢ momentu wypadkowego rozwazZanych sit dzialajacych na $ciane dx,dx; wzgle-
dem osi x, przechodzacej przez §rodek prostopadio§cianu wyniesie
%clr %—S—dxzd—x;— —g—dx;, = %clr dx,(dx3)3.
Uwzgledniajac ponadto analogiczny wplyw obcigzen sitami o, dx,dx; przeciwleglej
§ciany prostopadioécianu oraz wplyw naprezen oy i 03y, ktérych rozklad przyjmiemy
dla prostoty réwnomierny, otrzymamy réwnanie bilansu momentéw w postaci

1 (dx;)? ,
(1.3) [((713—631)+EL%(§7_?)] dx,dx,dx; = M,,.

o’ oznacza tu odpowiedni wspdtczynnik czlonu liniowego w wyrazeniu na oy, (x,, X3)
1

na ujemnej $cianie prostopadioécianu elementarnego, proporcjonalny do tangensa katao
nachylenia wykresu oy, (x3) do osi x3. Wyrazenie o—o’ we wzorze (1.3) moina, w przy-
11

padku rézniczkowalnosei o(x,), zastapié rézniczka
1

9o (x,)

(1.4) ' 1

o] dx, .
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Stwierdzamy teraz, Ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym wzoru (1.3) zawiera czlony
réznego rzedu wzgledem infinitezymalnej wielkodei dx;. Wplyw nieréwnomiernosci
rozktadu naprezen jest o jeden rzad (lub przy uwzglednieniu (1.4) — o dwa rzedy) nizszy
od wplywu rézZnicy ¢,3—03, w zwiazku z czym drugi czlon w nawiasach kwadratowych
(1.3) zazwyczaj jest pomijany. Prowadzi to do klasycznego stwierdzenia symetrycznoéci
tensora naprezenia o¢; = 0y

Mozna natomiast wyobrazi¢ sobie przypadki, w ktérych konieczno$é zaniedbania
czlonu zawierajacego réznice (17—?' i przyjecia symetrycznego tensora naprezenia nie jest

ak oczywista.

(a) Jezeli z wymiarami dx; nie mozna zmierza¢ do zera wobec skoficzonych wymia-
row czastek lub ziaren ciata rzeczywistego, wtedy rozumowanie dotyczace «rzedu ma-
foéci» sktadnikdw sumy (1.3) traci wszelki sens; mamy tu do czynienia z cialami o pewnej
mikrostrukturze, w ktérych postugiwanie sie symetrycznym tensorem naprezenia jest
niemozliwe.

(b) Jezeli wspdlczynnik (lr-clr’ jest bardzo wielki, a w szczegélnosei gdy <]f = COnst x

¥tga — co 1 gradient napreZenia w otoczeniu rozwazanego punktu jest nieograniczony,
wplyw odpowiedniego czlonu nie mozZe byé automatycznie pominiety. Sytuacja taka
powstaje w pizypadku, gdy mamy do czynienia z osobliwymi punktami pola naprezen,
a wiec z nieskonczonymi koncentracjami naprezen. Nalezy zwréci¢é uwage na fakt, ze
szereg autoréw takich jak Korter [2], STERNBERG [3] sugeruje mozliwos¢ wplywu napre-
zen momentowych na zjawiska zwigzane z koncentracja naprezen.

W obu oméwionych tu przypadkach w réwnaniu bilansu momentu (1.3) wystepuje
poza antysymetryczna skladowa tensora naprezen sttowych, czion typu (1.4) o charak-
terze gradientu tensora naprezenia, a wigc naprezenie momentowe.

{c) Wyobrazi¢ sobie mozna ponadto przypadek, gdy w ogdle sporzadzenie rysunku
typu rys. 2 nie jest mozliwe; jezeli oddziatywanie sasiednich elementow ciata ma charakte
istotnie momentowy — podobnie jak w cialach magnetycznych, w ktérych wystepuja
jedynie dipole magnetyczne, a odosobnione bieguny magnetyczne nie maja racji bytu —
to wykres przedstawiony na rys. 2 traci sens. Ciafa tego typu bytyby osrodkami istotnie
mikropolarnymi i utrzymanie do ich opisu symetrycznego tensora naprezen silowych
byloby takze niemozliwe.

Krétkie i — dla zachowania przejrzystoéci — bardzo uproszczone rozumowanie przed-
stawione powyzej stanowi probe odpowiedzi na pytanie, czy zajmowanie si¢ teoria na-
prezen momentowych jest fizycznie lub zwlaszcza technicznie uzasadnione. Réwnolegle
bowiem z intensywnym rozwojem tej teorii, ktérej wyniki w wielu przypadkach przera-
staja techniczne mozliwoéci ich do$wiadczalnej weryfikacji, budza sie watpliwodci
dotyczace praktycznej uzytecznoéci tego rodzaju badar.

W przypadku sit o okreslonej strukturze wewnetrznej oraz ciat sprezyécie mikropo-
larnych uzyteczno$é takich teorii nie ulega watpliwoéci. Dowodza tego liczne prace z za-
kresu teorii cial z mikrostruktura, Ze wymienimy tu dla przykiadu prace KALISKIEGO [9],
szereg prac WoZnIAkA dotyczacych ofrodkow widknistych, prace GUTKOWSKIEGO
1 FRACKIEWICZA z zakresu teorii dZzwigaréw siatkowych i wiele innych. Niemniej, nawet
w przypadku rozwazania os§rodkéw ciagltych w zwyklym znaczeniu tego stowa, natrafiamy
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na zagadnienia, w ktérych zwykle zalozenia o symetrii tensora naprezen sitowych
nie daja sie utrzymaé. Z klasycznej teorii sprezystosci znamy rozwiazanie dotyczace ob-
cigzenia nieograniczonej plaszczyzny (x, x,) momentem skupionym o wektorze prosto-
padlym do tej plaszezyzny. Jest oczywiste, ze rozwazenie warunku réwnowagi infinitezy-
malnego elementu dx,dx, ciala zawierajacego punkt przylozenia momentu jest nie do
pogodzenia z warunkiem symetrii naprgZen ¢, = 05y, gdyz w przeciwnym pirzypadku
moment ten niec méglby by¢ niczym zréwnowazony.

Jeszcze bardziej przekonywajacego dowodu dostarcza rozwigzanie zadania przedsta-
wionego przez BoGY i STERNBERGA [5]. Dotyczy ono dwuwymiarowego zagadnienia klina,
prostokatnego obcigzonego na jednej krawgdzi sitami stycznymi roztozonymi w sposéb
ciggly (rys. 3). Autorzy wymienionej pracy pokazuja, ze rozwiazanie tego zadania w ra-

“i;l:(? oail)
it %
Db ‘I
XY
Rys. 3

mach klasycznej teorii sprezystodci prowadzi w ogdlnym przypadku do pola obrotéw
i naprezen zawierajacych osobliwo$ci w wierzchotku klina. Osobliwoséci te trudno uza-
sadni¢ fizycznie. Z drugiej strony jednak, rozwazajac infinitezymalny element prostokatny
ABCD o bokach dx, i dx,, widzimy, ze Scisle spelnienie warunkéw brzegowych na kra-
wedziach 4B i AD musi by¢ sprzeczne z zaloZeniem o réwnoéci naprezenn ¢y, = 0.
Dopiero wprowadzenie do rozwazan naprezei momentowych usuwa te osobliwosci
i prowadzi do catkowicie regularnych rozwigzan.

Przyklady te wskazujg, ze nawet przypadki tradycyjnych w zasadzie zadan teorii spre-
zystoécei prowadzi¢ moga do rozwiazan, w ktérych dopiero wprowadzenie naprezen mo-
mentowych pozwala uniknaé sprzecznosei z rzeczywistym charakterem zjawiska fizycznego

2. Dobdr modelu ciata

Praca CossErRATOW [6] stata sie punktem wyjécia do powstania szeregu teorii dotyczacych
mechaniki i fizyki o§rodkéw wyzszego rzedu, dla ktérych wyrazenie na energie sprezysta
zawiera czlony zalezne nie tylko od pierwszego gradieniu przemieszczenia u, lecz takze
od wyzszych pochodnych u;. Problem doboru odpowiedniego modelu ciala, ktéry pro-
wadzitby do wynikéw optymalnie zblizonych do rzeczywistoéci nie jest prosty; przeciw
wprowadzeniu bardziej ztozonych modeli przemawia wzglad na mozliwg prostotg obliczen.
Uwzglgdnienie bardziej zlozonych praw fizycznych dla modeli cial tego rodzaju stawia
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sakze pod znakiem zapytania mozliwo§¢ doswiadczalnej weryfikacji otrzymanych wyni-
kéw. Model rozwazony np. przez MINDLINA [7] wprowadza 903 niezalezne od siebie
wsp6lczynniki sprezystodci dla ciata o pewnych wiasnosciach sieci krystalicznej.

Niewatpliwie najprostszym modelem ciata zdolnego do przenoszenia naprezen mo-
mentowych jest model ciala drugiego rzgdu omdwiony przez MinpLINA [8] i KOITERA
[2], nazywany takze modelem ciala o zwigzanych obrotach. Kazdy punkt materialny
os$rodka wyposazony jest jedynie w trzy niezaleZne stopnie swobody, trzy przemieszczenia
u; — w odréznieniu od ofrodka omawianego obszernie w pracach NOWACKIEGO (np.
[10]), w ktorym punkty materialne maja po sze§¢ stopni swobody: trzy przemieszczenia
i trzy niezalezne obroty.

Energie sprezysta dla osrodka o zwigzanych obrotach, a wiec obrotach okreslonych
wzorami

(2.1 Wi = 5 Cipallyy p

(gdzie g, jest symbolem permutacyjnym), piszemy w postaci
1
2.2) Wieij, y) = 7Aijk1 &3 &t Bijri ity Cointipotaa

Tutaj A, B, C sa tensorami moduldw sprezystodci, e; = u;,;, jest zwykiym, syme-
trycznym tensorem odksztalcenia, za§ »; = w; ; nazywamy tensorem odksztalcenia giet-
no-skretnego. W osrodku brak naprezen wstgpnych,

NaprezZenia wyraza sig przez odksztalcenia za pomocg wzordw

ow ow
(2.3) O'ijy _a—e,j_’ n; =/«¢ij—“/«“3ij—3;j—i,

przy czym oy; jest tensorem napreZenia sifowego, a g;; — tensorem napreZenia momento-
wego, niesymetrycznym i zawierajacym niewyznaczalng cz¢é¢ kulista p = 7 M Tensory
te zwigzane sa z wektorami okreSlonymi wzorem (1.1) zaleznodciami p; = ojn;, ¢ =
= Hjiltj.

Rozwazenie warunkéw rownowagi elementu oé$rodka poddanego dziataniu sit ma-
sowych X i momentéw masowych Y prowadzi do rownarn

(2.4) oji,jToXi =0,  ptepdpteYr=0.

Z drugiej grupy réwnan (2.4) wynika, Ze tensor oy, nie musi byé w ogdlnosci syme-
tryczny, gdyZz na ogot uy; ;4-0Y; 7 0.

Warunki brzegowe dla powyzszego ukladu réwnan stwierdzaja, ze wektory naprezen
sitowych 1 momentowych winny by¢ na powierzchni ciata réwne przylozonym obcigze-
niom p i q,

Oty =Py, Wity = 4.
Podobnie w przypadku warunkéw brzegowych wyrazonych w przemieszczeniach na-

lezy przyjac, ze wszystkie sktadowe uogdinionych przemieszczen u oraz «w sa dane na
calej powierzchni S ciala. Jednak juz ze wzoru (2.1) widaé, Ze nie mozna na powierzchni S
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daé niezaleinie wszystkich szeéciu sktadowych u; i w;, gdyz skladowa wektora w nor-
malna do § wyraza si¢ przez skladowe u; styczne do S. Podobnie i sktadowa normalna
obciazenia momentowego q wyraZa si¢ przez skladowe styczne obcigzenia sitowego p
W zwigzku z tym liczba niezaleznych warunkéw brzegowych wynosi tu pigé, w odréznie-
niu od przypadku modelu ciala o niezwigzanych obrotach [10], gdzie warunkéw brzego-
wych jest sze$¢.

T¢ niedogodno$¢ zapisu usuwa KOITER wprowadzajac zredukowane sily powierzch-
niowe

"

1
(2.5.1) Di =‘pi—§€jt.‘q,1"1

oraz zredukowane momenty powierzchniowe
n

(2.5.2) qi = qi—4qn;,

przy oznaczeniu z}, = g;n; dla skfadowej wektora g normalnej do powierzchni ciata. Wek-
tor q lezy, jak widaé, zawsze w plaszczyZnie stycznej do powierzchni i w ten sposéb otrzy-
mujemy bezposrednio ukiad pieciu niezaleznych warunkéw brzegowych.

Energia sprezysta o postaci (2.2) odnosi sig¢ do ogdlnego przypadku ciala o minimal-
nych whasnodciach symetrii sprezystej. Liczba niezaleznych skladowych tensoréw A, B, C
wynosi tu jeszcze 105. Dopiero zatozenie pelnej symetril sprezystej (izotropii) oraz centro-
symetrii (w ciele poddanym réwnomiernemu odksztalceniu ¢; = const nie pojawiajg si¢
naprezenia momentowe) prowadzi do zasadniczego uproszczenia wyrazenia (2.2), [9],

(2.6) Wieij, n;) = G[Tvb (Eii)2+8u8(1+212(7ﬂj%1j+77”lj”1i)]-

Tutaj G i » sa klasycznymi stalymi sprezystosci (modul odksztatcenia postaciowego
i liczba Poissona), a I i 7 — nowymi, dodatkowymi statymi charakterystycznymi dla roz-
wazanego modelu. Nawiasem wspomnieé mozna, Zze bezwymiarowa stata # nie pojawia
si¢ w rozwigzaniach szeregu konkretnych zagadnien teoril sprezystoéei, a w szczegSlnodci
w zagadnieniach dwuwymiarowych.

Tak wigc ze wzoru (2.6) widaé, ze omawiany model ciala wymaga wprowadzenia —
a wiec i eksperymentalnego wyznaczenia — dodatkowych dwéch wzglednie nawet tylko
jednej stalej sprezystej I. Z punktu widzenia koniecznoéci do$wiadczalnego okreSlenia
tych stalych jest to niewatpliwg zaleta modelu; z punktu widzenia ogélnoéci otrzymanych
wynikéw oraz mozliwosci ich dopasowania do rzeczywistych wlasnoéci materiatéw nie-
prostych, stanowi to powazne ograniczenie. Tutaj pokazemy jednak, Ze przyjecie nawet
tak prostego modelu prowadzi do istotnych zmian w pewnych rozwiazaniach podstawo-
wych teorii sprezystoéci.

Prosta analiza wzoru (2.6) prowadzi do znanego wniosku, ze dodatkowa stata spre-
zystodei ! ma wymiar dtugosci:

D'lln[lzif,'j%ij] =Dim [Eijeij] =1,

2.7
@7) Dim[/?] = m2.
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Podkreslié tu nalezy, Ze istota omawianego tu modelu, co stwierdzit Kunin [11], jest
wihasnie istnienie tej dodatkowej stalej sprezystej /, a nie asymetria tensora napreZenia.
Juz w pracy KoiTera [2] eliminuje si¢ niesymetryczng czgs¢ tensora naprezenia oy wy-
razajac ja za pomoca drugiej grupy réwnan réwnowagi (2.4) przez

o1
U[nm] = — Esimn(/"ji,j"]'gy-i)

oraz wstawiajac to wyrazenie do pierwszej grupy réwnan. Prowadzi to do trzech réwnan
rownowagi

1
O‘(ji),j_'Egkji[mlk,lj+(QYk)’j]_|’QXi =0,

gdzie m;; = pu;—1/3puad;; 0znacza dewiatorowa czeéC tensora ;.
Roéwnania te, wraz ze zredukowanymi warunkami brzegowymi

_ 1 .
pi = [Gm)-l— Esj,,.(mp,_,,—rn,rl-eYt)] Hj»

n
qi =myn—mng,

gdzie 721 = my;mn, nie zawieraja wigc, jak wida¢, antysymetrycznej czgéci tensora o;; nie
tracac przy tym nic na ogdlnosci.

RocGuLA [12] uwogdlniajac rozwazania KUNINA dowodzi (i to w przypadku skonczo-
nych odksztalcent), Zze mozna jeszcze inaczej przeprowadzié symetryzacje zagadnienia
eliminujgc z rozwazan nie tylko antysymetryczng cze$C oy;, ale i naprezenia momentowe
ui; w catoéci. Postuzyt si¢ w tym celu pojeciem zredukowanego tensora naprezen o,
réznego od oy, ale takze symetrycznego. Nie zmienia to jednak oczywiscie faktu, Ze
w rozwigzaniach pozostaja dodatkowe state sprezystosci / 1 # wplywajace na istotnag mo-
dyfikacje szeregu podstawowych rozwigzan teorii sprezystosci.

Klasyczny problem dwuwymiarowej teorii sprezystoéci dotyczy rozciggania nieogra-
niczonej tarczy sprezystej zawierajacej otwér kotowy (zagadnienie KirscHa, por. np. [4]).
Na brzegu otworu wystgpuje (rys. 4) w przypadku jednoosiowego rozciagania obciaze-
niem p koncentracja napre¢zenn scharakteryzowana stosunkiem k& maksymalnego napre-

—=y
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Zenia oy do naprezenia p. Stosunek ten dla otworu kolowego o dowolnym promieniu a
wynosi k =3 i nie zalezy od a. Niezaleznoé¢ k od a jest prosta konsekwencja faktu, ze
w ramach klasycznej teorii sprezystoSci rozwiagzanie dowolnego problemu statycznego
moze mieé postac '

kK k
0i;(a) =f(p; d; E,»),
k k
gdzie p oznaczaja parametry obcigZenia, d — parametry charakteryzujace wymiary ciala,
E,v—stale sprezystoéci. W omawianym przypadku jedynym parametrem obcigzenia
jest napreZenie p, jedynym parametrem geometrycznym — promied « otworu. Wspdl-
czynnik koncentracji k moze wiec mieé jedynie postaé

max

=200 = f(a; E, »)
p

i musi by¢ bezwymiarowy. Poniewaz jednak modut E ma wymiar Nm~?, a v jest bezwymia-
rowe, zatem ¢ (0 wymiarze m) nie moze pojawié si¢ w powyzszym wzorze, gdyz zadna
kombinacja a, E nie moze by¢ bezwymiarowa. Wspdlczynnik k moglby byé jedynie funkcja
liczby Poissona v,

Mozna natomiast przypuszczaé, Ze — w pewnych przynajmniej przypadkach — rozmiar
otworu nie jest obojetny dla wspolczynnika koncentracji. Na przyklad w materiatach
o strukturze gruboziarnistej efekt matych otwordw moze by¢ odpowiednio mniejszy.

Model ciata scharakteryzowany dodatkowa stata sprezystoéci / o wymiarze [/] =m
daje taka mozliwoéé, gdyz wspSlezynnik koncentracji méghtby byé funkcja dodatkowego
parametru bezwymiarowego I//a. Rozwiazanie MINDLINA [8] ma istotnie postaé

13T

o
k= =3 gr
gdzie F jest funkcja » oraz stosunku a/fl,
8(1—»)
2 2a Kola/h)

a
Y ETT T@ly

F =

Ky, K, sa zmodyfikowanymi funkcjami Bessela. Dla malych wartosci af! wspdStczynnik
koncentracji obniza si¢ wydatnie, co widaé z wykresu na rys. 4. W tym sensie stwierdzié
mozna, ze model ciata z dodatkows staly / stwarza mozliwo$¢ uczynienia kroku w kierun-
ku uwzglednienia wplywu rozmiaréw otworu na koncentracj¢ napreZenia w materiatach
rzeczywistych.

Rozwigzania niesymetrycznej teorii sprezystosci dotyczace nieskoficzonych koncen-
tracji naprezen prowadza takZze do wynikow réznych od klasycznych. Naprezenia w pot-
plaszczyZnie spreZystej x; > 0 obcigzonej w poczatku uktadu wspoétrzednych sitg skupio-
na P normalng do brzegu wyrazaja si¢ znanym wzorem [4]

2P x3

011 = — ————.
Y (i)
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Rozwiazanie MUKI i STERNBERGA [3] ma postaé nieporéwnanie bardziej skomplikowa-
na, jednak w otoczeniu punktu przylozenia sily daje si¢ ono wyrazi¢ wzorem asympto-
tycznym

" o 2P xi2(1—9)x,x3
W B—2)(x1+x3)*

Z poréwnania obu wzordw widaé, ze wspdlczynniki intensywnoéci nieskoficzonej kon-
centracji naprezen sg réZzne oraz, co wigcej — rozwigzanie niesymetrycznej teorii spre-
zystoéci nie przechodzi w rozwigzanie klasyczne przy / — 0. Ta ostatnia uwaga dotyczy
jedynie wzoru na wspdétczynnik intensywnoéci naprezefi, a nie pelnego rozwiazania za-
gadnienia brzegowego.

Fakt ten, bedacy czgsto podstawa krytyki modelu ciata nieprostego, jest jednak znéw
prosta konsekwencja faktu, ze stata / o wymiarze dtugosci nie moze pojawié sig, w braku
innych parametréw geometrycznych, w bezwymiarowym wspdtczynniku intensywnosci.
Wspdlczynnik ten moze by¢ jedynie funkcja liczby Poissona.

Zagadnienie skrgcania preta pryzmatycznego przy uwzglednieniu wplywu naprezen
momentowych bylo rozwazone w pracy [13]. Wzér na sztywno$¢ skrecania preta pryzma-
tycznego o przekroju F (przy zalozZeniu, ze dodatkowa stala = 0) ma postaé

op+PA4p)  o(p+1*49)
S =G S S [x oy Y 0x

Fx? +y2+612]dxdy,

gdzie ¢ = p(x, y) jest funkcja spaczenia spefniajaca rownanie

2 . _ 62 62
Ap—1 4A<p 0, 4 g +7y—2_
oraz odpowiedni uklad warunkéw brzegowych. Przy I — 0 wzory powyZsze przechodzg
w znane wzory klasyczne teorii skrecania Saint-Venanta.,
Uwzglednienie naprezen momentowych prowadzi do zwickszenia sztywnosci skrecania
pretéw sprezystych. Widaé to wyraznie ze wzoru na sztywnoéé J skrecania preta o prze-
kroju kotowym i érednicy o, wyprowadzonego przez KoITERA [2],

J =%Gd“ [1--48(1/d)* (147,

wzglednie

J=J, [1—]—48 (%) (1+77)] :

Tutaj J, oznacza sztywno$¢ wyznaczona zgodnie z teorig Saint-Venanta. Dla pretéw
o bardzo malej §rednicy poréwnywalnej z I, wzrost sztywnosci staje si¢ znaczny. Wynik
ten, pod wzgledem jakodciowym, jest w zasadzie zgodny ze znanym stwierdzeniem o pod-
wyZszonej wytrzymalo§ci cienkich drutéw ze wzgledu na zwigkszony wplyw energii po-
wierzchniowe;j. '

Uwzglednienie dodatkowej stalej sprezystoSci w zagadnieniach propagacji fal spre-
zystych prowadzi do zjawiska dyspersji. Na przyklad Rymarz rozwazyl w pracy [14]
problem propagacji fal powierzchniowych z uwzglednieniem naprezei momentowych.
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Predkoéé propagacji v fal Rayleigha wyznacza sig, jak wiadomo, z réwnania algebraicz-
nego [15]

Q2—n?)* = 16(1—yn*)(1—n?),

gdzie 7 =w/cp jest stosunkiem tej predkosci do predkoéei propagaciji fal poprzecznych,
ay =crfcy =]/% — stosunkiem predkos$ci propagacji fal poprzecznych do po-
—V .
dhiznych. Widac stad, ze v zalezy wytacznie od charakterystyki sprezystej ciala, a nie zalezy
od parametrow (dtugoéci) fali.
W przypadku rozwazonym w pracy [14] odpowiednie réwnanie charakterystyczne ma
postaé

Q) (1422 24383 42807 1" | = 16(1+46% ") —yn*) 1+ —7p?),

gdzie & =2ml/2, a A jest diugoscia fali. Predko$¢ propagacji fal powierzchniowych jest
dla [ > 0 wicksza od predkosci fal Rayleigha i wzrasta przy malejgcej dhugoéei fali. Drga-
nia sa wiec dyspersyjne, czego mozna oczekiwaé w przypadku odrodka o strukturze ko-
morkowej lub ziarnistej (dyspersja na granicach ziaren).

3. Whioski

Przytoczone przyklady wskazuja, ze zastosowanie najprostszego modelu ciata sprezy-
stego zdolnego do przenoszenia naprezen momentowych modyfikuje szereg rozwigzan
teorii sprezystosci wprowadzajac do nich zmiany o charakterze jakosciowym. Kierunek
tych zmian pozwala przypuszczaé, ze zblizamy sie w ten sposéb do fizycznie umotywowa-
nych rozwiazan dla cial rzeczywistych. Brak co prawda dowododw na to, na ile omawia-
ny model pozwala zblizy¢ sie do rzeczywistodei. Jednak prostota opisu matematycznego
stwarza tu mozliwosci wzglednie tatwej doswiadczalnej weryfikacji wynikéw analizy teore-
tycznej. Z tego tez wzgledu wydaje sie, Ze nie zaniedbujgc rozwijania teorii opartych na
modelach bardziej ztozonych, nie nalezy zapominaé o mozliwoéciach tkwiacych w oméwio-
nym tu modelu oS§rodka drugiego rzedu o zwigzanych obrotach.
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BOSMOXCHOCTh OJIHM(E NOAOHTH B TEOPETHUECKOM aHANM3E K ONKCAHMIO SIBJEHMH, NPOMCXONANINX B 1eli-
CTBWTENBHOCTH B MaTepHasax.

Summary

ON A MODEL OF BODY TRANSMITTING COUPLE-STRESSES

The subject of the paper are certain properties of the model of a body with constrained rotations applied
in the couple-stress theory. On the basis of a number of solutions known from the literature the conclusion
can be drawn that the model-in spite of its simplicity-introduces substantial modifications to many fund~
amental problems of the theory of elasticity and brings the corresponding solutions closer to the physical
reality of phenomena occuring in real bodies.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 listopada 1970 r.






MECHA NIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
3, 9 (1971)

REOLOGIA MOLEKULARNA UKEADOW POLIMEROWYCH

ANDRZE} Z1ABICKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Znaczenie rozwazai molekularnych w reologii polimeréw wydaje sie oczywiste 1 nie
budzace watpliwoéci. Teoria mechanicznych (jak réwniez innych makroskopowych fi-
zycznych) wlasnofci polimeréw sformulowana w kategoriach struktury molekularnej
prowadzi do glgbszego zrozumienia mechanizméw odpowiedzialnych za obserwowane
zjawiska, umozliwia przewidywanie zachowania si¢ réznych materialéw w réZnych wa-
runkach oraz projektowanie nowych materialéw o zmienionych wlasno$ciach i strukturze.
Teorie molekularne stanowia réwniez najlepsza podstawe dla fizycznie sensownych za-
tozen przy wyprowadzaniu réwnaf konstytutywnych z rozwazan mechaniki continuum.

Termin feoria molekularna jednakzZe jest daleki od jednoznaczno$ci. W literaturze
naukowej spotyka si¢ wiele prac, ktére nazywane sig, i co gorsza traktowane przez wieln
czytelnikéw jako «teorie molekularne», a réwnoczeénie oparte na zupelnie dowolnych
lub niedostatecznie uzasadnionych zalozeniach modelowych. Tak na przykiad, w daZeniu
do «teoretycznego odtworzenia» empirycznego prawa «potegi 3, 4» (lepko$é przy §cinaniu
proporcjonalna do 3,4 potggi cigzaru czasteczkowego polimeru) BuecHE [1] zakladat istnie-
nie «sztywnych rotacji» makroczasteczek w ukfadach ze splataniami; w tym samym celu
GRAESSLEY [2] postulowal rodzaj «slalomu» makroczasteczek przez petle innych tancu-
chéw, a Havasmr [3] i Pokrowskl [4] przyjmowali szczegdlne formy wspdélczynnikéw
tarcia. Zadna z tych koncepcji nie byta oparta na systematycznych rozwazaniach moleku-
larnych i nie miala wyraznego sensu fizycznego.

Poréwnanie réznych teorii mozna przeprowadzaé w oparciu o rozmaite kryteria.
Przedyskutujmy trzy cechy: fundamentalno$é, ogdlno$é i operatywnosé.

Pierwsze kryterium wymaga, aby teoria zawierala minimalna liczbg¢ zalozen i to zato-
Zen opartych na fundamentalnych prawach fizyki. Najlepsza podstawe teoretyczng dla
reologii molekularnej stanowi mechanika statystyczna, chociaz, jak pokaZemy niZej,
w przypadku ukladéw polimerowych konieczne jest wprowadzenie do niej dodatkowych
uproszczen i zatozen.

Ogdlno$é teorii molekularnych powinna dotyczyé przede wszystkim warunkéw brze-
gowych (geometria i czasowy przebieg deformacji, pola zewnetrzne, zmiany parametréw
zewngtrznych itp.) tak, aby mozna bylo nimi objaé mozliwie szeroki zakres zjawisk. Z dru-
giej strony teorie takie nie moga byé zbyt ogélne w odniesieniu do rozpatrywanych struktur.
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Teorie molekularne sa z reguly specyficzne i dotycza waskich klas modeli molekularnych
opisujacych rézne struktury ukiadow rzeczywistych. - '

Operatywno$é teorii (tractability) oznacza, Ze wyniki mozna przedstawi¢ w prostej
i przejrzystej formie pozwalajacej na latwa interpretacje obserwowanych zjawisk doswiad-
czalnych i iloSciowy opis skomplikowanych proceséw. Osobiscie jestem zdania, Ze praw-
dziwie fundamentalna teoria molekularna nie moze daé wynikow wystarczajaco opera-
tywnych do zastosowania w standardowych metodach badawczych lub procesach technicz-
nych. Oczywiscie kazda teoria musi byé dostatecznie operatywna, aby mozna bylo z niej
wyciagnaé wnioski majace sens fizyczny, lecz poprawa operatywnosci kosztem fundamen-
talnoéci lub ogdlnosci teorii wydaje si¢ w tym przypadku niecelowa.

Celem niniejszego artykulu jest omdwienie pewnych ogdlnych zasad konstruowania
molekularnych teorii uktadéw polimerowych i okre$lenie miejsca takich teorii w stosunku
do mechaniki statystycznej i mechaniki continuum. Niektére z pogladdw wystepujacych
w tym artykule sformutowane byly w bardziej prvmitywnej i surowej formie na V Mig-
dzynarodowym Kongresie Reologicznym w Kyoto [5]. Artykul niniejszy stanowi zmodyfi-
kowang wersj¢ referatu wygloszonego przez autora na Migdzynarodowym Sympozjum
na temat Makroczasteczek [UPAC w Leiden, w sierpniu 1970 roku.

2. Mechanika statystyczna i uproszczone teorie molekularne

Mechanika statystyczna rozwazajagca uklad N prostych jednostek kinematycznych
(atomy lub proste czasteczki) stanowi najbardziej fundamentalna podstawe wszelkich
teorii molekularnych. PoloZzenia q i pedy p wszystkich rozwazanych jednostek tworza
wéwczas 6N-wymiarowa przestrzen zmiennych konfiguracyjnych. W przestrzeni tej zde-
finiowaé mozna tzw. N-czgsteczkowa funkcje rozkladu
@.1 dn = consto™(q,, Py, .-, Gn, Pn; £)dQ, dpy, ..., dandpy.

Rozwaza sig rowniez zredukowane, n-czgsteczkowe funkcje rozktadu (n << N) w przestrze-
niach 6n-wymiarowych

2.2) ,
Q(") :f e fQ(N)(qL: Dis oves Qs Puss qn+15 pn+1> ---ana pN> t)dqn+1dpn+1: taey qu: de-

Znajomo$¢ takich funkcji (wyznaczonych z odpowiednich réwnan kinetycznych) pozwala
na udrednienie lokalnych charakterystyk jednej czasteczki lub zespotu czasteczek i uzyska-
nie makroskopowych charakterystyk fizycznych calego ukladu. Tak np. dla kazdej pary
czastek (7, /) oddzialujacej z potencjalem U j rozdzielonej wektorem R mozna okres-
li¢ site oddzialywania £ i odpowiednia lokalng diade naprezen o)

(2.3) £ = grad UN[1+ ...,
(2.4) o = fWDRUNT oy cgrad UHRUNT,
Makroskopowy tensor naprezen o sktada si¢ z dwéch czescei

2.5) 6 = oK) f-g¥)
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Cze$é kinetyczna (decydujaca o zachowaniu si¢ gazow, mniej istotna w ukladach skon-
densowanych) zalezy od rozkladu peddw poszczegSinych czastek

(2.6) o) = (c/m)[<pp">—<(py <p>"].

Cze$é zalezna od oddzialywan, dla niezbyt gestych ukladdw i niezbyt wielkich potencja-
16w, okreslona jest przez oddzialywania czastek parami

Q.7 oV = ¢ IRTY ~ c(gradUR");

¢ oznacza liczbg czastek w jednostce objetosei ukladu, ni — mase czastki, a ¢> uérednienie
po calym uktadzie. USrednienie takie jest réwnowazne catkowaniu z unormowang funkcja
rozkladu o'¥ lub funkcjami zredukowanymi o™, Tak np., uérednieniec wyrazu kinetycz-
nego (2.6) przeprowadzaé¢ mozna przez catkowanie z jednoczasteczkowa funkcja rozktadu
o'V, a wyrazu oddzialywan (2.7) z funkcjg dwuczgsteczkowa ¢/® (funkcjg rozktadu par).

Ujecie tego rodzaju stosowane bylo z powodzeniem w molekularnej teorii gazdw
i cieczy jednoatomowych [6, 7]. W przypadku ukiladéw bardziej skomplikowanych napo-
tyka sie jednak na powazne trudnoéci. DAHLER i ScrIVEN [8] dyskutowali przypadek czaste-
czek wieloatomowych traktujac je jako pojedyncze jednostki kinetyczne oddziatujace
z niecentralnym potencjatenm, co prowadzito do ogdlnie niesymetrycznego tensora na-
prezen. Sens fizyczny takiego potencjatu nie jest jednak jasny, tym bardziej, Ze autorzy
nie precyzowali blizej jego formy.

Jeszcze powazniejsze trudnosci pojawiaja sie, gdy w gre wchodzg uktady makroczastecz-
kowe, Dlugie czasteczki tancuchowe o wielu tysiacach ogniw i odpowiednio wielkiej
liczbie wewnetrznych stopni swobody nie moga byé traktowane jako proste jednostki
kinetyczne z pojedynczym potencjalem oddzialywan. Gdyby$my, z drugiej strony, wybrali
jako jednostki kinetyczne poszczegdlne atomy tworzace makroczasteczki (i czasteczki
rozpuszczalnika, jeSli taki wystepuje w ukladzie), to spotkaliby$my si¢ z pewna liczba
nieréwnowaznych oddzialujacych par atoméw, jak na przyklad dwa atomy sasiadujace
w jednej makroczasteczce (polaczone wigzaniem chemicznym), dwa odlegle atomy w tym
samym lafncuchu, atomy nalezace do dwdéch réznych makroczasteczek itp. Tak ztozony
charakter oddzialywan w ukladzie wyklucza mozliwo$é zbudowania teorii molekularnej
na podstawie «czystej», niezmienionej mechaniki statystycznej, bez wprowadzenia dodatko-
wych upraszczajacych koncepcji.

Teorie zawierajace dodatkowe zalozenia modelowe i uproszczenia bgda z koniecznosei
mniej fondamentalne niz teorie oparte na «czystej» mechanice statystycznej i beda zajmo-
waly pozycje posrednia pomigedzy mechanika statystyczna i fenomenologiczng mechanika
continuum (rys. 1). Jezeli taka po$rednig teorie mamy traktowaé jako «molekularng»,
uproszczony model strukturalny musi by¢ fizycznie uzasadniony, tzn. zgodny z faktyczna
struktura odpowiadajacego mu uktadu rzeczywistego, a uproszczone oddziatywania musza
posiadac jasny sens fizyczny, w miarg moznoéci wyprowadzony z bardziej fundamental-
nych rozwazan mechaniki statystycznej. Niestety wiele opublikowanych teorii uktaddw
polimerowych nie spelnia tych warunkéw zawierajac dowolne i niesprawdzaine zatozenia
o strukturze ukladu i wystepujacych w nim oddziatywaniach.

W uproszczonych teoriach molekularnych wybiera si¢ pewne jednostki strukturalne,
specyficzne dla danego ukltadu, ktére zastepuja atomy w ujeciu mechaniki statystycznej.
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Role takich jednostek moga odgrywaé poszczegblne makroczgsteczki, segmenty larcu-
chéw, agregaty molekularne itp. Konfiguracje kazdej takiej jednostki opisuje sig za po-
moca N zmiennych u = (u,, u,, ..., Uy), ktére zastepuja zmienne ¢ i p w mechanice sta-
tystycznej. Zalezna od czasu funkcja rozkladu dla pojedynczej jednostki strukturalnej
okre$lona jest przez réwnanie cigglosci w N—wymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej

2.8) O 31+ (371 0u) (Pi) = P

OSRODK} CIAGLE
TEOR!A OSRODKOW CIAGEYCH

USREDNIENIE

MODELOWE UKEADY POLIMEROWE

UPROSZCZONE TEORIE MOLEKULARNE

TEQRIA ODDZIALYWAN

PEYNY JEDNOATOMOWE, IZOLOWANE MAKROCZASTECZKI

MECHANIKA STATYSTYCZNA

Rys. 1

Mozna zauwazy¢, ze w réwnaniu (2.8) pojawia sie obok zwyklego wyrazu dywergencji

i zmian czasowych — czynnik kinetyczny ?’m réwny szybkodci powstawania nowych
jednostek strukturalnych w ukltadzie. Podstawowe rdownania teorii obejmuja réwniez
rownania kinematyczne

2.9 u=nuu, ¥, 1)
i réwnanie opisujace kinetyke powstawania i rozpadu jednostek strukturalnych
(2.10) Vi = Pranu, 0, ¥).

Réwnania te muszg by¢ sformulowane w oparciu o niezalezne rozwazania kinematyczne
i kinetyczne. Uwzglednienie oddzialywarnn pomiedzy okreSlonymi «centrami oddzialywa-
niay» jednostek strukturalnych prowadzi do sily oddziatywan

(2'11) . :f(u, l") T))
ktdéra po pomnozZeniu przez odpowiedni wektor R i stezenie ¢ daje lokalna diade naprezen
(2.12) o, = cfR”,

Makroskopowy tensor naprezen (podobnie jak kazda inna wielko$¢ makroskopowa o
zalezng do konfiguracji uktadu) otrzymuje si¢ przez uérednienie charakterystyk lokalnych
zgodnie z funkcja rozkladu ¥

@.13) Cmnoro = (o) = | oo [ o0 P, 1) dMu.

Réwnanie ciagloéci, réwnania kinematyczne, kinetyczne i dynamiczne (2.11) tworza
podstawowy uklad réwnan teorii molekularnej i musza byé rozwiazane wraz z wlaci-
wymi warunkami poczatkowymi i brzegowymi. Omdéwiony wyzej schemat pozwala na
uwzglednienie rozmaitych warunkdw zewngtrznych (wchodzacych do réwnan jako para-
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metry zalezne od czasu) lacznie z odksztalceniami niejednorodnymi, niestacjonarnymi
itp. [5]. W ostatnim rozdziale tej pracy sformulujemy i przedyskutujemy podstawowe
réwnania teorii rozcienczonych roztwordw polimeréw i ukladéw sieciowych.

3. Uproszczony opis niektérych oddzialywan w ukladach makroczasteczkowych

Aby zbudowaé molekularna teorig uktadéw wielkoczasteczkowych nalezy upro$cié
zlozone oddzialywania molekularne tak, aby uzyskal wystarczajaco proste zaleZnosci
do wstawienia do réwnan dynamicznych (2.11) i kinematycznych. Szczegélowy przeg-
lad mozliwych oddzialywan wykraczatby poza zakres niniejszego artykulu; ograniczymy
si¢ tu tylko do kilku przyktadéw, ktére beda zastosowane nastepnie przy budowie teorii
rozcienczonych roztwordw 1 sieci.

3.1. Oddzialywania wewnatrzezasteczkowe w lascuchach polimeréw. RozwazZania statystyczne po-
zwalaja na wprowadzenie dokladnych rozkladéw konformacji dla liniowych makroczaste-
czek o okreSlonych dlugoéciach wigzan z, katach wartoéciowoéci « 1 potencjalach rotacji
U(gp). Odpowiednie metody obliczeniowe i przeglad wynikéw znalezé mozna w mono-
grafiach [9-11]. Analizowano réwniez zagadnienia konformacji makroczasteczek obda-
rzonych tadunkami elektrycznymi (por. [12] i literaturg tam cytowang).

W celu zbudowania teorii uktaddéw polimerowych, a nie izolowanych
makroczasteczek, dokiadne lecz bardziej skomplikowane rozklady konformacji nalezy
zastapié uproszezonymi modelami. Jednym z najbardziej popularnych modeli tego rodzaju
jest tzw. «ancuch swobodnie polaczonych segmentéw statystycznychy» [9-11].

Rzeczywista makroczasteczke fancuchowa skladajaca sie z M ogniw o diugoéci z,

o statych katach warto§ciowoéci a i potencjale rotacji dokota wigzania w tancuchu U{p),
rys. 2, zastepuje sie ukladem swobodnie potaczonych M’ segmentow statystycznych o dtu-
goscia (a > z; M' << M) mogacych przybieraé z réwnym prawdopodobienstwem dowolne
orientacje w przestrzeni (rys. 3). Do takiego ukladu stosuje si¢ teori¢ przypadkowego bia-
dzenia, ktdra przewiduje §redni kwadrat odlegloci miedzy koncami fancucha
(3.1a) iy = M'a.
Odpowiednia warto$é (h?> dla rzeczywistej makroczasteczki mozna wyliczy¢ z dokladnego
modelu molekularnego uwzglgdniajacego ograniczenia rotacji i katy wartoSciowosci.
Obliczenia takie stanowig przedmiot statystycznej teorii polimerdw [9~11] i przeprowadzo-
ne zostaly dla znacznej liczby réznych makroczasteczek. Tak np. dla dostatecznie dtugich
tancuchdw o symetrycznych i niezbyt wielkich barierach potencjatu rotacji U(p) otrzymuje
sig tzw. wzdr TAYLORA [13]

14cosa 14<cosg)

3. 2y = Mz?
(3.10) W5 = Mz 1—cosa 1—{cosg) ’

gdzie $redni cosinus kata rotacji ¢ zwiazany jest z funkcjg potencjalu rotacji U(p) zalez-
noscig

2n
[ cospexp[— U(p)/kT]dp
(3.2) (cosg)y = 2 on
Of exp[— U(p)/kT]dp




408 A. ZIABICKI
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Rys. 2. Makroczasteczka tanicuchowa
z — diugosé wigzania w laficuchu, o — kat wartosciowosei, ¢ — kat rotacji

Rys. 3. Model swobodnie polgczonych segmentbw statystycznych
Podobnie mozna obliczyé tzw. «dlugo$é konturowa» (lub hydrodynamiczng) makro-
czasteczki /, jako sume dhugosci wszystkich ogniw (dla rzeczywistej czasteczki)
(3.3a) [ = Mz

Iub jako sume dlugosci segmentéw statystycznych (model swobodnie polaczonych seg-
mentéw)

(3.3b) I=M'a.

Przyréwnujac odpowiednio ¢h*y i / dla rzeczywistej makroczasteczki i rownowaznego
jej modelu, otrzymuje si¢ parametry M’ i @ w postaci:
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, 1—cosa 1—'<cos<;o>
M =M = 7
(3:4) 1+cosa 1+{cosed ’

__ l+4cosa 1+ (cosg)
~ " 1—cosa (l—cosg> °

3.5)

Dalsze rozwazania statystyczne prowadzi si¢ juz w oparciu 0 model przedstawiony na
rys. 3. Istotng charakterystyka statystyczng takiego modelu jest rozkiad gestosci prawdo-
podobiefistwa dla wektora h faczacego korce lafdcucha. Doktadng funkcj¢ rozkladu dla
fancucha o dowolnej liczbie segmentéw M’ mozna przedstawi¢ w postaci [11]

(3.6) Wo(h) = (2mh)™ [ sin(hs) [sin(as)/as]" sds.
0

Dla dostatecznie duZej liczby ogniw M’ > 1 (a z takimi ukladami mamy najczeéciej do
czynienia w przypadku polimerédw) mozna uzyskaé przyblizony rozklad [9, 11, 14]
hil

(3.62) Wo(h) = Cexp[—(lJa) [ L*(x)dx],
0

. 9 . , . .
gdzie L*(x) = 3x—l—§x3+... oznacza odwrotna funkcj¢ Langevina, a C jest stala normali-

zacyjna.

Funkcja rozkiadu (3.6a) opisuje w stosunkowo prosty sposéb zachowanie si¢ gigtkiej
lancuchowej makroczasteczki i uwzglednia (za posrednictwem parametréw / i @) wplyw
rzeczywistych statych molekularnych, takich jak diugo$é wiazan z, katy warto$ciowosci a
i ograniczenia rotacji wiazan U{gp).

Wewnetrzna funkcja rozkiadu ¥, charakteryzuje réwnoczeénie stan termodynamiczny
makroczasteczki w réwnowadze przy réznej odlegtoéci jej koncdw. Naturalng konsekwen-
cja tego jest wige istnienie pewnej rdwnowagowej sily sprezystej, ktora pojawia si¢ w tan-
cuchu odksztatlconym '

3.7 f,; = —kTgrad(In¥,) =

kKTL*(h)D) . 3kT 3
o =T\t

Powyzszy model nie przewiduje jednak sity sprezystej zwiazanej z réznicami energii po-
miedzy réznymi izomerami rotacyjnymi.

Istnienie pewnych barier energetycznych, ktére nalezy pokonaé w procesie deformacji
faficucha (tzn. dU/dp # 0) powoduje réwniez istnienie pewnej sily nieréwnowagowej
f, gdy lancuch jest poddany pewnej szybkosci deformacji (dh/dt # 0)

h

(3-8) f, = const[d[h|/dt4a, (djhl/d1)>+ ...] W

Zjawisko to zostalo opisane przez W. Kunna 1 H. Kunna [15], ktérzy nazwali je lep-
koScig wewnetrzng lavicucha. Biorac pod uwage, ze stala w réwnaniu (3.8) jest odwrot-
nie proporcjonalna do liczby segmentéw laiicucha zdolnych do rotacji (a wigc odwrotnie
proporcjonalna do dtugoéci konturowej /) ograniczajac si¢ do rozwazania matych szybkosci
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deformaciji [liniowy wyraz w réwnaniu (3.8)] i przedstawiajac szybko$¢ deformacji w postaci
wektorowej otrzymamy z réwnania (3.8)

h"h
(3.8a) f,ry 2 h.

Stata y w (3.8a2) okre§lona jest jedynie przez chemiczna strukture makroczasteczki i jest
praktycznie niezalezna od cigzaru czasteczkowego. W zasadzie y mozna wyznaczy¢ (lub
przynajmniej oszacowaé poréwnawczo dla szeregu polimeréw) stosujac metody dwoj-
lomnoéci strumieniowej [16]. Dotychczas brak dokladnej teorii wiazacej fenomenologiczne
pojecie lepkosci wewngtrznej z pierwotnymi charakterystykami molekularnymi. W przybli-
Zeniu teorii absolutnych szybkoéci reakeji [17] mozna spodziewaé sig, Ze wspdlczynnik
bedzie zwiazany z réznica maksimum 1 minimum energii potencjalnej rotacji AU =
= U .x—Un> Spelniajaca role «energii aktywacji» dla proceséw molekularnych
(obroty segmentéw dokota wiazan) i deformacii calej czasteczki

3.9) y ~ constexp[—AU/kT].

Tak wigc, zachowanie si¢ mechaniczne gigtkiej makroczasteczki tancuchowej z «lep-
koScia wewnetrzna» (izn. ograniczeniami rotacji) mozna traktowaé jak zachowanie sig
(niekoniecznie liniowego) elementu lepkosprezystego (rys. 4). Mechanizm sprezystosci

kT

—-

Rys. 4. Model mechaniczny lancuchowej makroczasteczki z «lepko$cia wewngtrznay»

zwiazany jest z entropia konfiguracyjng taficucha zbudowanego z duzej liczby segmentéw
i zmianami tej entropii przy deformacii (3.6a), (3.7). Zatlumienie odpowiedzialne sa procesy
kinetyczne zwiazane z przeskakiwaniem barier potencjalnych rotacji tancucha («lepkoéé
wewnetrzna», (por. (3.8)). Nalezy jednak podkreslié, Ze model mechaniczay na rys. 4
nie stanowi zato Zenia wteorii molekularnej, lecz wy nik a z bardziej fundamental-
nych rozwazan molekularnych oméwionych wyzej. Nalezy to podkreslié tym bardziej,
Ze istnieja réwniez fenomenologiczne teorie lepkosprezystoéci polimerdw oparte na postu-
lowanym polaczeniu okre§lonej liczby elementéw modelowych (sprezyn i ttumikéw).
Teorie takie nie maja oczywiScie charakteru teorii molekularnych jakkolwiek niektSrzy
autorzy [55] przypisuja poszczegdlnym elementom modelu w sposéb mniej lub bardziej
dowolny pewien «sens molekularny».

3.2. Oddziatywania miedzyczasteczkowe w nkladach polimerowych. W ukiadach zawierajacych za-
réwno czasteczki polimeru, jak i substancje niskoczasteczkowe, rozpuszczalnik majacy
czasteczki o wiele rzedéw wielkoéci mniejsze od makroczasteczek polimeru mozna trak-
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towaé jako lepkie continuum. W takim przyblizeniu dyskretne w istocie oddzialywania
polimer-rozpuszczalnik mozna opisa¢ kontynualizowanym pojeciem farcia polimer—roz-
puszczalnik. Sumaryczna sila tarcia makroczasteczki o diugoéci konturowej / wynosi
wowczas

(3.10) £ = CIAVI oy |Av]+oodv2+ .. ],

gdzie Av oznacza rzeczywista réznicg predkosci pomigdzy makroczasteczka i rozpuszezal-
nikiem, a ¢ jest molekularnym wspdlczynnikiem tarcia na jednostke dlugosci konturowej
makroczasteczki otoczonej rozpuszczalnikiem. { zalezy od struktury molekularnej poli-
meru 1 rozpuszezalnika i od temperatury. Pojecie tarcia polimer-rozpuszezalnik zostalo
wprowadzone przez W. Kunna i H. KunnNa [18] i od tego czasu bylo szeroko stosowane
w teorii rozcieficzonych roztworéw polimeréw. W zasadzie wspdlezynniki £ mozna wy-
znaczyé eksperymentalnie dla dowolnej kombinacji polimeru i rozpuszczalnika z pomiaréw
lepkoéci lub statych dyfuzji.

Zgodnie z zalozeniem ciaglosci rozpuszczalnika, oddzialywania pomiedzy jego czastecz-
kami traktuje si¢ zazwyczaj jak lepko$¢ zwyklej cieczy newtonowskiej.

Oddzialywania odleglych czeSci tef samej makroczqsteczki w rozcieficzonym roztworze
mozna traktowaé jako pewne zaburzenia pola predkosci w rozpuszczalniku. Zgodnie
ze znana teorig Oseena [19] zaburzenie predko$ci Av, w jakim$ punkcie p okreslone jest
przez sily tarcia we wszystkich pozostalych punktach ¢ (centrach tarcia) w uktadzie. Taki
typ oddzialywann migdzymolekularnych zwany «oddzialywaniami hydrodynamicznymi»
dyskutowano szeroko w teoriach rozcienczonych roztworéw polimerédw; w ukladach ste-
zonych jednak wydaje sig, Ze efekt ten mozna pominaé w poréwnaniu z farciem typu poli-
mer—polimer. Dla dwu czasteczek polimeru (lub réznych czgéci tej samej makroczasteczki)
spotykajacych sie w punkcie kontaktu mozna napisa¢ przez analogi¢ do wzoru (3.10)

(3.11) £,, = EAV[1+4 By |Av|+BalAv|2+ ...],

gdzie £ — molekularny wspdtezynnik tarcia na jeden kontakt polimer-polimer. Taki
mechanizm odpowiedzialny jest za zachowanie si¢ bardzo stgzonych roztworéw sztywnych
asymetrycznych czastek i wnosi przypuszczalnie istotny wklad w zachowanie si¢ wszystkich
stgzonych ukladéw polimerowych.

Zupelnie inny rodzaj oddzialywaf polimer-polimer przejawia sie w postaci zlokalizo-
wanego wezla energetycznego, tzn. wiazania chemicznego lub quasi-chemicznego (rys. 5).
Jezeli pominiemy male wahania w obrebie takiego wigzania, wezel energetyczny mozna
traktowaé jako $cisle zlokalizowany w okre§lonym polozeniu wzgledem obu uczestni-
czacych w nim makroczasteczek, ktorych wzgledna predko$é Av jest zawsze réwna zeru
(rys. 5b). Przyjmuje sie, ze wezet taki ma skonczona energie dysocjacji; po osiagnieciu
krytycznego poziomu energii, na przyklad przez dostarczenie z zewnatrz energii termicznej,
mechanicznej itp., wezet ulega natychmiastowemu zerwaniu i Av — co.

Inne zachowanie si¢ wykazuje uklad przenikajacych sie petli, ktére tworza tzw. wezel
Splgtania (rys. 6). Taki rodzaj oddzialywan, specyficzny dla dtugich, gietkich lancuchéw
prowadzi do wigzan, ktére nie sg zlokalizowane lecz wykazuja zdolno$¢ do §lizgania sie
(z pewnym tarciem kontaktowym) wzdhuz lancuchéw. Dynamiczne zachowanie si¢ weztow
splatan jest anizotropowe: w kierunku odpowiadajacym zacie$nieniu si¢ petli (y) wezel
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a b
a b

AU Poslizg taricuchdw

AU X y
Dysogjacjp " F Zerwanie\  f
Rys. 5. Wezel zlokalizowany (energetyczny): Rys. 6. Wezel niezlokalizowany (splatanie):
a) schemat, b) szybkos¢ delokalizacji w funkcji a) schemat, b) szybko$¢ delokalizacji w funkcji

przytozonej energii (lub naprezenia) przylozonego naprgzenia

jest praktycznie zlokalizowany i zachowuie sie jak wezet energetyczny z energia dysocjacii
okre$long przez zerwanie lanicuchéw., Wzdtuz lancucha (%ierunek x) obserwuje sie §liz-
ganie sie taincuchow z tarciem kontaktowym [por. (3.11)]. Sytuacje taka przedstawiono
schematycznie na rys. 6b.

4. Przyklady zastosowan do rézinych ukladéw pblimerowych

Przedstawiony powyzej schemat postgpowania pozwala na skonstruowanie teorii dla
réznych uktadéw polimerowych. Oczywiscie nie jest to jedyny mozliwy schemat postgpo-
wania w tej dzjedzinie, lecz wydaje sig, Ze daje on racjonalna i dogodng podstawe dla
uproszczonych rozwazan molekularnych.

Liczba ukladéw strukturalnych badanych w oparciu o powyzsze lub podobne schematy
postgpowania jest niewielka. Mozna tu wymienié rozciehczone zawiesiny czastek sztyw-
nych [20-28] i lepkosprezystych [56] oraz rozciericzone roztwory polimerédw o réznych
typach oddziatywan wewnatrzczasteczkowych z pominieciem oddzialywan miedzyczastecz-
kowych [29-40]. Drugim skrajnym przypadkiem jest trwala sie¢ makromolekularna, ktéra
analizowalo wielu autordw poczynajac od lat trzydziestych (por. [41] i literature tam cy-
towana). Sieci typu «kolczugi» (tzn. uktady utworzone z zamknigtych, przenikajacych sig
wzajemnie petli) dyskutowali ostatnio FRISCH 1 PRAGER [42] oraz EDWARDS [43]. Oba te
modele stwarzaja podstawe do molekularnej interpretacji sprezystosci kauczukéw. Teoria
czasowych sieci ze zlokalizowanymi wigzaniami opracowana przez GREENA i TOBOLS-
KY’EGO [44], ScoTTA i STEINA [45], YamMaMoOTO [46] i LoDGE’A [47] wydaje si¢ whadciwa dla
ukiaddéw silnie polarnych (polarne Zele, wulkanizowane kauczuki z rozpadajacymi si¢
fancuchami, itp.).

Brak dotychczas teorii stezonych roztwordw i stopionych polimeréw, w ktoérych spla-
tania i §lizganie si¢ lancuchéw odgrywaja zasadnicza role. Prac opublikowanych przez
BUECHE [1], GRAESSLEYA [2], HavasHI [3], HOFFMANNA [48] nie mozna tu braé¢ pod uwagg,
poniewaz zawieraja one dowolne zatozenia [1, 2] lub bledy formalne [3, 58]. Rozszerzenie
teorii rozcienczonych roztworéw Rouse’A [33] na stezone uklady ze splataniami tafcu-
chéw [49-51] jest fizycznie nieprawidiowe. Krytyke tego ujecia podamy w nastgpnym
rozdziale. Ostatnio systematyczne badania nad teoria sieci splatar podjeto w Pracowni
Fizyki Polimeréw IPPT PAN. Niektére wyniki tej teorii zostaly juz opublikowane [52-54]
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i zostang przedyskutowane w nastgpnym rozdziale pracy; dalsze badania nad teoria sg
obecnie w toku.

4.1, Teoria rozcieficzonych roztworéw i sieci splatai. Postepujac zgodnie ze schematem na-
kre§lonym w poprzednich rozdziatach dokonamy obecnie poréwnawczej analizy dwu
teorii molekularnych: rozciericzonych roziwordw zawierajacych gietkie makroczasteczki
w lepkim rozpuszczalniku, oraz sieci splgtan tworzacych si¢ z podobnych makroczaste-
czek w ukladzie stgzonym. Poréwnanie tych dwéch ukiadéw wydaje sie szczegdlnie inte-
resujace. Teoria rozcienczonych roztwordw jest dobrze rozwinigta i powszechnie uznana,
a wiec stanowi dobry przyklad do ilustracji ogélniejszych rozwazan. Pomimo pewnych
formalnych podobienstw pomigdzy modelami molekularnymi rozwazanymi w obu teoriach
(por. rys. 7) makroczasteczki w ukladach sieciowych zachowuja si¢ zupelnie inaczej niz
w roztworach rozcienczonych; niemniej w literaturze ukazato si¢ ostatnio kilka prac,
w ktérych teorig¢ rozcieiczonych roztworéw po wprowadzeniu poprawek na «ograniczo-
ng ruchliwo$é» lub «efektywny wspolczynnik tarcia» stosowano do opisania ukladéw sie-
ciowych [49-51].

Pierwsza réznica pomigdzy obydwoma ukladami molekularnymi polega na sposobie,
w jaki sily zewngtrzne przylozone do brzegéw probki przekazywane sg poszczeg6lnym
makroczasteczkom. W uktadach o rozdzielonych makroczasteczkach (rozcieficzone roz-
twory) sily przekazywane sg poprzez lepkie continuum (rozpuszczalnik) jako sily tarcia.

Rys. 7. Modele molekularne taficuchowej makroczgsteczki: a) w rozcieficzonych roztworach; N sub-lad-
cuch6w z centrami tarcia, b) w roztworach st¢zonych lub w stopach; N fancuchow sieci z weziami splatanh

W koherentnej sieci utworzonej z makroczasteczek polaczonych wezlami, sita przekazy-
wana jest poprzez wezly, a sily tarcia, jesli wystepuja, wnosza jedynie pewien wkiad do
dynamicznej reakcji poszczegdlnych makroczasteczek lub ich czgéci.

W odréznieniu od rozcienczonych roztwordw, gdzie wszystkie sub-laficuchy (patrz
rys. 7a) maja ex definitione ten sam cigzar czasteczkowy (i dtugo$ci konturowe I), lavicu-
chy sieci, tzn. odcinki makroczasteczek zawarte pomigdzy sasiednimi weztami maja rézne
i zmieniajace si¢ w czasie dlugosci /. Dlatego tez molekuiarna teoria takich ukladéw po-
winna bra¢ pod uwage rozklad dlugoéci konturowych [/ jako niezaleznych zmiennych
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1 uwzgledniaé szybkosei §lizgania sig I jako zmienne kinematyczne oprécz zwykle rozwa-
zanych wektoréw taczacych sasiednie wezty h i predkoscei weztéw h.

[ Wreszcie, «czasowe» uklady sieciowe dopuszczaja istnienie proceséw kinetycznych
rozpadu i odtwarzania si¢ weziéw, co nie ma miejsca w rozcieficzonych roztworach z roz-
dzielonymi makroczasteczkami.

Dokonajmy teraz systematycznego przegladu obu teorii. Bedziemy rozwazaé rozklady
konfiguracji pierwotnej makroczasteczki skiadajacej sie z N sub-taficuchéw (rozciericzo-
ne roztwory, rys. 7a) lub N laficuchéw sieciowych (sie¢ splatan, rys. 7b). W ten spo-
s6b zespdt niezaleznych zmiennych konfiguracyjnych dla rozcieiczonego roztworu obej-
muje 3N sktadowych wektoréw h; poszczegdlnych sub-fancuchdéw, podczas gdy dhugosci
konturowe wszystkich elementéw sa réwne [, = L/N (L = dlugo§¢ konturowa calej
makroczasteczki). W ukladzie sieciowym mamy 4N—1 niezaleznych zmiennych: 3N skla-
dowych wektoréw h; i N dlugoscei konturowych, [; wraz z warunkiem normalizacji

N

@.1) =L

i=1

Funkcja rozkladu dla rozcieficzonych roztwordw zdefiniowana jest jako gesto§é prawdo-
podobienstwa w 3N-wymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej

“4.2) P(h, 1)d**h = dnfn,,
podczas gdy dla sieci splatan
4.3) Y*(h, 1, 1)d**hd™ = dn*|nf,

przy czym gwiazdka oznacza charakterystyki odnoszace si¢ do ukladu sieciowego, a h, 1
sg wektorami

h= (xlaxZ, s XN V15 Va2 oo ZN),
L=, by oo In).

Naprezenie w i-tym sub-fancuchu makroczasteczki w rozcienczonym roztworze f
obejmuje sktadniki sprezystosei 1 lepkoSci wewngtrznej

T
(4.4) 5 —kT[ (1+ S )h,+3lngl:|+yh'—l:ih.
51 Ih
Ze wzgledu na prostote, oddziatywania hydrodynamiczne zwykle uwzgledniane w teorii
rozcienczonych roztworédw pominiemy w niniejszej dyskusji.
Podobne naprezenie w i-tym fancuchu sieci splatan obejmuje oprocz wyrazéw wyste-
pujacych w réwnaniu (4.4) rowniez efekty tarcia przy §lizganiu si¢ tancuchéw:

1 . .
(4.5) f¥ = 1}—71(({, OBy +£Cy 15,

gdzie K oznacza calkowity wspolczynnik tarcia kontaktowego (polimer-rozpuszczalnik

i polimer—polimer), a macierze zwigzane sg z tarciem kontaktowym samego lancucha (B)
i tarciem wezta splatan (C) [53].
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Réwnania kinematyczne dla rozcienczonych roztwordw otrzymuje sie bezposrednio
z bilansu sit dla i-tego centrum tarcia (peretki) taczacego sub-tancuchy i ii+1. W przyjetej
notacji warunek bilansu sit przybiera posta¢ (przyspieszenia pominigto)

(4.6) féxl. = _f_lfr == fi+1‘—fi
lub
(4.62) £ +1f,,—f, =0,

gdzie fl,, oznacza sil¢ zewnetrzng, a f},— sitg tarcia dzialajaca na i-te centrum tarcia
[por. (3.10)]. fi, fi,, oznaczaja napr¢Zenia fafcuchéw i oraz i+1 okre$lone réwnaniem
(4.4). Stosujac liniowe (stokesowskie) przybliZenie na sil¢ tarcia i wyrazajac efektywna

roznice predkodei dla i~tego centrum tarcia poprzez predkosdcei h, otrzymuje si¢ dobrze
znany wynik

@.7) by = éol— (L) 4y,
i z definicji modelu
(4.8) =0.
&, jest makroskopowym wzglednym gradientem predkoéci, a A oznacza macierz
1 —1 0

—1 2 —1

@“9) a=| b2 Tl
—1 [
0 -1 2 1

Dla ukladu sieciowego, w ktérym sily zewnetrzne przekazywane sa nie przez rozpuszczal-
nik, lecz przez same laficuchy sieci, réwnanie bilansu sit dla i-tego wezia ma postaé [53]

(410) fzixt - fl,k+1~f:" = f}k" _;'k+1,

gdzie f¥, f¥ , sa pelnymi naprezeniami laficuchéw sieci i, i-+1 [por. (4.5)] nalezacych do
rozpatrywanej makroczasteczki, a ¥, ¥, --sa podobnymi naprezeniami pozostatych
lancuchéw nalezacych do innej makroczasteczki bioracej udzial w tworzeniu wezta (rys. 8b).
Nalezy zauwazy¢, ze w odréznieniu od f;, napreZenia taficuchéw sieci f¥ obejmuja réwniez
efekty tarcia. Przez analogie do réwnania (4.6a) mozna napisaé

(4103.) fi+1'—fi—‘f7;= felzxt,

gdzie f}i jest catkowita sita tarcia w wezle 7. Jak widaé, w roztworach rozcieiczonych
sifa tarcia dziala jako sila zewnetrzna przekazujac sily z powierzchni uktadu do poszczegdl-
nych elementéw strukturalnych; w ukladzie sieciowym £}, stanowi natomiast czg§¢ reakcji
taficucha na sil¢ zewnetrzna przytozona poprzez inne lancuchy sieciowe do rozpatrywa-
nego wezla, Obie te sytuacje zilustrowano schematycznie na rys. 8.

Réznice pomigdzy réwnaniami bilansu sit prowadza do odmiennego kinematycznego
zachowania si¢ makroczasteczek w rozcieficzonych roztworach i ukladach sieciowych.
Predkosci weztéw h, dla sieci nie sa jednoznacznie okre§lone przez réwnanie bilansu
sit (4.10) i (4.10a) poniewaz fi,, nie jest okreslone, a réwnanie zawiera dwie niewiadome,
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Rys. 8. Bilans sit dla i~tego centrum oddzialywan: a) w rozcieficzonym roziworze z izolowanymi makro-
czasteczkami, b), ¢) w sicci splatan; fo., = sila zewnetrzna, fr. = sila tarcia, f;, fi;., (f¥, f¥,) = napre-
zenia odpowiednich sub-tancuchéw (fancuchéw sieci)

hil. Zauwazmy jednak, ze na skutek spdjnosci sieci lokalne gradienty predkosci ¢; muszg
by¢ srednio réwne makroskopowemu gradientowi predkosci €,. Zaldzmy w pierwszym
przyblizeniu, ze wszystkie é; sa identyczne

(4.11) 4 & = ¢,
a zatem
(4.12) _ b; = éoh;.

Druga zmienng kinematyczng, I mozna uzyska¢ z uproszczonego réwnania bilansu sit
wstawiajac h z (4.12) i uwzgledniajac usrednione oddzialywania z innymi makroczastecz-
kami [54]. Szybkosci Slizgania otrzymuje si¢ wowczas w nastgpujacej postaci

(4.13) I = Dyl

gdzie D = D(X, &, B, C) oznacza macierz zalezng od tarcia w kontaktach i w splata-
niach, a f; sa napreZeniami fancuchéw nie uwzgledniajacymi tarcia [por. (4.4)]. W przy-
.padku skrajnym, gdy tarcie w splataniu mozna pominaé¢ w poréwnaniu z tarciem w kon-
taktach (¢ < Kh) otrzymuje sie

(4.142) D= K'Eh/";
w drugim przypadku skrajnym (znikome tarcie w kontaktach (¢ > Kh)
(4.14Db) D =¢1A,
.gdzie
2 0
—4 2
@.15) g—| 4 —4 2

.......................
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Koéwnania kinematyczne dla sieci (4.12) i (4.13) sa zupelnie rézne od réwnan dla rozciesi-
czonych roztwordw (4.7) i (4.8) nawet wéwczas gdy pojawia si¢ w nich macierz A znana
2 teorii rozcienczonych roztwordw. Moina wigc oczekiwaé, ze rowniez fizyczne wlasnoécei
obu uktadéw beda rdzne.

Dalszym elementem teorii jest kinetyka powstawania i dysocjacji elementdow struktu-
ralnych. Proces taki nie wystepuje w rozcieficzonych roztworach, dla ktérych mozna na-
pisaé
(4.16) P = 0.

Z drugiej strony, w sieciach splatan istnienie swobodnych koncéw makroczasteczek umo-

sliwia wélizgiwanie si¢ i wySlizgiwanie si¢ laficuchdw z petli stwarzajac w ten sposéb pod-
stawg do kinetycznych zmian funkcji rozktadu (rys. 9). Wyraz kinetyczny obejmuje zmiane

w‘:}%:% %

Rys. 9. Mechanizm molekularny rozpadu (powstawania) wezléw w sieci splatat na skutek wyslizgiwania
sie (wélizgiwania sig) swobodnych konicéw tancuchdow

netto funkcji rozkladu, !i’;';n oraz szybko$¢ zmiany liczby weztow przypadajacych na
makroczasteczkg N. Teoria tych procesow nie zostala jeszcze calkowicie opracowana,

lecz mozna przewidywaé, ze ¥,,, bedzie miato postaé sumy kilku wyrazen catkowych

~ A &

@.17) 0, L b, ) = Zf [ P@R LT R R DR, D

X Wb, 14-1)d®Mha],

gdzie F¥(h...) oznacza czynnik czestoéci dla k-tego procesu molekularnego dysocjacii
lub tworzenia si¢ wezla sieci. Procesy takie maja charakter kooperatywny i obejmuja
kilka tafncuchdéw sieci nalezacych do dwdch réznych makroczasteczek. Stad pojawiaja sie
sploty catkowe w réwnaniu (4.17). Warto zauwazyé, ze podobne wyrazenia kinetyczne
dla sieci energetycznych uzyskali ScotT i STEIN [45].

Obecnie mozemy napisaé réwnanie ciagtosci dla obu rozpatrywanych modeli moleku-
larnych

(4.18) V| ot I— (SPh) =0
dla rozciericzonych roztwordw, oraz
“.19 "!P*/at+ (T*h)+ (T*]) = T;('}n—N(é)‘I/*/aN)

dla uktaddw sieciowych.
Uwzgledniajac charakterystyki kinematyczne z réwnan (4.7), (4.12), (4.13), mozemy
przepisa¢ te réwnania w postaci
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o[ kT 3P aP\]
(4.182) an/aH—E[‘I éoht S5 A (721—h-}— _ah—)] -

oraz

or . ot [ 3w+ . )
(4.19a) (?‘P*/BH——ai[‘I/eoh]+kT—al—D[T|h)+|39’*‘/ah{] = WE,—N(OW¥*|ON).

Aby znalezé lokalne i makroskopowe tensory naprezen bedziemy rozwazaé oddzialy-
wania pomiedzy poszczegdlnymi peretkami (model sub-tancuchdéw) lub wezlami sieci
(sie¢ splatan) traktowanymi jako «centra oddzialywan». Wowczas naprezenia f; i ff opi-
sane rownaniami (4.4) i (4.5) mozna utozsami¢ z sitami oddzialywad par centrow i oraz
i—1. Oddziatywania dalekiego zasiggu uwzglednione sa w sile f* poprzez tarcie kontaktowe.
Réwnoczesnie wektory h; taczace sasiednie wezly sieci lub kotnice sub-tancuchéw odpowia-
daja wektorom R z réwnania (2.12). Tak wigc lokalng diadg naprezen dla obu rozpatry-
wanych modeli mozna napisa¢ w postaci

(4.20) G = cfihf
dla rozcienczonych roztworéw, oraz
(4.21) ok, = »()IFh]

dla ukladéw sieciowych; ¢ oznacza stezenie sub-tancuchéw, a »(t) — zalezne od czasu
stezenie lancuchéw w sieci w rozpatrywanym ukladzie. Usrednienie po odpowiednich
funkcjach rozktadu daje makroskopowy tensor naprezen. Dla rozciediczonych. roztworéw

(4.22) ¢ o+ckTl] = (3kT/lay <hhT(14-..)>+ (y/]) {(h™h)hh7/h2,
a dla sieci z wegztami niezlokalizowanymi
(4.23) v o* ok TI] = (3kT)a)ChhT(14+..)/D +

-y (WT)BAT/IN2)— - K(BIRKT) + £ (CINT,

gdzie pojawiaja si¢ dodatkowe wyrazy zwiazane z poSlizgiem taiicuchéw 1. Réznice w zacho-
waniu si¢ tensoréw o i 6* dotycza rowniez sposobu usrednienia, ktéry w przypadku roz-
ciericzonych roztworéw obejmuje tylko zmienne h, a dla sieci h i L.

5. Uwagi dotyczace teorii rozcienczonych roztworbw i sieci

Poniewaz ostateczne rozwiazania na funkcje rozkladu konfiguracji sieci splataf nie
zostaly dotychczas uzyskane, §rednich w réwnaniu (4.23) nie mozna poda¢ w petnej posta-
¢i, co uniemozliwia szczegélows dyskusje¢ zachowania si¢ takich ukladéw. JednakzZe po-
réwnanie podstawowych réwnan teorii sieci z teorig rozcieniczonych roztworédw umozliwia
wyciagnigcie pewnych ogdlnych wnioskow.

1. Model siect z niezlokalizowanymi weztami splatan dopuszcza nieliniowe lepko-
sprezyste zachowanie si¢ ukltadu, zjawiska relaksacji naprezed i stacjonarnego plynigcia
zalezne od cigzaru czasteczkowego pierwotnych makroczasteczek i steZzenia polimeru.
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2. Réwnanie ciaglodei dla rozcienczonych roztwordw (4.18), (4.18a) jest liniowe i daje
sie rozdzieli¢ na czgs$¢ czasowa i przestrzenna. Z tego wzgledu zalezno$¢ czasowa funkcji
rozktadu ¥ (i wszystkich zaleznych od konfiguracji wielkoéci fizycznych) mozna dyskuto-
waé w kategoriach liniowej teorii lepkosprezystoéci. Nie jest to sluszne dla ukiadéw sie-
ciowych, gdzie wystepuja wyrazy nieliniowe zwigzane z procesami kinetycznymi. W ogdl-
nym przypadku teoria liniowej lepkosprezystosci nie stosuje si¢ wigc do takich ukladdw.

3. W zakresie gaussowskiej statystyki tancucha i przy pominieciu lepkosci wewnetrznej
tensor naprezed w rozcieficzonych roztworach o jest jednoznacznie zwigzany z tensorami
polaryzowalnoéci optycznej lub elektrycznej, ktére sa wszystkie liniowymi funkcjami
diady hhT. W ukiadach sieciowych w tym samym przyblizeniu pojawiaja sic inne efekty
napr¢zef zwiazane z po§lizgiem tancuchdéw i zwiazek pomiedzy naprezeniem i polaryzo-
walno§cig nie jest jednoznaczny.

4. W zakresie statystyki gaussowskiej przy pominigciu lepkosci wewnetrznej rédwnanie
cigglosci dla rozeienczonych roztworéw mozna fatwo znormalizowaé przez liniowe prze-
ksztalcenie niezaleznej zmiennej h. Rozpatrzmy przeksztalcenie ortogonalne

.1 h-Qn Q'Q=I,
takie, ze
(5.2) QTAQ = M,y

Zastosowanie tego przeksztatcenia do zmiennej h w réwnaniu (4.18a) daje réwnanie
ciagloéci we wspélrzednych normalnych (macierz M jest diagonalna)

ar . kT . [3¥ N

Zbadajmy mozliwoé¢ dokonania podobnego przeksztalcenia w teorii sieci. Zatdézmy
na chwile, e wyrazy kinetyczne stojace po prawej stronie réwnania (4.19) sa liniowe
i ze macierz D w réwnaniach kinematycznych moze byé diagonalizowana za pomocg
ortogonalnego przeksztatcenia P

(4.18b) QP91+

PTP =1,
PTDP = S,

Obecnie o bie zmienne konfiguracyjne h i 1 nalezy przeksztalcié réwnocze$nie macie-
rza P, mianowicie

(5.3)

h— Py,
(5.4)
1— PA.

Po dokonaniu tych przeksztalcei réwnanie (4.19a) przybiera postaé

ar . s [B¥*P|q|
* * —_PTD| ———-
(4.19b) oP*[ot+ P (F*eon)t+kT B P D[ o)

+PI35”*/911|] = Pk, (Py, PA)—N(2P*/aN).

Nawet je$li pominaé trudnoéci zwiazane z wyrazami kinetycznymi, ktére na ogdt sa nie-
liniowe, to zakladajac ze D mozna zdiagonalizowa¢ [co nie zawsze jest stuszne, gdyz D
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moze byé macierzq niesymetryczng, por. (4.15)] normalizacja réwnania ciaggtosci przy za-
stosowaniu przeksztalcenia zmiennych h, 1 nie jest mozliwa ze wzgledu na wystepowanie
nieliniowych wyrazéw typu

Pn

rp i
PDPJ\’

bedacych wynikiem réwnoczesnego przeksztalcenia obu zmiennych niezaleznych. Tak
wigc metoda wspdlrzednych normalnych, bardzo owocna w liniowej teorii rozcieficzonych
roztworéw okazuje sie bezskuteczna w przypadku bardziej zloZonej teorii ukladdéw sie-
ciowych.
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Peawome

MOJIEKYJIAPHAS PEOJIOTHA ITOJTMMEPHLIX CUCTEM

OBy Aa10TCSI BOSMOYKHOCTH FOCTPOEHUSA MOJIEKYJISIPHLIX TEOPHH ITOJHMMEPHbBIX CHCTEM, HCXOMA M3
NPHHIUNIOB CTATHCTHUECKOH MEXaIlMKH M YMPOMEHHBIX CTPYKTYPHBIX Mmozenedl. OcHOBHasm cucrema
yPaBHEHUH B TAKOH TEOPHI COCTOUT U3 YPABHEHHH HEPA3PLIBHOCTH B N-MEPHOM TPOCTPAHCTBE 000BILEH-
HBIX MEPEMEHIHbIX, KHHEMATAUECKHX YPABHEHHIl, OMUCHIBAIOIINX JBHYKEHHE OTAENBHLIX CTPYKTYDPHBIX
AJIEMEHTOB , JUHAMUYECKHX YPABHEHNH, CBA3BIBAIOLINX JIOKANBHLIC CHIILI BO3AEHCTBHI ¢ 0B0BILIEHHLIMKI
NEPEMEHHBIMU, U KUHETHUYECKOrO YPaBHEHH S, ONPEAEHTIOIEr0 CKOPOCTh M3MeHEHHsT HYHKIUH pachpe-
HIEeNEeHUS B DE3YJIbTaTeé BO3HUKHOBEHHS MJIH DACHafa CTPYKTYPHDLIX SJIEMEHTOB.

Onmcansl THIHYHBIE BHYTPU- U MEXKIYMONEKYJSIPHbIE B3aUMOLEHCTBYSI B NMOJUMEPHBIX CHCTEMAX.
IlpencraBnen ananu3 ABYX CTPYKTYPHBIX MOZeJell: pasbaBieHHbLIX pacTBOPOB MHOKUX LENHBIX MaKpO-

MOJIEKYJI M CETOK IEpenyTaHHBIX LENeH, XapaKTEepHBIX A KOHUEHTPHPOBAHHLIX pPacTBOPOB HIIK
NIOJIMMEPHBIX CI1JIABOB.

Summary

MOLECULAR RHEOLOGY OF POLYMER SYSTEMS

The general principles of construction of molecular theories of polymer systems are discussed. The
theories, based on statistical mechanics combined with simplified concepts in molecular structure comprise
the following fundamental equations: equation of continuity in an N-dimensional configuration space,
kinematic equations describing the motion of the structural units involved, dynamic equations, i.e. relations
between the local tension and configuration characteristics and the kinetic equation describing the rate
of formation (or dissociation) of structural elements in the system.
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Some simplified concepts in intra- and intermolecular interactions in polymer systems are given. Two
example model systems are systematically analyzed: a dilute solution of flexible chain-macromolecules
and an entangled network system typical for concentrated polymer solutions and melts.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 30 listopada 1970 r.
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TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 9 (1971)

WEWNETRZNA STATECZNOSC SPREZYSTEGO WALCA KOLOWEGO
PRZY ODKSZTALCENIACH SKONCZONYCH

ALEKSANDER R ACZEW (SOFIA)

Utrate statecznosci nieograniczonego lub ograniczonego nieodksztalcalnymi powierz-
chniami ofrodka jednorodnego i nieliniowego omdwiono po raz pierwszy w pracy [1]
oraz nazwano wewngtrzna niestatecznoscia. Zjawisko to rézni sie od utraty stateczno$ci
elementéw posiadajacych swobodne granice, niejednorodnoéci lub nieciggloéci. W [1]
Bior rozwazyl zagadnienie plaskie stosujac zlinearyzowang teorie cial wstepnie zdeformo-
wanych — zaproponowang w [2]. Nastgpnie WESOLOWSKI, korzystajac z teorii malych
odksztalcen nalozonych na duZe odksztalcenia, zbadal wewnetrzna stateczno$é pelnej
sprezystej kuli obciazonej réwnomiernie na powierzchni [3], za§ Duszczyk przedyskuto-
wal niektdre plaskie przypadki stateczno$ci petnego walca poddanego dzialaniu ciénienia
hydrostatycznego [4].

W niniejszej pracy rozwazono osiowo-symetryczne zagadnienie utraty wewngtrznej
statecznoéci petnego walca kotowego wykonanego z materiatu nieliniowo hipersprezyste-
go w zaloZeniu, Ze punkty powierzchni tworzacej walca nie przemieszczaja si¢ w kierunku
promieniowym, za$§ na powierzchniach kotowych dziala obciazenie normalne wywolujace
deformacje skonczong. Warunek utraty stateczno$ci wyprowadzono postulujac istnienie
rozwigzania niezerowego dla malego odksztalcenia nalozonego na poczatkowe odksztal-
cenie skoniczone i jednorodne.

1. Skonczone odksztalcenie wstepne

Rozwaza sig pelny walec kotowy, ktéry w stanie nieodksztalconym B° posiada promien
R i wysokos§¢ 24, . Material walca jest jednorodny i hipersprezysty. Przemieszczenie w kie-
runku promieniowym jest kinematycznie ograniczone (powierzchnia tworzica walca
ograniczona jest nieodksztafcalng powloka), tak ze pod dzialaniem obciazenia normalnego
na czoto walca wszystkie punkty doznaja skoficzonych przemieszezen tylko w kierunku
osiowvm. W stanie odksztalconym B walec posiada promien R i wysoko$¢ 25,

Jesli w stanie odksztalconym jako ruchome (konwekcyjne) wspéirzedne wybraé wspot-
rzgdne r, 'z, to wspdlrzedne kartezjanskie x; oraz y; dowolnego punktu przed oraz po
odksztalceniu okres$lone sa zalezno$ciami
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(1.1 x; = rcosl, x;=rsinf, x;= %,
(1.2) yy =rcosh, y, =rsinb, y3;=z,

gdzie A = A/h, < 1 oznacza parametr odksztalcenia.
W dalszym ciagu wykorzystamy oznaczenia i niektére wyniki zamieszczone w {5).
Tensory metryczne g i G odpowiednio dla stanu nieodksztalconego i odksztalconego
maja nastepujace sktadowe kowariantne i kontrawariantne:

1 0 0 1 0 O
0 % 0 y 1
(1.3) ai=| " | =0 5 0
00 —5 "
B A2 0 0 2%
10 0 : ? 0
(1.4 Gi; = |0 2 0|, GY=]|0 Tz 0
00 0 0 1
Niezmienniki odksztalcenia sa nastgpujace:
(15 11 = 2‘|—A.2, 12 == 1+2}.2, 13 - )I.Z,
)

niezerowe za$ symbole Christoffela drugiego rodzaju
1
(1.6) Iy = —r, FIZZZP%IZT'

Stan napre¢Zenia walca opisany jest tensorem napre¢Zenia ze skladowymi kontrawariant-
nymi

(A7) o= NP b = —H, 7= [P A ] = —

3 = QPP 4p= P, 2=7¥=7"=0,
gdzie
2 oW 2 oW — W
= =3 Ep:—__—, p=2‘/13 ey

]/13 oI ]/13 oI, ol
za§ W(l,, I, I;) oznacza funkcje energii odksztalcenia materialu hipersprezystego, ktéra
okre§la calkowicie jego mechaniczne zachowanie sie.

Jak wynika z (1.7), napreZenia styczne na powierzchni tworzacej r = R réwnaja si¢
zeru. A zatem, je§li walec ograniczony jest cialem sztywnym, to dla zrealizowania zatozo-
nego odksztatcenia konieczne jest, Zeby miedzy tym cialem i walcem nie istniato tarcie.

Roézniczkowe réwnania réwnowagi przy braku sit masowych

(19) Tfi—i—]_‘{rrir"i_r{rrij =0
spelnione s3 tozsamo$ciowo. W ten sposob dla zatozonego materiatu stan napreZenia i od-

ksztalcenia okreslone s3 parametrem A lub odpowiednio obcigzeniem P. Bada si¢ statecz-
no$¢ takiego stanu.

(1.8) @
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2. Male odksztalcenie dodatkowe

Po rozwazonej dotychczas deformacji skonczonej, walec zostal poddany dodatkowemu
malemu odksztalceniu okre$lonemu polem wektora przemieszczenia ew. Parametr ¢ przyj-
muje sie na tyle maly, zeby mozna bylo pomingé &* i wyZsze potegi w poréwnaniu z &.

Jako wynik dodatkowego malego przemieszczenia cialo przechodzi w nowy stan B’
i wszystkie wielkosci zwiazane ze stanem odksztalcenia lub naprezenia doznaja odpowied-
nich przyrostéw. Ich gtéwne liniowe czgéci oznaczono primami. Teoria matych odksztal-
cefi nalozonych na odksztalcenia skonczone zamieszczona jest w [5] i [6].

Oznaczmy fizyczne skladowe wektora w w bazie konwekcyjnego ukladu wspotrzed-
nych przez u, v i w. Rozwazmy przypadek osiowosymetrycznej dodatkowej deformacii,
dla ktérego v = 0, u = u(r, z), w = w(r, z). Stosujac teori¢ rozwinigta w [5] ,[6], otrzy-
mamy dla przyrostéw interesujacych nas wiclkosci

2u,, 0 u,+w, — 2 : 02 ~ (W)
@) G,=| 0 2w 0 |, GU= 0 — 2 0 .
i 2W r
et 0 ' —(u,z"‘w,r) 0 —2w
2.2) I = 2(u,,+ -zriq-iﬁw, ) Iy = 2(142%) (u,,—|— fri) 42w,

=222 (u,,.+ f-,‘+w,,),

u 1 u
1 '22
23) 7 zcllu,r+0127"|_013w,za T =-,3’(6‘12U,r+6'117+6'13w,z),

’ U 13 7112 723
r33=031(U,r+—r~ +e3aw,, TP =caa(uAw,), TV =17=0,

gdzie argument, po ktdrym si¢ rézniczkuje, wystepuje po przecinku, za$
2.4 C1y = 24 F2(14+ 2324, 4 24% A5 H4(L+ AP A, , H412 4 3+
F A2+ A Ay — B~ (1 A2) WP —p,
€3 =22%4, (4221422 A2 +22% 433 +2A2(B+ 1) A1+
42221+ 4,13 +222 (134 A3 — D— (1= AP +p,
33 = 20%( A4, +4As,+Ay3+4A4, 5,424, 3+4423)— 12(P+2¥)—p,
¢ = i +2(F+p),  c3p = cis+ (1= (@+F),  caa= —2(AF+p),
2 oW
YT oL

Skladowe dodatkowego tensora naprezenia 7'*/ musza spetniaé nastgpujace réwnania
rézniczkowe:

25) o D v D 4 e+ T = 0,
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gdzie I'{% sa liniowymi czgsciami przyrostéw symboli Christoffela. W naszym przypadku
rézne od zera sg tylko nastgpujace przyrosty:

11 1 1
11 = U v,y ]-'21 =Fu,—uU 33 = U, 2z,

U 1 i
1 12 ,z /2
(2.6) 13 =1,, Ib3=—%, I3 = T(ll,r“"—,),

73 13 __ 13 __ 73
11 = W,rrs FZZ = rw,,, ]-'33 = W, zzs ]-'13 = W yz.

Po podstawieniu (1.7) i (2.3) do (2.5) oraz wykorzystanin (1.6) i (2.6) stwierdzamy,
7e réwnanie réwnowagi dla j = 2 spelnione jest toZsamosciowo, a pozostale przyjmuja
postaé

1
2(c;1—2H) [T(ru),,] +(caa—2PYu o4 (caa—2¢13—2H)wW ,, = 0,
@.7) i

1 1
(644+2631~2P) [7(”‘),1‘] +2(C33_2P)W,zz+(c44_2H)7(rw,r),r = 0.

Natozone mate odksztalcenie jest dopuszczalne wéwczas, gdy spetnia warunki brzegowe
dla rozwazanego walca.

Na powierzchni tworzgcej walca r = R znika przemieszczenie u, dziala za$ tylko obcia-
Zenie normalne. A zatem spelnione sa warunki

(2.8) u=0, 1'=0, przy r=R.
Wykorzystujac (2.3), wyraZenia (2.8) prowadza do
(2.9) u=0, u.+w,=0, przy r=R.

Rozwazmy obecnie dwa sposoby realizacji obciaZenia zewngtrznego na powierzchniach
czotowych z = +A.

1 Praypadek. Warunki brzegowe w przemieszezeniach. Niech obciazenie zewngtrzne dziala za

posrednictwem nieskoficzenie sztywnych ptyt ograniczajacych dodatkowe przemieszczenie
punktéw powierzchni czolowej w kierunku stycznym i normalnym. W tym przypadku
sktadowe przemieszczenia w musza spelniaé nastepujace warunki brzegowe:

(2.10) u=0, w=0, przy z=4h.

Il Przypadek. «Mieszane» warunki brzegowe. Niech obciaZenie dziala na powierzchnie czo-
towe walca za poérednictwem sztywnych plyt i niech nie istnieje tarcie migdzy tymi po-
wierzchniami i ptytami. Plyty uniemozliwiaja dodatkowy ruch punktéw plaszczyzn czo-

lowych tylko w kierunku normalnym. Wéwczas dodatkowe odksztatcenie musi spetniac
warunki

Q.11) w=0, '*=0, przy z=4h
lub o wykorzystaniu (2.3)

(2.12) w=0, u,+w,=0, przy z=4h.
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3. Badanie stateczno$ci odksztalconego walea

Azeby zbadaé stateczno$¢ odksztalconego walca postuzymy sic metoda statyczna.
Zgodnie z tym podejéciem, cialo znajduje si¢ w réwnowadze trwalej poki nie istnieje nie-
zerowe rozwigzanie dla dodatkowego matego odksztalcenia spetniajacego rézniczkowe
réwnanie réwnowagi (2.7) oraz jednorodne warunki brzegowe (2.9) i (2.10) lub odpowied-
nio (2.9) 1 (2.12).

Rozwigzania postawionych zagadnien brzegowych dla uktadu liniowych réwnan réz-
niczkowych (2.7) poszukuje si¢ w postaci

(31) u :fln(z)'fl(aur), w =f2,,(z)Jo(oc,,r),

gdzie Jo(oar) 1 Jy(anr) oznaczaja funkcje Bessela pierwszego rodzaju, odpowiednio zero-
wego 1 pierwszego rz¢du, za§ «, — parametr wyznaczony z warunk6w brzegowych.
Po podstawieniu (3.1) do (2 7), dla wyznaczenia funkcji fi,(z) i f2u(z) otrzymujemy

uktad réwnan

(Caa—2P)f {u—202(c1 —2H)f1n—0tn(Caa—t2¢15—2H) [y = 0,
2(c33—2P)fsm—0tm(caa—2H) font-tn(Caat2c3,—2P)f 1, = 0.
Z (3.2) wynika, ze

(3.2)

3.3) Sfan(2) = P al ”’(z)"‘ azfln(z)
gdzie

. 2(633—2P)(C44—2P)
G N Caa—2H) (Cas+201,—2H) ’

(C44+26‘13—'2H)(C44+2C31"‘2})) 4(C11—2H)(C33—'2P)
(caa—2H)(caa+2c3—2H)

Po wyeliminowaniu f,,(z) z (3.2), otrzymujemy nastgpujace zwyczajne réwnanie roz-
niczkowe na funkcje f1,(z)

(3.5) w—2b07 [ intconfin = 0,
gdzie

b — 4(c11—2H)(c33—2P)+(caa—2H)(caa—2P)— (044+2013—2H)(C44‘|“2031_2P)
(3 6) 4(C33—'2P) (C44-‘2P)

_ (e11—2H)(caa—2H)
- (c33—2P){caa—2P)

Dla przypadku 4% # ¢, ogélne rozwiazanie réwnania (3.5) jest nastepujace:
3.7 J1n(2) = A1n € F - App@ 17 Ay @M L Ay @000,

gdzie Ai» oznaczaja state catkowania, za$

(3.8) n=VYb+Vbi—c, rn=yb—yb—c.
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Jedli b2 = ¢, réwnanie (3.5) posiada catkg ogdlna w postaci
(3.9) fin(2) = (Byn+2Ban)e® 4 (Ban+2zBan) e~ 2,
gdzie B, sa stalymi catkowania, a r = 1/17_

Podstawienie (3.1) do warunkéw brzegowych (2.9) daje nastgpujace réwnanie przes-
tepne dla wyznaczenia parametru a,:

(310) Jl(“n R) - 0:
skad

Wy
(31 l) Oy = _R—" >

przy czym w, oznacza n-te miejsce zerowe funkcji Bessela J, (x).
Rozwazmy kolejno dwa przypadki zamocowania powierzchni czotowych walca.

I Przypadek. Warunki brzegowe w przemieszezeniach. Podstawienie (3.1) do (2.10) oraz wy-
korzystanie (3.3) daje nastepujace warunki brzegowe dla funkcji f,,(z).D

fl(:th) = Os
a f1 (Eh)+aPa f1(+h) = 0.

Jesli podstawié catke ogéina (3.7) lub (3.9) do warunkéw brzegowych (3.12), otrzymuje
si¢ jednorodny liniowy uklad réwnan algebraicznych dla wyznaczenia stalych catkowania.
Warunek istnienia niezerowego rozwigzania dla zalozonej malej deformacji wymaga, aby
state catkowania A4; (lub odpowiednio B;) nie byly jednoczesnie réwne zeru. Wynika stad
znikanie wyznacznika A utworzonego z wyrazdéw stojacych przy A4; (lub odpowiednio
B;).

Mozna pokazaé, ze warunek A4 = 0 rozklada si¢ na dwa warunki: 4, =014, =0,
z ktérych pierwszy odpowiada utracie statecznoéci, gdy fi(z) jest funkcja parzysta argu-
mentu z; wéwczas na podstawie (3.3) f2(z) jest funkcjg nieparzysta (por. rys. la). Warunek
4, = 0 odpowiada nieparzystej funkcji f1(z) i parzystej funkcji f5(2) (por. rys. 1b).

W przypadku, gdy b* # ¢ mamy

(3.12)

roairi4a; thirxo

rs an%—l—az thlrlmg_‘l]zo’

ry airita, thirixow ][

Fa @ r3ta, thirsxw

(3.13) 4,4, = [

gdzie oznaczono x» = h,/R.

Dla danego parametru geometrycznego » 1 potencjalu odksztalcen W, mniejszy
pierwiastek réwnania (3.13) (przy réznych n) przedstawia poszukiwany krytyczny para-
metr deformacji 4,,.

W szczegdlnym przypadku, gdy b = ¢, po podstawieniu ogdlnego rozwiazania (3.9)
do warunkdéw brzegowych (3.12), otrzymamy

3air+a; sh2irxo ’ ][3a1r+a2 sh2Arxw 1] —0
ar*+a, 2irxo o

(314 AI.AZZ[ r*ta; a,r?ta, 2w

1 W dalszym ciagu pominiemy wskaznik #.
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Warunek 5* = ¢ moZe by¢ spetniony tylko dla szczegdlnych wartosei parametru 1, dla
ktérych nalezy sprawdzi¢ czy prawdziwe jest (3.14). W dalszym ciggu rozpatrujemy tylko
ogdlniejszy przypadek, gdy b* # c.

Il Przypadek. «Mieszane» warunki brzegowe. W przypadku «mieszanych» warunkdw brze-
gowych (2.13) spetnionych na czotach walca, po podstawieniu (3.1) do (2.13), otrzymu-
jemy zaleznosci

fa(£h) =0,
Ji(ED—afz(L£h) =0,
ktére przy pomocy (3.3) sprowadzaja si¢ do postaci
(3.16) SR =0, fi"(x£h)=0.

Jedli b* # ¢, warunek statecznoéci przy symetrycznej (rys. 2a) i antysymetrycznej po-
staci réwnowagi obojetnej (rys. 2b) jest nastepujacy:

3.17) A Ay = [chAryxw - chAry o] - [shlry xw - shir,xw] = 0.

(3.15)

Widaé, Zze dla rzeczywistych ry i r warunek (3.17) nie moze by¢ spetniony. A zatem
dla materiatéw hipersprezystych, dla ktorych maja miejsce zaleznodci: b*—c >0, b > 0,
¢ >0, dla dowolnego 2, nie istnieje osiowosymetryczna postaé utraty wewnetrzne] sta-
tecznosel przy rozwazonych warunkach na powierzchniach czotowych walca.

Otrzymane réwnania przestgpne (3.13) i (3.17), z ktérych nalezy wyznaczy¢ krytyczny
parametr 4, lub odpowiednio krytyczne obcigzenie P,,, mozna sprowadzi¢ do bardziej
wygodnej postaci w zaleznoéci od tego, czy pierwiastki ry i 12 sa rzeczywiste, urojone lub
zespolone. Oprécz tego z (3.13) i (3.17) mozna uzyskaé¢ przypadki graniczne: bardzo
diugiego walca (gdy » — ) i bardzo krotkiego walca (gdy » — 0). Wéwezas warunki
stateczno$ci znacznie si¢ upraszczaja.

4, Samosprzezono$é zagadnienia brzegowepo

Zgodnie z najogdlniejszym kryterium kinematycznym, cialo znajduje sie¢ w stanie réw
nowagi trwatej, je§li amplitudy dodatkowych dopuszczalnych przemieszczen, wywolane
oddzialywaniem zewngtrznym, pozostaja mate, gdy same oddzialywania sa wystarczajaco
mate. Definicja ta jest réwnowaina wykorzystanemu w p. 3 statycznemu kryterium sta-
tecznoscl, jesli odpowiednie zagadnienie brzegowe jest samosprzezone. Jak pokazano w [7],
samosprz¢zonos$¢ zagadnienia brzegowego wymaga spelnienia nast¢pujacego warunku:

(4.1) f n, [fv,g(;:”'s—l—t’sV,,vlvl,—l—r"”V,,\;)s) —111’3(7?'”5—|—r”V,,\iJI,+ ‘K”’V,,vzas)] ds =0,
S
gdzie S oznacza powierzchni¢ ograniczajacq ciato; n, — kowariantne skladowe jednostko-

1 2 t 2 . . .
wego wektora normalnego do S; ws, w, oraz w', w* — odpowiednio kowariantne oraz
kontrawariantne skladowe dwdéch pdl wektorowych, ktdére spelniaja warunki brzegowe.

1,.. 2 .. N . . , - . .

', ' sa kontrawariantnymi skladowymi tensoréw naprezen — odpowiadajacych prze-
. . 1 2

mieszczeniom W, w,
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Azeby sprawdzi¢ spelnienie warunku (4.1), rozwazmy kolejno calkg powierzchniowa
po powierzchni tworzacej Sy oraz po powierzchni czotowej S, .

Na powierzchni S, (r = R) z jednostkowym wektorem normalnym n(1, 0, 0) spetnione
sg warunki

(42 wy,=u=0, w,=0, 712 =13 =, 7! =const, )%= 7'2%=0.

Warunek (4.1) dla powierzchni S, sprowadza si¢ do

(43) f (1111«111,,.—]«11) 1?}’ r) dS1 = 0.
S
Poniewaz u ,+w,, = 0iu=0naS,, mamy takze w , = O na S,, a zatem warunek (4.3)
spelniony jest tozsamoéciowo.
Rozwazmy teraz, przy roznych warunkach brzegowych, warunek samosprzezonosci (4.1)
na powierzchniach czotowych walca S3(z = 4-/) z jednostkowymi wektorami normalnymi
n(0, 0, £1).

Przypadek 1. Gdy warunki brzegowe dane] sa w, przemieszczeniach [(por. (2.10)],
wyrazenie podcatkowe w (4.1) znika i warunek samosprzg¢zonosci spetniony jest tozsamos$-
ciowo. '

Przypadek II. Gdy warunki brzegowe sa «mieszane» [por. (2.11)], po wykorzystaniu
(4.4) 713 =723 =0, 1% =const na S%,

zalezno$¢ (4.1) przybiera postad

(4.5) [ Guir, .~ )dS3 — [ G .~ d S5 = 0.

Sy S
Z faktu, ze u ,+w,, = 0 iw = 0 na S§ wynika, ze réwniez u , = 0 na S¥, a zatem (4.5)
spetnione jest tozsamosciowo.

Pokazaliémy, Ze sformutowane zagadnienia brzegowe na wartoéci wlasne sa samosprze-
Zone oraz, Ze wyprowadzone przestgpne réwnania statecznosci sg poprawne. Dalsze od-
ksztalcanie walca po osiggnieciu wyznaczonych krytycznych wartosci parametru 4, cho-
ciaz nie prowadzi do zewnetrznej zmiany cialta, wywoluje zmiany charakteru stanu napre-
zenia 1 odksztalcenia. Jednorodny stan naprezenia nie jest dalej stanem statecznym i przy
nowym powstalym rozkladzie naprezen material moze utraci¢ swoje jako§ciowe wiasnosei
wczedniej niz tego oczekujemy bez uwzglednienia zjawiska wewnetrznej utraty statecznosci.
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Pesome

BHYTPEHHAA YCTOMUUBOCTS YIIPYI'OI'O KPYTOBOIO IHUIHHIPA
[PU KOHEYHOM DEDPOPMALIMU

PaccMaTpHBAETCA YCTOMUMBOCTD MOJHOTO KPYTOBOLO LMJIMHAPA M3 THIEPYNPYTOTO OXHOPOLHOTO
MaTepHana ¢ Haubosee oblueil hisnuecKoll XaparTepHcTaKkolf. Ha Topliax LHIMHApPA MPHJIOM(EHA HOP-
MajIbHAST HArpyska, BhIZbIBaronias KoHeumnyro aedopmauuio. CTeHKH GOKOBON MOBEPXHOCTH HE MOTYT
TepeMEIaThCsA B PAAHAILEOM HANPABACHUH. YCIOBHE NOTEPH YCTONUHMBOCTH BEIBOAUTCS H3 TpeGoBaHMA
CYIIECTBOBAHM HEHYJIEBOrO PEUICHHA JJIA MAJIOH BO3MOMHOH Aedopmauuid, HalI0KEeHHOH HA HAYA/b-
Y10 KOHEeUny1o Jehopmaunio, PaccMoTPeHsl ABa CIyUast TPARNUHBLIX YCAOBUH Ha OCHOBARNAX YINEAPA:
YCIOBHA B MEpEMELIEHUAX H CMEIAUHbIE TpaHUuHbie YoIoBusa. 11oKa3aHo, 4To B Ka¢OoM H3 HMX rpa-
HHYHBLIC 3afaUM HA CODCTBEHIbIE SHAUEHNs CAMOCOINPSOKEHHBIE M, CJIEHOBATENILHO, MOJIYUSHHLIE YpaB-
HENUA YCTOMUHBOCTI ABJSIOTCH KOPPEKTHEIMHM C TOUKH 3PEHUSA CAMOro O0IIEr0 KHHEMATHUCCKOrO KpH-
TEPHS YCTOMUHBOCTH.

Summary

INTERNAL STABILITY OF AN ELASTIC CIRCULAR CYLINDER UNDER
FINITE DEFORMATIONS

The problem of stability of a full circular cylinder made of a hyperelastic homogeneous material with
the most general physical characteristics is discussed. The finite deformations are produced by normal
loading on the frontal surfaces of the cylinder. The points of lateral surface of the cylinder cannot be frecly
displaced in the radial direction. The condition of stability loss results from the assumption of existence
of non-zero solutions for small admissible deformations superposed on initial finite deformations. Two
cases of the boundary conditions determined on the frontal surfaces of the cylinder are discussed: the bo-
undary conditions given in displacements and those of the «mixed» type. It is shown that for the both cases
the boundary cigenvalue problems are self-adjoint and thus the obtained stability conditions are correct
when the most general kinematic criterion of stability is applied.

INSTYTUT MECHANIKY TECHNICZNEJ
BULGARSKIE) AKADEMII NAUK
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Praca zostala zlozona w Redalkcji dnia 4 grudiia 1970 r.
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CHARAKTERYSTYKA STABILNOSCI PRZEPLYWU, ZE ZMIENNYM
PROFILEM PREDKOSCI, PLYNU O SKONCZONYM PRZEWODNICTWIE
ELEKTRYCZNYM W POLU MAGNETYCZNYM

ZBIGNIEW K 1.0S (WARSZAWA)

Badaniu zagadnienia stabilnoéci przeplywu réwnoleglego ze zmiennym profilem pred-
kosci (przeplyw §cinajacy) po§wigconych bylo wiele prac analizujacych tak bezdysy-
patywne [1, 2, 3], jak i dysypatywne [4] ukiady hydrodynamiczne. Zagadnienie to
bylo takze badane dla ukladéw magnetohydrodynamicznych. Dla hydrodynamicznego,
bezdysypatywnego, warstwowego przepltywu nieéci§liwego dostatecznym warunkiem sta-
bilnosci jest spelnienie w calym obszarze przeptywu nieréwnosci J(z) > /4 (gdzie J(z) =
= liczba Richardsona dla danego przeplywu). Okazalo si¢ przy tym (poréwnaj [2]), ze
moduly urojonych predkosci fazowych dowolnych moddéw niestabilnych zawarte sg w pot-
kolu, ktdérego promien okresSlony jest przez granice zmian wartoéci predkosci przeply-
wu U(z).

W ramach magnetohydrodynamiki zagadnienia stabilnoéci przeplywu warstwowego
byly rozwazane przede wszystkim dla uktadéw bezdysypatywnych w jednorodnym [5, 6, 7],
jak i niejednorodnym zewngtrznym polu magnetycznym. Szczegdlnie rozlegle badano
niestabilnoé¢ przeplywu ze schodkowa funkeja profilu predko$ci, tzw. niestabilno§¢ Kel-
vina-Helmholtza [5, 7].

AGRAVAL [8], dla bezdysypatywnego przeptywu z ciaglym profilem predkosci U(z)
1 gestodci o(z) znalazl, Ze predkoéci zespolone modéw niestabilnych réwniez leza w pewnym
potkolu, analogicznie jak dla przeplywu hydrodynamicznego, przy czym -promien tego
pétkola zredukowany jest przez wplyw zewnetrznego pola magnetycznego. Przy polu ma-
gnetycznym spelniajacym w calym obszarze przepltywu warunek: A4 > (Uppe—Upia)/2
(gdzie A — liczba Alfvena dla przeplywu), przeplyw pozostaje stabilny dla dowolnych
liczb Richardsona.

Pewna charakterystyke przeplywu typu écinajacego podal WieLicHOW [9], rozwazajac

- asymptotyczne rozwigzania réwnan pfzep}ywu z uwzglednieniem lepkosci i skonczonej
przewodnosci elektrycznej (dla duzej magnetycznej i hydrodynamicznej liczby Reynoldsa).
Analizg modéw niestabilnych przeprowadzit WieLicHOw dla nieskoficzonej przewodnosci
elektryczne;.

W przypadku przeptywu plynu o skonczonym przewodnictwie elektrycznym w zew-
netrznym polu magnetycznym — ptyn dyfunduje poprzez linie sit pola burzac tym samym
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stabilizujacy wplyw tego pola, z jakim mamy do czynienia przy nieskonczonej przewodnos-
ci elektryczne;j.

Interesujace jest jakie wlasnosci posiadaja mody niestabilne dla przeplywu ze skon-
czonym przewodnictwem elektrycznym i jak pole magnetyczne zmicuia kryterium sta-
bilnosci takiego przeptywu.

PoniZej rozpatrzymy przeptyw ze zmiennym profilem predkosci ptynu nielepkiego
i niesci§liwego o skonczonym przewodnictwie elektrycznym w zewngtrznym jednorodnym
polu magnetycznym. Zatozymy przy tym, ze przeplyw jest ograniczony dwiema réwnole-
glymi, sztywnymi plaszczyznami o doskonalym przewodnictwie elektrycznym.

Magnetohydrodynamiczne rownania przeptywu ptynu nieSci§liwego, nielepkiego o skon-
czonym przewodnictwie elektrycznym maja postaé

2
0 %—}-Q(UV)U — —Vp+—£’;%(V><H)><H——g@7x; P Vo =0; Vxu=0; VxXH =0,

ot
1
v —(?—Ii+(uV)H =HXxVu—-VXx [vI—VxH]
ot 4ma ’

gdzie u — wektor predkoscei przeptywu; H — wektor pola magnetycznego; p — cinienie,
A — wersor sity grawitacyjnej; g — przyspieszenie grawitacyjne; o — przewodnictwo elek-
tryczne, p — przenikalno$¢ magnetyczna.

Do rozwazan ustalimy kartezjanski uktad wspétrzednych x, y, z, kierujac o§ x zgodnie
z zewngtrznym jednorodnym polem magnetycznym Hg. Przyjmiemy réwniez, ze kierunek
predkosci przeptywu niezaburzonego jest zgodny z Hy, a jej warto$é zmienna w kierunku
prostopadlym do przeptywu, tzn.| U = [Uy(2), 0, 0]. Ponadto zakladany, ze gesto§¢,
ci$nienie, jak i przewodnictwo elektryczne przeplywu niezaburzonego, sa zmienne wzdluz
08i z, tzn. g = po(2), Py = po(2) i 0 = o(2).

W celu zbadania stabilnoSci tak okreslonego przepltywu postuzymy si¢ teoria liniowa.
Zalozymy, e w wyniku zaburzen wartoéci parametréw przeplywu ustalonego doznaly
matych przyrostéw, mianowicie

@ u=VUo+u, H=Hetk, p=po+p, ¢=00t0,

przy czym, poniewaz parametry przeptywu niezaburzonego sa jedynie funkcja z, zaburze-
nie f dowolnego parametru w roztozeniu na mody normalne ma postad

©) I’ = f@)explitksx+kyy—kct)],

gdzie k., k, —skladowe wektora falowego (rzeczywiste), zas ¢ jest predkoscia fazowa
zaburzenia (w ogdlno$ci zespolona). W ramach analizy liniowej znak czeéci urojonej pred-
kosci okre§la nam narastanie (Ime > 0) lub tlumienie (Ime < 0) zaburzenia.

Podstawiajac do ukladu réwnan (1) wyrazenia (2) i linearyzujac, otrzymujemy uktad
réwnan na wielko$ci zaburzen parametrdéw przeptywu, przy czym poszukujemy rozwigzan
w postaci (3). Po przeksztalceniach i wyeliminowaniu réznych niewiadomych otrzymujemy
(por. [4, 9]) dla skladowej u, zaburzenia predkoéci przeplywu i k., — pola magnetycznego
nastgpujacy uklad réwnan:
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Ao e gayg _oepl )|
e (D*—k*)h D[Qo(Uo c) D(.Uo—c)]

u k? u.
o (Un—c2 2 M _ Y
(4) QO( 0 C) k Uo_c g ki (‘DQO) Uo—c )
, U, i
= H _ 212\
h O To—e (=T (D>—k*1.,
gdzie
d 1
D= y k* =ki+k:, 7

- doruc

Po wprowadzeniu nowej zmiennej w = u,/ W, W= Uy—c i przejSciu do wielkoSci bez-
wymiarowych
h!
/* S z W"= == * —
YT H, U,’ U, 0.’

k*, k%, k¥, D* = d(k, k., k,, D),

gdzie U., o., d— odpowiednie wielkosci charakterystyczne dla predkosci przeplywu,
gestosei 1 diugoscei (w dalszym ciagu opuszczaé bedziemy gwiazdki przy wielkoSciach bezwy-
miarowych), réwnania (4) przybiora postac '

k2
0A*(D*~k*)h = D[pW?>Dw]—oW?2k?w— G—k~2~ (Do)w,

©) 1 i
- . 2_ 1.2
h=w R W (D2—=Kk*,
gdzie:
uH? \'? .
4= drgU? — charakterystyczna liczba Alfvena,
U.d .
R, = " — magnetyczna liczba Reynoldsa,
d
G= % — liczba grawitacyjna.

Stabilnoé¢ uktadu opisanego réwnaniami badaé bedziemy przy konkretnych warunkach
brzegowych. Przyjmiemy, Zze przeplyw ograniczony jest dwiema sztywnymi, wzajemnie
réwnoleglymi plaszczyznami o doskonalym przewodnictwie elektrycznym, potozonymi
symetrycznic wzglgdem plaszezyzny xy (tzn. z = +d) przyjetego ukiadu kartezjariskiego.
Tak wigc, na granicy znika¢ musza skiadowe normalne zaburzen predkosei i pola magne-
pycznego. Otrzymujemy stad, ze na granicy (w jednostkach bezwymiarowych przy z = +1)

(6) w=0; h=0.

Jak wpomniano wyzej dla moddw niestabilnych urojona czgéé ¢; zespolonej predkosci
fazowej zaburzenia jest dodatnia. Aby scharakteryzowaé pewne wiasciwosci tych moddw,
pomndézmy réwnanie (5);, przez w (w — sprzezona warto$¢ do w) i scatkujmy stronami
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w przedziale zmian z (—1 < z < +1). W wyniku catkowania przez czgéci, przy wykorzys-
taniu warunkéw brzegowych (6), otrzymamy zalezno§é
+1 +1 +1
7N — [ AED—k)hdz = [ oWAH|Dwl+kwdz- [ G(D)wldz,
—1 —1 ~1
gdzie |+| oznacza modut danej wartosci.
Wykorzystujac rownanie (5), jak 1 warunki (6), catke z lewej strony rownania (7) prze-
ksztalcimy nastepujaco:
+1 +1
[ A2ow(D*—k*hdz = — [ A%[|Dw]*+k|w|*]dz—
—1 —1
+1 +1
— [ A%[iS—k*ISPUD>—k)hPdz+ [ A%DIS(D*—k?)h)|*dz,
1 =1
gdzie S = W/[(R.k.|W2.
Réwnanie (7) przyjmuje wiec ostateczna postaé

+1 +1
- f A% [iS—k2|S|2]|(D? — k) hi2dz+ f A2 DIS(D*— k) h)|2dz —
—1 —1
® " -
— [ etar—wanowi iz~ [ 650D g
-1 -1 ¥

Uwzgiedniajac, ze W = U—c = (U—c¢,)—ic;, z rownania (8) po przyrownaniu jego

czefcl urojonych otrzymamy zaleznosé
+1
©) _[ [U~c,]{ R O R 2ci0lDwl K2 } 7 =0.
Dla moddw niestabilnych ¢; > 0, a wigc wyrazenie w nawiasie klamrowym' réwnania (9)
jest dodatnie w calym obszarze przeptywu; a zatem dla tych moddéw cze$é rzeczywista
predkosci fazowej winna byé ograniczona warunkiem
Unin < & < U

gdzie U, — minimalna, za§ U,,, — maksymalna warto$¢ predkosci przeptywu w prze-
dziale ograniczajacym przeplyw —1 < z < +1. Powyzsze ograniczenie na ¢, jest iden-
tyczne, jak w przypadku przeptywu plynu o nieskoniczonym przewodnictwie elektrycznym
[8, 9], jak i w przypadku przeplywu hydrodynamicznego [2].

Pordwnujac czgsci rzeczywiste réwnania (8) otrzymujemy z kolei zwiazek

+1 +1
ks R+ s
f A@[W][@Z%Z)hﬁdﬁ f A20| D[S(D?—k4)||2dz =
- x 1
(10) +1 +1

. k?
= f o[A2—(U—c, >+ || Dw|*+ k2| w|?]dz + f G—EZ—(DQ) |w|3dz.

—1 -1 u
Dla modéw niestabilnych (¢; > 0) lewa strona réwnosci (10) jest dodatnia. W przypadku
przeptywu gdzie Do << 0 (wzrost gestosci zgodnie ze zwrotem sily grawitacyjnej) drugi
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czton po prawej stronie réwnosci (10) jest réwniez dodatni. Znak pierwszego cztonu pra-
wej strony, przy ustalonym profilu predkoéci U(z), zalezy od wartosci liczby Alfvena,
jak 1 od predkosei fazowej moddéw niestabilnych. Czlon ten bedzie dodatni dla moddéw
o duzych predkosdciach narastania ¢; > (U~ Ui,), @ wige rownosé (10) dopuszcza
istnienie tych moddéw przy dowolnej wartoéci liczby Alfvena. Wynika stad, Zze w przypadku
skonczonej przewodnosci elektrycznej, zewngtrzne pole magnetyczne nie moze w pelni
zabezpieczy¢ przeplywu przed wystapieniem niestabilno$ci. Przy doskonatym przewodnic-
twie elektrycznym réwnanie (10) sprowadza si¢ do réwnania dyskutowanego przez Agra-
wala [8] (lewa strona staje si¢ rowna zeru) i wtedy wyraznie widaé, ze pole magnetyczne
moze stabilizowaé przeplyw.

Pelna charakterystyka moddéw niestabilnych sprowadza sig do dokladnego zbada-
nia réwnan (5), co jest rownoznaczne z badaniem problemu wlasnego dla operatora linio-
wego czwartego rzedu o zmiennych wspdiczynnikach. Wiadomo, Ze jest to problem bardzo

trudny.
' Zbadamy wigc powyZsze réwnania w pewnym granicznym przypadku, mianowicie
dia slabego pola magnetycznego 4 <€ 1 i dobrej przewodnoéci elektrycznej R, > 1 przy
zaburzeniach o duzej liczbie falowej k > 1.

W tym granicznym przypadku réwnania (5) upraszczaja sig w wyniku dopuszczalnego
przyjecia, ze A2D%h < A*k*h oraz D*h/R,, < k*h/R, (przyjmujemy bowiem dla ma-
fych zaburzen matosé ich pochodnych), do postaci

2

k
: —A%k*h = D[pW?Dw]—p W2k2w—-G(Dg).k—2w ,
an , x

k
h=w+ti Rk, Wh

Z réwnania (11), otrzymujemy

o
. W B [(U c)—l—z(c, RoF. )]

w=
ik . 2
W— kam [(U—C‘,.) (cl+ R k. ) ]

a nastgpnie podstawiamy to wyrazenie do pierwszego z réwnan (11), przy czym wprowa-
dzamy nowa zmienna zdefiniowana jako
F=wi?y

s'belniajqca identyczne warunki brzegowe, tzn. F(—1) = F(41) = 0. Tak uzyskane réwnanie
mnoZymy stronami przez F i catkujemy w przedziale ograniczonosci przeplywu (-1, +1D).
W rezultacie otrzymujemy zalezno$é :

w= G()w,

+1 +1
| f oWI(|DF2+k2|F|*|dz+ -:1):- f D(eDU)|F|*dz+
+ f e PR =0,
gdzie J(z) = — RACO RSN Richardsona.

e(DU)?
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Przyréwnujac czgd¢ urojong réwnania (12) do zera oraz uwzgledniajac postaé G(z),
otrzymujemy :

(13 ‘ j o\ DF[*+2|FJ2)dz+ f RS [J -i--:-——f;k;ff]dzlﬂ,

gdzie

[(U—c..)2+c][1+ I ]

[(U—c)2 Fcz(l-{- ,Ii 2R ) ]

Poniewaz dla moddéw niestabilnych ¢; > 0, pierwszy sktadnik w nawiasie klamrowym
réwnania (13) jest dodatni, to (przyjmujac, ze DU # 0 w calym obszarze przeptywu) przy
spetnieniu warunku

14 M =

A%k*M 1

DUy ~ 4

w calym obszarze przeptywu, mody niestabilne wystepowaé nie moga. Oczywiscie tak jest
w granicznym przypadku 4 € 1, R, > 1, k > 1. Warunek (15) latwo przechodzi w wa-
runki stabilnoSci przeplywu uzyskane poprzednio. Przy 4 = 0 warunek (15) redukuje si¢
do kryterium stabilnoéci w przeptywie hydrodynamicznym [1, 2, 5]. Natomiast przy zalo-
Zeniu R, — oo warunek (15) sprowadza sie do uzyskanego przez Agravala kryterium przy
stabym polu magnetycznym.

Analizujac (15) widzimy, ze wplyw slabego pola magnetycznego jest stabilizujacy,
tzn. stabilnoéé przeptywu moze byé oczekiwana przy liczbach Richardsona mniejszych niz
1/4. Na stabilno$¢ wplywa takze wielko§¢ M, ktéra zalezy réwniez od predkosci narastania
zaburzenia c;.

(15) J+

. . . . k?
Dla modéw niestabilnych o bardzo duzych predkoSciach narastania ¢; » % waru-
X 4vm

nek (15) przybiera postaé identyczna, jak w przypadku nieskoficzonego przewodnictwa
elektrycznego.

Z postaci zaleZnoéci M(z) okre§lonej przez (14) wynika, ze dla danego modu niestabil-
nego charakteryzowanego przez k, ¢,, ¢; (przy zatozeniu DU # 0; R, = const w calym
obszarze przeptywu), dM/0z = 0 w punkcie rezonansowym zo(—1 < z, < +1) — okreé-
lonym przez warunek U(z,) = ¢, (predko$é fazowa modu réwna si¢ predkosei przeptywu
w tym punkcie). W punkcie tym M(z) przybiera wartoé¢ minimalng (92M/dz* > 0) w ob-
k2
ciki R,
bilnych M,,,(c;) < 1, przy czym M,,,, osiaga wartosci wigksze dla modéw o duzych pred-
koéciach narastania ¢; > k2/k, R,,, natomiast mniejsze dla modéw o matych predkoéciach
narastania. Aby mody niestabilne wystapi¢ nie mogly, nieréwno§¢ (15) winna by¢ spelnio-
na w calym obszarze przeplywu (réwniez w punkcie z,); widaé wobec tego, ze skoficzone
przewodnictwo ogranicza stabilizujacy wplyw pola magnetycznego (M., < 1) na mody

o duzej liczbie falowej k do przeplywéw z wigkszymi liczbami Richardsona.

~1
szarze przeplywu réwng M, = (1 -+ ) . Widaé, ze dla dowolnych modéw niesta-
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Reasumujac powyzsze stwierdzamy, Zze skonczona warto$¢ przewodnictwa elektrycz-
nego w przeplywie réwnoleglym modyfikuje warunki stabilnoéci tego przeplywu.

Dla modéw niestabilnych, ktérych propagacja jest dopuszczalna, cze§é rzeczywista
predkosci fazowej winna by¢ ograniczona warunkiem U, << ¢, < U,,,. Warunek ten
jest identyczny, jak w przypadku przeptywu z doskonalym przewodnictwem elektrycznym
czy tez przeptywu hydrodynamicznego.

Zewnetrzne pole magnetyczne nie moze zabezpieczy¢ w pelni przeplywu z dowolnym
profilem predkosci U(z) przed wystapieniem niestabilnodci, gdyz przy dowolnej wartosci
liczby Alfvena dopuszczalna jest propagacja moddw niestabilnych o dostatecznie duzej
predkosci narastania ¢; > (Upax— Upin)-

Przeprowadzona anpaliza przypadku ze slabym zewnetrznym polem magnetycznym
A < 11idobra przewodnodcig elektryczna R,, > 1, pokazala, ze dla modoéw o duzej liczbie
falowej k > 1 pole magnetyczne wykazuje efekt stabilizujacy przeptyw typu $cinajacego.
Uzyskane bowiem kryterium (15) pokazuje, ze przeplyw moze by¢ stabilny przy liczbie
Richardsona mniejszej niz 1/4.
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XAPAKTEPUCTHUKA YCTONUNBOCTY TEUEHHNSA C ITEPEMEHHLIM ITPOGUIIEM
CKOPOCTEM XUIOKOCTHU C KOHEUHOI 3JIEKTPOIIPOBOIHOCTLHIO
B MATHUTHOM IIOJIE

B paGore n3yuaercst yeTOMUMBOCTS TEUCHHA CO CABUIOM IIPOBOAAIICH XHUIKOCTH BO BHELIHEM OXHO-
POHOM MArHMTHOM nosne. V3 ypaBHennii MarHuTHON THAPOHHAMUKH NOJIYUEHO YCIOBHE ONA KeHCTBH-
TeNbHOoA yacTH Ga3oBOll CKOPOCTH HEyCTOHUMBBIX BOSMYINECHAHM. PaccMoTpeH ciryuail co cnabeim Mar-
HUTHBIM MOJIEM H XOPOIIeH NPOBOIMMOCTEIO, JIIA KOTOPOIO MOJIYYEHO JOCTaTOYHO YCIOBHE YCTONYHBOCTH
TeueHWH MO OTHOIICHWIO K BOSMYILEHRAM C COJBUIMM BOJHOBLIM UHCIIOM.
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Summary

STABILITY CHARACTERISTICS OF FLOW WITH VARIABLE VELOCITY PROFILE FOR
A FLUID WITH FINITE ELECTRICAL CONDUCTIVITY IN A MAGNETIC FIELD

The problem of stability of dissipative shear-flow of a fluid with finite electrical conductivity is investi-
gated in the presence of applied uniform magnetic field. Starting from the magneto hydrodynamic equa-
tions, the condition for the real part of the coinplex phase velocity of instability modes is obtained, The
analysis is also carried for the case of weak magnelic ficld and very high electrical conductivity. In such
a case the sufficient condition for stability has been formulated.

ZAKEAD GEOFIZYK] PAN
WARSZAWA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 7 grudnia 1970 r.
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Oddzial w Warszawie
20 16.11.70 Uno Nigul Falowe procesy w plytach i powlokach 9 4
(z Instytutu Cy-
bernetyki Eston-

skiej) SRR _
Oddziat we Wroclawiu
21 26.10.70 E. Milcarzewicz  Zagadnienie zmian przeplywnosci przewo- 8 3
déw wodociggowych w czasie eksploatacji
22 16.11.70 W. Nowacki Naprgzenia momentowe w termosprezystosci 42
23 10.12.70 M. Kiapoé Mozliwoéci prognozowania odksztalcer pel- 11 3

zania na podstawie odksztalcen doraznych

Sesje naukowe

W Oddziale Warszawskim odbyta si¢ 9.X1.1970 r. sesja naukowa, na ktérej wygloszono nastgpujace
referaty:

St. Dobrociniski, J. Szmelter: Przykladj) rozwiqzania zadar mechaniki metodq elementdw skovczonych;
M. Wieczorek, J. Szmelter: Wykresy warstwicowe funkcji nzyskiwane na maszynie cyfrowej; M. Dacko,
J. Szmelter: Macierz sztywnoSci elementu ramy przestrzennej.

Obecnych bylo 67 0séb, 7 0séb zabralo glos w dyskusji.

Oddziat Gliwicki Polskiego Towarzystwa Mechaniki Tcoretycznej i Stosowanej zakonczyl w dnin
26.01.1971 dwuletni cykl wykiadow, p0§wi¢é011ych podstawom mechaniki oérodka odksztalcalnego (por.
Mecn. TEOR, ST0S. 3, 7 (1969), 372). Kurs wykladowy obejmowal; podstawy algebry i analizy pojedynczych
i podwdjnych pol tensorowych; kinematyke osrodka odksztalcalnego; dynamike o$rodka odksztalcalne-
g0; stan naprezenia; termodynamike .o$rodka odksztalcalnego; teorig sprezystoSci; termosprezystosc;
hydromechanike cieczy lepkiej; lepkosprezysto$é i teorig plastycznoscei.

Na seminariach z matematyki stosowanej referowana byla problematyka niezbedna dla zrozamienia
tresci matematycznej wykladow. Lacznie odbylo si¢ 51 wykiaddw i 34 seminaria. Inicjatorem seminarium
i gldwnym wyktadowcg byt doc. dr hab. Sz. Borkowski.
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XIII POLSKA KONFERENCJA MECHANIKI CIALA STALEGO

W dniach 2-11 wrzes$nia 1970 r. w Jaszowcu k. Ustronia Sl. odbyla sig¢ XIIT doroczna Polska Konfe-
rencja Mechaniki Ciala Stalego zorganizowana przez Zaklady Teorii O$rodkéw Ciaglych i Mechaniki
Osrodkdw Ciagtych IPPT PAN. Zgodnie z ustalona tradycja, Konferencja dala okazje do przegladu ostat-
nich osiagni¢é mechaniki polskiej i poréwnania ich z wynikami uzyskanymi przez niektoérych naukowcow
zagranicznych. Wéréd ponad 150 uczestnikow konferencii, ktorzy wygtosili 125 referatéw i komunikatéw,
byli reprezentanci placéwek naukowych i uczelni Warszawy, Krakowa, Lodzi, Poznania, Wroclawia,
Gdanska, oraz naukowcy z NRD (7 0s6b), Wloch i ZSRR (po 5 0s6b), Bulgarii, NRF i USA (po 3 osoby),
Anglii, Czechostowaciji, Francji, Kanady i Rumunii (po 2 osoby) oraz Belgii, Szwecji i Berlina Zach. (po
1 osobie). Goscie zagraniczni wyglosili ponad 1/3 zgloszonych prac, dzigki czemu forum dyskusyjne konfe-
rencji uzyskalo range migdzynarodowa. Warta jest podkre§lenia atmosfera tego spotkania, sprzyjajaca na-
wiazywaniu kontaktoéw. naukowych i osobistych, wymianie mysli i dyskusjom.

Komitet Organizacyjny pod przewodnictwem prof. H. ZorskieGo zlecil przygotowanie szeregu refe-
ratéw przegladowych z r6znych dziedzin mechaniki ciala stalego wybitnym znawcom zagadnien; wydaje
si¢ jednak, Ze nie zostalo w tych referatach spelnione naturalne chyba Zadanie, by podsumowywaly do-
fychczasowy dorobek w omawianej dziedzinie, przynajmniej w skali krajowej, oraz by wytyczaly kierunki
dalszych badan. Na ogdt referenci ograniczyli si¢ do referowania wynikéw prac wlasnych i wspdipra-
cownikow.

Ponad 120 nadeslanych prac podzielono na 16 sekcji tematycznych, tworzacych z grubsza dwie grupy:
podstawowa i zastosowan. Podzial ten, istotny dla oséb nie mogacych uczestniczy¢ we wszystkich posie-
dzeniach konferencji, nie zawsze odpowiadal treSci komunikatéw; dobrze byloby, gdyby w przysziosci
organizatorzy dali referentom mozliwo$¢ wyboru sekcji zgodnie z istota zgloszonej pracy. Zapewni to
lepsza frekwencje i zaktywizuje dyskusje nad pracami, tlumnione czgsto zbytnia réznorodnoécig sasiadu-
jacych ze soba komunikatéw. Istotnej zmiany wymaga tez harmonogram obrad konferencji: niezwykle
ograniczony czas na dyskusje prac nie sprzyja aktywnosci uczestnikow. Wykroié wiecej czasu mozna by
przez selekcje zgtaszanych prac lub przcz ograniczenie tematyki, cho¢ mogloby to doprowadzi¢ do utraty
dotychczasowego charakteru konferencji.

Obrady rozpoczgly sig od posiedzenia sekcji podstaw mechaniki kontinuum, za-
gajonej referatem przegladowym J. Zawapzkieco (Wroclaw) na temat badad ‘wytezenia polimerow;
A. J. M. Seencer (Anglia) zaprezentowal koncepcje kontynualnego opisu materialéw plastycznych zbro-
jonych wlbknami nierozciagliwymi; w komunikatach Cz. WozZNiaka (Warszawa) i jego 16dzkich wspol-
pracownikoéw rozwazono niektére aspekty sformutowan aksjomatyki mechaniki o§rodkéw ciagtych.

‘Wsekcji metod matematycznych J RycHLEwskl (Warszawa) sformulowat twierdzenie
o ogdlnej postaci izotropowych funkcji tensorowych o dowolnej walencji od argumentu o tej samej walencji;
swoje poglady na temat zwiazku niezmienniczo$ci relatywistycznej i przyczynowosei w mechanice zrefero-
wali J. KurLaNDzKI i D, RogurLa (Warszawa), wskazujac na ograniczenia nakladane przez zasad¢ przy-
czynowoslci na ogdlna posta¢ funkcji Lagrange’a; W. PiEcHOCKT (Warszawa) przeanalizowal zagaduienie
jednoznacznodci rozwigzai w nieliniowych problemach teorii powtok sprezystych; zastosowania metody
elementéw skonczonych do numerycznego modelowania plaskich zagadnien teorii sprezystosci przed-
stawit J. SzMELTER (Warszawa).

Referatem przegladowym z zakresu badan doswiadczalnych plastycznosci metal izainaugurowat obra-
dy sekcji teorii plastyczno$ci W. SzczepiNskr (Warszawa) koncentrujac si¢ na wy-
nikach, uzyskanych przy sprawdzaniu praw wzmocnienia metali dla zlozonych stanéw i zlozonej historii
obcigzania oraz przy badaniu noénosci elementéw z karbami; A. DRESCHER (Warszawa) zreferowal wynik-
badan elastooptycznych plyniecia oérodka sypkiego, a takze przedstawil wlasnosci reo-optyczne poli-
metakrylanu metylu; G. Maler (Wilochy) opowiedziat o zastosowaniu metody elementdéw skoiriczonych
do obliczen plyniecia plastycznego materialu fizykalnie niestatecznego o niestowarzyszonym prawie ply-
nigcia oraz do budowania szacowan podatnodci konstrukcji 1 kryteriéw jednoznaczno$ci rozwiazania;
T. LesManNN (NRF) zbadal mozliwoéci uwzglednienia efektow drugiego rzedu w procesach sprezysto-
plastycznych poprzez modyfikacje funkcji plyniecia i prawa odksztalcenia; J. ZARKA (Francja) przedstawit
prébe sformulowania prawa lepkoplastycznodci, opartego o charakterystyki strukturalne siatki krystalicz-
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nej metalu; M, Romano (Wlochy) zaproponowat réwnania konstytutywne dla skoficzonych odksztalcert
w ofrodkach sypkich; M. SAvE (Belgia) poréwnal rozwigzania numeryczne dla probleméw nosnosci gra-
nicznej plyt, spelniajacych warunek plastycznosci Hubera-Misesa, z wynikami do§wiadczen; M. Como
(Wlochy) przeanalizowat mozliwosci teorii plastycznodci, opartej o hipotezg Batdorfa-Budianskiego,
z uwzglednieniem efektu Bauschingera. Inne komunikaty w tej sekcji dotyczyty: oceny dysypacji w proce-
sach sprezysto-plastycznego dostosowania si¢ konstrukcji (J. A. KNG, Warszawa), sprezysto-plastycz-
nego skrecania z rozeiaganiem pretéw pryzmatycznych (A. MiopucHowsKI, Warszawa), ztozonych modeli
wzmocnienia, zachodzacego przy obcigzeniach cyklicznych (Cz. Goss, Z. MRrdz, Warszawa), przestrzen-
nych rozwiazan w teorii idealnej plastycznosci, bedacych uogdlnieniem prostoliniowych wachlarzy linii
poélizgu w plaskich stanach odksztalcenia (W. GAMbin, J. Rycurewskl, Warszawa), konstrukeji prze-
dhuizen w obszary sztywne dla rozwigzan plaskich probleméw tej teorii (L. DIETRICH, W. SzCZEPIKSKT,
Warszawa), obliczen tarcz z otworami, wykonanych ze wzmocniajacego si¢ materiatu plastycznego (J. RS,
Krakow).

W sekcji dynamiki falowej G.S. Szariro (ZSRR) zreferowal wyniki quasi-statycznych
badan stopébw tytanu, rozwazywszy mozliwosci ich apisu w ramach lepkoplastycznodci; w komuni-
katach E. Wroparczyka (Warszawa) i jego wspOipracownikdédw rozpatrzono: ttumienie fal uderze-
niowych w oérodku sypkim w otoczeniu warstwy sprezystej, obciazonej cylindrycznym wybuchem,
dynamike plyty na niejednorodnym podtozu sprezysto-plastycznym, oddziatywanie kulistej fali uderzenio-
wej, rozprzestrzeniajacej sie ze zmienna predkoscia w atmosferze, na pblprzestrzen sprezysto-lepkoplas-
tyczng; w ostatniej z tych prac wykryto interesujacy efekt «pompowania» naprezen na czole fali przy
zrownaniu predko$ci fali atmosferycznej z predkodcia fal sprezystych w pélprzestrzeni; podobnym zja-
wiskiem, wykrytym przy rozpatrywaniu ruchomego skupionego oddzialywania kinematycznego na pét-
przestrzen, zaproponowano uzasadni¢ powstawanie zaburzefi powierzchni plyt przy spawaniu wybucho-
wym, zgodnie z jako§ciowym modelem wysunigtym przez W. Basura (Warszawa). Pozostale prace, przed-
stawione w tej sekgji, dotyczyly: analizy zagadnied istnienia i jednoznaczno$ci dynamicznych rozwiazan
w lepkoplastycznoéci (J. Bema, Warszawa), opisu wynikdw dogwiadczen dynamicznych w prgtach z po-
zycjt teorii Taylora~Ké4rména-Rachmatulina (J. KLepaczko, Warszawa); Z. Dzycapro (Warszawa)
podsumowal cykl prac wlasnych na temat nieliniowych wymuszonych drgan ciaglych ograniczonych ukia-
dow samowzbudnych oraz przedstawil analize nieautonomicznych drgan ukladu samowzbudnego z sitg
styczna; H. Nowax (Warszawa) opowiedzial o rezultatach pomiaréw superszybkiego przebijania masyw-
nych tarcz, proponujac poprawki do wzoréw opartych o teorie strumienia kumulacyjnego. Problemy dy-
namiczne byly tez czgsciowo przedmiotem zainteresowania sekcji teorii spregzystosci i lep-
kosprezystos$ci: Z. Wesorowsk! (Warszawa) rozwazyl nalozenie malych drgan na quasi-statyczny,
liniowy w czasie przyrost odksztatcen skoriczonych w ciele sprezystym Greeﬁa; C. Iwanow (Bulgaria)
zbadal rozprzestrzenianie sig fal sprezystych w poprzecznie izotropowym nieskonezonym walcu eliptycz-
nym; A, BunNowskr (Warszawa) przedstawil koncepcje mechanicznego modelu napiecia powierzchnio-
wego w ciele stalym, ktbrego sprezysta energia powierzchniowa zalezy od odksztalcenia powierzchniowego,
wzglednie od lokalnej krzywizny powierzchni, co powoduje dyspersje fal powierzchniowych Rayleigha;
metoda malego parametru J. MicHALEC (Warszawa) rozwiazal problem propagacji fali uderzeniowej
w dobrym przewodniku umieszezonym w jednorodnym polu magnetycznym. W innych komunikatach tej
sekcji analizowano stabilnoéé plaskiego przeplywu cieczy o zmiennych wlasno$ciach lepkosprezystych,
zaleznych od dyfuzji charakterystyk materiatowych (S. ZAHORSKI, Warszawa), zbadano naprezenia i od-
ksztalcenia w pasmie sprezyScie niejednorodnym (B. StacHowicz, Krakéw), wyprowadzono wzory na
naprezenia w otoczeniu brzegu ciala sprezystego (S. OwWCzAREK, Warszawa), obliczono naprezenia skur-
czowe w walcach betonowych, spowodowane wysychaniem betonu (J. KASPERKIEwWICZ, Warszawa), za-
proponowano postaé lepkosprezystego opisu wiasciwoéci gérotworu (D. KrzyszroN, Krakdéw).

W sekcji dynamikiistatecznos$ci kounstrukcji obrady rozpoczely sig referatem
przegladowym M. ZvczxowskieGo (Krakéw) na temat statecznosci i optymalnego ksztattowania ze wzgle-
du na statecznosé pretéw i stupdw. W komunikatach G. Aucusti (Wtochy) i jego wspOipracownikéw
zreferowane zostaly wyniki badan dynamicznej stateczno$ci pretébw smuklych, poddanych oddziaty-
waniu promieniowania cieplnego, statecznosci ram sztywno-plastycznych przy obciazeniach powtarzal-
nych oraz podstaw probabilistycznej teorii statecznodci smuktych stupdw przy $ciskaniu. B. STORAKERS
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(Szwecja) przeanalizowal kinematyke utraty statecznodci cienkosciennych walcowych rur sztywno-plas-
tycznych pod cisnieniem; A. Raczew (Bulgaria) rozwazyl stateczno$¢ skonczonych odksztalcen tarcz
masywnych z materialu Mooneya; J. SAMBORsKI (Warszawa) zbadal stateczno$é odksztalceri skoficzonych
walca sprezyscie skokowo nicjednorodnego; W. Woigwépzki (Warszawa) przedyskutowal dynamiczne
wyboczenie powlok sztywno-lepkoplastycznych pod dziataniem impulsu ci$nienia.

W referacie przegladowym sckcji ptyt i powlok A.Sawczux (Warszawa) przcdstawit ostat-
nic osiagnigcia teorii umiarkowanie duzych ugig¢ powlok sztywno-plastycznych; A. L. GOLDENWEJZER
(ZSPR) omdwil wlasnosei stanu naprezenia w cienkich cialach sprezystych, wskazujac przypadki obcia-
zen i warunkéw brzegowych, dla ktérych nic zachodzi asymptotyka kirchhoffowska; J. W. NIEMIROWSKIT
(ZSRR) wyglosit prace o réwnaniach konstytutywnych dla odksztalcen sprezysto-plastycznych zbrojonych
plyti powlok oraz o nosnosci granicznej zelbetowych osiowo-symctrycznych plyt i powlok; A. CALLEGA-
rr (USA) przebadal w ramach teorii Foppla nieliniowe wyboczenia membran kolowych przy zlozonych
obciazeniach. Szeroko poruszane byly zastosowania metod numerycznych: dla zagadnien termosprezystej
statcczno$ei powlok i konstrukeji (D. HARTIG, NRF), przy rozwiazywaniu plyt o zmiennej grubosci (A. Ta-
woORrskI, Warszawa), w problemach odksztalcenia sprezysto-plastycznej powloki przy skonczonych ugie-
ciach (Z. WaszczyszyN, Krakéw) lub przy skonczonych odksztalceniach z uwzglednieniem efektu Baus-
chingera (J. Wik, Krakéw), w zagadnieniach dynamiki wirujacych powlok obrotowych (R. WAGNER,
NRF) oraz przy obliczaniu napig¢ wewngtrznych w powlokach, wywolanych przez odksztalcenia wstgpne
(R. CzArRNOTA-BOJARSKI, Warszawa); J. Krzemitskr (Warszawa) okreslit predkodcei krytyczne obcigzen
skupionych, poruszajacych si¢ wzdluz sprezystej powloki walcowej ze stala predkoscia; Z. KURLANDZKA
(Warszawa) podala rozwiazanie dla sprezystej powloki toroidalnej.

Zagadnienia mnos$no§ci granicznej i optymalnego projektowania kons-
trukcji byly omawiane na posiedzeniach, zainaugurowanych referatem przegladowym M. SAVE'A
(Belgia), w ktérym omoéwiono projektowanie konstrukeji plastycznych, obciazonych sitami ruchomymi,
wedlug kryterium minimalnego cigzaru. A. BorkOWSKI (ZSRR) zastosowal metody programowania ma-
tematycznego do optymalnego projcktowania plyt w stanie granicznym; G. Szerer (Krakéw) sformulo-
wal w terminach matematycznej teorii sterowania ogdlny problem optymalizacyjny w mechanice ciat
odksztalcalnych; Z. MRroz (Warszawa) omowit problemy optymalizacji konstrukcji wielofazowych; ana-
lizg plyt w stanie zarysowania przedstawil A. BRANDT (Warszawa). W szeregu komunikatéw podano
rozwigzania poszczeg6lnych probleméw: statyczne pola momentéw dla plyt zbudowali W. SzczepiNski
i W. Gurkowskl (Warszawa); rozklad ciegien spr¢Zajacych plaskie ciato sprezyste obliczyt W. MARks
(Warszawa); optymalizacj¢ ustrojéw pretowych wstepnie napietych rozwazyl A. NIEMIERRO (Warszawa);
J. Misiak (Warszawa) zreferowal wyniki badan doswiadczalnych no$nosci granicznej i mechanizmow znisz-
czenia zbiornikéw; S. Lukasewicz (Warszawa) poréwnat wyniki do$§wiadczen z obliczeniami elementow
wprowadzajacych obciazenia skupione w konstrukcje cienkoscienne; optymalny przekrdj rury pod dzia-
taniem ciénienia i zginania okreélita D. ALpikska (Krakdéw), zas no$no$¢ graniczna rury przy zloZonym
obciazeniu obliczyl w spos6b przyblizony J. SkrzyPek (Krakdw); problem optymalnego usytuowania lokal-
nych umocniefi powltoki ze wzgledu na jej stateczno$¢ rozwazyt S. Bucko (Krakow); optymalne ksztalty
$ciskanych pretow sprezystych i sprezysto-plastycznych znalazt A. Galewskl (Krakéw); zagadnienie
optymalizacji belek spoczywajacych na podlozu odkszattcalnym rozwazyl M. Makowski (Krakow).

Znaczny wzrost zainteresowania problematyka struktur siatkowych, w poréwnaniu z po-
przednimi konferencjami, spowodowal utworzenie specjalnej sekcji dla tych zagadnien. H. FRACKIEWICZ,
W. Gurkowsk! i Cz. WozNIAk (Warszawa) rozwazyli w referacie przegladowym z tej dziedziny powierz-
chniowe konstrukcje pretowe z materiatu sprezystego, w szczegdinosci geometri¢ w opisie dyskretnym
zagadnienia statecznosci siatek powierzchniowycl oméwili w swych komunikatach H. FRACKIEWICZ oraz
S. Konczny (16dz); problemy optymalizacyjne tej teorii sformulowal W. Dzieniszewskl (Warszawa)s
M. Kremer (Warszawa) wyprowadzit rébwnania rownowagi sprezystych powlok siatkowych o malej wy-
niostoéci, wspolnie za§ z M. KwieciNskiM (Warszawa) rozwazyl niesprezyste zachowanie siatkowych
ustrojow nosnych; J. BAUER 1 W. Gurkowskl (Warszawa) rozwigzali problem biegunowej plyty pretowej,
obciazonej silami prostopadlymi; P. Kremm (6dZ) wyprowadzil rownania podstawowe dla sprezystych
wioknistych plyt siatkowych o sztywnych wezlach, za$ A. WACHECKA (Warszawa) przeanalizowala liniowy

wariant teorii cial sprezystych z inkluzjami siatkowymi oraz oméwila niektére zagadnienia brzegowe dla
tych ciat,
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W sekcji teorii pelzania N.N. Marman (ZSRR) przedstawit wariant teorii pelzania ze
wzmocnieniem anizotropowym; D.R. AxErr A p (Kanada) zreferowal probabilistyczng teorie o$rod-
koéw reologicznych z mikrostruktura; M. CHR z ANO W sk 1 (Krak6w) ujal we wsp6lnym opisie wszyst-
kie stadia petzania, wychodzac z hipotezy jednoczesnosci proceséw wzmocnienia i zniszczenia; w pozo-
stalych pracach zreferowano rozwigzania problemow teorii petzania i konsolidacji przy petzaniu (B. LecHo-
wicz i G. SzereR, Krakow), zagadnienia Boussinesque’a dla konsolidujacej si¢ poiprzestrzeni (Z. KoNczak
i Z. SOoBCZYNSKA, Poznan), za§ W, DErsk1 (Poznan) dokonal przegladu teorii konsolidacji ciat porowa-
watych, opartej o model Biota.

W sekcji termosprezystoéci H. Zowrskr (Warszawa) zaproponowal rdéwnania, wiazace
male, chaotyczne drgania sprezyste, nalozone na skonczone przemieszczenia w ciele sprezystym, z tempe-
ratura, rozumiana jako ich energia $rednia, co prowadzi do uog6lnienia prawa przeplywu ciepla oraz
interesujacych przypadkéw asymptotyczaych; A. Garka (Warszawa) omowil termosprezysto$¢ ciat o zlo-
zonej strukturze. '

Referat przegladowy sekcji mikrostruktury, przygotowany przez W. NowaCkIEGo (War-
szawa), dotyczyt dynamicznych zagadnien mikropolarnej sprezysto$ci. Znaczna cz¢$é prac dotyczyla pro-
bleméw teorii oSrodka Cosseratow: M. HLavacek (Czechoslowacja) rozwazyl jcdnoznacznos$c rozwiazan
probleméw poczatkowo-brzegowych w tej teorii; podobne zagadnienie przeanalizowat J. IoNnaczak (War-
szawa) dla probleméw dynamicznych z silowymi i momentowymi warunkami brzegowymi oraz dystrybu-
cyjnymi rozktadami p6l w chwili poczatkowej; Z. OLESIAK (Warszawa) uog6lnit rownania Beltramiego—
Mitchella na przypadek mikropolarnej sprezystosei; I. STEFANTAK (Poznan) wyprowadzit warunki na funkcjc
rozwiazujace dla zagadniei osiowo-symetrycznych teorii Cosseratow, za$ wspOlnic z T. HOFFMANNEM
i J. SxiBikskim (Poznan) zbadatl ukosne odbicie podiuznej fali ptaskiej od powierzchni o swobodnych obro-
tach; w pozostalych pracach proponowano podejécie probabilistyczne do teorii cial ze struktura wewnetrzng
(. W. Provan, Kanada), zastosowanie metody pseudokontinuum do opisu modeli krystaliczoych (Cz. Ry-
MARZ, Warszawa); V. Karka (Czechoslowacja) poréwnal wyniki do$wiadczen z modelem odksztalcen
sprezysto-plastycznych ciata z mikrostruktura.

Teorii defektow i dyslokacji poSwiecone byly referaty T. Mura (USA) i P. T. HeALDA
(Anglia); problemy dynamiki dyslokacji i defektow strukturalnych omowili J. Kosseckr (Warszawa) i
A.SzczEPANSKI (Warszawa); A. GOLEBIEWSKA (Warszawa) wyprowadzila wzory na energie wlasna i energie
wzajemnego oddziatywania kink-dyslokacji w modelu pseudokontinuum; E. Kossecka (Warszawa) roz-
patrzyla powierzchniowe uklady sit podwojnych, osobliwoscei przez nie generowane i postaé niecigglosei
przemieszczen w warstwie, jako zrodla generujace dyslokacje.

Na badaniu oérodkow wiclofazowych skupit swg uwage Cz. EiMER (Warszawa), ktory
okreslit wplyw dystorsji cieplnych poszczegblnych faz na makroskopowe zmiany objetosci; K. HERRMANN
(NRD) przeanalizowal naprezenia wlasne w dwuskladnikowych oérodkach wiéknistych; B. OREOWSKA
(Warszawa) zaproponowata makroskopowa teorie o§rodkéw o strukturze okresowej, za§ A. TRZESOWSKI
(Warszawa) rozpatrzyt wplyw losowosci geometrii oraz rozmiaréw ciata na moduly sprezystoéci ciala
wielofazowego.

Og6lnym rysem prac podstawowych przedstawionych na konferencji jest wzajemne przenikanie przeciw-
stawnie dotad traktowanych tendencji w mechanice: metod fenomenologicznych — do teorii o$rodkéw ztoZo-
nych oraz metod fizykalnych — do podbudowy teorii cial prostych. Prace z dziedziny zastosowan, mimo
znacznego postgpu w tej dziedzinie, weigz jeszcze charakteryzuja sie zbyt malym wykorzystaniem metod
numerycznych i maszyn cyfrowych; te ostatnie czestokro¢ speiniaja jedynie role «duzych arytmometréw»,
gdyz nadal panuje przestarzata tendencja do wyprowadzania za wszelka cene rozwiazan w postaci zam-
knigtej, co sila rzeczy istotnie ogranicza mozliwosci teorii. Przykladem tej tendencji sa liczne préby zbudo-
wania rozwiazah metoda malego parametru, prowadzace do tasiemcowych wzordw, czasami bezuzytecz-
nych rachunkowo i merytorycznie ze wzgledu na wolna zbieznos$¢ szcregdbw i ewentualno$é niestatecznosci
w otoczeniu zerowego przyblizenia. '

Warto zasygnalizowaé pocieszajacy objaw wzrostu liczby prac do$wiadczalnych, popartych rzetelna
analizg teoretyczna wynikéw pomiardw, jak tez prac teoretycznych, szerzej siegajacych do danych ekspery-
mentalnych dla uzasadnienia wnioskéw; wiele prac teoretycznych zostato zainspirowanych przez konkretne
problemy techniczne i technologiczne i ta tendencja powinna w przysztosci ulec dalszemu wzmocnieniu.

Jerzy Najar (Warszawa)
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POLSKO-UKRAINSKA KONFERENCJA

«NIEKLASYCZNE ZAGADNIENIA TEORII SPREZYSTOSCI»

Konferencja ta odbyla si¢ w Warszawie, w Palacu Staszica, w dniach 26-29 pazdziernika 1970 r. i zostala
zorganizowana przez Komitet Mechaniki i Fizyki Oérodkéw Ciaglych PAN. Na Konferencje, ktorej tema-
tem byly zagadnienia: termosprezystosci i konsolidacji, koncentracji naprezen oraz niesymetryczoej teorii
sprezysto$ci, przybylo 10 uczonych reprezentujacych oérodki naukowe Kijowa i Lwowa. Z naszej strony
uczestniczylo w niej okofo 40 pracownikéw nauki, prawie wylacznie z Warszawy. Wygloszono 21 refera-
tow:

A. D. KowaLerko (Kijéw, w zastepstwie nieobecnego Autora referat wyglosit A. F. ULITKO): Rozwbj
badan w dziedzinie termomechaniki ciata stalego odksztalcalnego w Ak. Nauk USRR,

W. Nowackr (Warszawa): Zagadnienia termosprezystosci oérodka mikropolarnego,

W. T. HrinczeENkoO § A, F. Uritko (Kijéw): Mctoda funkcji wlasnych (wektorowych) w przestrzennych
zagadnieniach termosprezystodci i sprzg¢zonej elektrosprezystosci,

W. DEerskI (Poznan): Zagadnienia teorii konsolidacji,

Z. OLesiak (Warszawa): Zagadnienie ogrzanego stempla,

H. Krr (Lwéw): Koncentracja naprezen cieplnych w otoczeniu makrodefektow,

A. GarLka (Warszawa): Termosprezystosc oSrodkow o ztozonej strukturze,

G. N. Sawin (Kijow, w zastepstwie nieobecnego Autora referat wygtosit A. N. Huz): Badania w dzie-
dzinie koncentracji naprezen woko! otworéw, prowadzone na Ukrainie,

J. PopstrYHACZ (Lwéw): Fizyczno mechaniczny stan ciata odksztalcalnego z uwzglednieniem proceséw
termodyfuzji,

A. N, Huz, W. T, GorowczaN (Kijéw): Dynamiczne zagadnienia koncentracji naprezen w o$rodkach
wielospojnych,

A. N. Huz, K. I. SznErenko (Kijow): Koncentracja naprezen wokoél otwordw w powlokach, wykona-
nych z matcriatébw zlozonych,

Z. OLESIAK (Warszawa): Szczelina w warstwie sprezysto plastycznej,

M. MaTczyRskl (Warszawa): Zagadanienie dwoch szczelin w o$rodku sprezystym,

Z. WEesorowskl (Warszawa): Mate drgania ciala sprezystego odksztalcajacego sig w czasie,

G. A. WaN Fo Fy (Kijow): O podstawach kontynualnej teorii materiatéw ztozonych,

H. FrackEwicz, W. Gutkowski, Cz. WozNIaK (Warszawa): Powierzchniowe uklady pretowe,

J. IoNaczak (Warszawa): Rownania tensorowe ruchu dla o$rodkéw sprezystych z mikrostruktura,

W. Panasiuk (Lwow): Zagadnicnia teorii no$no$ci granicznej ciat kruchych ze szczelinami,

M. SoxkorowskI (Warszawa): Przeglad prac polskich dotyczacych naprezen momentowych ze zwigza-
nymi obrotami,

Cz. RyMaRz (Warszawa): Dyspersyjny ciagly model krysztalu jonowego.

Po referatach na ogdt wywigzywala si¢ rzeczowa dyskusja. Wydano, w matym nakladzie, streszczenia
zgloszonych prac, w jezyku polskim i rosyjskim. Niestety, z powodu zmiany skladu delegacji radzieckiej,
3 streszczenia nie zostaly uwzglednione.

Uczestnicy Konferencji uznali organizowanie takich dwustronnych sympozjéw za pozyteczne réwniez
w przysztosei.

Z. Olesiak (Warszawa)

ROZSTRZYGNIECIE KONKURSU ODDZIALU GLIWICKIEGO PTMIS

Na ogloszony w 1970 r. konkurs Oddziatu Gliwickiego na najlepsza prace do§wiadczalna z mechaniki
wplynelo 14 prac. :

Sad konkursowy w skladzie: profesorowie T. KOCHMARSKI, Z. BUDZIANOWSKI, L. MULLER oraz docenci
J. ANTONIAK, SZ. BORKOWSKI, J. BURSA i J. FOLWARCZNY postanowil nie przyznawaé pierwszej nagrody,



448 BIlULETYN INFORMACYINY

przyzna¢ dwie rownorzedne drugie nagrody w wysokosci po 6500 zt kazda, cztery rownorzedne trzecie
nagrody w wysokosci 3500 zi kazda oraz pie¢ wyréznienn honorowych.

Nagrody drugie przyznano: A. DRESZEROWI i B. MICHALSKIEMU za prace Reologiczie, mechaniczne
i optyczne wlasnoSci polimetalkrylanu metylu w warunkach zlozonej historii obciqzenia, oraz J. KLEPACZCE
za pracg Zmaodyfikowany pret Hoplinsona.

Nagrody trzecie otrzymali nastgpujacy autorzy prac: M. BUAK-Zocnowskl Statystyka sil dynamicz-
nych w przekladniach z¢batych, J. Stuenicky Badanie smarowania elastoliydrodynamiczicgo metodq elasto-
optyczug, A. WiLK Okreslenie nadwyzek dynamiczuych w kolach z¢hatycl przy szybkosciach rezonansowych,
Y. WRANIK Wyznaczanie zimian stalych sprezystosci materialu wystepujgcych na grubosei modelu gipsowego.

Wyroéznienia otrzymali autorzy prac: W. BrAZEwicz Wplyw uapreien wlasnych nua predkosé propagacyi
pekniecia zmeczeniowego w blachach duralowych, J. MALAUNBRENNER, M. Kmircix Zjawisko rezonansu
w kontakceie cial sprezystych, E. KAIRUNAYTYS Badania modeli ukladow pretowych metoda eliminacji, J. K a-
PUSCINSKI Modelowanie wlasnosci lepkosprezystych polimerdw, Z. TERESZKOWSKI Doswiadczalna metoda
wyznaczania obciqzen krytycznyeh w plytach.

OGLOSZENIE

Komitet Inzynierii PAN przy wspélpracy Komitetu Nauki PZITB organizuje dwu lub trzydniowe
sympozjum krajowe na temat mechaniki konstrukeji ciggnowych w pierwszej polowie czerwea 1972 roku,
przypuszczalnie w Jadwisinie k. Warszawy w O$rodku PZITB.

Celem sympozjum jest przedstawienie zasadniczych probleméw dotyczacych mechaniki konstrukeji
ciegnowych, a takze projektowania i wykonawstwa tych konstrukeji. Uczestnikami sympozjum beda pra-
cownicy instytutéw naukowych, wyzszych uczelni, biur projektowych i przedsigbiorstw wykonawczych.

Prosimy o zglaszanie referatéw i komunikatdw obejmujacych oryginalne prace w zakresie ustrojow
ciegnowych i dotyczace:

—~ metod analizy stalycznej i dynamicznej (w zakresie sprezystym, plastycznym, itp.),

— projektowania (zagadnien wyboru i optymalizacji ksztaltu, metod obliczeniowych, badari ekspe-
rymentainych, weryfikacji modelowych pod obciazeniem statycznym i dynamicznym),

— wykonawstwa (zagadnien montazowych, realizacji wstgpnego napinania ciggien itp.).

Proponujemy nast¢pujace terminy zglaszania uczestnictwa, referatéw i komunikatow:

— zgloszenie uczestnictwa oraz przestanie krotkiego streszezenia pracy (okoto 1 strony maszynopisu)
do dnia 1 lutego 1972 r.,

— nadestanie petnych tekstow referatéw i komunikatow (objetosci do 15 stron maszynopisu) do dnia
15 kwietnia 1972 r.

Korespondencje prosimy adresowad:

Dr inz. Stefan Jendo
Sekretarz naukowo-organizacyjny sympozjum,

Instytut Podstawowych Problemdw Techniki PAN,
Warszawa I, ul. wietokrzyska 21, pokdj 408.

SYMPOZJON POSWIECONY REOLOGII

Komunikat

Oddzial Wroctawski Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej zaprasza do wzigcia
udzialu w V Sympozjonie po§wigconym reologii, przewidywanym w pazdzierniku 1972 r. we Wroclawiu.
Planuje si¢ przedstawienie referatéw w nast¢pujacych dzialach:
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1. Reologia metali i polimerow.
2. Reologia konstrukcji.

3, Reologia betonu.

4. Reologia gruntéw.

Termin zglaszania referatow (tytul i kilkuwierszowy opis) uplynal 31 maja 1971 r.

Przewidywana objetosé referatow 10 stron, w tym rysunki (fotografie wykluczone). Do oséb, ktére
zglosily referaty Komitet Organizacyjny Sympozjonu prze$le w terminie do dnia 30.X.71 r. szczegdlowe
wymagania co do sposobu przygotowania tych referatow (celem ulatwienia pdiniejszych prac redakeyj-
nych).

Termin nadsylania referatow na adres Komitetu Organizacyjnego najpozniej do dnia 31 marca 1972 r.

Decyzje 0 przyjeciu 1eferatow zostana podjete w kwietniu 1972 r. Referaty beda wydane na prawach
rekopisu i rozeslane uczestnikom przed rozpocz¢ciem Sympozjonu. Technika i sposéb wydania beda
ustalone po zebraniu materialow.

Zgloszenia 1 wszelka korespondencje prosimy kierowaé na adres: Komitet Organizacyjny Sympozjo-
nu poswieconego Reologii, Wioclaw, ul. Smoluchowskiego nr 25, Gmach Hutniczy pok. 204.

Przewodniczgcy Przewodniczacy
Komitetu Organizacyjnego Wroclawskiego Oddzialu PTMTS
(—)Prof. dr inz. Adam Mitzel (—)Prof. dr inz. Otton Dabrowski

PLANOWANE SYMPOZJA MIEDZYNARODOWEJ UNII
MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ (IUTAM)

1972

1. Symposium on Flow-Induced Structural Vibrations,
Niemiecka Republika Federalna, Przewodniczacy Komitetu Naukowego Sympozjum: prof. E. Nad-
schauer; termin: bezpoérednio przed lub po XIIT Kongresie w Moskwie (21-26 sierpnia 1972).

2. Stability of Mechanical Stochastic Systems,
Warwick University, Coventry (Wielka Brytania), czerwiec 1972.

1973

1. Turbulent Diffusion and Environmental Pollution,
Przewodniczacy: Dr F. N. Frenkiel, U.S.A., kwiecieri lub maj 1973.
2. Mechanics of Visco-Elastic Media and Bodies,
przypuszczalny termin jesienn 1973. Miejsce i organizator sympozjum jeszcze nie ustalone.
3. Optimization in Structural Design,
Warszawa, sierpiefi lub wrzesien 1973,
4. Photoelastic Effect and its Applications,
przewodniczacy: prof. J. Kestens, Belgia, kwiecien lub maj 1973.
5. Problems in Relation to Contact Problem, _
decyzja bedzie podjgta w terminie p6zniejszym.

Sympozja w roku 1973 zostang dokladniej sprecyzowane podczas obrad Zgromadzenia Ogblnego
JUTAM, ktére odbedzie sie w Moskwie w terminie Kongresu Mechaniki Stosowanej (21-26 sierpnia 1972).
Informacje o Sympozjach TUTAM w roku 1971 i pozostatych w roku 1972 podalifmy w numerze
1, 8 (1970), 97-98 MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANE]J.






INFORMACJE DLA AUTOROW

Koniitet Redakcyjny prosi Autoréw o ulatwienie prac redakcyjnych zwiazanych z przygotowaniem
do druku nadeslanych artykuléw przez przestrzeganie podanych wytycznych przy przygotowywaniu ma-
sZynopisu:

1, Prace powinny by¢ napisanc pismem maszynowym w dwoch egzemplarzach, na zwyktym papierze
na pojedynczych arkuszach formatu A4, jednostronnie, z podwdjna interlinia, z marginesem 4 cm z lewej
strony, stronice z kolejng numeracja.

2. Prace powinny by¢ pisane zwiczle i zawiera¢ najistotniejsza tresé tak, by objeto$é artykulu byta
skondensowana. Objgto$¢ prac oryginalnych nie powinna w zasadzie przekraczaé 1 ark. wyd. (20 stron
masz.), za$ prac przegladowych — 2 ark. wyd. (40 stron masz.).

3. Wzory i oznaczenia nalezy wpisywaé recznie, bardzo czytelnie uzywajac jedynie liter lacidskich
i greckich. Wskazniki ponizej liter i wykladniki poteg nalezy pisa¢ szczegblnie dokladnie.

4. Praca powinna by¢ zaopatrzona w kroétkie streszczenie (do 20 wierszy maszynopisu) w j. polskim,
j. rosyjskim i w j, angielskim. W razie niemozno$ci nadeslania streszczed w jezykach obcych, Autor dostar-
cza streszczenie w j. polskim z podaniem terminologii w j. rosyjskim i w j. angielskim,

5. Numeracja wzoréw powinna sie wigza¢ z poszczegblnymi rozdziatami pracy (np. 1.1, 1.2, 1.3, itd.;
2.1, 2.2, 2.3 itd.). Numery wzoréw powinny znajdowaé si¢ w nawiasach okraglych po lewej stronie wzoru.

6. Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wykona¢ na oddzielnych arkuszach z podaniem kolejnych nu-
meréw. Obok wihasciwego tekstu, na marginesie nalezy podaé jedynie odno$ny numer rysunku. Na oddziel-
nym arkuszu nalezy zalaczy¢ spis podpiséw pod rysunkami. Ostateczne wykonanie rysunkéw obowiazuje
Redakcje.

7. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywaé w tekicie rysunkami (skrét rys.), a nie uzy-
waé okreslien figura, szkic, fotografia. U dolu rysunku (a na fotografiach na odwrocie) nalezy wpisaé czy-
telnie numer rysunku, podpis pod rysunkiem (objasniajacy), tytut pracy i nazwisko autora.

8. Wszystkie tablice (unika¢ zbyt duzych), podobnie jak rysunki, nalezy wykona¢ na oddzielnych
arkuszach i numerowaé liczbami arabskimi. U gbry kazdej tablicy nalezy poda¢ tytul objasniajacy.

9. W tekscie nalezy na marginesie poda¢ stownie opis oznaczen, ktére moga budzi¢ watpliwosci. Do-
tyczy to pisowni matych i duzych liter lacinskich i greckich np.: ni, fau, dzeta, ksi, kappa i in.

10. Po zakoriczeniu pracy nalezy podaé wykaz literatury cytowanej w tekscie wymieniajac w kolejnoéci:
inicjaly imiom, nazwisko autora (oraz wspdtautoréw), pelny tytul dzieta lub artykutu, tytul czasopisma
(moze byé¢ skrétami), numer zeszytu, numer tomu, rok (w nawiasach okraglych) oraz ewent. strony. Przy
pozycjach ksiazkowych nalezy podaé miejsce wydania i rok. Pozycje literatury powinny mie¢ numeracje
kolejng (np. 1, 2, itd)., a w tekécie, powolujac si¢ na literature, nalezy podaé numer w nawiasie kwadrato-
wym.

11. Redakcja zastrzega sobie prawo potracenia z honorarium autorskiego kosztdéw sporzadzenia nowego
maszynopisu artykutu lub jego czeéci w przypadku nie przestrzegania wyzej podanych wskazdéwek.

12. Autorowi przystuguje bezplatnie 25 egz. nadbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze Autor mozZe za-
moéwié w Redakeji na koszt wiasny przy odsytaniu korekty autorskie;.

13. Autora obowiazuje korekta autorska (szczegdlnie wnikliwa kontrola zlozonych wzordw), ktbra
nalezy zwréci¢ w ciagu 5 dni pod adresem: Redakcja MECHANIKI TEORETYCZNEJY I STOSOWANEJ,
Warszawa, ul. Swietokrzyska 21, pok6j 413.






W nastepnym zeszycie ukazg si¢ prace:

N. I. CyGaNnowa, Pewne problemy ewolucji rézniczkowych zasad wariacyjnych w XIX i XX wieku
Hexoropple BOMpOCH! pPa3sBUTHA AudepeHUManBHLIX BapHAUMOHHBIX IPHHLMIIOB B
XIX-XX Bekax
Certain problems of development of differential variational principles in the 19th and 20th
century

J. KLepaczxo, Zmodyfikowany pret Hopkinsona
MopudnuupoBaunblii crepxeHs ['ONKUHCOHA
The modified split Hopkinson pressure bar

J. Kruszewsk1, Zastosowanie metody sztywnych clementdow skonczonych do obliczen czestosci
drgan wlasnych ustrojow okrgtowych
ITpimeHeHHe METOAA JKECTKHMX KOHEGUHBIX 3JICMEHTOE K pacuram uacToT KOjeBaHwMit
CYIOBBIX CHCTEM

Application of the rigid finite elements method to calculation of natural vibration fre-
quencies of ship structures

Z. Hanpzer, Hipoteza dekohezji mikroobjetoser poddanej dzialaniu zmiennych naprezen
T'unoresa paapywenns MHKpooOséMa mpu JEHCTBHUM [EPEMEHHBIX HATPSIKEHH
Hypothesis of decohesion of micro-volume under variable stress

B. Bieniasz, Naprezenie zwilzajace dzialajace na pecherzyk parowy w czasie wrzenia
Hanpsrenus CMauuBacMOCTH, NEHCTBYIOWIME Ha MY3bIPEK I4pa BO BPEMA KHIICHHA
Wetting tensions acting on a vapor bubble in boiling process



Cena z1 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje sig poczynajge od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lat poprzednich mozna nabywaé w sekretariacie Zarzgdu Gloéwnego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury i Nauki, pigiro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor., T. 9, z. 3, s. 333—446, Warszawa 1971, Indeks 36712
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