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WŁODZIMIERZ BURZYŃSKI — WSPOMNIENIE POŚMIERTNE*

Profesor zwyczajny mechaniki technicznej, docent habilitowany mechaniki kontinuów,
doktor nauk technicznych, inżynier dróg i mostów Włodzimierz BURZYŃSKI — uro-
dził się w Przemyślu dnia 29 kwietnia 1900 r. Do szkoły średniej uczęszczał w Przemyślu,
gdzie w 1918 r. złożył egzamin dojrzałości. Studia wyższe odbył na Wydziale Inżynierii
Lądowej i Wodnej Politechniki Lwowskiej; dyplom inżyniera dróg i mostów uzyskał
w 1925 r. Odbył ponadto dodatkowe studia w latach 1928/29 na Uniwersytecie w Getyndze
i Politechnice w Zurichu, jako stypendysta ówczesnego Funduszu Kultury Narodowej.

Prof, dr inż. Włodzimierz BURZYŃSKI od roku 1922 do roku 1939 pracował bez przerwy
na Politechnice Lwowskiej przechodząc kolejne stopnie naukowe w Katedrze Mechaniki.
Samodzielne wykłady rozpoczął prof. BURZYŃSKI W 1927 r. prowadząc je w zakresie
różnych gałęzi mechaniki na Wydziale Mechanicznym oraz Wydziale Inżynierii Lądo-
wej i Wodnej Politechniki Lwowskiej.

Prof. BURZYŃSKI posiadał wszystkie stopnie akademickie przewidziane w polskim
szkolnictwie wyższym. Na doktora nauk technicznych promował się w Politechnice Lwo-
wskiej 5 maja 1928 r., na docenta mechaniki kontinuów habilitował się również w tej
uczelni 8 listopada 1933 r. Na profesora nadzwyczajnego Katedry Mechaniki Technicznej
na Wydziale Mechanicznym Politechniki Lwowskiej powołany został 29 września 1934 r.

Okres wojenny i początek okresu powojennego, tj. czas od września 1939 r. do lipca
1946 r. spędził prof. BURZYŃSKI we Lwowie sprawując obowiązki profesora Katedry Me-
chaniki Technicznej, ponadto dziekana Wydziału Mechanicznego, a także dyrektora
względnie zastępcy dyrektora Lwowskiego Instytutu Politechnicznego, na który zamienio-
na została Politechnika Lwowska po objęciu jej przez władzę radziecką.

W połowie lipca 1946 r. przybył prof. BURZYŃSKI do Gliwic, gdzie objął stanowisko
profesora zwyczajnego i kierownika Katedry Mechaniki Technicznej na Wydziale Me-
chanicznym Politechniki Śląskiej, którą to katedrę zorganizował, stawiając ją na nader
wysokim poziomie naukowym i dydaktycznym, łącznie z nowoczesnym laboratorium wy-
trzymałościowym. Przygotował tutaj do pracy naukowej i dydaktycznej w zakresie me-
chaniki technicznej cały zastęp pracowników, a między nimi wielu dzisiejszych docentów
i dwóch profesorów. Był również dyrektorem Zakładu Badania Materiałów Politechniki
Śląskiej, ponadto współorganizatorem Poradni Racjonalizatorskiej przy tym zakładzie.

Od roku 1936 był prof. BURZYŃSKI stałym członkiem Polskiego Komitetu Normaliza-
cyjnego i przewodniczył jednej z Podkomisji Komitetu. W 1928 r. został zaproszony do

* Wygłoszone na posiedzeniu Oddziału PTMTS dn. 5.X.1970 r. przez prof, dr inż. M. Janusza.
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współpracy z wydawnictwem «Zentralblatt fur Mechanik». W 1938 r. został mianowany
członkiem korespondentem ówczesnej Akademii Nauk Technicznych oraz współpraco-
wnikiem Komisji Technicznej Polskiej Akademii Umiejętności. Był członkiem czynnym
Śląsko-Dąbrowskiego Towarzystwa Naukowego i członkiem założycielem Polskiego To-
warzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. W dniu 28 maja 1966 r. na wniosek
Oddziału Gliwickiego tego Towarzystwa prof, dr toż, Włodzimierz BURZYŃSKI został obra-
ny członkiem honorowym Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.

Prof. BURZYŃSKI wydał drukiem ponad 30 oryginalnych prac naukowych w zakresie
mechaniki ośrodków ciągłych. Rezultatami swoich prac przyczynił się bardzo po-
ważnie do rozwoju nauki polskiej w danej dziedzinie, rozsławił jej imię w skali ogólno-
krajowej oraz poza granicami kraju.

Jako badacz naukowy najwyższego stylu ujawnia się Włodzimierz BURZYŃSKI przede
wszystkim w swoich pracach traktujących o wytężeniu. Prace te kwalifikują ich autora
do grona najpoważniejszych znawców tej gałęzi wiedzy i zapewniają mu najbardziej po-
czesne miejsce w literaturze przedmiotu. Można z całą pewnością twierdzić, że w pracach
swoich nad wytężeniem podążał BURZYŃSKI po linii wytyczonej przez swojego mistrza
Maksymiliana Tytusa Hubera, a prowadzącej do ustalenia hipotezy wytężenia możliwie
najbardziej zgodnej z wynikami doświadczalnymi. Ideę hipotez wytężenia usiłował BU-
RZYŃSKI skutecznie rozszerzyć w kierunku postawienia hipotezy uniwersalnej, nadającej
się równocześnie do materiałów plastycznych i kruchych. Ukoronowaniem tych prac było
Studium nad hipotezami wytężenia, Akademia Nauk Technicznych, Lwów 1929. W ślad za
tą pracą poszły dalsze o tematyce podobnej, jak Teoretyczne podstawy hipotez wytężenia,
Czasopismo Techniczne, Lwów 1929 oraz Vber die Amtrengungshypothesen, Schwei-
zerische Bauzeitung, 1930 r.

Drugą grupę prac naukowo-badawczych prof. BURZYŃSKIEGO stanowią prace z zakresu
teorii sprężystości. Są to prace pionierskie, jak na czasy, w jakich powstały, nie zatracają
jednak swojej wartości i obecnie. Odznaczają się one szczególnie precyzyjną analizą mate-
matyczną, wynikającą z głębokiego merytorycznego ujęcia treści rozwiązywanych za-
gadnień. Interesuje się BURZYŃSKI W tej grupie swoich prac specjalnie metodami energe-
tycznymi, a wśród nich dwoma twierdzeniami minimalnymi teorii sprężystości i zastoso-
waniem ich do rozwiązań przybliżonych. Można tu wyróżnić następujące pozycje: O ogra-
niczeniach twierdzenia Castigliano, Czasopismo Techniczne, Lwów 1931; O rozwinięciu
potencjału sprężystości, Akademia Nauk Technicznych, Lwów 1932; O dwóch twierdzeniach
minimalnych teorii sprężystości i zastosowaniu ich do rozwiązań przybliżonych, Czasopismo
Techniczne, Lwów 1933; Przybliżone metody teorii sprężystości, Życie Techniczne, Lwów
1934. Po wojnie pojawiła się jedna z poważniejszych prac prof. BURZYŃSKIEGO pt. O nie-
których niedomaganiach i koniecznych uzupełnieniach de Saint-Venantowskiej teorii prętów
prostych, Wrocławskie Towarzystwo Naukowe, Wrocław 1951.

Niezależnie od prac ostatnio wymienionych, pojawił się cały szereg innych prac teore-
tycznych i praktycznych. Niezależnie bowiem od pracy czysto naukowej i dydaktycznej
prof. BURZYŃSKI miał rozległą praktykę zawodową w dziedzinie budownictwa lądowego
i wodnego, jak budowy dróg, tuneli, mostów, przegród dolin itp. Był autorem kilkunastu
poważnych projektów budowlanych, między innymi był posiadaczem rekordu rozpiętości
w budownictwie żelbetowym w Polsce z tytułu wykonania projektu mostu łukowego na
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Sole w Tresnej-Czernichowie i kierownictwa budowy tego mostu. Występował często jako
rzeczoznawca przy budowie wielkich obiektów, np. przegród dolin w Porąbce i Rożnowie.

W powiązaniu z działalnością inżyniersko-konstrukcyjną prof. BURZYŃSKIEGO można
wymienić dla przykładu następujące jego publikacje: Z teorii luków bezprzegubowych,
Księga pamiątkowa ku uczczeniu prof, dra inż. M. Thulłiego, Lwów 1931; Nowa metoda
obliczania i wykonania luku betonowego i żelbetowego, Referat na II Zjazd Inżynierów
Budowlanych w Katowicach, 1935 r.; W sprawie naprężeń w przegrodach, Czasopismo
Techniczne, Lwów 193J.

Wśród publikacji naukowych prof. BURZYŃSKIEGO znajdują się ponadto pozycje z za-
kresu wyboczenia, także posprężystego, z dziedziny zagadnień płytowych, teorii powłok
cienkościennych i inne.

Prof. BURZYŃSKI był świetnym wykładowcą i wychowawcą wielu pokoleń studenckich
oraz inżynierskich. Był autorem dwóch skryptów z Mechaniki Ogólnej i z Wytrzymałości
Materiałów.

Należy jeszcze na zakończenie zauważyć, że po przybyciu w 1946 r. do Gliwic i objęciu
stanowiska profesora zwyczajnego i kierownika Katedry Mechaniki Technicznej na daw-
nym Wydziale Mechanicznym Politechniki Śląskiej, prof, BURZYŃSKI był bardzo aktywny
naukowo, dydaktycznie i zawodowo aż do unieruchomienia go przez obłożną i nieuleczal-
ną niestety chorobę w 1949 r. Opublikował w tym czasie 5 prac naukowych, w tym jedną
nader poważną na temat de Saint-Venantowskiej teorii prętów prostych. Równolegle do
swoich zajęć naukowo-dydaktycznych współpracował prof. BURZYŃSKI bardzo intensywnie
z odbudowującym się powojennym przemysłem polskim wydając dużo orzeczeń nauko-
wych i ekspertyz, przeprowadzając wiele obliczeń, jak dźwigów portowych dla Gdyni
i Szczecina, fundamentów pod maszyny, kominów itp.

Z powodu trwałego i ciężkiego schorzenia przestał prof. BURZYŃSKI pracować pod ko-
niec 1949 r. i 17 lipca 1970 r. zmarł ku wielkiemu żalowi nas wszystkich, Jego dawnych,
studentów, uczniów i współpracowników, ku wielkiej stracie nauki polskiej. Jednakowoż
dawni studenci i współpracownicy prof. BURZYŃSKIEGO są dzisiaj w niemałej ilości dokto-
rami nauk technicznych oraz samodzielnymi pracownikami nauki i kształcą dalsze poko-
lenia studenckie oraz dalsze pokolenia pracowników naukowo-badawczych, W ten sposób
powstała szkoła BURZYŃSKIEGO jako kontynuacja szkoły Hubera, którego BURZYŃSKI był
uczniem.

Prof. zw. dr inż. Włodzimierz BURZYŃSKI dobrze przysłużył się nauce polskiej w zakre-
sie mechaniki stosowanej, chociaż odszedł od nas na zawsze, żyć będzie zawsze wśród nas.
Cześć Jego pamięci.
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ZASTOSOWANIE RÓWNANIA HAMILTONA-JACOBIEGO
DO STABILIZACJI UKŁADÓW MECHANICZNYCH

WŁADYSŁAW B O G U S Z (KRAKÓW)

1. Wstęp

Zagadnienie stabilizacji układów mechanicznych wchodzi w zakres optymalnej syntezy
układów mechanicznych dyskretnych. W założeniach do przeprowadzenia syntezy przyj-
muje się siły działające zgodnie z rzeczywistymi warunkami pracy układu i bada się asymp-
totyczną stateczność położenia równowagi. W przypadku, gdy nie jest zapewniona asymp-
totyczna stateczność, poszukuje się dodatkowych sił stabilizujących nie zmieniając po-
zostałych parametrów układu. Na dodatkowe siły narzuca się warunek optymalizujący,
wynikający z procesu, jaki ma realizować układ mechaniczny. Rozwiązanie warunku
optymalizującego napotyka trudności i w literaturze spotyka się efektywne rozwiązania
otrzymane przy zastosowaniu równań Lapunowa-Bellmana [1]. W metodzie tej przyjmuje
się szczególny warunek optymalizujący wynikający z odpowiednio dobranej funkcji La-
punowa.

W pracy przedstawiona jest metoda wykorzystująca własności równania Hamiltona-
Jacobiego do rozwiązania warunku sformułowanego ogólnie jako minimalizacja danego
funkcjonału. W zastosowaniu tej metody przyjęto jeden z możliwych warunków zapewnia-
jących stabilizację układu mechanicznego. "Warunek ten sformułowano w taki sposób, aby
otrzymać możliwie duży ubytek energii kinetycznej w czasie ruchu. Otrzymane warunki
są wystarczające do stabilizacji, ale istnieje możliwość sformułowania innych warunków,
ale tak, aby nie były sprzeczne z założeniami przyjętymi w opisanej metodzie. Podstawo-
wym założeniem w metodzie, które zapewnia istnienie rozwiązania stabilizacji, jest aby
minimalizacja funkcjonału poprzez równania Eulera-Lagrange'a prowadziła do równań
ruchu rozważanego układu mechanicznego.

2. Sformułowanie zagadnienia

Rozważmy układ holonomiczny, którego ruch jest opisany równaniami:

gdzie i? jest energią kinetyczną, Qt przedstawia siły uogólnione zaś 95 jest funkcją określa-
jącą dodatkowe siły, które należy wyznaczyć z narzuconego warunku na ruch układu.
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Zakładamy, że układ (2.1) posiada rozwiązanie zerowe niestateczne dla cp — 0 lub sta-
teczne, ale nie asymptotycznie stateczne.

Zagadnienie stabilizacji układu (2.1) polega na wyznaczaniu funkcji cp takiej, aby roz-
wiązanie zerowe było asymptotycznie stateczne i dany funkcjonał /

00

(2.2) / = / L(t, qx,qz, g,,;^,..., qn)dt
o

przyjmował wzdłuż rozwiązań układu (2.1) wartość minimum.
Ograniczając się do lokalnej asymptotycznej stateczności można powyższe zagadnienie

rozwiązać, rozważając równania w perturbacjach i linearyzując funkcję cp.
Rozwiążemy powyższe zagadnienie wykorzystując równanie Hamiltona-Jacobiego1'.

3. Metoda stabilizacji

Podamy metodę doboru sił stabilizujących w oparciu o równanie Hamiltona-Jacobie-
go. Weźmy pod uwagę funkcję L(t, xl,x') określoną w pewnym obszarze G <= i?2n+i>
posiadającą ciągłe pochodne cząstkowe rzędu drugiego względem wszystkich argumentów.
Funkcję L(t, x\ x') nazywamy lagrangianem. Funkcję H{t,x\pi) odpowiadającą funkcji
L według równania:

(3.1) H(t, x\ p;) - -L{t, x\

nazywamy hamiltonianem.
W funkcji (3.1)^,- są określone wzorami

Zakładamy, że równania (3.2) dadzą się rozwiązać względem i '

(3.3) xi=0i(t,xi,pi).

Po podstawieniu (3.3) do (3.1) otrzymamy funkcję if zmiennych (t, xł,pi)
Weźmy pod uwagę rodzinę trajektorii w przestrzeni i?B +i, przechodzących przez

dwa bliskie punkty Pi(/,^'), P2{t+At, x'+Ax'). Wzdłuż tych trajektorii możemy zde-
finiować lagrangian L i utworzyć funkcjonał:

Pi

(3.4) / = J L(t,xl,xl)dt.
Pi

Niech w przestrzeni i?n + 1 będzie dana rodzina powierzchni klasy C2

(3.5) S(/,x')=c,
taka, że pokrywa pewien obszar Go <= i?n + 1 i przez każdy punkt obszaru przechodzi tylko
jedna powierzchnia. Na trajektorie przechodzące przez punkty P j , P 2 leżące w obszarze Go

11 W dalszej pracy przyjmujemy następującą umowę. Wielkości wektorowe oznaczamy wskaźnikiem
u góry np. *', zaś wielkości skalaiowe wskaźnikiem u dołu np. aj. Wskaźnik u góry i u dołu oznacza su-
mowanie np. a i x', i = 1, 2,. . . , n lub a-,j xl sumowanie po j — 1, 2 rt, ay x' xJ'sum owanie po i i po j .
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narzucimy warunek, aby przecinały powierzchnie (3.5) i nie były do żadnej z nich styczne
oraz aby przy przejściu od punktu P t leżącego na jednej powierzchni do punktu P2 le-
żącego na drugiej, przyrost funkcjonału (3.4) byl minimum. Warunkiem koniecznym i wy-
starczającym, aby ten warunek był spełniony jest, aby funkcja S{t, xl) była rozwiązaniem
równania

d,
(3-6) -g

oraz
dS

(3.7) -W"*1'

gdzie H jest hamiltonianem odpowiadającym lagrangianowi zdefiniowanemu wzdłuż
trajektorii przechodzących przez punkty PX,P2.

Własności powierzchni (3.5) i równania (3.6) wykorzystamy do wyznaczania sił stabi-
lizujących ruch niestabilny układu dyskretnego.

Rozważymy zagadnienie przedstawione w punkcie 2.
Ogólna metoda rozwiązania tego zagadnienia jest następująca. Funkcję pod całką

(2.2) rozpatrujemy jako lagrangian równania (2.1). Warunkiem koniecznym minimali-
zacji funkcjonału (2.2) jest, aby spełnione były równania Eulera-Lagrange'a

d I 8L\ dL

Dla funkcji L wyznaczamy hamiltonian i piszemy równanie Hamiltona-Jacobiego (3.6).
Do równania (3.6) podstawimy funkcję S(t, x') takiej postaci, aby trajektorie przecina-
jące powierzchnie S(t, x') = c dążyły do punktu (0, 0), gdy t dąży do nieskończoności.
Na szukaną funkcję q> otrzymujemy następujące warunki.

Rozwiązania równań (3.8) i (2.1) przy tych samych warunkach początkowych muszą
być identyczne oraz muszą spełniać równanie (3.6) przy odpowiednio dobranej funkcji
S(t, x'). Spełnienie równania (3.6) zapewnia' asymptotyczną stateczność tych rozwiązań.

Ograniczając się do lokalnej stateczności położenia równowagi rozważać będziemy
układy, których energia kinetyczna wyraża się wzorem: E = a^oćk', a funkcje Qt są
w otoczeniu położenia równowagi zlinearyzowane i nie zależą od czasu. Równania (2.2)
w tym przypadku mają postać

(3.9)

Macierz (oy+fl/O jest określona dodatnia, macierz (kij) jest znana, zaś macierze (fcy)
i (ey) należy tak wyznaczyć, aby położenie równowagi było asymptotycznie stateczne.

Funkcję L(t, xl, xl) funkcjonału (2.2) przyjmiemy w takiej postaci, aby spełnione były
następujące warunki:następujące warunki:

1) dla dowolnych t1 \^-l < I ^ I

2) In —j— —In - 5 — < ^ , ; A dodatnia stała.
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Warunek 1) zapewnia zanikanie ruchu, zaś warunek 2) zanikanie energii kinetycznej w spo-
sób wykładniczy. Chodzi więc o stabilizację układu mechanicznego bez oscylacji energii
kinetycznej.

Z warunku 2) otrzymamy

\dE\

, = , 2

J p

i funkcję L(t, x\ x') przyjmujemy w postaci L = —j- eM.

Dla układu (3.9) funkcja L(t, x\ x') ma postać

(3.10) Uft3

gdzie: 5 y —kij+by, zaś A jest parametrem, który należy wyznaczyć. Siły tłumienia przyj-
mujemy w postaci funkcji dysypacji energii Rayleigha; macierz (— Cy) jest określona
dodatnia.
Podstawimy funkcję (3.10) do równań (3.8)

(3.H) -— = e* [BUX)+i (c«+«,«)»'].

dxt - «

Równania (3.8) otrzymamy w postaci

(3.12) i (cy+Cfl)*' - -X

Porównując współczynniki równań (3.12) i (3.9) otrzymamy:

1 " J A

Z otrzymanych wzorów (3.13) wynika, że funkcja dysypacji energii jest proporcjonalna
do energii kinetycznej układu.

(3.14) jCtjxW^-teijxW.

Równania algebraiczne konieczne do wyznaczenia macierzy otrzymamy z równania
Hamiltona-Jacobiego.

Chcąc otrzymać hamiltonian należy rozwiązać równania:

Korzystając z (3.11) i (3.13) można równania (3.15) napisać w postaci

(3.16) ^^
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Funkcję S(t, xl), która ma być rozwiązaniem równania (3.6) przyjmujemy w takiej
postaci, aby odległości punktów na powierzchniach (3.5) od początku układu dążyły
do zera, gdy czas dąży do nieskończoności

(3.17) S(t,x?) = y e " A 7 * £ * J ,

gdzie macierz (D y ) przyjmiemy proporcjonalną do macierzy (j?y). Przy takim przyjęciu
funkcji S(t, x') powierzchnie (3.5) są określone równaniem

(3.18) Dijx'xJ =2ce~M,

gdzie c jest dowolną stałą.
Ze wzoru (3.18) wynika, że odległości punktów na tych powierzchniach dążą do zera,

gdy parametr A jest dodatni. Z (3.7) i (3.17) otrzymamy

(3-19) Pi = -^ = T e\Di}+Dy)xK

Po podstawieniu (3.19) do (3.16) otrzymamy układ równań

(3.20) faj+aj,)** = I U y 1

Przy przyjętym założeniu odnośnie macierzy (fly+fl/i) układ równań (3.20) można roz-
wiązać. Rozwiązanie przedstawimy wzorem

(3.21) x J ^ { l

Hamiltonian (3.1) obliczymy z (3.10) i(3.16)

(3.22) H(t, x\ pt) = ~

gdzie za x!, x> należy podstawić (3.21).
Równanie Hamiltona-Jacobiego (3.6) przy podstawieniu (3.17) i (3.22) napiszemy w po-
staci
(3.23) Dijx'xJ-ltoijAix'AJiX11 =0.

Przyrównując współczynniki przy x\ xJ do zera otrzymamy układ równań algebraicznych

(3-24) I(Ay+A-0-(a*,+afJA?A>j - 0.

Układ (3.24) przedstawia—-— równań algebraicznych, w którym występuje 2n2 nie-

wiadomych Aj i Dtj.
Dodatkowe równania otrzymamy z (3.20) po podstawieniu (3.21) i porównaniu współ-

czynników przy xl

(3-25) Afcj.+fląM-Jfo-yCĄH-A,).

Jest to układ n2 równań. W ten sposób z układów (3.24) i (3.25) otrzymujemy — - —

równań algebraicznych o niewiadomych A{, DtJ, f?y, 1, których liczba wynosi: ( 3 « 2 + l ) .
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Ponieważ macierz (JDy) musi być określona dodatnia otrzymujemy dodatkowo n warun-
ków do wyznaczenia niewiadomych. Również macierz sprężystości (~B;]) musi być

określona dodatnia i razem z układami (3.24) i (3.25) otrzymujemy — - - — - warunków

do wyznaczenia (3n2 + l) niewiadomych. Jeżeli macierz sprężystości przyjmiemy symetrycz-

ną, otrzymamy By — -3,,- i liczba niewiadomych będzie wynosiła 3 n 2 + l — =

Oznaczymy liczbę niewiadomych przez N, a liczbę warunków do wyznaczenia niewia-
domych przez i?. Z przeprowadzonych obliczeń otrzymamy

ft-- A7 p 5 « 2 + « + 2 3n2+5n
(3.26) N-R=* 1 — = (n-l)-.

Z (3.26) wynika, że tylko dla n = 1 liczba niewiadomych jest równa liczbie warunków,
zaś dla n > 1 liczba niewiadomych jest większa od liczby warunków i zależnie od rozwa-
żanego układu można przyjąć dodatkowo pewne niewiadome jako znane. Celowe jest
w tych przypadkach przyjmowanie macierzy (Du) proporcjonalnej do macierzy (—B;J),
gdyż przy takim przyjęciu powierzchnie (3.5) będą styczne do powierzchni ekwipoten-
cjalnych i trajektorie układu (3.9) będą je przecinać i nie będą styczne, czyli na powierzch-
niach (3.5) nie będzie punktów poślizgu.

Sposób postępowania objaśnimy na przykładzie. Weźmy pod uwagę układ przedsta-
wiony na rys. 1. Położenie równowagi układu jest stateczne, ale nie asymptotycznie sta-

m-,

Rys. 1

teczne i należy wyznaczyć siły tłumienia wiskotycznego tak, aby ustabilizować asympto-
tycznie układ przy minimalizacji funkcjonału (2.2) z funkcją podcałkową (3.10). Współ-
czynniki tłumienia wiskotycznego oznaczymy odpowiednio przez 2ht, 2hXt2, 2h2.
Równania ruchu mają postać:

mtx =-(jfc1+k1,2)x+kli2y-2(hi+h1<2)x+2h1,2y,
m2y =klt2x-(k2+kU2)y+2hU2x-2(h2+hli2)y.

Na podstawie (3.13) otrzymamy

(3.28)

2 A 1 2 = 0 .
Ponieważ h12 = 0 , więc do stabilizacji układu wystarczą dwa tłumiki działające na masy
ntj i m2 i nie potrzeba tłumika między masami m1\m2. Współczynnik X obliczymy roz-
wiązując układ (3.24) i (3.25).
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Przyjmiemy D12 — D21. Układ równań (3.25) ma postać

2Xm2A\ — B2l—DZI,
(3.29) T] i\ D n

2Xm2A2 —B22—D22.

Po obliczeniu ^ i podstawieniu do (3.24) lub do (3.27) otrzymamy układ równań:

D i i _ (Bii-Dn)2
 [ (B21-D21)

2

2X mx 2?t"in2

(3.30) £>i2 = 2 1 ^ 2
 2 '

-D-,2 =»• 2 ^ — :
2 A ^ 2A2m2

Celem uproszczenia zapisu wprowadzimy oznaczenia:

-Sil _ A 5 1 2 _ A B l 2 —h Dll~r]
£<1 j 7 ~ — " 1 2 j — °2 > ~ — «i)

"ii m rn
(3.31)

Układ równań (3.30) przy tych oznaczeniach ma postać:

(3.32)

W równaniach (3.32) występują cztery niewiadome: dx, d2, d12, A2, jeżeli przyjmujemy
bi, b2 i &i2 j^ko ustalone. Można również sformułować zagadnienie w ten sposób, że
przyjmujemy d1,d2,d12, określające powierzchnię, którą rozwiązania mają przecinać
bez poślizgu i wyznaczyć b1,b2, b12 i P.

Przytoczymy tok obliczeń w przypadku, gdy nie zmieniamy sił sprężystych, tj. blt b2,
b12, a dobieramy tylko tłumienie, tj. należy obliczyć 2r. Przyjmiemy jedną niewiadomą
dll2 równą —bi2. Przy takim przyjęciu z drugiego równania (3.32) otrzymamy

(3.33) I1 =d1-b1+d2-b2.

Jeżeli odejmiemy równania pierwsze i trzecie (3.32) otrzymamy

(3.34) 2X2{dl~d2) = [b2+bl-d1-d2\\bt-

Po podstawieniu (3.33) do (3.34) i uproszczeniu otrzymamy

(3.35) d1-d2=-b2~bi.

Rozwiązując (3.33) i (3.35) obliczymy dx i d2

(3.36) dx=b2 + -~P, J 2 = f e 1 + l
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Po podstawieniu (3.36) do pierwszego lub trzeciego równania (3.32) otrzymamy takie
same równanie na X2

(3.37) ~^+l2(b1+b2)~(bi-b2)
2-4b2

12 = 0.

Równanie (3.37) posiada dwa pierwiastki, z których jeden dodatni jest rozwiązaniem
postawionego zagadnienia

(3.38) A2=,|.[-(Z)1+(

Łatwo sprawdzić, że po podstawieniu (3.38) do (3.36) otrzymamy: d1>0, d2 > 0
i did2—d2

2 > 0, co oznacza, że powierzchnia określona przez di,d2, d12 jest formą
kwadratową jednorodną dodatnią.

Powracając do oznaczeń (3.36) otrzymamy na A wyrażenie:

[V mi
 + m2

 + V \" mx

Po podstawieniu (3.39) do (3.28) otrzymamy współczynniki h1 i h2.
Jakiego rodzaju jest tłumienie określone wzorami (3.28) można zbadać podstawiając

współczynniki tłumienia do równań (3.27). Jeżeli przyjmiemy dla przykładu my — m2 =
4k —

= w, kx =k2 —ki2 —k z (3.38) otrzymamy: A2 =-=—(2+|/7) i tłumienie obliczone
według wzorów (3.28) jest nadkrytyczne. Ruch układu jest bezoscylacyjny.
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P e 3 10 M e

nPHMEHEHHE YPABHEHHH rAMHJIbTOHA-HKOBH flJLq CTAEHJIH3AJJ,HH
MEXAHOTECKHX CHCTEM

B pa6oTe flan weTOfl cra6iuiH3aqHH MexamiwecKHx CHCTCM. MeTOfl OCHOBSH Ha ncnoju>30BaHHH ypaB-
FaMHUŁTOHa-JlKoSH fljia onpeflejieHHSi CHJI, npHJiowemie KOTopbix K CHereMe oSecneqHBaei

cTaSuJibHOCTfe cocTOHmw paBHOBecHH. IIoflGop STHX CHU oSycjiOBJien MHHHMajiH3a-
3aaaHHoro cbyHKaHonana. YCJIOBHH jHHHHMann3aaHH nojiy^eHŁi na ypaBHeHHH Sflnepa-JIarpaHHca.

MeTOfl npHMeHeH B cjiy^aej Korfla ycJioBHeM onTHMaJin3ai;HH jranneTCH npoH3BOflHaa: KHHe-
3HeprHH cucieMBi. CnocoG BbraHCJieHHił HJiniocTpHpoBaH npHMepoM.

S u m m a r y

APPLICATION OF HAMILTON-JACOBI EQUATION FOR STABILIZATION OF MECHANICAL
SYSTEMS

The method of stabilization of mechanical systems is presented in the paper. The method consists
in using the Hamilton-Jacobi equation for the proper selection of such forces which, when applied to the
system, ensure the asymptotic stability of the equilibrium position. This selection follows from the mini-
malization condition of the given functional. The minimatization conditions are obtained from the Euler-
Lagrange equations. The method described is applied to the case when the optimization condition is the
derivative of the kinetic energy of the system. This procedure is explained in an example.

AKADEMIA GÓRNICZO-HUTNICZA
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Praca została złożona w Redakcji dnia 28 lutego 1970 r. —powtórnie dnia 25 listopada 1970 r.
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REOLOGICZNE, MECHANICZNE I OPTYCZNE WŁASNOŚCI POLIMETAKRYLANU METYLU
W WARUNKACH ZŁOŻONEJ HISTORII OBCIĄŻENIA1)

ANDRZEJ D R E S C H E R , BOGDAN M I C H A L S K I (WARSZAWA)

1. Wstęp

Materiały modelowe czułe optycznie, stosowane w badaniach analizy naprężeń, na-
leżą do różnych grup stałych polimerów wielkocząsteczkowych. Cechą charakterystyczną
polimerów jest zależność ich własności mechanicznych od czasu. Przejawia się to we wzroś-
cie odkształceń przy stałym naprężeniu w próbie pełzania, spadku naprężeń w próbie
relaksacji, jak również zależności charakterystyki a = a(E) od prędkości odkształcenia.
Podobnie badania w warunkach zmian cyklicznych czy dynamicznych wykazują efekty
opóźnienia fazowego i lepkiego tłumienia. Efekty te zależą od wartości naprężeń lub od-
kształceń, jak i temperatury.

W zakresie małych naprężeń czy odkształceń, kiedy zachowanie się polimerów jest
liniowe, istnieje bogaty materiał doświadczalny i dobrze opracowane teoretyczne podsta-
wy opisu. Znacznie mniej są poznane efekty fizykalnie i geometrycznie nieliniowe. Tym
ostatnim efektom poświęca się obecnie coraz więcej uwagi.

Lepko sprężystym, mechanicznym własnościom polimerów towarzyszy zazwyczai za-
leżność ich cech optycznych od czasu. Ten ujemny efekt w badaniach modelowych stanu
naprężenia ciał sprężystych jest zwykle omijany przez realizację niewielkich wartości
naprężeń w badanych modelach, kiedy wpływ czasu może być pominięty. Wzrost zaintere-
sowania możliwością wykorzystania materiałów czułych optycznie do badania rzeczy-
wistych materiałów poza zakresem sprężystym — przez wykonanie czułych optycznie
pokryć—jak i rozwój badań na modelach ciał sprężysto-plastycznych (fotoplastyczność),
czy lepkosprężystych, spowodował konieczność dokładniejszego poznania ich cech z uwz-
ględnieniem wpływu czasu. Spośród wielu prac można tu wymienić [1, 2, 3, 7, 11, 15,
17, 18, 21], Przewagę stanowią prace operujące podejściem fenomenologicznym. Fizyczna
interpretacja zjawisk obserwowanych poza zakresem sprężystym nie jest dotychczas
całkowicie wyjaśniona. W analizie fenomenologicznej dają się wyróżnić dwie grupy opisu:

a) opis empiryczny,
b) opis oparty na pewnym modelu ciała, ważnym dla dowolnego stanu odkształcenia

czy naprężenia.
W niniejszej pracy podjęto próbę fenomenologicznego .opisu efektów mechanicznych

i optycznych polimetakrylanu metylu (metaplex) poddanego działaniu wysokich naprężeń.
ł^ II nagroda na ogólnopolskim konkursie na prace doświadczalne z mechaniki, zorganizowanym

przez Oddział Gliwicki PTMTS w 1970 r.

2 Mechanika Teoretyczna
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Rozważania przeprowadzono w oparciu o badania doświadczalne jednoosiowego roz-
ciągania przy zadanej historii naprężenia — pełzaniu.

Badaniom cech mechanicznych polimetakrylanu metylu poświęcone są m.in. prace
[2, 8], a cech optycznych [2]. Prace te dotyczą jednakże albo opisu empirycznego, albo
prostych programów obciążeń, czy też niewielkich wartości naprężeń. Odnosi się to także
do większości badań przeprowadzonych na innych materiałach czułych optycznie.

W niniejszej pracy zwrócono szczególną uwagę na zbadanie wpływu złożonej historii
obciążenia i możliwość opisania zaobserwowanych efektów w ramach ogólnej koncepcji
związków fizycznych ciał z pamięcią.

W pracy ograniczono się do zagadnienia jednowymiarowego. Zaproponowane podejście
może być jednak rozszerzone w dalszych pracach na stany złożone.

Użyty materiał — polimetakrylan metylu — nie jest stosowany na czułe optycznie po-
krycia i modele pracujące w zakresie plastycznym. Wydaje się jednak, że przeprowadzone
w pracy badania i sposób ich analizy mogą być pomocne w badaniach takich materiałów
jak celuloid i żywice epoksydowe, pracujących poza zakresem czysto sprężystym.

2. Opis doświadczeń

Badania przeprowadzono na wyciętych z jednej płyty próbkach o kształcie «wiosełka»,
przy zachowaniu stałego kierunku wycinania próbek. Długość części prostokątnej próbki
wynosiła 120 mm, a jej przekrój 10 x 5 mm.

Badane próbki zostały umieszczone w przestrzeni pomiarowej polaryskopu o rozpro-
szonym źródle monochromatycznego światła sodowego. Żądany program jednoosiowego
rozciągania realizowano za pośrednictwem układu dźwigniowego zapewniającego płynne
przykładanie i zdejmowanie obciążenia. Badania przeprowadzono w temperaturze po-
kojowej.

Efekty mechaniczne — osiowe wydłużenie próbek •— mierzono za pośrednictwem eks-
tensometru zegarowego Schoppera o bazie pomiarowej 50 mm i działce elementarnej
1/100 mm. Efekty optyczne — dwójłomność wymuszoną — mierzono prostopadle do
szerszego boku przekroju próbki metodą kompensacji goniometrycznej Senarmonta. Do-
kładność tej metody szacować można na około 0,02 rzędu izochromy. Pierwszy pomiar
efektu optycznego i wydłużenia próbki wykonywano po upływie jednej minuty od zmiany
obciążenia, a następne pomiary po upływie 2, 5 ,15 i 30 minut oraz 1, 2 i ewentualnie 4
godzin. Wszystkie badane próbki wykazywały nieznaczny, wstępny efekt optyczny około
0,2 rzędu izochromy. Stwierdzono, że kierunek odkształceń wstępnych był stały i równo-
legły do podłużnej osi próbek. Efekt ten uwzględniono w pomiarach.

Doświadczenia wykonano dla złożonych programów obciążeń obejmujących pełzanie
aktywne przy stałym naprężeniu, pełzanie odwrotne po zdjęciu obciążenia i pełzanie do-
datkowe po ponownym przyłożeniu obciążenia. Wartości zastosowanych naprężeń oraz
czas ich trwania przedstawia rys. la i b. Maksymalny czas trwania doświadczeń przy sta-
łym obciążeniu wynosił 240 min. Odciążenie wykonywano dla czasów ?i = 30, 90 i 180 min.,
a ponowne obciążenie dla jednego czasu t2 = 180 min.
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Zastosowane programy obciążenia można podzielić na trzy grupy opisane zależnościa-
mi:

(2.la) I. T < 0 , < T ( T ) = 0 ; T > 0, a(r)=^a0,

(2.1b) II. T < 0, C T ( T ) = O ; 0 < r < / 1 , CT(T)=<7 0 ; T > tit CT(T) = 0,

(2.1c) III. T < 0 , < T ( T ) = 0 ; 0 < T < f l s CT(T)=(TO; ^ < T < / 2 j

CT(T) = 0 , T > ?2| "'C7) = Oo-

Dla każdej wartości naprężenia i jego historii zbadano 3 próbki.
Na rys. lc i d przedstawiono schematycznie kształt spodziewanych krzywych pełzania
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Rys. 1

mechanicznego oraz przyjęte oznaczenia. Z rys. lc i d wynikają następujące zależności:

(2.2a) £r(.t-t1)=ec(t)-e'c(t-t1),

(2.2b) Ba(t-t2) =s><(t-h)-st(t-h).

Identyczne związki zachodzą dla efektu optycznego — rzędu izochromy — przy przy-
jęciu oznaczeń nc, nr i na.

3. Wyniki badań i ich analiza

Zarejestrowane w trakcie doświadczeń wartości wydłużeń osiowych i rzędu izochromy
pozwoliły skonstruować odpowiednie krzywe pełzania mechanicznego i optycznego.

Na rys. 2 przedstawiono przykładowo krzywe mechanicznego pełzania aktywnego,
odwrotnego i dodatkowego w funkcji czasu dla wartości naprężenia aQ = 350 kG/cm2.
Przedstawione na tym rysunku odkształcenia obliczono jako nieskończenie małe, co jest
uzasadnione niewielką ich wartością. Podobną postać krzywych uzyskano dla pozostałych
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wartości naprężenia. Z rys. 2 wynika, że badany materiał wykazuje wyraźne efekty reolo-
giczne zarówno podczas działania, jak i po zdjęciu obciążenia. Istnienie wyraźnych własnoś-
ci lepkich różnych gatunków PMM wykazano m.in. w [2], [8], Wartości odkształceń
dla czasów t = s = 1 min. można traktować jako natychmiastowe. Porównując odkształ-
cenia odwracalne dla różnych czasów odciążenia można stwierdzić ich wzrost ze wzrostem
czasu ti. Podobnie odkształcenia dodatkowe są tym większe, im dłuższy jest czas odcią-
żenia ti.

Analogiczne krzywe pełzania optycznego dla a0 = 350 kG/cm2 przedstawia rys. 3.
Rysunek ten dowodzi, że efekty optyczne — dwójłomność wymuszona — mają również
charakter reologiczny. Jakościowo są one zupełnie podobne do efektów mechanicznych.

Wyraźny reologiczny charakter cech mechanicznych i optycznych badanego polimeta-
krylanu metylu nasuwa podstawowe pytanie, czy efekty te mieszczą się w ramach związków
fizycznych liniowych względem naprężenia. W odniesieniu do efektów mechanicznych jest
to równoznaczne z pytaniem, czy mogą być one opisane związkami liniowej lepkosprę-
żystości. W przypadku pozytywnej odpowiedzi dobranie właściwej postaci prawa fizyczne-
go nie nastręcza trudności.

Zbadanie, czy zachowanie danego materiału odpowiada zachowaniu liniowego ma-
teriału lepkosprężystego najwygodniej jest przeprowadzić w oparciu o zasadę superpo-
zycji Boltzmanna, która dla przypadku jednowymiarowego pełzania wyraża się nastę-
pującym wzorem:

(3.1) e(t)

Związek (3.1) jest zarazem jedną z równoważnych postaci prawa fizycznego liniowego
materiału lepkosprężystego. Występująca pod całką funkcja /jest zwana funkcją pełzania
i ma następującą postać

(3.2) j {

Dla liniowego materiału lepkosprężystego funkcja pełzania jest zależna jedynie od czasu
i reprezentuje własności mechaniczne materiału. Funkcję pełzania można definiować dla
dowolnego programu odcinkowo stałego naprężenia, tzn. dla odkształceń aktywnych, od-
wrotnych i dodatkowych. W efekcie otrzymuje się

V-i) Jc\j, aQ) = , Jr(t— ti, a0) ,
<7 G

Ja{t—t2, a0) = ,

przy czym dla materiału liniowego wszystkie te funkcje muszą być sobie równe dla od-
powiednich czasów t = s gdzie s — t— tx lub s = t—t-,. X powyższego wynika, że dla
sprawdzenia liniowości wystarczające jest obliczenie odpowiednich funkcji pełzania i ich
wzajemne porównanie oraz stwierdzenie czy są one niezależne od naprężenia.
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W przypadku analizy efektów optycznych można zdefiniować analogiczne funkcje peł-
zania optycznego

(3 4) K(t a) = "c<~?' °^ K (t—t a ) = "r(-t~tl' a°^

które dla liniowego zachowania się winny być sobie równe i niezależne od naprężenia.
Na rys. 4 przedstawiono funkcję mechanicznego pełzania aktywnego w zależności od

czasu. Dla każdego z przyłożonych naprężeń otrzymano inną wartość Jc, co świadczy

dc[i0'scmz/kG]
12,5

2,5
250

t[min]

Rys. 4

o nieliniowości cech mechanicznych materiału w próbie aktywnego pełzania. Charakter
nieliniowości przedstawia rys. 5, na którym wykreślono zależność Jc = Jc(a0) dla kilku
czasów t. Dla materiału liniowego przebieg zależności powinien mieć postać prostych
równoległych do osi a0. Nachylenie krzywych Jc = Jc(a0) może być miarą nieliniowości.
Zależność funkcji odwrotnego pełzania Jr od naprężeń, dla dwóch czasów odciążenia
tx — 90 min. i 180 min. przedstawia rys. 6, na którym wykreślono dla porównania funkcje
Jc. Z rys. 6 widać zależność funkcji /, od naprężenia jak i jego historii — im dłuższy
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jest czas trwania obciążenia tym funkcja Jr osiąga wyższe wartości. Wartości funkcji Jr

są także większe od wartości funkcji Jc.
Dla programu dodatkowego obciążenia funkcję dodatkowego pełzania /,, w zależności

od czasu s — t—t2 przedstawia rys. 7. Na rys. 7 widać, że funkcja /„ osiąga różne wartości
dla różnych czasów odciążenia tL i tego samego czasu dociążenia t2. Różni się ona także
od funkcji Jc\ Jr.
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Powyższe fakty prowadzą do wniosku, że własności mechaniczne badanego polimeta-
krylanu metylu są w zakresie zrealizowanych obciążeń wyraźnie nieliniowe. Nieliniowość
jest zależna od wartości naprężenia i jego historii.

Analogiczne wnioski można wyciągnąć rozpatrując dwójłomność wymuszoną materiału
w oparciu o przedstawioną na rys. 8 funkcję optycznego pełzania w zależności od czasu,
zależność Kc = Kc(aa) (rys. 9) i Kr =* Kr(s), Ka — Ka(s) (rys. 10).

Porównując efekty mechaniczne i optyczne dla różnych programów obciążeń łatwo
zauważyć całkowitą jakościową ich zgodność. Na przykład odkształcenia odwracalne
i odwrotny efekt optyczny są tym większe, im dłuższy jest czas trwania obciążenia. Nasu-
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wa to przypuszczenie, że istnieje bezpośrednie sprzężenie pomiędzy tymi efektami. Dla
zbadania tego przypuszczenia przedstawiono na rys. 11 zależność odpowiednich funkcji
pełzania mechanicznego i optycznego. Punkty na rys. 11, odpowiadające parze funkcji,
uzyskano dla różnych naprężeń i różnych czasów nie zaznaczając wartości a0 i t na ry-
sunku. Pomijając pewien rozrzut wszystkie punkty układają się wzdłuż jednej prostej
przechodzącej przez początek układu. Przyjmując, że rozrzut wyników spowodowany jest
jedynie niedokładnością pomiarów, lub pewnymi różnicami poszczególnych próbek, można
stwierdzić, że pomiędzy odkształceniami osiowymi a dwójłomnością wymuszoną istnieje
wprost proporcjonalna zależność. Identyczny wynik dla polimetakrylanu H 222 otrzymał
ABAUD [2], w zakresie odkształceń aktywnych do c t « 0,03. Należy zaznaczyć, że wpływ
zmiany grubości próbki na wartość rzędu izochromy mieści się w granicach dokładności
pomiarów.

Jeżeli pomiędzy st i n istnieje proporcjonalność dla dowolnej historii naprężenia to
o zmianie dwójłomności powinna decydować jedynie deformacja ciała, tzn. w próbie relak-
sacji nie może mieć miejsca zmiana rzędu izochromy. Dla sprawdzenia tego wniosku wy-
konano proste badanie relaksacji zatrzymując odkształcenia w próbie pełzania zaraz po
przyłożeniu obciążenia (t = I min.), wywołującego naprężenie a0 — 400 kG/cm2. Zaob-
serwowano minimalną zmianę rzędu izochromy, wynoszącą 2% dla odkształceń około 0,017.
Wynik ten, aczkolwiek w badaniu nie rejestrowano naprężeń, a więc relaksacji mechanicz-
nej, wydaje się potwierdzać wniosek uzyskany z badań pełzania.

Należy ponadto zaznaczyć, że powyższa analiza dotyczyła przypadku jednoosiowego
rozciągania pryzmatycznego pręta, gdzie porównano efekt optyczny jedynie z odkształce-
niami osiowymi. Me zbadano wpływu odkształceń poprzecznych, czy też ogólnie pełnego
stanu deformacji ciała. Dla przypadku stałej wartości współczynnika Poissona odkształce-
nia poprzeczne nie ingerują jednakże jakościowo w przedstawioną na rys. 11 zależność.

4. Matematyczny opis zaobserwowanych efektów

Z przedstawionej w p. 3 analizy rezultatów badań wynika niemożliwość opisania
obserwowanych efektów przez prawa fizyczne liniowe względem naprężenia. Odnosi bię
to zarówno do cech mechanicznych, jak i optycznych. Zaobserwowana proporcjonalność
odkształceń i rzędu izochromy pozwala jednakże na rozpatrzenie postaci prawa nielinio-
wego jedynie dla jednej z tych wielkości; będzie ono takie same i dla drugiej z dokładnością
do współczynnika proporcjonalności. Poniżej ograniczymy się do opisu cech mechanicz-
nych.

Złożone, nieliniowe własności mechaniczne stałych polimerów w badaniach pełzania
stanowiły przedmiot szeregu prac doświadczalnych i teoretycznych [4, 6, 9, 13, 22]. Za-
sadniczym ich celem było poznanie charakteru nieliniowości oraz podanie związku fizycz-
nego opisującego zaobserwowane efekty. Opierając się na tych pracach, za najogólniejsze
prawo fizyczne prostego materiału lepkosprężystego z pamięcią1} można uznać, dla przy-

1 } Materiał prosty zdefiniowany jest jako materiał, dla którego tensor naprężenia Fjj w danej chwili t

zależy jedynie od historii gradientu deformacji Fu = — — ; — (por. np. [16]).
oXy
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padku jednowymiarowego, następujący związek:

(4.1) s(t) —

gdzie G jest funkcjonałem, a—-1— prędkością zmiany naprężenia. Jeżeli funkcjonał G

jest ciągły i liniowy otrzymujemy całkową reprezentację Bolztmanna liniowego materiału
lepkosprężystego (3.1). Dla funkcjonału ciągłego i nieliniowego GREEN i RIVLIN [5] za-
proponowali następującą aproksymację funkcjonału G, będącą nieskończonym szeregiem
całek wielokrotnych

i t t

(4.2) e(t) = J Jr{t-xi)a(x1)dxi+ J j J2(t-xi,i-x2)b{x1)a{x2)dxldr2 +
0 0 0

J Ji(t-rl,...,t-r!)łf(r1)...a(ri)dr, ...drt+
o

Sens fizyczny wyrażenia (4.2) można wyrazić następująco: kolejna przyczyna P ; , wystę-
pująca w chwili /,-, zmienia efekt wywołany następną przyczyną Pl+1 występującą w chwili
ti+!. Pierwsza całka określa liniowy efekt działania przyrostów naprężenia da(ri), druga
całka złożony efekt działania przyrostów da(x^) i da(ri+l), itd. Jądra całkowe Jlt..., Jt

są funkcjami materiałowymi odpowiedniej liczby argumentów t— xi} nie posiadają jed-
nakże w przeciwieństwie do reprezentacji liniowej żadnej interpretacji fizycznej.

Związek (4.2) znalazł szerokie zastosowanie w opisie nieliniowych cech lepkospręży-
stych polimerów, zarówno dla przypadku jednowymiarowego, jak i złożonego stanu na-
prężenia, kiedy postać (4.2) jest znacznie bardziej skomplikowana (np. [10, 13]). Zainte-
resowanie tym opisem spowodowane jest możliwością ujęcia dowolnie złożonych (cią-
głych) efektów nieliniowych względem wartości naprężenia i jego historii. Poprzez odpo-
wiedni dobór liczby i rzędu wyrazów można teoretycznie zawsze dostatecznie dobrze
opisać wyniki doświadczeń. Z drugiej jednakże strony przyjęcie znacznej liczby wyrazów,
zwłaszcza wyższych rzędów, prowadzi do konieczności przeprowadzenia ogromnej liczby
złożonych doświadczeń potrzebnych do wyznaczenia jąder całkowych, liczby doświadczeń
praktycznie niewykonalnej. LOCKETT [10] wykazał, że dla przypadku przyjęcia trzech
pierwszych wyrazów (4.2) niezbędna jest liczba doświadczeń 3+3n+l/2«2, gdzie n ozna-
cza liczbę chwil rh na którą podzielony jest interesujący nas przedział czasu t, dla któ-
rego poszukiwany jest opis zachowania się badanego materiału. W efekcie nie zostały
dotychczas w pełni wyznaczone funkcje materiałowe dla żadnego z badanych polimerów.
Badania ograniczały się do jakościowej analizy możliwości zastosowania prawa (4.2)
dla różnych materiałów, lub wyznaczenia pewnych, szczególnych przekrojów hiperpo-
wierzchni /,.

Sytuacja ta spowodowała wzrost zainteresowania pewnymi aproksymacjami (4.2), które
ograniczyłyby liczbę niezbędnych badań. Propozycje takie podali m.in. ONAT [14], Pip-
KIN i ROGERS [19], STAFFORD [20], DRESCHER i KWASZCZYŃSKA [4]. Istotą tych aproksy-
macji jest albo rozdzielenie cech nieliniowych na pewne kombinacje cech liniowych, albo
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dobranie takiej postaci jąder całkowych, by można je było całkowicie wyznaczyć z kilku
podstawowych badań.

Poniżej rozpatrzymy możliwość opisu zaobserwowanych mechanicznych efektów w ra-
mach ostatniego sposobu aproksymacji reprezentacji (4.2).

Rozważmy najprostszy program doświadczalny określony związkami (2.la). Całkując
(4.2) przez części otrzymuje się następujące wyrażenie na odkształcenie aktywne

(4.3) ec(t, o0) -Ą(t)<fo+J2(t, 0 * o + ••• + / , ( / , •••, t ) a l
0 + ...,

skąd dzieląc przez aQ otrzymujemy

(4.4) e&> °o)
 m Jc(t, a0) . JT, (t) +J2 Q,t)ao+...+Ji(t,...,t)ai

o-
1 + ....

Lewa strona (4.4) określa funkcję pełzania aktywnego zdefiniowaną w p. 3. Z (4.4) wy-
nika, że przy przyjęciu określonej liczby wyrazów (4.2), funkcja pełzania aktywnego wy-
nikająca z reprezentacji (4.2) ma względem naprężenia postać paraboli n-tego stopnia.
Z zależności (4.4) można ponadto wyznaczyć postać funkcji materiałowych /f dla rów-
nych argumentów t—Tfi funkcja J x jest wyznaczona całkowicie. Określenie funkcji mate-
riałowych dla nierównych argumentów t— rt wymaga, jak wspomniano, innych badań
o złożonym programie obciążenia.

Załóżmy za [20], że jądra wyższych rzędów można przedstawić w postaci iloczynu
funkcji jednej zmiennej

(4.5) /iG-Ti,..., t-Ti) =Li(t-T{)L3(t-T2) ... Lt(t-r,).

Z warunku symetrii 7f względem argumentów wynika, że

(4.6) Jt(t—Tlt..., t- Tj) = Lit- r)\

co oznacza, że każde jądro całkowe /; jest funkcją tylko jednej zmiennej. Po uwzględnie-
niu (4.6) reprezentacja (4,2) będzie miała następującą postać:

< t t

(4.7) e(0 = jJ1(t-r)a(r)dr+[}L2(t-T)(r(.r)^r]2+ ... +[}LiQ-r)a(r)dr]!+ ....
ó o o

W efekcie założenia (4.5) do wyznaczenia funkcji materiałowych L-, wystarcza program
doświadczalny (2.1a), dla którego z (4.7) otrzymuje się

(4.8) Jc(t, O =Ą(t)+L2(tYo0+ ... +Lt(t)tot
0-

1+ ....

Opierając się na doświadczalnej zależności Jc — Jc{o0) można określić właściwą liczbę
i rząd wyrazów (4.7) dających żądane przybliżenie wyników badań.

Z powyższego wynika, że przy założeniu do opisu dowolnego materiału prawa fizycz-
nego (4.7) jego własności dla dowolnego programu obciążenia są z góry całkowicie określo-
ne związkiem (4.7) i wartościami funkcji materiałowych Lt wyznaczonych z podstawowego
programu badań. Założenie (4.5) nie pozwala zatem na uwzględnienie efektów pojawiają-
cych się w coraz to bardziej złożonych programach badań. Jest to podstawowe ogranicze-
nie powyższej aproksymacji ogólnego prawa fizycznego (4.2). Związek (4.7) jest jednakże
związkiem nieliniowym zarówno względem wartości naprężenia, jak i jego historii. Można
zatem przypuszczać, że opisuje on, przynajmniej jakościowo, szereg efektów obserwowa-



254 A. DRESCHER, B. MICHALSKI

nych doświadczalnie. Zagadnienie to rozpatrzymy poniżej po uprzedniej ilościowej ana-
lizie (4.7) dla zrealizowanego programu badań (2.1a).

Opierając się na wynikach badań przedstawiających zależność Jc — Jc(p0), (rys. 5),
można zauważyć, że nieliniowość wzrasta gwałtownie dla większych wartości naprężeń.
Dla naprężeń niższych od zrealizowanych (a0 < 200 kG/cm2) należy spodziewać się za-
chowania materiału prawie liniowego. Dla takiego przebiegu zależności Jc — Jc(aQ) wie-
lomian (4.8) będzie musiał zawierać szereg wyrazów bardzo wysokiego rzędu. Celem obni-
żenia rzędu wyrazów wprowadzimy dodatkową aproksymację opisu, zaproponowaną
w pracy [4]. Aproksymacja ta zakłada możliwość rozdzielenia zachowania się materiału
na obszar liniowy i nieliniowy. Granicą obu obszarów jest pewna wartość naprężenia
CT(T) = a* niezależna od historii naprężenia i spełniająca rolę stałej materiałowej. Na wy-
kresie Jc — Jc(a0) odpowiada to poziomemu przebiegowi krzywych Jc od a0 = 0 do

CT0 = o*.
Zachowanie się materiału w obszarze liniowym a{r) < er*, określone jest liniową repre-
zentacją Boltzmanna (3.1). W obszarze nieliniowym zakłada się superpozycję odkształceń
liniowych wynikających z historii całkowitego naprężenia a{x) i odkształceń nieliniowych
określonych związkiem typu (4.2) dla historii nadwyżki naprężenia a{x)' = a{x) — a*.
Prowadzi to do związku

* / t

(4.9) e(0 = Jj1(t-z)a(r)dT+ J J Ki(t-x1>
0 0 0

t t

+ ... + j ... § Ki{t-Tl,...,t-Ti)ó'{T1)...ó'(x?)dT1...dTi+....
o o

Uwzględniając oba założenia upraszczające (4.5) i (4.9), otrzymamy następujący propono-
wany związek fizyczny ważny dla obszaru nieliniowego:

t i

(4.10) 6(0 = Jj.it- T)óa(r)dr+[f L2(t-T)ć'(r)dr]2+ ...
o o

gdzie funkcje L-, mają inne wartości od występujących w wyrażeniu (4.7).
Liczbę i rząd wyrazów (4.10) określono w oparciu o przedstawione na rys. 5 wyniki

badań programu (2.la), dla którego odkształcenia aktywne i funkcja pełzania aktywnego
wynikające z (4.10) mają następującą postać:

(4.11) a,(r, a0) =?J1

(4.12) Jc(t, <70) = J 1

Przyjęto, że wystarczające przybliżenie krzywych doświadczalnych daje następująca postać
(4.10):

' t t

(4.13) e{t) = J' Jl{t-x)b{x)dT+[JL2(t-T)d'(r)dr]2+[f L5(t-T)ff(r)dr]5 ,
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przy założeniu er* = 150 kG/cm2. W tablicy 1 przedstawiono liczbowe wartości funkcji
materiałowych, a na rys. 12 porównanie punktów doświadczalnych z przebiegiem teore-
tycznym.

3c[i0~scm2kG]
12,5

10,0

7,5

5,0

2,5

I
I
I
I

I

Krzywa Teoretyczna

y
Punkt doświadczalni; / /

|

°. t=240'

l/r
7

i

200 40Q 600

0[kG/cmz]

Rys. 12

Tablica 1

'min

i
15
60
90

120
150
240

Jt • 105cm2/kG

3,55
3,88
4,10
4.19
4,25
4,27
4,35

L2 • 10łcm2/kG

2,0
2,53
2,73
2,91
3,03
3,08
3,42

L3 • 103cm2/kG

0,78
1,15
1,35
1,40
1,43
1,45
1,49

Przed ilościowym porównaniem wartości odkształceń wynikających z (4.13) z wynika-
mi doświadczeń dla złożonych programów (2.1b) i (2.1c) zbadamy jakościowe cechy pro-
ponowanego opisu. Jako pierwsze zagadnienie przeanalizujemy wzajemny stosunek od-
kształceń aktywnych i odwracalnych. Z (4.13) dla (2.1b), po wykorzystaniu (4.11) w myśl



256 A. DRESCHER, B. MICHALSKI

(2.2a), odkształcenia odwracalne wyrażą się następującym związkiem:

(4.14) er(t, h, a0) =J1(t-tl)ao+L2(t)2a'0
2+Ls(t)5a'o

s +

- [LM-LzO-tJfa'o2- [L5(t)-Ls(t-h)]so'Q
s,

Wyrażenie (4.14) można zapisać, oznaczając t—tt = s, w postaci
(4.15) er(s, *i, (T0) = Ji(s)a0+L2{s)2o'0

2Ą-Ls(syo'0
s+2L2{s)x

X[L2(s+t1)-L2(s)]o'0
2+5L5(s+tJ)Ls(s){[L5(s+t1)-Ls(s2)]3 +

+L5(S+t1)Ls(s)[Ls(s+t1)-Ls(s)]}a'o
5.

Wykorzystując (4.11) otrzymamy

(4.16) sr(s, h, <JQ)~8C(S, a0) ^2L2(s)[L2(s+t1)-L2(s)]<r'0
2+

+ 5L5(s+t1)Ls(s){[L5(s+t1)-L5(S)]3 +

+Ls(s+t1)Ls(s)[L5(s+ti)-L5(s)]}a'o
s.

Równanie (4.16) określa różnicę pomiędzy odkształceniami odwracalnymi dla czasu
s — i—tt, i odkształceniami aktywnymi dla czasu t — s. Jeżeli funkcje L2(t) i Ls{t) są
dodatnie monotonicznie rosnące, co jest spełnione dla analizowanych wyników doświad-
czalnych, to prawa strona (4.16) jest zawsze dodatnia. Oznacza to, że przewidziane przez
(4.13) odkształcenia odwracalne są większe od odkształceń aktywnych dla t — s. Ponadto
dla s = const różnica sr—sc rośnie ze wzrostem tx. Wynika stąd, że związek (4.13) opisuje
jakościowo obserwowane doświadczalnie efekty. Można wykazać, że identyczne jakościowo
wnioski otrzymuje się dla dowolnej liczby i rzędu wyrazów (4.10).

W podobny sposób można porównać odkształcenia dodatkowe i aktywne dla progra-
mu (2.1c). Z (4.13) wykorzystując (2.2b), (4.11) i oznaczając t—12 —s otrzymuje się

(4.17) ea(a, ty, t2, O0)-EC(S, oQ) =2L2(s)[L2(s+t2)-L2(s+t2-t1)]o'Q
2+

+ 5L5(s)[L5(s+t1)-Ls(s+t2-t1)]{[L5(s+t2)-L5(s+t2-t1)]3 +

+2L5(.s)[L5(s+t2)-L5(s+t2-t1)]2+2L5(s)2X

Przy tych samych warunkach na funkcje L2(t) i L5{t) jak powyżej odkształcenia dodatko-
we są większe od aktywnych. Dla t2 = const i s — const różnica e0— ec rośnie ze wzrostem
ti, Odpowiada to własnościom badanego materiału.

Jako ostatnie zagadnienie rozpatrzymy program dodatkowego obciążenia opisany
związkami

(4.18) T < 0 , < T ( T ) = 0 ; 0 < T < ^ , a(r) = a0; r > t X , ff(r) «= ao0.

Program ten, choć nie zrealizowany w omawianych doświadczeniach, jest często stosowa-
ny w badaniach cech lepkosprężystych polimerów (np. [4, 9, 22]). Z (4.13) dla (4.18)
po wykorzystaniu (4.11) i oznaczeniu t— tx —s otrzymuje się następujące wyrażenie na
różnicę odkształceń dodatkowych i aktywnych:

(4.19) ea(s, tl,a0) — sc(s, a0) = (a-2)J1(s)o0+L2(s)a0[2(a—l)L2(s+t1)(t'0+

+2(a-l)Ls(S)Ls(s+t1)
2c'o2<To+2(a-l)2L5(s)2Ls(s+t1)c'oaź+
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Z (4.19) wynika, że znak różnicy sa—ec jest zależny od wartości a. Można jednakże ocenić,
jak dla dowolnego a = const i s = const zmienia się ea— ec wraz ze wzrostem tx. Z (4.19)
widać, że dla wzrastającego tx wzrasta również sa— sc, tzn. odkształcenia dodatkowe zwięk-
szają się. Wniosek ten jest tym istotny, że dla szeregu materiałów obserwuje się dla pro-
gramu (4.18) malenie odkształceń dodatkowych, («umocnienie» materiału) ze wzrostem
czasu dociążenia, przy równoczesnym zwiększaniu się odkształceń odwracalnych dla pro-
gramu (2.1b) ze wzrostem czasu odciążenia (4.9). Związek (4.13) lub ogólnie (4.10), nie
może zatem opisać efektów obserwowanych przy dociążeniu takich materiałów, jeżeli
funkcje Lt(t) są dodatnie i monotonicznie rosnące.

Ilościowe porównanie odkształceń odwrotnych dla programu (2.1b) i odkształceń do-
datkowych dla programu (2.1c) wynikających ze związku (4.13) z wynikami doświadczeń
przedstawiają rysunki 13 i 14. Na rys. 13 porównano funkcję odwrotnego pełzania Jr —

3a[i0~5cm2/kS] "
7

-iqo

7,5

2,5

Punkty doświadczalne

o ^-90'

Krzywe teoretyczne
5 _ e 0 '
5-15'

200

Rys. 13

•400
ao[kG/cmz]

90
S[min]

Rys. 14

— Jr(
ao), & na rys. 14 funkcję Ja —Ja(s). Z rysunków tych widać, że dla procesu odwrot-

nego pełzania istnieje bardzo dobra zgodność. W przypadku pełzania dodatkowego ob-
serwuje się pewną niezgodność. Wyniki doświadczeń leżą powyżej wartości przewidywa-
nych przez (4.13); różnice są tym większe im dłuższy jest czas odciążenia, nie przekraczają
jednakże 15%.

5. Uwagi końcowe

Opierając się na porównaniu zaproponowanego w p. 4 opisu fenomenologicznego cech
mechanicznych polimetakrylanu metylu z wynikami doświadczeń można przyjąć zada-

3 Mechanika Teoretyczna
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walającą jego zgodność w zakresie zrealizowanych programów. Dla innych, bardziej zło-
żonych programów obciążenia, mogą jednakże pojawić się efekty jakościowo lub ilościo-
wo niezgodne ze związkiem (4.13), [por. uwagę o programie (4.18)].

Należy tu podkreślić, że przyjęta aproksymacja (4.5) ogólnego prawa (4.2) jest jedynie
jedną z możliwych aproksymacji. W pracy [20] pokazano inne możliwości, również po-
zwalające na wyznaczenie funkcji materiałowych z najprostszego programu badań (2.1a);
różnice pojawiają się przy programach złożonych. Przyjęta aproksymacja jest z nich jed-
nakże najogólniejszą — własności materiału zależą nieliniowo od wartości i historii na-
prężenia. Wybór właściwego opisu, jak i ilości jego wyrazów (efekty wyższych rzędów),
zależy od żądanej dokładności, przedziału czasu, wartości i historii naprężenia.

Zakładając słuszność szczególnej, wprost proporcjonalnej, zaleznos'ci dwójłomności od
odkształceń osiowych bez względu na historię i wartość naprężenia prawo fizyczne wiążące
cechy optyczne i mechaniczne będzie miało identyczną postać z (4.13), po zastąpieniu
w nim odkształcenia przez rząd izochromy. W miejsce mechanicznych funkcji materiało-
wych J\L wchodzić będą funkcje optyczne, liczbowo identyczne z dokładnością do współ-
czynnika proporcjonalnością = —j4- Otwarte pozostaje jednak zagadnienie postaci pra-
wa dla złożonego stanu deformacji; wymagane są tu dodatkowe badania.

Podobne jakościowo wyniki — liniowa proporcjonalność dwójłomności i odkształceń
osiowych przy pełzaniu — uzyskał także AMBA-RAO [1] dla Catalinu 800 i CR-39.

Rozpatrując otrzymane wyniki z punktu widzenia zastosowania ich w badaniach modeli
ciał sprężystych jako pierwszy wniosek należy stwierdzić, że polimetakrylan metylu dla
naprężeń powyżej około 150 kG/cm2 wykazuje wyraźne nieliniowe cechy mechaniczne
i optyczne. Dla mniejszych naprężeń jego zachowanie jest, jak zbadano w pracach [2, 8],
liniowe, jednakże również zależne od czasu. Wobec łagodnego przejścia z zakresu linio-
wego do nieliniowego dokładne ustalenie granicy obszarów jest praktycznie niemożliwe.
Powstaje także pytanie, czy polimetakrylan metylu posiada obszar zachowania czysto
sprężystego. Oznacza to, że stosowanie tego materiału w badaniach modelowych wymaga
uwzględnienia efektów czasowych, co nie zawsze jest brane pod uwagę. W badaniach
elastooptycznych występuje tendencja stosowania stosunkowo dużych naprężeń w mode-
lach wykonanych z materiałów posiadających na ogół cechy reologiczne. Odnosi się to
także do zastosowania polimetakrylanu metylu na modele badane tensometrycznie lub
metodą siatek w zastępstwie rzeczywistych materiałów sprężystych jak np. stali.

Przeniesienie wyników pomiarów odkształceń z modeli lepkosprężystych na sprężyste,
jak i wyników pomiaru dwójłomności, wymaga spełnienia szeregu postulatów odnośnie
cech materiału modelowego i warunków brzegowych zadania. Opierając się na pracach
[11, 21] można w skrócie podać, że dla materiałów liniowo lepkosprężystych [mechanicznie
i optycznie] ścisłe przeniesienie wyników jest możliwe, jeżeli materiał lepkosprężysty
i sprężysty są nieściśliwe. Przy spełnieniu tego warunku odkształcenia czy dwójłomność
są w każdej chwili proporcjonalne do wartości dla ciała sprężystego, jeżeli warunki brze-
gowe można przedstawić w postaci iloczynowej: M£(JC, t) — Ui(x)g(t), ti(x, t) = Ti(x)f(ł)
tzn. w postaci iloczynu funkcji miejsca i funkcji czasu (por. analogię sprężysto-lepkosprę-
żystą Alfreya (np. [12]). Dla warunków brzegowych w innej postaci, ale dla materiału
nie wykazującego nieustalonego płynięcia lepkiego (brak trwałych odkształceń zależnych
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od czasu) można wykorzystać wartości asymptotyczne (dla t -* co), które są niezależne
od wcześniejszych historii naprężenia czy odkształcenia.

W przypadku materiałów nieliniowo lepkosprężystych zagadnienie to jest znacznie
bardziej złożone i nadal otwarte. Wydaje się jednak, że dla pewnych materiałów, dla któ-
rych wartości asymptotyczne są skończone i niezależne od historii naprężenia istnieje
możliwość ich wykorzystania do modelowania ciał nieliniowo sprężystych. Należy tu za-
znaczyć, że takie zachowanie przewiduje związek (4.13), jeżeli funkcje J\ L mają poziome
asymptomy. Cechę tę posiada także ogólne prawo (4.2), jeżeli każde z jąder całkowych
ma dla każdego argumentu skończoną granicę dla / -> oo.

Zaobserwowana proporcjonalność dwójłomności i odkształceń osiowych w polimeta-
krylanie metylu sugeruje możliwość wykorzystania pomiarów względnego opóźnienia do
określenia odkształceń modelu np. w zastępstwie metody siatek. Konieczne jest tu jednak-
że wyjaśnienie wpływu odkształceń poprzecznych. Interesujące jest także zbadanie postaci
zależności n —n(s) dla różnych długości światła.
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PEOJIOrHHECKHE MEXAHH^ECKHE H OIITOTECKHE CBOKCTBA nOJlHMETHJI-
-METAKPHJIJIATA B yCJIOBHHX CJIOKHOfł I'CTOPHH

B pa6oTe npeflcxaBJieiibi itccjieflOBamiH BJIHJIHHH neropnH Harpy3KH na onTHiecKHe H
CDOHCTBa nojiUMeTHJiMeTaKpiuiJtaTa. HccneflOBaHHH GBIHH npoBefleHbi npH paajitraHbix nporpaiwiwax Ha-
rpy>KeHHJi n p n KOMnaTHOii TeivmepaType H COCTOSIJIH B onpeflejieiuui aKTHBHofi narayqecra MaTepnaua
nop, BjiHHHHeM nocroflHHOH Harpy3KH pasjiHraoii B&mmHHbij oSpaTHoii noji3yiiecTii nocjie pa3rpy>i<eHHH
ii floSaBO^Hott nojMyiiecTH. Pe3yntTaTŁi oBcyHweHbi c TOMKH 3peHHH JIMHCHHOCTH o6HapyH<eHHbix
9cJ)(J)eKT0B, B cMWCJie yflOBJieTBopeHHH npHHL(Hny cynepno3HiiHH Eojiti^MaHna. IlpoBepKa ocymecrBjia-

AHajiH3 pe3yjibxaT0B HccneflOBaHHK noKa3ajt, TO MaTepnan HMeeT CHJIBHO HejiHHeiłHyio xapaKTepii-
CTHi<y3 laic c Tom<H spemifi onrHMecKHX, KaK H MexaHjjiiecKHX CBOHCTB. HejiHHeiiHOCTB xapaKTepHCTHKU
MaTepnajia VBenH^HBaeTca c pocTOM Harpy30i< H ysenH^eHHeM npoflonHuiTejibHOCTH BpeMeHH
Harpy3KH. Pe3y^bTaTbi HcntiTaimił noKa3WBaioTj w o c yflOBJieiBOpHTejibHOH Tomiocitio MOJKHO
O'lHeCTBOBaHHe OflH03HaqHOH npHMO nponoptlHOHaJlbHOft 3aBHCHMOCTH MOKfly ^iyHKl(
H MexaHH^ecKoii nojisyneciH. 3 T O osHaHae-r, w o onTH^ecKHe acJxJicKTbi 3aBHCHT TOJibKO OT fled

BTopan Macib paSoTW nocBHmeHa iwaTejiaTH^ecKOMy onncaHHio CBOHCTB iwaTepnajia, ocHOBaHHOMy
Ha npHMeHeHHH HHTerpajibHoro npefleraBJieHHfi FpHHa-PHBJiHHa. B paSoie npeflJiOHcena annpoKcnma-
HHH onncaHHa, 3aKnioiaion5aHCH B no«6ope Tai<oft (JjopMbi HHTerpanbHbix Hflep, KOTopan
HX onpeflejiHMocTb H3 HeSoJitmoro nucna OCHOBHLIX onwTOB. BTopan aimpoKcuMaijHH,

3aKjiio^aeTCft B pa3sejieHiin noBeHennH MaTepnajia Ha jTHHeHHyro H HemiHeHHyio o6jiacTb.

S u m m a r y

RHEOLOGICAL MECHANICAL AND OPTICAL PROPERTIES OF A POLYMETHYL-
-METACRYLATE UNDER CONDITIONS OF COMPLEX LOADING HISTORY

The paper delas with the experimental investigations of the influence of the history of loading on the
mechanical and optical properties of poly-methylmetacrylate under uni-axial tension. The investigations
were carried out for various loading programmes at room temperature and embraced active creep at various
load levels, recovery creep after unloading and additional creep. Test results have been analyzed from the
point of view of linearity of observed effects in the sense of fulfilment of the Boltzmann superposition
principle.

Analysis of the test results proves that the material under consideration is strongly non-linear both
•with respect to the optical and the mechanical properties, the degree of non-linearity being greater for
higher load values and longer duration of the load application. Comparison of the functions of optical
and mechanical creep seems to indicate that a proportional relationship exists between the function of
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optical creep and the function of mechanical creep. This means that the optical effects depend on the de-
formation only.

The second part of the paper includes the mathematical description of the non-linear properties of
material based on the application of the Green-Rivlin integral representation. An approximate description
has been suggested consisting in the selection of such form of the integral kernels that they could be comp-
letely determined from several basic investigations. An additional approximation has also been used con-
sisting in the separation of the behaviour of material into linear and non-linear region. Numerical values
of the material functions have been calculated.
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ZALEŻNOŚĆ MAKSYMALNEJ SIŁY UDERZENIA OD WSPÓŁCZYNNIKA RESTYTUCJI

RYSZARD G R Y B O Ś (GLIWICE)

1. Wstęp

Podczas zderzenia dwóch ciał stałych powstaje siła wzajemnego oddziaływania, zwana
siłą uderzenia. Jest ona wypadkową lokalnych naprężeń normalnych, jakie powstają na
powierzchni styku ciał. Obszary otaczające te powierzchnie stają się źródłem intensywne
fali naprężeń, która rozprzestrzenia się po całej objętości ciał. Gdy fala ta dotrze do po-
wierzchni granicznych ulega wielokrotnym odbiciom. Procesom tym towarzyszy dysy-
pacja energii i «rozmywanie» czoła fali naprężeń.

Dlatego w teoretycznym ujęciu procesu zderzenia wyodrębniamy odkształcenia lokalne,
które powstają w obszarze bliskim miejsca styku, oraz odkształcenia ogólne, które są
związane z drganiami własnymi ciał sprężystych.

W klasycznej teorii uderzenia nie operuje się zasadniczo pojęciem siły uderzenia, a jedy-
nie jej impulsem. Wykorzystując zasady zmienności oraz zachowania pędu, uzupełnione
dodatkowo hipotezą odnośnie restytucji impulsu w fazie odciążania, możemy tą drogą
określić jedynie prędkości ciał po zderzeniu oraz wartość impulsu uderzenia.

Jednakże klasyczna teoria uderzenia nie daje żadnej informacji odnośnie siły uderzenia.
Tymczasem ta właśnie wielkość z oczywistych powodów stanowi punkt wyjścia we wszel-
kich obliczeniach wytrzymałościowych elementów, które poddane są obciążeniom uda-
rowym.

Wprowadzony przez Newtona do teorii uderzenia współczynnik restytucji R(0 Ś:R < 1)
charakteryzuje stopień sprężystości zderzenia; gdy i? = 0 mówimy, że uderzenie jest pla-
styczne, dla R — 1 — sprężyste, zaś przy wartościach pośrednich występuje uderzenie sprę-
żysto-plastyczne lub niesprężyste. Należy jednak stwierdzić, iż są to określenia tylko
umowne.

Aby wyjaśnić tę kwestię zauważymy, że zgodnie z twierdzeniem Carnota, współczynnik
restytucji jest miarą straty energii kinetycznej (AT) ciał biorących udział w zderzeniu.
Mianowicie, jeżeli dwa ciała o masach m^, in2 zderzają się z prędkością względną vr =
= Vi—v2, to wówczas

(1.1) AT=*T-T' = ^Q.-R2)mTv
2

r,

gdzie
m.ffl,

m — .
ml+m2

T, T' — energia kinetyczna ciał przed i po zderzeniu.
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Ale energia AT zostaje zamieniona w sposób nieodwracalny zarówno na pracę lokal-
nych odkształceń plastycznych (Lp), jak i w energię drgań sprężystych (Ed), czyli energię
odkształceń ogólnych.

W zależności od ukształtowania powierzchni ciał w miejscu zderzenia, jak i w zależ-
ności od ogólnej konfiguracji ciał (pręt, belka, płyta, ciało kuliste itd.), wielkości Lp i Ed

mogą mieć rozmaity udział w ubytku energii AT. Wiadomo np., że przy zderzeniu ciał
0 budowie zwartej znikomo mała część energii zderzenia zostaje związana w postaci
energii drgań. W tym przypadku wartość R x 0 będzie świadczyć o tym, że prawie cała
energia AT została zamieniona na pracę odkształceń plastycznych, a więc określenie
«uderzenie plastyczne» odzwierciedla tu faktyczny stan rzeczy.

Nieco odmienna sytuacja występuje przy kolinearnym zderzeniu dwóch prętów pro-
stych. W tym przypadku stosunek energii Ed/AT może przyjmować dowolne wartości
z przedziału (0; 1) i to samo można powiedzieć o współczynniku restytucji. W szczegól-
ności oznacza to, iż może być R <ś 1 mimo iż żaden pręt nie doznał w ogóle odkształceń
plastycznych.

Współczynnik restytucji, jako wielkość wyznaczona doświadczalnie, ujmuje łącznie
obie wspomniane straty. Wyznaczanie tego współczynnika nie nastręcza na ogół trudności
pomiarowych, dzięki czemu dysponujemy dziś w tym zakresie dość bogatym materiałem
doświadczalnym. Jednakże wspomniany brak klasycznej teorii uderzenia, polegający na
niemożności obliczenia siły uderzenia sprawia, iż znajomość współczynnika restytucji
nie zaspokaja jeszcze w pełni potrzeb projektanta w przedmiocie danych wyjściowych,
niezbędnych do obliczeń wytrzymałościowych. Bezpośredni zaś pomiar siły uderzenia
jest wprawdzie możliwy, jednakże wiąże się z koniecznością użycia specjalnych czujników
1 skomplikowanej aparatury elektronicznej, a poza tym możliwy jest do przeprowadzenia
na już istniejącym obiekcie lub modelu.

Z tych względów niewątpliwie celowa wydaje się próba powiązania współczynnika
restytucji z maksymalną siłą uderzenia Pm. Ustalenie takiego związku dałoby projektan-
tom wygodne narzędzie do obliczenia tak ważnej wielkości wyjściowej,' jaką jest siła P,„.

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie wzorów umożliwiających obliczenie maksy-
malnej siły uderzenia, gdy znany jest współczynnik restytucji oraz niektóre inne wielkości
dające się łatwo zmierzyć, jak prędkości odbicia i trwałe odkształcenie lokalne.

Wyprowadzimy także wzór na długotrwałość uderzenia sprężysto-plastycznego. Cel
ten osiągniemy na drodze elementarnych rozważań matematycznych w oparciu o niektóre
wyniki lokalnej teorii uderzenia sprężysto-plastycznego [1, 2].

W toku dalszych rozważać będziemy posługiwać się m.in. modelem tzw. ciała quasi-
sztywnego. Jest to ciało, które pod działaniem zewnętrznych sił skupionych doznaje wy-
łącznie odkształceń lokalnych. Poza tym określenie to nie precyzuje charakteru tych od-
kształceń, które mogą być wyłącznie sprężyste lub sprężysto-plastyczne. Modelem ciała
quasi-sztywnego posługiwał się Hertz proponując teorię zderzenia, w której wykorzystał
wyniki swej statycznej teorii zagadnień stykowych. Wiadomo bowiem, że w quasi-sta-
tycznej, lokalnej teorii uderzenia (zwanej dalej krótko teorią Hertza) nie bierze się pod
uwagę odkształceń ogólnych ciał biorących udział w zderzeniu, a jedynie ich odkształ-
cenia lokalne. Takie podejście pozwala jednak określić zarówno maksymalną siłę (Pm),
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jak i długotrwałość (T) uderzenia sprężystego. Rzecz w tym, iż uderzenie sprężyste jest
tylko wyidealizowanym przypadkiem, zaś każde zderzenie ciał rzeczywistych jest nie-
sprężyste, w sensie nierówności R < 1.

2. Charakterystyka metody postępowania

Przyjmujemy następujący schemat rozumowania, które doprowadzi do ustawienia
zależności Pm =/(#).

Całkowita strata energii kinetycznej przy zderzeniu dwóch ciał rzeczywistych o dowol-
nej konfiguracji związana jest z pojawieniem, się odkształceń plastycznych oraz ze wzbu-
dzeniem drgań sprężystych. Zatem

(2.1) AT = LP+Ed.

Weźmy najpierw pod uwagę zderzenie niesprężyste ciał quasi-sztywnych. W tym wy-
idealizowanym przypadku cała strata energii uderzenia związana jest wyłącznie z pracą
lokalnych odkształceń plastycznych. Jeżeli stopień sprężystości takiego zderzenia scharak-
teryzujemy za pomocą współczynnika restytucji Rp(0 < Rp < 1), to zgodnie z twierdze-
niem Carnota

(2.2) L
p

Z kolei weźmy pod uwagę drugi przypadek, mianowicie zderzenie ciał Hooke'a. Strata
energii kinetycznej związana jest wówczas wyłącznie ze wzbudzeniem drgań sprężystych.
Można przeto mówić tutaj o niesprężystym zderzeniu ciał idealnie sprężystych. Charakte-
ryzując stopień sprężystości takiego zderzenia za pomocą współczynnika Rd(0 < Rd < 1)
napiszemy podobnie, jak poprzednio

(2.3) Ei^-d-RDmrf,

Podstawienie wzorów (1.1), (2.2) i (2.3) do równości (2.1) daje

skąd

(2.4) R*=*

Jeżeli potrafimy współczynniki restytucji Rp i Rd powiązać z maksymalną siłą uderzenia,
to ze wzoru (2.4) znajdziemy poszukiwany związek Pm —f(R). Zagadnienie to rozwiążemy
w następnych paragrafach. W tym celu musimy rozpatrzyć oddzielnie oba wspomniane
przypadki, tzn. zderzenie ciał quasi-sztywnych, a następnie zderzenie ciał Hooke'a.

Przedtem jednak celowe będzie przypomnieć niektóre wyniki teorii Hertza.

3. Sprężyste zderzenie ciał quasi-sztywnych

U podstaw teorii Hertza leży założenie, iż przy zderzeniu ciał quasi-sztywnych rozkład
(lecz nie wartość!) naprężeń stykowych jest identyczny, jak przy statycznym nacisku wza-
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jemnym ciał. Konsekwencją tego założenia jest przyjęcie zależności pomiędzy siłą sty-
kową P(in i zbliżeniem a w postaci znanego wzoru

(3.1) Pm = kBa
3'2,

który wyprowadza się w oparciu o założenia statycznej teorii zagadnień stykowych. Stała
kH zależy od geometrii powierzchni w otoczeniu punktu (linii) styku i od stałych spręży-
stości materiału.

a.

Rys. 1

Wykresem funkcji (3.1) jest krzywa Oh na rys. 1. Pole Ohn pod tą krzywą obrazuje
energię sprężystości Ui odkształceń lokalnych, która równa się energii kinetycznej stra-
conej w pierwszej fazie uderzenia.
Wykorzystując ten fakt oblicza się maksymalną siłę zderzenia

v 3/5

(3.2)

oraz maksymalne zbliżenie

(3.3) aLH> /5 mrv
2

r

~ \ 4 kH

2/5

W drugiej fazie uderzenia następuje sprężyste odciążenie, a więc obowiązuje nadal
zależność (3.1), zaś krzywa hO jest zarazem krzywą odciążenia. Jak z tego wynika teoria
Hertza opisuje zderzenie sprężyste (R = 1) ciał quasi-sztywnych, jako że odkształcenia
ogólne są tu pomijane.

4. Niesprężyste zderzenie ciał quasi-sztywnych

W tym przypadku strata energii uderzenia związana jest wyłącznie z wystąpieniem
trwałych odkształceń lokalnych, czyli

(4.1) LB =
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Proces uderzenia ma następujący przebieg. Początkowo odkształcenia są wyłącznie
sprężyste, a więc związek pomiędzy siłą stykową i zbliżeniem ma postać (3.1). W miarę
jak siła ta zwiększa się, wzrasta wytężenie materiału, aż przy wartości P = Pp osiąga ono
wartość graniczną. Gdy P > Pp, zaczynają się rozwijać lokalne odkształcenia plastyczne.

Doświadczenia polegające na dynamicznym wgniataniu kulki w próbkę stalową, a także
teoretyczne rozwiązanie pewnego pokrewnego zagadnienia statycznego wykazują, że
istnieje liniowa zależność pomiędzy siłą stykową a lokalnym odkształceniem plastycznym.
Wobec tego w zakresie posprężystym będzie

(4.2) a =s
P—P

dla P > P„

kp — stała. Obrazem tej zależności na rys. 2 jest odcinek krzywoliniowy pm, który otrzy-
muje się przez dodanie do krzywej Hertza odciętych wykresu PPQ. Wykres ten obrazuje
zależność między siłą stykową i plastyczną składową zbliżenia ciał.

Po osiągnięciu przez siłę stykową wartości maksymalnej (P = P,„) następuje faza sprę-
żystego odciążania, podczas której siła maleje do zera. Jednakże dzięki odkształceniom
plastycznym rozwiniętym w fazie obciążania pozostaje trwałe zbliżenie cc = ak.

m

oc

Rys. 2

Na skutek tych odkształceń zmienia się także w sposób istotny geometria powierzchni
styku, którą charakteryzuje się za pomocą stopnia szczelności przylegania powierzchn
(por. [1] p. 19). W związku z tym proces zaniku lokalnych odkształceń sprężystych w fa-
zie odciążania przebiega odmiennie, niż ich wzrost w fazie obciążania. Uwzględnimy to
pisząc

(4.3) = kn(jx—ak)
ą dla cefc

gdzie kn, q — stałe dodatnie różne odpowiednio od kH i 3/2;
odciążania.

siła stykowa w fazie
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Pole Opmk reprezentuje stratę energii kinetycznej przy niesprężystym zderzeniu ciał
quasi-sztywnych, a zarazem pracę formowania odkształceń plastycznych. Zatem

(4.4) LP=J P( H )(a)^a+J P(*)da- f Pu(u)da.

Podstawiamy tu wzory (3.1), (4.2), (4.3) i całkujemy. Po przekształceniach

(4.5) Lp =
1 2 2 1 —'-

p = £
Skojarzenie wzorów (4,1) i (4.5) daje poszukiwaną zależność Pm =f(Rp) w postaci

uwikłanej

P2—P2 2 F 2 1 -—1
p kpmrv? mrv?l5k]j3 (l+?)^Ji* J

Gdyby odciążanie przebiegało zgodnie z teorią Hertza, to ze wzoru (4.5) dla f = 3/2,
fc/z = fcff otrzymalibyśmy

r — L-fP2— P2"\
p 2/fc

i odpowiednio uproszczony wzór (4.6).
Jednakże pojawienie się lokalnych odkształceń plastycznych powoduje wzrost stopnia

szczelności przylegania powierzchni, tak że wykładnik potęgowy q ma wartość < 3/2
i raczej staje się bliski 1. Zagadnieniem tym zajmiemy się szerzej w p. 9 i 10.

Tymczasem poświęcimy nieco uwagi wielkościom kpi Pp. Stała kp, zwana sztywnością
przy odkształceniach plastycznych, zależy od konfiguracji powierzchni styku oraz od
plastycznych własności materiałów. Jeśli np. ciało mające kuliście zaokrągloną powierzch-
nię (promień zaokrąglenia wynosi r) styka się z ciałem o powierzchni płaskiej, to wówczas
przyjmuje się

kp — 2n,rxp.

Współczynnik xp zależy tylko od twardości Brinella (HB), przy czym zależność tę wyznacza
się doświadczalnie. Jeśli materiałem obu stykających się ciał jest stal, to można korzystać
ze wzoru

xp = 2 • 104+0,45(##)2 dla 80 < HB < 300.

Siła Pp na granicy plastyczności zależy zarówno od konfiguracji powierzchni styku,
jak i od mechanicznych własności materiału. Gdy powierzchnie styku są regularnie za-
krzywione (kula, walec), można tę siłę obliczyć przy pomocy wzorów Hertza (por. przyk-
ład I w p. 10).

Jednakże w przypadku dowolnie, nieregularnie uformowanych powierzchni styku,
lub przy podwyższonej temperaturze ciał (np. podczas kucia) określenie stałych kp i Pp

napotyka trudności wynikające bądź to z braku dokładnych, teoretycznie uzasadnionych
wzorów, bądź też z braku odpowiednich danych pomiarowych. W równej mierze uwagi
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te dotyczą stałych kji i q. Stąd wynikają ograniczone możliwości efektywnego korzystania
ze wzoru (4.6).

W dalszej części pracy (p. 7 i następne) zaproponowano uproszczoną metodę obliczania
maksymalnej siły uderzenia, w której to metodzie omija się wspomniane trudności za
pomocą pomiaru pewnych łatwo uchwytnych wielkości kinematycznych i geometrycznych.

5. Niesprężyste zderzenie ciał Hooke'a

Niesprężysty charakter zderzenia (w sensie nierówności Rd < 1) wynika w tym przy-
padku z faktu, iż część energii zderzenia zostaje nieodwracalnie zużyta na wzbudzenie
drgań sprężystych obu zderzających się ciał. Jeżeli stopień sprężystości takiego zderzenia
scharakteryzujemy za pomocą współczynnika i?rf (0 < Rj < 1), to można napisać

(5.1) Ą-(l-.Rf)-2Ł

Przebieg procesu uderzenia w układzie współrzędnych P, a przedstawiony jest na rys. 3.
Krzywa obciążania Olm opisana jest przez funkcję

Rys. 3

(5.2) P,=»fc/<x',
gdzie: kItp — stałe dodatnie.

Z pomocą tego wzoru wyrazimy maksymalną siłę uderzenia P,„ oraz maksymalne
zbliżenie am, przez energię kinetyczną mrvfj2. W tym celu należy scałkować różniczkowe
równanie ruchu środka masy układu z uwzględnieniem warunków początkowych a(0) —
=^0, oe(0) —vr. Pomijając łatwe rachunki (które można znaleźć np. w [1] p . 20 i 22)
otrzymujemy

(5.3)

(5.4)

Pm - i

a„, =
m/i
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Oczywiście wzory (3.2) i (3.3) są szczególnym przypadkiem wzorów powyższych dla
j-3/2.

Krzywa odciążania mllO kończy się przy oc = 0 (wg założenia odkształceń plastycz-
nych nie ma), więc równaniem tej krzywej będzie

(5.5) PII=kna",

kii > ll — stałe dodatnie różne od kj, p. Z równości

(5.6) Ą.-*fr«Ł=fc„<i£
wynika następujący związek między sztywnosciami lokalnymi w obu fazach uderzenia

(5.7) fc,-*„«£-"•

Pole OlmllO, ograniczone krzywymi obciążania i odciążania, reprezentuje energię
drgań wzbudzonych uderzeniem. W takim razie

(5.8) Ed = / kj a'doc- f k

lub po wyeliminowaniu kn z pomocą wzoru (5.7)

f n a"da -

Oczywiście musi być Ed > 0, skąd wynika że p < q. Wykorzystując jeszcze (5.4) otrzy-
mujemy następujący wzór na energię drgań

Porównując prawe strony wzorów (5.1) i (5.10) otrzymujemy ważny związek między
współczynnikiem restytucji oraz parametrami p i q

( 5.„)
W poszukiwaniu dalszych równań, wiążących niewiadome p, q, kr i kn przeanalizu-

jemy ruch układu podczas odciążania. W tej fazie uderzenia, czyli dla t ^ TJ {r1 — dłu-
gotrwałość pierwszej fazy) obowiązuje następujące równanie ruchu

(5.12) !»*$-*««•

oraz warunki początkowe

Po pierwszym całkowaniu otrzymujemy wzór na prędkość zaniku zbliżenia

!+£ 1 + 1\ 1
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Stąd obliczymy względną prędkość v'r odbicia ciał. Mianowicie dla t = x ( T =
długotrwałość uderzenia) jest Pu — 0 oraz du/dt — v'r. Zatem

[(5.15)

Ponieważ zaś współczynnik restytucji Rd « \v'r/vr\, przeto

Stąd

(5.17)

Jeżeli wyeliminujemy w tym wzorze Rd z pomocą równości (5.11) i wynik ten porów-
namy z prawą stroną wzoru (5.3), to otrzymamy następujący związek między niewiado-
mymi

(5.18)

6. Długotrwałość uderzenia i jej związek ze współczynnikiem restytucji

Całkowanie równania typu (5.12), jednakże napisanego dla pierwszej fazy uderzenia,
prowadzi do następującego wzoru na długotrwałość tej fazy

(6.1) Tj = v r ry(p),

gdzie

rl
(6.2) ^

U
3 + p \

r—funkcja gamma. W przedziale 0 < p < 2 funkcja y(p) jest prawie liniowa i można
ją aproksymować wzorem
(6.3) y(p)x 1,150+0,622/7.

Błąd tego przybliżenia nie przekracza + 1 % .
Chcąc wyznaczyć długotrwałość xn drugiej fazy uderzenia skorzystamy z równania

(5.14). Całkując je względem t otrzymujemy całkowy związek między czasem i aktualną
wartością siły uderzenia PH w fazie odciążania

1 / 2 "1/1-i-tf m \ 1 / 2 r"
t %I \2<? W) J
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Tcm.

Jeżeli jako dolną granicę całkowania przyjmiemy Pu — 0, co ma miejsce w chwili
końcowej uderzenia (t =* T), to otrzymamy wzór na rn

(6.4) rn — x— %i — I

Wzór ten przekształcamy do postaci

2

I 1 / 2 izŁ

#« J
1/2

2P
* 1 m

a gdy podstawić tu formuły (5.16) i (6.1) to okazuje się, że

(6.5) r„ -

Ten nowy, interesujący związek między długotrwałością obu faz uderzenia niesprężystego
jest uogólnieniem wcześniej wyprowadzonego wzoru xn — Rdr, (por. [1] p. 25), który
jest słuszny w przypadku liniowej charakterystyki podatności lokalnej [wówczas p =* q =s i,
czyli y(p) ~ y(g)]. Wzór (6.5) wykorzystamy w toku dalszych rozważań.

Tymczasem napiszemy jeszcze wzór na długotrwałość uderzenia niesprężystego

(6.6) T = T7+ T„ = fe^
Występującą tu wielkość Pm obliczamy ze wzoru (5.3).

7. Uproszczona teoria niesprężystego zderzenia ciał elasto-plastycznych

Dotychczas rozpatrywaliśmy jedynie wyidealizowane przypadki zderzenia ciał stałych
pomijając bądź to drgania wzbudzone uderzeniem, bądź też odkształcenia plastyczne.
Odpowiednio do tego proces uderzenia przedstawiony w płaszczyźnie miał przebieg,

am a
Rys. 4

jak na rys. 2 lub rys. 3. Tymczasem proces niesprężystego zderzenia ciał rzeczywistych,
a więc elasto-plastycznych, ma przebieg jak na rys. 4. Jest to niejako «superpozycja» wy-
kresów z rys. 2 i 3.
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Pole Opmk reprezentuje stratę energii kinetycznej, na którą składa się zarówno praca
odkształceń plastycznych, jak i energia drgań sprężystych. Stopień sprężystości takiego
zderzenia charakteryzujemy za pomocą współczynnika restytucji R. Daje się on stosunko-
wo łatwo wyznaczyć za pomocą pomiaru względnej prędkości odbicia ciał, W literaturze
(np. [1] [2]) znajdujemy wiele danych empirycznych dotyczących współczynnika resty-
tucji, zarejestrowanych przy rozmaitych warunkach uderzenia.

W oparciu o wzory wyprowadzone w poprzednich paragrafach możemy ustalić zwią-
zek między współczynnikiem R i siłą Pm. Mianowicie na podstawie wzorów (2.4), (4.6)
i (5.11) znajdujemy po przekształceniach

2 i i
5Wrm (TR)W m

i±i1
m V2kp

Wyraz pierwszy z prawej strony tego wzoru związany jest z energią drgań (Ed) wzbu-
dzonych uderzeniem, pozostałe wyrazy określają wpływ pracy odkształceń plastycznych
(Lp) na wartość współczynnika restytucji. Udział tych składników w całkowitej stracie
energii kinetycznej (AT) układu jest rozmaity w zależności od dwóch czynników, które
będziemy dalej zwali krótko warunkami uderzenia. Chodzi tu o geometrię powierzchni
zetknięcia, określaną za pomocą stopnia szczelności przylegania oraz energię uderzenia,
rozumianą jako energia kinetyczna ciał bezpośrednio przed zderzeniem.

Tak np., gdy ciała o budowie zwartej uderzają się powierzchniami płaskimi, przy czym
energia uderzenia jest stosunkowo niewielka, to odkształcenia plastyczne na ogół nie
wystąpią (Lp = 0), a wtedy A T — Ed. Zresztą w tym przypadku energia drgań stanowi
w ogóle bardzo małą część energii uderzenia, w związku z czym współczynnik restytucji
osiąga wartości bliskie jedności. Do wniosku tego prowadzą zarówno obliczenia teore-
tyczne [4], jak i bezpośrednie pomiary wykonane przy zderzaniu dwóch kul z umiarko-
wanymi prędkościami [5].

Natomiast gdy dwa pręty proste zderzają się współosiowo płaskimi powierzchniami
czołowymi, przy czym również nie ma odkształceń plastycznych, to jednak energia drgań
podłużnych może zaabsorbować dowolnie dużą część energii uderzenia, wskutek czego
współczynnik restytucji przyjmie dowolną wartość z przedziału (0; 1).

Odmienna sytuacja występuje przy kuciu metali. Tutaj dominująca część energii ude-
rzenia zostaje zużyta na pracę plastycznego formowania odkuwki (AT x Lp), choć pewna
jej część przekształca się również w energię drgań kowadła, szaboty i fundamentu.

Jak wspomniano poprzednio praktyczne wykorzystanie skądinąd prostego wzoru (7.1)
jest utrudnione z uwagi na trudność określenia parametrów kp, Pp, ku i q. Z tego powodu
w dalszym ciągu artykułu podamy pewną uproszczoną metodę opisu zderzenia ciał elasto-
plastycznych, które doprowadzi do wykrycia prostych zależności między współczynni-
kiem restytucji i parametrami charakteryzującymi proces uderzenia, co w konsekwencji
umożliwi nam obliczenie maksymalnej siły zderzenia.

Weźmy najpierw pod uwagę pierwszą fazę uderzenia, czyli obciążanie. Zaniedbując
szczegóły przejścia od stanu sprężystego do sprężysto-plastycznego przyjmiemy, iż w tej
fazie obowiązuje zależność (5.2), czyli

(7.2) px ^kTvP dla 0 < a < am.

4 Mechanika Teoretyczna
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Tym samym wzory (5.3) i (5.4) zachowują ważność.
Co się tyczy fazy drugiej, w której następuje sprężyste odciążenie, to siła stykowa ma-

leje tu wraz ze sprężystą składową zbliżenia od wartości maksymalnej do zera według
równania

(7.3) Pn w kn(x-ock)" dla ak < a < am,

albowiem zbliżenie sprężyste stanowi różnicę zbliżenia całkowitego (a) i plastycznego (a,k).
A zatem w proponowanym tu ujęciu przybliżonym wykres przebiegu uderzenia na

Pi

Pm

yvv \ /

#

n

<x
Rys. 5

płaszczyźnie układu P, a. aproksymujemy dwoma łukami krzywych, jak na rys. 5. Strata
energii uderzenia wynosi

m

(7.4) AT =kr J *'

Po wyeliminowaniu kn z pomocą równości

(7.5) P,„ = kj ag = kt j («„,- akf

otrzymujemy

Arr_kl<*m+P I Q-P , «

Podstawienie do tej formuły wzorów (1.1) i (5.4) prowadzi do następującej zależności

1-i?2 =
l + g \ l + / > «

która jest uogólnieniem wzoru (5.11) na przypadek zderzenia wywołującego odkształce-
nia plastyczne. Stąd wynika

(7.6)
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Obrazem tej zależności są krzywe na rys. 6, gdzie linie ciągłe odnoszą się do q — 1, zaś
przerywane do q = 3/2 (te ostatnie pokrywają się z liniami ciągłymi w przedziale [0,1]).
Liczby nad liniami oznaczają wartość stosunku zbliżenia trwałego do maksymalnego
(«*/O- Wykres na rys. 6 jest pomocny przy wyznaczaniu niewiadomej p lub q.

W dalszym ciągu ze wzoru (7.6) obliczamy «,„ i porównujemy z prawą stroną rów-
ności (5.4). Po wykonaniu łatwych przekształceń otrzymujemy wzór na współczynnik

R
1,0

0,8

0,6

0,4

o,z

- o ^
-—~ąŚ5

Otk
a m

I .1 I I

. "

. — • '

i i i i

20— -

- 4 - 1
- q=3/2

i i i i
0,5 -1,0

Rys. 6

sztywności w fazie obciążania

Wreszcie podstawienie (7.7) do wzoru (5.3) daje po przekształceniach

(7.8) l+p-(l+q)R2 mrv?

Ta stosunkowo prosta formuła umożliwia obliczenie maksymalnej siły uderzenia sprę-
żysto-plastycznego, gdy znane są: współczynnik restytucji, stałe/? i q, trwałe zbliżenie oraz
energia uderzenia.

W dalszym ciągu można analizować fazę odciążenia biorąc za punkt wyjścia równanie
różniczkowe (5.12), w którym jedynie zamiast a trzeba podstawić (a—ak). Ale całkowanie
tego równania prowadzi do wzorów (5.16) i (5.17), które w takim razie są słuszne również
w przypadku zderzenia sprężysto-plastycznego. To samo można powiedzieć o wzorach na
długotrwałość uderzenia; w szczególności będziemy dalej korzystać ze wzoru (6.5).

Tym ntemniej ilość wyprowadzonych dotychczas równań okazuje się jeszcze niewystar-
czająca do określenia wszystkich niewiadomych, w szczególności wykładników potęgo-
wych p i q.

4*



276 R. GRYBOŚ

8. Aproksymacja czasowego przebiegu siły stykowej i równanie zasady pędu

W dążeniu do wyprowadzenia nowych, niezależnych związków pomiędzy p, q, k: i ku

zanalizujemy proces uderzenia w aspekcie czasowego przebiegu siły stykowej P(t). Roz-
ważania ograniczymy do przypadku, kiedy funkcja P(t) posiada jedno maksimum w prze-
dziale [0, r] (rys. 7). Pola zakreskowane pod krzywymi Pj(t) i Pn(t) obrazują impulsy
odpowiednio pierwszej i drugiej fazy uderzenia.

Rys. 7

Analiza wykresów tego typu, uzyskanych przy zderzaniu ciał z rozmaitych metali i sto-
pów, nasunęła autorom pracy [2] myśl aproksymowania tej zależności za pomocą funkcji

7lt
•Pm\sinj~

dla 0 < t < T7 ,

gdzie p jest tą samą stałą, która występuje we wzorze (7.2). W oparciu o tę zależność mo-
żemy określić impuls pierwszej fazy uderzenia

Wprowadzamy nową zmienną całkowania jtt\2xi ~x oraz stałą b ~2(10—nV

9
tego 10— p

•26+1 oraz

nli

j =z-ł-PmZl f si

Ponieważ
.-r/2h
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przeto ostatecznie piszemy

(8.1) Sj =:~PmrMp).

Wiadomo ([1] p. 24), że przy liniowej charakterystyce podatności lokalnej (tzn. A\ap =* 1)
występuje sinusoidalny impuls uderzenia, który ma wartość Q.ln)Pmx,. Mnożnik <t(j>)
we wzorze (8.1) stanowi przeto «poprawkę» uwzględniającą nieliniowość zagadnienia;
oczywiście a(l) = 1.

Funkcja a(p), podobnie jak y(p), jest prawie liniowa, mianowicie

(8.2) a(p) « 1,03-0,03/) dla 0 <p < 2.

W dalszym ciągu, podobnie jak przy wyprowadzaniu wzoru (8.1), postępujemy w od-
niesieniu do fazy odciążania. Przyjmując

PII W - i*- (cos —i-J dla 0 < t < rn

otrzymujemy wzór na impuls drugiej fazy

(8.3) Su=~PmTn0(q).

Dysponując wzorami na Sj i Sn możemy obliczyć całkowity impuls uderzenia 5" =St-{-Sjr,
który niezależnie od tego, równa się mi(»i-v[) lub m2(v'2—v2), zgodnie z zasadą zmien-
ności pędu; tutaj v[, v'2 oznaczają prędkości ciał bezpośrednio po uderzeniu.

Tak więc otrzymujemy równanie

2
(8.4) —Pm[rMp)+?iMq)] -m1(vl—v'1) =m2(v'2-v2)

lub po wykorzystaniu (6.1), (6.5) i po przekształceniach

(8.5) mrvr[(p(p)-\-R(p(q)] ^m^j,—vi) ^m2(v'2—v2),

gdzie

<p(x) =—=y(x)a(x).

Gdy zastosujemy tu aproksymacje (6.3) i (8.2) oraz pominiemy mały wyraz zawierający
x2

t to otrzymamy wyrażenie liniowe
(8.6) <p(x) fu 0,668H-0,332x.

Wzór (8.5) jest nowym, niezależnym od (5.11) lub (7.6), związkiem między parametra-
mi p i q. Należy jednak pamiętać o tym, że zakres jego ważności jest ograniczony do klasy
funkcji P(t) posiadających jedno maksimum w przedziale [0, %].

9. Uwagi końcowe

Zastanówmy się pokrótce nad kwestią rozwiązalności zagadnienia polegającego na wy-
znaczeniu maksymalnej siły uderzenia. Wyprowadziliśmy bowiem dla tej wielkości cztery
wzory, mianowicie (5.3), (5.17), (7.1) i (7.8), wobec czego powstaje pytanie, który z nich
zastosować w konkretnym przypadku?
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Sposób postępowania zależy w pewnej mierze od warunków uderzenia oraz od tego,
jakimi danymi dysponujemy. W każdym przypadku muszą być znane masy i prędkości
ciał przed i po zderzeniu (a tym samym i współczynnik restytucji) oraz geometria powierzch-
ni styku. Najogólniejszy spośród wymienionych jest niewątpliwie wzór (7.1), ponieważ
można go stosować zarówno wówczas, gdy występują odkształcenia plastyczne, jak i przy
ich braku. Jednak wspomniane już trudności w określeniu niektórych parametrów zmniej-
szają nieco przydatność tego wzoru.

Gdy warunki uderzenia są tego rodzaju, że odkształcenia trwałe nie wystąpią, to obowią-
zują wzory (5.3) i (5.17), przy czym pierwszy wymaga uprzedniego określenia parametrów
k} i p, drugi — ku i q. W tym względzie mamy do dyspozycji wzory (5.11) i (5.18) i ewen-
tualnie (8.5). Poza tym gdy wykładnik potęgowy q okaże się bliski 3/2, to współczynnik
sztywności kir można w przybliżeniu obliczyć z odpowiedniego wzoru Hertza.

Wreszcie gdy warunki uderzenia sprzyjają wystąpieniu odkształceń plastycznych, to
zadowalając się teorią przybliżoną można również korzystać ze wzorów (5.11) i (5.18).
Natomiast gdy znamy wartość trwałego zbliżenia a^, to można skorzystać ze wzoru (7.8)
i wówczas odpada konieczność obliczania sztywności kj lub kn. Poza tym wyniki po-
miarów przeprowadzonych przy kuciu metali sugerują, że w przypadku silnie rozwinię-
tych odkształceń plastycznych można przyjmować q = 1, lub wartość nieco mniejszą.

10. Przykłady obliczeń

Dla ilustracji toku postępowania i sposobu wykorzystania wyprowadzonych wzorów
rozpatrzymy szczegółowo dwa przypadki uderzenia, różniące się między sobą skrajnie
warunkami zderzenia. Mianowicie obliczymy najpierw graniczną prędkość kolinearnego
zderzenia dwóch prętów prostych, przy której pojawią się pierwsze odkształcenia plastycz-
ne, a w przykładzie drugim wyznaczymy maksymalną wartość siły kucia pewnego ele-
mentu stalowego i następnie porównamy ją z danymi pomiarowymi.

Przykład pierwszy. Dwa pręty proste, stalowe o przekroju kołowym i jednakowych
średnicach doprowadzamy do zderzenia kolinearnego. Uderzający koniec jednego pręta

kys. 8

zaokrąglony jest półkuliście (promieniem rL — 5 cm), zaś koniec drugiego ma wydrążenie
półkuliste o promieniu r2 —10 cm (rys. 8). Masa pierwszego pręta m1 —0,3 kg, zaś
drugiego m2 = 3 mx. Masa zredukowana mr = m1m2/(m1+m2) — 0,225 kg. Należy
obliczyć graniczną prędkość zderzenia (vp), po przekroczeniu której w prętach pojawią
się lokalne odkształcenia plastyczne.
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Będziemy korzystać ze wzorów p. 5, albowiem przedmiotem rozważań jest zasadniczo
zderzenie nie powodujące odkształceń plastycznych (Lp ~ 0).

Przechodząc do wyznaczenia współczynnika restytucji skorzystamy w tym przedmiocie
z wyników badań [6], przeprowadzonych w warunkach uderzenia analogicznych do tych,
jakie sformułowaliśmy w temacie. Otóż okazało się, że zależność Ji od stosunku mas
m2[ml są M jest w tym przypadku prawie liniowa i niezależna od prędkości zderzenia1'.

Autorzy pracy [6] proponują wzór R = 0,905—0,040M, który dla M — 3 daje R = 0,78.
Oprócz tego w czasie badań mierzono współczynnik przekazywania energii

który jest stosunkiem energii kinetycznej ciała uderzonego (spoczywającego przed ude-
rzeniem nieruchomo) do energii kinetycznej ciała uderzającego. Dla M = 3 zmierzono
s =s 0,60, zatem

i-Vi -v^' ^
Ze wzoru definicyjnego dla współczynnika restytucji

R _ v'f _v'2-v[

wynika

— = — — R =0,447-0,780 »-0,333.

Z kolei obliczamy stałe p i q.
Przypuśćmy, że przebieg czasowy siły uderzenia upoważnia do stosowania wzoru

(8.5)

który dla v2 = 0 oraz po uwzględnieniu (8.6) przyjmuje postać

Jf [(0)668+0,332p)+i?(0,668+0,332c)] = » l - y -

Stąd wynika równanie
(10.1) £+0,780^=1,718.
Drugie równanie otrzymamy z przekształcenia wzoru (5.11)

p-R2" =R2-1
lub
(10.2) £-O,6O8g=^-0,392.
Rozwiązanie układu równań (10.1) i (10.2) daje

£ = r 0,417, g = 1,330.

1:1 Ten ostatni wniosek jest tylko potwierdzeniem wyników rozważań teoretycznych (por. np. [1] p. 30).
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Jak widać wykładnik potęgowy we wzorze Pn — fcJza« ma wartość bliską 3/2, dzięki czemu
współczynnik sztywności ku możemy w przybliżeniu obliczyć za pomocą zmodyfikowa-
nej formuły Hertza. W przypadku zetknięcia kuli z wydrążeniem kulistym przy jednako-
wych stałych sprężystości E, v oraz dla q = 3/2 wspomniany wzór Hertza ma postać

2E
L = 3(1 -r2) \r2-r,

W naszym przypadku dla uzyskania zgodności wymiarów zamiast wykładnika potę-
gowego 1/2 —2—3/2 przyjmiemy 2— q ~ 0,67. Zatem

i 0,67

= 6,86-106 kGcm- 1 ' 3 3 ,

gdzie przyjęto E = 2 • 106 kG/cm2, v «=* 0,3.
W dalszym ciągu korzystamy z niektórych wzorów teorii zagadnień kontaktowych.

Teoria ta prowadzi do wniosku, że największe ciśnienie powstające w środku koła styku
równa się

[ / \2~\

Ale największe wytężenie materiału na powierzchni styku określone jest przez napręże-
nie redukowane ar « O,22amax. Wobec tego siłę uderzenia Pm — Pp, wywołującą grani-
czne wytężenie materiału prętów na powierzchni styku obliczymy z warunku 0,22tTmax =
= 0P (ap — dynamiczna granica plastyczności), czyli

Pp r ™/ \r2-rx E
Np. dla stali o zawartości 0,24% C, odpuszczonej w temperaturze 900°C przyjmując
< T P = 7 , 3 - 1 0 3 kG/cm2 otrzymujemy i >

J ,=15 800 kG. Ostatecznie z przekształconego
wzoru (5.17) znajdujemy graniczną prędkość zderzenia prętów

= 10,1 m/s.

Jednakże pierwsze odkształcenia plastyczne pojawiają się nie na powierzchni styku, lecz
nieco głębiej (w tzw. punktach Bielajewa) i to już przy prędkości około 12 razy mniejszej.

Dla porównania zauważmy jeszcze, że zgodnie z teorią de Saint-Venanta w przypadku
zderzenia stalowych prętów idealnie płaskimi i równoległymi powierzchniami czołowymi
prędkość graniczna wynosiłaby apl\/QE = 18,3 m/s (Q — gęstość).

Przykład drugi. Obliczymy maksymalną wartość siły kucia elementu stalowego i po-
równamy wynik z danymi pomiarowymi. Znajomość tej siły jest niezbędna w obliczeniach
wytrzymałościowych najbardziej obciążonych elementów młota kuźniczego.

Podczas badań, których wyniki opublikowano w pracy [7], rejestrowane były m.in.
przebiegi czasowe siły kucia. Jeden z typowych oscylogramów przedstawiony jest na rys. 9a.

Ponieważ okres drgań własnych uderzających części młota w rozważanym przypadku
był wielokrotnie większy od długotrwałości uderzenia, przeto krzywa P(t) jest proporcjo-
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nalna do krzywej przyspieszeń bijaka («baby»). Wobec tego całkowanie krzywej P(t)
daje wykres prędkości v^it) bijaka (rys. 9b). Jeśli od rzędnych tej krzywej odejmiemy
rzędne wykresu prędkości szaboty v2(t), to otrzymamy krzywą prędkości odkształcenia
odkuwki (linia przerywana). Całkując następnie krzywą vl(t)—v2(t) otrzymujemy przebieg
czasowy skrócenia a(t) próbki (krzywa c). Na wykresie tym widoczne jest zarówno naj-
większe zbliżenie bijaka i szaboty (am), jak i trwałe skrócenie (a4) próbki, czyli przekucie.

-to

a
d 20 r

5

'

/

1 cl

o s io <5 Zbliżenie <x [mm]

Rys. 9

Wreszcie kojarząc wykresy P(t) i a(t) otrzymujemy wykres zależności P(a) (krzywa d).
Z wykresu tego widać wyraźnie fazę plastycznego płynięcia podczas obciążania, przy
końcu którego występuje nieznaczne wzmocnienie, tzn. wzrostowi odkształceń towarzyszy
wzrost siły uderzenia. Natomiast w fazie odciążania widać prawie liniowy charakter za-
leżności .P(a), co upoważnia do przyjęcia w obliczeniach q = 1.

Do badań użyto gorącej próbki ze stali 45, uformowanej w postaci walca o średnicy
50 mm, wysokości 86 mm. Uderzenie następowało w kierunku poosiowym. Ciężar bijaka
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mig s 450 kG. Przy prędkości uderzenia z\ = 4,7 m/s zmierzono bezpośrednio lub od-
czytano z wykresów: trwałe skrócenie próbki ak — 13 mm, prędkość odskoku bijaka
v'x == — 1,2 m/s, współczynnik restytucji (rys. 9b)

A «i CU 4,7

Ponieważ w użytym do badań ciężkim młocie kuźniczym masa szaboty wraz z kowa-
dłem jest wielokrotnie większa od masy bijaka, przeto można przyjąć mi/m2 « 0, czyli
mr « /łij. Wobec tego energia uderzenia

mrv?/2 « WiOj/2 = 5,06 • 104 kGcm.

Aby wyznaczyć niewiadomą/) posłużymy się równaniem (8.5)2).
Dla mr = ; « ! , v2 —0, q — I, cp(q) =» ], równanie to przyjmuje postać

skąd

cj(p) = i _ i ? _ w ; / W l = 1 - 0 , 4 5 + 1,2/4,7 =0,805.

Z drugiej strony na podstawie (8.6) ę(p) = 0,668+0,332/?. Zatem

Znając j?, r̂, i?, afc oraz energię uderzenia możemy ostatecznie obliczyć maksymalną siłę
kucia przy pomocy wzoru (7.8)

Pm = 1.412-2 • 0,452
 1 5 f i 6 . 1 0 4 = 3 ) 9 . 1 Q 4 k G

Jest to wartość dostatecznie zgodna z zarejestrowaną na oscylogramie (por. rys. 9a).
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P e 3 io M e

3ABHCHMOCTŁ MAKCHMAJIBHOft CHJILI YflAPA OT K030<X>HLI,HEHTA
BOCCTAHOBJIEHHH

OnpeflejieHHe MaKCHAiâ BHofi BCJIH^HHW KOinaKTHoro ycmiKH npn CTOJiiaioBeHini BO3.IIO>KHO B o6meM
cnynae JIHUIL onbiTHHH nyTeivi; npii STOM Heo6xofl;HMo iiiweeTb flocTaTo^HO CJIO>KHBIH flaT^HK II annapaTypy,
perHCTpi-ipyiomyio 3aBHcHM0CTB H3MepjieMoro ycaraw OT BpeMemi.

B npeflJiaraeMoii CTaTte, Ha ocHcme TeopeTimecKoro anajin3a npoiiecca ynpyro-njiacTiniecKoro yflapa,
DbiBeaeiiBi aare6pauliecKiie 3aBHcnMocTii MaKciunam>Hofi CIMBI yflapa OT BCJIH^HH, jierno noflflaioinHxcji
H3MepeHKio B xofle nponccca, Tai<HX Kaic: CKOPOCTŁ OTCKOIO Teji, KosebcpimneHT BoccTaiioBJiennn u ocTa-

c6jin>i<eHHe. CnocoS McnojiŁ3OBannH BbiBe^,eiiHŁix tbopMyn
npiiMepaMH.

S u m m a r y

DEPENDENCE OF THE MAXIMUM IMPACT FORCE ON THE RESTITUTION COEFFICIENT

The determination of the maximum contact force during an inelastic impact can be done only exper-
imentally and a complicated gauge as well as a device registering the variation of the force in time is need-
ed. The theoretical analysis presented in this paper leads to algebraic relations between the impact force
and the magnitudes which can easily be measured during the impact, such as the after-impact velocity,
the restitution coefficient and the impact duration. The application of the derived formulae is shown on
two numerical examples.
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PRZYCZYNEK DO MECHANIZMU ZNISZCZENIA ZMĘCZENIOWECO
ŻYŁEK POLIAMIDOWYCH

ANDRZEJ W Ł O C H O W I C Z , ZYGMUNT K U B A C K I (ŁÓDŹ)

1. Wprowadzenie

Poszukiwanie związków, jakie istnieją pomiędzy fizyczną mikrostrukturą polimeru
a własnościami wytrzymałościowymi jest jednym z bardziej istotnych problemów w bada-
niach związków wielkocząsteczkowych. Przykładem tych poszukiwań może być współ-
zależność między zmianami struktury cząsteczkowej i nadcząsteczkowej włókna poli-
amidowego w miejscu zerwania, wywołanymi dekohezją zmęczeniową [1], czy ogólnie
reotermokinetyczne aspekty wytężenia i zmęczenia tworzyw sztucznych [2-4].

Zjawiska pęknięć zmęczeniowych włókien i polimerów pod działaniem wielokrotnie
powtarzających się obciążeń są przedmiotem coraz większego zainteresowania technolo-
gów i konstruktorów [5]. Z punktu widzenia przeznaczenia prowadzone są dwa rodzaje
badań:

— badania, których celem jest dokładniejsze poznanie warunków i mechanizmu zmę-
czenia ;

— badania materiałów na próbkach w celu oceny i porównania właściwości zmęcze-
niowych różnych rodzajów tworzyw, wpływu składu chemicznego, wpływu obróbki
termicznej itp.

W niniejszym opracowaniu pragnie się zwrócić uwagę na niektóre zjawiska zachodzące
w strukturze monofilamentu poliamidowego przy jego zmęczeniu.

Zagadnienie reoefektów rozwoju dekohezji zmęczeniowej oraz analiza fizycznej mikro-
struktury obszarów szczelin i pęknięć zmęczeniowych znajduje się w kręgu zainteresowań
szeregu badaczy. Rozwój badań mających na celu wyjaśnienie mechanizmu procesu zmę-
czenia opierał się głównie na metodach rentgenograficznych. Chodziło przede wszystkim
o poznanie zmian mikrostruktury fizycznej tworzywa w procesie zmęczenia. W pracy
niniejszej główny nacisk będzie położony na badania elektronomikroskopowe, a zwłaszcza
analizę złomów zmęczeniowych żyłki.

2. Przegląd literatury

Punktem wyjścia rozważań dotyczących zjawiska zmęczenia jest niejednorodność struk-
tury ciał polikrystalicznych, jakimi są polimery. Problem sprowadza się w pierwszym
rzędzie do zagadnienia dwufazowej czy też jednofazowej struktury polimerów. W pierw-
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szym przypadku przyjmuje się, zgodnie ze stwierdzeniami MEYERA i MARKA [6], HEARLE'A
[7], STATTONA [8], KITAJGORODSKIEGO, KARGINA i SŁONIMSKIEGO [9] i innych [10], że poli-

mery są utworzone z dwóch częściowo niezależnych od siebie faz: krystalicznej i amorfi-
cznej. W drugim zaś, według koncepcji BENARTA [11] i HOSEMANNA [12], polimer jest
utworzony z makrocząsteczek tworzących lokalne stany skupienia o różnym stopniu
doskonałości uporządkowania, które z punktu widzenia termodynamicznego są układem
jednofazowym. Rozpatrując zatem zjawisko zmęczenia włókna, a zwłaszcza zmian jego
mikrostruktury fizycznej w strefie zerwania, z tych różnych koncepcji budowy fizycznej
należy zdawać sobie sprawę. W każdej z przytoczonych koncepcji budowy polimerów
zakłada się występowanie obszarów krystalicznych bądź parakrystalicznych o dużej do-
skonałości uporządkowania (lamel), które są oddzielone wzajemnie obszarami nieupo-
rządkowanymi bądź parakrystalicznymi o niskiej doskonałości, różnego rodzaju wtrące-
niami i szczelinami. Mają one rozmaitą sprężystość, plastyczność oraz wytrzymałość
i dlatego pod obciążeniem powstaje niejednorodny stan naprężenia. W związku z efektami
reotermokinetycznymi wytwarzają się w nich różnice potencjałów pól siłowych, których
relaksacja powoduje nieodwracalną przemianę energii obciążeń. W niektórych obszarach
uporządkowanych mogą zachodzić odkształcenia plastyczne już wówczas, kiedy napręże-
nia nominalne są mniejsze od granicy sprężystości. Przy dostatecznie dużej liczbie zmian
obciążeń może nastąpić przekroczenie granicy plastyczności i umocnienie niektórych ob-
szarów uporządkowanych, co prowadzi do utworzenia się pojedynczych mikropęknięć
wewnątrz nich. Pojedyncze powstałe mikropęknięcia są niejednorodnościami tego samego
rzędu, co niejednorodności mikrostruktury tworzywa polimeru. Rozwój czy też przerwa-
nie wzrostu mikropęknięć zależy od sprężystego otoczenia obszarów uporządkowanych,
w których te mikropęknięcia powstały, czyli od rozkładu naprężeń.

Badania rentgenograficzne zdają się wskazywać [13], że mechanizmy odkształcenia
plastycznego i pęknięcia przy obciążeniach statycznych i dynamicznych mają jednakową
naturę. Badania za pomocą mikroskopu elektronowego zaczynają wnosić bardziej wnikli-
we informacje. Stwierdza się między innymi występowanie dyslokacji i poślizgów w ob-
szarach uporządkowanych [14] oraz odkształcenia siatki krystalicznej [15]. Po przyłoże-
niu naprężenia gęstość dyslokacji zwiększa się [16], wzrasta zatem energia swobodna
układu. Nie jest wykluczone, że dyslokacje mogą się skupiać na przypadkowej powierzchni
rozdziału faz i obniżać energię odkształcenia, związaną z pojedynczymi dyslokacjami [17],
co z kolei może prowadzić do zmniejszenia energii swobodnej układu.

Powstawanie poślizgów przy obciążeniach zmiennych może być tylko wynikiem dzia-
łania naprężeń stycznych, są one przyczyną zmiennego plastycznego mikroodkształcenia
przy zmęczeniu. Działanie ich sprowadza się do umacniania najsłabszych krystalitów,
dopóki pod wpływem, coraz większego obciążenia nie zaczną pękać. Osłabienie wskutek
pęknięcia najsłabszych krystalitów może być kompensowane umacnianiem krystalitów
bardziej wytrzymałych. Dalszy wzrost mikropęknięć i powstawanie nowych zostaje wów-
czas zahamowane. Jest możliwe jednak i zjawisko odwrotne — postępujący rozwój mikro-
pęknięć i ich łączenie się w jedną wspólną szczelinę. Od tego momentu zostaje przerwane
powstawanie innych szczelin.

Wzrost postępującej makroszczeliny przez stopniowe łączenie się mikroszczelin ma
zwykle kierunek prostopadły do kierunku działania głównych naprężeń rozciągających.
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Proecs powstawania, rozwoju i łączenia się mikroszczelin stanowi drugie stadium zmęczenia.
Pęknięcia zmęczeniowe rozprzestrzeniają się nie w całej objętości monofilamentu podda-
wanego obciążeniom zmiennym, lecz tylko w jednym z przekrojów, w których łącząc się
przechodzą przez najsłabsze składniki niejednorodnej struktury.

Przy pewnym stanie odkształcenia i naprężenia materiału następuje kres jego nasycenia
energetycznego i dalsze działanie sił zewnętrznych prowadzić może tylko do dekohezji.
Badania prowadzone przez ODINGA [18], PETERLINA [19], ZEUKELIESA [14], KUROKAWE
[20], YOKOBORI [21], OROWANA [22], AFANASIEWA [23], NISHIHARE i KOBAYASHI [24],

FREUDENTHALA [25] i innych [26] dowodzą złożoności zniszczenia zmęczeniowego ciał
polikrystalicznych. Brak jest zupełnie opracowań opisujących zmiany strukturalne zacho-
dzące w miejscu zerwania ciała poddawanego wielokrotnemu rozciąganiu. Wydaje się,
że w oparciu o dokonaną analizę mikrofraktograficzną złomów zmęczeniowych będzie
możliwe lepsze zrozumienie mechanizmu zniszczenia monofilamentów i włókien.

3. Charakterystyka materiału pomiarowego

Analizę mikrofraktograficzną i badania elektronomikroskopowe prowadzono na
żyłce poliamidowej z poliamidu 6. Charakterystykę wskaźników fizyko-mechanicznych
monofilamentu podano w tablicy 1. Badania zmęczeniowe żyłek realizowano na pulsa-

Tablica 1. Charakterystyka wskaźników fizyko-chemicznych włókna wyjściowego

Wielkość mierzona Wartość liczbowa

Stopień Jcrystaliczności [%]
Orientacja ogólna (dwójlomność)
Kąt orientacji osi krystalitów [stopnie]
Wielkość krystalitów w kierunku prostopadłym do płaszczyzny w [A]:

— (200)
— (020) + (220)

Gęstość [Mg/m3]
Stopień polimeryzacji
Wytrzymałość na rozciąganie [G]
Wydłużenie przy zerwaniu w [%]
Średnica włókna [jj.m]

54,9±3,2
O,O516±O,O004

15°10'

35,0
49,0

1,1423
128,1

495,0+5,3
20,2 ±1,3

82,0

torze PK-3 produkcji radzieckiej [27], pracującym przy stałej amplitudzie wydłużeń w każ-
dym cyklu A X = const. Badania wykonano przy odległości między zaciskami 500 mm
i stałym wstępnym obciążeniu próbki równym 40 G. Pomiary prowadzono w warunkach
klimatycznych: temperatura 20±2°C; wilgotność względna powietrza 65+_3%.

Znużenie żyłek prowadzono w dwóch wariantach, stosując:
a) stałą częstość zmiany naprężenia, a zmienną amplitudę wydłużenia,
b) stałą amplitudę wydłużenia, a różną częstość zmiany naprężenia.
W wariancie pierwszym częstość wynosiła 625 cykli/min, amplituda natomiast 0,8 +

+ 1,8%, w drugim zaś amplituda była równa 1,2%, natomiast częstość zmiany naprężenia
225, 425, 525, 625 cykli/min.
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4. Metodyka badań

4.1. Obserwacje w mikroskopie elektronowym. Bezpośrednią obserwację struktury powierzch-
ni zerwanych odcinków żyłek w miejscu złomu oraz w pewnej odległos'ci od złomu, jak
i żyłek nie poddanych znużeniu prowadzono na mikroskopie elektronowym typ BS 242 D
czechosłowackiej firmy Tesla. Obserwacje prowadzono na replikach platyno wo-węglo-
wych uzyskiwanych metodą BRADLEYA [28].

4.2. Obserwacje w mikroskopie świetlnym. Prowadzenie bezpośrednich obserwacji powierzch-
ni żyłek o dużej średnicy, rzędu kilkudziesięciu mikrometrów, z uwagi na małą głębię
ostrości mikroskopu świetlnego jest bardzo utrudnione, a dla powiększeń rzędu setek
razy prawie niemożliwe. Trudność ta występuje zarówno przy obserwacji żyłki w świetle
przechodzącym, jak i odbitym (przy górnym skośnym oświetleniu) [29]. Radykalną po-
prawę uzyskano prowadząc obserwację odcinków żyłek w polistyrenie, wykonanych
w sposób analogiczny jak do celów mikroskopii elektronowej. Obserwację odcinków
w świetle przechodzącym prowadzono na radzieckim mikroskopie MIN-8 stosując polską
nasadkę fotograficzną MNF firmy PZO.

5. Wyniki obserwacji

Bezpośrednich informacji o niszczeniu badanych żyłek poliamidowych w procesie
znużenia dostarczyła analiza zdjęć wykonanych na mikroskopach świetlnym i elektrono-
wym.

Mikrofotografie replik powierzchni wykonanych dla żyłki nie poddanej znużeniu
i znużonej (rys. 1) wykazują istotne różnice w ich strukturze morfologicznej. Monofila-
ment nie nużony charakteryzuje się podłużnym sfalowaniem elementów strukturalnych
powierzchni z jednoczesnym występowaniem szczelin wzdłużnych. Dla żyłek znużonych
powierzchnia staje się bardziej gładka, a nierównomierności powierzchniowe ulegają
wyrównaniu i zmniejszeniu (rys. lb, c). Kolejne fazy rozrywania w procesie zmęczenia
z uwypukleniem momentu tuż przed rozerwaniem i po rozerwaniu zamieszczono na rys. 2
i 3. Z charakteru uzyskanych złomów można wnioskować o przebiegu niszczenia w zależ-
ności od wielkości amplitudy obciążenia [1], co tutaj nie będzie analizowane.

Ze zdjęć wykonanych na mikroskopie elektronowym, dla fragmentów monofilamen-
tów nie poddanych znużeniu i nużonych, widać wyraźnie różnice w mikrostrukturze
morfologicznej (rys. 4). W wyniku procesu zmęczeniowego następuje znaczne wygła-
dzenie mikrorzeźby powierzchni żyłki, co jest już zauważalne pod zwykłym mikroskopem
(rys. lb, c) dla dużych powiększeń. Repliki powierzchni zerwanych fragmentów znużo-
nych monofilamentów (rys. 5) pokazują wyraźne różnice morfologiczne żyłki znużonej
i nużonej aż do zerwania. Całkowicie zniknęły nierównomierności. Na ich miejscu po-
jawiły się odgraniczone prostymi liniami gładkie pasma poślizgu o krawędziach wzdłuż-
nych prawie równoległych do osi żyłki, to jest prawie równoległe do kierunku deformacji.
Pasma te odgraniczone są krawędziami uskoku w przybliżeniu do siebie równoległymi,
a prostopadłymi do osi monofilamentu. Są one mikroskopowym odbiciem pęknięcia
zmęczeniowego. Na niektórych mikrofotografiach widać zanieczyszczenia środkiem ma-
tującym — dwutlenkiem tytanu. Czarne, bezkształtne plamy zauważalne na niektórych
zdjęciach są artefaktami powstałymi podczas napylania węglem matrycy polistyrenowej
w procesie przygotowywania preparatów. Oś żyłki zaznaczona jest strzałką ciągłą.



Rys. 1. Mikrofotografie replik powierzchni monofilamentu: a —nie poddanego znużeniu zmęczenio-
wemu, b,c — znużonego

5 Mechanika Teoretyczna [289]



Rys. 2. Mikrofotografie kolejnych faz rozrywania monofilamentu: a —faza początkowa, b—powstanie
klinowego wgłębienia, c — następna faza, d — rozerwane fragmenty włókna

Rys. 3. Mikrofotografie replik powierzchni monofilamentu: a — tuż przed zerwaniem, b — rozerwanego

[290]
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Rys. 4. Mikrofotografie replik powierzchni monofilamentu: a — nie poddanego znużeniu zmęczeniowemu,
b — znużonego, na którym widoczne są zanieczyszczenia siarczanem baru, zaznaczone strzałką przerywaną
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Rys. 5. Mikrofotografie replik powierzchni zerwanych fragmentów znużonego monofilamentu. Na nie-
których mikrofotografiach strzałką przerywaną zaznaczono liczne zanieczyszczenia dwutlenkiem tytanu

[293]
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6. Dyskusja wyników

Analiza replik z mikroskopu elektronowego dla znużonych, a zwłaszcza dla znużo-
nych i zerwanych fragmentów żyłek zdaje się wskazywać na dyslokacyjny charakter pęk-
nięcia. Świadczy o tym w szczególności wyraźnie schodkowy charakter złomu rys. (5b,e).
Obszar krystaliczny (bądź parakrystaliczny) poliamidu, utworzony przez zespól atomów
leżących w określonych wskaźnikami Millera płaszczyznach krystalograficznych, może
być nieuporządkowany, gdy krystality tworzą różne kąty z osią żyłki, lub zorientowany —•

Rys. 6. Schemat tworzenia się dyslokacji w poliamidzie

gdy tworzą określone kąty. Jeżeli żyłka zostanie obciążona, wówczas w płaszczyznach
(200) czy (020)+ (220), jako najgęściej obsadzonych i o maksymalnym liniowym zagęsz-
czeniu atomami, może zajść poślizg [1]. Płaszczyzny poślizgu powstają, gdy tworzą się
dyslokacje typu krawędziowego bądź śrubowego.

Schemat tworzenia się dyslokacji krawędziowej podano na rys. 6. Prawpopodobień-
stwo powstawania tego rodzaju dyslokacji jest duże z uwagi na możliwość występowania
defektów w łańcuchu makrocząsteczki [17]. Powstawaniu defektów w makrocząsteczkach
sprzyjają fluktuacje cieplne atomów oraz oscylacje deformacyjno-rotacyjne. Ruch dyslo-
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kacji w normalnych warunkach nie zachodzi. Jest do tego zawsze potrzebne pewne na-
prężenie zewnętrzne. Ruchowi dyslokacji, która na swojej drodze napotyka przeszkody,
towarzyszą — oprócz przyłożonego naprężenia wywołującego ruch — drgania termiczne
sieci krystalicznej. Drgania te dostarczają dodatkowej energii niezbędnej na pokonanie
przez dyslokację przeszkody i jej dalszy ruch. Prawdopodobieństwo ruchów dyslokacyj-
nych wzrasta, gdy pod wpływem cyklicznego obciążenia zewnętrznego, które wytwarza
naprężenia styczne w płaszczyźnie poślizgu, ulegają zmniejszeniu różnice energii poten-
cjalnej, konieczne do wywołania zmiany położenia dyslokacji. Ruchy te powodują two-
rzenie się pierwszego mikropęknięcia w obszarze uporządkowanym. W początkowym
stadium niszczenia pęknięcia te są luźno związane z płaszczyzną poślizgu. Fakt, że poru-
szające się dyslokacje są dwuwymiarowymi tworami geometrycznymi, przemieszczają-
cymi się wzdłuż płaszczyzn poślizgu w trójwymiarowej sieci krystalicznej powoduje, że
napotykana przeszkoda oddziałuje z dyslokacjami w zależności od ich charakterystyk
geometrycznych.

Zatem, gdy mikroskopowe pęknięcia rozprzestrzeniają się w objętości tworzywa włók-
na, następuje ich wzajemne przemieszczanie się lub łączenie w zespoły. Powstaje wtedy
pęknięcie mikroskopowe. To ostatnie pod wpływem stosunkowo niewielkiej siły zew-
nętrznej prowadzi do pęknięcia makroskopowego i zerwania żyłki.

Procesowi odkształcenia zmęczeniowego żyłek poliamidowych towarzyszy nieodłącz-
nie stan naprężenia. Stan ten jest uwarunkowany między innymi naprężeniami w obsza-
rach uporządkowanych, a zwłaszcza w obszarze defektów. W tym obszarze jest zakłócona
prawidłowa struktura sieci przez występowanie atomów własnych lub atomów wtrąceń
w niewłaściwych pozycjach międzywęzłowych lub węzłowych. We wszystkich przypadkach
energia potencjalna sieci w obszarze defektu jest wyższa od minimalnej wartości, odpo-
wiadającej położeniu równowagi, co objawia się występowaniem pola naprężeń wokół
defektu. Wskutek małego promienia działania sił atomowych zasięg takich pól naprężeń
wynosi do kilku parametrów sieci.

Wydaje się, że poza powyższymi przyczynami w procesie niszczenia zmęczeniowego
żyłek poliamidowych dużą rolę odgrywają mikronaprężenia orientacyjne spowodowane
defektami, a zwłaszcza ich spiętrzenie na granicy obszarów uporządkowanych i nieupo-
rządkowanych. Mają one określony kierunek, zgodny z kierunkiem odkształcenia.

Gdy odkształcenia są zgodne co do kierunku i zwrotu ich działania, wówczas mikro-
naprężenia się sumują i szybko rosną. W innych przypadkach ma miejsce ich odejmowa-
nie. Mikronaprężenia te określają moment powstania mikropęknięcia.

W przypadku odkształcenia jednokierunkowego, z jakim mamy do czynienia w na-
szych badaniach mechanizmu niszczenia zmęczeniowego poliamidowych żyłek przy
wielokrotnym rozciąganiu, zapoczątkowane trwałe mikropęknięcia rozprzestrzeniają
się wzdłuż krawędzi coraz to większych zespołów uporządkowanych: krystalitów, lamel,
mikrofibryl, i fibryl. Prowadzą one do dyslokacji typu krawędziowego w wyniku różnic
energetycznych, istniejących pomiędzy fazami krystaliczną i amorficzną.

Przyłożone makronaprężenia działające, jak już powiedziano wyżej, stycznie w płasz-
czyźnie poślizgu, powodują łączenie się mikropęknięć w jedną całość, prowadząc do
pęknięcia mikroskopowego. Tworzy się znaczny skok potencjału naprężeń w miejscu
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pęknięcia, w wyniku czego powstają — z punktu widzenia energetycznego — dogodne
warunki do przesunięcia się całego uporządkowanego pakietu wzdłuż kierunku działania
naprężeń deformujących, w przybliżeniu o długość równą wielokrotnym wymiarom
krystalitów próbek znużonych.

Przeprowadzone obliczenia porównawcze wielkości uskoków z wymiarami krysta-
litów w kierunku prostopadłym do płaszczyzny (200) — (rys. 5c, d) wykazały, że dla
monofilamentu nużonego przy amplitudzie 1,6 mm odległości pomiędzy krawędziami
uskoków są 1600 razy, a dla 1,2 mm — 2200 razy większe niż wielkości krystalitu okre-
ślone na drodze rentgenowskiej. Natomiast dla bardzo małej amplitudy 0,8 mm — (rys.
5a) dochodzą do wielokrotności 3200 razy. Z powyższego wynika, że żyłki nużone przy
małej amplitudzie wykazują większe odległości pomiędzy krawędziami uskoków niż nu-
żone przy dużych amplitudach. Odległości te ulegają zmniejszeniu w miarę wzrostu ampli-
tudy, będąc odbiciem zmniejszenia się wymiarów krystalitów [1].

Rys. 7. Mikrofotografia repliki przekroju poprzecznego zorientowanego monofilamentu poliamidowego,
ściskanego prostopadle do osi włókna i następnie walcowanego (wg [20])

Opisane powierzchniowe zmiany żyłki zrywanej są odbiciem strukturalnych zmian
zachodzących w całym przekroju monofilamentu w wyniku znużenia zmęczeniowego lub
innych czynników fizycznych deformujących strukturę o dość znacznej charakterystyce
naprężeniowej.

Potwierdzeniem tego jest reprodukcja japońskiej mikrofotografii [20] przekroju po-
przecznego zorientowanego monofilamentu poliamidowego, ściskanego około 30% pro-
stopadle do kierunku osi żyłki, a następnie walcowanego wzdłuż płaszczyzny (010) —
rys. 7. Strzałką zaznaczono kierunek zgniatania. Przekrój ten dobrze odpowiada omawiane
mikrorzeźbie powierzchni.
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7. Wnioski

1. Pęknięcie zmęczeniowe w żyłkach poliamidowych w skali makroskopowej i mikro-
skopowej zachodzi, w przybliżeniu, prostopadle do kierunku naprężenia, natomiast
w skali submikroskopowej przebiega zgodnie z zasadą «najmniejszego oporu».

2. Uskoki i sfałdowania obserwowane na replikach zerwanych fragmentów żyłek wy-
nikają z mechanizmu propagacji pęknięć zmęczeniowych. Pęknięcia te powstają w pas-
mach poślizgu i między nimi wytyczając drogę pęknięcia głównego.

3. Odległości między krawędziami uskoków zmieniają się ze sposobem znużenia i są
funkcją amplitudy.
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P e 3 10 M e

O MEXAHH3ME YCTAJIOCTHOrO PA3PyiIIEHHfl I"IOJIHAMH,IJ,HbIX JIECOK

B paSoTe oScyjKfleHŁi pe3yjiŁTaTfci HaSmofleiniił ycranocTHoro pa3pyuieHn« nojiHaiwHflHLix necoK.
HnHLtHHpoBaHHe H pa3BHTne pa3pyuieHH5j iiccjieflOBaHO n p a noiwomH CBeTOBoro 11 3Jiei<TpoHHoro iwHKpo-
CKOIIOB. yKa3aHŁI HCTOIHIIKH H npHHHHbl yCTaJIOCTHblX HOBpOKfleHHH, CpeflH KOTOpblX Ha nepBOM

HaxoflflTCJi #e(j>eKTŁi a ^HCJioKaurin KpncTaJuiiraecKOH perueTKH.
H a ocHOBaKHii noj iy iemaix pe3yjibTaT0B3 npefljioweH BepoaTHbrii MexamraM yciaJiocTHoro pa3py-

JiecoK H3 nojiHaiviHfla 6.

S u m m a r y

A CONTRIBUTION TO THE MECHANISM OF THE FATIGUE FRACTURE OF POLYAMIDE
6 FIBRES

The paper presents some observations concerning the fatigue fracture of the Polyamide 6 fibres. The
process of initiation and development of fracture were investigated by means of the optical and electron
microscopy. Various reasons for the fatigue fracture are considered and the role of dislocations and deffects
of crystal lattices is discussed at the first plane. On the basis of the obtained results a probable mechanism
responsible for the observed fatigue fracture of the Polyamide 6 fibres is proposed.

ZAKŁAD WŁÓKNOZNAWSTWA POLITECHNIKI ŁÓDZKIEJ

Praca została złożona w Redakcji dnia 15 lipca 1970 r.
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STATECZNOŚĆ WSTĘPNIE SPRĘŻONEGO WALCA KOŁOWEGO PRZY SKRĘCANIU

ELENA Z Ł A T A N O W A (SOFIA)

Autorzy prac [l]-[4] rozważają różne zagadnienia stateczności pełnego walca koło-
wego poddanego skończonym odkształceniom. W pracy [5] zbadana została stateczność
wstępnie sprężonego walca kołowego bez obciążenia zewnętrznego. Niniejsza praca bada
walec jak w pracy [5], nie posiadający stanu naturalnego, przy dużym skręcaniu. Oblicze-
nia opierają się na teorii opracowanej przez Greena, Rivlina i Shielda w [6]. Stosuje się
oznaczenia wprowadzone w [7].

1. Duże skręcanie walca z dyslokacją Volterry

Prosty walec kołowy o długości °h i promieniu a, wykonany z nieściśliwego materiału
sprężystego, poddany jest następującym odkształceniom:

a) usunięciu lub dodaniu klina o dowolnym kącie rozwarcia ę, przez przecinanie walca
półpłaszczyzną przechodzącą przez oś (por. [5]),

b) dużemu rozciąganiu lub ściskaniu,
c) skręcaniu o kąt y>z, przy czym z oznacza odległość od końca walca.
Ciało po takiej wstępnej deformacji oznaczamy przez B, a jego rozmiary przez h i a.

Zagadnienie zawiera oprócz parametru y, następujące parametry deformacji, zdefiniowa-
ne przez:

(1.1) n=al°a, x=2Tcf{2n-q>), l^hfh,

które ze względu na nieściśliwość materiału związane są zależnością

Za pomocą tej zależności rugować będziemy parametr /u. Dalsze związki będą zawierały
tylko trzy niezależne parametry x, ip, X.

Wprowadzamy w ciele B walcowy układ współrzędnych {d1} ==• {r, •&, z}, który uwa-
żać będziemy za układ konwencyjny. Kartezjańskie współrzędne typowego punktu po
odkształceniu i przed odkształceniem są

xx = r c o s # , x2 = r s i n # , x3 = z ,

(1-3) . r U \ i r iti \ . z
xi—— cos ipz , J C 2 = —sini w . J J J ^ T -
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Wyznaczamy tensory metryczne gtJ ciała odkształconego oraz gtj i giJ ciała nieodkształ-
conego, stosując (1.2)

"1 0 01
0 r2 0
0 0 1

0

(1.4)

(1-5) gtj -

0

0

0 —?
1

1

0

0

o o

g = det(jy) = r2.

Tensory metryczne (1.4) i (1.5) określają stan odkształcenia i pozwalają, w oparciu
o wzory z [7], obliczyć niezmienniki stanu odkształcenia IK, a także tensor naprężenia

(1.6)

h =giJgu = ^ ( * + ^ ) -

/ 3 — g\g - 1 •

(1.7) rr' =iPihi

T 1 2 = - T 1 3= - T 1 3 = - 0 ,

gdzie

*2 = 2

Funkcja ^(Ą, I2) jest potencjałem sprężystości określonym na jednostkę objętości ciała
nieodkształconego. Z (1.6) wynika, że <Pfc podobnie jak Ik są funkcjami zmiennej r. Funk-
cję skalarową p wyznaczamy z warunku brzegowego
(1.8) T U = 0 , dla r=a

i równań równowagi
(1.9) V , T " ~ 0 .

Symbol V; oznacza kowariantne różniczkowanie w układzie {#'}. Z (1.9) dlay = 2 i./ = 3
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wynika, że p jest funkcją tylko zmiennej r. Z równania dla J =* 1 wyznaczamy

(1.10) />=-[#, -^+^(-]r + 4+VJ^ł)] +

- (-j + x) / (*1 + ; '^2 ) T

i ostatecznie

(I.11)

Oznaczamy przez P l siłę na jednostkę powierzchni na brzegu z =hx normalną n,(0,0, 1)

gdzie gj jest wektorem bazy, oraz wyznaczamy całkowitą siłę osiową N oraz moment M
przenoszone prze walec

(1.12) N=^2nj P3rdr~2n f rdrlrn+ U2- X
o o ^

(1.13) M = 2

2. Dodatkowe małe odkształcenia. Warunki utraty stateczności

Nałożymy na ciało B pole małych przemieszczeń sw. Przechodzi ono w stan B. Linio-
we części przyrostów naprężenia i odkształcenia oznaczone primami wyznaczamy na
podstawie wzorów z [6] i [7]. Przytoczymy tutaj ostateczne rezultaty. Oznaczając kowa-
riantne współrzędne wektora małych przemieszczeń przez wy ==u, w2 = » , w3 = w ,
a ich cząstkowe pochodne przez w l i t —ur, w1>2 = = % , . . . itd, otrzymujemy kolejno

(2.1) /̂  =,



302 E. ZŁATANOWA

+ < P 2 1

(2.2)

r V2 2 =*2«J^ ( i Ą-ip2x7,Ą -B fe +^2Ąipx7,Ą B fe

~ +V
2xzA2A -BU^

)

^ +>C2- 1 +r V « 2 (2+xA- i- +A- 2
V

2 ^A)1 -

2)-B l~

1 - Ji2- i l
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c.d.(2.2)

+2wz
)Un-2 +

+p) r2.

Równanie (2.1)3 jest równaniem nieściśliwości, gdyż / 3 = 1 pociąga za sobą. waru-
nek, I3 = 0.

Tensor naprężenia całkowitego TiJ+ez'iJ spełnia warunki równowagi, gdy są spełnio-
ne równania
(2.3) vr"j+rj %*+rr

tr T'J = os

gdzie

A —2 ar'i~» 5 ~

Przyrosty symboli Christoffela /"// podane zostały w pracy [5]. Równania (2.3) oraz (2.1)3

tworzą układ czterech równań różniczkowych na funkcje u, v, w, p'. Ponieważ A, B, F
oraz <PK są funkcjami niezmienników, które z kolei są funkcjami zmiennej r, obliczenia
dla dowolnego materiału są niezmiernie skomplikowane. W związku z tym dalsze roz-
ważania ograniczamy do z góry zadanego materiału, a mianowicie do tzw. neo-hookeanu,
dla którego
(2.4) W(IK)=C{h- 3),

gdzie C jest dodatnią stałą. Wynika stąd

01=2C, 02=^A=rB=^F=O;

Uwzględniając (2.4), równania (1.10), (1.11), (2.2) przyjmują postać

r"=2C±+P,



304 E. ZŁATANOWA

(2.6) dp/dr = -2C(~l-j)-y +2CV
2x2Z2r;

r'11 - -

(2.7)

Podstawiamy teraz (2.5)-(2.7) oraz J1// do (2.3) i otrzymujemy następujący układ równań
różniczkowych na funkcje u, v, w oi&zp':

- ^ urr+2C (3 - 1 ~ *- - v
2 K 2 Pr 2 ) i «r

~2Cux+1
V^4C

z - i wJ +2C -^ wrz+p'r = 0,

(2-8)

M„+3 -\- «fc+3 y Mz+w«j +^^ = 0,

+ A 2 - ^

1 1

Ograniczamy się do przypadku płaskiego odkształcenia, niezależnego od zmiennej z,

przyjmując w = 0, -̂ — = 0. Układ (2.8) doprowadzamy do jednego równania różniczko-

wego na funkcję u(r, #). Równanie (2.8)3 przy powyższych założeniach spełnione jest

toźsamościowo. Otrzymujemy więc

^1
dr3

82u l du l \
dr2 ~7'57 + 7 ? 7
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poprzednio wyrażając funkcje v i p' przez it(r, ff),

dv . du
(2.10) —^-r^

d2u du 1

z jedynym warunkiem brzegowym

(2.12) r ' l s = 0 , d l a / - = a ,

—2pur+p' = 0,

(2.13) vr+u$—2 — v = 0 , d l a r = a ,

który odpowiada zerowaniu się obciążenia na brzegu (na powierzchni bocznej). Trzeci
warunek jest spełniony tożsamościowe

Równanie (2.9) z warunkami (2.13) tworzą jednorodne zagadnienie brzegowe. Można
pokazać, że zagadnienie to jest samosprzężone. Wtedy istnienie nietrywialnych rozwiązań
(2.9) przy powyższych warunkach brzegowych będzie równoważne z warunkiem utraty
stateczności [8].

Poszukujemy rozwiązania metodą Fouriera [9] w postaci iloczynu dwóch funkcji a(r)
i funkcji własnej równania (2.9) Q(#). Funkcją taką jest sinw# lub COSH#, gdzie n jest
dowolną liczbą naturalną. Podstawiamy więc u(rff) — <x(r)Q(^)) do (2.9) i otrzymujemy,
niezależnie od tego czy wzięto funkcję sinn# czy cosnS; równanie różniczkowe zwyczajne
czwartego rzędu

(2.14) ^ ^ J

^ { 2 2 } { ( 2 ) 2 4 2 2 2 2 } = 0 ,

gdzie oznaczyliśmy
(2.15) H

Podstawiając najpierw (2.10) i (2.11), a następnie u(r&) — a(r)Q(d) do (2.13) otrzy-
mujemy ostateczną postać warunków brzegowych zagadnienia

^ + ^ + ^ ^ + ) ] + y ( « 2 - ł ) a = * 0 , na r=a,
(2.16)

-̂ T + y ^ + C " 2 - 1 ) ^ ^ 0 ' nar=fl.

Równania (2.14) i (2.16) są prawdziwe dla dowolnych \p, x, X. Ich rozwiązanie analitycz-
ne można znaleźć w przypadku, gdy kąt dodatkowego rozwarcia dodatkowego (usunię-
tego) klina <p jest mały. W celu znalezienia takiego rozwiązania ograniczamy dalsze
rozważania do wartości % bliskich jedności. Oznaczamy

(2.17) K

6 Mechanika Teoretyczna
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gdzie i jest małym parametrem; £2 można pominąć w porównaniu z £. Będziemy tak
samo pomijać wielkość £H. Oznacza to, że ip2 jest tego samego rzędu co i, więc łjy>2 ~ 0.
Przy tych założeniach równanie (2.14) da się przedstawić w dwu równoważnych posta-
ciach

lub

(2.19) r2

gdzie D =* -r- .
dr

Ponieważ operatory w drugich nawiasach kwadratowych są liniowo niezależne, linio-
wo niezależnymi rozwiązaniami równań (2.14) są rozwiązania dwu równań różniczko-
wych drugiego rzędu

[r2£2+3rI)+Q.—n2-in2)-n2Hr2]a — 0,

Pierwsze z tych równań doprowadzone do postaci równania Bessela ma rozwiązanie

(2.21) «t -r cĄIv(kr)+C21 Kv(kr)t

a drugie jest równaniem Eulera z rozwiązaniem

(2.22) «a ~ C 8 r " + < V » .

Zatem ogólne rozwiązanie równania (2.14) przedstawia się następująco

(2.23) a - d j Iy(kr)+ C2 jK(kr)+C3 r"+dr».

gdzie Ct są stałymi całkowania, / v , Ky są zmodyfikowanymi funkcjami Bessela pierwszego
i drugiego rodzaju rzędu v, dla urojonego argumentu, przy czym

(2.24) v =

(2.25) k^

a Qt są pierwiastkami równania charakterystycznego

(2.26) Q2-.2S + l-n2-Cn2 = 0 .

Ponieważ dla r — 0 JSTV -* co oraz rSl -» oo, ze względu na fizyczny sens zagadnienia ko-
nieczne jest przyjęcie C 3 = C4 = 0. Ostateczna postać rozwiązania (2.23) jest

(2.27) a =* A ~ IyQcr)+Br*.
Kr

Podstawiając (2.27) do warunków brzegowych (2.16) otrzymujemy jednorodny układ
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równań algebraicznych na stałe A i B:

(2.28) ĄjjZfiT [l+H2-«2-/cV)]-^/v_1(to)[2-»i-(M2]} +
1 - o ,

Układ ten posiada rozwiązania nietrywialne, gdy jego wyznacznik charakterystyczny
równa się zeru. Przekształcając ten wyznacznik, możemy ostatecznie poszukiwany waru-
nek utraty stateczności zapisać w postaci

(2.29)

Warunek ten określa dla danego n krytyczną wartość ka. Z reguły w zagadnieniach
stateczności krytyczny stan najbliższy stanu naturalnego otrzymuje się przez przyjęcie
najmniejszej możliwej liczby falowej odpowiadającej nietrywialnemu polu odkształceń.
W rozważanym przypadku n — 0 odpowiada brakowi odkształceń dodatkowych, a n = 1
ruchowi sztywnemu. Pierwszą nietrywialną wartością liczby falowej jest więc n = 2. Dla
tej wartości liczby falowej i kilku szczególnych wartości parametru wstępnego sprężenia «
warunek utraty stateczności (2.29) sprowadza się do

H £ Q v warunek utraty stateczności
1,2 0,2 3,19 2,19 kaliilg(ka)-6,3512,19{kd) = 0
1,0. 0,0 3,00 2,00 kaleka)- 6I2(ka)=?Q

0,8 -0,2 2,8 1,80 kaI0>8(ka)-5,6IllB(ka)=*0

Warunek ten jest bardzo prosty i znalezienie krytycznego ka w oparciu o tablice funkcji
Bessela rzędów ułamkowych nie nastręcza trudności.
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P e 3 K> M e

XIPEflBAPHTEJILHO HAIIP.SDKEHI-IOrO KPYTOBOrO IXMJIHHflPA
ITPH

npHMoii KpyroBOH LimiiiHflp, noflBepH-ceiiHBiH KOHCMHOH flecbopMaiiHH nyreM
IIJIH Bbipe3aHHH KjiHHa c npoH3BOjibHMM yrjiOAi pacTBopa H nocjieflyiomero

CBS3H0CIH MaTepaajia. ITojiyieHHWH TaKHM o6pa3OM nHimupp noflBepraeTCH KOHeMHOMy
H pacTH>KeHmo. YcToiitiHBOCTB iiHJiHHflpa TiccJieflyeTCH no MeTOAy Majibix BHpTyanBHbix
nano>KeiniŁix na KOiietnibie ae(popMai];HH, npiraeM floSaeo^Hbie flecbopMai(HH nBUHioica nnocKHMH. JJa-

ycnoBiie noTepii YCTOMHBOCTH RJIH Majibix yraoB pocTBopa

S u m m a r y

STABILITY OF A PRESTRESSED CIRCULAR CYLINDER UNDER TORSION

A simple circular cylinder is subject to finite deformation by cutting out (or inserting) of a segment
with an arbitrary vertex angle; the edges of the cut are welded together. Such a prestressed cylinder is
then subject to finite torsion and extension. The stability of the cylinder is investigated by means of super-
position of a small two-dimensional state of strain upon the finite strains. The stability conditions at small
values of the vertex radius of the inclusion are presented.

WYŻSZY INSTYTUT MASZYNOWO-ELEKTRYCZNO-TECHNICZNY
SOFIA, BUŁGAHIA

Praca została złożona w Redakcji dnia 15 lipca 1970 r.
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WPŁYW SKOŃCZONEGO WSTĘPNEGO SPRĘŻENIA NA SZTYWNOŚĆ RURY

ELENA Z Ł A T A N O W A (SOFIA)

Przedmiotem niniejszej pracy jest obliczenie grubościennej rury wstępnie sprężonej,
poddanej działaniu małego ciśnienia. W szczególności chodzi o zbadanie wpływu wstęp-
nego sprężenia na własności sprężyste rury przy tym obciążeniu. O materiale zakładamy,
że jest izotropowy, sprężysty i nieściśliwy.

Rozważania opierają się na ogólnej teorii małych dodatkowych odkształceń [1], ko-
rzystać będziemy w zasadzie z oznaczeń w pracy [2],

1. Wstępny skończony stan odkształcenia

Rozważmy rurę o długości h, promieniach zewnętrznym i wewnętrznym a i b, przy
czym a — db. Rura ta jest poddana wstępnemu dużemu odkształceniu w sposób nastę-
pujący: rozcina się półpłaszczyzną przechodzącą przez oś, dodaje się (lub usuwa) klin
o pewnym kącie rozwarcia q>, po czym przywraca się spójność materiału (por. [3]). Dla
otrzymania związków ogólniejszych przyjmujemy, że poza tym na powierzchni powstałej
rury działa w kierunku osiowym ciśnienie q, jednakowe w każdym punkcie. Ciało od-
kształcone oznaczamy przez B, jego wysokość i promienie przez h, a, b. Opisaną dużą
deformację charakteryzują następujące parametry:

(1.1) n^a\a, v=*b/b, « = 2a/(27C-<p), X = h/h, 6= a/b.

Przyjęliśmy, że rura jest wykonana z nieściśliwego materiału sprężystego, a więc ma miejsce
zależność

(1.2) r2

gdzie przez r i r oznaczyliśmy promień typowego punktu przed i po odkształceniu. Za-
leżności (1.1) i (1.2) pozwalają obliczyć

(1.3) G(r

(14)
dr

£(1-5) d=*d£-, r = K [ l - ( l -
v
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W oparciu o (1.5) w dalszym ciągu rugować będziemy v, Ó a. parametry x, A, [X uważać
będziemy za wzajemnie niezależne.

Wprowadzamy walcowy układ współrzędnych {/•, §, z}, który w ciele B pokrywa się
z układem konwekcyjnym {#') i oznaczamy współrzędne typowego punktu przed od-
kształceniem w układzie kartezjańskim przez x;, a po odkształceniu przez x-t. Mamy

# § z
(1.6) Xi =wQOOcos—, x2 = rQ(r) sin — , x3 = - T .

K X A

Tensory metryczne dla ciała odkształconego gKi i ciała nieodkształconego gtj są

T- ° 0

(1.7)

"1
0
0

0
r2

0

0 '
0

1_
5 Sij 0

o

'.£_ o

o 1

=tr .g ~ Astgij ~r2, g=*
Tensory (1.7) określają całkowicie stan odkształcenia ciała B. Niezmienniki odkształcenia
Ik równe są odpowiednio:

(1.8) h = h.g"h =

h = g-/ł - 1 •

Q2

4+ ]
A2'

Za pomocą wzoru

(1.9) riJ •-

w oparciu o (1.7), wyznaczamy tensor naprężenia

(1.10)
®i

Q2

T33 s=s01P+02

+p.

+p,

gdzie j ^ jest dowolną funkcją skalarową, a $& pomnożonymi przez dwa pochodnymi po-
tencjału sprężystości względem niezmienników stanu odkształcenia.

Określimy funkcję p z warunków brzegowych i równań równowagi

(1.11) Vt¥
J =0,
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gdzie symbol V( oznacza kowariantne różniczkowanie w układzie {•#'}. Rozpisując

(1.11) stwierdzamy z równań dla / =* 2 i j =* 3, że zachodzi związek ~ = ~~ = 0; p jest

więc funkcją tylko zmiennej r. Z (1.11) dla / = 1 funkcję tę można przedstawić nastę-
pująco:

(1.12) P^~^-^r-

gdzie D jest stałą całkowania, a przez L(r) oznaczyliśmy

Jeśli # jest ciśnieniem zewnętrznym na powierzchni ;• — ci, a powierzchnia r = b jest nie
obciążona, to warunki brzegowe są

(1.14)
r 1 1 — — (f, dla r = a,
T 1 1 =^0, dla /•=&;

skąd wynika, że

(1.15) D=*-q, L(b)=-Dt

i ostatecznie

(1.16) p =r—<? ** ' ^

Z (1.18) wynika, że badane ciało nie posiada stanu naturalnego, nawet gdy q = 0 . Na-
prężenia znikają tylko wtedy, gdy % — 1 i jednocześnie X = 1.

Całkowita siła osiowa iV, którą przenosi rura oraz ciśnienie ą są

a

(1.19) N=2TZJ r32rdr,

(1.20)
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2. Dodatkowe małe odkształcenia

Poddajemy ciało wstępnie odkształcone małemu dodatkowemu odkształceniu. Prze-
*

chodzi ono w stan B. Pole małych dodatkowych przemieszczeń ew wywołuje dodatkowe
naprężenia i odkształcenia. Przytoczymy liniowe części przyrostów wszystkich wielkości
w oparciu o wzory podane w pracach [1] i [2], oznaczając je primami. Wprowadzamy
dla kowariantnych współrzędnych wektora ew oznaczenia: w^ =u, w2 —v, w3 —w,
a dla ich pochodnych: wiA =ur, w1?2 =

rWs5 ••• itd. Otrzymamy

*« =-gni =-2ur> g'12 ^-r2g'12 ^i:9+vr~2yv,
( 2 l ) g'22 = -r*g'22 =-2(v,+ru), g[3 - -g'13 = uz+wr,

£33 =-g'33 =2wz, g'Zi =t-r2g'23 =Wz+ws;

[ „ 2 J 2 I / 5 2 1 "I

" ^ « r + TT ^2- («• + « ) + ^ W, j ,
Ą =--2 «r+-i-(os+r«)+w, =*0;

+2-
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r'13=-{*2^+p)(ux+Wr),

gdzie

przy czym W jest potencjałem sprężystości na jednostkę objętości ciała nieodkształ-
conego.

Ponieważ niezmienniki odkształcenia Ik [por. (1.8)] są funkcjami zmiennej r, więc
A, B, F,0k są również funkcjami tylko zmiennej r. Obliczenia dla dowolnego materiału
są skomplikowane. Przyjmujemy konkretną funkcję na potencjał sprężystości W(Ik),
co nam pozwoli uzyskać zamknięte rozwiązania. Ograniczamy zatem dalsze rozważania
do tzw. materiału Mooneya, dla którego

(2.4) W^dih — 3)+C3(/2—3).

Wtedy 0 X = 2 d , <P2 — 2C2, A =B —F ~Q, a związki (2.3) przechodzą w

1 1 Q2

n~W*+P ,

(2.5)

,-4.

Tensor naprężenia całkowitego TiJ+eT/£j spełnia warunki równowagi

gdzie JT// są przyrostami symboli Christoffela obliczonymi w pracy [3].
Podstawiamy (2.5), (1.17) oraz przyrosty 27/ do równań równowagi i otrzymujemy
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^r + -Q2

(2.6) + 2 y 2 - « s s ~

C1|3-+Ca(2-^-+-iJ]j+^ =0,

(2-8)

Równania (2.6)-(2.8) razem z (2.2)3 tworzą układ czterech równań różniczkowych
na funkcje u, v, w,p' stanowiąc podstawę naszych dalszych rozważań.
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3. Sztywność rury wstępnie sprężonej. Dodatkowe male ciśnienie

Naturalnym jest przypuszczenie, że wstępne sprężenie wpływa na własności sprężyste
rury i zmienia jej sztywność. W celu zbadania tego zjawiska należy wyprowadzić wzory
na siły N", które przenosi ciało (pole małych przemieszczeń ew) i porównać je z odpo-
wiednimi siłami dla rury niesprężonej, (x — 1). Podejście takie jednak prowadziłoby
do zbędnych skomplikowanych obliczeń nie dając ilościowej oceny przy najważniejszych
technicznych obciążeniach. Badamy zatem wpływ wstępnego sprężenia na sztywność rury
przy konkretnym obciążeniu — małym ciśnieniu.

Nałożymy na opisaną wstępnie sprężoną rurę B pole małych dodatkowych przemiesz-
czeń, które odpowiadać będzie równomiernemu ciśnieniu zewnętrznemu. Kowariantne
współrzędne wektora dodatkowego przemieszczenia są

(3.1) u —ku{r), t = « i = 0,

gdzie k jest stałą, a funkcję u(r) wyznaczamy z równania (2.2)3. Mamy

(3.2)

Podstawiamy (3.2) do

r 2

(3.3)

(2.3)

T ' »

T ' 2 2

«(r) -

i otrzymujemy

=-2Ay~+4fcCs

4/cC * *
A2 r 2

w l ?<2 r 2

_ k

r

A- r1

1

r2

0.

Funkcję p określimy z równań równowagi. Podstawiamy (3.2) do (2.6)-(2.8). Ostatnie
dwa równania spełnione są tożsamościowo. Z pierwszego równania otrzymujemy

I O2 1 \
r Ctlr(f~* _!_ 32/*t ~\ | ^- I

P '— O/Cl O t ~\~ A \-t2j \ i n " rt~ j )
\ K A HA]

a po scałkowaniu, korzystając z (1.3)
1 2 O 2 1

gdzie C jest stałą całkowania. Stałą tę określimy z warunku brzegowego

r'11 = 0 , dla r =b;
skąd wynika

p' -
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Stan naprężenia rury jest określony przez riJ+sr'iJ. Podstawiając (3.6) do (3.3) otrzy-
mujemy ostatecznie dla przyrostów naprężenia

(3.7)

T ' 3 3 = 2 / < C 1 + P C 2 ) ^

Q2 H

Najistotniejsze znaczenie dla dalszych rozważań ma składowa T ' 1 1 na brzegu r = a.
Podstawiając r =a do (3.7)x i uwzględniając, że £(a) = 0 , otrzymujemy

(3.8)
k dla / - = a.

Zależność (3.8) zawiera wszystkie parametry wstępnej deformacji, dla których, oprócz
związków (1.5), mamy zależności

(3.9)

którą wyprowadziliśmy z (1.20) po scałkowaniu, przekształceniu i podstawieniu q = 0.
Podstawiamy do (1.19) N = 0 oraz (1.18) i otrzymujemy

a a a

(3.10) 2n J LWrdr+Ąmd j U2 ^~\rdr+2nC2 f 1 - ^ — -^Ardr - 0.

W oparciu o (1.5), (3.9) i (3.10) zadając jeden z parametrów deformacji oraz względną
grubość d można wyznaczyć pozostałe.

Wprowadzamy teraz pojęcie względnej sztywności rury wstępnie sprężonej na ściska-
nie promieniowe r\e. Jest nią stosunek naprężenia T ' 1 1 (3.8) do tego samego naprężenia
r'xŁ\ dla rury naturalnej o wymiarach a i b (A = 1, /J, = 1). Mamy

(3.H) <l\ =
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a z (3.8) i (3.11), stosując (1.5) zgodnie z definicją, otrzymujemy

(3.12)

317

Nie zwężając ogólności rozważań przyjmujemy X = 1. Dla różnych « i h określamy
z równania (3.9), które po podstawieniu X i wykorzystaniu (1.5) przyjmuje postać

wynika stąd nierówność

(3.14)

4.0

3,0

2,0

0,5 1,5

Rys. 1

Parametr deformacji x jest jedynym niezależnym parametrem. Rezultaty obliczeń są po-
dane w tabl. I i na rys. I, przy czym w granicznym przypadku 6 -*• I sztywność wynosi
(3.15) Vc=?*2[x-

0,5

0,9

1,0

1,1

1,5

2,2

1,2

1.0

0,9

0,6

d =

1,77

1,152

1,000

0,926

0,796

Tablica

d

1,5

1,470

1,476

1,500

1,507

1,619

1

<5 =

1,59

1,055

1,000

0,935

0,925

<5

• 2

1,772

1,807

2,000

2,030

2,449

S-+ i

4,4

1,33

1,00

0,82

0,40

7 Mechanika Teoretyczna
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Funkcja (3.12) jest funkcją malejącą. Rura wstępnie sprężona jest sztywniejsza dla
H < 1, co odpowiada <p < 0 (dodanie materiału), natomiast dla x > 1, <p > 0 (usunięcie
materiału), sztywność względna jest mniejsza od jedności.

Jeśli zadana jest nie masa rury, a rozmiary rury wyjściowej B, to możemy podobnie
jak w (3.12), zdefiniować względną sztywność rjc w stosunku do rury niesprężonej o gru-
bości <5. Sztywność taka wynosi

(3.16) Vc =
1

i w granicznym przypadku

(3.17)

[l~(l-X/J,2d2]212

Tablica 2

!>2

2,2
1,2
1,0
0,9
0,6

0,5
0,9
1,0
U
1,5

1,0

0,750
0,794
1,000
1,030
1,240

1,5

0,764
0,730
1,000
1,048
1,680

2,0

0,560
0,600
1,000
1,070
2,580

3,0

1,0

0,5 0,91fl\1

Rys. 2

1,5

Rezultaty obliczeń dla A = l , otrzymane na podstawie (3.13), (3.16) i (3.17), podane
są w tabl. 2 i na rys. 2. Wnioskujemy, że każda rura wstępnie sprężona, powstała z rury
o względnej grubości d jest sztywniejsza na małe ciśnienie dla « > 1 i mniej sztywna dla
»< 1.
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BJIHflHHE nPEflBAPHTEJIŁHOft KOHE^HOft flEOOPMAUHH HA >KECTKOCTL TPYBŁI

To.ncTOCTeHHaH Tpy6a iroflBepraeTCH npenBapuTejibHoii .ijccbopiuamiił nyTe.M floBaBjiemiH HJIH Btipe3a-
HHHKJiHHa c npoH3BOJiŁHbHi yrvioM pacTBopa u nocjieayiomero uoccTaiioBJieHiin CBHSHOCTII
Ilpn TaKOAi COCTOHHHH Tpy6a noflBeprae-rcH iwanoMy paBHOMepnoMy naajieHino. HccJieflyeTCH

etfeopwau1111 H a ynpyrue CBoftcTBa Tpy6bi. JIJIH Tpy6 c pa3JintfflbiMii
4>opMynbi u rpacpHKH 3aBHCHM0CTH >i<ecTKocTH OT napaivieTpoB npeflBapiiTejibHoii

S u m m a r y

INFLUENCE OF FINITE INITIAL STRAINS ON THE RIGIDITY OF TUBE

A thick-walled tube is initially stressed by cutting out (or inserting) of a wedge-shaped inclusion with
an arbitrary vertex angle: the edges of the cut are welded together. The tube is then subject to a small
uniform compression. The influence of the initial stresses on the elastic properties of the tube is investigat-
ed; the corresponding formulae and graphs are given.
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O MECHANICE PROCESU KUCIA W MATRYCY

JERZY B I A Ł K I E W I C Z (KRAKÓW), WOJCIECH S Z C Z E P I Ń S K I (WARSZAWA)

1. Wstęp

Teoretycznej analizie mechaniki odkształcenia metalu, poddanego kuciu w zamkniętej
matrycy, poświęcono szereg prac. Mimo to problem ten nie jest w pełni opracowany.
Istniejące publikacje dotyczą przeważnie najprostszego przypadku przedstawionego sche-
matycznie na rys. 1. Po jego lewej stronie pokazano początek procesu, gdy blok materiału

W777/i

2b

A'
B1

r
77777/7,

Rys. 1

umieszczony jest między dwiema częściami matrycy, których powierzchnie tworzą szcze-
linę o początkowej szerokości 2h0. Proces kucia następuje, gdy obie połówki matrycy
zbliżają się do siebie z prędkościami w0 • Po prawej stronie rysunku przedstawiono sytuację
w wybranej chwili procesu. Szczelina uległa zmniejszeniu do szerokości 2/J i została czę-
ściowo wypełniona wytłoczonym z matrycy materiałem, którego krawędź tworzy obecnie
odcinek A'B'.

Większe znaczenie praktyczne ma przypadek osiowej symetrii, kiedy wycięcia w obu
połówkach matrycy tworzą powierzchnie obrotowe. Znacznie lepiej jest jednak opraco-
wany teoretycznie przypadek płaskiego stanu odkształcenia. Stan taki realizuje się w przy-
bliżeniu, jeżeli wycięcia w matrycy mają kształt wąskich prostokątów. Wszystkie cyto-
wane rozwiązania teoretyczne oraz przedstawione dalej rozwiązania własne ctrzymano
przy założeniu materiału sztywno-plastycznego bez wzmocnienia.
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Pewien typ rozwiązaniu dla płaskiego stanu odkształcenia podano w pracy [1]. Jednak-
że wprowadzone tam założenia powodują, że otrzymana kinematyka znacznie odbiega
od rzeczywistości. Pierwszym założeniem było przyjęcie, że swobodna krawędź A'B'
materiału w szczelinie jest prostoliniowa, co jest niezgodne z obserwacjami eksperymen-
talnymi. Drugie, bardziej drastyczne założenie, dotyczyło obrazu deformacji wewnątrz
bloku. Założono mianowicie, że deformacja jest taka, jak w przypadku ściskania materiału
między dwiema płaskimi szorstkimi płytami, a więc zgodna z klasycznym rozwiązaniem
PRANDTLA [5]. Można wykazać, że taki schemat jest kinematycżhie dopuszczalny również
w przypadku kucia, a więc siła wynikająca z rozwiązania PRANDTLA może być przyjęta jako
górna ocena siły oporu przy kuciu w matrycy. Siatki linii poślizgu dla różnych przypad-
ków kucia pokazał SZOFMAN [4] również wprowadzając założenie o prostoliniowości kra-
wędzi materiału wtłoczonego w szczelinę. Analizę ograniczono do wyznaczenia sił; pola
prędkości nie wyznaczono. Budowę planu prędkości opisano w książce [3], przy tym
samym założeniu prostoliniowości krawędzi A'B' w ciągu całego procesu. Nieco odmienny
proces, w którym wytłoczony z matrycy materiał nie jest ściskany w szczelinie dzięki
odpowiedniemu nachyleniu jej ścian, zbadano w pracy [2].

Poniżej omówiono szczegółowo rozwiązanie bez żadnych założeń upraszczających do-
tyczących kinematyki. Prześledzono proces kucia od chwili początkowej do pewnego
stopnia zaawansowania wykazując, że swobodna krawędź A'B' ulega zakrzywieniu.

2. Piaski stan odkształcenia

Przyjmiemy, że między ściankami tworzącymi szczelinę a znajdującym się w niej ma-
teriałem powstaje maksymalna teoretycznie możliwa siła tarcia, równa granicy plastycz-
ności materiału na ścinanie k. Zbadamy szczególny przypadek, kiedy na początku procesu
bjhQ = 4,2, doprowadzając analizę do chwili, gdy bfh = 5,4.

Proces jest niestacjonarny, wobec czego analizę odkształcenia przeprowadzimy dzieląc
drogę każdej z połówek matrycy równą h0—h na pięć równych skoków Ali = 0,046 h0

i dla każdej z kolejnych pozycji matrycy wykonamy siatkę linii poślizgu oraz hodograf.
Z hodografu odczytujemy chwilowe prędkości płynięcia materiału, a następnie zakładamy,
że w czasie każdego skoku prędkości są stałe i równe prędkościom na początku skoku.
Mnożąc te prędkości przez czas At = ńhjv0 trwania skoku możemy wyznaczyć przemiesz-
czenia dowolnego punktu, a w szczególności przemieszczenie i nową pozycję swobodnej
krawędzi AB. Nowa pozycja krawędzi stanowi punkt wyjścia dla zbudowania siatki linii
poślizgu i hodografu dla następnego skoku. Tę procedurę można powtarzać, aż do uzyska-
nia żądanego położenia matrycy. Ze względu na symetrię ograniczamy się do rozpatrze-
nia jednej ćwiartki całego układu.

Nie podajemy siatki linii poślizgu i hodografu dla położenia początkowego pokazane-
go po lewej stronie rys. 1, gdy szczelina ma wymiar h0. Rozwiązanie takie można znaleźć
w pracy [3]. Wynika z niego, że w czasie pierwszego skoku prędkości punktów krawędzi
AB są jednakowe, a zatem należy przyjąć, że pod koniec skoku jest ona prostoliniowa.
Sytuację na początku drugiego skoku pokazuje rys. 2a. W ciągu pierwszego skoku swo-
bodna krawędź przebyła dróg? równą odcinkowi DA zajmując położenie końcowe AR.
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Siatkę linii poślizgu dla tego chwilowego położenia zaznaczono na rysunku. W trójkącie
ACR panuje stan zwykłego ściskania naprężeniami ay = 2 k. Z punktu osobliwego A
wychodzą prostoliniowe linie poślizgu tworzące wachlarz ACS. Skrajna linia wachlarza
AS jest na odcinku AD styczna do ściany matrycy, co jest zgodne z założeniem maksymal-
nego tarcia na linii kontaktu. W obszarze SCE mamy elementarną siatkę linii poślizgu
otrzymaną na podstawie danych na łuku SC i warunku, aby linie poślizgu przecinały oś

Rys. 2

symetrii FR pod kątami ±n/4. Z osobliwego punktu D wychodzą prostoliniowe linie
poślizgu tworzące wachlarz SDK, przy czym położenie skrajnej linii DK wynika z warunku,
aby jej przedłużenie KGF przechodziło przez geometryczny środek układu F.

Plan prędkości (rys. 2b) budujemy odkładając najpierw z bieguna O' wektor prędkości
ruchu matrycy v0. Z warunku ciągłości przemieszczeń w geometrycznym środku układu
otrzymujemy prędkość płynięcia w obszarze plastycznym w punkcie F, reprezentowaną
przez wektor O'F'. Prędkości w polu FGKC znajdujemy przez zbudowanie na hodografie
siatki F'G'K'C orotogonalnej do siatki linii poślizgu. Prędkości w punkcie osobliwym D
przedstawione są przez wektory łączące biegun O' z punktami odcinka D'D". Wynika
stąd, że linia poślizgu DHJ jest linią nieciągłości prędkości, ponieważ prędkość na od-
cinku AD musi mieć składową pionową równą prędkości ruchu matrycy v0. Prędkość
po lewej stronie punktu D jest na hodografie reprezentowana przez punkt D*. Odcinek
D"D* przedstawia skok prędkości wzdłuż DHJ. Skok ten musi zachować stałą wielkość.
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Prędkości punktów leżących po lewej stronie linii nieciągłości DHJ będą więc reprezen-
towane przez linię D*H* odległą o odcinek równy D"D* od linii D"C'. Obszar CRJH
przesuwa się w lewo jako sztywna całość z prędkością równą prędkości punktu C, a trój-
kąt AHJ porusza się również jak sztywna całość z prędkością odwzorowaną na hodo-
grafie przez punkt H*. Po upływie przyrostu czasu At, odpowiadającego przejściu do
nowego etapu procesu, tworzy się uskok w swobodnej krawędzi AR. Pojawienie się
uskoku wynika z wprowadzonego podziału procesu na skończone skoki. Gdybyśmy
rozpatrywali nieskończenie małe skoki, to otrzymalibyśmy regularne zakrzywienie kra-

a

Rys. 3

wędzi w jej górnej części. Z tego względu, przed wyznaczeniem siatki linii poślizgu dla
następnego etapu zastąpiono uskok w krawędzi regularnym zakrzywieniem utworzonym
przez luk koła, przechodzący przez nowe położenie punktu A i styczne do prostoliniowego
dolnego odcinka krawędzi w jej nowym położeniu. Punkt styczności obrano w taki spo-
sób, aby zachować warunek stałej objętości materiału.

Rysunek 3 przedstawia rozwiązanie dla następnego etapu. Budowę siatki linii poślizgu
(rys. 3a) rozpoczynamy od swobodnej krawędzi A JR. Odcinek A J jest łukiem koła, a JR

jest odcinkiem prostej. Linie poślizgu w trójkącie krzywoliniowym AJH są zatem spira-
lami logarytmicznymi. Z punktu A wychodzą linie tworzące wachlarz ADH, przy czym
w odróżnieniu od siatki z rys. 2a promienie wachlarza są teraz krzywoliniowe. Ponad
skrajnym promieniem AD pozostaje obszar materiału przylegającego sztywno do matrycy.
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Warunki na liniach poślizgu JC i JHD oraz warunek na osi symetrii RF określają jedno-
znacznie siatkę linii poślizgu w obszarze DSECJ. Z punktu D wychodzą prostoliniowe
linie poślizgu, tworzące wachlarz SDK, pr2y czym położenie skrajnego promienia wach-
larza DK określa warunek, aby jego przedłużenie KLF przechodziło przez geometryczny
środek układu F.

Plan prędkości przedstawia rys. 3b. Podobnie jak poprzednio, prędkości na linii nie-
ciągłości FGLKD odwzorowane są przez punkty łuku koła F'L'D'. Każdy punkt odcinka
L'D' przedstawia prędkości dwóch różnych punktów linii nieciągłości mających taki
sam kierunek stycznej. Wynika to ze zmiany znaku krzywizny linii poślizgu na odcinku
LK. Podobnie, każdy punkt obszaru D'L'M'C na hodografie odwzorowuje prędkości
dwóch różnych punktów, jednego leżącego w obszarze FLM i drugiego położonego w ob-
szarze KLMN na płaszczyźnie fizycznej. Również obszar M'N'C' na hodografie odwzo-
rowuje jednocześnie prędkości punktów należących do obszaru MNC i części obszaru
KLMN, Linia DHJ jest linią nieciągłości prędkości. Wynika to stąd, że prędkość płynię-
cia w punkcie D po lewej stronie linii poślizgu DH musi być zgodna z ruchem matrycy.
Prędkość w punkcie D po prawej stronie linii DH jest odwzorowana na hodografie przez
punkt D"(S"), a prędkość po jego lewej stronie odwzorowuje punkt D* otrzymany przez
przecięcie prostej D"D* poprowadzonej prostopadle do linii poślizgu DS i prostej O*D*

poprowadzonej równolegle do DS. Tak wyznaczony odcinek D"D* jest skokiem pręd-
kości. Prędkości po lewej stronie linii nieciągłości DHJ odwzorowuje łuk D*H*J*. Za-
krzywiona linia poślizgu DA jest również linią nieciągłości prędkości. Obszar powyżej
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niej przesuwa się jak sztywna całość połączona z matrycą. Prędkości punktów po drugiej
stronie AD odwzorowuje odcinek łuku koła A'D* zatoczony z punktu O*. Obszarowi
ADHJ odpowiada na hodografie obszar A'D*H*A"J*, a prędkości punktów swobodnego
brzegu AJ reprezentuje odcinek A"J*. W krawędzi AJR tworzy się zatem znowu skok
w punkcie /, który wyrównujemy łukiem koła, jak w poprzednim etapie.

Nic podajemy siatki linii poślizgu i hodografu dla początku następnego czwartego
etapu, ponieważ są one bardzo zbliżone do siatek z rys. 3. Linia nieciągłości DH.I również
teraz nie przechodzi na drugą stronę osi symetrii, pozostawiając prostoliniowy odcinek JR
swobodnej krawędzi. Jest on jednak teraz znacznie krótszy, niż na rys. 3.

Na rys. 4 przedstawiono sytuację na początku piątego etapu. Siatka linii poślizgu jest
nieco odmienna od siatki z rys. 3. Linia nieciągłości prędkości DNS przechodzi na drugą
stronę osi symetrii. Odcinek SJ jest przedłużeniem symetrycznie położonej linii nieciąg-
łości w dowolnej części materiału. Prędkości punktów swobodnej krawędzi są odwzoro-
wane na hodografie przez dwa odcinki A"J' i J"R'. Odcinek / ' / " przedstawia nieciągło-
ści prędkości w punkcie /.

Posługując się wyżej omówionymi hodografami wyznaczono teoretyczną deformację
początkowo kwadratowej siatki w materiale. Deformację wyznaczono kolejno skokami.
Rysunek 5 przedstawia obraz odkształconej siatki pod koniec trzeciego, a rys. 6 pod
koniec piątego etapu.
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Na rysunkach 2, 3 i 4 pokazano rozkład naprężeń wzdłuż poziomej osi symetrii. Cał-
kując te naprężenia można obliczyć wielkość koniecznej siły nacisku w poszczególnych
stadiach procesu kucia. Tak obliczoną zależność siły od położenia matrycy przedstawiono
na rys. 7. Na osi pionowej odłożono bezwymiarową wielkość siły Pjlbsk, gdzie s oznacza
długość matrycy w kierunku prostopadłym do płaszczyzny rysunku.

Pozostaje jeszcze do wyjaśnienia sprawa możliwości zbudowania przedłużenia pola
naprężeń w obszary sztywne na zewnątrz obszaru odkształceń plastycznych. Jeżeli ścianki
wnętrza matrycy są dostatecznie szorstkie, to przedłużenie takie można bez trudu zbu-

Rys. 7

dowai przez założenie stanu plastycznego w obszarze sztywnym i rozwiązaire zagad-
nienia charakterystycznego, wychodząc z danych na skrajnych charakterystykach obszaru
płynięcia, oraz stosując procedurę ALEXANDRA [6], podaną przez niego w zastosowaniu
do procesu wyciskania.

Dodatniości dysypacji mocy w pracy nie sprawdzano, ale sądząc z charakteru rozkładu
prędkości i formy odkształconej siatki można oczekiwać, że warunek ten jest wszędzie
spełniony.

3. Uwagi końcowe

Przedstawiony przykład pokazuje, że na podstawie teorii płaskiego płynięcia ośrodka
idealnie plastycznego można zbudować również wiele innych praktycznych przypadków
kucia w głębokich i płytkich matrycach. W tym ostatnim przypadku część konturu dna
matrycy może być obwiednią linii poślizgu, jeżeli przyjąć, że dno jest doskonale szorstkie.
Omówione w punkcie 1 znane rozwiązania dotyczą niemal wyłącznie szacowania sił po-
trzebnych do kucia, co ma istotne znaczenie dla technologa. Jednakże z punktu widzenia
użytkownika odkutego elementu podstawowe znaczenie mają informacje o wewnętrznej
strukturze elementu, a więc niejednorodności odkształcenia plastycznego. Takie infor-
macje można uzyskać przez zbadanie kinematyki ruchu cząstek materiału podczas kucia.
Jest to, jak widać z przykładu, związane z dużym nakładem pracy, ale może przyczynić
się do lepszego zrozumienia przebiegu kucia i odpowiedniego planowania operacji kuź-
niczych.
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O MEXAHHKE KOBKH B MATPHU.E

B paSoTe H3Jio>KeHO pememie 3a,nami o ranH^HOM Hecrau,HOHapHOM npouecce KOBKH C HcreieHHeM
Hepe3 menn B ycJiOBHHX nnocKoro fledpopMHpoBaHHoro COCTOHHHH. PeuieHHe oxBaTtiBaeT

nocjieflOBaTejibHtix aianoB fleepopMnposaHHa. .HJIH Kawfloro H3 HHX nocipoeHO none JIHHHH CKOJIŁ-
>KeHHH H roflorpadp. npeACTaBjieHa TaKH<e MOflenb leopeTH^ecKOH fled^opjviai^HH nepBOHa^ajibHO KBafl-
paTHOH CeTKH.

S u m m a r y

ON THE MECHANICS OF THE FORGING PROCESS IN DIES

Solution of a typical forging process with unsteady outflow of the material through a slot is presented
under plane strain conditions. Five consecutive stages of the deformation process are considered. For
each stage the slip-line field and the hodograph have been constructed. The theoretical deformation pattern
of an initially square grid is also presented.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 17 lipca 1970 r.
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SPRAWOZDANIE
Z DZIAŁALNOŚCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ

I STOSOWANEJ ZA III KWARTAŁ 1970 R.

W omawianym okresie odbyły się dwa zebrania naukowe:

Lp.

1.

2.

Data, prelegent

O d d z i a ł w G l i w i c a c h
24.09.70 Prof, dr Z. Osiński

O d d z i a ł w Ł o d z i
24.09.70 Prof, dr B. Konorski

Temat

Problematyka drgań nie-
liniowych

Perspektywy rozwoju dy-
daktyki

Liczba

uczestników

43

26

dyskutan-
tów

10

12

Działalność organizacyjna sprowadziła się do zebrań Zarządów Oddziałów w: Bydgoszczy, Gliwicach
i Wrocławiu.

W okresie sprawozdawczym odbyły się uroczystości związane z wręczeniem dyplomów Członków Ho-
norowych PTMTS: prof, drowi Wacławowi OLSZAKOWI Z Warszawy, prof, drowi Edmundowi
KARAŚKIEWICZOWI Z Poznania, prof, drowi Jerzemu MUTERMILCHOWI Z Warszawy.

V OGÓLNOPOLSKA KONFERENCJA MECHANIKI NIELINIOWEJ

W dniach od 22-24 października 1970 r. odbyła się w Poznaniu V Ogólnopolska Konferencja Mecha-
niki Nieliniowej. Na konferencji wygłoszono 50 referatów na 55 zgłoszonych, a liczba uczestników wy-
nosiła 80 osób.

Problematyka konferencji dotyczyła:
1. Drgań nieliniowych układów dyskretnych i ciągłych
2. Stateczności ruchu
3. Metod optymalizacji
4. Układów stochastycznych
5. Modelowania maszyn i procesów dynamicznych układami dyskretnymi
Konferencję można scharakteryzować następująco:
— nastąpił wzrost prac doświadczalnych. Jest to objaw pożądany, gdyż w ten sposób uzyskuje się

potwierdzenie wyników teoretycznych względnie ich korekcję;
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—: pewne zagadnienia z dynamiki maszyn, urządzeń i konstrukcji zostały kompleksowo ujęte, co dało
pewniejszy obraz zachodzących zjawisk;

— wiele prac dotyczyło losowego ujęcia przebiegów dynamicznych, jednego z nowszycli zagadnień
mechaniki;

— inną grupę stanowiły zagadnienia układów wibrouderzeniowych, których wyniki mają znaczenie
d!a techniki;

— daje się zauważyć także postęp w zastosowaniu maszyn analogowych i cyfrowych;
— z dyskusji wynikało, że należałoby rozwijać modelowanie procesów mechanicznych i programo-

wanie pomiarów w oparciu o modele diagnostyczne.
W ogólności można stwierdzić, że wykłady stały na wysokim poziomie. Zagadnienia rozwiązywano

nowoczesnymi metodami matematycznymi, między innymi metodami teorii dystrybucji.
Należy podkreślić, że po referatach wywiązała się żywa dyskusja, co świadczy o tym, że w różnych

ośrodkach naukowych rozważa się podobne problemy, a konferencja dala sposobność do wymiany doś-
wiadczeń i wyników.

Następna konferencja odbędzie się za 3 lata.

S p i s w y g ł o s z o n y c h r e f e r a t ó w

1. J. ADAMCZYK, A. BĘBEN, S. KASPRZYK, Stateczność pewnego układu wibrouderzeniowego,
2. J. ADAMCZYK, Stateczność ruchu pewnego układu mechanicznego o zmiennej masie,
3. W. BAJON, Z. OSIŃSKI, Drgania układu z nieliniową charakterystyką sprężystą typu }/)x\ przy wymu-

szeniu stochastycznym,
4. S. BEDNARZ, Drgania układu o 2 stopniach swobody pod działaniem dowolnie zmiennych sił wymu-

szających,
5. W. BOGUŚZ, J. GIERGIBL, Analiza dynamiczna układu napędowego koła czerpakowego koparki wielo-

naczyniowej,
6. W. Boćusz, Związek między funkcją Lapunowa a gęstością prawdopodobieństwa,
7. W. BOGUSZ, J. GIERGIEL, A. ŁOPATA, Drgania samowzbudne koła czerpakowego koparki wielona-

czyniowej,
8. C. CEMPEL, Drgania uderzeniowe dwu niezależnych układów,
9. J. CZAJKA, J. KISILOWSKI, Analiza drgań układu z nieliniową siłą sprężystą o postaci ]/| JC| ,

JO. S. DUBIEL, Zastosowanie kwadratowej metody wyznaczania trajektorii fazowych do badania obsza-
rów samowzbudności wahań podłużnych aparatów latających,

11. S. DUBIEL, Metody optymalizacji w dynamice lotu (referat przeglądowy),
12. Z. DŻYGADLO, Nieautonomiczne drgania giętne wirującego wału,
13. Z. DŻYGADLO, L. SOLARZ, O nieautonomicznych drganiach samowzbudnych układów z siłą śledzącą
14. Z. ENGEL, J. WAPIENNIK, Stateczność układu z tłumieniem dynamicznym,
15. M. FOLTYN, Kinematyka pojazdu dwukołowego,
16. Andrzej, FORYŚ, Anna FORYŚ, Wymuszone drgania skrętne pręta z materiału lepkosprężystego,
17. W. GAWROŃSKI, Analiza układu wibrouderzeniowego przy wymuszeniu stochastycznym,
18. Z. GĘBICKI, Modelowanie mechanizmu ładującego górniczej ładowarki zasięrzutnej,
19. L. GŁUCH, A. ŁOPATA, J. WAPIENNIK, Drgania układu nieliniowego o 1,5 stopnia swobody,
20. M. HERING, R. KRZYWIEC, O wykorzystaniu podobieństwa matematycznego drgań podłużnych me-

chanicznych i drgań w sieciach elektrycznych, . :

2J. E. KARAŚKIEWICZ, Okresowe drgania uderzeniowe układu głównego z układem półokreślonym,
22. S. KASPRZYK, Asymptotyczne zachowanie się rozwiązań układu o 2 stopniach swobody,
23. T. KASPRZYK, Pewne problemy dynamiki drganiowej pojazdu mechanicznego na tle modelowania

matematycznego, .
24. T. KOŁACIN, Wyznaczenie charakterystyk tarcia z pomiarów parametrów drgań,
25. J. KKUSZEWSKI, Zastosowanie sztywnych elementów skończonych w obliczeniach digań konstrukcji

okrętowych,
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26. R. KRZYWIEC, O modelowaniu wału wielopodporowego z wieloma tarczami za pomocą wielkiego
systemu bioscylatorów,

27. R. KRZYWIEC, O stabilności ruchu (przez analogię) wielkiego systemu prętów poddanych wyboczeniu
sprężystemu,

28. R. KRZYWIEC, O stabilności rozwiązań równań różniczkowych zwyczajnych wielociągowych liniowych
ze stałymi współczynnikami,

29. H. ŁOPATA, J. GIERGIEL, Drgania wymuszone sprężysto-tarciowego układu mechanicznego,
30. Z. MAGIERA-ULLRICH, Badanie przebiegu krzywych granicznych układu nieliniowego o dwóch stop-

niach swobody,
31. J. MICHALKIEWICZ, Z. OSIŃSKI, D. SADO, Analiza przenoszenia impulsów o różnej postaci przez sprzęg-

ło sprężyste,
32. J. MURZEWSKI, A. WINIARZ, Obciążenie losowe konstrukcji jako proces stochastyczny z niezależnymi

przyrostami,
33. A. MUSZYŃSKA, O ruchu poziomego wału o nieliniowych własnościach sprężystych i tłumienia,
34. W. NADOLSKI, Badanie zjawiska rezonansu parametrycznego w przekładni zębatej jednostopniowej

o osiach równoległych,
35. W. NADOLSKI, Podłużne drganie swobodne przekładni jednostopniowej z zębami śrubowymi,
36. W. NADOLSKI, Równania ruchu przekładni zębatej jednostopniowej o osiach równoległych,
37. J. NIZIOL, Wpływ przypadkowej prędkości kątowej na drgania girotachometru,
38. M. OFIERZYŃSKI, Drgania boczne dwustopniowego układu zawieszenia belek bujakowych pewnego

typu wagonów osobowych,
39. J. OSIECKI, Drgania nieliniowe wałów przegubowych ze sprzęgłami typu Cardana,
40. Z. OSIŃSKI, M. GRZELKA, M. PIETRASZEWSKI, Dobór sztywności spizęgła podatnego w układzie podda-

nym impulsom o charakterze przypadkowym,
41. Z. OSIŃSKI, D. SADO, Badanie tłumienia drgań przy tłumieniu subwiskotycznym,
42. K. PISZCZEK, Wpływ nieliniowości na niektóre charakterystyki drgań przypadkowych,
43. L. POWIERZA, Budowa dyskretnego modelu zastępczego kosiarki ciągnikowej,
44. T. PUCHAŁKA, M. KACZMAREK, Synteza pewnej klasy układów impulsowych z modulacją dwóch para-

metrów,
45. J. RATAJSZCZAK, Drganie własne żurawi budowlanych w płaszczyźnie prostopadłej do płaszczyzny

przechodzącej przez oś wysięgnika i oś wieży,
46. M. SARNA, Dynamika cienkościennego pręta o profilu otwartym i jednej płaszczyźnie symetrii,
47. B. SKALMIERSKI, Niektóre problemy probabilistyczne w dynamice,
48. K. WERNEROWSKI, Stateczność ruchu łożysk powietrznych,
49. J. WIĘCKOWSKI, Wybrane zagadnienia dynamiki kadłuba wieloczłonowego na fali,
50. M. ZABAWA, O syntezie pewnego układu przy wymuszeniu przypadkowym.

Edmund Karaśkiewicz {Pozilań)



OGÓLNOKRAJOWY KONKURS

NA PRACE DOŚWIADCZALNE Z MECHANIKI TECHNICZNEJ

Częstochowski Oddział PTMTS w porozumieniu z Zarządem Głównym PTMTS w Warszawie orga-
nizuje w 1971 r. Ogólnokrajowy Konkurs na prace z zakresu badań doświadczalnych z mechaniki technicz-
nej. Prace konkursowe zawierające elementy nowości w stosunku do obecnego stanu wiedzy należy przesiać
do Sekretariatu Oddziału Częstochowskiego PTMTS w Częstochowie ul. Zawadzkiego 21, Instytut Obróbki
Plastycznej i Spawalnictwa, w terminie do dnia 31 października 1971 r.

Objętość pracy nie powinna przekraczać w zasadzie 20 stron maszynopisu i powinna być złożona
w 3 egzemplarzach, w formie nadającej się do druku, podpisana imieniem i nazwiskiem, z podaniem
adresu.

Prace nie mogą być przed tym terminem opublikowane, ani złożone do druku, lub być przedmiotem
pracy doktorskiej.

Prace oceniać będzie Sąd Konkursowy powołany przez Zarząd Oddziału. Konkurs prowadzony będzie
zgodnie z Regulaminem Konkursów Naukowych PTMTS.

Łączna wysokość nagród wynosi 20.000.— zł w tym I nagroda — 7.000.— zł., I — 5.000.— zł., III —
4.000.— zł, oraz dwa wyróżnienia po 2.000.— zl.

Konkurs jest ograniczony, dostępny tylko dla członków PTMTS.

Nagrodzone prace zostaną opublikowane w czasopiśmie MECHANIKA TEORETYCZNA i STO-
SOWANA.
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