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WEODZIMIERZ BURZYNSKI — WSPOMNIENIE POSMIERTNE*

Profesor zwyczajny mechaniki technicznej, docent habilitowany mechaniki kontinudw,
doktor nauk technicznych, inzynier drég i mostéw Wiodzimierz BURZYNSKI — uro-
dzil sie w Przemyélu dnia 29 kwietnia 1900 r. Do szkoly éredniej uczeszczat w Przemyslu,
gdzie w 1918 r. zlozyl egzamin dojrzalodci. Studia wyzsze odbyt na Wydziale Inzynierii
Ladowej i Wodnej Politechniki Lwowskiej; dyplom inzyniera drég i mostéw uzyskal
w 1925 r. Odbyt ponadto dodatkowe studia w latach 1928 /29 na Uniwersytecie w Getyndze
i Politechnice w Zurichu, jako stypendysta dwczesnego Funduszu Kultury Narodowej.

Prof. dr inz. Wiodzimierz BUrzyNskI od roku 1922 do roku 1939 pracowal bez przerwy
na Politechnice Lwowskiej przechodzac kolejne stopnie naukowe w Katedrze Mechaniki,
Samodzielne wyklady rozpoczal prof. BurzyNsk1 w 1927 r. prowadzac je w zakresie
réznych galezi mechaniki na Wydziale Mechanicznym oraz Wydziale Inzynierii Lado-
wej i Wodnej Politechniki Lwowskiej.

Prof. BURzYNsKI posiadal wszystkie stopnie akademickie przewidziane w polskim
szkolnictwie wyzszym. Na doktora nauk technicznych promowat sie¢ w Politechnice Lwo-
wskiej 5 maja 1928 r., na docenta mechaniki kontinuéw habilitowal si¢ réwniez w tej
uczelni 8 listopada 1933 r. Na profesora nadzwyczajnego Katedry Mechaniki Technicznej
na Wydziale Mechanicznym Politechniki Lwowskiej powolany zostal 29 wrzeénia 1934 r.

Okres wojenny i poczatek okresu powojennego, tj. czas od wrzeénia 1939 r. do lipca
1946 1. spedzit prof. BurzyNskI we Lwowie sprawujac obowigzki profesora Katedry Me-
chaniki Technicznej, ponadto dziekana Wydzialu Mechanicznego, a takze dyrektora
wzglednie zastepcy dyrektora Lwowskiego Instytutu Politechnicznego, na ktéry zamienio-
na zostala Politechnika Lwowska po objeciu jej przez wladze radziecka.

W polowie lipca 1946 r. przyby! prof. Burzy®sk1 do Gliwic, gdzie objat stanowisko
profesora zwyczajnego i kierownika Katedry Mechaniki Technicznej na Wydziale Me-
chanicznym Politechniki Slaskiej, ktéra to katedre zorganizowal, stawiajac ja na nader
wysokim poziomie naukowym i dydaktycznym, facznie z nowoczesnym laboratorium wy-
trzymalo§ciowym. Przygotowal tutaj do pracy naukowej i dydaktycznej w zakresie me-
chaniki technicznej caty zastep pracownikéw, a migdzy nimi wielu dzisiejszych docentéw
i dwoch profesordw. Byt rowniez dyrektorem Zakladu Badania Materiatéw Politechniki
Slaskiej, ponadto wspélorganizatorem Poradni Racjonalizatorskiej przy tym zakladzie.

Od roku 1936 byt prof. Burzyxskr statym cztonkiem Polskiego Komitetu Normaliza-
cyjnego i przewodniczy! jednej z Podkomisji Komitetu. W 1928 1. zostal zaproszony do

* Wygloszone na posiedzeniu Oddziatu PTMTS dn. 5.X.1970 r. przez prof. dr inz. M. Janusza.
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wspéipracy z wydawniciwem «Zentralblatt [iir Mechanik». W 1938 r. zostal miancwany
czlonkiem korespondentem owczesnej Akademii Nauk Technicznych oraz wspéipraco-
wnikiem Komisji Technicznej Polskiej Akademii Umiejetnosci. Byt czionkiem czynnym
Stasko-Dabrowskiego Towarzystwa Naukowego i czlonkiem zalozycielem Polskiego To-
warzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. W dniu 28 maja 1966 r. na wniosek
Oddziatu Gliwickiego tego Towarzystwa prof. dr inz. Wiodzimierz BURZYNSKI zostat obra-
ny czlonkiem honorowym Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowane;.

Prof. BurzyNskI wydat drukiem penad 30 oryginalnych prac naukowych w zakresie
mechaniki os$rodkéw ciaglych. Rezultatami swoich prac przyczynit si¢ bardzo po-
waznie do rozwoju nauki polskiej w danej dziedzinie, rozstawit jej imie w skali ogélno-
krajowej oraz poza granicami kraju.

Jako badacz naukowy najwyzszego stylu ujawnia si¢ Wilodzimierz BURZYNSKI przede
wszystkim w swoich pracach traktujacych o wytezeniu. Prace te kwalifikuja ich autora
do grona najpowazniejszych znawcéw tej gatezi wiedzy i zapewniaja mu najbardziej po-
czesne miejsce w literaturze przedmiotu. Mozna z calg pewnoscia twierdzi¢, ze w pracach
swoich nad wytezeniem podazal BURZYNSKI po linii wytyczonej przez swojego mistrza
Maksymiliana Tytusa Hubera, a prowadzacej do ustalenia hipotezy wyteZzenia mozliwie
najbardziej zgodnej z wynikami doswiadczalnymi. Idee hipotez wytezenia usitowal Bu-
RZYNSKI skutecznie rozszerzy¢ w kierunku postawienia hipotezy uniwersalnej, nadajacej
si¢ réwnoczesnie do materialow plastycznych i kruchych. Ukoronowaniem tych prab byto
Studium nad hipotezami wytezenia, Akademia Nauk Technicznych, Lwéw 1929, W $lad za
ta praca poszly dalsze o tematyce podobnej, jak Teoretyczne podstawy hipotez wytgzenia,
Czasopismo Techniczne, Lwow 1929 oraz Uber die Anstrengungshypothesen, Schwei-
zerische Bauzeitung, 1930 r,

Druga grupe prac naukowo-badawczych prof. BURZYNSKIEGO stanowia prace z zakresu
teorii sprezystoéci. Sa to prace pionierskie, jak na czasy, w jakich powstaly, nie zatracaja
jednak swojej wartosci i obecnie. Odznaczajg si¢ one szczegdlnie precyzyjna analiza mate-
matyczng, wynikajaca z glgbokiego merytorycznego ujecia tresci rozwigzywanych za-
gadnien. Interesuje si¢ BURZYNSKI w tej grupie swoich prac specjalnie metodami energe-
tycznymi, a wéréd nich dwoma twierdzeniami minimalnymi teorii sprezystosci i zastoso-
waniem ich do rozwigzan przyblizonych. Mozna tu wyréznié nastepujace pozycje: O ogra-
niczeniach twierdzenia Castigliano, Czasopismo Techniczne, Lwoéw 1931; O rozwinigciu
potencjalu sprezystosci, Akademia Nauk Technicznych, Lwéw 1932; O dwdch twierdzeniach
minimalnych teorii sprezystosci i zastosowaniu ich do rozwiqzar przyblizonych, Czasopismo
Techniczne, Lwdw 1933; Przyblizone metody teorii sprezystosci, Zycie Techniczne, Lwow
1934. Po wojnie pojawita si¢ jedna z powazniejszych prac prof. BURZYNSKIEGO pt. O nie-
ktdrych niedomaganiach i koniecznych uzupelnieniach de Saint-Venantowskiej teorii pretéw
prostych, Wroctawskie Towarzystwo Naukowe, Wroclaw 1951.

Niezaleznie od prac ostatnio wymienionych, pojawit sie caty szereg innych prac teore-
tycznych i praktycznych. Niezaleznie bowiem od pracy czysto naukowej i dydaktycznej
Prof. BUrzyxNsk1 miat rozlegla praktyke zawodows w dziedzinie budownictwa Iadowego
1 wodnego, jak budowy drég, tuneli, mostéw, przegréd dolin itp. Byl autorem kilkunastu
powaznych projektéw budowlanych, migdzy innymi byt posiadaczem rekordu rozpigtosci
w budownictwie zelbetowym w Polsce z tytutu wykonania projektu mostu tukowego na
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Sole w Tresnej-Czernichowie i kierownictwa budowy tego mostu. Wystepowat czesto jako
rzeczoznawca przy budowie wielkich obiektéw, np. przegréd dolin w Porgbce i Roznowie.

W powiazaniu z dzialalnoscia inzyniersko-konstrukeyjng prof. BURZYNSKIEGO mozna
wymieni¢ dla przykiadu nastgpujace jego publikacje: Z teorii iukdw bezprzegubowych,
Ksiega pamiqtkowa ku uczczeniy prof. dra inz. M. Thulliego, Lwow 1931; Nowa metoda
obliczania i wykonania luku betonowego i Zelbetowego, Referat na II Zjazd Inzynieréw
Budowlanych w Katowicach, 1935 r.; W sprawie naprezei w przegrodach, Czasopismo
Techniczne, Lwéw 1931.

Wséréd publikacji naukowych prof. BURZYNSKIEGO znajduja sie ponadto pozycje z za-
kresu wyboczenia, takze posprezystego, z dziedziny zagadnien ptytowych, teorii powlok
cienkos$ciennych i inne.

Prof. BUrzyNsKi byt $wietnym wykladowcg 1 wychowawca wielu pokolefr studenckich
oraz inzynierskich. Byt autorem dwadch skryptéw z Mechaniki Ogélnej i z Wytrzymalo$ci
Materiatow.

Nalezy jeszcze na zakonczenie zauwazyé, ze po przybyciu w 1946 r. do Gliwic i objeciu
stanowiska profesora zwyczajnego i kierownika Katedry Mechaniki Technicznej na daw-
nym Wydziale Mechanicznym Politechniki Slaskiej, prof. BURZYXsSKI byt bardzo aktywny
naukowo, dydaktycznie i zawodowo az do unieruchomienia go przez obtozng i nieuleczal-
na niestety chorobg w 1949 r. Opublikowat w tym czasie 5 prac naukowych, w tym jedna
nader powazng na temat de Saint—Venantowskiej teorii pretéw prostych. Réwnolegle do
swoich zajeé naukowo-dydaktycznych wspodtpracowat prof. BurzyNsk1 bardzo intensywnie
z odbudowujacym si¢ powojennym przemystem polskim wydajac duzo orzeczei nauko-
wych i ekspertyz, przeprowadzajac wiele obliczen, jak dZwigdw portowych dla Gdyni
i Szczecina, fundamentéw pod maszyny, kominow itp.

Z powodu trwalego i ciezkiego schorzenia przestat prof. BurzyNskl pracowaé pod ko-
niec 1949 r. 1 17 lipca 1970 r. zmart ku wielkiemu zalowi nas wszystkich, Jego dawnych
studentéw, uczniow i wspdtpracownikow, ku wielkiej stracie nauki polskiej. Jednakowoz
dawni studenci i wspdtpracownicy prof. BURZYNSKIEGO sa dzisiaj w niemalej ilosci dokto-
rami nauk technicznych oraz samodzielnymi pracownikami nauki i ksztalca dalsze poko-
lenia studenckie oraz dalsze pokolenia pracownikéw naukowo-badawczych, W ten sposéb
powstala szkola BURZYNSKIEGO jako kontynuacja szkoly Hubera, ktérego BURZYNSKI byt
uczniem.

Prof. zw. dr inz. Wlodzimierz BurzyNsk1 dobrze przystuzy! sig nauce polskiej w zakre-
sie mechaniki stosowanej, chociaz odszedt od nas na zawsze, zyé bgdzie zawsze wérdd nas.
Czes¢ Jego pamieci.
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ZASTOSOWANIE ROWNANIA HAMILTONA-JACOBIEGO
DO STABILIZACJI UKELADOW MECHANICZNYCH

WLADYSEAW BOGUSZ (KrRAKOW)

1. Wstep

Zagadnienie stabilizacji uklfadéw mechanicznych wchodzi w zakres optymalnej syntezy
ukladéw mechanicznych dyskretnych. W zaloZeniach do przeprowadzenia syntezy przyj-
muje si¢ sity dziatajace zgodnie z rzeczywistymi warunkami pracy ukfadu i bada si¢ asymp-
totyczna stateczno$é poloZenia rownowagi. W przypadku, gdy nie jest zapewniona asymp-
totyczna stateczno$é, poszukuje si¢ dodatkowych sit stabilizujacych nie zmieniajac po-
zostalych parametrow ukladu. Na dodatkowe sity narzuca si¢ warunek optymalizujacy,
wynikajacy z procesu, jaki ma realizowaé uklad mechaniczny. Rozwiazanie warunku
optymalizujacego napotyka trudnoéci i w literaturze spotyka si¢ efektywne rozwiazania
otrzymane przy zastosowaniu réwnan Lapunowa—Bellmana [1]. W metodzie tej przyjmuje
sie szczeglny warunek optymalizujacy wynikajacy z odpowiednio dobranej funkcji La-
punowa.

W pracy przedstawiona jest metoda wykorzystujaca wlasnoéci rownania Hamiltona—
Jacobiego do rozwiazania warunku sformulowanego ogdlnie jako minimalizacja danego
funkcjonatu. W zastosowaniu tej metody przyjeto jeden z mozliwych warunkdw zapewnia-
jacych stabilizacje uktadu mechanicznego. Warunek ten sformutowano w taki sposob, aby
otrzymaé¢ mozliwie duzy ubytek energii kinetycznej w czasie ruchu. Otrzymane warunki
sa wystarczajace do stabilizacji, ale istnieje mozliwoé¢ sformulowania innych warunkodw,
ale tak, aby nie byly sprzeczne z zaloZeniami przyjetymi w opisanej metodzie. Podstawo-
wym zalozeniem w metodzie, ktére zapewnia istnienie rozwigzania stabilizacji, jest aby
minimalizacja funkcjonalu poprzez réwnania Eulera-Lagrange’a prowadzila do réwnan
ruchu rozwazanego uktadu mechanicznego.

2. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazmy uktad holonomiczny, ktérego ruch jest opisany réwnaniami:

d [ 0E oF
2.1 — V| = . = .
( ) dt ( aql) aéh Ql(t’ q19n, <77), 1 1,2, L1,

gdzie E jest energia kinetyczna, Q, przedstawia sily uogdlnione za$ ¢ jest funkcja okresla-
jaca dodatkowe sily, ktére nalezy wyznaczy¢ z narzuconego warunku na ruch ukiadu,
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Zakladamy, ze uklad (2.1) posiada rozwiazanie zerowe niestateczne dla ¢ = 0 lub sta-
teczne, ale nie asymptotycznie stateczne.

Zagadnienie stabilizacji ukladu (2.1) polega na wyznaczaniu funkcji ¢ takiej, aby roz-
wiazanie zerowe byto asymptotycznie stateczne i dany funkcjonal J

o0

(22) J = f L(t> ql ’ 92> qn ,. 91 IR ] g.[n)dt
0
przyjmowal wzdluz rozwigzan uktadu (2.1) wartos¢ minimum.
Ograniczajac sie do lokalnej asymptotycznej statecznoéei mozna powyzsze zagadnienie
rozwigzaé, rozwazajac réwnania w perturbacjach i linearyzujgc funkeje ¢.
Rozwigzemy powyzsze zagadnienie wykorzystujac réwnanie Hamiltona-Jacobiego?.

3. Metoda stabilizacji

Podamy metode doboru sit stabilizujgcych w oparciu o réwnanie Hamiltona-Jacobie-
go. Wezmy pod uwage funkcje L(¢, X, x') okreslona w pewnym obszarze G < Ropyts
posiadajacg ciagle pochodne czastkowe 1zedu drugiego wzgledem wszystkich argumentdéw.
Funkeje L(z, x', ') nazywamy lagrangianem. Funkcje H(¢, x*, p)) odpowiadajaca funkcji
L wedlug réwnania:

(3.1 H(, X, p) = —L(t, %', ) +-p, %

nazywamy hamiltonianem.
W funkcji (3.1) p; sa okre§lone wzorami

oL
(3.2) pi = PPk
Zakladamy, ze réwnania (3.2) dadza si¢ rozwiazaé wzgledem i
(3.3) .'xi = @,’([, x‘, Pi)‘

Po podstawieniu (3.3) do (3.1) otrzymamy funkcje¢ H zmiennych (¢, X', p;)

Wezmy pod uwage rodzine trajektorii w przestrzeni R,,;, przechodzacych przez
dwa bliskie punkty P,(¢, x'), P,(r+At, x'+Ax"). Wzdhuz tych trajektorii mozemy zde-
finiowa¢ lagrangian L i utworzyé funkcjonal:

P
(3.4) J= [ L@, %, 5t
Py

Niech w przestrzeni R, ; bedzie dana rodzina powierzchni klasy C?

3.5) S, x) =c,

taka, ze pokrywa pewien obszar Gy < R,,, i przez kazdy punkt obszaru przechodzi tylko
jedna powierzchnia. Na trajektorie przechodzace przez punkty Py, P, lezace w obszarze G,

D'W dalszej pracy przyjmujemy nastgpujaca umowe. Wielkosci wektorowe oznaczamy wskaznikiem
u gory np. x/, zaé wielkosci skalarowe wskaZnikiem u dolu np. a;. Wskaznik u géry i u dolu oznacza su-
mowanie np. a;x%, i = 1,2, ...,n lub ax/ sumowanie po j = 1,2, ..., #, a;xxJ sumowanie po / i po j.
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narzucimy warunek, aby przecinaty powierzchnie (3.5) i nie byly do zadnej z nich styczne
oraz aby przy przejsciu od punktu P, lezacego na jednej powierzchni do punktu P, le-
zacego na drugiej, przyrost funkcjonatu (3.4) byt minimum. Warunkiem koniecznym i wy-
starczajacym, aby ten warunek byt spelniony jest, aby funkcja S(#, x') byla rozwigzaniem
réwnania

as . es
oraz
s
(.7) o =Pis

gdzie H jest hamiltonianem odpowiadajacym lagrangianowi zdefiniowanemu wzdhuz
trajektorii przechodzacych przez punkty P,, P,.

Wilasnoéci powierzchni (3.5) i réwnania (3.6) wykorzystamy do wyznaczania sit stabi-
lizujacych ruch niestabilny uktadu dyskretnego.

Rozwazymy zagadnienie przedstawione w punkcie 2.

Ogdlna metoda rozwiazania tego zagadnienia jest nastepujaca. Funkcje pod calka
(2.2) rozpatrujemy jako lagrangian réwnania (2.1). Warunkiem koniecznym minimali-
zacji funkcjonatu (2.2) jest, aby spetnione byly réwnania Eulera—Lagrange’a

d [ oL oL
(3.8) v (a_,x')—ﬁ'_ =0
Dla funkcji L wyznaczamy hamiltonian i piszemy réwnanie Hamiltona—Jacobiego (3.6).
Do réwnania (3.6) podstawimy funkcje S(¢, x7) takiej postaci, aby trajektorie przecina-
jace powierzchnie S(z, x)) = ¢ dazyly do punktu (0, 0), gdy ¢ dazy do mieskoriczonosci.
Na szukana funkcje @ otrzymujemy nastgpujace warunki.

Rozwiazania réwnan (3.8) i (2.1) przy tych samych warunkach poczatkowych musza
byé identyczne oraz musza spetnia¢ réwnanie (3.6) przy odpowiednio dobranej funkcji
S(t, x). Spelnienie réwnania (3.6) zapewnia' asymptotyczna stateczno$¢ tych rozwiazan.

Ograniczajac si¢ do lokalnej stateczno$ci polozenia réownowagi rozwazaé bedziemy
uktady, ktérych energia kinetyczna wyraza si¢ wzorem: E = a;x'%/, a funkcje Q; sa
w otoczeniu poloZenia réwnowagi zlinearyzowane i nie zaleza od czasu. Réwnania (2.2)
w tym przypadku maja postaé

(39) (a,j—}—a_,,-)jéj =k;jxj—}—b;jxj+c;jicj.

Macierz (ay-+a;) jest okre$lona dodatnia, macierz (k;;) jest znana, zas macierze (b;;)
1 (¢;) nalezy tak wyznaczyé, aby poloZenie réwnowagi bylo asymptotycznie stateczne.

Funkcje L({#, ¥/, x°) funkcjonatu (2.2) przyjmiemy w takiej postaci, aby speinione byly
nastgpujace warunki:

dE dE
1) dla dowolnych ¢y << t,, [—dT]‘:“ < [7]’=,2< 0.
dE dE .
2) [ln ‘—dt— ’=‘l—ln {T :I‘=‘z < At;; A dodatnia stala.
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Warunek 1) zapewnia zanikanie ruchu, za$ warunek 2) zanikanie energii kinetycznej w spo-
s6b wykltadniczy. Chodzi wigc o stabilizacje uktadu mechanicznego bez oscylacji energii
kinetycznej.

Z warunku 2) otrzymamy

&l <]
- | < R, etz
dt fe=v| LA L=ty
. . D . . dE ,,
i funkcje L(/, x*, x*) przyjmujemy w postaci L = —re"
Dla ukladu (3.9) funkcja L(¢, x%, x') ma postaé
(3.10) L(l, xi,l.‘.Ci) =e"'|:B,-jxj+%C;ij:|5cj,

gdzie: By; = ki;j-+by;, zas A jest parametrem, ktéry nalezy wyznaczyé. Sily ttumienia przyj-
mujemy w postaci funkeji dysypacji energii Rayleigha; macierz (—c;;) jest okre§lona
dodatnia.

Podstawimy funkeje (3.10) do réwnan (3.8)

oL o1 .
(31]) "gx-i = g™ [B,'jxj"i‘-i (Cij'l‘Cji)xj],
g}f‘ zel’Bij)'cj.

Roéwnania (3.8) otrzymamy w postaci

1 . ;A i .
(312) —i— (C,'j""Cj,')x == —AB,'J'x ——2- [C,‘j‘l‘Cji]x —(B,-J-—Bﬁ)x .
Porédwnujac wspdlezynniki réwnan (3.12) i (3.9) otrzymamy:

C’,-j"l"Cj,' = —ZA(GU—{—CIJ-;) ,

(3.13) Meiy—c) = 2(Bi;—Byi)-

Z otrzymanych wzoréw (3.13) wynika, Zze funkcja dysypacji energii jest proporcjonalna
do energii kinetycznej ukladu.

(3.14) ?c,-jx‘xJ = ‘Aaijx‘x).

Rdéwnania algebraiczne konieczne do wyznaczenia macierzy otrzymamy z réwnania
Hamiltona—~Jacobiego.

Chcac otrzymaé hamiltonian nalezy rozwiaza¢ réwnania:

oL
oxt

(3.15) =Di-

Korzystajac z (3.11) i (3.13) mozna réwnania (3.15) napisaé w postaci

(3.16) —l(a,-j-{—aj,).icj-l—B,-jxj =p;e"“.
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Funkcje S(, x*), ktéra ma by¢ rozwiazaniem réwnania (3.6) przyjmujemy w takiej
postaci, aby odleglo$ci punktow na powierzchniach (3.5) od poczatku ukiadu dazyly
do zera, gdy czas dazy do nieskonczonosci

. 1 )
(3.17) S(t, x') = 73“1):'1 xtxd,
gdzie macierz (D;;) przyjmiemy proporcjonalna do macierzy (By;). Przy takim przyjeciu
funkcji S(¢, x*) powierzchnie (3.5) sa okreslone réwnaniem
(3.18) Dyjxix) = 2¢ce~*,
gdzie ¢ jest dowolna stalg.

Ze wzoru (3.18) wynika, Zze odlegioéci punktéw na tych powierzchniach daza do zera,
gdy parametr 4 jest dodatni. Z (3.7) i (3.17) otrzymamy
oS 1 .
(3.19) =0T e*(Dy+Dj)x.

Po podstawieniu (3.19) do (3.16) otrzymamy ukiad réwnan
. 1 1
(3.20) (ay+ap)x! = T [Bu— 5 (Dij+Dji)] x).

Przy przyjetym zalozeniu odnosnie macierzy (a;;+a;) uktad réwnan (3.20) mozna roz-
wigzaé. Rozwiazanie przedstawimy wzorem

(3.21) x) = Alxh
Hamiltonian (3.1) obliczymy z (3.10) i(3.16)
(322) H(t, xi, p,) = — /'{e“D,-jjc"xj,

gdzie za x', x/ nalezy podstawié¢ (3.21).

Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego (3.6) przy podstawieniu (3.17) i (3.22) napiszemy w po-
staci

(323) D,-jx"xj—?.la,-inx’Af;x/’ =0,

Przyréwnujac wspolezynniki przy x', x/ do zera otrzymamy uktad réwnan algebraicznych
1
(324) 7(D/j+Dj1)—(ﬂap+ﬂﬂa)A7A’} =0-

n*+n

Uklad (3.24) przedstawia 3

rownan algebraicznych, w ktérym wystepuje 2n* nie-

wiadomych 4/ i D;;.
Dodatkowe réwnania otrzymamy z (3.20) po podstawieniu (3.21) i pordwnaniu wspoél-
czynnikéw przy x°

1
(3.25) Majtag;) AF = Byi— 5 Dyi+Dyy).
3n2+n

2
réwnan algebraicznych o niewiadomych 4f, D;;, By;, 4, ktérych liczba wynosi: (3n*--1).

Jest to uklad n? réwnan. W ten sposéb z ukladéw (3.24) i (3.25) otrzymujemy
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Poniewaz macierz (D;;) musi by¢ okre$lona dodatnia otrzymujemy dodatkowo » warun-
kéw do wyznaczenia niewiadomych. Rdéwniez macierz sprezystosci (—B;;) musi byé
2

, . . . 3
okredlona dodatnia i razem z ukiadami (3.24) i (3.25) otrzymujemy ——n——;—” warunkéw

do wyznaczenia (3#*4 1) niewiadomych. Jezeli macierz sprezystosci przyjmiemy symetrycz-
—n

ng, otrzymamy B; = Bj; i liczba niewiadomych bedzie wynosila 3n*+1—- 2—_

Snt4-n+2
=

Oznaczymy liczbg niewiadoniych przez N, a liczbe warunkow do wyznaczenia niewia-
domych przez R. Z przeprowadzonych obliczen otrzymamy

Sn¥4-n+2  3n*4-5n

(3.26) N-R =2t - 2o = (1)

Z (3.26) wynika, ze tylko dla n =1 liczba niewiadomych jest réwna liczbie warunkéw,
za$ dla n > 1 liczba niewiadomych jest wicksza od liczby warunkow i zaleznie od rozwa-
zanego ukfadu mozna przyjaé dodatkowo pewne niewiadome jako znane. Celowe jest
w tych przypadkach przyjmowanie macierzy (D;;) proporcjonalnej do macierzy (—B;),
gdyz przy takim przyjeciu powierzchnie (3.5) beda styczne do powierzchni ekwipoten-
cjalnych i trajektorie ukiadu (3.9) beda je przecinac i nie beda styczne, czyli na powierzch-
niach (3.5) nie bedzie punktdw poslizgu.

Spos6b postgpowania objasnimy na przykladzie. Wezmy pod uwage uklad przedsta-
wiony na rys. l. PotoZenie rownowagi ukladu jest stateczne, ale nie asymptotycznie sta- -

/

ks k1,2

Rys. 1

teczne 1 nalezy wyznaczy( Sily tlumienia wiskotycznego tak, aby ustabilizowaé asympto-
tycznie uklad przy minimalizacji funkcjonatu (2.2) z funkcja podcatkowa (3.10). Wspol-
czynniki tlumienia wiskotycznego oznaczymy odpowiednio przez 2k, , 2hy », 2h,.
Réwnania ruchu maja postaé:
myx = —(k, ki) x4k =20 Fhy ) x+2h; 5y,
myy =ky 2 x—(kytky,2)y+2h 5 x—2(ha+hy,2)y.
Na podstawie (3.13) otrzymamy

2(hy+hy,5) = Amy,
(3.28) 2(hy+hy o) = Am,,

2h;, =0.
Poniewaz h,, = 0, wigc do stabilizacji ukladu wystarcza dwa tlumiki dzialajace na masy
m; i m, i nie potrzeba tlumika migdzy masami m,; 1 m,. Wspolczynnik A obliczymy roz-
wiazujac uklad (3.24) i (3.25).

(3.27)
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Przyjmiemy D, = D,,. Ukfad réwnan (3.25) ma postaé

(3.29)

Po obliczeniu A7 i podstawieniu do (3.24) Iub do (3.27) otrzymamy uklad réwnan:

(3.30)

2Am; A} = B,,—D,,,
22my A} = By, — D,
2Am A3 = By —D,,
2Am, A3 = By, —D,,.

D — (BII_DLI)Z (BZL‘DZI)Z
H 22°m, 222m,
D . = BZX—Dll Bll_Dll _l_ B22_‘-D22
2 222 m, n, ’
_D - (BZI_-DZI)Z (BZZ‘DZZ)Z
22 22%m, 222m,

Celem uproszczenia zapisu wprowadzimy oznaczenia:

Bu _

m
(3.31)

22 __

m,

_ B B2y

1
]/ml Hi, ni, my

Uklad réwnat (3.30) przy tych oznaczeniach ma postaé:

(3.32)

222({1 = (bl—d1)2‘|‘(b21—d21)2,
27L2d12 = (b21"d12)[b1_d1+b2_d2]:
2}-Zdz = (bz_‘dz)z‘l‘(bzl”_ 12)2-

=by., 2 =b,, M=d,
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W réwnaniach (3.32) wystepuja cztery niewiadome: d,, d,, d,., A%, jezeli przyjmujemy
by, b, 1 by, jako ustalone. Mozna réwniez sformulowac¢ zagadnienie w ten sposéb, ze
przyjmujemy d,, d,, d,,, okreSlajace powierzchnig, ktéra rozwiazania maja przecinaé
bez poflizgu i wyznaczyé by, by, by, 1 A%

Przytoczymy tok obliczen w przypadku, gdy nie zmieniamy sit sprezystych, tj. b, b,,
by., a dobieramy tylko ttumienie, tj. nalezy obliczy¢ A2. Przyjmiemy jedna niewiadoma
dy,, téwna —by,. Przy takim przyjeciu z drugiego réwnania (3.32) otrzymamy

(3.33)

12 = (11_b1+d2—b2.

Jezeli odejmiemy réwnania pierwsze i trzecie (3.32) otrzymamy

(3.34)

2;~2(d1—d2) = [bz ‘|‘b1~d1—dz] [bl_bz‘|‘d2“d1] -

Po podstawieniu (3.33) do (3.34) i uproszczeniu otrzymamy

(3.35)

d_l_dZ = bg’_bl .

Rozwigzujac (3.33) 1 (3.35) obliczymy d, i d,

(3.36)

1

1
dl =b2+-§' 22, dz =b1‘|‘7 }.2.
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Po podstawieniu (3.36) do pierwszego Iub trzeciego réwnania (3.32) otrzymamy takie
same réwnanie na A2

(3.37) 2 B R b)— (b, — b2y — 4bE, =

Réwnanie (3.37) posiada dwa pierwiastki, z ktérych jeden dodatni jest rozwigzaniem
postawionego zagadnienia

2 A
(3.38) A2 =2 [~ (by+b2)+2V/b+b3—b,b,+3b1:].

Yatwo sprawdzié, ze po podstawienin (3.38) do (3.36) otrzymamy: d;, >0, d, >0
i dyd,—d}, > 0, co oznacza, e powierzchnia okreslona przez d,, d,, d;, jest forma
kwadratowa jednorodna dodatnia.

Powracajac do oznaczen (3.36) otrzymamy na A wyraZenie:

(3.39) A :‘I/g []/]Q—Hﬂz + kyt+ky, _*_“/(_kl"i"ku . ]‘2+k12)2+
ml m2 ml m2

LGtk (k) | 3K

mym, myn, |

Po podstawieniu (3.39) do (3.28) otrzymamy wspolczynniki ki, 1 /1.
Jakiego rodzaju jest tlumienie okre$lone wzorami (3.28) mozna zbadaé podstawiajac
wspolczynniki tlumienia do réwnan (3.27). Jezeli przyjmiemy dla przyktadu m, =m, =

=m, ky =k, =k;> =k z (3.38) otrzymamy: A* =;1—Il:1—(2+1/7) i ttumienie obliczone
wedlug wzordw (3.28) jest nadkrytyczne. Ruch ukladu jest bezoscylacyjny.

Literatura cytowana w tekScie

1. M. C. Taseuenuan, H. H. Kracorckwuit, K 3adaue o cmabususayut mexanuvecxkoli cucmems:, TIpuK,
Mar. Mex., 1. 28, b. 5, 1964.

2. M. C. T'sseueman, O cmabususayun Hevcmoiuuserx d8udicenuti mexanuveckux cucmes, Ypux. Mar.
Mex., 1. 28, b. 3, 1964.

3. H. H. Kracoscxuit, O cmaburusayure neycmoiiuuans Osusceniii QOnOAHUINEABRUIMU CUAQMU NDU Jic-
noarnoi obpammoi censu, Ilpuk. Mar. Mex., 1. 27, b. 4, 1963.

4. E.T. AnspexT, O6 onmumansnoii cmabuausayuu Heauneiinoix cucmen, Ipux. Mar. Mex., T. 25, b. 5,

1961.

5. E. A, Tansneeun, H. H.-Keacoscknii, O cmabuauzayun Yemanosuswuxca 08usicenuil HeauHeinsx
ynpasanemtix cucmes, Ipux. Mar. Mex., 7. 27, b. 6, 1963.

6. JI. C. Ilouresrun, B.T'. Bonrsuckuii, P. B. TamxpEnmupae, E. &, Mmuwenko, Mamenamuueckan
meopus onnuiMaabHbrx npoyeccos, Pusmatruz, 1961.

7. H. RunND, The Hamilton-Jacobi theory in the calculus of variations, New York 1966.



ZASTOSOWANIE ROWNANIA HAMILTONA-JACOBIEGO 239

Peazwme

TIPUMEHEHUE YPABHEHWA TAMMIIBTOHA-AKOBM IJ1 CTABUIIHUI3ALIMU
MEXAHHMYECKHX CUCTEM

B pa6oTe AaH mMeToq cTafiaM3anHM MEXaHMUECKUX cucTem. MeTol 0CHOBaH Ha HCMONb3OBaHUU ypaB-
neauA Iamuiproda-SKoGHM U1l ONpEeNeNIeHHsT CHJI, TNPHJIOXKEHME KOTOPBLIX & cHcTeme obecneuuBaer
ACHMIITOTHYECKYIO CTACUIILHOCTE COCTOSIHMSA paBHoBecua. ITopGop sTux cun oOycIOBIIEH MUHUMAIM3a-
quefl 3aaHHOro (PYHKUMOHANA. Y CIIOBHA MUBMMANH3aUMH TIOJIYYEHbl H3 ypaBHeuuil Ditepa-Jlarpansxa.
OnucaHHblil METOM NIPUMEHEH B CJTYYae, KOrJa YCIIORHEM ONTHMAITH3ALUH SBNAETCS IPOH3BORHAN KHHE-
THUYECKOIT aHeprud cucrembl, Criocod BBIUMCIIEHHH HIUIIOCTPHPOBAH NPHMEPOM.

Summary

APPLICATION OF HAMILTON-JACOBI EQUATION FOR STABILIZATION OF MECHANICAL
SYSTEMS

The method of stabilization of mechanical systems is presented in the paper. The method consists
in using the Hamilton-Jacobi equation for the proper selection of such forces which, when applied to the
system, ensure the asymptotic stability of the equilibrium position. This selection follows from the mini-
malization condition of the given functional. The minimalization conditions are obtained from the Euler-
Lagrange equations. The method described is applied to the case when the optimization condition is the
derivative of the kinetic energy of the system. This procedure is explained in an example.

AKADEMIA GORNICZO-HUTNICZA
KRAKOW

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 lutego 1970 r. — powtdrnie dnia 25 listopada 1970 r.
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REOLOGICZNE, MECHANICZNE I OPTYCZNE WELASNOSCI POLIMETAKRYLANU METYLU
W WARUNKACH ZEOZONEJ HISTORII OBCIAZENIAY)

ANDRZE) D RESCHER, BOGDAN MICHALSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Materialy modelowe czule optycznie, stosowane w badaniach analizy naprezen, na-
leza do réznych grup stalych polimeréw wielkoczasteczkowych. Cechg charakterystyczna
polimerdw jest zalezno$¢ ich wlasnoséci mechanicznych od czasu. Przejawia si¢ to we wzro§-
cie odksztalcen przy stalym naprezeniun w probie pelzania, spadku naprgzen w prébie
relaksacji, jak réwniez zalezno$ci charakterystyki o = o(¢) od predkosci odksztalcenia.
Podobnie badania w warunkach zmian cyklicznych czy dynamicznych wykazuja efekty
op6znienia fazowego i lepkiego thumienia. Efekty te zaleza od wartoSci naprezen lub od-
ksztalcen, jak i temperatury.

W zakresie matych naprezen czy odksztalcer, kiedy zachowanie sie¢ polimerdw jest
liniowe, istnieje bogaty material doswiadczalny i dobrze opracowane teoretyczne podsta-
wy opisu. Znacznie mniej sa poznane efekty fizykalnie i geometrycznie nieliniowe. Tym
ostatnim efektom poéwieca sie obecnie coraz wiecej uwagi.

Lepkosprezystym, mechanicznym wlasnoéciom polimerdw towarzyszy zazwyczai za-
lezno$é ich cech optycznych od czasu. Ten ujemny efekt w badaniach modelowych stanu
naprezenia cial sprezystych jest zwykle omijany przez realizacje niewielkich wartoSci
naprezei w badanych modelach, kiedy wplyw czasu moze byé pominigty. Wzrost zaintere-
sowania mozliwos$cia wykorzystania materialéw czulych optycznie do badania rzeczy-
wistych materialdw poza zakresem sprezystym — przez wykonanie czulych optycznie
pokry¢ — jak i rozwéj badan na modelach ciat spr¢zysto-plastycznych (fotoplastycznosc),
czy lepkosprezystych, spowodowal konieczno$é¢ dokladniejszego poznania ich cech z uwz-
glednieniem wplywu czasu. Spoéréd wielu prac moZna tu wymieni¢ [1, 2, 3, 7, 11, 15,
17, 18, 21]. Przewage stanowia prace operujace podejéciem fenomenologicznym. Fizyczna
interpretacja zjawisk obserwowanych poza zakresem sprezystym nie jest dotychczas
calkowicie wyjaSniona. W analizie fenomenologicznej daja sie wyrdzni¢ dwie grupy opisu:

a) opis empiryczny,

b) opis oparty na pewnym modelu ciala, waznym dla dowolnego stanu odksztalcenia
czy napreZenia,

W niniejszej pracy podj¢to probe fenomenologicznego .opisu efektéw mechanicznych
i optycznych polimetakrylanu metylu (metaplex) poddanego dziataniu wysokich naprezeri.

) II pagroda na og6lnopolskim konkursie na prace do$wiadczalne z mechaniki, zorganizowanym
przez Oddziat Gliwicki PTMTS w 1970 r.

2 Mechanika Teoretyczna
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Rozwazania przeprowadzono w oparciu o badania do$wiadczalne jednoosiowego roz-
ciagania przy zadanej historii napr¢zenia — pelzaniu.

Badaniom cech mechanicznych polimetakrylanu metylu poéwigcone sg m.in. prace
[2, 8], a cech optycznych [2]. Prace te dotycza jednakze albo opisu empirycznego, albo
prostych programdéw obcigzen, czy tez niewielkich wartosci naprezen. Odnosi sie to takze
do wiekszosci badan przeprowadzonych na innych materialach czutych optycznie.

W niniejszej pracy zwrocono szczegdlna uwage na zbadanie wplywu zloZonej historii
obcigzenia i mozliwo$¢ opisania zaobserwowanych efektow w ramach ogdlnej koncepcji
zwigzkdéw lizycznych cial z pamigcia.

W pracy ograniczono si¢ do zagadnienia jednowymiarowego. Zaproponowane podejécie
moze by¢ jednak rozszerzone w dalszych pracach na stany ztozone.

Uzyty material — polimetakrylan metylu — nie jest stosowany na czule optycznie po-
krycia i modele pracujgce w zakresie plastycznym. Wydaje sie jednak, ze przeprowadzone
w pracy badania i sposdb ich analizy moga by¢ pomocne w badaniach takich materialéw
jak celuloid i zywice epoksydowe, pracujacych poza zakresem czysto sprezystym.

2. Opis do$wiadczen

Badania przeprowadzono na wycigtych z jednej plyty prébkach o ksztalcie «wiosetkay,
przy zachowaniu stalego kierunku wycinania probek. Diugo$é czeéci prostokatnej prébki
wynosita 120 mm, a jej przekrdj 10X S mm.

Badane prébki zostaly umieszczone w przestrzeni pomiarowej polaryskopu o rozpro-
szonym zrédle monochromatycznego §wiatla sodowego. Zadany program jednoosiowego
rozciagania realizowano za poSrednictwem ukladu dZwigniowego zapewniajacego plynne
przykladanie i zdejmowanie obciazenia. Badania przeprowadzono w temperaturze po-
kojowej.

Efekty mechaniczne — osiowe wydluzenie probek — mierzono za po$rednictwem eks-
tensometru zegarowego Schoppera o bazie pomiarowej 50 mm i dzialce elementarnej
1/100 mm. Efekty optyczne — dwdéjlomno$é wymuszong — mierzono prostopadle do
szerszego boku przekroju probki metoda kompensacji goniometrycznej Sénarmonta. Do-
kladnoéé tej metody szacowaé mozna na okolo 0,02 rzedu izochromy. Pierwszy pomuiar
efektu optycznego i wydluzenia prébki wykonywano po uplywie jednej minuty od zmiany
obciazZenia, a nastepne pomiary po uplywie 2, 5,15 i 30 minut oraz I, 2 i ewentualnie 4
godzin. Wszystkie badane probki wykazywaly nieznaczny, wstepny efekt optyczny okoto
0,2 rzgdu izochromy. Stwierdzono, ze kierunek odksztalcen wstepnych byt staly i réwno-
legly do podhuznej osi probek. Efekt ten uwzgledniono w pomiarach.

Doséwiadczenia wykonano dla zlozonych programéw obciazed obejmujacych pelzanie
aktywne przy stalym naprezeniu, pelzanie odwrotne po zdjeciu obciazenia i pelzanie do-
datkowe po ponownym przylozeniu obcigzenia. Wartosci zastosowanych naprezen oraz
czas ich trwania przedstawia rys. la i b. Maksymalny czas trwania doswiadczeni przy sta-
lym obciazeniu wynosit 240 min. Odciazenie wykonywano dla czaséw ¢; = 30,901 180 min.,
a ponowne obciazenie dla jednego czasu ¢, = 180 min.
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Zastosowane programy obciaZenia mozna podzieli¢ na trzy grupy opisane zaleznoécia-
mi:
(21a) 1. <0
2.1b) II. 7<0, o(n)=0; 0<7
2.1c) M. <0

, o(r)=0; >0, o(r) =0,

<ty, o(ry=o09; T>1, 0o(r)=0,
, o(m=0;, 0<t<t,, o) =0 H<TXI,,
o(t) =0, T>1t,, o0o(r)=0,.

Dla kazdej warto$ci naprezenia i jego historii zbadano 3 prébki.
Na rys. lc i d przedstawiono schematycznie ksztalt spodziewanych krzywych pelzania

a b

Go=450 kG/cm? o :
I 0=450kG
I 350 o =350 kB/em?

==~~~

1
0 80 240 t,min
t) ()

240 ¢ min 30

Rys. 1

mechanicznego oraz przyjete oznaczenia. Z rys. lc i d wynikaja nastgpujace zaleznosci:
(2.29) e(t—1,) = e()—elt—1,),
(2.2b) e (t—1) = €./ (t—1)—e&,.(t—1,).

Identyczne zwiazki zachodza dla efektu optycznego — rzedu izochromy — przy przy-
jeciu oznaczen n., n, 1 n,.

3. Wyniki badan i ich analiza

Zarejestrowane w trakcie do§wiadczen wartoéci wydhuzen osiowych i1 rzedu izochromy
pozwolity skonstruowa¢ odpowiednie krzywe pelzania mechanicznego i optycznego.

Na rys. 2 przedstawiono przykladowo krzywe mechanicznego pelzania aktywnego,
odwrotnego i dodatkowego w funkcji czasu dla warto$ci naprezenia o, = 350 kG/cm?.
Przedstawione na tym rysunku odksztalcenia obliczono jako nieskonczenie male, co jest
uzasadnione niewielka ich wartoécia. Podobna postaé krzywych uzyskano dla pozostalych

2*
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wartoéci napreZzenia. Z rys. 2 wynika, ze badany material wykazuje wyrazne efekty reolo-
giczne zaréwno podczas dzialania, jak i po zdjgciu obcigzenia. Istnienie wyraZznych wlasnos-
ci lepkich réznych gatunkdw PMM wykazano m.in. w [2], [8]. Wartoéci odksztalcen
dla czaséw t =s =1 min. mozna traktowaé jako natychmiastowe. Porownujac odksztal-
cenia odwracalne dla réznych czaséw odcigzenia mozna stwierdzi¢ ich wzrost ze wzrostem
czasu {,. Podobnie odksztalcenia dodatkowe sa tym wigksze, im diuzszy jest czas odcia-
zenia ¢, .

Analogiczne krzywe pelzania optycznego dla o, = 350 kG/cm? przedstawia rys. 3.
Rysunek ten dowodzi, ze efekty optyczne — dwdéjtomnod$é wymuszona — maja réwniez
charakter reologiczny. Jakosciowo sa one zupelnic podobne do efektéw mechanicznych.

Wyrazny reologiczny charakter cech mechanicznych i optycznych badanego polimeta-
krylanu metylu nasuwa podstawowe pytanie, czy efekty te mieszcza si¢ w ramach zwigzkéw
fizycznych liniowych wzgledem napreZenia. W odniesieniu do efektéw mechanicznych jest
to réwnoznaczne z pytaniem, czy moga byé one opisane zwigzkami liniowej lepkospre-
zystoséci. W przypadku pozytywnej odpowiedzi dobranie whasciwej postaci prawa fizyczne-
20 nie nastrecza trudnosci.

Zbadanie, czy zachowanie danego materialu odpowiada zachowaniu liniowego ma-
teriatlu lepkosprezystego najwygodniej jest przeprowadzi¢ w oparciu o zasade superpo-
zycji Boltzmanna, ktéra dla przypadku jednowymiarowego pelzania wyraza si¢ naste-
pujacym wzorem:

3.1 e(1) = [J(t—1)a(v)dv.
0

Zwiazek (3.1) jest zarazem jedna z réwnowaznych postaci prawa fizycznego liniowego
materialu lepkosprezystego. Wystepujaca pod calka funkcja J jest zwana funkcja pelzania
1 ma nastgpujaca postac

(.2) (1, o) &5 90)

Go
Dla liniowego materialu lepkosprezystego funkcja pelzania jest zalezna jedynie od czasu
1 reprezentuje wiasno$ci mechaniczne materialu. Funkcje pelzania mozna definiowad dla
dowolnego programu odcinkowo stalego naprezenia, tzn. dla odksztalcen aktywnych, od-
wrotnych i dodatkowych. W efekcie otrzymuje sie

d_cf gc(t’ UO) d_e('é‘,.(t*—fl > 00)

(33) Jc(t’ UO) U—O, Jr(t_tl) Oo) = T >
Ja(t—tz, 0_0) d=cf Ea(t_tZ, JO) ,
Oo

przy czym dla materiatu liniowego wszystkie te funkcje musza by¢ sobie réwne dla od-
powiednich czaséw ¢ =s gdzie s =t—t, lub s = t—1t,. Z powyZszego wynika, ze dla
sprawdzenia liniowoéci wystarczajace jest obliczenie odpowiednich funkcji pelzania i ich
wzajemne poréwnanie oraz stwierdzenie czy sa one niezaleZne od naprezenia.
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W przypadku analizy efektéw optycznych mozna zdefiniowaé analogiczne funkcje pet-
zania optycznego
ef H,(I—1,,
3.4 K.(2, 0p) & f‘ig’ﬁaﬂ, K (t—1,, 00) def u

Op 0o

det n(t—1,, 04)
Ki(t—t3, 00) = =2 2=
0

ktére dla liniowego zachowania si¢ winny by¢ sobie réwne i niezalezne od naprezenia.
Na rys. 4 przedstawiono funkcje mechanicznego pelzania aktywnego w zaleznosei od
czasu. Dla kazdego z przyloZonych naprezei otrzymano inng warto$¢ J., co $wiadczy

3 [1073cm?/k6]
2.5

10,0

Sy

(=]
n
(=1
(=1

250
t[min]

Rys. 4

o nieliniowos$ci cech mechanicznych materiatu w prébie aktywnego pelzania. Charakter
nieliniowos$ci przedstawia rys. 5, na ktérym wykre$lono zaleznos$¢ J. = J.(o,) dla kilku
czaséw t. Dla materialu liniowego przebieg zaleznosci powinien mieé¢ postaé prostych
réwnolegtych do osi . Nachylenie krzywych J,. = J.(o,) moze byé miara nicliniowosci.
Zalezno$¢ funkcji odwrotnego pelfzania J, od naprezen, dla dwéch czaséw odcigzenia
7, == 90 min. i 180 min. przedstawia rys. 6, na ktérym wykre$lono dla poréwnania funkcje
Je. Z rys. 6 widaé zalezno$¢ funkceji J, od naprezenia jak i jego historii —im diuzszy
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jest czas trwania obcigzenia tym funkcja J, osiaga wyzsze wartosci. Wartosci funkcji J,
sa takze wieksze od warto$ci funkeji J,.

Dla programu dodatkowego obciazenia funkcje dodatkowego pelzania J, w zaleznosci
od czasu § = I—1, przedstawia rys. 7. Na rys. 7 wida¢, ze funkcja J, osiaga rézne wartofci
dla réznych czaséw odciazenia t; i tego samego czasu dociazenia 7,. Rézni sig¢ ona takze
od funkeji J. 1 J..

Ke [40‘3 rz.iz.cm*/kG]

r
Kq ‘ |
{
‘ °
|
' o
75 ————— Z¥
L ]
-
I . ®
; o0
&
20‘30?
5,0 e —— | LY
L 2
& o Ke=Ke[Tc)
a
.'.Lj:l o KQ=KQ[JQJ
o Kr=Kp[J:]
25 5 75 10
& [1075cm¥/kG]
r
Ja
Rys. 11

Powyzsze fakty prowadza do wniosku, Ze wlasnoéci mechaniczne badanego polimeta-
krylanu metylu sa w zakresie zrealizowanych obciazen wyraznie nieliniowe. Nieliniowo$¢
jest zalezna od warto$ci naprezenia i jego historii.

Analogiczne wnioski mozna wyciagnaé rozpatrujac dwéjlomnosé wymuszong materiatu
w oparciu o przedstawiona na rys. 8 funkcje optycznego pelzania w zaleznoséci od czasu,
zaleznoéé K, = K, (0,) (rys. 9)i K. = K,(s), K, = K,(5) (rys. 10).

Poréwnujac efekty mechaniczne i optyczne dla réznych programdéw obciazen fatwo
zauwazy¢ catkowita jakosciowa ich zgodno$é. Na przyklad odksztalcenia odwracalne
i odwrotny efekt optyczny sg tym wigksze, im diuZszy jest czas trwania obciazenia. Nasu-
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wa to przypuszczenie, ze istnieje bezpodrednie sprzezenie pomigdzy tymi efektami. Dla
zbadania tego przypuszczenia przedstawiono na rys. 11 zalezno$é odpowiednich funkcji
pelzania mechanicznego i optycznego. Punkty na rys. 11, odpowiadajace parze funkcji,
uzyskano dla réznych naprezen i réznych czaséw nie zaznaczajgc wartoéci oy i # na ry-
sunku. Pomijajac pewien rozrzut wszystkie punkty ukladaja si¢ wzdiuz jednej prostej
przechodzace] przez poczatek ukiadu. Przyjmujac, ze rozrzut wynikéw spowodowany jest
jedynie niedokfadnoscia pomiaréw, lub pewnymi réznicami poszczegdlnych prébek, mozna
stwierdzié, ze pomigdzy odksztatceniami osiowymi a dwdjlomnoscia wymuszona istnieje
wprost proporcjonalna zalezno$¢. Identyczny wynik dla polimetakrylanu H 222 otrzymat
ABAaUD [2], w zakresie odksztalceni aktywnych do &, =~ 0,03, Nalezy zaznaczyé, ze wplyw
zmiany grubosci prébki na warto$¢ rzegdu izochromy mieéci si¢ w granicach doktadnosci
pomiardw.

Jezeli pomiedzy &, i n istnieje proporcjonalno$¢ dla dowolnej historii naprgzenia to
o zmianie dwdjlomnosci powinna decydowac jedynie deformacja ciata, tzn. w prébie relak-
sacji nie moze mie¢ miejsca zmiana rz¢du izochromy. Dla sprawdzenia tego wniosku wy-
konano proste badanie relaksacji zatrzymujac odksztalcenia w probie pelzania zaraz po
przylozeniu obeigzenia (4 = 1 min.), wywotujacego naprezenie o, = 400 kG/cm?2. Zaob-
serwowano minimalna zmiane rzedu izochromy, wynoszaca 2% dla odksztatcen okoto 0,017.
Wynik ten, aczkolwiek w badaniu nie rejestrowano naprezen, a wige relaksacji mechanicz-
nej, wydaje si¢ potwierdza¢ wniosek uzyskany z badan pelzania.

Nalezy ponadto zaznaczy¢, ze powyzsza analiza dotyczyla przypadku jednoosiowego
rozciagania pryzmatycznego preta, gdzie pordwnano efekt optyczny jedynie z odksztalce-
niami osiowymi. Nie zbadano wplywu odksztalcen poprzecznych, czy tez ogdinie pelnego
stanu deformacji ciata. Dla przypadku stalej wartoéci wspotezynnika Poissona odksztalce-
nia poprzeczne nie ingeruja jednakze jako$ciowo w przedstawiona na rys. 11 zalezno§¢.

4. Matematyczny opis zaobsexwowanych efektow

Z przedstawionej w p. 3 analizy rezultatéw badan wynika niemozliwoé¢ opisania
obserwowanych efektéw przez prawa fizyczne liniowe wzgledem naprezenia. Odnosi sig
to zaréwno do cech mechanicznych, jak 1 optycznych. Zaobserwowana proporcjonalnos¢
odksztalcen i rzedu izochromy pozwala jednakze na rozpatrzenie postaci prawa nielinio-
wego jedynie dla jednej z tych wielkosci; bedzie ono takie same i dla drugiej z doktaduoscia
do wspélczynnika proporcjonalnoscei. Ponizej ograniczymy si¢ do opisu cech mechanicz-
nych.

Zlozone, nieliniowe wiasnoéci mechaniczne stalych polimeréw w badaniach pelzania
stanowily przedmiot szeregu prac do$wiadczalnych i teoretycznych [4, 6, 9, 13, 22]. Za-
sadniczym ich celem bylo poznanie charakteru nieliniowo$ci oraz podanie zwiazku fizycz-
nego opisujacego zaobserwowane efekty. Opierajac si¢ na tych pracach, za najogdlniejsze
prawo fizyczne prostego materiatu lepkosprezystego Z pamiecia’’ mozna uzna¢, dla przy-

D Material prosty zdefiniowany jest jako material, dla ktorego tensor naprezenia Fi; w danej chwili ¢
axi(X, 7) (

2alezy jedynie od historii gradientu deformacji Fj; = X
Y

por. np. [16]).
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padku jednowymiarowego, nastgpujacy zwigzek:

4.1 £(t) = G[ﬁ’@][

dr

p do2)
dr
jest ciagly 1 liniowy otrzymujemy calkowa reprezentacj¢ Bolztmanna liniowego materialu
lepkosprezystego (3.1). Dla funkcjonalu ciaglego i nieliniowego GREEN i RivLIN [5] za-
proponowall nastgpujaca aproksymacje funkcjonatu G, bedaca nieskonczonym szeregiem

calek wielokrotnych

gdzie G jest funkcjonalem, predkoscig zmiany napre¢zenia. Jezeli funkcjonat G

{

42) ()= [Lu—T)o(t)dr,+ [ [ L(—1,1—v)6(r,) () dr, dTy+
Q 00

! {
T f } I{t—1,, -, t—1)o(Ty) ... 6(z)dry ... doi+ ...
6 0
Sens fizyczny wyrazenia (4.2) mozna wyrazi¢ nastgpujgco: kolejna przyczyna P;, wyste-
pujaca w chwili 4, zmienia efekt wywolany nastgpna przyczyna P, ; wystepujaca w chwili
t;, 1. Pierwsza calka okresla liniowy efekt dzialania przyrostéw naprezenia do(z;), druga
catka zloZzony efekt dziatania przyrostéw do(;) 1 do(z;,,), itd. Jadra calkowe J,, ..., J;
sa funkcjami materialowymi odpowiedniej liczby argumentéw ¢— 1;, nie posiadajg jed-
nakze w przeciwienstwie do reprezentacji liniowej zadnej interpretacji fizyczne;j.

Zwiazek (4.2) znalaz} szerokie zastosowanie w opisie nieliniowych cech lepkosprezy-
stych polimeréw, zaréwno dla przypadku jednowymiarowego, jak i zlozonego stanu na-
prezenia, kiedy postaé (4.2) jest znacznie bardziej skomplikowana (np. [10, 13]). Zainte-
resowanie tym opisem spowodowane jest mozliwos$cia ujecia dowolnie zloZzonych (cia-
glych) efektéw nieliniowych wzgledem wartosci naprezenia 1 jego historii. Poprzez odpo-
wiedni dobér liczby i rzedu wyrazéw mozna teoretycznie zawsze dostatecznie dobrze
opisaé¢ wyniki doswiadczen. Z drugiej jednakze strony przyj¢cie znacznej liczby wyrazéw,
zwlaszcza wyzszych rzedow, prowadzi do koniecznosci przeprowadzenia ogromnej liczby
zlozonych doswiadczen potrzebnych do wyznaczenia jader catkowych, liczby do$wiadczent
praktycznie niewykonalnej. LockerT [10] wykazal, ze dla przypadku przyjecia trzech
pierwszych wyrazéw (4.2) niezbedna jest liczba do$wiadczen 34-3n+1/2n2, gdzie n ozna-
cza liczbe chwil 7;, na ktérg podzielony jest interesujacy nas przedzial czasu t, dla kto-
rego poszukiwany jest opis zachowania sie badanego materiatu. W efekcie nie zostaly
dotychczas w peini wyznaczone funkcje materialowe dla zadnego z badanych polimeréw.
Badania ograniczaly si¢ do jakosciowej analizy mozliwosci zastosowania prawa (4.2)
dla réinych materialéw, lub wyznaczenia pewnych, szczegdlnych przekrojow hiperpo-
wierzchni 7;. .

Sytuacja ta spowodowala wzrost zainteresowania pewnymi aproksymacjami (4.2), ktére
ograniczyltyby liczbe niezbednych badan. Propozycje takie podali m.in. ONAT [14], Pre-
KIN i ROGERS [19], STAFFORD [20], DRESCHER i KwAszczyNskA [4]. Istotg tych aproksy-
macji jest albo rozdzielenie cech nieliniowych na pewne kombinacie cech liniowych, albo
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dobranie takiej postaci jader catkowych, by mozna je byto catkowicie wyznaczy¢ z kilku
podstawowych badan.

Ponizej rozpatrzymy mozliwos$¢ opisu zaobserwowanych mechanicznych efektéw w ra-
mach ostatniego sposobu aproksymacji reprezentacji (4.2).

Rozwazmy najprostszy program dos$wiadczalny okres$lony zwigzkami (2.1a). Calkujac
(4.2) przez czgéci otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie na odksztatcenie aktywne

4.3) ec(t, 00) =T (Doo+Ta(t, )+ ... +J(r, .., Db+ ...,

skad dzielac przez g, otrzymujemy
1, B
(4.4) ff(dka") = J.(t, 60) = T (T2t oot oo Ti(ly ooy D)ol ..
(4]

Lewa strona (4.4) okres$la funkcj¢ pelzania aktywnego zdefiniowana w p. 3. Z (4.4) wy-
nika, ze przy przyjeciu okreslonej liczby wyrazéw (4.2), funkcja pefzania aktywnego wy-
nikajaca z reprezentacji (4.2) ma wzgledem napre¢zenia postaé paraboli n-tego stopnia.
Z zaleznoéci (4.4) mozna ponadto wyznaczyé postaé¢ funkcji materiatlowych J; dla réw-
nych argumentéw ¢— t;; funkcja J, jest wyznaczona catkowicie. Okre$lenie funkcji mate-
rialowych dla nieréwnych argumentdéw ¢—t7; wymaga, jak wspomniano, innych badan
o zloZzonym programie obcigzenia.

Zalézmy za [20], ze jadra wyZszych rzedéw mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu
funkcji jednej zmiennej

(4.5) Jt—t s t—1) =L, (t— 1) L({—7T2) ... Li{t— 7).
Z warunku symetrii /; wzgledem argumentéw wynika, ze
(4.6) Jl(t—"lfl, vy t—'L',') :L(t—'[)i,

co oznacza, 2¢ kazde jadro catkowe J; jest funkeja tylko jednej zmiennej. Po uwzglednie-
niu (4.6) reprezentacja (4.2) bedzie miata nast¢pujaca postad:

@7 &)= [T (t~s@dr+] [ L0~ De(@)de] + . + [[ Le—Do@dd]+ ...
0 0 [}

W efekcie zaloZzenia (4.5) do wyznaczenia funkcji materialowych L; wystarcza program
doé$wiadczalny (2.1a), dla ktdrego z (4.7) otrzymuje sie

(4.8) J(t, 00) =T, ()+Ly(1) 00+ ... +L(tYob + ...

Opierajac sie na doswiadczalnej zaleznosci J, = J.(0,) moina okreslié wiasciwg liczbe
i rzad wyrazéw (4.7) dajacych zadane przyblizenie wynikéw badan.

Z powyzszego wynika, Ze przy zaloZeniu do opisu dowolnego materialu prawa fizycz-
nego (4.7) jego wlasnosci dla dowolnego programu obciaZenia sa z géry calkowicie okreslo-
ne zwiazkiem (4.7) i wartosciami funkcji materiatowych L; wyznaczonych z podstawowego
programu badan. Zalozenie (4.5) nie pozwala zatem na uwzglednienie efektéw pojawiaja-
cych si¢ w coraz to bardziej zlozonych programach badar. Jest to podstawowe ogranicze-
nie powysszej aproksymacji ogélnego prawa fizycznego (4.2). Zwiazek (4.7) jest jednakze
zwiazkiem nieliniowym zardwno wzgledem wartosci naprezenia, jak i jego historii. Mozna
zatem przypuszczaé, Ze opisuje on, przynajmniej jakosciowo, szereg efektéw obserwowa-
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nych dos$wiadczalnie. Zagadnienie to rozpatrzymy ponizej po uprzedniej iloéciowe]j ana-
lizie (4.7) dla zrealizowanego programu badan (2.1a).

Opierajac si¢ na wynikach badafi przedstawiajacych zaleznoéé J, = J,.(gy), (rys. 5),

mozna zauwazy¢, ze nieliniowo$¢ wzrasta gwaltownie dla wiekszych wartoéci naprezen.
Dla naprezen nizszych od zrealizowanych (o, < 200 kG/cm?) nalezy spodziewad sie za-
chowania materialu prawie liniowego. Dla takiego przebiegu zaleznosci J, = J.(0,) wie~
lomian (4.8) bedzie musiat zawiera¢ szereg wyrazoéw bardzo wysokiego rzgdu. Celem obni-
Zzenia rzedu wyrazéw wprowadzimy dodatkowa aproksymacj¢ opisu, zaproponowang
w pracy [4]. Aproksymacja ta zaklada mozliwoéé rozdzielenia zachowania si¢ materiatu
na obszar liniowy i nieliniowy. Granica obu obszardw jest pewna warto$¢ napreZenia
o(t) = o* niezalezna od historii napreZenia i spelniajaca rolg stalej materiatowej. Na wy-
kresie J, = J.(0,) odpowiada to poziomemu przebiegowi krzywych J. od oo =0 do
oo = 0¥,
Zachowanie sie materialu w obszarze liniowym o(t) < o*, okreslone jest liniowa repre-
zentacja Boltzmanna (3.1). W obszarze nieliniowym zaklada si¢ superpozycje odksztalcen
liniowych wynikajacych z historii catkowitego naprezenia o(7) i odksztalcen nieliniowych
okreslonych zwiazkiem typu (4.2) dla historii nadwyzki naprezenia o(z)" = o(z)—o™*.
Prowadzi to do zwigzku

49)  e(t) = [J(t—ve@dr+ [ [ Kalt—1y, t—12)6"(x,)& (1) d7, dry+
0 00

t t

tot [ [ Kl—ys s =10 (1) oo & (T Ty o dih
4] V]

Uwzgledniajac oba zalozenia upraszczajace (4.5) i (4.9), otrzymamy nastepujacy propono-
wany zwiazek fizyczny wazny dla obszaru nieliniowego:

(4.10) 8([)=f]l(t—r)é'a(r)dr—i—[sz(t_T)d,(T)dT]z_l_
0 0

o+ [ L= & @as] + ..,
0

gdzie funkcje L; maja inne warto$ci od wystepujacych w wyrazeniu (4.7).

Liczbe i rzad wyrazéw (4.10) okreSlono w oparciu o przedstawione na rys. 5 wyniki
badan programu (2.1a), dla ktérego odksztalcenia aktywne i funkcja pelzania aktywnego
wynikajace z (4.10) maja nastepujaca postac:

4.11) e(t, 0o) "—"Jl(t)00+L2(t)2062+ ‘|‘LN(t)i06i
72 1i

(4.12) J1.(t, 0o) =J1(t)—|—L2(t)2i;°——|— e L) Z° +o.
0 4]

Przyjeto, ze wystarczajace przyblizenie krzywych do$wiadczalnych daje nastgpujaca postaé
(4.10):

@13) &)= [L(t—vs@drt | [ L—D)§ @] +[ [ Lt—ns ],
] V] 0
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przy zaloZeniu o* = 150 kG/cm?. W tablicy 1 przedstawiono liczbowe wartosci funkeji

materialowych, a na rys. 12 poréwnanie punktéw do$wiadczalnych z przebiegiem teore-
tycznym.

e [1075cm? k6]

125
/o =240’
100
t=120'
Krzywa teorelyczna / t=60'
75 /
Punkt dodwiadczainy /
|
; t=15'
50 =
: ! 1
2‘50 s 200 ' 400 600
6o [KG/em?)
Rys. 12
Tablica 1
Imin Jy  10°em? kG L, - 10*cm?/kG L; - 10%cm?/kG
1 3,55 2,0 0,78
15 3,88 2,53 1,15
60 4,10 2,73 1,35
90 4.19 2,91 1,40
120 4,25 3,03 1,43
150 4,27 3,08 1,45
240 4,35 3,42 1,49

Przed ilosciowym poréwnaniem wartodci odksztalcenn wynikajacych z (4.13) z wynika-
mi doswiadczen dla ziozonych programéw (2.1b) i (2.1¢) zbadamy jakoéciowe cechy pro-
ponowanego opisu. Jako pierwsze zagadnienie przeanalizujemy wzajemny stosunek od-
ksztalcent aktywnych i odwracalnych. Z (4.13) dla (2.1b), po wykorzystaniu (4.11) w mys$l
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(2.2a), odksztalcenia odwracalne wyraza si¢ nastepujacym zwigzkiem:
(4.14) &t 1y, 00) =T (t—11) 0o+ Ly (t)* 00> + Ls(2)*06°
— [Ly ()= Ly (t—1 )06’ — [Ls(t)— Ls(t—t)° 05’
Wyrazenie (4.14) mozna zapisaé, oznaczajac f—¢; = 5, W postaci
(4.15)  &.(s, t1, 00) = J((5) 0o+ La(5)* 00> +Ls(5)° 06’ +2La(s) X
X [La(s-+t1)— Ly(5)]06®> +5Ls(s+#,) Ls(s) {[Ls(s+21)— Ls(s,)* +
+Ls(s+11) Ls(s)[Ls(s+¢1)—Ls(5)]} 00°.
Wykorzystujac (4.11) otrzymamy
(4.16)  &.(s, t1, 0o)—&c(s, 0o) = 2Ly(8)[Lo(s+11)— La(s)] o0
+5Ls(s+1;) Ls(s){[Ls(s+1,)—Ls ()PP +
+Ls(s+1,) Ls(s){Ls(s+11)—Ls(s)]} 00’
Rdéwnanie (4.16) okresla roznicg pomiedzy odksztalceniami odwracalnymi dla czasu
s == t—1t,, i odksztalceniami aktywnymi dla czasu ¢ =s. JeZeli funkcje L,(f) 1 Ls(t) sa
dodatnie monotonicznie rosnace, co jest spetnione dla analizowanych wynikéw doswiad-
czalnych, to prawa strona (4.16) jest zawsze dodatnia. Oznacza to, Ze przewidziane przez
(4.13) odksztalcenia odwracalne sa wigksze od odksztalceft aktywnych dla ¢ = s. Ponadto
dla s == const réznica &,—e, rodnie ze wzrostem ¢, . Wynika stad, ze zwiagzek (4.13) opisuje

jakoséciowo obserwowane doswiadczalnie efekty. Mozna wykazaé, ze identyczne jako$ciowo
wnioski otrzymuje si¢ dla dowolnej liczby i rzedu wyrazéw (4.10).

W podobny sposéb mozna poréwnaé odksztalcenia dodatkowe i aktywne dla progra-
mu (2.1¢c). Z (4.13) wykorzystujac (2.2b), (4.11) i oznaczajac t—1t, = s otrzymuje si¢
(4.17)  eu(s, ty, ta, G0)—&(5, 00) =2L4(5)[Lay(s+1,)—La(s+1,—1))] 00

+5Ls(s)[Ls(s+t)— Ls(s+1,—1 )] {[Ls(s+22)—Ls(s+12—1)]* +
+2L5(s)[Ls(s+t2)—Ls(s+t,—1,)]*+2Ls(s)* X
X [Ls(s+13)—Ls(s+13—1,)]+Ls(s)*} 05’
Przy tych samych warunkach na funkcie L,(¢) i Ls(¢) jak powyzej odksztalcenia dodatko-

we sa wigksze od aktywnych. Dla #, = const i s = const réZnica g,— &, ro§nie ze wzrostem
t,. Odpowiada to wlasnosciom badanego materialu.

Jako ostatnie zagadnienie rozpatrzymy program dodatkowego obciaZenia opisany
zwiazkami

4.18) <0, o(x)=0; O0<t<{, o@r)=0 T>t, 0(7)=a0,.
Program ten, cho¢ nie zrealizowany w omawianych do$wiadczeniach, jest czesto stosowa-
ny w badaniach cech lepkosprezystych polimeréw (np. [4, 9, 22]). Z (4.13) dla (4.18)
po wykorzystaniu (4.11) i oznaczeniu f—¢, =5 otrzymuje si¢ nastepujace wyrazenie na
roznicg odksztalcen dodatkowych i aktywnych:
(4.19) &4(s, 1y, 00)—e.(s, 00) = (a—2)J, () 0o+ L,(s) 0o [2(@— 1) Lo(s+11)os+
+a(a—2)Ly(s)ao]+5(a—1)Ls(s) Ls(s+1,)00 00 [ Ls(s+1,)%06° +
+2(a—1) Ls(s) Ls(s+1,)%06* 60 +2(a—1)*Ls(s)*Ls(s+1,) 0605+
+(a—1)*Ls(s)03]+ [(a—1)°—11Ls(s) 03.
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Z (4.19) wynika, ze znak réznicy ¢,—eé. jest zalezny od warto$ci a. Mozna jednakze oceni¢,
jak dla dowolnego a = const i s = const zmienia si¢ ¢,— &, wraz ze wzrostem ¢,. Z (4.19)
widaé, ze dla wzrastajacego ¢, wzrasta réwniez e,— &, tzn. odksztalcenia dodatkowe zwiek-
szaja si¢. Wniosek ten jest tym istotny, Ze dla szeregu materialéw obserwuje si¢ dla pro-
gramu (4.18) malenie odksztalcen dodatkowych, («umocnienie» materiatu) ze wzrostem
czasu dociazenia, przy réwnoczesnym zwigkszaniu si¢ odksztalce odwracalnych dla pro-
gramu (2.1b) ze wzrostem czasu odcigzenia (4.9). Zwiazek (4.13) lub ogdlnie (4.10), nie
moze zatem opisaé efektow obserwowanych przy dociazeniu takich materiatéw, jezeli
funkcje L;(¢) sa dodatnie i monotonicznie rosnace.

Tlo$ciowe poréwnanie odksztalcen odwrotnych dla programu (2.1b) i odksztatcerr do-
datkowych dla programu (2.1¢) wynikajacych ze zwiazku (4.13) z wynikami do§wiadczer
przedstawiaja rysunki 13 i 14. Na rys. 13 poréwnano funkcje odwrotnego pelzania J, =

Ja[107%cm?k6] -
7

9,107 5cm¥/k6]
100 T
Punkty doswiadczalne
. t,=180’
o 't1 - QU ! & P ~
=90’ t,=180"
Krzywe teorelyczne o 14=90, t,=180
——— §=60’ é
%5 5710 14=30", t,=180'
5 =
“\ Krzywa. teoretyczna
50
4
—‘J - .
p—— Punkty do$wiadczalne
L4 11=90', tz"”BUI
o t1=30', t2=’1801
2,50 200 4zw 30 5 0
0y [kG/em?] $[min]
Rys. 13 Rys. 14

= J,(0p), a na rys. 14 funkcje J, =J,(s). Z rysunkéw tych widaé, Zze dla procesu odwrot-
nego pelzania istnieje bardzo dobra zgodnoéé. W przypadku pelzania dodatkowego ob-
serwuje si¢ pewna niezgodnoéé. Wyniki do§wiadczen lezg powyzej wartosci przewidywa-

nych przez (4.13); réznice sa tym wieksze im diuzszy jest czas odcigZenia, nie przekraczaja
jednakze 15%.

5. Uwagi koficowe

Opierajac sig na poréwnaniu zaproponowanego w p. 4 opisu fenomenologicznego cech
mechanicznych polimetakrylanu metylu z wynikami doé$wiadczen mozna przyjaé zada-

3 Mechanika Teoretyczna
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walajaca jego zgodnos¢ w zakresie zrealizowanych programéw. Dla innych, bardziej zlo-
zonych programdw obciazenia, mogg jednakze pojawic si¢ efekty jakosciowo lub iloscio-
wo niezgodne ze zwiazkiem (4.13), [por. uwagg o programie (4.18)].

Nalezy tu podkreslié, ze przyjeta aproksymacja (4.5) ogdlnego prawa (4.2) jest jedynie
jedna z mozliwych aproksymacji. W pracy [20] pokazano inne mozliwosci, réwniez po-
zwalajace na wyznaczenie funkcji materialowych z najprostszego programu badaf (2.1a);
réznice pojawiaja si¢ przy programach zlozonych. Przyjeta aproksymacja jest z nich jed-
nakze najogdlniejsza — wilasnosdei materialu zalezg nieliniowo od wartosci 1 historii na-
prezenia. Wybdr wiladciwego opisu, jak i ilosci jego wyrazow (efekty wyzszych rzedéw),
zalezy od zadanej dokladnosci, przedzialu czasu, wartosci 1 historii naprezenia.

Zaktadajac stusznos$¢ szczegdlnej, wprost proporcjonalnej, zaleznosci dwdjtomnosci od
odksztatcen osiowych bez wzgledu na histori¢ i warto$¢ naprezenia prawo fizyczne wiazace
cechy optyczne i mechaniczne bedzie mialo identyczng postaé z (4.13), po zastapieniu
w nim odksztalcenia przez rzad izochromy. W miejsce mechanicznych funkcji materiato-
wych J1 L wchodzi¢ beda funkeje optyczne, liczbowo identyczne z dok}adnoscia do wspot-

czynnika proporcjonalnoscia = % Otwarte pozostaje jednak zagadnienie postaci pra-
wa dla zloZzonego stanu deformacji; wymagane sg tu dodatkowe badania.

Podobne jakoS§ciowo wyniki — liniowa proporcjonalnoéé dwéptomnosei 1 odksztalcen
osiowych przy pelzaniu — uzyskatl takze AMBa-Rao [1] dla Catalinu 800 i CR-39.

Rozpatrujac otrzymane wyniki z punktu widzenia zastosowania ich w badaniach modeli
ciat sprezystych jako pierwszy wniosek nalezy stwierdzi€, Zze polimetakrylan metylu dla
naprezein powyzej okolo 150 kG/cm? wykazuje wyrazne nieliniowe cechy mechaniczne
i optyczne. Dla mniejszych naprezen jego zachowanie jest, jak zbadano w pracach [2, 8],
liniowe, jednakze réwniez zalezne od czasu. Wobec lagodnego przejécia z zakresu linio-
wego do nieliniowego doktadne ustalenie granicy obszardw jest praktycznie niemozliwe.
Powstaje takze pytanie, czy polimetakrylan metylu posiada obszar zachowania czysto
sprezystego. Oznacza to, ze stosowanie tego materiatu w badaniach modelowych wymaga
uwzglednienia efektow czasowych, co nie zawsze jest brane pod uwage. W badaniach
elastooptycznych wystepuje tendencja stosowania stosunkowo duzych naprezen w mode-
lach wykonanych z materialéw posiadajacych na ogét cechy reologiczne. Odnosi sig to
takze do zastosowania polimetakrylanu metylu na modele badane tensometrycznie lub
metoda siatek w zastgpstwie rzeczywistych materialow sprezystych jak np. stali.

Przeniesienie wynikéw pomiaréw odksztalcen z modeli lepkosprezystych na spreZyste,
jak i wynikéw pomiaru dwojlomnosei, wymaga spelnienia szeregu postulatéw odnosnie
cech materiaty modelowego i warunkéw brzegowych zadania. Opierajac si¢ na pracach
[11, 21] mozna w skrécie podaé, ze dla materialéw liniowo lepkosprezystych [mechanicznie
i optycznie] sciste przeniesienie wynikéw jest mozliwe, jezeli materiat lepkospreZysty
i sprezysty sa niesciSliwe. Przy spelnieniu tego warunku odksztalcenia czy dwéjlomnosé
sa w kazdej chwili proporcjonalne do wartosci dla ciala sprezystego, jezeli warunki brze-
gowe mozna przedstawié¢ w postaci iloczynowej: u;(x, £) = Ui(x)g(), t:(x, 1) = T:{(x)f(?)
tzo. w postaci iloczynu funkceji miejsca 1 funkeji czasu (por. analogi¢ sprezysto-lepkospre-
zysta Alfreya (np. [12]). Dla warunkéw brzegowych w innej postaci, ale dla materiatu
nie wykazujacego nieustalonego plyniecia lepkiego (brak trwalych odksztalcen zaleznych
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od czasu) mozna wykorzysta¢ wartosci asymptotyczne (dla 7 — o), ktdre sg niezalezne
od wezesniejszych historii naprezenia czy odksztalcenia.

W przypadku materialéw nieliniowo lepkosprezystych zagadnienie to jest znacznie
bardziej zfozone i nadal otwarte. Wydaje sig jednak, ze dla pewnych materiatéw, dla ktd-
rych wartosci asymptotyczne sa skofczone i niezalezne od historii naprezenia istnieje
mozliwo$¢ ich wykorzystania do modelowania cial nieliniowo sprezystych. Nalezy tu za-
znaczy¢, ze takie zachowanie przewiduje zwigzek (4.13), jezeli funkcje J i L maja poziome
asymptomy. Ceche te posiada takze ogéine prawo (4.2), jezeli kazde z jader calkowych
ma dla kazdego argumentu skoriczong granicg dla t — oo.

Zaobserwowana proporcjonalmos¢ dwdéjtomnosci i odksztalceri osiowych w polimeta-
krylanie metylu sugeruje mozliwo$¢ wykorzystania pomiaréw wzglednego opdznienia do
okredlenia odksztalcen modelu np. w zastgpstwie metody siatek. Konieczne jest tu jednak-
7e wyjasnienie wplywu odksztalcen poprzecznych. Interesujace jest takze zbadanie postaci
zaleznos$ci n = n(¢) dla réznych diugosci swiatla. '
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Pesmome

PEOJIOTMUYECKUE MEXAHUYECKUE M OIITUUECKHE CBOKCTBA ITIOJIMMETUII-
~-METAKPUJIJIATA B YCJHIOBUAX CJIOXXHOM F.CTOPHMM HATPYXKEHM S

B paBore npeacTaniieHbl MCCIIENOBAHMS BIVSHHS HCTOPHM HarPY3KH Ha ONTHUECKHE H MEXaHHYECKHE
CBOMCTBA NoNuMeTHIMeTaKpHIIaTa, MccnenoBanus GblIM NPOBEAEHEI NPH PA3IHMYHBIX IPOrpamMMax Ha-
TPYYKEHHsA TPH KOMHATHONM TEMIEPATYPEe M COCTOSJIM B ONpeAeNIEHHHM aKTHBHOH IOJN3Yy4ecTH MaTepHasa
o BIUABHEM NOCTOSTHHO HarpysKu paamllmox“( BEJHYMHBI, OﬁpaTHOﬁ NOJIZYYECTH NOCJIE PA3rPYrKEHUA
H J0GaBouYHON NoJjsyuectH. Pe3ynpTaThl OGCYM(AEHBI € TOUKH 3PEHUA JIMHEHHOCTH OCHAPYIM(EHHLIX
athbheKTOB, B CMBLICIE YAOBJIETBOPEHHA NpUHHUMNY cynepno3uuuy Bonsumanna, Iposepka ocynuecrsisi-
nack depes (PYHKILHIO [OJN3YUYeCTH.

AHaNH3 pe3ynsTaTOB UCCJIENOBAHUI NOKa3aJl, YTO MaTepHasl UMEET CHJIBHO HEJIMHEHHYIO XapaKTepu-
CTHKY, TAK C TOYKH 3PEHHS ONTHUECKHX, KaK M MexaHHYeckHx cBoHCcTB. HenmumneliHOCTh XapaKTePHCTHIH
MaTepuana yBeJHMUHBAETCA C POCTOM HArPy30K ¥ YBEJIMUEHHEM NPOAOJDKHUTESBHOCTH BPEMEHH NEHCTBHA
Harpysxy. Pe3yneTaThl HCIBLITAHMIA IOKA3BIBAIOT, YTO C YAOBJIETBOPHTENEHOH TOUHOCTEIO MOYKHO IPHHATH
CyINECTBOBaHMEe ONHOZHAUHON NPAMO MPOMOPLIMOHANLHON 3aBUCHMOCTH MEXKAY (DYHKUMSMH OITFHUECKOH
¥ MEXaHHUECKOH NON3yuecTy. DTO 03HAYAET, UTO ONTHUECKUE 3(hheKThI 3aBHCAT TONBKO OT Aechopmariuii.

Bropast yacte paGoThl NOCBAILNEHA MATEMATHUYECKOMY ONMMCAHKIO CBOMCTB MATEpHANa, OCHOBAHHOMY
Ha INPUMEHEHMH MHTErpANkHOro npejcrasienust I'puna-Pusnuna. B paGoTe npepnoykena anmpoxcuma-
THs OMMMCAHMA, 3AKJIOYAOLIAACA B noxGope Tako# (hopmMbl MHTErPAJIEHBIX SIfiep, KOTOpasi obecreunBacT
HX ONPCIAeNMMOCT, U3 HEGOJBIIOr0 UHC/IA OCHOBHBIX ONBbITOR. BTopast anmpoxcumanus, mpeiyiorKeHHas
ABTOPAMN, 3aKJIOYAETCA B Pa3HENEHMH I[OBENEHMS MaTepHayia Ha JIHHEHHYIO M HeJMHEeNHYIo 06JacTh.
OnpenxeneHbl UMCIIEHHBIE 3HAYCHMA (DYHKUMH MaTepHanos.

Summary

RHEOLOGICAL MECHANICAL AND OPTICAL PROPERTIES OF A POLYMETHYL-
-METACRYLATE UNDER CONDITIONS OF COMPLEX LOADING HISTORY

The paper delas with the experimental investigations of the influence of the history of loading on the
mechanical and optical propertics of poly-methylmetacrylate under uni-axial tension. The investigations
were carried out for various loading programmes at room temperature and embraced active creep at various
load levels, recovery creep after unloading and additional creep. Test results have been analyzed from the
point of view of linearity of observed effects in the sense of fulfilment of the Boltzmann superposition
principle.

Analysis of the test results proves that the material under consideration is strongly non-linear both
with respect to the optical and the mechanical properties, the degree of non-linearity being greater for
higher load values and longer duration of the load application. Comparison of the functions of optical
and mechanical creep seems to indicate that a proportional relationship exists between the function of
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optical creep and the function of mechanical creep. This means that the optical cffects depend on the de-
formation only.

The second part of the paper includes the mathematical description of the non-linear properties of
material based on the application of the Green-Rivlin integral representation. An approximate description
has been suggested consisting in the selection of such form of the integral kernels that they could be comp-
letely determined from several basic investigations. An additional approximation has also been used con-
sisting in the separation of the behaviour of material into linear and non-linear region. Numerical values
of the material functions have been calculated.
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ZAL EZNOSC MAKSYMALNEJ SILY UDERZENIA OD WSPORCZYNNIKA RESTYTUCJI
RyszarD GRYBOS (GLIWICE)
1. Wstep

Podczas zderzenia dwoch cial statych powstaje sita wzajemnego oddzialywania, zwana
sitag uderzenia. Jest ona wypadkowa lokalnych naprezen normalnych, jakie powstaja na
powierzchni styku cial. Obszary otaczajace te powierzchnie stajg sig Zrodlem intensywne
fali naprezen, ktéra rozprzestrzenia si¢ po catej objetosci cial. Gdy fala ta dotrze do po-
wierzchni granicznych ulega wielokrotnym odbiciom. Procesom tym towarzyszy dysy-
pacja energii i «rozmywanie» czota fali naprezen.

Dlatego w teoretycznym ujeciu procesu zderzenia wyodrebniamy odksztalcenia lokalne,
ktére powstaja w obszarze bliskim miejsca styku, oraz odksztalcenia ogdlne, ktére sa
zwiazane z drganiami wiasnymi cial sprezystych.

W klasycznej teorii uderzenia nie operuje si¢ zasadniczo pojg¢ciem sity uderzenia, a jedy-
nie jej impulsem. Wykorzystujac zasady zmiennosci oraz zachowania pedu, wzupelnione
dodatkowo hipoteza odnoénie restytucji impulsu w fazie odcigzania, mozemy ta droga
okresli¢ jedynie predkosci ciat po zderzeniu oraz warto$¢ impulsu uderzenia.

Jednakze klasyczna teoria uderzenia nie daje zadnej informacji odnosnie sity uderzenia.
Tymczasem ta wiadnie wielko$¢ z oczywistych powoddw stanowi punkt wyjscia we wszel-
kich obliczeniach wytrzymato$ciowych elementéw, ktére poddane sg obcigZzeniom uda-
rowyim.

Wprowadzony przez Newtona do teorii uderzenia wspotczynnik restytucji R(0 <CR << 1)
charakteryzuje stopief sprezystosci zderzenia; gdy R = 0 méwimy, ze uderzenie jest pla-
styczne, dla R = 1 — sprezyste, za$ przy wartosciach posrednich wystepuje uderzenie spre-
zysto-plastyczne lub niesprezyste. Nalezy jednak stwierdzi¢, iz s to okredlenia tylko
umowre.

Aby wyjasnié te kwestie zauwazymy, ze zgodnie z twierdzeniem Carnota, wspotczynnik
restytucji jest miarg straty energii kinetycznej (AT) cial bioracych udzial w zderzeniu.
Mianowicie, jezeli dwa ciala o masach m,, m, zderzaja sie z predkoécia wzgledna v, =
=9,—v,, to wowczas

(1.1) AT = T— T'=%(1—R2)m,vf,
gdzie
s
T m1+n12 ’

T, T’ — energia kinetyczna ciat przed i po zderzeniu.



264 R. Grypos

Ale energia AT zostaje zamieniona w sposéb nieodwracalny zaréwno na pracg lokal-
nych odksztalcef plastycznych (L), jak i w energi¢ drgan sprezystych (E,), czyli energie
odksztalcen ogdlnych.

W zaleznosci od uksztaltowania powierzchni ciat w miejscu zderzenia, jak i w zalez-
nosci od ogdlnej konfiguracji cial (pret, belka, plyta, ciato kuliste itd.), wielkodci L, i E;
moga mie¢ rozmaity udzial w ubytku energii A7. Wiadomo np., ze przy zderzeniu cial
o budowie zwarte] znikomo mala cze$¢ energii zderzenia zostaje zwiazana w postaci
energii drgad. W tym przypadku warto$¢ R =~ 0 bedzie §wiadczy¢ o tym, Ze prawie cata
energia AT zostala zamieniona na pracg odksztalcen plastycznych, a wigc okre$lenie
«uderzenie plastyczne» odzwierciedla tu faktyczny stan rzeczy.

Nieco odmienna sytuacja wystepuje przy kolinearnym zderzeniu dwdch pretow pro-
stych. W tym przypadku stosunek energii E,;/47 moze przyjmowaé dowolne wartosci
z przedzialu (0; 1) i to samo moZna powiedzie¢ o wspdiczynniku restytucji. W szczegdl-
noéci oznacza to, iz moze by¢ R <€ 1 mimo iz Z2aden pret nie doznat w ogdle odksztalcen
plastycznych.

Wspdlczynnik restytucji, jako wielko§¢ wyznaczona doswiadczalnie, ujmuje facznie
obie wspomniane straty. Wyznaczanie tego wspoiczynnika nie nastrecza na ogdt trudnosdci
pomiarowych, dzieki czemu dysponujemy dzi§ w tym zakresie do$¢ bogatym materiatem
doswiadczalnym. Jednakze wspommiany brak klasycznej teorii uderzenia, polegajacy na
niemoznosci obliczenia sily uderzenia sprawia, iz znajomo$é wspélczynnika restytucji
nie zaspokaja jeszcze w pelni potrzeb projektanta w przedmiocie danych wyjéciowych,
niezbednych do obliczenn wytrzymalo§ciowych. Bezpoéredni za§ pomiar sily uderzenia
jest wprawdzie mozliwy, jednakze wiaze sig z konieczno$cia uzycia specjalnych czujnikéw
i skomplikowanej aparatury elektronicznej, a poza tym mozliwy jest do przeprowadzenia
na juz istniejacym obiekcie lub modelu.

Z tych wzgledéw niewatpliwie celowa wydaje sie préba powiazania wspéiczynnika
restytucji z maksymalng sita vderzenia P,. Ustalenie takiego zwigzku daloby projektan-
tom wygodne narzedzie do obliczenia tak waznej wielko$ci wyjsciowej,' jaka jest sita P,

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie wzoréw umozliwiajacych obliczenie maksy-
malnej sity uderzenia, gdy znany jest wspSiczynnik restytucji oraz niektdre inne wielkoSci
dajace sie fatwo zmierzy¢, jak predkosci odbicia i trwale odksztalcenie lokalne.

Wyprowadzimy takZe wzoér na dlugotrwalo$¢ uderzenia sprezysto-plastycznego. Cel
ten osiagniemy na drodze ¢lementarnych rozwazan matematycznych w oparciu o niektére
wyniki lokalnej teorii uderzenia sprezysto-plastycznego [1, 2].

W toku dalszych rozwazan bedziemy postugiwaé si¢ m.in. modelem tzw. ciala guasi-
sztywnego. Jest to cialo, ktdre pod dzialaniem zewngtrznych sit skupionych doznaje wy-
lacznie odksztalceni lokalnych. Poza tym okreélenie to nie precyzuje charakteru tych od-
ksztalcen, ktére moga by¢ wylacznie sprezyste lub sprezysto-plastyczne. Modelem ciala
quasi-sztywnego postugiwat si¢ Hertz proponujac teori¢ zderzenia, w ktérej wykorzystat
wyniki swej statycznej teorii zagadnien stykowych. Wiadomo bowiem, Zze w quasi-sta-
tycznej, lokalnej teorii uderzenia (zwanej dalej krétko teoria Hertza) nie bierze si¢ pod
uwage odksztalcen ogdlnych cial biorgeych udziat w zderzeniu, a jedynie ich odksztal-
cenia lokalne. Takie podejécie pozwala jednak okredli¢ zaréwno maksymalng sile (Pn);
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jak i dlugotrwalo$¢ () uderzenia sprezystego. Rzecz w tym, iz uderzenie sprezyste jest
tylko wyidealizowanym przypadkiem, za§ kazde zderzenie cial rzeczywistych jest nie-
sprezyste, w sensie nieréwnosci R < 1.

2. Charakterystyka metody postepowania

Przyjmujemy nastgpujacy schemat rozumowania, ktére doprowadzi do ustawienia
zaleznosci P,, = f(R).

Calkowita strata energii kinetycznej przy zderzeniu dwdch ciat rzeczywistych o dowol-
nej konfiguracji zwigzana jest z pojawieniem si¢ odksztalcen plastycznych oraz ze wzbu-
dzeniem drgan sprezystych. Zatem

@.1) AT = L+ E,.

Wezmy najpierw pod uwage zderzenie niesprezyste cial quasi-sztywnych. W tym wy-
idealizowanym przypadku cala strata energii uderzenia zwiagzana jest wylacznie z praca
lokalnych odksztalcen plastycznych. Jezeli stopien sprezystosci takiego zderzenia scharak-
teryzujemy za pomoca wspotczynnika restytucji R,(0 < R, < 1), to zgodnie z twierdze-
niem Carnota

1 2
.2) L, =% (1—RZ)m,v}.

Z kolei wezmy pod uwage drugi przypadek, mianowicie zderzenie ciat Hooke’a. Strata
energii kinetycznej zwigzana jest wowczas wylacznie ze wzbudzeniem drgan sprezystych.
Mozna przeto mowic tutaj o niesprezystym zderzeniu cial idealnie sprezystych. Charakte-
ryzujac stopien sprezystosci takiego zderzenia za pomoca wspolczynnika Ry (0 < Ry << 1)
napiszemy podobnie, jak poprzednio

(2.3) E, =%(1—R5‘)m,vf.

Podstawienie wzoréw (1.1), (2.2) i (2.3) do réwnosci (2.1) daje
1—R? = (1— R)+(1—R3),

skad

2.4) R® = RE4+Ri—1.

Jezeli potrafimy wspolczynniki restytucji R, i Ry powiazaé z maksymalng sila uderzenia,
to ze wzoru (2.4) znajdziemy poszukiwany zwiazek P, = f(R). Zagadnienie to rozwigzemy
w nastgpnych paragrafach. W tym celu musimy rozpatrzy¢ oddzielnie oba wspomniane
przypadki, tzn. zderzenie cial quasi-sztywnych, a nastgpnie zderzenie cial Hooke’a.

Przedtem jednak celowe bedzie przypomnie¢ niektére wyniki teorii Hertza.

3. Sprezyste zderzenie cial quasi-sztywnych

U podstaw teorii Hertza lezy zaloZenie, iz przy zderzeniu cial quasi-sztywnych rozkiad
(lecz nie warto$¢!) naprezen stykowych jest identyczny, jak przy statycznym nacisku wza-
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jemnym cial. Konsekwencjq tego zalozenia jest przyjecie zaleZnosci pomigdzy sita sty-
kowa PUD i zblizeniem a w postaci znanego wzoru

3.1) PO = o, o312

ktéry wyprowadza sie w oparciu o zalozenia statycznej teorii zagadnien stykowych. Stala
ky zalezy od geometrii powierzchni w otoczeniu punktu (linii) styku i od stalych sprezy-
sto$ci materiatu.

P A
piH)

2

7
e

&<
R g L L

(H)
m

Rys. 1

Wykresem funkcji (3.1) jest krzywa Oh na rys. 1. Pole Ohn pod ta krzywa obrazuje
energi¢ sprezystosci U; odksztalced lokalnych, ktéra réwna sig¢ energii kinetycznej stra-
conej w pierwszej fazie uderzenia.

Wykorzystujac ten fakt oblicza sig maksymalng sil¢ zderzenia

3/s
(3.2) P — 1 (%mv)
oraz maksymalne zblizenie
A
3.3 an — = T
-3 =57

W drugiej fazie uderzenia nastepuje sprezyste odcigzenie, a wiec obowiazuje nadal
zaleznos$¢ (3.1), za$§ krzywa hO jest zarazem krzywa odcigzenia. Jak z tego wynika teoria
Hertza opisuje zderzenie sprezyste (R = 1) cial quasi-sztywnych, jako ze odksztalcenia
ogdlne sa tu pomijane.

4. Niesprezyste zderzenie cial quasi-sztywnych

W tym przypadku strata energii uderzenia zwigzana jest wylacznie z wystapieniem
trwalych odksztalfcer lokalnych, czyli

4.1) L, =%(1—R,2,) m, 2.
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Proces uderzenia ma nastgpujacy przebieg. Poczatkowo odksztalcenia sa wylacznie
sprezyste, a wigc zwiazek pomigdzy sila stykowa 1 zblizeniem ma postaé¢ (3.1). W miarg
jak sita ta zwigksza sig, wzrasta wytezenie materialu, az przy wartoéci P = P, osiaga ono
warto$§¢ graniczna. Gdy P > P,, zaczynajg sie rozwija¢ lokalne odksztalcenia plastyczne.

Doswiadczenia polegajace na dynamicznym wgniataniu kulki w prébke stalowa, a takze
teoretyczne rozwiazanie pewnego pokrewnego zagadnienia statycznego wykazuja, Ze
istnieje liniowa zalezno$¢ pomiedzy sita stykowa a lokalnym odksztalceniem plastycznym.
Wobec tego w zakresie posprezystym bedzie

P 2/3 P—
(4.2) o = (_) + Py dla P = P,

k u k p

k,— stala. Obrazem tej zaleznosci na rys. 2 jest odcinek krzywoliniowy pm, ktéry otrzy-
muje si¢ przez dodanie do krzywej Hertza odcigtych wykresu P,Q. Wykres ten obrazuje
zalezno$¢ migdzy sita stykowa i plastyczna sktadowsa zblizenia cial.

Po osiagnigcin przez site stykowa wartosci maksymalnej (P = P,,) nastepuje faza spre-
Zystego odcigzania, podczas ktdrej sita maleje do zera. Jednakze dzieki odksztalceniom
plastycznym rozwinigtym w fazie obciaZania pozostaje trwale zblizenie a = o.

P

e m
7 |
/ !
! & Y |
;) I
/ |
|
|
|
|
|
Lp :
|

k o

[0 47 o @

Rys. 2

Na skutek tych odksztalcen zmienia si¢ takze w sposéb istotny geometria powierzchni
styku, ktéra charakteryzuje sie za pomocq stopnia szczelnosci przylegania powierzchn
(por. [1] p. 19). W zwiazku z tym proces zaniku lokalnych odksztatcen sprezystych w fa-
zie odcigzania przebiega odmiennie, niz ich wzrost w fazie obcigzania. Uwzglednimy to
piszac

(4.3) Py = kll(a—dk)q dla O KO Oy,

gdzie k;;, g — stale dodatnie rézne odpowiednio od ky i 3/2; P;; — sila stykowa w fazic
odciazania.
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Pole Opmk reprezentuje stratg energii kinetycznej przy niesprezystym zderzeniu cial
quasi-sztywnych, a zarazem pracg formowania odksztaicen plastycznych. Zatem

%p “m %y
(4.4) L, = [ P®@)dat [ Pl@)da— [ Py(o)da.
0 ap oy,
Podstawiamy tu wzory (3.1), (4.2), (4.3) i catkujemy. Po przeksztalceniach
1 1+q
—— qu
(1+g)kiy
Skojarzenie wzoréw (4.1) i (4.5) daje poszukiwang zalezno$¢ P, = f(R,) w postaci
uwiklanej

1 ] 2
P

Pi—P} 2 2 1 ’ﬂ]
2 g mTie 2 | 2 pys _ x
(46) -Rp 1 k,,m,'vrz m,-'(),? [ 5k12./3 m (l —l"q)k;{q P,

Gdyby odciazanie przebiegato zgodnie z teoria Hertza, to ze wzoru (4.5) dla ¢ = 3/2,
ky; = kg otrzymaliby$my

1 2
—=__ (P>—p?
Lp 2kp (Pm p)

i odpowiednio uproszczony wzor (4.6).

Jednakze pojawienie si¢ lokalnych odksztaicen plastycznych powoduje wzrost stopnia
szczelnoéci przylegania powierzchni, tak ze wykladnik potegowy ¢ ma warto§é << 3/2
i raczej staje sie¢ bliski 1. Zagadnieniem tym zajmiemy si¢ szerzej w p. 91 10,

Tymczasem poswigcimy nieco uwagi wielkoéciom k, i P,. Stala k,, zwana sztywnoscia
przy odksztalceniach plastycznych, zalezy od konfiguracji powierzchni styku oraz od
plastycznych wlasnoéci materiatéw. Jesli np. cialo majace kuliscie zaokraglona powierzch-
ni¢ (promien zaokraglenia wynosi r) styka sig z cialem o powierzchni plaskiej, to wéwczas
przyjmuje sie

kp == 2mrax,.

Wspdtczynnik x, zalezy tylko od twardosci Brinella (HB), przy czym zalezno$¢ t¢ wyznacza
si¢ do$wiadczalnie, Je§li materialem obu stykajacych si¢ cial jest stal, to mozna korzysta¢
ze wzoru

%, =2-10*4-0,45(HB)* dla 80 < HB < 300.

Sita P, na granicy plastycznoséci zalezy zardwno od konfiguracji powierzchni styku,
jak i od mechanicznych wlasnoéci materialu. Gdy powierzchnie styku sa regularnie za-
krzywione (kula, walec), mozna te sile obliczy¢ przy pomocy wzoréw Hertza (por. przyk-
fad Tw p. 10).

Jednakze w przypadku dowolnie, nieregularnie uformowanych powierzchni styku,
lub przy podwyziszonej temperaturze cial (np. podczas kucia) okreélenie statych k, i P,
napotyka trudno$ci wynikajace badz to z braku dokladnych, teoretycznie uzasadnionych
wzoréw, badZ tez z braku odpowiednich danych pomiarowych. W réwnej mierze uwagi
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te dotycza statych ky; i g. Stad wynikaja ograniczone mozliwosci efektywnego korzystania
ze wzoru (4.6).

W dalszej czeéei pracy (p. 7 i nastgpne) zaproponowano uproszczong metode obliczania
maksymalnej sity uderzenia, w ktérej to metodzie omija sie wspomniane trudnoséci za
pomoca pomiaru pewnych latwo uchwytnych wielkosci kinematycznych i geometrycznych.

5. Niesprezyste zderzenie cial Hooke’a

Niesprezysty charakter zderzenia (w sensie nieréwnoéci R; << 1) wynika w tym przy-
padku z faktu, iz czg$¢ energii zderzenia zostaje nieodwracalnie zuzyta na wzbudzenie
drgan sprezystych obu zderzajacych sig ciat. JeZeli stopiefi sprezystoéci takiego zderzenia
scharakteryzujemy za pomocg wspoéiczynnika R, (0 < R, < 1), to mozna napisaé
m,v?

5
Przebieg procesu uderzenia w ukladzie wspSirzednych P, o przedstawiony jest na rys. 3.
Krzywa obciazania OIm opisana jest przez funkcje

(5.1) E; = (1—R?)

Pi
pm ——————————— i
|
I |
|
|
Il
g, |
N/ Ey—/> l
$ §
Q
’~ I
.
|
|
T
0 xm a
Rys. 3
(5.2) Py =kyof,

gdzie: k;, p — stale dodatnie.

Z pomocag tego wzoru wyrazimy maksymalna sife uderzenia P, oraz maksymalne
zblizenie «,,, przez energi¢ kinetyczna m,v?/2, W tym celu nalezy scalkowaé rézniczkowe
réwnanie ruchu §rodka masy ukiadu z uwzglednieniem warunkdéw poczatkowych a(0) =
=0, a(0) =v,. Pomijajac latwe rachunki (ktére moina znalez¢ np. w [1] p. 20 i 22)
otrzymujemy

L 2P
(53) Pm :,kIH-p [(1 +P) m,27), ]1+P,

14+p mo?\tyr
5.4 B N P
( ) am ( k] 2
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Oczywiscie wzory (3.2) 1 (3.3) sa szczegdlnym przypadkiem wzordw powyZszych dla
p =13/2.

Krzywa odcigzania mITO konczy si¢ przy o« = O (wg zalozenia odksztalcen plastycz-
nych nie ma), wiec réwnaniem tej krzywej bedzie

(5.5 P =kpyot,

k;;, g — stale dodatnie rézne od k,, p. Z réwnosci

(5.6) Py =kyop, = ko,

wynika nastepujacy zwigzek migdzy sztywnos$ciami lokalnymi w obu fazach uderzenia
(5.7 ky =kyof "

Pole OImlIO, ograniczone krzywymi obcigzania i odciazania, reprezentuje energie
drgan wzbudzonych uderzeniem. W takim razie

@ (Z"'

r ) ky ki
5.8 Ey = | kyoPdo— | k;pofde = -t — L gl
( ) d 0}‘ I (’)J Ir 1+P 1+q o
lub po wyeliminowaniu k;; z pomoca wzoru (5.7)
59 Ey =kyartr—— 9P
©9 T ()

Oczywiscie musi by¢ E, > 0, skad wynika ze p << g. Wykorzystujac jeszcze (5.4) otrzy-
mujemy nastepujacy wzor na energie drgan

_9-p m7;
T l+g 2

Poréwnujac prawe strony wzorow (5.1) i (5.10) otrzymujemy wazny zwiazek migdzy
wspdlczynnikiem restytucji oraz parametrami p i ¢

- I+p
5.11 9?7 wb R, = _

W poszukiwaniu dalszych réwnan, wiazacych niewiadome p, g, k; i k;; przeanalizu-
jemy ruch ukladu podczas odcigzania. W tej fazie uderzenia, czyli dla ¢ > 7, (z; — dhu-
gotrwalos$¢ pierwszej fazy) obowiazuje nastgpujace réwnanie ruchu

(5.10) E,

2
(5.12) m,thii =Ky ot
oraz warunki poczatkowe
d
(5.13) Py =P, T"z‘=0, dla 1 =n,.

Po pierwszym calkowaniu otrzymujemy wzor na predko$é zaniku zblizenia

do 2k7Me 1+q 1+4\1'/?
.14 =7 a7
(5:14) dr [(1+q)mr (qu — Py’ ) )
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Stad obliczymy wzgledna predkosé v, odbicia cial. Mianowicie dla t = v (v = 7,4+ 1, —
dlugotrwalo§¢ uderzenia) jest P;; = 0 oraz du/d! = v]. Zatem

-1/ (/2 ita
(5.15) o = — |2k VT g
(1+g)m,
Poniewaz za§ wspdlczynnik restytucji R, = |v, Jo,|, przeto
. Y L L;Ef’,
19 n=latamm| o
Stad
: mo? |+
(5.17) Py =k [(1+q> R? —-’5:1] =

Jezeli wyeliminujemy w tym wzorze R, z pomocg réwnosei (5.11) 1 wynik ten poréw-
namy z prawa strona wzoru (5.3), to otrzymamy nastepujacy zwiazek miedzy niewiado-
mymi

1+

m, o2 |77
(5.18) W_[(H_P) 2._] .

6. Dlugotrwalo$¢ uderzenia i jej zwiazek ze wspélczynnikiem restytucji

Calkowanie réwnania typu (5.12), jednakze napisanego dla pierwszej fazy uderzenia,
prowadzi do nastepujacego wzoru na dlugotrwalos¢ tej fazy

6.1) 7 =‘/—Z'gfiy(p),
gdzie

i)
6.2) yp) = — TP L

3+p ’
F( 2+2P)
I"— funkcja gamma. W przedziale 0 << p < 2 funkcja p(p) jest prawie liniowa i mozna
ja aproksymowaé wzorem

(6.3) ' y(p)~ 1,150+0,622p.

Blad tego przyblizenia nie przekracza +1%.

Chcac wyznaczyé dlugotrwaloéé 7;; drugiej fazy uderzemia skorzystamy z réwnania
(5.14). Calkujac je wzgledem ¢ otrzymujemy calkowy zwiazek miedzy czasem i aktualna
wartoécia sily uderzenia P;; w fazie odciazania

P
12 A" 1-g g 1ig 144y9g2
—1, =(_1if_ﬂ—) fp 7 (P,,," —p ¢ ) dp.

1r
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Jezeli jako dolng granice calkowania przyjmiemy P;; =0, co ma miejsce w chwili
koficowej uderzenia (¢ = 1), to otrzymamy wzor na 7,

12 1-
6.9 T = T— 1T = [2(1—1’:}1;—]6}17,,] : P:nﬁq—y(‘])-
Wzo6r ten przeksztalcamy do postaci
% =[—2@]”2P1;} Vot g,
(1+q)kif'm,v; " 2P,
a gdy podstawi¢ tu formuly (5.16) i (6.1) to okazuje sig, ze
(6.5) T = RyT _;_%

Ten nowy, interesujacy zwigzek miedzy diugotrwaloscia obu faz uderzenia niesprezystego
jest uogdlnieniem wczeénie] wyprowadzonego wzoru 7,y = Ryt (por. [1] p. 25), ktéry
jest stuszny w przypadku liniowej charakterystyki podatnosci lokalnej [wowcezas p = g =1,
czyli v(p) = y(q)]. Wzdr (6.5) wykorzystamy w toku dalszych rozwazan.

Tymczasem napiszemy jeszcze wzor na diugotrwalo$¢ uderzenia niesprezystego

/wm, v,

(6.6) T=T41y = % [y (p)+Ryy(@)].
Wystepujaca tu wielko§é P, obliczamy ze wzoru (5.3).

7. Uproszczona teoria niesprezystego zderzenia cial elasto-plastycznych

Dotychcezas rozpatrywaliémy jedynie wyidealizowane przypadki zderzenia cial stalych
pomijajagc badZ to drgania wzbudzone uderzeniem, badZ tez odksztalcenia plastyczne.
Odpowiednio do tego proces uderzenia przedstawiony w plaszczyZnie mial przebieg,

P
8 I B
/ !
/ NNA
/ I
S L
- |
B \ [
P &\<\ |
3 |
=R \: .
0 o om o
Rys. 4

jak na rys. 2 lub rys. 3. Tymczasem proces niesprezystego zderzenia ciat rzeczywistych,

a wigc elasto-plastycznych, ma przebieg jak na rys. 4. Jest to niejako «superpozycja» wy-
kreséw z rys. 211 3.
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Pole Opmk reprezentuje strate energii kinetycznej, na ktéra sklada si¢ zaréwno praca
odksztalcen plastycznych, jak i energia drgan sprezystych. Stopien sprezystosci takiego
zderzenia charakteryzujemy za pomoca wspofczynnika restytucji R. Daje si¢ on stosunko-
wo latwo wyznaczyé za pomoca pomiaru wzglednej predkoéei odbicia cial. W literaturze
(np. [1] [2]) znajdujemy wiele danych empirycznych dotyczacych wspéiczynnika resty-
tucji, zarejestrowanych przy rozmaitych warunkach uderzenia.

W oparciu o wzory wyprowadzone w poprzednich paragrafach mozemy ustali¢ zwia-
zek miedzy wspéiczynnikiem R i sila P,. Mianowicie na podstawie wzoréw (2.4), (4.6)
i (5.11) znajdujemy po przeksztalceniach

14p 2 [ P2—p2 2 s 1 =
2 __ _ + R Tl T
(7.1) R 1+q  m} [ 2k, ' 5kg® L (I +g)kf P

Wyraz pierwszy z prawej strony tego wzoru zwiazany jest z energia drgan (E,) wzbu-
dzonych uderzeniem, pozostale wyrazy okre$laja wplyw pracy odksztalcen plastycznych
(L,) na warto$¢ wspolczynnika restytucji. Udziat tych skladnikéw w calkowitej stracie
energii kinetycznej (A7) ukiadu jest rozmaity w zaleznosci od dwdéch czynnikéw, ktére
bedziemy dalej zwali krétko warunkami uderzenia. Chodzi tu o geometri¢g powierzchni
zetkniecia, okre§lana za pomoca stopnia szczelno$ci przylegania oraz energie uderzenia,
rozumiana jako energia kinetyczna cial bezposrednio przed zderzeniem.

Tak np., gdy ciata o budowie zwartej uderzaja si¢ powierzchniami ptaskimi, przy czym
energia uderzenia jest stosunkowo niewielka, to odksztalcenia plastyczne na ogét nie
wystapia (L, =0), a wtedy AT = E,;. Zreszta w tym przypadku energia drgan stanowi
w og6le bardzo mala czeg$¢ energii uderzenia, w zwiazku z czym wspoélczynnik restytucji
osiaga wartosci bliskie jednoéci. Do wniosku tego prowadza zaréwno obliczenia teore-
tyczne [4], jak i bezpoérednie pomiary wykonane przy zderzaniu dwéch kul z umiarko-
wanymi predkoéciami [5].

Natomiast gdy dwa prety proste zderzaja si¢ wspotosiowo plaskimi powierzchniami
czolowymi, przy czym réwniez nie ma odksztalcen plastycznych, to jednak energia drgan
podtuznych moze zaabsorbowaé dowolnie duzg cze$¢ energii uderzenia, wskutek czego
wspélezynnik restytucji przyjmie dowolng warto$¢ z przedziatu (0; 1).

Odmienna sytuacja wystepuje przy kuciu metali. Tutaj dominujaca cze§¢ energii ude-
rzenia zostaje zuzyta na pracg plastycznego formowania odkuwki (47 =~ L), cho¢ pewna
jej cze$¢ przeksztalca sie réwniez w energie drgan kowadla, szaboty i fundamentu.

Jak wspomniano poprzednio praktyczne wykorzystanie skadinad prostego wzoru (7.1)
Jest utrudnione z uwagi na trudnos¢ okre$lenia parametréw k,, P,, ky; i q. Z tego powodu
w dalszym ciagu artykutu podamy pewng uproszczona metode opisu zderzenia cial elasto-
plastycznych, ktére doprowadzi do wykrycia prostych zalezno$ci miedzy wspdiczynni-
kiem restytucji i parametrami charakteryzujacymi proces uderzenia, co w konsekwencji
umozliwi nam obliczenie maksymalnej sily zderzenia.

Weimy najpierw pod uwage pierwsza faze uderzenia, czyli obciazanie. Zaniedbujac
szczegoly przejscia od stanu sprezystego do sprezysto-plastycznego przyjmiemy, iz w tej
fazie obowigzuje zalezno$¢ (5.2), czyli

(7.2) Py =k dla 0 << a<<ay,.

4 Mechanika Teoretyczna
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Tym samym wzory (5.3) i (5.4) zachowuja wazno$¢.

Co sie tyczy fazy drugiej, w ktdrej nastepuje sprezyste odcigZenie, to sita stykowa ma-
leje tu wraz ze sprezysta skiadowa zblizenia od wartoéci maksymalnej do zera wedhig
rownania
(7'3) PTI :kll(a'_ak)q dla 24 < o < Ty s

albowiem zblizenie sprezyste stanowi roznice zblizenia catkowitego () i plastycznego (o).
A zatem w proponowanym tu ujeciu przyblizonym wykres przebiegn uderzenia na

Pi

Rys. 5

plaszczyznie ukladu P, o aproksymujemy dwoma tukami krzywych, jak na rys. 5. Strata
energii uderzenia wynosi ‘

1’" 1’" kI kII
7.4 AT =k o?do—k a—o)'doe = ol tP— oy — 0 ) T
(7.4) o] ua{( s =7 [ ()
Po wyeliminowaniu k;; z pomocg réwnosdci
(75) Pm =k1 (Z,’,’, = kll(am_ ak)q

otrzymujemy

o l4g \14p T o
Podstawienie do tej formuly wzordw (1.1) 1 (5.4) prowadzi do nastepujacej zaleznosci
1+p ( q—p Oy
I-RP=— | ,
I+g\1+p -

ktoéra jest unogdlnieniem wzoru (5.11) na przypadek zderzenia wywolujacego odksztalce-
nia plastyczne. Stad wynika

AT = kI al:}t+p ( q—p Ok )

14-¢

LI R 1 53

(76) Lo 1 +P
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Obrazem tej zaleznosci sa krzywe na rys. 6, gdzie linie ciggle odnosza sie do ¢ = 1, za$
przerywane do ¢ == 3/2 (te ostatnie pokrywaja si¢ z liniami ciggtymi w przedziale [0,1]).
Liczby nad liniami oznaczajg warto$§¢ stosunku zblizenia trwalego do maksymalnego
(2 /o). Wykres na rys. 6 jest pomocny przy wyznaczaniu niewiadomej p lub g¢.

W dalszym ciagu ze wzoru (7.6) obliczamy «,, i poréwnujemy z prawa strona row-
nosci (5.4). Po wykonaniu tatwych przeksztalcen otrzymujemy wzér na wspolczynnik

R
10

7
\

0 —

06
ey

04

; 7,/0‘5
—

X 0
02 0,95 —_—
4 ”;-/ Q='1
| o e =
S =var q=3/2
S B N
0 0,5 1,0 1,5
p
Rys. 6
sztywnosci w fazie obciazania
1+p 2
1 14+¢ m,v
, — — (1= gr)|  PIr
M I A

Wreszcie podstawienie (7.7) do wzoru (5.3) daje po przeksztalceniach

_ 2 2
(7.8) P, _ = +9R* mop
oy 2

Ta stosunkowo prosta formula umozliwia obliczenie maksymalnej sity uderzenia sprg-
Zysto-plastycznego, gdy znane sa: wspétezynnik restytucii, stale p i g, trwale zblizenie oraz
energia uderzenia,

W dalszym ciagu mozna analizowaé faze odciazenia biorac za punkt wyjécia réwnanie
rézniczkowe (5.12), w ktérym jedynie zamiast « trzeba podstawi¢ (¢—o;). Ale catkowanie
tego réwnania prowadzi do wzordw (5.16) i (5.17), ktére w takim razie sa stuszne réwniez
w przypadku zderzenia sprezysto-plastycznego. To samo mozna powiedzie¢ o wzorach na
dtugotrwalos¢ uderzenia; w szczegélnosci bedziemy dalej korzystaé ze wzoru (6.5).

Tym niemniej ilo§¢ wyprowadzonych dotychczas réwnan okazuje sie jeszcze niewystar-
czajaca do okreélenia wszystkich niewiadomych, w szczegélnosci wykladnikéw potego-
wych pigq.

4%
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8. Aproksymacja czasowego przebiegu sily stykowej i réwnanie zasady pedu

W dazeniu do wyprowadzenia nowych, niezaleznych zwiazkow pomigdzy p, g, k; i kyy
zanalizujemy proces uderzenia w aspekcie czasowego przebiegu sity stykowej P(?). Roz-
wazania ograniczymy do przypadku, kiedy funkcja P(t) posiada jedno maksimum w prze-
dziale [0, 7] (rys. 7). Pola zakreskowane pod krzywymi P,(t) i P;r(t) obrazuja impulsy
odpowiednio pierwszej i drugiej fazy uderzenia.

Py
Ppl-———— ———
Pr(t) Pr(t)
[
St 1/31

|

0 ' -

- Tr '[]I | t
Rys. 7 i

Analiza wykreséw tego typu, uzyskanych przy zderzaniu ciat z rozmaitych metali i sto-
p6w, nasungla autorom pracy [2] my$l aproksymowania tej zaleznoéci za pomocg funkcji

n 9/(10-p)
Py(t) =P, (Sin—-—) dla 0 <t < 7,
2TI

gdzie p jest ta samga stalg, ktéra wystgpuje we wzorze (7.2). W oparciu o t¢ zalezno$¢ mo-
zemy okreslié impuls pierwszej fazy uderzenia

Ty
g \%0-P)
Sy =P,,,f sin dr.
]

2T1
Wprowadzamy nowa zmienna catkowania mt/27, = x oraz stala b =%0——_1?. Wobec
9
tego 10— =2b+1 oraz
7f2
S; =—:-721—P,,,r, [ sin*+1 x dx.
[}
Poniewaz
a2 F(%)F(bJrl)
f sin®?+xdx =— 3 = ab(p)] =o(p),

; 2]“(b+—2—)
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przeto ostatecznie piszemy
2

(81) Sl :""EPIHTIU(]))'
Wiadomo ([1] p. 24), ze przy liniowej charakterystyce podatnoéci lokalnej (tzn. dla p = 1)
wystepuje sinusoidalny impuls uderzenia, ktory ma warto$¢ (2/m)P,tv;. Mnoznik ¢(p)
we wzorze (8.1) stanowi przeto «poprawke» uwzgledniajaca nieliniowo$¢ zagadnienia;
oczywibcie o(1) = 1.

Funkcja o(p), podobnie jak y(p), jest prawie liniowa, mianowicie
(8.2) o(p) = 1,03—-0,03p dla0 <p <2,

W dalszym ciagu, podobnie jak przy wyprowadzaniu wzoru (8.1), postepujemy w od-
niesieniu do fazy odciazania. Przyjmujac

7t
2T11

9/(10-q)
.P[I(t):Pm(COS ) dlao<t\{111

otrzymujemy wzor na impuls drugiej fazy
2
(8.3) St z—:;PmTHG(fI)-
Dysponujac wzoramina Sy i .S;y mozemy obliczy¢ catkowity impuls uderzenia S = S;+S5;,,
ktéry niezaleznie od tego, réwna sig m,(v,—v7) lub m,(v3—v,), zgodnie z zasada zmien-
nosci pedu; tutaj o7, v, oznaczajg predkosci cial bezposrednio po uderzeniu.
Tak wiec otrzymujemy réwnanie

2 7 1
(8.4 ;Pm[TIG(P)“" 7;70()] = my (v, —01) = my(v2—7,)
lub po wykorzystaniu (6.1), (6.5) 1 po przeksztalceniach
(8.5) m o, [p(p)+Rp(q)] = my(v1—v1) = my(v;—22),
gdzie

1
p(x) = ﬂﬁy(x)a(x).

Gdy zastosujemy tu aproksymacje (6.3) i (8.2) oraz pominiemy maly wyraz zawierajacy
x2, to otrzymamy wyrazenie liniowe
(8.6) p(x) = 0,668--0,332x.

Wzdr (8.5) jest nowym, niezaleznym od (5.11) lub (7.6), zwiagzkiem mi¢dzy parametra-
mi p i g. Nalezy jednak pamietac o tym, 7e zakres jego waznosci jest ograniczony do klasy
funkcji P(?) posiadajacych jedno maksimum w przedziale [0, z].

9. Uwagi koncowe

Zastandwmy sie pokroétce nad kwestia rozwiazalnoéei zagadnienia polegajacego na wy-
znaczeniu maksymalnej sity uderzenia. Wyprowadziliésmy bowiem dla tej wielkosci cztery
wzory, mianowicie (5.3), (5.17), (7.1) i (7.8), wobec czego powstaje pytanie, ktéry z nich
zastosowa¢ w konkretnym przypadku?
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Sposéb postgpowania zalezy w pewnej mierze od warunkow uderzenia oraz od tego,
jakimi danymi dysponujemy. W kazdym przypadku musza by¢ znane masy i predkosci
cial przed i po zderzeniu (a tym samym i wspoiczynnik restytucji) oraz geometria powierzch-
ni styku. Najogdlniejszy sposréd wymienionych jest niewatpliwie wzér (7.1), poniewaz
mozna go stosowaé zarowno wéwczas, gdy wystepuja odksztatcenia plastyczne, jak i przy
ich braku. Jednak wspomniane juz trudnosci w okresleniu niektérych parametréw zmniej-
szaja nieco przydatnosé tego wzoru.

Gdy warunki uderzenia sg tego rodzaju, ze odksztalcenia trwale nie wystapig, to obowig-
zuja wzory (5.3)1 (5.17), przy czym pierwszy wymaga uprzedniego okreslenia parametréw
k,1p,drugi — k;;1g. W tym wzgledzie mamy do dyspozycji wzory (5.11) i (5.18) 1 ewen-
tualnie (8.5). Poza tym gdy wykladnik potegowy ¢ okaze sig bliski 3/2, to wspotezynnik
sztywnos$ci ky; mozna w przyblizeniu obliczy¢ z odpowiedniego wzoru Hertza.

Wreszcie gdy warunki uderzenia sprzyjaja wystapieniu odksztalcen plastycznych, to
zadowalajgc sie teoria przyblizong moZna réwniez korzystaé ze wzordw (5.11) i (5.18).
Natomiast gdy znamy warto$¢ trwalego zblizenia o, to mozna skorzysta¢ ze wzoru (7.8)
i wowczas odpada konieczno$é obliczania sztywnosei k; lub k;,. Poza tym wyniki po-
miaréw przeprowadzonych przy kuciu metali sugerujg, ze w przypadku silnie rozwinig-
tych odksztalcen plastycznych mozna przyjmowaé ¢ = 1, lub warto§¢ nieco mniejsza.

10. Przyklady obliczen

Dla ilustracji toku postepowania i spasobu wykorzystania wyprowadzonych wzerdw
rozpatrzymy szczegétowo dwa przypadki uderzenia, rdéznigce si¢ miedzy soba skrajnie
warunkami zderzenia. Mianowicie obliczymy najpierw graniczng predko$é kolinearnego
zderzenia dwdch pretow prostych, przy ktérej pojawia sie pierwsze odksztalcenia plastycz-
ne, a w przykladzie drugim wyznaczymy maksymalng warto$é sily kucia pewnego ele-
mentu stalowego inastepnie pordwnamy ja z danymi pomiarowymi.

Przyklad pierwszy. Dwa prety proste, stalowe o przekroju kotowym i jednakowych
srednicach doprowadzamy do zderzenia kolinearnego. Uderzajgcy koniec jednego preta

l‘l 12

|‘ g <t

m4 | my
M_Qi .(\/} - .

—> 2

4]

L

I
Wl

|

|
\
'
I
!

kys. 8

zaokraglony jest pétkuliscie (promieniem r; = 5 c¢m), za$§ koniec drugiego ma wydrazenie
potkuliste o promieniu r, =10 cm (rys. 8). Masa pierwszego preta m, = 0,3 kg, za$
drugiego m, =3 m;. Masa zredukowana m, = m,m,/(m,+m,) = 0,225 kg. Nalezy
obliczy¢ graniczng predkoé¢ zderzenia (v,), po przekroczeniu ktérej w pretach pojawia
si¢ lokalne odksztalcenia plastyczne.
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Bedziemy korzysta¢ ze wzoréw p. 5, albowiem przedmiotem rozwazan jest zasadniczo
zderzenie nie powodujace odksztalcen plastycznych (L, = 0).

Przechodzac do wyznaczenia wspdiczynnika restytucji skorzystamy w tym przedmiocie

z wynikéw badan {6], przeprowadzonych w warunkach uderzenia analogicznych do tych,

jakie sformulowalismy w temacie. Otoz okazalo sig, ze zalezno$¢ R od stosuntkuy mas

m,fm, = M jest w tym przypadku prawie liniowa i niezalezna od predkosci zderzenia®).

Autorzy pracy [6] proponuja wzdr R = 0,905—0,04037, ktdry dla A7 =3 daje R =0,78.
Oprécz tego w czasie badan mierzono wspotczynnik przekazywania energii

T} vy \?

T T M(v—l) ’

ktéry jest stosunkiem energii kinetycznej ciata uderzonego (spoczywajgcego przed ude-

rzeniem nieruchomo) do energii kinetycznej ciala uderzajacego. Dla M = 3 zmierzono

& = 0,60, zatem
vy, /) E /060
-T)T = ]/W[— = ]/——3—»- =0,447.

Ze wzoru definicyjnego dla wspéiczynnika restytucii

! ’ ’
R=— Uy — V=7

Uy Uy

wynika

%2 p0,447—0,780 = —0,333.

(21 (21

Z kolei obliczamy stale p i g.
Przypusémy, ze przebieg czasowy sily uderzenia upowaznia do stosowania wzoru

mm,

(8:5) iy

(@1—v2) [¢(p)+Re(q)] = m;(v,—2}),

ktory dla v, = 0 oraz po uwzglednieniu (8.6) przyjmuje postaé

ﬂMW [(0,668--0,332p)+R(0,668+0,332¢)] = 1— %
Stad wynika réwnanie
(10.1) p+0,780g =1,718.
Drugie rownanie otrzymamy z przeksztalcenia wzoru (5.11)
p—R* =R>—1
lub
10.2) p—0,608g = —0,392.

Rozwiazanie ukfadu réwnan (10.1) 1 (10.2) daje
p =0,417, q =1,330.

1 Ten ostatni wniosek jest tylko potwierdzeniem wynikow rozwazan teoretycznych (por. np. [1] p. 30).
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Jak wida¢ wykladnik potegowy we wzorze Pyy =k of ma wartos¢ bliska 3/2, dzigki czemu
wspolczynnik sztywnosci k;; mozemy w przyblizeniu obliczy¢ za pomoca zmodyfikowa-
nej formuly Hertza. W przypadku zetknigeia kuli z wydrazeniem kulistym przy jednako-
wych stalych sprezystosci E, v oraz dla ¢ = 3/2 wspomniany wzér Hertza ma posta¢

Ko 2E rir, 12
B 3(0—2) \ ro—ry )

W naszym przypadku dla uvzyskania zgodno$ci wymiardw zamiast wykladnika pote-
gowego 1/2 = 2—3/2 przyjmiemy 2—gq = 0,67. Zatem

__2E ( rirsy
T 30—9®) \ry—r,
gdzie przyjeto E =2+ 10° kG/cm?2, » = 0,3.

W dalszym ciagu korzystamy z niektérych wzoréw teorii zagadnien kontaktowych.

Teoria ta prowadzi do wniosku, Ze najwigksze ciénienie powstajace w srodku kola styku
réwna sie

ki

0,67
) =6,86-10° kG cm'33,

O pax :ﬂ[PmE2(£3—1

rira

271/3
)] , (B =0,388).

Ale najwicksze wytezenie materialu na powierzchni styku okre§lone jest przez napreze-
nie redukowane o, = 0,220,,.. Wobec tego sil¢ uderzenia P, = P,, wywolujgca grani-
czne wyteZzenie materialu pretéw na powierzchni styku obliczymy z warunku 0,226, =
= ¢, (6, — dynamiczna granica plastycznosci), czyli

3 2
P — Op ryr; 1_
P 10,228 ro—r, EJ°
Np. dla stali o zawartoéci 0,24% C, odpuszczonej w temperaturze 900°C przyjmujac

6, =7,3-10° kG/em? otrzymujemy P, = 15800 kG. Ostatecznie z przeksztaiconego
wzoru (5.17) znajdujemy graniczna predko$¢ zderzenia pretéw

1 ~1/2q pi+a/2q
1 .
V=% l/ a 2) - T e 10,1 m/s

Jednakze pierwsze odksztalcenia plastyczne pojawiaja sie nie na powierzchni styku, lecz
nieco glebiej (w tzw. punktach Bielajewa) i to juz przy predkosci okoto 12 razy mniejszej.

Dla poréwnania zauwazmy jeszcze, ze zgodnie z teorig de Saint-Venanta w przypadku
zderzenia stalowych pretéw idealnie plaskimi i réwnoleglymi powierzchniami czotowymi
predkosé graniczna wynositaby crp/]/g—E = 18,3 m/s (p — gestose). _

Przyklad drugi. Obliczymy maksymalng warto$¢ sily kucia elementu stalowego i po-
réwnamy wynik z danymi pomiarowymi. Znajomo$¢ tej sity jest niezbedna w obliczeniach
wytrzymatoéciowych najbardziej obcigzonych elementéw miota kuzniczego.

Podczas badan, ktérych wyniki opublikowano w pracy [7], rejestrowane byly m.in.
przebiegi czasowe sily kucia. Jeden z typowych oscylograméw przedstawiony jest na rys. 9a.

Poniewaz okres drgan wiasnych uderzajacych czesci mlota w rozwazanym przypadku
byt wielokrotnie wigkszy od dilugotrwato$ci uderzenia, przeto krzywa P(t) jest proporcjo-
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nalna do krzywej przyspieszen bijaka («baby»). Wobec tego calkowanie krzywej P(¢)
daje wykres predkosci ©,(t) bijaka (rys. 9b). Jesli od rzednych tej krzywej odejmiemy
rzedne wykresu predkosci szaboty ©,(¢), to otrzymamy krzywa predkosci odksztalcenia
odkuwki (linia przerywana). Calkujgc nastepnie krzywa 9, (1)—2,(¢) otrzymujemy przebieg
czasowy skrocenia a(t) prébki (krzywa ¢). Na wykresie tym widoczne jest zaréwno naj-
wieksze zblizenie bijaka i szaboty (u,,), jak i trwale skrécenie (o) probki, czyli przekucie.
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Wreszcie kojarzac wykresy P(r) i a(t) otrzymujemy wykres zaleznosci P(«) (krzywa d).
Z wykresu tego wida¢ wyraZnie faze plastycznego plyniecia podczas obcigzania, przy
koncu ktérego wystepuje nieznaczne wzmocnienie, tzn. wzrostowi odksztalcen towarzyszy
wzrost sity uderzenia. Natomiast w fazie odciazania widaé prawie liniowy charakter za-
leznosei P(a), co upowaznia do przyjecia w obliczeniach g = 1.

Do badan uzyto goracej probki ze stali 45, uformowanej w postaci walca o $rednicy
50 mm, wysoko$ci 86 mm. Uderzenie nastepowalo w kierunku poosiowym. CigZzar bijaka
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[
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I

m,g = 450 kG. Przy predkosel uderzenia v, = 4,7 m/s zmierzono bezposrednio lub od-

czytano z wykresow: trwale skrdcenie probki «, = 13 mm, predko$¢ odskoku bijaka
2 = —1,2 m/s, wspolczynnik restytucji (rys. 9b)

P e BC 21 0,45.

T, OA 4,7

Poniewaz w uzytym do badan cigzkim mtocie kuzniczym masa szaboty wraz z kowa-
dlem jest wielokrotnie wigksza cd masy bijaka, przeto mozna przyjaé m, [m, ~ 0, czyli
m, = m,. Wobec tego energia uderzenia

mo2[2 ~ myei2 = 5,06 10* kGem.

Aby wyznaczy¢ niewiadoma p postuzymy sie réwnaniem (8.5)%.
Dlam, ==m,, v, =0, ¢ =1, ¢(g) =1, rdwnanie to przyjmuje postaé

v, [¢p(p)+R] =v,—v;,
skad
@(p) =1—R—vifo, =1-0,45+1,2/4,7 = 0,805.
Z drugiej strony na podstawie (8.6) ¢(p) = 0,668+0,332p. Zatem

_0,805—0,668

0332 =0,412.

Znajac p, q, R, «, oraz energie uderzenia mozemy ostatecznie obliczy¢ maksymalna sile
kucia przy pomocy wzoru (7.8)

1,412—2 - 0,452

Pm = 1’3

-5,06.10* = 3,9.10* kG.

Jest to wartos¢ dostatecznie zgodna z zarejestrowana na oscylogramie (por. rys. 9a).
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? Ksztatt impulsu sity kucia, widoczny na rys. 9a, uzasadnia dopuszczalno$¢ tego przyjecia. Natomiast
wzbr (5.11) w danym przypadku nie obowiazuje z uwagi na silnie rozwini¢te odksztalcenia plastyczne
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Pesome

3ABUCHMOCTh MAKCHUMAIJIEHOII CHILI VIAPA OT KOIDDUILMEHTA
BOCCTAHOBJIEHIA

Onpegesienne MaKCHMaNbHOH BENMYHHBI KOHTAXTHOIO YCHIIHA [TPH CTOJIKIIOBEHHY BO3MOYKHO B OBLIEEA
CIIVYaE JIMLLIE OIBITHEIM MY TEM ; IPH 3TOM HEOOXO0IMMO MMECTh JOCTATOUHO CJIOYKHbII JaTUHK II aNNapaTypy,
PETrIICTPHPYIOILYIO 3aBHCHMOCTh H3MCPAEMOIO YCHIINA OT BPEMEHM.

B npeanaraemoii cTtaThe, Ha OCHOBE TEOPETHUECKOrO alanuza NPoLecca yupyro-nuacTHUuecKkoro yaapa,
BpIBEACHBT anrebpalyecKye 3aBHCHMOCTH MAKCHMANBHON CHNBI YAPA OT BEIHYMH, JTEFKD NOHAAIOUINXCT
H3MEPEHHIO B XO[I€ NPOLCCCa, TAKMX KAK: CKOPOCTb OTCKOKA TeJl, KO3(h(MHULHEHT BOCCTRHOBIEHIST H OCTa-
TouHoe cOsreHye. Cnocod MCROJL30BAHMA BhIBEHEHHBIX (JOPMYJI HILLOCTPHPVETCS JIBYMS UYHCIEH-
HBLIMII [IPHMEPAMH.

Summary

DEPENDENCE OF THE MAXIMUM IMPACT FORCE ON THE RESTITUTION COEFFICIENT

The determination of the maximum contact force during an inelastic impact can be done only exper-
imentally and a complicated gauge as well as a device registering the variation of the force in time is need-
ed. The theoretical analysis presented in this paper leads to algebraic relations between the impact force
and the magnitudes which can easily be measured during the impact, such as the after-impact velocity,
the restitution coefficient and the impact duration. The application of the derived formulae is shown on
two numerical examples.
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PRZYCZYNEK DO MECHANIZMU ZNISZCZENIA ZMECZENIOWECO
ZYLEK POLIAMIDOWYCH

ANDRZE} WLOCHOWICZ, ZYGMUNT K UBACKI (LODZ)

1. Wprowadzenie

Poszukiwanie zwiazkdw, jakie istnieja pomigdzy fizyczna mikrostruktura polimeru
a wlasno$ciami wytrzymatosciowymi jest jednym z bardziej istotnych probleméw w bada-
niach zwigzkéw wielkoczasteczkowych. Przykladem tych poszukiwan moze byé wspol-
zalezno$¢ miedzy zmianami struktury czasteczkowej i nadczasteczkowej wldokna poli-
amidowego w miejscu zerwania, wywolanymi dekohezjg zmeczeniows [1], czy ogdlnie
reotermokinetyczne aspekty wytezenia i zmeczenia tworzyw sztucznych [2-4].

Zjawiska peknie¢ zmeczeniowych widkien i polimeréw pod dzialaniem wielokrotnie
powtarzajacych sie obciazen sa przedmiotem coraz wickszego zainteresowania technolo-
géw 1 konstruktorédw [3]. Z punktu widzenia przeznaczenia prowadzone sa dwa rodzaje
badan:

— badania, ktérych celem jest dokiadniejsze poznanie warunkéw i mechanizmu zmg-
czenia;

— badania materialdw na prébkach w celu oceny i poréwnania wlasciwosci zmecze-
niowych réinych rodzajéw tworzyw, wptywu skladu chemicznego, wplywu obrébki
termicznej itp.

W niniejszym opracowaniu pragnie si¢ zwréci¢ uwagg na niektore zjawiska zachodzace
w strukturze monofilamentu poliamidowego przy jego zmeczeniu.

Zagadnienie reoefektéw rozwoju dekohezji zmgczeniowej oraz analiza fizycznej mikro-
struktury obszaréw szczelin i peknieé¢ zmeczeniowych znajduje sie¢ w kregu zainteresowan
szeregu badaczy. Rozwdj badan majacych na celu wyjasnienie mechanizmu procesu zmg-
czenia opieral si¢ gldwnie na metodach rentgenograficznych. Chodzifo przede wszystkim
0 poznanie zmian mikrostruktury fizycznej tworzywa w procesie zmeczenia. W pracy
niniejszej gléwny nacisk bedzie potozony na badania elektronomikroskopowe, a zwlaszcza
analize¢ zZJoméw zmeczeniowych Zylki.

2. Przeglad literatury

Punktem wyjscia rozwazan dotyczacych zjawiska zmeczenia jest niejednorodno$é struk-
tury cial polikrystalicznych, jakimi sa polimery. Problem sprowadza si¢ w pierwszym
rz¢dzie do zagadnienia dwufazowej czy tez jednofazowej struktury polimeréw. W pierw-
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szym przypadku przyjmuje si¢, zgodnie ze stwierdzeniami MEYERA 1 MARKA [6], HEARLE A
[7], STATTONA [8], KITAJGORODSKIEGO, KARGINA i SLONIMSKIEGO [9] 1 innych [10], ze poli-
mery sg utworzone z dwdch czgéciowo niezaleznych od siebie faz: krystalicznej i amorfi-
cznej. W drugim zas, wedlug koncepcji BENARTA [11] 1 HosEMANNA [12], polimer jest
utworzony z makroczgsteczek tworzacych lokalne stany skupienia o réznym stopniu
doskonaloéci uporzadkowania, ktdre z punktu widzenia termodynamicznego sg uktadem
jednofazowym. Rozpatrujac zatem zjawisko zmeczenia widkna, a zwlaszcza zmian jego
mikrostruktury fizycznej w strefie zerwania, z tych réznych koncepcji budowy fizycznej
nalezy zdawaé sobie sprawe. W kazdej z przytoczonych koncepcji budowy polimerdw
zaklada sie wystepowanie obszarow krystalicznych badz parakrystalicznych o duzej do-
skonatosci uporzadkowania (lamel), ktdre sa oddzielone wzajemnie obszarami nieupo-
rzadkowanymi badz parakrystalicznymi o niskiei doskonalodci, réznego rodzaju wtrace-
niami i szczelinami. Maja one rozmaita sprezysto§é, plastycznosé oraz wytrzymatosé
1 dlatego pod obcigzeniem powstaje niejednorodny stan naprezenia. W zwigzku z efektami
reotermokinetycznymi wytwarzaja sie w nich réznice potencjatldow pdl sitowych, ktérych
relaksacja powoduje nicodwracalna przemiang energii obcigzen. W nicktdrych obszarach
uporzadkowanych moga zachodzi¢ odksztalcenia plastyczne juz wowczas, kiedy napreze-
nia nominalne sa mniejsze od granicy sprezystosci. Przy dostatecznie duzej liczbie zmian
obciazen moze nastapié przekroczenie granicy plastycznosci i umocnienie niektérych ob-
szarow uporzadkowanych, co prowadzi do utworzenia si¢ pojedynczych mikropeknieé
wewnatrz nich. Pojedyncze powstate mikropeknigcia sg niejednorodnoséciami tego samego
rzedu, co niejednorodnosdci mikrostruktury tworzywa polimeru. Rozwdj czy tez przerwa-
nie wzrostu mikropeknieé zalezy od sprgzystego otoczenia obszaréw uporzadkowanych,
w ktérych te mikropekniecia powstaly, czyli od rozktadu naprezen.

Badania rentgenograficzne zdaja sig¢ wskazywaé [13], ze mechanizmy odksztalcenia
plastycznego i peknigcia przy obciazeniach statycznych i dynamicznych majg jednakowa
natur¢. Badania za pomoca mikroskopu elektronowego zaczynaja wnosi¢ bardziej wnikli-
we informacje. Stwierdza sie miedzy innymi wystepowanie dyslokacji i po$lizgéw w ob-
szarach uporzadkowanych [14] oraz odksztalcenia siatki krystalicznej [15]. Po przyloze-
niu naprezenia gesto$¢ dyslokacji zwigksza si¢ [16], wzrasta zatem energia swobodna
uktadu. Nie jest wykluczone, ze dyslokacje moga si¢ skupiac na przypadkowej powierzchni
rozdziatu faz i obnizaé energie odksztalcenia, zwiazana z pojedynczymi dyslokacjami [17],
co z kolei moze prowadzi¢ do zmniejszenia energii swobodnej uktadu.

Powstawanie poslizgéw przy obcigzeniach zmiennych moze byé tylko wynikiem dzia-
lania naprezen stycznych, sa one przyczyng zmiennego plastycznego mikroodksztalcenia
przy zmgczeniu. Dzialanie ich sprowadza si¢ do umacniania najstabszych krystalitéw,
dopdki pod wplywem coraz wigkszego obciazenia nie zaczna pekaé. Ostabienie wskutek
peknigeia najstabszych krystalitdéw moze byé kompensowane umacnianiem krystalitow
bardziej wytrzymatych. Dalszy wzrost mikropeknieé i powstawanie nowych zostaje wéw-
czas zahamowane. Jest mozliwe jednak i zjawisko odwrotne — postepujacy rozwdj mikro-
peknied i ich taczenie sig w jedng wspdlng szezeling. Od tego momentu zostaje przerwane
powstawanie innych szczelin.

Wzrost postepujace] makroszcezeliny przez stopniowe laczenie si¢ mikroszezelin ma
zwykle kierunek prostopadty do kierunku dzialania gléwnych naprezed rozciagajacych.
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Proecs powstawania, rozwoju i faczenia sig mikroszczelin stanowi drugie stadium zmeczenia.
Pekniecia zmgczeniowe rozprzestrzeniaja si¢ nie w calej objgtosci monofilamentu podda-
wanego obcigZzeniom zmiennym, lecz tylko w jeduym z przekrojéw, w ktérych laczac sie
przechodzg przez najstabsze skfadniki niejednorodnej struktury.

Przy pewnym stanie odksztalcenia i naprgzenia materialu nastepuje kres jego nasycenia
energetycznego i dalsze dzialanie sit zewnetrznych prowadzi¢ moze tylko do dekohezji.
Badania prowadzone przez ODINGA [18], PETERLINA [19], ZEUKELIESA [14], KUROKAWE
[20], YokoBORl [21], OROWANA [22], AFANASIEWA [23], NISHIHARE 1 KoBAYAsHI [24],
FREUDENTHALA [25] 1 innych [26] dowodza zlozonosci zniszezenia zmeczeniowego ciat
polikrystalicznych. Brak jest zupelnie opracowan opisujacych zmiany strukturalne zacho-
dzace w miejscu zerwania ciala poddawanego wielokrotnemu rozcigganiu. Wydaje sie,
ze w oparciu o dokonang analizg mikrofraktograficzng ztomdéw zmeczeniowych bedzie
mozliwe lepsze zrozumienie mechanizmu zniszczenia monofilamentéw i widkien.

3. Charakterystyka materialu pomiarowego

Analize mikrofraktograficzna i badania clektronomikroskopowe prowadzono na
zylce poliamidowej z poliamidu 6. Charakterystyke wskaZnikow fizyko-mechanicznych
monofilamentu podano w tablicy 1. Badania zmgczeniowe 2zylek realizowano na pulsa-

Tablica 1. Charakterystyka wskainikow fizyko-chemicznych wlékna wyijsciowego

Wielkos$¢ mierzona Wartos¢ liczbowa

Stopien krystalicznosei %] 54,94-3,2
Orientacja og6lna (dwbjlomnosc) 0,0516+0,0004
Kat orientacji osi krystalitow [stopnie] 15°10°
Wielkosé krystalitbw w kierunku prostopadlym do plaszczyzny w [A]:

— (200) 35,0

— (020)+(220) 49,0
Gestosé [Mg/m?] 1,1423
Stopien polimeryzacji 128,1
Wytrzymalo$é na rozcigganie [G] 495,0+5,3
Wydluzenie przy zerwaniu w [%] 20,24+1,3
$Srednica widkna [p.m] 82,0

torze PK-3 produkeji radzieckiej [27], pracujacym przy stalej amplitudzie wydluzen w kaz-
dym cyklu A1 == const. Badania wykonano przy odlegloéci miedzy zaciskami 500 mm
i stalym wstepnym obciazeniu probki réwnym 40 G. Pomiary prowadzono w warunkach
klimatycznych: temperatura 204-2°C; wilgotno$¢ wzgledna powietrza 654-3%.

Znuzenie zylek prowadzono w dwdch wariantach, stosujac:

a) stala czesto$¢ zmiany naprezenia, a zmienna amplitude wydiuzenia,

b) stalg amplitude wydtuZenia, a rdézng czesto$é zmiany naprezenia.

W wariancie pierwszym czesto$é wynosifa 625 cykli/min, amplituda natomiast 0,8-
+1,8%, w drugim za$ amplituda byta réwna 1,2%, natomiast czesto$¢ zmiany naprezenia
225, 425, 525, 625 cykli/min.
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4, Metodyka badan

4.1. Obserwacje w mikroskopie elektronowym. Bezpoérednia obserwacj¢ struktury powierzch-
ni zerwanych odcinkéw zylek w miejscu ztomu oraz w pewnej odleglosci od zlomu, jak
i zylek nie poddanych znuzeniu prowadzono na mikroskopie elektronowym typ BS 242 D
czechostowackiej firmy Tesla. Obserwacje prowadzono na replikach platynowo-weglo-
wych uzyskiwanych metoda BRADLEYA [28].

4.2. Obserwacje w mikroskopie swietlnym. Prowadzenie bezpo$rednich obserwacji powierzch-
ni zylek o duzej érednicy, rzedu kilkudziesigciu mikrometréw, z uwagi na mala glebie
ostrosci mikroskopu $wietlnego jest bardzo utrudnione, a dla powigkszenn rzedu setek
razy prawie niemozliwe. Trudno$¢ ta wystgpuje zardéwno przy obserwacji zytki w $wietle
przechodzacym, jak i odbitym (przy gérnym skoénym os$wietlenju) {29]. Radykalng po-
prawe uzyskano prowadzac obserwacje odcinkéw zylek w polistyrenie, wykonanych
w sposob analogiczny jak do celéw mikroskopii elektronowej. Obserwacje odcinkéw
w $wietle przechodzacym prowadzono na radzieckim mikroskopie MIN-8 stosujac polska
nasadke fotograficzng MNF {irmy PZO.

5. Wyniki obserwacji

Bezposrednich informacji o niszczeniu badanych Zylek poliamidowych w procesie
znuzenia dostarczyla analiza zdjg¢ wykonanych na mikroskopach éwietinym i elektrono-
wym.

Mikrofotografie replik powierzchni wykonanych dla zylki nie poddanej znuzeniu
i znuzonej (rys. 1) wykazuja istotne réznice w ich strukturze morfologicznej. Monofila-
ment nie nuzony charakteryzuje si¢ podiuznym sfalowaniem elementéw strukturalnych
powierzchni z jednoczesnym wystgpowaniem szczelin wzdhuznych. Dla zylek znuzonych
powierzchnia staje si¢ bardziej gladka, a nieréwnomiernoéci powierzchniowe ulegaja
wyréwnaniu i zmniejszeniu (rys. 1b, c). Kolejne fazy rozrywania w proccsie zmegczenia
z uwypukleniem: momentu tuz przed rozerwaniem i po rozerwaniu zamieszczono na rys. 2
i 3. Z charakteru uzyskanych ztoméw mozna wnioskowaé o przebiegu niszczenia w zalez-
nosci od wielkoéci amplitudy obcigzZenia [1], co tutaj nie bedzie analizowane.

Ze zdje¢ wykonanych na mikroskopie elektronowym, dla fragmentéw monofilamen-
téw nie poddanych znuZeniu i nuzonych, widaé wyraznie réinice w mikrostrukturze
morfologicznej (rys. 4). W wyniku procesu zmgczeniowego nastepuje znaczne wygla-
dzenie mikrorzezby powierzchni zylki, co jest juz zauwazalne pod zwyklym mikroskopem
(rys. 1b, ¢) dla duzych powigkszen. Repliki powierzchni zerwanych fragmentéw znuzo.
nych monofilamentéw (rys. 5) pokazuja wyrazne réznice morfologiczne zylki znuzonej
i nuzonej az do zerwania. Calkowicie zniknely nieréwnomiernoéci. Na ich miejscu po-
jawily sie odgraniczone prostymi liniami gladkie pasma poSlizgu o krawedziach wzdiuz-
nych prawie réwnoleglych do osi zylki, to jest prawie réwnolegle do kierunku deformacji.
Pasma te odgraniczone sa krawedziami uskoku w przyblizeniu do siebie réwnolegtymi,
a prostopadlymi do osi monofilamentu. S3 one mikroskopowym odbiciem peknigcia
zmeczeniowego. Na niektérych mikrofotografiach widaé¢ zanieczyszczenia §rodkiem ma-
tujacym — dwutlenkiem tytanu. Czarne, bezksztaline plamy zauwazalne na niektérych
zdjeciach sa artefaktami powstalymi podczas napylania weglem matrycy polistyrenowej
w procesie przygotowywania preparatéw. O§ zylki zaznaczona jest strzatkg ciagla.



Rys. 1. Mikrofotografie replik powierzchni monofilamentu: a— nie poddanego znuzeniu zZmeczenio-
wemu, b, ¢ — znuzonego

5 Mechanika Teoretyczna [289]



c

Rys. 2. Mikrofotografie kolejnych faz rozrywania monofilamentu: a — faza poczatkowa, b — powstanie
klinowego wglebienia, ¢ — nastepna faza, d — rozerwane fragmenty widkna

Rys. 3. Mikrofotografie replik powierzchni monofilamentu: a — tuz przed zerwaniem, b — rozerwanego

1290]



Rys. 4. Mikrofotografie replik powierzchni monofilamentu: a — nie poddanego znuzeniu zmegczeniowemu,
b — znuzonego, na ktérym widoczne sg zanieczyszczenia siarczanem baru, zaznaczone strzalkg przerywang

S5* "2971,
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Rys. 5. Mikrofotografie replik powierzchni zerwanych fragmentéw znuzonego monofilamentu. Na nie-
ktérych mikrofotografiach strzalka przerywana zaznaczono liczne zanieczyszczenia dwutlenkiem tytanu

[293)



294 A. WrocHOwIczZ, Z. KUBACKI
6. Dyskusja wynikow

Analiza replik z mikroskopu elektronowego dla znuzonych, a zwtaszcza dla znuzo-
nych 1 zerwanych fragmentow zytek zdaje sig wskazywa¢ na dyslokacyjny charakter pek-
nigcia. Swiadczy o tym w szczegdlnosci wyraznie schodkowy charakter zlomu rys. (5b,e).
Obszar krystaliczny (badz parakrystaliczny) poliamidu, utworzony przez zespét atomdw
lezacych w okreslonych wskaznikami Millera plaszezyznach krystalograficznych, moze
by¢ nieuporzadkowany, gdy krystality tworza rézne katy z osia zylki, lub zorientowany —

Rys. 6. Schemat tworzenia sie dyslokacji w poliamidzie

gdy tworzg okre$lone katy. Jezeli zytka zostanie obciazona, wéwczas w plaszezyznach
(200) czy (020)4(220), jako najgesciej obsadzonych i o maksymalnym liniowym zagesz-
czeniu atomami, moze zaj§¢ poslizg [1]. Plaszczyzny poélizgu powstaja, gdy tworza sie
dyslokacje typu krawedziowego badz Srubowego.

Schemat tworzenia si¢ dyslokacji krawgdziowej podano na rys. 6. Prawpopodobien-
stwo powstawania tego rodzaju dyslokacji jest duze z uwagi na mozliwoéé wystgpowania
defektéw w lancuchu makroczgsteczki [17]. Powstawaniu defektow w makroczasteczkach
sprzyjaja fluktuacje cieplne atomow oraz oscylacje deformacyjno-rotacyjne. Ruch dyslo-

7*
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kacji w normalnych warunkach nie zachodzi. Jest do tego zawsze potrzebne pewne na-
prezenie zewnegtrzne. Ruchowi dyslokacji, ktéra na swojej drodze napotyka przeszkody,
towarzyszag — oprocz przytozonego naprezenia wywolujacego ruch — drgania termiczne
sieci krystalicznej. Drgania te dostarczaja dodatkowej energii niezbednej na pokonanie
przez dyslokacje przeszkody i jej dalszy ruch. Prawdopodobienstwo ruchéw dyslokacyj-
nych wzrasta, gdy pod wplywem cyklicznego obciazenia zewnetrznego, ktére wytwarza
naprezenia styczne w plaszczyznie poSlizgu, ulegaja zmniejszeniu réznice energii poten.
cjalnej, konieczne do wywolania zmiany polozenia dyslokacji. Ruchy te powodujg two-
rzenie si¢ pierwszego mikropeknigcia w obszarze uporzadkowanym. W poczatkowym
stadium niszczenia pekniecia te sa luzno zwigzane z plaszczyzna poélizgu. Fakt, Ze poru-
szajace sig dyslokacje sa dwuwymiarowymi tworami geometrycznymi, przemieszczaja-
cymi sie wzdtuz plaszczyzn poslizgu w tréjwymiarowej sieci krystalicznej powoduje, ze
napotykana przeszkoda oddzialuje z dyslokacjami w zaleznosci od ich charakterystyk
geometrycznych.

Zatem, gdy mikroskopowe pegknigcia rozprzestrzeniajg sie¢ w objetosci tworzywa widk-
na, nastepuje ich wzajemne przemieszczanie si¢ lub laczenie w zespoly. Powstaje wtedy
pekniecie mikroskopowe. To ostatnie pod wplywem stosunkowo niewielkiej sily zew-
netrznej prowadzi do peknigcia makroskopowego i zerwania zyiki.

Procesowi odksztalcenia zmeczeniowego zylek poliamidowych towarzyszy nieodlacz-
nie stan naprezenia. Stan ten jest nwarunkowany migdzy innymi naprgzeniami w obsza-
rach uporzadkowanych, a zwlaszcza w obszarze defektéw. W tym obszarze jest zakidcona
prawidlowa struktura sieci przez wystgpowanie atoméw wiasnych lub atoméw wtracen
w niewla$ciwych pozycjach miedzywegziowych lub weztowych. We wszystkich przypadkach
energia potencjalna sieci w obszarze defektu jest wyzsza od minimalnej wartos$ci, odpo-
wiadajacej potozeniu réwnowagi, co objawia si¢ wystepowaniem pola naprezen wokdél
defektu. Wskutek malego promienia dzialania sit atomowych zasieg takich pél naprezen
wynosi do kilku parametréw sieci.

Wydaje sie, ze poza powyzszymi przyczynami w procesie niszczenia zmegczeniowego
zytek poliamidowych duza role odgrywaja mikronaprezenia orientacyjne spowodowane
defektami, a zwtaszcza ich spietrzenie na granicy obszaréw uporzadkowanych i nieupo-
rzadkowanych. Majg one okre$lony kierunek, zgodny z kierunkiem odksztalcenia.

Gdy odksztalcenia sa zgodne co do kierunku i zwrotu ich dzialania, wéwczas mikro-
naprezenia sie sumuja i szybko rosng. W innych przypadkach ma miejsce ich odejmowa-
nie. Mikronaprezenia te okre$laja moment powstania mikropeknigcia.

W przypadku odksztalcenia jednokierunkowego, z jakim mamy do czynienia w na-
szych badaniach mechanizmu niszczenia zmeczeniowego poliamidowych zylek przy
wielokrotnym rozciaganiu, zapoczatkowane trwale mikropeknigcia rozprzestrzeniaja
si¢ wzdluz krawedzi coraz to wigkszych zespoléw uporzadkowanych: krystalitéw, lamel,
mikrofibryl, i fibryl. Prowadza one do dyslokacji typu krawedziowego w wyniku réznic
energetycznych, istniejacych pomiedzy fazami krystaliczng i amorficzng.

Przylozone makronaprezenia dzialajace, jak juz powiedziano wyzZej, stycznie w plasz-
czyznie poélizgu, powoduja laczenie si¢ mikropgknig¢ w jedng calo$é, prowadzac do
pekniecia mikroskopowego. Tworzy si¢ znaczny skok potencjalu naprezen w miejscu
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peknigcia, w wyniku czego powstaja — z punktu widzenia energetycznego — dogodne
warunki do przesunigcia si¢ calego uporzadkowanego pakietu wzdluz kierunku dziatania
naprezefi deformujacych, w przyblizeniu o dlugo$é réwna wielokrotnym wymiarom
krystalitow prébek znuzZonych.

Przeprowadzone obliczenia poréwnawcze wielkosci uskokéw z wymiarami krysta-
litbw w kierunku prostopadtym do plaszczyzny (200) — (rys. 5c, d) wykazaly, ze dla
monofilamentu nuzonego przy amplitudzie 1,6 mam odlegloéci pomigedzy krawegdziami
uskokdéw sa 1600 razy, a dla 1,2 mm — 2200 razy wieksze niz wielkoéci krystalitu okre-
$lone na drodze rentgenowskiej. Natomiast dla bardzo matej amplitudy 0,8 mm — (rys.
5a) dochodza do wielokrotnosci 3200 razy. Z powyZszego wynika, Zze zylki nuzone przy
malej amplitudzie wykazuja wieksze odleglosci pomigdzy krawgdziami uskokéw niz nu-
zone przy duzych amplitudach. Odleglosci te ulegaja zmniejszeniu w miar¢ wzrostu ampli-
tudy, bedac odbiciem zmniejszenia sig wymiaréw krystalitéw [1].

Rys. 7. Mikrofotografia repliki przekroju poprzecznego zorientowanego monofilamentu poliamidowego,
$ciskanego prostopadle do osi widkna i nastgpnie walcowanego (wg [20])

Opisane powierzchniowe zmiany zytki zrywanej sa odbiciem strukturalnych zmian
zachodzacych w calym przekroju monofilamentu w wyniku znuZenia zmeczeniowego lub
innych czynnikéw fizycznych deformujacych strukturg o do$é znacznej charakterystyce
naprezZeniowej.

Potwierdzeniem tego jest reprodukcja japonskiej mikrofotografii [20] przekroju po-
przecznego zorientowanego monofilamentu poliamidowego, §ciskanego okoto 30% pro-
stopadle do kierunku osi zylki, a nastgpnie walcowanego wzdhuz plaszczyzny (010) —

rys. 7. Strzalka zaznaczono kierunek zgniatania. Przekréj ten dobrze odpowiada omawiane
mikrorzeZbie powierzchni.
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7. Whioski

1. Pekniecie zmgczeniowe w zylkach poliamidowych w skali makroskopowej i mikro-
opowej zachodzi, w przyblizeniu, prostopadle do kierunku naprezenia, natomiast
skali submikroskopowej przebiega zgodnie z zasada «najmniejszego oporu».

2. Uskoki i sfaldowania obserwowane na replikach zerwanych fragmentéw zylek wy-

nikaja z mechanizmu propagacji pekni¢¢ zmeczeniowych. Peknigcia te powstaja w pas-
mach poslizgu i miedzy nimi wytyczajac droge pekniecia gldwnego.

3. Odleglo$ci miedzy krawedziami uskokéw zmieniaja si¢ ze sposobem znuzZenia i sa

funkcja amplitudy.
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Pesmome

O MEXAHH3ME VCTAJIIOCTHOI'O PA3BPYVIIEHHMS ITOJIHMAMUIHBIX JIECOK

B pabGore ofcyxpenkl pe3ynbTaThbl HAGIFOMEHNN YCTAIOCTHONO PaspYLUEHUsT NONUAMUIHBIX JIECOK.
MruuuynpoBanie M pasBHTHE Pa3pylUeHHS HCCIIENOBAHO IIPH IOMOLH CBETOBOIO ¥ 3JI€KTPOHHOTO MMKpPO-
CKOMOB. YKa3aHbl HMCTOYHHMKH M NPHUHHb] YCTAJIOCTHBIX TIOBPEXKHEHHIY, CPENHM KOTOPLIX HA IIEPBOM
MecTe HaxomaTcs MedeKTbl M JUCIOKAITMH KPHCTATJIHYECKOH DEeruéTkH.

Ha ocHOBaHMH TNOJYUEHHBIX PE3YJIBTATOB, INPEIJIOKeH BEPOATHbLIN MEXaHH3M YCTallOCTHOIO paspy-
LUEHHA JIeCOK U3 Imonuamuma 6.

Summary

A CONTRIBUTION TO THE MECHANISM OF THE FATIGUE FRACTURE OF POLYAMIDE
6 FIBRES

The paper presents some observations concerning the fatigue fracture of the Polyamide 6 fibres. The
process of initiation and development of fracture were investigated by means of the optical and-electron
microscopy. Various reasons for the fatigue fracture are considered and the role of dislocations and deffects
. of crystal lattices is discussed at the first plane. On the basis of the obtained results a probable mechanism
responsible for the observed fatigue fracture of the Polyamide 6 fibres is proposed.

ZAKEAD WELOKNOZNAWSTWA POLITECHNIKI LODZKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji duia 15 lipca 1970 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
2, 9 (1971)

STATECZNOSC WSTEPNIE SPREZONEGO WALCA KOLOWEGO PRZY SKRECANIU

ELENA ZLATANOWA (SOFIA)

Autorzy prac {1]-[4] rozwazaja rézne zagadnienia statecznosci pelnego walca kolo-
wego poddanego skonczonym odksztatceniom. W pracy [5] zbadana zostala statecznosé
wstepnie sprezonego walca kotowego bez obciazenia zewngtrznego. Niniejsza praca bada
walec jak w pracy [5], nie posiadajgcy stanu naturalnego, przy duzym skrecaniu. Oblicze-
nia opleraja si¢ na teorii opracowanej przez Greena, Rivlina i Shielda w {6]. Stosuje sie
oznaczenia wprowadzone w [7].

1. Duze skrecanie walca z dyslokacja Volterry

Prosty walec kotowy o dlugosci A i promieniu a, wykonany z niescis§liwego materiatu
sprezystego, poddany jest nast¢pujgcym odksztalceniom:

a) usunieciu lub dodaniu klina o dowolnym kacie rozwarcia ¢, przez przecinanie walca
polptaszczyzna przechodzaca przez o$ (por. [5]),

b) duzemu rozcigganiu lub $ciskaniu,

¢) skrecaniu o kat yz, przy czym z oznacza odlegloéé od konca walca.

Ciato po takiej wstepnej deformacji oznaczamy przez B, a jego rozmiary przez ki a.

Zagadnienie zawiera oprdcz parametru y, nastgpujace parametry deformacji, zdefiniowa-
ne przez:

(1.1) pw=ald, w%=2m|Qn—¢), i=DAhh,
ktére ze wzgledu na niescisliwo$¢ materiatu zwigzane sa zaleznoscia
1
# V%l

Za pomocy tej zaleznosci rugowaé bedziemy parametr u. Dalsze zwiazki bgda zawieraly
tylko trzy niezaleine parametry x, v, A.

Wprowadzamy w ciele B walcowy ukiad wspdtrzednych {9} = {r &, z}, ktéry uwa-
zaé bedziemy za uklad konwencyjny. KarteZJanskle wspélrzedne typowego punktu po
odksztalceniu i przed odksztalceniem sa

x, =rcos?, X, =rsind, x;=12z,

o

(1.3) r § ) . _r . (9 < _Z
E . X1 —J:QOS ; wz|, X2 -—-;_Sln (; Yz, X3 = 1
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Wyznaczamy tensory metryczne g;; ciata odksztatconego oraz g;; i g' ciala nieodksztal-
conego, stosujac (1.2)

1 00
(1.4) g; =0 r* 0], g =det(g) =r2,
00 1
T=xl O 0 I il 0 o T
s . 0 rz—g— —r2pl . %A .
( . ) gij = ’ | ’ & = 0 w:.’x;_z_i“r‘z_;_ w%lz )
0 —ripd rz{l)zz_f-_/fz—__ 0 px A2 A2

g =det(g;) =2
Tensory metryczne (1.4) i (1.5) okreslaja stan odksztalcenia i pozwalaja, w oparciu
o wzory z [7], obliczy¢ niezmienniki stanu odksztalcenia I, a takze tensor napreenia
1 1
]1 :g”gij = 7(%—*— —;)—I— 12(r21p2>¢2+1),
. 1 1 2
(1.6) I =gl = A nt |+ o (rP9*% A+ 1),

Iy =¢glg =1.
v =@, g+ P, b+ pgV;

! 1 2
711 =(pl_x—)t+¢2(7’7+;'+1P2%117‘2)+P;
2,22 — (” 2,,292,2 1 L an2s, 252
(1.7 r27?? =@, \T‘I—‘lp 22 22|+ D, ?“f—%l-r?p %22 |4p,

733 == @1 2.2“*—@2 (%—f‘%l)_f‘]’,

3 = @, pud* 4Dy,

712 — .[13 =0,
gdzie
ow ow
(Dl ——2—61—1‘, @2 —20—12.

Funkcja W(I,, I,) jest potencjalem sprezystosci okreslonym na jednostk¢ objetosci ciata
nieodksztatconego. Z (1.6) wynika, ze @, podobnie jak I sa funkcjami zmiennej r. Funk-
cj¢ skalarowa p wyznaczamy z warunku brzegowego

(1.8) =0, dla r=a
i réwnan réwnowagi
(1.9) Vit =0.

Symbol V; oznacza kowariantne rozniczkowanie w ukladzie {#}. Z (1.9)dlaj=2ij =3
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wynika, ze p jest funkcja tylko zmiennej r. Z réwnania dla j = 1 wyznaczamy
Y Y S
(1.10) p=—19 ) +@, '72‘"*‘;— FypPadr +

~

S W PP
—(—;;»:+~):~) J ((2514—4-(752)7'——}—1/1';:-2- I D, rdr

R

i ostatecznie
: 1 % - dr
2,232 Y j205y
T, =il J@lrdr (xl l)j (D + 72Dy —-,

a

Iz

rie?? =4 (’;_%) (D, +12D,)+D p?x2 )22,
(1.11) 733 = T“—f—(22—%)(@1—}-;(1)2)*szq)thz,

3 =l (Px2+D,).
Oznaczamy przez P'sile na jednostke powierzchni na brzegu z = A z normalna #;(0,0, 1)
P =1ng;,
gdzie g; jest wektorem bazy, oraz wyznaczamy calkowity sile osiowa N oraz moment M
przenoszone prze walec

a

(1.12) N =27tfP3ra'r =2n { rdr {r“ + (22- 711) (¢1+%€D2)-w2xlr2¢2},
g . ¢ ]

0

(1.13) M =2an2r3dr =2mp/1fr3(451n2.+(152)dr.
0 0

2. Dodatkowe male odksztalcenia. Warunki utraty statecznosci

Nalozymy na cialo B pole malych przemieszczen sw. Przechodzi ono w stan 5 Linio-
we czeSci przyrostéw maprezenia i odksztalcenia oznaczone primami wyznaczamy na
podstawie wzoréw z [6] i [7]. Przytoczymy tutaj ostateczne rezultaty. Oznaczajgc kowa-
riantne wspolrzedne wektora malych przemieszczen przez w, =u, w, =0, w3 = W,
a ich czastkowe pochodne przez wy , =u,, w, , = ug, ... itd, otrzymujemy kolejno

I =2 [;17 U+ (% r2+1p2x222) (vg+ru)+ 22w1+1px22('v,+w3)] ,
1 2 1
2.1) I, =—2 [xlu,—{— Pty (vs+ru)+ (rzwle—{— —1—1—2—) wz—wl(v,+ws)]] ,

1 1
I3 =2(Ur+ Pl vs+7u+wz) =0;
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, 1
7't =2u,[AW (22+—-—] P22 A%r 2)+F( s+ —~~1—|—1p2r2) ]+

1
2;1’2‘('09—{‘”!)[/4 (7{ —i—wlerz)— ( ! +—2”+"P2}~2 2)+
1
]+

oo 3

+F(—%+l 5 TRyt Rty n 2 2)+¢z (w w2 dr?4-

rt)»

A

,/

—{-F(q} #A3r2H1-+ -—-y)r —— D, =0t
+29(v,+wg) [A 2+B(7 +- —i—tpzlzm'z) +
+F(7¢+23+%+7P2%223"2)—I—¢2 l]—‘rp';
2.2) ‘
r2g’22 =2u,.{A (712 —l—zpzzlrz) —B(;— +x? 22%—1/)2%222)'2)—1—
—I—F[ ! 3 +1—+r 1/)2(1—/223)]4—([) (—~—i—q) ,d;-)}
—l—2—~2 (vg—i—ru)l ( +prx? A% ’) —B(%—!—Zz—i—wzlzrz)—i—
+F[ﬂ.3 Fx?—1+r2yp% 2(2—;—71~———i—r > 7&)] }—}—
+2w, {A(xl—i—wzle“rz)—B [( 5 +p° A?»rz) 4 —I—y)z;czlz 2]—i—
2
—i—F[l—i—xP—x/’l(% —i—wzﬂlrz) +1/)2x23r2]+®2%1}+
+29(v, 4+ wy) [A (x27~—i—1,02%3l“r2)+3(—i- +xA3 —i—quxlzrz) +
+F(2%+%22.3+21p27{22,3l‘2):| _'_p/’
33 Z 2 2 1 1
=2, | AL B+ )2 +F|— +1—x23 |+, = [+
% % P
—|—2—2(vs—i—)u) {A(/Z—sz;fz?“ 2)+B( —i—l) A+
23
—i—F[l——xz— - +(1 —l—zz)'(pzx)ﬁrz] —}—@231}—!—

) 1 P A3
+2w, {A l“—B(H T +Q +x2)w212r2+F(x—xl3—1——1p2xl3) —p}—i—
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c.d.(2.2) +29(v.+wy) [Axl“q'-B (—i— —M) A3 +F(2+‘/,2)Z3]+p’;
" A 1
713 = — p%——};@z (u.+w)—, 7),~|—u9—27—v wa,

1
P2l —= [p+¢2 (7 "‘1:"2”;”'2)] (T)r+“3_2’1*_’0)4‘@2(“:—'—1%)1#1"27

)'2 732 = 2[,[‘. I:A;»—B%;LZ”‘I_F(% '—KZ;L:") ':—(DZ ;.] ?/)1'2-1“

2

—!—2(’03—1—1'11)1/)[A(le—l—wzxz‘)frz)—B il + F(e— 23422 237)

7

e
I

S

+2W:|:A7’2-3_B('1;'+1P27-22"2) +F(;»3-}-%—'1/)22213I'2)]1,’-'1'2—:‘

+2(v.4wy) [2/41/)2'/.214—2&;)27,)»3 +AFy?n )3 — /iz (= AD, +1))] r2.

Réwnanie (2.1); jest réwnaniem niesci$liwosei, gdyz 73 =1 pociaga za soba waru-
nek, 7, = 0.

Tensor naprezenia calkowitego 7/+4e7'V spelnia warunki réwnowagi, gdy sa spetnio-
ne réwnania

(2.3) Vi M r 4 i = Q)
gdzie
orW W oW
A=2-%p> B=27%p F=2%r% "

Przyrosty symboli Christoffela I} podane zostaly w pracy [5]. Réwnania (2.3) oraz (2.1),
tworzg uklad czterech réwnan rézniczkowych na funkcje u, o, w, p’. Poniewaz A4, B, F
oraz @y sa funkcjami niezmiennikéw, ktdére z kolei sa funkcjami zmiennej r, obliczenia
dla dowolnego materialu sa niezmiernie skomplikowane. W zwiazku z tym dalsze roz-
wazania ograniczamy do z géry zadanego materiatu, a mianowicie do tzw. neo-hookeanu,
dla ktorego

2.4) W(lx) = C(1,—3),
gdzie C jest dodatnia stala. Wynika stad

», =2C, D,=A=B=F=0;
Uwzgledniajac (2.4), réwnania (1.10), (1.11), (2.2) przyjmuja postaé

1
11 __
T —ZC—M—H),

222 . 11 i{_ L 2. 212 2
2.5) 11t =1 +2C(l+xa)—l—2C1,u/. r,

733 =20 22— i)
xA]’

123 =2CpxA3;
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(2.6) dpldr = 2C( 7 1)%—{—2&,02%2221';
' =—217”r+1)', 73 = _p(u:+wr)’

.7 %% = —Zp( L vg—%—l-'v) +p', P’ =—p (v,+u3—2 :—'v) ,
73 = '—21)Wz+[7 » 732 = —P('Uz+ws)-

Podstawiamy teraz (2.5)-(2.7) oraz I} do (2.3) 1 otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan
rézniczkowych na funkeje u, v, w oraz p':

1 1 1
4C——u, + 24,2922 T
Cxlu" 2C(3m1 L v lr)ru’
— - i —bqpe? ) _1_ 2
20(42 - - hp 2:r |7 u4-2CA%u, .-+
| % AN 1 1 % > n 1 ‘
TQC( 3 f,41p2x2/_-) 5 Hog +2C— l 4C( SYIREY —[—1p29r/.-r2) 3 Vot

2 1 1 ’
+4C1P%l_ (“Sz_ T 'U:) +2C 9{_2. H’r:_.-“i_,pr = 0)

X292y €L
C(;L el r)ura—%—2C(}M +2

% 1
5t Zzpznzlzrz) F ug+

(2.8) A1 2w L
+2C A \Or T +4C A-HP w2 A%r rzfuss—}—

+2c/12-v,z+2c(-’.;+1p2x2/12r2) Wo
“+2Cyx A r? (u,‘+3 vsz+3i u +wzz) +py =0,

2CA% (urz-i— ws_—,—2wzz)—i—2C (——~ +A2— l —2x? A%y 2) —u,+
+2C% (w,,—i— — w,)—i—ZC (% —i—y;zlezrz) riz Was+4Cwx 22w, +p; =0,

1 1
U+ —ut—vytw, =0.
r r
Ograniczamy si¢ do przypadku plaskiego odksztalcenia, niezaleznego od zmiennej z,

0 P
i 0. Uktad (2.8) doprowadzamy do jednego réwnania rézniczko-
wego na funkcje u(r, #). Réwnanie (2.8); przy powyzszych zaloZeniach spelnione jest
tozsamosciowo. Otrzymujemy wiec

przyjmujac w = 0,

0*u d3u 32 1ou 1
—_— 2* — —— —_—
) (r or* +or 03+5 r 6r+r2u)+
_0%w (1 222,2 1 P (1 % 2,,2 72,2

1 d%u 1 8¢
+r—zar2( + 5y o 2)+ ; a,;i(”w w2 1r ) o0,
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poprzednio wyrazajac funkcje v i p” przez u(r, 9),

10 P
(2. ) 619’ = r —a- ru,
xh 0% L, %Pu 0w ou 1 Pu 222 22y

QL) 5o agr =P g g b g it g apr G~ LS
z jedynym warunkiem brzegowym
2.12) 73 =0, dlar=a,

_‘ZPur‘}‘PI =0,

1
(2.13) v,—l—ug—ZTv =0, dla r =a,
uz+wr='0,

ktory odpowiada zerowaniu sie obciaZenia na brzegu (na powierzchni bocznej). Trzeci
warunek jest spelniony toZzsamosciowo.

Réwnanie (2.9) z warunkami (2.13) tworza jednorodne zagadnienie brzegowe. Mozna
pokazaé, ze zagadnienie to jest samosprzgzone. Wtedy istnienie nietrywialnych rozwigzan
(2.9) przy powyzszych warunkach brzegowych bedzie réwnowazne z warunkiem utraty
stateczno$ci [8].

Poszukujemy rozwiazania metoda Fouriera [9] w postaci iloczynu dwdch funkeji «(r)
i funkcji wlasnej réwnania (2.9) Q(9). Funkcja taka jest sina$ lub cosnd®, gdzie n jest
dowolng liczba naturalna. Podstawiamy wiec u(rd) = a(r)Q(¥) do (2.9) i otrzymujemy,
niezaleznie od tego czy wzigto funkcje sinnd czy cosnd, réwnanie rézniczkowe zwyczajne
czwartego rzedu

4

3 2
2.14)  r? flr—j‘ +6r‘2—r°3‘ T % (r2[5—n2(14-#2)]—r*n>H}+

+Z—f{—r[l+/12(1+x2)]—3r2n2H}+a{1—(1+z2)n2+n4n2+r2n’-(n2—l)H} =0,

gdzie oznaczyliSmy
(2.15) H =yp*>%3 23

Podstawiajac najpierw (2.10) i (2.11), a nastgpnie u(rd) = a(r)Q(¥) do (2.13) otrzy-
mujemy ostateczng postaé warunkow brzegowych zagadnienia

d3a d*o  du
L R ek il Ll G 2 B —(*—1Da=0, nar=a,
(2.16)
42
Tj_}_i_di_[_( 2_1)705__0 nar =da.

Réwnania (2.14) i (2.16) sg prawdziwe dla dowolnych v, %, A. Ich rozwiazanie analitycz-
ne mozna znaleZé w przypadku, gdy kat dodatkowego rozwarcia dodatkowego (usunie-
tego) klina ¢ jest maly. W celu znalezienia takiego rozwiazania ograniczamy dalsze
rozwazania do wartoéci » bliskich jednosci. Oznaczamy

@.17) % = 1+&,

6 Mcchanika Teoretyczna
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gdzie & jest malym parametrem; &2 mozna pominaé w poréwnaniu z £. Bedziemy tak
samo pomijac¢ wielko$é £H. Oznacza to, Ze p? jest tego samego rzedu co &, wigc &p? ~ 0.
Przy tych zaloZeniach réwnanie (2.14) da si¢ przedstawi¢ w dwu réwnowaznych posta-
ciach

(2.18) - [F*D*—rD—(1—n*—En))[r2D*+3rD+ (1 —n?—én?)—n2Hr?ja =10.
lub
2.19)  r2[r2D*+-3rD+(1—n2—é&n?)—n*Hr?) [D2+3~’17D+(1—n2—|—5n2) %]oc =0,

. d
gdzie D =

Poniewaz operatory w drugich nawiasach kwadratowych sg liniowo niezalezne, linio-
wo niezaleznymi rézwiazaniami réwnan (2.14) sa rozwiazania dwu réwnan rézniczko-
wych drugiego rzedu

[r2D?*+3rD+(1—n>—£&n?)—n2Hr?la =0,

(220) [r2D2__rD+(1__n2__é‘:n2)](x =0.

Pierwsze z tych réwnan doprowadzone do postaci réwnania Bessela ma rozwigzanie

1 1
(2.21) oy =C17Iv(kr)—l—C27Kv(kr),
a drugie jest réwnaniem Eulera z rozwiazaniem
(222) i Oy =C3r91+c4r92_

Zatem ogdlne rozwigzanie réwnania (2.14) przedstawia si¢ nastgpujaco
1 1
(2.23) a =C17Iy(kr)+C27K(kr)+C3r01+C4r91,
gdzie C; sa statymi catkowania, 7,, X, sa zmodyfikowanymi funkcjami Bessela pierwszego
i drugiego rodzaju rzedu v, dla urojonego argumentu, przy czym
(2.24) v =n(l+£)2,

(2.25) ke = nH?,

a g; sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego
(2.26) 0*—20+1—n2—¢n? =0,

Poniewaz dla r =0 K, - o0 oraz r®* — 0, ze wzgledu na fizyczny sens zagadnienia ko-
nieczne jest przyjecie C3 = C, == 0. Ostateczna postaé rozwiazania (2.23) jest

(2.27) o =4 7617 I(kr)+Bre,

Podstawiajac (2.27) do warunkdw brzégowych (2.16) otrzymujemy jednorodny uktad



STATECZNOSC WSTEPNIE SPREZONEGO WALCA KOLOWEGO 307

réwnan algebraicznych na state 4 i B:

(2.28) A{I(](k)i) [L+v(2—n? —/’“az)]— I_y(ka)[2—n? —(ka)l]l_r

—Ba* ' [(1—n?*—k?a?) (o+1)+p] =0,
[v(ka) 2 1 2 — B 5— 2 1 2| —
A[ T (2—71 5 En?++vy|—1,_(ka) |—Bat|g—1-—n -——55)1 =0.

Uklad ten posiada rozwigzania nietrywialne, gdy jego wyznacznik charakterystyczny
réwna sie zeru. Przeksztalcajac ten wyznacznik, mozemy ostatecznie poszukiwany waru-
nek utraty stateczno$ci zapisa€ w postaci

(2.29) [Q—(HZ—%M)]{’ ED a2 —/c2c12)1~1v_\<ka)[z—nZ—(ka)21}+

1, (ka)

—{o+[1—n*—(ka)?] (Q—f—l)}[ ( —l—2—/12——%- 5112)—[v_1(ka)] =

Warunek ten okreéla dla danego » krytyczna warto$§é ka. Z reguly w zagadnieniach
statecznosdei krytyczny stan najblizszy stanu naturalnego otrzymuje sie przez przyjecie
najmniejszej mozliwej liczby falowej odpowiadajacej nietrywialnemu polu odksztalcen.
W rozwazanym przypadku n =0 odpowiada brakowi odksztalcen dodatkowych, a n =1
ruchowi sztywnemu. Pierwsza nietrywialna wartoscia liczby falowej jest wiec n = 2. Dla
tej wartosci liczby falowej 1 kilku szczegdlnych wartosci parametru wstgpnego spreZenia x
warunek utraty statecznoéci (2.29) sprowadza si¢ do

® £ 0 y warunek utraty statecznosci
1,2 0,2 3,19 2,19  kal;  9(ka)—6,351,,4(ka) =0
1,0 . 0,0 3,00 2,00 ‘kaly(ka)—6l,(ka) =0

0,8 —0,2 2,8 1,80 kalys(ka)—5,613(ka) =0

Warunek ten jest bardzo prosty 1 znalezienie krytycznego ka w oparciu o tablice funkcji
Bessela rzgdéw utamkowych nie nastrecza trudnosci.
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Peswome

YCTOWUUNBOCTE IIPEOBAPUTEIRHO HAIPSKEHHOTO KPYTOBOI'O IMJIMHAPA
TP KPYYEHHWM

PaccmaTpuBaercs npsMoit KPYroBoOH LHNUHAD, NIOABEPY(EHHbI] KOHEUHOH HedopMaluu NyTem Ho-
0aBJICHUA HJIY BbIPE3AHUST KIIMHA C NPOH3BOJBHBIM YIJIOM PacTBOpa M IIOCIEYIONIEro BOCCTALIOBJIEHUS
CBA3HOCTH Marepuana. ITONyueHHDLIH Taxum oGpasoM LMIMHEAP IIOJBEPraeTcs NOHEUHOMY KDYUEHHIO
H DaCcTAYKEHMIO. Y CTOAYMBOCTE LIWINHAPA MCCIEAyeTCs] 10 METOAY MallbIX BHPTYaNbHBIX Aedopmaiuil,
HAJIOYKEHHBIX Ha KOlleduble fedopmaiiue, npuuem nobasoursle ge)opMaliy SBISIOTCA NIOCKuvM, Ha-
CTCSL YC/IOBHE TOTEPH YCTOWUMBOCTH IS MAJIbIX YIJIOB DOCTBOPA KIIMHA.

Summary

STABILITY OF A PRESTRESSED CIRCULAR CYLINDER UNDER TORSION

A simple circular cylinder is subject to finite deformation by cutting out (or inserting) of a segment
with an arbitrary vertex angle; the edges of the cut are welded together. Such a prestressed cylinder is
then subject to finite torsion and extension. The stability of the cylinder is investigated by means of super-
position of a small two-dimensional state of strain upon the finite strains. The stability conditions at small
values of the vertex radius of the inclusion are presented.

WYZSZY INSTYTUT MASZYNOWO-ELEKTRYCZNO-TECHNICZNY
SOFIA, BULGARIA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 lipca 1970 v,



MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
2,9 (1971)

WPLYW SKONCZONEGO WSTEPNEGO SPREZENIA NA SZTYWNOSC RURY

ELENA ZLATANOWA (SOFIa)

Przedmiotem niniejszej pracy jest obliczenie grubosciennej rury wstepnie sprezonej,
poddanej dzialaniu malego ci$nienia. W szczegélnosci chodzi o zbadanie wplywu wstep-
nego sprezenia na wlasnoéei sprezyste rury przy tym obciazeniu. O materiale zakladamy,
7e jest izotropowy, sprezysty i niescisliwy.

Rozwazania opieraja si¢ na ogdlnej teorii matych dodatkowych odksztalcen [1], ko-
rzysta¢ bedziemy w zasadzie z oznaczen w pracy [2].

1. Wstepny skonczony stan odksztalcenia

Rozwazmy rure o dhugosci f;, promieniach zewnetrznym i1 wewnetrznym a 1 b, przy
czym a = 5b. Rura ta jest poddana wstepnemu duzemu odksztalceniu w sposdb naste-
pujacy: rozcina sig pdiplaszczyzna przechodzaca przez of, dodaje si¢ (lub usuwa) klin
o pewnym kacie rozwarcia ¢, po czym przywraca si¢ spGjno§¢ materiatu (por. [3]). Dla
otrzymania zwigzkéw ogdlniejszych przyjmujemy, Ze poza tym na powierzchni powstalej
rury dziala w kierunku osiowym ciénienie ¢, jednakowe w kazdym punkcie. Cialo od-
ksztalcone oznaczamy przez B, jego wysoko§¢ i promienie przez h, a, b. Opisana duza
deformacje charakteryzuja nastepujace parametry: '

(1.1) p=ala, v=0blb, x=2n/Qn—¢), A=hlk, b=alb.

Przyjelidmy, Ze rura jest wykonana z nieéci§liwego materiatu sprezystego, a wigc ma miejsce
zalezno$é

(1.2) rr—ndr? = 42— xda? = b —xAb?,

gdzie przez F i r oznaczyli§my promien typowego punktu przed i po odksztalceniu. Za-
leznodci (1.1) i (1.2) pozwalaja obliczyé

o 29 1/2
(1.3) o) =’7 - [%l-}-(l—xlyz)%] )
dQ 1 %A
o @=+5-9

(1.5) a:fs%, » =V [1—(1—xhu?) 8 /21,
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W oparciu o (1.5) w dalszym ciggu rugowaé bedziemy », § a parametry x», 4, u uwazaé
bedziemy za wzajemnie niezalezne.

Wprowadzamy walcowy uklad wspdtrzednych {r, 4, z}, ktéry w ciele B pokrywa sie
z ukladem konwekcyjnym {9) i oznaczamy wspdlrzedne typowego punktu przed od-
ksztalceniem w ukladzie kartezjanskim przez x;, a po odksztalceniu przez x;. Mamy

. 9 . . .0 .z
(1.6) X = IQ(r)COS»;, X, —lQ(r)sm—;;—, Ny =
Tensory metryczne dla ciata odksztalconego g;; i ciala nieodksztalconego g;; sa
-2 -
10 0
.2 ° 2 QZ

1.7) gij = 0r* 0], g = o r oz 0 |,

00 1

1
0 0 ¥e

2

g =detg; =r?, g=detg; =r
Tensory (1.7) okreélaja calkowicie stan odksztalcenia ciatla B. Niezmienniki odksztalcenia
I, réwne sg odpowiednio:

. 0? 52
Il :g”gij - 212 + Q +;" 2
A 22 )2 Qz 1
(1.8) I, =g8" 13 274‘ 7+ = 72
I, =glg=1.

Za pomoca wzoru
(1.9) T = @, 34 B, bl 4 pghl,

w oparciu o (1.7), wyznaczamy tensor napreZenia

- +@(Q+-)+%

212
02 )
2022 =@, 10, )
(1.10) T Q2 ( T ) TP
2 212
¢F+¢(Q' szw,

‘512 ="L'23 :‘531 :0,

gdzie p jest dowolna funkcja skalarowa, a @, pomnozonymi przez dwa pochodnymi po-
tencjalu sprezystosci wzgledem niezmiennikéw stanu odksztalcenia.
Okreslimy funkcje p z warunkdw brzegowych i réwnan réwnowagi

(1.11) V,-‘L’i-i =0,
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gdzie symbol V; oznacza kowariantne rézniczkowanie w ukladzie {97). Rozpisujac

(1.11) stwierdzamy z réwnan dla j =2 i j = 3, ze zachodzi zwiazek 9 _@ _ 0: p jest
a9 oz ’

wiec funkcja tylko zmiennej r. Z (1.11) dla j =1 funkcje t¢ mozna przedstawié naste-
pujaco:

2 2
2 (0

: )+D+L(1)

gdzie D jest stata calkowania, a przez L(r) oznaczylismy

(113) L(r>=—f(cr> v (G - )

Jesli g jest ci$nieniem zewngtrznym na powierzehni r = a, a powierzchnia r = b jest nie

obcigzona, to warunki brzegowe sa
M =—yg, dla r=a,

(1.14) =0, dla r=b;

skad wyntka, Ze

(1.15) D=—q, L) =-D
1 ostatecznie
02 0?
(1.16) p :_q)lmf_wz( + 12)+(L(’) q,
dp . 2 o 2 ®x2) 1
(1-17) 3. (dj +/1 ®2)(%212~7ﬂ.+@"
! :L(r)—q5
222 11 2 Q2 2
(1.18) et =g T | (P ),

33 ___ 1 2 _ Q
el o o)

Z (1.18) wynika, ze badane cialo nie posiada stanu naturalnego, nawet gdy g = 0. Na-
prezenia znikaja tylko wtedy, gdy » =1 i jednoczesnie A =1.
Calkowita sita osiowa N, ktdrg przenosi rura oraz ciSnienie g sg

(1.19) N =27zf v33rdr,
b

2 2
(1.20) g =L(b) _—f@l-u qﬁz)( %2 -57)“;—’
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2. Dodatkowe male odksztalcenia

Poddajemy ciato wstepnie odksztalcone malemu dodatkowemu odksztalcenin. Prze-

chodzi ono w stan 5 Pole malych dodatkowych przemieszczen ew wywoluje dodatkowe
naprezenia 1 odksztalcenia. Przytoczymy liniowe czgsci przyrostow wszystkich wielkosci
w oparcin o wzory podane w pracach [1}1 [2], oznaczajac je primami. Wprowadzamy
dla kowariantnych wspotrzgdnych wektora ew oznaczenia: w, =u, w, =2, wy =w,
a dla ich pochodnych: wy,, =u,, w,; , =us, ... itd. Otrzymamy

gy =—g"* =2u, gi2 = —r%g"? =f/-'s+’vr—2—,1~_'v;
2.1 , , , /
@D 822 = —r*g’?? =20y +ru), giz=—g =u-tw,
gél = '—g’33 :2wza g,23 :_rzg’23 :vz+w9;
02
I =2[“;5P—“r + 7 Q2 (7)9+l‘u)+l wz],
) 212 1 Q2 1
22) I = 2[ Q2 ‘“r‘f‘r_z?(vs‘f‘l‘u)‘f‘i;wz],

I3 = — 2|:u +— @stru)+w, ]

4 4 2
7' :2”,.|:A—};2Q7—B(l2 Q2)+F( ,972~+ gl—“_——])—pjl—f—

1 1 4 2 2 2 1
+2;2~(vs+ru)[A72— <Q2+gﬁ)+F(1+-Af—¢-—%)+dﬁz ]+

2z
Q? Q? r2Q? 0? Q? )
+2Wz[ ——B( 172 + ) ( ) +1— x222)+®2x2 +p,
) 1 e LY 0> A2 1
S L R
-I—Ziz(v,g—i—ru)[A~~B(lz+ Q2 >+F( %222 L %2 _1)—p]+
r Q4 %212 Q4 AZQZ
leZ yZ 1 224 22%2 ,
+ZWZ[A 0" —B(Qﬂ‘ )*F ( or T PQZ) P ]‘“’ ’
2 4 4 2174 2
R s S T SR
1 222 4 422 422 x222
+2r—2(v3+ru)[A%Q2 ——B(22+Q )+F(1+ o _es )+ 25 ]+

0? 22 1202 ye )
+2WZ[A}»4'— ( TP + Q2>+F( +7 —pl|+p,
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2,12 . __ (¢ 2 1
rer = [22 +pllus+v,— ’-;11 ,
0?
T3 = (gDZP—Z +P) (uz+wr))

2/{2
r?y'?? :*((pZ %02 +P> ('Dz—'rwa):

gdzie

0w *W orw
A—2~—6—I—%—, B:2—a[?, F—ZWZ—,
przy czym W jest potencjatem sprezystofci na jednostke objetodci ciala nieodksztal-
CONego.

Poniewaz niezmienniki odksztalcenia I, [por. (1.8)] sa funkcjami zmiennej r, wiec
A, B, F, ®, sa réwniez funkcjami tylko zmiennej r. Obliczenia dla dowolnego materiatu
sa skomplikowane. Przyjmujemy konkretna funkcje na potencjatl sprezystosci W(Zp),
co nam pozwoli uzyskaé zamknigte rozwiazania. Ograniczamy zatem dalsze rozwazania
do tzw. materialn Mooneya, dla ktérego

(2.4) W = Cy(I,—3)+C,(I,—-3).
Wtedy ¢, =2C,, D, =2C,, A =B =F ==0, a zwigzki (2.3) przechodzg w

7't —2pu,+4C,— 22 r2 (vs—l—ru)—l—4C2 % wz—[—p s

2,122 1 1 . 222 L'
rer :4C2?‘u,*2pr72(2)3+7u)+4C2‘—QTwz‘r_p,

22’2

02 1(verru) 2pw.+p’,

(2.5) 3 =4C,— 22 u,+4C,—=—
, 1 I
r2gt?t = — (ZCZ—A—2 —l—p) (us—l—'v,—ZT‘v) )

Tll = (2C2 Q +p) (u +W,.),

2}'2
Q2 +P) (7) +Ws)

Tensor naprezenia calkowitego 7%/+&7'% spelnia warunki réwnowagi

s o, 2

Vi s+ T 577 =0,

gdzie I'j} s3 przyrostami symboli_ Christoffela obliczonymi w pracy [3].
Podstawiamy (2.5), (1.17) oraz przyrosty I“’,-'j“ do réwnan réwnowagi i otrzymujemy

z 2
4urrl:C1%—2Ql2_+C2(Q2 + 12)]1"
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1 4 02 22 1 y) 0? 22 )2
+27”r[°’1(ﬁ—';W"E)”Z(z‘zz‘“;‘ e )]
] 2 2 2 2}'2
_2—u[C1( %2 . ‘52)+C2<Q2 +2 + )]+
(26) "‘2_ Ugg—7 Q2 (C +;‘2C2)+2uzzlz(cl+_cz) +

l 2 2 L
+2-0 ,s[cl 2 ++02(Q +2 1) -

1 Qz 22 Qz 2252 '
_4}_vslc ( 22.2 AQ )—'_CZ( + }'2 —i_ QZ )__{—

2 2 )
+2wl'z[C1 Q 2 —'—02( Q2 -'— I ) _{"
1 A 2 2)2
+4—r“WzCz(2?—%’_%Q—2) +p; =0,
522 zlz
2”’“[‘“ o7t ( " ]
HZ 2 QZ 2}'2 /’{ 2 QZ
L e R e I
Qz 1 QZ 1 Qz 1
(27) ‘f“Z(Cl‘{“ﬂZCZ)I:’Z)rr?F—T‘U,.<3’;'2}'—2‘_ )_I_ Ty ( 2}'2 '—ﬁ +
I 2 2}'2 1 2
+4— Uss[cl Q2 Tcz( 07 +—2)] +2'Uzz(c1/12+cz%)+
APx 1
+2W92|:C1 Q2 +C2( —Qz_ 7)] "‘Pé :05
2 22 )2
211,.2[01/124‘(12( Q2 -+ QZ )] -+
1 2 2 02 %2 %2/12
sapulefpr g el g -G
22 )2
2.8) +2lv,9[0112+cz( o )]
0% [ w? 1 02 2 A
+2WrrW(C1+?C2)*27Wr[C1 (—%“212 + -—) T2C2( %)]

1 2 Q2 2}'2 ,
"‘27,’2‘"’.9.9 Ci—5 +Co=5 12 +w,, | C1A%4C, 2 +—5—|t2: =0

0? 0?
Réwnania (2.6)-(2.8) razem z (2.2); tworza uklad czterech réwnafi rézniczkowych
na funkcje u, v, w, p’ stanowiac podstawe naszych dalszych rozwazan.
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3. Sztywno$é rury wstepnie spreZonej. Dodatkowe male cisnienie

Naturalnym jest przypuszczenie, Ze wstepne spreZenie wplywa na wlasnosci sprezyste
rury [ zmienia jej sztywnod¢. W celu zbadania tego zjawiska nalezy wyprowadzié wzory
na sity N', ktére przenosi cialo (pole matych przemieszczeil ew) i poréwnaé je z odpo-
wiednimi sitami dla rury niesprezonej, (¢ = 1). Podejscie takie jednak prowadziloby
do zbednych skomplikowanych obliczen nie dajac ilodciowe] oceny przy najwazniejszych
technicznych obcigzeniach. Badamy zatem wplyw wstegpnego sprezenia na sztywno$é rury
przy konkretnym obciazeniu — matym cisnieniu.

Natozymy na opisana wstepnie sprezona rure B pole malych dodatkowych przemiesz-
czen, ktére odpowiadaé bedzie réwnomiernemu ci$nieniu zewngtrznemu. Kowariantne
wspoirzedne wektora dodatkowego przemieszezenia sa

(3.1 u=kulr), v=w=0,

gdzie k jest stala, a funkcje w(r) wyznaczamy z rownania (2.2);. Mamy
k
(3.2) u(r) = -

Podstawiamy (3.2) do (2.3) i otrzymujemy

1 1
' = 2kp—r2~ +4kC, TZ-—:}— +p',
2 s22 1 1 1 ,
reT :""'4/(:627“,"—2—_2kpr—2+p 5
(3.3)
, 0% 1 222 1 ,
T = —4kC17r—2+4kcz—Q2—rT +p’,

12— 723 132 (),

Funkcje p’ okredlimy z réwnan réwnowagi. Podstawiamy (3.2) do (2.6)-(2.8). Ostatnie
dwa réwnania spelnione sa tozsamoéciowo. Z pierwszego réwnania otrzymujemy

, 2 Q? 1
pl=—8k(C,+732C,) 22 il
a po scatkowaniu, korzystajac z (1.3)
1 eg 1
(34) p’ =2k(Cl+ 12C2)W(1‘—‘%;{‘u2)a27+c,

gdzie C jest stalg catkowania. Stalg te¢ okreslimy z warunku brzegowego

11 =0, dla r=b;
skad wynika

1 1 @
C = 2k(Cl —}—/1202)W[2W_ (l—xﬂ-l‘z)’g{] s
(3.6)
1

, a? a2 1
D = 2k(CI+AZCZ) 222 l:(l—-%ﬂ./,l,z)r—z—‘ (1-—-%/1/1»2)7)—4‘ +2—55v—2—] .
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Stan napreZenia rury jest okre$lony przez t'+et'H. Podstawiajac (3.6) do (3.3) otrzy-
mujemy ostatecznie dla przyrostow naprezenia

1 1 a
L2 BC) [2—1:_2_,-7Q2‘|‘(1 ) T
a? 1
—(1—"/1/‘2)[)4]4‘7“%
1 1 a2
BT r2r'?? =2k(C,+212*Cy)—5=5 2/12 [Z—b —2r—2Q2+(1—7M[u2)~f4~—
a? 1
—(1—%;»/12)54}—'—'—):2—[1("),

2

o2
——(1 -—x?;luz)%{] +
HZAZ QZ
*4""2(7 - “)

Najistotniejsze znaczenie dla dalszych rozwazan ma sktadowa 7'*! na brzegu r =a.
Podstawiajac r = a do (3.7), i uwzgledniajac, ze L{a) = 0, otrzymujemy

—‘2k(C1—|—)~2C2) [ T —l—(1~,diuz)

1 S\ ;

(3.8)
—(l—l—;dluz)}, dla r =a.

Zalezno$¢ (3.8) zawiera wszystkie parametry wstepnej deformacji, dla ktérych, oprécz
zwigzkow (1.5), mamy zaleznoéci

1 7’ 2 1 % e
ktéra wyprowadziliémy z (1.20) po scalkowaniu, przeksztalceniu i podstawieniu g = 0.
Podstawiamy do (1.19) N =0 oraz (1.18) 1 otrzymujemy

a o QZ a %212 1
(3.10) 27zf L(r)rdr—l—47zC1f(12~72—l—2)rdr—|—27zC2f(Q—2—?)rdr =0.
1 b b

W oparciu o (1.5), (3.9) i (3.10) zadajac jeden z parametréw deformacji oraz wzgledna
grubosé 8 mozna wyznaczy¢ pozostate.

Wprowadzamy teraz pojecie wzglednej sztywnoécei rury wstepnie sprezonej na $ciska-
nie promieniowe 7,. Jest nia stosunek naprezenia 7''' (3.8) do tego samego napr¢Zenia

7,41 dla rury naturalnej o wymiarach aibd (1 =1, u = 1). Mamy

3.11) Tudy = 4k(Cl+PCz)—(52—1),
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a z (3.8) i (3.11), stosujac (1.5) zgodnie z definicja, otrzymujemy

1 { %222#4

= _ _ 5 02_
e = 2520222 \* TI— (1 — % Au2) 872 2—(1—x2u?) 8?7

2 2 XAILL
S 1 L

Nie zwezajac ogdlnosci rozwazan przyjmujemy A = 1. Dla réznych x i b okre$lamy u
z réwnania (3.9), ktére po podstawieniu 2 i wykorzystaniu (1.5) przyjmuje postaé

(3.12)

2

1 i ; xp’ .
—_—— —xIn| 3 —— 1+ %3In 52 =0;
(3.13) 7 1= (l—rpu?)0? [5 1_(1_M#2)(52]+ 5
wynika stad nieréwno$c¢
1 1
2o P {1—4
(3.14) P M( 62),
e 4
101
30—
20
10

t Lo L

05 09 10 14 15
Rys. 1

g
p 4

Parametr deformacji » jest jedynym niezaleZnym parametrem. Rezultaty obliczed sa po-
dane w tabl. 1 i na rys. 1, przy czym w granicznym przypadku 4 — 1 sztywno$§¢ wynosi

(315) Ne =,u2/;¢-
%—»]
Tablica 1
Ne ‘ d e ‘ 0 e

x llz o kd i
§=1,5 §=2 s> 1 |

05 | 22 1,77 1,470 1,59 1,772 44 |
0,9 1,2 1,152 1,476 1,055 1,807 1,33 |
1,0 1,0 1,000 1,500 1,000 2,000 1,00
i

1,1 0,9 0,926 1,507 0,935 2,030 082
1,5 0,6 0,796 1,619 0,925 2,449 0,40

7 Mechanika Teoretyczna
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Funkcja (3.12) jest funkcja malejacg. Rura wstgpnie spregZona jest sztywniejsza: dla
»x <1, co odpowiada ¢ < 0 (dodanie materiatu), natomiast dla » > 1, @ > 0 (usunigcie
materiatu), sztywno$¢ wzgledna jest mniejsza od jednoécei.

Jedli zadana jest nie masa rury, a rozmiary rury wyjsciowej é, to mozemy podobnie
jak w (3.12), zdefiniowaé wzgledna sztywnos$€ 7, w stosunku do rury niesprezonej o gru-
boéci 8. Sztywnosé taka wynosi

;, 1 1 s 2—(1—wp?) 82 -
(316) Ne =+ 2. 4 2 __{6%212/‘4—(% “‘(1’*'%,“2)]7
2eu® 51 [1—(1—xu?d%? J
i w granicznym przypadku
3.17) B = 2
' for W
Tablica 2
i R
w z
B Nﬁ 1,0 1,5 2,0
2,2 0,5 0,750 0,764 0,560
1,2 0,9 0,794 _ 0,730 0,600
1,0 1,0 1,000 1,000 1,000
0,9 1,1 1,030 1,048 1,070
0,6 1,5 1,240 1,680 2,580
Tie )
30~
20}~
10 |-
1 11 | -
05 691011 15 x
Rys. 2

Rezultaty obliczen dla 4 =1, otrzymane na podstawie (3.13), (3.16) i (3:17), podane
s3 w tabl. 2 i na rys. 2. Wnioskujemy, ze kazda rura wstepnie spreZzona, powstala z rury
o wzglednej grubodci 0 jest sztywniejsza na mate ciénienie dla » > 1 i mniej sztywna dla
x < 1. ’
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Pesome

BIMSIHME NPEOBAPHUTENLHOM KOHEUHON IEMGOPMAIIUNM HA XKECTKOCTL TPYBbI

ToncrocTerHas TPYOa MOABEPTracTCA NpeABapuTenbHol Aedopmalii yTem MOOABIEHHS HIHM BHIpE3a-
HUST KJIHHA C TPOH3BOABHLIM YIVIOM DRCTBOPA H NOCAEAVIOLIErO BOCCTAOBACHIA CBAZHOCTH MaTepHana.
Tlpn TakoMm COCTOAHUM TPyDa NMOABEPraeTcss Majomy PaBHOMepHOMY AaBnexuio. Mccmeavercs Bimsmue
npeaBapHTENLHOM nedopmayuu Ha ynpyrue cpoficrBa TpyOer. [Ina Tpyd ¢ pasnHuUHBIMI TOJIIUMIIAME
CTEHOK JAIOTCsI (POPMYILI H TpachilKil 3aBHCHMOCTH YECTKOCTH 0T NapaMeTpons NpefBapuTeabHON aedop-
Mauy.

Summary

INFLUENCE OF FINITE INITIAL STRAINS ON THE RIGIDITY OF TUBE

A thick-walled tubc is initially stressed by cutting out (or inserting) of a wedge-shaped inclusion with
an arbitrary vertex angle: the edges of the cut are welded together. The tube is then subject to a small
uniform compression. The influence of the initial stresses on the clastic properties of the tube is investigat-
ed; the corresponding formulae and graphs are given.

WYZSZY INSTYTUT MASZYNOWO-ELEKTRYCZNO-TECHNICZNY
SOTTA, BULGARIA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 lipca 1970 r.






MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
2, 9 (1971)

O MECHANICE PROCESU KUCIA W MATRYCY

Jerzy B1ALKIEWICZ (KRAKOW), WOICIECH SZCZEPINSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Teoretycznej analizie mechaniki odksztalcenia metalu, poddanego kuciu w zamknigtej
matrycy, poswiecono szereg prac. Mimo to problem ten nie jest w peini opracowany.
Istniejace publikacje dotycza przewaznie najprostszego przypadku przedstawionego sche-
matycznie na rys. 1, Po jego lewej stronie pokazano poczatek procesu, gdy blok materialu

‘P

/ s g ‘ry s ) s s
1
2b _
T .
. A Vo“ //

! 7
£ Fld
7 B v01 7

* 7

' ! .
7 //JWA
o

Rys. 1

umieszczony jest migdzy dwiema czgéciami matrycy, ktérych powierzchnie tworzg szcze-
ling o poczatkowej szerokosci 2h,. Proces kucia nastepuje, gdy obie poléwki matrycy
zblizaja sie do siebie z predko$ciami v,. Po prawej stronie rysunku przedstawiono sytuacje
w wybranej chwili procesu, Szczelina ulegla zmniejszeniu do szeroko$ci 2/ 1 zostala cze-
$ciowo wypelniona wytloczonym z matrycy materiatem, ktdrego krawedz tworzy obecnie
odcinek 4'B’.

Wigksze znaczenie praktyczne ma przypadek osiowej symetrii, kiedy wycigcia w obu
poléwkach matrycy tworza powierzchnie obrotowe. Znacznie lepiej jest jednak opraco-
wany teoretycznie przypadek plaskiego stanu odksztalcenia. Stan taki realizuje si¢ w przy-
blizeniu, jezeli wyciecia w matrycy majg ksztalt waskich prostokatéw. Wszystkie cyto-
wane rozwiazania teoretyczne oraz przedstawione dalej rozwigzania wlasne ctrzymano
przy zalozeniu materialu sztywno-plastycznego bez wzmocnienia.
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Pewien typ rozwigzania Jla plaskiego stanu odksztalcenia podano w pracy [1]. Jednak-
7e wprowadzone tam zatozenia powoduja, Ze otrzymana kinematyka znacznie odbiega
od rzeczywistosci. Pierwszym zalozeniem bylo przyjecie, ze swobodna krawedz A4'B’
materiatu w szczelinie jest prostoliniowa, co jest niezgodne z obserwacjami eksperymen-
talnymi. Drugie, bardziej drastyczne zalozenie, dotyczylo obrazu deformacji wewnatrz
bloku. Zatozono mianowicie, ze deformacja jest taka, jak w przypadku sciskania materiatu
miedzy dwiema plaskimi szorstkimi plytami, a wigc zgodna z klasycznym rozwiazaniem
PRANDTLA [5]. Mozna wykazaé, Ze taki schemat jest kinematycznie dopuszczalny réwniez
w przypadku kucia, a wigc sita wynikajgca z rozwigzania PRANDTLA moze by¢ przyjeta jako
gdrna ocena sily oporu przy kuciv w matrycy. Siatki linii poslizgu dla réznych przypad-
kéw kucia pokazat SzormaN [4] réwniez wprowadzajac zalozenie o prostoliniowosci kra-
wedzi materiatu wttoczonego w szczeling. Analizg ograniczono do wyznaczenia sii; pola
predkosci nie wyznaczono. Budowe planu predkosei opisano w ksigzee [3], przy tym
samym zaloZeniu prostoliniowosci krawedzi 4'B’ w ciggu calego procesu. Nieco odmienny
proces, w ktérym wytloczony z matrycy material nie jest $ciskany w szczelinie dzieki
odpowiedniemu nachyleniu jej écian, zbadano w pracy [2].

Ponizej omdwiono szczegdtowo rozwigzanie bez zadnych zaloZzen upraszczajacych do-
tyczacych kinematyki. Prze$ledzono proces kucia od chwili poczatkowej do pewnego
stopnia zaawansowania wykazujac, ze swobodna krawedz 4'B’ ulega zakrzywieniu.

2. Piaski stan odksztalcenia

Przyjmiemy, ze migdzy sciankami tworzacymi szczeling a znajdujacym sie w niej ma-
teriatem powstaje maksymalna teoretycznie mozliwa sita tarcia, réwna granicy plastycz-
nosci materiatu na $cinanie k. Zbadamy szczegdlny przypadek, kiedy na poczatku procesu
blhy = 4,2, doprowadzajgc analize do chwili, gdy b/h = 5,4.

Proces jest niestacjonarny, wobec czego analize odksztalcenia przeprowadzimy dzielac
droge kazdej z poldwek matrycy réwna /io.—h na pigé réwnych skokéw Ah = 0,046 h,
i dla kazdej z kolejnych pozycji matrycy wykonamy siatke linii poslizgu oraz hodograf.
Z hodografu odczytujemy chwilowe predkosei plynigcia materiatu, a nastepnie zaktadamy,
ze w czasie kazdego skoku predkoscei sa state i rowne predkosciom na poczatku skoku.
Mnozgc te predkosci przez czas A+ = dhfov, trwania skoku mozemy wyznaczyé przemiesz-
czenia dowolnego punktu, a w szczegblnodci przemieszczenie i nowa pozycje swobodnej
krawedzi 4B. Nowa pozycja krawedzi stanowi punkt wyjécia dla zbudowania siatki linii
poslizgu i hodografu dla nastepnego skoku. Te procedure mozna powtarzaé, az do uzyska-
nia zadanego polfoZenia matrycy. Ze wzgledu na symetrie ograniczamy sie do rozpatrze-
nia jednej ¢wiartki catego ukiadu.

Nie podajemy siatki linii poslizgu i hodografu dla polozenia poczatkowego pokazane-
go po lewej stronie rys. 1, gdy szczelina ma wymiar /i,. Rozwigzanie takie mozna znalezé
w pracy [3]. Wynika z niego, Ze w czasie pierwszego skoku predkosci punktéw krawedzi
AB sa jednakowe, a zatem nalezy przyjaé, ze pod koniec skoku jest ona prostoliniowa.
Sytuacje na poczatku drugiego skoku pokazuje rys. 2a. W ciagu pierwszego skoku swo-
bodna krawedZ przebyla drogs réwna odcinkowi DA zajmujac polozZenie koncowe AR.
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Siatke linii poélizgu dla tego chwilowego polozenia zaznaczono na rysunku. W tréjkacie
ACR panuje stan zwykfego $ciskania naprezeniami ¢, = 2 k. Z punktu osobliwego A
wychodza prostoliniowe linie poslizgu tworzace wachlarz ACS. Skrajna linia wachlarza
AS jest na odcinku AD styczna do Sciany matrycy, co jest zgodne z zatozeniem maksymal-
nego tarcia na linii kontaktu. W obszarze SCE mamy elementarng siatke linii poslizgu
otrzymana na podstawie danych na fuku SC i warunku, aby linie poSlizgu przecinaly o$
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Rys. 2

symetrii FR pod katami 4+m/4. Z osobliwego punktu D wychodza prostoliniowe linie
poslizgu tworzace wachlarz SDK, przy czym polozenie skrajnej linii DK wynika z warunku,
aby jej przedhizenie KGF przechodzilo przez geometryczny Srodek ukladu F.

Plan predkosci (rys. 2b) budujemy odkladajac najpierw z bieguna O’ wektor predkoéei
ruchu matrycy v,. Z warunku ciagloéci przemieszczen w geometrycznym sSrodku ukladu
otrzymujemy predkos$é plyniecia w obszarze plastycznym w punkcie F, reprezentowana

przez wektor O'F'. Predkoéci w polu FGKC znajdujemy przez zbudowanie na hodografie
siatki F'G'K’C” orotogonalnej do siatki linii poslizgu. Predkosci w punkcie osobliwym D
przedstawione sa przez wektory taczace biegun O’ z punktami odcinka D’D". Wynika
stad, Ze linia poslizgu DHJ jest linia niecigglosci predkosci, poniewaz predkos¢ na od-
cinku AD musi mieé¢ skiadowa pionowa réwna predkesci ruchu matrycy o,. Predkosé
po lewej stronie punktu D jest na hodografie reprezentowana przez punkt D*. Odcinek
D" D* przedstawia skok predkosci wzdtuz DHJ. Skok ten musi zachowa¢ stala wielkos¢.
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Predkosci punktéw lezacych po lewej stronie linii nieciagloéci DHJ beda wiec reprezen-
towane przez linie D*H* odlegla o odcinek réwny D”D* od linii D”C’. Obszar CRJH
przesuwa sie w lewo jako sztywna caloéé z predkoscia réwna predkosei punktu C, a tréj-
kat AHJ porusza sie réwniez jak sztywna calo$¢ z predkoscia odwzorowana na hodo-
grafie przez punkt H*. Po uplywie przyrostu czasu 4z, odpowiadajacego przejsciu do
nowego efapu procesu, tworzy sie¢ uskok w swobodnej krawedzi AR. Pojawienie sie
vskoku wynika z wprowadzonego podzialu procesn na skonczone skoki. Gdybysmy
rozpatrywali nieskonczenie male skoki, to otrzymaliby§my regularne zakrzywienie kra-

wedzi w jej goérnej czgsci. Z tego wzgledu, przed wyznaczeniem siatki linii poslizgu dla
nastgpnego etapu zastapiono uskok w krawedzi regularnym zakrzywieniem utworzonym
przez luk kola, przechodzacy przez nowe poloZenie punktu A i styczne do prostoliniowego
dolnego odcinka krawedzi w jej nowym polozeniu. Punkt styczno$ci obrano w taki spo-
séb, aby zachowaé warunek stalej objetosci materialtu.

Rysunek 3 przedstawia rozwiazanie dla nastgpnego etapu. Budowe siatki linii poslizgu
(rys. 3a) rozpoczynamy od swobodnej krawedzi AJR. Odcinek AJ jest tukiem kola, a JR
jest odcinkiem prostej. Linie poslizgn w tréjkacie krzywoliniowym AJH sa zatem spira-
lami logarytmicznymi. Z punktu A4 wychodza linie tworzace wachlarz ADH, przy czym
w odrodznieniu od siatki z rys. 2a promienie wachlarza sa teraz krzywoliniowe. Ponad
skrajnym promieniem 4D pozostaje obszar materialu przylegajacego sztywno do matrycy.



O MECHANICE KUCIA W MATRYCY 325

Warunki na liniach poslizgu JC i JHD oraz warunek na osi symetrii RF okreélaja jedno-
znacznie siatkg linii poSlizgu w obszarze DSEC/. Z punktu D wychodza prostoliniowe
linie poélizgu, tworzace wachlarz SDK, przy czym polozenie skrajnego promienia wach-
larza DK okre§la warunek, aby jego przediuZenie KLF przechodzilo przez geometryczny
§rodek ukfadu F.

Plan predkosci przedstawia rys. 3b. Podobnie jak poprzednio, predkosdci na linii nie-
ciggloéci FGLKD odwzorowane sa przez punkty luku kola F'L'D’. Kazdy punkt odcinka
L'D’ przedstawia predkosci dwéch roéinych punktéw linii nieciggloéei majacych taki
sam kierunek stycznej. Wynika to ze zmiany znaku krzywizny linii poslizgu na odcinku
LK. Podobnie, kazdy punkt obszaru D'L’M’'C’ na hodografie odwzorowuje predkosci
dwdch réznych punktow, jednego lezacego w obszarze FLM i drugiego poloZzonego w ob-
szarze KLMN na plaszczyznie fizycznej. Réwniez obszar M'N'C’ na hodografie odwzo-
rowuje jednoczeénie predkosci punktéw nalezacych do obszaru MNC i cze§ei obszaru
KLMN. Linia DHJ jest linia nieciaglosci predkoéci. Wynika to stad, ze predkos$¢ plynie-
cia w punkcie D po lewej stronie linii po$lizgu DH musi by¢ zgodna z ruchem matrycy.
Predkosé w punkcie D po prawej stronie linii DH jest odwzorowana na hodografie przez
punkt D'(S"), a predkosé po jego lewej stronie odwzorowuje punkt D* otrzymany przez
przecigcie prostej D" D* poprowadzonej prostopadle do linii po§lizgu DS i prostej O*D*
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poprowadzonej réwnolegle do DS. Tak wyznaczony odcinek D" D* jest skokiem pred-
koéci. Predkosci po lewej stronie linii nieciagloéci DHJ odwzorowuje tuk D*H*J*. Za-
krzywiona linia po§lizgu DA jest réwniez liniag niecigglosci predkoéei. Obszar powyzej
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niej przesuwa sig jak sztywna catos¢ potaczona z matryca. Predkosei punktdw po drugiej
stronic AD odwzorowuje odcinek luku kola 4'D* zatoczony z punktu O*. Obszarowi
ADHJ odpowiada na hodografie obszar A'D*H*4"'J*, a predkosci punktdw swobodnego
brzegu AJ reprezentuje odcinek A"J*. W krawedzi AJR (worzy si¢ zatem znowu skok
w punkcie J, ktéry wyréwnujemy tukiem kotla, jak w poprzednim etapie.

Nie podajemy siatki linii poslizgu i hodografu dia poczatku nastgpnego czwartego
etapu, poniewaz sg one bardzo zblizone do siatek z rys. 3. Linia nieciggloéci DH.J réwniez
teraz nie przechodzi na druga strong osi symetrii, pozostawiajac prostoliniowy odcinek JR
swobodnej krawedzi. Jest on jednak teraz znacznie krétszy, niz na rys. 3.

Na rys. 4 przedstawiono sytuacje na poczatku piatego etapu. Siatka linii poslizgu jest
nieco odmienna od siatki z rys. 3. Linia niecigglodci predkosci DNS przechodzi na druga
strong osi symetrii. Odcinek SJ jest przedluzeniem symetrycznie potozonej linii nieciag-
fosci w dowolnej czesei materiatu. Predkosci punktéw swobodnej krawedzi sa odwzoro-
wane na hodografie przez dwa odcinki 4"/’ i J"R’. Odcinek J'J'' przedstawia nieciaglo-
$ci predkosci w punkcie J.

Postugujac si¢ wyzej omdwionymi hodografami wyznaczono teoretyczna deformacje
poczatkowo kwadratowej siatki w materiale. Deformacje wyznaczono kolejno skokami.
Rysunek 5 przedstawia obraz odksztalconej siatki pod koniec trzeciego, a rys. 6 pod
koniec pigtego etapu.
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Na rysunkach 2, 3 i 4 pokazano rozklad naprezen wzdluz poziomej osi symetrii. Cat-
kujac te naprezenia mozna obliczy¢ wielko§¢ koniecznej sily nacisku w poszczegélnych
stadiach procesu kucia. Tak obliczong zalezno$¢ sity od polozenia matrycy przedstawiono
na rys. 7. Na osi pionowej odlozono bezwymiarowa wielkos¢ sity P/20sk, gdzie s oznacza
dtugo$¢ matrycy w kierunku prostopadilym do plaszczyzny rysunku.

Pozostaje jeszcze do wyjasnienia sprawa mozliwosci zbudowania przediuzenia pola
naprezen w obszary sztywne na zewnatrz obszaru odksztalcenn plastyczuych. Jezeli écianki
wngtrza matrycy sg dostatecznie szorstkie, Lo przedtuZenie takie mozna bez trudu zbu-
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Rys. 7

dowal przez zalozenie stanu plastycznego w obszarze sztywnym i rozwigzan‘e zagad-
nienia charakterystycznego, wychodzac z danych na skrajnych charakterystykach obszaru
plynigcia, oraz stosujac procedur¢ ALEXANDRA [6], podang przez niego w zastosowaniu
do procesu wyciskania.

Dodatnioéci dysypacji mocy w pracy nie sprawdzano, ale sadzac z charakteru rozkladu
predkosci 1 formy odksztalconej siatki mozna oczekiwaé, Zze warunek ten jest wszedzie
spehiony.

3. Uwagi koncowe

Przedstawiony przyktad pokazuje, Zze na podstawie teorii ptaskiego plyniecia osrodka
idealnie plastycznego mozna zbudowaé réwniez wiele innych praktycznych przypadkdw
kucia w glebokich i ptytkich matrycach. W tym ostatnim przypadku cze$é konturu dna
matrycy moze byé obwiednia linii po$lizgu, jeZeli przyjaé, ze dno jest doskonale szorstkie.
Omoéwione w punkcie 1 znane rozwigzania dotycza niemal wylgcznie szacowania sit po-
trzebnych do kucia, co ma istotne znaczenic dla technologa. Jednakze z punktu widzenia
uzytkownika odkutego elementu podstawowe znaczenie maja informacje o wewngtrznej
strukturze elementu, a wigc niejednorodnosci odksztatcenia plastycznego. Takie infor-
macje mozna uzyskaé przez zbadanie kinematyki ruchu czastek materiatu podczas kucia.
Jest to, jak wida¢ z przykiadu, zwiazane z duzym naktadem pracy, ale mozZe przyczynié
si¢ do lepszego zrozumienia przebiegu kucia i odpowiedniego planowania operacji kuz-
niczych.
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Peszwome

O MEXAHHMKE KOBKM B MATPHIIE

B paGoTe M3n0MeHo peuledre 3a4add 0 THIHYHOM HECTALMOHAPHOM NPOLECCE KOBKU C HCTECUEHHEM
MaTepuana uyepe3 IUENH B YCIOBUAX IUIOCKOTO Ae¢GOPMHUPOBAHHOrO COCTOAHMA. PelleHue OXBaTbIBaeT
NATH NOCIEXOBATENLHBIX 3TANOR AedopmupoBanus. I KaKAOro H3 HHX MOCTPOEHO NOJE JIMHUHA CKOJIb-
>keHus 1 rogorpad. [TpeacraBiieHa Taxyke MOmesh TEOPETHYECKON jedopManyiyl NEPBOHAYANLHO KBam-
PaTHOH CeTKH.

Summary

ON THE MECHANICS OF THE FORGING PROCESS IN DIES

Solution of a typical forging process with unsteady outflow of the material through a slot is presented
under plane strain conditions. Five consecutive stages of the deformation process are considered. For
each stage the slip-line field and the hodograph have been constructed. The theoretical deformation pattern
of an initially square grid is also presented.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 17 lipca 1970 r.
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SPRAWOZDANIE
Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ ZA III KWARTAL 1970 R.

W omawianym okresie odbyly si¢ dwa zebrania naukowe:

Liczba
Lp. Data, prelegent Temat _
P atd, prefegen o uczestnikow dysk'utan
tow
Oddziat w Gliwicach
1. 24.09.70 Prof. dr Z. Osinski Problematyka drgan nie- 43 10
liniowych
Oddzial w Lodzi
2. 24.09.70 Prof. dr B. Konorski Perspektywy rozwoju dy- 26 12
daktyki

Dzialalno$é organizacyjna sprowadzila si¢ do zebran Zarzadéw Oddzialdow w: Bydgoszezy, Gliwicach
1 Wroclawiu.

W okresie sprawozdawczym odbyly si¢ uroczysto$ci zwiazane z wreczeniem dyplomow Czionkéw Ho-
norowych PTMTS: prof. drowi Waclawowi OvLszaxowr z Warszawy, prof. drowi Edmundowi
KARrRASKIEWICZOW1 Z Poznania, prof. drowi Jerzemu MUTERMILCHOWI z Warszawy.

V OGOLNOPOLSKA KONFERENCJA MECHANIKI NIELINIOWEJ

W dniach od 22-24 paidziernika 1970 r. odbyla si¢ w Poznaniu V Ogdlnopolska Konferencja Mecha-

niki Nieliniowej. Na konferencji wygtoszono 50 referatéw na 55 zgloszonych, a liczba uczestnikéw wy-
nosita 80 oséb.

Problematyka konferencji dotyczyta:

1. Drgas nieliniowych ukladéw dyskretnych i ciaglych

2. Statecznoéci ruchu

3. Metod optymalizacji

4. Ukladéw stochastycznych -

5. Modelowania maszyn i proceséw dynamicznych ukiadami dyskretnymi

Konferencje mozna scharakteryzowaé nastgpujaco:

— nastapit wzrost prac dos$wiadczalnych. Jest to objaw pozadany, gdyz w ten sposéb uzyskuje sie
potwierdzenie wynikdw teoretycznych wzglednie ich korekcje;
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— pewne zagadnienia z dynamiki maszyn, urz1dzen i konstrukcji zostaly kompleksowo ujete, co dalo
pewniejszy obraz zachodzacych zjawisk;’

— wiele prac dotyczylo losowego ujecia przebiegéw dynamicznych, jednego z nowszych zagadnici
mechaniki;

— inng grupg stanowily zagadnienia ukladéw wibrouderzeniowych, ktérych wyniki maja znaczenie
dla techniki;

— daje sig zauwazy¢ takze postgp w zastosowaniu maszyn analogowych i cyfrowych;

— z dyskusji wynikalo, Ze nalezaloby rozwijaé modelowanie proceséw mechanicznych i programo-
wanie pomiaréw w oparciu o modele diagnostyczne.

W ogdlnosci mozna stwierdzié, ze wyklady staly na wysokim poziomie. Zagadnienia rozwiazywano
nowoczesnymi metodami matematycznymi, mi¢dzy innymi metodami teorii dystrybucji.

Nalezy podkresli¢, ze po referatach wywiazala si¢ zywa dyskusja, co $§wiadczy o tym, ze w roéinych
o$rodkach naukowych rozwaza sie podobne problemy, a konferencja dala sposobno$¢ do wymiany dos-
wiadczen 1 wynikow.

Nastepna konferencja odbedzie si¢ za 3 lata.

Spis wygloszonych referatéw

. J. Abamczyk, A, BeBeN, S. KasprzYK, Statecznosé pewnego ukladu wibrouderzeniowego,
. J. Apamczyk, Statecznosé ruchu pewnego ukiadu mechanicznego o zmiennej masie,
. W. Balon, Z. Ositsk1, Drgania ukladu z nieliniowa charakterystyka sprezystg typu ]/]x] przy wymu-
szeniu stochastycznym,
4. S. BEDNARZ, Drgania ukladu o 2 stopmach swobody pod dzialaniem dowolnie zmlennych sit wymu-
szajgcych,
5. 'W. BoGusz, J. GIERGIEL, Analiza dynamiczna ukladu napedowego kola czerpakowego koparki wielo-
naczyniowej,
6. W. BocUsz, Zwigzek miedzy funkcja Lapunowa a gestoscia prawdopodobienstwa,
7. W. BoGgusz, J. G]ERGIEL A. LOPATA, Drgama samowzbudne kola czerpakowego koparki’ wielona-
czyniowej, _
'§. C. CempEL, Drgania uderzeniowe dwu niezaleznych ukladéw,
9. J. CzaIKa, J. KisiLowskI, Analiza drgan ukiadu z nieliniowa sila sprezysta o postaci ]/m,
10. S. DuBIEL, Zastosowanie kwadratowej metody wyznaczania trajektorii fazowych do badania obsza-
réw samowzbudnosci wahan podiuznych aparatow latajacych,
11. S. DusieL, Metody optymalizacji w dynamice lotu (referat przegladowy),
12. Z. DzyGaDpLo, Nieautonomiczne drgania gi¢tne wirujacego walu,
13. Z. DzyGAapro, L. SoLarz, O nieautonomicznych drganiach samowzbudnych ukladéw z sita $ledzaca
14. Z. ENGEL, J. WAPIENNIK, Stateczno$é uktadu z tlumienienm: dynamicznym,
15. M. FoLTYN, Kinematyka pojazdu dwukotowego,
16. Andrzej, Fory$, Anna Fory$, Wymuszone drgania skretne preta z materialu lepkosprezystego,
17. W. GAwWRONsKY,.Analiza uktadu wibrouderzeniowego przy wymuszeniu stochastycznym,
18.-Z. GgBIcK1, Modelowanie mechanizmu tadujacego gbérniczej tadowarki zasierzutnej,
19. L. GrucH, A. LoraTa, J. WarPlENNIK, Drgania ukfadu nieliniowego o 1,5 stopnia swobody,
20. M. HerING, R. KrzYwiEC, O wykorzystamu podoblenstwa matematycznego drgan podluznych me-
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