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PAMIECI PROFESORA JAROSEAWA NALESZKIEWICZA

W érode, 31 grudnia 1969 r. odbyla si¢ na Cmentarzu Komunalnym w Warszawie
smutna uroczysto$¢ poswiccona Temu, ktéry w dniu 24 grudnia odszedt bezpowrotnie.
Wirdd licznie zgromadzonych znajdowata si¢ rodzina oraz przyjaciele, koledzy — pro-
fesorowie, wspdtpracownicy i stuchacze Cztowieka, ktérego przyszli pozega¢ na ostatniej
drodze.

Jarostaw NALEszxigwicz urodzit sie 21 maja 1904 r. w Czarnominie na Podolu, jako
syn Alfreda i Amelii z Pawlikowskich. Ojciec Jego byt prawnikiem.

Mature otrzymat w 1921 roku w Panstwowym Gimnazjum w Poznaniu. W tym samym
roku wstapil na Politechnikg Warszawska, gdzie na Wydziale Mechanicznym studiowat
w Sekcji Lotniczej. Dyplom inzyniera-mechanika Sekcji Lotniczej nzyskal w czerwcu
1926 r. po czterech i poi latach studiow. Przed dyplomem przebywat réwniez przez pét
roku we Francji na praktyce w przemyéle lotniczym. Po ztoZeniu egzaminu dyplomowego
udat sie ponownie do Francji jako stypendysta Ligi Obrony Powietrznej Panstwa 1 tam
zapisal sig na Uniwersytet Paryski (Sorbona, Faculté des Sciences), lecz pdzniej przeszedt
ponownie na praktyke do przemyshu lotniczego w firmach Lorraine i Hispano-Suiza.

Po powrocie do kraju objal w lutym 1927 r. stanowisko w Podlaskiej Wytwoérni Sa-
molotéw SA w Bialej Podlaskiej, w ktdrej pracowal w charakterze konstruktora do sierpnia
1930 r., kiedy to musiat odby¢ opdzniona juz stuzbe wojskowa. Po roku opuscit Szkote
Podchorazych Rezerwy Lotnictwa w Deblinie, w ktérej stuzyt w Grupie Techniczne;j.
Pozostal jednak w Degblinie w charakterze cywilnego kierownika Warsztatéw Parku
Lotniczego CWOL. Tam zbudowal kilka typ6éw szybowcéw wlasnej konstrukeji, migdzy
innymi pierwszy w Polsce szybowiec bezogonowy.

W maju 1933 r. zostal przeniesiony do Instytutu Badafi Technicznych Lotnictwa
w Warszawie, w ktérym pracowal w stopniu radcy kontraktowego, jako kontroler kon-
strukcji prototypow samolotéw, az do marca 1936 1., kiedy to zostal zaangazowany do
Lubelskiej Wytwdrni: Samolotdw Sp. z 0.0. w charakterze Xierownika Wydziatu, a nastep-
nie prokurenta i III Zastepcy Dyrektora Naczelnego. Praca administracyjna nie odpo-
wiadata jednak Jego zainteresowaniom, wobec czego przenidst sig do Pafistwowych Za-
ktadéw Lotniczych, Wytwdrni Silnikéw Nr 1 na Okeciu. Tam objal kierownictwo Grupy
Obliczeniowe]j powolanej do rozwiazywania szczegSlnie trudnych zagadnien, nasuwajacych
si¢ podczas konstrukcji, préb i produkeji silnikéw lotniczych.

Swoje réwnoczesne zainteresowania naukowe przejawit w ten sposéb, Ze juz w 1935 r.
uzyskal na Wydziale Mechanicznym Politechniki Warszawskiej stopied naukowy doktora
nauk technicznych za pracg pt. Wytrzymalo$é zginania dzwigaréw sosnowych. Promotorem
Jego byl prof. dr M. T. Huber. W sierpniu 1938 r. zlozyt na rece prof. Hubera swa roz-



prawe habilitacyjna pt. Dzialanie amortyzacyi podwozida. Przewdd prowadzony na Wydziale
Mechanicznym Politechniki Warszawskiej zostal przerwany przez wybuch wojny we
wrzesniu 1939 r.

Po ostatecznym zniszczeniu Wytwdrni udat sie na poszukiwanie Swego putku, ktory
odnalazt w Pifnsku. Poniewaz lotnictwo w tym czasie bylo juz zdezorganizowane i pozba-
wione samolotéw postanowil wrécié do Warszawy, co Mu si¢ udalo w pazdzierniku
1939 r.

Po powrocie do Warszawy zatait przed Niemcami posiadane kwalifikacje zawodowe
i naukowe nie chcac pracowaé w niemieckim przemysle wojennym. Zarabial wigc lekcjami
bedac przez caly ten okres w nader cigzkich warunkach materialnych. Natychmiast tez
przystapil do pracy w organizacjach warszawskiego podziemia.

Qd lata 1940 byl wspotorganizatorem batalionu AK «Dominik» w Zgrupowaniu
«Stolica», dowodzac i szkolgc kolejno piatke, druzyng i pluton tego baonu. Przeniesiony
nastepnie do komendy Zgrupowania, pelnit obowiazki szefa Dziatu Uzbrojenia, organizu-
jac gromadzenie broni przechowywanej po wrzeéniu, skup broni od Zolnierzy niemieckich
i akcje zdobywania broni. Podlegala Mu takze jednostka instruktoréw nauki o broni,
prowadzacych szkolenie w szkole podchorazych i szkole podoficerskiej Zgrupowania.
W okresie Powstania Warszawskiego byt oficerem lacznikowym w komendzie odcinka,
pelniac dorywczo obowiazki dziennikarskie w prasie powstanczej, dla ktérej prowadzii
obcojezyczny nastuch radiowy oraz obowigzki administracyjne w organach Delegatury
Rzadu na m. Warszawe.

W okresie: jesien 1941 — lato 1942 byt przydzielony do grupy oficeréw AK wspot-
pracujacych z kpt. Arciszewskim (pseud. «Michal» i «Kola»), uczestniczac m.in. w roz-
pracowaniu lotniska na Okeciu i ulokowanych tam podziemnych magazyndow paliwa
Luftwaffe, ktére na podstawie zdobytych informacji zostaly zniszczone przez lotnictwo
radzieckie. Przez caty okres okupacji pracowal réwniez w wywiadzie lotniczym Komendy
Gléwnej AK oraz byl wykladoweca w podziemnym szkolnictwie wyzszym i $rednim.

Po powstaniu poszedt do niewoli wraz ze Zgrupowaniem., W ostatnich tygodniach
wojny udaio Mu si¢ zbiec w momencie, gdy Niemcy eskortowali jencow w strefie frontowej
na terenie Pomorza Zachodniego.

W kwietniu 1945 r. zostal zmobilizowany do Odrodzonego Wojska Polskiego, w ktérym
stuzyt w mieszanym Putku Lotniczym Cwiczebno-Szkolnym w Radomiu, petnigc w stopniu
kapitana obowiazki zastepcy Kierownika Wyszkolenia. Zostal Mu woéwczas nadany
«Dyplom Zolnierza Demokracji». Ostatecznie zostal zdemobilizowany w listopadzie
1945 r., co umozliwilo objecie stanowiska na Politechnice Gdanskiej. Tam wznowil,
otwarty w 1938 r. na Politechnice Warszawskiej, przewdd habilitacyjny, ktéry zostat
zakonczony uchwata Rady Wydziatu Mechanicznego Politechniki Gdanskiej ze stycznia
1946 r. — przyznajaca Mu tytut naukowy docenta habilitowanego w dziedzinie mechaniki.
Na Politechnice Gdanskiej pracowat do 1957 r. Réwnocze$nie do roku 1948 pracowat
w charakterze doradcy technicznego w Zjednoczeniu Stoczni Polskich, a nastepnie w Gdan-
skim Urzedzie Morskim. W 1952 r. zaczal wspoipracowaé z Zakladem Mechaniki Oérod-
kéw Ciagtych Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki, jako Kierownik Pracowni
Teorii Konstrukeji Cienkosciennych. W 1958 r. przeniesiony zostat do Warszawy, obejmujac
w IPPT kierownictwo Pracowni Statecznosci i opieke naukowa nad Pracownia Analizy



Naprezei. Réwnoczes$nie, w tym samym dniu, objgl kierownictwo Katedry Aerodynamiki
i Budowy Samolotéw w Wojskowej Akademii Technicznej.

W 1952 r. przyznano Mu Panstwowa Nagrode Naukowsa IIT stopnia za prace w dzie-
dzinie wytrzymalosci drewna, a w polowie 1954 r. za prace naukowe zostat odznaczony
Ztotym Krzyzem Zastugi. W koncu tegoz roku otrzymat nagrode naukowa Ministra
Szkolnictwa Wyzszego. W 1955 1. Centralna Komisja Kwalifikacyjna przyznala Mu
tytut naukowy profesora zwyczajnego, a w rok pdzniej otrzymat Medal X-lecia Polskie]
Rzeczypospolitej Ludowej. W roku 1957 za prace w dziedzinie kwantyzacji zjawisk nie-
statecznodci uzyskat nagrode¢ im. M.T. Hubera przyznawana przez PAN.

W latach 1926-1939 wyjezdzat kilkanascie razy za granice uczestniczac w zjazdach
nauvkowych i w zwiedzaniu wystaw przemystu lotniczego, biorac udzial w miedzynaro-
dowych zawodach lotniczych, itp. We wrzeénin 1951 r. zostal cztonkiem rzeczywistym
Towarzystwa Naukowego Warszawskiego. Byl réwniez uczestnikiem I Kongresu Nauki
Polskiej. W 1951 r., pracujac w Komisji Mechaniki, zostal powotany na referenta nau-
kowego Centralnej Komisji Kwalifikacyjnej dla pracownikéw nauki. W 1956 r. zostal
wybrany na Czlonka Rady Gtéwne| Szkolnictwa WyzZzszego na kadencje 1956-1959.
W tym samym czasie zostal wybrany kandydatem na czlonka CKK, po czym otrzymal
nominacje na cztonka CKXK, na ktérym to stanowisku pozostal az do dnia likwidacji
Komisji. W roku 1959 zostat cztonkicm Rady Naukowo-Ekonomicznej przy Ministrze
Zeglugi i Gospodarki Wodne;j.

Profesor Naleszkiewicz opublikowal wiele oryginalnych prac naukowych i monografii.
Wykaz Jego publikacji obejmuje okoto czterdziestu pozycji, z czego cztery ogloszono za
granica; poza tym ukazalo si¢ sze$¢ tomdéw Jego prac dydaktycznych. Bral on aktywny
udziat w licznych kongresach, zjazdach, konferencjach 1 sympozjach naukowych w kraju
1 za granica. Wyglosil m.in. szereg referatéw w Wielkiej Brytanii, Szwecji, Zwiazku Ra-
dzieckim, Belgii, Indiach i NRD.

Prof. dr Jarostaw NaLeszxiewicz byl Czlonkiem Zatozycielem Polskiego Towarzystwa
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. Od pierwszych lat istnienia Towarzystwa dziatal
aktywnie w jego szeregach, bowiem juz na pierwszym zebraniu Organizacyjnym Oddzia-
tu Warszawskiego wszedt w sklad Zarzadu pelniac funkcje Wiceprzewodniczacego
Oddzialu. W nastepnych latach wszedt w sktad Gtéwnego Sadu Konkursowego. Byl
réwniez Przewodniczacym Komitetu Organizacyjnego Sympozjum na temat elastooptyki
i jej zastosowan organizowanego przez Oddzial Warszawski.

Duzo czasn i sit po$wigcal miodziezy, bedac jej nauczycielem i wychowawca. Bardzo
si¢ o nig troszczyl. Dla studentéw, ktérzy przychodzili do Niego ze swymi sprawami,
zawsze znajdowal czas 1 dobrg rade. Odznaczat si¢ nadzwyczajng punktualnoécia 1 stowno-
§cia. .

Jest rzecza niemozliwa w krétkim wspomnieniu opisaé w pelni glebokiego i zarliwego
Patriote oraz oddanego swej pracy Czlowieka. Jakim On byt naprawde zrozumieli naj-
lepiej ci, ktérzy wystuchali wypowiedzianych nad Jego grobem prostych i szczerych stow
kolegéw z Akademii i z AK. Ten wybitny naukowiec byl w zyciu codziennym bardzo
mitym 1 pogodnym cziowiekiem o ujmujacym sposobie bycia, ktérego beda diugo i ser-
decznie wspominaé wszyscy, ktérzy zetkneli sie z Nim osobiscie w toku swej pracy lub
studidw.
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ZASTOSOWANIE PROGRAMOWANIA LINIOWEGO DO WYZNACZANIA NOSNOSCI
GRANICZNEJ KONSTRUKCJI

(Przeglad prac)

JOozer JoacHiM TELEG A (GLIWICE)

1. Wstep

W pracy oméwiono dotychczasowe wyniki zastosowania programowania liniowego
do wyznaczania noénoféci granicznej ukladéw pretowych, plyt i powlok; zadanie dualne
i jego interpretacje; problem dostosowania oraz automatycznego obliczania konstrukeji
ramowych.

Intensywnoé¢ obcigzenia granicznego mozna wyznaczy¢é albo metoda statyczna (np.
KoopmaN, LANCE [12], SvoBoDA [19], GOcHFELD, CZERNIAWSKI [27], CYRAS [38], MIRZA-
BEKJAN, REITMAN [29], FRAINT [33], CerADINI, GAVARINI [3], WOLFENSBERGER [22])
albo kinematyczna (np. Tanaka [20], Brusencow, Rzanicyn [25], Cyras [38], Rza-
NICYN [31], TERECHINA [32]).

W pierwszym przypadku — przy odpowiednim sformulowaniu zagadnienia — po-
szukujemy maximum mnoznika statycznie dopuszczalnego, w drugim natomiast — mi-
nimum mnoznika kinematycznie dopuszczalnego, przy czym takie sformulowanie wazne
Jjest dla obciazenn proporcjonalnych, czyli prostych. Metoda statyczna wynika z twierdze-
nia o dolnej granicy obciazenia [21]: «Najwigkszy spoéréd statycznie dopuszczalnych
mnoznikéw obciaZenia u, odpowiada rzeczywistej intensywnoéci obciaZenia granicznego
Ug, tzn. supu, = ue.» Z twierdzenia o gdrnej granicy obciaZenfa [21]: «Najmniejszy
sposrdd kinematycznie dopuszczalnych mnoznikdw obcigZenia g, odpowiada rzeczywistej
intensywnoéci obciazenia granicznego, czyli infu, = ug,» otrzymujemy metode kine-
matyczna (w obliczeniach praktycznych supremum przechodzi w maximum, za$ infimum
W minimum).

W przypadku obcigzerr zmiennych, celem sformutowania interesujacego nas problemu
nosno$ci granicznej, begdziemy korzystaé z odpowiednich twierdzef energetycznych o mi-
nimum energii dysypowanej (metoda kinematyczna) oraz maximum mocy obciazefl
zewngtrznych (metoda statyczna) [38]. Nalezy podkreélié, iz pojecie no$noéei granicznej
dla obcigzen nieproporcjonalnych ma réwniez sens, gdyZ zaréwno wlasnodci sprezyste,
jak i historia obciazenia nie wplywaja na wielko$é no$noéci. W przypadku obcigzen nie-
proporcjonalnych moze mieé¢ miejsce nowy jako$ciowo efekt — niedostosowanie. Jak
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wiadomo, zagadnienie dostosowywania ujmuja twierdzenia Melana i Koitera (por. np.
Kaczanow [28], Kona [111). ‘

Okazuje sie, ze zadania nosnoéci granicznej w ujeciu statycznym i kinematycznym
stanowia pare zadai dualnych programowania liniowego i to zaréwno dla obciazen
prostych, jak i zmiennych (BORKAUSKAS, Cyras [2], CERADINI, GAVARINI [4], CHARNES,
LemkE, ZIENKIEWICZ [6], CyRras [38], MAIER [14]).

Sciéle rzecz biorac, wyznaczanie wspotezynnika obcigzenia granicznego, przy pomocy
programowania liniowego, mozna uwaza¢ za automatyczne obliczenie, ktére ogdélnie
sprowadza si¢ do podania algorytmu rozwiazujacego. Takim algorytmem dla progra-
mowania liniowego jest np. metoda sympleksowa. Nieco inny algorytm dla automatycz-
nego obliczania ram zaproponowal LIVESLEY [13]. W nastepnym punkcie sformutujemy
wygodna dla naszych celéw problematykg programowania liniowego.

2. Programowanie liniowe

Ogdlnie rzecz traktujac, problematyke programowania mozna sformulowaé nastg-
pujaco [8]:
znalez¢ minimum (maximum) funkcji

Z2=f(X1, eeer X)) = F(¥)

przy ograniczeniach
gilxy, o, X)), =, 2}a;, i=1,...,m.

Je8li zardwno funkcja f, noszaca nazwe funkeji celu, jak i funkcje g;, i = 1, ..., msaliniowe,
to wowczas mowimy o zadaniu programowania liniowego.

Stosowanie programowania (liniowego lub nieliniowego) do rozwazanych problemow
wymaga dyskretnego opisu konstrukcji, Opis taki jest naturalny w odniesieniu do kon-
strukcji pretowych, natomiast przed zastosowaniem programowania do plyt i powlok
nalezy dokona¢ dyskretyzacji opisu. Jedng z nowszych metod opisu dyskretnego, tzw.
metode elementéw skonczonych, przedstawimy w rozdziale 6.

W dalszym ciagu interesowaé nas bedzie tylko standardowe, kanoniczne oraz para-
metryczne programowanie liniowe, ktére w sposéb monograficzny ujete jest w pracach
Gassa [7]; CzerNIKOWA [34] i JuDina, GOLSZTEINA. [39].

Zadanie standardowe programowania liniowego formuluje si¢ nastepujgco [34]:

znalez¢ minimum (maximum) funkeji liniowej # zmiennych

(2.1) J(x) = ijxj

j=1
przy warunkach ograniczajacych nalozonych na zmienne xg, ..., x, postaci

n

-
(2.2) Za,-jxjéai; x;20; i=1,..,m; Jj=1,..,n
=1
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Zadanie poszukiwania minimum (maximum) funkcji (2.1) poddanej ograniczeniom
postaci

n

2.3) Za,-,-xj:ai; x;=0;, i=1,.,m; j=1..,n,
j=1

nazywamy kanonicznym zadaniem programowania liniowego. Zadanie kanoniczne tatwo
rozwigzaé przy zastosowaniu algorytmu noszacego nazwg metody sympleksowej; stad
koniecznoéé przeprowadzenia zadania standardowego do kanonicznego. W tym celu

n

wystarczy w zadaniu standardowym zamieni¢ kazda nieréwnosé Za,jxj< a; dwiema
j=1

zaleznosciami:

n
(23,) Z a,-jxj~|—zi~a, = O, z; = 0.
j=1
Dla danego zadania programowania liniowego mozna ulozyé tzw. zadanie dualne, ktdre
dla zadania kanonicznego, polegajacego na znalezieniu maximum formy (2.1) przy ogra-
niczeniach (2.3), formuluje si¢ nastgpujaco [39]:
zminimalizowaé forme m zmiennych

m

] () = Z‘ GY;

i=1

przy ograniczeniach

2

L/a,:,y,-}b_,’ j=],...,n.
j=1

Jak stad wynika zmienne y; nie musza byé nieujemne.
Rozpatrzmy teraz zadanie standardowe, w ktérym nalezy znalezé maximum formy
(2.1) przy ograniczeniach (2.2). Zadanie dualne do niego ma postaé nastepujacy:
zminimalizowaé forme
m
Py O
S = 2_, aiyi
. i=1
przy ograniczeniach
m
Samzb, |
_/aijyi¢bj> J=1>"'7n)
i=1
yi>0’ i=1,...,m.
Najogdlniejsze zadanie, w ktérym ograniczenia sa mieszane, tzn. maja postaé réwnosci
Jub nierdwnosci, a wystepujace zmienne niekoniecznie sa nieujemne formutuje si¢ naste-
pujaco [39]:
znalezé maximum formy

Z bjx;

Je=1
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przy ograniczeniach
n
Za,-jx,-<ai, i=1,...,m1<m,
=1
n
Ay Xy = a;, i= ml—i—l,...,m,
j=1
x; 20, j=1,...,n;,<n.

Zadanie dualpe do powyzszego polega na minimalizacji formy liniowej
m
Z a; )i,
i=1
przy ograniczeniach
nt

Zaijyi>bj’ j=1""’nl<n,

i=1
m

Zaijyi =b;, Jj=n+1,..,n,

i=1
y,-}(), i=1,---,m1<m.

Przedstawione zadania programowania liniowego mozZna rozwiaza¢ na maszynach ma-
tematycznych, stosujac algorytmy standardowe, jak metod¢ sympleksowa, dualna metode
sympleksowa. W tym kryje si¢ gldwna przewaga, z praktycznego punktu widzenia, tego
programowania nad programowaniem nieliniowym, ktére na ogél wymaga stosowania
specjalnych algorytmoéw rozwiazujacych (poréwnaj np. Biron, HobGe [1]).

Czasami w zastosowaniach spotykamy si¢ z zadaniami, w ktérych albo wspdiczynniki
funkcji (2.1), albo elementy macierzy A= |layl| i=1,...,m;j=1,...,n lub tez
wyrazy wolne a,, ..., a, zmieniaja si¢ w pewnym przedziale na osi rzeczywistej. Taka
postaé problemu nazywamy programowaniem parametrycznym [7].

3. Uklady pretowe

Zastosowanie programowania liniowego do ukladdéw pretowych bylo przedmiotem
rozwazan TANAKI [20], Svosopy [19], NicHOLLSA [15], RAUTU, CHIROWU [16] i [17], CERA-
DINIEGO, GAVARINIEGO [3], CHARNESA, LEMKEGO, ZIENKIEWICZA [6], Cyrasa [35], [36],
[38], GyLYsA, ZAKAREVICIUSA, CYRASA [26].

3.1. W pracy SvoBODY [19] problem rozwiazano metoda statyczna dla obciagzen pro-
stych.

Autor czyni nastgpujace zalozenia:

- . 13. ..
a) w kazdym przekroju funkcja M =1 (E) _]CISt zbudowana przy przyj¢ciu obrazu geome-
trycznego takiego, jak na rys. 1, gdzie przez g i M oznaczono, odpowiednio, krzywizng
osi prgta oraz moment zginajacy w rozpatrywanym przekroju preta. Z rys. 1 widaé, iz
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zalezno$¢ moment—krzywizna dla ciala sprezysto-idealnie-plastycznego nie jest jedno-
jednoznaczna. Trajektorie obcigZania i odcigZania moga byé rdzne, co zilustrowano
odpowiednimi strzatkami;

b) wplyw sit normalnych i poprzecznych na uplastycznienie mozna pominag;

¢) liczba przegubdw plastycznych jest dostateczna, tzn. moze wytworzyé sie zupelny
lub czgéciowy mechanizm zniszczenia;

d) odksztalcenia sa male, co pozwala stosowal takie same réwnania réwnowagi,
jak dla stanu nicodksztalconego;

e) elementy maja idealne przekroje — mozna traktowa przeguby plastyczne jako
punkty;

f) problem wyboczenia mozna pominac.

Przeguby plastyczne powstaja: w punktach obcigzenia skupionego, w miejscach,
gdzie sila poprzeczna zmienia znak (ekstremum momentu zginajqcégo w tym punkcie)
oraz w punktach utwierdzenia. W przypadku obcigzen ciaglych nalezy réwniez zlokali-
zowaé polozenie przegubu plastycznego wytworzonego przez to obcigzenie, np. metoda
kolejnych przyblizen. Na ogél wygodniej jest zastapi¢ obcigzenie ciagle pewng liczba
mozliwie gesto rozmieszczonych obcigzen skupionych.

M

/
fobc.= /// odc.

L_/ ¢

Rys. 1

ng

Poniewaz z sit wewnetrznych uwzgledniono tylko moment zginajacy, wiec warunek
dopuszczalno$ci pola momentéw ma postaé

(3~I) "’Mo.ig M, < My,

gdzie symbolami M,,;, ¥M,,; oznaczono momenty zginajace graniczne w i-tym przekroju.
Roéwnanie (3.1) tatwo sprowadzié do postaci

(3.2) 0 Y < Dy,
w ktérej symbole Y; oraz D, oznaczaja
(3.3) Y, = Mi—vyMo;, D;= Moi—rMo,;.

Warunek (3.2) wskazuje na nieujemnos$é wielkosci Y;. Wystarczy wigc rozwazad
uktad

(3.4) : Y, < D,.
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Dla pelnego sformufowania problemu, oprdcz nieréwnosci typu (3.4) nalezy dolaczyé
jeszeze odpowiednie, niezalezne réwnania réwnowagi wydzielonej czgéci uktadu. Warunki

te uzyskujemy korzystajac z rys. 2.

- vi_ I‘ ul —mB
- { .
5 a

VL O

1o
;}\
A
&

!
S
'

+ _
LN

Rys. 2

Dia preta (poziomego lub pionowego, rys. 2a, b), otrzymujemy réwnanie
3.5 M; = uM,—oMy-+Miu,
gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia:
M{ — wplyw od obciazenia migdzyprzestowego,
M,, My, — wplywy od obciazen we¢ztowych,
u — wspokezynnik intensywno$ci obcigZenia miedzyprzestowego. Po uwzgle-
dnieniu rownosci (3.3) i réwnania (3.5) uzyskamy

(3.6) Yi—uY, oYy —Mip = —vMo ;+uvMo ,—vv My .
Z rys. 2¢c wynikaja réwnania réwnowagi wezta
(3.7) Moy j Mot Mo i My Mg pn = 0.
W réwnaniu (3.7) uM; ;; jest danym obcigZzeniem momentowym wezla.
Z réwnan (3.3) (3.6) i (3.7) otrzymujemy
(3.8)  Yoi—v, it Yo it Yaj—1+ Yo tuMs; =
= —vMop,iz1,j—VMoa,i,;— VMo u,i,jm1— Y Mopij-
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Réwnanie pigter uzyskamy z rys. 2d,
(39) A1,j+A2,j—l_ +Am,j+(Vl+ “re +Vj)/u‘ = 0

W przypadku, gdy wszystkie stupy j-tych pigter maja jednakowa wysoko$é #, wtedy réw-
nanie (3.9) — po pomnozeniu go przez h i uwzglednieniu zalezno$ci (3.3) — przyjmie
nastgpujaca postaé:

(310) Yd,l,]+Yd,2,j+ +Yd,m,j+yrh,l,j+ +I,h,m,j+h'(Vl+ +Vj)/u‘ =

—_ ﬂvMO,d,l,j"— . —’VMO,,]',,,,]'—’VMO,],'L]-— e _‘VMO,h,m,j-

Obecnie mozna juz jednoznacznie sformutowaé problem w terminach programowania
liniowego, korzystajac z twierdzenia o dolnej granicy obcigzenia. Nalezy znalezé maximum

M (whkNm)

Thi 50
50,
LI l ] /ﬁé -
! c 2 A
5

lmv —50 ,(fﬁ
A0 2 50

5 b
77 WJ‘ 50 50

Rys. 3

funkcji z = u, przy jednoczesnym spelnieniu warunkdéw (3.4), (3.6), (3.8), (3.9) lub (3.10).
PrzejdZmy teraz do omoéwienia wynikéw uzyskanych w pracy [19], a odnoszacych sig
do ramy przedstawionej na rys. 3a. Uklad ten zostal rozwiazany przy nastepujacych
danych: M, = 5kNm, vMy, = —5kNm.
Odpowiednio z réwnan (3.6), (3.8) i (3.10) otrzymujemy:
Y,—0,5Y15-+0,5%,—2u = —(—5)+0,5(—5)—0,5(—5),
Yi—0,5Y34+0,5Y 3 —2u =5,
Yi,+7Y, = —(—=5)—(~9), '
Yort+Ys = 10,
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Y31+ Y34+ Yss = 15,
Yar+Ys6+Yaz = 15,
Y13+ Y24+ Y3+ Y4 +8-0,5u = 20,
Y35+ Yas+Ys34+Y6a+8(0,54+0,5u = 10.
Dla kazdego rozwazanego przegubu plastycznego, zgodnie z (3.4), mamy:
Y, <5—(=5 =10, i=1,...,8.

Tak sformulowany problem rozwiazano metoda sympleksowa na maszynie matematycznej
MINSK 1. Otrzymany wspétczynnik noénosci granicznej wynosi pg = 2,5.

Rysunek 3b przedstawia wykresy momentéw zginajacych dla ramy obciazonej zgodnie
ze schematem podanym na rys. 3a, lecz dla obciazenia granicznego; obcigzenie to otrzy-
mujemy zwiekszajac 2,5-krotnie wartoscl sit przedstawionych na rys. 3a.

3.2. Sposdb sformulowania zagadnienia w ujgciu metody kinematycznej podano
w pracy TANAXI [20] dla obcigZzen prostych inieproporcjonalnych. Przypadek, gdy ukiad
poddany jest obciazeniom nieproporcjonalnym (zagadnienie dostosowania) omdéwimy
w pukcie 3.4. »

Zatézmy, ze na rame dziala obcigzenie skupione. Niech ponadto spelnione bgda po-
stulaty a—f omdéwione w punkcie 3.1. Postulat matych odksztalcen pozwala zamiast zasady
mocy przygotowanych stosowaé zasade prac przygotowanych. Z definicji kinematycznie
dopuszczalnego mnoznika ebcigzenia u, [21] mamy:

;Moi|0i| .
3.11 _=—— dl P.o. >0,
( ) M ;‘Pkak a % & Ok

gdzie:
Moi(0) — moment graniczny (kat obrotu przygotowany) w i,

P,(9,) — obcigzenie zewnetrzne (przemieszczenie przygotowane) w k; przez { — ozna-
czono przekroje, w ktérych moga powstaé przeguby plastyczne, a przez k
punkty przytozenia obciazenia zewngtrznego.

Niech dalej

1
(3.11.1) m=ﬂ21’k6k,
. 0 k

gdzie w (3.11.1) _716/[ zdefiniowano nastepujaco:
(3.11.2) L D Moo
1

Oznaczmy przez M; dowolny moment zginajacy w przekroju i, przy czym otrzymane
w ten sposéb pole momentéw rownowazy obciazenie zewnetrzne. Zgodnie z zasada prac
przygotowanych mamy dla pola kinematycznie dopuszczalnego:

(3.11.3) D) Pubi= ) M0
k i .
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Z (3.11.1) i (3.11.3) otrzymujemy:
1

1
3.12 m=— MG, = —.
(3.12) M £ e

Dla ramy n-krotnie statycznie niewyznaczalnej uzyskujemy n niezaleznych rozkladdw
momentéw resztkowych; istnieje wiec n zaleznosci migdzy katami obrotu @;. Oznaczajac
przez R} a-ty moment resztkowy w 7, na mocy zasady prac przygotowanych otrzymujemy:

(3.13) DR =0, a=1,..,n.
i

Z réwnan (3.11.2), (3.12) 1 (3.13) mamy:

(3.14) D=1, drg=0
i

i

oraz
(3.15) m = Zn,-z‘},.
W réwnaniach (3.14) i (3.15) wprowadzono nastepujace nowe wielkosci
ar Mo; ¢ RY at M,
15. i = ——0;, f=- i = .
(3.15.1) | J 7 r M, n o

0
W celu speinienia warunku nieujemnoséci (por. (2.3), rozdz. 2) wystarczy przyjaé &, =
= 9 —07, gdzie 9} =0, 97 > 0. Tym samym problem sprowadzony zostal do znale-
zienia maximum formy (3.15) przy ograniczeniach (3.14). Z réwnania bowiem (3.12)

, skad g = , o jest zgodne z odpowiednimi twierdze-

min geg max m
niami, por. [21], [28], teorii stanéw granicznych. Maximum formy m mozna obliczyé przy
pomocy dualnej metody sympleksowej.

Jako prosty przyklad rozwazmy rame, przedstawiona na rys. 4a, dwukrotnie statycznie
niewyznaczalna, o 4 krytycznych przekrojach; istnieja wiec dwa zbiory rozkladéw mo-
mentdw resztkowych. o

Dowolny rozktad momentéw bedacych w réwnowadze z danym obciaZeniem zewngtrz-
nym oraz dwa zbiory momentéw resztkowych mozna otrzymaé zamieniajac dana rame
na uklad statycznie wyznaczalny. MoZemy to uzyskaé przez wstawienie dwu przegnbdéw
(rys. 4b-d). Rysunek 4b obrazuje rozklad momentéw od danego obcigZenia.

(3.16) : M, = —~M,, My=M, Ms=M,=0.

Rozktady momentéw zginajacych pochodzacych od momentéw dzialajacych w prze-
gubach « i f przedstawiaja odpowiednio, rys. 4c i 4d. Stad resztkowe momenty Rf oraz
RE,i=1,2,3,4wynosza:

wynika, Ze max m =

(3'16'1) Ri=3MO’ -Raé: '——g‘MO’ Ra3"—:2M0; ’Rﬁ-z'—MO)

(3.16.2) Rf = —3M,, RS=2M,, RE=—M, R=2M,.
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Z rys. 4a widaé, ze momenty plastyczne w interesujacych nas przekrojach krytycznych
Wynosza:

(3163) M01:M02:2M0, M03=M04:M0.
Z réwnan (3.15.1), (3.16), (3.16.1), (3.16.2) i (3.16.3) otrzymujemy:
3 5
"::-2‘: rg: _E) ;g:z’ r4:—1’
B 3 B B B
ry = ——+, r2=17 r3=_—1, '4:2’
2
L=
ny = 7’ 2—2’ 3= Hg =
Dla tych wartosci, stosujac dualna metodg sympleksows, otrzymano max m = -, czyli
_7
HMe ok
lMg/Lg s
2 __3 My/ly -M, Y
Mo | / 7 \Ig?
g
My p {‘
i S
i =
Ly L, B
T b
a
S py
3, %% -3,
A

Rys. 4

3.3. CHARNES, LEMKE, ZIENKIEWICZ [6] po raz pierwszy udowodnili, iz sformutowania
statyczne i kinematyczne dla ukladdéw pretowych stanowia pare zadad dualnych pro-
gramowania liniowego.

Rozpatrzmy uklad obciazony silami skupionymi, ktére bedziemy charakteryzowaé
wektorem P = (P,, ..., P
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Z zasady prac przygotowanych mamy:
3.17) M”60 = uPT§,
gdzie lewa strona przedstawia prace dysypowana w przegubach plastycznych na katach
obrotu 8 = (0,, ...,0,)7, za§ prawa — prace sit zewnetrznych na przemieszczeniach
§=(01,.--,8,) ;M= (My, ..., M,)T jest wektorem charakteryzujacym momenty
w ukladzie, 4 jest mnoznikiem obcigZenia, za§ symbol T oznacza transponowanie macierzy.
Wzér (3.17) podany jest w zapisie macierzowym. Korzystajac z regul mnozenia macie-

n

I3
rzowego otrzymujemy zaleznos¢: ZM,O,- =y 2, Pi6,. Warunki zgodnosci mozna za-
i=1 k=1

pisaé w postaci
(3.18) C6 =0,
gdzie C przedstawia macierz zgodnodci.

Z warunkéw geometrycznych wynika, Ze

(3.19) PT§ = aTo.
Z (3.19) i (3.17) otrzymujemy
(3.20) M"~ua™) o =0

[0 ile zachodzi (3.18)].

Korzystajac z lematu Farkasa (por. [34]) wnioskujemy, Ze istnieje wektor u taki, iz
3.21) MT—ua” =u"C. _
Otrzymali$my wigc najogdiniejsza, parametryczna postaé rdwnan wyrazajacych statyczna
rownowage uktadu (parametrem jest wektor u). Je$li obroty odpowiadaja mozliwemu
(tzn. spetniajacemu warunki kinematycznej zgodnosci) mechanizmowi zniszczenia, to:

D, Moj10;] = uP78 = a6,

i \
gdzie M,; oznacza moment graniczny w j-tym przegubie. Uwzgledniajac definicje kine-
matycznje dopuszczalnego mnoznika obcigzenia otrzymujemy zadanie programowania
nieliniowego:

znalezé
2 Mo;\0;]
H J
min ™o ,
przy ograniczeniach
Co=0.

Powyzsze zadanie mozna sformulowaé jako zadanie programowania liniowego na-
stepujaco: ‘

znalezé
(3.22) ‘ minMg(6++6-),
przy ograniczeniach
(3.22.1) a’(0t—07) =1,
(3.22.2) _ Ce*—6")=0,

(3.22.3) 8+ =0, 6->0.
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Zadanie dualne ma postaé:

znalezé
(3.23) max u
przy ograniczeniach
(3.23.1) paTuTC < M7,
(3.23.2) —uaT—uTC < MF.
Jesli uwzglednimy (3.21), to zaleznoéci (3.23)-(3.23.2) przybiora postaé:
znalezé
(3.24) maxy
przy ograniczeniach
3.24.1) —M74pa™+u"C = 0,
(3.24.2) MT< M7,
(3.24.3) —MT< M3

Zwiazki (3.24)-(3.24.3) sa niczym innym, jak wypowiedzia, w terminach liniowego pro-
gramowania, twierdzenia o dolnej granicy obciazenia.

Cyras w pracy [37] oméwia réwniez problem dualnoci, przy czym wychodzi on z dwo-
isto$ci twierdzen o maksimum mocy obciazenia zewngtrznego przy odpowiednich ogra-
niczeniach na momenty resztkowe i minimum predkoéci dysypacji energii przy ograni-
czeniach na predko$ci przemieszczen. Zagadnienie to jest réwniez przedstawione przez
tegoz autora w [38].

34. Problem dostosowywania dla ram rozpatrzyl TANAKA [20]. Twierdzenie o do-
stosowywaniu dla ram sformulujemy nastgpujaco: jeSli istnieja momenty reszikowe R,
spetniajgce nieréwnosci .

RiA-puMifyy < Moi,
—Ri“,uMEpr< Mo,
to nastapi dostosowanie ramy; R; oznacza moment resztkowy w przekroju 7, u oznacza
mnoznik obciazenia, natomiast M7, i Mj,, oznaczaja, odpowiednio, maksymalny
1 minimalny moment spreZzysty w przekroju i dla kazdej kombinacji danych obciazen
(stosujemy tutaj oznaczenia jak przy omawianiu metody kinematycznej w ujeciu TANAKI).

Twierdzenie powyZsze jest oczywifcie wnioskiem z uogdlnionego twierdzenia Melana
(por. [11]). Oznaczmy przez s taki mnoznik obciazenia, ze dla u<< s uklad dostosowuje
si¢, natomiast dla y > s nie. Autor podaje prosty sposéb wyznaczania mnoznika s, ktdry
wynika z twierdzenia, bedatego zarazem wygodnym sformulowaniem zadania progra-
mowania liniowego dla problemu dostosowywania:

jesli nalezy znalezé max m, gdzie

(3.25)

1

(3.26)  m= (D) M 00— E Minbr)s M= 3 Mo+ > Mo,
[i) i i i

przy ograniczeniach

(3.26.1) DR~ DRi6r =0, 6 =0, 67 >0,
i i ) . ’
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to

I

Ea.li—'

(3.26.2) max m

Stad otrzymujemy, ze § = "

MnozZnik § nosi nazwe mnoznika bezpiecznego (por. [14]). Celem ilustracji rozwa-
zafn ogdlnych TANAKA przedstawit rozwigzanie dla prostej ramy przedstawionej na
rys. 5, w dwu przypadkach:

1) 0< P< 12Mo/L,, O< Q< 7 Mo/Ls,
2) 0< P< 12 Mo/Lo, —T Mo/Ly< Q< 7 Mo/L,
P
Lo T
q 3
Iz 0M, 4
J 5M, 5M,
7 5
Rys. 5 :

Otfzymano s = 2 dla obydwu przypadkéw. W pracy [20] sformulowano réwniez problem
projektowania ram o minimalnym ciezarze, przy czym projektowanie dotyczy noénosci
granicznej.

3.5. Cyras w swojej ciekawej ksigzee [38], bedacej niejako podsumowaniem dotychcza-
sowych wynikéw w dziedzinie zastosowania programowania_ liniowego do obliczen spre-
zysto-idealnie plastycznych, plaskich konstrukcji pretowych omdwil réwniez interesujace
nas zagadnienie nos$nosci granicznej. Wydaje sie celowe przedstawienie w zwigzlej
formie tego sformutowania, gdyz obejmuje ono — jako przypadki szczegdlne — nasze
poprzednie rozwazania.

3.5.1. Niech rozpatrywany ukiad ramowy bedzie obciaZony silami skupionymi, ktdre
charakteryzowaé bedziemy wektorem obcigzenia P = (Py, ..., P,)7, przy czym dla ob-
ciazen zmiennych przyjmujemy nastepujace oznaczenia: P,e[P;, P,f] (przedzial zmien-
noici k-tej sily). Dla okre§lonoSci autor zaklada, ze Py <0, za§ Pr>=>0, k=1, ...,p
Oczywidcie nie zawsze Py i Py musza byéréznych znakdw. Oznaczmy przez i, i =1, ..., 1,
numer przekroju, w ktérym moze powsta¢ przegub plastyczny. Wéwczas momenty zgi-
najace w ukladzie charakteryzuje wektor M = (M, M5, ..., M,)".

Niech wektor R = (Ry, R,, ..., R,)T charakteryzuje momenty resztkowe. Momenty
graniczne wygodnie jest przedstaWIé w postaci wektora My = (Mm, <es My,)T, a pole
predkosci odksztatcen plastycznych wektorem 8 = (6,,0,, ...,0,)T; 0, oznaczal bedzie
predko$é zmian kata obrotu w i-tym przegubie plastycznym. Predko§¢ przemieszezein
scharakteryzujemy wektorem @ = (&, 9,, ... 9,_)7, gdzie I oznacza stopien statycznej
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niewyznaczalnoéci uktadu. Ponadto zakladamy, Ze speinione sa postulaty a—f przed-
stawione w punkcie 3.1.

Wiadomo, ze warunki statycznej zgodnosci sit wewnetrznych i obcigzen zewnetrznych
mozna zapisaé w nastgpujacej, macierzowej postaci:

(3.27) C™ =P,

natomiast warunki zgodnosci kinematycznej predkoéci przemieszczen i predkoseci od-
ksztatcen zaleznodcia

(3.28) CY =0,

gdzie C = ||¢;;|| oznacza macierz wspdlezynnikéw zgodnosci, C” jest macierza tran-
sponowang macierzy C.

Pole momentéw resztkowych bedziemy nazywac:

a) dopuszczalnym, jedli w sumie z maksymalnymi momentami sprezystymi nie prze-
kracza momentdw granicznych,

b) statycznie mozliwym, je§li spelnia warunki réwnowagi,

¢) statycznie dopuszczalnym, jedli speinia warunki a) i b).

Korzystajac z twierdzenia, ktére oznaczymy symbolem I: Sposrdd statycznie dopusz-
czalnyeh pdl momentow resztkowych w ukladzie, w Stanie granicznym rzeczywistym jest to,
przy ktérym moc cyklu obciqzedi zewnetrznych jest maksymalna (por. Kaczanow [28)),
mozna sformutowaé nastgpujace zadanie programowania liniowego:

znalezé
(3.29) max( D Py o— D P og),
k k
przy ograniczeniach
(3.30) Db P+ Y bR Pr RS My,
k k

(3.30.1) — X' baPi— D) Prbi—R< My,
. k k

(3.30.2) — D eyRi=0, i=1,n j=1l,.,n=l,

(3.30.3) PFE>0, —Pr=0, k=1,..,p,

gdzie 67 (5;) oznacza predkosé przemieszczen w kierunku sity PiF(Py), natomiast by, sa
elementami macierzy wplywu. Przyjmujemy, Zze &f = 0, d; = 0.

Wyrazenie Z,’ P 6,?—2P,: d¢ oznacza moc sit zewnetrznych, warunek (3.30.2) wy-

k %
raza zgodnos¢ statyczna. Trzeba jeszcze zinterpretowaé zwigzki (3.30) i (3.30.1). Moment
w przekroju i, w zakresie sprezystym, moZna wyrazié jako M, = . by P (b sa ele-

spr

mentami macierzy wptywu).
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Jedli oznaczymy przez

bt — {b,‘k dla b,’k = 0,

(3.31) EZ0 0 dla by <0,
b~ 10 dla bik 2 01
(3.31.1) ik = {b,-k dla by <0,

to ekstremalne warto$ci momentéw (zakladajac prace sprezysta ukladu) przyjma postaé

.

(3.32) M= D bi P+ D) bapi,
k k

(3.32.1) Miy = D bi P4 D) bapt.
k k

Dla dopuszczalnego pola momentdw resztkowych powinny by¢ spelnione zaleznosci
(333) _MOE_Mi§1)1-< R,< MOi—Mi;px" = 1, ey 1T,

Uwzgledniajac w (3.33) zwiazki (3.32) i (3.32.1) otrzymujemy statyczne (w sensie twierdze-

nia 1) sformutowanie problemu nosnoéci granicznej w terminach programowania linio-

wego (3.29)-(3.30.3). Oczywiscie poszukujemy przedziatu zmiennoéci kazdej z sit P,.

3.5.2. Dla przypadku obcigzen proporcjonalnych, tzn. gdy Pi = —P; = uP? (u—

mnoznik obciazenia, PP — stala wartoéé dla kazdego k), przyjmujac ponadto 3 P2(6; —
k

—&;7) = 1 [mozna tak przyjaé, gdyz &, 0y nie wchodza do zwiazkéw (3.30)-(3.30.3)],
otrzymujemy z (3.29) — (3.30.3) po prostych przeksztatceniach zadanie:

znalez¢é
maxu,
przy ograniczeniach
Mi < MOi 3
_Mi < MOi:

pdi— X eiM; =0, w0, i=1l,,m j=1,..,n-,

gdzie przyjeto d; = D¢ 3 PPby, M; = Ri+u D Pby. Sformutowanie to jest oczy-
i % %

wiscie wypowiedzia twierdzenia o dolnej granicy obciazenia.

3.53. Udowodnimy, iz ze zwigzkdéw (3.29)-(3.30.3) mozna wyprowadzi¢ omowione
juz twierdzenie o dostosowaniu ram [por. (3.25)]. Interesowaé nas bedzie tylko pole do-
puszczalne, wigc warunku (3.30.2) nie bedziemy bra¢ pod uwage.

Polézmy Pi = uPP+, Py = uPP~, gdzie u jest mnoznikiem obcigzenia, za§ PP+ =0,
P~ <00 sa ustalone. Wéwczas ktadac > PR+ 6F — D) PP~ 0i = 1,2 (3.29), (3.30), (3.30.1),

K k

(3.30.3), otrzymujemy zadanie:
znalez¢

maxzu
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przy ograniczeniach
RiFuMit, < Mo,
—Ri— Mg S Moy,
pu=0,

co wladnie jest twierdzeniem o dostosowaniu.

Wydaje sie, iz ostatni wniosek nie zostat do tej pory nigdzie przedstawiony.

3.54. Przejdzmy obecnie do sformutowania kinematycznego (w sensie ponizszego
twierdzenia II) problemu nogno$ci granicznej (Cyras [38)).

Pole predkosei przemieszezen bedziemy nazywac:

a) dopuszczalnym, jesli sktadowe tego pola sa ograniczone (indywidualnie lub w pe-
wnych kombinacjach),

b) kinematycznie mozliwym, jesli spetnia warunki zgodnoéci kinematycznej,

¢) kinematycznie dopuszczalnym, jeéli spelnia a) 1 b).

Zadanie programowania liniowego zbudujemy, wykorzystujac twierdzenie IL: Sposréd
kinematycznie dopuszczalnych pdl predkosci przemieszczen rzeczywistym jest pole, ktéremu
odpowiada minimalna moc dysypowand.

W sformufowaniu kinematycznym, niewiadomymi sa predkosci odksztalcen i prze-
mieszczen, zwigzane warunkami zgodnoéci kinematycznej. Zamiast macierzy zgodno$ci
mozna rozpatrywaé macierz wplywu, gdyz wowczas rowniez beda spelnione warunki
zgodnosci. Tak wiec predko$é przemieszezenia 9y, w kierunku dzialania k-tej sity mozna
zapisa¢ nastgpujaco:

(3.34.1) 9 = 3 b6 — > balr,

(3.34.2) i = Z‘b,ko ~

P‘
=+
2
=
i
—
3
I
bmnd
=

gdzie 0, = 0+ —0;,0 > 0,07 = 0O
Zgodnie z okreSleniem dopuszczalnego pola predkosci przemieszczer istnieja ogra-
niczenia, ktére oznaczymy przez &7 = 0, d; =0, czyli pole to bedzie spelnia¢ warunki

(3.35.1) 9 = Of,
(3.35.2) —9r =00, k=1,..,p

Tak wigc na podstawie ostatniego twierdzenia, zaleznosci (3.34.1)-(3.35.2) i okreélenia
pola kinematycznie dopuszczalnego, otrzymujemy zadanie:
znalezé

(3.36) min [ 3 Mo(0F +67)].
I

przy ograniczeniach

(3.37) D vitor— D bor = o,
i i
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(3.37.1) — D bibi+ D, b0 = o7,

(3.37.2) O —07— > ey =0, j=1,...,n—1,
' 7

(3.373) 05 >0, 0r>0, i—=1,....n

gdzie ZMOi(Gi*—I—O;) oznacza moc dysypowang, za$ zwiazki (3.37.2) wyrazaja warunki

kinematycznej zgodnosci.

Modele (3.36)-(3.37.3) oraz (3.29)-(3.30.3) stanowig parg zadaii dualnych.

W pracy [36] CYRAS rozpatrywat zwiazki miedzy modelami projektowania opty-
malnego a modelami, w ktorych poszukujemy obcigZzenia granicznego [te ostatnie, to
zadania (3.29)-(3.30.3), (3.36)-(3.37.3)]. Okazuje sig, iz tj/lko dla obcigzend proporcjo-
nalnych modele te sg réwnowazne, tzn. z modelu projektowania optymalnego otrzymu-
jemy obciazenie graniczne i na odwrét (por. réwniez [38]).

W ksiagZzce [38] omdwiono réwniez zagadnienie optymalnego projektowania na mi-
nimum cigzaru 1 wyznaczania cigzaru oraz okreSlania przemieszczed poprzedzajacych
zniszczenie. _

3.6. Wykorzystanie danych eksperymentalnych dia sformulowania zadania nos$nodci
granicznej rozpatrzyli GyLYs, ZAKAREVICIUS, CYRAS [26].

W pracy przedstawiono modyfikacje zadania programowania liniowego, w oparciu
o znajomos$é rzeczywistego mechanizmu zniszczenia, dla przypadku obciazen prostych.
Zbadanie modelu danego uktadu pregtowego daje nam informacje co do przekrojéw, w kté-
rych tworza si¢ przeguby plastyczne; innymi slowy poznajemy rzeczywisty mechanizm
zniszczenia. Znajomo$é tego mechanizmu pozwala zmodyfikowaé zaréwno metode sta-
tyczna, jak i kinematyczng. Modyfikacja polega na sprowadzeniu zadania programowania
liniowego do ukladu rédwnan liniowych, co upraszcza rozwigzanie.

Rozpatrzmy zastosowanie danych eksperymentalnych do metody statycznej, dla
ktdérej model matematyczny przedstawiono w punkcie 3.5.2. Zalézmy, iz po ekspery-
mencie okazalo sie, ze utworzyt sie catkowity mechanizm zniszczenia, tzn. powstato /4-1
przegubdw plastycznych (I — stopien statycznej niewyznaczalnoéci). Oznacza to, ze /41
‘nieréwnosci przedstawiajacych warunki plastycznoéci — sa to nieréwnosci typu My; == M,
—M; < My, — przechodzi w réwnoséci. Poniewaz mamy n—/ réwnan opisujacych zgod-
no$é statyczng, wiec w sumie otrzymujemy /-4-1-+4n—I/= n4-1 linjowo niezaleznych
réwnan. Liczba niewiadomych réwniez wynosi n-+1 (mnoznik obciaZenia oraz n wartosci
momentéw M;, i = 1, ..., n). Ale poniewaZ mechanizm zniszczenia jest calkowity wigc
znamy I41 momentéw M;. Sa one oczywiScie réwne momentom granicznym My;.
Latwo. udowodni¢, ze pozostalych n—I niewiadomych wyznaczyc mozZna z nastgpujag-
cego ukladu réwnan:

(3.37.4) (151) = D'C, M,,

gdzie D= | D, éH jest macierza stopnia n—/, D= (d,, ..., d,_)", macierz ¢ otrzy-
mujemy z macierzy CT przez wykresleme kolumn odpowiadajacych momentom w 741
przegubach plastycznych, macierz €, powstaje z macierzy CT przez wykre§lenie kolumn,
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ktére odpowiadaja momenton mniejszym od granicznych. Macierz C ma (n—1I) wierszy
i (n— I—1) kolumn, za$ macierz C, jest macierza o (n—I) wierszach i (/+1) kolumnach.
Wektor M o (n—I—1) skiadowych powstaje z wektora M = (M, ..., M,)" przez wy-
kreslenic momentéw M,; = My;, natomiast wektor 1\710 sktada sie z tych elementdw
wektora My, ktdére odpowiadaja przegubom plastycznym (czyli wektor M, ma /1 skla-
dowych). Macierz D-! jest macierza odwrotna macierzy D. Jak rozumieé stowo «odpo-
wiadajacych»? Oto wyjasnienie: je§li np. w przekroju oznaczonym numerem 1 powstaje
przegub plastyczny (M, = M,,), to w macierzy CT wykreslamy (lub pozostawiamy)
kolumne pierwsza itd. '

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla metody kinematycznej z tym, Ze
uktad réwnan zawiera n+1 niewiadomych (n—1 predkosci przemieszezeni 1 /-1 predkosci
odksztalcen).

Przypadek, gdy model ulega zniszczeniu czgéciowemu (tzn. powstaje mniej niz /41
przegubdw plastycznych) formainie nie rézni sig od przypadku zniszezenia catkowitego
tylko dla metody statycznej. Dla metody kinematycznej otrzymuje sic wowczas wigee]
réwnan niz niewiadomych. Dla znalezienia tych niewiadomych nalezy zbudowa¢ macierz
odwrotna do macierzy odpowiadajacej niezerowym niewiadomym, z ktdrej wykre§lono
wiersze odpowiadajace rownaniom zgodnoscei kinematycznej dla przekrojéow znajdujacych
sie w czgSci statycznie nieokreslone;.

W pracy [26] powyzsze rozwazania zilustrowano na przykladzie ramy przedstawionej
na rys. 5, przy czym @ = P, L, = 2,5, za§ momenty graniczne wszystkich elementéw
sg rowne 1 wynoszg M, = 1,0. Model wykonano z polichlorku winylu. Okazalo sie, iz
w punkcie przyloZenia sity Q (tzn. w przekroju 2) nie powstaje przegub plastyczny. Me-
chanizm zniszczenia jest oczywiscie calkowity, gdyZ liczba przegubow plastycznych wynosi
4,za$ I4-1 = 341 = 4. Warto$ci momentéw w przekrojach 1, 3,4, 5 sa wiec réwne
granicznym. Dla znalezienia pozostatych niewiadomych tzw. momentu M,, intensyw-
nosci obciazenia granicznego, predkosci odksztalcen 1 przemieszczen, rozwazono metody
statyczng i kinematyczna, korzystajac z poczynionych uprzednio uwag.

3.7. CERADINI, GAVARINI [3] rozpatrzyli belke ciagla i tuk paraboliczny. RAUTU,
CHirOIU [16], [17] omowili problem noénoéci granicznej i minimalnego ciezaru, nato-
miast w pracy NICHOLLSA [15] oméwiono zagadnienie minimalnego cigzaru oraz kosztu
konstrukcji przy zatozenin liniowej zaleznosci migdzy momentem granicznym M, a je-
dnostkowym ciezarem.

3.8. Automatyczne obliczanie ram poprzedzito szersze zastosowanie programowania
liniowego w rozwazanych przez nas zagadnieniach. Problemy automatycznego obliczania
ram omoéwione zostaly w pracach HEYMANA [9], HEYMANA, PRAGERA [10], LivESLEYA [13].
W pracach [9] 1 [l0] rozpatrzono automatyczne obliczanie ram na minimalny ciezar,
natomiast LIVESLEY przedstawit problem minimalnego cigzaru i wyznaczenia wspétczyn-
nika nosnoéci, Oméwimy wigc pracg LIVESLEYA.

Przyjmujemy nastgpujace zalozenia:

1) na uklad o ustalonej geometrii dzialaja tylko obciazenia skupione,

2) uktad sktada si¢ z elementéw o stalych przekrojach,

3) wptyw sit normalnych i poprzecznych jest pomijalny,
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4) moment graniczny M, kazdego elementu jest proporcjonalny do jego przekroju
poprzecznego.

Z zalozenia 4) wynika, ze catkowity cigzar uktadu jest liniowa funkcja momentéw
granicznych. Problem minimalnego cigzarn sprowadza si¢ do minimalizacji tej funkcji
przy pewnych ograniczeniach. Ozpaczmy przez M;, i =1, ..., n, momenty w przekro-
jach, w ktérych moga powstal przeguby plastyczne. Zbidr tych momentéw dzielimy
na grupy, przy czym kazda grupa odpowiada przekrojom, ktére sa réwne. Poniewaz
geometria ukiadu jest znana, wigc z kazda grupa bedzie zwigzana pewna diugosé. Wpro-
wadzmy wielko$¢ pomocnicza M;, ktérg otrzymujemy przez pomnozenie kazdego mo-
mentu M; przez dtugos¢ /; zwiazang z grupa, do ktérej ten moment nalezy.

Niech ukiad bedzie r-krotnie statycznie niewyznaczalny. Réwnania réwnowagi za-
piszemy nast¢pujaco:

(338) M[ - ; ﬂ;kmk—|~1\°{[,-,
gdzie my, k= 1,...,r, to dowolne momenty.

Pomnézmy (3.38) przez odpowiednie dilugoséci elementdw. Wdowcezas otrzymujemy
zwiazek na momenty M|

(339) M:’ = Z Aik”'lk—l"MiI .
k

Macierze ||ayl|, ||Ail] zaleza tylko od geometrii ukiadu, natomiast wielko$ci Jl;[,-,
M| od obciaZenia.

Rozwazmy dla przyktadu belke przedstawiona na rys. 6,

ll
AN D) %% @
— -

Rys. 6

dla ktdrej przeguby plastyczne moga powstaé w punktach 1, 2, 3, 4, 5. Jeéli jako dowolne
przyjmiemy momenty w punktach B i C wdwczas z rozwazan statycznych otrzymujemy

TMT T—1 07 [ms 6
M, 2 0 [mc] 0
My | = 4 0 +| 0
M, —2 =2 4

Mgl |0 4] K¢

Oznaczmy przez M7 maximum |M,|, gdzie wskaznik i przebiega dana grupe (tzn. grupg
momentéw odpowiadajacych okreslonemu przekrojowi. Wowcezas |M7| = |M[| (dla da-

nej grupy).
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Oczywiécie moment graniczny M, kazdego preta musi spetniaé nieréwnosé M, = |My!.
Uklad bedzie uktadem o minimalnym cigzarze, gdy M, = |M;|(Mol; = |M3|). Taki
vklad bedziemy nazywaé projektem krytycznym. Bedzie on posiadal w kazdej grupie
przynajmniej jeden przegub plastyczny.

Cigzar G ukladu — uwzgledniajac zatozenie 4) i zaleznosci (3.39) — obliczymy ze
wZoru

@40) G = X i = 2| Y dngm btz = 3D dromt i) sgn M.
T i k i k

Jesli mozna znalezé zbidr momentéw mi, k = 1, ..., r minimalizujacych funkcje G(m,),
wowczas projekt krytyczny bedzie uktadem o najmmiejszym cigzarze.

Dla znalezienia minimum funkcji &, LIVESLEY proponuje dwie metody iteracyjne,
podobne nieco do metody sympleksowej programowania liniowego. Nie bedziemy ich
tutaj przytaczaé, natomiast oméwimy ich sens geometryczay.

. mclr
N ]
' Ve
My, | o — ﬂ
" 10
) (| | M
-6 VE g
%
\4
\
( —
‘M2’M4 \
\
Rys. 7

Mozna zalozy¢, iz momenty m, definiuja r-wymiarowa przestrzen euklidesowa. Réw-
nania (3.38) wiaza z kazdym jej punktem uktad momentéw M, a tym samym pewna
warto$¢ funkcji G. Podzielmy przestrzen na obszary, ktérych brzegami sa hiperplasz-
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czyzny. Na kazdej takiej hiperplaszczyznie albo dwa momenty z grupy maja réwne mo-
duly, albo moment o maksymalnym module zmienia znak. Minimum funkcja G osigga
w pewnym punkcie (wierzchotku), w ktérym przecina si¢ r hiperplaszczyzn. W celu zna-
lezienia tego minimum wychodzimy z pewnego punktu poczatkowego, a nastgpnie po-
ruszamy sie w sposéb dyskretny az do osiagnigcia minimum.

Powyzsze rozwazania dla przyktadu z rys. 6 przedstawia rys. 7. W tym przypadku
niomenty my, k= 1,2, tworza przestrzein dwuwymiarowa. Na rys. 7 zaznaczono linie,
na ktérych G = const, a ponadto najwigksze (co do modutu) wartoéci momentéw w da-
nym obszarze. Punktem poczatkowym metody iteracyjnej byt punkt 4. Minimum osiggane
jest w punkcie E.

Przejdzmy do zagadnienia wyznaczania wspolczynnika obciagzenia granicznego.
Niech M;’ il _]?;i ,i=1, ..., n gdzie My, jest momentem granicznym w i-tym przegubie.

0i
Mamy teraz tylko jedna grupe, do ktdrej nalezg wskazniki i. Niech i oznacza taki wskaznik
sposrdd liczb 1, ..., n, dla ktérego |M['| przyjmuje maximum. Dzielac réwnania (3.38)
przez odpowiednie warto$ci My; otrzymujemy réwnanie

(3.39.1) M= D) Bymy+Mi".

k
Oznaczmy przez F funkcje postaci
|7
Moz’

czyli ur—m: k

(3.40.1) Fe= |MY|=

Stad wynika, Ze maximum g jest osiagane, gdy F = min. Podobnie jak poprzednio, mi-
nimum to osiggane jest w wierzcholku, gdzie spetnionych jest » réwnoéci typu [M]’'| =
= |M{|. W takim punkcie -+ 1 warto$ci M}’ bedzie mie¢ jednakowe moduly, odpowiada
to r41 przegubom plastycznym, potrzebnym do utworzenia mechanizmu. Gdy pu,,.. osia-
gane jest w wickszej liczbie punktéw, wdwczas mechanizm bedzie mial mniej niz r--1
przegubdw (zniszczenie czesciowe).

4. Plyty

Problem nos$noéci granicznej dla plyt z zastosowaniem programowania liniowego
rozwazono w pracach: Koopmana, LANCE’A [12], CERADINIEGO, GAVARINIEGO [3], [4],
[5], BRUSIENCOWA, RZANICYNA [25], HOCHFELDA, CZERNIAWSKIEGO [27], TERECHINY [32],
Borkauskasa, CYRASA [2], [23], [24], [35], oraz WOLFENSBERGERA [22].

41. W pracy KoorMmawna, LANCE'A [12] sformutowano i rozwiazano zagadnienie
nosnoséci granicznej dla sztywnoplastycznych ptyt kotowych i kwadratowych w przypad-
ku swobodnego ich podparcia lub utwierdzenia.

W stanie osiowo-symetrycznym na element plyty kotowe]j dzialaja obciazenia i wielkosci
wewnetrzne takie, jak przedstawiono na rys. 8; wéwczas rézniczkowe réwnanie réwnowa-
gi dla takich stanéw ma postaé

d 1,
(4-1) W(I‘M)—N— —‘—iPr 5
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gdzie w (4.1) M, N — oznaczaja, odpowiednio, promieniowy i obwodowy moment zgi-
najacy; P oznacza réwnomierne obcigzenie ciagle, r — promieni. Na rys. 8 0 oznacza
sil¢ poprzeczng.

Réwnanie (4.1) mozna zapisaé w formic bezwymiarowej

d
4.1.1) ' (xm)—n = —%‘uxz.
W 16 iun t rzyjeto oznaczenia: —f-RZ m—JK n—--]X x=_ x €[0,1];
réwnaniu tym przyj¢ a D= My = My —No, R’ 15

ponadto M, = N, = (1/4)0h?, o, — granica plastycznosci, R jest zewngtrznym promie-
niem plyty, /1 jej gruboscia. W rozdziale drugim wspominali§my o tym, Ze dla zastosowania

Rys. 8

metody programowania konieczne jest opisanie konstrukcji w sposéb dyskretny. W tym
celu réwnanie (4.1.1) przedstawiamy w postaci réZnicowe;j

Mopr =My 4 o1 2
4.1.2) k) 73 Fm,— g zp(sé) ,

b

1 .
przy czym X;= 89, m(x) = my, n{x)=n,, s=1,...,z, 6 = —; tuta] z— oznacza
z

liczbe podprzedziatéw, na ktére podzielono przedziat [0,1].

Zaktadajac, ze plyta wykonana jest z materialu spetniajacego warunek plastycznoéci
Treski, otrzymujemy nast¢pujace wyrazenie analityczne (w terminach zmiennych dys-
kretnych m;, 1 ny)

1< m=<1,
(4.1.3) 1< n<1,
—1<me—n<l1l s=1,..,z.

Réwnania (4.1.2) i nieréwnoéci (4.1.3) stanowig uklad ograniczajacy. Przy tych ograni-
czeniach nalezy znalez¢ maximum funkcji f= u. Przyjmujac, ze z == 10 (8 = 0,1), a jako
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warunek brzegowy m, = ny i dodatkowy warunek dla plyty swobodnie podpartej m,, = 0
otrzymano: ug = 5,97 (warto$¢ doktadna wynosi 6,00).

Dla ptyty utwierdzonej uzyskano ug = 11,28 (wartos¢ doktadna 11,26). Jak wida¢é z tego
poréwnania, otrzymane przyblizone wartoéci no$nosci granicznej sg praktycznie wystar-
czajace. Dla plyty utwierdzonej, polu naprezen odpowiadaja punkty lezace na bokach
DE, EF; dla swobodnie podpartej — na boku EF szescioboku Treski (rys. 9).

nk
E\10 F
D A7.0 -1
c B
Rys. 9 Rys. 10

Rozwazmy obecnie zagadnienie zginania ptyty kwadratowe]. Réwnanie rézniczkowe
réownowagi elementu ptyty ma postaé
*M, *M *M,

R, Bt 4 Ty =
x5 2oxay Tayr PO

gdzie M,, oznacza moment skrgcajacy.
Przeksztalcajac rownanie (4.2) do postaci bezwymiarowej mamy

4.2)

*my O*myg, . OPmy
2. Ly 7 Y -6y =0,
@2.1) ox? Oxdy + ay? ou
gdzie przyjeto oznaczenia
MY Mxy X

m, = = My =

X . Y
My T M, B, T YT To
J— PL2 .
=iy
niczny).
Zakladajac, ze plyta wykonana jest z idealnie plastycznego materialu, spelniajacego

warunek plastyczno§ci Treski, otrzymujemy:

1,.+m m.,—m 2 ok
_1<_n_x__Y_+[(_52_)’_) +m§y] <1,

L — oznacza potowe diugosci plyty, M, — jak dla ptyty kotowej (moment gra-

2
my+m, m,—ni, 2 2 2
(4.2.2) —IS 3 +m2,| <1,
m—m, 2 i 1/2 .
“_‘1 < 2 —T‘— +mxy g 1-

Rysunek 10 przedstawia interpretacje geometryczna warunku plastycznodci (4.2.2).
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Dla sformulowania problemu w terminach programowania liniowego nalezy:
1) zamieni¢ réwnanie (4.2.1) na réwnania réznicowe,
2) dokonaé linearyzacji warunku plastyczno$ci (4.2.2).
Przyjeto nastepujacq zlinearyzowana forme warunku plastycznodct (nz,, = 0):
—~1<my+m,, <1,
—1<mytmy, <1,
me—my-2my, <1,
—metmy,+2m, << 1.

(4.2.3)

llustracje zlinearyzowanego warunku plastycznosci (4.2.3) przedstawiono na rys. 10.
Wzdhiz przekatoej plyty: m, = m,; na osiach x = 0, y = 0; m,, = 0. Warunek brze-
gowy dla plyty swobodnie podpartej ma postad: m,, =0, dlax = +1, 0T y<< 1, W re-
zultacie, po dokonaniu dyskretyzacji, otrzymano ugs = 0,969 — dla plyty swobodnie
podpartej, a uge = 1,596 — dla plyty utwierdzone;j.

Dla pordwnania warto przytoczyé maksymalna warto$¢ statycznego mnoznika obcig-
zenia podana przez H. E. SHuLra i L. W. Hu (1963): dla plyty swobodnie podpartej
mnoznik ten rowna sie 0,826. Warto$é minimalna kinematycznego wspéiczynnika obcig-
Zenia (dla plyty swobodnie podpartej) wynosi 1. Tak wiec bigd uzyskany droga pro-
gramowania liniowego jest bardzo maly.

4.2. CERADINI, GAVARINI [3] dla plyty uzbrojonej stosuja warunki plastyczno$ci Johan-
ssena. Wowcezas dodatnie 1 ujemne momenty graniczne w funkeji kata o zawartego migdzy

kierunkiem uzbrojenia x a danym kierunkiem wyrazimy nastgpujaco:
43 Mg (o) = M.cos?a+M,sin*a,
.3) M () = Mg, cos?a+Mg,sin?a,

gdzie Mg, Mg,, M5, My, przedstawiaja momenty graniczne w dwu prostopadtych
kierunkach wuzbrojenia. Warunek plastycznosci wyrazimy zaleznosciami:

M cos?a+M,sin?a--M,,sin20 = {Mg(f) ,
— Mg ()
(4.3.1) 4 d—A{g‘(i)
Ja (M cos? o+ Mysin? a+M,,sin2a) = —dM(a)"
do
Wprowadzajac wie]k_os’ci bezwymiarowe:
_ M.+M, Mg +Ms, _ M.—M, M§.— Mg, M.,

mi = mi =

my = —F537"> — Argr 2 = T Aaaax s xy ™

1T oM, oM, "= M, M, T,
(M, oznacza moment graniczny), z (4.3.1) — po wyeliminowaniu o — otrzymujemy wa-
runki plastycznosci w postaci

(mz——m;)z—l—miy = (my—m7)?,
(ma+mz)?*+mi, = (m —m7)>.

Zwiazki (4.3.2) przedstawiaja dwa stozki kotowe (rys. 11).

(4.3.2)
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Z rys. 11 wida¢, w jaki sposéb przeprowadzié¢ linearyzacje warunku plastycznoéci (np.

przez wpisanie wielo§cianu o tréjkatnych $cianach). W pracach [3] i [5] podano przyklady
numeryczne dla plyt kwadratowych.

a preypadek ogoly b

m3=mj3 =0
(Mox =My, Mox =Mog)

!’
/772+ =m;=0' m;‘:/’ml”za
+ +
/.Max =May,
Mox =My =0)

mi=m,=0
mi=my=1
bt A —
% Mox= May =Mox ‘Nay)

pow. 2lineary-
zowana

Rys. 11

4.3. Problem wyznaczenia dolnej granicy obciaZzenia plyt zelbetowych, dla prostych
obcigzen i przy pomini¢ciu wplywu sit normalnych i poprzecznych oméwil WOLFENS-
BERGER [22]. Oméwil on rowniez zagadnienie optymalnego uzbrojenia (czyli uzbrojenia
o minimalnym ci¢zarze).

4.4. Zagadnienie no$noéci granicznej, z uwzglednieniem stacjonarnego pola temperatur,
dla plyty okraglej z otworem rozwazono w pracy HOCHFELDA, CZERNIAWSKIEGO [27].
Rozpatrzmy taka plyte przedstawiona na rys. 12.

Roéwnanie réwnowagi, ma postac

d r
(4.4) —d7<rM>—N+ f pxdx—aT = 0.

Zgodnie z warunkiem plastyczno$ci Treski mamy:
(4.4.1) M|< My, IN|<M,, |M—N|< My, My = (1/4o,h*
Roéwnanie (4.4) przedstawiamy w postaci réZnicowej

/ ! J .
(4.42) nMi— Y Nidi+ D d; D) pndi—riaT+c = 0,
f = k=1

J=1
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gdzie w (4.4.2) przyjeto oznaczenia: d; :—;-(Arj_l—}—Arj), V#£j#10, d = »12~Ar,, di=

=y Ar;, ¢ — jest stala, ktéra wyznaczy¢ mozna z warunku brzegowego.

Przy warunkach (4.4.1) i (4.4.2) nalezy znalezé maximum funkcji z = p pamigtajac
o tym, ze w warunku (4.4.1) zmienne M i N nalezy bra¢ w postaci dyskretnej.

W pracy [27] oméwiono réwniez problem dostosowywania plyty kotowej, o utwierdzo-
nym brzegu, poddanej dziataniu cyklicznie zmiennego obcigZenia i osiowo-symetrycznego

Rys. 12

pola temperatur. Podano wyniki dla przypadku, gdy obciazenie zewngtrzne jest stale,
a temperatura jest liniowa funkcja zmiennej odnoszonej wzdiuz elementu normalnego
do powierzchni $rodkowej plyty.

4.5. W pracy BRUSIENCOWA, RZANICYNA [25] przedstawiono mozliwo$¢ zastosowania
liniowego programowania parametrycznego do okreslenia nos$noéci granicznej tarczy,
w przypadku ptaskiego stanu napregzenia.

p=23lo,h
‘|P
i
] 7 Vi
< 4 X516
/ i)
- 1% P
_— I L NN —
[
‘ P 1 T
3 |
o it
Yv
- A A A
Rys. 13

Niech w stanie rownowagi granicznej linie zalomu tworza siatke kwadratowa z prze-
katnymi (rys. 13). Zat6zmy dalej, ze w stanie zniszczenia wystepuja tylko skupione od-
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ksztalcenia (wydiuzenia lub skrécenia) po linii styku odpowiednich platéw 1,2, ...,.
Skupionym wydluzeniem (skréceniem) & nazywaé bedziemy wzajemne przemieszczenie
punktéw znajdujacych si¢ na cienkiej odksztalcalnej warstwie w kierunku prostopadiym
do warstwy. Poza warstwami platy sa sztywne.

a b c d

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia: u;(v;) — rzut przemieszczenia i-go plata na of
pozioma (pionowa). Dodatni kierunek dla u przyjmujemy w prawo, dla v — w dét. W za-
jemne rozchodzenia si¢ ptatéw uwazamy za dodatnie, zblizenie — ujemne. Wdwczas
skupione odksztalcenie mozna zapisa¢ w formie nastgpujacej (zgodnie z rys. 14a—d):

g; =0,5 ]E(ui*%—u]‘{’%‘), &y = (—w+uy),

(4.5) o
Eij = 0,5 ]/2 (—ui—v;—{—ui—l—v_,-), Eij = (—‘Z),-—I—‘Z)j).

Symetria i brak przesunigé po liniach styku platéw pozwalaja wyrazi¢ skupione odksztal-
cenia przez 5 niezaleznych przemieszczen u 1 v platéw 1,2, 5, 6, 111 14 (rys. 14). Prace
sit wewnetrznych dla g; > 0, ¢; < 0 wyrazaja kolejno zaleznosci:

’ li ’ l
(4'6) TZZUOEiJ_Ai” T: —"ZO‘OEU—;‘—],
iJ iJ

gdzieoy = (2 /]/§)h Aog, 09 — granica plastycznodci (jednakowa dla rozciggania i $ciskania),
h — grubo$é tarczy, 34— szeroko$¢ tarczy kwadratowej, I; — dlugoé¢ linii zalomu
i-go oraz j-go platu.

Niech

L.

(4.61) Ei’j = 8,-]'%

H

woéwczas zalezno$ci (4.6) mozna zapisa¢ wzorem: T = Z oo &;. Praca sit zewngtrznych
ij
wynosi V' = 0,5 Apv. Oznaczmy przez

(4.6.2) U=V—T

calkowita strate energii potencjalnej. Z wszystkich mozliwych form zniszezenia konstrukcji
rzeczywista jest ta, ktorej odpowiada minimum obcigzenia, czyli maximum U. Ponadto
w stanie réwnowagi granicznej U = 0. Tym samym otrzymujemy zadanie programowania
parametrycznego, polegajace na znalezieniu maximum formy U (4.6.2), przy ograniczeniach
(4.6.1). Ponadto trzeba znalez¢ taka warto$é parametru obciaZenia, przy ktérym max

3 Mechanika teoretyczna
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U = 0. Dla szczeglnego przypadku mechanizm zniszczenia i warto§¢ obciazenia gra-
nicznego podano na rys. 13.

Wykorzystujac powyzsze sformutowanie mozna tez rozwigzal zadanie, dla ktdrego
mechanizm zniszczenia oraz warto$¢ p przedstawia rys. 15.

Formutujac zagadnienie dla tarczy przedstawionej na rys. 16a jesteSmy w stanie rozwia-
zaé zadania, dla ktérych mechanizmy zniszczenia oraz warto$¢ obcigzenia podano na rys.
16b,c.

FYFTRRRIRIININNY
E >
g N E
= | =
TR
5

Rys. 15

4.6. Rozpatrzmy plyte kotowa poddana dzialaniu dowolnego niesymetrycznego ob-
ciazenia (TERECHINA [32]). W plyte kolowa wpisujemy wieloboki, ktérych liczba bokdw
zaleze¢ bedzie od wymaganej dokladnosci. Sie¢ mozliwych linii zaloméw przyjmujemy
w postaci niejednakowych tréjkatéw (rys. 17). Jako ograniczenie przyjmujemy nastg-
pujace nierdwnosci:

4.7 @ =0, = —(Mo/My)0:1;,
gdzie
I, — dtugosdé i-tej linii zalomu,
0, — kat obrotu tej linii zatomu,
My, M, — odpowiednio dodatni i ujemny moment graniczny,
@; — pomocnicza wielko$¢ nieujemna.
Strata energii potencjalnej uktadu wynosi

al
(4.8) U= Z Piwi— ZMO%',
7 i

gdzie w; — ugiecie punktu; suma pierwsza oznacza pracg Sit zewngtrznych, druga —
wewngtrznych.

W przypadku obcigZenia réwnomiernie rozlozonego g, sitg mozna przytozy¢ w $rodku
cigzkosci zakreskowanego tréjkata (rys. 17). Wowezas Py = gF;, gdzie F;— pole trdjkata.
Ugigcie §rodka cigzkoéci tréjkata mozna wyznaczy¢ jako $rednia arytmetyczng ugigé



p=0,8576,/

P

114

Iy

p| p=l386,h

RITRIRIIY

p=09256,h
{

[

Rys. 16
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jego wierzchotkdw, tj. wy; = ) D wai. Oczywiscie funkcja U powinna osiagnaé maximum,

a w stanie réwnowagi granicznej winna byé réwna zeru.

Jako przykiad w [32] podano wyniki dla plyty zelbetowej pierscieniowej, o stalej gru-
bosci, swobodnie podpartej na konturze zewngtrznym i ponadto w 4 punktach na kon-
turze wewnetrznym (rys. 18). Plyte zamieniono na dwunastobok (R = 10 m, r = 1 m).
Zadanie programowania parametry’cznego przeprowadzono na maszynie «Ural —IV»,
Otrzymano: q/My = 1,11. Mechanizm zniszczenia przedstawia rys. 18.

4
y
i
b
M [N
5 >
h—— ——///.
%
p e
\_\‘ - ol
Z
Rys. 17 Rys. 18

4.7. Borkauskas, CYrRas w pracy [23] sformutowali— w jezyku programowania
liniowego — zagadnienie projektowania i wyznaczania obciazenia granicznego dla cien-
kich plyt, uwzgledniajac tylko wplyw momentu zginajacego. W pracy [24] ci sami autorzy
omawiaja zagadnienie minimalnego cigzaru, przy zalozeniu, ze plyta skiada si¢ z obszarow
o stalej grubosci. W pracy [2] natomiast przedstawiono istote problemu dualno$ci dla
cienkiej idealnie plastycznej ptyty. Korzystajac z pracy [2] oméwimy zagadnienie dualnosci.

Cheac sformulowad rozwazane zagadnienia w terminach programowania liniowego,
musimy dysponowaé opisem dyskretnym. W tym celu dzielimy plyte na pewna liczbe
obszaréw (rys. 19), przy czym moment graniczny r-tego obszaru jest staly i wynosi My,
Rozklad momentéw granicznych w calej pltycie charakteryzuje wektor My, = (Mg,),
r=1, ..., s. Zakladamy, ze pomi¢dzy jednym obszarem a drugim istnieje cienka warstwa
przejsciowa przenoszaca momenty zginajgce. Obciazenie zewnetrzne wystepuje w punktach
wezlowych, oznaczmy go przez p;, a ponadto wzdluz warstw przejSciowych dzialajg
momenty zginajace o intensywnosci m;. W ten sposéb wektor obcigzenia ma sktadowe

okreslone nastepujaco: .
Py J=1,..,51,
Pf:{mj, je= 1, e, L
Zakladajac, Ze rzeczywisty mechanizm zniszczenia nalezy do klasy mechanizméw utwo-
rzonych przez liniowe przeguby plastyczne (sa to przeguby utworzone przez linie sieci,
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por. rys. 19), wtedy predkosci odksztalcen plastycznych opisuje wektor8 = (6,),i= 1, ..., n,
gdzie 0; = @il; przy czym ¢;, l; oznaczaja, odpowiednio, kat obrotu w i-tym przegubie
plastycznym, diugo$é i-tego przegubu. Predko$¢ przemieszczen charakteryzuje wektor
W = (W;), gdzie

W, =

J

{ Wy, j=‘—l,...,11<1,
1/)le, j:tl_l"l,...,t,

przy czym w;, y; oznaczaja, odpowiednio, predko$é przemieszezen w j-tym punkcie
weztowym, predkosé zmian kata obrotu j-tej warstwy przejéciowej. Tym samym latwo
podaé wyrazenie na moc dysypowang

(4.9) ‘ U= }; M, E,i|0i],

gdzie E == ||E,l| jest macierzq konfiguracji okreslona nastepujaco:

(1, gdy linia i nalezy do obszaru r,
" 10, gdy linia i nie nalezy od obszaru r.

punkl wezlowyy))

Q0 AA
< warstwa A
=l przejsciowa ()
. P o
A <
o |
{
¢
> 1 3 K linia (1) -
Q /
Rys. 19

Wprowadzajac tzw. zredukowang predko$é odksztalcer plastycznych w obszarze v,
ar )
#, = D, E,;|0,l na podstawie (4.9) otrzymujemy: U = >, Mo, 9,.
H r

“Moc obcigzert zewnetrznych jest dana wzorem

(4.9.1) V= PW,



a8 J. J. TELEGA

Warunki zgodnoéci kinematycznej predkosci odksztalcen i przemieszczen podaja zwiazki

(492) oi:Ec;jo, = 1,...,]7.

J
Zgodnie z twierdzeniem energetycznym o minimum energii dysypacji dla rzeczywistego

mechanizmu zniszczenia otrzymujemy nastgpujgce zadanie programowania liniowego:
znalez¢é minimum formy

(4]0) U"—“ZMOrErioi,
przy ograniczeniach
(4.10.1) W= W,
(4.10.2) 0— D, cyW; =0,
J
4.10.3) 0, =0, i=1..,n j=1, .., r=1,..5.

Wektor W = (I#;) mozna na ogdt wybra¢ dowolnie.
Mozna teraz zbudowaé zadanie dualne:
znalezé maximum formy

(4.11) D W,
J

przy ograniczeniach postaci

“.11.1) Z,< ) Ei M.,

4.11.2) Y= D ey Zi=0,
I

(4.11.3) Y, > o0.

Potézmy Y; = P;, Z; = M,;, gdzie M = (M;) jest wektorem charakteryzujacym sily
wewnetrzne. Wowcezas forma (4.11) okreéla moc obciazen zewnetrznych, Z (4.11.1) mamy
M, < D E,;M,,; jest to po prostu warunek plastycznoéci. Réwnosci (4.11.2) zapisane

w postaciiz1 ci;M; = P; wyrazaja réwnania réwnowagi. Tym samym zadanie dualne

(4.11)-(4.11.3) wyraza twierdzenie energetyczne o maximum mocy obcigZeii zewnetrznych.
Problem dualnosci dla ptyt i powtok w wielkosciach nogélnionych oméwiono w pracy
CERADINIEGO, GAVARINIEGO [4].

5. Powloki

Omowione zostaly w pracach CERADINIEGO, GAVARINIEGO, [4], [5], MIRZABIEKJANA,
REITMANA [29], NAGEvVICIUSA, CYRASA [30], RZANICYNA [31], FRAINTA [33], przy czym
w pracy [31] oméwiono mozliwosci zastosowania programowania liniowego do zadad
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réwnowagi granicznej powlok przy wykorzystaniu metody kinematycznej, a w pracach
[4], [5], [29], [30] i [33] — statycznej.

5.1. Omoéwimy najpierw prac¢ Rzanicyna [31]. Wezmy pod uwage powloke skle-
pieniowa oparta na dwu czolowych przeponach. Krawedzie podluzne moga byé swo-
bodne lub spoczywaé na podporach. Zakladamy, Ze rozpigto$§¢ L powloki jest znacznie
wigksza niz szeroko$¢ jej rzutu na plaszczyzng pozioma. Dajemy klase form zniszczenia
z liniami przegubdéw plastycznych (na tyle gesto, ze wycinek powloki miedzy sgsiednimi
przegubami mozna uwazal za plaska plytke —rys. 20) i skupionymi odksztalceniami
podiuznymi w $rodkowym przekroju poprzecznym. Obcigzenie moze byé dowolne.

Rys. 20

Ze wzgledu na mala grubo$§é plyt pomijamy wplyw podiuznych momentow zginajacych
i skrecajacych. Ponadto zakladamy, ze powloka jest nieSciSliwa w kierunku poprzecz-
nym — w przegubach plastycznych powstaja jedynie katy obrotu. Czg¢sé plyty migdzy
przegubami plastycznymi a przekrojem poprzecznym odleglym o L/2 od przepony uwa-
Zamy za sztywna.

v‘\ .
M i //" % i+l

i
iGer
\ Wieri

Vi
o
Vies

Rys. 21

Nicech parametrami formy zniszczenia beda rzuty o; przemieszczen kazdej ptytki w po-
przecznym przekroju srodkowym na plaszczyzng plytki (rys. 21).
Przy oznaczeniach, jak na rys. 21, obrét ptyty w przekroju $rodkowym wynosi

W= Wiy—Wi -1
P T s
b

przy czym b; — szeroko$¢ plyty; natomiast kat obrotu w i-tym przegubie

(5.1) 0: = Wi 1— i
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Calkowita praca sit wewnetrznych wynosi

(5.2) T=T,+T-.

We wzorze tym T, oznacza prace momentu M, (moment przypadajacy na jednostke
dtugosci) na katach obrotu 8;. 6; zmienia sig¢ liniowo na odcinku L/2; najwicksza warto$é
przyjmuje w przekroju srodkowym, a zero na przeponach. Tak wigc

(5.2.1) T, = ZAT,-z%LMOZW.

Po scatkowaniu metodg trapezéw otrzymujemy nast¢pujace wyrazenie na prace sit po-
dtuznych na skupionych odksztalceniach &; (rys. 22)

, . b, ;
(5.2.2) TZ == ha‘o Z |Ei| i{"i2_*_—bl'I‘]‘I'VO'O 2 |€il ——‘+12i,
+ -

gdzie przyjeto oznaczenia: kA — grubo$¢ powloki, ¢o(vo,)— granica plastycznosci na
rozciaganie (Sciskanie). W pierwszym czionie sumujemy po przegubach rozciaganych,
w drugim — §ciskanych.

Rys. 22

Prace sit zewnetrznych mozna obliczyé, po wyznaczeniu skiadowych obciazenia dla

kierunkéw lezacych w plaszczyznach plyt, przyjmujac, ze jest ono skupione wzdtuz lini
zalomow (rys. 23). :

Rys. 23

Wéwczas
L2

(5.2.3) szz f Q,-v,2—£‘-dx= ZP‘”“
i 0 7

L2
4 . . L.
przy czym P; = T f Qixdx, gdzie Q; oznacza sil¢ dzialajaca na i-ty przegub plastyczny.
0
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Ze wzoréw (5.2.1), (5.2.2), (5.2.3), po prostych przeksztalceniach, otrzymujemy wy-
1aZenie na strate energii potencjalnej uktadu:

L P, P L ho
53y U= V_T:Z § (?— b_:)b"i‘—"iMo _S_ 16~ 20 _S_ (biy1+b)ei| —
I ! ! i +

/]
— *”}222 b1 t+bi)lal.

W (5.3) Z oznacza sumowanie po wszystkich plytach (przegubach plastycznych).
i

==

Ko

.

o —4— -

b

Rys. 24

Przeksztalémy wyrazenie (5.3) do nastgpujacej postaci:

- . o —1
(5.3.1) v—Lt (P’ P"“)ei— Lgl" Z@?‘——%Z (Big1+Di)ef,
H i

4L\l by
gdzie
6F = max(9;, —0),
¥ — max | &, — 2205 |,
] - 13 0‘0
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W ten sposob — w terminach programowania liniowego — zadanie sformutujemy na-
stepujaco: znalezé maximum formy U (5.3.1) przy ograniczeniach postaci

a; = 0f—0, >0,
bi == 6?‘+0i > 0>
(5.4) ¢ =¢f—e=0,

dy= ef+zg, 20, z= -

Ponadto w stanie granicznym, max U = 0,

W pracy RZANICYNA [31] — wykorzystujac sposéb zblizony do powyzZszego ——sfo1-
mulowano tez zagadnienie dla osiowo-symetrycznej powiloki sferycznej 1 walcowe;.
Mozliwe mechanizimy zniszczenia i sposob obcigzenia przedstawiono na rys. 24a i 24b.

5.2. W pracy FRAINTA [33] — korzystajac z prac KOOPMANA, LANCE'A [12] i RZANICYNA
[31] —podano mnoznik obcigZenia granicznego dla walcowej powloki przy uwzgled-
nieniu osiowo-symetrycznego stanu naprezenia; zagadnienie rozwigzano metods statyczna.
W tym przypadku réownanie réwnowagi ma postaé

M N
(5.5) —Iﬁ——i_:ﬁ‘X:O’

gdzie M — potudnikowy moment zginajacy; N — réwnoleznikowa sita normalna, R —
promien powierzchni $rodkowej powloki, X — ciénienie roztozone.
Warunek plastycznosci przyjeto w postaci

(5.6) Im<s1, 0<n<l,
. M N . - . .
gdzie m = -, n=—; M,— moment graniczny, N, — warto$¢ graniczna sily N,
M, No
Wprowadzmy funkcje i = }1}{2—’ wowczas rownanie (5.5) przybierze postac:
[¢]
d’m’  na
5. S =
-7 g T =0,

N
przy czym q = MO*’ m =1-m, 0 m' <2).
0

Roéwnanie (5.7) — po podzieleniu dtugodci powloki L na r réwnych czesci — zapi-
szemy w postaci

(5.7.1) my—2miy 1 +miy,— (@6 [Ryn; +Hixiy o =0,

L _ co . . ..
gdzie w (5.7.1) przyjeto 6 =, u== §’u. Oczywiscie roéwnania (5.7.1) przedstawiaja

dyskretny opis powloki.
Zadanie programowania liniowego sformulujemy nastepujaco:
znalez¢ maximum funkeji z = g przy ograniczeniach
yi=—m+220, i=0,1,..,1
Ye=—m+120, k=1 ..,r-1,
Yy =nad®|R = mj_—2mj+mj +ux; >0, j=1,..,r—1.



ZASTOSOWANIE PROGRAMOWANIA LINIOWEGO 43

Jako przyklad podano w pracy [33] rezultaty uzyskane dla zbiornika walcowego znajdu-
Jacego si¢ pod ci$nieniem hydrostatycznym. Przyjeto tam: ad*/R =1,r = 10, xo = 1 —
parametr obcigzenia.

Otrzymano:
me=1 my=—04, my=m3=—1, my=—0,6, ms=0,
mg = 0,6, nmg=mg=my=1,
(5.8) ny=n,=..=n,=1, ng=04, nyg=202,
‘u—:zl.l;?, X0:200M0/L2.

W (5.8) przez X, oznaczono warto$¢ graniczng obcigzenia. Z (5.8) wynika, ze w punktach
0, 2, 3, 7 powstaja przeguby plastyczne.

Rysunek 25 przedstawia wykresy momentdw zginajacych poludnikowych m i sit
normalnych réwnoleznikowych n.

= N
m Mo n'lVa
7

o S x

@

> N
[~

Rys. 25

Jezeli na calym obwodzie zbiornika wzdtuz tworzacej dziala ponadto sita Sciskajaca
pX, to wéwczas warunek plastycznosci mozna zapisaé w nastepujacej przyblizonej formie:

4
0sn<1, Z4ym—n*<ypy, n*<0, (n* = %*) )
o
gdzie gwiazdka oznacza wielkosci odnoszace si¢ do silty normalnej dzialajacej wzdluz
tworzacej. Przy zatoZeniu, ze y = 1, f = 0,5 otrzymano X, = 151,51 M, /L?, gdy y = 1,
B =1 wtedy X, = 100M,/L>.
Rysunek 26 przedstawia wykresy wielkosci wewnetrznych m, n, n* dla g = 0,5. Me-
chanizm zniszczenia, ktéry tatwo odtworzy¢ na podstawie wykreséw na rys. 26, jest stuszny
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dla B < 1; przy f = 1 zniszczenie nastepuje przy wielkodci obcigzenia pionowego réw-
nego obcigzeniu granicznemu.

m n*

a76

012

009,

qz

an i
024

Rys. 26

5.3. Rozpatrzmy zagadnienie nosnoéci granicznej dla sferycznej powloki dwuwarstwo-
we], wykorzystujac podejécie statyczne, przy uzyciu metody kollokacji (MIRZABIEKJAN,
RerrMaN [29]). Powloka jest utwierdzona na konturze, poddana dzialaniu réwnomierne-
go ciénienia wewnetrznego g i spelnia warunek plastycznodci Treski. Réwnania réwno-
wagi maja postac:

(5.9) (nysing)’ —ngcosp—kl(m,sing) —mycosgl = 0,
(ny,+ng)sing-+k[(m,sing)’'—(mycosp)1+psing = 0,
gdzie
_ Ny __ N, M, M, M, __Rg
"(JHN—O: ”tp“To: mo—Mo: ’n‘p—Mo, kﬂRNo’ P—]\To,

przy czym N,, N,, M,, M, oznaczaja kolejno potudnikowe i réwnoleznikowe sity nor-
malne oraz analogiczne momenty zginajace; natomiast My(N,) oznacza moment graniczny
(site graniczng), a R — promien powloki.

Warunek plastycznoscei natomiast zapiszemy w postaci

ng—my < 1, ne—m, < 1, —nytn,+my—m,< 1,

—ngtmyg <1, —n,+m,< 1, My—n,—my+m, < 1,

(5.10) nytmy < 1, Re+my< 1,  —nyt-n,—mpy+m,< 1,
—My—my < i, —n,—Mme < 1, ng—Hhy-+my—m, < 1.

Przyjmijmy nastepujace pole naprezen
ny, = Cgcosp+Csing-+Cgcos2p+Cosin2p+Cyo,
n, = C;,c08¢p+C;,8ing+C13c082¢0+Cry8in2¢+Cs,
my = Cigcosp+C;sing-+Cigcos2p+Ciosin2¢+-C,g,
m, = Cycosp+C,sing+C3c082¢-+Cysin2¢+4-Cs.

(5.11)
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Réwnania (5.11) — przez spetnienie zaleznosci (5.9) — doprowadzamy do postaci

ng = Cikcosp+2Cskcos2p4-2C,ksin2¢—0,5p,

np, = Cikcosp+Cik(cos2¢p+1)+Ciksin2¢—0,5p,

my = C cosp+2C,sing+C3(2cos2¢p—1)+2C,sin2¢p+Cs,
m, = Cicosp+C,singp+Cyc0829+Cysing+Cs.

(5.12)

Jako punkty kollokacji przyjmijmy np. punkty o wspélrzednych ¢ = 0°, 10°, 20°, ...,.
Problem sprowadza sie wiec do obliczenia maximum funkcji z = p przy ograniczeniach
(5.10), do ktérych wstawiono uprzednio zaleznosci (5.12). Jako przykiad liczbowy roz-

Rys. 27

wigzano powloke dla ktérej ¢, = 30° (rys. 27). Przy pomocy maszyny matematycznej
MINSK-22 otrzymano: Cy = 1,41; C, = —1,47; C5 = 1,21; C4 = 1,83; C5 = —15,18;
max z = 3,38. Dla takiego samego przypadku P. G. HODGE otrzymal warto$¢ wspoél-
czynnika no$nofci granicznej réwna 2.

5.4. NAGEVICIUS, CYRAs [30] zaproponowali prosty sposéb dyskretyzacji i linearyzacji

. . . I 1 1

warunku plastycznodci Hubera—Misesa dla powloki matowynioslej (}% < T"% <75
—l;éé —). Geometrie takiej powloki, oznaczenia i wielkoSci wewnetrzne przedstawiono

=2
na rys. 28a-—=-c.
Zaktadamy, ze powloka jest izotropowa, idealnie plastyczna i speilnia warunek pla-

stycznoéci Hubera—Misesa. W takim przypadku warunek ten ma posta

(5.12) n2—nnn2+3r24m2 =1,

dvien = Ne _ Ne N N T M 4M;
B = N T ke T N, T heg’ T hoy T M, T Foo”

Przyjmujac, ze n2—ngn,~+nZ &~ 9?, 3t2+m? ~ o2, przy czym

(5.12.1) n = max{|nyl, Ingl, lns—n.}, &= max {|y/3¢|+Im,
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wtedy réwnanie (5.12) przybierze postaé rownania okregu
(5.12.2) nt+4a?=1.

Nalezy teraz zlinearyzowaé warunek (5.12.2). Najprosciej jest zastapi¢ okrag opisanym
(lub wpisanym) kwadratem (rys. 29), wowcezas |a| = 1, [5] = 1.

N

el a Lot
a5
§‘~ X
b 9;,

Rys. 28

W rezultacie otrzymamy 12 réownad na zlinearyzowany warunek plastyczno$ci Hubera-
Misesa:

V3tim,<1, n,<1, n—n,<]l,
V3t-m<1, —n<1l1, ner. < 1,
—V3t4+m < 1, n<l, —n+4+n<I,
—V/3t-m, <1, —-n<1l, —n—n<L
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W celu przedstawienia rézniczkowych rownan réwnowagi w postaci réznicowej przyjeto

siatke utworzona na poziomym rzucie powtoki (rys. 30). Ze wzgledu na mala krzywizng
powloki mozZna przyjaé, iz siatka ta «przenosi» si¢ na powierzchnig $rodkowa.

(=171 (=) il i=lj? -3

S
7
1 5
/ ‘V\ ViR 2 20 I Vi
' >
a1 & N
\\ ' i R A T
o .
S i / y S : 45 e 45 : 4 I
_Il X
Rys. 29 Rys. 30

6. Metoda elementéw skonczonych

Metoda elementéw skoniczonych jest jedna z metod dyskretnego opisu konstrukcji.
Rozwinela si¢ ona specjalnie w zwigzku z zastosowaniem maszyn liczacych. Poczatkowo
stosowano te metode w teorii sprezystosci, w ostatnich latach takze w rozwazanych przez
nas zagadnieniach z teorii plastycznosci.

MaIErR [14], korzystajac z metody elementéw skonczonych, dokonat pewnych uogdl-
nien twierdzen Melana i Koitera o dostosowaniu. Omdéwimy poruszone w pracy [14]
zagadnienia.

Istota metody elementéw skoficzonych polega na zamianie o$rodka ciaglego przez
pewna liczbg elementédw (tzw. elementéw skonczonych), oddziatywujacych na siebie
tylko w punktach weztowych. Obciazenie zewnegtrzne dziata tylko w tych punktach. Po-
nadto MaIEr zaklada, Zze uklad moze byé poddany «dyslokacjom», ktére okresla jako
niesprezyste odksztalcenia narzucone na pewne elementy. Moga to by¢ odksztalcenia wy-
wotlane np. polami temperaturowymi. ObciaZenia i dyslokacje bedziemy charakteryzowac
wektorami, odpowiednio P, A. Oznaczmy przez ' uogdinione odksztalcenia i-tego ele-
mentu skoniczonego, okreslone przez wektor przemieszczenn weztowych u. Niech wek-
tor Q' reprezentuje wogdlnione naprezenia') (por. [21], str. 251 i dalsze). Przyjmujemy,
7e ofrodek zastapiono przez n elementéw skonczonych, tzn. i=1,...,n.

Przykiadem zastosowania metody elementéw skoriczonych do zagadnien plaskich
moze by¢ zamiana oérodka przez trojkatne elementy skoficzone, przy czym i-ty element
skoficzony jest scharakteryzowany wektorami g', Q' o trzech niezaleznych skiadowych
(rys. 31a).

Podobnie ofrodek tréjwymiarowy moze byé zastapiony przez czworosciany schara-
kteryzowane wektorami ¢, Q' o szeécin niezaleznych sktadowych (rys. 31b).

1y Autor operuje tylko wielko$ciami uogdlnionymi.
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Zalézmy, ze kazdy element ma zlinearyzowany warunek plastycznosci w przestrzeni
sit nogdlnionych. Niech bedzie dany pewien program obciazenia i dyslokacji (¢), A(t),
co nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze «skladowe» Py(z), 44(t), 0<< ¢ < co, jako funkcje
czasu ¢ zmieniaja sie w pewnych okre§lonych przedziatach w sposéb na ogét dowolny.
Przyklad takiego programu (bez dyslokacji) mielismy w punkcie 3.4, gdzie sita QO (czyli
jedna ze «skladowych») zmieniala si¢ w przedziale [0, 7 M,/Lo]; oczywiscie Q = Q(¢).

Niech p bedzie wspSlnym mnoznikiem obcigzenia dla wszystkich przedzialéw, ktére
okre$laja dany program obcigZenia i dyslokacji. Podobnie jak w punkcie 3.4., zdefiniujemy
mnoznik bezpieczny s nastgpujaco: dla u <X s uklad dostosownje sig, natomiast dla u > s
nie. Autora giéwnie interesuje zagadnienie wyznaczenia mnoznika bezpiecznego 5. Korzy-
stajac z rozszerzonego na przypadek dyslokacji twierdzenia Melana zbudujemy zadanie
programowania liniowego, ktére pozwala wyznaczy¢ mnozZnik s.

\

. /4.0; .
—~—— R 47/ /
(%

|V

/0;

\._471’
\ !

Rys. 31

Rozktad naprezen uogdlnionych w ukladzie scharakteryzujemy wektorem Q, przy
czym wektor ten przedstawiamy w postaci sumy czgsci sprezystej QF i plastycznej QP
(6.1) Q =Q*+Q".

Catkowite, sprezyste 1 plastyczne uogdlnione odksztalcenia scharakteryzujemy wektorami
odpowiednio q, e, p czyli

(6.1.1) q=etp+A=-eftef+ptA.

Ponadto
(6.1.2) Qf =Sef, Q=S¢

gdzie S jest macierzg sztywnoSci dla zakresu sprezystego. Zawiera ona na przekatnej
gléwnej macierze sztywnosci S, i=1, ..., n, elementéw skorniczonych; co zapiszemy
w ten sposéb S = diag [SY, ..., 8"]. Zwr6¢my uwagg na to, iz elementami kazdego z wpro-
wadzonych wektoréw sa wektory charakteryzujace n-elementéw skoriczonych, na

. . T T T .
ktére «podzielono» uklad, np. q = (q', ...,q*) (symbol «T» oznacza transponowanie).
Naprezenia resztkowe QF moina przedstawi¢ w postaci

(6.2) Q7 = Fp,
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gdzie p jest wektorem wielkoSci hiperstatycznych, a macierz F zalezy tylko od geometrii
vkladu. Mozemy teraz wypowiedzie¢ twierdzenie Melana rozszerzone na przypadek
dyslokacji. Zostalo ono sformutowane i udowodnione przez W. PRAGERA. Przytoczymy
je za MAIEREM [14].

a) JeSli istnieje niezalezny od czasu stan naprgzen resztkowych QF, takich, ze ich suma
z naprezeniami sprezystymi, wywolanymi przez dany program obciazenia i dyslokacji
lezy wewnatrz powierzchni plastycznodci (dla kazdego elementu skonczonego oraz dla
0 < r< o), to uktad dostosowuje sig.

b) Jesli nie istnieje niezalezny od czasu stan naprezen resztkowych QF takich, zeby
suma jak w a) nie wyprowadzata poza powierzchnie plastyczno$ci dla kazdego elementu
skoticzonego, oraz dla 0<< << o0, to dostosowanie nie nastapi.

A

Rys. 32

Korzystajac z tego twierdzenia i zaleznoéci (6.2) latwo zbudowaé nastepujace zadanie
programowania liniowego:
znalezé

(6.3) maxyu = §

przy ograniczeniach

T
(6.3.1) M+ NFp < K,
(6.3.2) ©=0.

Wyjasnimy uzyte w tym zadaniu symbole. _
Wezmy pod uwage zlinearyzowany warunek plastycznosci i~go elementu skoniczonego

(rys. 32),.
T
(6.4) ¢y =NQ—-Ki<0, j=1,..,k,

4 Mechanika teoretyczna
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gdzie skalary K! > 0 charakteryzuja wlasnosci plastyczne materiatu, N! jest wektorem
jednostkowym prostopadlym do j-tej Sciany zlinearyzowanego warunku plastycznoéei.
Wektor K ma postaé: K = [K}, K1, ..., KI']. Oznaczmy przez

6.5) ML max (NIQE(1),

0<i<n
(zakreskowany na rys. 32 wielobok, reprezentuje obszar jaki przebiega wektor QZ:(y),
gdy 7 zmienia si¢ w przedziale [0, oo]). Wystepujacy we wzorze (6.3.1) wektor M ma postac
M = [M}, M}, ..., M}, gdzie M} jest okreSlone wzorem (6.5). N jest macierza, ktorej
przekatna gléwna jest utworzona z macierzy N'= [N}, ..., Ni]. Zapiszemy wigc N =
= diag [N, ..., N"].

Zwréémy uwage, na to, ze zadanie programowania liniowego (6.3)-(6.3.2) jest ope-
ratywna wypowiedzig twierdzenia Melana.

W pracy [14] przedstawiono réwniez, przy wykorzystaniu metody elementdw skofi-
czonych i zadania dualnego do zadania (6.3)~(6.3.2), twierdzenie Koitera, rozszerzone
na przypadek dyslkacji. Ponadto sformulowano twierdzenie Melana dla materialéw
o niestowarzyszonym prawie plynigcia (por. [18]).

Kilka dalszych pozycji, omawiajacych zastosowanie metody elementéw skonczonych
do zagadnief no$nosci granicznej i dostosowania podano w pracy [14].
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Peswome

NIPUMEHEHUE JTUHEWHOI'O NMPOIPAMMUPOBAHUS IJIA ONPENEIEHILIL
HECYIEN CITOCOBHOCTH KOHCTPYKIINI

B paGOTC NpeACTaBJICHbI PaHEe IOJIYUEHHBLIC DEIYNLTATLI NMPHMEHEHHS JIMHEHOTO porpaMmmupo-
BaHUsT U1 ONPEeETICHNA Hccymeﬁ CIIOCOBHOCTH CTEPXKHEBbIX CHCTEM, IIJIMT H 060110‘-!6{(, a TaroKe JBof-
CTBE€HHBIC 3aa4l, BONTPOCHI HpHCﬂOCOGJIHCMOCTH M aBTOMATHYECKOrO pacuera pam. Paccmorpeﬂo TaKxe
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HUCIMONL30OBAHNE OKCHEPHUMEHTANILHLIX JAHHbLIX I MOL[PI(I)PIL[HDOBRHHH 3Iamauu JIMHCITHOTO nporpamMmmu-
POBAHMST JIJIsT CTCPICHEBLIX CHCTEM. I(pOMC TPagMUUMOHHBIX METOOOB HUCKPETIIONO ONHCAHUA KOHCTPYK-~
M, TIPpEJICTAaBJICHO NPHUMEHEHHE METOHNA KOHCYHBIX 3JJIEMEHTOB.

Summary

THE APPLICATION OF LINEAR PROGRAMMING TO THE DETERMINATION OF THE LIMIT
LOAD CAPACITY OF STRUCTURES
(Survey of publications)

The paper presents the results, obtained so far, of the application of linear programming to the de-
termination of the limit load capacity of rod systems, plates and shells. Tt deals also with the dual problem,
the shiake-down problem and with the automatic analysis of frames. Moreover, the use of experimental
data for the modification of the problem of linear programming for frames is discussed. Besides the tra-
ditional methods of discrete description, the paper presents the application of the method of finite clemen ts
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ZAGADNIENIE STATECZNOSCI ORTOTYROPOWEJ POWLOKI STOZKOWEJ PODDANL]
SKRECANIU

TapEUSZ GALKIEWICZ (L6DZ)

1. Wstep

Celem pracy jest rozwiazanie liniowego zagadnienia statecznosci cienkich, ortotropo-
wych powlok stozkowych podpartych swobodnie na krawedziach i poddanych skrecaniu.
Zadanie rozwigzano za pomoca metody energetycznej. Zatozono ugiecie §rodkowej po-
wierzchni powtoki w przyblizeniu w postaci funkcii w = f, sin Kzsin n,(¢—pz), znale-
ziono calkowita energie odksztalcenia powloki i nastepnie zastosowano metode Ritza.
Zadanie rozwigzano dla powlok cienkich i o niezbyt duzym pochyleniu tworzacych stozka
do jego osi. Udalo sie okresli¢ moment krytyczny oraz liczbe fal powstajacych na obwodzie
za pomoca wygodnych do korzystania wzordw.

Okazalo sig, Zze dla powlok stozkowych o matym pochyleniu tworzacych do osi stozka —
wzory tu wyprowadzone daja wyniki blizsze do§wiadczen niz wzory MUSZTARI otrzymane
dla powlok izotropowych. '

Na rys. 1 podane zostaly wymiary s,, 5., Ry, R,, grubo§¢ §cianki 4 oraz kat migdzy
podstawa i tworzaca «. Dowolne punkty powierzchni §rodkowej posiadaja wspédtrzedne s
i ¢, za$ przemieszczenie tych punktéw w klerunku tworzacych oznaczono przez u, w kie-
runku stycznej do réwnoleznika — przez v i w kierunku normalnej do powtoki przez w.
Jak widaé z vys. 1: r = scosa, Ry = sycosa, R, = s;cosd.

Przyjeto nastepujace oznaczenia dia statych materialowych: E; , v, — modul sprezystodei
i liczba Poissona w kietunku tworzacej, E,, v, — modul sprezystoéci 1 liczba Poissona
w kierunku réwnoleznikowym, G — modul sprezystosci postaciowe;j.

Dla powlok ortotropowych obowigzuje zwigzek

"o 7
(1.1) 5T E
W pracy KROLAKA [4] dotyczacej statecznodci Sciskanych powtok stozkowych réwnanie
nierozdzielno$ci dla powlok ortotropowych doprowadzone zostato do postaci
04D 24 24¢ PO PD
(1.2) & e +20m 375q7 —I—én L5 —46; 55 — 40 52997 +

)

0% (15 oD 2w
+ (56— 5r1) 752 +2(5n+5n1) —2(6— 611)?:&(— e + az)
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gdzie @ jest funkcja naprezei Airy’ego, za$

s
(13) z=1In _SI ,
(1.4) P, = PCosua,
1 1 1 1 Yy
. S ———— R PSP, NN N
(1.5) or sy E htgo’ u s E htga’ Om 25, tga (Gh Elh)

Rys. 1.

2. Energia calkowita ortotropowej powloki stoikowej poddanej skr¢caniu

Energia calkowita nagromadzona w obciazonej powloce wynosi

@.1) Up = (Vi t V) +W.

W powyzszym wzorze V; jest energig sprezysta w stanie btonowym, ¥V, — energia od
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zginania, za§ W — energia od sit zewngtrznych. Energia sprezysta w stanie btonowym
okreslona jest wzorem

1 »
2.2 V= ) {f (Nyey-+No e+ Ty)rd g ds,
“r

tutaj ¢, &5,y oznaczaja sktadowe stanu odksztalcenia powierzchni §rodkowe;.
Sity przekrojowe wynosza [3]

1 82 cosa 0D 1 *d 1 0D
2 =— 3 oy s2cosla 002 Vs ds
(2.3a) N, 2 (3g02 + r o5 s2cos? a(pz s 0s’
02D
(2.3b) No =57
1 92@ coso. O 1 *d 1 09
(2.3¢) T = T sag "2 8  scosa W—{— s2coso 0’

gdzie Ny, N,, T sa to sily przypadajace na jednostke dhugosci srodkowej powierzchni
(rys. 1).
W powloce wystepuje dwukierunkowy stan napreZenia, a wiec:

(2.4a) £, = ﬁ(Nl—leZ) = §,(N{—»;N>),
(2.4b) & = Eih (Ny—vyNy) = 6,(Ny—v,N,),
(2.40) Y= % = @%

(2.5) 5y = 2 !

=L 2T ER

Po podstawieniu powyzszych wzoréw do wyrazZenia (2.2) energia spreZzysta w stanie
blonowym wynosi

cosa

©.6) v, — ffs(62Nf+61N§—262v1N1N2—{——(%T2)dsdgv.
r

2

. /
Energia sprezysta od zginania

1 ' ,
2.7 V, = 0 f ff (04, 85,0, 80, Ta Vo)1 dpdsdz’,
v

gdzie &, &,, ¥y 53 to odksztalcenia wzgledne od zginania, za$ oy, 0,,, T, — DAPrezenia
od zginania.
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Dla powloki stozkowej przyrosty krzywizn okreSlone sa nastgpujacymi przyblizo-
nymi zwiazkami [3]:

0w
(2.82) Az, = P
1{ ow *w wo. 1 ow 1 0%w
(2.8b) Aay = ;‘—2—(}‘ a5 cosa-- 6—{7)2— -+ —a—q; sin OL) R s T oot _5_(];_

*w

v . ow .
b 6 ~—4F——SINn ¢———COS—VSIN O COS | Y
s

1
(2.8¢) Aoy, = ( 55 T

1 Pw 1 ow
~ scosa dsdp  s?coso dg

Jezeli przez z' oznaczymy odleglo$é elementu objetosci Scianki powloki od powierzchni
srodkowej, to odksztalcenia wzgledne od zginania s3 nastgpujace:

(2.9) ey = —Z2Any, g, = —z'duy, y,=—22An;,.
Przyjmujemy, ze w powloce wystepuje dwukierunkowy stan napigcia, wigc naprezenia
od zginania wynosza

E,
. —_— == - 1 2 2
(2.10a) Oy = 1_1} o (&g, Fv28g,) = =, Z' (A +v, Asxs),
E E,
(2.10b) 0y, = l—vzv (eg,+7185,) = e Z'(dxy+v Any),
(2.10¢) T, = Oy, = —2G2' Axy,,.

Po podstawieniu zwigzkéw (2.10) 1 (2.9) do wzoru na energi¢ sprezysta od zginania (2.7)

. . . ., h .
i po scatkowaniu wzgledem zmiennej z* od —% do —|—--2— ofrzymujemy

@11 V,,:iﬁ’ﬂff S[Dy A3 4Dy Ar342D19y Ay Aty 12D, 5 A5 J)dsde,

przy czym D, D, s3 to sztywno$ci zginania, D, , jest sztywnoscig skrgcania, zatem
E R E.h Gh3
A1 o 2= o~ D=
12(1“7’11’2) 12(1_"1’1'1’2) ! 12
Energia sit zewngtrznych w przypadku skrecania powloki stozkowej wynosi
(2.13) W= —M{,
gdzie M;— moment skrecajacy, 0 — éredni kat skrecenia catej powloki.
Po utracie statecznosci kat odksztalcenia postaciowego dla powloki stozkowej jest
okreslony wzorem

(2.12) D, =

ou ov  dw | ow . 1 ¢u Ov 1 0w adw
2.14 = | —+r—+—=—|= — & — - e
214 y [&p T ds = Os (6(]9 —{—wsmoc) vcosoc] r dp | ds ke ros o’
stad
1 du dv 1 ow ow
2.15 e e = P
(2.15) rop as VT as op’
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Za powierzchni¢ odniesienia przyjmijmy powierzchni¢ $rodkows stozka nieod-
ksztalconego. Dla pofalowanej powloki dtugo$¢ odcinka 4, B, (rys. 2) wynosi

1 du v
(2.16) | A By = (T?’iip + —as—)d

Rys. 2

Obrot promienia OA4; na skutek odksztalcenia elementu sitami stycznymi oznaczamy
przez df, przy czym
4B, 1 (1 ou @)ds:

(2.17) d()z—r :_’7}.% T
A, dawow), (T 10w ow),

=\ T s e /U T F\Gh T as el T

ST R S ) N )

" scosa | G\ scosa 8sdp | sPcosa Jp scose Os O |

D S I Y R S AN 1_51_51] .
T scosta |Gh\ s 8sdp ' s* O s Os Og
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Sredni kat skrecenia elementarnego stozka, (ktérego diugo$¢ tworzacej jest ds) wynosi

2

| dody
(2.18)  dfy = -2 s =

27
2z .
S R _1ee 1 ad) 1w aw],
o 2nscoszrxb Gh s 0sdp | 5?2 Og 5 5 0p

Sredni kat skrecenia calej powloki stozkowej okre§lono catkujgc dly. od s, do s, miano-
wicie

52

: . dsf 1 2D 1 od 1 dw 0w
@19 0= [ do= 5 o f lGh( FRIT RSl ) v rl G

St
Ostateczny wzdr okreslajacy energie sit zewngtrznych jest nastgpujacy:
M, 1 {1 0@ 1 09 1 0w ow
(2200 W=—m0=y5 o || [6/;(? 79?0;‘?3(37) M "a'a]"“"l’
r

Calkowita energia sprezysta ortotropowej powloki stozkowe] wynosi
2.21) Uy = (Ve V)+W =

COS o

— {H (52N2+<s N2—258,9 N1 Nat—= Tz)dsd(p+

T ffs(D Aw?+Dy Aud+2D v, Ay Arat-2D, , A2 ) dsdp+
jf 1 020 14 od __1_ dw ow ds dy
:7rcos3 Gh\s* dsdp 5% dp + st as dp

oL - .
3. Liniowe zagadnienie stateczno$ci ortotropowej powloki stozkowej poddanej skrecaniu

Przeprowadzone doéwiadczenia na skrecanych powlokach stozkowych wykazuja,
ze fale, ktére tworza sie po utracie statecznosci ukladaja sie wzdtuz linii zblizonych do
srubowych. Ksztalt powierzchni $rodkowej odksztalconej powloki opisaé moZna w przy-
blizeniu za pomoca mnastepujacej funkcji

3.1 w = fisin Kzsinn,(p—pz);

tutaj zmiennymi niezaleznymi okre$lajacymi powierzchnig $rodkowa sa ¢ oraz z. Kat ¢
odktadany jest stale od pewnej plaszczyzny — bazy przechodzacej przez of stozka
w Pplaszczyznach prostopadiych do osi stozka (rys. 1, 3). Druga zmienna z mozna wyra-
zi¢ przez wspdirzedna s mierzong od wierzchotka stozka wzdiuz jego tworzacych

(3.2) z=In-,

Sy
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gdzie /| oznacza maksymalng strzatke fali,

n 85
(3.3) = — 122
So Sy >
In—=
S

za$ s, 1 5, sa to najmniejsza i najwigksza tworzaca stozka mierzona od jego wierzchotka,
n, okreéla liczbe fal tworzacych sig na obwodzie (n, — liczba catkowita wieksza od je-
dnodci), p jest to pewien parametr.

Analizujac warunki brzegowe jakie spelnia funkcja ugigcia okazuje sie, ze odpo-
wiada ona w przyblizeniu podparciu swobodnemu na krawedziach. Funkcje t¢ latwo
jest przeksztalcié do nastgpujacej postaci

(3.4 o ow= [21 [cos(@;z+cp)—cos(b,z-Fep,)]
gdzie
(3.5 @, = pCOosa,
(3.6) @ = np+K=npt———,
82
ln —=
$y
(3.7) by=np—K=np———,
1n£2—
8
(3.8) =1
cosw

Wstawiono funkcje ugigeia (3.4) do prawej strony réwnania nierozdzielnosci (1.2)
1 otrzymano nastepujacy zwigzek:

prawa strona N
(3.9) réwnania )

nierozdzielnosci +bysin (b, z4-c @) —bicos(Biz+epo)l

e*—aysin(a,z+ep,)+taicos (a, z+cip)+

Przewidziano funkcjg naprezed w postaci

3.10) D= %e’[ozSin(Zsz+ch1)—l—ﬂcos(c_zlz—i-mp,)—l—

+ ysin(5124—0¢1)+ dcos(b,z+cp)+4ops,

gdzie a, B, v, 6 i A, sa to pewne stale, ktére nalezy okreslié.

Wstawiono nastgpnie funkcje @ do réwnania nierozdzielnosci (1.2) i po przyréwnaniu
go siebie wspolczynnikéw wystepujacych przy tych samych funkcjach trygonometrycznych
po obu stronach réwnania nierozdzielnoéci otrzymano uklad czterech réwnaf z czterema
niewiadomynli. Wspdtczynniki tych réwnan w sposéb skomplikowany zaleza od para-
metréw a,, by, ¢ i dalsze rozwiazanie zadania nastrecza duze trudnoSci rachunkowe.

{
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Na podstawie poréwnania szeregu szczegdlnych przypadkéw powlok stozkowych z po-
wlokami walcowymi o zblizonych wymiarach [zakladano tu $rednice powloki walcowej

R+ R,

réwng R = o i dlugo$¢ powloki L = (s,—s,)] zauwazono, Zze dla pewnej grupy

powlok wystepujacy w réwnaniach wspdtezynnik ¢* jest wielkodcia znacznie wieksza
od wspétezynnikéw typu ¢%a?, ¢26%, a+, bt itp. W omawianej dalej pracy zagadnienie
rozwigzano w sposob przyblizony, gdyz pominigto wszystkie wyrazenia male w stosunku
do ¢*. '

Jak wykazuje dokladniejsza analiza dobre wyniki uzyskuje si¢ dla powtok stosunkowo
cienkich i o matym kacie pochylenia tworzacych do osi stozka.

Po wykonaniu powyzszych uproszczen i przyréwnaniu do siebie wspoéiczynnikéw
wystepujacych przy tych samych funkcjach trygonometrycznych z obu stron réwnania
nierozdzielnosci otrzymujemy nastepujacy uktad czterech réwnan, z ktérych wyliczamy
state

(3.11a) adpc* = —a, stad o= — _EIT:
onc
. “ a2
(3.11b) ot = at stad f= o>
6IIC
4 1 El
(3.11¢) yogc* = b, stad Y=,
Oy
— 72
(3.11d) 661[6'4 = '—b% Stqd (S o= e a 1‘4 .
nc

Wz6r na funkcje naprezen jest wiec teraz nastgpujacy:

z \
(3.12) (szl ¢ [—a,sin(a,z4 cpy)taicos(a, z+cp )+

2 Opc*
+b,sin(,z4cp,)—bicos(bz+cpy)+ Ao
Stala 4, wyliczamy z warunku réwnowagi. Z sumy momentéw wzglgdem osi stozka

wynika rowno$é

2n

(3.13) M, = [ [TCdolr,
0

przy czym sila styczna T przypadajaca na jednostke dhigosci srodkowej powierzchni
okre$lona jest wzorem (2.3c).
Po wyliczeniach

1 1 o e e
(3.14) T= —%W ?[—cafsm(alz—l—cq:l)—l—
nc s

—l—c?z?cos(&lz—l—c%)—l—ch sin(b, z+c o)+

= A
—ch3cos(b,z+cp )]+ —szi.
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Wstawiajac site T do wzoru (3.13) i catkujac, mamy
2z

(3.15) M, = f Agcos?adp = Ag2mcosa,
0
a stala
M,

Koncowa wiec postaé wzoru na funkcje napreZzen jest nastgpujaca:

e
a
(SHC

3.17 D = —le— [—a,sin(a, z+cp)+aicos(az+cp,)+

. - M,
—{-blsm(blz+cq91)——b%cos(blz-—]—mpl)]—i——ano’sga—(pl.

Ze zwigzkow (2.3a), (2.3b), (2.3¢) wyliczy¢ mozna teraz sity wewnetrzne Ny, N, i T,
mianowicie

N 1 L T
(3.183.) N] = 7 anc‘T?[al(C aj l)sm(alz—l—cq)l)—l—
— a3 c?cos(@, z+cp,)— by (c*—b2—Dsin(b, z+cp,)+ b7 c2cos(by z ¢y,
1 1. _, —_ T T ~
(3.18b) N, = f—zl(;——r —[—ai(@}+1)cos(a,z-+cp)+bi(bi+1)cos(b z+ep))],
s, s
1 1 . — _ _
(3.18¢) T = L?j s —S—[~caf sin(a,z+c@y)--caicos(a, z-+ep,)+
+cb3sinb,z+c@,)—chicos(bz-+co )]—I———y—s——
! ! ! ! e 2ms?cos?o

Otrzymane wyzej sity N, N, 1 T wstawiono do wyraZenia (2.6) i po scatkowaniu i pominie-
ciu wielkosci malych otrzymano ostateczna posta¢ wzoru na energie sprezysta w stanie
blonowym

052 gin2 _
O 4 Wi el ) W A D Y-S
' ) 43,co8a c c 8rGheos®a  s2s3

Przystapiono nastgpnie do obliczenia energii sprezystej od zginania. Przyrosty krzy-
_ wizn okreélono z wzoréw (2.8a), (2.8b) i (2.8¢), wynosza one

(3.202)  Ax, = zfs—lz [a;sin@, z-++c,) +atcos(@,z+cp,)—b sin(bz+cp,)+
+D3cos(byz-+cpy)l,
(3.20b) Ax, = % [—a,sin(a, z+C(P1)+l;1 sin(b, z+cp,)—c*cos(a, z+c )+
+c2cos (b z4cp,)],
(3.20c) Ay, = 2fT‘2[—Zzlccos(c“zlz—l—c<l>1)—|~51ccos(l;1 z-+c@y)+esin(@, z+cp,)+

—csin(b z+ep )]s
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Awny, Any, Az, , wstawiono nastepnie do wzoru na energic od zginania (2.11) na-
stepnie po obliczeniach i uproszczeniach otrzymano

_ f? Dymcosa | K% \s3—s} . _}f Dymcosa ., ,
G20 "i=5 4 KAT) sis2 © T2 4 ¢
gdzie
7T 2
In -2
K?  s3—si 51 §3—s7
. C = S 2
(3.22) (K241) sis? - 2_|_1 752
82
In —=
Sy
2__ 2
Gdy — = — > 1, wowezas C » siz-g“
In =% S152
St

Energia sit zewngtrznych wyliczona ze wzoru (2.19) wynosi

i nip M2 s3—s%
(3.23) W= 'TMS dcos?y ¢ 4nGhcos® o sis2

Ostatecznie wzoOr okreslajacy calkowita energie odksztalcenia powloki zostal doprowa-
dzony do nastgpujacej postaci:

(2)  Up= TtV +w = L5 el atpt my+ (o 2 — .2
. o — 5 4. - 800520( P 77 p 7 ,),]4 5,'72 e
M:  s3—st
"~ 8nGhcos*o.  sisi
gdzie
(3.25) n=—>= = K
ngln - s
2.2 2
(3.26) 4=n2Eh [—KKTH]Sinzacossoc
2779 :
2
(gdy K% > 1 wéwczas [51;5;1—] z 7<1—3—),
: - aE,h*K?
G.27) B= 12(1—»,»,)cosa,
- . 0Uy 92U,
Z warunku minimum energii T =0, a7 > 0 okreflony zostal moment skrg-
1 1
cajacy E

[P VT
(3.28) M,=A - [(p+n)y*+( n)]+Bp,72-
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Wyznaczono nastgpnie dla jakich wartosci p i 9 moment M, jest najmniejszy. Warunki
minimum daja dwa zwiazki

oM, _ . . oM,
op on

(3.29) =0,

ktére prowadza do nastepujacego réwnania dwukwadratowego

p \* p \?
(3.30) (1_) —3(:’_) a0
Uj n
Interesujacy nas rzeczywisty dodatni pierwiastek tego rownania wynosi
(3.31) P _ l/_}i@ — 1.887
) n 2 .

Stad okre$lono zwiazek miedzy parametrami p i %, mianowicie
(3.32) p = 1,8877.

Wstawiono teraz p do wzoru (3.28) 1 otrzymano M, w funkcji tylko jednego parametru

B
3. = 5 —_—
(3.33) | M, = 37,54n"+ 18877
oM, 3B
3.34 i ES . . 4'__—:
( ) a7 5.37,5-4An L8877 0,
czyli

1 8/ B
3.3 - 4/ B
(3.35) K ]/ A

Majac % mozna okresli¢ liczbe fal powstajacych na ocbwodzie stozka

s S
(3.36) ng = X _ K1,81 I/A— .
7 B
Gdy skorzystamy ze zwiazkéw (3.26) i (3.27), to po wyliczeniach otrzymamy
3 1/4
/ nl2

R)
211+ .
(3.37)  n, = 4,02 ill;i tga]/ %(1—mz) o % cosa
2 (ln Ti) (s3—sD)

El 174
2’—— (1 _"’11‘2)
E
~ 4,02 5152 tgo ( 2

3 cosa .
h S2 2.2
lns— (Sz""Sl)

1
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, i 1 3/B .

Wstawiono nastgpnie 7 = 181 ]/—;(— do wyrazenia (3.33)i otrzymano wzdr na kry-
tyczny moment skrecajacy ortotropowej powloki stozkowej. Moment ten wynosi
(3.38) My, = 5,054%18 518,

Po uwzgl¢dnieniu, ze 4 i B okreflone sa odpowiednio wzorami (3.26) i (3.27) mamy

374
In -2 i :
l’ls1

24

.
/ 2| 1+
£y 582 /13tgot—l/'

1 5/8 S ) )
E(I—Vlvz) IHE(SZ"‘SI)

(3.39) M, = 4,6 cos?a.

Jezeli wprowadzimy oznaczenie
(3.40) o=

s—) 14
/ Ix igz— ]|

! b ;1' / 2 He
:‘Islszh'*‘tgoc e ' = 2 Vs s, il tga—y / e ,
l (In—z) (s3—sd) ]/ (ln—z) (s3—s1)
Sy J Sy

to wzory (3.37) i (3.39) mozna zapisaé prosciej

N E; Y8 wcosa
(3.41) Ry == 4’02l—E: (1*7’172)] '——/7-—',
(342) M, = 4,6 Ey —w’cos?a.

[%(1‘7’1 Vz)]SI

Dla powloki izotropowe] E;, = E, = E, za§ v, = v, = ». Gdy » = 0,3 wéwczas mamy

(3.43) 1y = 3,97 “’CZ” ,
(3.49) My, = 4,88 Ew3cos®u.
. . ) Ry R, . .
Uwzgledniajac fakt, ze s, = cosa 2 cosa i L=s,—s,, wzory (3.37) 1 (3.39)

mozna doprowadzi¢ do nastgpujacej postaci:

- 4 5 1/8
R |E Pim—
(3.45) ng = 4,02]/1%1 ]//—; [fl—(l—vl 72)5153] Vsina,
2 .

e E
(3.46) M, — 46— T :
[+] El
[Fz ( —7’17’2)]

Vv
VR h

s (E16:) V% V/sin3a,

5 Mechanika teoretyczna
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gdzie
2 R 1n K2 2 p R 2(~Ri)2
R, R, R, o R,
(347 Ey=—F5—|1+\—— ~ —=
1 _{_51_ 7 1+ R Ry +1
Rz R2 -Rl
R, 1
R
(3.48) fr=—" R
In =2
R,

Zbadane zostanie teraz zachowanie si¢ funkcji okreslajacych n; oraz M, w przypadku
zblizania si¢ ksztattu powloki stozkowej do walcowej. Gdy o« — 7/2 wéwczas:

R,

(3.49) R — 1, sine— 1.

Mozna wykazac, ze

(3.50) Iimé&, =1, limé,=1.
I a2

Wzory na liczbe fal oraz moment krytyczny dla powloki walcowej otrzymane jako granice,
do ktdérych daza wyrazenia (3.45) i (3.46), gdy kat o dazy do #n/2, sa wigc nastepujace:

R */R [E 1
(3.51) n= n, = 4,02]/-17 T LE;(I—Vle)_ 5

£
A= —
2

RA? E,

T
Vyme L2 ,
Tutaj R, = R, = R oznacza promien powierzchni §rodkowej powloki wa]cbwej, L—
dlugo$¢ powloki, A— grubos$¢ scianki, za$§ E,, E,, v,v, — stale materialowe. Liczbe fal
dla powloki walcowej oznaczono przez n, a moment krytyczny symbolem M,, . Wzory
(3.51) i (3.52) sg identyczne z wzorami uzyskanymi przez autora w pracy [1] dotyczacej
statecznoéci ortotropowych powlok walcowych poddanych skrecaniu.

Wyniki otrzymane na podstawie wyZej wyprowadzonych wzordw dla powlok walco-
wych sq bardzo bliskie wynikéw uzyskanych przez innych autorow np. DONNELLA [8],
PARSZEWSKIEGO [7], DAREWSKIEGO [9], ktérzy rozwiazali podobne zagadnienia innym’

(352) Mkro = Mko - 4:6

. L
metodami. Dla powlok izotropowych, gdy parametr fm> 17 maksymalna rdznica
}

w odniesieniu do wzoru (3.52) nie przekracza +4%,.
W artykule [2] przeprowadzono poréwnanie wynikow uzyskanych w niniejszej pracy
z wynikami MuszTarr [9], ktdry rozwigzat liniowe zagadnienie statecznosci skrecanych

sina
Rk

izotropowych powlok stozkowych. Wykazane zostalo, ze gdy Ll/ = 20 wyniki
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uzysklwane przy pomocy poréwnywanych wzoréw sa do siebie zblizone, OkaZUJe SIQ,

/Elﬁ—
Ze wraz ze wzrostem parametru L]/ ——- moment krytyczny liczony wedlug wzordw

Musztari daje wartosci wigksze o A My, od wynikéw uzyskanych wediug wyprowadzonego

tu wzoru (3.42) i (3.46), np. dla L]/%EZ- wynoszacego kolejno 40, 50 i 60 — wzgledny
1

M_ réwny jest odpowiednio okoto +6%, +9% i1 +11%.

ko
Jak wiadomo, wyniki do$wiadczen dla powlok walcowych leza kilkanascie procent
ponizej wynikow uzyskanych z rozwigzan zagadnien liniowych [1, 8, 7]. Oczywiste jest,
ze podobnie bedzie sie rzecz miata z powlokami stozkowymi o matym pochyleniu two-
rzgcych do osi stozka. Z przeprowadzonej analizy wynika, Ze wzory na moment krytyczny
wyprowadzone w niniejszej pracy daja wyniki blizsze do$wiadczen niz wzory Musztari.
W celu ulatwienia korzystania z wzordw (3.45) i (3.46) wprowadzono oznaczenia

4
przyrost momentu —;

| R o\ R N,
R R R I R
= 318 — ks S B b S ~ 2
359y = (6,8 = W ik 0 +1)
14— In ~ =
R, 1
[ ()| )" /o]
(3.54) fo=(E1&) =1 T l14 | S _\R
1 _|_!i‘_ T 1n5_2_ R, 1
R, 1 VR1<+
R,
R, R
Powyisze wzory sa stuszne, gdy | — h—l— < 1, coma miejscedla 1 << -Ri< 21 wdwczas
1
Rz 2(ﬁ~:)
1 Rl
1-- = 1 oraz _— =~ 1.
7 R —H In Rs
Ry
Dzigki czemu wzory na n, i My, mozna zapisa¢ krotko
4 n 4 1 RZ .R2 '
(3.55) Hy = Ry ]/smoc = n ]/?)_— R, (R1 l—l)smcx
TR, 13
4 2 (};sm a)
4
(3.56) My, = My o V/sinta x My, R‘
22t

R,

5%
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Tutaj 111 My, jest to liczba fal oraz gérny moment krytyczny dla powtoki walcowej o gru-

bosci §cianki /2, promieniu R = R, dlugosci réwnej dtugosci tworzacej stozka L = s,—s,
i stalych materialowyeh E,, E;, »,, »,, czyli

(3.57) n= 402]/R1 ]/ l mz)] I ,

E,

l/ﬁw L—m)|

——(l—»,v,
VRk lEZ ]
&0 b

18 | /

(3.58) My, = 4,6

16

//

42 1,6 20 24 RZ /R1

Rys. 4.

Dla powtloki izotropowej zakladamy E, = E, = E, oraz », = v, = », a gdy dodat-
kowo przyjmiemy » = 0,3, otrzymamy

R
3.59 =3 ket
(3.59) n ,97 ]/ 7

R R*

Vi
VR k

Wystepujace we wzorach (3.55), (3.56) wspSlezynniki wo i &, jak widaé ze zwiazkéw

w

(3.60) M,,, = 4,88E

(3.53) 1 (3.54) sa funkcjami stosunku %2— Na rys. 4 sporzadzono wykresy yo i & w za-
. 1
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leznosci od Ri' Wykresy te ulatwiaja praktyczne korzystanie z otrzymanych wzordw.
1

Zilustrowane zostanie to na przykiadzie liczbowym.

Przyklad liczbowy. Obliczy¢ ng oraz M, dla powtoki stozkowej poddanej skrecaniu
wykonanej z folii mosi¢znej. Dane:

h=0,02 cm, R; = 520 cm, R, = 8,33 c¢m, L = 18,0cm,
E,=E,=E=116-10°kGcm?, », = v, = v=0,3.

Mamy
R, 8,33
R “ a0 0o
_ R,—R, _ 833-520 3,13 _ v
cose = —= = 18 =15 = 0,1737 (o = 80°),

sina = 1/ 1—cos?a = }/1—0,1737% = 0,985,
siner = 0,952,  /sine = }/0,985 = 0,997,  }/sina = 0,988 .

Z wykreséw na rys. 4 znajdujemy, ze dla %& = 1,6
1

'lpO-: 1,195; §0= 1,338.

Liczba fal na obwodzie (3.55) oraz skrecajacy moment krytyczny dla (3.56) rozpatry-
wanej przez nas powloki stozkowej wynosi

ny = ny, Jsing = (3,97]/:13828 ]/(5)33) 1,195 - 0,997 = (8,57)1,191 = 10,2 ~ 10 fal,

5,20 - 0,022

]/ 18,0
/5,20 - 0,02

— (1580)1,32 = 2085 kGem = 20,85 kGm .

M, Mk,0§0| sinda = (4,88 - 1,16-106 —==

1,338 - 0,988 =

W powyzszych obliczeniach skorzystano z wzoréw (3.59) i (3.60).

Naprezenie krytyczne wystgpujace w dowolnym przekroju poprzecznym powloki
oznaczamy symbolem
M,

(3.61) Tkr - 27;)' h .

Wstawiajac r = R, i r = R, otrzymujemy naprezenia krytyczne odpowiadajace napre-
zeniom na krétszej i dtuzszej krawedzi skrecanej powltoki stozkowe].
Maksymalne napreZenia wystapia na krawedzi o mniejszym obwodzie 1 Wynosza
M
3.62 p = e
( ) ,ile 2nR3h



70 T. GALKIEWICZ

Poniewaz rozpatrywane zagadnienie dotyczylo sprezystej utraty statecznosci, wiec oczy-

wiscie 7, musi byé mniejsze od granicy proporcjonalnosci materialu powloki.
r=R)

Wzory wyprowadzone w tej pracy sa pierwszym przyblizeniem omawianego zagad-
nienia. Rozwigzujac zadanie pominieto wszystkie wyrazenia mate w pordwnaniu z c¢*,
Wazng rzeczg jest ocena maksymalnego bledu otrzymanego rozwiazania, co pozwolifoby
na okreslenie dla jakich parametrdw powlok stozkowych wyprowadzone tu wzory mozna
stosowaé. Problem ten na obecnym etapie pracy jest niemozliwy do rozwigzania, gdyz
nieznane jest $ciste badZz dokiadniejsze rozwigzanie omawianego zagadnienia. W arty-
kule [2] rozwazany byt ten problem dla izotropowych powtok walcowych i zostato tam
wykazane, ze z dokladnoscig do 4-49%, wzory (3.51) i (3.52) mozna stosowal wowczas,
gdy L/} Rh > 14,

Poniewaz wzory tu wyprowadzone wraz ze zblizeniem si¢ ksztattu powloki stozkowej
do walcowej daza doktadnie do postaci (3.51), (3.52), wigc mozna przypuszczaé, ze — dla
powlok stozkowych o niezbyt duzym pochyleniu tworzacych do osi stozka — granica
stosowalno$ci wzorow (3.55), (3.56) bedzie niewiele réznita si¢ od granicy dla powlok
walcowych. Wydaje sie, Ze otrzymane wzory bedzie mozna stosowaé z dobrymi wynikami
nawet w zakresie 60° << o<k 90°, wowcezas gdy parametr

£
LI/—th—> 18.

W celu dokladniejszej oceny omawianego zagadnienia przeprowadzane sg obecnie
w Instytucie Mechaniki Stosowane; Politechniki tddzkiej badania na skrecanych po-
wlokach stozkowych. Wyniki tych badan zestawione zostang w osobnej publikacji.

Rozpatrzone w pracy zadanie jest rozwigzaniem zagadnienia liniowego. Obecnie jest
w trakcie rozwiazywania identyczny problem — tylko w ujeciu nielinlowym.
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Peswome

TIPOBJIEMA YCTOHUHMBOCTH OPTOTPONHON KOHHUYECKOM OBONOYKH
IIOOBEPIHYTON CKPYUMBAHUIO

B paGote npuBeleHo penleHre NpobleMbl YCTOHUMBOCTH KOMHYECKHX OPTOTPONHBIX 0B0JNIOUEK map-
IHPHO ONEPTHIX NO TOPLAM M IIONBEPIHYTHIX KPYUEHHIO.

3apaua PemaeTcsl ¢ MOMOIIBIO NPUOIHIKEHHOIO SHEPreTHUECKOTO MeToxa PUTuHa, B paMKax Teopuy
TOHKUX 00OJioueX ¢ HeBONBLUMM HAKJIOHOM OOpasylolueil KOHyca K €ro OCH.

[Mora3bIBaeTCA, YTO IPHUMEHAS M10J1y YEHHbIE aBTOPOM, JIOBOJNLHO NPOCThIE C TOUKHM 3PEHHMsT BLIUMCIIE-
HHH OPMYIIBI, MOMKHO B [JAHHOM CJIy4dae OINpedeNHTh KPHTHYECKHII MOMEHT, a TaKy(e YHCIO obpasy-
JOLLIMXCST IO OKPYYKHOCTH BOJIH.

ITosyuexHble peaynsTaThl OAMIE K 3KCICPHMEHTANBHBLIM JaHLIM, WeM Ionydacmele M0 dopmynam
X. M. Mywrrape Ons M30TPONHOM 0BONOUKH,

Summary

NONLINEAR STABILITY PROBLEM OF AN ORTHOTROPIC CONICAL SHELL SUBJECTED
TO TENSION

This paper is devoted to the solution of the stability problem of an orthotropic shell with simply sup-
ported edges, subjected to torsion.

The problem is solved by the energy method. The obtained solution is valid for conical shells of mo-
derate apex angle.

The critical torque is determined, and the number of waves arising on the circumference is expressed
by very simple formulae.

[t is shown that for the shells with a small apex angle the derived formulae give better results for practice
than the formulae obtained by H. M. Mushtari for isotropic shells.
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NIEKTORE WEASNOSCI BIOMECHANIZMOW O ZMIENNEJ STRUKTURZE

KAzMiERZ FIDELUS, ADAM M OREC K1 (WARSZAWA)

Opisano niektére zagadnienia zwigzane ze struktura i statyka napedéw mie$niowych
konczyn gérnych 1 dolnych cztowieka oraz konia. Zbadano kwestie zalezno$ci miedzy
klasa 1 funkcja mieéni a rodzajem 1 rozmieszczeniem stawdw w konczynie. Wskazano

na pewne prawidtowosci ogdine, ktére nalezy uwzglednic¢ przy syntezie biomechanizméw
konczynopodobnych.

1. Wprowadzenie

Koriczyna gérna lub dolna czlowieka rozpatrywana na gruncie mechanicznej teorii
maszyn jest pewnym zlozonym biomechanizmem. Traktujac poszczegdlne koéci jako
czlony sztywne, a stawy jako pary kinematyczne okre§lonych klas otrzymujemy dla kon-
czyny gornej i dolnej czlowieka oraz przedniej konia schematy strukturalne przedsta-
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Rys. 1. Schematy strukturalne koficzyn: a) gbrnej cztowieka, b) dolnej czlowieka, c) przedniej konia
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wione na rys. la,b i c. Stosujac do tych schematéw wzér strukturalny mechanizmdw

przestrzennych o postaci
5

N w = 6n— 2 ipi,

3
gdzie n —liczba czlonéw ruchomych, p; —liczba par kinematycznych nalezacych do
odpowiednich pieciu klas (i= 3,4 i 5), tatwo sprawdzi¢, ze struktury pokazane na
rys. la i 1b posiadajg ruchliwo$¢ w = 30, a struktura na rys. 1c w = 9. Ruchliwosé
prawie wszystkich innych struktur koficzyn krggowcéw mieSci si¢ w tym przedziale.

Napedami omawianych biomechanizméw sa migénie szkieletowe. Posiadaja one tg
wlasnoéé iz mogg sie wylacznie skracaé. Ich wydtuzenie moze nastapi¢ przez przylozenie
odpowiedniego obciazenia zewnetrznego do konczyny lub dziatanie migsni antagoni-
stycznych.

Z teoretycznego punktu widzenia, do obstugi omawianych biomechanizméw nalezatoby
zastosowaé w pierwszych dwoéch przypadkach (rys. la i rys. 1b) 60 silnikéw migéniowych
(po dwa na kazdy stopied swobody), a w trzecim przypadku (rys. 1¢) 18 takich silnikow.
Blizsza analiza tego zagadnienia wskazuje, ze rozkiad napedéw migéniowych jest znacznie
bardziej skomplikowany i dziala wedtug innych zasad niz zwykle przyjmuje si¢ w mecha-
nizmach technicznych.

W tej pracy zbadano blizej zagadnienia doboru i rozmieszczenia napeddw mig$nio-
wych ograniczajac sie do zagadnien typu strukturainego a czeSciowo statycznego.

Omawiane struktury sg przykladami struktur o okreslonej liczbie cztonéw, par kine-
matycznych 1 napedéw migéniowych. Jednak przy realizacji réznych aktow ruchowych
biorg udzial pewne kombinacje tych parametréw, co powoduje, ze sg realizowane rézne
struktury, a wiec zagadnienie mozna rozpatrywac jako nalezagce do klasy zmiennych
struktur. Typowa zmiennoéé struktury sprowadza sie do realizacji ruchu o okreSlonej
liczbie stopni swobody spoéréd 30, np. w = 1,2, 3 lub 15, co ma miejsce w przypadkach
unieruchamiania chwytu lub jednoczesnego zginania, pronacji i ruchu chwytnego.

2. Parametry strukturalne napedéw mig$niowych konczyn

Wprowadzimy nastepujace okre$lenia:

— alctonem migSniowym bedziemy nazywali te cze$¢ mieénia, jego glowe lub mie-
sien, ktérego widkna sg tak usytuowane, ze rozwijaja site w okrestonym kierunku (moment
sity wzgledem osi stawu),

— klasq migsnia bedziemy nazywali liczbe rowng liczbie stawdéw, w ktdrych rozwija
on okreslone momenty sil,

- — liczbq funkeji mig$nia bedziemy nazywali liczbe sktadowych momentéw sit rozwi-
janych przez migsien wzglegdem osi stawéw, ponad ktorymi przebiega.

Oznaczenia innych parametréw podano w pracy [6]. Stosujac te oznaczenia, na pod-
stawie obszernych studiéw anatomiczno-funkcjonalnych, sporzadzono tablice 1,2 i 3.
W tych tablicach ujeto liczbowo podawane w anatomii werbalne opisy budowy i dzia-
fania tych miegéni. W tablicy 1 podano strukture i dziatanie 66 aktonéw migéni obstugu-



Tablica 2. Parametry migspi i stawbw koinczyny gérnej czlowieka

Numer stawu, klasa stawu
I 2 3 5 6 7 | 8 9 10 | 1 12 13 | 14 | 15 6 | o1 oas | o1 20 | 21 | 2
I v vViv | v v v | v v VoV v viivi|v A 2 v v |
Palec I Palec IT Palec 11T Palec 1V Palec V
. g ) g . ;’ Migdzypal Miedzypal ; Miedzypal g | Migdzypal iczb . Liczba Licib?-
L.p. Nazwa migénia Biodrowy Kolanowy ,8 %‘ % ;- § ; Stepowo- 3 E- 53 Srédstop. ' Srédstop. ) g §' Srodstop. ' ‘é §~ Srodstop. ' :{:;Z/éi II‘;:SIZ(tc); stop. ;:zrcl:c(i:i\t-
Zag cHCE: % g | frodstop g g E’% PACOWS | bz | gal | PO i } qal, | SE | Peowy g 8 Pl || swobody | gtawnych
Al a|& . v G| = R w5 @G
Nazwa funkcji
AR b . E | ey 14 iE I
¢ |Gl 82l Ele|Z|Si 8l 8lelE c|dlald Sleldleldglals Sl Glaldicl2lEl8lalglalgialelalgl Bl clegle glaeiglalglg] 2 o o
aHEHEHEEEEEEHERE R R R R B R EREEERE RHRERE
1 2 304|s[6|7]8)|9[10[11]12]13]14]15 |16/ 17 | 18,19 |20|21|22] 23 | 24] 25 |26 | 27| 28| 29| 30| 31 3233‘3435‘3637"3839 40| 41| 42| 43 | 44|45 | 46| 4748 49 50| 51| 52[ 53 | 54| 55 | 56( 57| 58| 59 | 60] 61 | 62 63 64 65 66
1 Posladkowy sredni cze$¢ przednia + + + 1 3 3
2 Posladkowy Sredni czesé tylna + + + 1 3 3
3 | Po$ladkowy maly cze$¢ przednia + + -+ 1 3 3
4 Posladkowy maly czesc tylna + -+ - 1 3 3
5 Czworoboczny uda + + + 1 3 3
6 Blizniaczy gorny + + + 1 3 3
7 BliZniaczy dolny + + + 1 3 3
8 Zastonowy zewngtrzny + 4 + 1 3 3
9 | Zaslonowy wewnetrzny + + + 1 3 3
10 Lediwiowo-udowy + -+ + 1 3 3
11 Biodrowy + + -+ 1 3 3
12 Gruszkowaty + -+ + 1 3 3
13 Lonowy + + -+ 1 3 3
14 | Przywodziciel maly + -k 4 1 3 3
15 Przywodziciel kroétki -+ + + 1 3 3
16 | Przywodziciel dlugi + + - ! 3 3
17 Przywodziciel wielki czes¢ przednia -+ + + 1 3 3
18 Przywodziciel wielki czeé¢ tylna + + + 1 3 3
19 Posladkowy wielki czeé¢ dolna + + + 1 3 3
20 | Posladkowy wielki czeéé gorna + + + 1 3 3
21 Napinacz pow. szerok. + + + + A 2 5 4 1
22 | Smukly + + + |+ + 2 5 5
23 | Krawiecki + —+ 4 |+ + : : :
24 Péibloniasty + + + + 2 4 4
25 | POliciegnisty + + + + 2 4 4
26 | Prosty uda + + + + 2 4 4
27 | Dwugtowy uda gt. dluga + + + + |+ + 2 6 5 1
28 | Dwuglowy uvda gh krétka + + 1 2 2
29 | Obszerny boczny + ‘ 1 1 1
30 | Obszerny po$rodkowy + 1 1 1
31 Obszerny przysrodkowy + 1 1 1
32 | Podkolanowy o+ + 1 2 2
33 Brzuchaty lydki gt boczna - + + 3 4 4
34 | Brzuchaty lydki gt. przysr. + + + + 3 4 4 -
35 | Ptaszczkowaty + T - ) 2 2 T
36 | Strzalkowy diugi + + + 3 3 3
37 | Strzalkowy krotki |- + + + + + + 7 7 7
38 | Piszczelowy przedni ]+ + + 3 4 3 1
39 | Piszczelowy tylni + -+ |+ 3 3 3
40 | Prostownik palucha diugi + |+ + + + + + 6 7 5 1
41 | Zginacz palucha dhugi + + |+ + + + 6 6 6
42 | Prost. palcow di. i strz. ITI + |+ + + + + + + + + + + + + + + 17 17 17
43 Zgin. palcow dl, i strz., 111 + + |+ -+ -+ + + + + + + + + + + + + 17 17 17
44 | Prostownik palucha krotki - + + 3 3 3
45 | Prostow. palcéw krotki II palca + + + + 4 4 4
46 | Prostow. palcow krotki III palca + + + + 4 4 4
47 | Prostow. palcow krotki IV palca + + + + + 5 5 5
48 | Odwodziciel palucha + + + 5 3 3
49 | Przywodziciel palucha gi. sko§na + + 1 2 2
50 | Przywodziciel palucha gt. poprzecz. + i 1 1
51 | Zgin, palcow krotki IT palca + \ + + 3 3 3
52 | Zgin. palcéw krotki I1I palca + + + 3 3 3
53 | Zgin. palcow krotki IV palca + + + + + 4 5 5
54 | Zgin. palcéw krotki V palca + + + + + 4 5 5
55 | Czworoboczny podeszwy + + + - + + + + + + + + + 11 13 13
56 | Odwodziciel palca V + + + + 3 4 4
57 | Zginacz palucha krétki gl. przysr. + + + 2 3 3
58 | Zginacz palucha krétki gl. boczna + ++ 2 3 3
59 | Zgin. krotki palca V + + 1 2 2
60 | Przeciwstawiacz palca V + + 1 2 2
61 | Glistowate II palca + + + - 3 4 4
62 | Glistowate III palca + + + + 3 4 4
63 | Glistowate IV palca + + + + 3 4 4
64 | Glistowate V palca + + + + 3 4 4
65 | Miedzykostne 1I palca + + 1 5 2
66 | Grzbietowe II palca + + 1 2 5
67 | Grzbietowe III palca + + 1 2 2
68 | Grzbietowe 1V palca + + 1 5 5
69 | Migdzykostne III palca + + 1 5 2
70 | Podeszwowe 1V palca + + 1 2 2
71 | Podeszwowe V palca ’ + + 1 2 2
Liczba zespotéw migéni 12]1s[18] 9 |5|21(10|5|6[3 8|3 5]8|12]7|5 [2]3]2]3]2 1]t |6[2]2[1]3]3|1|3|6[2][2[L 3]3 1|3|3|2 6]2][4|1/3[3]1]3]a]2[8]|2[4]3]3]|3|1]3 182 269 265 4
Liczba mig$ni w stop. swob. 27 |27 | 26|15 | 9 |11 3|19 |77 |5 5 2 8 | 3| 6 8 | 3| 6 4 5 8 | 5 | 6 4 6 | 10 | 7 6 4
Liczba funkcji obslug. staw 80 24 11 13 19 12 5 2 11 6 11 6 4 5 13 6 4 6 17 6 \




Tablica 1.Parametry migéni i stawow konczyny gornej czlowicka \

Numer stawu, klasa stawu
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2 3 4|5|6|71]819 "10 11271 I]4 15/ 16|17 1&| 19 ‘ 20| 21| 22| 23 24,25 | 26)27 28|29|30 31 (32|33 34|35|36/ 37/ 38|39 40|41 |42(43 |44 45|46|4 48[ 49 50’51 52|53 54( 55 |56 | 57| 58| 59 | 60| 61 62 _ ?37 | 94_ - ”—_ES__L _ ?6__—
Piersiowy wiekszy czg$é brzuszna + J + + 1 4 3 1
Picrsiowy wigkszy czeéé 2cbrowo-
mostkowa [ + ' 4 3 1
Piersiowy wieckszy cze$é obojczykowa ; + - + 1 3 3
4 Najszerszy grzbietu czesc piersiowa | + + + 1 3 3
5 Najszerszy grzbictu cze$¢ zebrowo- | + - + -+ 1 4 3 1
ledZzwiowa 1 3 2 1
6 | Nadgrzebicniowy + 4+ o+
7 Podgrzebicniowy + 4+ 1 2 2
8 | Obty mnicjszy + - 1 3 3
Obly wiekszy + -+ - 1 4 3 1
10 | Podiopatkowy + 1 3 3
11 Naramienny czes¢ przednia + + 1 4 3 1
12| Naramienny cze$¢ boczna + - 1 5 3 2
13 Naramienny cze$é tylna + 1 4 3 1
14 | Kruczoramienny + 1 4 3 1
15 Dwuglowy ramienia gl. dluga 4 3 5 5
16 | Dwugtowy ramicnia gi. krotka 3 4 4
17 | Trbjgtowy ramienia gl. dluga 2 3 3
18 | Tréjgtowy ramienia gl. boczna 1 I 1
19 Trdjglowy ramienia gt przys§rodkowa 1 1 1
20 | Ramienny 1 I 1
21 | Ramienno-promieniowy 2 3 2 1
22 | Nawrotny-obly 2 2 2
23 | Nawrotny-czworoboczny 1 | 1
24 | Odwracacz przedramienia 1 I l
25 Zginacz nadgarstka promieniowy + -1+ + |+ 4 5 5
Prostownik nadgarstka promieniowy 3 4 4
dlugi + + + + 3 4 4
Prostownik nadgarstka promieniowy 3 4 4
krétki - - + +
Zginacz nadgarstka lokciowy -+ =+ -+ - 3 4 \ 4
Prostownik nadgarstka lokciowy + + + + 6 6 I 6
Prostownik ] n + + + + ) - : e S— l — —l == !
palcow I halea + T ;T R + + ' ] A! 6 6 o {
wspolny v + + + F + + + - - -
\Y + + + + + + + 7 7 7
34 Zginacz n + + 4 4 4
35 I + T 5 5 5
palcow palca
36 . : v + + 6 6 6
37 powierzchniowy v + H p p 6
38 . I + . 5 5 5
39 | Zeinacz 111 + J: 5 5 5
palcow palca
40| b v + + 6 6 6
41 | B€ v + + 6 6 6
42 | Zginacz kciuka diugi “+ + 1+ 5 6 6
43 | Prostownik kciuka dlugi + + 5 7 7
44 | Prostownik kciuka krotki + |+ + 4 5 5
45 | Odwodziciel kciuka dtugi + |+ + + 3 5 5
46 | Prostownik palca Il wlasny : 5 5 5
47 | Prostownik palca V wlasny 6 7 7
48 | Odwodziciel kcinka kroétki + +° 3 3 3
49 | Przywodziciel kciuka + | + 2 2 2
50 | Zginacz kciuka krotki + + 1+ 2 3 2 1
51 | Przeciwstawiacz kciuka 1 1 1
52 | Odwodziciel V palca 4 5 5
53 | Zginacz V palca krétki 2 3 3
54 | Przeciwstawiacz V palca 1 1 1
55 II 3 4 4
56 _ 101 3 4 4
57 Glistowate v palca 3 4 4
58 \% -3 4 4
59 | 3 4 4
60 | , v 3 4 4
61 *5-' dioniowe v palca 3 4 4
62 | 2 I1ilI 4 5 5
63 | & Ir 3 4 4
o 4
2: = | arzbietowe i}i palca i ::_ ; jf 4
66 A + +4 + 3 4 4
Liczba zespolu migsni 1010136 | 6 [ 12,11 ]7 4|413(10|3|7Tﬂ0 2[3[3]4 4lz|1|2)6[2]3][1]2]6|1]6 sluj2|tj2|alr|alz]|1|s|1|2|1|2]4]1]4 5]|4 6 ]z2|2]2]2[s 1]s5] 19 264 252 12
Liczba zespolu migsni obstugujacych - -
staw 57 18 8 33 23 12 6 3 12 8 7 9 6 5 3 9 6 5 9 12 7 6
Liczba funkcji obstug. dany stopient ‘ - T T i ‘ |
swobody 20 19 | 18 18 8 23 ‘ 10 | 23 5 ‘ 7 6 3 8 ‘ 4 8 7 6 ‘ 3 6 5 3 6 3 6 5 9 8 | 4 7 6




Tablica 3. Parametry miesni i stawéw koriczyny przedniej konia
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jacych 22 stawy konczyny gérnej cztowieka; podano tam réwniez klasy migéni oraz rodzaj
i liczbe funkcji rozwijanych przez nie w stawach. Takie ujgcie pozwala na blizsza analize
dziatania napeddw mies$niowych oraz na wyciagniecie pewnych wnioskdw o prawidio-
woéci ich rozmieszczenia. W analogiczny sposob postgpujac w tablicach 2 i 3 ujeto pa-
rametry mie$ni obslugujacych konczyne dolna cztowieka i przednia konia. \

Na podstawie danych tablicy 1 sporzadzono wykres pokazany na rys. 2, ktéry ujmuje
zalezno§¢ pomiedzy liczba migéni a okredlonym stawem. Numeracje stawéw przyjgto,
podobnie jak w anatomii, od stawu proksymalnego (ramiennego) az do dystalnego sta-
wu pigtego palca, tzn. w kolejnosci zgodnej z numeracja podang na rys. 1.

Liczba migsni

Numer stawu

Rys. 2. Liczba migsni obstugujacych poszczegblne stawy konczyny gornej cztowieka

Biorac pod uwage, 2ze w konczynach wystepuja pary kinematyczne (stawy) o klasach
piatej (ps), czwartej (p4) 1 trzeciej (p;), liczba ich napedow migéniowych, przez analogie
do ukladdw techumicznych, powinna wynosi¢ odpowiednio 2, 4 i 6 migsni. W koficzynach
liczby napedéw migéniowych sg jednak wigksze i moga by¢ potraktowane jako nadwyzka
w poréwnaniu do rozwiazan technicznych. Na rys. 3a i 3b podano nadwyzki napedéw
mig$niowych wystepujace w stawach o klasie p, 1 ps. Jak wynika z tych przebiegdéw mini-
mum nadwyzek migéniowych (50%) ma miejsce w stawach o najmniejszej amplitudzie
i niezaleznodci ruchu oraz przenoszonych momentach sit. Maksimum nadwyZek miesnio-
wych wystepuje w stawach lokciowym i promieniowo-nadgarstkowym.

Na podstawie danych tablicy 1 sporzadzono diagram przedstawiony na rys. 4.*) Na tym
diagramie podano rozklad wskazujacy na to jaka liczba miesni réznych klas obstuguje
dany staw. Np. staw nr 2 jest obstugiwany przez mie$nie wszystkich siedmiu klas (1 do 7).

Korzystajac z rys. 4 podano rozklad udzatu liczbowego migéni réznych klas przy-
padajacych na okreslong liczbe stawdw (rys. 5). Jak wynika z rys. 41 5 dominujg wyraZnie
stawy, ponad ktérymi przebiegaja migénie nalezace do klas 3,4 1 5 (~ 83%).

W celu zbadania wplywu liczby réznych funkcji poszezegdlnych migsni w stawach
sporzadzono diagramy pokazane na rys. 6a,b i ¢, odpowiednio dla koficzyny gornej
i dolnej czlowieka oraz przedniej konia. Na tej podstawie opracowano rozklady podane

') Autorzy wyrazaja podzickowanie Pani Prof. dr Zorin MORECKIE] za pomoc przy opracowywaniu
niektorych tablic i wykreséw.
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Rys. 3. Nadwyzka aktonéw przypadajaca na stawy: a) klasy czwartej pq, b) klasy piatej ps
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Rys. 6. Diagramy liczb réznych funkeji aktondw mieéni w zaleznoéci od numeru stawu: a) dla konczyny
gérnej czlowieka, b) dla konczyny dolnej czlowieka, ¢) dla konczyny przedniej konia

na rys. 7a, b i c. Wskazuja one na pewng okreslong kierunkowo$¢ zmian tych rozkladdw
wraz ze zmiana funkcji konczyny. W przypadku koficzyny gérnej czlowieka, ktdra jest
przystosowana do wykonywania najbardziej wszechstronnych funkeji, jak np. roboczych,
bytowych, obronnych itp. notuje sig wystepowanie zespotéw mieéni o wszystkich siedmiu
funkcjach, z jedna dominanta, tj. migéni o trzech réznych funkcjach, wzgledem osi stawow,
ponad ktérymi one przebiegaja (rys. 7a).

W miare postepujacej specjalizacji kofczyny, tzn. ograniczenia liczby wykonywanych
przez nia aktéw ruchowych, zauwaza si¢ wyrazng zmiang rozkladu funkeii mieéni (rys. 7b).
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Kierunek zmian wykazuje tendencijg bardziej réwnomiernego rozkladu liczby stawdw
obshugiwanych przez zespoly migéni o réznych funkcjach. W koniczynie dolnej dominuja
stawy, ponad ktérymi przebiegaja mig$nie o pigciu réznych funkcjach., Dalej idacy ten-
dencje notujemy w przypadku konczyny przedniej konia (rys. 7c). W konsekwencji po-

A

10 -
B_.
§ L a b - c
sl ‘§6
o =}
Z4F 84 Q4F
3 Kl
-~ 8
2[ 2 o2
o

2 3.4 5 6 7 2 3 45 6 7 2 3 4 5
Liczba moznych funkcji Liczba réznych funkcji Liczba roznych
funkcji

Rys. 7. Rozklady liczb réinych funkeji migéni przypadajacych na liczbe stawéw: a) dla koriczyny gérnej,
czlowieka, b) dla konczyny dolnej czlowieka, c) dla konczyny przedniej konia '

woduje to wystgpowanie bardziej sprzezonych ruchéw migdzy poszczegdlnymi stawami
w konczynie dolnej cztowieka i przedniej konia.

Inny rodzaj analizy napedéw mig$niowych omawianych konczyn zaprezentowano
w tablicach 4, 51 6. W tablicach 4a i 4b podano rozkiad migéni wedtug klas i funkcji oraz
klas obstugiwanych stawéw konczyny gornej. Jak wynika z tablicy 4a dla stawdw obstu-
giwanych przez migénie o wyzszych klasach wystepuja pewne prawidlowosci, mianowicie
ustala sig okre$lony zwiazek migdzy liczbg obstugiwanych stawéw 1 ich klasa o postaci

(2) km = P4+Ps >

gdzie p, =2 1 ps =1,2,3,4,5. Wydaje si¢, Ze mozna stad wyciagnaé pewne wnioski
ogodlne przy konstrukcji manipulatoréw konczynopodobnych.

Podobne prawidlowoéci notuje si¢ w tablicy 4b. Przeprowadzona analiza konczyny
dolnej cztowieka i przedniej konia wskazuje réwniez na wystepowanie podobnych
zwigzkéw. Dla konczyny dolnej czlowieka otrzymujemy

(3) km == P4 +P5 H

gdzie p, = 1,4,5ips=2,3,4,5,6113.
Przeprowadzona analiza koriczyny przedniej konia prowadzi do nastgpujacych spo-
strzezen (tablice 6a i 6b)

(4) km = Ps»
gdzie ps = 1,2,3,4,516.
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Tablica 6a. Rozklad miesni wedlug klas i liczhy klas obslugiwanych stawoéw konczyny przedniej konia

Kiass | Licshe | RozKfad migsni wedtug las i liczby klas obsfugiwanych stawow
miegnia migsni b3 |psrps | ps 2ps 3ps 5ps | Bps
1 17 12 5
2 5 3 2
3 3 :
5 2 2
6 2 2
29

Tablica 6b. Rozklad mie$ni wedlug funkcji i liczby klas obslugiwanych stawéw konczyny przedniej konia

Funkeja Liczba Rozktad migéni wedtug funkcji i liczby klas obstugiwanych stawow
migsti migsni Ps |Ps*Ps | Ps | 2ps | 3ps | Sps | Ops

1 7 2 5

2 11 7 2 2

3 7 3 1 3

5 2 2

6 2 2

29

Tablica 7. Rozklad liczby migéni réznych klas w obstudze okreslonych stawéw konczyny gérnej czlowieka

Liczba stawbw w ktdrych wystgpuje dana klasa migsni
Klasa Liczba —
stawu stawdw klasa migsni
_ 1 2 3 4 5 6 1
P 1 1 1 1
Py 5 0 1| 6 | 4 5 5 "
P 15 3 4 14 8 7 12 8
22

Analizujac rolg migéni roznych klas przy obstudze stawéw korczyny gérnej o roznej
liczbie stopni swobody oraz stosujac porzadkowanie wedlug rachunku klas otrzymujemy
obraz podany w tablicy 7 oraz na rys. 8a.

W tablicach 8 i 9 oraz na rys. 8b i 8c zaprezentowano wyniki analizy przeprowadzone;j
dla konczyny dolnej czlowieka (tablica 8 i rys. 8b) oraz przedniej konia (tablica 9 i rys. 8¢).
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Komentujac otrzymane wyniki mozemy stwierdzi¢, iz rozkfad mi¢sni konczyny gornej
i dolnej cztowieka wedlug ich klas, nie zalezy od rodzaju obslugiwanego przez nie stawu
jest bowiem bardzo podobny dla stawdw czwartej i piatej klasy.

b oa b
15~ %5
z 0 z :
S E
S0
A 8
(] =~ o
B -0
IS r 5
s
0=%"2 3 45 5 7
Klasy miesni
} C
6—

Liczba stawdw
L
T

L) 1 I
0123456

Klasy migsni

Rys. 8. Liczby stawdw obstugiwanych przez migénie réznych klas dla stawow czwartej (p4) i piatej klasy (ps)

Tablica 8. Rozklad liczby migéni réinych klas przy obsludze stawéw konczyny dolnej

Liczba stawdw w ktérych wystepuje dana klasa migsni
Klasa Liczba - —
slawt stawdw asa migsni
l 2 3 4 5 6 7 11 17
P 1 1 I S DR I N R
"y 6 6 2 6 | 4 1 ] 1 4 4
P5 15 - 4 12 7 4 5 6 6 13

Tablica 9. Rozklad liczby mies$ni réznych klas przy obsludze stawéw koficzyny przedniej konia

Liczba stawdw w kitdrych wystepuje dana klasa miesni
Klasa Liczba —
stawu stawdw klasa migsni
1 2 3 4 5 6
P3 1 1 1 1 — _ _
% 6 3 4 4 0 2 2

6*
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3. Zagadnienia wyboru i rozmieszczenia napedéw migSniowych

Przeprowadzona w poprzednim rozdziale analiza parametréw strukturalnych napedéw
mieéniowych wskazuje na pewne prawidtowosci. Niemniej nie stanowi ona wystarczajacej
podstawy przy syntezic manipulatoréw kofczynopodobnych. Do analizy strukturalnej
nalezy dolgczyé ponadto kwesti¢ rozkiadu sit i obciazen przenoszonych przez poszcze-
gblne kosci (cztony) oraz zagadnienia ich ksztaltu i wytrzymatosei. Dopiero tgczna analiza
t2go zespotu czynnikéw wraz z analizg vktadu sterowania moze doprowadzi¢ do ustalenia
prawidtowosci i zasad budowy tak zlozonych biomechanizmdw.

Ograniczymy nasza analizg w tym zakresie do przypadku ptaskiego i stawow fokciowego
1 promieniowo-nadgarstkowego kosniczyny gornej czlowieka. Pierwsze prace w tym za-
kresie byly prowadzone juz przez ELFTMANA i STORCKA w latach 1939 1 1951 [4], [5].

a b
5_ 30 5., 30
F=60N oo
TN F=0N G=10N
5=0N ,'_2=20N

F+R=60N
F+F+F=80N

F=60N G=10N

2 — dynamometr
F=80N FR+E=140N

4

Rys. 9. Przykiady réwnowazenia momentu sity zewngtrznej (G) przez uktad migéni 1 i 2 stawowych: a) mo-
ment sily G réwnowazy migsien dwustawowy, b) moment sity G réwnowaza migsnie, 1 i 2 stawowy,
¢) moment sily G réwnowaza tylko migsnie jednostawowe

Na rys. 9 podano przyklad analizy wplywu napedéw miesniowych dwoch réznych
klas pierwszej i drugiej (tzw. mieénie jedno i dwustawowe) na rozklad momentdw sit
w stawach. Na rys. 9a, b i ¢ podano kolejno wielkoéci sit i momentdw sit rozwijanych
przez odpowiednie migénie w zaleznosci od potozenia konczyny 1 rodzaju miedni. Jak
wynika z przeprowadzonej analizy, faczna sita przenoszona przez uklad jednoczesnie
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dzialajacych migéni klasy 11 2 jest o okoto 409 mniejsza od sity rozwijanej przez migénie
tylko 1 klasy. W statyce organizméw Zywych mozemy przyja¢, iz wielkos¢ wydatkowane;j
energii jest proporcjonalna do wielkoéci rozwijanej sity przez poszezegoine miesnie.

Na rys. 10 pokazano rozmieszczenie migéni w stawach lokciowym i promieniowo-
nadgarstkowym w plaszczyznie strzatkowej oraz rozkiad sil uzyskany z réwnania udzia-

Fi2345

=

fa23

Rys. 10. Sity rozwijane przez migénic w stawach {okciowych i promieniowo-nadgarstkowym (plaszczyzna
strzatkowa). Od 1-8 migénie lub ich aktony

léw [6]. Przyjmujac obciazenie zewngtrzne F, = 210 N przylozone do dloni otrzymujemy
momenty wypadkowe odpowiednio w stawie promieniowo-nadgarstkowym M, =
= 1430 Ncm i fokciowym M, = 9240 Ncm. Sita wypadkowa wynosi tutaj 3280 N. Przyj-
mujac umowne zastgpcze migénie jednostawowe, ktdre bylyby realne biologiczne, o pro-
mieniach wynoszacych odpowiednio r; = 20 mm i r, = 50 mm otrzymujemy

) F1,=-]‘11_=715N, F,, = Arlz = 1848 N.

Fy 2

Przyjmujac, ze niektére mie§nie rozwijaja momenty w stawach sgsiednich (ramiennym —
migsien nr 4, oraz $§rédrecza i palcéw — miesiert nr 6) otrzymujemy dwa -dodatkowe



Rys. 11, Rozklad naprezen w kosci przy réznych klasach miesni: a) ko$é tokciowa, b) ko§é udowa.

{86}
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miesnie zastepcze, ktdre powinny zréwnowazyé dziatanie mie$ni naturalnych w stawach
sasiednich.

Stad taczna sita zastepcza wynosi okolo 2563+1411 N i jest o 694 N wicksza niz
w ukladzie naturalnym. Ponadto wigksza liczba migéni naturalnych powoduje znacznie
mniejsze naprezenie punktowe w kosciach i bardziej réwnomierne roztozenie brzu$céw
wokot szkieletu. Analiza eleastooptyczna [7] wskazuje, Ze zastosowanie wylacznie napedéw
migéniowych 1 klasy (migéni jednostawowych) powoduje znaczny wzrost naprezefi w ko-
éciach (rys. 11). Kwestie te zwiazane sg z optymalizacja wytrzymalodci szkieletu oraz
oszczednodcia materialu zwigkszajacego obciazenie konczyny. Stad wynika, ze dobdr
mieéni odpowiednich klas oraz ksztaitu kosci jest tym czynnikiem, ktéry nalezy uwzgled-
niaé przy syntezie mechanizméw konczynopodobnych.

4, Zakonczenie

Przeprowadzona analiza struktury i statyki napgdéw migéniowych biomechanizméw
oraz dane pi$miennictwa wskazuja, iz trzy zasadnicze kwestie sg tutaj dominujace, mia-
nowicie

— mozliwoé¢ funkcjonalnej zmiany struktury napedow mie§niowych,

— rozmieszczenie i1 klasa napedow, co wiaze si¢ z wartofcia wydatkowanej energii,

— uksztaltowanie kosci 1 zwiazane z tym zagadnienia wytrzymaloéci oraz oszczednosci
materiatu.

Zespot tych warunkow nalezy wzia¢ pod uwage w przypadku syntezy manipulatoréw
konczynopodobnych. Wydaje sig, Ze stosujac te prawidlowosci, szczegdlnie przy budowie
manipulatoréw typu «konczyna» o wielu stopniach swobody, mozna uzyskaé znaczne
zmniejszenie wymiardw czlondw, ciezaru, wartosci wydatkowanej energii oraz wbrew
pozorom uproszczenie uktadu sterowania takim obiektem.

OczywiScie przedstawione studia nie wyczerpuja zagadnienia lecz wskazuja jedynie na
kierunek dalszych poszukiwan w tym zakresie.
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Peawme

HEKOTOPBIE CBOVMICTBA BMOMEXAHW3MOB ITEPEMEHHON CTPYKTVYPLI

TIposeaed cTpYKTYPHO-hYHKIIHOHAIEHBLT AHANK3 BepXHEeH M HHIKHeH KOHEYHOCTell ueropenxa m me-
penHeil KOHEYHOCTH Jiomagu. Ha ocHOBe CTPYKTYPHbLIX 3aBUCHMOCTEH yCTAaHOBJIEHA IIOABMMHOCTE ITHX
(MCXAIIH3MODB) H [ICCIEN0BAHBI HEKOTOPLIE BONIPOCh! MBLILCYHLIX NPHBOJOB. Ha ocHoBanMy 3TOro ama-
nH3a GaHbl HEKOTOPbIE 3aMEYaHUsl OTHOCUTEJILHO Da3MEINEHHS MbIEYHbLIX IPHBOJOB M H3MEHEHHH MX
pacTipenesieHU A, K1aCCoB M (PYHKI ¢ MameHeHHEM crielnanu3alnny koHeurocTell. K crpyxrypro-dyHir-
LUOHANIGHOMY 2HANH3Y I[IPMCOBOKYIICH TaIOGKE YHPOLICHHLIH CraTHUYecKMIt aHanmM3 cycraBa ObCIyH(u-
BaCMOT'0 MBIILAMK IIEPBOTO M BTOPOTO KJACCOB, C YKA3aHHEM HA HEKOTOPHIE IIPEUMYINECTBA TalHUX CH-
crem. TIpUBOAMTCS TAKyKe NPHMCP IMOJISIPU3ALHOHHO-ONTHYECKOrO AHANH3A YKAa3bIBAIOIIMA Ha Lieseco-
OoGPA3HOCTs NPHMEHEHHMS MBI HECKOJBKHMX KJIACCOB NS IPHBOJAA COOTBETCIBYIOUIHX cycraBoB, Pe-
3yNpTars! paboThbl HARAYT NDUMCHEHIE AN CHHTC3a OHOMAHHIYISITOPOB.

Summary

SOME PROPERTIES OF BIOMECHANICS WITH VARIABLE STRUCTURES

This paper deals with the structural and functional analysis of upper and lower extremities of a man
and the anterior extremity of a horse. Basing on the structural relation, the mobility of these «mechanisms»
was established and some problems of muscle drives were investigated. This analysis shows some regula-
rities in collocation of muscle drives and some changes in relation to the specialisation of the extremity.
In spite of structural-funztional analysis, the simoalified static analysis of the system equipped with muscles
of first and second class was given and somz advantages of these systems were shown. An example of
photoelastic analysis is given, showing the advantages resulting from the application of muscles of various
classcs operating appropriate joints, The results of the present paper will be applied in the synthesis of
biomanipulators similar to the extremities.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
AKADEMIA WYCHOWANIA FIZYCZNEGO

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 21 kwietnia 1970 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1, 9 (1971

PLASTYCZNE SKRECANIE NIEJEDNORODNYCH PRETOW O ZMIENNEJ SREDNICY

MARIAN GALOS (KRAKOW)

1. Uwagi wstepne

Problemowi sprezystego skrecania pretéw o-zmiennej $rednicy poswiecono bardzo
wiele prac. Rozwiazanie problemu sprowadza sie do znalezienia dwu skladowych stanu
naprezenia 7y, i 74,, jezeli problem rozwigzywany jest w uktadzie walcowym (r, 0, z).
Rozwiazano szereg przypadkéw sprezystego skrecania takich pretéw, gtéwnie metoda
odwrotng oraz metodami przyblizonymi. Podstawowymi pracami w tej dziedzinie sa
prace MicHELLA [4], FoppLA [2], NEUBERA [5]. '

Znalezieniem rozkladu napreZzen w strefie plastycznej przy sprezysto-plastycznym skre-
caniu takich pretéw wykonanych z materialdw sprezyscie i plastycznie jednorodnych
zajmowal si¢ gldwnie Soxorowskr [6], [8], ktdry rozwigzal szereg przypadkow, jednak
w postaci doéé trudnej do bezposredniego zastosowania (np. do rozwigzywania zadania
o sprezysto-plastycznym skrecaniu), poniewaz autor znalazt uwiklane réwnanie charakte-
rystyk. : ' '

Problemem rozkfadu naprezen w strefie plastycznej przy skrecaniu pretédw plastycznie
niejednorodnych dotychczas nie zajmowano sig.

Bardzo trudne do rozwigzania jest zadanie o sprezysto-plastycznym skrecaniu pretéw
o zmiennej $rednicy i dowolnym ksztalcie powierzchni bocznej. Istotna trudno$¢ tego
zadania polega na tym, ze jednocze$nie szukamy rozwigzania w strefie sprezystej oraz
granicy miedzy strefg sprezysta i plastyczng. Wobec tego dla znalezienia rozwigzania
w zakresie sprezystym nie znamy bezposrednio granicy tej strefy {(co za tym idzie i wa-
runkdw brzegowych). Jakkolwiek w tej dziedzinie rozwigzano szereg p rzypadkéw (EpDYy,
SHaw [1]), to do rozwigzania wykorzystano metody przyblizone (wykres§lno-analityczne,
energetyczne), ktdrych zastosowanie jest bardzo uciazliwe. W rozpatrywanych przez
powyzszych autoréw przykiadach przyjeto, Ze prety wykonane sg z materialéw jedno-
rodnych.

W obecnej pracy zajeto si¢ gféwnie rozwigzaniem problemu plastycznego skrecania
pretéw o zmiennej $rednicy, wykonanych z materialéw o dowolnej niejednorodnosci
plastycznej (zaleznej od zmiennych #, z w ukladzie walcowym r, 8, z). Stwierdzono mia-
nowicie analogi¢ matematyczng, jaka zachodzi pomiedzy tym problemem a problemem
plastycznego skrecania pretéw pryzmatycznych wykonanych z materialéw o dowolnej
niejednorodno$ci poprzecznej, ktéry to problem byt rozpatrywany w pracy GALosa [3].
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Jezeli mianowicie do rozwazan wprowadzimy funkcje naprezen @ spelniajaca tozsamoscio-
wo warunki réwnowagi, to rozwigzanie obydwu problemoéw mozna sprowadzi¢ do iden-
tycznego réwnania

(1.1) lgrad | = k(xy, x,),

gdzie przez Xx,, X, oznaczono w sposéb ogdélny zmienne w przekroji poprzecznym nie-
jednorodnego preta pryzmatycznego o dowolnym przekroju lub w przekroju podiuinym
preta o zmiennej $rednicy. Podobnie, jak w pracy [3], zajeto si¢ szczegdtowo okresleniem
linii najwiekszego spadku funkcji naprezen (tak w dalszym ciagu nazywaé bedziemy rzuty
tych linii na plaszczyzng r, z przekroju preta). Warto podkredli¢, Zze linie najwiekszego
spadku funkeji naprezei sy identyczne z charakterystykami problemu, a zarazem
z liniami po$lizgu. Na podstawie znalezionych linil najwigkszego spadku mozna okre$li¢
sama funkcje naprezen @, a nastgpnie rozklad naprezen.

W pracy podano rdowniez metode projektowania pretéw rurowych, ktére wykazuja
calkowite uplastycznienie oraz metode odwrotng rozwigzywania problemu spreZysto-
plastycznego skrecania pregtow o zmiennej §rednicy, ktora to metoda jest podobna do
zastosowanej przez SOKOLOWSKIEGO [7] przy rozwiazywaniu zagadnienia sprezysto-
plastycznego skre¢cania pretéw pryzmatycznych.

W niniejszej pracy zajeto si¢ réwniez okresleniem deformacji strefy plastycznej skre-
canego preta oraz przedstawiono szereg przykladéw ilustrujacych metody przedstawione
W pracy.

2. Podstawowe rdéwnania problemu

Problem znalezienia rozkladu naprezen w strefie plastycznej skrecanego preta o zmien-
nej srednicy jest problemem wewnetrznie statycznie wyznaczalnym, zatem rozklad naprg-
zeni nie jest zalezny od tego, czy przyjmiemy do rozwigzywania teorie matych odksztalcen
sprezysto-plastycznych, czy tez teori¢ plynigcia plastycznego.

Jezeli of z jest osia preta (rys. 1), to rézne od zera skladowe stanu naprezenia 7,
i 7y, sa okre$lone rownaniem réwnowagi wewnetrznej

01, 07y, 274,

@.1) ar T 0z r

=0

oraz warunkiem plastycznosci
(22) ng+102r = kz(r) Z),
(gdzie k(r, z) jest granica plastycznosci na $cinanie bedaca pewna funkcja zmiennych
r i z), przy odpowiednim warunku brzegowym.
Uktad réwnan (2.1) i (2.2) mozna sprowadzi¢ do jednego réwnania przez wprowadze-

nie funkcji naprezen D(r, z), spelniajacej tozsamo$ciowo warunek réwnowagi (2.1), mia-
nowicie

) 1 00 1 09
(2-3) Tor = T2 a7 5 .
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Podstawiajac zaleznosci (2.3) do réwnania (2.2), otrzymujemy

ao\* (a0’ .

@4 (“_) * (‘a;r) — k2, D) = B, )
lub zapisane w innej postaci
(2.5) igrad ®| = k(r, z),
gdzie k(r, z) = r2k(r, z).

Rozpatrywany problem, jak tatwo zauwazyé, daje si¢ zapisa¢ analogicznym réwnaniem
rézniczkowym, do problemu plastycznego skrecania pretéow pryzmatycznych o dowolnej
niejednorodnosci poprzecznej [3]. Wobec tego, podobnie jak w pracy [3), zajmiemy sig¢

okreslaniem linii najwickszego spadku funkcji @ (linii poslizgu), a dopiero na tej podstawie
okre§leniem samej funkcji @ oraz rozkladu naprezen.

il
2
g

Rys. 1

Réwnanie rézniczkowe linii najwiekszego spadku z = z(r) funkgji @ mozna w oparciu
o wyniki pracy [3] napisaé w postaci
ok ok z"7((r z)
2.6 pfiut Okl i o Mt A
(2:6) “or ez e
Jezeli funkcja niejednorodnosci k(r, z) jest zalezna tylko od zmiennej r lub stala, to
rownanie (2.6) ulega znacznemu uproszczeniu do postaci

dc 2"k
2.7 il S, _
@7 Zar 1422
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Znalezienie rozwiazania réwnania (2.7) w kwadraturach jest stosunkowo proste,
mianowicie

4 dr
(2.8) z—zo =% | ————,
OJ VCl2—1

gdzie ry, zo sa wspdtrzednymi znanego punktu, przez ktéry przechodzi linia najwickszego
spadku, zas C — stala calkowania wynikla z warunku brzegowego.

3. Analiza warunkéw brzegowych

Przy pretach wykonanych z materiatléw jednorodnych uplastycznienie preta zaczyna
si¢ na powierzchni zewnetrznej, a nastepnic propaguje do wnetrza preta. Zakfadamy dalej,
ze rozpatrywad bedziemy prety wykonane z materiatléw o takiej niejednorodnosci, ktéra
nie zmieni kolejnosci uplastyczniania. Wobec tego, jezeli moment skrgeajacy pret prze-
kroczy wartoéé noénosci sprezystej na calej diugosci preta, to bedziemy mieé do czynie-
nia z dwiema strefami w prgcie: zewnetrzna — plastyczng 1 wewngtrzng — sprezysta.

Rys. 2

Do wyznaczenia rozkladu naprezen w strefie plastycznej wystarczajaca jest znajomo$é
sposobu obciaZenia powierzchni bocznej. NajczeSciej powierzchnia ta jest nieobcigzona.
Zakiladamy dalej, ze denka preta sq obcigZzone w taki sposdb, jak to wynika z warunkéw
brzegowych danych na powierzchni bocznej preta oraz rozwiazania nzyskanego przy po-
suwaniu si¢ wzdluz linii najwiekszego spadku.

Jak juZz poprzednio zaznaczono, najczeiciej spotykanym przypadkiem jest skrgcanie
pretéw o nieobciaZzonej powierzchni bocznej. Dla tych przypadkéw mozna wykazaé,
ze funkcja naprezen & na konturze AB (rys. 2) jest wielkoScig stata. Z warunkdéw brze-
gowych wynika

(3.1) Dno = ToyQnrtTg p; = 0,
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gdzie

dar’
dr
dr

a,. = cos(n, r) =
(3.2)
Uy = cOS(n, z) = — ——,
(dt — elementarna dfugos¢ tuku konturu).
Po podstawieniu (3.2) 1 (2.3) do (3.1) oraz po przeksztalceniach otrzymujemy
0P dz | 0D dr _ dd

T T Y

(3.3)
co dowodzi twierdzenia.

Moga zachodzi¢ takze 1 przypadki, gdy funkcja naprezen @ nie jest stala wzdiuz pe-
wnego odcinka, mianowicie wtedy, gdy powierzchnia boczna preta jest obcigZzona lub
w przypadku analizy warunkdw ciaglosci na granicy pomiedzy strefa sprezystg i plastyczna,
przy rozwigzywaniu problemu metodg odwrotng (ktéra to metoda zostanie przedstawiona
w nastepnych rozdziatach niniejszej pracy).

Dlatego w dalszym ciggu rozpatrywaé bedziemy przypadek ogdlny, gdy funkcja na-
prezefi @ na pewnym odcinku AB jest zmienna. Zaktadamy, Zze dla danej funkcji nieje-
dnorodnosci znane jest rozwiazanie réwnania rézniczkowego linii najwiekszego spadku
w postaci ogélnej (catka ogdlna réwnania rézniczkowego (2.6), zawierajaca dwie stale
catkowania). Niechaj dalej na pewnym odcinkn AB o réwnaniu z = z,(¢), r = r,(t) jest
dana warto$¢ funkeji naprezen @(¢). Dla kazdego punktu M lezgcego na odcinku 4B
1 okre$lonego parametrem f = f,;, mozna okre$li¢ pochodng kierunkowq%gf— (o ile oczy-
wiscie funkcja D(¢) jest rozniczkowalna). Musi by¢ przy tym spetniony warunek

. ()]
(3.9) ‘d—‘< |grad @|.
dt
Z analizy wektorowej wynika, ze
ad
dt |y
3.5 =
( ) COSyM |grad¢|M>

gdzie kat yy jest katem zawartym pomiedzy styczna do konturu w punkcie M, a styczna
do linii najwigkszego spadku funkcji naprezed @ w tym punkcie.

Poniewaz wspolczynnik kierunkowy stycznej do linii najwigkszego spadku przecho-
dzacej przez punkt M jest (jak to wynika z rys. 2) réwny

tgy+tgl

(3.6) G = B+ =

wigc po uwzglednieniu (2.5) oraz

dz, |dr
3.7 el N el
(37 tel dt /dt
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i wykonaniu prostych przeksztalcefi, otrzymujemy ostatecznie

dP dz,  dr / ) ( )
, a’? a’r L ]/ k (r A= \ar
(3~8) tg{l}u = Zp = e b =

AD dr,  dz, l/ d(]) z
o " ac VRSO

Z powyiszych rozwazan wynika, ze warunki brzegowe dla lmli najwiekszego spadku
przechodzgcej przez punkt M beda nastepujgce:

M

(3.9) dla t = ty: r=ry; z=2zy, Z =zy.
Warunki te pozwalaja na okreslenie obydwu statych catkowania.

Jezeli rozpatrywa¢ bedziemy kontur nieobciazony, dla ktérego ¢ = const, to warunki
brzegowe ulegng uproszczenin do postaci

(h, | dz,
3.10 dlﬂ.t:t : P = Far, Z = Zu, Z/:Z’ — e —
( ) M A > M > M= Jt i Jr M,
co jest réwnoznaczne z warunkiem prostopadiosci linii najwigkszego spadku do rozpa-

trywanego konturu AB.

4. Okreslanice funkeji naprezen

W dalszych rozwazaniach korzysta¢ bedziemy z krzywoliniowego ukiadu wspoirzed-
nych s, I. Uktad jest tak dobrany, Ze jedna rodzina krzywych wspétrzednych s jest rodzing
linii najwigkszego spadku, za$ druga rodzina wspdlrzednych I — pewna rodzing krzywych

z4

\:V

Rys. 3

przecinajacych krzywe s. Wspotrzedna / zmienia sie wraz ze zmiana punktu M lezacego
na rozpatrywanym odcinku konturu 4B (rys. 3). Ukiad wspétrzednych s, / moze byé na
ogot dowolnym, uko$nokatnym uktadem wspdtrzednych krzywoliniowych okreslajacych
jednak w sposdb jednoznaczny caly rozpatrywany podobszar przekroju preta. Ukfad
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s, 1 jest dobierany dla kazdego zadania w ten sposdb, aby obliczenia byly mozliwie naj-
prostsze.
Funkcje naprezen @ okreslimy znajac linie najwickszego spadku w postaci catek ogdl-
nych (okreslonych dla danej niejednorodnosci materiatu) oraz warunki brzegowe.
Przedstawmy linie najwigkszego spadku w postaci parametrycznej (juz po uwzgled-
nieniu warunkéw brzegowych), jako rodzine krzywych

4.1 r=r(s, D, z=2z(,1),
gdzie s jest parametrem wyznaczajacym punkt krzywej, natomiast / — parametrem
wyznaczajacym krzywa (stalym dla danej krzywej).

W dalszym ciagu szuka¢ bedziemy funkcji naprezen @ zaleznej od parametréw s i 7.
Dla okreslenia funkcji @ wykorzystana zostanie zalezno$é (2.5) w nieco zmienionej po-
staci

dd
"¢ (]5 == | =
|grad @] i

k(r, 2),

ktéra stwierdza, ze przyrost funkcji naprezen na linii najwigkszego spadku jest proporcjo-
nalny do |grad®| = k(r, z) oraz do przyrostu diugosci linii najwigkszego spadku dni,

4.2) d® = k(r, z)dm.

Po przedstawieniu niejednorodnosci w postaci % =k(s, 1), wyrazenie na przyrost
funkeji @ wzdluz linii najwigkszego spadku moZna zapisaé nastepujaco

N P

(4.3) , D(sp, ) —Plsy, b) = [ ks, byy) dm.
M
Dla przypadku konturu nieobcigzonego przyjmujemy, ze na konturze @y = C = const
iotrzymujemy
P
(4.4) D(sp, i)~ C = f ke(s, Ly)dm.
M

5. Okre$lenie rozkladu naprezen

W rozdziale poprzednim okre$liliSmy funkcje naprezenn @. Obecnie wykorzystujac
wyniki poprzedniego rozdzialu okre§limy rozklad naprezen z zaleznosci (2.3)

109 1 29

=T e T T gy
Poniewaz poprzednio szukaliémy @& jako funkcji wspdirzednych krzywoliniowych
s, I, dlatego takze i naprezenia 7,, 1 7,, latwiej bedzie okredli¢ jako funkcj¢ wspdtrzednych
5, 1. W tym celu nalezy wykonaé transformacje zaleznosei (2.3) ze wspdirzednych r, z
na wspotrzedne s, /. .
Réwnanie rodziny linii najwiekszego spadku przedstawione bylo wzorami (4.1)

r=r(s;), z=z(s;10),
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oD

zatem pochodne funkcji naprezen 55 1 mozna zapisaé

00 _ 0D 0o 0P 0z
os  Or ds ' &8z 0s’
5.1
(1) oD _ oD Or 0P 0z

o = o e e A
Poniewaz w naszym przypadku dana jest funkcja @ == @(s, I) oraz wzory (4.1), wiec

. . 0D . 00D - .
w rownaniach (5.1) niewiadomymi sg o L Wartosci tych pochodnych mozna okre$lié

oz

rozwigzujac uklad réwnan (5.1). Po wstawieniu obliczonych wartosci 27 15, oraz r(s; 1)

do (2.3) otrzymujemy
0P or 0P or
e poo L0 ds  0s dl
AT 2, ) or 9z 0z ar

os ol os ol

(5.2)
oD oz 0D 0z

Y as al ol B
YT (s, ) or 9z 8z or
os ol ds ol

Rys. 4

Analogiczne wyniki dla naprezeri 7y, 1 7, moZzemy otrzymaé na innej drodze, miano-
wicie, jezeli z rys. 4 okre$limy zalezno$é

(5.3) Tor = k(s, Dsina, 7, = —k(s,)cosa,

gdzie kat o jest katem zawartym pomigdzy osig r a styczng do linii najwickszego spadku
w danym punkcie. '
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Jezeli udaloby sig znalezé zalezno$é odwrotng do (4.1)
(5.4) s=s(r;2), [1=10;2),
to mozna bytoby okresli¢ funkcje naprezen jako @(r, z), a dalej, korzystajac z (2.3), okre-
§li¢ naprezenia 7y, i 75, w funkcji wspdlrzednych r, z, co jest bardziej korzystne od (5.2),
ze wzgledu na czgsto spotykane ograniczenia pretéw powierzchniami z = const; latwo
jest wtedy, dla powierzchni z = const okresli¢ interesujacy nas rozkiad naprezen.

6. Deformacja pretéw

Przy rozpatrywaniu zadania skrgcania pretéw o zmiennej $rednicy korzysta si¢ z metody
polodwrotnej, ktéra zaktada, ze przemieszczenia u i w w kierunkach osi r i z s rowne
zeru, natomiast przemieszezenie v w kierunku 6 jest rézne od zera. Przy takim zalozeniu,
rézne od zera skiadowe stanu odksztalcenia mozna przedstawi¢ wzorami

- N 2 W
©.1) Yoo =T\ e T T\

Jezeli dalej przyjmowaé bedziemy, Ze pret wykonany jest z materiafu idealnie sprezy-
sto-plastycznego, to z prawa zmiany postaci Prandtla~Reussa oraz z warunkdéw ciagtosci
pomiedzy strefq sprezysta i plastyczng wynika, ze dla strefy plastycznej zachodzi zaleznoéé

0 (3)
(62) Tor _ Yor . or\r

To _Vo:—- a (o)
Pz \r

Jezeli dalej uwzglednimy, Zze z rys. 4 wynikaja zwiazki (5.3)

N

T, = K(s, Dsine, 75, = —k(s,cosa,

to otrzymamy zalezno$é, okreslajaca funkC_]QT na linii najwickszego spadku, mianowicie

0 (v J (v )

funkcja (7)7) jest wigc stata na linii najwigkszego spadku.
Dla strefy sprezystej obowiazuje
' 1 1
(64) Yo = ? Tors Yoz = ﬁ Toz+
Jezeli rozpatruje si¢ zmiang funkcji—? na granicy I" miedzy strefa sprezysta, a plastyczna,

to przy oznaczeniu elementu diugosci tej granicy przez dx, mozna napisaé

v U
63 ‘1(7) o f (7) dr

dx ar  dx

7 Mechanika teoretyczna
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a po uwzglednieniu (6.4)

d(%) 1( dr dz)_

€6 e = or i T gy
Gdy dana jest warto$¢ funkcji i’}_— w pewnym punkcie R, na linii granicznej I', to wartosé

2 dla punktu R lezacego na tej samej linii granicznej mozemy obliczy¢ catkujac wyrazenie
r

(6.6) wzdtuz linii I”

R
v v 1 (1
6.7) (T)R—(T)ng Rj (o, ).

Wzdr powyzszy wykorzystany zostanie w dalszej czgsci pracy przy rozwiazywaniu
konkretnych przykladdw.

7. Przyklad plastycznego skrecania niejednorodnego preta o zmiennej Srednicy

Rozpatrzymy obecnie przyklad skrgcania preta wykonanego z materiatu niejedno-
rodnego o niejednorodnosci liniowej

1 z 1 r
.1) k(),z)——ko(l—-z—z__?fo),

gdzie ko, zg, Fo sa pewnymi wielkosciami statymi,
Niejednorodno$é zastepcza dla tego materiatu mozna wyrazi¢ wzorem

1.2) k(r, 2) = ko (1 _____ L

Rozwigzywanie problemu okre§lania naprezen w strefie plastycznej rozpoczniemy od
okreslania linii najwickszego spadku funkcji naprezen @. Po wstawieniu do réwnania
(2.6) funkcji niejednorodnoéci (7.2), rownanie rézniczkowe linii najwiekszego spadku
ma postaé .

(7.3) (1+2z?) [z'(4—2_z_ _3L)+_L] = —z" (z_i___"_),.z.

Zg ro Fo Zy Fo

Réwnanie rodziny linii najwiekszego spadku funkcji naprezen okreSlone w postaci
z = z(s; I) przedstawimy w postaci szeregu potegowego. Z uwagi na osobliwo$¢ rownania
dla r = 0 oraz z uwagi na to, Ze warunki brzegowe dane sa na konturze, wygodnie jest
wprowadzi¢ zmienng s

(7.4) s = r(N—e(),

gdzie p = p(l) jest promieniem konturu preta. Parametr / bedzie okre$lat poloZenie punktu
na konturze.
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Rozwigzania poszukiwaé bedziemy w postaci szeregn
(7.5) z = ao(D+a,(Ds+a,(Ds*+ ...

Po podstawieniu (7.4) i (7.5) do (7.3), wykonaniu dzialan i porédwnaniu wspotczynnikdw
przy jednakowych potegach s po obu stronach réwnania otrzymujemy ukiad réwnat
liniowych, z ktérych mozna wyrazi¢ wspélczynniki a,, a3, a4, ..., przez ao i a, (ktére
wynikaja z warunkéw brzegowych).

W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do okreélenia wspéiczynnikéw a, i as,

(H-ai)[a1 (4—2& —3 -9—) + ﬁ_]

Zo ro Zg
(12 - — - F
20 (2— Go _ ﬁ)
2o Fo
(7.6)
6158 3o, 0 42 (—12—1—6 Yo 49 ﬁ)
4. —a Yo Zg Zy Zo Fo _
3= 4d;

0 Iy

_ @
69( Zo ’0)

Zalézmy, ze powierzchnia boczna preta (rys. 4) dana jest réwnaniem

(1+a%>[a1(—2§—3--1—)+1—]

(7.7) z =[(0);
wobec tego warunki brzegowe dla tej nieobcigzonej powierzchni moZzemy zapisaé w postaci
1
7.8 dlas=0: z=1 z'=-—.
79 e

Jezeli wstawimy powyzsze warunki do szeregu (7.5), to natychmiast okredlimy wspol-
czynniki szeregu a, 1 «;

1
@ |
a przy znajomosei tych wspoélczynnikéw mozna z (7.6) okresli¢ dalsze wspdtczynniki sze-
Tegu a, i a;.
Przykladowo przyjeto, ze ksztalt powierzchni bocznej jest stozkiem o réwnaniu

(7.9) ap=1 a3 =

(7.10) I= 2zo(1—i);
r

o]
wtedy

(7.11) ao =1, a, =—% = const.
Zo

T*
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Przeprowadzono numeryczne obliczenia dla ro =5 [em], zo = 20 [cm], przy czym
pret ograniczono plaszczyznami z =0, z =10 [cm]. W tablicy 1 podano wartosci obli-
czonych wspdlezynnikow a, i a; dla szeregu wartosci parametru /. Na rys. 5 przedstawiono
orientacyjny przebieg linii najwigkszego spadku funkcji naprezen @ (ograniczono sig
do wyrazéw przy trzeciej potedze ).

Z analizy wzoru (7.5) i obliczonych wspétczynnikéw wynika, ze zadowalajgca zbiez-
no$é przy przyjetej ilosci wyrazow szeregu istnieje w rozwazanym przykiadzie w zakresie

ro_- . . . . 0 .. L . .
0,7 << —<{ 1, natomiast przy mniejszym stosunku —:7 zbiezno$¢ szeregu pogarsza sig 1 od
4

pewnej wartodci jest on rozbiezny. Wynika to z faktu, ze linie najwigkszego spadku w pew-

z[em]  [Trg|, |T:
0 [Trs| | Tesl

[

o | ———— naprezenia dia z=10[cm]
naprezenia dla z=0
8 08k, |-
[ 06ko -
4 04k, |-
2 0,2kt
o 6 rfem) 0
(o)
Rys. 5

nym miejscu ulegaja zagigeiu 1 istnieje punkt na linii najwigkszego spadku, w ktdrym
warto$¢ z — co. Dla pretéw wykonanych z materialéw jednorodnych, zostato to przed-
stawione przez SOKOLOWSKIEGO [8]. W naszym przypadku, gdy znajdujemy rozwigzanie
réwnania (7.3) w postaci szeregu potegowego, uchwycenie tego zjawiska wydaje si¢ utru-
dnione; jednakze w warunkach rzeczywistych strefa plastyczna znajduje si¢ w dos§¢ du-
zym oddaleniu od punktéw zagiecia linii najwigkszego spadku, wobec czego rozwiazanie
réwnania (7.3) przedstawione w postaci szeregu (7.5) jest wystarczajaco dokiadne i do-
godne przy rozpatrywaniu problemu spreZysto-plastycznego skrecania pretéw niejedno-
rodnych.

W wyniku przeprowadzonych obliczen numerycznych przedstawiono na rys. 5 roz-
kiady naprezen z,,. i 7o, w strefie plastycznej na denkach preta. Granice miedzy strefa
sprezysta i plastyczng (orientacyjnie przedstawiona linia przerywana na rys. 5a) oraz
rozkiad naprezen w strefie sprezystej mogliby$my okreslié rozwigzujac problem sprezysto-
plastycznego skrgcania preta — co jest jednak zadaniem bardzo trudnym.
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8. Projektowanie pretéw rurowych o zmiennej Srednicy, wykazujacych calkowite uplastycznienie

W rozdziale obecnym zajmiemy si¢ projektowaniem pretéw rurowych o zmiennej
$rednicy, wykonanych z materiatu niejednorodnego, z uwagi na stala na calej dlugosci
noénoéé¢ graniczna przekroju (catkowite uplastycznienie przekroju).

Zatézmy, ze z materialu o dowolnej niejednorodnosci typu k(r, z), wykonany jest
pret o przekroju rurowym i danej powierzchni wewnegtrznej (np. ze wzgledow konstruk-
cyjnych), ktéra mozZna przedstawié wzorem

(8.1) z = lp),
gdzie ] jest parametrem konturu.

Nalezy tak dobrac ksztatt powierzchni zewnetrznej, aby przy danym momencie skre-
cajacym nastgpito calkowite uplastycznienie preta. Pret taki jest zaprojektowany najbar-
dziej ekomomicznie, bowiem caly jego material jest wykorzystany.

Jezeli wprowadzimy do rozwazan funkcje naprezen @ (2.3), to zwigzek migdzy funkcja

napr¢Zen a momentem granicznym skrecajacym pret M mozna zapisaé jako

(8]) ]—‘?: 2”(@:_(b\\)’

gdzie @, jest wartoscia funkcji naprezen, odpowiadajaca powierzchni zewnetrznej preta,
a @, jest wartoscia funkcji naprezen, odpowiadajaca powierzchni wewngtrznej preta.

Jezeli powierzchnia zewngtrzna i wewngtrzna sa nieobcigZone, to zgodnie z (3.3) @,
i @,, sa stale na odpowiednich konturach. Poniewaz pret jest optymalnie zaprojektowany
z uwagi na no$noé¢ graniczna, wiec po obciazeniu preta momentem granicznym M, caly
material ulegnie uplastycznieniu. Wychodzac wobec tego od danej np. powierzchni we-
wnetrznej mozemy, wykorzystujac rownanie linii najwiekszego spadku funkcji @, znalezé
rozktad napreZen oraz funkcje @ w precie. Jezell mamy do czynienia z nieobcigzona
powierzchnia wewnetrzng, to mozemy przyja¢ @,, = 0. Wobec takiego przyjecia, funkcja
naprezen @ bedzie okreslona zgodnie z (4.4) wzorem

r
D = f I:rdm,
M

gdzie dm jest elementarnym przyrostem linii najwigkszego spadku

(8.2) dm :]/(i;) +(g§) ds.

Gdy powierzchnia zewnegtrzna jest nieobciazona, to @, = C = const, wobec czego
mozemy dla danej powierzchni wewngtrzne] oraz dla danej funkeji niejednorodnoéci
k = k(r, z) okreslié rodzing poszukiwanych nieobciazonych powierzchni zewnetrznych
rozwiazujac réwnanie
(8.3) b= >D(s, )= C,

a rownanie powierzchni zewngtrznej mozna wyrazié w postaci parametrycznej

(8.4) r=r{C), z=2z(,CQC).
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Analogicznie mozemy postapi¢, gdy problem zostanie postawiony odwrotnie, czyli
przy danym ksztalcie powierzchni zewngtrznej poszukuje sie ksztaltu powierzchni
wewnetrznej. Jednakze w tym prz&aadku problem moze okazaé si¢ nie do rozwiazania:
gdy zalozony moment skrecajacy M bedzie za duzy, to linie najwigkszego spadku funkcji
naprezen dojda do punktu w ktérym wystepuje osobliwo$é, mianowicie linie najwigkszego
spadku zaginaja si¢ (patrz rozdziat poprzedni). Gdy mamy do czynienia z pretem o obcia-
zonej powierzchni bocznej, to ulegng zmianie jedynie warunki brzegowe na tej powierzchni.

Przyktad. Rozpatrzono najprostszy fizycznie przypadek, gdy pret jest wykonany
z materiatu jednorodnego. Jezeli bedziemy mieli do czynienia z materialem o innej, do-
wolnej niejednorodnoéci plastycznej, to moze to jedynie komplikowaé obliczenia, a sama
zasada projektowania nie ulegnie zmianie.

Dla naszego materialu niejednorodno$é zastgpcza ma postaé

(8.5) k= kor?.
Réwnanie rézniczkowe lnii najwigkszego spadku (2.6) przybierze postaé

’ d’i\: 1y
=Tk

(8.6) (1+z"?)z

2 po obniZeniu rzgdu réwnania

- 1
(8.7 z =z ]/m,

gdzie C jest stalg catkowania.

Rozwigzanie rownania (8.7) mozna wyrazié przez calki eliptyczne. Jednakze wygodniej
szukad jest rozwiazania w postaci szeregu potegowego, rozwijajac rozwigzanie wokot
punktéw polozonych na danym konturze np. wewnetrznym, WprowadZzmy w tym celu
nowa zmienng (7.4)

H-

s=r)—e(),
gdzie p jest promieniem danego konturu preta.
Rozwigzania réwnania (8.7) szukaé bedziemy w postaci

(8.8) zZ= ao+a,s+a,s*Fays*+ ...
Jezeli szereg (8.8) podstawimy do réwnania (8.7), to przez przyréwnanie wyrazéw
przy jednakowych potegach s, mozemy okreéli¢ wspdiczynniki

1 ay 2
)y — ———, a2=—~_(1+n),
! ]/ng—l @ '
8.9)

a 2
a = SLUHa) (420D, au= .
Dla rozwazanego przypadku, warunki brzegowe mozna ogélnie przedstawi¢ w po-
staci (7.8)

1

dla s=0 [o=p(]: z=1 z'=—m-
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Dla takich warunkodw, wspotczynniki aq 1 a; szeregu (8.8) sa odpowiednio rdwne
1
— oL
Wspdlczynniki powyzsze okreslaja pozostate wspdlczynniki: a,, as, ..., ktére ponadto sg
na ogol zalezne od parametru konturu /.
Jezeli w dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku, gdy dana powierzchnia
wewnetrzna preta jest powierzchnia stozkowa o réwnaniu

(8.10) ap =1, a =

0
(8.11) z2—zo=l—2z = — fl

(gdzie zo 1 n sg wielko$ciami stalymi), to wspdtczynniki szeregu (8.8) wyniosg
_ n(1+n*) e n(1-+n2) (1--2n?)

a, =1, a;,=n, a,=

0 > 3 92 2 4 T v
Tablica 2
z(I, )]@ (I, 5) [em/kGcm]
/ e _ ,

[em] [em] s=20 §=0,5 s=1 s=15 s§=2,0

[em] [cm] [em] [em] [em]

0 5,00 0,00 —-0,22 —0,41 —0,60 -0,60
0,0 ko 15,5ko 34,0 ko 55,4 ko 80,0 ko

3 6,50 3,00 2,71 2,57 2,39 2,21
0,0 ko 25,4 ko 54,5 ko 87,2 ko 123,5 ko

6 8,00 6,00 5,77 5,56 5,38 5,20
0,0 ko 37,9 /(o 80,] /\’o 126,5 ko 177,2 ko

9 9,50 9,00 8,75 8,56 8,36 8,18
0,00 ko 52,9k, 110,7 ko 173,4 ko 240,9 ko

12 11,00 12,0 11,76 11,55 11,35 11,17
0,0 ko 70,4 ko 146,3 k¢ 2278 ko 3147 ko

15 12,50 15,00 14,76 14,54 14,34 14,15
0,0 ko 90,4 ko 187,0 ko 289,7 ko 398,6 ko

18 14,00 18,00 17,76 17,54 17,33 17,14
0,0 ko 113,0 ko 232,7 ko 359,2 ko 492,5 ko

Funkcje naprezen @ okreslimy wykorzystujac zaleznosci (4.4) i (8.2). Po wykonaniu
przeksztalcen, otrzymujemy wzdr okreélajacy funkcje naprezei @ w postaci szeregu po-
tegowego, mianowicie
142n*+Tn*4-6n®

1-Fn?
Poniewaz szukamy nieobcigzonej powierzchni zewnetrznej preta przenoszgcego moment M,
wiec z zaleznosci (8.1) mozna okreslié wartoéé funkcji naprezeni @,, a dalej z zaleznosci
D, =D,(s,]), z=z(s,1),
szukang powierzchnig nieobcigzona w postaci s = s(/).

D = ko 1+n? [@"'5—!—9(1—1—112)32—%— s34+ 1
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Wykonano obliczenia numeryczne dla preta o powierzchni wewnetrznej okreslonej
1 . .
wzorem (8.11), przy czym n= 5 z, = —20 [cm], ograniczonego plaszczyznami z = 0,

z =15 [em]. Wyniki oblicze z = z(s, ), @ = D(s, ) dla szeregu wartosci s 1 ! przed-

zfem] f a
Iea)
15
2|
ol
6 | -
a f—
| { |
0 ) 4 4 rfem]
(0
JTral & b
|TzB| ! .
10k [ e 28] |
——————— s
a8k, |- 26|
Q6ko -
Odko - \ TTmee - |T"9|
O,2k,, . |Tr8|
| | | | | | | -
0 2 4 6 8 0 12 “ pfom)

rozktad naprezen dia z=0
————— rozktad naprezen dla z-15[cm]

Rys. 6

stawiono w tabl. 2. Na rys. 6 przedstawiono linie najwigkszego spadku funkcji @ oraz
rodzing nieobciazonych powierzchni zewnetrznych (ktdére sa oczywiscie powierzchniami
@ = const).

Deformacja preta. Uplastycznienie preta rozpocznie si¢ od powierzchni zew-
ngtrznej, a nastepnie bedzie posuwad sie do wewnatrz preta. W chwili wyczerpania noénoéci
plastycznej preta, ulega uplastycznieniu warstwa przy powierzchni wewngtrznej. W tym
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momencie na powierzchni wewnetrznej preta obowiazywaé bedzie wzér (6.7), na pod-

. . . (v
stawie ktdrego zostanie okre$lona deformacja (7) preta.,

Jezeli powierzchnia wewnetrzna jest dana wzorem

=o()
[odwrécona zalezno$é (7.7)], to réwnanie (6.7) przyjmie postaé,

R
2 v 1 fl
—) =) =— | —(zpdo+7pdD),
(r)R (r)Ro ¢y 0(0 oD

przy czym na powierzchni wewnetrznej przekroju (rys. 6) obowiazuja zaleznosci
Tor = k(D)sina(l), 15, = —k(Dcosa(l), do= —dltga(l).
Po uwzglednieniu tych zaleZznosci otrzymujemy
R
v vy 1 f _k(l)dl B
rlz rlee G B o(Dcosa(l)
]
W rozpatrywanym przykiadzie interesujace nas dane byly nastgpujace:
k() = ko = const, tga(l)=n= —%, zo = —20 [cm].
Jezell przyjmiemy dalej, Ze punkt powierzchni wewngtrznej okreslony parametrem
! = 0 jest ustalony, to deformacja powierzchni wewngtrznej preta jest rowna

L_ﬁln(l__’)
ORNC Z |

Poniewaz, jak to wynika ze wzoru (6.3), linie najwigkszego spadku funkcji naprezen @

sa zarazem poziomicami funkcji (r)’ wigc deformacj¢ calego preta (w chwili wyczer-

pania noénosci plastycznej) mozna juz tatwo obliczy¢ wychodzac ze znanych deformaciji
na powierzchni wewnetrznej.

9. Metoda odwrotna rozwiazywania zagadnienia sprezysto-plastycznego

Poniewaz Scisle rozwigzanie problemu sprezysto-plastycznego skrecania niejednorod-
nych plastycznie pretdw o zmiennej $rednicy metoda wprost jest bardzo trudne, w obecnym
rozdziale pracy przedstawiono metode odwrotna rozwiazania tego problemu.

Przyjmijmy mianowicie, Ze znany jest nam rozklad naprezen w strefie sprezystej, na
przykiad przez funkcje naprezen
.1 ¢ = o°(r, z),
ktéra w przypadku ciat sprgzyscie jednorodnych spelnia réwnanie
o*@e 3 90° o*Pc 0
ar? r or oz2 7

czyli tak warunki rownowagi, jak 1 warunki nierozdzielnoéci.

9.2)
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Jezeli dla danego ciala okre$lona jest funkcja niejednorodnosci plastycznej k = k(r, z),
to mozna okresli¢ granicg migdzy strefa sprezysta i plastyczna réwnaniem

(93) r(] = "5(2)7

ktére znajdziemy, wykorzystujac w tym celu warunek plastycznosci stuszny dla zakresa
sprezystego na granicy migdzystrefowe;

9.4) (05;-) + (*6(?;) = k2(r, 2)r* = k2(r, 2).

Na granicy miedzystrefowej musza by¢ spelnione rowniez warunki ciagtosci naprezen
(9.5) dia r=r,: =10, 15 =1,

co jest réwnowazne zwigzkom

oQ* oQr ode odr
©-6) o T e e T e

Przyjmijmy dalej, Ze na granicy miedzystrefowe] funkcja naprezen @ jest ciagla
9.7) D= @7 dla r=r,.

Przy znajomosci granicy migdzystrefowej oraz wartoéci funkcji napreZen na tej granicy,
mozna okresli¢ warunki brzegowe dla rodziny linit najwiekszego spadku funkcji naprezen
w obszarze plastycznym @7, a dalej — przy znajomoéei linil najwigkszego spadku funkcji
naprezen — rozkiad naprezen w strefie plastycznej. Dalszym zadaniem przedstawionej
metody bedzie okreSlenie ksztattu nieobciazonej powierzchni zewnetrznej preta (przy
danym momencie skrgcajacym) lub tez znalezienie obcigZenia powicrzchni zewngtrznej
(przy danym jej ksztalcie). Nalezy jednak zaznaczyé, ze jeieli pret o okreélonej w ten
sposdb powierzchni zewnetrznej obciazaé bedziemy danym momentem skrgcajacym,
to rozklad naprezen w strefie sprezyste] oraz granica miedzystrefowa moga sig réznié
od obliczonych powyZsza metoda. Obydwa rozwiazania bedg identyczne wtedy, gdy na
denkach preta beda spelnione odpowiednie warunki brzegowe mianowicie, jesli rozktad
naprezefi bedzie taki, jak to wynika z rozwiazania problemu metoda odwrotna, oraz gdy
sposob obcigzenia bedzie prosty lub tez zblizony do prostego.

Przyktad. Rozpatrzmy przykladowo pret wykonany z materialu jednorodnego
(przyjecie materiatu niejednorodnego w niczym nie zmieni metody rozwigzywania, a je-
dynie moze utrudnié obliczenia). Zalézmy dalej, Ze funkcja naprezenn obowigzujgca
w zakresie sprezystym dana jest wzorem

9.8) @¢ = Cr4(14ez).

Funkcja ta oczywiscie spetnia réwnanie (9.2).

Zadanie nasze polegaé bedzie na «obudowaniu» strefy sprezystej, okreSlonej wzorem
(9.8), strefg plastyczna oraz znalezienie — przy danym momencie skrecajacym —
ksztattu nieobciazonej powierzchni zewnetrznej ograniczajacej strefe plastyczng. W dalszych
rozwazaniach poshugiwaé si¢ bgdziemy metoda malego parametru przyjmujac, ze malym
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parametrem bedzie e Ze znajomosci funkcji naprezen w strefie sprezystej moZzemy okreslié
rozktad naprezen

1 ode
T = i T —4Cr(l+¢2),
9.9
( ) ' __vl OFDG W2
T =5, = O

Granicg miedzystrefowa okreslimy z warunku plastycznosci, ktéry obowizzuje dla
strefy sprezystej na tej granicy

9.10) (1602 + (5, = k3.
Jezeli przyjmiemy, ze éo = K, to stosujac metode matego parametru mozna okresli¢

granicg¢ miedzystrefowa w postaci parametrycznej
(9.11) zy=1,

K K2 . 5K? '
l'g S 4 [ 15+(1~“—2‘—4—I)[‘ i— (—"1_—}—-2 44) —I— J

Na granicy miedzystrefowej mozna dalej okreslié

4 2 2
D) = C%; [1——31£—|— (61‘2 K —)32—}— (~1013—|—7Ll-)£3—|— ],

2.4 PIE
- 4 2

012 L2 —ckl [1~—3l£-l— (1012 2K4j-)62-+ ]e
"@ K3 2

Znajac te wartosci, mozemy okre$lié warunki brzegowe dla linii najwiekszego spadku
na granicy migdzystrefowej, mianowicie warunki (3.9). Warto§é zj, okreslona zostanie
ze wzoru (3.10)

%)
0.13) 2=t P u

M= s
Ol M
gdzie M jest dowolnym punktem lezacym na znalezionej granicy.

Roéwnanie réZniczkowe linii najwigkszego spadku funkcji naprezed @? dla materiatu
jednorodnego mozna sprowadzi¢ do postaci

=
9.14 7 = T
014 )/ 225
a po scatkowaniu

(9.15) 7=zt f VD

Vre—
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Stala catkowania D okreslimy z warunku brzegowego, wyznaczajacego kierunek linii
najwiekszego spadku na granicy migdzystrefowej]
t2 .4
Zap I‘g
9.16 D= Mg
(9.16) 14z
Po rozwinigciu w szereg i wykonaniu catkowania, réwnanie linii najwiekszego spadku
mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

2
917y =z= l~.§j-[(4£r—l)e—{—l(3__]g)gl+

2

5 KlI* I K3  IK? K7 ’
ST [Ny 2 IR UL S SRSy P5- 2 S

‘ ( T T T o T s T g s)e
Funkcje naprezen w zakresie plastycznym @7 okreélimy, wykorzystujac w tym celu wzér
(4.3), z ktorego po przeksztalceniach otrzymujemy

3 3 " 6
or o =owrefgle- (] |+ (7) s (5] o
7

N S K\® 1 KV sk ) L)
(4) zz‘—‘iifz‘]@ ‘*H?) 747“2;?(7) I Tval LR

W powyZej przedstawionym wzorze funkcja naprezen @7 zalezna jest od promienia r oraz
parametru /. Dla naszych celéw (okreslenia naprezen i ksztaltu powierzchni nieobceiazonej) -
potrzebna jest znajomo$¢ @ = @(r, z). Aby uzyska¢ te¢ zaleznosé, musimy odwrdcic
szereg z = z(/, &) na | = [(z, ¢); po przeksztalceniach otrzymujemy

KK K K\,
(9.19) Z*L+a'('47—l)g—az(3—7)8 = el

Wprowadzajac te zalezno$é do wzoru (9.18) okreslajacego @ = @(r, [} otrzymujemy po
wykonaniu przeksztalcer,

’ 3 3 6 5 3,2
0.20)  D(r,z) =k [i (r3__ 5_)_{_ 5*-26—{-( K° 1 K Kz )(32—{—

3 2,48 7 T 2,457 243

. Kbz  5K%z  S5K3z23\
BN v e A |

Jezeli znana jest juz funkcja naprezen @ w powyzszej postaci, to z zaleznosci (2.3) mozna
dla zakresu plastycznego okre$li¢ rozktad naprezen

P 3 3 5 3,2
L 0P :ko[K = —5——2—82+( L SNEL S )e3+ ]

G hed

r* 0z 44 y2 R T 472 2.43
©.21) . ] .
1 eor K 1 K® z 4
ngz—?w‘:—kolkl——'zl—"-s—?ﬁz—}‘ﬁﬁ—ss—r .]

Ksztattu powierzchni zewnetrznej poszukiwaé bgdziemy w postaci

(9.22) F=rotrietrei-ryedt ..
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Szukana powierzchnia jest powierzchnia nieobcigzona, wobec czego na tej powierzchni
@"(r, z) = Do = const. Jezeli wprowadzimy do tego warunku szereg okreslajacy ksztalt
szukanej powierzchni, to poréwnujac wspotczynniki. przy jednakowych potggach pa-
rametru &, mozemy okre§li¢ wspdtczynniki ry, ra, r3 itd. Ostatecznie, po wykonaniu tych
przeksztatcen, ksztalt powierzchni zewnetrznej mozna zapisaé nastepujaco:

K3z 1 K>  KS K5 K3z
(923)  r=ro— - ( z )52+

A WL BT L R I U B
( 3K°2%  3K°z | KPz | K%2® Kz | S5K°z 5K
+ 412,.% - 24128 + 410,53 +Z7IT+ 47,3 47,2 6. 43 2

gdzie ro = ]/ i [—3

Zaleta tego rozwwczama jest ogblna postaé zapisu ksztaltu powierzchni zewnetrznej

e EE

ko
C 2
niu przypadku skrecania sprezysto-plastycznego preta o zmiennej §rednicy metodg wprost,

w zaleznos$ci od trzech parametrow e, ®,. Jezeli zadanie polegato bedzie na rozwigza-

to mozemy wykonaé to w sposéb przyblizony, dobierajac wspodlczynniki e, ?o, D, tak,

aby powierzchnia okreslona wzorem r = r(z, 8:—6?‘5(1)0) jak najmniej réznita sie od

danej powierzchni rzeczywistej preta.
Dokiadniejsza analiza wyprowadzonych zaleznosci wykazuje, ze szereg okreSlajacy
promien graniczny r, jest stosunkowo stabo zbiezny dla wigkszych parametréow /1 e.

Tablica 3
I b=3D = cm/®P [kGom]
fem) rg [em] | @,[kGem] | Diem*] l/—
[em] r=3[lcm]l{r=4[cm]|r=5[cm]|r=6{[cm]
0 3,000 6,73 ko 0,4531 0,820 0,0000 0,0517 0,0756 0,0985
6,73 ko 19,10 ko 39,43 ko 69,77 ko
3 2,6342 5,20 ko 0,1605 0,633 0,0019 0,0519 0,0720 0,0856
8,11 ko 20,46 k, 40,79 ko 71,13 ko
6 2,3757 4,24 ko 0,0701 0,514 0,0232 0,0452 0,0584 0,0673
8,77 ko 21,11 ko 41,45 ko 71,78 ko
9 2,1808 3,57 ko 0,0354 0,434 0,0235 0,0407 0,0487 0,0548
9,12 ko 21,45 ko 41,78 k, 72,11 ko
12 2,0271 3,09 ko 0,0196 0,374 0,0224 0,0341 0,0410 0,0457
9,32 ko 21,65 ko 41,98 ko 72,32 ko
15 1,9018 2,72 ko 0,0118 0,330 0,0209 0,0291 0,0354 0,0337
9,43 ko 21,76 ko 42,10 ko 72,43 ko
18 1,7972 2,43 ko 0,0075 0,294 0,0192 0,0266 0,0308 0,0337
9,50 ko 21,81 ko | 42,16 ko 72,50 ko
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Staba zbiezno$¢ tego szeregu pocigga za sobg staba zbieino$¢ pozostalych szeregow.

Dlatego w dalszym ciggu rozwiazano przykiad numerycznie, bez stosowania metody
matego parametru; w tym przypadku /i £ moga by¢ dowolnie duze.

Rozwiazano przykiad, gdy zakres sprezysty jest okre$lony funkcjg naprezen wyrazona
wzorem (9.8), przy czym

_ 1 ko
£ == O’I[H]’ K——a— = 12,03 [cm].

Dla tych wartodci granicg migdzystrefowa mozna przedstawi¢ wzorem

! 1\
(9.24) ry= 50[—16(1+ﬁ)+]/256(1+T6) +5,79].

Okredlono dalej dla szeregu wartoéci / promien graniczny r

,» wartoéci funkcji naprezen
« . . . ;. . 4 . -
@ = P¢(I) na granicy migdzystrefowej, wartosci stalej D oraz b = VD = b(I). Réwnanie
zfem] &
] :
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Rys. 7

linii najwiekszego spadku funkcji naprezen @ mozna, w zakresie plastycznym, dla przy-
padku materialu jednorodnego przedstawi¢ jako

(925) Z = I_]_b—‘l{z*z— [F(El,p)—F(SZ’ p)]’
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adzie F(e, p) jest calka eliptyczng pierwszego rodzaju, natomiast odpowiednie argumenty
sg rowne
V2
RN
Wzér na funkcje naprezed @° dla zakresu plastycznego mozna natomiast przedstawié
w postaci

b
g, = arc cosrrr—, &y == Arc COS'r

. b3 N Ay (/)
(9:26) @7 = @Z(IH‘K{—;]? [F (s, p)—F (2, P)]+ “g‘ )/ r*—D-- : 3

]/,-w‘)—ﬁ} |
Wyniki numerycznie obliczonych wartosci Az = (z—1), ¢ dla szeregu wartosci / podano
w tablicy 3. Na rys. 7 przedstawiono rodziny nieobcigzonych powierzchni zewngtrznych
ograniczajace strefe plastyczna znalezione numerycznie. Z przedstawionego rysunku
wynika, ze w mjar¢ narastania warstwy plastycznej (przy ustalonym obszarze sprezystym),
powierzchnia boczna zbliza sie coraz bardziej do powierzchni walcowej. Z przeprowa-
dzonych badan wynika, 2e mate zmiany $rednicy zewngtrznej preta skrgcanego pociagaja
za soba duze zmiany promienia granicznego migdzy strefg sprezysta a plastyczng — tym
wieksze, im bardziej materiat jest uplastyczniony.
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TITACTUYECKOE KPYUYEHHE HEOIHOPOIHLIX CTEPKHEIT
NNEPEMEHHOI'O OINAMETPA

Temott paGoTbI ABISIETCS IIACTHYECKOE KPYUEHUE CTEpKHelH IIePeMEHHOro HaMeTpa 13 MaTepHasa
C IPOH3BOJIBHOM MJ1aCTHUECKOH HEOMHOPOTHOCTRIO (3ABUCHMO OT KOODINHAT F, z B IPUMEHAEMOI 36Ch
UMNMHAPHYECKOH cHCTeMe KOoopAMHAT r, 0, z). 3/ecs MCIONB3YETCA MATEMATHUECKAS AHAJIOTHSI MEXXAY
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paccMaTpHBaexoii sajaueil u 3agaded O MIACTHUECKOM KPYYCHHH NPH3MATHYECKHX CTepi HeH H3 ma-
Tepirana ¢ Mpou3BoNLHOI ronepeunodt Heofpnopoanoctsio (Famsoc [3]).

Periicaie 3a7a4M TONYYEHO MyTeM BBENCHM (hyHKUHM HanpsuKenuii, Grarofaps yemy sajaua cBe-
nacoy « pemenuio ypasuenns |grad @ = k(r, z). M3 9T0ro ypaBHCHIA MOYKHO ONpeeNUTh JIMHHK HAH-
GospLuero makaona (GyHKIMH HanpspxeHuit @ a B NOCieUCTBHH Tarske QyHKIUIo @ 1 HANPKEHNST Ty
" Tgz.

TIpHBeNeH MCTOR NPOCKTIPOBAHHA TPYSUATLIX CTEPsICHEH MOMHOCTLIO NEPeXOALINAX B IIACTHYECIOE
COCTOSIHIIE M OBPATHBIIT METOM PEILEHHS 3alaUl 00 yIPYrO-IIaCTHUCCKOM KPYUEHHM CTEPYKHEN MTepeMeH-
[IOTO CeueHIsT 3 TUIACTHUECIKH HCOLHOPOIHOTO mMarcpuana.

PaceMOTpEH TaKyKe BOIIPOC ACHOPMAINM MIIACTHUECKOH 30HBI PACCMATPIIBAEMDBIX CTEpIKHELt.

[IpHBOMITCA PAA NPHMEPOE HIITIOCTPHPYIOUIMX PACCYMKIACHHS .

Summary

PLASTIC TORSION OF NON-HOMOGENEOUS RODS OF VARIABLE THICKNESS

The problem of plastic torsion of rods of variable thickness made of materials charactcrized by arbi-
trary plastic nonhomogeneity (depending on coordinates r, z of the cylindrical system r, 0, z) has been
considered in the paper. The mathematical analogy between the problem under consideration and the
problem of torsion of prismalic transversally nonhomogeneous rods (Galos [3]) has been used.

The solution is obtained by introducing the stress function @ what reduces the problem to the solution
of the equation

lgrad @ = k(r, 2).
This equation cnables us to determine the lines of maximum slope of the stress function @ and, next, the
function @ itself and the stresses 7o, and 1y;.
The method of designing the fully plasticized pipe rods is presented as well as the inverse method
of solution of the problem of elastic-plastic torsion of variable diameter rods made of plastic non-homo-

geneous matcrials. The question of deformation of the plastic zone in the rods under consideration has
been also presented. A number of numerical examples is given.
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ZJAWISKO REZONANSU W KONTAKCIE CIAL SPREZYSTYCH

JabwiGA HALAUNBRENNER, MIECZYSEAW KMIECIK (KRAKOW)

1. Wstep

W szeregu prac teoretycznych i do$wiadczalnych badano whadciwosci mechaniczne kon-
taktu cial sprgzystych. Pokazano, Ze ciala sprezyste, stykajace si¢ z innymi (jak np. kulki
w lozyskach tocznych, kamyki w warstwach 2zwiru) poddane dzialaniu sit stycznych lub
normalnych do powierzchni styku, a takze dzialaniu momentéw sif, posiadaja okreslona
podatno$¢ na przesunigcie i skrecenie. Wytracone z polozenia réwnowagi wykonuja drgania
tlumione o czestotliwoéei, ktéra jest funkcja moduléw sprezystosci, bezwladnosci i na-
cisku normalnego. Nalezato zatem oczekiwaé, Ze ciala takie poddane dziataniu sit lub
momentdw okresowo zmiennych w czasie okaza zjawisko rezonansu.

Przedstawiona praca zajmuje si¢ tym zjawiskiem w przypadku kuli przyciénigtej sitg
normalng do podstawy i poddanej dzialaniu momentu M = Mysinw? wymuszajacego
drgania obrotowe wokdét normalnej do powierzchni kontaktu.

2. Opis eksperymentu

Zbudowano przyrzad przedstawiony na rys. 1. Skiada si¢ on z lekkiego, pustego walca C
z materialu niemagnetycznego, do ktérego dolnej podstawy przyklejono soczewke ptasko-
wypukia L, do gérnej — szklang plytke G.

Soczewka jest przyciskana za poérednictwem stalowej igly do mosigznej podstawy B
cigzarem W, spoczywajacym na koficu ramienia dZwigni. Na walcu nawinigto cewke
izolowanego drutu, Aby wywieraé na ten ukfad (zwany dalej wibratorem) moment obro-
towy proporcjonalny do nateZenia pradu plynacego przez cewke, caloéé — jak w gal-
wanometrze o ruchomej cewce — umieszczono miedzy biegunami magnesu stalego N-S.
Dla nadania polu magnetycznemu struktury radialnej, wewnatrz pustego walca z cewka
umieszczono walec pelny z migkkiego zelaza. Prad do cewki doprowadzono za pomoca
dwoch bardzo wiotkich mosieznych paskéw D, wywierajagcych znikomy moment kie-
rujacy. Obroty wibratora rejestrowano metoda optyczna przy pomocy zwierciadetka A
i papieru §wiatloczulego na obracajacym si¢ walcu. Cewke zasilano pradem zmiennym
z generatora drgan akustycznych.

8y
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Wykonano kolejno nastepujace pomiary:

1. Wyznaczono moment bezwladno$ci J wibratora wzgledem gléwnej, centralnej osi
bezwiadnosci metoda wahadta torsyjnego, znajdujac J = 3,57 - 10-% kgm?.

2. Zarejestrowano drgania wlasne «kontaktowe» uktadu. Udzielano w tym celu wibra-
torowi stabego impulsu mechanicznego, skrecajac w ten sposéb material obu ciat w ob-
szarze styku i jego otoczeniu. Rys. 2a przedstawia oscylogram tych drgan. Czesto§é ich
odczytana z oscylogramu f, = 55,2 Hz.

|

c
.
L

nﬁ’ ;:3 QQQQ/D
/Ji// I

Rys. 1. Schemat ukltadu do wymuszania drgan obrotowych

3. Sporzadzono statyczne petle histerezy. Doprowadzono w tym celu do cewki prad

staty o powoli, monotonicznie narastajacym nat¢zeniu i od zera do pewnej wartosci mak-
symalnej iy, przechodzac nastgpnie powoli do natezenia —i, i wracajac do zera. Odpo-
wiadajace obrotowi przesunigcia wskaznika $wietlnego odczytywano na mikroskali odlegtej
od zwierciadetka o 4 m. Wykreslono statyczne petle histerezy dla szeregu amplitud pra-
dowych iy, az do wartoéci amplitudy, przy ktorej zachodzit poslizg na catej powierzchni
styku, tzn. obserwowano powolny, jednostajny obrét cewki. Rys. 3 przedstawia otrzy-
manc petle histerczy w ukladzie wspétrzednych M, @, gdzie @ oznacza kat obrotu cewki
liczony od polozenia poczatkowego, za§ M = ki moment obrotowy wywierany przez
pole magnetyczne na cewkg¢ przewodzaca prad. Pola powierzchni petli rosna szybko
Z rosnacymi amplitudami M.
4. Wyznaczono do$wiadczalnie wspolczynnik proporcjonalnoéei k& miedzy natezeniem
pradu i w cewce a momentem A/ = ki wywieranym na nig przez pole magnetyczne. Usu-
wano w tym celu podstawg B oraz igle przenoszaca nacisk normalny i zawieszano wibrator
na pionowym, sprezystym druciku z fosforobrazu. Mierzono metoda optyczna kat obrotu
cewki ¢ pod wplywem pradu o nateZeniu r; moment wywierany przez skrecany drucik
obliczono ze wzoru M = nGr#p/2L. Otrzymana stad warto$¢ k& wynosi

k= ﬂz{ = 6,86 - 10~* Nm/A.
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5. Zdjeto szereg amplitudowych krzywych rezonansu zasilajgc cewke pradem o na-

tezeniu sinusoidalnie zmiennym o statej amplitudzie i, zmieniajac jego pulsacje . Dia
kazdej wartoéci amplitudy pradowej wykonywano dwice serie obserwacji: pierwszg — dla

| e

2

Rys. 2. Oscylogramy: @ — swobodnych drga uktadu, b — drgan wymuszonych przez moment o czestos:i
20 Hz i amplitudzie Mo = 9,5 10~° Nim, ¢ — drgad wymuszonych przez moment o czestosci 33 Hz o tcj
sam¢j amplitudzie

czgstosei rosngeych (przy nacisku normalnym N = 7,5 N, od 20 Hz do 80 Hz), drugg — dla
czgstosei malejacych, w tych samych granicach. Ustalona amplitude drgaii wymuszonych
odczytywano na mikroskali lub rejestrowano na papierze $wiattoczulym (rys. 2b i 2c).

Rys. 3. Petle histerezy statycznej: zaleznosci przylozonego momentu obrotowego M od kata obrotu ukladu
ruchomego
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Krzywe rezonansu amplitudy przedstawia rys. 4. Na osi poziomej odcinano czestosci f
momentu wymuszajacego, na osi pionowej — ustalong amplitude¢ drgan wymuszonych.
Warto$¢ amplitudy momentu wymuszajacego M, = kie”']/i zaznaczono jako parametr
dla kazdej krzywej. Poczawszy od pewnej wartosci amplitudy pradowej obserwowano
«skoki» amplitudy drgain wymuszonych: AB — przy czestosciach malejacych, CD — przy
czestosciach rosnacych, charakterystyczne dla drgan nieliniowych. Przesunigcie wierz-
chotka krzywej rezonansowej w kierunku mniejszych czgstosci $wiadczy o «miekkicj»
charakterystyce sit sprezystych w kontakcie. Ten rodzaj charakterystyki pociaga za soba
wzrost okresu drganf ze wzrostem ich amplitudy.
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Rys. 4. Krzywa rezonansu: zalezno$é amplitudy katowej g, drgan wymuszonych od czestodei £ momentu
wymuszajacego M = M,sin2nft dla r6znych wartoSci amplitudy M,. Na rysunku wykre§lono krzywa
«szkieletowa» poprzez maksima krzywych rezonansu

Przez maksima krzywych rezonansu przeprowadzono krzywa «szkieletowa» 1 ekstra-
polowano ja do przeciecia z osia czestosei. Punkt ten ma odcieta f = 61,2 Hz bliska cze¢-
stoci drgan swobodnych 55,2 Hz zarejestrowanych na oscylogramie na rys. 2a.

6. Zmierzono wspdlezynnik tarcia slizgowego szkta po mosiadzu przyrzadem wahadto-
wym; otrzymano x = 0,33,



ZIAWISKO REZONANSU W KONTAKCIE CIAE, SPREZYSTYCH 119

3. Sporzadzenie charakterystyk momentow sil sprezystych i momentéw sit tarcia

Przedstawimy sporzadzenie charakterystyk momentow sit sprezystych i momentéw
sit tarcia w kontakcie kuli z plyta w tarciu suchym, wiertnym na podstawie uzyskanych
eksperymentalnie krzywych rezonansu amplitudy wzgledem statycznych petli histerezy.

Celem znalezienia charakterystyki sprezystej kontaktu, tzn. zaleZznodci momenty sit
sprezystych My od amplitudy ¢, kata obrotu wibratora na podstawie krzywych rezo-
nansowych, napiszemy réwnanie drgan wymuszonych wibratora w postaci:

3.1 Jp = —~M(p)—Fkp-FMysin(ws+a).

W réwnaniu tym J oznacza moment bezwladnosci wibratora wzgledem osi obrotu,
My — amplitude momentu wymuszajacego o pulsacji w; tarcie suche zastapiono tarciem
wiskotycznym (przy czym wspétezynnik k jest funkeja amplitudy) tak, by praca rzeczy-
wistego momentu sit tarcia w czasie okresu 7= 2m/w byla réwna pracy momentu k¢
w tym samym czasie.

Jako przyblizone rozwiazanie tego réwnania mozna przyjac funkcje
3.2) @ = @osinwi.

Z zadania, aby to rozwiazanie bylo stuszne przynajmniej dla maksymalnych wychylef
(ot = z/2) i dla przejé¢ przez polozenie réwnowagi (wt = 0), otrzymujemy dwa réw-
nania:

—Jpo0* +M{(po) = Mycosa,
kpow = Mysina.
Z tego ukiadu réwnan obliczamy
(3.3) M (go) = £V M3—k? piw?® + Jpow?
i
_ kgow
fk{s(‘,‘l’o)—-](l’ow2 ’

Pamietajac, ze moment sit tarcia réwna sig M, = k¢ = kgywcoswt i jego wartodé mak-
symalna wynosi M, = kggw, mozemy przepisa¢ réwnania (3.3) i (3.4) w postaci

(3.5) M(po) = &V M3—MZH+Jpe0?,

(3.4 tgo

Mo

3.6 t = -,
G0 B Mo~ T o

Wzér (3.5) jest réwnaniem krzywej rezonansowej. Przy danej pulsacji momentu wymu-
szajacego, maksymalna amplitude drga wymuszonych otrzymamy dla M§ = M3,. Zatem
rownanie

(3.7 My(po) = Jpow?

jest réwnaniem krzywej «szkieletowej» dla uktadu krzywych rezonansu amplitudy. Odczy-
tujac z krzywej «szkieletowej», poprowadzonej przez maksima krzywych rezonansowych
wartodci @, 1 w, otrzymujemy przebieg funkcji M; = My(¢,). Krzywa ta przedstawiona
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jest na rys. 5 i oznaczona cyfra /. Posiada ona jedno wyrazne maksimum. Zaleznosé
amplitudy momentu si} tarcia M, od amplitudy wychylenia otrzymujemy réwniez z krzy-
wej szkieletowej, poniewaz dla wszystkich jej punktéw zachodzi M,, = M,. Przebieg M,,
przedstawia krzywa 2 na rys. 5.

Przedstawimy charakterystyki: sprezysta i tarciowq kontaktu uzyskane na podstawie
statycznej petli histerezy.
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Rys. 5. Przyblizone charakterystyki sprezyste i tarciowe kontaktu uzyskane w oparciu o krzywe rezonanst
(krzywe 11 2) i oparte na statycznej petli histerezy (krzywe 3 1 4)

Dla sporzgdzenia pizyblizonej charakterystyki kontaktu, przy pominigciu wyzszych
harmonicznych, wystarczy odczyta¢ wspoélrzedne wierzchotkdw petli histerezy. Przy po-
wolnym (w =~ 0) obiegu petli z przystankami dla odezytu M, i p, moment zewngtrzny
przytozony do wibratora rownowazy moment sit sprezystych w kontakcie. Wykres ampli-
tudy M, w funkcji ¢, przedstawia krzywa 3 na rys. 5. Poczawszy od pewnej wartoéci
amplitudy wychylenia przebiega ona réwnolegle do osi @, Charakterystyke tarciowa
kontaktu otrzymamy, pamietajac, Zze powierzchnia petli histerezy przedstawia pracg L,
momentu sit tarcia zamieniona podczas obiegu petli na cieplo i zuzycie cierne obu po-
wierzchni. Przy zalozeniu tarcia wiskotycznego i przyblizonego rozwiazania (3.2), mamy

27 21 T 2je
(38) L= [ Mdp= [ kpdp= [ ki*di = kgde? [ costwtd =
- 0 0 Q 0
. L
= wkgiw = Mynpy, stad M, =-——-.

JTPo
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Wykres amplitudy momentu sit tarcia w funkcji amplitudy kata obrotu przedstawia
krzywa 4 na rys. 5. Przebiegi M,, na podstawie krzywej rezonansowej i na podstawie
statycznej petli histerezy nie réznig si¢ wiele od siebie, natomiast przebiegi amplitudy
sit sprezystych roznia si¢ bardzo znacznie.

W przypadku przebiegdw quasi-statycznych moment sit sprezystych osigga «nasy-
cenie», w przypadku drgan wymuszonych to nie zachodzi.

Préby uzyskania krzywych rezonansu przy zatozeniu waznosci statycznej petli histerezy
w warunkach dynamicznych nie doprowadzity do krzywyeh rezonansu otrzymanych
doéwiadczalnie.

4. Przeglad wazniejszych prac teoretycznych dotyczacych charakterystyki sprezystej konfaktu dwoch kul
z uwzglednieniem tarcia

Zagadnienic kontaktu dwdch cial sprezystych stosujacych si¢ do prawa Hooke'a i przy-
ciskanych do siebie sila N normalng do ich wspéinej powierzchni styku rozwigzat H. HErTZ.
Jednym z waznych jego zalozen jest pominigcie naprezen stycznych na powierzchni
kontaktu.

W przypadku kuli przyciskanej do pdiprzestrzeni sprezystej obszar kontaktu jest kolem
o promieniu ¢ danym wzorem

3N (1—», 11—, 3
0 R R LI

gdzie G, i G, oznaczaja wspdlczynniki sprezystosci na skrecanie, v, i v, — wspotczynniki
Poissona materiatu kuli i podstawy, R — promien kuli.
Rozklad naprezen normalnych na powierzchni kontaktu wyraZa sie wzorem

“2) 0y = s (=)',
gdzie p jest odlegloécia punktu od srodka kola styku.

MincLiN [1] rozpatruje kontakt dwu sprezystych, jednorodnych kul przyciskanych
do siebie sila normalna i poddanych dzialaniu momentu pary sit obracajacego ukiad
wokdl linii $rodkow obu kul. Wykazuje on, Ze przyjmujac sczepienie kul w obszarze
kontaktu otrzymujemy wynik, Ze naprezenia styczne na obwodzie kota styku rosna do
nieskonczonoéci przy dowolnie matym kacie skrecenia ¢.

Luskiv [2] zakladajac tarcie, dopuszcza poslizgi; skrecenie uktadu o kat ¢ powoduje
podziat obszaru styku na dwie czedci: cze$é srodkowa, kotowa, obracajacag sig jak ciato
sztywne (obszar sczepienia) i pieréciei podlizgu, na powierzchni ktérego naprezenia
styczne maja warto§é wyznaczong prawem tarcia Coulomba: v = us,, gdzie u jest wspot-
czynnikiem tarcia migdzy obu ciatami, niezaleznym od nacisku i predkosci. Relacjg migdzy
katem skrecenia @ i wewnetrznym promieniem ¢ pierécienia poslizgu podaje wzor

3uN

43 _
“3) = InGa?

k*D,
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gdzie k? = 1—c?/a®, za$ D jest kompletng catka eliptyczng modulo k. Przy wzroscie
kata ¢, szeroko$é pierscienia poslizgu ro$nie. Gdy poslizg obejmuje cata powierzchnig
styku (¢ = 0), moment sif tarcia osiagga wartos¢ maksymalng M,

3
(.4) My = %uNa-

Dla momentu sit zewnegtrznych M = M, kat ¢ rosénie nieograniczenie. Zwigzek miedzy
wartoécia momentu sil zewnetrznych a promieniem pierécienia podlizgu ¢ wyraza sig
bardzo skomplikowans funkcja uwiktang, nie pozwalajaca na zapis momentu M w for-
mie M = M(p).

Dreresiewicz [3] rozpatruje dwie jednakowe sprezyste kule przyciskane do siebie sily
normalna, dzialajaca wzdtuz ich linii $rodkéw i poddane dzialaniu momentu M oscylu-
jacego powoli miedzy wartosciami — M, << M < M,, ograniczajac si¢ do momentdw
M <2 M,. Otrzymuje on petle histerezy o powierzchni proporcjonalnej do M3, przedsta-
wiajace straty energii na ciepto podczas jednego cyklu.

W pracy doswiadczalnej HALAUNBRENNER i SUKIENNIK [4] obserwowano drgania kuli
$cisniete] miedzy dwiema réwnoleglymi plytami, obréconej o maty kat i puszezonej swo-
bodnie. Na podstawie wzoru Lubkina na podatno$é C jednego z cial kontaktujacych dia
bardzo matych katéow skrecenia

de 3

4.5 €= "di = 16Gav

obliczono okres tych drgan

3 J7(1 1
4.6 T—=21/3 . J( L L
(4-6) ”]/16 a3(G1+GZ)’

gdzie J oznacza moment bezwladnosci kuli wzgledem $rednicy. Wzdr ten doswiadczenie
potwierdzito.

W drugiej pracy tych samych autordw [5] obserwowano zanik amplitudy drgan kuli
przy tej samej geometrii doswiadczenia, wymuszonych przez skrecona i puszczong swo-
bodnie sprezyne plaska. Przebieg zjawiska thumienia wyjasniono poslizgami na calej po-
wierzchni styku, nastepnie przy mniejszych amplitudach na pier$cieniach zewnetrznych
kota styku, w koricu przy bardzo malych — tarciem wewnetrznym w materiale kuli i pod-
stawy.

SIEMIENOWA [6, 7] obserwuje zjawisko rezonansu przy drganiach obrotowych wymu-
szonych walca przyciskanego sita normalna do podstawy i wykorzystuje krzywe rezo-
nansu dla okreslenia zalezno$ci sit wzajemnego oddziatywania obu cial od nacisku nor-
malnego, czasu trwania kontaktu, rodzaju cial, obrébki powierzchni i smaru. Prébuje
ona opisa¢ zjawisko réwnaniem Duffinga bez wnikania w strukture kontaktu.

5, Wyniki eksperymentu w $wietle prac teoretycznych
Rozpatrzono petle histerezy statycznej (rys. 3). Na kazdej z nich zaznaczona jest

. . amM .
krzywa «dziewicza» wychodzaca z poloZenia zerowego. Ze wzrostem kata ¢, o maleje
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i poczawszy od pewne;j wartoéci amplitudy katowej ¢ krzywa osiaga «nasycenie». Krzywa
teoretyczna, podajaca zalezno$¢ kata obrotu cewki ¢ od wartoici przylozonego momentu
M, dana jest graficznie w pracy [3]. Przebieg krzywej eksperymentalnej ma ten sam cha-
rakter., Warto$¢ momentu zewnetrznego, od ktdrej poczawszy nastepuje poslizg na calej
powierzchni styku wedtug wzoru (4.4) wynosi teoretycznie 2,74 - 10~* Nm, podczas gdy
warto$¢ ta odczytana z petli histerezy réwna sie 6,86 - 10~* Nm. Ta znaczna rozbieznosé
obu wartosci da sig czeSciowo wyjasni¢ dzialaniem kolca przenoszacego nacisk normalny.
Zarowno kolec, jak 1 sprezynki doprowadzajace prad wywieraja pewien moment zwrotny.
Prawo tarcia Coulomba tez nie jest $ciste: wspodiczynnik tarcia jest funkcja nacisku i pred-
koscl, a takze zalezy od wilgotnoscl i zanieczyszczen atmosfery. Nalezaloby do$wiadczenie
powtdrzy¢ zastepujac kolec druga soczewka, indentyczng z dolng i przeprowadzié¢ ekspe-
ryment w prézni.

Podatnosé ukiadu soczewka—-plyta na skrecenie dla bardzo malych katdw skrecania
obliczona na podstawie (4.5) wynosi przy N =7,5N, R = 5,0 cm i tablicowych warto-
$ciach G dla szkla i mosiadzu: C = 1,90 rad/Nm. Podatno$¢ otrzymana z krzywej «dzie-
wiczej» petli o najmniejszej amplitudzie na rys. 3 ma warto$¢ 3,29 rad/Nm. Nalezy zau-
wazyé, ze w polozenin zerowym struktura kontaktu nie jest znana; nie udaje sie bowiem
zetknaé soczewki z podstawa 1 obcigzy¢ jej tak, by nie bylo na powierzchni styku matych
poélizgéw 1 obrotdw. Mozna sie o tym przekonaé na duzych modelach przy uzyciv metody
elastooptycznej.

Zajmiemy sie teraz czestoécig drgan wlasnych wibratora o tak malej amplitudzie,
ze nie popetniajac duzego bledu mozna przyjal, ze zachodzi sczepienie na calej powierzchni
styku. Czesto$¢ ta odczytana z oscylogramu na rys. 3a wynosi fp = 55,2 Hz, czgstosé
obliczona na podstawie warto$ci C otrzymanej z petli histerezy 46,5 Hz. Krzywa «szkie-
letowa» amplitudowych krzywych rezomansu (rys. 4) przecina o$ czestoSci w punkcie
o czestoSci 61 Hz. Fakt ten jest trudny do interpretacji, skoro czg¢stoéé stabo ttumionych
drgan wlasnych wynosi okoto 55 Hz.

Z rys. 2b i 2¢ wida¢, ze przebieg drgaid wymuszonych nie wykazuje duzych odstepstw
od przebiegu drgafi harmonicznych prostych: zawarto$¢ wyzszych harmonicznych zalezy
od amplitudy i pulsacji momentu wymuszajacego.

Opisane zjawisko odgrywa role w badaniu proceséw zachodzacych w parach kine-
matycznych. Biorac pod uwage, Ze podobne zjawiska wystepuja w kontakcie przy drga-
niach wymuszonych przez okresowo zmienne sily styczne do powierzchni kontaktu,
a takze i sily normalne, mozna przewidzieé¢ obszary czesto$ci fal mechanicznych ttumio-
nych selektywnie przez warstwy materialdw ziarnistych, jak np. piasek i Zzwir.
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Peswome
SIBJIIEHMWE PE3OHAHCA B KOHTAKTE VYIIPYI'MX TEJ

TIpepcranienuas pagota cocrour 13 3 uacteil: wacrs 1 comepsxut omicanne sxcnepumenta. Chepi-
uecKas, CTCKIIHIIAS JIHH3a LI NPU>KATA HOPMAILHOH CHIION K TOPIISOHTAIBHOMY, VIIPYIOMY OCHOBAHHIO
M MOABEPrHYTa MOMCHTY CIUI BPailidiolfnx e¢f BOKDYI BepTHKAMLMOM ocn. IIpu uameHsoweiics mynp-
caunu o BeHyXKarouero momenta M = Mgsinof Ipi nocToaHHol aMrMTyae My noJydensl asru-
TY/AHUbIE KPIBbIC PE3OHAHCA AL PA3ubIX BeaudHl Mg, X0 KPUBBIX yKASLIBACT HA CHIIBHO HCIHHCHHYIO
H (MACKYION YAPYTYIO XapaKTepHCTHKH KOHTaKTa.

3areM CHATHI CTATHYECKHE NEWIH CIICTepe3Hca JIs PasJIMUHLIX aMIVIHTYSX Mo M 3aperucrpuponasa
OATHYUCCKIIM METOHOM OCLUHJUIOrPaMMa CBOGOAHLIX U BBIHYKJACHHBLIX KONeOaHHH JIMH3BI.

B uvacti 11 Ha OCHOBE PE3YIBTATOB SKCIEPHMEHTA OlIPeNENieHbl YIPYras N (HPHKIUOINAL XapaKTepH-
CTHIA KOHTaKTa.

B uactu 111 mpeacrassichbl pesyibrarsl GoJiee 3HAMEHATENBHBIX TEOPETHYECKHX pabor B 06JaCcTH
KOHTaKTa YMPYruxX Teil. PesvsisTaThl 3KCNEPUMEHTA CPaBHEHbI C Teopueil.

Summary

THE RESONANCE PHENOMENON FOR ELASTIC BODIES IN CONTACT

The paper is divided into three parts. In part I the experimental investigations are described. A spherical
glass lens has bzen presented to a horizontal clastic plate and then loaded by a twisting moment M =
= Mosinwt turning it around the vertical axis. Varying the frequency w of the torque and keeping the
amplitude M, constant, the resonanze cuarves for various values of M, have bzen recorded. These curves
show that the elastic characteristics of the contact is strongly noa-linear ani «soft». For vatious ampli-
tudes M, of the moment, the hysteresis loops have been measured and, using optical methods, the oscillo-
grams of the free and forced vibrations of the lens have been recorded, Part 11 of the paper contains the
analysis of the approximate elastic and frictional characteristics of the contact based upon the experi-
mental results. In part LT the results of certain important theoretical works dealing with the contact phe-
nomena of elastic bodies are presentcd. Theoretical results are then compared with those obtained expe-
rimentally,

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 maja 1970 r.
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ODPOWIEDNIOSC MODELOWA DLA CIENKOSCIENNYCH PRETOW O BISYMETRYCZNYM
OTWARTYM PRZEKROJU POPRZECZNYM

MIECZYSLAW JO XK ILL (WROCLAW)
1. Wstep

Przedmiotem niniejszej pracy sa waronki odpowiednio$ct modelowej dla cienko-
$ciennego, prostego preta pryzmatycznego o dowolnym otwartym przekroju poprzecznym.
Rozwazany pret jest obcigzony statycznie dowolnym vkladem uogdinionych sit zewnetrz-
nych wywolujacych w nim okreélony stan napigcia i odksztalcenia, charakteryzujacy
sig wystepowaniem samozrownowazonego ukladu naprezen normalnych, zwanego bimo-
mentem i deplanacja plaskiego przed odksztalceniem przekroju preta. Odnoénice do samego
preta zakiada sig, ze speinia on warunki uktadu Clapeyrona. Zaklada si¢ ponadto, Ze
jego przemieszczenia sg bardzo matle, a odksztalcenia scisle odpowiadaja hipotezom przy-
jetym w teorii pretow clenko$ciennych WrAsowa [6].

W pracy sformutowano warunki odpowiednio$ci modelowej dla dowolnego, pryzma-
tycznego i prostego, preta cienkoScicnnego oraz wykazano mozliwo$é ich spelnienia
w matym modelu w przypadku preta o bisymetrycznym otwartym przekroju poprzecznym.
Rozwazania przeprowadzono przy zalozeniu, Ze nie wystepuje pelne geometryczne i me-
chaniczne podobiefistwo obiektu rzeczywistego i modelu.

2. Kryterium podobienstwa modelowego

Wielko$¢ energii odksztalcenia sprezystego dla preta cienko$ciennego bedacego obiek-
tem rozwazan i nazywanego dalej krotko obiektem okre$la znany ze statyki wzdr [5]

(2.1 Ug = Uy U(_),,o‘i~ Uczo+ UMyo+ UM:O**—UMUO‘{' Ugo =

I f 02 M3 M2
= k e -+
(EOAO 0 G dy TGy VB e T Eol

4 00 o4 By )dso

GO v0 EOI(uO
Przyjete oznaczenia sit wewngtrznych wyjasnia rys. 1, na ktérym zaznaczono ponadto
srodek O masy przekroju, $rodek écinania S oraz przyjety uktad wspdtrzgdnych xyz
(ds = dx). Indeks «O» stosuje si¢ do wielkosci przynalezunych do obiektu. Dwa ostatnie
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wyrazy wzoru wyrazaja wielkos¢ energii zwigzanej z nieswobodnym skrecaniem cienko-
Sciennego preta, zaleznej od momentu swobodnego skrecania M, i bimomentu B, ktérego
wektor zaznaczono na rys. 1 podwdjng strzalka. We wzorze nie uwidacznia si¢ wplyw
momentu gietno-skretnego M. Konsekwencja bowiem przyjetej hipotezy braku odksztat-
cenn postaciowych w powierzchni $rodkowej preta cienkosciennego jest to, ze réwno-
miernie rozlozone na grubosci elementéw przekroju naprezenia styczne, wywolane gietno-
skretnym momentem Af,,, nie powoduja przyrostu energii potencjalnej odksztalcenia.

/e

/‘4
£

Rys. 1.

We weorze (2.1) oznaczaja ponadto: E, G — state sprezystosci materiatu; 4, 1, I.,
I,, I, — geometryczne i wycinkowe charakterystyki przekroju; k,, k, — wspdlczynniki
liczbowe zalezne tylko od ksztaltu przekroju preta.

Analogiczng warto$¢ energii odksztalcenia spreZystego preta, bedacego modelem
preta rozwazanego (indeks m), okre§la wzoér

(2'2) all = UN!n+ UQ3.111+ UQ=m + UMym+ UM:m+ UMum+ UBm =

1 N, ,ﬁ 2," 03,2,,,
= 5 ‘f‘ ( - + k:m Qy o +kym —— +

—E‘;ll A n EIH_A m G"l A m
M2 M2 M2 B2 )
it m = v n i -
+ Em Iym + El)l Ian + En IUIH + EI”IOJIH ‘ S

Kryterium odpowiednio§ci modelowej obiektu rzeczywistego i modelu, konieczne
i wystarczajace dla podobieristwa energii odksztalcenia sprezystego, mozna sformutowaé
w oparciu 0 wzory (2.1) i (2.2) w nastepujacy sposéb: podobiefistwo energii odksztalcenia
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sprezystego obiektu i modelu jest spetnione, jezeli stosunek odpowiedniej czeéci energii
sprezystej pochodzacej w quelu i obiekcie od przyczyny tego samego rodzaju, jest taki
sam dla kazdej przyczyny. Winno by¢ zatem
2.3 iji: Uno _ Ug,o _ Ug.o :_UM,O _ Un,o _ Ugo

' Uy Unmi Ugym Ugom Untym Ustom Upw

Podane kryterium odpowiednio$ci modelowej energii sprezystej obiektu i modelu
zawiera warunki podobienstwa przesunigé, katéw obrotu i deplanacii {3].

3. Zwiazki wyrazajace przyjete kryterium podobienstwa modelu i obicktu

W celu szczegolowego przedstawienia zwiazkow wyrazajacych warunki podobienstwa
wprowadzono nastegpujace oznaczenia skal wielkosci wystgpujacych w modelu i obiekcie:

_:'O_ =n podziatka dlugosci pretow,
w
LR podziatka sit,
m
Jjé‘l = §°§9- = fn podziatka momentéw,
m m=m
B, Pysé .y . .
- = - = fn? podziatka bimomentdw,
B)ll .P",S‘%‘
E, Gy e o , . .. .
= e; o= g podziatki stalej sprezystosci podluznej 1 postaciowe;j,
m m
Tji =a podziatka pdl,
m
I, R ) Ly . L .
—j’i =i,; IJ: i podziatki momentéw bezwladnosci wzgledem osi
ym zm J) i Z’
I . s
7£ =1, podziatka momentu bezwladno$ci czystego skre-
on cania,
ImO . . . , .
7=l podzialka wycinkowego momentu bezwladnodci
@ wzgledem $rodka $cinania przekroju,
Do Ug Vo Wo . .
= = = = d tka ) C,
p"l ul" 7)’" wl” pO Zla prze Llle
o T Fo Z,_; podziatki katéw obrotu i deplanacii,
(p"l 71 %m ]1
Uo _ Popo

=fj = u podzialka energii sprezystej i pracy.
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Po wprowadzeniu przyjgtych podziatek kryterium (2.3) przyjmuje postac

G.0) i n P 2 ke Pa ko fPn [ [
. j _— T = = e = e e = e —_ T =

e e, el k.. ga ey g0 gi, ei,

H

a po skréceniu stronami przez f2n

G2) i: n? :]_1_2____ k:o_ 1

n? n*
ea eiy, ei, k.. ga

ko 1
"~k ga gi, e,

Stosownie do podanych wyzej wnioskéw réwnosci (3.2) przedstawiaja komplet wa-
runkoéw, koniecznych i wystarczajacych, odpowiednio$ci modelowej obiektu rzeczywistego
i modelu dla prostego, pryzmatycznego preta cienkodciennego o dowolnym przekroju
otwartym w przypadku, gdy pomiarom na modelu podlegaja przemieszczenia wywolane
statycznie dzialajacym uktadem uogdlnionych sit zewngtrznych.

Gdy obiekt rzeczywisty i model speiniaja réwnosdci (3.2), przemieszczenia obiektu
mogg by¢ wyznaczone za pomocg uprzednio zmierzonych przemieszezen modelu z relacji

przesuniecia  po = jpm,

(3.3) katy obrotu ¢ = —jl-l- Pons
deplanacje 2o == _jz X,

n

w ktérych podziatka j podlega wyznaczeniu z réwnoscei (3.1), za$§ a jest skala diugosei
pretéw.

4. Sposob zastepczych przekrojow modelu

4.1. Uwagi wstepne. Analizujac warunki (3.2) nietrudno zauwazyé, ze sa one toZsamo-
§ciowo spetnione w przypadku, gdy wystepujace w nich skale geometrycznych i wycinko-
wych charakterystyk przekrojéw obiektu i modelu zaleza od skali dlugosci pretéw, czyli
gdy

(41) ”:nz; iy:izziu:’14; iw:776; —;;i‘i:;:i%:l
oraz gdy
(4.2) ¢=é&

a zatem, gdy zachodzi geometryczne i mechaniczne podobienstwo modelu i obiektu.

Przy rozwiazywaniu na malych modelach praktycznych probleméw technicznych
rzadko wystepuje mozliwos¢ zapewnienia pelnego podobienistwa geometrycznego i spetnie-
nia przez to réwnosci (4.1). Nawet najczedciej wystepujace w budownictwie profile walco-
wane, dwuteowniki, ceowniki, katowniki posiadaja wyokraglenia i zbieZnosci trudne
do zrealizowania w malym modelu. Podobne cechy posiadaja cienkoscienne profile gigte,
ksztaltowane na zimno. Niekiedy za$ spotyka sie¢ bardzo skomplikowane przekroje, np.
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zlozone z kilku profili walcowanych. Wykonanie malych modeli takich pretéw jest zwykle
w warunkach Jaboratoryjnych niemozliwe, dokladno$¢ wykonawstwa musi ponadto
budzi¢ watpliwosci.

Tym bardziej rzadko wystapi mozliwo$¢ zapewnienia réwnoczesnego podobienstwa
geometrycznego 1 mechanicznego, wymagajacych speinienia oprécz warunkéw (4.1)
takze warunpku (4.2) w postacl

e | = 142,

g 1 +1}lll ’

Ostatni warunek jest wrgez niemoZliwy do spetnienia w modelach malych przy obecnie
stosowanych materiatach konstrukcyjnych.

Przedstawione trudnosci skltaniaja przy wymiarowaniu matych modeli do rezygnacji
z pefnego podobieiistwa geometrycznego i mechanicznego modelu i obiektu oraz powoduja
konieczno$¢ ujecia zagadnienia odpowiedniosci modelowej w oparciu o inne zasady.

4.2. Tdea przekroju zastepczego. MozZliwe jest uksztaltowanie przekroju modelu z pomi-
nieciem petnego podobienstwa geometrycznego i mechanicznego [L], [2], [3], [4]. W przed-
stawionej pracy zakltada sig¢, ze badany cienko$cienny uktad pretowy skiada sie z jedno-
wymiarowych elementdw, bedacych osiami $cinania pretow. Ksztatt i wymiary przekroju
pretéw reprezentuja jego geometryczne i wycinkowe charakterystyki: 4, k., k,, I,, I, I,
I,. Warunkipodobienstwa geometrycznego obejmuja zatem tylko osiowy zarys konstrukcji.
Podobienstwo wymienionych charakterystyk przekroju winny zapewnié warunki podo-
biefstwa kinematycznego i dynamicznego, a wigc podobienistwa przesunieé, katow obro-
tu, deplanacji, sit, momentdw sit pracy i energii. Dla cienko$ciennego ukiadu prgtowego
obcigzonego statycznie, w ktérym pomiarom podlegaja wylacznie przemieszczenia i to
ukfadu juz odksztalconego pod ciezarem wlasnym, konieczne i wystarczajace warunki
podobienstwa modelu i obiektu przedstawia ukiad réwnan (3.2). Dalsze rozwazania
dotycza bisymetrycznego przekroju otwartego, w ktérym srodek masy przekroju pokrywa
sig ze $rodkiem $cinania.

Wskutek takiego ujecia zagadnienia odpowiednio$ci modelowej nie zachodzi koniecz-
no$¢ wiernego modelowania ziozonego ksztattu poprzecznego przekroju obiektu. Prze-
kroje pretow modelu moga byé uksztaltowane dowolnie, zgodnie z praktycznymi mozli-
wosciami i poziomem wykonawstwa laboratoryjnego. Dowolnoéé ksztaltu przekroju
zastepczego jest jednak ograniczona w tym sensie, Ze musi to byé przekrdj cienko$cienny,
gdyz zwiazki matematyczne bgdgce podstawa niniejszej pracy opisuja zjawiska zacho-
dzace w pretach cienkosciennych. Dalsza zaleta proponowanego sposobu jest mozliwos$é
wyréwnania bledu wynikajacego z niespelnienia warunku podobienstwa mechanicz-
nego (4.2).

Podane zaloZenia stanowia podstawe sposobu przekrojow zastgpczych wymiarowania
modeli. Przed przystapieniem do wymiarowania przyjmuje si¢ podziatke dtugosci pretow
n, ksztalt przekroju poprzecznego oraz material konstrukcyjny, z ktérego model ma by¢
wykonany. Podzialke » przyjmuje sie¢ w zalezno$ci od zadanego gabarytu modelu. Ksztalt
przekroju zastgpczego winien spelniaé postulat «prostotys, polegajacy na wprowadzeniu
mozliwie najmniejszej liczby elementdw skladowych przekroju zastgpczego. Postulat
prostoty utatwia wykonawstwo modelu, umozliwia uzyskanie niezbgdnej dokladnosci

czyli vy = v,.

9 Mechanika 1eoretyczna
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i zadanej tolerancji oraz — w przypadku przeprowadzania badan metoda przemieszczen
wymuszonych [3] — stosowanie uniwersalnych deformatordw.

W dalszym ciagu nalezy okresli¢ funkcje A, kom, Ky Toms Loms Loms T 2alezne od
parametrow przyjetego przekroju zastepczego. Przy wyznaczaniu funkcji 1, i I, dla
przekroju cienkoéciennego jest dopuszczalne pominigcie, jako matych wyzszego rzedu —

3

skladnikow %, w ktdrych b jest szerokoscig, a ¢ gruboscig elementéw skiadowych.

Moment bezwladnosci I, dla przekrojéow zlozonych z waskich prostokatdw nalezy

oblicza¢ z wzoru
1 § 1
Ivm = '3— bl 6:3 .

Z ukladu réwnan (3.2) podlegaja wyznaczeniu parametry wybranego zastgpczego
przekroju modelu, ktérych funkcjami sa podzialki «,i,,7,, i,, i, oraz wskazniki prze-
kroju k., i k,,. W ogélnym przypadku obciazenia preta i réwnoczesnym wystapieniu
w dowolnym przekroju wszystkich uogdlnionych sit wewnetrznych, podanych na rys. 1,
mozliwe jest wyznaczenie co najwyzej szeSciu parametréw przekroju, ktére winny spel-
niaé¢ siedem funkcji. Zadanie to moze nie mie¢ rozwiazania lub tez uzyskane rozwiazanie
moze nie mie¢ praktycznego zastosowania.

Co wigcej dwie z nich, zwiazane z wpltywem wewnetrznych sit poprzecznych, mozna
sprowadzi¢ do postaci

ko Ky g l—l—vo_

(4.3) ]CZIH h ]Cym o e o 1+v"l

wykluczajacej w ogélnym przypadku obciaZenia preta i wprowadzeniu przekroju zastep-
czego mozliwoé¢ Scistego modelowania wplywu sit poprzecznych.

Wplyw sit poprzecznych jest jednak bardzo maly w pordwnaniu z wplywami pozosta-
lych sit wewnetrznych. W rachunkowej analizie cienkoéciennych ukladdéw pretowych
wplyw ten jest z reguly pomijany. Zagadnienie modelowania wplywu sit poprzecznych
w ukladach pretowych o przekroju zwartym rozwazal obszernie Dasrowskl [1] i Ko-
LENDOWICZ [4]. Wnioski ich prac pozostaja stuszne takze dla pretéw cienkosciennych,
gdyz 1 w tym przypadku odksztalcenia zwigzane ze zginaniem podlegaja prawu plaskich
przekrojéw. Pominigcie wplywu sit poprzecznych powoduje redukcje liczby warunkdéw
podobienstwa modelu i obiektu i umozliwia wymiarowanie przekroju modelu w oparciu
o uklad rédwnan

1 n* n® 2 n*

4.4 e T = e = e =
@49 ea ely el 81, €l

Ograniczenie liczby parametréw przekroju do czterech zezwala na przyjecie nieskom-
plikowanego przekroju zastepczego skladajacego sie z trzech elementéw. Fakt ten ma
praktyczne znaczenie w technologii budowy modeli.

Gdy uklad pretowy jest obcigzony zewnetrznymi sitami skupionymi lub momentami
dzialajacymi mimoosiowo wzgledem osi §cinania preta, nalezy warunkiem podobiefstwa
geometrycznego objac takZe wspélrzedne punktéw zaczepienia tych wogélnionych sit
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skupionych. Realizacja tego postulatu nie nastrecza trudno$ci w przypadku obcigZenia
preta zewngtrznymi sitami poprzecznymi. Wystarczy gdy ramig r uogdlnionej sity zewnetrz-
nej spelni warunek
4.5) ro = nry,. .
Inaczej jest gdy obiekt jest obcigzony zewnetrzng sila podiuing P, dzialajacq w odle-
glodci ry od osi Scinania preta — na punkt o wspdhrzgdnej wycinkowe] wq % 0 (rys. 2a).
Powoduje ona $ciskanie (lub rozciaganie) preta, zginanie momentem Mo = P.oro Oraz
skrecanie bimomentem B = Pyowo (rys. 2b). W tym przypadku oprécz warunku (4.5)
nalezy takze spelni¢ warunek podobienstwa wspdirzednych wycinkowych w postaci

(4.6) wy = ntw,,,

czyli w modelu przytozy¢ site Py, w punkecie o wspoétrizednych r, 1 @, speiniajacych wy-
mienione dwa warunki.

Rys. 2.

4.3. Bisymetryczny dwuteowy przekroj zastepezy. Postulat «prostoty» spelnia w optymalny
sposéb bisymetryczny dwuteowy przekrdj zastgpezy przedstawiony na rys. 3. Wskazniki
przekroju zalezne od jego parametréw sa nastgpujgce

A, = hd-+2b6,,

on3 6, bH?
Iym - —'1-2_— + -"_2“— >
Izm = 61b3 E
(4.7) 6

1, — %((S%—l—zé?b),

0,62 H?
Iwm = 124

Uktad réwnan (3.2), przy pominieciu wptywu sit poprzecznych (4.4), przyjmuje po-
staé

1 (h 6 n? d h I
4.8 _ = g —
“8) Ao(b 5, +2) 121, A (61 b H2+6)

n2

- 6110

2 M o, e n? 2(33_£
7Ty ek L W S B

9*
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skad podlegaja wyznaczeniu nieznane parametry przekroju zastgpczego. Po wprowadzeniu
bezwymiarowych parametrow m = H[b, t=6/0,,q= 6,/b 1 przyjeciu dla przekroju
cienkosciennego w pierwszym przyblizeniu H = h uktad réwnan (4.8) przyjmuje postaé

1 _ o, LS
(4.9) 4o (im--2) = — 57—~ H*(tm+6) = 6120 b

12/,
nt o, e n?
— H2 — = 27,2
54l b ¢ 3Ly b*(13m+2),
skad '
2 _715_
[yo A Iwo
7= —— "/ 21”0 612
_ JS_ 2o 6
T8, Lem® m’
_ b /8 Lo 1
d b e 21, 13m+2°
|
e
.6
|
——

Rys. 3.

Wynika stad, ze w najbardziej ogdlnym przypadku obcigzenia obiektu istnieje roz-
wiazanie rzeczywiste, gdy wskazniki przekroju obiektu spelniajg nieréwnosé

4, -—<3.
(4.10) 1 << Troloo < 3

5. Podobieiistwo wezléw modelu i obiektu rzeczywistego

Zagadnienie podobiefistwa weztdw obiektu i modelu jako oddzielny problem wystgpuje
w przypadku modelowania cienkosciennych przekrojow preta w oparciu o warunki (3.2),
przy pominigciu warunkéw podobienstwa cech geometrycznych i sprezystych modelu
i obiektu. ZakiGcenia stanu naprezenia i stanu odksztalcenia spowodowane w wezle
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vogdlnionymi sitami wewngtrznymi N, Q,, Q., M,, M.,i M, obejmuja w my$l¥zasady
Saint Venanta o lokalnosci skutkow lokalnych przyczyn, wylacznie wezet i niewielkie
obszary zbiegajacych si¢ w nim pretow, nie maja natomiast wplywu na prace pretéw
i konstrukcji z nich wykonanych. Moga wigc nie by¢ brane pod uwage przy wymiarowaniu
modelu.

Inaczej jest w przypadku dzialania na wezet cienkogcienny bimomentéw, powodujacych
jego deplanacje. Bimoment jest bowiem samozréwnowazonym ukladem naprezen, ktérego
wielko§¢ w duzym stopnin zalezy od cech geometrycznych i sprezystych ciala. W weZle
ulega on czgsciowemu sttumieniu, zasada Saint Venanta przyjmuje dla wplywow bimo-
mentu inny iloéciowy i jakoSciowy charakter. Efekt brzegowy przedstawiony zréwno-
wazonym bimomentem zanika powoli i przenika daleko w glab preta. Zagadnienie po-
dobienstwa weztdw ma w takim razie istotny udziat w formutowaniu warunkéw podo-
biefistwa obiektu i modelu.

W praktyce uksztaltowanie wezta moze by¢ bardzo réznorodnc, w zaleznosci od liczby
i rodzaju pretéw lgczonych w danym wezle oraz od ich wzajemnego usytuowania. Czesto
stosuje sig réznego rodzaju blachy wezlowe, Zebra usztywniajace, przewiazki i naktadki
w rézny sposéb w wezle rozmieszczone. Niekiedy takze nie sa spelnione wymogi statyczne
stawiane weztom w mechanice budowli ukladéw cienkosciennych. Osie $cinania pretow

Rys. 4.

zbiegajacych sie w danym wezle na przyklad nie przecinaja sig¢ w jednym punkcie, takze
osie cigzkosci pregtdw moga nie przechodzi¢ przez jeden punkt. Przykiadem takiej konstruk-
cji jest stalowy ruszt mostowy, w ktérym podtuznice i poprzecznice wykonane z profili
o réznej wysokosci umieszczone sg w ten sposob, ze gérne stopki dZwigaréw znajduja
si¢ w jednej ptaszczyZznie, natomiast osie écinania 1 osie ciezko$el w plaszczyznach réwno-
legtych tak, Zze nie przecinaja si¢ w wezlach.

Zazwyczaj jednak wezly obiektu spelniajg pewne wymogi konstrukcyjne, umozliwia-
Jace sformutowanie warunkéw brzegowych [7]. W ramach przestrzennych z pretéw cienko-
Sciennych o otwartych, symetrycznych profilach dazy sie do uniemozliwienia paczenia
si¢ weztdw. W tym celu stosuje sie odpowiednie usztywnienie przekroju przy uzyciu zeber
(rys. 4). Warunek ten moze byé takze w modelu z latwoscia spelniony.

Dla wezléw plaskich, w ktérych zbiegaja sie prety cienko$cienne o przekroju zblizo-
nym do dwuteowego lub ceowego, polgczone wzajemnie pdtkami, przyjmuje sig w me-
chanice cienko$ciennych ukladéw pretowych zaloZenie jednakowej deplanacji koncow
wszystkich pretéw w tym wezle. ZaloZenie to realizuje si¢ przez umieszczenie w plaszezy-
znach gérnych i dolnych pStek sztywnych nakladek, przekazujacych obrét kazdej
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polki na potki pozostatych pretow (rys. 5). Wezet stanowia wéwcezas dwie sztywne na-
kladki, ktére przy deplanacji wezta vlegaja w swych plaszczyznach obrotom w kierunkach
wzajemnie przeciwnych. Srodkiem wezla jest punkt przeciecia si¢ osi $cinania pretow.
Przypadek ten moze by¢ latwo zrealizowany na modelu przez wbudowanie analogicznych
naktadek weztowych.

Rys. 5.

W wezle sprezystym czes¢ bimomentu jest przejmowana przez wezel, Moze
on by¢ traktowany jako krétki pret o dtugodei H (rys. 6a) skrgcany momentami M = B/H
przylozonymi do blach wezlowych. Uwazajac za Ruteckim (7] ten przypadek za przy-
padek czystego skrgcania kat skrecenia blach weztowych moze by¢ obliczony z wzoru

(5.1 (pz—GIu—,

w ktérym wystepujacy moment bezwladnosci czystego skrecania moze byé obliczony
Z WZOrow:

. v
(5.2) | I, = T 2 50
— gdy przekrdj wezta sktada sie z waskich i dtugich prostokatéw (rys. 6b);
(5.3) I, = :(_‘-‘);‘SL

§y

— gdy Scianki i przepony pretéw schodzacych sie w weZle przedstawiaja kontur zamkniety
(rys. 6¢);

0220 1\
5.4 I, =" "4
(54) ’ $y N
— gdy $cianki i przepony schodzacych sie w wezle pretdw przedstawiaja zamknigty profil
z wystgpami (rys. 6d). W powyzszych wzorach oznaczaja: s szeroko$¢ (w zarysie blach
wezlowych), 6 1 6, grubosci oddzielnych przekrojéw odpowiednio konturu otwartego
i zamknigtego; £2 — podwdjne pole konturu zamknietego; s, = 50,/6.

503
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Skale katéw obrotu przekrojéw obiektu 1 modelu okresla zalezno$é (3.1)

J
n o gi,’

Stosunek katéw skrecenia wezla obiektu i modelu zgodnie z (5.1) i przyjetymi oznacze-
niami wynosi

(770 _ MOV HO Gm ]um)i . fn Ho

(Pm - Mm I_Irn GO IUDW - givw H

Indeksem w oznaczono momenty bezwladnosci przekroju wezla,

6

-
D
o

52
e ——
C d

T |
77T i -v-«lﬁ
| | . - t::: Eo
| | S E::J' g § it
! J || !
(I 1 |

Rys. 6.

Podziatki katow skrecenia wezldow i pretéw winny by¢ identyczne, zatem

n? _Jn H,
gil) giu\\' H"l

oraz

H,
5.5 joo= 10
( ) Tow anl &

Zalezno$t (5.5) okresla warunek podobiefistwa plaskich wezléw sprezystych.
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6. Przyklady

6.1. Przykiad 1. Przekroj preta obiektu, ztozony z profili walcowanych, podano na rys. 7a,
Obiekt jest wykonany ze stali, dla ktérej wspdtczynnik zwezenia poprzecznego wynosi 0,3.
Przekrdj posiada nastepujaca geometryczng i wycinkowa charakterystyke: 4o = 103,5cm?;
Lo = 4271 cm*; I,o = 22456 cm*; I, = 86 cm*; I, = 1318600 cm®.

a | b | 'S+
I [en)
| £20 017 | +
130
o os— Y U 4 o
l(‘_l_
oy
I I £20
' | -
1z
lz J- a9
Rys. 7.

Model ma by¢ sporzadzony w skali 1:10 z celuloidu o wspdiczynniku zweZenia po-
przecznego v,, = 0,42. Zatem

g 4w, 142
= o U0 1,0923.

Dla modelu przyjeto bisymetryczny dwuteowy przekroj zastepczy, podany na rys. 3.
Poniewaz

Aol,o  103,5-1318600
Iolo 224564271
to przyjgcie wybranego przekroju zastgpczego jest mozliwe. Jego wymiary obliczono

z wzordw (4.9)
H:i]/1318600 3.5 em,

= 1,495 > 1,

10 4271
mzl/ 22456 _ 103,5-1318600) 1 _ g9
p) 64271 271
© 3,51
b= 1179 2,977 cm,
2+ 22456 6

= @-me 1w o 2

36 1
= Vmﬂ_-l,ogzy 2aa 11794~ O
0, = 0,02395- 2,977 = 0,0713 cm,
d=2,44-0,0713 = 0,174 cm.
Zaprojektowany przekroj zastepezy modelu podano na rys, 7b.
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6.2. Przyklad 2. Obiekt jest nitowang belka blaszang o przekroju podanym na rys. 8a.
Wymiary w mm elementéw przekroju sa nastgpujace: $rodnik 900 10; pasy 300 10;
katowniki réwnoramienne 1003 100x10(y, = 0,3). Dla przekroju obiektu obliczono:
Ay = 229,83 cm?; 1o = 322271 cm*; I, = 6 125 cm*; I,o = 910 cm*; I, = 12 410 000
cmb.

a b
| - g
o R
s Yo sl dw
.__I_L. _‘_l.: L — o
Rys. 8.

Model nalezy sporzadzi¢ z celuloidu (v, = 0,42) w skali 1 : 20. Przyjeto bisymetryczny
dwuteowy przekrdj zastepczy (rys. 3), sprawdzono warunek (4.10)

2298 - 12410000

30971 6105~ A3 =]

oraz za pomoca wzordw (4.9) obliczono wymiary przekroju zastgpczego

2 12 410 000
7 =§6]/W = d3em,

i — ]/( 3222271 _226,8 12410 000) 1 _3907

G-6125 ) 6125
= ;:’257 = 1,377 cm,
= 21235223227; — 337 = 1,175,
= l/ 2 61259-18;1]7’2??33’2”2) — 0,1053,

8 = 0,1053 - 1,377 = 0,145 cm,
é,=1,175-0,145 = 0,1704 cm.

Zaprojektowany przekrdj zastgpczy przedstawiono na rys. 8b.
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Pesome

KPUITEPHH TTIOHOBHS TOHKOCTEHHLIX CTEPYKHEIN BUCHUMMETPUYECKOIO
OTKPLITOI'O CEUEHHMII

B patoTe arorest yCAOBHA 110X06H IS NIPOCTOrO NPH3MaTHYECKOI0 TOHKOCTEHHOTO CTEPIKHI NMpOo-
1I3BOJILHOIO OTKPBLITOTO CEUeHHST, M NpHHUMILI II0A00pa pasmepoB st mebonemux mMogeneli nocrpoe-
1LIX U3 TAaKOro pojga creprxiei, Ilpenmolaraercsi, YTO TOHKOCTEHHbIE CTEPIKHU IONBEpP:KEIILl HEcBOo-
GOAHOMY KPYUYCHINIO I YTO MX CEUEHMA NEIUTAHHPYIOTCA. Y UHTbIBAGTCS BIHAHWE GHOMOMENTOB I H3ri-
faloLie~-KPYTALUX MOMEHTOR.

Kputepuit nopo6usa BLIBOMHUTCA H3 NIoNo6us sHepruit ypyroit nedopmanun [ypasuennst (2.3), (4.2)].
B rnase 4 npeanox<eH METOJ cedeHHii-3ameHuTe el He 001afaloUMX reOMETPHUECKHM 110000HeM 110 OT-
HOUIEHHIO CeUeHHUSIM O0LEKTA. YIIPYrHe XapaKTEPUCTMKU MOLCTH M O00BEKTa MOLYT TAIGLE Pa3fuuarcs
AJIA TEX CNIyUaeB, KOIAa BIAMAHNE NONEPEUHbIX CHII HE YUHTLIBAETCH, Bonpoc nonoOHsA Y3108 paCCMOTPEH
B ryage 5. IIpefnoyKenHbIil MeTOX HIUTIOCTPIPYETCA ¢ NOMOLIBIO YHCIOBLIX NPHMEPOR (T 6).

Summary

MODEL CORRESPONDENCE CRITERTA FOR THIN-WALLED RODS OF OF BI-SYMMETRIC
OPEN CROSS-SECTION

In the paper the conditions of model correspondence for a straight prismatic thin-walled bar of arbi-
trary open cross-section are given, as well as the rules of des igningthe smallscale models for systcms con-
sisting of such bars, The thin-walled bars are subject to constrained torsion, their cross-sections undergoing
deplanation. The influence of bimoments and torsionfiexure couples (Fig. 1) is taken into consideration.

The model correspondence criterion is derived from the similarity of the elastic strain energy expressions,
Eqs. (2.3), (4.2). Tn Sec. 4 the method of «reduced cross-sections», geometrically different from the original,
is proposed. Elastic characteristics of the object and the model can also be different provided the influence
of transversal forces is neglected. The problem of similarity of joints is discussed in Sec. 5. Numerical
examples (Sec. 6) illustrate the method proposed in the paper.
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DYNAMIKA SZTYWNEJ PLYTY SPOCZYWAJACEJ NA SPREZYSTO-PLASTYCZNYM
PODLOZU ZE ZMIENNA GRANICA PLASTYCZNOSCIL CZESC I. SZTYWNE ODCIAZENIE

JERZY BAUER, EDWARD WELODARCZYK (WARSZAWA)

1. Wstep

Problem propagacji jednowymiarowych fal naprezenia w stalych osrodkach niejed-
norodnych byl przedmiotem badan wielu autorédw. Do$é obszerny przeglad literatury
z tej dziedziny podany jest w [1]. W pracach tych rozwigzywano zagadnienia graniczne
dla warunkéw brzegowych danych w naprezeniach (odksztalceniach) i predkosciach
(przemieszczeniach), Brak jest jednak rozwigzan podobnych probleméw dla mieszanych
warunkow brzegowych wyrazonych za pomocg rownan rozniczkowych (np. obcigzenie
zewnetrzne przylozone na mase skupiong lezaca na niejednorodnym osrodku), generu-
jacych fale stabej niecigglo$ci. Ten rodzaj warunkdéw brzegowych jest czesto spotykany
w praktyce inzynierskiej, szczegdlnie w problemach fortyfikacyjnych.

W niniejszej pracy zbadamy dynamike nieodksztalcalnej ptyty, spoczywajace] na
sprezysto-plastycznym podiozu (gruncie) ze zmienna granica plastycznosei.

Praca ta jest kontynuacja publikacji [2], [3], w ktérych zbadano analogiczny problem
dla oSrodka jednorodnego. Uzyskane tam wyniki stanowia tlo poréwnawcze dla zbadania
wplywu niejednorodnosci osrodka (zmiennej granicy plastycznoéci) na dynamike plyty.

Praca skiada si¢ z dwdch czeSci. W pierwszej czgsci rozwigzujemy problem dla o$rodka
ze sztywnym odcigzeniem, natomiast w drugiej skonstruujemy rozwiazanie dla oérodka
z liniowo-sprezystym odcigzeniem i zbadamy jego wpltyw na dynamike plyty.

2. Sformulowanie problemu

Zbadamy ruch nastgpujacego ukiadu. Na sprezysto-plastycznym niejednorodnym
gruncie wypetniajacym dolna p6iprzestrzen, spoczywa nieodksztalcalna, nieograniczona
plyta o jednostkowej masie m (masa odniesiona do jednostki powierzchni). Plyta obcia-
Zona jest réwnomiernie roziozonym ciénieniem nagle przylozonym i nastepnie maleja-
cym do zera. Tego typu schemat obcigzenia moze byé modelowym przedstawieniem
obiektu znajdujgcego sie pod dziataniem powietrznej fali uderzeniowej w bliskim oto-
czeniu epicentrum wybuchu tadunku jadrowego.

Fizyko-mechaniczne wlasnoéci gruntu aproksymujemy modelem Prandtla ze zmienng
(monotonicznie rosnaca) wraz z glebokoécia granica plastycznoéci. Przyjmujemy, Ze na
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galezi odciazenia odksztatcenie nie ulega zmianie — sztywne odcigzenie. Do matema-
tycznego opisu uzyjemy wspélrzednej Lagrange’a, przy czym dodatnia pdlo§ Ox kieru-
jemy w glab osrodka.

Sformutowany wyzej problem wraz z przyjetymi zalozeniami w jezyku matematycznym
przyjmuje nastepujgcg postac:

réwnanie rownowagi

(21) 00T, = O,x;
zwigzki geometryczne
(2.2) ' V=U,; £ = lU,;

zwigzki fizyczne
a) w strefie obcigZzenia

a(e) = Eog, dla  [o(e)] <= o+ (%),

CI oo D = Bt BT, dla Jofe ) > o/
b) w strefie odciaZzenia

(2.4) e(x, t) = e(x);
warunki poczatkowe

2.5) w(x,0) =10, wo(x,0)=0;
warunek brzegowy

(2.6) o0, 1) = mv,, (0, )—p(1),

gdzie p(t) jest cisnieniem zewnetrznym obciazajacym plyte, natomiast funkcja f{(x) cha-
rakteryzuje zmiang granicy plastycznosci gruntu. O funkcji tej zakiadamy, Zze:
2.7) flO)=0, Jfiuw=0, 0ox)=—0)—f(x).

Wymienione wyzej réwnanie, zwiazki geometryczne i fizyczne oraz warunki graniczne
jednoznacznie okreélaja dany problem.

3. Konstrukcja rozwiazania problemu

Przy zatozeniach sformutowanych w poprzednim paragrafie obraz falowy rozwiazania
przyjmuje jedng z postaci pokazanych na rys. 1. Analityczne rozwigzanie problemu ksztat-
tuje sie nastgpujaco.

Strefa obciazenia (obszary 1. JLi ). W strefie obcigZzenia zgodnie z (2.1), (2.2) i (2.3,
ruchem osrodka rzadza nastgpujace réwnania:

3.1) U, —aji, =0 (obszary Ii1l),
E,—E
3.2 —-([2 L = __1__ 0
(3.2) Uyt 1 Uyxx 00Eq

gdzie a, = I/E?/é:, a, = I/EI/QO .

f'(x)  (obszar T1I),
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W dalszym ciagu rozwazai parametry nalezace do danego obszaru bedziemy oznaczad
dolnym indeksem liczbowym zgodnym z numerem danego obszaru.

Rys. 1

Ogdlne rozwigzania réwnan (3.1) 1 (3.2) maja nastepujgca postac:

X

ag )’
| X

3.3) “2:4’2("%)”/ (+ )

X X
1(3:@3(t-‘ al)_HPB (t‘i‘—ar)— EoE, ff(f)df

Z jednorodnych warunkéw poczatkowych (2.5) wynika, ze

u, = D, (t——;) —1-‘]11( B

0

(3.4) ![fl(t—i- i) - srfz(t'T—X_) =0.
dg a

0

Fizycznie oznacza to, Ze w obszarach 11 II brak jest zaburzen wedrujacych w ujemnym
kierunku osi x.

Na podstawie (2.2), (2.3) i (3.3) oraz (3.4) otrzymujemy:

Ulz“ﬁéi(t—i)a Uzz_%d)é(t—i),
o

do do Qo
_hEl I X EO
0= T 3(“a—)+*—¥fs(t+ )+ S—Eo—’
(3.5

v, = qs'( ;‘_) vy = @;(z—aio),

T3 = q’s(t—“ﬁ) *FTé(t—i‘L),
a,

gdzie @' i ¥’ oznaczaja pochodne funkcji @ i ¥ wzgledem argumentéw.
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Pozostale parametry ruchu oérodka, tj. przyspieszenie w 1 przemieszczenie u otrzy-
mujemy dokonujac odpowiednio operacji rézniczkowania i catkowania pola predkodci
wzgledem czasu. Majac to na uwadze w dalszym ciagu bedziemy podawaé tylko wzory
na naprezenia 1 predkosci.

Podstawiajagc (3.5), 1 (3.5)s do (2.6) oraz calkujac otrzymane réwnanie rézniczkowe
dostajemy jawna postaé funkcji @,, a stad wyrazenia na pole naprezen i predkosci

RY

o050 = ot ) " pema,
(3.6) ;

ou(5 1), hp = 0 = 2070
00l mag m

Obszary II i IIT sg rozdzielone frontem plastycznej fali obcigZzenia x = k(¢) (rys. 1).
Na froncie tym nastepuje odbicie i zatamanie plastycznych fal naprezenia wywolane
nicjednorodnoscia osrodka. Aby rozwigzaé problem w obszarach 1I i ITI nalezy okredli¢
nastepujace funkcje: @3, @5 15 oraz front fali plastycznej x = k(¢).

Wykorzystujac warunki ciggltodci pola naprezen i predkodci na granicy obszarow
IT1 111, warto$¢ naprezenia rdwng granicy plastycznodci na krzywej x = k(¢) oraz warunek
brzegowy (2.6), otrzymujemy nastepujacy ukiad réownan na wymienione wyzej funkcje:

o 0] o] or 0]

Ey -, k(1) 0_ .
] (ps[,-ﬂ ¢ ]: — R~ f KO,

7)1(«\‘, f) =

(37
. El_ ’ __ k(’) El st k(l) 0 EI_EO —— _ 0
—El @3 [[ a, ] a, I ' a, +Us Eo - Os f[k(t)]a
E E —
Lo, (t)+a—1w;<r)+asﬂEi = m[B5(O+P5 O1-p ().
1 1 0

Z pierwszego i trzeciego rownania po rozwikianiu otrzymujemy

— [z-— "(’)] g0 ”1+“° FLITK),

(3.8) ]a(l)
gl KO odo—ay
3[t+ a;] % 3K, +Nf Tk (0],
gdzie
1 a a 1{a a
3.9 L=— SR =2 L]
G- (E(,*El)’ N 2(150 E)

Zatézmy chwilowo, Zze znamy funkcje x = k(t). Wéwczas wartosci funkeji @5 i %5
w dowolnym punkcie (x, t) obszaru III wyraza sie nastepujacymi wzorami:

—?; (z—i) =0l “1+“° +Lf(xy),

ay

(3.10)

X a
Vilt+-=| =002
3(+a1) % Ok,
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gdzie

X;—X X;—X
(3.11) xl‘k(t‘i’ a4, ), xz——k(l——al—).

Wielkosci x; 1 x, sa odcietymi punktédw przecigcia si¢ charakterystyk odpowiednio
dodatniej 1 ujemnej z frontem fali x = k(t), przechodzacych przez wspdlny punkt (x, £),
polozony wewngtrz obszaru III (rys. la). Stosowane w dalszym ciggu rozwazan ozna-
czenia x,(x, £) i x,(x, t) nalezy rozumieé jako rozwigzania réwnan (3.11).

Analityczne rozwigzanie problemu wewnatrz obszaréw II i 111 po wykorzystaniu
(3.10), (3.7), i (3.5) ksztaltuje si¢ nastgpujaco:

(3.12) 02(x, ) = —o{—flk(t)],  vi(x, 1) = —2" + fo f[k(ll)]
oraz
(3.13) o3(x, 1) = —o?+--Lf( x) lr-——‘ Nf(x2), os(x, )= 7:-—0 e — LS (x1)+Nf(x2),
gdzie
. x—k()
(3.14) fo= =

Wréémy obecnie do okreélenia frontu plastycznej fali obciazenia x = k(¢). Zadajac
spelnienia przez wyraZenia (3.13) warunku brzegowego (2.6) na granicy obszaru III,
otrzymamy

(3.15) ~a§’+f—l‘Lf(x1)+%Nf(xz)=

a k'(t—x,/a;)

a k'(t+x, Ja;) "
ay+k'(1—x/a,) 7 (XZ)] —2(;

a,—k'(t+x,/a,)

= m[——L f’(x1)+N

gdzie obecnie

(3.16) x, :k(z+ﬂ), xz—k(t—li).
a, a
Réwnanie powyzsze obowiazuje dla czaséw #, < t << 1, (patrz rys. la). Jest to nie-
liniowe réwnanie rézniczkowe z przesunigtym argumentem. Analiza tego réwnania i kon-
strukcjg rozwiazania zajmiemy si¢ w rozdziale 4. Obecnie przejdziemy do strefy odcigzenia.
Strefa odciazenia. W strefie sztywnego odcigzenia mamy wv(x,t) = v(1) i wobec tego
z réwnania réwnowagi (2.1) po scatkowaniu wzgledem x i wykorzystanin warunku brze-
gowego (2.6) otrzymujemy

3B.17 o(x, t) = (0o x+m)o'(t)—p(2).

Front fali odciazenia x = s(¢) w rozpatrywanych warunkach granicznych jest frontem
stabej nieciaglosci. Majac to na uwadze wprowadzamy do (3.17), przy x = s(¢), pole
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naprezen i predkoéci z obszaru III wyrazone wzorami (3.13). W konsekwencji otrzy-
mujemy nastepujgce réwnanie na front fali odcigzenia x = s(¢)

(3.18) . - [ K [t—sit)—k ][ﬂ —5'(1)]
02 (62) S LS () N = Toos() 4] l —Lf"(x)) :

al—k’[t-@ *]
a; a,
o 0 =)

- —p(0),
. +k,[t IO ] J
a, a,
gdzie

. s(t) | x _ sty x,

Réwnanie powyzsze catkujemy numerycznie w przykladzie liczbowym za pomocg
metody Runge-Kutta.

Przejdziemy obecnie do okredlenia pdl napreZzen i predkosci w poszczegdlnych ob-
szarach strefy odcigzenia. Rozpatrzymy dwa mozliwe uklady obszaréw na plaszczyZnie
fazowej x, ¢ (patrz rys. la, b).

+Nf"(x2)

Przypadek I — 7y < 7 (rys. 1a).
Obszar 1IV:
Na podstawie (3.17) i (3.13) otrzymujemy
a4(x, 1) = (Qox—l—m)[——Lf'(xl))'cl-}—1Vf'(x2)5c2]—1)(t),
Ao

va(x, 1) = ‘E‘U =L (%) +Nf(x2),

gdzie x, 1 x, okreslajg wzory (3.19), natomiast ich pochodne przyjmuja postaé

k,[t_ s(1) +ﬁ]
a, a4

(3.20)

).Cl = " [al'—sl(t)]p
a,—k' [t—%—i—':—l:l
3.21 ! !
( ) k_l|: S(f) x2]
4 2L 22
= & [a;-+5' (1))
a,+k' [7+ A0 —;C—Z]
1 1
Obszar V:
V—'.\'K
N PRl —in|r— il o
o5(% 1) = — [0/ (xl e fone 3 )—hle -2 [ peeneae,
(3.22) "
' _ Eo
7)5(x’ t) - Eo Os (xx t), hl - ao(m“l_QoxK) )

gdzie xx i tx sa wspStrzednymi konca fali odcigzenia (rys. 1). Okre§lamy je z przecigcia
si¢ frontu plastycznej fali obcigZzenia z falg odciazenia.
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Obszar VI:
n- X
00, 1) = [0 Lo, )-Hp (O] (),
(3.23)
ve(x, 1) = — 'EEI‘Z— os(x, ).
Obszar VII:
0105, 1) = O [0 oy Cele ™0y 7 [ p(&yenca],
[¢]
(3.24) 'K
'117(X, t) = - ";%" 07(xK, t)-

Obszar VIII:

S PRPE S I P A T
og(x, 1) = —[og +f(xx)]e ’ ( Ko )—hle I ( “ ) fP(rf)e"IEdE
(3.25)

7)8(x’ t) = - ';;:_)" UB(X, t)

Przypadek Il — 7x > 7 (rys. 1b). W tym wariancie rozwigzanie w obszarze IV pokrywa
sie z rozwigzaniem w obszarze IV poprzedniego przypadku. W pozostatych obszarach

otrzymujemy
Obszar V:
os(x, 1) = (Qox+m)[—Lf (x;) %, +Nf"(x2) X2],
(3.26)
vs(x, f)—E—OU s—Lf(x )-+Nf(x,).
Obszar VI:
m--p0x —hi(t—
oo(x, 1) = 20T [—af—[(xgle Y,
Qo Xk
3.27) .
vﬁ(x’ t)= —’EO—O’G(-X% t)‘
0
Obszar VII:
,_lll(t —lg— * AK)
o,(x, 1) = [—o?—f(x o
(3.28) 2(x, 1) = [ f(xx)le v
vr(3, 1) = — g 025, 1).

4. Analiza frontéw fal obcigzenia i odciaZenia

W pierwszej kolejnoéci zbadamy front plastycznej fali obciazenia. Front tej fali za-
czyna propagowaé sie od plyty w glab oérodka w chwili 7 =, dla ktérej naprezenie
pod plyta osigga warto$é 0 = —o?.

10 Mechanika teorctyczna
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Réwnanie (3.15), po uwzglednieniu faktu, ze dla # = 1, zachodzi x; = x, = 01f(0) = 0,
redukuje si¢ do réwnania kwadratowego, po rozwigzaniu ktérego otrzymujemy zamknigty
wzdr na poczatkowa predkodé fali o postaci

(41) Cs = k,(rs) = s
Ao
2(?:: +4)
gdzie
4 = [p)—0d1E,
mf"(Oyaoa,

Warunkiem istnienia frontu piastycznej fali obeigZenia w badanym przypadku nie-
jednorodnosci jest k'(s5) > 0. Ze wzoru (4.1) wynika, Ze warunek ten bedzie spelniony
gdy
4.2) plt)—a? > 0.

Dla p(,)—a? < 0 w oérodku pod plyta wytwarza sie tylko sprezysty stan odksztalcenia.

Poza tym z (4.1) wynika, Ze poczatkowa predkosé propagacji plastycznej fali obcigze-
nia moze zmieniaé si¢ w przedziale 0 < ¢, << a;.

Przejdziemy obecnie do konstrukcji rozwigzania réwnania frontu fali (3.15). Jest to
nieliniowe réwnanie rdzniczkowe z przesunigtym argumentem typu neutralnego. Dla
skonstruowania rozwigzania tego réwnania, poczatkowy (dostatecznie maly) odcinek
frontu fali aproksymujemy odcinkiem stycznej do tegoz frontn o wspdlczynniku kierun-
kowym wyliczonym z wzoru (4.1). Odcinek ten ma postaé

4.3) k() = c(t—t5), <<t 44t

Dalej na podstawie (3.11) 1 (4.3) otrzymujemy
4.4) Xy = —2T o (f—t).
Podstawiajac z kolei (4.3) i (4.4) do réwnania frontu fali (3.15), otrzymamy

—d‘é-f(xl)—klf(xl) = 0(1),

a stad
I3
(4.5) JGey) = e=le=19 [ 0(&) =12 E,
Is
gdzie
_o0—p@) EN ay ¢ N d aies .|
“.6) YO0 e [+ =1+ g | o 1)

am’
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Majac znang postaé funkeji f(x;) z réwnania (4.5) mozZemy okreslié dla poszczegdlnych
chwil czasu warto$¢ nieznanego argumentu x,(¢), ktéry zgodnie z (3.16) w przedziale
1, < t < f+dt—x, Ja, poprawia zalozony poczatkowo liniowy odcinek frontu fali,
natomiast dla ¢ > t,--Ar—x, [a; okresla kolejny odcinek frontu fali potrzebny do reali-
zowania nastepnego kroku obliczed. Dalej proces obliczeni powtarza sie.

Przejdziemy obecnie do analizy frontu fali sztywnego odcigzenia. W pierwszej ko-
lejnoéci zbadamy zachowanie si¢ frontu fali w otoczeniu punktu «startowego» (0, £,,).
Czas 1,, jest chwila, w ktdrej naprezenie pod plyta osigga maksymalng warto$é (w sensie
wartosci bezwzglednej). Okredlamy go z réwnania

(47) 0-3,1(0: fm) = 0.
RSwno$¢ ta, po wykorzystaniu (3.13), przyjmuje postaé
(4.3) Lf (e X1+ Nf (xyX2 = 0.

Rézniczkujac z kolei réwnanie frontu fali x == k(¢) i uwzgledniajac (4.8) dla t = ¢,
otrzymamy
(4.9) m[—sz.(.x)(fvl)z—LfZ_\-,)il +Nf{.iz)(k2)2+NfEx2):\:2]*[)’(7'»') = 0.

Poza tym réwnanie (3.15) mozna zapisaC w nastgpujacej skrécone] formie

4.10) —0'04— Lf( 1)+ E, Nj(x,)~|—mLf(,”),\1 MNSf (s y%2+p(ty) = 0,
gdzie
x; =k (t,,,—l— ﬁ), x, =k (;m_ﬁ)’
al ag
a, k’ (tm—{_'x'l) a; k’ (t,,,—— —x—z)
. a, . a,
Xj=—"", X=——
(1 ) o+ 1= 22)
a a,

W ten sposdb otrzymali§my trzy tozsamofci, ktére wykorzystamy przy badaniu frontu
fali odcigzenia,

Z réwnania (3.18), po rozwiklaniu wzgledem s'(¢), otrzymujemy

4.11) ’ s'(1) = a; %’:)),
gdzie
Wi(s, t) = Q()Tl)—l-m [—O'g—l‘f(xl)%Lﬁ-f(xz)%N-I-P(t)]-l-

+Lf(’xl)x1_Nf(lx2)-5C2:
G(s, 1) = Lf (x %1 +Nf (xpy %2
(4.12) Mzkk_ﬂ2+%q, Z_kp+xn xﬂ,
. 1

a, a, a,

' s@) | x, , 5(2) _x_l]
”kP—fo;J . %kk+zi a

E] Xz = -
al—/c’l:t—ﬂ+ﬂ] al+k’[t+£(_tl~ﬁ]
a, a,

a, a,

iy =

10*
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Na podstawie tozsamoséci (4.8) i (4.10) wynika, Zze W(0, t,) = G(0, 1,) = 0. Oznacza
to, ze réwnanie (4.11) posiada w punkcie (0, £,,) izolowany punkt osobliwy. Zbadamy
zachowanie sie frontu fali w otoczeniu punktu osobliwego.

Zgodnie z metodg Frommera [4] réwnanie (4.11) zapiszemy w postaci

a—l—b ds
1t d. 2
(4.13) s'(tn) = ay Wi tlm =a, -
G,,dl‘—}—G,st _[_df{i
gdzie
a= W i-1,.s=0=0,
b= Wi, s=0=—2Ty,
¢ = G,1l1=1,,,, s=0 = 2T,
(4.14) d= G,s!1_.1,,,,:=o =2T,,
Ty = o UGy (5P L G S N (o (20 N e ),

m - . , . P ;.
T, = Bar, [—Lf ey Cei)* — Lf (e p X1 - NF 5y (%2)* NS () ¥2] -

Kiladac w (4.13) ds/dt = s'(¢,,) otrzymamy wzdr na poczatkowa predko$§é frontu fali
cdcigzenia

(4.15) co = 5'(tn) = 2a, [1—2me e (F2) (;“{ "‘1”(2]
W szczegdinym przypadku dla odrodka jednorodnego mamy
(416) ] Cq — 2a1 .

W ten sposéb okredliliSmy wspotczynnik stycznej do krzywej catkowej w punkcie
osobliwym (0, 1,). Powstaje pytanie, czy tylko jedna krzywa calkowa przechodzi przez
ten punkt, czy tez pgk krzywych o wspdinej stycznej, wyzej okreslonej. Na to pytanie
znajdziemy odpowiedZ badajac rodzaj punktu osobliwego. Zgodnie z metoda From-
mera [4], o rodzaju punktu osobliwego decyduja pierwiastki 2, i A, réwnania charak-
terystycznego

“.a7n A—(b-Fe)A+be—ad = 0.

Dla wartosci wspotczynnikéw a, b, ¢ i d okre§lonych wzorami (4.14), réwnanie (4.17)
ma dwa pierwiastki rzeczywiste o nastepujacych wartosciach:

(4.18) Ay =2T,, A= —2T,.

Zatem punkt osobliwy jest punktem siodfowym i przechodza przez niego dwie krzywe
catkowe. Krzywa catkowa o stycznej s4(f,) = 0 nie speinia warunkdw ciagfodci w oto-
czeniu punktu (0, f,) 1 zostala wylgczona z rozwazah. W ten sposéb udowodniliSmy
jednoznaczno$¢ badanego problemu. Krzywy s(t) okreslamy z rownania (4.11) rozwiazujac
go metoda Runge-Kutta.
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5. Przyklad liczbowy

Na podstawie wyprowadzonych w poprzednich paragrafach wzoréw przeprowadzono
ilosciowa analizg¢ ruchu plyty nagle obciazonej przyloZzonym ci$nieniem zmieniajacym
sie¢ w czasie wg prawa

t n
(5.1 (1) = po (1—;—) ;
przy liniowej zmianie granicy plastycznosci oSrodka
(5.2) Jx) =

Dla wykonania obliczen numerycznych wprowadzono nastepujace wielkosci bez-
wymiarowe:

4 x p() o
T: —, X =, P T S B = —
. 4 (1) e 0 e
U:Qoao u, V__:_Qoao v, W:_Qoaoiw’
PoT Po Po
k(¢ s(t X
k=20 s =20, roo-L9,
(5.3)
K
k=20 5= pu= —fp(: Far,
ag Aa,t 00ay(T
—t . k == ~——_——’ _ ——
lu‘ a]_ 1 po kO m >
mA 00doT uly
k, = Ly=>22"" =9
2 opo’ ? m L 1o Xy

Rys. 2.

Wyniki obliczen liczbowych wykonanych na EMC zamieszczamy w postaci graficz-
nej na rys. 2-4.
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Dla obcigzenia przyjetego w postaci (5.1) ruch plyty i stan naprezenia w o$rodku pod
plyta zalezy od pigciu parametrow: Iy, u, Q,, n 1 k;. Charakter wplywu tych parametréw
obrazujg zamieszczone wykresy.

Na rys. 2 pokazujemy fronty fal plastycznych K(T) i fronty fal sztywnego odciazenia
S(T) dla kilku wartoéci wspdlczynnika k,, ktéry jest odpowiedzialny za zmiang granicy
plastycznoéci oérodka.

Jak nalezalo oczekiwaé, ze wzrostem gradientu wzrostu granicy plastycznoséci (k)
intensywnie maleje gleboko$é przenikania strefy odksztalcen plastycznych., Proces ten
przebiega nieliniowo. Taki rodzaj przebiegu zjawiska wynika z okolicznosci, ze wraz
z powigkszeniem gradientu wzrostu granicy plastycznoéci maleja nadwyzki ci$nienia
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powodujace uplastycznienie osrodka. W konsekwencji maleje strefa odksztalcen pla-
stycznych.

Na rysunkach 3a-d zamieszczone sg przebiegi zmian w czasie bezwymiarowych wspot-
czynnikow przemieszczenia piyty U, predkodci V, przyspieszenia W i maprezenia pod
plyta O dla kilku wielkodci wspdlczynnika k,. Charakter zmian w czasie wymienionych
parametréw jest podobny, jak dla o$rodka jednorodnego k, = 0 [2], z tym, ze wielkogci
UiV wraz ze wzrostem k, — maleja, a warto§¢ Q,,,. roénie. Dla realnych wielkoéci wsp6i-
czynnika k, (np. k, = 5) roznice dochodza do kilkudziesigciu procent. Fakt ten ma

lo=10, Qs=0,25, n=3

Umnax
Vinax Wmux e ::rjg
- Qmux 1~
10 w

Rys. 4c

istotne znaczenie w praktyce inzynierskiej. Malenie wielkosci U i V oraz wzrost Q..
jest wynikiem oddzialywania fal odbitych od niejednorodnosci, ktére dzialaja hamujaco
na ruch plyty i spietrzaja naprezenia pod nia.

Na rysunkach 4a—e pokazano zmiany maksymalnych wartoéci poszczegélnych wspdi-
czynnikéw w funkcji parametréw Iy, y, Qs, 1 1 k,. Jako tlo poréwnawcze zamieszczono
réwniez wyniki dla osrodka jednorodnego. Z zamieszczonych wykreséw wynika, zZe
szczegblnie wrazliwe na niejednorodno$é osrodka jest przemieszczenie plyty. Réznice
dochodza tutaj nawet do 100%.

Reasumujgc nalezy stwierdzi¢, Zze zaniedbywanie w dynamicznych obliczeniach obiek-
tow fortyfikacyjnych (czesto spotykane w literaturze technicznej) wplywu niejednorodnoéci
ofrodka moze prowadzi¢ w niektorych przypadkach do powaznych bledéw.
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Peaswome

INHAMIKA JKECTKOM TJIUTHI HAXODSUIEHCS HA YIPYIO-IUIACTUUECKOM
HEOOHOPOOHOM OCHOBAHHM. YACTS I.

B paboTe HCCICAOBAHLI NAPAMETPLI ABMIKEHHSA JKECTKOM IUIMTLI HAXOMALICHC 114 YIPYro-INACTI-
YeCKOM OCHOBAHMII ¢ HEPCMEHHBLIA IIPCACIION MJIACTHUHOCTH. MlecaenoBavist mpoBeacHsl IS sKecTKOI
pasrpyswyl. IlipTa Harpy»eHA PaBHOMCPHO PachpEneNeAHbIN JABJICHHEM, TIPIUIOMNKCHILIM BHE3alHo,
4 3aTEM MOMOTOIIHO yobIBaroLEemM K Hyno, ITpy Takux YC/IOBHAX, MIPH COOTBCTCTBEHHO NOAOGPaHHOIT Ha-
rpyaie, MIIITa FEHEPIPYCT B OCTIOBAHMHU [IIACTHUCCKHE BOJIHBI HATPY 3K, 32 KOTOPLIMIL CICAYST HPOLEce
paarpyay. s ppoHTOB IUIACTHUCCKOM BONMHLI HATPY3KIL M BOJIHLI PA3TPY3KH [TOJVYEHLI HeTHEeHIbie
OCLIKHOBCHHBIE Auchhe pCHITANBHbIE YPAaBHEHII CO CABHHYTAIMH APTYMEHTAMH COACDIKAILMAMH UCKOMbIE
dyvaxuay (PpoHTHI BONH). DTH YPABHEHHS PEIUEHb] Ha SJICKTPOHHON BLIMHCAHTCALHON MATEMATHUCCKOIT
Mammne. Buisegenbl 3aMKHyThbie (GOPMYNIbL BT HAUAIBHEIX CKOPOCTCH PaclpOCTPAaHEHUS TLIACTHUECKOI]
BOJHBI U BONUBI Pasrpy3Ki. JHCICHHO Hccaeiobata I30BACHAOCT, NMapaMeTPOR ABHIKEHUST TWIHTLI 11 Pe-
AKUUH MepesaBaeMoil c10 Ha OCHOBAHME OT HCOAHOPOAHOCTH Tpeqena JIACTHYHOCTH OCHOBAHMUII,

Summary

DYNAMICS OF A RIGID PLATE RESTING ON ELASTIC-PLASTIC NONHOMOGENEQUS
MEDIUM. PART I

In the paper the parameters of motion of a rigid plate resting on elastic-plastic medium with varying
plastic yield limit was investigated. The investigations wcre carried out for rigid unloading. The plate was
loaded with uniformly distributed pressure which at first was suddenly applied and next was allowed to
decrease monotonically up to the zero value. Under these conditions and for the respectively chosen load
the plate generates in the medium the plastic loading waves, which are followed by unloading process.
For the fronts of plastic loading and unloading waves the usual nonlinear differential equations with shifted
arguments containing the sought functions (wave fronts) were obtained. The equations were solved with
the help of a digital computer. The closed formulae for initial velocities of propagation of plastic loading
and unloading wave were derived. The motion parameters of the plate and its reaction transmitted to the
medium depending on the nonhomogeneity of the plastic yield limit were numerically investigated.
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BADANIE WPLYWU ODKSZTAECENIA PLASTYCZNEGO NA ZACHOWANIE SIE METALU
PRZY ROZNYCH DROGACH WTORNEGO OBCIAZENIA

KaroL TURSKI (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Badania wilasno$ci plastycznych materiatéw w zlozonym stanie napreZenia stanowia
obszerng grupe zagadnien. Ogdinym ich celem jest analiza wplywu rozmaitych czynnikdéw
na powierzchnig plastycznosei. Jednakze wiekszo$¢ prac z tej dziedziny podwigcona jest
okre$leniu zmian powierzchni plastycznodei na skutek danej historil obcigZzenia lub wiel-
kosci odksztalcenia. W wyniku takich do$wiadczen ustalono, ze powierzchnia plastycz-
noéci w stosunku do formy poczatkowej moze doznawaé przesunigcia, obrotu, zmiany
drednicy oraz zmiany ksztaltu. Zanwazono réwniez, ze wielko$¢ zmian zalezy nie tylko
od historii obciazenia i wielko$ci odksztalcenia, ale takZe od przyjetej definicji granicy
plastycznoéci. Szczegdtowo bylo to dyskutowane w pracach [6, 12, 18, 24, 25, 28]. Z prze-
prowadzonej dyskusji oraz z opublikowanych tam danych dos$wiadczalnych wynika, Ze
im mniejsze odksztalcenie trwale dopuszcza definicja uplastycznienia, tym silniej zaznacza
sig skrecenie i przesunigcie powierzchni plastycznodci. Moze takze pojawié si¢ na niej
naroze. Ze wzrostem odksztalcenia plastycznego zwigzanego z definicja uplastycznienia
efekty te stabng, natomiast ogdlny ksztalt krzywej plastyczno$ci odbiega dos¢ znacznie
od elipsy. _ )

Niezaleznie od historii obciazenia, podstawowymi mechanizmami zmiany powierzchni
plastycznoéci jest jej przesunigcie i zmiana $rednicy [1, 4, 5, 6, 8, 10, 14, 15].

Czasami obserwowano tylko jedno z tych zjawisk [2], [17], jednakZze w wigkszosci
przypadkdw stwierdzono, Ze wystepuja one jednoczes$nie. JeZeli badania przeprowadza
si¢ przy proporcjonalnych drogach obcigZenia i odciazenia, to powierzchnia plastycznosci
obejmuje poczatek uktadu lub, co najwyZej, moze przezen przechodzi¢. Natomiast przy
nieproporcjonalnym obciazaniu stwierdzono [I, 25, 26, 28], ze moze oma wychodzi¢
w kierunku obciazenia poza punkt zerowy.

W opisanych badaniach stosowano parg sposobéw wyznaczenia powierzchni pla-
stycznosci. Jedna z typowych metod postepowania polega na tym, Ze odksztalca si¢ szereg
prébek zgodnie z zatozonym programem obciazenia i nastgpnie catkowicie odcigza.
Poddajac potem kazda z nich obciazeniom o réznej (ale stalej dla kazdej probki) pro-
porcji naprezes, okre§lamy wspéhzedne punktéw powierzchni plastycznosci.



156 K. TurskIl

Badania wilasnosci plastycznych przeprowadzone w pracy [16] wykonane s w sposéb
odmienny od tradycyjnej procedury. Zasad¢ postgpowania wyjasnia rys. 1. Przyjmijmy,
ze szereg probek obciazamy w réznych kierunkach o, do s az do napreZeii, ktérych
wielko§¢ okreélona jest przez powierzchnie obciazen wstepnych i nastepnie calkowicie
odciazamy. Wskutek tego procesu material nabywa pewnej anizotropii, jezeli wiec ob-
cigzymy obecnie wszystkie prébki w jednym kierunku, np. o,, to z wykreséw o(e) otrzy-
mamy szereg warto$ci granicy plastycznodci, ktére zaznaczono punktami a, b, ¢, d, e, f.
Odkladajac wektory naprezenia, wyznaczone przez te punkty, na odpowiednich kie-
runkach wstgpnych odksztalcenn i laczac ich konce, otrzymujemy wykres, dla ktdrego
przyjeto nazwe linia wplywu odksztalcenia plastycznego.

Z takiej reprezentacji wlasnosci plastycznych uzyskuje sig inne informacje, niz z analizy
powierzchni plastycznodci. Powierzchnia plastycznodci materialn odksztalconego po-
kazuje wplyw odksztalcenia wstepnego, przy jednym programie obcizzenia, na granice
plastycznosci przy réznych kombinacjach naprezed. Natomiast linia wplywu odwrotnie,
pokazuje wplyw odksztalcenia wstgpnego, przy roznych kombinacjach naprezen, na gra-
nice plastycznosci w jednym ustalonym kierunku obcigZenia.

Koncepcja budowy linii wplywu jest pomystem nowym, inna praca na ten temat nie
jest autorowi znana.

Jeden szczegblny przypadek teoretycznej linii wplywu, otrzymany na gruncie hipotezy
wzmocnienia kinematycznego, zostal zbadany dodwiadczalnie w pierwszej éwiartce plasz-
czyzny naprezen w pracy [16]. W pracy niniejszej dokonano uogdlnienia linii wplywu
na dziewigciowymiarowg przestrzen napreZen 1 wprowadzono pojecie powierzchni wplywu
odksztalcenia plastycznego.

W szczegdlnym przypadku plaskiego stanu napreZenia, powierzchnie wplywu wyzna-
czono dla trzech wariantéw obciazenia:
1) proste rozciaganie,

... . . e . 0y
2) obcigzenie zbiornika ciSnieniowego (a— = 2),
2

3) rozciaganie potaczone ze Sciskaniem (o, = —o,).

Powierzchnie te wyznaczono w przypadku wzmocnienia kinematycznego, kinematyczno-
izotropowego iizotropowego. Druga z hipotez ograniczono do koncepcji podanej w pracach
[23], [24] rozpatrujac ja w odniesieniu do réznych warto$ci definicji granicy plastycznosci.

Opisane na wstepie badania wykazaly, ze historia obciaZzenia moze zmieni¢ w istotny
sposdb powierzchnie plastycznosci. Pamigtajac o calej ztozonosci zjawiska, przy wyzna-
czaniu teoretycznych powierzchni wptywu uwzgledniono tylko przemieszczanie i roz-
szerzanie powierzchni plastycznoéci, zaniedbujac wszystkie inne efekty.

Aby zweryfikowaé dodwiadczalnie i teoretyczne powierzchnie wplywu, zbudowano
przyrzad umozliwiajacy obcigzanie prdobek rurkowych w pierwszej i drugiej ¢wiartce
ptaszczyzny naprezen gléwnych. Mozna wiec prowadzi¢ badania przy kombinacji dwu
naprezen rozciggajacych oraz przy kombinacji naprezenia rozciagajacego i §ciskajacego.

Weryfikacje doswiadczalna przeprowadzono dla trzech réZznych wielkoscei obciazen
wstepnych, dobranych w sposob krytyczny z punktu widzenia rozpatrywanych hipotez
wzmocnienia,
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Juz w pracy [16] podkreslano, Zze obok cech poznawczych, proponowany sposéb
przedstawienia wiasno$ci materiatu posiada tez aspekt praktyczny, wskazujac na mozli-
wos¢ ustalenia zakresu typu obrébki plastycznej na zimno dla uzyskania pozadanych
wlasnosci tfoczonego detalu. Niniejsza praca potwierdza tg teze w szerszym zakresie.

2. Powierzchnia wplywu oilksztalcenia plastycznego

2.1. Wstep. Zatdzmy, ze mamy do czynienia z materiatem wykazujacym dowolne wzmoc-
nienie. Tensor naprezenia elementu tego materiatu okredlony jest przez macierz [oy)].
Rodzina powierzchni plastyczno$ci materialu wstepnie nieodksztatconego opisywana
jest w dziewieciowymiarowej przestrzeni naprezen przez rownanie

(2.1) F(oy) = ko.

Jezeli material dozna pewnego odksztatcenia trwalego, jego powierzchnia plastycznosci
bedzie opisywana bardziej ztozonym zwiazkiem

(2.2) Hoiy, 1) = k(4),

gdzie A oznacza parametr charakteryzujacy historig obcigzenia.

Przyjmijmy obecnie dwa ograniczenia odnoénie obcigZania:

a) zaktadamy, ze rozpatrujemy tylko proporcjonalne drogi obciaZenia i odcigzenia
materiatu,

b) materiat wstepnie nieodksztalcony podlega obciazeniu w przestrzeni naprezen,
niezaleznie od kierunku, do pewnej wartosci napregzen, ktora jest okre$lona przez powierzch-
nie wypukla i obejmujgca poczatek uktadu wspdtrzednych. Powierzchni¢ t¢ nazywano
dalej powierzchniq obciqzet wstgpnych.

Oznaczmy przez 4, (rys. 1) punkt przecigcia drogi obciazenia z powierzchnia obcigzen
wstgpnych oraz przez »;(4,) kosinusy kierunkowe drogi obcigzenia. Jezeli poprowadzimy
obcigzenie wstepne do szeregu punktow A, to w przestrzeni naprezen kazdej z tych
drég obcigzenia odpowiadaé bedzie inne polozenie powierzchni plastycznosci. Wynika
stad, ze danej powierzchni obcigzenia odpowiada okreélona rodzina powierzchni plastycz-
nosci.

Wyrazmy obecnie stan napreZenia kazdego z punktéw powierzchni plastycznodei
przez modut naprezenia calkowitego oraz macierz kosinuséw kierunkowych [v;]. Modut
r naprezenia calkowitego mozna obliczy¢ z iloczynu skalarnego tensora naprezenia:

(23) = (o‘;jo‘,-_,-)”l.

Przyjmijmy jako wielko$¢ odniesienia jedno z naprezed, ktére oznaczymy np. o,. Wpro-
wadzajac wspotczynniki

>

O;j
24 ;= 7’

a

réwnanie (2.3) przedstawié mozna jako

(2.5) 1= o, (m;;m;) 2.
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W celu zmierzenia wartosci r, materiat trzeba poddaé powtérnie obcigzeniu proporcjo-
nalnemu. W takim przypadku wspétczynniki my; sa oczywiscie state wzdtuz drogi obcig-
7enia i modul naprezenia calkowitego r zalezy tylko od wielkosci naprezenia odniesienia
o,. Jezeli przyjmiemy jeden kierunek obciazenia wtérnego dla calej rodziny powierzchni
plastycznosci, to mozna oznaczy¢

(26) (m,-Jm,-j)‘/z = C.

Wobec tego modut naprezenia catkowitego » dla danej powierzchni plastycznosci bedzie
funkcja naprezenia o,, ktére zalezy, w ramach danego prawa wzmocnienia, tylko od
polozenia punktu A, a wigc na podstawie réwnania (2.5) oraz (2.6) mozna napisaé

.7) r = Ca,(A,).

Utwérzmy obecnie funkcje r(4,) w ten sposdb, ze odcinki réwne r odktadamy na
odpowiednich kierunkach obciazen wstepnych 0— 4,, oznaczajac otrzymane w ten sposob
punkty przez By (rys. 1). Zbidr punkiéw B, wyznacza pewng powierzchnie, z ktorej kon-
strukcji wynika, Ze opisuje ona wplyw zmiennego kierunku wstgpnego odksztalcenia
plastycznego na granice plastycznodci przy danej kombinacji naprgzen. Przyjeto dla tej
powierzchni nazwe powierzchnia wplywu odksztalcenia plastycznego.

Z punktu widzenia do$wiadczalnej weryfikacji teoril plastycznodcei, szczegdinie in-
teresujgcym przypadkiem obciazenia jest plaski stan napregzenia. Przyjmijmy, ze element
materiatu obcigzony jest naprezeniami oy; 0335 Tip = Tpy; 033 = 0; 7,3 = T3 =
= 7,3 = T3, = 0. Z réwnania (2.3) otrzymujemy modul promienia r

(2.8) r= (U%1+0%2+2T%2)1/2-

Z réwnania tego wynika, ze wspolrzednymi przestrzeni naprezenn musza byé oy, ;052
1/5612. Przy innym wyborze wspdirzednych, np. o,4; 7., [18], [22] Iub o, ; ]/3—112
[21], [25], [26], nie mozna wykonywaé operacji wyznaczenia powierzchni wplywu na
drodze geometrycznej, poniewaz wartos¢ r nie bedzie rowna modutowi naprezenia catko-
witego.

Dla danego programu obciagZzenia mozna okreéli¢ powierzchnie wptywu na drodze
teoretycznej o ile znane jest prawo wzmocnienia materiatu. Zastosowano tu nastgpujgce
trzy hipotezy:

1. Hipoteza wzmocnienia kinematycznego [11], [19], oparta na pojgciu idealnego
efektu Bauschingera.

2. Hipoteza wzmocnienia izotropowego [17].

3. Hipoteza wzmocnienia kinematyczno-izotropowego [23], [24] uwzglgdniajaca efekt
Bauschingera zmierzony przy prébie prostego obcigzenia.

W pracy niniejszej wyznaczono powierzchnie wplywu dla przypadku obciaZenia przez
dwa naprezenia o,; = 0, ; 03, = 0,, poniewaz przy takim ukltadzie przeprowadzana
byta weryfikacja do§wiadczalna. Wyrazenie (2.8) sprowadza si¢ do

(2.9) r=(o3+od)1?,

a wigc powierzchnia wplywu redukuje si¢ do linii na plaszczyZnie naprezen gléwnych
G1,05.
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2.2. Wyznaczenie linii wplywu przy zalozeniu hipotezy wzmocnienia kinematycznego. Teoretyczne za-
sady budowy linii wplywu odksztalcenia plastycznego, dla materiatu izotropowego wy-
kazujacego idealny efekt Bauschingera, zostaly podane w pracy [16]. Przyjmujac regule
wzmocnienia kinematycznego Shielda i Zieglera [11] uzyskano réwnanie linii wplywu
dla szczegélnego przypadku prostego rozciggania.

Obecnie zajmiemy si¢ wyznaczeniem réwnania linii wplywu przy tych samych zaloze-
niach, ale w przypadku badania granicy plastycznosci w ztozonym stanie naprezenia,
Powierzchnia plastycznoéci materiatu izotropowego okre§lona jest przez réwnanie

(2.10) 0} = 0t—0,0,-}03.
Przyjmijmy, ze materiat ten podlega wstgpnemu proporcjonalnemu obciazeniu az do

osiagnigcia stalej, niezaleznej od kierunku obciazenia, wartosci intensywnos$ci naprezen

a4

o

Rys. 2. Wyznaczenie linii wplywu odksztalcenia plastycznego przy zatozeniu hipotezy wzmocnienia kine-
' matycznego
O ~— wstepna powierzchnia plastycznosdci; I, 1Y — powierzchnia plastycznosel po obcigzeniu do punktu A; oraz A;; By, By —
punkty linii wptywu odksztalcenia plastycznego

stycznych. Warunek ten okre§la powierzchnie obciaZen wstepnych, ktéra na plaszczyZnie
napreze giéwnych o, ; o, (rys. 2) jest elipsa o réwnaniu

2.11) 0% = 307 = 0}—0,0,+02.

Zgodnie z reguly Shielda i Zieglera, poczatkowa powierzchnia plastyczno$ci oznaczona
O na rys. 2, przy proporcjonalnym obciazaniu np. w kierunku «,, doznaje przesunigcia
wzdluz tej drogi az do zetknigcia z powierzchnia obciazen. Potozenie elipsy I okresla
nabyte wlasno$ci plastyczne materiatu. Badajac nastgpnie materiat w kierunku @ otrzy-
mujemy warto$¢ granicy plastycznosci oznaczona r, . Odktadamy ja, jak pokazuje strzatka,
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na kierunku «; otrzymujac punkt B,. Powtarzajac opisane czynnosci dla roznych kie-
runkéw a przy zachowaniu statego kata @, otrzymujemy kolejno dla kierunku o, punkt
B, itp. Yak wynika z ogdlnej definicji, zbior punktéw B; wyznacza linig wptywu odksztal-
cenia plastycznego.

Réwnanie elipsy przesunigtej wzdluz dowolnej drogi obcigZzenia moze byé zapisane
w postaci

2.12) (=)= (0= 028+ =) =
gdzie a, b sa wspolrzgdnymi §rodka elipsy.

Wprowadzmy analogicznie, jak w pracy [16], oznaczenia p, 11, m. Jako wspdlczynnik
materiatowy przyjmujemy nastgpujaceg wielkos¢

o

2.13 =7
(2.13) » o

Przyjmujemy jako zmienng niezalezna na plaszczyzZnie o, ; o, warto$§é

of a
o) T
(2.14) | n= ol == tga,

a wiec zwigzana z kierunkiem obcigZenia wstepnego. Staty parametr dla danej linii wptywu,
okreslajacy kierunek obciazenia wtérnego, oznaczymy przez
M

oy
(2.15) m= = tg D.

a

Rozwiazujagc réwnania (2.11) oraz (2.12) przy wykorzystaniu (2.13), (2.14), (2.15)
otrzymuje si¢ wspélrzedne $rodka elipsy [16]
©.16) g "0ZH P!

i

]/l—n.—i—rl.2 ? - ]/l—n—i—ni Tt

Modut promienia linii wplywu okreslony jest przezstan naprezenia w punkcie off ; o

(2.17) r =1/ (0" +(o¥)>.
Z definicji linii wptywu wynika, ze wspolrzedne ol ; o¥f spelniaja réwnanie (2.12). Wobec
tego, po wykorzystaniu zaleznosci (2.12) oraz (2.16) otrzymuje si¢ nastepujgce réwnanie

—Bj:l/Bz l—f—m (1__2_),

(2.18)

qi] ~

—m-+m? )4
gdzie

(1_ ) Q2—n—m-+2nm) Y 14+m?

2 l/1__n_l_n 2(1—m—+m*) :
Jest to poszukiwane réwnanie promienia linii wplywu odksztalcenia plastycznego przy
obciazeniu do napreZenia réwnowaznego &. Zmienna niezalezng w tym réwnaniu jest

warto$¢ n. Dla ustalonej wartosci m otrzymuje si¢ rodzing linii wptywu okre$lonych przez
parametr p,

11 Mechanika teoretyczna
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Linie wptywu wyznaczono dla trzech przypadkow szczegdlnych, ktére sq istotne z prak-
tycznego punktu widzenia:

a) m = 0 przypadek prostego rozciagania,

b) m = 2 obciazenie walcowego zbiornika ci§nieniem wewnetrznym,

¢) m = —1 rozciaganie polaczone ze Sciskaniem (o, = —o0,).

W poszczegdlnych przypadkach, réwnanie (2.18) upraszeza si¢ do postaci

r 2y 1 1 2—n
2.19 =0 = B 2 (1—2); B=if1——| "
2.19) m i]/ ( P) 2( P)]/_l—n+n2

5 2 V?( 1) n
B Br—2{1—-=}; B="Y2|[1—) 2 ___|
:I:]/ 3( p) 2 p 1/1~n—%—n2
2. 2) 3 1 l1—n
= B BZ__ 1—= ; B=—|1—— ——.
i]/ 3( P) V2( P) Yi=ntn?

Na podstawie réwnan (2.19), (2.20), (2.21) obliczono linie wplywu dla réznych war-

all

(2.20) m=2

I

all

221) m= —1

alf ~«

toéci p. Linie te pokazane sa we wspoirzednych bezwymiarowych % oraz %_Zna rys. 3,4, 5.

Na wykresach oznaczono linie odpowiadajace danej wielkosci p = % Parametr P

Opi
nie jest oczywiscie dowolny, ale zalezy od rodzaju materiatu i programu obciazenia. Mi-
L7
]
%
"4

Rys. 3. Rodzina linii wplywu odksztalcenia plastycznego w przypadku rozciagania w kierunku o,.
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nimalna wartoé§é p = 1 odpowiada wstepnemu obcigzeniu materialu tylko do granicy
plastycznosci. Skrajna warto$é p = 2 osiggana jest dla teoretycznego materiatu wykazu-
jacego idealny efekt Bauschingera. Szczegétowo omdwiono ten przypadek w pracy [16].
Z powyzszego wynika, ze warto$¢ ¢ ma ograniczenie

(2.22) Op K 0K 20,

W przedziale tym, warto§¢ ¢ réwna jest maksymalnemu naprezeniu przy prostym rozcig-
ganiu, a wiec

(2.23) O = Gppy-

Przy stosowaniu hipotezy wzmocnienia kinematycznego do realnego materialu istnicje
pewna dowolno§é zwigzana z metodg aproksymacji rzeczywistego wykresu o(e) do wy-

Rys. 4. Rodzina linii wplywu odksztaicenia plastycznego w przypadku zlozonego rozciagania (o/0, = 2)
—- ~— — kierunek obcigzenia wtérnego

kresu teoretycznego, a zatem i dowolno$¢é wyznaczenia o,. Mozna np. aproksymowad
krzywa o(e) za pomoca dwdich prostych bedacych przediuzeniem zakresu sprezystego
i zakresu ustalonego wzmocnienia [8], ewentualnie za pomoca sieczne] odpowiadajacej
przyjetemu kryterium uplastycznienia &f = const [27]. Poniewaz obie metody, dla ma-
terialu takiego jak mosiadz, nie daja jako$ciowych rdznic, przyjeto sposéb drugi. W prak-
tyce wige, warto§¢ p moze zmieniaé si¢ w zaleznoéci od przyjetej definicji uplastycznienia
ef. W przypadkach tych réwnanie (2.13) mozna zapisa¢ w postaci

p= [
Olpl(af)) )

(2.24)

1
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Rys. 5. Rodzina linii wptywu odksztatcenia plastycznego w przypadku rozciggania polaczonego ze sci-
skaniem (¢, = —03)
— — — kierunek obcigzenia wtérnego

2.3. Wyznaczenie linii wplywu przy zaloZeniu hipotezy wzmocnienia izotropowego. Zgodnie z hipo-
teza wzmocnienia izotropowego, powierzchnia plastycznosci rozszerzajac sig réwno-
miernie w trakcie obcigzania, pozostaje podobna do poczatkowego ksztaltu. Poniewaz
rozpatrujemy material wstgpnie izotropowy, jest ona opisywana w kazdym momencie
przez téwnanie (2.10). Ponadto, Ze wzgledu na jednakowa postaé réwnan (2.10) oraz
(2.11), powierzchnia plastycznosci pokrywa si¢ z powierzchnia obcigzen wstepnych.
Wobec tego promieri linii wplywu przy dowolnym kierunku obcigzenia wstepnego jest
staly, a wiec linia ta jest okrggiem.

Réwnanie (2.18) wyprowadzone dla przypadku wzmocnienia kinematycznego opisuje
réwniez wzmocnienie izotropowe. Jak wynika z rys, 2, w przypadku tym parametr p = 1.
Wstawiajac t¢ warto$¢ do réwnania (2.18) otrzymujemy wzdér wyrazajacy promien linii
wplywu

' e r 14+m?
2.25 = _—
( ) o ]/1—171+ m?

Zalezy on tylko od wielkosci obciazenia wstepnego @ i od wspdtczynnika m okredlajacego
kierunek, w ktérym badamy granice plastycznosci.



BADANIE WPLYWU ODKSZTALCENIA PLASTYCZNEGO 165

2.4. Wyznaczenie linii wplywu przy zaloZeniu hipotezy wzmocnienia kinematyczno-izotropowego.
Poprzednio wyprowadzono réwnanie linii wplywu w przypadku hipotez wzmocnienia
uwzgledniajacych tylko przesunigcie, albo rozszerzenie powierzchni plastycznosci. Aby
uwzgledni¢ oba te efekty jednoczesnie, wykorzystamy réwnanie zaproponowane w pracy
[23, 24]

(2.26) (sij—aij) (siy—aiy) = {;_' (si;si) I+ F(p, 5:‘)]} »

. 1
gdzie = ES,-'j[l—F(,U, &)l

s;; — oznacza sktadowa dewiatora naprezenia, w punkcie obcigzenia.

F(u, e) = Z,((/’lj’ z')) — efekt Bauschingera.

Wartoéci ¢’ oraz o'’ okresla sie do§wiadczalnie w sposéb nastepujacy. Jezeli materiat
obcigzymy wstepnie do wartoéci o,,,, 1 odcigzymy do zera, to podczas wtérnego obcigzenia
w tym samym kierunku, przy ¢’ < 0, Wykazuje on odksztalcenie /. Podczas wtérnego
obciazenia w kierunku przeciwnym do wstgpnego, przy tej samej wartosci &7, materiat
wykazuje granice plastycznosdci o”’. Stwierdzono réwniez, Ze efekt Bauschingera wyzna-
czony w ten sposdb zalezy od kombinacji naprezen, co uwzgledniono przez wprowadzenie
parametru Lodego x. Réwnanie (2.26) bylo badane w pracach {20, 22, 23, 24, 25]. Przyj-
mowano tam, Ze przy technicznej granicy plastycznosci ¢’ = oay. ;

Rozpatrzmy obecnie efekt Bauschingera przy dowolnej definicji uplastycznienia
ef = const w przypadku materiatu, ktérego wlasnosci nie zaleza od parametru Lodego.
Wobec tego efekt Bauschingera jest funkcja tylko obciazenia maksymalnego o,,,. oraz
definicji uplastycznienia &f, a wigc moze by¢ mierzony przy dowolnej kombinacji naprezen.
Przyjmijmy, Ze granice plastycznosci o oraz ¢”° odpowiadaja prostemu obcigzeniu

21

GII(UmEX; 8?) —_ o
GI(UIHEX ; 85’) o

7.

(2.27) F(G 0y s €7) =

Dla uproszczenia, odpowiednie granice plastycznodci oznaczone sg dalej tylko ¢” oraz ¢”'.
Przy tych zalozeniach, prawa stron¢ rownania (2.26) moZna przeksztalci¢ nastepujgco:

1 o

ex [vigntrwn), {3}/ 2veraor|i+2 ] -

Y -

Jak wida¢, jest to wielko$¢ stata dla danego o,,,, oraz &l.
Analogicznie przeksztalcié mozna wyrazenie dla a;. Na przyklad, dla i=j~=1
otrzymujemy

2 1
(229) (l11=~3—a‘§b,

gdzie a= —21--01(1—17); b= %—02(1—F).
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Przy tych oznaczeniach, réwnanie (2.26) sprowadza si¢ do réwnania elipsy (2.12).
Polowa §rednicy tej elipsy wynosi

1 ’ s
(2.30) Op = 7(0 +o").

Na rys. 6a pokazano szereg elips odpowiadajacych réznym definicjom uplastycznienia
dia przypadku prostego obciazenia wstgpnego w kierunku ¢, . Jezeli przyjmiemy, ze ogra-
niczymy badanie zachowania sig¢ materiatu tylko do wartodci naprezen nieprzekraczaja-
cych obciazenia wstepnego o,,,, to zewnetrzna powierzchnia plastycznosci bedzie styczna
do powierzchni obciazen wstepnych.

51

Rys. 6. Wyznaczenie powierzchni plastycznosei w przypadku hipotezy wzmocnienia kinematyczno-izotro-
powego

a) Wyznaczenie $rednicy powierzchni plastycznodei; b) Przemicszezenie powierzchni plastycznosei przy obciaZzeniu w dowolnym
kierunku a

Rozpatrzmy obecnie zlozone obciaZenie wstepne i wtdrne w tym samym kierunku,
dla dowolnej kombinacji naprezen. Zalézmy, Ze obciazamy materiat w dowolnym kie-
runku a, odcigzamy do zera i obcigzamy powtdrnie po tej samej drodze. Poniewaz mamy
do czynienia z materiatem izotropowym, punkty odpowiadajace stalym kryteriom upla-
stycznienia ef = const leza na elipsach E|, E, itd. (rys. 6a). Majac na uwadze zatozZenie,
ze rozpatrujemy tylko obciaZenie wtdrne po odcigzeniu do zera, mozna do tych elips
odnie$¢ nazwe poSrednie powierzchnie obcigzenia. Okreslenie to w ogbélnym przypadku
wprowadzono w pracy [9] i [13]. Ze sposobu wyznaczenia powierzchni plastycznosei
wynika, Ze jej érodek lezy na prostej oznaczajacej droge obcigzenia. A wiec kazda z po-
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wierzchni okreSlonych réwnaniem (2.12), przy obciaZeniu proporcjonalnym, zajmie
polozenie styczne do powierzchni obcigzenia (rys. 6b), przy czym punkt stycznodci wy-
znaczony jest przez przecigcie prostej o nachyleniu « z odpowiednia elipsa E. PoniewaZ
zatozono, Ze efekt Bauschingera nie zalezy od kierunku obciaZzenia, wymiary powierzchni
plastycznodcei stycznej do danej powierzchni obciazenia sg stale. Problem ten mozna
przedstawi¢ w postaci oddzielnych zadan dla réznych definicji uplastycznienia e = const.
Wynika stad, Ze istnieje geometryczna analogia pomiedzy elipsami oznaczajacymi po-
wierzchnie plastycznoS$ci i obciazenia w przypadku wzmocnienia kinematycznego i kine-
matyczno-izotropowego. Zagadnienie wyznaczenia linii wplywu, odpowiadajacej dowolnej
definicji uplastycznienia &? = const, sprowadza si¢ wobec tego do szeregu zadan typu
przedstawionego na rys. 2, a wigc linie te beda takze opisane przez réwnanie (2.18) pod
warankiem, ze wielkosciom ¢ oraz p nadaje si¢ odpowiednia interpretacje fizyczna. Z po-
réwnania rys. 6b oraz rys. 2 wynika, Ze ¢ 1 p maja nastepujace znaczenia

2.31) - 0 =0"(Op; &) =0,
' - [ o’
_ e pl 7(0_,_._]_0_//) N

Nalezy podkreslié, ze wartosci & oraz p wyziiaczone sa 7 jednej proby rozciaganie-$ciskanie,
raz dla danej wielkoSci obciazenid wstepnego, niezaleznie od' kieruiiku obciazenia wtér-
nego. ' ’
Jak wymka zréwnania (2.18), promien. rlmu wply, uj
ktéra® Jest po}owq sredmcy powierzchni ob
a wige nle ‘zalezy w’ ogéle od wwlkoécl '
propoteji pomigdzy wymiarami pow1.‘(
G oraz p zaleza bezpofrednio od priW

8 przy poczymonych
zmocmema materialu.

Reasummac mozna stwierdzié, Ze 8 2 ‘g;taé rownan
zaloZeniach jest taka sama dla- rozpatrywan 'Pf' trzech’ hlpotez

'“‘! a'fz

3. Techniku\do§wiadcza.lna

3.1. Stanowisko badawcze. Zrealizowanie zalozonego programu badan wymagato specjalnej
aparatury. Zbudowano w tym celu przyrzad umozliwiajacy obciazanie prébek rurkowych
kombinacjg ciénienia wewnetrznego i sity rozciagajacej lub éciskajacej skierowanej wzdtuz
osi prébki. Obciazenia te wywoluja w prébee napreZenia o, 0y, 0, W trzech prostopadlych
kierunkach, Wymiary prébki sa tak dobrane, Ze naprezenie o, jest male w porownamu
Z 0y, a wiec realizuje sig w przybliZzeniu plaski stan naprezenia. .

Sposéb realizacji réznych kombinacji naprezen podano na rys. 7, Analoglczny uktad
do obciazania w pierwszej éwiartce plaszczyzny napreZen zastosowano w pracy [3], za
wyjatkiem realizacji obciaZenia w kierunku ay,.
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W kierunku « = 64° obciazenie realizowane jest tylko za pomocg ciSnienia wewnatrz
pr6bki. Obcigzenie w kierunkach 0 < o < 64° sklada si¢ z obciazenia wzdiuz kierunku
a = 64° uzupelnionego sila rozciagajaca osiowa. Analogicznie, . przy udziale sily $ciska-
jacej otrzymuje si¢ wypadkowe obciaZzenie w kierunkach 64° < o << 180°. '

__ Cisnjenie wewngtrz probki +
+ Sciskanie osiowe

cispienis wewnaglrz probki +
+rorcigganie osiowe

Rys. 7. Obciazenie probki rurkowej przy realizacji réznych kombinacji naprezen og; 02

Ogdlny widok stanowiska badawczego pokazany jest na rys. 8. Przekrdj przyrzadu
w wersji obciazenia probki sita rozciagajaca podano na rys. 9. Prébka 1 mocowana jest
w uchwycie gérnym 2 i dolnym 3. Kazdy uchwyt sklada si¢ z dwdch czgsei, ktdre faczone
sa znormalizowanymi érubami. W gérnym uchwycie znajduje si¢ otwor odpowietrzajacy
wnetrze prébki. Stozek zaworu dociskany jest do gniazda przez odkrecenie nakretki S.

Rys. 8. Stanowisko badawcze .
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Rys. 9. Schemat przyrzadu do obeigzania probek rurkowych
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Cisnienie wewnatrz probki dodatkowo zwicksza site dociskajaca zaworek, wiec do wstep-
nego uszczelnienia potrzebna jest niewielka sila.

Ciénienie wewnatrz prébki wywolywane jest za pomoca oleju przez manometr obcia-
znikowy. W manometrze tym 1 kp obcigznika wywoluje ci§nienie 5 kpmm=—2. Drugi taki
manometr, ale o przetozeniu dwukrotnie wiekszym, dostarcza ciénienie do cylindra 7
obciazajacego probke silg osiowa. Aby zmniejszy¢ ewentualna mimoérodowo$é obciazenia,
uklad trawersy 8 zawiera przegub Cardana 9 oraz przegub kulowy 0.

Aby realizowac sile §ciskajaca, odsuwa si¢ trawerse ruchoma i obraca sie cylinder
do dotu (rys. 10). W potozeniu gérnym i dolnym cylinder jest centrowany na jednym
otworze ]1. Przy obciazaniu sita Sciskajaca osiowo$é obciazenia zapewniona jest w ten
sposob, ze probka zamocowana w uchwycie gérnym 2, bazowana jest na ttoku obcigzajacym
12 i dopiero wtedy dokreca sie uchwyt dolny 3. Ustawienie probki do préb rozciagania
sifa osiowa odbywa si¢ w tej samej kolejnosci, tylko zamiast cylindra, pomiedzy prébke
i trawers¢ /5 wstawiany jest specjalny szablon.

3.2. Probki. Badania przeprowadzono na prébkach cietych z ciggnionej rury o $rednicy
wewnetrznej 30 mm 1 grubos$ci $cianki 1 mm. Jako material stosowano mosiadz M63
w stanie péitwardym.

‘Odchylki od $redniej wartosc1 gr ubosci sc1ank1 wynosﬂy od J:2/ do ;{:3/, Zmiany
$rednicy byly znacznie mniejsze, zawieraly SIQ \ gramcach 4-0,3%.

Wykonywano prébki o dlugosei 180 mm, a w1qc stosunek d’lugosc1 do érednicy wy—
nosif L/D = 6. W pracy [3] w trakCIe pomlarow na probkach dla ktérych parametr
ten byt rowny 4, zaobserwowano zmlan@ odkszta}cen obwodowych i osxowych wzdluz
d}ugoém Jednak stusznie stw1erdzono ze stosowanie probek dtuiszych np. o LD = 10
spowodowatoby znaczne trudnosci techriiczne. Szczegdlnie wazne Jest to w niniejszej
pracy ze wzgledu na niebezpieczeristwo wyboczema_probek w przypadku $ciskania.

Roztlaczanie koncéw prébek w celu otrzymaﬁia' kotnierzy shuZzacych do mocowania,

wykonywano w przyrzadzie przedstawionym w pracy [6]. Dzieki takiemu przyrzadowi;
przy roztlaczaniu kotnierza, §rodkowa czgéé probki zabezpleczona Jest przed odksztat-
cenieni,

Ze wzgledu na nieznana historig odksztalcenia.w toku produkcji, probki wyzarzono
w temperaturze 650°C w czasie 2 godzin i nastgpnie studzono wraz z piecem do tempera-
tury 200°C. Dalsze studzenie odbywalo si¢ na powietrzu. -

3.3. Pomiar obciazen. Zastosowany schemat przyrzadu pozwala mierzyé sile osiowa
wywolywana przez cylinder. Do pomiaru sity stosowano dynamometr palakowy. Po-
niewaz znana jest rOwniez wielko$é ci$nienia wytwarzanego przez manometr, obliczyé
mozna czynna powierzchnie tloka, ktéra jest mniejsza od nominalnej ze wzgledu na obec-
nos¢ gumowej membrany uszczelniajacej (nr 13 na rys. 9).

W celu dokladnego poznania charakterystyki cylindra, pierwsza seria préb przepro-
wadzana byla z dynamometrem wlaczonym w szereg pomiedzy cylinder i prébke. Pomiary
te pozwolily stwierdzi¢, ze sila wytwarzana przez cylinder jest liniowa funkcjg ci$nienia
w calym zakresie obcigzen. Znajac ci$nienie dawane przez uklady hydrauliczne oraz po-
wierzchnie ttoka, na podstawie elementarnych wzoréw oblicza si¢ naprezenia panujace
w prébce w kierunku osiowym 1 obwodowym.
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Poniewaz ciénienie w ukiadach hydraulicznych wywolywane jest przez cigzarki, z przy-
czyn technicznych pozadane jest przyjecie takiego kierunku obcigzenia n, aby przyrosty
—[i—GLoraz AG byly liczbami catkowitymi. Ustalenie odpowiednich kierunkéw mozna
0,1kp 0,1 kp
dokonywaé metodg kolejnych prob na podstawie wzoru:

(3.1 Py PO D
) ‘ 0, D, 1—I—z~4§~ 4G, ’
TZD,Z‘, AGU
: dp, . : ;
gdzie z = “Ip jest stalg ukladéw hydraulicznych.
[

Jezeli material doznaje duzych odksztalcei, wymiary geometryczne probki we wzorze
(3.1) nalezy dobraé tak, aby odpowiadaly wartoéciom naprezen oy;0,. Poniewaz do-
$wiadczalnie ustalono zalezno$é o;(g;), wymiary te mozna bylo wyznaczy¢, postugujac
sie twierdzeniami odksztalceniowej teorii plastycznosci. W praktyce okazato sig to catko-
wicie wystarczajace.

3.4. Pomiar odksztalceid. Odksztalcenia probek mierzono za pomocg kratowych tenso-
metréw oporowych o bazie pomiarowej 15 mm i oporze nominalnym 120 2. Czujniki
te daja liniowe wskazania w zakresie odksztalcen do 0,6%. Tensometry naklejano na
powierzchni zewnetrznej, po dwa w kierunku obwodowym i osiowym, po przeciwnych
stronach probki. Ze wzgledu na zmienng grubo$é¢ scianki wzdluz obwodu rurki, tenso-
metry naklejano na tworzacych odpowiadajacych grubodci $redniej. Aby wyeliminowaé
mozliwo$é odchylek wynikajacych z niesymetrii ukladu, odksztalcenia obliczano jako
$rednia ze wskazan dwoch tensometréw skierowanych w ten sam sposdb.

Qdksztalcenia odczytywano z doktadnoscia do 5-10-% za pomoca wysokoczulego
kompensatora tensometrycznego typu BO-1 produkcji ZMOC-IPPT (rys. 8). Zasto-
sowany uklad elektryczny zapewnial stale warunki cieplne pomiaru poniewaz wszystkie
tensometry byly utrzymywane caly czas pod napigciem.

3.5. Technika obciaiania i pomiaru odksztaleen. Z powodu zastosowania manometréw obciaz-
nikowych, jako ukladéw wytwarzajacych ciénienie, zmiana obciazenia probki musi prze-
biega¢ skokowo. Po osiggnieciu ustalonego przyrostu obcigzenia mierzono odksztalcenia.

Powyzsza procedura jest normalnie stosowana przy badaniach w plaskim stanie na-
preZenia [1, 6, 8, 12]. W pracy [12] stwierdzono, Ze przy schodkowej zmianie naprezen
nie zauwaza si¢ odpowiednio zmian kierunku przyrostu odksztalcenia plastycznego w przy-
padku materialu wstepnie izotropowego. Zmiany takie sa widoczne przy obcigzeniu wtdr-
nym, gdy material posiada anizotropie.

W przypadku nieciaglej rejestracji odksztalceri, prébka wytrzymywana jest pizez
pewien okreslony czas pod stalym obciazeniem az do ustalenia si¢ odksztalcenia. Czas
przystanku jest rézny i wynosi np. 1 min [12], 3 min [1] lub 5 min [6]. W pracy [8] doko-
nywano odczytéw co 3 min dotad, az dwa kolejne wskazania byly takie same. Autorzy

podkreslaja, ze procedura ta ma na celu zmniejszenie wplywu pelzania na wyniki do-
$wiadczen,
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W tej pracy stosowano przyrosty naprezen okoto 0,0375 kpmm=2 oraz 0,075 kpmm=2
wynikajace z cigzaru najmniejszych obciaznikéw do manometréw (0,05 kp oraz 0,1 kp).
Przy takich przyrostach naprezen, szczegdlnie w zakresie sprezystym, przyrzady pomia-
rowe praktycznie nie wykazuja zmian odksztafcenia. Dlatego przystanki obciazenia w celu
rejestracji odksztalcenn odpowiadaly wigkszym skokom naprezen, ktére uzyskiwano po-
slugujac si¢ elementarnymi przyrostami. Sumaryczne zmiany naprezenn obwodowych
i osiowych w prébce nie przekraczaly jednak 0,4 kpmm~2.

Aby zmniejszy¢ zaklécenia kierunku przyrostu odksztalcenia wynikajace ze skokowej
zmiany naprezen, przystanki obeigzenia znajdowaly sie na linii odpowiadajacej teoretycznej
drodze obcigzenia. Przy utrzymywaniu stalego obcigZzenia, wskazania tensometrow usta-
laly sie w czasie przecigtnie od kilku sekund do pieciu minut. Wobec tego rejestrowano
je po czasie nie wigkszym niz pig¢ minut.

Prébki po obciazeniu wstgpnym oklejano tensometrami, pozostawiajac je do wyschnig-
cia na 40 godzin, po czym przeprowadzano badania granicy plastyczno$ci. Okres ten przy
wszystkich prébkach byl jednakowy ze wzgledu na wyeliminowanie wplywu starzenia
sie materiatu,

4. Program préb

4.1. Badanie linii wplywu. Program préb majacych na celu zbadanie linii wplywu obejmowal
81 probek podzielonych na 9 serii. Poszczegdlne probki z serii obcigzano wzdtuz odpo-
wiedniej prostoliniowej drogi, az do osiggnigcia wartosci naprezen, ktére okreslata po-

Enox fhormni?
a. 805
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Rys. 11. Program obciazen wstepnych; I do 9 — kierunki obciazen wstgpnych

wierzchnia obciazen wstepnych i nastegpnie odciazano do zera. Kierunki obciazen wstep-
nych oznaczone sa na rys. 11 numerami od 1 do 9. Ponowne obciazenie kazdej z trzech
serii prébek, réznigcych si¢ wielko$cia obcigzen wstepnych, odbywato si¢ w jednym z kie-
runkéw obcigzenia wtérnego (rys. 12).
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Kazda z serii obciazenia wstepnego charakteryzowata si¢ pewng krytyczna wielkoscig
maksymalnego naprezenia réwnowaznego o,,,. Przekroczenie granicy sprezystosei i pla-
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Rys. 13. Przecigzenie materialu powyzej granicy plastycznodci ao,; 0raz ¢p, 02 podczas obcigzania wstgpnego
~— ~— — powierzchnia obcigzed wstepnych

stycznoéci materiatu mieodksztalconego przy poszczegélnych seriach obciazen pokazane
jest na rys. 13 w ten sposéb, ze w elipse obcigzenia wrysowano wstgpne powierzchnie
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plastycznodei dla jednego z kierunkéw obciazenia. Powierzchnie te, oznaczone Go0) OTAZ
00,02, odpowiadaja definicjom uplastycznienia &7 = 0,01% oraz 0,2%. Obok rysunkdw

ax max

podano wartosci po o, = Imax orag Doz = %———, ktore oznaczajg stopien przekroczenia
0,01 0,2
granicy sprezystosci i plastycznoécei.

Przy pierwszej serii prébek, obcigzenie wstgpne byto wieksze od granicy sprezystosci
0 25%, a od granicy plastycznosci tylko o 7,5%. Tak niskie obciazenie zastosowano w tym
celu, aby zbada¢ linie wplywu w warunkach, gdzie efekt Bauschingera moze byé bliski
idealnemu.

Wielko$¢ obcigzen wstepnych przy drugiej serii prébek zostala dobrana w ten sposéb,
ze byly one dwa razy wigksze od granicy sprezystosci o, o, . ObciaZenie wstepne trzeciej
serii prébek bylo ponad dwa razy wigksze zaréwno od granicy sprezystosci, jak i plastycz-
nosci. Te serie probek stuiyly do zbadania zachowania si¢ materialu w takim zakresie,
w ktérym wedlug hipotezy wzmocnienia kinematycznego wzrost obcigzen wstgpnych
nie ma wptywu na wielko$¢ granicy plastycznosci.

4.2. Badanie wlasnoéci materialu.  Jedna seria dziewigcin prébek stuzyla do wyznaczenia
powierzchni plastycznoéci materialu wstepnie nieodksztatconego.

Oddzielna seria szedciu probek, po dwie probki dla trzech wielkoéei obciaZen wstep-
nych (rys. 11), przeznaczona byla do zmierzenia wielko$ci & oraz p (réwnanie (2.31), (2.32)).
Obie prébki rozciggano do danej wartosci ¢,,,, W kierunku osiowym, nastgpnie odciaZano
do zera. Przy obciaZenin wtérnym, jedna prébka byla rozciggana w kierunku obciaZenia
wstepnego dla zmierzenia wartoéci o = ¢, druga za$é $ciskano dla zmierzenia o’’. Wyniki
uzyskane z tych pomiaréw stuzyly do wyznaczenia linii wplywu dla wzmocnienia kine-
matyczno-izotropowego.

5. Wyniki do§wiadczen

5.1. Metoda opracowania wynikéw do$wiadczen. W czasie pomiardw rejestruje sie wartosci
cidnien w dwu niezaleznych uktadach obciazania oraz dwa odksztalcenia gléwne &, ;
&;. Nieznany przyrost trzeciego odksztalcenia obliczano z réwnania niesci§liwoéci. Ana-
logicznie, znajac wartoéci ciénieni, mozna obliczyé naprezenia a, ; o, z elementarnych wzo-
réw. Natomiast o trzecim naprezeniu ¢, wiadomo, Ze zmienia si¢ wzdtuz grubosci $cianki
od wartosci réwnej ciénieniu p do zera na powierzchni zewnetrznej. Do obliczen przyjgto

e . 1
w przyblizeniu o, = — 5 Po-

Dane te pozwalaja obliczy¢ intensywnoéci naprezen i odksztalcen wedlug wzordw:

(51) g; = '17— I/(GG_Uz)2+(Gz‘_o'r)z_!'(o’r——o'e)zs
Yo

(5.2) Ao = Vl—g Y Ay Ae )y (des=Ae) (Ao, ~ Azp),
(5.3) g= ) de.
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Korzystajac z tych przeliczen, wykonywano wykresy o; w funkcji &. Aby okredlié
wartosci o odpowiadajace definicji uplastycznienia &P, z odpowiedniego punktu na osi &,
prowadzono prostg réwnolegla do poczatkowego liniowego zakresu krzywej o(s;),
az do przecigcia z nia. Punkty doéwiadczalne wyznaczono dla definicji uplastycznienia
e? = 0; 0,01%; 0,05%; 0,2%. Trzy sposrdd podanych warto$ci sg czgsto uzywane w prak-
tyce. Natomiast & = 0,05% rozpatrywano dlatego, ze byla to graniczna wielko$¢ od-
ksztatcenia, przy ktorej material obcigzany wtérnie w kierunku pierwotnej drogi obcia-
zenia, wchodzi w zakres ustalonego wzmocnienia.

Warto$é o4, w odréznieniu od innych, odczytywano jako poczatek zakrzywienia sie
wykresu o;(g). Mimo zrozumialego wptywu doktadnosci wykresu na ten odczyt, granica
proporcjonalno$ci stosowana jest czasami jako jedyne kryterium przy dyskusji wynikdw
[11, [13]. Doktadnoéé wyznaczenia o, jest rézna i zalezy od kata a—® zawartego pomiedzy
kierunkiem obciazenia wstepnego i wtérnego. Dla katéw «—@ > 90° nastepuje silne
odchylenie wykresu od poczatkowej prostej, wobec czego dokladno$é odezytu jest wicksza
niz w zakresie 0 << a—D < 90°.

5.2. Wyniki badania wiasnosci material’ Wyniki badania wstgpnej powierzchni plastycz-
nosci podano na rys. 14. Krzywe teoretyczne wyznaczono z warunku, Ze intensyw-
no$é naprezen stycznych o; jest réwna S$redniej arytmetycznej ze wszystkich dziewig-
ciu pomiardw. Jak widaé, przy tych obciazeniach material posiada wtasnoéci izo-
tropowe.

8 70 &, kpmm?

Rys. 14. Wstepna powierzchnia plastycznoéci mosiagdzu M-63

Do obliczenia teoretycznych linii wptywu za pomoca réwnania (2.18) konieczna jest
:znajomos¢ o oraz p. Zestawienie wartoéci ¢ oraz p obliczone na podstawie wynikéw po-
miaréw podano w tablicach 1 oraz 2. Dla przypadku wzmocnienia kinematycznego obli-
-czono je wedlug wzordw (2.22), (2.23), (2.24), a dla wzmocnienia kinematyczno-izotro-
powego wediug wzorédw (2.31) oraz (2.32).
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Tablica 1. Wartos¢ ¢ oraz p dla wzmocnienia kinematycznego

a b c
8,05 kpmm=? 13 kpmm-~2 16,1 kpmm-?2
» G G a
i kpmm-~=2 P kpmm-—2 P kpmm~? 2
0 8,05 1,65 9,76 2,0 9,76 2,0
0,01 8,05 1,25 12,85 2,0 12,85 2,0
0,05 8,05 1,19 13,00 1,92 13,55 2,0
0,2 8,05 1,075 13,00 1,74 14,95 2,0
Tablica 2. Wartos¢ o oraz p dla wzmocnienia kinematyczno-izotropowego
a b C
0,85 kpmm~2 13 kpmm~2 16,1 kpmm=~2
P o c o
K kpmm~—2 ? kpmm-~—? ? kpmm~—2 ’
0 X 5,89 1,39 8,65 1,38 10,05 1,40
0,01 7,80 R ) | 11,35 1,32 14,05 1,37
0,05 8,15 1,20 12,75 1,27 15,95 1,33
0,2 8,65 1,02 13,00 1,11 16,10 1,20

5.3. Poréwnanie teoretycznych linii wplywu z wynikami doéwiadczen. Linie wplywu wyznaczone dla
trzech omdwionych teorii wzmocnienia, przedstawione sa na rys. 15 do 26. Rysunki 15,
16, 17, 18 zawierajg wyniki dla kierunku obciazenia wtérnego m = 0 (rozcigganie osiowe),
rysunki 19-22 dla m = 2,06 (obciaZenie walcowego zbiornika ci$nieniowego), rysunki
23-26 dla m = —1 (rozcigganie réwne $ciskaniu). Kazdy z rysunkéw zawiera linie wplywu
wyznaczone dla jednej definicji uplastycznienia ale przy trzech réznych wielkosciach
obciazed wstepnych, okreslonych maksymalng wartoscia naprezenia zredukowanego:
wykres a): G,., = 8,05 kpmm~2; wykres b): T,,. = 13 kpmm~2; wykres ¢): Op, =
= 16,1 kpmm~2.

Wszystkie kierunki obciazei wstepnych oznaczone sg na wykresach numerami od
1 do 9. Aby pokazaé proporcj¢ pomiedzy wielkoécia obciaZzenia wstgpnego i wtérnego,
na kazdym z wykreséw oznaczony jest punkt potozony na kierunku obcigzenia wtdrnego,
przez ktéry powinna przechodzi¢ powierzchnia obcigZenia wstgpnego. Punkty te ozna-
czono literami A4, B, C na kazdym z wykresow.

Punkty otrzymane z do$wiadczen oznaczone sq matymi kétkami. W trzech przypadkach
obcigzen wstepnych nie udato sie uzyskaé wyniku z powodu wyboczenia probki. Miato
to miejsce dla kierunkéw obcigzen 8 i 9 przy 0,,,, = 16,1 kpmm~2 dla kazdego z kierun-
kéw obcigzen wtérnych (rys. 15¢ do 26¢) oraz dla kierunku nr 9 przy 6, = 13 kpmm~—2
w przypadku obcigZenia wtdrnego m = —1 (rys. 23b do 26b). _

Na kazdym wykresie naniesiono -linie wyznaczone na podstawie trzech omdéwionych
modeli wzmocnienia materiatu. Linia wplywu odpowiadajgca teorii wzmocnienia kine-

12 Mechanika teoretyczna
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Rys. 15. Linie wplywu odksztaicen plastycznych dla ¢? = 0 przy rozcigganiu w kierunku oy
— - —+ — wzmocnienje¢ izotropowe, — — — — wzmocnienie kinematyczne,

wzmaocnienie kinematyczno-izotropowe,
(O punkty doswiadczalne, 4, B, C punkty powierzchni obcigZeri wstepnych

[178]
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. Rys. 16, Linie wplywu odksztatcen plastycznych dla &f = 0,019 przy rozciaganiu w kierunku o,
— 1 +— wzmocnienie izotropowe, — — — — wzmocnienie kinematyczne, wzmocnienie kinematyczno-izotropowe,
O punkty do$wiadczalne, 4, B, C punkty powierzchni obciaZenn wstgpnych

2+ (179



Rys. 17. Linie wplywu odksztalcen plastycznych dla £f = 0,059, przy rozcigganiu w kierunku o,.
—+— - — wzmocnienie izotropowe, — — — — wzmocnienie kinematyczne,
O punkty doswiadczalne, 4, B, C punkty powierzchni obcigzen wstgpnych

——wzmocnienic kinematyczno-izotropowe ,

(180] o
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Rys. 18. Linie wplywu odksztalcenia plastycznego dla. ef = 0,2% przy rozciaganiu w kierunku o
— *—*— wzmocnienie izotropowe, — —— — wzmocnienie kinematyczne, ————— wzmocnienie kincmutycz_no-izotropowe,
" (O punkty doswiadczalne, 4, B, C punkty powierzchni obcigzen wstepnych

81y
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Rys. 19. Linie wptywu odksztalcenia plastycznego dla &P = 0 przy zlozonym rozciaganiu w kierunku 4

- (@0lo; = 2,06) o

—*—-— wzmocnienie izotropowe, — — — — wzmochienie kinematyczne, ———— wzmocnienie kinematyczno-izotropowe,
O punkty dofwiadczalne, A, B, C punkty powierzchni obcigZen wstgpnych
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Rys. 20. Linie wptywu odksztalcenia plastycznego dla ef = 0,019, przy ztozonym rozcigganiu w kierunku 4
(op/0, = 2,06)
PO wzmocnienie izotropowe, - — -—— — wzmocnienie kinematyczne, wzmocnlenie kinematyczno-izotropowe,

O punkty do§wiadczalne, 4, B, C punkty powierzchnl obcigzed wstgpnych

[183]
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Rys. 21. Linie wplywn odksztalcenia plastycznego dla &? = 0,052 przy zlozonym rozcigganiu w kierunku 4
(ogfa . = 2,06)

— «—+ — wzmocnicnie izotropowe, — — — — wzmocnienie kinematyczne,

(O punkty doswiadczalne, 4, B, C punkty powierzchni obcigzefi wstepnych

wzmocnienie kinematyczno-izotropowe,

[184)
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Rys. 22, Linie wplywu Qdks'ztaléenia plastycznego dla'ef = 0,25 przy zlozonym rozcigganiu w kierunka 4
. . (69/0._1 = 2!06) T ) .
~—*— - — wzmocnienie izotropowe, — — — — wzmocnienie kinematyczne, wzmocnienie kinematyczno-izotropowe,

O -punkty doswiadczalne, A4, B, C punkty powierzchni obcigzeri wstegpnych

'185)
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Rys. 23. Linie wplywu odksztalcenia plastycznego dla f = 0 przy obciazeniu w kierunku 7 (05 = —03)
— +— - — wzmocnienie izotropowe, —— — -—— wzmocnienie kinematyczne,

wzmocnicnie kinematyczno-izotropowe,
O punkty doswiadczalne, 4, B, C punkty powierzchni obcigzed wstgpnych

[186}
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Rys. 24 Linie wplywu odksztalcenia plastycznego dla ef = 0,017, przy obciazeniu w kierunku 7 (gy = —o;
y wp 0

wzmocnienie kinematyczno-izotropowe,

—_—— wzmocmeuia jzotropowe, — — — — wzmocnienie kinematyczne,
(O punkty doswiadczalne, 4, B, C punkty powierzchni obcigzen wstgpnych
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Rys. 25. Linie wplywu odksztalcenia plastycznego dla f = 0,059, przy obciazeniu w kierunku 7 (0g= —02)

— == -~ wzmocnienie izotropowe, — — — ~— wzmocnienie kinematyczne,

wzmocnienie kinematyczno-izotropowe,
(O punkty doswiadczalne, 4, B, C punkty powierzchni obeigten wstepnych
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Rys. 26. Linie wplywu odksztalcenia plastycznego dla &7 = 0,29 przy obciazeniu w kierunku 7 (5, ~ —o’z)‘
— -— *— wzmocnienie izotropowe, — — ~—— — wzmocnienie kinematyczne, wzmocnienie kinematyczno-izotropowe,

(O punkty doswiadczalne, 4, B, C punkty powierzchni obciazert wstepnych
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matycznego oznaczona jest kreska przerywana. Linia oparta na koncepcji wzmocnienia
kinematyczno-izotropowego narysowana jest kreska ciggla. Luki kola wyprowadzone
z punktéw A4, B, C oznaczaja wzmocnienie izotropowe,

Na wykresach 17a, 21a, 25a, ktére odpowiadaja definicji uplastycznienia &f = 0,05,
dla najnizszego z zastosowanych tu obcigzen wstgpnych, punkty do§wiadczalne ukiadaja
sic dookota linii odpowiadajacej hipotezie wzmocnienia kinematycznego i kinematyczno-
izotropowego. Dla definicji uplastycznienia &l << 0,055 (rys. 15a, 16a, 19a, 20a, 23a, 24a)
punkty do$wiadczalne leza ponizej linii wplywu otrzymanej przy zaloZeniu hipotezy
wzmocnienia kinematycznego. Natomiast przy &f > 0,05% (rys. 18a, 22a, 26a) punkty
te znajduja sig powyzej tej linii. A wigc przy zastosowanym tu obcigzeniu wstgpnym mozna
dobraé taka definicje uplastycznienia e’ = const, ze hipoteza wzmocnienia kinematycz-
nego bedzie opisywaé jakosciowo i ilosciowo rezultaty doswiadczed. W rozpatrywanym
przypadku byla to warto$é & = 0,05%,.

W przypadku wzmocnienia kinematycznego, wartoéci o oraz p dla definicji uplastycz-
nienia e = O (tablica 1), sa takie same w przypadku b oraz c. Wobec tego linia wplywu
jest w obu przypadkach jednakowa w obrebie tej samej rodziny (rys. 3, 4, 5). Identyczne
zjawisko wystepuje dla ef = 0,01%. Dla &’ = 0,05)4 w przypadku b oraz ¢ wartoéci o;
p réznig sie o 4,5%, a wiec teoretyczna linia wplywu jest praktycznie réwniez jednakowa
przy obu wiclkodciach obcigzen wstepnych. Natomiast wyniki do$wiadczen nie pozo-
stawiaja najimniejszej watpliwosci, ze jest to wniosek bledny. Na wszystkich wykresach
promienie linii wplywu otrzymane dos$wiadczalnie, systematycznie powigkszaja sig wraz
ze wzrostem obciaZenia wstepnego, wykazujac w granicznym przypadku dla p = 2 réz-
nice jakos$ciowe i ilodciowe w stosunku do tcoretycznej limi wplywu dla materiatu ze
wzmocnieniem kinematycznym.

Linia wplywu otrzymana przy zaloZzeniu hipotezy wzmocnienia izotropowego jest
gérna granica wynikéw teoretycznych w kazdym przypadku obciazenia. Przy definicjach
uplastycznienia dopuszezajacych mate odksztalcenia plastyczne, wartosci naprezen otrzy-
mane z dos$wiadczen sa znacznie mnigjsze od przewidzianych przez te teorie (rys. 15,
16, 19, 20, 23, 24). W miarg wzrostu odksztalcenia trwalego zwiazanego z definicja upla-
stycznienia (rys. 17,18, 21, 22, 25, 26), punkty do$wiadczalne zblizaja sie do wynikow
teoretycznych, szczegdlnie w zakresie, gdzie kierunki odksztalcen wstepnych i wtdrnych
sa bliskie sobie. Gdy kierunki te oddalaja si¢ od siebie, anizotropia powicksza sig i wy-
stepuje nawet przy definicji uplastycznienia & = 0,2%. Zasadniczy wniosek wynikajacy
z hipotezy wzmocnienia izotropowego, Ze granica plastycznosci rognie proporcjonalnie
do obciazenia wstgpnego, mozna uwazaé za stuszny przy technicznej granicy plastycz-
nosci w zakresie kierunkéw obciazen odlegtych o kat «—® << 90° od kierunku obcigzenia
wtérnego.

Linie wplywu wykreélone na podstawie teorii uwzgledniajacej zmiang wymiaréw i prze-
mieszczanie powierzchni plastycznoéci opisuja wyniki do$wiadczen lepiej niz w poprzed-
nich wypadkach, zaréwno pod wzgledem jakoéciowym, jak i iloSciowym w calym zakresie
zastosowanych obcigzen wstgpnych. Tym niemniej wystepuja systematyczne rozbieznoéci
punktéw doswiadczalnych z liniami teoretycznymi.

Dla & = 0,05% oraz 0,2% (rys. 17, 18,21, 22, 25, 26), szczegdlnie przy obciaZeniu
wstepnym do 0,,,, = 13 kpmm~2 oraz 16,1 kpmm~2 (przypadek b oraz c) widaé, Ze nie-
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ktére punkty doswiadczalne odbiegaja wyraznie od linii teoretycznej. Przy obcigzenin
wtérnym w kierunku @ = 0° (rys. 17, 18) wystepuje to dla kierunkdw obcigzen wstep-
nych o okolo 60°. Analogiczna rozbiezno$¢ w przypadku obciazenia wtérnego w kie-
runku @ = 135° zdarza si¢ dla katéw @-a okoto 90-105° (rys. 25,26).. W przypadku
" obciazenia wtérnego w kierunku @ = 64° réznice te pojawiaja sie przy podobnych od-
legtodciach katowych, ale nie sa tak wyrazne (rys. 21, 22). Zjawisko to, pod nazwa efektu
poprzecznego, bylo juz niejednokrotnie stwierdzone do§wiadczalnie. Szczegétowo lite-
ratura na ten temat przeanalizowana jest w pracach [6], [211. Tutaj nalezy tylko stwierdzié,
ze zrédiem opisanych rozbieznofci linii teoretycznych z wynikami dos$wiadczell moze
byé zalozenie, ze powierzchnia plastyczno$ci materialu odksztatconego jest elipsg. Tym-
czasem do$wiadczalnie stwierdzono [4], [5], [6], ze przy wiekszych wartosciach definicji
uplastycznienia odbiega ona do§¢ znacznie od elipsy Hubera—Misesa. Znieksztalcenie
powierzchni plastycznosci jest réwniez w stanie wyjasni¢ przyczyne, dla ktérej punkty
doswiadczalne w kierunkach 3 oraz 5 (rys. 20, 21, 22) znajduja si¢ ponizej linii teoretycznej.

Innego rodzaju réznicg pomiedzy wynikami i teoria widaé na rys. 16, 17. Dla kierunkéw
8 1 9 wyniki do$wiadczalne leza wyraznié ponizej ciagltej krzywej teoretycznej pomimo,
ze na rys. 15 dla nizszej definicji uplastycznienia widaé zgodnos$¢ wynikéw. Przyczyna
tego jest silna anizotropia wlasnosci, pojawiajaca sie na tych kierunkach po przekroczeniu
granicy proporcjonalnodci, w poréwnaniu do proby &ciskania po rozciaganiu, z ktérej
wyznaczano ¢’ (warto$¢ ¢’ jest przy tym kierunku obcigZenia wtdrnego réwna promie-
niowi linii wptywu w kierunku 9). _

Z powyiszej dyskusji wynika, Ze niezaleznie od kierunku obcigzenia wtdrnego obser-
wuje si¢ podobne zjawiska zwigzane z kierunkiem obciazenia wstgpnego i intensywnoscia
odksztatceri postaciowych. Linie wplywu wyznaczone dla ustalonej warto$ci parametru
p opisujg z podobng doktadno$cia wyniki do§wiadczalne dla stosowanych tu trzech kie-
runkéw obciazen wtérnych. Zatem koncepcja polegajaca na zmierzeniu tego parametru
podczas proby w jednym kierunku obciazenia (w tym wypadku bylo to obciazenie proste)
i ekstrapolowania wyniku na ptaszczyzng naprezen okazala si¢ stuszna.

\ . . . . . gy O, L
Poréwnajmy obecnie na wykresie we wspStrzednych bezwymiarowych —; = wyniki

-

badania linii wplywu odpowiadajace jednej wartosci & przy trzech réznych wielkosdciach
obcigzenia wstepnego. Na wykresach tych umieszczono tylko linie wplywu otrzymane
przy zalozeniu hipotezy wzmocnienia kinematyczno-izotropowego. Wartosci o, uzyte
jako wielkoéci odniesienia, umieszczono w tablicy 2. Dla danej wielkosci obcigzenia
wstepnego oraz definicji uplastycznienia jest to wielko$¢ stala, niezalezna od kierunku
obciazenia wtoérnego, dla ktérego zbudowana jest linia wpiywu.

Poréwnanie przeprowadzono dla definicji uplastycznienia & = 0,01% (rys. 27) oraz
el = 0,05% (rys. 28). Na rys. 27 umieszczono wyniki przeliczone z rys. 16, 20, 24. Ry-
sunek 28 zawiera dane z rys. 17,21, 25. Punkty doswiadczalne odpowiadajace réznym
wielkosciom obcigzenia wstepnego oznaczone sg odmiennie. Na wykresach podano
oznaczenie punktdw oraz parametr p, odpowiadajacy danej linii.

fuk kola narysowany promienjem r—O0,1r oznacza zmniejszenie granicy plastycz-
noéci o 10% w stosunku do wartoéci maksymalnej, ktérej odpowiada tuk o promieniu r.
Jak widaé, w kazdym przypadku obciazenia wtdrnego istnieje taki kierunek obcigZenia
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Rys. 27. Poréwaanie wynikéw doswiadczed wykonanych przy réznych wielkosciach obciazen wstepnych
€? =0,01%
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Rys. 28. Poréwnanie wynikéw doswiadczen wykonanych przy réznych wielkosciach obciazen wstgpnych
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wstepnego, ze po jego przekroczeniu spadek granicy plastycznosci zmierzony doswiad-
czalnie, jest wiekszy niz 10%;. Poniewaz luk kola narysowany promieniem r na rys. 28
jest jednoczesnie linia wptywu otrzymang przy zatoZeniu hipotezy wzmocnienia izotro-
powego, to wynika stad, Ze hipoteza ta ma ograniczony zakres zastosowania.

Punkty dos$wiadczalne odpowiadajace réznym wielkodciom obcigzenia wstepnego
tworza pasmo rozrzutu dookota linii teoretycznych, ktére stanowia pewna warto§¢ $rednig
wynikéw eksperymentalnych. Pozwala to na wyciggnigcie praktycznego wniosku, ze
w duzym zakresie zmiany obciazenia wstepnego, mozna uwazaé parametr p za staly.
Tak np. w rozpatrywanych przypadkach, dla &’ = 0,019/ mozna przyjaé p = 1,32, a dla
eP = 0,05% odpowiednio p = 1,27. Dla granicy proporcjonalnosci &’ = 0 postulat ten
jest spelniony calkowicie, gdyz w rozpatrywanych trzech przypadkach obcigzen, wartosé p
zmienia sie circa 19,

Dila &7 = 0,059, mamy G,,, = ¢ (tablica 2), a wigc jest to wielko$¢ dana. Przyjecie
p = const oznacza tu, ze powierzchnia plastycznoéci rozszerza si¢ wprost proporcjonalnie
do obcigzenia wstepnego 0., ZaloZzenie takie mozZe znacznie uprosci¢ stosowanic pro-
ponowanej metody w celu oszacowania granicy plastycznoéei, gdyz w takim przypadku
réwniez i linia wplywu rozszerza si¢ proporcjonalnie do obciazenia wstgpnego. Oczywiste
jest, ze w przypadku materialu izotropowego, dla ¢ = 0 mamy p = 1, a wiec zaloZenie
powyzsze dla p % 1 mozliwe jest tylko w zakresie odksztalcen —e&?, gdy &° > 0.

5.4. Praktyczne zastosowanie wykreséw opisujacych wplyw odksztalcenia na granice plastycznoS$ci.
Analiza przeprowadzona w poprzednich rozdziatach wykazala, ze moZna za pomoca
metod pdlempirycznych opisaé zmiany granicy plastycznosci spowodowane przez réine
kierunki odksztalcess. Metoda przedstawienia granicy plastycznosci w funkeji kierunku
obciazenia pozwolita zbadaé zachowanie sig materialu 1 oceni¢ prawidlowoéé zjawisk
bedacych wynikiem nabycia przez materiat pewnego odksztalcenia trwatego, a wiec repre-
zentuje ona warto$ci poznawcze. Obecnie zajmiemy si¢ praktycznym wykorzystaniem
niektérych wnioskéw wynikajacych z takiego potraktowania tematu. Rozpatrywaé be-
dziemy tylko linie wptywu otrzymane przy zalozeniu hipotezy wzmocnienia kinematyczno-
izotropowego, gdyz dwie inne przeanalizowane hipotezy dawaly mniej dokladna ocene
wynikéw dodwiadczen.

Potraktujmy obcigZenie wstepne, jako obrébke plastyczng, mnatomiast obcigzenie
wtorne, jako obcigZenie eksploatacyjne, Z definicji wynika, Zze kazda z rodzin linii wplywu
okreslona statym kierunkiem obciazenia wtdrnego wykonana jest dla innego przypadku
obcigzen eksploatacyjnych. Jak widac z rys. 3,4, 5, optymalnym kierunkiem obciazenia
ze wzgledu na wykorzystanie maksymalnej warto$ci granicy plastyczno$ci jest kierunek
obrébki plastycznej. Regula ta wynika z przyjetych zalozen (rozdz. 2).

Jezeli obciazenie eksploatacyjne rézni sie od kombinacji naprezef oy; o, przy obrébee

plastycznej, to promiei skierowany pod katem o« = arc tggﬂ okre§la w tym przypadku

zmniejszona granice plastycznosci.

Innego typu zadanie powstaje w przypadku, gdy poszukujemy obrébki plastyczne],
ktéra zapewni osiagnigcie zatozone]j granicy plastycznosci. Wyjasnia to wykres (rys. 29),
na ktdrym naniesione sa linie wptywu otrzymane przy trzech wartoéciach wytgZzenia ma-
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teriatu. Przykltadowo wykres wykonano w przypadku, gdy obcigzeniem eksploatacyjnym
Jjest proste rozcigganie. Rysujac kolo, ktérego promien rdwny jest danej granicy plastycz-
nofci, dzielimy obszar na dwie czgfci: na zewnatrz kola znajduja si¢ warianty obrobki,
w wyniku ktérych granica plastycznosci jest wieksza od wartoéci minimalnej, okre$lonej
przez obwdd kota. Warianty obrébki wewnatrz kola sa niedopuszczalne. Przeciecie kota
z linia wplywu okreéla kombinacje naprezen oy; o, przy obrébce oraz niezbedng wielko$é
wytezenia o,,,,-

pzlzgd_/‘mu:cfaf
L/
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Rys. 29. Wyznaczenie parametréw obrobki plastycznej, zapewniajacej uzyskanie granicy plastycznosci oy

Szczegdlnym przypadkiem tego zadania jest okreélenia zakresu programdéw obroébki
plastycznej dajacych spadek granicy plastyczno$ci nie wiegkszy niz np. 10% jej wartosci
maksymalnej. Przypadek ten przedstawiony jest na wykresach wykonanych we wspot-
rzednych bezwymiarowych (rys. 27, 28), gdzie narysowano kota o odpowiednim pro-
mieniu. Jak widaé z tych wykresdw, zakres mozliwych kierunkéw obrébki zmienia sig
w zaleznoSci od wielko$ci obciazenia wstepnego. W miare wzrostu wytezenia zakres ten
maleje. Wynika stad prosty wniosek odnoénie wyznaczania wspélczynnika p. Miano-
wicie, wspdiczynniki te, obliczone przy maksymalnych obciaZeniach dla rozpatrywanego
zakresu, wyznaczaja linie wplywu dajaca przy mniejszych obcigzeniach wstepnych war-
toéci granicy plastycznoscei nizsze od rzeczywistych.

13*
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6. Podsumowanie i wnioski.

Opisane wyzej badania przeprowadzono na mosiagdzu M-63. Nalezy on do materiaiéw,
ktére przy pierwszym obcigzeniu spelniaja kryterium plastycznoéci Hubera—Misesa.
W niniejszej pracy do$wiadczenia przeprowadzono przy ztozonym rozcigganiu oraz przy
kombinacjach naprezen rozciagajacych i Sciskajacych. Stwierdzono izotropowe wiasnosci
mosiadzu w calym zakresie zrealizowanych obciazen.

Zmiany granicy plastyczno$ci pod wptywem. réznych kierunkéw odksztalcen przeana-
lizowano za pomoca wykreséw nowego typu, nazywanych powierzchniami wptywu od-
ksztalcen plastycznych. Szczegélowa analizg teoretyczna i do$wiadczalng przeprowadzono
przy obcigZzeniu materiatu przez dwa naprezenia normalne. W takim przypadku powierzch-
nia wplywu redukuje si¢ do linii. Analiza konstrukcji linii wplywu, przy zalozeniu trzech
hipotez wzmocnienia: kinematycznej, izotropowej i pewnego przypadku hipotezy kine-
matyczno-izotropowej dowiodta, ze postaé réwnania linii wptywu przy tych trzech rodza-
jach wzmocnienia materiatu jest taka sama. RoéZna jest natomiast interpretacja fizyczna
wielkoéci statych, wyznaczonych za pomoca doswiadczen.

Doswiadczenia wykazaly, Ze hipoteza wzmocnienia kinematycznego opisuje zacho-
wanie si¢ materialu najlepiej przy malych odksztalceniach. Natomiast przy obciazeniu
wstepnym przekraczajacym granice plastycznodci rzgdu 1009 i wigeej, widoczne sa rdznice
ilosciowe 1 jakoS$ciowe miedzy hipoteza wzmocnienia kinematycznego i doswiadczeniem.
Sugeruje ona istnienie granicznej linii wplywu, podczas gdy wyniki eksperymentalne
wskazuja na stale powigkszanie sie granicy plastycznoéci wraz ze wzrostem obciazenia
wstepnego.

Zgodno$¢ hipotezy wzmocnienia izotropowego z do$wiadczeniem poprawia sie¢ w miarg
wzrostu odksztalcenia trwatego dopuszczanego przez definicje uplastycznienia, jednakze
nawet przy definicji ¢? = 0,2% pozostaje wyrazna anizotropia przy kierunku odksztal-
cenia przeciwnym do wstepnego.

Oczywiste jest, Zze hipoteza wzmocnienia kinematyczno-izotropowego, uwzgledniajac
przesuniecie i rozszerzenie powierzchni plastycznodci, daje lepsze rezultaty niz dwie po-
przednie hipotezy. Zastosowano tu opis wzmocnienia oparty na pomiarze efektu Bau-
schingera [23], [24] i na zaloZeniu o izotropowym rozszerzaniu przemieszczajacej sig
powierzchni plastycznoSci. Okazato sig, Ze jest to wystarczajace dla uchwycenia zasad-
niczych ilo$ciowych i jako$ciowych zmian granicy plastycznosci, niezaleznie od definicji
uplastycznienia i wielkosci wstepnych obciazen. Najlepsza zgodno$¢ teorii z wynikami
eksperymentalnymi uzyskano dla granicy proporcjonalnoSci i sprezystoéci. Przy defi-
nicjach uplastycznienia rzgdu technicznej granicy plastycznosei, pojawiaja sie rozbieznosci
teoril 1 doswiadczenia, ktérych przyczyna moze byé nieuwzglednienie wplywu kierunku
obcigzenia na ksztalt powierzchni plastycznosci.

Z przeprowadzonych badan wynika, ze dla materialu wstgpnie izotropowego mozZna
przyja¢ zalozenie o izotropowych zmianach powierzchni plastyczno$ci w potaczeniu
z przemieszczeniem jej $rodka. Wobec tego, je§li material poddamy obrébcee plastycznej,
to optymalnym kierunkiem obciaZenia ze wzgledu na uzyskanie maksymalnej granicy
plastycznosei jest kierunek obrébki plastycznej. Gdy z przyczyn technicznych, przy obcia-
Zeniu eksploatacyjnym wystgpuje inna kombinacja napreZzen niz podczas obrébki, to
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wowczas granicg plastyczno$ci okredla promien linii wplywu. Mozliwe jest réwnieZz roz-
wigzanie zagadnienia odwrotnego: zaktadajac dopuszczalng minimalng wartos$é granicy
plastycznosci, wyznaczamy zakres wariantéw obrébki o réznych kombinacjach naprezen
rysujac koto o odpowiednim promieniu do przeciecia z linig wplywu.

Z pracy tej wynikaja nastepujace zasadnicze wnioski:

1. Linie wplywu odksztalcenia plastycznego na granice plastyczno$ci, wyznaczone
w podany sposob, opisuja wyniki dodwiadczalne, a wicc moga stanowié¢ podstawe prak-
tycznych wnioskdw konstrukcyjno-technologicznych.

2. Aby mozna bylo przej$¢ geometrycznie od powierzchni plastycznoséci do powierzchni
wplywu, wspdirzedne przestrzeni naprezen powinny byé dobrane w ten sposéb, aby iloczyn
skalarny punktu byl réwny modulowi naprezenia catkowitego.

3. Hipotezy wzmocnienia kinematycznego i wzmocnienia izotropowego nie ujmuja
zmian granicy plastycznosdci rzeczywistego materialu. Stosowanie ich jest mozliwe tylko
w $cidle okre§lonym zakresie.

4. Hipoteza wzmocnienia kinematyczno-izotropowego oparta na pomiarze efektu
Bauschingera, opisuje iloSciowe i jakoSciowe zmiany granicy plastycznos$ci niezaleznie
od wielkoéci definicji uplastycznienia. Jest ona jednocze$nie wystarczajaco prosta dla
celéow praktycznych.
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Pcaome

MCCIENOBAHWE BIMAHUA IIJACTHUYECKOM ITE®OPMAUMK HA TIOBENEHUE
' METAJJIA IIPY PA3HBIX ITYTSIX BTOPUUHOI'O HATPYXXEHU A

Temoif PaGOThL ABIAETCS IKCHEPUMEHTANIBHOE HCCIENOBAHHE HM3MEHCHHs NpENea TEKyuecTH Me-
TANNA MOCIE IUIACTHYECKOH JedOpMALMK U CPABHUEHHE ONBITHEIX HAHHBIX C TEOPETHYECKMMH pPE3yIh-
TaTAMH, NONYYEHHLIMH HA OCHOBE TPEX THIOTE3 YNPOUHeHKs. Pabora MMeeT OCHOBHOI XapaKTep, cBsi3aHa
ONHAKO C TIPHJIOYKEHHAME, 0Opaluas BHUMaHHC Ha BOSMOM(HOCTE ONPENETIEHH MPENEIIOB JONYCTHMOCTH
ONPENCIICHHBIX BUIOB X0JIOqHOH 06padoTKY, HY XKHBIX JJLA TOJTYYEeHHST ONTUMAIILHBIX CBOHACTE MaTepHana.
Hcenenosasusa BBINOHEHb] COTTACHO HOBOH KOHUEMUMHE TIOBEPXHOCTER BIIMAHUA THITA HPEBAPHTEIIHHON
IIACTHYECKOW AehopMalul Ha IOBEACHME MeTalla BO BPEMA BTOPHUHOrO- HATPY)KEHMsSI YO 3afaHHOMH
nporpamme. C 3TOH LENBIO COPOSKTHPOBAIL HCIBLITATENBHBIE CTCHA UL MIACTHUECKOro AediOpMEpPO-
Banusa TpyOUaThix ofpaslioB B YCIIOBHSIX ABYOCHOIO PACTSHYKEHHA HIIM COBMECTHOTO PACTSDKEHHSA U CHa-
Thst. O6pasnbl BBINOJHEHBI U3 JaTyHH. ICOBITAHMA NOKA3ANHM, UTO TMINOTE3BI KHHEMaTHUeCKOTO M H30-
TPOMHOTO YIIPOYHEHHH HE IPUIOIHBL JJIA BEIYHCICHHS H3MEHEHHH NpPEJeNa TEeKyJYeCTH JIATYHH ITOCIE
pasuLIx myTeil rpeABapuTessHON mechopmanui. KauecTBeHHbBIE M KOJNHMYECTBEHHDBIE M3MEHEHHS npeg-
CKa3LIBACT MMIE THIIOTE3a KUHEMAaTHUECKH-M30TPOIHON0 YIIPOUHEHHS, HE3ABHCHMO OT ONpeHesIeHHA
TpeAeNi’ TEKYUECTH M BEHUYMHLI IpeJABapuTesbHON HAarpyaku; DTa THMIIOTe3a [OCTATOUHO IIPOCTA -IUIA
TIPAKTHYECKMX 3a0ady. '
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Summary

INVESTIGATION OF THE INFLUENCE OF PLASTIC DEFORMATION ON BEHAVIOUR OF
METALS UNDER VARIOUS WAYS OF REPEATED LOADING

The present study is concerned with the experimental investigation of the yield strength of material
undergoing previous plastic deformation and is comparing the results with the theoretical analysis based
upon various hardening rules. In general, this study is of a basic character though it has a practical aspect
too showing a possibility of finding the range of prestressing programmes which give an optimum material
property. The research as a whole is carried out according to the new scientific idea of the surfaces describing
the influence of various prestressing programmes on the behaviour of metal under repeated loading follo-
wing the fixed loading path. To this end an apparatus was designed for plastic deforming of the tubular
specimens under the condition of complex state of stresses. It gives the possibility of investigations under
biaxial tension-tension and biaxial tension-compression. The tests were carried out on the specimens made
of brass. It was found that the changes of yield strength of this material caused by various ways of primary
loading do not obey the kinematic or isotropic hardening rules. However, one of the kinematic-isotropic
hardening rules adapted here describes the qualitative and quantitative changes of the yield strength inde-
pendently of the assumed yield criterion (per cent offset) for various values of primary loadings. This
hardening rule is simple enough for practical use.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloZona w Redakcji duia 3 lipca 1970 r.
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Przy modelowaniu maszyn za pomocy ukfadéw dyskretnych bardzo wazna role od-
grywa dobér liczby stopni swobody modelu. Zwykle model charakteryzuje sie znacznag
liczbg stopni swobody, co utrudnia analize i obliczenia, a takze moze wplywacé na do-
ktadno$¢ obliczen. Stad dazno$¢ do modelowania maszyn za pomoca ukladéw dyskret-
nych o mozliwie malej liczbie stopni swobody. Nalezy jednakze pamietaé¢ o tym, aby
model opisywat zasadnicze cechy ukladu rzeczywistego. Redukcja stopni swobody musi
by¢ naukowo uzasadniona, nie mozna jej dokonywaé w sposéb dowoluy.

b J v/
Mk Mk +!
Ek 7
F ik Fhet

Rys. 1. Typowe uklady czgSciowe

Jedna z metod redukeji stopni swobody ukladéw dyskretnych opracowat i przedstawil
RiwiN w pracy [I]. Metoda Riwina polega na redukcji ukiadéw czg§ciowych, charak-
teryzujacych sie duzymi czestotliwo§ciami drgan wilasnych. W wigkszosci praktycznych
przypadkdw, zakres czgstotliwoéel sit wymuszajacych jest taki, ze nie wymaga si¢ zna-
jomosci wyzszych czestotliwo$ci wlasnych ukladu. RiwiN wyznaczyl wzory redukcyine
dla dwéch podstawowych parametréw ukiadu, mianowicie masy i wspdlczynnika sztyw-
nosci. Przy obliczeniach charakterystyk dynamicznych modelu na maszynie matematycz-
nej konieczna jest znajomo$é wartosci wspotezynnikéw tlumienia, aby wspdtrzedne tych
charakterystyk przyjmowaly wartosci skonczone. W pracy przedstawiono modyfikacje
metody Riwina, dajaca mozliwo$¢ wyznaczania wzordw redukcyjnych dla wspdiczyn-
nikéw thumienia.

Kazdy uktad dyskretny mozna rozbié na dwa typowe uklady czgSciowe (rys. 1). Jeshi
wprowadzi¢ pojecie zespolonego wspolczynnika sztywnosci

) K; = kj-+ioh; =—el—‘+iwhj,
J
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gdzie: k; — wspodlczynnik sztywnosci,
e; — wspolczynnik podatnoéci,
h; — wspolczynnik ttumienia,
woéwcezas rownania réwnowagi ukladu czedéciowego pokazanego na rys. la przyjma postaé
— Ky (s — 1) = My,
2) et ¢4 K1 (9= @i )T Ko — @uy ) = 0,
Kl pp—prer) = — My

Dla drgai harmonicznych moment wymuszajacy i kat skrecenia wyrazi¢ mozna w po-
staci : .

(3) Mj = Mojeim” Q; = (pojei“” .

~ Podstawiajac wyraZenia (3) do réwnai (2), po dokonaniu prostych przeksztalced
otrzymuje sie

1 1 1 1
RN TR W R
P0ser (Kk_l + Kk Kk—1Kk k 01.__1+ Kk h . Pos

@
1
MOk{.] :(1——1—<’ . kaz)MOk_l_ka2<p0k_1’
lub
1 +1
1 1 w? K1 | K o?
P00 = (El—l——l— *Xk—) 1— @Mokdﬁ'l T Wk Posrs
) Ko
11
K, ' K, o?
M0k+l= 1— u 11 ’ wg MOk-l_kaz(pOk—n
K
przy czym
® oy = Kot TR

Ji ’
gdzie: wq, — czestotliwoéé drgan wlasnych ukladu cze$ciowego typu a.
Po podstawieniu do wzoru (6) wyrazenia (1) uzyskuje sie

(7) . wgu_': 1 +iw(11k—l +hk) .
Cr_1€ Ji

A _
e 11¢€ \

Bezwzgledng warto$¢ czestotliwosci drgad wlasnych wyrazi¢ mozna zaleznoécia

1
J Cr_1€4
ARALELLLE
Cho 1T &

n 2 - w 2
® 03l = S|
k
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"Rzad wartoSci poszczegdlnych sktadnikéw wzoru (8) po podstawieniu parametréow
z tablicy 1 jest nastepujacy:
©) W}, ~ Y102 £ 0?08,

Z zaleznodci (9) wynika, iz dla @ << 10 rad/sek drugi skfadnik mozna pominaé bez

szkody dla dokladnosci wyniku. Wdéwcezas czestotliwo$é drgai wlasnych uktadu a wyz-
naczy¢ mozna z wzoru

(10 wf, = 1l
Jeerore
Postepujac analogicznie w przypadku ukfadu typu b, réwnania réwnowagi tego ukladu
napisa¢ mozna w postact
Je Pt Ki(@u— 1) = My,
S Prpr K Py — i) = — My .

Po podstawieniu zwiazkdéw (3) i uporzadkowaniu wyrazen, uklad réwnan (11) przyjmie
postaé

an

1 J, 4 w?
PO = ?;Mok‘['( R ) Ok »

(12) kt 1 w%b
_ STy @ o\,
| Mo,,, —( T wh, Mo, —(Je+ e D) T w0, | @ Pox
przy czym
o KTt Tes )
13 w2y — KT kx 1)
) o Tl

gdi:ie: v, — czestotliwo$é drgan wlasnych ukladu czesciowego typu b.
- Uwzgledniajgc wyrazenia. (1) weé wzorze (13) uzyskuje sig

ST oh(Je+Jy 1)
14 W3y = Akl g TRk T TREL
19 ob exJiJist SiJksr
Bezwzgledna warto$é wyraZenia (14) wyznaczyé mozna ze wzoru
JetJee1)\? wh(Je+Jes ) 12
15 2| = ]/ R aY S + .
( ) Ia)Ob‘ (ek-]k-]k+1) .]ka+1

.Rzad wielkosci poszczegdlnych skladnikéw we wzorze (15) po podstaw1emu para-
metréw z tablicy 1 _]CSt nastgpujacy

as |w§y| = /10124 w2108 .

Z. oszacowania (16) wynika, ze dla o < 10* rad/sek drug1 sk}admk we wzorze (15)
mozna bez szkody dla doktadnosci wyniku pomina¢. Wdowczas czestothwosc drgan wla-
snych ukladu b bedzie mozna wyznaczy¢ ze wzoru

it Jker

17 Wi, =2
an ob exJiJiit
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Uklady czeiciowe a i b bgda sobie wiwcezas réwnowazne, gdy wo, = wop. Aby uklad
typu a mégt byé zastapiony ukladem typu b parametry ukiadu b musza spelnia¢ réwnania:

1
K
(18) J,ez_l & 6
K, K
1
K
(19) J£+1-=% &
—_—
K, TKS
1 1 1
= TR TR

Po podstawieniu zwigzkéw (18), (19), (20) do ukfadu réwnan (12) uzyska si¢ réwnania
ruchu ukiadu zamienionego

. 1 1 Kit+ Ky o
Pos-, = (‘K:"l- KR)MO"+ (1 TR, wl, Poys
2D « © , )
_ w w
L

Poréwnujac uklad réwnan (21) z ukladem réwnani (5) latwo zauwazyé iz réznig sig
2

one miedzy soba o skladnik (1— “

Oa

). Jezeli spelniona jest nierdwnos¢ w? <€ wj, wéwczas

2
mozna przyjaé (1~ :))2 ) ~ 1 i uznaé, ze uklady réwnan (5) i (21) sa sobie réwnowazine.

Oa
Mozna postapi¢ odwrotnie, zastepujac uklad typu b ukladem typu a, wowczas para-
metry ukladu @ musza spelniaé zaleznosci

(22) Jlfzjl,:_l'kaq-l,
1 Jp
23 = +1 ;
@3) Ky = KU
b
(24) ! Ji

K T KU
W wyniku podstawienia zwigzkéw (22), (23) i (24) do ukladu rdwnan (5) otrzyma sie
réwnania ruchu uvkladu zamienionego rézniace sie od ukladu réwnan (12) o skladnik

2
(1 —— ) Jesli spelniona jest nieréwno$¢ w? < w3,, wéwczas mozna uznaé, ze oba uklady
@op

Townan sa sobie réwnowazne,
Ogdlnie mozna napisac, ze

1
25 2
(25) @o Je’
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przy czym dla uktadu typu a

ep 1€
) ‘ ek_1tey

za$ dla uktadu typu b

N J= el

= e = g.
Jk+Jk+1 ¢

Przy redukowaniu liczby stopni swobody nalezy w pierwsze] kolejnosci redukowad
uktady czgsciowe charakteryzujace sie¢ matym iloczynem Je.

W rownaniach zamiany (18)-(20) i (22)-(24) wystepuje zespolony wspélezynnik sztyw-
nodci K. Podstawiajac wyrazenie (1) do kolejnych réwnai zamiany, mozna ustali¢ w jakim
zakresie czgstotliwos$ci skiadnik zawierajgcy wspdlczynuik tfumienia moze by¢ pominigty.

Podstawiajac do wzoru (18) zaleznoéé (1) i dokonujac prostych przeksztatcedh uzyska
si¢

(28) Jh = €k Ja4iw e"_1ek_l:]_._M]Jk'

s
e te; e;_11e; ey_1tek

Dla w << 103 rad/sek cze$€ urojona wyrazenia (28) mozna pominaé; uzyska sie wowcezas

(29) Jh=__% g

a a vk
€_,te;

Po podstawieniu wyrazenia (1) do wzoru (20) i dokonaniu prostych przeksztalcen
uzyska sie

(30) eh—iwh’e’ ey, —iwhi_ e, n ef—iwlhel
1+ (whf eh)? - 1+ (whi_yef_1) 1+ (whiei- 1)? .

Dla w < 10° rad/sek wyrazenie 14 (whje;)> &2 1 i wowczas zalezno$¢ (30) mozna
napisa¢ w postaci

(31 ex—iohjel = (ef_1+ed)—~iw(h_1efl  +hiel).

Postepujac analogicznie wyznaczy¢ mozna rownanie zamiany dla masy 1

€y
32 Jopr =—2—Ti
+1 a Yk
ey_1tey

Z poréwnania czeSci rzeczywistej i urojonej lewej 1 prawej strony réwnania (31) wy-
nikaja zwigzki

(33) ep = ef_y+ef,

b k-1 (€ 1)® - hu(ed)?
(34) hk — (6;2)2 *
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W przypadku zamiany ukladu b ukladem @ réwnania zmiany, po dokonaniu podsta-
wienia zwigzku (1) do wyrazen (23)~(24) uzyska si¢ odpowiednio dla o < 10 rad/sek.

(35) e, = J—%r e,
(36) of = Jk—jjk— e,
@ =i )

Przyktad: Przedstawiona metode redukcji stopni swobody zastosowano przy
obliczeniach charakterystyk amplitudowo-fazowych napedu gléwnego obrabiarki.

Naped gléwny frezarki Fula mozna zastgpi¢ modelem o o§miu stopniach swobody [2].
Postaé analityczna charakterystyki amplitudowo-fazowej dla kata skrecenia mierzonego
na wrzecionie jest skomplikowana. Ziozono$é charakterystyki amplitudowo-fazowej
poglebia sie ze wzrostem liczby stopni swobody. Dlatego tez przy obliczeniach praktycz-
nych (projektowych) daZzy sie do zastosowania mozliwie najmniej skomplikowanego
modelu, a wiec o mozliwie najmniejszej liczbie stopni swobody.

Dokonano redukcji uktadu o o$miu stopniach swobody do ukiadu o pigciu stopniach
swobody. Parametry uktadu wyjsciowego podano w tablicy 1.

Tablica 1. Wartosci parametréw okre$lajacych wladciwodei dynamiczne napedu
frezarki Fula

n = 180 obr/min
Lp.

J; kGm sek? h; kGm sek k; kGm/rad.
1. 25,7-10~3 0,18 7,53.103
2. 1,25.10-3 0,042 3,79-10°
3. 0,284.10-3 0,019 0,839.10°
4. 0,769.10-3 0,037 1,372.103
5. 1,45.10-3 0,0975 4,01-10%
6. 6,50.10-3 0,187 2,80-10°
7. 96,00. 10-3 0,72 5,25-103
8. 99,44.10-3 13,00 1,192.10°

W rozpatrywanym przyktadzie zastgpowal sie bedzie uklady typu a ukiadami typu b.
W tym celu najwygodniej jest postugiwaé si¢ metods tablicowa. W tablicy 2 podano
schemat modelu dyskretnego opisany warto§ciami parametréw J;, i;, e; oraz obliczone
wartoéci parametréow ukladéw cze$ciowych wedtug wzoréw (26) i (27). Z tablicy 2 wynika,
Ze najmniejsza warto$¢ iloczynu J;e; ma -ukiad czgsciowy typu a o masie J;. Uklad ten
zamieniono uktadem typu & o parametrach J¥, J¥*, e¥ 1 h% (tys. 2).
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Tablica 2

2537-10‘3 125407 0,2384-1[13 076010° 14510* 550103 9600103 ggl.'om’

1 J 3 J.

nzsm’ 0353103 'omw” usm’%

h ha hs hs
0,18 0042 0,019 0037 0§ 0975 0 187 0.72 13, UU

| Y
| ! i .

Ik -Ik+] :: .Sl - ! L } ’
J= Jmkﬂ 1,210° 10,23140 :0,208-103{ 0510° 1,18-10'3: 6,[17-103} 50.240% |
| ! |
! ! | | T " 1
Joey 06401006107 xazz.am l0363106'0295106| 21710° ! 95510°
| \ 1 | \ |_ L
€. Ck+ . 3[ l l I : .
O B 7B | H0BEI10 {0215!0 0451031015510310148103rmzuo“{ 016-10°
e
Jee 011107 :0,051-10510,34510'“{ 02740° 095-10'5; 1910%)  1Ba10°
| 1

Parametry ukladu obliczono na podstawie wzordw (29), (30), (33) i (34).

J:k — — —3 2
F= + oo > = 023310 [kGmsek?),
o — 0,051-10-% [kGmsek?],

€
e* = e,+e, = 1,454.10-3 [rad /kGm],

hye5+hael 0,042-0,264>4-0,019-1,192

5= o2 = 7 4542’ d = 0,014 [kGmsek].
xX
026‘4 o/ HJ ?/Z;?A/ﬂ/ﬂ [j HJ'? |:|JJ |j H I:l
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Rys. 2. Schemat zamiany ukiadu typu a ukladem typu b przy redukeji ukiadu o o$miu stopniach swobody
Momenty bezwladnoséci J, i J¥ oraz J¥* i J, sumuje sie, uzyskujac ukliad czgSciowy
o momentach bezwladnoéci J; i J5 (vys. 2)
Ji = J,4+J¥ = 1,483.10~3 [kGmsek?],
Ji = J¥¥4J, = 0,820.10-3 [kGmsek?].

W wyniku zamiany ukladu czgéciowego typu @ ukladem typu b zredukowano liczbe
stopni swobody modelu napgdu gléwnego frezarki Fula o jeden, uzyskujac model o sie-
dmiu stopniach swobody.
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Przy dalszej redukeji stopni swobody postgpuje sic podobnie. W tablicy 3 podano
schemat modelu o siedmiu stopniach swobody, jego parametry oraz parametry ukladow
cze$ciowych. Najmniejsza warto$¢ iloczynu J;e; ma vklad czgéciowy typu « o masie J,.

Tablica 3
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Rys. 3. Schemat zamiany ukladu typu a uktadem typu b przy redukcji ukladu o siedmiu stopniach swobody

Tablica 4
270610° 09310% 1,4510% 65010° 960040 994040°
1 ha ha ha hs hs
003 o0 00975 gi87 077 13,00
I T T T
AT ! ,! ! !
szﬁ% 09151U3| 05M0° | 11840° | 6070% | 50.2:4°]
| | | I
— } ,L T -+ ¥
J-e 145408 | 04245 | B 547476 | 5
k . Lo l0,295-10 { 21710° | 955408
1 l 1 : | . | _r | —
_ Ek.Bis | | ! I I
e—§k+ek+1 0,510° i0,186-103:0,11+8-1ﬁ°}D,?erlﬁsl 016:3% !
: T 'h I‘
Jk-e 047108 | 0.27- 10610961051 11916“' 1591(7“}
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Uklad ten zamieniono uktadem typu 4. Schemat zamiany pokazano na rys. 3. Uzyskano
model o szeéciu stopniach swobody. W tablicy 4 podano schemat modelu o szeéciu stop-
niach swobody, jego parametry oraz parametry ukladéw czeéciowych. Najmniejsza war-
toé¢ iloczynu J;e; ma ukiad czgsciowy typu a o masie J5. Uklad ten zamieniono ukladem

/45/0‘1
AN A AN/
mzm’ 025/0 [”j l:”:‘[ H H
17037 ww

Rys. 4. Schemat zamiany uktadu typu a ukladem typu b przy redukcji ukladu o szeéciu stopniach swobody

270607 130407 758707 9600107 9940107
Jy

158710° Z 09750° % 3w % g0 5 0800

by hy hs I hs
aqoi30 00266 9167 4972 1300

Rys. 5. Model ukiadu o pigciu stopniach swobody

Tablica 5. Parametry modelu o 5 stopniach swobody

n = 180 obr/min
Lp.
JikGmsek? h; kGmsek k;kGm/rad
1. 27,06-10-3 0,013 0,63-103
2. 1,314-10-3 0,0266 1,020-103
3. 7,58.10-3 0,187 2,80-10&
4. 96,00-10-3 0,720 5,25-103
5. 99,40.10-3 13,00 1,192-103

Tablica 6. Czgstotliwo$ci drgann wlasnych napedu gléwnego frezarki Fu-la przy predkosci obrotowe
n = 180 obr/min

Czestotliwosei drgad wlasnych w Hz
MODEL
foo | e | S | S | hes | S | for
8
masowy 10,6 19,8 53,2 102,6 227,2 346,6 387,6
5
masowy 10,6 19,7 53,2 102,6 187,2 — —

14 Mechanika teoretyczna
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Rys. 7. Charakterystyka amplitudowo-czestotliwoéciowa modelu o o$miu stopniach swobody napedu

gtownego frezarki Fu-1a przy predkosci obrotowej n = 180 obr/min
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Rys. 8. Charakterystyka fazowo-czgstotliwosciowa modefu o o$miu stopniach swobody napedu gl(’)wnego

frezarki Fu-la przy predkosci obrotowej n = 180 obr/min
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typu b. Schemat zamiany pokazano na rys. 4. Uzyskano w ten sposéb model o pigciu
stopniach swobody (rys. 5), ktérego parametry podano w tablicy 5.

W tablicy 6 podano wartosci czestotliwo$ci drgan wlasnych modelu o o$miu oraz mo-
delu o pieciu stopniach swobody, obliczone metoda HOLZERA [3] na maszynie matema-
tycznej.

AWy 10 fragf6m]
-9 -7 -5 -3 - o 1 2 3 4 s U0 aghbn]

T
55 262] 2035 69
% -7

2/

20 -9

19 -5

Ay 70 aahkm]

4 -4 43 17 P s 0000 Utey-10"ragfk6m]

t
g Q06 ORAE g

10
P
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98

Rys. 9. Charakterystyka amplitudowo-fazowa modelu o pieciu stopniach swobody napedu gtéwnego
frezarki Fu-la przy predkosci obrotowej n = 180 obr/min

Na rys. 6, 7 i 8 pokazano wykresy charakterystyki amplitudowo-fazowej, charakte-
rystyki amplitudowo-czestotliwosciowej i charakterystyki fazowo-czgstotliwosciowej mo-
delu o o§miu stopniach swobody, natomiast na rys. 9, 10 i 11 pokazano te same charak-
terystyki dla modelu o pigciu stopniach swobody. Charakterystyki obliczono na maszynie
matematycznej.
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Rys. 10. Charakterystyka amplitudowo-czestotliwo$ciowa modelu o pigciu stopniach swobody napedu
gtownego frezarki Fu-1a przy predkosci obrotowej n = 180 obr/min
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Rys. 11. Charakterystyka fazowo-czestotliwosciowa modelu o pigciu stopniach swobody napedu glowncgo
frezarki Fu-1a przy predkodci obrotowej n = 180 obr/min
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Wnioski

1. Z poréwnania uzyskanych wynikéw dla redukcji uktadu o o$miu stopniach swobody
(tablica 6 oraz rys. 6-11) wynika, ze proponowana metoda daje dobre wyniki dla celow
praktycznych w zakresie czestotliwosci o < 10° rad/sek. W zakresie czgstotliwo$ci w > 103
rad/sek wystepuja rozbiezno§ci zaréwno w przypadku czgstotliwosci drgafh wiasnych
(tablica 6), jak w przypadku charakterystyk fazowo-czestotliwosciowych. Wynika stad,
ze dla czestotliwosci w > 10° rad/sek nie moZna pomija¢ cztondéw urojonych we wzorach
redukcyjnych.

2. Réznice w wartosciach rzednych charakterystyk amplitudowo-czestotliwosciowych
(rys. 7 i 10) rosna ze wzrostem czestotliwosci /. Wynika to z powodu malejacej doktadnosci
obliczen na maszynie matematycznej. Zastosowanie dokiadniejszej maszyny matematycz-
nej powinno daé wyniki praktycznie zgodne, szczegdlnie w zakresie o < 10® rad/sek.

3. Przyjecie w proponowanej metodzie idei kolejnej redukcji uktadéw czeSciowych
o najwyzszych czestotliwosciach drgatt wlasnych jest uzasadnione, poniewaz amplitudy
drgan w rezonansach o duzych czestotliwosciach sa wielokrotnie (nawet kilkaset razy)
mniejsze od amplitud drgan w rezonansie podstawowym, ktéry wystepuje zwykle przy
jedne) z niZzszych czestotliwosci drgan wlasnych.

4, Wyznaczenie wzoréw opisujacych wspdiczynniki tlumienia zastgpczego ukladu
cze§ciowego ma duze znaczenie praktyczne, poniewaz umozliwia zastosowanie maszyn
matematycznych do obliczen charakterystyk dynamicznych.

Literatura cytowana w tek$cie

1. E. V1. PuBun, Menod ymenvuenun cmencuei c60600sL 8 DACHEINHLIY CXEMAX UENHUX U DAIBEMEACHIINX
cucmemax, MaummHocTpoenue Ne 5, 1966.
2. K. MARCHELEK, Teoretyczne podstawy dynamicziych obliczei napeddw gléwnych frezarek, Zeszyty Na-
ukowe Politechniki Szczecinskiej nr 103, Prace Monograficzne nr 49, Szczecin 1968. '
3. J. P. Dex HARTOG, Mechanical Vibrations, New York-Toronto-London, McGraw-Hill Book Company,
1956.

Peaome
NIPUBEOEHWUE CTEINEHEN CBOBOILI NUCKPETHBLIX CUCTEM

B paGote comepykuTcss BrAoameHerHsl meron O. . Pusnana mpuseneHus creneHei cBoBOLbI Muc-
KpeTHbIX cucrem. IIpy BBEACHHM MOHATAA KOMIIEKCHOrO KO3((HULHEHTA YKECTKOCTH TIONYUEHBI (GOPMY-
JIBY IS DpUBELCHIT Ko3(hORIuenToB 3aTyXanud. I1pe/ICTaBICHHbIH METON IIPHBEIEHNsI CTENeHel CBO-
Gonpl MPUMEHEH [NA PACUETd aMITUTYAHO-(bas0BbIX XapaKTepUCTUK TJIABHOTO MpHBOAA cranxa Fu-la.

‘Ha ocroBe HONIyUYeHHBIX Pe3yIETATOR HAKAEHO, UTO NPENaracMbIil METOH HaeT XOPOmMe I HPaK-
THUECKHX nesielf pesynsTaTel B guanasoHe w < 10% pan/cex.
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Summary

REDUCTION OF THE NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM IN DISCRETE SYSTEMS

The paper presents a modification of Rivin’s method of reduction of the number of degrees of freedom
of discrete systems. By introducing the notion of a complex rigidity coefficient the reduction formulae for
the damping coefficients are obtained. The method is then applied to the calculation of the amplitude-phase
characteristics of the main drive of the Fu-la milling machine. The results of these calculations indicate
that the proposed method is practically accurate and applicable in the frequency range of w << 10° sec—'.

POLITECHNIKA SZCZECINSKA

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1970 r.
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SPRAWOZDANIE

Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ ZA II KWARTAL 1970 R.

I. ROZWIJANIE DZIALALNOSCI NAUKOWE] W DZIEDZINIE MECHANIKI TEORETYCZNEJ
1 STOSOWANEJ

1.Organizowanie regularnych zebrafi naukowych w Oddziatach ilustruje ponizej zamieszczona tabela:

Liczba
Lp. Oddziat
zebran referatéw uczestnik 6w dyskutantow

1. Bydgoszcz 1 2 12 7
2. Czgstochowa 3 3 54 5
3. Gdansk 3 3 57 15
4, Gliwice 2 3 46 30
5. Krakbéw 2 2 41 12
6. L6dz 2 2 24 11
7. Poznan 2 2 27 11
8. Szczecin 3 3 72 13
9. Warszawa 1*) 1 38 5
10. Wroclaw 2 3 32 15
Razem 21’ 24 403 124

*} W Oddziale Warszawskim odbytlo si¢ tylko jedno zebranie naukowe (w okresie sprawozdawczym),
poniewaz Oddzial zorganizowal rOwniez w tym czasie rozszerzone zebranie w formie sesji naukowej, o ktorej
bedzie mowa w dalszej czgéci sprawozdania.

Tematyka referatéw wygloszonych na zebraniach naukowych byla nastgpujaca:

Liczba

Lp. Data Prelegent Temat uczest-  dysku-

nikow tantdw

Oddziat w Bydgoszczy

1. 14.05.70 T. Jedryka Elementy analizy nieliniowych réwnanroz- 12 7
niczkowych
2. s 19 s» K. Wernerowski Wybrane zagadnienia obliczen lozysk po-

wietrznych na podstawie zasadniczych nie-
liniowych réwnan r&zniczkowych

Oddziat w Czegstochowie

3. 29.04.70 St. Ziemba Smarowanie czeci tracych - 28 2
4, 27.05.70 A. Sluzalec . Stosunek Lenina do nauki . o 8 —
5. 22.06.70 R. Switka Pewne zagadnienia pOlprzestrzeni spre-

zystej 18 3
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10.

11

12,

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,
23.

16.06.70

18.06.70

29.06.70

09.04.70

27.05.70

33 33 3>

10.06.70

26.06.70

23.04.70

21.05.70

21.05.70

12.06.70

11.04.70

20.05.70

05.05.70

06.4.70

13.04.70
18.05.70

BIULETYN INFORMACYINY

Oddziat w Gdansku

V. D. Kupradze Zastosowania matematyki w teorii spre-

T. Burczuladze (Thilisi)  Zystodci

R. Dabrowski Obliczanie powlok metoda elementow
skonczonych

E. Bielewicz O metodach numerycznych w teorii powlok

Oddziat w Gliwicach

T. Chmielniak, Rozklad temperatury w precie przy przy-

E. Czogala padkowych potozeniach Zrddet ciepla

J. Kubik Ekstremalne obcigZenia w liniowych ukfa-
dach odksztafcalnych

A. Tylikowski Przypadkowy rozklad temperatury w ply-

T. Chmielniak cie o niejednorodnych stalych materialo-
wych

Oddzial w Krakowie

St. Kasprzyk Globalna asymptotyczna stateczno$¢ ukla-
dbéw nieliniowych

W. Tonojan Pewne typy dualnych réwnan calkowych

(Erewan ZSRR) 1 ich zastosowanie w kontaktowych za-

gadnieniach teorii sprezystosci

Oddziat w Lodzi

M. Lukowiak Macierzowa metoda obliczen statycznych
dwupasowych ukladéw liniowych
K. Grossman Drgania wilasne belki z masa skupiona
w potowie dtugosci opartej na sprezystych
podporach

Oddziat w Poznaniu

A. Kabala Wyznaczanie ugie¢ plyty w ksztalcie wy-
cinka kolowego metoda rézZnic skonczo-
nych

R. Switka Transformacje dyskretne

Oddziat w Szczecinie

A. Lisowski Zastosowanie analogowej i cyfrowej tech-
niki obliczeniowej do zagadnien mecha-

: niki
K. Grudzinski Problemy nos$nosci polaczen wciskanych

obciaZzonymi silami lokalnymi
A. Drescher (Warszawa) Zastosowanie elastooptyki w badaniach
cech mechanicznych o§rodkéw sypkich

Oddziat w Warszawie

J. M. Alexander Plastyczne odksztalcenia metali przy wy-
(Londyn). . sokich ci$nieniach

Oddziat we Wroctawiu

J. Wojciechowski Stan napreZen u podndia skarpy

M. Zakrzewski Historia rozwoju wytrzymaloséci materia-
16w w $rodowisku mechanikéw wroclaw-
skich w minionym 25-leciu

3]
[
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27

19

23

18

- 10

14

15
12

20

36

16

38

1

21

19
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24, 18.05.70 W. Kasprzyk, B. Lysik Zastosowanie analizy wymiarowej do
i R. Pomirski opisu obiektow na podstawie badan eks-
perymentainych 6

2. Sesje naukowe

W dniu 6 kwietnia 1970 r. Oddzial Warszawski PTMTS zorganizowal sesje naukowa, podczas ktorej
wygloszono nastgpujace referaty: -
1) J. Oderfeld — zagajenie wprowadzajace do tematu sesji,

2) J. Oderfeld — Optymalizacja konstrukgji,
3) A. Morecki — Mechanika manipulatoréw,
4) M. Dietrych — Miernictwo dynamiczne kot zgbatych.
W sesji wziglo udziat 21 oséb, a w dyskusji zabrano glos 11 razy.

JI. ROZPOWSZECHNIANIE MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

1. Kontynuowanie i rozwijanie akcji wydawniczej

Organ PTMTS — MECHANIKA TEORETYCZNA i STOSOWANA ukazuje sie¢ nadal jako kwar-
talnik. W II kwartale 1970 r. ukazat si¢ Tom 8, Zeszyt 2 o obj¢todci 6,5 arkusza wydawniczego. Tom 8,
Zeszyt 3 zostal ztozony do druku, a zeszyt 4 znajdowat sig w opracowaniu technicznym.

2. Popularyzacja wiedzy w postaci organizowania kursokonferencji, kursoéw, wykladéw popularyzujacych
oraz seminariéw

a) Kursy

Oddziat w Gliwicach kontynuowat prowadzenie kursu na temat «<Podstawy mecha-
niki o§rodkéw odksztalcalnychy,

Liczba uczestnikdéw kursu wynosita 15 do 25 oséb.

b) Seminaria

Oddziat w Gdansku prowadzit seminarium na temat «Metody statystyczne
w mechanicey. Dwugodzinne wyklady odbywaly si¢ raz w tygodniu.

III. ROZNE

Kontrole

Oddziat w Krakowie. W dniu 12 czerwca 1970 r. przeprowadzona zostala przez Wydzial
Spraw Wewnetrznych Prezydium Dzielnicowej Rady Narodowej w Krakowie kontrola dziatalnodci sta-
tutowej Oddzialu.

W toku kontroli nie stwierdzono Zadnych nieprawidlowo$ci.
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XTI ZJAZD DELEGATOW PTMTS

W dniu 20 czerwca 1970 r. odbyl sie w Warszawie X1l Zjazd Delegatéw PTMTS. W zjezdzie uczestni-
czylo 46 delegatow reprezentujacych 10 Oddziatéw Towarzystwa.

Obrady otworzy! i zebranych powital przewodniczacy PTMTS — prof. dr Zbigniew BrzoskA.

Zebrani uczcili minutowa cisza pamieé zmarlych, w okresie kadencji, czlonkéw Towarzystwa: z Oddziatu
w Gliwicach — prof. dr Zygmunta WusaTowskIeGo i prof, dr Stanislawa OcugpUszko, z Oddziatlu w Kra-
kowie — doc. dr Franciszka KoTowskIeGo i prof. Jana KrRaAKOWSKIEGO oraz z Oddzialu w Warszawie —
prof. dr Jaroslawa NALESZKIEWICZA i gen. bryg. prof. dr Ryszarda SzZyMANIKA.

Przyjeto nastepujacy porzadek obrad:

. Otwarcie Zjazdu. Wybb6r przewodniczacego, zastepcdw przewodniczacego i sekretarzy Zjazdu.,

. Przyjecie protokétu z XY Zjazdu Delegatéw PTMTS.

. Powotanie Komisji Matki i Komisji Skrutacyjnej.

. Zlozenie sprawozdania z dzialalnoéci Towarzystwa.

. Ziozenie sprawozdania finansowego.

. Sprawozdanie Gléwnej Komisji Rewizyjnej.

. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjecie ich oraz postawienie wniosku o udzielenie Zarzadowi Giow-
nemu absolutorium i glosowanie nad wnioskiem.
8. Wybory: a) uzupelniajace cztonkdw Zarzadu Gldéwnego, b) uzupetniajace Giownej Komisji Rewizyjnej.
9. Sprawa nadania czionkostw honorowych. -
10, Uchwalenie generalnych wytycznych dziatalnoéci na nastepny okres.

11. Sprawy biezace i wolne wnioski.

Na przewodniczacego obrad powolano prof. dr Ottona DABROWSKIEGO z Wroclawia, na zastgpce
przewodniczacego — doc. dr Mariana SucHarA 2z Lodzi oraz na sekretarza — dr Krzysztofa WERNE-
ROWSKIEGO z Bydgoszczy.

- Protoko6t z XI Zjazdu Delegatdow PTMTS, odbytego w dniu 17 maja 1969 r., przyjeto bez zmian.

Komisje Matke i Komisje Skrutacyjna powolano w skladzie — prof. dr Zbigniew OLESIAK — prze-
wodniczacy oraz prof. dr Stanislaw KocaNpa I dr Wiadyslaw WaLczak — czlonkowie.

Sprawozdanie z dzialalno$ci Towarzystwa za rok 1969 oraz I kwartat 1970 r. zlozyl Sekretarz Gene-
ralny — prof. dr Zbigniew OsiNsKI.

Sprawozdanie finansowe zlozyl skarbnik — prof. dr Czeslaw EIMER.

W imieniu Giéwnej Komisji Rewizyjne] sprawozdanie zlozyl jej czlonek — prof. dr Jan SZMELTER.

W dyskusji zabierali glos, w kolejnosci, profesorowie: J. MuTterMILcH, K. KuTArBA, Cz. EIMER, O. Da-.
BROWSKI, Z. OsINskI, J, SZMELTER, dr K. WERNEROWSK], doc. Z. ENGEL, doc. J. ANTONIAK, dr Z. WASz-
CZYSZYN,

Dyskusja dotyczyta budzetu, wplywow i wydatkéw, konkurséw naukowych, skladek czlonkowskich,
prenumeraty i rozpowszechniania MECHANIKI TEORETYCZNEJ i STOSOWANEJ, nowych Od-
dziatéw Towarzystwa oraz nauczania mechaniki w uczelniach technicznych.

Po przeprowadzonej dyskusji ztozone sprawozdanie przyjeto.

‘Whniosek Glownej Komisji Rewizyjnej o udzielenie Zarzadowi Gléwnemu absolutorium z podzigko-
waniem przyjeto jednogto$nie. W imieniu Komisji Matki zabral gtos prof. dr Z. OLESIAK. '

Uplywa kadencja czlonkédw Zarzadu Glownego profesordw: Czeslawa EIMERA, Waclawa OLSZAKA
i Zbigniewa OsINSKIEGO, zastepcoOw czlonkéw Zarzadu Glownego profesordw: Adama CYBULSKIEGO
z Wroclawia i Wladystawa Bocusza (z Krakowa) oraz czlonka i zastepcy czionka Gléwnej Komisji Re-
wizyjnej docentéw: Henryka MIkorAICZAKA (z Poznania) i Mieczystawa WizMuraA (z Gdanska).

N AR W N =

Komisja Matka wysunela nastepujace propozycje:

na czlonkéw Zarzadu Gléwnego profesoréw: Waclawa OLszaka — (ponownie), Zbigniewa OSIN-
SKIEGO — (ponownie), Jana SZMELTERA, na zastgpcow czlonk6éw Zarzadu Gléwnego: prof. dr Zbigniewa
BupzraNowskIeGo (z Gliwic) i doc. dr Mariana SucHARA (z Y.odzi).

Prof. dr Z. Osi&ski wysunat kandydaturg prof. dr Czestawa EIMERA — dotychczasowego skarbnika.
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Prof. Cz. Emer zabrat glos proszac o niezglaszanie jego kandydatury do Zarzadu Gléwnego, ze wzgledu
na liczne obowiazki zawodowe.

Nastepnie prof. Z. Oresiak zglosil kandydatury do Gléwnej Komisji Rewizyjnej: na cztonka — doc.
dr Henryka Mikoraiczaka (z Poznania, ponownie), na zastepce cztonka — prof. dr Janusza MURZEWS-
KIEGO (z Krakowa).

Wobec propozycji, aby prof. dr J, SzMELTER, bedacy dotychczas czlonkiem Komisji Rewizyjnej, wszedt
do Zarzadu Gidwnego, wysuni¢to na jego miejsce do Komisji Rewizyjnej kandydature prof. dr Stanislawa
KocAKpy.

W wyniku przeprowadzonego tajnego glosowania, powyzej zgloszone osoby zastaly wybrane do wladz
Towarzystwa,

Sprawg nadawania godnoéci Czlonkéw Honorowych PTMTS zreferowat prof. dr Z. OSINSKI, wysu-
wajac kandydatury proponowane przez Zarzad Gtoéwny: prof. dr Edmunda KArASKIEwICZA, prof. dr
Jerzego MUTERMILCHA i prof. dr Waclawa OLszAKA, a nastepnie uzasadnil poszczegdine wnioski danymi
dotyczacymi dzialalnosci naukowej i spolecznej poszczegblnych kandydatéw, ze specjalnym podkresle-
niem zastug potozonych dla Towarzystwa.

Doc. dr Z. ENGEL w imieniu Oddzialu PTMTS w Krakowie popart wysuniete kandydatury.

Dr K. WERNEROWSKI poparl kandydature prof. dr E. KARASKIEWICZA,

W wyniku przeprowadzonego glosowania profesorowie: Edmund KArASkiEWICZ, Jerzy MUTERMILCH
i Waclaw OLszax zostali wybrani Cztonkami Honorowymi PTMTS.

Profesorowie J. MUTERMILCH i E. KARASKIEWICZ, w krotkich przeméwieniach, podzigkowali za przy-
znane im wyr6znienie i dowod uznania.

Przewodniczacy PTMTS — prof. dr Z. Brzoska przedstawil generalne wytyczne kierunkowe dziatal-
nosci Towarzystwa. Jako zasade przyjeto, Ze nalezy kontynuowaé te formy dzialalno$ci, ktére sprawdzily
si¢ w latach ubieglych. Prof. Z. Brzoska omowil szczegblowo nastepujgce formy dzialalnosei:

1, Organizowanie regularnych zebran naukowych po$wigconych oryginalnym pracom naukowym,
badZ tematom lezacym na styku z pokrewnymi naukami lub tez na styku nauki z zagadnieniami przemyslu.

2. Organizowanie sympozjéw réwniez musi by¢ nadal kontynuowane. Je§li w niektérych Oddziatach
wyksztalcila si¢ pewna tradycja, nalezy ja utrzymad i rozwijaé¢, jak np. planowane na rok 1971 kolejne
Sympozjum Oddzialu Warszawskiego z zakresu badan do$wiadczalnych w mechanice ciala stalego, sym-
pozja na temat reologii organizowane przez Oddzial we Wroclawiu, sympozja na temat drgan liniowych
i nieliniowych przeprowadzane przez Oddziat w Poznaniu. Takie tradycje nalezy kultywowaé i wyksztalcac
w innych o§rodkach. Nie nalezy jednak zasklepia¢ sig w tematach tradycyjnych i stalych dziedzinach, akcja
bowiem nie wyklucza mozliwosci siggania po nowe tematy i zagadnienia.

Pozyteczne réwniez byloby dazenie do stalego podnoszenia poziomu materialéw wydawanych na
sympozja.

3. Xonkursy. Proponuje si¢ organizowanie trzech konkurséw ogélnokrajowych. Dwoch jak, dotych-
czas, tzn. jeden na najlepsza prace teoretyczng i jeden na najlepsza prace do$wiadczalng (z tym, Ze przyjgto
mniej konkurséw, ale z wyZzszymi nagrodami). Trzeci konkurs, stanowiacy pewnego rodzaju nowa formg
nalezaloby oglosi¢ na temat specjalny. Jest bowiem wiele tematow, ktdére popchnelyby naprzéd wiedze
i nalezaloby taki temat potrzebny, a dotychczas nierozwigzany, umiejetnie wybrac.

4. Wydawnictwo MECHANIKA TEORETYCZNA 1 STOSOWANA. Zgodnie z zatwierdzonym,
planem beda nadal ukazywaly si¢ 4 zeszyty rocznie o objetosci 40 arkuszy wydawniczych,

Prof. dr Z. Brzoska stwierdzil, Zze nie odpowiada mu nastawienie dyskusji proponujacej obnizanie ceny
wydawnictwa lub kladzenie nacisku, aby czionkowie byli obowigzkowo stalymi prenumeratorami. Dysku-
sja powinna potoczyé si¢ w kierunku znalezienia sposobdw, aby pismo wydawac tak, zeby jego tres¢ zache-
cala do nabywania (jak np. «Przekréj» spod. lady). ‘

Pismo MECHANIKA TEORETYCZNA 1 STOSOWANA powinno zawiera¢ artykuly naukowe,
przegladowe, choéby dlatego, e nie robig tego inne czasopisma. U nas zamieszcza sie takie artykuly, ale
trzeba na dobodr tego rodzaju materialu polozyé jeszcze wigkszy nacisk. Nalezy réwniez kontynuowaé ru-
bryke z «Zycia Towarzystwa» oraz podawaé zawiadomienia o kongresach zagranicznych. Dalej prof.
Brzoska proponuje wprowadzenie rubryki probleméw niewyjaénionych, podajac co w danej dziedzinie
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ijej zakresie nalezy jeszcze zrobi¢. Bylaby to rubryka, prowadzona na wzdr istniejacej w wydawnictwie
ASTM.

Po dyskusji, w ktérej zabrali glos profesorowie O. DABROWSKI i Z. BUDZIANOWSKI wytyczne kierunkowe
zostaly jednomyslnie przyijete.

Prof,, dr O. DarowskI zlozyl na rece Przewodniczacego PTMTS podzigkowanie dla Zarzadu Giow-
nego za caloroczng owocny pracg, nastgpnie podzigkowal Komisji Matce i Komisji Skrutacyjnej .oraz
Delegatom i zaproszonym osobom za przybycie.

Doc. dr P. JasTrzEBsKI zlozy}l podzigkowanie Ob. H. ROSINSKIEY | perSonelow1 administracyjnemu za
caloroczng prace oraz przygotowanie Zjazdu.

Prof. dr Z.BrzoskA podzigkowal Przewodniczacemu Zjazdu — prof. dr O. DABROWSKIEMU oraz Pre-
zydium Zjazdu, Komisji Matce, Czlonkom Zarzadu Gléownego, Przewodniczacym Oddzialdw, Delegatom
i wszystkim przybylym osobom.

Zhigniew Olesiale (Warszawa)

WEADZE POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ W KADENCJI 1970/1971

1. Zarzad Glowny: przewodniczacy — prof. dr Z. BrzoskaA, zastgpey przewodniczacego: prof. dr B. Sta-
NISZEWSKI, prof. dr M. Zvczkowskl, sckretarz generalny — prof. dr Z. OsiNski, skarbnik — dr K. Bor-
SUK, zastgpca sekretarza generalnego — dr J. Stupnicki, zastgpca skarbnika — prof. dr J. SzZMELTER,
czlonek ZG — prof. dv W. Ovszak, zastepcy czlonkédw ZG — prof. dr Z Bubpzianowski, doc. dr
M. SUCHAR. .
~ 2. Glowna Komisja Rewizyjna: przewodniczacy — prof. dr Z. KAczkowsk], czlonkowie: doc. dr E. Big-
LEwicz, prof. dr S. KocaNpa, doc. dr H. Mikoraiczax, doc. dr J. Surocki, zastgpca czionka — prof,
dr J. MuURrzEWSKI.

3. Oddzialy Towarzystwa i ich przewodmczqcy B y dgoszcz—drinz. K, WERNEROWSM Czesto-
chowa—prof. dr J. Korakowskr; G d ans k — prof. dr J. Wigckowskr; Gliwice —doc. dr J. An-
TONIAK; K ¥ a k 6 w—doc. dr Z. ENGEL; £ 6 d Z— prof. dr Z, PArszEwskI; P o zna n — prof. dr E. Ka-
RASKIEWICZ; Szczecin—dr inz. J. Micrzeiewski; Warszawa—prof. dr Z. OLESIAK;
Wroclaw—prof. dr O. DABROWSKI,

WYNIKI KONKURSU ODDZIALU WARSZAWSKIEGO PTMTS NA NAJLEPSZA
PRACE TEORETYCZNA Z MECHANIKI W ZAKRESIE ZASTOSOWAN INZYNIERSKICH

Na konkurs wplynelo 16 prac z r6znych osrodkéw naukowych Polski. Sad Konkursowy w skladzie:
prof. dr Jan SZMELTER — przewodniczacy oraz czlonkowie: doc. dr Przemystaw Jastrzgsski, prof. dr Zbig-
niew Kaczkowskl, doc. dr Marek KwieciNsky, prof. dr Zenon MRz na podstawie nadestanych recenzji
oraz po zreferowaniu poszczegblnych prac i przeprowadzeniu szczegdlowej dyskusji, postanowil co nas-
tepuje:

Pierwszej nagrody nie przyznawad.

1 nagrode w wysokosci 8.000,— zi przyznaé dr Markowi Janasowr (Warszawa) za pracg pt. Obliczanie
plyt podpartych nieprzesuwnic z uwzglednieniem efektu tarczowego.

Trzy réwnorzedne nagrody I, po 5.000,— zi kazda przyznaé: 1) dr Marcinowi CHRZANOWSKIEMU
(Krakéw) za prace pt. O mozliwosci opisu peliego procesu pelzania metali; 2) mgr Zofii HANDZEL
(Warszawa) za prace pt. Hipoteza dekohezji mikroobjeto$ci poddane] dzialaniu zmiennych naprezedt,
3) dr Janowi KRruszEwskIEMU (Gdansk) za pracg pt. Metoda sztywnych elementow skonczonych w zastoso-
waniu do obliczeft czestosci drgan wlasnych ustrojow okretowych.



INFORMACJE DLA AUTOROW

Komitet Redakeyjny prosi Autoréw o ulatwienie prac redakcyjnych zwiazanych z przygotowaniem
do druku nadeslanych artykuléw przez przestrzeganie podanych wytycznych przy przygotowywaniu ma-
szynopisu:

1. Prace powinny by¢ napisane pismem maszynowym w dwdch egzemplarzach, na zwyklym papierze
na pojedynczych arkuszach formatu A4, jednostronnie, z podwojna interlinia, z marginesem 4 cm z lewej
strony, stronice z kolejna numeracja.

2. Prace powinny by¢ pisane zwigzle i zawierad najistotniejszg tresé tak, by objetosé artykulu byla
skondensowana.

3. Wzory i oznaczenia nalezy wpisywaé recznie, bardzo czytelnie uzywajac jedynie liter lacinskich
i greckich. Wskazniki ponizej liter i wykladniki poteg nalezy pisa¢ szczeg6lnie dokladnie.

4. Praca powinna by¢ zaopatrzona w krétkie streszczenie (do 20 wierszy maszynopisu) w j. polskim,
j. rosyjskim i w j. angielskim. Wrazie niemoznosci nadeslania streszczen w jezykach obcych, Autor dostar-
cza streszczenie w j. polskim z podaniem terminologii w j. rosyjskim i w j. angielskim.

5. Numeracja wzordw powinna si¢ wigza¢ z poszczegblnymi rozdzialami pracy (np. 1.1, 1.2, 1.3, itd.;
2.1, 2,2, 2.3 itd.), Numery wzoréw powinny znajdowac si¢ w nawiasach okraglych po lewej stronie wzoru.

6. Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wykona¢ na oddzielnych arkuszach z podaniem kolejnych nu-
merow. Obok wlasciwego tekstu, na marginesie nalezy podac¢ jedynie odno$ny numer rysunku. Na oddziel-
nym arkuszu nalezy zalaczy¢ spis podpisow pod rysunkami. Ostateczne wykonanie rysunkéw obowigzuje
Redakcje.

7. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywac w tekscie rysunkami (skrét rys.), a nic uzy-
waé okre$len figura, szkic, fotografia. U dotu rysunku (a na fotografiach na odwrocie) nalezy wpisaé czy-
telnie numer rysunku, podpis pod rysunkiem (objasniajacy), tytut pracy i nazwisko autora.

8. Wszystkie tablice (unikaé zbyt duzych), podobnie jak rysunki, nalezy wykonaé na oddzielnych
arkuszach i numerowa¢ liczbami arabskimi. U gbéry kazdej tablicy nalezy poda¢ tytut obja$niajacy.

9. W tekscie nalezy na marginesie podaé slownie opis oznaczen, ktébre moga budzié¢ watpliwosci. Do-
tyczy to pisowni matych i duzych liter acifiskich i greckich np.: ni, fau, dzeta, ksi, kappa i in.

10. Po zakonhczeniu pracy nalezy podaé wykaz literatury cytowanej w tek$cie wymieniajac w kolejinosci:
inicjaly imion, nazwisko autora (oraz wspolautoréw), pelny tytul dziela lub artykutu, tytul czasopisma
(moze by¢ skrétami), numer zeszytu, numer tomu, rok (w nawiasach okraglych) oraz ewent. strony. Przy
pozycjach ksiazkowych nalezy podaé¢ miejsce wydania i rok. Pozycje literatury powiniy mie¢ numeracje
kolejna (np. 1, 2, itd.), a w tek$cie, powolujac sie na literaturg, nalezy poda¢ numer w nawiasic kwadrato-
wym.

11. Redakcja zastrzega sobic prawo potracenia z honorarium autorskiego kosztéw sporzadzenia nowego
maszynopisu artykulu lub jego czesci w przypadku nie przestrzegania wyzej podanych wskazowek.

12. Autorowi przystuguje bezplatnie 25 egz. nadbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze Autor moze za-
mowi¢ w Redakcji na koszt wlasny przy odsylaniu korekty autorskiej. ]

13. Autora obowigzuje korekta autorska (szczegblnie wnikliwa kontrola zlozonych wzordw), ktoéra
nalezy zwrocié w ciagu 5 dni pod adresem : Redakcja MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANE],
Warszawa, ul. Swigtokrzyska 21, pokdj 413.






W nastepnym zeszycie ukazg si¢ prace:

W. BoGusz, Zastosowanie réwnania Hamiltona-Jacobiego do stabilizacji ukladéw mechanicznych
TTpumerenue ypaBuenus I'amuinTona-AKoOH JUIST CTACHIH3AUMII MEXAHHUYECKMX CHCTEM
Application of Hamilton-Jacobi cquation for stabilization of mechanical systems

A. DRESCHER, B. MIcHALsKI, Reologiczne, mechaniczne i optyczne wlasnoici polimetakrylanu me-
tylu w warunkach zlozonej historii obciazenia
Peonoruueckuie, MeXaHUUeCKue W ONTHUECKHC CBOHCTBA MONMMETHI-METAKPHNATA B YC-
JIOBUSIX CJIOMCHOH HCTOPHH HATDYRKESHHS
Rheological, mechanical and optical properties of a polymethyl-methacry'ate under
conditions of complex loading history

R. GryBo$, Zalezno$¢ maksymalnej sily uderzenia od wspoélczynnika restytucy
3aBHCHMOCTh MaKCHMAaJIGHON CHIIBI yRapa OT Ko3(hdHUHMEHTA BOCCTAHOBJIEINA
Depedence of the maximum impact force on the restitution coefficients

A. WrocHowicz, Z. KuBackr, Przyczynek do mechanizmu zniszezenia zmgcezeniowego zylek poli-
amidowych
O mMexamuaMe YCTAIOCTHOLO PASPYUIEHHsI NOMMAMHAHLIX JIECOK
A contribution to the mechanism of the fatigue fracture of Polyamide 6 fibres

E. ZeATANOWA, Stateczno$¢ wstepnie sprezonego walca kotowego przy skrgcaniu
Y cTOMUMBOCTS NMPEABAPHTENBHO HANPMMKEHHOTO KPYTOBOTO IMAHHADA NIPH KpPyUdeHud
Stability of prestressed circular cylinder under torsion

E. ZraTanowa, Wplyw skonczonego wstgpnego spigzenia na sztywno$¢ rury
Biuagne npepsapurennHol KoHewHOH Aedopmanud Ha YKECTKOCTb TPYOBI
Influence of finite initial strains on the rigidity of tube ’

J. Biatkiewicz, W. SzczepiNskl, O mechanice kucia w matrycy
O MexaHUKe KOBKH B Marpuie
On the mechanics of the forging process in dies



Cena z1 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA 1 STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje si¢ poczynajgc od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnile. Zeszyty

z lat poprzednich miozna nabywaé w sekretariacie Zarzgdu Gléwnego PTMTS (Warszawa, Pdlac
Kultury i Nauki, pigtro 17, pokdj 1724)

Mech. Tcor., T. 9, z. 1, s. 1—223, Warszawa 1971, Indeks 36712
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