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ZACHOWANIE SIE CIECZY POLIMEROWYCH W PRZEPLYWACH ROZCIAGAJACYCH*

ANDRZEI ZTABICK U (WARSZAWA)

1. Wstep

Obszerna literatura teoretyczna i do$wiadczalna na temat mechanicznych wlasnosci
cieczy polimerowych ogranicza si¢ prawie wylacznie do przeptywéw wiskozymetrycznych.,
Zachowanie sie nieliniowych cieczy lepkosprezystych w przeptywie Couette’a, Poiseuille’a,
przeplywach helikoidalnych i wielu innych mozna sprowadzi¢ do zachowania si¢ w wa-
runkach ustalonego przeplywu &cinajacego, ktéry charakteryzuje pole predkosci z ten-
sorem gradientu

(1.1) Vi

o=

o OO
o O
oo O

gdzie g oznacza szybko$¢ Scinania (poprzeczny gradient predkosci).
CoremaN i NorL [1] wykazali, ze tensor naprezefi izotropowe]j prostej cieczy Nolla
w takim polu predkoéci przybiera postaé

6,g* ng O
(1.2) T+pl =Ty =319 o0,4° 0f,
0 0 0

gdzie p oznacza ci$nienie hydrostatyczne. Wihasnodci mechaniczne cieczy charakteryzuja
trzy funkcje materiatowe 7, o, o, (tzw. funkcje wiskozymetryczne) zalezne od niezmienni-
kow tensora gradientu predkosci; pierwsza funkcja #(g) opisuje dysypacjg¢ energii (funk-
cja lepkosci), a pozostale (funkcje naprezeri normalnych) zwiazane sa z efektami sprg-
Zystymi. Z warunkéw symetrii wynika przy tym, Zze %, oy i 0, sq parzystymi funkcjami
szybkosci Scinania g. Typowy przebieg funkciji (q), 6,(q) i 05(q) dla 5,4%, roztworu poli-
izobutylenu w cetanie przedstawia rys. 1 [2].

W technice przetwdrstwa polimeréw na tworzywa konstrukcyjne, wiékna, folie itp.
wazng rolg odgrywa inna klasa przeplywdw — zwana przeplywami rozciagajacymi. Pole
predkoéci w takich przeplywach mozna opisaé tensorem gradientu

gy 0 0
(1.3) Vij=10 ¢ O
0 0 g%

*) Referat problemowy wygloszony na XIV Polskiej Konferencji Mechaniki Ciala Statego w Kroé-
cienku, we wrze$niu 1971 r.
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Rys. 1. Funkcje wiskozymetryczne dla 5,4% roztworu poliizobutylenu w cetanie [2]
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Rys. 2. Lepkos¢ przy §cinaniu (1) i lepko$¢ przy rozciaganiu (lepko$¢ podiuina %*) dla stopionego
polistyrenu [4]

Najczgéciej spotykanym przeplywem tego typu jest izochoryczne, jednoosiowe rozciaga-
nie
g1 (1) 0 0
(1.4) Vii=1 0 ='qt(® 0 ,
0 0 —2q1 @)
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ktore w szczegbinym wypadku stalej szybkodci ¢* redukuje si¢ do ustalonego przeptywu
rozciggajgcego

l 0 0
(1.5) V,',j = g*10 ——1/2 0 s

gdzie ¢* jest (stala) szybkodcig rozciggania (podtuznym gradientem predkosci). Inne
przyklady przeptywdw rozciagajacych obejmuja tréjosiowe rozciaganie prostopadiodcianu,
rozdmuchiwanie cylindrycznej rury lub sferycznego balonu i in. (por. [3].

Kinematyka przeplywdw rozciggajacych rézni sie zasadniczo od przeptywoéw wiskozy-
metrycznych i wystepujace przy rozciaganiu charakterystyki materiatowe nie dadza sig
(na ogodl) przewidzie¢ w oparciu o znajomos$¢ przeptywdw $cinajacych. Rysunek 2 przed-
stawia zmiany funkcji lepkoéei n w ustalonym przeptywic $cinajacym oraz funkcji tzw,
lepkoSci podjuznej »* [por. wzdr (2.3)] w ustalonym przeplywie rozciagajacym dla stopio-
nego polistyrenu [4]. Zasadnicze réznice w mechanicznym zachowaniu sig polimerdw
w przeptywach wiskozymetrycznych i rozciggajacych, jak réwniez duze znaczenie tech-
niczne tych ostatnich wywolato w ostatnich latach znaczne zainteresowanie tymi przeply-
wami. Celem ninigjszego przegladu jest przedyskutowanie wazniejszych wynikéw uzyska-
nych w tej dziedzinie oraz wskazanie zagadnien wymagajacych dalszych badan teore-
tycznych i dowiadczalnych. Ograniczymy si¢ przy tym do oméwienia jedynie izochorycz-
nych przepltywow jednoosiowych [wzér (1.4)].

2, Teorie fenomenologiczne

Z réwnania konstytutywnego izotropowej prostej cieczy NoLLA (5]
@0 Tp = #[A(1—9)],

gdzie A,(t—s) oznacza wzgledny gradient deformacji odniesiony do chwili obecnej (1),
a A — funkcjonal po calej historii odksztatcen od —oo do chwili biezgcej. COLEMAN
i NoLL [6] wyprowadzili wyrazenie na tensor naprezen w warunkach ustalonego prze-
plywu rozciggajacego [por. wzér (1.3) ze stalymi g*] w postaci

(gt +qt> 0 0
(2.2) Tg = 0 (yaf +Cq3%) ,
0 0 (vgs +La3?)

gdziey i ¢ sa funkcjami materiatowymi, ktdrych w ogdlnym przypadku nie mozna wyrazi¢
przez funkcje wiskozymetryczne 7, ¢y, 6,. W dodwiadczeniach obejmujgcych jednoosio-
wy stan naprgzenia wyznaczy¢ mozna jedynie jedng charakterystyke materiatowg zwana
(przez analogie do fuukcji wiskozymetrycznej 7) lepkoscia podluzng, lub lepkoscia przy
rozcigganiu

(2.3) L e

e

Nalezy zaznaczy¢, ze w odréznieniu od lepkoséci przy icinaniu, 7*(g*) nie musi by¢ pa-
rzysta funkcja szybkosci rozciagania i dla ogdlnej cieczy prostej mozna napisaé

, gdy 9TY[dt = gradTY = 0.

(2.4) n*(q*) = 3n,(1+a, g* +a,g**+...).
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SLATTERY [7] prébowal rozszerzyé rozwazania Colemana i Nolla na nieustalone prze-
plywy rozciagajace. Rozwazat on jednak tylko bardzo szczegélny rodzaj ruchu, w ktérym
gradient predkosei jest wyktadniczg funkcjg czasu

10 0
(2.5) Vij = qdexp(k1){0 ~'/, 0 f.
0 0 =

Wykazat on, ze dla takiego przeptywu funkcje materialowe zaleza od exp(kt),a dla k =0
redukuja si¢ do funkcji y, { z teorii Colemana i Nolla.

Model izotropowej cieczy prostej jest zbyt ogdlny, aby mozna z niego byto wyciagnaé
bardziej szczegblowe wnioski odnoénie zachowania si¢ cieczy lepkosprezystych w prze-
ptywach rozciagajacych. Waznym wynikiem dla tego modelu jest niesprowadzalno$é
funkcji materialowych rozciagania do funkeji wiskozymetrycznych z czego wynika ko-
nieczno$¢ uzyskania osobnych rozwigzan dla ré6znych klas materiatéw.

Oméwimy trzy szczegdlne grupy réwnafi konstytutywnych, stosowane do opisu za-
chowania si¢ cieczy nieliniowo lepkosprezystych.

Dla materialébw wykazujacych krotka pamieé przeszlych odksztalcen wprowadza sig
réwnania konstytutywne typu rézniczkowego

(2.6) T = (A, A, ..., AW,

gdzie A, oznaczaja kinematyczne tensory Rivlina—Ericksena, a funkcj¢ f przedstawia sig
zwykle w postaci szeregu potegowego. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze réwnania typu (2.6)
dopuszczaja przepltywy o stalym lub zmiennym w czasie gradiencie predko$ci, lecz nie
opisuja zjawiska relaksacji naprezen.

Dla modelu cieczy nieelastycznej Reinera—~Rivlina [8] o réwnaniu konstytutywnym

2.7 Te = 9. A, +772A€,

gdzie 7, i 7, sa funkcjami niezmiennikéw tensoréw A, i A}, lepko$é podtuzng otrzymuje
si¢ w postaci takiej samej, jak dla cieczy prostej Nolla [wzor (2.4)]. Dla tzw. cieczy stopnia
drugiego stanowiacej rozwinigcie wzoru (2.6) dla matych szybkosci odksztatcent

(2-8) TE = aA1+bA§+CA2,

gdzie a, b i ¢ oznaczajg stale materialowe, lepko$¢ podiuzna jest liniowa funkcja szybkosci
rozciggania

2.9) n* = 3no(l+a.q%).

Identyczny wynik uzyskuje sig dla cieczy prostej Nolla lub cieczy Reinera-Rivlina przy
zatozeniu malych szybkosci rozciggania g*.

W podobny sposéb mozna uzyskaé wyrazenia na n* dla wigkszych szybkoéci rozpa-
trujac model cieczy stopnia trzeciego, czwartego itd.

Roéwnania typu rézniczkowego nie przewiduja zadnych osobliwosci w zachowaniu sig
cieczy przy skonczonych szybko$ciach odksztalcenia.
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Druga grupe stanowia tzw. réwnania typu calkowego stanowiace rozwinigcie funkcjo-
nalu we wzorze (2.1) w szereg calek wielokrotnych.

210)  Te= [ a®)GO)ds+ [ [ 81, 5trGi(s)Go(s) +
0 0

+ (51, 5:)Go(s) Gi(so)lds ds, + [ [ [ 1. 1ds, dsydsy+.. .
0

Rozwinigcie takie jest uzasadnione, jezeli pamigé przeszlych odksztalced [scharakteryzo-
wana w rownaniu (2.10) funkcjami «, f§, v...] dostatecznie szybko zanika w czasie. Ten-
sory G,(s) w powyzszym rozwinigciu opisujg nadmiarowe odksztalcenie materiatu od
chwili (t—s) do chwili ¢. Czgsto wykorzystywana miarg takiego odksztalcenia jest tensor

@.11) G, = AAT -1,

ktérego skltadowe dla ustalonego przeptywu rozciggajacego sa wykladniczymi funkcjami
czasu

s — ] 0 0
2.12) G)=1 0 em_1 o
0 0 e~ -]

Podobny tensor dla ustalonego przeptywu $cinajgcego [por. wzdr (1.1)] zawieral jedynie
wyrazy liniowe lub kwadratowe wzgledem s

g*s? gs 0O
(2.13) G/(s)=7¢s 0 Of.
0 00

Réznice w kinematyce przeptywdw $cinajacych i rozciagajacych warunkujace postaé
tensora G,(s) odbijaja si¢g wyraznie na wyrazeniach konstytutywnych. O ile dla prze-
plywéw {cinajacych kazda postaé funkcji pamieci a(s) catkowalna z kwadratem daje
skoniczone warto§ci tensora naprezen, to przeplyw rozciagajacy naktada znacznie silniej-
sze ograniczenia. RozwaZmy np. najprostszy wypadek, gdy funkcja pamigci as) ma
posta¢ wykladniczg

(2.14) a(s) = exp(—s/7),

gdzie T oznacza charakterystyczna stala czasowa. Funkcje te tatwo calkuje sig¢ z tensorem
G, dla przeptywu $cinajacego przy dowolnych szybkosciach §cinania g, catkowanie z ten-
sorem G, dla przeplywu rozciagajacego natomiast [wzdr (2.12)] daje wyniki rozbiezne,

gdy ¢* = % Podobne ograniczenia wystepuja réwniez w funkcjach S, ¢, ... calkowa-

nych z wyzszymi potegami G,. Przy zaloZzeniu wykladniczej funkcji a(s) i pominigciu
wyzszych calek w rownaniu (2.10) otrzymuje si¢ réwnanie konstytutywne tzw. cieczy
kauczukopodobnej (rubberlike liquid) [9], dla ktérej lepko§é podiuzna wyraza sig wzorem

* *y . _ 3770 .
@13 T = (e (=207
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Dla tego samego modelu lepkosé przy $cinaniu nie zalezy od szybkoSci deformacii

(2.16) 7(q) = 7o-

Yatwo zauwazyé, Ze pojecie lepkosel podluznej dla cieczy kauczukopodobnej [wzor (2.15)]
traci sens fizyczny (dazy do nieskoficzonos$ci, a nastgpnie zmienia znak), gdy szybkosé
rozciggania osigga krytyczng warto$¢ ¢* = 1/27.

Z rozwazan powyZzszych mozna wyciagngé jeden z dwu alternatywnych wnioskéw:

— w cieczy kauczukopodobnej mozna zrealizowaé ustalony przeplyw rozciggajacy
jedynie w ograniczonym zakresie szybkoéci rozciagania ¢* < 1/27, lub

— modele catkowe stosowane do opisu przeplywéw rozciagajacych maja sens jedynie
wéwcezas, gdy funkcje pamieci catkowalne sg zc skladowymi tensora G, [réwn. (2.12)]
dla dowolnych wartosci g*.

W ostatnich latach w literaturze reologicznej zarysowaly sie dwa stanowiska w tej
sprawie. Jedni autorzy (przede wszystkim TANNER [[0]) uwazaja, ze wynik uvzyskany
przez LopGe'A [wzér [2.15)] dyskwalifikuje model cieczy kauczukopodobnej i podobne
modele catkowe z niedostatecznie zbieznymi funkcjami pamigei. W konsckwencji, TANNER
i Sivmons [10] zaproponowali model catkowy wykorzystujacy pierwsza catke z rownania
(2.10) z funkcja pamieci a(s) w postaci

agexp(—s/7) gdy G|| < G,
o sy = ORI 16l < G
0 gdy |G|l = G,

gdzie ||G|| jest pewna skalarng miarg odksztalcenia, a G, wartodcig krytyczng, powyzej
ktérej znika wszelki wplyw historii. Funkcja (2.17) jest calkowalna ze sktadowymi ten-
sora G, przy dowolnych skonczonych wartoéciach ¢* 1 nie przewiduje Zzadnych osobli-
wosci w funkeji lepkosci podtuznej #%(¢*). Inne stanowisko reprezentuja m.in. DENN
1 Maruccr [11], PARLATO [12], AsTARITA 1 Nicobimo [13], ktdrzy zwracaja uwage na
fakt, ze osobliwo$ci w zachowaniu si¢ liniowego materiatu lepkosprezystego przy szyb-
kosci deformacji poréwnywalnej z odwrotnosdcia czasv relaksacji sa zupetnie naturalae.
DNy i Marucar [11] zauwazyli, ze w punkcie ¢* = 1/27 naprezenie w przeplywie roz-
ciggajacym materiatu lepkosprezystego nie wykazuje osobliwo$ci, lecz zmienia sie jedy-
nie charakter jego zaleznofci czasowej; ponizej tej granicy napreZenie dazy ze wzrostem
czasu do pewnej skonczonej granicy, a lepko$é podtuzna okreslona jako warto$éé asympto-
tyczna stosunku

(2.18) | ¥ = lim—— A= T2,

!

00
jest ograniczona. Poczawszy od krytycznej warto§ci ¢* = 1/27 naprezenie ro§nie nieogra-
niczenie w czasie i osiagnigcie stanu ustalonego jest niemozliwe. Widaé to wyraZnie na
rys. 3.

Spostrzezenie to wyjasnia pozorne osobliwosci zachowania sig liniowych cieczy lepko-
sprezystych (cieczy kauczukopodobnej Lodge’a) w przeptywie rozciggajacym i wskazuje
na mozliwo$¢ wystgpowania ograniczen w realizacji przeptywu ustaloncgo. Tak wigc
modele catkowe z prostymi wyktadniczymi funkcjami pamieei nie tracg sensu fizycznego
w odniesieniu do przeplywéw rozciagajacych, jak to sugerowat Tanner, co nie wyklucza
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mozliwoéci istnienia materialéw o szczegblnych rodzajach «pamigci» [np. typu (2.17)],
w ktérych ustalony przeplyw rozciagajacy jest mozliwy przy dowolnych szybkosciach
odksztalcenia.

— A
261
§ 0%
&5
Qv
s, 050
g
g 3
Su
g a40
. . N w2
Rys. 3. Zmiany naprezenia rozciggajacego § 09
w czasie dla konwekeyjnej cieczy Maxwella E e e 0
poddanej rozciaganiu ze staly szybko$ciq g*. §
Liczby przy krzywych oznaczaja wartosci ilo- E’ 0 ‘ \ | | | Lo
=

T2 3 4 5 6
Wzgledny czas. t/v

czynu g¥t [11}

Trzecia grupa modeli fenomenologicznych obejmuje tzw. réwnania typu szybkoscio-
wego

(2.19) FTp = YA,

gdzie # 1 ¢ s linlowymi kombinacjami operatoréw rézniczkowania (réZnego rzedu)
wzgledem czasu. Przykladem takich matevialéw moga by¢ np. lepkosprezyste materialy
OLDROYDA [l4], ciecz Maxwella, cialo Kelvina itp.
Dla najprostszego modelu tego typu — konwekeyjnej cieczy Maxwella-Oldroyda
o rownaniu konstylutywnym
hYAY

(220) Tlli"}' T ‘t‘)‘[‘—- = 2"//‘1{,

gdzie i oznacza pochodna Oldroyda, jest catkowicie réwnowazny cieczy typu catkowego

hls
I rzgdu [réwn. (2.10)] z wykladniczg funkcja pamieci [réwn. (2.14)], a lepko§¢ podtuzng
przy zalozeniu stanu ustalonego otrzymuje si¢ w postact (2.15). Dla tzw. trojparametro-
wego modelu Oldroyda z lepkoscig %, 1 dwoma czasami relaksacji 7, i 7, BIRD 1 SPRIGGS
[15] otrzymali wyraZzenie na ustalona lepko$¢ podtuzna

1—g*t
(2.21) 74(q*) = 3o b1,

wykazujyce, podobnie jak réwn. (2.15), niecigglosé w punkcie ¢* = l/t,.

Istnieje oczywiscie nieograniczona liczba mozliwoéci konstruowania takich lub innych
modeli fenomenologicznych prowadzacych do rozmaitych wynikéw dla przeptywdw
rozciggajacych. Analiza trzech grup modeli oméwionych wyzej oraz ogblniejszego row-
nania prostej cieczy Nolla pozwala na wyciggniecie dwéch wnioskéw waznych dla dal-
szych badan: |
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1. Zachowanie sie mechaniczne cieczy lepkosprezystych w przeplywach rozciagaja-
cych rézni si¢ w sposéb zasadniczy od zachowania sig tych materialow w przeptywach
§cinajacych, wobec czego funkcje materialowe dla rozciagania nalezy uzyska¢ z nieza-
leznych pomiaréw lub teorii molekularnych.

2. Dla materiatléw lepkosprezystych wykazujacych relaksacje naprezen (ciecze typu
catkowego lub szybkoéciowego) moga istnie¢ granice szybkosci odksztalcenia (zalezne
od charakterystycznego(ych) czasu(éw) relaksacji), powyzej ktérych nie mozna zreali-
zowaé ustalonego przeptywu rozciggajacego.

Efekty relaksacyjne odgrywaja w przeptywach rozciggajacych bardzo waing role.
Lepko$é podluzna w stanie ustalonym #%*(g*) nie jest wystarczajacq charakterystyka ta-
kich przeptywéw i konieczna jest znajomo&c¢ charakterystyk relaksacyjnych dla okre$lenia
zakresu szybkosci deformaciji, w ktérym przeplyw ustalony jest w ogble mozliwy oraz
szybkoSci osiagania takiego przepiywu. Nalezy zwréeid uwage, ze przeplywy rozeigga-
jace wystgpujace w procesach przetwdrstwa polimeréw sa z reguly nieustalone i charak-
terystyki relaksacyjne odgrywaja powazng role w ksztaltowaniu si¢ wielu zjawisk decy-
dujacych o takich procesach. Z tego tez wzgledu stosowanie réwnan typu catkowego
lub szybkosciowego wydaje sie bardziej vzasadnione niz réwnan typu rézniczkowego,
pomijajacych efekty relaksacyjne.

Rozwazania fenomenologiczne nie mogg oczywiscie odpowiedzie¢ na pytanie, jakie
modele sg wladciwe dla réznych rodzajéw materiatéw. Rozstrzygniecie tego problemu
pozostaje otwarte dla teorii molekularnych (opartych o modele strukturalne wykorzystu-
jace istniejace informacje o molekularnej budowie uktadu) oraz bezpoérednich badan
dodwiadczalnych. Zagadnieniom tym po§wigcimy nastgpne czesci artykulu.

Na zakonczenie tej czesci chcialbym zwrdcié uwage na pewne mity zwigzane w lite-
raturze reologicznej z lepkoscia podtuzna.

a) Niektérzy autorzy [16] w §lad za dawna koncepcja NITSCHMANNA 1 SCHRADEGO [17]
utrzymuja, ze stateczno§¢ swobodnej strugi cieczy polimerowych wynika bezpoS$rednio
z charakteru lepko$ci podiuznej, ktéra na ogoét ro$nie z szybkoécia odksztalcenia. Zato-
zenie takie jest nieuzasadnione, a w wielu wypadkach wrecz bledne. Przy duzych szyb-
koéciach odksztalcenia (i duzych lepkoSciach podtuznych) wystepuje np. kruche, kohe-
zyjne zerwanie strugi ograniczajace jej maksymalna dlugos$é i szybko§¢ przeptywu [18].

b) Wzrost lepko$ci podiuznej z szybkoécig rozciggania ¢* utozsamia si¢ czasem z ze-
staleniem cieczy na skutek przeptywu [16, 19]. W rzeczywistosci kazda ciecz lepkospre-
zysta zachowuje sig jak ciato stale, gdy przylozy sie dostatecznie szybkie odksztatcenie:
nawet struga wody poddana bardzo szybkim obciaZeniom uderzeniowym rozpada sig
jak kruche cialo state [20]. Jest to jednak typowa reakcja materialu lepkosprezystego,
a nie zmiana stanu jaka sugeruje termin «zestalenien. Zrédlem tego nieporozumienia
jest przypuszczalnie fakt, ze lepko$¢ Newtona, bardzo czula na strukture molekularng
i temperaturg cieczy, zmienia si¢ gwaltownie podczas zmian fazowych i czesto stuzy jako
charakterystyka stanu materialu. Nie jest to jednak stuszne w odniesieniu do funkcji
materiatowych zaleznych od przeptywu n(g) lub #*(g*). Zmiana tych charakterystyk
z szybkoscig deformaciji niekoniecznie musi byé wynikiem zmiany stanu, lecz zalezy réw-
niez od czynnikéw czysto mechanicznych (np. sprezystoéci).
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Nalezy watpi¢, czy takie wielkosci fizyczne, jak stale dyfuzji, molekularne czasy re-
laksacji itp., $cisle zalezne od lepkosci Newtona, wykazuja jakakolwiek korelacje z reo-
logicznymi charakterystykami #(g) lub n*(g*) zmieniajacymi si¢ z szybko$cia odksztal-
cenia.

3. Teorie molckularne

Celem rozwazan molekularnych jest wyprowadzenie zaleznoéci konstytutywnych (nie
tylko mechanicznych) dla réznych materialéw modelowych o zatozonej strukturze. Jezeli
zalozenia modelowe oparte sg o rzeczywista wiedz¢ o strukturze materiatu, to uzyskane
rownania konstytutywne zawieraja stale materialowe charakteryzujace budowe moleku-
larna (np. energic oddzialywan migdzyczasteczkowych, bariery potencjalne rotacji
wigzaf chemicznych itp.) i pozwalaja na przewidywanie wlasnosci makroskopowych ma-
terialu w oparciu o znang budowe mikroskopowa. Podstawe rozwazan molekularnych
stanowi analiza oddzialywan migdzyczasteczkowych w ukladzie i przekazywania sit zew-
netrznych (przylozonych do granicy ukladu) poszczegdlnym elementom strukturalnym.
Makroskopowy tensor naprezefi (podobnie jak i inne wielkoSci fizyczne) uzyskuje sie
przez usérednienie wielkoéci lokalnych (w przypadku napreZenia: diad naprezed) po od-
powiedniej funkeji rozkladu charakteryzujacej uklad w sposdb statystyczny. Zasady kon-
struowania podobnych teorii w reologii polimeréw omoéwilem w innym artykule [21].
Tu przytocze jedynie wyniki uzyskane dla réznych cieczy polimerowych.

Omoéwimy osobno dwie grupy takich cieczy:

1) rozcienczone roztwory i zawiesiny, ktorych zachowanie si¢ warunkuja oddzialywania
wewnatrzczasteczkowe oraz oddzialywania pomigdzy czgstkami lub makromolekutami
polimeru i rozpuszczalnikiem, w ktérym sa one zawieszone (rys. 4a-=c),

ii) uktady skondensowane (polimery stopione, st¢zone roztwory), w ktérych zasadni-
czg rolg odgrywaja oddzialywania typu polimer-polimer (rys. 7a, b).

TAKSERMAN-KROZER i ZIABICKI [22] analizowali zawiesing sztywnych elipsoid zawie-
szonych w newtonowskiej cieczy (rys. 4a). Podczas, gdy lepkoé¢ przy $cinaniu dla takiego
ukladu byla malejacy funkcja g, lepko$§é podiuzna n* rosta ze wzrostem szybkosci roz-
ciagania g* dazac do pewnej skonczonej granicy zaleznej od ksztaltu czastek przy g% = co.
Wyniki te pokazano na rys. 5 dla elipsoid o stosunku osiowym p = 8 (elipsoidy wydlu-
zone, paleczki) oraz p = 1/8 (elipsoidy splaszczone, dyski). Zawiesina kul (p = 1) za-
chowuje si¢ jak ciecz Newtona (n* = 3n,).

PRAGER [23] badal podobny model — zawiesing sztywnych hantli (rys. 4b) uzyskujac
charakterystyki materialowe w postaci szeregu, a BIRD i wsp. [24] podaja zamkniete wy-
razenie na lepko$¢ podiuzng dla ukiadu hantli o stgzeniu ¢ w postaci

1 1 exp(X)
2 bg*t X' ’

X' [ exp(u?)du
3 G

3.1 n*¥—3ne = 3ckTt

X = 9q%7/2,

no oznacza tu lepkoé¢ newtonowska rozpuszczalnika, a v — stala czasowa (czas relak-
sacji zwiazany z dyfuzja obrotowa czastek).
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Réwniez w tym wypadku lepko§¢ podiuzna monotonicznie ro§nie z szybkoscia roz-
ciggania dazac do stalej granicy, gdy ¢* — co. Molekularny sens takiego zachowania
sig jest zupelnie jasny: zmiany charakterystyk mechanicznych w ukladzie sztywnych
czastek moga wynikaé jedynie ze zmian orientacji czastek w przeplywie. Orientacji takiej

Rys. 4. Modele molckularne rozcienczonych

a) ) zawiesin i roztwordw polimerdw
Q 0 a) szlywne elipsoidy, b) sztywne hantle, ¢) sprezyste
R O Q hantle, d) sprezyste Tub lepkosprezyste kule, €) wsznur
0 peret» (model sub-lancuchéw)
I
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e) Zredukowana szybkos¢ rozciagonia g*
%\lqbﬂo I EQW‘O Rys. 5. Zmiany podluznej lepkosci z szyb-
e} . . , . .
oA koscig rozciagania dla rozcienczonych zawie-

=m—s B —— sin sztywnych elipsoid [22]. Liczby obok krzy-
wych oznaczaja stosunek osiowy elipsoid

ulegajy oczywiscie jedynie czastki asymctryczne (stad brak zmian dla zawiesiny kul),
a idealna orientacja wszystkich czastek wzdtuz linii pola predkosci odpowiada granicznej
(skonczonej) lepkosci *(¢* — o).

Rozszerzenic analizy strukturalnej na zawicsiny i roztwory zawierajgce czastki od-
ksztalcalne dato nieco zaskakujace wyniki. Gietka, lancuchows makroczasteczke polimeru
liniowego modeluje si¢ zazwyczaj za pomocy sprezystej hantli (rys. 4c) lub «sznura peret»
polaczonych sprezystymi elementami (rys. 4e, tzw. model sub-fancuchdw). Pierwsze
prace dotyczace tych modeli (TAKSERMAN-KROZER [25], BIRD, JOHNSON i STEVENSON
[26]) oparte byly na zalozeniu gaussowskiej statystyki konformacji makroczasteczek,
zatozeniu réwnowaznemu liniowej sprezystosei hantli lub sznura perel. Lepkosé podtuz-
ng w ustalonym przeplywie $cinajacym dla modelu sub-taficuchéw otrzymuje sie wow-
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czas w postaci [25]

AT
F 3y = 3k Z i
(3.2) = 3no = 3ekT T(1-2¢*7) (O +q*7)

gdzie 1; oznaczajg wartosci wlasne zagadnienia, 7; — czasy relaksacji, a N jest liczba
sub-taficuchéw w makroczgsteczece. Gdy N = 1 model redukuje siec do zwyklej hantli
(por. rys. 4c, €), a lepko$¢ podtuzna przybiera postaé¢ (2.15) wyprowadzong przez LODGE'A
na drodze czysto fenomenologicznej dla modelu cieczy kauczukopodobnej. Latwo zauwa-
zyé, ze zaréwno wyrazenie dla modelu sub-taricuchdw [wzér (3.2)] jak i pojedynczej hantli
[wzér (2.15)] przewiduja nieciggto$¢ lepkodei podtuznej przy skonczonych wartosciach
szybkoscl rozciggania (g% = 1/27; lub ¢¥ = 1/27). Takic zachowanie si¢ rozcieniczonych
roztwordw polimeru jest fizycznie nieuzasadnione lecz wynika bezpo$rednio z uproszczo-
nych zatozen modelowych. Statystyke gaussowskag stosowaé mozna jedynie w obszarze
niewielkich odksztalcen makroczasteczki, podczas gdy odksztalcenia w przeplywie roz-
ciagajacym sa z reguly bardzo duze. Zastapienie statystyki gaussowskiej bardziej ogdlng
funkcjg Langevina (uwzgledniajaca skonczong odksztalcalno$é makroczasteczki) prowa-
dzi do wynikéw fizycznie sensownych. PETERLIN [27], a nastepnie TANNER i STEHREN-
BERGER [28] oraz MARruccr 1 HErRMANS [29] wykazali, ze lepko§é podluzna roztwordw
hantli z potencjalem langevinowskim nie wykazuje osobliwoéci, lecz roénie monotonicz-
nie z szybko$cig rozciagania do wartoéci asymptotycznych zaleznych od dlugosci (cie-
zaru czasteczkowego) makroczasteczek. Charakterystyki #*(g*7) obliczone przyblizong
metoda Peterlina przedstawia rys. 6. W granicznym przypadku, gdy M — oo (co odpowiada
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Rys. 6. Zmiany podluznej lepkosci z szyb- :Q .
koscia rozciagania dla rozcienczonych roz- :
twordw gietkich, laficuchowych makroczaste- -S 0 ﬁ
czek o skoriczonej odksztalcalno$ci (statysty- %}
ka Langevina) [27]. Liczby obok krzywych oz-~ = : | | | | | | |
naczaja liczbe segmentdw statystycznych (ma- 70 7 2 3 4 5 6 7ﬁ"

|
ksymalna dtugo$¢) makroczasteczek . . a5

przejéciu statystyki Langevina w statystyke Gaussa) obserwuje si¢ nieskoficzong lepkosé
podhuzng przy q* = 1/27,jak we wzorze (2.15). W jezyku fenomenologicznym, zalozenie
statystyki konformacji opartej na odwrotng] funkcji Langevina odpowiada sprezystej
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hantli z modulem Younga monotonicznie rosngcym wraz z odksztalceniem do nieskon-
czonoéci przy pewnym odksztalceniu granicznym (petne wyprostowanie makroczasteczki).

Podobne wyniki uzyskat réwniez Roscoe [30] dla rozcienczonych zawiesin odksztat-
calnych kul (rys. 4d). Gdy kule takie traktowano jako liniowo lepkosprezyste lepko$é
podluzna wykazywala nieciaglo$¢ przy skoriczonej wartoéci ¢*, jak we wzorach (2.15)
i(3.2).

Podsumowujac te grupe modeli, mozna stwierdzi¢, ze uklady rozcieficzone nie wyka-
zujace silnych oddziatywan miedzyczasteczkowych daja lepko$¢ podtuzng rosnaca z szyb-
koscig rozciggania do pewnej skonczonej wartosci granicznej odpowiadajacej maksymal-
nemu odksztatceniu lub/i idealnej orientacji elementéw strukturalnych w polu predkosei.
Pozorne osobliwosci wynikajace z zatozenia liniowej sprezystosci elementéw odksztal-
calnych znikaja, jezeli uwzgledni si¢ fizycznie uzasadnione granice odksztalcalnosci.
Zachowanie sie takie (w odniesieniu do przeptywéw ustalonych) opisuja dobrze modele
rézniczkowe [wzdr (2.6)], a efekty relaksacyjne nie sa zbyt silne. Stosowanie do takich
ukladéw modeli typu catkowego [wzdr (2.10)] wymagaloby natomiast wprowadzania
szybko zbieznych funkcji pamigci catkowalnych z funkcja wykladnicza.

Molekularne informacje o skondensowanych ukladach polimerowych: stopach i roz-
tworach stezonych sa znacznie bardziej skape. Praktycznie jedyna fizycznie sensowng
teorig takich ukladéw pozbawiona dowolnych zatozen zawartych w wielu innych pracach
(np. [31-35]) jest teoria «czasowych» sieci molekularnych ze zlokalizowanymi wgzlami
ulegajacymi dysocjacji i odtwarzaniu w czasie (rys. 7a). Zachowanie si¢ takich ukladéw
warunkuja dwa czynniki molekularne: sprezysto$¢ tancuchéw sieci, tzn. odcinkdéw ma-
kroczasteczek zawartych pomiedzy sasiednimi weztami, oraz kinetyka proceséw rozpadu
i odtwarzanie si¢ weztéw. W najprostszym przypadku rozwazanym przez LODGE’A [36]
dla tanicuchdéw gaussowskich i stalej czestosci dysocjacji, otrzymuje si¢ réwnanie konsty-
tutywne w postaci analogicznej do réwnania rozcienczonych roztworéw makroczasteczek
gaussowskich. Jedyna réznica pomiedzy tymi dwoma modelami polega na molekular-
nym sensie czasu relaksacji: w rozcieficzonych roztworach czas ten okre$lony jest przez
tarcie pomigdzy lancuchami polimeru i rozpuszczalnikiem, podczas gdy w sieciach za-
lezy on od szybkosci dysocjacji weztébw. W tym przyblizeniu lepko&é podtuzna okreflona
jest réwnaniem (2.15), podobnie jak lepko&é rozcienczonych roztworéw liniowych hantli,
1 wykazuje t¢ sama osobliwo$é przy ¢* = 1/27. Ogblniejsze przypadki rozwazane byly
przez YAMAMOTO [37]. Osobliwo$¢ przy ¢* = 1/27 mozna wyeliminowaé podobnie, jak
w przypadku rozcienczonych roztworéw zakladajac nieliniowa sprezystodé laficuchdw
sieciowych. Opierajac sig na zaobserwowanej przez LopGE’A [38] formalnej analogii po-
migdzy czasowymi sieciami o stalej czestosci dysocjacji i rozcienczonymi roztworami
mozna oczekiwaé, z¢ wprowadzenie skoriczonej rozciggliwosci tancuchdw doprowadzi
do nasycenia lepkosci podtuznej, tak jak to przedstawiono na rys. 6. Z drugiej strony,
zalozenie szybkosci dysocjacji rosnacej wraz z odksztalceniem lancuchéw [37] prowadzi
réwniez do ciaglych funkgji lepkoéci podituznej. YAMAMOTO rozwazal funkcje czestosci
dysocjacji # w postaci

po =const dla |le|| < e,

© dla  |lel| > e,

(3.3) B =
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gdzie ||e|| jest miara rozciagniecia lancucha sieci, a e, jest pewna wartocia krytyczna.
Réwnanie (3.3) przewiduje, ze wszystkie tafcuchy osiaggajace krytyczne wydluzenie e,
zrywaja si¢ natychmiast; jest to dokladnie rownowazne zalozeniu (2.17) jakie dokonali
w teorii makroskopowej TANNER i SimMmoNs [10]. Zgodnie z takim modelem lepkos¢ po-
dhizna roé$nie wraz z gradientem predkosei g*, osigga maksimum, a nastepnie spada do
zera. Maksymalna lepkos¢ roénie wraz z krytycznym wydtuzeniem e, i przechodzi w funk-
cje nieciagly (n* = co przy g% = 1/27) gdy e, — 0.

Teoria sieci ze zlokalizowanymi wezlami nie uwzglednia wielu istotnych elementéw
budowy st¢zonych roztwordw i stopéw polimerdw. Modelem, ktéry, jak wydaje sig,
lepiej opisuje uklady rzeczywiste jest sie¢ splatan (rys. 7b) dopuszczajaca mozliwo$é

Q)

b)

Rys. 7. Modele molekularne st¢zonych roztwordw i stopéw polimerdw
a) — sie¢ ze zlokalizowanymi weziami ulegajacymi dysocjacji i odtwarzaniu, b) — sie¢ splatart z lancuchami $lizgajacymi
sig w wezlach

Slizgania sie chwilowych weztéw wzdtuz taidcuchéw polimeru. Teoria takich ukladéw
jest obecnie przedmiotem badan [21, 39]. Czynnikami molekularnymi odpowiedzialny-
mi za wlasnoci mechaniczne sieci splatafh sq: lepkosprezystoéé lancuchdéw (zwigzana
ze zmianami konformacji i bariera potencjalu rotacji wewnetrznej, por. [21]) oraz wspot-
czynniki kontaktowych oddziatywan (tarcia w weztach) pomiedzy tancuchami.

Ogdlnie rzecz biorac wydaje si¢, ze zmiany lepkoSci podtuznej w skondensowanych
uktadach polimeréw powinny wykazywaé przebieg pokazany schematycznie na rys. 9,
a rézniacy si¢ od rys. 8 skoficzonymi warto§ciami lepkosci granicznej #*(g*t — co).
Dla ukladéw o duzej trwaloéci weztéw lub duzym wspdtezynniku tarcia kontaktowego
maksima lepkoéci moga przekraczaé warto§ci krytyczne odpowiadajace zniszczeniu ko-
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hezyjnemu. Dla takich uktadéw, o dtugich czasach relaksacji, proste réwnania catkowe
Jub szybkoéciowe (np. konwekcyjna ciecz Maxwella) wydaja sig fizycznie uzasadnione
bez koniecznosci wprowadzania «obcigtych» funkcji pamigci. Poglad ten potwierdzaja
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Rys. 8. Zmiany podiuinej lepkosci z szybkoScia rozciagania dla sieci o zlokalizowanych wezlach,

dla ktérej prawdopodobieristwo rozpadu zmienia si¢ z odksztatceniem (wzor 3.3) [37]
a — skoriczone odksztaleenic krytyczne eg., b — nieskoriczone odksztalcenie krytyczne (stale prawdopodobienstwo
rozpadu)

x

Lepkosc podtuzna, 7”

0 15 10
Zredukowana szybkosc rozciggonia, g¥ T

Rys. 9. Hipotetyczny przebieg zmian lepkosci podluznej z szybkoécia rozciagania dla skondenso-
wanych ukladéw polimerowych. Parametr ¥ ro$nie wraz z trwalo$cia wigzan miedzyczasteczkowych
(weztéw sieci) lub wspélczynnikiem tarcia kontaktowego pomiedzy makroczasteczkami

wyniki eksperymentalne uzyskane na stopionych stopach poliolefin o diugich czasach
relaksacji (por. rys. 12-13 w nastgpnej czgéei). Z drugiej strony uklady o stabszych wez-
lach dopuszczajace wysokie szybkos$ci rozciggania nalezy opisywaé za pomoca bardziej
zlozonych modeli konstytutywnych przewidujacych maksimum lepkoSci; warunek taki
spetnia m.in. model Tannera-Simmonsa z obci¢ta pamigcia [wz6r (2.17)]. Podobny prze-
bieg lepkosci podhuznej obserwowal BALLMAN na stopionym polistyrenie (rys. 2). W kaz-
dym przypadku dla uktadéw skondensowanych, w ktérych efekty relaksacyjne odgrywaja
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zasadnicza rolg, réwnania typu catkowego lub szybkosciowego wydaja si¢ bardziej wlasci-
we niz réwnania typu rézniczkowego nie uwzgledniajace relaksacji naprezei. Molekularne
teorie skondensowanych ukladéw polimerowych wymagaja dalszego rozwinigcia.

4. Badania do$wiadczalne

MozZna by sadzi¢, ze zagadnienie wilasciwego wyboru modeli konstytutywnych do
opisu rozciggania cieczy polimerowych da si¢ latwo i bezposérednio rozstrzygnaé na dro-
dze do$wiadczalnej. Jednakze do$wiadczalne badanie przeptywéw rozciggajacych nastre-
cza wiele trudnoéci, a reometria takich przeptywdw (§cidlej: wszelkich przeptywdw nie-
wiskozymetrycznych) znajduje si¢ dopiero w powijakach. Rownoczesnie jednak, specy-
ficzny charakter funkcji materialowych w takich przeptywach nadaje badaniom do$wiad-
czalnym szczegblne znaczenie,

Aby uzyska¢ wiarygodne informacje eksperymentalne o lepkosci podiuznej nalezy
spetni¢ nastgpujace warunki:

a) pole predkosei (naprezen) powinno by¢ jednorodne, state w calej objgtosci probki,

b) warunki przeptywu powinny by¢ niezalezne od czasu (ustalone),

¢) proces deformacji powinien by¢ izotermiczny.

Trudnosct w zrealizowaniu powyzszych warunkéw zwigzane sg ze swobodng powierzch-
nig prébki (tarcie w ofrodku, napigcie powierzchniowe) oraz sitami cigzkosci i bezwtad-
noéci, ktére mozna poming¢ jedynie dla materialéw o duzej lepkoéci przy matych szyb-
kosciach odksztalcenia.

Pierwsza grupa instrumentéw uzywanych do badania rozciggania polimerow sg eksten-
sometry zaciskowe zwykle uzywane do badania cial stalych. Przyrzady takie stosowali
BALLMAN [4], WINOGRADOW i wsp. [19, 40-42] oraz CoGsweLL [43]. Schemat takiego

Rys. 10. Aparat do badania rozciagania stopionych plimeréw wedlug Winogradowa {19]

przyrzadu pokazano na rys. 10. Zanurzenie probki w cieklej kapieli gwarantuje regulacje
temperatury i redukuje wplyw sil ciezkoSci 1 napigcia powierzchniowego. BALLMAN [4]
i WINoGrRADOW [41] badali rozciaganie stopéw polimeréw o duzej lepkosci stosujac pro-

2 Mechanika Teoretyczna
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gramowane predkoéci ruchomego zacisku. Nalezy zauwazy¢, ze w przyrzadzie tego typu
staly w czasie gradient predkodci g* mozna uzyskaé tylko wowezas, gdy wzglgdna pred-
ko§é¢ zaciskéw roénie wykladniczo w czasie

(4.1) Vit) = Vyexplg*t).

CoGSWELL [43] stosowat natomiast stale naprezenie, a KARAM i BELLINGER [44] stalg sitg
rozciagajaca jako warunki brzegowe procesu rozciggania.

Koniecznoéé stosowania elektronicznie lub mechanicznie programowanych predkosci
posuwu zaciskéw wyeliminowal MEISSNER [45], zastgpujac ukiad zaciskéw parg walcéw

wr

Rys. 11. Aparat do badania rozciagania stopionych polimeréow wedlug Meissnera [45]

(rys. 11). Dla takiego ukladu, stala szybko§é rozciagania osigga si¢ przy stalej predkosci
walcéw, co znacznie upraszcza konstrukcjg instrumentu. Oba typy przyrzadéw — eksten-
sometry zaciskowe i walcowe daja wiarygodne krzywe naprezenie-czas Iub wydluzenie—
czas, lepkosci podiuzne i odwracalne odksztalcenia dla materiatéw o lepkosciach nie

8
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Rys. 12. Krzywe pelzania polietylenu [45).
Liczby obok krzywych oznaczaja stala w cza-
sie szybkos¢ rozciggania q* w sek™!
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mniejszych niz 10° poiséw przy maksymalnych szybkosciach rozciggania rzedu 1 sek-?.
Typowe wyniki dla polietylenu pokazano na rys. 12 i 13. Wyniki te przypominaja teore-
tyczne przewidywania dla konwekcyjnej cieczy Maxwella (rys. 3). Przy najniZszej szyb-
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kosci rozciggania (¢% = 10-? sek~') naprezenie dazy do wartosci stalej i przeplyw staje
si¢ ustalony. Przy wyzszych szybkosciach naprezenie wzrasta coraz szybciej i nie widaé
tendencji do osiagnigcia stanu ustalonego.

7

0

Pozorna lepkosc podtuina, n®, poise

iy

\

a1

| | |
1 107 107 10°

(zas odksztatcania | t, sek

Rys. 13. Zmiany pozornej lepkosci podluznej polietylenu w czasie [46]. Liczby obok krzywych

oznaczaja szybkosé rozciagania ¢* w sek™!

Rys. 14 i 15 przcdstawiaja krzywe lepkoéci podiuznej po osiagnigciu stanu ustalonego
dla réznych polimerédw. Ogodlnie, lepko$é podtuzna stopionych polimeréw wzrasta z szyb-
koécia rozciggania ¢* [19, 40-43] lub wykazuje stabe maksimum [4].

Lepkosc podtuina, . poise

\ 1

1] y

0t 2
e
107L —e ——S
_4
_
6 | | | | -
0 v 0? 07 0’

Szybkasé razciagania, q* sek”™

Rys. 14, Lepko$¢ podiuzna stopionych polimeréw w ustalonym przeplywie rozciagajacym [19]
1 —polistyren T = 130°C, 2 — poliizobutylen T = 22°C, 3 — poliizobutylen T = 40°C, 4 — poliizobutylen T = 60°C

Trzecia grupa przyrzaddéw proponowana do badai umiarkowanie lepkich cieczy
oparta jest na zasadzie ustalonej strugi cieczy wyplywajacej z dyszy i odbieranej w spos6b
ciggly z regulowang predkoscia (rys. 16). Istnieje szereg trudnosci w zastosowaniu tego
typu przeptywu do badaf reologicznych: trudno zrealizowa¢ w nim warunki termosta-
tyczne, a efekty napigcia powierzchniowego, tarcia w oérodku, cigzkoéei 1 bezwladnosci
moga stanowi¢ istotne, je§li nie decydujace sktadniki mierzonego naprezenia. Niektorzy
autorzy proponowali ten typ urzadzenia do umownych, nieizotermicznych badan stopow
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polimeréw [46-48]. Uzyskane w takich warunkach umowne zalezno$ci szybkosci od-
bioru od naprezenia rozciagajacego mozna by przypuszczalnie skorelowac z parametrami
przetwérstwa polimeréw. Inni autorzy [49, 50] proponuja ten uktad do obiektywnych

?
ot A — A —p—d—i—a—A—

6 | | !
0* 10° n° 0
Noprezenie rozcingojgce, Py dyn/cm2

Y

10 7

Lepkos¢ podtfuzra , n™, potse

Rys. 15. Lepkoé¢ podluzna stopionych polimeréw w ustalonyn: przeplywie rozciagajacym [43]
1 — polimetakrylan metyiu, 2 — polietylen

{

A 3
Rys. 16. Aparat do badania przeptywdw rozciagajacych oparty na zasadzie «wagi przedzalniczej»
(Spinnwaage) [17)

badai reologicznych (pomiar podiuznej lepkoédci). Trzeba tu jednak podkreslié, Ze nawet
jesli zrealizuje si¢ warunki idealnie termostatyczne, poprawnie uwzgledni udzialy jakie
wnosza do mierzonego naprezenia efekty grawitacji, inercji, napiecia powierzchniowego
itp., interpretacja tych doéwiadczen w kategoriach obiektywnych charakterystyk materia-
towych nie jest tatwa. Pole predkodci wystgpujace w swobodnej strudze cieczy jest usta-
lone lecz nie jednorodne: gradient predkosci zmienia si¢ wzdtuz strugi. Dla cieczy lepko-
sprezystej z pamigcig stosunek: (napreZenie rozciggajace)/(szybko$¢ rozciagania) wyzna-
czony w réznych punktach strugi nie charakteryzuje weale lepkoéci podtuznej zdefinio-
wanej wzorem (2.3) lub (2.18)

T (x) = T%3(x)

42 7

# 1*[g*(x)].
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Jednoznaczna interpretacja stosunku lokalnego napre¢zenia do lokalnego gradientu pred-
koéci mozliwa jest jedynie dla cieczy niesprezystej (cieczy Reinera-Rivlina); ciecze poli-
merowe wykazuja z reguly wiasnosci lepkosprezyste. Dane do$wiadczalne uzyskane me-
todg strugi dla roztworéw poliakryloamidu i wiskozy przez Zipana [50] wykazujg wy-
razny wplyw warunkéw do$wiadczalnych na pozorne lepkosci podtuzne obliczone z nie-
prawidlowego wzoru (4.2). Wida¢ to wyraznie na rys. 17. Sam ksztalt krzywych lepkosci
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Noprezenie roxciagejace p,,,dyn /cm2 Naprezenie rozciagajgce, p“,dyn/cm

Rys. 17. Krzywe pozornej lepkosci podiuznej Rys. 18. Krzywa pozornej lepkosei podiuznej wy-
wyliczone ze wzoru (4.2) dla swobodnej strugi liczona ze wzoru (4.2) dla swobodnej strugi
roztworu poliakryloamidu [50]. Liczby obok wiskozy [50]

krzywych oznaczaja liniowa predko$é odbioru
strugi w cm/sec

(rys. 17-18) wykazujacych zalamania i ostry wzrost z szybko$cig rozciggania budzi réw-
nieZ powazne watpliwoéci.

Prawidtowa interpretacjia do$wiadczen z rozciaganiem swobodnej strugi cieczy po-
winna uwzglgdniaé aktualne zmiany pola predkosci wzdtuz osi strugi. Prébe takiej in-
terpretacji podjeli ACIERNO, DALTON, RODRIGUEZ 1 WHITE [51] stosujac model calkowy
I rzgdu i szukajac w ten sposéb funkcji pamigei a(s). Postepowanie takie wymaga jednak
zaloZenia z géry okre§lonego modelu konstytutywnego i moze stuzy¢ jedynie do spraw-
dzenia dopuszczalnosci przyjetych zatozen.

Realizacja do$wiadczalna ustalonej strugi cieczy i mozliwoéci przeprowadzenia dos-
tatecznie dokladnych pomiaréw dotycza cieczy o lepkoéci Newtona nie nizszej niz 103
poiséw. W cieczach o malej lepkosci ksztalt strugi jest praktycznie niezalezny od wias-
noéci reologicznych [52].

Inne uktady proponowane do badania charakterystyk materialowych rozciagania
(przede wszystkim do oceny lepkoéci podluznej) obejmuja m.in. strugi wstgpujace (ascen-
ding jets) [13, 53] oraz przeplywy zbieine (convergent flows) [43, 54]. Przeplywy takie
latwo zrealizowal do$wiadczalnie dla cieczy o dowolnie matych lepkosciach. Wchodzace
tu w gre pola predkoéci nie sg jednak ani jednorodne, ani czysto rozciagajace i brak jakich-
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kolwiek podstaw teoretycznych do interpretacji wynikéw w kategoriach charakterystyk
materialowych.

Przed reologia do$wiadczalng stoja obecnie dwa zadania:

— nagromadzenie danych empirycznych na temat rozciagania stopionych polimeréw
(funkcje lepkosci podiuznej w przeplywach ustalonych, funkcje pamigci charakteryzu-
jace wiasnodci relaksacyjne),

— opracowanie metod do$wiadczalnych pozwalajacych na badanie cieczy o $redniej
i malej lepkosci. Proponowane obecnie metody (metoda strugi, przeplywy zbiezne itp.)
nie zapewniaja mozliwosci wyznaczenia obiektywnych charakterystyk materiatlowych
rozciggania dla cieczy o lepkosci mniejszej niz 10° poiséw.
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Peaome
IIOBENEHUE ITOJIMMEPHBIX XKHIOKOCTEN B PACTATUBAIOUINX TEUEHNIX

Jau 0630p (HheHOMEHOJIOTHYECKMX M MOJEKYJISPHBIX TEOPUH MEXAHMYECKOTO IOBENEHMS TOTHMMEPHbBIX
YKHIKOCTEA B PACTATMBAIOLAX TeueHuax, OOGCy)KaeHa NPUMEHHMOCTh PASHBIX MAKPOCKONMYECKHX MO-
IlesIed [Uisi OMMCAHMSI CBOMCTB PAasGaRIEHHBIX M KOHUEHTPHPOBAHHBIX IONMMEPHLIX cucTemM. Onmcanbt
IKCIEPHMEHTANBHBLIC METOMLI M3YUESHHA PACTATHBAIOIIMK TEYEHMI M NOKA3AHLI HEKOTOPhIE Pe3yJIbTaThI,
MONXYUEHHBIE UL MONMHUMEPHLIX PACIIABOB M PACTBOPOB.

Summary
BEHAVIOUR OF POLYMER FLUIDS IN ELONGATIONAL FLOW
Phenomenological and molecular theories of mechanical behaviour of polymer fluids in elongational
flow have been reviewed. The applicability of various macroscopic mechanical models for dilute and con-
centrated polymer systems has been discussed. Some experimental techniques used for the investigation

of elongational flow and available data concerning elongational viscosity of polymer melts and solutions
have been described.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 8 pazdziernika 1971 r.
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1 STOSOWANA
4, 10 (1972)

ZAGADNIENIA NIEZAWODNOSCI I BEZPIECZENSTWA W MECHANICE MATERIALOW
1 KONSTRUKCJI*

Janusz MURZEWSKI (KRAKOW)

W zagadnieniach niezawodnoéci i bezpieczenstwa ukladéw mechanicznych stosuje sie
rachunek prawdopodobienstwa [3], (8], [9], [14]. Metody probabilistyczne stosuje sie
w tych zagadnieniach w zakresie makroskopowym — najbardziej ogdélnym, odniesionym
do obiektéw takich, jak budowle, maszyny, urzadzenia itp. ktoére maja by¢ uzyteczne
dla czlowieka jako calo§¢, a ktére oceniamy z punktu widzenia spelnienia swych zadan.
Mozna rozwazy¢ takze prawdopodobienistwa niezawodnosci i bezpieczefistwa podzespo-
16w lub elementéw konstrukcji, a nawet wigkszych lub mniejszych elementdéw materiatu,
ale trzeba pamigtaé, ze to ograniczenie ma na celu tylko skoncentrowanie uwagi na pew-
nym poziomie analizy strukturalnej. Przyszla, konsekwentnie probabilistyczna teorig
niezawodnoéci i bezpieczenstwa wyobrazamy sobie jako spdjny kompleks zastosowan
rachunku prawdopodobieistwa na réznych poziomach. Prébe klasyfikacji modeli pro-
babilistycznych przedstawia tabl. 1. Jest to wstepna propozycja. Potrzeba takiej klasy-

Tablica 1. Modele probabilistyczne

Poziom Problemy
niezawodnos$é urzgdzen
makro- bezpieczefistwo konstrukeji
submakro- wytezenie materialu
efekt skali
wielofazowe
E’ technologiczne
mezzo- kY, quasi-jednorodne
E infinitezymalne
quasi~izotropowe
mikro- dyslokacje
submikro- fizyka statystyczna
mechanika falowa

fikacji niewatpliwie istnieje, gdyz coraz czeéciej stosuje si¢ podejScia probabilistyczne
do mechaniki systeméw materialnych, analizowanych w réznych skalach, z mniejszego
lub wigkszego dystansu,

* Referat problemowy wygtoszony na XIV Polskiej Konferencji Mechaniki Ciala Stalego w Kro§-
cienku, we wrze$niu 1971 r.
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Druga cecha charakterystyczng tych zastosowan rachunku prawdopodobienistwa,
ktére sa przedmiotem referatu, jest to, ze probabilistyke stosuje si¢ «wszechstronniey,
to znaczy zaréwno w odniesieniu do wewnetrznych, jak réwniez zewngtrznych czynni-
kéw, warunkujacych zachowanie si¢ obiektu. A wigc np. w przypadku oceny bezpieczen-
stwa budowli, jako losowe traktujemy zaréwno obcigzenia, jak tez — no$nos¢ konstruk-
cji. Ostatnio daja si¢ zauwazy¢ tendencje autonomicznego rozwijania stochastycznej
teorii obeciazen [5], [13], a takze stochastycznej mechaniki [4], [6], wzglednie jej dzia-
16w — dynamiki ukladéw losowych, statystycznej teorii statecznosci itp. Te dyscypliny
mozna by uznaé za dzialy probabilistycznej teorii niezawodnosci i bezpieczenstwa, gdyz
synteza tych dyscyplin prowadzi wlasnie do oceny niezawodnodci lub bezpieczenstwa
obiektu. Ale z drugiej strony nalezy si¢ zgodzi¢, ze nie zawsze taka synteza musi by¢ ce-
lem rozwijania tych dyscyplin.

Nowy sposéb matematycznego opisu rzeczywistosci, jakim jest podejécie probabilis-
tyczne, rézni sie od tradycyjnego, deterministycznego podejécia przede wszystkim tym,
se wielkodci charakteryzujace stan i zachowanie si¢ obiektu okre§la si¢ nie liczba-
mi, lecz funkcjami rozkladu prawdopodobiefistw. Majac to na uwadze, w pierwszym
etapie rozwoju teorii bezpieczefistwa zajmowano si¢ elementarnymi z punktu widzenia
materialu przypadkami — preta rozciaganego, belki prostej itp. i skierowano wysitki
w kierunku probabilistycznej charakterystyki zmiennych losowych. Rysunek 1 przedsta-
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Rys. 1. Krzywa rozkladu granicy plastycznodci polskiej stali konstrukeyjnej zwyklej jakosci wedlug
badan W. Wierzbickiego

wia krzywe rozktadu prawdopodobienstw granicy plastycznosdei stali konstrukeyinej,
zestawione przez W. WIERZBICKIEGO na podstawie opracowania danych statystycznych
dotyczacych produkcji hut polskich [21]. Rysunek 2 przedstawia krzywa rozkladu praw-
dopobienstw wytrzymatoéci betonu, wyznaczona przez komisje Centralnego Naukowo-
Badawczego Instytutu Konstrukcji Przemystowych w ZSRR, ktéra podjeta inicjatwy-
we N.S. STRELECKIEGO zmierzajaca do uzasadnienia obliczeniowych wytrzymalosci
w oparciu o szerokie badania statystyczne, a roboty przy budowie metra moskiewskiego
daly ku temu dobra okazje [2]. Rysunek 3 przedstawia histogram i krzywa rozkladu
przedstawiong przez O. G. JULIANA w pierwszym raporcie o postepie prac komisji d/s
wspblezynnikéw bezpieczenstwa Amerykanskiego Towarzystwa Inzynieréw Cywilnych
[12]. Wykresy te nie dajg jeszcze jasnego obrazu, jakie funkcje charakteryzuja rozklad
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parametréow wytrzymaloSciowych podstawowych materiatéw budowlanych. Dalsze
coraz liczniejsze badania statystyczne nie doprowadzily do sfinalizowania sprawy jedno-
znacznej weryfikacji empirycznej znanych rozkladéw teoretycznych (tabl. 2). W tej sy-
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Rys. 2. Krzywa rozkladu granicy plastycz- q //
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Rys. 3. Krzywa rozkladu wytrzymaltoéci walcowej betonu produkowanego pod dobra kontrola
wedtug raportu O. G. Juliana, ASCE (USA)

Tablica 2. Rozklady prawdopodobienstw weryfikowane empirycznic

Nazwa Gesto$é prawdopodobienstw
1 —(R/R—1)?
normalny SR = ————exp )
27YR 2y
® =1 (%) = (- %)
gamma = — ) eXp| ——
I'(MR \ R R
1 —In?R/R
log-normalny fR) = — exp
V2nvR e
1—o
1 /RY « « /'R
Weibulla SR = —; (T) exp R
«R \ R R

tuacji duZe nadzieje wigZe sie obecnie z zastosowaniem asymptotycznych rozkladéw
wartoéci ekstremalnych [11]. W zagadnieniach bezpieczefistwa duza role grajg ekstrema:
najwigksze obcigzenia, najmniejsze wytrzymalosci, itp. Je§li te ekstremalne wartoei
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mamy wybraé spoéréd n stochastycznie niezaleznych wielkosci losowych, to ich praw-
dopodobiefistwo mozemy charakteryzowa¢ rozkladem asymptotycznym. Bedzie to cha-
rakterystyka przyblizona, bo rozklady asymptotyczne sa doktadne dla n — co, ale
przy dostatecznie duzej liczbie n przyblizenie moze by¢ dobre. Matematycy R. A. FISHER
i L. H. Triepert udowodnili, Ze istnieja 3 i tylko 3 asymptotyczne rozklady ekstreméw
(tabl. 3), z ktérych pierwszy charakteryzuje ekstrema zmiennych losowych nieograniczo-

Tablica 3. Rozklady prawdopodobieistw ekstremalne — asymptotyczne

Dystrybuanta
Rodzaj Zakres
F(min) F(max)
_R —HP=PF
1. rodzaju l-e"er(R o e—e "t ) —00 < x < +0
Yoy
. -V pipP
I1. rodzaju — e l/ ! 0<x<oo,x=P
- Y
—~ VRIR
I11. rodzaju 1—e l/ ! — 0<x<w,x=R

nych, a nastgpne — ograniczonych. Parametry rozktadu podlegaja, oczywidcie, osobnemu
wyspecyfikowanemu i sa zalezne od kazdorazowej liczebnoéci ciggu n zmiennych loso-
wych, Jedliby udato si¢ tak formulowad zagadnienia bezpieczenistwa budowli, zeby w ra-
chube wchodzily tylko ekstrema ciagdw zmiennych losowych jednorodnych i niezalez-
nych, mozna by zrezygnowaé w ogéle z dociekan nad typem rozkitadéw macierzystych,
tzn. rozkltaddw poszczegdlnych zmiennych losowych, a korzystaé z gotowych wzordw
na prawo rozkladu ekstreméw z tabl. 3. Nie wchodzac w dyskusje, czy taka perspektywa
Jest realistyczna, a majac na uwadze inne utrudnienia, o ktérych mowa za chwile, wspo-
minamy o innej jeszcze koncepcji polegajacej na tym, Zeby nie ustalaé dokladnych praw
rozktadu prawdopodobiefistw i nie przykiadaé tak duzej wagi do tego zagadnienia. Wys-
tarczajace praktyczne wyniki mozna uzyska¢ charakteryzujac kazda skalarowa zmienna
losowa dwoma parametrami rozkladu i stosujac twierdzenie wazne w zasadzie dla roz-
ktadéw normalnych. Na tym polega, z grubsza rzecz biorac, teoria stochastyczna drugiego
rzgdu, zwana tez metoda korelacyjna [3]. Dalej jeszcze idzie praktyczna propozycja autora
[14], by w obliczeniach stosowad rézne rozklady dla tej samej zmiennej losowej, w zalez-
nofci od wygody. Przy tym wygodne sa te rozktady prawdopodobiefistw, ktére sg sto-
chastycznie stateczne wzgledem dziatania, ktére mamy wykonaé. I tak stateczne sa np.:

a) rozktady normalne — wzgledem dodawania,

b) rozklady log-normalne — wzgledem mnozenia,

c) rozklady ekstremalne — wzgledem operacji wyznaczenia maksimum lub minimum.

Wiele wzoréw mechaniki technicznej ma postaé wielomianu:

(1) Z =aX{' X3 X% .. +bY5iYheyhy
gdzie Z, X, ¥; — zmienne losowe, a, &;, b, f; — parametry zdeterminowane.

Parametry rozkladu prawdopodobienstw dla jednomianéw tatwo obliczamy zakla-
dajac, ze zmienne losowe X;, Y; ... sa log-normalne, bo wéwczas iloczyny sa réwniez
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log-normalne, a parametry rozktadu calego wielomianu Z obliczamy jak dla zmiennej loso-
wej normalnej, zakladajac tym razem, Ze jego skiadniki losowe sa normalne. Niekonsek-
wencja taka jest dopuszczalna przy malych wspdfczynnikach zmiennoéci v;,9; ..., choé
i w tych przypadkach wymaga niewatpliwie duZej ostroznosci.

Dodatkowym utrudnieniem w wyznaczeniu funkcji rozkladu prawdopodobiefistw jest
to, ze zmienne losowe musza by¢é bardzo $ci§le zdefiniowane, z uwzglgdnieniem drobiaz-
gowych warunkéw. Przy zaniedbaniu niektérych warunkéw material statystyczny moze
si¢ okaza¢ bezuzyteczny. Weimy dla przykladu rozktad prawdopodobiefstwa wytrzy-
matodci materiatu przed kontrola i po kontroli jakoéci. Gdyby kontrola byla doskonata,
rozklad prawdopodobienstw nieograniczony zamienilby si¢ w wyniku dziatalno$ci braka-
rza na rozktad ucigty (rys. 4a i c). W praktyce zauwazamy na ogol tylko nieznaczne

a) b)
Fh F

R R R R R R, R R
Rys. 4. Rozklad prawdopodobienistw wytrzymalo§ci materiatu: a) naturalny, b) po wyrywkowej
kontroli brakéw, c) po kontroli doskonatej

powiekszenie asymetrii rozktadu (rys. 4b). Jest to efekt drobny, ktdérego nie powinno
si¢ jednak lekcewazyé. W rozwigzaniach probabilistycznej teorii bezpieczenstwa ten
wlaénie efekt moze by¢ uwzgledniony jako bardzo wazny parametr [14].

a) b) ¢
fﬁ\ f(Pmox| 4t)

fmnaxwl")
At'> At

o, O O > -
0 P Prax  Prax 2
Rys. 5. Rozklad prawdopodobienstw parcia wiatru: a) chwilowego, b) maksymalnego w czasie ¢,
¢) maksymalnego w czasie 4¢’

Tonym przykiadem sa krzywe rozkladu prawdopodobiefistw dla parcia wiatru, ktére
moga mieé rézng postaé i rézne parametry w zaleznoéci od tego, jak to obciaZenie de-
finiujemy (rys. 5). Czy to ma by¢ losowa, chwilowa warto§¢ parcia wiatru w czasie ka-
lendarzowym, tzn. bez pominiecia chwil ciszy, czy w czasie obciazenia? A moze maksimum
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parcia wiatru obserwowane w okresach kilkusekundowych, kilkuminutowych, kilkulet-
nich? Zeby odpowiedzie¢ trafnic na te pytania, trzeba zna¢ dynamike budowli, ktérej
obcigzenie wiatrem rozpatrujemy [3].

Z przykladdéw tych wynika, Ze rozwoj badan teoretycznych probabilistycznej teorii
bezpieczenstwa jest réwnie wazny jak rozwdj badan statystycznych i powinien je wyprze-
dzaé. Okazuje si¢ przy tym, ze glgboka probabilistyczna analiza probleméw mechaniki
prowadzi do wynikéw jakoSciowo réznych od tych, ktére znane sq z klasycznych, deter-
ministycznych rozwazafi. Wyjadnione zostajg cfekty, ktore poprzednio byty uwzglednione
przy pomocy wzoréw empirycznych, albo wrgcz — zaniedbywane, jako niemozliwe do
pogodzenia z deterministycznymi kategoriami rozumowania.

Jako pierwszy taki efekt oméwimy efekt skali. O efekcie skali méwimy wtedy, gdy
sformutowane sa teoretyczne prawa prawdopodobienistwa modelowego i gdy stwierdza-
my w praktyce odstepstwa od tego prawa. W szczegblnoSci w mechanice technicznej
zauwazono, choé w obliczeniach inzynierskich na ogdt nie uwzgledniano, efekt skali
polegajacy na tym, ze wytrzymaloéé materiatu w [kG/ecm?] zalezy od objgtosci prébki
badanej [7]. Niezaleznie od réznych przyczyn technologicznych, ktore moga to powodo-
waé, rachunek prawdopodobiedstwa pozwala na przekonywajace wyttumaczenie tego
efektu. Wystarczy przyjaé, ze zapoczatkowanie procesu w jednym miejscu naprezonego
ciata prowadzi nieuchronnie do zniszczenia catego ciala i jest rownowaznoym zdarzeniem
losowym. Tego typu koncepcje nazywa si¢ koncepcja najstabszego ogniwa w lancuchu.
Wytrzymato§¢ tancucha ztoZzonego z n ogniw o losowo zmiennej wytrzymatodei jest bo-
wiem réwna wytrzymalosci najstabszego ogniwa.

2 R=mink;, i=1,2,3,..,n.

Jedli zmienne losowe R; sa niezalezne, a ich dystrybuanty F,(R;) jednakowe, to dystry-
buanta wytrzymatosci fancucha wynika ze wzoru

©) FR) = 1-[1-F,(R)]".

Dla dystrybuanty F,(R) typu Weibulla o parametrach, Ry, «, lub dla duZej liczby ogniw
(n — c0) mamy

(4) F(R) = 1—exp [ —n (%)“] .

Przy oznaczeniu n = V{V,, gdzie ¥, — objetoéé¢ jednego ogniwa, oraz R, — $rednia
wytrzymalo$§¢ prébki o jednostkowej objetoSci, mamy wzér na $rednig wytrzymato§é
obiektu o objetosci V'

R,

v
Wzdr ten mozna stosowaé do rozciaganego taiicucha, ktérego ogniwa cechuja stochastycz-
nie niezalezne granice wytrzymatosci, a takze do innych cial, dla ktérych jest aktualna
koncepcja «najstabszego ogniwa w taficuchuy.

Uogodlnieniem tej koncepciji jest teoria zniszczenia zakladajaca nieprzekraczalng, gra-
niczng kumulacje mikrodefektéw. W mys$l tej teorii

6) A< da @ VWV, r=const

) R =
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Kumulacja mikrodefektéw 4, ktéra mozna tez nazwaé lokalnym stopniem wytezenia,
definiowana jest jako prawdopodobienstwo geometryczne uszkodzonych mikro-elemen-
téw w malym makro-elemencie. Wigze si¢ to z zaloZzeniem zloZonej, losowej struktury
oérodka quasi-jednorodnego i z wyréznieniem w nim elementéw matych pierwszego
rzedu (makro) i drugiego rzedu (mikro). Parametr r daje si¢ zinterpretowaé jako gra-
niczna 1lo§¢ mikro-uszkodzen, ktoére mogq byé skoncentrowane w jednym elemencie
pierwszego rzedu. Lokalny stopiefi wytgzenia wyraza si¢ dla niezaleznych mikro-napre-
zeft 1 mikro-wytrzymatosci R calka

(7 2=2PR <o) = [ F(Rfa(R)dR,
0

gdzie F, — dystrybuanta mikro-naprezef, fr — gesto$¢ prawdopodobiefistwa mikro-wy-
trzymatosci.

Dla pordwnania ze wzorem (5) podajemy wedlug [14] jeden ze wzorow na $rednig
wytrzymato$¢ ciala o objgtosci ¥V, ktéry wynika z tej koncepcji. Mamy

R,

— A7 ’
1+v1‘I/(1— ‘I/*Vi)

gdzie ¥ — funkcja odwrotna do funkcji Laplace’a, v, — wsp&lezynnik zmiennosci R, .

Jeszcze ogodlniejsza jest koncepcja réwnolegtej wiazki lancuchow. Mozna ja wykorzys-
ta¢ do wyjadnienia efektu skali dla rozcigganych pretéw pryzmatycznych z materiatu
ciggliwego [14]. Okazuje sig, Ze efekt ten ma jakby charakter anizotropowy, tzn. parametry

(8) R~

a) b
A )ﬂ
\ v=const
Q =const
4)
© i - e’ 7 -

Rys. 6. Zalezno$é oczekiwanej granicy plastycznosci 0 ije wspoblczynnika zmiennosci v od (a)
diugosei L, (b) pola przekroju 4 rozciyganego preta ciggliwego stochastycznie niejednorodnego

rozktadu prawdopodobienistw granicy plastycznosci Q inaczej zaleza od dlugosci preta
L, a inaczej od pola jego przekroju 4 (rys. 6).

Uktady szeregowe i réwnolegle sg to podstawowe modele rozwazane w teorii nieza-
wodnoéci systeméw. Do modelu szeregowego czyli pojedynczego tancucha daje sie spro-
wadzi¢ wszelkie ustroje statycznie wyznaczalne (np. z rys. 7a), zlozone z elementdw o nie-
zaleznych granicach wytrzymaloéci. Ustroje statycznie niewyznaczalne daja si¢ podzielié
czasem na takie podzespoly, ktére po zblokowaniu daja si¢ sprowadzi¢ do ukladu sze-
regowego (np. rys. 7b). Roéwnolegly schemat bloku na ogét niezbyt dokladnie modeluje
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pracg statyczna podzespotu. Modele réwnolegle i mieszane, bardzo rozpowszechnione
w teorii niezawodno$ci uktadéw elektronicznych [10], sa niestety zbyt uproszczone w sta-
tyce ustrojéw niewyznaczalnych. Nie sadzimy jednak, by rozwéj analizy takich zastep-

a) |

6, Kz K3

Rys. 7. Przyklady konstrukeji ztozonej z losowo-jednorodnych elementow, ktorych niezawodno$é
maleje: a) uklad szeregowy, b) uklad mieszany

czych modeli byt tu potrzebny. Sa juz bowiem przykiady Scistych obliczen prawdopo-
dobiefistwa zniszczenia elasto-plastycznych ram, belek ciggtych i kratownic hipersta-
tycznych [15], oparte na rozwazeniu prawdopodobieristw warunkowych powstania wszel-
kich mozliwych mechanizméw plyniecia, ktérych zbiér moze by¢ przeliczalny, a moze
byé — mocy continuum.

Drugim efektem statystycznym, ktéry oméwimy, jest efekt trwalosci. Tak proponu-
jemy nazwaé efekt zwigzany z czasem, a wigc do pewnego stopnia analogiczny do efektu
skali, ktéry dotyczyt wymiaru przestrzeni. Efekt trwatosci uwzglednia si¢ od dawna w prak-

)b

N N=const f/_

Rys. 8. Losowy proces obciazenia P(f) przewyzszajacy w czasie T noéno§¢ niestarzejace) si¢ kon-
strukcji

tyce projektowania, przyjmujac inne obcigzenia dla budowli prowizorycznych, a inne
dla budowli stalych —na podstawie intuicyjnego odczucia. Teoria asymptotycznych
rozkladéw ekstreméw pozwala na §cislejsze ustalenie obcigzen obliczeniowych P, w za-
lezno$ci od zalozonego z gbry prawdopodobiefistwa przecigzenia 2(P > P,), prelimi-
nowanej trwatosci obiektu T i parametréow rozkladu };0, v, maksymalnego obcigZenia
w ustalonym okresie #, (rys. 8).
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Dla rozktadu ekstremalnego pierwszego rodzaju (Gumbela) mamy

v V6V, T
P, (T)= P,l1 .
©) w(T) O( L fn toIn@
a dla rozkladu ekstremalnego drugiego rodzaju (Frécheta)
. v T
P, = —_—

(10) w(T) = Po V i

1 : . .
gdzie @ = — Sredni okres powrotu przecigzenia, « 2 0,8 v, — weibullowski

PP > P,)
wskaznik zmienno$ci.
Dla stosowalnosci tych wzoréw potrzeba, by maksymalne obcigZenia w sasiednich
okresach t, byly stochastycznie niezalezne. Zatozenie to jest raczej ktopotliwe. Nie jest
ono potrzebne w teorii przewyzszenia ustalonego poziomu N przez stacjonarny proces
stochastyczny P(¢).
Gdy proces jest gaussowski, to ryzyko przeciaZenia P(t) > N wynosi

— VR [ -y
=f. N = 0 — o7
(1) r=/NIP = —- exp[ i
gdzie f, — gestos¢ prawdopodobiefistwa obcigzenia chwilowego o parametrach Pg, o,
K, — funkcja autokorelacyjna procesu obcigZenia dla dwéch chwil odlegtych o 7, a krop-
kami oznaczono rézniczkowanie wzglgdem czasu.
Dystrybuanta trwato$ci przy statym w czasie ryzyku wyraza sie wzorem wykladniczym

(12) F()=P(T<t)=1—e",

a obcigZenie obliczeniowe dla okresu T

N = T
(13) P, (T) = P0(1+«u]/ 21nm),

. 2 . . .
gdzie 0 = T taw. efektywny okres powtarzalnodci, czyli §redni czas powrotu

— K,
warto§ci oczekiwanej obcigZenia.

Ryzyko przecigZenia nie zawsze jest stale w czasie. Zmienia sig, gdy obiekt sig starzeje.
Szczegblnym rodzajem starzenia, sprzgzonym z procesem obciaZenia jest zmgczenie ma-
teriatu konstrukcyjnego. Rysunek 9 przedstawia jedno z rozwigzanych [16] prostszych
zagadnien: przewyZszania wytrzymalo$ci R(r) malejacej w czasie na skutek zmeczenia.
Uproszczenie zaloZzefi polega na tym, Ze proces stochastyczny naprezen o(f) okreSlony jest
rozktadem dwéch zmiennych losowych; losowej amplitudy impulsu naprgZenia o; i loso-
wego odstepu czasu migdzy impulsami ;.

Najmniej moze rozpoznanym i docenianym w teorii efektem statystycznym jest efekt
kontroli. W praktyce przywiazuje si¢ do niego pierwszorz¢dng wagg, lecz tylko na podsta-
wie intuicyjnych przestanek. W kategoriach teorii niezawodnosci da on si¢ scharaktery-
zowal pogladowo w ten sposdb, ze zaleznie od sprawno$ci kontroli odbiorowej (na po-
czatku eksploatacji) rozmaicie ksztaltuje si¢ w czasie krzywa ryzyka r(¢) (rys. 10) i krzywa

3 Mechanika Teoretyczna
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przetrwania p(f). Zwiazki migdzy tymi funkcjami, a w szczegblnodci: gestoscia f(¢) i dy-
strybuantg F(¢) trwaloci oraz okresem powrotu awarii ©(¢) okreflaja roéwnanija:

10 =950, 0=-4no,

F@t) = 1-p(1), 6() = 1/p(),
f@) = r(@®p@).

(14)
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Rys. 9. Losowy laicuch dynamicznych impulséw naprezenia przewyzszajacy w czasie T wytrzy-
mato§¢ materialu malejaca na skutek zmeczenia

b )

0 T

Rys. 10. Ryzyko dyskwalifikacji zmienne w czasie w przypadku: a) braku kontroli odbiorowej,
b) kontroli realnej, ¢) kontroli doskonalej

T

Co najmniej cztery parametry sa potrzebne, by scharakteryzowad krzywe narys. 101 11:
wo — wadliwo$¢ poczatkowa, y — sprawnoéé kontroli, ro — ryzyko stacjonarne, T, —
trwaloéé preliminowana.

Najtrudniejszy do oszacowania jest parametr w mogacy si¢ wahaé¢ w granicach

(15) 0<p<l.

Gdy sprawno$¢ kontroli osigga kres dolny (y = 0), to funkcj¢ przetrwania bedziemy na-
zywat funkcja niezawodnoéci, gdy za§ ¢ = 1, bedziemy mdwié o bezpieczedstwie. Propo-
nujac takie rozrézinienie poje¢ niezawodno$ci i bezpieczefistwa mamy na uwadze wy-
magania zwigzane z odrebnymi dziedzinami zastosowan teorii niezawodno$ci i teorii
bezpieczenstwa, mianowicie z dziedzing urzadzeri mechanicznych i elektrycznych w pierw-
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szym przypadku, i dziedzing konstrukcji budowlanych — w drugim. W rzeczywistosci
nie ma tak drastycznych réznic sprawnosci kontroli w jednym i drugim przypadku i moz-
na oczekiwaé, ze krzywa przetrwania bedzie zawsze przebiegaé miedzy krzywa nieza-
wodnosci a krzywa bezpieczenstwa.

My

Wo

P

0

Tt
Rys. 11. Funkcja przetrwania obiektu, zmienna w czasie zalezna od sprawno$ci kontroli odbiorowej

Jedli stawiamy problem kontroli, to od razu nasuwa si¢ kwestia podzialu odpowie-
dzialno$ci. lle ma byé wielkoéci podlegajacych kontroli, z punktu widzenia ogélnej teorii
bezpieczenstwa, czyli ile jest tzw. parametrdw bezpieczefistwa?

Jedli rozr6zniamy tylko jeden parametr bezpieczenstwa, to mamy przypadek osobliwy,
w ktédrym nie ma wiadciwie sensu moéwié o odpowiedzialnosci kogo§ przed kim§. Ale
dla mozliwo$ci pbZniejszego poréwnania rozpatrzmy najpierw ten wlasnie przypadek.
Tym jednym parametrem bezpieczefistwa moZe by¢ np. losowy wspdlezynnik bezpie-
czenstwa

(16) x = Rjo > 1,

gdzie 0 — losowe naprezenie, R — losowa wytrzymato$é.
Z warunku zachowania z géry danego bezpieczenstwa £,

(17) Plx> 1) =1-F() = Q,

otrzymujemy dla rozkladéw log-normalnych prosty wzdr na obliczeniowy wspdiczynnik
bezpieczenstwa

18) x=ev, wv= ]/v§+v§,

gdzie »;, v, — logarytmiczne wskazniki zmienno$ci i naprezenia. Dla normalnych roz-
ktadéw prawdopodobiefistw wytrzymato§ci i naprezenia, wzglednie — nonosci i ob-

cigzenia, lepiej jest wziaé jako jedyny parametr bezpieczenstwa — losowa rezerwg no§-
noéci

(19) x=N-P>0.
Wéwezas warunek bezpieczenstwa

Px>0=1-F0 =28
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daje prosty wzdr na warto$¢ obliczeniowa:
(20) x=du, p=ypi+u,

gdzie u,, u, — odchylenia standardowe noénoéci i obciazenia.
Jesli zgodzimy sig, ze sa dwa parametry bezpieczenistwa, to naturalng rzecza bedzie
uwazaé jako takie — losowa no§noé¢ i losowe obcigzenie:

vy N>X, P<X.

3
=
‘ g
= S
' 5
g 2
= L
N_
/
; i tany zawodne
Stany mebezpieczne Stany zaw
// (dyskwalifikacja) (awaria)
/ / ////
A L . / ) Obciazenie /P
-y O/bcza/zenze p ;s
Rys. 12. Plaszezyzna stanu  konstrukeji, Rys. 13. Plaszczyzna stanu konstrukcji w przy-
z liniami stalej gestosci prawdopodobietistwa, padku, gdy nie ma kontroli wartoéci gra-
dla przypadku, gdy kontroluje sig nieprze- nicznych obcigzenia ani noénosci
kroczenie gramicznych wartoéci obciazenia
i no$nosci

Prawdopodobienstwo bezpieczefistwa (rys. 12) nie jest wéwczas bynajmniej rowne praw-
dopodobienstwu niezawodnoéci (rys. 13):

(22) PN>X, P<X)#PN>P),

co jak spostrzegliSmy, przez dlugi czas rozwoju teorii bezpieczefistwa nie byto rozumiane
[14]. _
Z warunku bezpieczenistwa 2 < 2 i zatoZenia o typie rozktad6w wynikajg wspdlczynniki
tolerancji
Q= 1-F(X) > 4,

@) Qz = FX) - Ay, 82,02, =0,

ktére stuza do okreflenia czesciowych wspolczynnikéw bezpieczenstwa s;, i = 1,2,
i obliczeniowej wartoci granicznej X. Np. dla rozktadéw log-normalnych

24 5=, X = ]\7/sl lub X = Ps,.
Globalny wspoiczynnik bezpieczenistwa wynosi

(25) § = 3152 = e‘-lvl+)'2v2.
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Wspblczynnik bezpieczenstwa daje si¢ sformulowaé tg metoda dla trzech i wiecej
parametréw bezpieczeristwa, mianowicie

(26) s = exp D, A,

nie da sie jednak ogdlnie okresdli¢ dla tzw. metody «Standw Granicznych» [2]. W metodzie
SG ilo§é parametrédw bezpieczenstwa nie jest z géry ustalona, a dla kazdej ewentualnej
zmiennej losowej (lub jej skladowej), ktéra wystepuje w obliczeniach wytrzymaloscio-
wych, okre$la si¢ warto$¢ graniczng wedtug «reguly trzysigmowej»

(27 Xi = x;i+ 30,

gdzie o; = odchylenie standardowe zmiennej losowej x;.

Bardzo waznym problemem jest optymalizacja miar bezpieczenistwa [1], [20]. Teoria
bezpieczenstwa nabiera wlasciwego sensu dopiero po sformutowaniu warunku ekono-
micznego. W my$l tego warunku ogdlny spoleczny koszt obiektu, do ktdrego oprécz
kosztéw realizacji 1 asekuracji doliczaja takze koszty eksploatacii i likwidacji, powinien
osigga¢ minimum. Dla tej funkcji celu optymalizuje si¢ prawdopodobienstwo bezpie-
czenstwa i zaleznie od wskaznikdéw kosztéw awarii proponuje sie klasyfikacje bezpie-
czenistwa budowli i innych obiektéw technicznych [14]. Oprécz tych zagadnien, ktdre
wymagaja danych ekonometrycznych i ktére nazwiemy drugim zadaniem optymalizacyj-
nym teorii bezpieczenstwa, wyodrebniliSmy pierwsze zadanie optymalizacyjne, polegajace
pa optymalnym rozkladzie z géry danego wskaZnika bezpieczenstwa {2 na czynniki
Q,, 2, .... Zauwazmy, Ze juz przy dwéch parametrach bezpieczenstwa (23) mamy jeden
stopien swobody w tym wzgledzie. :

Probabilistyczne teorie niezawodnoéci i bezpieczenstwa sy to teorie miode, stojace
niewatpliwie u progu swego rozwoju. Same pojecia niezawodnoSci 1 bezpieczenstwa, ktdre
w sposob lapidarny objadniliSmy przeciwstawiajac rys. 12 1 rys. 13, nie sg rozumiane
w sposob jednoznaczny. Niektdrzy kojarza pojecie niebezpieczenstwa tylko z tymi okoli-
cznofciami, ktére stanowia bardzo powaine zagroZenie dla czlowieka, a pojecie nieza-
wodnosci — z mozliwoscia niespetnienia wszystkich innych funkcji obiektu. Tak czesto
rozumie si¢ teori¢ niezawodno$ci w mechanice maszyn, silnie wigzac niezawodno$é z za-
gadnieniami starzenia, zuzycia 1 trwaloSci technicznej, a nawet moralnej. Oczywiscie
w mechanice budowli takZe mozna i trzeba zagadnienie niezawodno$ci i bezpieczenstwa
stawia¢ ogodlnie i kompleksowo i tu przytoczymy za SAWYEREM [18] rys. 14, przedstawia-
Jjacy schemat ideowy takiego sposobu podejscia w budownictwie zelbetowym. Z tego
schematu wylania si¢ bardzo szerokie zadanie probabilistycznej mechaniki konstrukcji,
polegajace na takim jej zaprojektowaniu, by zoptymalizowaé krzywa wzglednych kosztéw
szkdd, wyniklych z niewlaéciwego zachowania sie budowli w zaleznosci od prawdopo-
dobienstwa przecigZenia.

Obecny stan rozwoju teorii niezawodnosci i bezpieczelistwa jest juz jednak tak za-
awansowany, ze wielu autoréw i instytucji uznaje za aktualng sprawg wprowadzenia
niektérych wynikdéw do norm projektowania konstrukcji budowlanych [14], [19] i innych
[1], [13]. Rozwazania i dyskusje ida w dwéch nie wykluczajacych sie kierunkach:

a) okreflenia systemu cze§ciowych wspdlczynnikéw bezpieczenstwa lub tym podob-
nych warto$ci obliczeniowych, ktdre mialyby obiektywny sens statystyczny [17], [19];
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b) wprowadzenia miar bezpieczenstwa pozwalajacych na klasyfikacje bezpieczefistwa
projektowanych lub wykonanych obiektow, na podstawie racjonalnych przestanek [13],
{14].
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Rys. 14. Praypuszczalny wykres charakteryzujacy koszty zmian stopnia niezawodnosci konstrukcji
Zelbetowej wedlug Sawyera

Propozycje nowelizacji norm projektowania maja na razie charakter kompromiso-
wy — zachowuja na ogét konwencjonalng, deterministyczna metodyke obliczen. Bardziej
konsekwentne, probabilistyczne metody projektowania sg jednak kwestig nie tak od-
leglej chyba przysztoéci. Problemy rozwojowe, ktérych rozwiazanie moze tg perspekty-
we przyblizyé sa, zdaniem autora, nastgpujace:

1) przetworzenie posiadanych informacji o obciazeniach konstrukcji i zebranie no-
wych danych statystycznych wedtug jednolitego, spbjnego systemu, opartego np. na
teorii rozktadéw ekstremalnych lub teorii proceséw stochastycznych,

2) wyprowadzenie prostej, ale probabilistycznie uzasadnione; metody kojarzenia (ko-
niunkcji) obciazen wielozrédiowych,

3) opracowanie praktycznych metod obliczania prawdopodobnej noénosci ustrojéw
hiperstatycznych z uwzglednieniem niepewnych wlasnodci wytrzymato$ciowych, odchy-
fek wymiaréw i bledéw wynikajacych z przyjecia do obliczen wyidealizowanych schema-
téw statycznych,



ZAGADNIENIA NIEZAWODNOSCI I BEZPIECZENSTWA W MECHANICE 523

4) zbadanie do$wiadczalne autokorelacji cech mechanicznych dla réznych materialéw

konstrukcyjnych; dotkliwy brak danych w tym zakresie bardzo hamuje praktyczne za-
stosowanie probabilistycznej mechaniki budowli,

5) okrelenie uzasadnionych limitéw dla czasu eksploatacji poszczegélnych typSw kon-

strukcji i przygotowanie planu wdrozenia techniki niezawodnoéci dla konstrukeji budo-
wlanych 1 innych.
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BOIIPOCHI HAIEXHOCTU U BE3OIIACHOCTH
B MEXAHUWKE MATEPUAJIOB ¥ KOHCTPYKIIMI

B reopun mMexannuecrod Ham@HOCTH 1 GE30NIACHOCTH HA MAKPOCKOIIMYECKOM YPOBHE IIPHMEHIOTCH
POATHOCTHBIE METONLI, TAK IJIA 3aHad O HATPY3KaX, KAK M JUIA HAXOMKJEHWS CBOWCTB COOPYKEHHMU.
IIEpPBYIO OUEPefb PACCMATPYBAIIICH HEKOTODBIE OCHOBHBIE pacrpefeliedns BeposirHoctedt (Tabm. 2),
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a2 satem ObLT paapaboTaH aHANN3 ACHMITOTHUECKHX pacnpenenexui (Tabi. 3), a Taroxe craTHcTHYeCKuiY
aHaTH3 BTOPOI'O IOPSJIKA NIPH HeolpeenerHoit (opme pacnpeneneuns. Ilpocras BepOATHOCTHAS TEOPHSA
macirrabuoro abdexta pana BeliGynmmom mns Xpymarx Tex. s HCKOTOPLIX 3apgau Aano ofoGmienue
3TOM TEOpMH Ha yIpyro-IUacryyecie coopyxenusa (Puc. 7). PacuéTHaa HarpysKa 3aBHCHT OT IPENRIo-
NATAEMOTO Bpemeny padoThbl roncTpyimy, (9), (10). Taxoi abdext monroseunoctT Obin paccMoTpen
C TOUKH 3PEHHS TEOPHH IayCCOBBIX CTAUMOMAPHBIX ciyualublx npoueccos (Popm. 13). C roviwn spenus
addexTa KOHTPONA MOHATHA HApEKHOCTH 1 0e30TACHOCTH PAsIUUHEl. OTY JOHATHA OTHOCATCS K ABYM
KpajiHBIM CIiyuasm: Korpa aedexrnnle uapgenust He ucxmouenst (Pur. 13), mmm xorpa omu Bnome
vcxonouenst (hur. 12). Ecru addent KOHTPoNs yUTEH B pacuéTax HEoOXOOUMO ONpeNeMTh OTHOCHTE b=
Hble 0BACTHH OTBEPCTBEHHOCTH, Pasmuuus mMenay 6e30acHOCTDIO ¥ HaIeKHOCTDIO BO3HUKAIOT B Cilyuae
IBYX WK GoJee KoHTPOIMpyembix mapamerpoR Gesomacuoctu (Pur. 12). Koadibuument 3anaca pazna-
raercsi B 3TOM CIIydae Ha wactHumble axropnl (25).

Summary

RELIABILITY AND SAFETY PROBLEMS IN MECHANICS OF MATERIALS AND STRUCTURES

Probabilistic methods are applied to mechanical reliability and safety problems on the macroscopic
level, both to the loading and structural properties. First, some basic probability distributions (Tab. 2)
have been taken under consideration, then a distribution-free analysis is attempted by means of the asymp-
totic distributions (Tabl. 3) or by a «second-order» statistical analysis, where the exact form of the distri-
bution remains undefined.

Simple probabilistic theory of size-effect has been developed by Weibull for the briitle bodies. The
extension of the theory to elastic-plastic structural systems is already accomplished in some cases (Fig. 7).

The design load depends on the anticipated service-life of the structure, Egs. (9), (10). This «durability
effect» has also been analysed by means of Gaussian stationary stochastic processes, Eq. (13).

Notions of reliability and safety are distinguished from the point of view of the effect of control. These
notions correspond to the two extreme cases: no preliminary elimination of defective objects (Fig. 13)
and the perfect elimination (Fig. 12). If the control effect is taken into account, the specific fields of re-
sponsibility must be defined and delimited. The difference between safety and reliability is evident in the
case of two or more safety parameters under control (Fig. 12). The safety factor, Eq. (25), is easily de-
composed into partial factors in these cases.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 listopada 1971 r.
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ZASTOSOWANIE ELASTOOPTYCZNYCH BADAN MODELOWYCH DO WYZNACZANIA
OPTYMALNYCH KSZTAETOW KONSTRUKCJI PEASKICH

RoMANS. DOROSZKIEWICZ, JERZY LIETZ, STEFAN OWCZAREK
(WARSZAWA)

1. Wstep

Zagadnienie wyznaczania optymalnej linii brzegu ofrodka odksztalcanego w zakresie
sprezystym jest bardzo wazne w projektowaniu elementéw konstrukeji i ich wzajemnych
polaczen. Do takich elementéw nalezg waly i prety o zmiennej §rednicy, kola zebate,
wezly kratownic, polaczenia belek i shupéw itp. Nieuwzglednianie tych zagadnief prowa-
dzi do konstrukcji narazonych na ujemne efekty karbu, obnizajace ich maksymalna no§-
noéé, co pocigga za soba zmniejszenie bezpieczenstwa projektowanych konstrukcii.
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Rys. 1, Warunki brzegowe naprezen w wezle tréjramiennym

W celu ustalenia rozwazad zagadnienia optymalizacji brzegéw obszaréw plaskich po-
shuzymy si¢ przykladem wezla tréjramiennego (rys. 1). Zatozymy, ze wezel ten zostat wy-

cigty z konstrukcji i jego granice na odcinkach FGG'F’ i EE’ oraz obcigZenia dzialajace
wzdhuz tych granic sg dane.
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Sformutowanie zagadnienia na gruncie plaskiej teorii sprezystosci jest nastgpujgce.

Majac dane granice obszaru {2 na odcinkach FGG'F' i EE’ oraz wartoci naprezen
brzegowych wzdtuz tych granic nalezy znalezé linig ograniczajaca ten obszar na odcin-
ku EF tak, aby byt spelniony warunek ksztattowania odno$nie calego obszaru. Krawedzie
EF i E'F’ 53 nieobcigzone. Jako kryterium optymalnoéci przyjmujemy stato$¢ wielkosci
niezerowego naprezenia gtéwnego nazywanego w elastooptyce naprezeniem brzegowym,
wzdluz ksztaltowanego brzegu o, = const.

W przypadku stosowania funkcji naprezen Airy’ego nalezy znalez¢ taki brzeg obszaru
Q, aby w tym obszarze i na jego brzegach byly spetnione nastgpujace warunki na funk-
cje F:

a) Funkcja F(x,, x,) spelnia w obszarze réwnanie

1) V4F =0,

w ktérym V* oznacza operator biharmoniczny.
b) Na danych brzegach EE’, F'G’, G'G, GF spelnione sg warunki na warto$ci pierw-
szych pochodnych czastkowych F,y i F,,

) F, = G(x1,%2), Foa= Ga(xy, x3).

¢) Na poszukiwanym brzegu EF 1 E'F’ pochodne czgstkowe funkeji F maja stale war-
tosci

(3) F,, = Cy, F,=C,.
d) Na poszukiwanym brzegu EF jest spelniony warunek
@) V3F = C,

w ktérym V2 oznacza operator Laplace’a.

Warunek (1) zastgpuje réwnania réwnowagi i ciagtoéci deformacji w obszarze. Wa-
runki (2) i (3) wynikajg z catkowania naprezen wzdtuz brzegdw obszaru. Prawa strona
réwnania (4) jest niezmiennikiem wyraZajacym sie suma naprezen gtéwnych. Wzdtuz
brzegu wolnego od obciazen niezmiennik ten jest rowny warto$ci naprezenia normalnego
o kierunku stycznym do brzegu. Z kryterium optymalizacji — wyréwnania napreZenia
brzegowego do stalej warto§ci — wynika réwnanie (4).

Z matematycznego punktu widzenia nalezy rozwiazaé zagadnienie brzegowe réwnania
biharmonicznego z warunkami brzegowymi niejednorodnymi, o nieustalonej a priori
czgbel granicy obszaru, oraz wyznaczyé te granice z warunku narzuconego na poszukiwa-
ng funkeje. Sformutowane zagadnienie sprowadza si¢ wiec do okre§lenia wplywu granicy
obszaru na rozwiazanie zagadnienia brzegowego réwnania biharmonicznego, a nastgpnie
wyboru takiego brzegu, ktéry spelniatby postawiony warunek optymalizacji.

Zalezno$¢ rozwiazania zagadnienia brzegowego rownania biharmonicznego od granicy
obszaru byla przedmiotem prac [1], [2]. Prace te dotyczyly jednak szczegdlnych obszaréw
plaskich jakimi sg pélptaszczyzna i obszar kolisty oraz szczegbloych zakreséw zmian
brzegéw. Poniewaz zagadnienie wplywu zmiany obszaru na rozwigzanie problemu brze-
gowego réwnania biharmonicznego dotychczas nie doczekato sie ogblnego rozwigzania,
réwniez rozwigzanie zagadnied optymalizacji obszaréw plaskich byto mozliwe jedynie
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w szcezegbdlnych przypadkach. Uzyskano zadowalajace rozwiazanie teoretyczne powyzej
sfomruowalnego zagadnienia optymalizacji brzegdw jedynie w dwoch przypadkach:

— wyznaczenia ksztaltu otworu w tarczy nieskoficzonej w przypadku rozciagania
dwukierunkowego [3],

— optymalizacji ksztaltéw karbdw i linii przejécia w pretach rozciaganych o duzym
przekroju [4].

Inne problemy z tego zakresu wynikajace z praktyki inzynierskiej byly dotychczas
rozwigzywane za pomoca badai eksperymentalnych.

Spoérod wszystkich metod rozwiazan tego zagadnienia na drodze eksperymentu naj-
czedciej stosowane sa modelowe badania elastooptyczne. W badaniach tych rozwigzanie
zagadnienia uzyskuje si¢ metoda kolejnego poprawiania brzegu na podstawie wynikéw
uzyskanych z badai modelu nie spelniajacego warunku ksztaltowania.

2. Przeglad prac dotyczacych eksperymentainego wyznaczania linii brzegu o stalym napr¢zeniu

Zadanie efektywnego wyznaczenia brzegéw o stalym naprezeniu zostalo postawione
po raz pierwszy przez BAUDA. Zajmowal si¢ on obrzezem o stalym napreZeniu w przy-
padku waléw o zmiennej $rednicy, poddanych rozciaganiu. W pracy [5] stwierdzono,
ze w przypadku duzego stosunku wigkszej ze $rednic walu do mniejszej brzeg o statym
naprezeniu jest identyczny z konturem wolnego strumienia wody wyptywajacego z okra-
glego otworu. Rozwazania BAUDA znalazly potwierdzenie w badaniach elastooptycznych
THUMA i BAUTZA [6]. Rozszerzyli oni badania wykonane przez BAUDA na zginanie i skre-
canie oraz na wiekszy zakres stosunkéw Srednic watu., W pracy tej wykazano, ze przy
jednakowym zamocowaniu czgci walu o wiekszej §rednicy, brzegi o stalym naprgZeniu
odpowiadajgce zginaniu i skrgcaniu sg identyczne, natomiast brzeg walu rozciaganego jest

= >

Zginanie i shrecanie

Rozciggane

Rys. 2. Zalezno$¢ ksztaltu brzegu od wa-
warunkow obcigzenia walu o zmiennej §red-

nicy d
potozony po ich zewnetrznej stronie (rys. 2). Podano réwniez interpretacj¢ warunku wy-
réwnania naprezenia brzegowego w elastooptyce jako réwnolegtosci skrajnej izochromy
do brzegu badanego modelu.

W badaniach elastooptycznych DURELIEGO i MURRAYA [7] poszukiwano zaleznosci
naprezenia na brzegu eliptycznego otworu od stosunku jego pétosi, w tarczy dwukierun-
kowo rozciaganej. Na podstawie obserwacji modeli wykazano, ze naprgZenie dookota
otworu jest stale, jezeli stosunek osi elipsy jest réwny stosunkowi statych naprezed wy-
wieranych na wzajemnie prostopadtych krawedziach.
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Wyznaczaniem linii przejécia pomigdzy dwoma zgbami kota przekladni zajmowalo sig
wielu autorédw. Miedzy innymi Heywoob [8] poréwnat wyniki badan ciaglego polaczenia
pomiedzy dwoma zgbami kofa przekladni z badaniami obrzeza ograniczonego dwoma
tukami kota i linig prosta. Ten sam autor [9] i [10] zajmowal si¢ wyznaczaniem linii facza-
cej dwa boki kolnierza obudowy silnika. Zaproponowat on metodg kolejnego ulepszania
ksztaltu modelu oparta na dodawaniu warstwy materialu w punktach, w ktdrych napre-
Fenia wystepujace w modelu badanym sg wigksze od nominalnego i odejmowaniu w punk-
tach o naprezeniach mniejszych od nominalnego. Grubo$é warstwy dodawanej lub odej-
mowanej okre§lono za pomoca wzoru empirycznego

oy
%) §=ocR( —0';_1)’

w ktérym przyjeto oznaczenia:
przesunigcie brzegu (dodatnie na zewnatrz, ujemne do wewnatrz),
promien krzywizny brzegu,
napreZenie brzegowe,
gy napreZenie nominalne,
o stala réwna okolo 1,5 (wybierana metodg préb).

Nieokre§lonoéé statej o oraz wyznaczanie promienia krzywizny obrzeza R z pomiaru
w kazdym punkcie brzegu sa powodem duZej dowolnoéci rachunku zaproponowanego
przez HEYwooDA. Postugujac si¢ wzorem (5) wyznaczyt on efektywne linie przejécia po-
migdzy bokami katownika zginanymi na koncach czystym momentem (rys. 3). Proces
poprawy brzegu modelu powtarzano siedmiokrotnie, co wskazuje na staba zbieznoéé za-
proponowanego postgpowania.

Z opublikowanych prac widaé, Zze zbiezno$é stosowanych dotychczas eksperymental-
nych metod kolejnego ulepszania ksztaltu brzegu jest bardzo mata., Wynika to z faktu,
Ze oparte sa one na przestankach intuicyjnych, a nie na ogélnym rozwiazaniu zagadnienia
zmiany napreZen przez zmiang funkcji brzegu, przy ustalonych warunkach obcigZenia
badanego modelu.

W dalszym ciagu artykutu przedstawimy metodg iteracyjna wyznaczania optymalnego
ksztattu brzegu modelu plaskiego opracowang przez S. OWCZARKA.

Tok postgpowania w tej metodzie jest nastgpujacy:

a) wyznaczenie przyblizonego ksztaltu optymalizowanego brzegu modelu,

b) wyznaczenie przy pomocy elastooptyki naprezenia brzegowego w tym modelu,

c) wypisanie zaleznoéci napreZenia brzegowego od wspdirzednych brzegu optymalizo-
wanego, w oparciu o przyblizong teorie, na przyklad klasyczng wytrzymalo§é materiatéw,

d) okreSlenie przesuni¢cia & a nastgpnie ksztaltu brzegu modelu do badan w etapie
nastepnym, z warto$ci [punkt b)] i gradientu [(punkt ¢)] naprezenia brzegowego.

Kolejne etapy sa powtarzane az do spelnienia kryterium ksztaltowania, to jest sta-
loéci naprezenia wzdtuz optymalizowanego brzegu.

Czynnosci a) i b) sg identyczne ze stosowanymi przez innych autoréw w rozwiazy-
waniu analogicznych probleméw. Istota opisywanej metody zawarta w punktach ¢} i d)
polega na tym, Ze wielko§é przesuniecia brzegu & jest wyprowadzona z rozwazan nad
zmiang naprgzenia brzegowego przy zmianie jego ksztattu.
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Rys. 3. Ksztalt linii brzegu o stalym naprezeniu katownika obciazonego czystym momentem

Zasadniczg treé¢ metody z wyprowadzeniem wzordw 1 przykladem obliczenia brzegu
ulepszonego w oparciu o wyniki badan modelu wstgpnego podano w punkcie 5. Zastoso-
wanie metody zilustrowano na przykladzie wyznaczen'ia optymalnego ksztaltu polgczenia
stupa z belka przy danym polu statycznym sit zewnetrznych.

3. Schemat, obciaZenia i opis kolejnych etapéw wyznaczania ksztaltéw modeli

Model przyjety do badan i obcigzenia, przy ktérych poszukiwano optymalnego ksztal-
tu przedstawiono schematycznie na rys. 4. Stan obciaZenia modelu jest okreSlony sitami:
dwiema pionowymi P i jedna ukoéng Q dzialajacg po przekatnej pod katem « = 33°

Ksztaltu optymalnego poszukiwano w dwéch przypadkach stanu obciaZenia stupa
zgieciowego oraz bezzgieciowego. W stanie zgieciowym sitami obcigzajacymi byly sity
P i Q, natomiast w stanie bezzgigciowym wystepowaly jedynie sity P.

Jako kryterium wyznaczania optymalnego ksztaltu stupa monolitycznie potgczonego
z belka przyjeto staloéé niezerowego naprezenia gldwnego wzdtuz nieobciazonej krawedzi
EF i E'F' (rys. 4). Wykonano dwa etapy badan. Do badah w pierwszym etapie przyjeto
w obydwu przypadkach stanu obciaZenia po dwa modele.
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W przypadku stanu zgieciowego ksztalt pierwszego modelu byt wyznaczony z kry-
terium minimalnej energii sprezystej od zginania i §ciskania przy stalej objgtosci tworzy-
wa wedlug elementarnych wzoréw wytrzymalosci materialéw przy obcigzeniu P = 75 kG,
Q0 = 30 kG. Ksztalt brzegu drugiego modelu zalozono w postaci elipsy o wyréwnanych
naprezeniach na pélosiach przy tym samym obcigZeniu.

o =P

o
. ! =z
~—efl[e’ S
X2
L 2 L
4 :
T ; s,
1o ! to
L 6Ly |

Rys. 4. Schemat modelu i jego obciazen

W przypadku stanu bezzgigciowego ksztalt brzegu modelu na odcinku EF (rys. 4)
wyznaczono z warunku wyréwnania napreZenia brzegowego wediug elementarnych wzo-
réw wytrzymalo$ci materialéw. Na przykiad model 5 wyznaczono ze wzoru (30). Kladac
we wzorze (30) o, = 190 kG/cm? otrzymano réwnanie uwiktane ksztaltu brzegu modelu 5.

Po wykonaniu badan elastooptycznych w etapie pierwszym w oparciu o uzyskane
z nich wartoéci naprezen brzegowych zaprojektowano nowe modele do badan w etapie
drugim. Wyznaczenia brzegéw modeli do badan w etapie drugim dokonano wedlug me-
tody przedstawionej w punkcie 5 niniejszego artykulu, zawierajacym jako przyktad obli-
czenie wspoirzednych brzegu poprawionego wykonane w oparciu o wyniki badaf mo-
delu 1.

Przed przystapieniem do wyprowadzenia wzordw na przesunigcia brzegu § na podsta-
wie wynikéw badan modelu niespetniajacego warunku optymalizacji, przeprowadzimy

rozwazania wstepne nad zagadnieniem zmiany napreZenia brzegowego przy zmianie funk-
cji brzegu.

4. Wplyw ksztaltu brzegu na naprezenie brzegowe

Rozwazmy zagadnienie zmiany napreZenia brzegowego przy zmianie funkcji brzegu
na odcinku EF i symetrycznym do niego odcinku E'F’ (rys. 5). Zakladamy stato$¢ pozosta-
tych brzegbéw E'E, FG, GG', G'F' i obciaZen na nich dzialajacych.
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W celu wyciagnigcia pewnych wnioskéw jakoSciowych odno$nie zmiany naprezenia
brzegowego przy zmianie brzegu oprzemy si¢ na twierdzeniu o bliskoSci zasiggu zmian
odksztalcen. Twierdzenie to w pracy Heywoopa ([10] s. 122) podano jako Proximity

Rys. 5. Brzeg i jego wariacja

Low: «Pole naprezei zmienia si¢ tylko lokalnie przez lokalne nieregularnoéci w ksztalcie
ciata i lokalny rozklad dziatajacych sil».

Blisko§é zasiegu zmian pola naprezef przez lokalng zmiane ksztaltu ciala zostala
potwierdzona w rozwigzanych przez NEUBORA zagadnieniach koncentracji naprezen [11].
Druga cze§¢ przytoczonego twierdzenia jest odmiang sformutowania twierdzenia St. Ve-
nanta.

Dowdd twierdzenia o bliskoS§ci zasiegu zmian odksztalcen przez wprowadzenie ele-
mentu AV zostal podany przez WASIUTYNSKIEGO w pracy [12].

Opierajac sie na twierdzeniu o bliskoSci zasiggu zmian naprezen przez lokalna zmiang
ksztaltu brzegu wprowadzimy pojecie otoczenia wplywu.

W celu uproszczenia rozwazan wprowadzimy definicje odnoénie zagadnienia plaskie-
go: otoczeniem wplywu danego punktu nalezgcego do brzegu ciala bedziemy nazywac
taki przedzial linii brzegu 4B (rys. 6), w ktérym wprowadzenie zmiany (karbu) danego

a) 5 ' b). N ,
6 6 6 ‘f 6
o L]
\\\ } ’/ N 8/
\ \
\\ ' 4 p/Xth) \\ ‘ y Pl xy)
1 VoA
Xz \1 0} -« 2 I_JJ,
£ £ £ £

Rys. 6. Otoczenie wplywu punktu P(x,, x,)

rzedu wielkoéei o okre§lonej geometrii powoduje w tym punkcie zmiane naprezenia tego
samego rz¢du. W zagadnieniu przestrzennym nic by si¢ nie zmienito w powyzszym sfor-
mutowaniu jedynie, brzeg liniowy nalezatoby zastapi¢ przez powierzchni¢ ograniczajaca,
a stan jednoosiowy przez stan dwuosiowy.

Wielko$§¢ otoczenia wplywu zalezy od geometrii karbu (zmiany). Otoczenie wplywu
danego punktu brzegu zwicksza si¢ wraz z wymiarem karbu. Wymiar karbu okrefla ob-
szar dopuszczalnej zmiennosci brzegu.
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Rozwaimy zagadnienie zmiany napreZenia brzegowego przy zmianie funkcji brzegu
o ustalonych koncach E, F (rys. 5).

W przeprowadzonych rozwazaniach przez x,, x, oznaczono wspélrzedne dowolnego
punktu rozpatrywanego zakresu zmienno$ci brzegu. Zal6zmy, Ze sg to wspélrzedne kar-
tezjanskie. Niech bedzie dany wezel tréjramienny o brzegu opisanym réwnaniem

(6) ;2 = ;Z(XI)'

Rozpatrzmy rodzing brzegéw o postaci

0
N ;2 = X3 () +p(x)),
w kibrej o oznacza parametr, 7(x,) funkcja réwna zero na koncach przedziatu EF. WeZmy
punkt P(x,, x,) (rys. 5) nalezacy do wszystkich krzywych rozpatrywanej rodziny brzegéw.
Warto$é napreZenia brzegowego w tym punkcie bgdzie rézna w zaleznoéei od charakteru
krzywej brzegowej. Zalezno$¢ tego naprezenia od wspdirzednych punktu P(x,, x,) i po-

chodnych funkcji brzegu ;\“’, aZz do rzgdu r wlacznie moZna wyrazi¢ za pomoca wzoru

®) O = (%1, Xa, Xo, X4, ooy X9, L, X9)
w ktérym f jest funkcjg ciggla r+2 zmiennych, a r > k.
Aby okresli¢ blizej liczbe k przeprowadzimy nastgpujace rozumowanie. Rozwazmy

dwie bliskie krzywe 3?2, 3162, odpowiadajace parametrom o = 0, & = 1. Niech linie te
maja wspblny punkt, ktérego wspoirzedne oznaczymy przez xf

., L0 L1 .
Rozwifimy w szereg Taylora obydwa brzegi x, i x, w otoczeniu punktu x7f.

©)  %(x)) = xB(xy)+ X2 (D) (x, — x0) + 2()'6) (x, ~xP)% + x2 (xP)

(o —xDF+ .+

1]
x8(x)
r!

Xy
Goo—xDy+ [ RO (xy—tyat,

<P
1

:, x4 (o)
(10)  x2(x) = A +05(eD) (e =)+ -, (ry —xD? +

Xy

bt 2D oy L[ty oy

X
1

()
kU

Tym dwém brzegom w punkcie x{ beda odpowiadaé naprezenia of i o} wyznaczone
ze wzoru (8)

o [} 0 0 [}
@an oy = f(xf, x5, x5, x5, ..., x¥, ..., x¥),
1 1 1 1 1
(12) of = f(x%, x5, x5, x5, ..., %0, .., xi).
Zaloézmy teraz, Ze istnieje taka liczba k, Ze
[} 1 o 1 0 1 [} 1 0 1
(13)  xa=x5, x5 =x1, .., xP = x, xfr 2 D XD s xiD),

przy ktbrej obydwie krzywe mozna przyjaé za identyczne w otoczeniu wplywu punktu x%.
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Z zalozenia identycznoéci obydwoch brzegdédw w strefie wplywu punktu P o wsp6l-

rzednych x% , x§ wynika réwno$¢ naprezen brzegowych w tym punkcie

(14) o = of.

Jezeli k jest takie, ze obydwie krzywe (9) i (10) moZna przyjaé za identyczne w otocze-
niu wplywu danego punktu, to naprezenia w obydwu przypadkach krzywych brzegowych
beda identyczne. Poniewaz pochodne tych krzywych wzgledem ich wspotrzednych od
rzedu k do r sa rdézne zatem wnioskujemy, Ze napreZenie brzegowe zalezy od pochodnych
tylko od rzedu k& wlacznie

(]5) Op = f[xb Xza x:'l(-xl), xIZ'(xl)a (AR ] X(Zk)(xl)]'

Liczba k zalezy bezposrednio od wielkosci otoczenia wplywu, albo méwigc inaczej
od wielkosci obszaru, w ktérym dopuszczamy zmiany brzegu, k jest tym wieksza liczbg
naturalna, im wieksze dopuszczamy otoczenie krzywej.

Jezeli zalozymy, ze rozpatrujemy zmiang naprgzenia na krzywych gladkich i w bez-
poércdhim otoczeniu danej krzywej — o malych dopuszczalnych zmianach brzegu, to
mozna rozpatrywaé naprezenie brzegowe jako funkcje wspoélrzednych kartezjanskich

(16) op = flx1, X3).

Wynik rozwazan (16) zostanie zastosowany ponizej do wyznaczenia przyblizonej war-
todci gradientu napreZenia brzegowego generowanego przez zmiang funkeji brzegu, z pola
skalarnego zaleznego tylko od wspdirzednych x,, x,.

5. Metoda gradientu korygowania ksztaltu brzegu na podstawie wynikéw badai wst¢pnego modelu

5.1, Wyprowadzenie wzoréw na wspéirzedne brzegu poprawionego. Metoda korygowania ksztat-
tu brzegu jest oparta na nastepujacych wnioskach wynikajacych z wyzej przeprowadzo-
nych rozwazan:

— konstruowanie funkcji naprezenia brzegowego wystepujacego przy zmianach brzegu
w dopuszczalnym obszarze zmiennosci daje sie sprowadzi¢ do pola skalarnego zaleznego
od skoniczonej liczby zmiennych niezaleznych,

—rzad zmiennych niezaleznych przy konstruowaniu pola napre¢zenia brzegowego
w przypadku matych obszaréw dopuszczalnej zmiennoécei i dostatecznie regularnej klasy
brzegbw moze byé tak niski, Ze pole to mozna traktowaé jako zalezne tylko od wspdl-
rz¢dnych kartezjaniskich.

Z teorii pola wiadomo, ze:

(17) ‘ doy, = grad o, * dr,
(18) gradoy, = 0y, i+ 0p,21].

We wzorach (17) i (18 oznaczono:

dr — eds przyrost wektora micjsca,
i wersor kierunku x,.
i wersor kierunku x,.

4 Mechanika Teoretyczna
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Jezeli e jest jednostkowym wektorem gradientu, to przyrost pola naprezenia wzdhuz,
jego linii o diugoéci rézniczkowej ds wyniesie

(19) doy = ||gradoy||ds.

Przy malych zmianach brzegu mozemy zastapi¢ rézniczki wystepujace we wzorze (19)
przez skonczone przyrosty, a wigc:

(20) doy = Gy—of, ds=20.

Przyjeto tu nastepujace oznaczenia:

G, warto§¢, do ktérej wyréwnujemy napreZenia brzegowe,

o) warto§¢ napreZenia brzegowego w modelu badanym,

6 réznica odlegloSci punktéw brzegu poprawionego i badanego mierzona wzdtuz
wektora gradientu. Wielko§¢ & przyjeto nazywal przesunigciem brzegu.

Podstawiajac (20) do (19) otrzymano wzér na przesuniecie brzegu

op—0p

21 d=ds =—"2>—,
@D leradoy]

Wzér (21) mozZe by¢ pordwnywany np. ze wzorem empirycznym (5) na poprawe brze-
gu, zaproponowanym przez Heywooba. Oznaczajac wspolrzedne punktu, w ktérym ksztalt
ma byé skorygowany przez x,, x,, poprawionego przez X, X, znajdujemy:

X, = x,+4x,,
22) X, = x,+4x,.
Przyrosty wspéirzednych kartezjadskich obliczono z zaleznoécei:
(23) Ax, = dcosa, Ax, = dcosf,
w ktorych cosa, cosf cosinusy kierunkowe gradientu pola napreZenia brzegowego
24 Y S — , cosf = Ib.2

Voi i +03 2 Voii+toia
Podstawiajac (23) i (24) do (22) otrzymano ostatecznie wzory na wspdlrzedne brzegu
poprawionego:
Eb—o‘{, Eb—-o‘f,
25 X = —_— X == —_— .
25) 1 =X+ oZ oL Op, 15 2 = X+ Z T, Ob, 2
Wzory (25) odnosza sig do dowolnego modelu i dowolnych obcigzed nafi dzialaja-
cych. Przystosowanie wzoru (25) do danego modelu polega na przyjeciu odpowiedniego

pola skalarnego naprezen brzegowych o,,.

5.2. Przyklad obliczenia wspélrzednych brzegu poprawionego wykonany w oparciu o wyniki ba-
dan modelu 1. Funkcje naprezenia brzegowego o, na odcinku EF (rys. 4) przyjeto
poprzez modyfikacje wzoréw wytrzymatosci materialéw w sposéb nastepujacy: zaklada-
jac, Zze sa znane napreZenia normalne o, i 0, i biorac pod uwagg, Ze napreZenie gléwne
o kierunku normalnym do brzegu jest réwne zeru (brzeg nieobciazony) i wychodzac
z pierwszego niezmiennika naprezen I, okre§lono warto§¢ nmaprezenia brzegowego jako

(26) I, =0,=0,+0,.



ZASTOSOWANIE ELASTOOPTYCZNYCH BADAN MODELOWYCH 535

Przyjmujac, Ze:
o _ M(x,) N(x,) o __ M(n) N(n)

(27) o W(XZ) A(XZ) ’ o= W(Xl) A(Xl) ’
otrzymano
(28) oo = M) | NG | M@ NGy

Wix) — Alxs) - Wix) o AGx)

We wzorach (27) i (28) przyjeto nastgpujace oznaczenia:

Xi, X wspéirzedne dowolnego punktu rozpatrywanego brzegu EF (rys. 4),

M(x,), N(x;) moment zginajacy i sita wzdluzna w przekroju poziomym stupa, odnie-
sione do jego §rodka cigzkodci,

M(n), N(n) moment zginajacy i sita wzdluzna w przekroju pionowym belki, odnie-
sione do jej §rodka ciezkosci,

Wi(x,), A(x,) wskaznik wytrzymatodci i pole przekroju poziomego stupa,

Wi(x,), A(x;) wskaznik wytrzymatodci i pole przekroju pionowego belki.

Wz6r przyblizony (28) mégltby by¢ zastosowany do wyznaczenia wspéirzednych brze-
gu poprawionego ze wzoru (25), bowiem w przedstawianej metodzie nie postuluje sie
$cistego okre§lania pola napreZenia brzegowego. Stawiane jest jedynie wymaganie, aby
zaleznoé¢ naprezenia brzegowego od wspéirzednych brzegu byla wyprowadzona z roz-
wazan przyblizonych, jak na przyklad w tym przypadku przy uzyciu wzordéw wytrzyma-
to$ci materiatow. JednakZe jest oczywiste, Zze imn §ci§lejszg postaé funkcji przyjmiemy za
podstawe do obliczenia gradientu naprezenia brzegowego tym wyniki beda lepsze. Dazac
do uécidlenia wzoru (28) wprowadzono wspbiczynniki funkcyjne (29):

(29) g = [’;1‘_“;] A

Wprowadzajac wspolczynniki (29) do wzoru (28) otrzymano

| M(xy) N(xy) li—x, : M(n) N(n) ]( Xy )2

oo o= Fed S | e [ ] e o
Postaé wyrazen (29) zostala zaproponowana po porédwnaniu wynikéw z badafi czte-

rech modeli z pierwszego etapu badaf z warto§ciami wyznaczonymi ze wzoru (30).
Wspblczynnik f jest wspédlczynnikiem koncentracji naprezen w punkcie o wspélrzed-

nej x, =0, x, = b (punkt E na rys. 4), a wspblczynnik B jest wspéiczynnikiem koncen-

tracji w punkcie modelu o wspétrzednych x, = I, x; = /—a (punkt F na rys. 4). Mozna

si¢ o tym fatwo przekonaé podstawiajac wspétrzedne punktéw E i F do wzoru (30).

31 = oh x =0 _ ah Xy = l—a.
R RN IR 7 () R (0)

W) | AGr) |7 W) T AG)

x, =1

We wzorze (31) o} oznacza naprezenie brzegowe otrzymane z badafi.
Wspotczynniki B, B3 wyznaczone po wykonaniu pierwszego etapu badan wynosiy:
By = 1,025, B; = 1,243.
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Momenty i sity podtuzne w przypadku modelu I (rys. 4) sa okreSlone nastepujacym;
funkcjami:

M(xy) = Taxy, N(x1) = Ny,
& M) = My, x3) = TofBh =) - 2202028
N(n) = Np.
Podstawiajgc dane z badafn P = 75 kG, Q@ = 30 kG, sina = 0,5547, cosa = 0,8321 otrzy-
mamy:
N4 = 2P+ Qsina = 150430 0,5547 = 166,4 kG,
T, = Qcosa = 30-0,8321 = 25 kG,
Tp = P+Qsina = 754+30-0,5547 = 91,41 kG,
Np = Qcosa = 30-0,8321 = 25 kG.
Funkcje okre§lajace parametry geometryczne w przypadku modelu 1 maja postaé:

W(x,) = %(xz)z, A(x) = 2gx,,
(33) )
Wy = BI04 = gliva-x),

Podstawiajac (33) i (32) do (30) przy danych/ = 8 cm,/;, = 4cm,a = 3cm, g = 1 cm,
b = 0,81 cm otrzymano:

2
(34) o= [37,52;:1 + i-”ﬁ] [ 4_x2] B+

x3 x> || 3,19
N 548,45(12—x2)—zs(5—x1) L2 EN 2;93.
(11=x,) (11—-x;) 5
Przez rézniczkowanie (34) otrzymano:
315 (4-x, 1096,9(12— x,)— 150(5— x,) 75

Tt = ( 3,19 ) ’3“’[ (IT=x))? (11 —x,)? +

25 x4\ 1096,9(12 — x,) — 150(5 - x,) 50 | x
+ (11—x1)2](T) ’33+[ T=xy  — tiiox |25 P>

39

75x, 8327 [ 4-x,\*
oz = _[ IR ]( 3,19 ) A=

75x, - 1664 [ 4~x, 548,45 T{x, )’
i o (S
Podstawiajac wspdirzedne w dziesigciu punktach brzegu obliczono wartosci nume-
ryczne pochodnych danych wzorem (35). Wyniki zestawiono w tablicy 1, ktéra zawiera
réwniez wartofci naprezen brzegowych otrzymanych z badan modelu 1. W tablicy tej
wykonano obliczenie wspéirzgdnych brzegu poprawionego wedlug wzoru (25) na pod-

stawie wynikéw badan modelu 1. Wykres ksztaltu wykonany w oparciu o obliczone
w tablicy wspdirzgdne brzegu poprawionego przedstawiono na rys. 11a. Wykres ten jest
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jednoczednie ksztaltem brzegu modelu 3 poddawanego badaniom w stanie zgieciowym
w etapie drugim. Analogicznie na podstawie wynikéw badan modelu 5 zaprojektowano
model 6 do badaf w stanie bezzgieciowym w etapie drugim (rys. 11b).

6. Opis badan

Wykonano badania szefciu modeli. W etapie pierwszym wykonano badania czterech
modeli. Numerami 1 i 2 oznaczono modele badane w stanie zgieciowym, a numerami 4 i 5
w stanie bezzgigciowym stupa. W etapie drugim wykonano badania dwéch modeli: sta-
nowi zgigciowemu obcigzefi odpowiada Nr 3, a stanowi bezzgigciowemu Nr 6,

Jak wspomniano wyzej kryterium stalosci naprgZenia brzegowego sprowadza sie
w elastooptyce do latwo sprawdzalnego, wizualnego efektu réownolegtoéei skrajnej izo-
chromy do ksztaltowanego brzegu. Poszukiwano wige takich ksztaltéw modelu, przy
ktoérych skrajna izochroma byla réwnolegta do ksztaltowanej krawegdzi na odcinkach
EF, F'L' w stanie zgigciowym 1 EFL, E'F’L’ w stanie bezzgigciowym stupa (rys. 4).

Modele wykonano z materialu elastooptycznego VP 1527 w stanie wygrzewanym,
Obciazenia w postaci trzech sit skupionych: dwoch pionowych P i jednej ukoénej Q rea-
lizowano bezpo$rednio przez vklad dZzwigni i krazka. Badania wykonano w polarysko-
pie o §rednicy pola widzenia 30 cm w $wistle rozproszonym. W kazdym przypadku ob-
cigzenia rejestrowano obrazy izochrom catkowitych i potdwkowych. Obrazy izochrom
uzyskiwano w monochromatycznym $wietle sodowym. Obrazy te rejestrowano za pomoca
aparatu Exacta Varex na blonie panchromatycznej o czutoéci 10 DIN.

Rys. 7. Obrazy izochrom w modelach przy obciazeniu P = 75 kG, Q = 30 kG; a) model 1, b) mo-
del 2

W badaniach etapu pierwszego na podstawie zdje¢ izochrom wykonano wykresy
naprezen brzegowych. )

Izochromy przy sitach P = 75 kG, Q = 30 kG w modelu 1 przedstawiono na rys. 7a,
a w modelu 2 na rys. 7b.



; a) model 1,

, 0 =30 kG;

Rys. 8. Wykresy naprezen brzegowych przy obciazeniun P =75 kG

b) model 2

{539)
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Wykresy naprezen brzegowych przy tym obcigZeniu wykonano na rysunkach 8a i 8b.

Obraz izochrom w modelu 4 przy sile P = 110 kG i w modelu 5 przy sile P = 112,5 kG
przedstawiono na rys. 9, a wykresy naprezen brzegowych wykonano na rys. 10.

Badania w etapie drugim wykonano przy réznych warto$ciach sit P i Q. W stanie
zgieciowym sily te zmieniono proporcjonalnie tak, Ze ich stosunek wynosit P:Q = 2,5
i byt réwny stosunkowi tych sit w etapie pierwszym. PoniewaZ efekt réwnoleglosci skraj-
nej izochromy do brzegu w badaniach etapu drugiego byl niewatpliwy, zdjecia izochrom

Rys. 9. Obraz izochrom w modelach; a) model 4 pod obciazeniem P = 110 kG, b) model 5 pod
obcigzeniem P = 112,5 kG

wykonywano przy obcigZzeniach odpowiadajacych potozeniom skrajnych izochrom na
brzegu badanego modelu.

Zdjecia odpowiadajace potozeniom na brzegu modelu 3 kolejnych poléwkowych
izochrom od rzgdu 0,5 do 3,5 zestawiono na rys. 12a. Analogiczne zdjecia izochrom na
brzegu modelu 6 zestawiono na rys. 12b.

Na podstawie rys. 12a i 12b stwierdzono, Ze ksztatt brzegu modelu 3 (rys. 11a) moze
by¢ przyjety (rys. 11b) jako rozwiazanie stanu zgieciowego, a ksztalt modelu 6 — stanu
bezzgieciowego stupa.

Uzyskanie zadowalajacego spetnienia warunku ksztaltowania juz w drugim etapie ba-
dan stanowi potwierdzenie opisanej w punkcie 5 metody korekcji brzegéw. Zdaniem
autoréw niniejszego artykutu dalszy postep w rozwiazywaniu zagadnien wyznaczania
ksztaltéw brzegu modelu jest zalezny od udoskonalenia techniki badawczej oraz doklad-
noéci wykonywania badanego modelu.

7. Wnioski ogdlne dotyczace ksztaltu brzegu réwnej wytrzymaloSci

Pierwsze kolejne pochodne funkcji brzegu réwnej wytrzymalosei sa ciagle wzgledem
jego wspdirzednych.
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Rys. 10. Wykresy naprezen brzegowych: a) w modelu 4 pod obciazeniem P = 110 kG, b) w mo-
delu 5 pod obcigzeniem P = 112,5 kG
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Rys. 11. Wyznaczone ksztalty brzegbw réwnej wytrzymatosci: a) stan zgieciowy modelu, b) stan
bezzgieciowy modelu

Rys. 12, Obrazy izochrom poléwkowych w modelach przy obciazeniach odpowiadajacych polo-
Zeniom na brzegu ich kolejnych rzedéw od 0,5 do 3,5.; a) model 3, b) model 6

[542]
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Dtugoéé linii laczacej dwie czebci jest wigksza od strony tej czesci, ktdra posiada wigk-
sze nominalne naprezenie. JeZeli nominalne naprezenie wzdluz strony 4 (rys. 13) jest
wieksze w porédwnaniu ze strong B, wtedy linia laczaca punkty G i B o stalym napreze-
niu ma ksztalt, jak pokazano na rysunku. W przypadku, kiedy szerokofci taczonych bo-
kéw a i d sg réwne 1 z obydwu stron wystgpujg réwne napreZzenia nominalne, linia brze-
gu jest symetryczna wzgledem jej §rodka, AEB na rys. 13. Promien krzywizny jest naj-
wiekszy w punkcie 4 i B, a najmniejszy w punkcie §rodkowym. Podobna jest relacja
pomiedzy stosunkiem szerokoéci $cian tgczonych czeéci, a:d. Linia brzegu jest dtuzsza
od strony elementu o mniejszej szerokosci, GCB na rys. 13. Ksztalt linii brzegu zalezy

- d
B
Rys. 13. Zalezno$é¢ ksztaltu brzegu od na- \\ £ 4
prezenia nominalnego i stosunku szeroko$ci S 9
bokéw A } di

od typu obcigZenia, pelniejszy przekrdj jest wymagany dla obciaZenia rozciagajacego
niz dla zginania lub skrecania (rys. 2).

Dotychczas nie zostata opracowana metoda, ktéra pozwolitaby na drodze teoretycz-
nej wyznaczy¢ linie brzegu réwnej wytrzymalosci konstrukcji plaskiej przy dowolnym
obcigzeniu. Dlatego tez przy projektowaniu nowych konstrukcji podlegajacych ztozo-
nym stanom obcigZzenia nadal konieczne jest stosowanie badail eksperymentalnych.
Przedstawiona w punkcie 5 metoda poprawy brzegu stanowi dalszy postgp w rozwia-
zywaniu zagadnienia wyznaczania linii brzegu o stalym naprezeniu poprzez elastooptycz-
ne badania modelowe.
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Pesome

MIPUMEHEHUE TIOXAPUIAITMOHHO - OTITUYECKUX MOIXEJLHBIX
UCCIETOBAHMN IJIST ONPENEJEHNS OTITHMAJILHBIX OUEPTAHUM
IIOCKUX KOHCTPYKUUN

CopmymipoBana 3agadya of ONpeje/IeHHH OUEPTAHME IUIOCKHX KOHCTPYKIMI, YIOBIETROPSIOUMX
YOIOBUIO ITOCTOTHCTBA HANPSDKeHHA Ha Kpaio, Jan o63op paboT, OTHOCAMWMXCA K 3TOMY BOMNpOCY.
Fbonee oBWMPHO HBNON(EH SKCIEPHMEHTANBHBIH MCTON, COCTOAINUH B KOPPEKIMMH MepBOoHavallbHON
MOJIEJIH, HE YHOBIETBOPSUIOUIEH YC/IOBHIO ONTHMANLHOrO (HOPMHPOBAUHNSI, IYTeM [00ABICHHSA HITH
H3BATHA MaTepnana. Heobxogumoe ngmeHeHHe Kpasl BBIUMCIAETCA 0 JEHHLIM IOJIAPHUIALOHHO-OTH~
YeCKHX HCCef0BanHi, mpuuem NpHOIHYKEHIOE 3HaUeHKe IPajIieHNTa HanpsDKeHUH onpeesser HOBoeE,
MCOpaBJICHHOE OUEpTAHME MOYend, DTa MPOHEAypa IOBTOPAETCS [0 MOJNYUeHHsI BLIPABHEHHOI'O Kpae-
BOr'0 HANpPsHKEHHS,

MeTon HITOCTPHPYETcsl IPUMEPOM ONpENEeNIEHH ST JIMHUH TIEPEX0a OT GAIKH I¢ OIIOPHOMY CTONGY.

Summary

APPLICATION OF PHOTOELASTIC MODEL INVESTIGATIONS FOR DETERMINATION OF
OPTIMUM SHAPES OF TWO-DIMENSIONAL STRUCTURES

The problem of determination of shapes of plane structures satisfying the condition of constant bound-
ary stresses is formulated in the paper. Survey of relevant literature on this subject is given. Moreover,
an experimental method consisting in improving the initial model by adding or substracting some material
is presented in a more detailed manner. The displacement of the boundary calculated on the basis of photo-
elastic investigations and an approximate value of the stress gradient give the new improved shape of the
model. This procedure may be repeated as long as the uniform boundary stress is obtained. The method
described is illustrated on the example of determination of the transition line between a column and
a beam.
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PRAKTYCZNA POSTAC OGOLNEGO ROZWIAZANIA TARCZY JEDNOSPOJNEJ

KAZIMIERZ R YK ALUK (WROCLAW)

1. Wprowadzenic

Ugobpczikow [1] podal ogdlne (zespolone) rozwiazanie sprezystej i jednorodnej tar-
czy jednospdjnej obciazonej dowolnym uktadem sit. Uktad ten stanowia: sily skupione
Q, (j=1,2,...,9) przylozone w punktach ¢ konturu tarczy L (rys. 1), obciaZenie roz-

tozone na konturze L—p(t) = p.(¢)+ip,(t), sity skupione P; (j=1, 2, ..., p) przylozone
w wewnetrznych punktach tarczy z; oraz momenty skupione M, (j = 1,2, ..., m) przy-
fozone w wewnetrznych punktach /;.

Rozwigzanie to, dokonane metoda MUSCBELISZWILIEGO [2], dotyczy przypadku, gdy
obszar tarczy S lezacy na plaszczyZnie zmiennej z = x+iy mozna odwzorowaé konfo-
remnie na koto jednostkowe |{| < 1 ({ = £+in) 2za pomocy wielomianu

n

(L.1) z=w®) = D al*.

k=1

Wtedy kontur tarczy L zostaje odwzorowany w okrag y (rys. 2), punkty #, — w punkty
¢; = exp(lp)), a punkty z; 1 [; — w punkty {; i 4; odpowiednio.
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Z=x*y

Rys. 2

Dwie funkcje analityczne Goursata ¢(£) i 9({), bedace rozwigzaniem problemu, zos-
taly podane w nastgpujacych postaciach:

12 0= *@)——ZQﬂna 80 3iray Z Pjlin(t~8)+

n w(—_— —chw(cj)
o | 3
+xIn(l—¢;0) —P[ E Dy NS _ “

DR P Ea-50a@) |7

m
i
+ 5= ZKkC +C1’
27 (/1) 1—/1,

k=1
_ 5(_L)

-1 R BT R BN
(13) w(é)—F(C) L n¢ qa(c) 57O,
gdzie
(14) T= -~ ZQJ— D p,

2,0~ 2
15 P =i f (P20 @]+ 7, (0@ ()do — 5 Ing = N iz
k=—o00
(16 4,0) = f Fo- % ZM"
1 b

1.7 DY) = — — r o k=mn,n-1,..,1,

5 Cj g C; n,n
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n—k41 .
(1-8) bkzz_i(ck-‘ Z rErbk+r-—1), k=n,n—l,...,1,0,
1 r=2
(1.9) K= Ay—a,, k=1,2,..,n,

a1 P
1 O, o 1 UEE
— * =g J rk
(1.10) Ay = AF+—— Qk4‘hﬂ+@j% SR

j=1
- cn N\ ’}1 PN MR

Pl DYy FE=1 i R it ,

+ j[ W+ () ]+ 2%1.4:{——6'(,11-)

x = (3—»)/(1+v) w plaskim stanie naprezenia i » = 3—4y w plaskim stanie odksztal-
cenia, ¥ — wspoblczynnik Poissona.
Wspotezynniki g sq zespolone,
(1.11) @ = oy +if
i nalezy je obliczy¢ z nastgpujacego ukiadu réwnan Iihiowych:

n—k+1

(1.12) Gt D) Burrrtd, = Ay, k=1,2,..,n.

r=1

Warunkiem jednoznaczno$ci rozwigzania uktadu (1.12) jest [1]

(1.13) By =0.

Skladowe tensora napre¢Zenia oraz wektora przemieszczenia w dowolnym punkcie z
obliczymy ze wzoréw Kotosowa-Muscheliszwiliego [2]

ol L e® _[vO s Q0 O-F OO
cnp} = Re{z G [w’(é) o) WGP ]"Xp(z"”)}’
119 =[£G 5 P OLOZI O [ ),
26{ Z} - i‘;{[w@%m’)— g(é)) M)] exp(—iw)},

gdzie G jest modulem Kirchhoffa,

Potrzebny we wzorach (1.14) punkt ¢ odpowiadajacy punktowi z wyznaczymy z funk-
cji odwrotne] ¢ = w~'(z). Funkcja taka istnieje, gdyz odwzorowanie jest konforemne
i jednoznaczne [3]. Sposoby wyznaczania funkcji odwrotnej podaje FiLczakow [6].

Przytoczone powyzej rozwigzanie Ugodczikowa posiada dwie niedogodnosci:

1) Przy dziataniu jednej z sit P; w punkcie z; = 0 (czyli rtéwniez w {; = 0) nie mozna
obliczy¢ dla tej sity wspblczynnikéw D4’ wedtug wzoru (1.7).

2) Funkcja y({) okre§lona wzorem (1.3) posiada w punkcie { = 0 osobliwo$¢, co
uniemozliwia analiz¢ stanu napreZenia i odksztalcenia w tym punkcie oraz w jego oto-
czeniu. Obszar wplywu osobliwoéci jest tym wigkszy im wyZszy jest stopien wielomianu

(1.1).
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Celem niniejszej pracy jest doprowadzenie funkeji () (1.3) oraz wspélezynnikow
D) (1.7) do takich postaci, aby mozna je bylo obliczy¢ w kazdym punkcie ¢ z wyjat-
kiem punktéw {; i 4;, kt6ére sa punktami istotnie osobliwymi.

2, Rozwigzanie problemu

Rozpatrzmy najpierw dzialanie sity P, w poczatku ukiadu wsp6irzednych (£, = 0).
Obliczmy catke typu Cauchy’ego oznaczong w pracy [l1] jako J§.

j 1 wle 1 de 1 (o) 1 do .
JU) = -f_ _ = f , =1,2,...,p.
T i ) W) gt - 2w _,(1) i - o-c P
? y o'l—| —=§
@
Korzystajac z wlasnodci calki sumy, moZemy napisaé
1 w() 1 do 1 w{p) 1 do
(h — .
@ I =5 { 71y 1 o T 2nif 71V 1 e-C
y @O(—| — y o'\—| —=§
0 0 e 4

J=2,3,...,p

Wyrazenie w(o)fw’(0~1) jest wartoscia brzegowa funkeji w({)/w’({~!) regularnej w ob-
szarze |{| > 1 i ciaglej w obszarze |{| = 1 z wyjatkiem punktu { = oo, w ktérym posiada
biegun rzedu n. Funkcje te mozna zatem zapisaé¢ w postaci [2]

2y ECION Z but*+ Z by l®.

)

Wyrazenie gw(p)/w’{p~!) jest wartoécia brzegowa funkcji fw({)/w'({-!) regularnej
w obszarze |{| = 1 z wyjatkiem punktu { = oo, w ktérym posiada biegun rzedu n+1,
Korzystajac z (2.2), otrzymamy

2.3) w(C) Zb Ck+1+ Z b_kC—"“

HE

W mys$l twierdzenia Cauchy’ego jest [4]

I 0@ o _ N\, s
2.4) Mf@ T o= = E bl i +b_;.
re (?) =

Dla drugiej catki po prawej stronie wyrazenia (2.1) zastosujemy wzory podane w [1].
Stad

i
«:T) 1
Q5 JYP = D b ttyb  + ) DY+ _(_’ ., j=2,3,...,p.
Z Z a@) 050 7
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Funkcja ¢(£) wyrazi si¢ ostatecznie nastgpujacym wzorem:

N 1\ _ e
2o 9O - k% AP ;Qﬂn(l WD+ e | |-+

- v | o) -Ee)
\_1 k+1] D ( C»J)

+ bl |+ D P; -

= 2 E0-50w'(E)

f==0 j=2

n 4
+ Z D(”Ck ZPJ ln(c C)-{-?’lll(l‘CjC)]
k=1

= Jj=1

m
i Bl .
+ ‘f’ —, —_ T = P
Tl w'() 1-4E A
przy czym zmieni si¢ takZze wzoér na wspotezynniki 4y
v

q .

1\, ¢ 1 P;

'2?4}14fo+ 22(1+7) /}J o L Pubiest
“

§l’_1 (; ) —o j §1 Mlk‘
o) (Jy o k=1 J ! J
+ £ Pj Dy +C_/ —— |+ 5 3

Q.7) Ay = AF+

w'(£}) = w(l)

Rozpatrzmy teraz drugie interesujace nas zagadnienie. Otéz kazda funkcj@ regularng
J(€) mozna w otoczeniu punktu { = 0 zapisaé w postaci sumy jej czeSci regularnej R(£) =

= D' 1% i czedei osobliwe; O( ) Z r_x L% [3], a wiec
=0 k=1

(2.8) J©Q) = R(C)+O(f)-

Przy rozwiazywaniu zagadnienia plaskiego metoda Muscheliszwiliego zachodzi po-
trzeba obliczania calek typu Cauchy’ego z wartosci brzegowych pewnych funkcji. Calki
te réwnaja si¢ czedciom regularnym tych funkcji [2], czyli

2.9) 10) = 2; l Z:(Q)Cd = R(0).
Y

Na podstawie (2.8) catke te¢ mozna zapisaé takze w postaci

2.10) 1) = f(:)—O(%).

Postaé (2.10) byla stosowana w pracy [1] przy obliczaniu funkcji 9({) co spowodowalo,
Ze niektdre jej wyrazy staly sig osobliwe w punkcie { = 0. Z powyzszych rozwazan wy-
nika jednak, Ze osobliwoéé ta jest pozorna i mozna si¢ jej pozby¢ poprzez wyodrgbnienie
czgbci regularnej funkeji 9(£) w obszarze |£] < 1.

5 Mechanika Teoretyczna
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Na podstawie (1.5) moZna napisaé

F@) = D Aptie D) Ax o,
k=0 k=1
Stad

[2e)

2.11) F(%) = 2A;§C"‘+ _EAka“.

k=0 k=1

Pochodna funkcji (2.6) wynosi

7 — N * -1 1 Qﬂ%
@.12) qo@—-gkAm s +

n =
P1 2 (k+ 1) b CF+ 2})}[2 kDY et 4

k=1

1
— |~ p _
(Cj) 1 ] [ %Ly 1 ]l
= = P; o A
w’(§;) (1-¢,0 * Z 1-¢;¢ {—-¢; +

Jj=1

.
—

2n(1 %)

m
A

R —1
T £ aj) (1—/116)2 2 R

Po wstawieniu (1.4), (2.6), (2.11) i (2.12) do wzoru (1.3) otrzymamy:

@13) 90 = ZA*ka+—ZQJIn(C o)+

k=1

+ 27e(1+ %)

1 -
p n . : 55(___)__;#5(&0 . m
S| S L s S
ko=

Zﬁj[ln(l——Z;C)+xln(§——§j)]—Pl (5_14_ szc—k—l ) _
J=1 =

- - G (6) €=8) o'() =4

o[
+ ZK;,C‘ P(O—Ci.

PG

W obszarze |{| < 1 funkcje @({) moZna przedstawié w postaci [1]

n

1 %
rO = Yol iy % Pla(t~2).

k=1
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Wtedy:

p

’ _ "1 k~1__ 1 ! Pj
(2.14) ¢(C)—é’“"“j 27514 %) L=t

Na podstawie (2.2) obliczymy

(2.15)

551

gdzie wspolczynniki b, wyrazaja si¢ wzorem (1.8) jako warto$ci sprzezone, natomiast

wspbélczynniki gi obliczymy z nastgpujacego wzoru rekurencyjnego:
(2.16) gk = (k+2ciabi+ (k+3) e 3by+ ... +ncuby_y_y.
Tloczyn funkeji (2.14) 1 (2.15) wynosi

n—2

(19O _ N7k, N s #O) B
.17 w(?) 06 —gbkc grarC (C) a

p
- 275(11—}-94) ; cfjcj PR

Ze wzoréw (1.9) i (1.12) wynika, ze

n—k+41
2 bk+r— 1 ra,.
r=1
Stad

n-2

(2.18) Zbkc- S’m -t = > Kl +2hkck

gdzie wspolczynniki A, wyrazajg si¢ nastepujacym wzorem rekurencyjnym:

(219) llk = nanEl—k—l’*‘ (ﬂ"‘l) an—-lb_n—k—-z—*' +(k+2)ak+2171'

Rozwinmy funkcje w szereg Maclaurina:

= C

1 1 c
=t T T 1_;/;, Z( )

Jezeli wykorzystamy (1.7), to otrzymamy

n

1 5, ' DY DY)
2.20 1 NV N DS DY
220 =t LT 2 g,

=

5
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Wstawiajac (2.17) do (2.13), z uwzglednieniem (2.18) i (2.20), otrzymamy

o0 q
1 — 1 —
Q2 p() = % IR —2—71—;@-111@—@%

2 Piln(1=&;8)+#In(E— )] — P, (77__14' Z?bf—l) -
=

2n(l + )

__ZF‘P. ng) +Cw(€ ) CJw(CJ) +_i_ \TTL__I*_*_
176" To@e-5 1|7 4 W2y Tk

Jj=2
(C) n-~2

o 288 2

© (é) hkc CI
Funkcja (2.21) posiada w punkcie { = 0 osobliwo$¢, ale jest to zwiazane tylko z dzia-

aniem sity P, w tymzZe punkcie.

Wspolezynnik by obliczymy z rozwinigcia funkcji w(g)/w’(0) w szereg Lauranta,
a wiec wedtug wzoru [4]

JT { CU(Q) —ip
— = ' .
(2 ) b_1 7 . 7 4 (l(]?

Stala zespolong C, nalezy wyznaczy¢ z warunkdéw Dbrzegowych. Obliczmy jeszcze
potrzebne we wzorach (1.14) pochodne:

q _
(2.23) @) = Zk(k—l)A*Ck 2y I_Z_(T%_F
k=

n

S — \ 5 ! P k—1
") gp’[ 500 (c-:j>2]+”12"<k+l>bk€ +

k=1

-

S 0 »

w ot DB | D kte-nope- 2 (:, "y ]+
J=2 )

k=2 @' (£ a-=¢ 0?3

_2 (/1]) (1—/14?)3 Zk(k_n](kgkz

k=2

0 q —
20 Y@= D ke M2y
k=1 = Y
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)4

- (= & T (k+ 1),
+ 27(1 + %) Z; J(C—Cj 1—EC)+P12 gz T

k=1

[

w (C) o m
A 5 M i M1
+ % (C_—CJ)Z -D1 + (Q’(Cj) 27,[ - O)I(lj) (é—lj)z +
n—2 w2
A b1y PO Q=g Q0" @) A k1
W0 Z i W OF > gt~ Z Kyt

Nalezy zaznaczy¢, ze wzory, (2.21), i (2.24) obowiazuja tylko w obszarze |{| < I,
natomiast na konturze y funkcja () wyraza sie wzorem (1.3).

3. Przyklady liczbowe

1. Wyznaczy¢ rozktad napregzen obwodowych o, na konturze tarczy kotowej o promie-
niu R obciazonej, jak na rys. 3.
Funkcja odwzorowujaca jest w tym przypadku jednomianem i wynosi
z = RC

Ze wzoru (1.8) obliczymy by = 1. :
Punkt zaczepienia sily Q, —f, = R zostaje odwzorowany w punkt g, = 1.

Rys. 3

Na podstawie wzordw (2.7), (1.12) i (1.9) obliczamy kolejno 4, = X/2n, a;, = X/4x,
Ze wzgledu na to, ze na konturze o, = 0, wystarczy obliczy¢ tylko funkcje ¢'(£),
gdyz
¥
= 4Re
PIOR

Ze wzoru (2.12) otrzymamy

b% 1 X X X 24(e=DI+@EDE
1= " 2n(l4%) T dn " dm(l+#) F1=0) :

') = %
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Na konturze y—¢ = p = € = cos@+ising. Wtedy

X ~cosp—sinp
27R(1+%) l—cosg

Op =

Przebieg napreZzeni obwodowych dla potowy konturu pokazano na rys. 4.

Dla réznych materialéw otrzymujemy rézne warto$ci napreZenia o,. I tak w plaskim
stanie napreZenia te beda wieksze o 50% dla materialu posiadajacego v = 0,5 w stosunku
do materialu posiadajgcego v = 0.

~07%28
~10000
08941
07071
05563
-05000
}:

2. Wyznaczy¢ rozkiad naprezed normalnych wzdtuz przekatnych tarczy kwadratowej
o boku a obcigZzonej, jak na rys. 5.
Funkcja odwzorowujaca (1.1) oraz funkcja odwrotna maja nastgpujgce postacie [5]:

z=w(l) = c E+ecst3+cyt® = (0,53935( —0,0539365 +0,02247%) a,
=0 z) = mz+msz®+moz® = 1,85408z/a+2,19138(z/a)’ +2,16062(z/a)°.

Przyjmijmy jednostkowe moduly sit, tzn, P, = —Py = (1+i)/ﬁ oraz nast¢pujace
punkty zaczepienia tych sit: {, = —{3 = (1+1)/2, co odpowiada na plaszczyinie z =
= x+iy punktom z, = —z5 = 0,27712(1 +9).

Wspoiczynniki b, obliczone wedtug wzoru (1.8), wynosza

c 2 C 2 c 2 C
b, = 1-—5(—5) —9(—9—) +25(—5) —2 = 0,94484,

€y Cy 451 451

bs = (1_56_9)3_ = —0,07917,

C1 ] G

By = 2 = 0,04166,

1

b2=b4=b6=b8=0.
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Obliczamy teraz wspdiczynniki DY wedtug wzoru (1.7).

1 b b
D(IZ) = — (bl + Tj.‘ + —_:—) = —D{® = —1,92808(1 +1),
2 CZ CZ
D = L( ) = D = —0,98324,
¢ &3
D = 4 ) = D = —0,49162(1~1),
¢3
(2) 1 by (3)
D4 = —— '_—+—._— =D "0491621,
G2 \ &2 &3
(2 bs by 3 ;
DS) = —|—=4+="\|= '—DS) =0,24581(1+l),
5
2 &2
2 b9 (3 (2) b9 3
2
2 b9 3 . (2 b9 3 .
DY = - = D = —0,08332i, DP = —-2-= —~D{ = —0,04166(1+).
&2 &
WprowadZmy oznaczenie: R; = &/E{)(E_)wﬁ Wtedy R, = —R; = 1,35206(1 +).
CAS]
Wspélezynniki 4,, obliczone wedlug wzoru (2.7), wynosza
2,00000 — 2,30408 —0,33333%—0,73764 ;
Al == — A3 =
227 (1 +%) 2y 27(1 + %)
—0,100005 — 0,36882 0,035712+0,34275 .
A5 = — A7 = — 1
2/ 2n(14 %) ’ 2/ 2n(14+ %)
A, = 0,01389_x+0,17137 Ay = Ay = Ag = Ag = 0.
2V 2n(14+%)

Uklad réwnan (1.12) przybierze postaé:
a1+b151+5b555+9b959 = AI’

a,+4bs i, +8bods =0,
@3+ 3bs s+ Tho iy = A,
@y +2b5ay+6bo s -0,
as+bsa; + Shods = As,
g+ 4boida =0,
@q+3byGs = A,
ag+2boa, =0,

ag+b9(_11 = Ag.
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Powyzszy uklad da sie rozseparowaé na dwa uklady niezalezne — jeden z nieparzysty-
mi wskaznikami przy niewiadomych i drugi z parzystymi posiadajacy jedynie rozwigza-
nie zerowe, tzn. @, = a4, = ag = ag = 0. Natomiast z ukladu réwnan posiadajacego
nieparzyste wskazniki przy niewiadomych tworzymy dwa uklady réwnan poprzez roz-
dzielenie czgdei rzeczywistych i urojonych, stosujac dla wspdlezynnikéw a, zapis (1.11).
Z rozwigzania ukfadéw réwnan otrzymamy

1,03087x—1,30782 —0,26926%—0,53173
a, = — N ady = — l
2V 271 +%) 21/ 27(1+ %)
—0,015225%—0,39093 0,00206%+0,27630
as = —= » 7= — 1
21/ 27(1+ %) 2V 27(1+ %)
L = 0,02905%+0,22585 e d a0
° 21/ 27(1+%) P eI e

Na podstawie wzoru (1.9) obliczamy wspotczynniki K

0,969132—0,99626 —0,06407x—0,20591 |

.K1= K3=

2V m(1+%) 21/ 271+ %)
—0,08478x+0,02211 0,03365% +0,06645
Ks = — > K; = —
29/ 27 (1+2) 2 271 + %)
2945 —0,05 '
9:0,049@ 0,05448 K = Ky = Ko = Ky = 0.
2 2n(1 4 %)

‘Wspdlczynniki g, oraz k., obliczone wedlug wzoréw (2.16) i (2.19), wynoszg
83 = S¢sby+9¢cobs = —0,39002a, g; = 9¢ob, = 0,191074,

—0.7 _
hy = 3byay+Thga, = o 0436%1,66032

]

2y 2n(1 + %)
hy = Sbyag+9bsay = -—0,0512_()%—2,00775
2127 (1 + %)
hy = Tbyay = 0,01362_%—{—1,82741 ;
2V 2n(1 +%)
by = %,y = —0,247(13%—1—1,92053
2]/2n(l+x)
Mamy zatem wszystkie dane, aby méc napisaé wzory (2.12), (2.23) i (2.24):
, 1 4 4i - 2—if?
0= = o — — +10,81648 ——— —6,7160
o [2+z€2 =i Grigy ~&TI000H

+6,51717i(* +4,805650* — 2,79811if5 — 1,00944(8 + »(—0,96913 +

+0,19221i¢% +0,42390%* — 0,23555i¢¢ — 0,38646@8)] )
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1 16i¢ 6it +¢3
ey = ___01,63206 =T
¢"'(0) 2ﬂn(1+%) {(252_1)2 2+1i2)?3 +
+13,03434i¢ +19,22260£3 — 16,78866i¢5 —8,07552¢7 +
+x [(2;—25)2 +0,38442i¢ +1,6956063 — 1,41330i85 — 3,09168:7]},
1 Ay 4j 20241
() = ——— 4608162 "1
A(9) 2]/2n(1+%) {zcz_z- 2412 (27— i)? +
(P () 2 6 3
o (@) (1170067 +1,337492%)+ (~0,39002° +
+0,19107¢7) 2 ©)e’ Q)= ¢’ ()" () a+1,66032i+6,023250% —9,13705it4 —

[ (O))
—13,44371£5 +2(0,76436i+0,1536042 — 0,068 10i* + 1,7292156)} .

Dla siedmiu wybranych punktéw: z =0, (£1+Da/6, (£1+Da/3 i (£1+Da/2,

ktérym odpowiadaja punkty £ = 0, 0,30788(+1+41¢), 0,58370 (£ 141i), 0,70711 (£ 14+1),

obliczono wartosci w’(£), w” (&), ¢'(0), ¢ (0) i v (£). Wartodci te zestawiono w tablicy 1.

W dwu ostatnich kolumnach tejZe tablicy zamieszczono wartoéci naprezen o, 1 op. W tabli-
cy 2 zamieszczono wartoéci naprgzen w tych punktach dla tarcz posiadajacych wspoiczyn-

,%\ly |
05/' ; p2=_7r_;=t
*

Q,
K3 Q .
% @6’\ ¥
_\AS;& R A\
% S5 K X
I Iy 'JL‘? N
o G N S
. ’ ) N SV
i &
4] 6w \T\
S
Rys. 6

niki Poissona » = 0 oraz » = 0,5, jak réwniez procentowe réznice migdzy tymi napere-
niami, liczone wzglgdem materiatu o » = 0.

Wykresy naprezed normalnych w rozpatrywanych przekrojach dla tarczy wykonanej
z materiatu o wspdlczynniku Poissona v = 0,3 pokazano na rys. 6.

Literatura cytowana w tekscie

1. A. T. Vroquuxos, M. Y. llnvrau, A. E. CrenanoB, Pewenue kpaessix 3a0ay naockoii meopuu ynpyocmu
Ha yupposbix u amaso208uix MawpuHax, Beicmas mixona, Mocksa 1970.

2. H. Y. Mvexmmnusunu, Hexomopsie 0cHoBHbE 3adauu Mamemamuneckoii meopuu ynpyeocmu, Hayka,
Mocksa 1966.



560 . . K. RykaLUK

3. F. Lesa, Teoria funkcji analityczaych, PWN, Warszawa 1957,

4. W. 1, SMIrNOW, Matematyka wyzsza, t, 3, PWN, Warszawa 1967,

5. K. RYKALUK, Tarcza kwadratowa obciqzona na kontwrze silami skupionymi, Rozprawy Inzynierskie,
19,2 (1971).

6. II. ®. Dunpuskor, ITpubsusrcenisie semodst xoudopunvrx omobpascenuti, Hayrosa Iymia, Kuen
1964,

Pesio M ¢
TIONE3HUBIY BUA OBNETO PEMEHMS 3ADAUM OB OOHOCBIA3HOM IAUCKE

Of1uee (KOMIUIEKCHOE) pellieHue 3axaui of OMHOCBSTIHOM JTUCKE, HATDYIKEHHOM NPOM3BONBHLIM 06-
pasom (HenpepnIBHAsk HATPY3Ka M COCPEAOTOUEHHBIE CHIIBI Ha KOHTYPE, a TAIOKE COCPENOTOUEHHEIE CHITLI
M COCPEHOTOUEHHLIC MOMEHTBI ‘BHYTPH AMCKA), npeanoxceHHoe A. I'. Vromuuroeem [1], npuseneno
yAOGHOMY IUJIA HCIIOJIb30OBAHMS, IIPU AHAIIIAE HANPMKEHHOrO M AethOPMHPOBAHHOIO COCTOSHMIA B JI060H
TOYUKE FUCKA (32 MICKIIIOWEHMEM TOMEK IPHJIOM(EHHA COCPEROTOUEHHDBIX HATPY30K).

Cnocof YpHBEAEHHS MIPOMILIIOCTPIPOBAH JBYMA UYHCIOBLIMH IIPUMCDPaMH,

Summary
PRACTICAL FORM OF GENERAL SOLUTION OF A SIMPLY-CONNECTED DISK

A general (complex) solution of a simply-connected disk, loaded in an arbitrary manner (continuous
loading and concentrated forces on the contour, and concentrated forces and concentrated couples within
the disk region), presented by A. G. Ugodéikow [1] has been brought to a form enabling an analysis of
the strain and stress state at its arbitrary point (except the points of application of the concentrated loads).

The procedure has been illustrated by two numerical examples.

POLITECHNIKA WROCLAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 20 pazdziernika 1971 r.
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SZACOWANIE WSPOELCZYNNIKA TARCIA NA CZOEACH SCISKANEJ PLASTYCZNIE PROBKI
WALCOWEJ

ZDZISLAW M ALINOWSKI, JANUSZ KLEPACZK O (WARSZAWA)

1. ZaloZenia wstepne

Dotychczasowa literatura dotyczaca plastycznego $ciskania prdbek walcowych po-
miedzy praktycznie nieodksztalcalnymi plytami jest niezwykle obszerna. Doktadne po-
znanie wszystkich efektow towarzyszacych prébie §ciskania materiaiéw, w tym metali,
stanowi podstawowy problem w badaniu ich wlasnosci plastycznych. Przy czym mozna
tu wyrdznié nastepujgce trzy kierunki badawcze:

a) teoretyczny opis procesu §ciskania krazkow na gruncie teorii plastycznoéei, w kto-
rym zmierza si¢ do coraz bardziej dokladnego ujecia problemu,

b) dos§wiadczalne wyznaczanie krzywych umocnienia dia warunkéw idealnych (bez
tarcia) przez sprowadzenie rezultatéw uzyskanych dla prébek o rdéznej smukloéci sy =
= hyld, do warto$ci dia s, = o0; h, oznacza poczatkowa wysokos§é préblki, d, oznacza
jej poczatkowsa $rednice,

c¢) do$wiadczalne okre§lanie przy pomocy $ciskania cienkich krazkéw najbardziej
przydatnych smaréw z punktu widzenia technologii plastycznego formowania metali, co
wiaze sie bezposrednio z warto$ciami wspdlczynnika tarcia na czotach krazka.

Réwniez literatura dotyczgca teoretycznej analizy procesu plastycznego Sciskania kraz-
kéw jest bardzo obszerna. Nalezy tu wymieni¢ przede wszystkim klasyczng pracg SIEBLA
[11]. W pracy tej zalozono, ze ¢, = oy oraz przyjeto warunek plastyczno§ci w postaci
0y = 0,—¢,. Nastepnie przeksztalcono uproszczone réwnanie réwnowagi zapisane
we wspblrzednych cylindrycznych (z, r, 6)

d r Ur— 2 zZ
0 e
do postaci
d
v) o+ 2‘;:’" =0.

Z kolei catkujac réwnanie (2) dla warunku brzegowego o, = oy, gdy r = g otrzymano
. nastgpujaca zalezno§¢ opisujaca rozklad naprezen poosiowych w funkcji promienia

® 5,0) = oo - (a=),
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gdzie u oznacza wspblczynnik tarcia, o, jest aktualnym naprezeniem plastycznego plynie-
cia przy §ciskaniu, k stanowi biezaca wysokoS§¢ krazka, a jest biezacym maksymalnym
promieniem.

Srednie naprezenie poosiowe @, uzyskuje si¢ przez scatkowanie wyrazenia (3) i podzie-
lenie wyniku przez aktualne pole przekroju prébki, stad

2 .
(4) az = 09 —EX._Z_ (ea_ o~ 1)7
gdzie
2
RT3

Poniewaz spetniony jest warunek stalej objetosci materialu prébki, to zachodzi réwnoéé
a*h = agh,
wyrazenie na o przeksztalca si¢ do postaci

Quaghd?
©) @ = =gy

W pracy [10] wykazano, ze wyrazenia (3) i (4) sa stuszne jedynie wtedy, gdy wspétczyn-
nik tarcia u, przy danej wratoSci a/h, nie przekracza pewnej wartoéci krytycznej u;, ktéra
wyznacza si¢ z warunku

a 1 1 )
6 — <K In .
© h ™ 2w ( 2uk

Gdy warunek (6) nie jest spelniony, to dla r < ry, przy ograniczeniu 0 < rg < a, poja-
wia sie pewna strefa, gdzie obserwuje si¢ tarcle sczepne i wzajemny po$lizg materiatu
probki wzgledem $ciskajacej ptyty nie zachodzi. Bardziej szczegdlowa dyskusja tego zja-
wiska wraz z odpowiednimi zalezno$ciami na naprezenie §rednie &, zostata zamieszczona
na przyktad w pracach [10]1 [12].

Przedstawione rozwigzanie (4) jest rozwigzaniem przyblizonym, a ponadto ogranicza
si¢ do odpowiednio malych warto§ci odksztalcenia 1 wspdlczynnika tarcia u.

Prébe bardziej dokladnego rozwiazania zagadnienia przy dowolnych wartoéciach
wspdtczynnika tarcia x4 podjgto w pracy [7] wykorzystujac graficzna metode konstruowa-
nia pél statycznie i kinematycznie dopuszczalnych, zaproponowana pierwotnie w pracy [9].

Pewne przyblizone metody szacowania §redniego nacisku omdwiono takZe w pracy
[13]. Nalezy podkre§lié, ze wspomniane rozwazania teoretyczne ograniczaja si¢ jedynie
do modelu ciata sztywno-idealnie plastycznego.

Nieco odmienne zagadnienic stanowia prace teorstyczne uwzgledniajace w procesie
§ciskania réowniez lepko$¢ materiatu, a takZe jego bezwladno$C poprzeczng, nalezy tu
wymienié prace [2], [4] oraz [5].

Spoéréd prac dotyczacych drugiego kierunku nalezy przede wszystkim wymieni¢
pracg [3], gdzie po przeprowadzeniu serii do§wiadczefi na probkach o réznej smuktosci o,
ograniczono sig do wyznaczenia krzywych umocnienia miedzi i kilku jej stopéw dla so = 0.
Metoda ta byla péZniej wielokrotnie wykorzystywana przez réznych autoréw.
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Wreszcie sposrdd prac ostatniej grupy mozna wymieni¢ wspomniang prace [10] oraz
ponadto prace [6], [8] i [14]. We wszystkich wymienionych w tej grupie pracach wyniki
do§wiadczel nanoszono w postaci wykreséw we wspoirzednych (@,/0,, afh) celem po-
réwnania z wynikiem teoretycznym (4), ktdry w tych wspélrzgdnych przedstawiano
w postaci rodziny linii dla statych wartosci wspdtczynnika tarcia . Stwierdzono, ze dla
malych wartoSci u zaleznoé¢ (4) wykazuje zadowalajaca doktadnoéé w poréwnaniu z wy-
nikami do$wiadczalnymi. Ponadto w pracach [6] i [14] zmierzono do§wiadczalnie przy
pomocy odpowiednich miniaturowych czujnikéw szpilkowych rozktad napre¢zen normal-
nych o,(r) wzdluz promienia, stwierdzajac dla wartoéci & mniejszych od 0,05 dobra zgod-
no$¢ z réwnaniem (3).

2, Podstawowe zalezno$ci

PoniewaZ przeprowadzone przez innych autoréw doswiadczenia potwierdza ja przy
datno$é réwnania (4), dla warunkéw praktycznych istnieje zatem mozliwo$é bezposred-
niego szacowania wspolczynnikéw tarcia przy wykorzystaniu tego réwnania. Nalezy
jednak zalozy¢, ze wspélczynniki tarcia oraz maksymalne odksztatcenia nie przekraczaja
odpowiednich warto§ci przy réwnoczesnym speinieniu warunku (6).

Po wprowadzeniu inzynierskiej miary odksztatcenia

ho—h
hy

lub k= ho(l—¢)

oraz warunku nieéci§liwosci materiatu krazka

/‘[ 1/2
a=ag (1—10) lub  a = ay(1—e)~ '/

rownanie (3) przeksztalca si¢ do postaci

™ p() = expa[l - —g)W],
gdzie
_ 0.
Br) = —O'T.
oraz na podstawie (5)

Y R o
(®) o= (=) S0 =5,

Jak wspomniano poprzednio, s, oznacza poczatkowg smuklo§é prébki. Réwnanie (4)
oraz warunek (6) mozna zapisaé w formie

= 2 ., 3 O,
(9) ﬂ = a—z(e —‘(x—]), ﬂ - 00 >
1 1 M
10 1< — . S i A—
(10 < a ln(zm ) BT -
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Otrzymane zaleznosci (7), (8) i (9) umozliwiajg wyznaczanie w rézny sposdb wspolczyn-
nika tarcia u w oparciu o odpowiednic dane do§wiadczalne.

I tak, dysponujac zredukowanym rozkladem naprezen f(r) wzdtuz promienia, otrzyma-
nym na drodze do§wiadczalnej z pomiaréw czujnikami szpilkowymi, mozna wyznaczyé
u(r) postugujac si¢ zaleznoScia (7), stad

so(L=2e)®?1Inp(r)

_ =32
1 7 (t~e)

(11) n(r) =

Poniewaz jednak przy wyprowadzaniu wzoru (7) zaloZono, Ze u nie zalezy od r, btad tak
wyznaczonego rozkladu p(r) jest tym wigkszy, im wartosci p(r) bardziej odbiegaja od
wartodci stalej. Stad tez postgpowanie takie jest racjonalne, gdy wartodci € i u s odpo-
wiednio mate. W ten sposob obliczono w pracy [14] wartoéci w(r) dla aluminium przy
& = 0,02 i przy uzyciu mydta jako smaru.

Jezeli rozktad wspélczynnika tarcia u nie jest staly wzdtuz promienia, mozna réwniez
wyznaczyé u(r) bezposrednio z réwnania (2). Dokladna metoda oparta na lokalnych po-
miarach nacisku ¢, i naprezenia stycznego v czujnikami szpilkowymi, skosnie umieszczo-
nymi na osi z, zostata opisana w pracy [14]. Uzyskane na podstawie tej metody rozkiady
u(r) sa jakosciowo podobne do wynikajacych ze wzordw (2) i (7). Gdy nie dysponuje si¢
do$wiadczalnie wyznaczonym rozktadem f(r), a jedynie wartoscia naprezenia §redniego f,
mozna korzystajgc z zaleznoéci (9) wyznaczyé $rednia warto§é u. W tym celu nalezy prze-
prowadzié serie. do§wiadczefi pozwalajacych na otrzymanie zaleznoéci f(so, €), gdzie po-
czatkowa smuklo§é s, jest parametrem. Poniewaz jednak u wchodzi do zaleznosci (9)
w sposob uwiklany, przeto warto$§¢ wspoiczynnika tarcia nalezy wyznaczy¢ na drodze
numerycznej. Dodatkowa trudno$cia jest postugiwanie si¢ modelem ciala sztywno-idealnie
plastycznego dla opisu zachowania sie realnych metali wykazujacych zjawisko umocnienia.

Zjawisko umocnienia mozna do pewnego stopnia uwzgledni¢ przyjmujac jako ¢4 dla
danego odksztalcenia warto§¢ o odpowiadajaca temu samemu odksztalceniu na rzeczy-
wistej krzywej umocnienia uzyskanej dla s, — 0. Sytuacja taka zostala przedstawiona
narys. 1.

Réwnanie (9) moze zosta¢ wykorzystane do obliczen numerycznych u przy pomocy
kolejnych przyblizefi: w dwoch nastgpujacych postaciach:

(12) p =51 _8)3/2(0‘,_3_0:21 - 1),
lub
(13) W= 50(1—8)3/21n(a+3 °‘22 +1).

Przy danych wartoéciach s,, f oraz & nalezy daé spodziewana warto§¢ u i z réwnania
(8) obliczy¢ a, a nastgpnie sprawdzi¢ zaleznos¢ (12) lub (13). Kolejne przyblizenia pro-
wadza do wyznaczenia dokladnej wartoéci .
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Po rozwinigciu e® w szereg oraz przy zalozeniu matych wartoéci o réwnanie (9) mozna
zapisa¢ w formie

fG i
mim? 6(6(e)fsy=>

by [

602 -

b1

A
[
0 &4 &y £ E=

Rys. 1. Schemat wyznaczania obliczeniowej wartosci naprezenia plastycznego plynigcia o, dla
danego odksztalcenia

Po pominieciu wyrazéw zawierajacych a w potedze wyZszej od jednosci otrzymuje sig
wzor przyblizony
(15) p=3s0(1=e)**(B=1).

Ze wzgledu na to, Zze wyniki do$wiadczalne nie zawsze pozwalaja na dokladne wyzna-
czenie o, dla s, ~ o0 mozna skorzysta¢ z réwnania (12) przeksztalconego do postaci

o (1 — )32 52 op
2|(e“~1)(1—?)+2]

przy czym w praktyce wyrazenie s,

75 jest zwykle pomijane. Pominigcie wyraZenia
Q

2
So af

jest réwnoznaczne z zatoZeniem u(so) = const.
0
W takim przypadku wzdr (16) przyjmuje postaé

o2 (1—g)3%sk
an p= e
2[(e —1)(1— F)

oraz w przyblizeniu

(18) _ u = 3so(1—¢)3? (—;’Ti)

aE)

+2] (— 35,

Nalezy zatem zrézniczkowaé wzgledem s, otrzymang z do$wiadczen zalezno$¢ B(so, €),

a wartoSci pochodnej g f podstawi¢ do réwnania (16) i obliczy¢ .
0

6 Mechanika Teoretyczna
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Otrzymano wigc kilka zaleznoSci umozliwiajacych efektywne szacowanie wspdtczyn-
nika tarcia u po przeprowadzeniu serii do$wiadczed polegajacych na Sciskaniu prébek
o roznej smuktodcei s,. Celem pracy jest wykazanie efektywnodci proponowanej metody
oraz pordwnanie wartosci 4 obliczonych z réznych podanych wyzej zaleznoéci.

3. Opis i wyniki doSwiadczen

Celem do$wiadczen bylo wyznaczenie zaleznoéci f(s,, €). Zalezno$é t¢ mozna uzyskaé
na podstawie znajomosei krzywych umocnienia dla procesu éciskania prébek o réznych
smuklosciach s,. Prébie §ciskania poddano serie prébek o nastgpujacych wartosciach
smuklosci so: 0,1; 0,125; 0,162; 0,2; 0,25; 0,33; 0,4; 0,5; 0,667; 1,0 i $rednicy poczat-
kowej dy = 14 mm.

Probki z technicznie czystego aluminium w stanie wyzarzonym rekrystalizacyjnie
§ciskano w specjalnym przyrzadzie, przedstawionym schematycznie na rys. 2. Czofa pré-

2
LA

AW

VI

Rys. 2. Przekrdj przyrzadu do $ciskania
! prébek

I — korpus, 2 —stempel z dynamometrem, 3 — préb-
ka, 4 — kowadelko z dynamometrem, 5 — czujnik in-
! dukeyjny, 6 — czujnik zegarowy

A

bek byty doktadnie toczone z zachowaniem réwnolegtodci i smarowane sproszkowanym
MoS,. Przyrzad umieszczano w kinematycznej maszynie wytrzymalosciowej. Dokladny
zapis sity oraz skrécenia probki odbywat si¢ przy pomocy pisaka X-Y. Sygnat sity uzyski-
wano z tensometrdéw elektrooporowych naklejonych na dynamometrze, natomiast sygnat
przemieszczenia czdt probki z czujnika indukcyjnego. Na rys. 3 przedstawiono schemat
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pomiarowy przyrzadu. Predko$é odksztalcenia przy réznych wartodciach s, byla prawie
réwna i wynosita w przyblizeniu 8 x 10-*S-*. Przekroje uzyskanej powierzchni we wspét-
rzednych (o, &, so lub 1/sy) plaszczyznami statych odksztalcen ¢ = 0,01; 0,03; 0,05; 0,10;
0,15, zamieszczono na rys. 4a i b. ’

)

i

L

Rys. 3. Schemat pomiarowy préby $ciskania
1 — stempel z naklejonymi tensometrami (dynamometr), 2— prébka, 3 — kowadetko z naklejonymi tensometrami
(dynamometr), 4 — czujnik indukcyiny, 5-— czujnik 2egarowy, 6 — wzmacniacz N-10f, 7 — mostek tensometryczny
ZPT-147, 8 — pisak X-Y Endim 2200

" y ‘“X ‘
T

Jak wynika z rys. 4b krzywe o(s,) dla ¢ = 0,03 i ¢ = 0,05 w zakresie s, < 0,25 s3
bardziej strome, niz krzywe dla odksztalcen 0,01; 0,10; i 0,15. Przyczyng tego jest wysta-
pienie w tym obszarze efektu Portevin-Le Chatelier (na przyktad praca [1]). Jako miarg
napreZenia przyjeto napreZenie rzeczywiste o = P/F, gdzie P oznacza site, a F biezace
pole przekroju préobki. W dalszej czgci pracy zaklada sig, ze G, = o. Dla odksztaicen
przyjeto miarg £ = i—f Wykresy o wykonano w zaleZnoéci od s, i od 1/s,, uzyskujac
w ten sposob mozliwo§é ekstrapolacji w obu przypadkach granicznych, tzn. gdy s, — 0
i g = o0. Na rys. 4 przedstawiono rézne sposoby ekstrapolacji ¢ przy s, — co. Poniewaz
wartoci ¢ dla s, = o traktowane sa jako g, sposob ekstrapolacji ma bardzo duzy
wplyw na wyniki obliczen warto$ci u ze wzoréw (12) lub (15). Dla lepszego zbadania
przydatno$ci proponowanej metody skorzystano takze z wynikéw badan przeprowadzo-
nych dla miedzi, a zamieszczonych w pracy [3]. Zaczerpnigte z pracy [3] przekroje po-
wierzchni (o, &, s,) dla prébek o warto$ciach s, = 0,25; 0,33; 0,5; 1,0; 1,5; przedstawia
rys. 5. Czola uzywanych w pracy [3] prébek byly toczone, nie byly jednak smarowane
podczas procesu $ciskania. Maksymalne odksztalcenie wynosito 0,60.

4, Wyniki obliczen wspoblczynnika tarcia

Korzystajac z wyznaczonych do$wiadczalnie zaleznoéci o(1/s,) dla & = const oraz
ze wzoréw (12), (15) i (17) mozna obliczy¢é wartoSci §redniego wspdlezynnika tarcia u
pomiedzy prébkg i §ciskajacymi jg stemplami.

We wzorze (12) x# wystepuje w. postaci uwiklanej. Dodatkows trudno$¢ stanowi to,
7¢ metoda kolejnych przyblizen w odniesieniu do tego wzoru jest stosunkowo wolno

6*
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zbiezna wzgledem u, a jej zbiezno$¢ zalezy od s, 1 &. W zwiazku z tym obliczenia przepro-
wadzono na maszynie cyfrowej «Odra 1204» wedlug programu zapewniajacego uzyskanie
doktadnych rozwiazan. RéwnieZz na tej maszynie wedlug odpowiednio ulozonego pro-

a)
6
k6
mm? 00,13 I
0= g —————
| 5:0'05 /J""/—_
8} e
:[103 |
65 01
/
4 ———— X 0:61
o =61
9 | A60=501E |
2 4 6 8 0 1
So
b) p
0
8
6
4
7

0 a2 04 as 08 10 Sy
Rys. 4. Doswiadczalnie wyznaczone dla prébek aluminiowych wartodci naprezenia o w funkcji
1/so oraz so; a) zalezno$¢ o(1/so), b) zalezno$é o(so)
gramu wykonano obliczenia u z zalezno$ci (17). W tym przypadku na podstawie danych

do§wiadczalnych nalezato obliczaé pochodnq%(%) , co pociggalo za soba konieczno§¢
0 0

interpolacji i znajdowania analitycznych zaleznosci opisujacych krzywe do§wiadczalne
(8o, €)-
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3}
6 100
mm?

!
0 1 7 3 1L

Rys. 5. ZaleznoSci o(1/so) dla miedzi wedtug pracy [3]

Na rys. 6a i b zostaly przedstawione obliczone numerycznie na podstawie wzoréw
(12) oraz (15) wartodci u, odpowiadajace uzyskanym do$wiadczalnie dla prébek alumi-
niowych zalezno$ciom wedtug rys. 4a i b. W obliczeniach przyjeto jako o, wartoéé o dla
Sy = 00 oznaczona na rys. 4a przez og. Taki sposéb ekstrapolacji o, przy s, — oo nalezy
przyjaé, jezeli uwzgledni si¢ charakter zaleZznoéci o(sy) w przedziale 0,5 < s < 1, oraz

warunek, ze (—ai) = 0.
080

So=c0

Na rys. 7a i b przedstawione zostaty wyniki obliczen u na podstawie wzoréw (12)
i (I15) przy wykorzystaniu wyznaczonych doéwiadczalnie w pracy [3] krzywych o(1/so)
dla miedzi, zamieszczonych uprzednio na rys. 5. Jako granicg plastycznosci o, dla danego
odksztalcenia przyjmowano ekstrapolowana na rys. 5 warto§¢ o dla so —» c0o. W celu
lepszego pokazania wiasciwosei wzoréw (12) i (15) wyniki obliczen przedstawiono w za-
leznoSci od s, jak réwniez od 1/s,. Zakresy smukiosci s, i odksztatcef e, w ktdrych obli-
czano w4 dla aluminium i miedzi zawieraja sig w nastgpujacych granicach: 0 < ¢ < 0,15,
0,25 < 5, < 1. Porédwnujac w tym obszarze wyniki uzyskane dla aluminium — rys. 6 i dla
miedzi — rys. 7, widzimy, ze charakter zaleZnoéci u(sy) jest w obu przypadkach podobny.
Wspblczynnik g wzrasta wraz ze wzrostem s,. Zaréwno dla aluminium, jak i dla miedzi
przyjeto w tym przypadku prostoliniowa zaleznoé¢ o(1/s,) w omawianym zakresie wartogci &
15,. Na podstawie otrzymanych wynikdéw ze wzoru przyblizonego (I15) (rys. 6 i rys. 7—
linia przerywana) mozna stwierdzié, Ze wzér ten szacuje warto$¢ u od géry. Daje on tym
lepsze przybliZzenie, im mniejsze sa wartoéci «, a wiec blad wzrasta wraz ze zwigkszeniem
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Rys. 6. Wartoéci wspotczynnika tarcia p dla pro- Rys. 7. Warto$ci wspoblczynnikéw tarcia p dla
bek aluminiowych obliczone z zaleZznodci (12) — probek miedzianych obliczone z zaleznosci (12) —
linia ciagla oraz z zaleznoci (15)— linia przery- linia ciagla oraz z zalezno$ci (15) — linia przery-
wana; a) u W funkcji 1/so, b) p W funkcji so. wana; a) p w funkcji 1/so, b) p w funkeji so. Linie
W obliczeniach przyjeto o = o§! cienkie, ciagle ilustruja warunek (10). W oblicze-

niach przyjeto do = (¢)sy=co-

si¢ u i & oraz maleje gdy, s, wzrasta. Na rys. 8 zestawiono wyniki uzyskane dla prébek
aluminiowych i miedzianych przy wykorzystaniu odpowiednio wzoru (12) lub (17). W obli-
czeniach przyjmowano oo = ol dla aluminium oraz g, = (0)s,=e dla miedzi. Widzi-

my, ze gdy zachodzi warunek gf = 0 wartoéci u uzyskane z zaleznosci (12) i (17) sa
0

op
as,

réwne, natomiast w przypadku ogéloym réznig sig o So-

5. Dyskusja wynik6w do§wiadczen i oblitzefi numerycznych

Obliczajac wspbiczynnik tarcia z zaleznosci (12), (15) i (17) nalezy znaé aktualng gra-
nicg plastycznego plynigcia oo. Wartosci o, przy réznych sposobach ekstrapolacji ozna-
czono na 1ys. da przez ob, o, oi'. Wyniki obliczen p wedtug wzoru (12) dla prébek
aluminiowych przy przyjeciu jako o, odpowiednio ¢} i 05" sa podane na rys. 9aib. War-
to§6é o} odpowiada wartosci o dla s, = 1, o5 odpowiada prostoliniowej ekstrapolacji &
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dla s, — 0. Widzimy, ze wptyw o, na u zalezy od s, i zwigksza sie, gdy s, wzrasta. Przy
przyjeciu a5 = (0)s,=1 = 0p stwierdzono na podstawie wzoru (12), ze niezaleznie od war-
tosci & w granicy otrzymuje si¢ o — 1, 4 — 0. Analogiczne wyniki obliczenr, uzyskane

a) Al 6,267 a) — 6= 612(6). .
M Cu 6[,:(5)5 —oo /U ____6a= 6%1 So*1
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Rys. 8. Wartoéci wspéblczynnika tarcia u dla pré- Rys. 9. Wartoéci wspdlczynnika tarcia u dla pro-
bek aluminiowych i miedzianych obliczone z za- bek aluminiowych obliczone z zaleznoéci (12)
leznodci (12) — linia przerywana i (17) — linia przy przyjeciu oo = 0§ = (0)s,=,— linia ciagla
ciagla; a) u w funkcji 1/so, b) u# w funkgji $,. oraz oo = ol! —linia przerywana. Wyniki obli-
W obliczeniach przyjeto oo = ¢f! dla aluminium czen przedstawiono w funkcji 1/s, oraz so; a) u
oraz 0o = (0)s,=c dla miedzi w funkcji 1/so, b) & w funkcji o

dla miedzi na podstawie krzywych dod§wiadczalnych o(1/se) z rys. 5 1 przy przyjeciu oy =
= (0)s,=1, Przedstawiono na rys. 10.
Podobne wlasnosci, jak wzér (12) wykazuje rdwniez wzdr przyblizony (15). W oparciu
o analizg otrzymanych wynikéw mozna stwierdzié, Zze jako dobre oszacowanie wartoSci y,
ktére otrzymuje si¢ na podstawie zaleznosci (12) i (15), nalezy przyjmowal wartoci u
dla prébek o smuklosciach s, < 0,3. Znacznie mniejsze réznice w wartodciach u przy
przyjeciu réznych ¢, otrzymuje si¢ ze wzoru (17). Poniewaz dla duzych s, pochodna
O
dsg
czynnika tarcia przy wykorzystaniu prébek o wigkszych smukloéciach. Wzér ten jest

jest bardzo mata, stad wzdr (17) moze mieé pewne znaczenie dla szacowania wspol-

Oou .
¢ zaleznym
Bss” a wie yn

od charakteru zmiennoéei u(sy), co zmniejsza jego praktyczng przydatnosé.

jednak obarczony bledem wynikajacym z pominigcia wyraZenia s,
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Na podstawie ofrzymanych wynikéw obliczefi numerycznych mozna pokazaé, jak
zmienia si¢ wspélczynnik tarcia w w zaleznosci od odksztalcenia przy $ciskaniu krazkéw
o réznych smuktosciach.
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Rys. 10. Wyniki obliczern wspoiczynnika tarcia u z zaleznosei (12) dla prébek miedzianych. W ob-
liczeniach przyjeto oo = (0)s5=1
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Rys. 11. Wartosci wspdlczynnika tarcia 4 w zaleznosci od odksztalcenia dla probek aluminiowych,
uzyskane na podstawie wynikéw przedstawionych linia ciagla na rys. 6

Na rys. 11 1 rys. 12 zamieszczone sg krzywe ilustrujace zalezno$é u(e). Sporzadzono je
na podstawie rys. 6 dla aluminium i rys. 7 dla miedzi. Jak wynika z pracy [14], krzywe te
zalezag w duzym stopniu, zaréwno jakosciowo, jak i iloSciowo, od materialu prébek, ro-
dzaju ich powierzchni oraz uZytego przy $ciskaniu smaru. Dilatego tez rys. 11 i rys. 12
odnoszg sig tylko do prébek aluminiowych i miedzianych §ciskanych w $cisle okre§lonych
warunkach, ktére zostaly uprzednio podane,

Na rys. 13 zestawiono krzywe (linia ciagta) dla s, = 0,1 i 5o = 0,25 wazigte z rys. 11,
z odpowiednimi krzywymi z pracy [14] (linia przerywana), odnoszgcymi si¢ réwniez do
probek aluminiowych smarowanych MoS,. Nalezy podkreslié, ze wartoéci g w pracy [14]
zostaly uzyskane inna metoda, mianowicie na podstawie pomiaréw nacisku sko$nie
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osadzonymi czujnikami. Widzimy, Ze charakter krzywych jest podobny, natomiast réznice
w wartosciach u nalezy prawdopodobnie thumaczy¢ nieco odmiennymi warunkami prze-
prowadzonych w obu pracach eksperymentdw.

Na rys. 13 przedstawiono takze (linia kreska-kropka) wartosci 4 uzyskane na drodze
apumerycznej z zalezno$ci (12) dla prébek o smuklosci s, = 0,1, badanych w pracy [14].
Por6wnanie tych wartosci z wartosciami p przedstawionymi linig przerywana, a uzyska-
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Rys. 12. Zalezno$ci wspolczynnika tarcia p od odksztalcenia uzyskane dla prébek miedzianych
na podstawie wynikéw przedstawionych linig ciagla na rys. 7. Linie cienkie ilustruja warunek (10)
powstawania strefy tarcia sczepnego
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Rys. 13. Por6wnanie wynikéw uzyskanych dla probek aluminiowych smarowanych MoS,
1 — krzywe obliczone z zaleznoéei (12) wedlug rys, 11, 2 — krzywe uzyskanc inng, niezalezna melody w pracy [14], 3 —
krzywa uzyskana na podstawie zaleznoécl (12) oraz danych dowiadczalnych odpowiadajgcych krzywej 2 dla so = 0,1

nymi w pracy [14] metoda bardziej dokladng wskazuje, Ze obydwie metody daja w tym
przypadku zblizone rezultaty. PoniewaZ jednak proponowana metoda szacowania u jest
mniej pracochfonna, nadaje si¢ ona bardziej do praktycznego zastosowania.
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Na rys. 12 i rys. 7b naniesiono linie stanowiace warunek (10) i okreSlajace zaleznogé
pomiedzy parametrami u, So, &, dla ktérych na powierzchni probki pojawia sig strefa
z tarciem sczepnym. Jednakze na podstawie przedstawionych wynikdw trudno jest ustalié
jednoznaczny zwiazek pomigdzy charakterem zmiennosci 4 a punktem, w ktérym powinno
wystapi¢ tarcie sczepne.

6. Whnioski

Uzyskane w niniejszej pracy wyniki wskazuja, Ze proponowana metoda oparta na
uproszczone] analizie Siebla daje mozliwo$¢ szacowania wspélezynnika tarcia u na po-
wierzchniach $ciskanych prébek walcowych i nadaje si¢ do praktycznego zastosowania.
Poréwnanie wynikéw uzyskanych ta metoda z wynikami bardziej doktadnych badad,
zamieszezonymi w pracy [14], wskazuje na dobrg jako$ciowa i ilosciowy ich zgodnogé.
Zastosowane w teoretycznej analizie uproszczenia dotyczace rdézniczkowego rdwnania
réwnowagi, modelu rozwazanego ciala, a takze zatoZenie stalego na powierzchni prébki
wspblczynnika tarcia p nie powodujg w tym wypadku duzego bledu. W pracy nie wni-
kano w fizykalng strong zjawisk majacych wplyw na wartoé¢ wspélczynnika tarcia, a za-
chodzacych wewnatrz i na powierzchni $ciskanej prébki. W zwiazku z tym przeprowadzo-
no tylko ilociowa analize¢ uzyskanych zaleznoSci u(e) oraz u(so).

Przedstawiona metoda moze mie¢ praktyczne znaczenie dla badania przydatnodci
smaréw stosowanych w procesach przerdbki plastycznej. Mozna ja réwniez stosowaé do
proceséw dynamicznych. Nalezy jednak skorzystaé wdwezas z ogdlniejszych zaleznosci wy-
prowadzonych dla modelu ciata lepkoplastycznego, na przyktad prace [4] oraz [5].

Potrzebne w tym przypadku do wyznaczenia wspdlczynnika tarcia dane do§wiadczalne
sq takie same, jak dla procesu statycznego. Wyznaczanie jednak dynamicznych krzywych
umocnienia jest o wiele trudniejsze i wymaga stosowania skomplikowanej aparatury ba-
dawcze;j.
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Pesome

OLEHKA KO2DPUIIMEHTA TPEHHS HA ITOBEPXHOCTAX KOHTAKTA
TUTACTHUYECKM CKATOIO NUIUHOPNYECKOIO OBPA3LIA

B pabote npepnaraeTcsi METO/ OIEHKH KO3((hHIMEHTa TPEHUS HA JIOBEPXHOCTIX KOHTAKTA BO BPEMST
IWIACTUUECKOro CXKATHA UMIMHAPHYecKoro obpasua. Meron oCHOBAaH HA 3aBHCHMOCTSIX, BLITEKAIOLHX
M3 YOPOILLEHHOrO TEOPETHUECKOro aHanu3a npobnemsl, pamdoro 3ubenem. DTH 3aBHCHMOCTH, npeobpa-
30BaHHbIE B paboTe K COOTBETCTBYIOUWIEMY BHIY, MO3BOJISIOT ONPENENHTs UHUCICHHO X0adh(HIyeHT
TPEHMA HAa OCHOBAHWH 9SKCIEPHMMEHTAISHO YCTAHOBJICHHLIX KPHBLIX YIPOYHEHHS B MPOUECCE CIKATHS
06pasIioB IPH PA3IHYHbIX OTHOMIEHHSIX Ao [do, TAE 1o 1 d s 0603HAYAIOT COOTBETCTBEHHO HAYAIEHYIO BLICOTY
¥ HauaNLHBIA guameTp obpaaua. [IpumeHsist IpefaraeMblii METOX MOYKHO OLIEHUTS 10abdhHuuuentT Tperust
B HCC/IEJOBAIIHOM SKCIEPUMEHTANBHO AHANA30HE OTHOIIeHUH /o/do, muanasone medopmanuu obpasua,
a TaloKe AJIA MCIOJH30BAHHOM B NpoUEcce CKaTHA cMasku. B3 paloTe JAIOTCA Pe3ynbTaThl BhIUMCIEHHMI
koo dumeHTa TPEHHUS, MONYyYeHble IS ATIOMHHHEBLIX 00pasl(OB Ha OCHOBE COOCTBEHHBIX ONBITHBLIX
JaHHBIX U IS MEABHBIX 06pasLiOB — Ha OCHOBE 3KCIEPHMEHTAISHBIX JAHHLIX, B3SITLIX ¥3 JIUTEPATYPhI,
B npoBegesHoM aHamu3e YUTEHO BIHSHHC HETOUHOCTEH ONpeNecHHA IPefeia TEKYUeCTH Op Ha 3HAUCHHE
KoaphuImenTa TPEHUA, PeaybTaThl ONYUCHHbIE B paoTe CPABHEHBI C PE3YNLTATAMU MSBECTHLIMHU 110
JITEpATYpe, HO BLIUKCICHHBIMM IO APYrHM meropam, OUeHHBasg NPHIOLHOCTS IPEAJIAraeMoro METOHa
CIEefyeT OTMETUTh, UTO OM TOAMTCA IS NMPAKIMUECKOrO NPHMEHEHHST B HCCIEJOBAHHH CTAaTHUYECKHX
TIPOLIECCOR, ONHAKO CYIECTBYET TAK)KE BO3MO)KHOCTH HCIIONB30BAaHWA €ro B CIIyyae AMHAMHUCCKHX
MIPOLIECCOB CHCATHSL.

Summary

ESTIMATION OF THE COEFFICIENT OF FRICTION ON THE INTERFACES OF
THE PLASTICALLY DEFORMED CYLINDRICAL SPECIMEN

In this paper the method has been proposed which makes it possible to estimate the coefficient of
friction between the interfaces of the plastically deformed cylindrical specimen and loading plates. The
method is based on earlier Siebel’s simple theoretical analysis of this problem. The relations given by Siebel
were reformulated to the proper form enabling us to estimate the coefficient of friction from the series
of compression experiments on specimens of different height to diameter ratio. The method proposed can
be applied to different height to diameter ratio, also to different stages of dcformatation and different
conditions of-lubrication. In the paper some numerical results are shown which have been obtained on
the basis of the compression experiments on aluminium. In addition, some numerical results are shown
for copper, based on earlier results given in literature. The present analysis takes into account the effect
of inaccurate determination of the yield limit on the coefficient of friction, in the model of a perfectly
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plastic body assumed in the considerations. The results obtained in this way are compared with the proper
data taken from the different sources and obtained by different methods. 1t may be stated taht the propos-
ed method can be applied to the practical cases of static compression as well as to the dynamic compression
experiments.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 3 grudnia 1971 r.
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WYBOCZENIE TROJWARSTWOWEJ PLYTY KOLOWEJ POZA ZAKRESEM SPREZYSTYM*

ZENON WASZCZYSZYN (KrRakOw)

1. Wstep

Przy obliczaniu obcigzen krytycznych plyt poza zakresem sprezystym korzystamy
7 dwéch koncepeji — podobnie jak przy badaniu statecznosci pretow Sciskanych. Pierw-
sza, tzw. koncepcja ustalonego obciaZenia zaklada, Ze po wyboczeniu obcigzenie nie ule-
ga zmianie, a w chwili utraty stateczno$ci powstaja natychmiast pelne strefy lokalnych
odcigzen (procesdw biernych). Druga koncepcja dopuszeza wzrastanie obciaZenia i roz-
wijanie sig stref proceso6w biernych w wyniku powstawania pozakrytycznych ugieé. W pre-
tach analogiczne podejscia taczy si¢ odpowiednio z nazwiskami ENGESSERA i KARMANA
oraz SHANLEYA (por. [29]). W odniesieniu do plyt pierwszg koncepcje zaproponowali
IeiuszyN [6] oraz HANDELMAN i PRAGER [4], a druga koncepcje — wzrastajacego obcia-
Zenia — zapoczgtkowali STOWELL [22] oraz PEARSON [14]**.

W poréwnaniu z pretami, znaczna komplikacjg w zagadnieniach stateczno$ci plyt jest
koniecznoé¢ uwzglednienia zlozonego stanu naprezen. Stosowano tutaj rozne teorie
plastyczno$ci. Na teorii odksztatceniowej, obok wymienionych prac [6, 22] opieral swoje
rozwazania BuLaarD [1]. Z prac korzystajacych z réwnan konstytutywnych teorii ply-
nigcia plastycznego, obok [4, 14] nalezy wymienié pracg [5] HoPKINSA.

Przytoczone prace dotycza ptyt prostokgtnych. Plytami kolowymi zajmowali sig
ToOLOKONNIKOW [26, 27], LEpik [9, 10] i Porow [16].

Podstawowa trudno$cia w koncepcji ustalonego obciaZenia jest wyznaczanie poloze-
nia stref proceséw biernych, zaréwno wzdtuz gruboéci ptyty, jak teZ w odniesieniu do jej
powierzchni $rodkowej. Trudnoéé te mozna obejéé w wielu przypadkach przez zastosowa-
nie metody przyblizonej ILiuszyna [6], ktéra zaklada zerowanie si¢ wariacji sit podtuz-
nych wewnatrz calej ptyty.

Rachunki znacznie upraszczajg sig, jeSli przekrdj petnoscienny zastapimy idealnym
przekrojem «sandwiczowymy. Taka aproksymacja czgsto stosowana w teorii plastycz-
nodci (por. [24]), pozwala na dobre opisanie zachowania si¢ konstrukcji. Przyjecie takiego
modelu plyty umozliwito Krusznikowowi [7] przeprowadzenie jako$ciowej analizy utraty

® Podstawowe tezy pracy zostaly przedstawione na sympozjum nt. statecznoéci, organizowanym
przez Oddziat £6dzki PTMTS i Instytut Mechaniki Stosowanej Politechniki £6dzkiej (.6dZ, 18-19.X1.1971).
** Przy cytowaniu literatury ograniczono si¢ do prac podstawowych 1 bezposrednio zwigzanych

z obecna praca. Obszerniejszy przeglad literatury dotyczacej wyboczenia plyt poza zakresem sprezystym
mozna znalezé w [29].
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statecznosci z punktu widzenia stosowania réznych koncepcji i réznych teorii plastycz-
nosci.

W obecnej pracy zajmiemy si¢ szczegbtowo obliczaniem symetrycznych postaci utraty
statecznodei idealnej, symetrycznej plyty tréjwarstwowej (w catym przekroju obowiazywaé
bedzie hipoteza odcinka normalnego, plaski stan naprezenia jest jednorodny wzdiuz
nos$nych warstw zewnetrznych o jednakowej grubosci i wlasnosciach). Bedziemy opierali
si¢ na liniowych réwnaniach teorii malych ugieé, przyjmujac materiat izotropowy i $cidli-
wy. Taki przekrdj pozwoli na otrzymanie $cistych rozwiazan, podobnych do znanych
z teorii statecznodci sprezystej, dla réznych koncepcji i teorii plastycznosci.

Otrzymane rozwiagzania przeanalizujemy w granicznym przypadku materiatu idealnie
sprezysto-plastycznego, a w oparciu o metodg rozdzielenia sztywnosci BILAARDA [2]
uogblnimy otrzymane wzory dla opisania ogélnej utraty statecznoéci plyty tréjwarstwowe;j
z wypeiniaczem lekkim.

Wszystkie rownania, i wzory podamy w postaci bezwymiarowej, a obok powszechnie
stosowanych, bedziemy postugiwali sie nastgpujacymi oznaczeniami:

A;, B;, C;, elementy macierzy sztywnosci,

C;, D; state catkowania,

o, f* bezwymiarowe ci§nienie radialne wedtug (2.16),

d,h grubo$é i odleglosé osi ciezko$ci warstw zewnetrznych
przekroju trojwarstwowego

Ep, O odksztalcenie 1 napreZenie na granicy plastyczno$ci przy
jednoosiowym $ciskaniu,

e = &g, wzgledne odksztalcenia gtéwne,

3 = &olep, ky = n;h/e, uogolnione odksztalcenia plaszczyzny $rodkowej,

E;, macierz transformacji w zwiazkach fizycznych,

E,v stale sprezyste warstw zewngtrznych,

G, modut odksztatcenia postaciowego wypetniacza,

fs = E§JE, f, = E,|E bezwymiarowe moduly: sieczny i styczny,

nj = Ny m; = My bezwymiarowe sily podluzne i momenty zginajace

2do,’ ' dho, ’
p = 2% bezwymiarowa intensywno$¢ zewnetrznego ci$nienia ra-
’ dialnego,

S; = 8;/0p, Si = s7—s(5,-+s5 bezwymiarowe napreZenia gléwne i intensywno§¢ od-
ksztatcen,

T wspbtezynnik katowy stycznej w punkcie bifurkagji stanow
réwnowagi,

u=ulh, w=wlh, @ bezwymiarowe przemieszczenie radialne i normalne oraz

kat obrotu normalnej do ptaszczyzny §rodkowej plyty,
E=rlh bezwymiarowa zmienna niezalezna,
x = pE argument funkcji Bessela.
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2. Podstawowe réwnania

W réwnaniach bedziemy postugiwali sig wariacjami odpowiednich wielkoéei statycz-
nych i kinematycznych, odpowiadajacych przejSciu od stanu tarczowego do bliskiego
stanu gietnego, spelniajgcego narzucone warunki brzegowe.

2.1. Réwnania réwnowagi. Dla symetrycznej postaci wyboczenia réwnania réwnowagi
elementu plyty (rys. la) mozna doprowadzi¢, zgodnie z teoria matych ugie¢ (por. [6]),
do postaci

d
(21) 7()‘61\71)—51\72 = 0, %(’6M1)_5M2 — "Nl (S(p
i (NQ*‘JNQ}df‘ ]
% " Gty D N g
Ny[dg+d(d)ir+dr)de =~
a / QVHJNHC’(JNJ]/{?d/‘@ i - ]
XQ 2 [IMy+d(0M)]fr+ dr)de # < Té' 5
‘ | =5 6p
4 (NQ*JNQ)G’F IL:— =
7y w
Rys. 1

Réwnania te przeksztalcimy do postaci bezwymiarowej korzystajac z podanych na wste-
pie oznaczen,

6n1—%(6n2-—6n1) = 0,
(2.2) :
6m1—?(6m2—6m1) = 2n, 4o,

gdzie kreska oznaczono rézniczkowanie wzglgdem zmiennej niezaleinej & = r/h.
Zgodnie z przyjetym modelem piyty o idealnym przekroju «sandwichy, sily podhuzne
i momenty obliczamy ze wzordw (rys. 1b)

(23) Nj = d(o’j‘-l—o’]‘), Mj = —dzl—l(o’}'-—-o';), dla j=1,2.

Wzory te obowigzuja réwniez w odniesieniu do wariacji odpowiednich wielkoéci i w po-
staci bezwymiarowej przyjmuja one postaé

2.4) ony = %(5sj++ 857y, omy = %(63}‘—63}) dlaj=1,2.

2.2. Zwigzki geometryezne, Zgodnie z przyjetym zatozeniem Kirchhoffa, w plycie bedzie
obowiazywala hipoteza odcinka normalnego

(2.5) de; = dgjo+20%;,
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dzigki czemu mozna obliczy¢ wariacje odksztalcenl de; = de;fe, w zewngtrznych war-
stwach plyty

2.6) bef = dayt Ok,

gdzie znaki +, — nalezy przypisa¢ warstwom zgodnie z rys. 1b.

Wielkosci n; i m; bedziemy dalej nazywali uogélnionymi sitami wewnetrznymi, a od-
powiednio 2; i k;— vogélnionymi odksztalceniami. Zwiazki gcometryczne pomiedzy
wariacjami uogdlnionych odksztalcen i przemieszczeniami plaszczyzny $rodkowej pisze-
my od razu w postaci bezwymiarowej

69i =—*(Sll,, 692=Lﬂ7

Ep g &

@7 1 1 6
4
ok, = —0¢’, ok, = —

€1 & @ 2 o &

2.3 Réwnania fizyczne. Zwiazek fizyczny pomigdzy wariacjami gléwnych naprezen
i odksztatcen zostal wyprowadzony w [28] i ma postaé

(28) (SSJ' = E,-,(Se,,, j, r = 1, 2,

gdzie obowiazuje konwencja sumacyjna dla powtarzajacego si¢ wskaznika. Elementy
macierzy Ej, zaleza od typu procesu i stopnia uplastycznienia materialu w rozpatrywa-
nym punkcie ustroju. W pracy [28] wyprowadzono wzory na E;, dla materiatu sprezysto-
plastycznego, Sci§liwego, izotropowego lub ortotropowego oraz dla réZnych teorii plas-
tycznoécei.

W obecnej pracy ograniczymy si¢ do materialu izotropowego, lecz $ci§liwego, oraz
do przypadku rownomiernego dwuwymiarowego ci§nienia

(2.9) $1 =85 = —p, 55 =0,
jakie bedzie wystgpowalo w stanie tarczowym rozpatrywanej plyty.

Typ procesu okreslimy wedlug znaku wariacji intensywno$ci napreZzen; po uwzgled-
nieniu (2.9) otrzymujemy

1

1 1 '
(2.10) ds; = 5 [(sl - 752) ds, + (sz— 7s1) (3.92.

1
= — 7(6s1+ 45s5,).

W przypadku procesdéw czynnych, a wigc takich, gdy ds; > 0, bedziemy korzystali
z nastgpujacych wzoréw, odpowiadajacych wzmocnieniu izotropowemu:
a) teoria odksztatceniowa

1 1
E\, =By = ﬁ(fs"'?’fz), E,=E,= ﬁBfr‘fs*z(l_z"’)fsfr],

(2.11a)
M = [B-(1-2)f][1+(1-2)/];
b) teoria plyniecia

1 1
E,=E,, =_M_(1+3ﬁ), E, = E,, :Tl—[—l+(1+4v)f']’

2.11b)
M =21+y)[l+{ =21
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We wzorach tych bezwymiarowe moduly: sieczny f; = E /E i styczny f; = E,/E, nalezy
przyjac¢ na podstawie proby jednoosiowego §ciskania.

Dla proceséw biernych, a wigc takich, gdy ds; < 0, w odniesieniu do przyrostéw obo-
wigzuje prawo Hooke’a i nalezy przyja¢ '
1 v

2 E12=E21= 1—»

—Y

7

(2.12) Eyy = By =

Przy postugiwaniu si¢ wzorami teorii odksztalceniowej na granicy strefy proceséw
czynnych i biernych moga wystapié nieciagtosci w wartoéciach przyrostéw naprezen.
Wynika to z braku cigglego przejscia od (2.112) do (2.12), gdy f; = 1. Przejécie takie
istnieje!? dla f; = 1. Sprzecznosci takiej nie wykazuje teoria ptynigcia plastycznego, gdyz
wzory (2.11b) sa niezalezne od wartosci f; modutu siecznego.

Po podstawieniu (2.8) do (2.4) i wykorzystaniu (2.6) otrzymujemy potrzebne réwnania
fizyczne, ktdre napiszemy w postaci macierzowej

n1 Al .B1 A2 -BZ 631

n2 ‘Bl Al B2 AZ 632
2.13 — )
( ) my A2 _B2 Al Bl 6161/2

m, B, A, By A, 0k,/2

gdzie elementy macierzy sztywno$ci wynosza

1
A= En+ER), By = it En),

(2.14) 1 1
Ay = (Bt ~En), B =5 (Bh—ED).

Przy postugiwaniu si¢ wzorami (2.11b) teorii plyni¢cia plastycznego réwnanie (2.13)
upraszcza si¢, gdyz wtedy 4, = B,.

2.4, Podstawowy uklad réwnan i jego rozwiazanie. Peiny uklad réwnan (2.1), (2.7) i (2.13)
mozna w drodze eliminacji doprowadzi¢ do dwéch réwnaif rézniczkowych z nieznanymi
funkcjami d¢ i du,

S’ + g (ﬂz - ”;T) dp =0,
(2.15 d

é du
ou" + —Eu———f_z = ozétp,

gdzie uzyto réznych oznaczen na bezwymiarowa promieniows sit¢ podiuzna

44 2 4, A
2 - = L , C = —m— — A
(2.16) g A~ 43 ,spnl Cu P H 2 24,
. _ 2A2 sz 2
*= AT 4% M T 7[1—/9 ’

D A. A. Niuszyn [6] wyprowadzit réwnania statecznosci dla stabo rozwinigtych odksztalcen plastycz-
nych, tj. przyjat we wzorach teorii odksztalceniowej fs = 1. Jak wynika z (2.11a) otrzymujemy wtedy
wzory na Ej zgodne ze wzorami (2.11b) teorii plynigcia plastycznego.

7 Mechanika Teoretyczna
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Przy ustalonych wartociach « i f* réwnania (2.15) sa réwnaniami rézniczkowymi
liniowymi odpowiednio Bessela oraz Eulera. Mozna je kolejno rozwiqzaé ze wzgledu na
poszukiwane funkcje dp i du, otrzymujac

(2.17) dp = C1J,(x)+C, Y1 (%),

- %‘6¢+D1 &+ %E‘ )
gdzie J(x) i Y, (x) sa funkcjami Bessela pierwszego i drugiego rodzaju o argumencie
x = B&. State calkowania C,, C,, D, i D, wyznaczymy z odpowiednich warunkéw brze-
gowych. Przy formulowaniu statycznych warunkéw brzegowych bedziemy postugiwali
sie wzorami na wariacje uogdlnionych sit promieniowych; wynikaja one bezposrednio
z (2.13) i (2.7) po podstawieniu do nich rozwigzania (2.17)

ou =

D
epon = ‘2"A‘8—x"(A1Bz—B1A2)(C1J1+C2 Y)+ (4, +BJ)D1“(A1—Bl)Tzza
1
(2.18)
i A}
spéml =—*2— Al—;l— (C1]0+C2Y0)+
L
ﬂ A2 . C A X D _ _ D2
+—x— T(Az—Bz) (A, =B [(CL I+ Co Y3)+ (Az+By) Dy — (4, Bz)?-
1

3. Rozwigzanie wedlug koncepcji wzrastajacego obciazenia

JYesli przyjmiemy, ze w chwili utraty statecznosei cata plyta jest uplastyczniona, a strefy
lokalnych odciazen powstaja dopiero w wyniku ugig¢ plyty, to dochodzimy do koncepcji
wzrastajgcego obcigZenia. Przy takim podejéciu rozwijaniu si¢ stref proceséw biernych
towarzyszy wzrost obciaZzenia ponad warto$¢ krytyczna, a kat nachylenia krzywej p(w)
w punkcie bifurkacji jest na ogét rézny od zera (rys. 2). Koncepcja ta byla zaproponowa-

i

P/Pr
e}
%
f : arctgr
70 w,

Rys. 2

na przez SHANLEY’A do analizy wyboczenia pretéw i zastosowana przez STOWELLA [22]
do obliczania obcigZenia krytycznego plyt prostokatnych.

Zasadnicza cecha tej koncepcji jest jej duza prostota. Pozwala ona na znaczne uprosz-
czenie réwnan i ich rozwigzaf, a jesli polaczymy ja z teorig odksztalceniows, to otrzy-
mujemy dobrg zgodno$¢ z eksperymentami wykonanymi na ptytach prostokatnych (por.

[29D).
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Nalezy tutaj podkredli¢ réznice migdzy wzorami na obcigzenia krytyczne dia pretéw
i plyt. Jesli w pretach podej$cie SHANLEYA sprowadza sie do zamiany modutu sprezysto-
éci modulem stycznym, to w plytach rozwigzania oparte na teorii odksztalceniowej za-
leza zaréwno od modutu stycznego, jak tez siecznego. Wynika to ze wzoréw (2.11a),
a zgodnie z pracg STOWELLA [22] udzial poszczegélnych moduléw silnie zalezy od warun-
kéw brzegowych.

W przypadku plyty «sandwiczowej» wystapia procesy czynne?) w catej ptycie w chwili
wyboczenia. Prowadzi to do zaleznosci £, = E;; = EY%., skad wynika

3.1) A, =B, = 0.

Dziegki temu réwnania fizyczne rozprzggaja sie — przyrosty sit podfuznych i momentéw
zaleza odpowiednio tylko od przyrostéw odksztalcen plaszczyzny $rodkowej lub tylko
od przyrostéw krzywizn

(3.2) on; = 2C;03,, om; = C;,0k,,

J
gdzie elementy macierzy C;, wynosza
A4 B
(3-3) Ciy=0Cyy = Tl = Efl’ Ci =Gy ___71 = Efz-

Rozprzezenie réwnan fizycznych umozliwia korzystanie ze znanych rozwiazan spre-
zystych, jedynie ze zmienionymi wspdlczynnikami, zaleznymi od 4; i B;. Pokazemy to
na przykladach najczgéciej przyjmowanych warunkédw brzegowych.

3.1. Obcigzenie krytyczne plyty utwierdzonej i przegubowo podpartej, Przy stosowaniu po-
dej$cia wzrastajacego obcigzenia w calej plycie bedzie obowigzywalo rozwigzanie (2.17).
7 warunku istnienia skoniczonych wartosci przemieszczen w $§rodku plyty wynika
C, = D, = 0 i rozwiazanie przyjmuje prosta postaé

3.4 dp = CJ (x), Oou=DE.

W plycie utwierdzonej warunek brzegowy (&) = 0 bedzie spetniony po wybocze-
niu, jesli
(3.5 Ji(x) = J(BE) = 0.

Odpowiednie réwnanie charakterystyczne dla ptyty przegubowo podpartej uzyska-
my z warunku dm,(£) = 0; po elementarnych przeksztatceniach (2.18) otrzymujemy

C
(3.6) ) X Jo(x)— ( - —C—IZ—)-A(XI) = 0.
22
Rozwiazanie x; = B&; réwnan (3.5) lub (3.6) pozwala obliczyé obcigzenie krytyczne
Dwr = —n wedhug (2.16)

2
x; Cyy

(3-7) Prr = %2¢ 512
=cp

2 Jedli w przekroju tréjwarstwowym w jednej z warstw nosnych bedzie zachodzit proces bierny, a w dru-
giej czynny, to bedziemy moéwili o procesie czynno-biernym. Czeéé plyty, w ktorej zachodzi taki proces
nazwiemy obszarem lub strefa czynno-bierna. Podobnie definiujemy obszary czynne i bierne.

7%
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W przypadku plyty utwierdzonej pierwiastki réwnania przestgpnego (3.5) nie zaleza
od wspbtczynnikéw C;, (najnizszy pierwiastek x; = 3,8317).

W zakresie sprezystym otrzymujemy taka sama posta¢ réwnan charakterystycznych,
W przypadku plyty przegubowo podpartej 1—C5/Cyy = 1=, a py, = x5/2(1 —v2)e, &2,
co po uwzglednieniu uzytych wielkoéci bezwymiarowych daje wyniki znane z teorii sta-
tecznodci sprezystej (por. [25]).

3.2. Obliczenie kata nachylenia stycznej w punkeie bifurkacji. Nachylenie stycznej do krzywej
«obciazenie-ugigeien w punkcie rozdwojenia stanéw réwnowagi (rys. 2) opiszemy
wielko$cia (por. [10])

1 dp

__ i)
wp=0 Prr OWo |yg=0

dw

(3.8)

gdzie wy oznacza ugiccie w Srodku plyty.
Przyrost ugigcia w §rodku plyty obliczymy przez scatkowanie (3.4),

&r X1
C C
(39) wo = [ dpas = St [ n@ix = S 1=Tua),
[4] 0
a przyrost obcigzenia obliczymy wediug (3.2),
D
(3.10) op = —dn (&) = “‘8—1(1414‘31)-
14

Dalsze postgpowanie bedzie podobne do tego, jakie zaproponowal Lepix [10]. Wa-
runek wystgpowania procesu czynnego w jednej z warstw dsE > 0, po uwzglednieniu
(2.6), (2.8) i (2.9), mozna lacznie napisaé

03, + d2, 1

@.11) TGk, C 2

Dla rozwiazania (3.4) powyzsza nieréwnoéé mozna doprowadzié do postaci

612 =k > g A

W przedziale 0 € x < 3,8317 funkcja |Jo(x)| < 1 i jako stosunek D,/C, mozna przyjaé

D B
3.13 —L=-L
(313) =
fizycznie odpowiada to przejsciu jednej z warstw w §rodku plyty od procesu aktywnego
do biernego.
Po podstawienin wyprowadzonych zalezno$ci do (3.8) otrzymujemy poszukiwany wzér

na wspdlczynnik katowy stycznej w punkcie bifurkacji stanéw réwnowagi

_ 1+Cy,/Cyy

(.19 B 1=Jo(xy)

gdzie C,, i Cy, liczymy wedlug wzordw (3.3).
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4. Koncepcja ustalonego obciazenia

W plytach, podobnie jak w pretach, mozna obliczy¢ asymptotyczng wartos¢ obcia-
zenia jakie moze powstaé w wyniku powstania stref lokalnych odcigzefi przy nieogra-
niczonym wzroscie ugigé (opieramy si¢ na geometrycznie liniowej teorii matych ugiec).
Zamiast rozpatrywaé pozakrytyczne stany réwnowagi mozna od razu obliczyé odpo-
wiednia warto§¢ obciazenia krytycznego zakladajac, ze w plycie natychmiast po wybo-
czeniu wystapia rozwinigte strefy czynno-bierne, a warto§¢ obcigZenia nie ulegnie zmianie.

W pretach takie podejécie Engessera-Karmana sprowadza si¢ do obliczenia odpo-
wiedniego modulu zredukowanego. W plytach problem jest znacznie bardziej skompli-
kowany ze wzgledu na zloZony stan napreZzen. Gidéwna trudnodcia jest tu wyznaczenie
granicy wystgpowania obszaréw czynno-biernych. Odpowiednie réwnania, wyprowadzo-
ne dla teorii odksztalceniowej przez ILiuszyNA [6}], a dla teorii plyniecia plastycznego
przez HANDELMANA 1 PRAGERA [4] oraz HoOPKINSA [5], moZna scalkowaé jedynie w nie-
licznych przypadkach. Wynika stad zainteresowanie metodami przyblizonymi rozwiazy-
wania poszczegbinych zadan. .

Przy obliczaniu plyt kotowych LEpik [9] zastosowal metod¢ Bubnowa-Galerkina,
a TOLOKONNIKOW [26] i Porow [16] otrzymuja przyblizone wartoéci obcigZzef krytycz-
nych dzigki zatozeniu rozkladu stref lokalnych odciaZef. Proste rozwigzania mozna otrzy-
ma¢ przez polaczenie metod wariacyjnych z zaloZzeniem ILIUSZYNA 0 zerowaniu si¢ wariacji
sit podtuznych wewnatrz ptyty (por. [6, 17)).

Najpierw zajmiemy si¢ rozwiazaniem przyblizonym metoda Iliuszyna, gdyz w plycie
tréjwarstwowej jest ono podobne do rozwiazywania otrzymanego wedlug koncepcji
wzrastajacego obciaZenia.

4.1, Metoda przyblizona Diuszyna. Aby uproécié obliczenia ILiuszyN [6] zalozyl, Ze
w koncepcji stalego obcigzenia wariacje sit podhiznych sg réwne zeru nie tylko przy
brzegu, ale tez wewnatrz calej plyty,

@.1) 81y (&) = dn,(8) = 0.

Dzigki temu mozna z dwéch pierwszych réwnan fizycznych (2.13) obliczyé d2;, a po
podstawieniu do réwnaf na dm; wyrazié je tylko poprzez krzywizny. Otrzymamy w ten
spos6b wzory (3.2), na wariacje momentéw domy;, gdzie wspblczynniki C;, wyniosa
A 1
Ciy=Cyy = Tl - m [(A1A2"B1B2)A2+(A1B2—A2B1)B2],
B 1
2 2(41-B)

“4.2

Cio=0Cy = [(A; 4, —ByB,)B,+(A; B,— A, B))A4,].

Przy postugiwaniu si¢ teoria plyniecia plastycznego 4, = B, i wzory (4.2) znacznie uprasz-
czajg sie,
A, A3 B, A3
ST, Cu= o
2 A+ B, 2 A,+B,

Rozprzezenie ukladu réwnan fizycznych umozliwia poslugiwanie sig roniqzaniami
(3.5) 1 (3.6) ze wspblczynnikami (4.2) liczonymi dla proceséw czynno-biernych. W kazdym

(4.2a) Cy, =
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punkcie plyty jedna z warstw bedzie docigzana, a w drugiej wystapi proces bierny; zazna-
czono to na rys. 3, gdzie nie zaczerniona czg$¢ odpowiada procesowi biernemu.

4.2. Rozwiazanie icisle dla plyty przegubowo podpartej. Zajmiemy si¢ teraz rozwigza-
zaniem Scistym, polegajacym na odrzuceniu zatozenia Iliuszyna (4.1). Przyjmiemy, ze

a) b) y
E—— _L__._-_—._}L
D L 7
. £o=2409/
fl ’(Z/ﬂ A|/ §[=3;832/ﬂ J
Rys. 3

w przypadku przegubowego podparcia rozklad stref réznych typdw proceséw bedzie
taki, jak na rys. 3a (w calej plycie zachodza procesy czynno-bierne — w warstwie zaczer-
nionej czynne, a w dolnej nie zaczernionej — bierne).

W przypadku plyty kolowej C, = D, i wariacje vogdlnionych odksztalceri powierz-
chni §rodkowej (2.7) zgodnie z (2.17) wynosza

day = — ﬂ O+ —— 02, = ﬂ —5—0k,+ al
ok, = C, 5 § (Jo ) ok, = C, f,, .

Wariacje uogélnionych sit promieniowych (2.18) mozna doprowadzi¢ do nastgpu-
jacej postaci:

2 24,

on, = (BZ B 4, )5152‘*‘ - (4,+B)),

4.9
omy = Cy, 0k, +Cy, 0k, + '"E—l (A2+ By),
P

gdzie przez analogig do (3.2) uzyto oznaczeft

A, A

4.5 -2 42 = P
“3) Cui 2 24,° 2 24,

Warunki brzegowe _
(4.6) ony (&) = om (&) =0

beda spelione, jesli wyznacznik gléwny ze wspbiczynnikéw przy C, i D, w (4.4) bedzie
zerowal si¢. Otrzymujemy stad réwnanie charakterystyczne o postaci analogicznej do
(3.6),

4.7 xljo(xl)_[l_ glz + (A2+B2)(4,B,—B, 4
1

(41— 45)(A4+B))

W teorii plynigcia plastycznego 4, = B, i bedziemy postugiwali sig réwnaniem

2) ]Jl(xl) = 0.

i ' ' C 43 4
4.7a Jole)— |1 - =212 2 L ] =0.
( ) x’ O(XI) [1 Cll + Alcu Al +B JI(XI)
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Po rozwigzaniu rownania (4.6) obcigzenie krytyczne obliczymy z (3.7), przyjmujac
C,, wedlug (4.5),. :

Nalezy jeszcze sprawdzié, czy dobrze zostat przyjety typ proceséw zachodzacych przy
wyboczaniu sig ptyty. Jedli bedzie wystgpowat proces bierny w dolnej warstwie (rys. 3a),
to powinna byé w niej spetniona nieréwnoéé (3.11), w ktérej ze wzgledu na pierwszy
(podstawowa) forme¢ wyboczenia mozZna opuéci¢ znak bezwzglednej warto$ci. Po podsta-
wieniu (4.3) mozna (3.11) przeksztalci¢ do postaci

2(4,B,~B;A;)  J(x)
(Al“Az)(A1 +B1) X

Przy wzrastajacej warto§ci argumentu 0 < x < 3,832 funkcja J,(x) maleje, natomiast
J,(x)/x wzrasta, Wystarczy wigc zbadaé czy zachodzi nieréwnosé przy podporze dla
wartoéci x = x;, ktora jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego (4.7). Mozemy
stad obliczyé Jy(x;) 1 zamiast (4.8) zbadaé czy

(4.8) Jo(x) =

Cia , (A2+By)(4,B,—B,4y) 24, B,— By 4)

- > .
Ciy (A} —A45)(4,+B;) - (Ay~A42)(4; +By)
W drodze elementarnych przeksztalcen mozna doprowadzi¢ tg nierdwno$¢ do postaci
4.9 fB3=0-2)f]=0,

ktéra jest zawsze spelniona. Przy stosowaniu wzordéw (2.11b) teorii ptyniecia plastycznego
haleiy przyjaé f, = 1.

W ten spos6b wykazali§my, Ze poprawnie przyjeliSmy obszar czynno-bierny w calej
plycie tréjwarstwowej. Do podobnego wniosku doszedt Lepik [9] okre$lajac rozkiad
stref w plycie pelno$ciennej. Natomiast ToLOKONNIKOW [26] i Porow [16] zaktadali wyste-
powanie strefy proceséw czynnych w calych przekrojach przypodporowych, co nie wy-
daje sie by¢ uzasadnione.

4.3, Rozwiazanie cisle dia plyty utwierdzonej. Zajmiery si¢ drugim skrajnym przy-
padkiem podparcia brzegu. W plycie utwierdzonej moga wystapi¢ dwa przypadki roz-

‘ a) y b y
A7 7T —-H-j«L !:'*—I—'—“'—I[—':#
_gf—l k B €r . a
&r J £ {
£ : -7
Rys. 4

ktadu obszaréw réznych typéw proceséw. RozwaZamy najpierw przypadek og6lniejszy,
ktéremu odpowiada rys. 4a.

W plycie obok obszaré6w czynno-biernych moze wystapi¢ obszar bierny, ktérego
nie bylo przy stosowaniu zatozenia Hiuszyna (por. rys. 3b). W obszarze tym, wobec jed-
nakowego typu proceséw zachodzacych w zewnetrznych warstwach, bedzie

117 plt __ _
Az = B —-—O!II—O,
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co nieco uprosci dalsze réwnania. Aby skréci¢ zapis, wielkosci odnoszace si¢ do poszcze-
gbélnych obszaréw opatrzymy odpowiednimi indeksami. W punktach styku obszaréw
argument x bedzie miat dwa indeksy, z ktérych dolny oznacza punkt, a gérny obszar:

(4.10) x=f:6, r=LI s=11IL1I

Punkty & i &, rozgraniczaja rézne obszary i je$li uméwimy sie, ze warstwa ,,+
bedzie warstwa dolng na rys. 4a, to bgda obowigzywaly réwnania wynikajace z warunku
os; = 0:

@11) 03,403, | _L '(?_9‘1+692 1
' Sy +0ky e, 27 Oky+0ky e, 2

W punktach tych musza by¢ spetnione warunki ciggtoéci
Sy = Sgitt, (B = (BttY,

@12 bup = bt () = gy, 0TI
a w punkcie konicowym &; warunki brzegowe
(4.13) dp; =0, dny(&) =0.

Otrzymujemy w ten sposéb komplet dwunastu réwnafi na wyznaczenie stalych Cj,
Djdlas=LILULij=1,2 (przyjmujemy C; = D} = 0) oraz wsp6lrzednych &, £
i £;. Poniewaz réwnania sa liniowe wzglgdem statych C; i D, to mozna te stale wyelimi-

nowaé i zamiast jednego réwnania charakterystycznego otrzymaé nastepujacy uktad
réwnan:

I
x
111 Jé(x}) = 0,
X1

“414) 4" x)+d YV (x) = 0,

[ = K)o () — () o ()] + [k Ge) 2o (xi) — (xid) 2T (61 )] ds +
+ [(;kx)* Yo (xit) ~ (11')? Yo (x11)] d, = 0,

by J5"(x10) +b2 Yo' (x11) +

gdzie wprowadzono oznaczenia

by = - (AVIYE - 51V,
b, = il IIJI yII 1 71 JIE
2 = —2—(""x1 JlJO +x1J0J1 )GI’
@15)  dy = (HPYIIEY by + (Y EYS SE VS bl
@y = (= XTI byt (~ VPTG VI bl

I
Ka = ?.I:—k'

I 172
U N P O ]’ p o Ai+B
H

T HE T @) — (b T A4 -BY’



WYBOCZENIE TROJWARSTWOWEJ PEYTY KOLOWE) 589

W podanych wspdtczynnikach uzyto skrdconych oznaczen wartoéei funkeji Bessela,
zgodnie z przyjetymi indeksami, np. Ji"le, = J (xI{"). Jako mnoznik po prawej stronie
tych wspbiczynnikéw wystepuje /2, co wynika ze zwiazku (por. [12]),

[ Vo) = Jo() Yy ()] = =

Uklad (4.14) zastgpuje réwnanie charakterystyczne (3.5) z koncepcji wzrastajacego
obciazenia i moze byé tatwo rozwigzany w drodze kolejnych préb. Posta¢ uktadu narzuca
metode rozwiazywania. Jesli mianowicie bedziemy ustalali wartoéci xI, to mozna wtedy
obliczyé b, oraz b, 1 rozwigzaé réwnanie (4.14), ze wzgledu na xi1. Z kolei mozna obli-
czyé wspdlczynniki d; oraz d, i rozwiazaé (4.14), ze wzgledu na x;. Warto§¢ x} nalezy
tak dobraé, aby bylo spelnione réwnanie (4.14),, tj. £ = 0.

Jeéli podczas rozwigzywania bedzie x3' > x; to oznacza, Ze strefa bierna dochodzi
do podpory i nalezy rozpatrzeé rozklad obszaréw, jak na rys, 4b. W tym przypadku liczba
réwnan (4.11) i (4.12) maleje i zamiast (4.14) otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

byJi(x)+b, Y1l (x) = 0,

" 4.16
(4.16) 1= KoxtToG)— (2 12() = 0,
gdzie wspéiczynniki b, i b, zostaly okreSlone w (4.15), a K}, wynosi

(1) 4 (AF+ BY)
A5[(A)7 = (A5 (AT~ BY)

4.17) Ky =

Uzyte w réwnaniach (4.14) i (4.16) wspdiczynniki b; i d; wynikaja z réwnan ciag-
loéci i sg stosunkami odpowiednich stalych,

(4.18) CHCi=b;, CMCl=d; dla j=1,2.

Tak wiec typ stref przy brzegu plyty utwierdzonej bgdzie ustalony w trakcie obliczen
i nie jest zaktadany a priors, jak to uczyniono w pracach [26] i [16].

5. Materiat idealnie plastyczny

RozwazZajgc modele materiatu ze wzmocnieniem nalezy pamigtaé, ze moduly styczny f
i sieczny f; nie sa niezalezne, lecz powiazane charakterystyka materiatu o(e). Przy przejécin
do materiatu idealnie plastycznego we wzorach (2.11) nalezy przyjaé f; = 0, natomiast
12 f; 2 0. Taka niejednoznaczno$é begdzie miata wplyw na wyniki obliczer, totez zaj-
miemy si¢ dokltadniej tym przypadkiem (por. tez [8], [10]).

Wszystkie wzory podamy dla teorii odksztalceniowej, gdyz jak wskazaliémy w p. 2.3
przejicie do teorii plyniecia uzyskamy przyjmujac fi = 1. Potrzebne wspéiczynniki po-
damy dla réznych koncepcji:

a) wzrastajace obciaZzenie

—_— p—rq fs—_—
(5.12) Cu=~Co= 35T 2y
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b) ustalone obciazenie, przyblizona metoda Iliuszyna

fs

(5-1b) Cyy=~-Cp, = T—f—?l—-f-‘lm’

c) ustalone obciazenie, rozwigzanie Sciste (dla procesu czynno-biernego przy pod-
porze)

s _ .Sl
(5.1c) T s sy A Ll T c iy v

Tak samo jak w p. 5 rozpatrzymy dwa przypadki warunkéw brzegowych.

5.1. Plyta przegubowo podparta. Wspdtczynnik 1—C,,/C,; w réwnaniu (3.6) bedzie
réwny 2, jak wynika ze wzordw (5.1a) lub (5.1b) i rozwiazanie x; = O bedzie niezalezne
od f;. Mozna w tym przypadku okreslié granice stosunku obcigzef krytycznych liczo-
nych wedtug (3.7) dla przypadkéw a) i b), okreSlonych wzorami (5.1a) i (5.1b),

p_ 2B=(1=2)f]

5.2.1 =limy, = lim*—~ = =~ > 2%
( ) &1 = fi0 s fi—0 Pa 3+ (1+49)f;
9
P
5
I 4
70 | | | | ﬁ
YO0 02 04 06 08 10
Rys. §

Wspblezynnik g,(f;), okredlajacy wzgledna warto$é obciaZenia liczonego wedtug me-
tody Iliuszyna w stosunku do koncepcji wzrastajacego obcigZenia, wynosi dla skrajnych
wartoéci f; (rys. 5)

O =2 g)=1

Je$li postugujemy sig¢ rozwigzaniem Scistym w koncepcji ustalonego obcigzenia, to
wspolezynnik przy J(x) w réwnaniu (4.7) wynosi tez 2. Wspélczynnik g, obliczymy
Jako gramcq stosunku obciazer krytycznych liczonych wedtug koncepcji ustalonego
i wzrastajqcego obcigZenia przy uzyciu wzoréw (5.1a) i (5.1c),

(5.2.2) g, = limy, = lim Pe _ 2[3~(1-2v)f]

fi0 fis0 Pa 34+92—v)f;
Warto§¢ tego wspétezynnika dla f; = 0 wynosi g,(0) = 2, natomiast dla f; = 1 warto$¢
g(1) = 11 zalezy od wspélczynnika Poissona ». Na rys. 5 pokazano wykresy tych wsp6lt-
czynnikéw dla ustalonej wartoéci » = 0,3.
W rozpatrzonym przypadku graniczna wartodé wspolczynnika katowego T stycznej
w punkcie bifurkacji wynosi

(5.3) lim 7 =2.
fi—0, x>0
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Wyniki otrzymane dla plyty przegubowo podpartej majg znaczenie czysto teoretyczne,
gdyz odpowiadaja przypadkowi granicznemu x, - 0. Z (3.7) wynika, ze &pltPir — 0,
co dla py, —» 1 prowadzi do wniosku, ze promiea plyty & — 0. W takim przypadku
przestaja obowigzywal zalozenia plyt cienkich, na ktérych oparliSmy caly analize.

52. Plyta utwierdzona. Pierwiastek réwnania (3.5) obowigzujacego w koncepcjach
a) i b) jest niezalezny od wlasnosci materiatu i wynosi x; = 3,832. Analiza réwnan (4.14)
wskazuje, ze przy f; - 0 przy podporze pojawia si¢ obszar proceséw czynnych i nalezy
sic postugiwa¢ uktadem (4.16).

Jedlif; = Oto K, = 0irdwnanie (4.16), jest spetnione dla x{ = 0. Oznacza to, ze w ca-
tej ptycie zachodzi proces czynny i nalezy postugiwacé si¢ wzorem (5.1a) dla C{,. Poniewaz
w tym przypadku b, = 1 i b, = 0, réwnanie (4.16), przechodzi w (3.5). Tak wiec obcia-
zenie krytyczne obliczane metoda §cisla wedtug koncepcji ustalonego i wzrastajacego ob-
cigzenia przyjmuje w plycie utwierdzonej tg samg warto§¢ (g, = 1)

(5.4) limp,, = 22t MO
' S0 2&te, &ep3—-(1-2)f]

Graniczna warto§¢ wspolczynnika katowego t w punkcie bifurkacji wynosi zgodnie
z (3.14)

(5.5) lim 7 =0.
ft—0
xi—>3,832

Poniewaz wartoéci g, nalezy liczyé wedtug wzoru (5.2.1), wigc wynika stgd wniosek,
Ze obcigZenie krytyczne liczone wedtug metody Iliuszyna bedzie dla f, - 0 wyzsze od
obcigzenia wyznaczonego metodg Scista. W granicznym przypadku f, = 0 postugiwanie
sie metoda Iliuszyna moze prowadzié do znacznych bledéw.

W pracy [17] przeprowadzono obliczenia dla plyty kotowej, wykonanej z materiatu
sprezysto-plastycznego, o zaleZnodci o—e aproksymowanej wzorem Ylinena: gfo =
= E-'(1—c|o/o,])/(1—]|o/o,|). Obliczenia prowadzono metodg odwrotna, czyli ze dla
ustalonych wartodci py, okre§lano f; i f; 1 obliczano &;. W takim postgpowaniu otrzymy-
wano duze réznice wynikéw przy stosowaniu metody Iliuszyna, gdyz dla f; — 0 wartoéci
g — 2.

Przeprowadzona analiza materiatu idealnie plastycznego rozszerza wnioski podane
w pracach Lepixa [8, 10], gdyz zostala dokonana w oparciu o rozwiazanie §ciste kon-
cepcji ustalonego obcigZenia. Z drugiej strony zostala ona wykonana dla plyty tréjwarstWo-
wej, ktéra zastapiliémy plyte pelnoscienng.

6. Przyklad numeryczny

Aby uniezaleznié sie od charakterystyki materiatu o—e, obliczenia numeryczne wy-
konano w oparciu o wzory teorii plastycznego ptynigcia. Obliczenia prowadzono metoda
odwrotna, ktéra polegata na obliczaniu obciazen krytycznych p = py,e,&r dla ustalonych
warto$ci modutéw stycznych f; = E,/E. Wszystkie obliczenia' wykonano dla materiatu
Sciliwego, gdy wspétezynnik Poissona » = 0,3.
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Wartoéci funkcji Bessela wzieto z tablic [20, 23], w ktorych przyrost argumentu Ax =
= 0,01. Wartosci poSrednie otrzymywano z interpolacji liniowej, zachowujac 5 cyfr
znaczacych.

W tabl. 1 podano wartosci p dla plyty przegubowo podpartej, obliczone wedtug kon-
cepcji wzrastajacego obcigzenia oraz wspofezynniki y, 1y, dla metody przyblizonej Iliu-
szyna i rozwiazania §cistego wedtug koncepcji ustalonego obcigzenia.

Tablica 1. Plyta przegubowa podparta, teoria plastycznego plynigeia, » = 0,3

fi Puwzr Y1 Y2 Y2ly1 ]’ T
0 0 1 1,440 1,440 2
0,005 0,00861 2,277 2,324 1,021 1,180
0,01 0,01975 2,622 2,646 1,009 1,021
0,02 0,04026 1,859 1,877 1,010 1,011
0,05 0,09437 1,823 1,851 1,015 1,097
0,1 0,17978 1,704 1,733 1,017 1,175
0,2 0,33259 1,532 1,552 1,013 1,290
0,5 0,70200 1,239 1,244 1,004 1,482
Prgr = pkrslzep = %xlchl

V1= Py iPyzpr Y2 = Pust.se Py

Tablica 2. Plyta utwierdzona, teoria plastycznego plynigcia, » = 0,3

Pierwiastki rownafi (4.14) lub (4.16)
Si Pwzr V1 Y2 Y2ly1 T X x5
x xip x'
0 1,4117 | 1 1 1 0 0 — 3,832
1,152
0,005 1,4300 | 1,013 | 1,043 | 1,030 | 0,0061 — 3,913
1,400
1,344
0,01 1,4483 | 1,034 | 1,068 | 1,034 | 0,0360 il — 3,960
1,630
1,550 3,780
0,02 1,4846 | 1,046 | 1,102 | 1,053 | 0,0727 A - 3,326
1,874 3,126
1,770 3,328
0,05 1,5917 | 1,099 | 1,160 | 1,056 | 0,1612 A — 3,446
2,120 2,779
' 95 3,130
0,1 1,7647 | 1,153 | 1,205 | 1,049 | 0,2852 1952 — 3,566
2,302 2,653
2,133 2,940
0,2 2,0015 | 1,191 | 1,223 | 1,027 | 0,4634 —_— S 3,693
2,448 2,562
3,320 2,655
0,5 29411 | 1,137 | 1,142 | 1,004 | 0,6844 3,807
2,495 2,469

31

2 1 2
wzr = Pppél £p = il cla,

P =Pt tPwzr Y2 = Pustte Py,
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Wyniki obliczen dla ptyty utwierdzonej zestawiono w tabl. 2. Podano tutaj wartoéci
xt, xI* 1 x; rozgraniczajace obszary czynne od czynno-biernych. Widaé, ze dla matlych
modutéw f; < 0,01 obszar czynny dochodzi do utwierdzenia.

Otrzymane wyniki potwierdzaja wniosek, jaki czesto wyciggano w oparciu o znacznie
skromniejsze dane numeryczne (por. np. [9, 16]), o dobrej doktadnosci metody przybli-
sonej Iliuszyna. W przypadku plyty swobodnie podpartej réznice w odniesieniu do me-
tody £cistej ustalonego obcigzenia (z wyjatkiem f; = 0) nie przekraczaja 2%, a dla plyty
utwierdzonej — 6%,.

7. Uogdlnienie wynikéw na rzeczywista plyte tréjwarstwows

Zgodnie z zatoZeniami przyj¢liSmy, Ze przekrdj tréjwarstwowy ma aproksymowaé
przekrdj petlnoécienny, Otrzymane wyniki mozna wykorzysta¢ réwniez do obliczenia sit
krytycznych w rzeczywistym przekroju tréjwarstwowym. W takich plytach duzy wplyw
na ugiecia majg odksztalcenia postaciowe wypelniacza i stosowana przez nas hipoteza
Kirchhoffa (2.5) odcinka normalnego w odniesieniu do calego przekroju moze prowadzié
do znacznych bleddéw (por. [21]). Zajmiemy si¢ teraz uogdlnieniem rozwazan na przypa-
dek ogdlnej utraty statecznoéci plyty trojwarstwowej w oparciu o metode Bijlaarda roz-
dzielonych sztywnoéci.

W pracy [2] BULAARD zaproponowal obliczanie obcigzenia krytycznego wedtug wzoru

(.0 pr=pot [+ 1)
Py D>

w ktérym p, jest obcigZeniem krytycznym liczonym dla oddzielnych warstw no$nych
(zewngtrznych), p, — obciazenie krytyczne bez uwzglednienia wplywu odksztalcen posta-
ciowych wypetniacza, p, — obciazenie krytyczne tylko od odksztalcenn wypelniacza. Przy
liczeniu p, i p, pomija si¢ sztywnosci wlasne na zginanie warstw noénych.

W naszym przypadku obciazenie py, liczone wzorem (3.7) odpowiada p, w (7.1).
Jak wykazano w [2] dla wszechstronnego plaskiego $ciskania, sita p, jest niezaleZna od
formy wyboczenia i wynosi

7.2 U
() . P2=—E_——dG“

gdzie G, jest modulem odksztalcenia postaciowego wypelniacza.

W zastosowaniach mozna catkowicie pominaé sztywno$ci whasne warstw no$nych,
a wigc przyjaé p, = 0. Po polaczeniu wzordw (3.6) i (7.2) wz6r (7.1) na obciaZenie kry-
tyczne napiszemy w postaci

7.3 Y S
( ) .pkr 1+(ZP1 ’
gdzie, dla skrécenia zapisu, uzyto oznaczen

2C, E d d
7.4 = MG - ==
(7.4 =A% 2achh( h)
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Wspolczynnik o zalezy wylacznie od statych materiatowych (£1 &, odnosza si¢ do warstw
no§nych) i wymiaréw poprzecznych wypetniacza, natomiast warto$¢ wspolczynnika C,,
odpowiada obciazeniu py, z (7.3). W rozwazanym poprzednio przypadku niepodatnego
wypetniacza G, — co i wspdlezynnik C,; = f(p,).

Wzér (7.3) zostat wyprowadzony dla wypetniacza typu lekkiego (taki termin jest sto-
sowany w literaturze radzieckiej — por. [29]), ktéry przenosi jedynie naprezenia styczne
od sit poprzecznych, a nosne warstwy zewngtrzne sa w stanie bezmomentowym (pomija-
lismy dla tych warstw sztywno$¢ wlasna na zginanie).

Ogdlniejsze rdéwnania statecznodei plyt tréjwarstwowych uwzgledniajgce réwniez
uplastycznienie wypelniacza, wyprowadzit GriGOLUK [3]; wystepuja jednak znaczne trud-
nosci przy ich catkowaniu.

8. Uwagi koncowe

W pracy zajeliSmy si¢ tylko symetryczng plyta tréjwarstwowa. Rozwazania mozna
bez trudu uogdlnié na plyty o réznej grubodci i réznych wlasnosciach warstw nosnych
(por. [13]).

W konstrukcjach warstwowych czgsto istotne jest uwzglednienie anizotropowych
wlasnoéci materiatu. Odpowiednie réwnania statecznosci dla sprezysto-plastycznej plyty
pelnosciennej zostaly wyprowadzone w [18]. Wszystkie rownania i wzory wyprowadzone
w obecnej pracy zachowuja swoja posta¢ w przypadku cylindrycznej ortotropii. Nalezy
wtedy tylko przyja¢ macierz E;, wyprowadzong dla materiatu ortotropowego w [28]
zarowno dla teorii odksztatceniowej, jak tez plastycznego plyniecia.

W pracy obliczaliSmy obciaZzenia krytyczne wedlug koncepcji wzrastajacego i ustalo-
nego obcigZzenia. W obliczeniach inzynierskich znaczenie ma przede wszystkim pierwsza
koncepcja, ktéra daje bezpieczniejsze (nizsze) wartosci obcigzen krytycznych i w przy-
padku plyt prostokatnych jest zgodna z do§wiadczeniami (por. [29]). Obcigzenie krytyczne
liczone wedliug koncepcji ustalonego obcigzenia jest wyzsze i daje oszacowanie od gory
obcigzen jakie moZe przenies¢ plyta w wyniku rozwinigeia si¢ stref proceséw biernych.
Nalezy tuta] podkredlic dobra dokladno$¢ przyblizonej metody Iliuszyna, co wykorzysta-
no w pracy [17] do sporzadzenia wykreséw zaleznosci pomigdzy krytycznymi wartoscia-
mi obciaZenia i odpowiednimi promieniami plyty p—&,.

Nalezy dodad, Ze wartosci krytyczne liczone wediug koncepcji ustalonego obcigZenia
moga by¢ osiagnigte przy nieograniczonym wzroscie ugieé (opieramy si¢ na geometrycz-
nie liniowej teorii malych ugieé). Analiza stanu pozakrytycznego wymaga oparcia si¢ na
teorii duzych ugi¢é (por. [28]), przy czym moze powstaé koniecznoéé rozwazania nie tylko
proceséw biernych, ale tez wtérnych odksztatceri plastycznych (por. {11, 19]).

Jak wykazali§my w p. 5, przy f; — 01 f; — 0 réwnieZ promieni plyty & — 0. Podkresli-
li$my, Ze takie rozwazania majg charakter czysto teoretyczny, gdyz przy krepych plytach
przestajg obowigzywal przyjete zatozenia. W takim przypadku nastepuje znaczny wzrost
odksztalcei i zagadnienie utraty statecznoéci nalezy rozpatrywaé w ujeciu teorii odksztal-
cen skonczonych (por. [27]).

W pracy opierali§my si¢ na klasycznych teoriach plastyczno$ci. Jak wynika z przyje-
tych wzoréw (2.11), wyniki obliczen wedtug teorii odksztalceniowej i ptynigcia plastyczne-
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go nic beda si¢ wiele réznily przy malych odksztalceniach plastycznych. Przy wzroécie
tych odksztatcen otrzymujemy podwyzszenie wynikow teorii plynigcia w stosunku do teorii
odksztalceniowej, przy czym ta ostatnia na ogdt lepiej zgadza sie z wynikami doswiadczen.
Zblizenie wynikéw teoretycznych mozna uzyskaé przez odpowiednia modyfikacje teorii
ptynigcia (por. [15]). Nalezy tez wymieni¢ proby stosowania teorii statystycznych (por.
[29]), ktore prowadzy jednak do zmudnych rachunkéw.
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Pesmome

VCTONUMBOCTD KPYIJION TPEXCIOWHOM NIACTUHKY 3A IIPENEIOM
VIIPYTOCTHU

VineanuanpoBaHHas TPEXCIORHAs MIIACTHHKA HCCIENYETCs B pamiax rumotesnbl Kupxrobda o mop-
MaJLHOM CEYeHNH, 0G0OIIEHHO! Ha Bee NONePeHHOe CEYEHHE, H B NIPEAIIOI0KEHHH OTHOPOJHOTO pacrpe-
JIeNeHHsT HaPsDKEHMK BO BHEUIHHX COSX IJIACTHHKU. BIIarofapst 9THM MPEIIIONIOMKEHUIM CTAHOBUTCH
BOSMOXXHBIM HHTETPHDOBANME OCHOBHOH cucrembl ypaBueHnid (2.15). Toumnoe pewtenne (2.17) cxommo
o dopme ¢ perrenuem IS YIPYTOi MUIACTMHIKH, OFHAKO KO3 GbMIHEnTb! B 9TOM pellleHMH 3aBHCAT KaK
OT THIA XIPOLECCA, TAK M OT BEJIUUMHBI MIACTHUYECKOH HedopMalMK B HECYIHX CIIOAX.

HccneoBaHbl pe3ysTarThl, MONyUeHHbIE B PAaMKaX IPHHIHNA NOCTOSHHON Harpyskm (mopxoxn Kap-
MaHa) ¥ B pamMKax NPHHITMNA BoapacTalonieit Harpysiu (momxon IUenmn). ITosyueHnnle pelieHys crpa-
BERJIMBLI KaK A Ke(HOpMALMOHHOA TEOPHH ITACTHUYHOCTH, TAK M JUIsL TEOPHH IUIACTMYECKKOTO TEUEHHA,
B 3aBHCHMMOCTH OT GOpMBI JIEMEHTOB MaTpuibl >recrxocreit Fpp (2.11).

Ins cnyyas Bospacrarolleil Harpysku BoiBefeHa dopmyna (3.14), nmo xoropolf MoXXHO paccuuTaTsh
YroJI HAKJIOHA KacaTelnsHOH B Touxe Gudyprarui.

TIpnbnvryterHoe peluenue B paMKax NPUHIMIA IOCTOSHHON HATPYSKH IIOJIYUEHO HAa OCHOBE METOAA
WionnHa, T, €. B IPEANIONIOYKEHUH PABEHCTBA HYJIO BapHaluil IIPOJOJBHBIX YCHIINA BHYTPH IUIACTHH-
i, TOYHBIA METOJ pelleHnss NPUBOJUT K XAPAKTEPUCTHUECKHMM YPABHEHMSIM, KOTOPBIE IIOJYYaIoTCH
TP YAOBJICTBOPEHNY COOTHOLICHMAM HEIPEPHLIBHOCTH Ha TPAHMLAX MEXIY 00JaCTAMH C PadJIMUHOro
THNA IIPOLECCAMH K IIPM YAOBICTBOPEHHMH COOTBETICTBYIOLNMM KpaeBbIM ycioBusM. st cBoGomHO-
OIIePTOH IUIACTHHKY IONXyuaeTcst ypaBHenue (4.7), a s 3al1eMICHHON TUIACTHHKY — CUCTEMBI ypaBHE-
wuit (4.14) wmu (4.16), B saBucumMOCTH OT umcJia o6acTeil, PaccMOTpEHa TAIOKE IJIACTHHKA M3 HAEAIBHO
“YUpPYTO-IUTACTHUECKOrO MaTepHana.,

B xauecTBe YHMCIEHHOTO IIPMMEP2 B PAMKAX TCOPHH IUIACTHUYECKOTO TEYEHMS PACCUMTAHA TUIACTHHKA
M3 Cxamaemoro marepmana ¢ xoaddunuentom Ilyaccona » = 0,3.

B rabmmuax comocraBiieHsl pesyNbTATHI I PA3HbIX sHaueHuE xosddurmenra f; = E/E.

ITonyuesHble pemeHHss 0GOOIIEHbI Ha CNy4yail TPEXCIIOHHON MUIACTHHIH C YIPYTUM SATOJHMTENEM.
“Dopmyna (7.3) maer BeNIUMHY KPUTUYECKON HATDYIKM [JIA 3TOW IUIACTHHKH.

Summary

BUCKLING OF A SANDWICH CIRCULAR PLATE BEYOND THRE ELASTIC LIMIT

When considering an ideal sandwich plate (the Kirchhoff hypothesis of normal segment is valid for
-the whole plate cross-section, in external layers act the membrane stresses), the integration of the basic
:set of Egs. (2.15) is possible. The exact solution (2.17) is of the same form as in elastic plates but its coeffic-
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ients depend both on the type of process and yielding of the zones of the plate considered. Results obtain-
ed on the base of the hypothesis of constant loads (Karmdn’s approach) and increasing loads (Shanley-
type approach) are analyzed. These solutions are valid both for the deformation theory and for the plast-
ic flow theory, depending on the form of the stiffness matrix E;,, according to (2.11).

In the case of increasing loads the formula (3.14) for the slope at the bifurcation point is derived.

An approximate solution for the constant load hypothesis is obtained, applying the Iiyushin method
of neclecting the membrane forces variation. The exact solution leads to characteristic equations which
result from satisfying the continuity relations and the appropriate boundary conditions. Eq. (4.7) for the
simply supportcd plate is obtained, and for the clamped one the set of Egs. (4.14) ov (4.16), depending
on the number of zones of different types of processes. A special case of ideally elastic-plastic material
is also considered.

Numerical computations for the theory of plastic flow and Poisson’s ratio » = 0.3 are performed.
The results are presented in tables for different values of the tangent modulus f; = E,/E.

The obtained solutions are generalized on the case of the real sandwich cross-section with a
determable core. The formula (7.3) has been derived to caleulate the buckling load according to the
Bijlaard method of split ridigities.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
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WARUNEK PODOBIENSTWA WSPOECZYNNIKA SKURCZU POPRZECZNEGO
W FOTOPLASTYCZNOSCI

ANDRZE} LITEW K A (PozNaKN)

1. Wstep

Przy modelowaniu sprgzysto-plastycznych zagadnien metoda fotoplastycznodel istotny
jest problem podobiefistwa modelowego. Z dotychczasowych prac [2, 5, 7, 9] wynika,
Ze warto$ci napreZen obliczone na podstawie badan przeprowadzonych metoda foto-
plastyczno$ci moga by¢ przeniesione na geometrycznie podobny i podobnie obcigZony
element wykonany z takich materialéw konstrukcyjnych, jak stal, aluminium lub mosigdz.
Jest to mozliwe z uwagi na to, Ze celuloid uzywany jako materiat modelowy w fotoplastycz-
nosci oraz wymienione materialy konstrukcyjne speiniaja nastgpujace warunki:

a) krzywe rozciagania materialu modelowego oraz materiatu, z ktérego wykonany jest
prototyp musza byé podobne,

b) zachowanie obu materiatdéw w obszarze plastycznym powinno by¢ opisywane tym
samym warunkiem plastycznoéci,

c) wspdlczynniki skurczu poprzecznego » zaréwno w obszarze sprezystym, jak i pla-
stycznym powinny byé dla obu materiatéw réwne lub zblizone.

Dwa pierwsze warunki byly przedmiotem licznych badan [2, 6, 7, 8], mniej natomiast
uwagi po§wiecono warunkowi trzeciemu. Problem speinienia tego warunku rozstrzygany
byt w oparciu o znane stwierdzenie [10] méwiace, 2e wspdlczynnik skurczu poprzeczne-
go dla odksztalcen plastycznych zbliza si¢ do granicznej wartoéci 0,5. Dla bliZzszego pozna-
nia tego problemu przeprowadzone zostaly badania wspolczynnika v w zakresie sprezysto-
plastycznym dla celuloidu oraz stopéw aluminium PA2 i PA4. Badania przedstawione
w niniejszej pracy nie obejmuja pomiaréw wspdlczynnika skurczu poprzecznego dla in-
nych materiatéw konstrukcyjnych, gdyZ byly one przedmiotem pracy [3].

2. Celuloid

Badania wspolczynnika » przeprowadzono na prébkach osiowo rozciaganych, ktérych
ksztalt i wymiary pokazano na rys. 1, droga réwnoczesnego pomiaru wydluzenia osio-
wego prébki oraz poprzecznego zwezenia. Grubo$é probek wynosita okoto 3 mm. Do
pomiaru wydluzenia uzyto katetometru Wild KMS801 dajacego dokladno$¢ pomiaru
+0,01 mm, natomiast zwezenie probki mierzono odpowiednio przebudowanym tenso-
metrem mechanicznym B. Holle MK3 o dokladnosci + 0,001 mm. Diugo$é bazy pomiaro-
wej dla odksztatcent podiuznych prébki wynosita 40 mm, natomiast odksztatcenie poprzecz-

8*
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ne mierzono na bazie okolo 9 mm, ktérej dlugosé kazdorazowo przed zamontowaniem
tensometru na probce mierzono komparatorem Abee’go o dokiadnosci pomiaru
+0,001 mm.

("%
— 1

.
G |

1

=2

Rys. 1. Probki uzyte do badan

W omawianych badaniach zrezygnowano z zastosowania jednego ze sposobdw eli-
minacji czynnika czasu na ksztalt krzywej rozciagania dla celuloidu, gdyz w danym przy-
padku byloby to zbgdnym utrudnieniem badan. ObcigZzenie prébek przeprowadzono
w sposéb umozliwiajacy otrzymanie mozliwie duzej ilodci odczytdw odksztalcen w za-
kresie sprezysto-plastycznym.
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Rys. 2. Krzywa rozciggania, przebieg zmiennodci obcigzenia w czasie badania oraz krzywa zmien-
nosci wspélczynnika skurczu poprzecznego dla celuloidu

Przebieg zmienno$ci obciazenia w czasie badania przedstawiony zostal na rys. 2. Na
rysunku tym wykreélono réwniez otrzymang z badan krzywg rozciggania celuloidu oraz
naniesiono obliczone na podstawie pomiaréw warto§ci wspdiczynnika ».

Z rozkitadu punktéw pomiarowych wynika, ze wspétczynnik skurczu poprzecznego dla
celuloidu wzrasta od wartoéei »,, odpowiadajacej zakresowi liniowo sprezystemu, do
pewnej granmicznej warto§ci v,, ktéra jest wspolczynnikiem skurczu poprzecznego dla
odksztalcen trwatych. Wielko§¢ wspélczynnika v, wyznaczona jako $rednia z 44 pomia-
réw wynosi »; = 0,326+0,006. Wspélczynnik », wyznaczono natomiast na podstawie
trwatych odksztatcen probek po ich odciaZeniu. Pomiary trwatego wydluZzenia probek
przeprowadzono za pomoca katetometru, a trwale zwezenie mierzono $ruba mikrome-
tryczna. Wyniki otrzymane z pomiaréw przeprowadzonych na prébkach wykazujacych
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odksztalcenia trwate w zakresie 0,5-12% przedstawia rys. 3. Srednia wielko§¢ wspdlczyn-
nika skurczu poprzecznego dla odksztalcen trwatych otrzymana z 43 pomiardéw wynosi
v, = 0,48640,007.
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Rys. 3. Wspblczynnik skurczu poprzecznego vp, przy réznych odksztalceniach trwatych dla celuloidu

W przypadku, gdy odksztatcenie probki sktada si¢ z odksztalcenia sprezystego v, oraz
trwatego odksztatcenia plastycznego »,, co dotyczy kazdego z punktéw lezacych na krzy-
wej rozciagania powyzej granicy sprezystoéci, wspolezynnik skurczu poprzecznego v moze
by¢ obliczony z zaleznosci
_ VsEstY, e
T ete,

Zalezno§¢ t¢ w nieco innej postaci podali BAHUAUD 1 Boivin [1] oraz Jeriemierew [3].
Linia ciagta na rys. 2 przedstawia przebieg zmiennoéci wspotczynnika » wedtug podanej
zaleznoéci, przy czym za v, i », podstawiono wyznaczone poprzednio wartosci, natomiast
&s 1 €, odczytywano dla poszczegblnych punktéw z krzywej rozciagania przedstawionej
na rys. 2. Z rysunku tego wynika, Zze rozklad punktéw odpowiadajacych zmierzonym
warto§ciom wspdlczynnika skurczu poprzecznego v w zakresie sprezysto-plastycznym
doktadnie odwzorowuje przebicg krzywej opisanej powyzsza zaleznoécig.

3. Stopy aluminium

W podobny sposéb jak dla celuloidu przeprowadzono pomiary wspélczynnika skur-
czu poprzecznego dla stopdw aluminium PA2-M (wyzarzony, migkki) i PA4-TI (prze-
sycony, sztucznie starzony). Prébki uzyte do badaf wycinano z blachy o grubosci 5 mm
dla stopu aluminium PA4 i 1 mm dla stopu aluminium PA2, przy czym oé podhuzna
probek pokrywata sig z kierunkiem walcowania. Ksztalt probek byt podobny do ksztattu
prébek celuloidowych przedstawionych na rys. 1, przy czym ich wymiary liniowe byty
nastepujace (W mm)

Stop Wymiary prébek
aluminium 2 ‘ ; ) - ‘ b_
22 140 15 50
PA2
30 210 20 60
PA4 30 250 20 70
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Wydtuzenie prébek mierzono tensometrem mechanicznym B. Holle Mk3 o najmniej-
szej dzialce 0,01 mm, a nie jak w przypadku celuloidu katetometrem, natomiast pomiaru
zwezenia poprzecznego dokonywano odpowiednio przebudowanym tensometrem me-
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Rys. 4. Krzywa rozciagania i wspofczynnik skurczu poprzecznego dla stopu aluminium PA2
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Rys. 5. Krzywa rozciagania | wspblczynnik skurczu poprzecznego dla stopu aluminium PA4

chanicznym B. Holle Mk3 o dokfadno$ci 40,001 mm. Baza pomiarowa dla odksztatcen
podiuznych wynosita 100 mm, a dla odksztalcenn poprzecznych 20 lub 28 mm, w zalez-
nofci od szerokodci prébki. Sile obcigzajaca dla prébek wykonanych ze stopu PA2, po-
dobnie jak dla celuloidu, zrealizowano w ukladzie obcigzajacym polaryskopu, natomiast
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badanie probek ze stopu PA4 wykonano w maszynie wytrzymalo$ciowej ZD-10 WPM
Leipzig.

Przebieg otrzymanych z pomiaréw krzywych rozciagania dla aluminium PA2 i PA4
oraz rozklad zmierzonych wartoSci wspoiczynnika v przedstawiaja rys. 41 5. Z rysunkéw
tych wynika, Zze wspdiczynnik skurczu poprzecznego dla stopdéw aluminium nie wzrasta
w zakresie sprezysto-plastycznym, jak to mialo miejsce w przypadku celuloidu oraz innych
materialéw konstrukcyjnych przebadanych w pracy [3].

Dla sprawdzenia ofrzymanych wynikéw przeprowadzono, jak w p. 2, pomiary v,
i v,. Pomiary », przeprowadzono w trakcie obciazenia probek ponizej granicy sprezy-
sto$ci, natomiast ¥, mierzono na podstawie trwatych odksztatcen prébek pozostajacych
po ich odciazeniu. Trwate odksztalcenia podluzne probek mierzono komparatorem Abee’go
z doktadnos$cia +0,001 mm na bazie pomiarowej o dlugosci 22 lub 30 mm, a trwate od-
ksztalcenia poprzeczne mierzono §rubg mikrometryczng z doktadnoscia 40,01 mm przy
bazie pomiarowej réwnej szerokoscei prébki, to znaczy 22 lub 30 mm.
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Rys. 6. Wspblczynnik skurczu poprzecznego »p przy rdéznych odksztatceniach trwalych dla stopu
aluminium PA2
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Rys. 7. Wspotczynnik skurczu poprzecznego »p przy roznych odksztalceniach trwalych dla stopu
aluminium PA4

Srednie wartosci v, i ¥,, obliczone na podstawie 33-38 niezaleznych pomiaréw przedsta-
wiajg si¢ nastepujaco:

Stop aluminium ’ Vs Vp
PA2 0,306+ 0,009 0,307 £ 0,006
PA4 0,289+ 0,006 0,288 1+ 0,006

Pomiary wspéiczynnika v, przeprowadzono na prébkach wykazujacych odksztalcenia
trwale w granicach 2-11%. Wyniki tych pomiaréw przedstawiajq rys. 61 7.
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Z podanego powyzej zestawienia Srednich wartosci »5 i v, wynika, ze dla obu badanych
stopéw aluminium wspélczynnik skurczu poprzecznego dla odksztatcen sprezystych jest
réwny wspolczynnikowi dla odksztalcen plastycznych, to znaczy »; = v,. Podstawiajac
te 1éwno$¢ do zaleznoci podanej w p. 2 otrzymuje si¢ ¥ = »; = %, = const. Linie
ciagle na rys. 4 i 5 przedstawiajacc powyzszy wynik odpowiadaja do§¢ dobrze rozktadowi
punktdéw pomiarowych.

Dla zbadania wplywu kierunku walcowania na warto$¢ wspélczynnika skurczo po-
przecznego dla odksztalcen trwatych przeprowadzono pomiary ¥, na prébkach wykona-
nych ze stopu PA2 wycigtych pod katem 90° i 50° do kierunku walcowania. Dla kata
90° otrzymano », = 0,308 10,006, a dla kata 50° », = 0,408 +0,009. Podane wartoéci] sg
§rednimi obliczonymi z 21 niezaleZnych pomiaréw.

Odstepstwo wartoéci », dla stopéw aluminium od ogélnie przyjmowanej wartosci
zblizonej do 0,5, jak réwniez wplyw kierunku walcowania blachy na wspélezynnik skur-
czu poprzecznego dla stopu PA2 wskazuje na konieczno$¢ przeprowadzenia blizszych
badafi wiasnosci mechanicznych stopéw aluminium.

4. Pordwnanie wynikow

Dia przeprowadzenia poréwnania wynikdéw otrzymanych w p. 2 i 3 wykonano bez-
wymiarowe wykresy krzywych rozciagania dla stopéw aluminium PA2 i PA4 oraz bezwy-
miarowy wykres krzywej rozciggania celuloidu dla czasu badania 300 minut otrzy-
many w sposob opisany w pracy [4]. Krzywe te wraz z odpowiadajacymi im wykresami
zmiennodci wspéiczynnika skurczu poprzecznego przedstawia rys. 8. Na rysunku tym na-
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Rys. 8. Bezwymiarowe krzywe rozciagania i wspélczynnik skurczu poprzecznego dla celuloidu
i stopéw aluminium

niesiono réwniez krzywa rozciagania stopu aluminium 57S uzytego przez THEOCARISA
i MARKETOSA do badan przedstawionych przez nich w pracy [11]. Praca ta dotyczyla
sprezysto-plastycznego rozkiadu odksztatceni 1 naprgzen w rozcigganych osiowo pasmach
oslabionych otworem kotowym.
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Badania przeprowadzili oni na modelach wykonanych ze stopu aluminium za pomoca
metody optycznie czulej warstwy powierzchniowej w potfaczeniu z metoda analogii elek-
trycznej. Poza zalozeniem plastycznej niesci§liwoéci przy obliczaniu skiadowych stanu na-
prezenia, w oparciu o wyznaczone do$wiadczalnie sktadowe odksztalcen, THEOCARIS
i MARKETOS W pracy swej nie podali zadnych informacji odno$nie wspotczynnika » uzy-
tego do badan materialu. Na podstawie zamieszczonych w powyiszej pracy wykresdow
odksztatcen ¢, i ¢, mozliwe bylo dla punktéw lezacych na krawedzi modelu wyznaczenie
wspolezynnika skurczu poprzecznego » = le/s,|. Otrzymane ta droga wartoSci » dla sto-
pu aluminium 578 przedstawiono na rys. 8.

Na podstawie wykresdw przedstawionych na rys. 8 mozna stwierdzi¢, ze krzywa roz-
ciggania celuloidu wykazuje podobienstwo do krzywych rozciggania dla stopéw alumi-
nium PA4 1 57S, natomiast krzywa rozciagania aluminium PA2 odbiega znacznie od
krzywej dla celuloidu. Znacznie odbiegaja od siebie takze wykresy zmiennosci wspot-
czynnika v dla celuloidu oraz stopéw aluminium PA2 i PA4, Dotyczy to zakresu powyzej
granicy sprezystoéci, gdyz jak wynika z pomiaréw omoéwionych w p. 2 i 3, wartosci »,
dla tych trzech materialéw sg do siebie zblizone. Rozbiezno$ci wystgpujace w obszarze
odksztalcen sprezysto-plastycznych wynikaja z anomalii zaobserwowanej w badanych
stopach aluminium, polegajacej na réwnosci »; = v, w przeciwiefistwie do wigkszosci
materialéw, gdzie v, # »,, a ponadto », = 0,5. Z rys. 8 wynika réwniez, Ze anomalia ta
nie wystepuje w przypadku aluminium 57S, gdyz z rozkladu obliczonych wartoéci » wy-
nika, ze wspdiczynnik skurczu poprzecznego dla tego materialu wzrasta do pewnej gra-
nicznej warto$ci zblizonej do 0,5. Z uwagi jednak na to, ze przedstawione wyniki dla tego
materialu otrzymano droga poSrednia przy pomocy metody warstwy optycznie czulej,
wniosek ten nie moze by¢ traktowany jako ostateczny.

Podsumowujac przeprowadzone badania nalezy stwierdzi¢, ze warunek réwnosci
wspolczynnikéw skurczu poprzecznego w zakresie odksztalcen sprezysto-plastycznych nie-
jest spetniony dla celuloidu oraz stopéw aluminium PA2 i PA4. Warunek ten jest jednak
spetniony w przypadku aluminium 57S oraz, co wynika z pracy [3], dla innych materia-
16w konstrukeyjnych, takich jak mosiadz i pewne gatunki stali.
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Summary

SIMILARITY CONDITION OF THE LATERAL CONTRACTION COEFFICIENT IN
PHOTOPLASTICITY

The results of measurements of the lateral contraction coefficient » in the elastic-plastic deformation
domain for celluloid and aluminium alloys PA2 and PA4 are presented. From the experiments it follows
that the model similarity condition concerning the equality of the coefficient » for these materials is not
fulfilled. The conclusion results from the observation that in the case of aluminium Poisson’s ratio does not
increase, after passing the elastic limit, to the limiting value of about 0.5; it remains constant and equal
to the lateral contraction coefficient of purely elastic deformations.
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ANALIZA WYNIKOW BADAN PELZANIA MECHANICZNEGO I OPTYCZNEGO MATERIALU
MODELOWEGO SYNTEZOWANEGO Z KRAJOWEJ ZYWICY EPOKSYDOWEJ

KAzZIMIERZ SZULBORSKT (WARSZAWA)

1. Ujecie analityczne wynik6éw badan

Przed przystapieniem do prdoby szczegbélowego przedstawienia zaleznosci opisujgcych
przebieg pelzania mechanicznego i optycznego tworzywa modelowego syntezowanego
z krajowej zywicy «Epidian 2» zostana rozpatrzone wstepnie niektére kierunki ujecia
wymienionego zjawiska w formie zwiazkdéw funkcyjnych.

W literaturze dotyczacej badan innych materialéw, gtéwnie konstrukcyjnych, zawarte
sg rozmaite formy opisu pelzania mechanicznego, ktére ujmujg poszczegdlne parametry
majace wplyw na warto§¢ odksztalcenia przy pelzaniu.

Reologiczne réwnania stanu tworzywa o budowie tancuchowej wynikajace ze struk-
tury fizycznej materialu mozna zapisa¢ réwnaniami rézniczkowymi wiazacymi ze sobg
napreZenia, odksztafcenia i ich pochodne réznych rzedéw wzglegdem czasu. Réwnania te
moga by¢ liniowe lub nieliniowe.

W wielu przypadkach zamiast réwnan rdzniczkowych do opisu rozpatrywanego zja-
wiska stosuje sie zaleZznoéci przedstawione w formie catkowej.

W celu okreélenia zaleznoéci opisujacych przebieg pelzania sprawdzono wstgpnie mozli-
wosci zastosowania zasady superpozycji Boltzmana dla rozpatrywanego materiatu, bada-
nego w réznych temperaturach* .

Z szeregu sposobdw sprawdzenia tej zasady (patrz np. [3], [S]) w niniejszym artykule
&(t)
£o
méw naprezefi oraz okre§lonej temperatury badan. Wyznaczone wartoéei tych ilorazéw
przedstawiono w tablicy 1.

Wartoéci wymienionych odchylek upowazniajg do stwierdzenia, Ze w zakresie stanu
szklistego oraz stosowanych poziomoéw naprezeti badane tworzywo wykazuje pelzanie
o charakterze liniowym.

zastosowano metode polegajaca na okrefleniu ilorazéw dla stosowanych pozio-

Analiza wartoéci ilorazéw (tablica 1) w temperaturach 80 i 100°C wskazuje,

e(t)
€o
Ze pelzanie w zasadzie tylko w poczatkowym okresie ma charaketr liniowy.

* W artykule [11] przedstawiono niektére wyniki badan wlasnmosci reologicznych machanicznych
i optycznych materialu opartego na krajowej zywicy «BEpidian 2».
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Tablica 1
. \\\\\ ! (h)
0,5 1 2 4 8 16 24
°C] o ~__
kG jem? .

170 1,027 1,032 1,040 1,047 1,054 1,060 1,064
18 255 1,022 1,031 1,038 1,047 1,053 1,060 1,063
300 1,028 1,033 1,042 1,051 1,058 1,062 1,067
340 1,027 1,033 1,038 1,045 1,053 1,060 1,064
50 1,063 1,074 1,092 1,103 1,109 1,109 1,109
40 100 1,050 1,061 1,075 1,089 1,100 1,106 1,106
170 1,046 1,053 1,063 1,075 1,085 1,102 1,102
255 1,039 1,048 1,058 1,068 1,081 1,092 1,098
50 1,089 1,104 1,124 1,159 1,222 1,292 1,357
80 100 1,074 1,100 1,127 1,164 1,208 1,280 1,335
170 1,091 1,127 1,71 1,223 1,282 1,388 1,449
25 1,286 1,434 1,647 1,966 2,360 | 2,950 3,258
100 50 1,416 1,686 2,008 2,575 3,120 3,839 4,239
100 1,374 1,583 1,928 2,422 3,320 5,006 6,023

Z tablicy wynika, Ze rozpatrywane tworzywo w temperaturach 18° i 40°C z dostatecznym przybliZeniem podlega wymienio-
nej zasadzie superpozycji.

Najwieksze procentowe odchylki ilorazéw w temperaturze T = 18°C od wartosci skrajnej wynosza 0,67, od éredniej zas —
0,399, natomiast w temperaturze T = 40°C maksymalne odchytki wynoszq w odniesieniu do wartoéci skrajnej 3,4% i 1,87% wzgle-
dem wartoéei $redniej.

Maksymalne warto§ci wymienionych poprzednio odchylek od wartoéci skrajnych wy-
noszg 11,4% przy temperaturze 80°C { 139 przy temperaturze 100°C (dla ¢ < 0,5 h).
W podanych zakresach maksymalne odchytki od warto$ci §redniej rozpatrywanego ilo-
razu wynoszg odpowiednio 5 i 5,37%.

Przebiegi krzywych izochronicznych potwierdzaja z dostatecznym przyblizeniem linio-
we zwiazki miedzy naprezeniami i odksztalceniami pelzania w ustalonych czasach [11].
Na podstawie uzyskanych wynikéw badan wydaje si¢ mozliwe zaproponowanie przed-
stawienia catkowitego odksztalcenia ¢, = &(¢) w przypadku pelzania w réznych tempe-
raturach przy ¢(t) = ¢ = const w postaci sumy trzech sktadnikéw wedlug nastgpujacej
zaleznoSci:

(l) & = &pt+éemt&p,
gdzie:

g, odksztalcenie natychmiastowe,

&, odksztalcenie odwracalne pelzania,

g, odksztalcenie trwale pelzania.
W dalszym ciagu przedyskutujemy wystepowanie wyszczeg6lnionych we wzorze (1)
sktadnikéw catkowitego odksztalcenia w zakresie temperatur od 18° do 100°C.

Z przebiegu krzywych petzania i nawrotu przy pelzaniu w temperaturach 18° i 40°C
mozna stwierdzié, ze w tym zakresie ze wzgledu na pomijalnie mate odksztalcenia ¢,
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pelzanie ma — praktycznie ujmujac — charakter odwracalny. W przypadku tym przyj-
mujac ¢, = 0 mozna catkowite odksztalcenie e., przy uwzglednieniu zasady superpo-
zycji Boltzmana oraz historii obciaZenia opisaC, nastgpujaca zaleznoscia:

!
t
2) e~=g)+waqwmm,
1 — o
gdzie:
a(t) naprezenie w chwilli ¢,
E, natychmiastowy modul sprezystosci,

K(t—7) funkcja okredlajaca wplyw historii obciazenia w chwili 7 na odksztal-
cenie w chwili £.
Przyjmujac, ze historia obcigZenia nie zaczyna si¢ od — 00, lecz w chwili #, = 0, mozna
odksztalcenie e, wyrazié réwniez w postaci:

3) g, = %? + 5[ K(@—7)o(r)dr.

Z przeprowadzonych do$wiadczen wynika, Ze odksztalcenie natychmiastowe e, mozZna
z dostateczna doktadno$cia okre$li¢ wzorem

4 o =

przyjmujac przy tym za E; warto§ci moduldw sprezysto§ci wyznaczonych w badaniach
doraZnych.

Do wyznaczenia odksztalcen &., mozna wykorzystaé drugi skfadnik réwnania (3),
otrzymujac przy ¢ = const

) b = 0 [ K(t—7)dr.
0

Warunki jakim powinna odpowiadaé funkcja K(¢— 7) podane sa m.in, w pracy [8].
Przyjmijmy funkcjeK (t— 7) w postaci

®) K=7) =4

gdzie y i @ — odpowiednie stale zalezne od warunkéw pomiaréw.
Po podstawieniu (6) do rownania (5) otrzymuje si¢

t
7 = f A
™ Ecn GO (=i dt =o¢ oc
Wprowadzajac nowe oznaczenie zgodnie z zaleZnoscia

® V=0cr
o
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mozna roéwniez napisaé
€)] Een = V1.

Przy uwzglednieniu wptywu temperatury na wartosci g, 1 ¥ mozna catkowite odkszta-
cenie przy pelzaniu w stanie szklistym wyrazi¢ w postaci

(lo) & = GO(U) T)+V(U) T)[ll’

gdzie e,(c, T)i V(o, T)— funkcje naprgzenia i temperatury.

Po przeanalizowaniu wykreséw pelzania 1 nawrotu przy pelzaniu w temperaturach
80° 1 100°C wydaje sie, ze podobnie jak to ma miejsce w modelu Burgersa, odksztalcenie
trwale w tych temperaturach mozna przedstawié¢ w postaci

(1) & = —I,

gdzie n — lepkos¢.

Wazrost temperatury oraz obcigzenie powoduja, prawdopodobnie wskutek zmian
zachodzacych w wigzaniach drugorzedowych, przejScie badanego tworzywa ze stanu
szklistego w stan posredni migdzy stanem szklistym 1 wysokoelastycznym. Zakresowi
temu, jak wykazaly pomiary, towarzyszy znaczne pelzanie oraz wystepowanie odksztal-
cen trwatych.

. o ) .
Biorgc pod uwage zalezno$¢ ilorazu " od temperatury mozna réwnanie (11) przed-

stawié¢ w postaci

(12) ep = u(o, T)t,
gdzie

[¢)
(13) w(o, T) = rE

Po uwzglednieniu zaleznosci (12) réwnanie (11) mozna przedstawié w postaci stosowanej
do opisu wynikéw badan pelzania mechanicznego w temperaturze 80° i 100°C

(14) g = &olo, T)+V(o, T)t*+ u(o, T)t.

Przy rozpatrywaniu zwiazkéw funkcyjnych okre§lajacych petzanie badanego tworzy-
wa w réznych temperaturach rozwazano zamieszczone w pracy [10] stuszne zastrzeZenia
odnoénie zasady dziedzicznosci Boltzmanna.

W niniejszej pracy wykonywano badania przy ustalonych poziomach temperatur,
uzyskujac réwnomierne ogrzanie materialu w calej objetosci, co potwierdzaja obliczenia
wspblczynnika Poissona posiadajacego warto§é stala na poziomej danej temperatury
badan. W zwiazku z tym w omawianym zakresie badan wydaje sie, ze mozna si¢ oprzeé
na zasadzie dziedzicznoSci Boltzmana bez wprowadzenia dodatkowych poprawek.

Uzyskane w przeprowadzonych rdéwnolegle pomiarach optycznych wyniki wskazuja,
ze charakter krzywych petzania mechanicznego i optycznego jest podobny, zatem do
opisu pelzania optycznego mozna réwniez wykorzystaé zaleznoéci w formie zwigzkdw
funkcyjnych o budowie podobnej do zaleznoSci (10) i (14), okreSlajacych odksztalcenia
przy pefzaniu mechanicznym.
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1.1. Analiza pelzania meehanicznego w roznyeh temperaturach, Wyniki badan petzania mecha-
nicznego w temperaturze 18°C przedstawiono w oparciu o réwnanie (10).

W celu wyznaczenia wartoSci « przyjmijmy, ze w chwili ¢, warto$é odksztalcenia
pelzania réwna jest &, a W chwili £, — &.,. Otrzymuje si¢ odpowiednio do poprzedniej
zaleznoéci:

(15) &4 = &o+ VI,
(16) &y = Egt+ V1§
lub

8oy — & = Vif,
E.2—Ep = V15,

Po podzieleniu stronami i nastgpnie zlogarytmowaniu wzdr na parametr o przyjmuje
postac

le Ee2~Ep
(17 o = _,F’Clt;so
lg—=~

Do wyznaczenia parametru « przyjeto odksztalcenia petzania £, odpowiadajace czasowi
t, = 2 h oraz odksztatcenia &,, dla czasu ¢, = 24 h. Dla wyznaczonej wartosci a odpo-
wiednie wartosci V okre§lono z réwnania (15).

v-10° | V=/(6)
a4

03

a2y

1 ! 1 L i
100 200 300 400 Gik6crr)
Rys. 1

Na rys. 1 przedstawiono wykres zaleznoéci parametru ¥ od o. Z rysunku tego widaé,
ze parametr V rofnie monotonicznie wraz z napreZeniami.

Na rys. 2 przedstawiono w ukladzie podwdjnie logarytmicznym zalezno$ci e, od ¢
dla stosowanych pozioméw naprezen przy petzaniu w temperaturze 18°C. W celu spraw-
dzenia poprawno$ci uzyskanych formul empirycznych, wykonano obliczenia wartoéci
odksztalcen dla réznych czaséw ¢.

Analiza otrzymanych wynikéw prowadzi do stwierdzenia, iz najwigksza odchytka
wartodci odksztalcenia &, obliczonej wedtug (10) od wartoéci wyznaczonej do$wiad-
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czalnie w stosunku do tej ostatniej nie przekracza 2,59 dla czaséw t < ¢y, za$ przy cza-
sach ¢ > t, najwigksza procentowa warto§¢ odchytki wynosi 1,23%. Charakterystyczny
jest réwniez fakt, ze odchytki procentowe sa mniejsze przy wartoSciach naprezen

0 € e (t) pray T=18°C

)
10k 1-6=50K6cri®
OF - 6100 -~
08 3-6:170 —— 5
ar  7-4-
a6r -
0%

<
~
~
N -

1 | L1 | —
3 4 5678910 2 3 th)
Rys. 2
o > 100 kG/ecm?. Nalezy zatem stwierdzié, Zze przedstawienie odksztalcen petzania propo-

nowanymi zalezno$ciami daje dobra zgodno$¢ z otrzymanymi wynikami do$wiadczal-
nymi.

e éosé (1) pray T=18°C
C -
4 776 =50k6cm®
(/7 ) 2 - 6 = 70 —_—
3-6=170—~
20 4-6=1055——
5-6=340 ——

100

0 7 4 ¢ & 0 B un 6 ® D 2 Ay

Na podstawie wzoru (10) wyznaczono predkoéé petzania (rys. 3)

de,

—_ a—1
7 = Vou**,

(18) & =
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Do opisu pelzania w temperaturach podwyzszonych wykorzystano réwnanie (14) zamiesz-
czone w punkcie 3.1.

W zakresie stanu szklistego tworzywa, tj. temperaturze badan T = 40°C, nie stwier-
dzono odksztalcen trwatych. Mozna przyjaé, iz lepko$é # jest tak duza, ze odksztalcenia
&,(t) sq bliskic zeru. Zatem do przedstawienia wynikéw pomiaréw odksztalcerr w tempe-
raturze 40°C wykorzystano zalezno$¢ (10).

Analiza wykresow pelzania mechanicznego w temperaturach 80° i 100°C nasuwa
przypuszczenie, ze badany material znajduje si¢ w obszarze przejéciowym migdzy stanem
szklistym i stanem wysokoelastycznym. Ten stan przejSciowy okreSlany jest czesto [1],
[5], jako stan wymuszonej elastyczno$ci. Zaobserwowane znaczne odksztalcenia trwale
podczas préb pefzania w temperaturze 80° i 100°C wskazuja na zmniejszanie si¢ lepkosci
n w miarg wzrostu temperatury. Szczegdtowq analize¢ wynikéw badan w temperaturze
80° i 100°C, oparta o zalezno$¢ (14), podano w pracy [12].

& 10%)
")
750 | Ec=ép(t) przy 6=const
1- 6=50k6-cmi® T=18°
2-6= —n—  T=40%
3-6: —— T=80%
4-6= ——  TM0%
500
20
0 7 4 6 6 0 17 # 1© B D 2 24

Rys. 4

Na rys. 4 pokazano wykresy predkoéci pelzania w rdéznych temperaturach dla napre-
Zenia przy pelzaniu ¢ = 50 kGem~2. Z wykresu na rysunku 4 widaé, Ze pelzanie mecha-
niczne w temperaturze 100°C odbywa si¢ ze znaczng predkoécia odksztalcenia i ma cha-
rakter nieustalony.

1.2. ZaleznoSci opisujace pelzanie optyczne w temperaturze pokojowej i w temperaturach pod-
wyiszonych, Na podstawie stwierdzonego poprzednio w punkcie 1.1 podobieristwa prze-
biegu krzywych charakteryzujacych pelzanie mechaniczne i optyczne podjeto probe
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przedstawienia zalezno$ci migdzy efektem optycznym i czasem w postaci funkcji w ana-
logicznej formie, jak w przypadku odksztalcen, mianowicie

(19) my = Mo+ My,

gdzie

m, sumaryczny rzad izochromy przy pelzaniu,

mgy rzad izochromy bezpodrednio po obcigZeniu,

m,, reologiczny efekt optyczny.
Wprowadzajac nowe parametry ¥, i «; mozna analogicznie do wyrazZenia (9) przedsta-
wié m,, w postaci

(20) Mep = V11

tutaj ¥, — parametr zalezny od napre¢Zenia i temperatury, o, — parametr zalezny od
rodzaju materiatu
Biorac pod uwage (19) i (20) otrzymuje si¢

(21) me. = mo+V, 1™,

Warto$é parametru «; zmienia si¢ od 0,20226 do 0,26759. Ze wzgledu na male zmiany
tego parametru wydaje si¢ mozliwe przyjecie wartodci o; = 0,22390 réwnej $redniej
sumarycznej w rozpatrywanym przedziale napr¢zen. Najwigksza procentowa odchylka
od wartoéci §redniej tego parametru wynosi 9,51%.

Wyznaczone parametry oy i V; pozwolily na przedstawienie zaleznobci m, = m(¢)
dla ¢ = const. Odchytki procentowe wynikdéw badan do§wiadczalnych od wartoéci wy-
znaczonych réwnaniem (21) osiagaja dla czaséw ¢ < ¢, (¢, = 2 h) warto§¢ 0,959, oraz
dla t > ¢, odpowiednio 0,70%,. Male wartoéci procentowe odchylek §wiadcza o prawid-
lowoéci przedstawienia krzywych pelzania optycznego zaleznoécia (21).

Na rys. 5 przedstawiono w ukiadzie podwdjnie logarytmicznym reologiczny efekt
optyczny m., W zaleznoéci od czasu ¢. Pelzanie optyczne w temperaturach podwyzZszo-
nych opisano réwnaniami przyjetymi przez analogi¢ do pelzania mechanicznego.

Z uwagi na podobieristwo przebiegu krzywych pelzania mechanicznego i optycznego
w temperaturach 80° i 100°C nasuwa si¢ przypuszczenie, Ze catkowity rzad izochromy
przy peizaniu optycznym w wymienionych temperaturach mozna wyrazi¢ wzorem

(22) me = mo+ Vit +u t,

gdzie u, — parametr charakteryzujgcy trwaly efekt optyczny.

Przyktadowo na rys. 6 przedstawiono wykresy krzywych predkosci pelzania obliczo-
nych po zrézniczkowaniu zalezno$ei (22) w temperaturze T = 80°C. Analiz¢ wynikdéw
badan pefzania optycznego w temperaturze 100°C oparto o analogiczna zalezno$¢, jak
w przypadku pelzania w temperaturze 80°C.

1.3, Relaksacja napreien w réinych temperaturach, Wyniki badar relaksacji mogaw pew-
nym stopniu stanowi¢ potwierdzenie otrzamanych poprzednio zwiazkéw charakteryzu-
jacych pelzanie przy stalej wartoéci naprezenia. W tym celu rozpatrzony zostanie
przebieg relaksacji w mozliwie prostym ujeciu. Opisane w artykule [11] badania relak-
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sacji prowadzono w temperaturach 18°, 40° i 80°C. Z uwagi na kontrolny charakter tych
badan w dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do opisu relaksacji naprezen w tempe-

raturach 18°140°C.

Men™ Mepft)

1- 6=50k6cm?
2-6=100 ——
3-6=170 —~
4-6:266 —n—
5—6 :340 —_———

Y

0
9

8

7

6

§

4

3

2

" | I |

7 2 3 4 567890 2 3

e 10°
("{Zrz.[z}
h
e =me(t) przy T=80°C
L 1- 6= 50k6-cni™
%0 2- 67100 ——

3-6=170 ~—

Rys. 6

Catkowite odksztalcenie podczas relaksacji jest suma odksztalcenia sprezystego i od-
ksztalcenia pelzania przy zmiennym naprezeniu. Zakladajac, Zze odksztalcenie sprezyste
dodlega prawu Hooke’a przy pewnym stalym module E, przebieg relaksacji mozna okres-
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lié réwnaniem rézniczkowym:

—l—fﬁ1-+é =0
E d[ cn T 2

(23)

gdzie
E  modul sprezystosci,
%T— predko$é naprezenia,
gen  predkodé odksztalcenia przy petzaniu.

Predkoéé odksztalcenia przy pelzaniu &, mozna wyznaczyé w oparciu o zaleznosci opl-

sujgce pelzanie w temperaturach 18° 1 40°C (punkt 1).

Pierwiastkujac obustronnie zwigzek (9) otrzymuje sig
(24) glle = yley,

Po obustronnym zrézniczkowaniu zaleznoéci (24) wzgledem czasu ¢ predkos¢ o wyraza sie
w postaci

Vl/a

(25) z":cn = elfa—1 s

co odpowiada uvzaleZnieniu umocnienia od odksztalcenia.
Z drugiej strony w rozpatrywanym przypadku relaksacji odksztalcenie e, spetnia za
leznosé

(26) Eon =

gdzie o, — naprezenie poczatkowe, o — naprezenie w chwili czasowej 1.

W dalszym ciagu rozwazan za warto$ci modutdéw sprezystoSci £ w rozpatrywanych
temperaturach przyjmowane beda umownie warto$ci E wyznaczone w badaniach do-
raznych. Uwzgledniajac zwiazki (24), (25) 1 (26) otrzymuje si¢ réwnanie relaksacji na-
preZenia w czasie

do V1 a

27 —ta

e __
& ooyt B0

Bioragc pod uwagg fakt, ze zalezna od napreZzenia funkcje ¥ okreSlono jedynie wykreélnie,
réwnanie (27) rozwiazano metodg numeryczng. Przyjmujac ¢ za funkcje o mozna réwna-
nie (27) przedstawi¢ w postaci

28) dt = f(o)do,
gdzie
29) flo) = — Loo—a)'* "

aEl/:z

Przez wprowadzenie w miejsce rozniczek réznic skonczonych, stosownie do zaleznoéci
(28) otrzymuje si¢

(30) (4t); = fi(o)(doy),
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Positkujac sic wzorem (30) wyznaczono wartoSci napreZenia podezas relaksacji bada-
nego materialu modelowego przy zaloZeniu naprezen poczatkowych oy = 170 kG/cm?
w temperaturach 18° i 40°C.

Na rys. 7 przedstawiono wykresy zaleZznosci ¢ = o(¢), przy temperaturach badania
T = 18°C i T = 40°C uzyskanych z rozwiazania réwnania (27). Z rysunku tego mozna

6

(k6 o) 6=6(t)

170 (

6=170kG e

Oznaczenia :

~o———o—Zaleinos¢ teoretyczna
T=18°C

~O——0— Punkty pomiarowe

~—t——%— Zaleinos¢ teoretyczna

Punkty pomiarowe

} 7=40°C

wr
L
‘[ ] i 1 1 1 1 I L ] ] —
4 2 4 6 8 0 W 6 8w 2 th)
Rys. 7
Tablica 2
Naprezenie % odchyiki
oy, (kGfcm?) w stosunku do
Lp Metoda przy temperaturach metody [3]
18°C 40°C 18°C 40°C
1 Obliczeniowa na podstawie
réwnania (27) 159,40 155,30 —1,06 +0,40
2 Pomiar elastooptyczny 158,95 155,65 —0,78 +0,18
3 Na podstawie wartoéci sily
rozciggajacej z pomiaréw bez- ) o
posrednich ) 157,727 155,93 0 0
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stwierdzi¢ dostateczng zgodno$¢ przebiegu zaleznosci o = o(¢) wyznaczonych réwnaniem
(27) oraz wartoéci o(t) okreSlonych do§wiadczalnie. Maksymalne podstawowe odchytki
osiagaja warto$¢ 1,28% w temperaturze 18°C oraz 0,519 w temperaturze 40°C. Pnmiary
relaksacji optycznej mierzonej spadkiem rzgdu izochromy potwierdzity zgodno$¢ wyni-
kéw otrzymanych metoda analityczng.

W tablicy 2 zestawiono wartosci naprezef koncowych o, po 24 godzinach relaksacji,
wyznaczonych na podstawie: rozwigzania réwnania (27), pomiaréw elastooptycznych
i wartodci sity obciazajacej probke.

Otrzymane niewielkie odchytki procentowe §wiadcza o poprawnosci opisu relaksacji
przyjetym réwnaniem rozniczkowym.

2. Wnioski szczegblowe z przeprowadzonych badai

Analiza wynikéw pelzania mechanicznego i optycznego w réznych temperaturach
rozpatrywanego materiatu prowadzi do nastgpujacych wnioskéw szczegdtowych:

1. W stanie szklistym w zakresie temperatur 18° i 40°C badane tworzywo wykazuje

pelzanie o charakterze liniowym, podlegajac zasadzie superpozycji Boltzmana.

2. W temperaturze 80° i 100°C pelzanie ma charakter zblizony do liniowego tylko
w poczatkowym okresie (¢t < 0,5 h).

3. Predko$§¢ petzania zalezy zaréwno od temperatury, jak i wartodci naprezenia;

4, W miare uptywu czasu wartosci predkosci pelzania w badanym zakresie napre-
zen 1 temperatury maleja monotonicznie.

5. W temperaturach 80° i 100°C mozna zauwazy¢ wystepowanie odksztalcen trwa-
tych, ktérych wartosé zwigksza sig w miare wzrostu temperatury, naprezen i czasu, W wy-
mienionych temperaturach odksztalcenie trwale jest proporcjonalne do wartoéci napre-
Zenia i czasu pelzania.

6. Z uwagi na zmienno$¢ reologicznego efektu optycznego przy réwnoczesnej zmia-
nie wywotanych petzaniem mechanicznym skiadowych stanu odksztalcenia, nasuwa si¢
my$l o zwiazku pelzania optycznego wyrazonego rz¢dem izochromy z odksztatceniami
wywolanymi petzaniem mechanicznym.

7. Predko$¢ pelzania optycznego jest zalezna od napreZenia i temperatury 7. Przy
ustalonej temperaturze predkoéé petzania optycznego jest wigksza dla wigkszych napre-
zef. Przy ustalonym napr¢Zeniu predko$é ta rosnie w miare wzrostu temperatury 7.

8. W stanie szklistym tworzywa proces pelzania optycznego mozna w zasadzie uznaé
za odwracalny. Przykladowo wartodé rzedu izochromy po okresie 24-godzinnego na-
wrotu wynosi 0,03 j.rz.iz. dla naprezef ¢ = 340 kG/cm?.

9. Badane tworzywo w przedziale T = 80°C i T = 100°C po okresie 24-godzinnego
nawrotu przy pelzaniu wykazuje znaczny trwaly efekt optyczny o warto$ciach proporcjo-
nalnych do czasu petzania.

10. Badane tworzywo podlega relaksacji, ktérej przebieg w czasie mozna opisac z dobra
doktadnoscia réwnaniem (23).

11. Opis analityczny relaksacji napreZed w temperaturach 18° i 40°C potwierdza
wyniki badan pelzania mechanicznego.
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Pesmome

AHAJTA3 PE3VJILTATOB UCIBITAHUN MEXAHWUECKOW U OIITUYECKOH
IIONIBYUECTEN MOJIEJBHOI'O MATEPUAJIA CUHTE3UPOBAHHOI'O
13 OTEUECTBEHHON 3MOKCHUIHON CMOJIBI

B crarse npencraBieHbI 3aBHCHMOCTH OITHCHIBAIOLINE MEXAHHUCCKYIO M ONTHUECKYIO IION3YYecTH
MOJEJBHOH IIIACTMACChI, M3TOTOBJIGHHON HA OCHOBE 3MOKCHAHOH cmonbl Qrmuiguan 2. IpennoyeHns
DEOJIOTUYECKHE YPABHEHMS COCTOSHHSI IUTACTMACChl HCILITYsHHON B Temnepatypax 18°C, 40°C, 80°C,
100°C.

TloBeneHue KPUBBLIX MEXAHUUECKON TI0JI3YyUYECTH [POBEPEHO NOIOJHUTENBHO IIPH MOMOILM 3aBHCHUMO-
cTelt, ONMCHIBAIOILAX PEJIAKCALIMIO HAaMpsKeHuH B TemIeparypax ancuepumenta 18 u 40°C.

Summary

ANALYSIS OF RESULTS OF MECHANICAL AND OPTICAL CREEP INVESTIGATIONS OF
A POLISH RESIN USED FOR PHOTOELASTIC MODELS

The paper presents relations describing the process of mechanical creep and fading of a model material
based on the epoxy resin «Epidian 2». The rheological constitutive equation is proposed for the material
tested at temperatures 18°, 40°, 80° and 100° centigrades. :

The form of the mechanical creep curves has been additionally verified by means of the relations des-
cribing the relaxation of stresses at the temperatures of 18°C and 40°C.
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prezes PAN, prof. W. OLszak, PAN i CISM, prof. J. ODERFELD, przewodniczacy PKTMM oraz prof.
A. Sawczuk, przewodniczacy KM i FOC PAN.

Praca Komitetu Organizacyjnego kierowatl prof. dr A, MoRrEck1 przy udziale sekretarzy posiedzen,
dra inz. K. Kgpz10rRA i mgr inz. W. SZYDLOWSKIEGO.

Podczas jednej z sesji roboczych w obradach uczestniczyli prof. A. LETOV (ZSRR), przedstawiciel
IFACu, prof. B. Sotskov cztonek AN ZSRR oraz prof. dr M. NALEcz, sekretarz Wydzialu IV PAN.

Ustalono, ze tematyka Sympozjum bcdzxe zgrupowana wokél pieciu podstawowych kierunkéw,
mianowicie:

. Mechanika robotéw i manipulatoréw.
. Sterowanie ruchem robotéw i manipulatordw.
. Konstrukcja i synteza robotéw i manipulatoréw.
. Biochemika ruchu z zastosowaniem do zagadnien robotéw i manipulatoréw.
. Zastosowania robotéw i manipulatoréow.
Przewiduje si¢ wygtoszenie podczas obrad Sympozjum okoto 50 referatéw i komunikatéw zakwali-
fikowanych wstepnie przez Narodowe Komitety IFFoMM, cztonkéw Komitetu Organizacyjnego i Ko-
mitet Organizacyjny ROMANSY-73. Liczba zaproszonych referentéw i obserwatoréw z 18 krajow —

[ S

*) Robots and Manipulators Systems.
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do 75 osb6b. Wszystkie referaty powinny zawiera¢ oryginalny, niepublikowany material. Przewiduje sig
ogloszenie materiatdw Sympozjum przez Wydawnictwo Springer-Verlag. Poza kilkoma sesjami roboczymi
odbytymi w Nieborowie, podczas ktérych, niezaleznie od spraw organizacyjnych, wyswietlono i oméwiono
kilka ciekawych filmoéw japonskich, angielskich, jugostawianskich i polskich z dziedziny manipulatoréw
i robotdow, uczestnicy posiedzenia odbyli dwie sesje wyjazdowe.

Podczas pierwszej sesji, odbytej w Instytucie Mechaniki Stosowanej Wydziatlu MEiIL Politechniki
Warszawskiej, przedstawiono kilka komunikatow itlustrujacych kierunki badawcze nprawiane przez uczo-
nych polskich, wygtoszonych przez doc. dr hab. K. FiprrLusa z AWF oraz dr inz. K. KEpzIORA i dr inZ.
K. NazarczUKA z PW z dziedziny biomechaniki mig$ni naturalnych i sztucznych, koordynacji ruchu
oraz biomanipulatorow konczyn gérnych cziowieka. Podczas kolejnej sesji w Klinice Rehabilitacji w Kon-
stancinie uczestnicy posiedzenia mieli mozno$¢ zapoznania si¢ z pracami z dziedziny ortotycznych mani-
pulatoréw konczyn gornych oraz «zywych» manipulatoréw konczyn, tzn. uruchamiania konczyn przy
uzyciu stymulatoréow implantowanych.

Obrady przebiegaly w milej i roboczej atmosferze, przy duZej pomocy kierownictwa i per-
sonelu Muzeum.

A. Morecki (Warszawa)

POLSKO-RADZIECKA SESJA NAUKOWA
PROBLEMY MECHANIKI CIALA GDKSZTALCALNEGO

W dniach 12—15 czerwca 1972 r. odbyta si¢ w Sandomierzu polsko-radziecka sesja naukowa
z dziedziny mechaniki ofrodkoéw ciaglych, zorganizowana z okazji 25-lecia wspdlpracy naukowo-tech-
nicznej miedzy Polska a ZSRR.

Sesja zostata zorganizowana przez Kielecko-Radomska Wyzsza Szkole Inzynierska (doc. dr A. Ra-
powicz) i Instytut Podstawowych Probleméw Techniki PAN (dr inZz. J. Nasar). Uczestniczylo w niej
okoto 50 naukowcOw polskich, reprezentujacych gléwnie IPPT, Politechnike Krakowska i Kielecko-
Radomskg WSI oraz delegacja mechanikoéw radzieckich skladajaca si¢ z 7 os6b na czele z czi. rzecz. AN
ZSRR prof. dr Ju. N. RapornowiM. Wygloszono 30 referatéw o szerokim wachlarzu tematycznym, od
ogblnych zagadnicn mechaniki racjonainej poprzez problemy mechaniki ciala stalego do zagadnien hy-
drodynamiki. Obszerny zakres rozpatrywanych problemoéw zwigzany by! z przygotowaniami do $wiato-
wego Kongresu Mechaniki w Moskwie w sierpniu 1972 r., bowiem wickszo$¢ wygloszonych prac byla
przygotowana na fen kongres.

Obrady sesji zagail rektor Kielecko-Radomskiej WSI prof. dr H. FRACKIEWICZ, a przemowienia
powitalne wyglosili wicepr.zes PAN prof. dr W. Nowacki i kierownik grupy radzieckiej prof. dr
Ju. N. RasoTrnOow,

Pierwsze posiedzenie, ktoremu przewodniczyt prof. dr W. Nowackr rozpoczeto si¢ od referatu
S. A. AmBarcumiaNa (Erewan), na temat zagadnien roznomodulowe] teorii sprezystosci, sprowadzonej
do pewnego rodzaju anizotropii, narzuconej przez stan naprezenia. Nastepnie D. RocuLa (Warszawa)
zaprezentowal problemy nielokalnej kontynualnej teorii sprezystosci, koncentrujgc sie na badaniu osobli-
wosci rozwigzan fundamentalnych operatoréw nielokalnych. Ju W. Nimirowskr (Nowosybirsk) przed-
stawil mozliwosci realizacji stanu bezmomentowego w powlokach sprezystych i niesprezystych przy po-
mocy doboru parametrow geometrycznych i fizycznych tych powlok. W. Ovrszak, P. PErzyNA i W. Ko-
SINSKI (Warszawa) zaprezentowali w swoich referatach punkt widzenia termomechaniki racjonalnej na
problemy lepkoplastycznosci i pamieci materiatu.

W drugim posiedzeniu sesji, ktdremu przewodniczyt prof. dr Ju. N. RABOTNOW, przedstawiono trzy
prace z dziedziny dynamiki osrodkéw plastycznych. J. Zawipzkl (Warszawa) zreferowal problem iner-
cyjnego grawitacyjnego wplywu oérodka sypkiego ze zbiornika, przy zalozeniu stacjonarnoéci kinematyki.
T. WiErzsickI (Warszawa) przedstawit koncepcje uproszczonej analizy konstrukcji w stanie plastycznym
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przy obciazeniach dynamicznych, polegajaca na rozdzieleniu zmiennych przestrzennych i czasu oraz cal-
kowym spetnieniu warunku plastycznodci. J. KLEpaCzKO (Warszawa) zanalizowal réwnanie konstytu-
tywne Lublinera-Cristescu i na podstawie wlasnych wynikow do$wiadczalnych oméwit mozliwosci wety-
fikacji tych rownan przy pomocy do$wiadczen z fala docigzania w pretach stalowych, aluminiowych i mie-
dzianych.

Trzeciemu posiedzeniu przewodniczyl prof. dr A. Sawczuk. Wysluchano referatu W. N. NIKOEA-
JEWSKIEGO (Moskwa) na temat analizy wybuchu podziemnego w warunkach, gdy do powierzchni dociera
jedynie fala akustyczna, za$ strefa zniszczen (kawerna) pozostaje pod ziemia. Nastepnie M. Zyczxowski
(Krakow) omowil zagadnienia nosnosci rozdzielczej konstrukeji sprezysto-plastycznych; na zakoficzenie
K. A. Kerimow (Baku) przedstawit wyniki obszernego cyklu badan dynamicznych wilasnosci materialow
przy uderzeniu poprzecznym w nici i membrany.

Tematyka posiedzenia czwartego pod przewodnictwem prof. dr S. A. AMBARCUMIANA skupila sig
na zagadnieniach dynamiki gazé6w i plazmy. W. F1szDON i Z. WALENTA (Warszawa) przedstawili teore-
tyczng i eksperymentaina analiz¢ warstwy przyiciennej za frontem fali uderzcniowej w rurze udarowej,
stosujac dia uzyskania profilu frontu aproksymacje profilu cienkiego przy zimnej ciance. A. SZANIAWSKI
(Warszawa) omowit przeptywy jednoskladnikowych mieszanin tréjfazowych, rozwazajac rézne warianty
oddzialywan miedzy faza gazowa, ciekla i stala. S. Kosowsk1 (Warszawa) zreferowal problem oddzialy-
wania z powierzchnia o§rodka swobodnie-molekularnego poruszajacego sie ukladu dwu cial. Z. PigTrzYK
(Warszawa) poréwnal wlasne rezultaty do$wiadczalne z teoretyczna propozycja opisu wplywu dyfuzji
na temperaturg pinch-elektronéw. Z. PERADZYNsK1 (Warszawa) przedstawil na przyktadzie dynamiki
gazébw nieliniowe oddziatywanie fal w osrodkach rzadzonych przez quasi-liniowe uktady réwnan czg-
stkowych.

Problcmy reologii dominowaly w referatach wygtoszonych na piatym posiedzeniu, ktéremu prze-
wodniczy! prof. dr H. ZorskI. Ju N. RaBotnow (Moskwa) omowit cykl prac teoretycznych i do§wiadczal-
nych wykonanych pod jego kierownictwem w Tnstytucie Maszynoznawstwa AN ZSRR i dotyczacych dwu
grup zagadnien: pelzania tworzyw zbrojonych wléknem szklanym oraz probleméw dynamiki stali nisko-
weglowych z uwzglednieniem czasu opdznienia plyniecia plastycznego. J. RycHLEwskT (Warszawa) przed-
stawil koncpecje ogbdlnej definicji lepkosci materiatéw, sformulowana w terminologii mechaniki racjo-
nalnej i teorii polgrup. S. ZAHORSKI (Warszawa) rozpatrzyl niewiskozymetryczne przeptywy niesciéliwych
cieczy prostych, opisywane przez proporcjonalne zmiany w czasie wszystkich sktadowych tensorowego
wykladnika historii czystej deformacji.

Nastepne posiedzenie pod przewodnictwem prof. dr W. GUTKOWSKIEGO rozpoczglo si¢ referatem
A. DRESCHERA (Warszawa) i T. HueckeLa (Gdansk) na temat gestoSciowego wzmocnienia w o$rodku
sypkim nieliniowo sprezysto-plastycznym ze stowarzyszonym prawem plyniecia oraz weryfikacji ekspery-
mentalnej tego modelu. W. SzczepiNsKI (Warszawa) rozwazy! problemy urabiania masywbéw gruntowych
z punktu widzenia teorii plastyczno$ci, omawiajac dokladniej zagadnienia splywania warstwy np. lawiny
pod wplywem sity cigzkosci oraz problem wyplywu o$rodka sypkiego pod parciem lemiesza spychacza
lub noza zgarniacza. J. PIENKOWSKA (Warszawa) omowila zagadnienia odbicia strumienia gazu jednoa-
tomowego (szlachetnego) od powierzchni metalu, rozwaianej jako kontinuum sprezyste, rozpatrujac
modele aktywacji termicznej oddzialywan, powodujace odchylenia od klasycznego newtonowskiego mo-
delu odbicia. Stochastyczny problem wartosci wlasnych zwiazany z drganiami ukladéw sprezystych byt
przedmiotem referatu K. Sonczyka (Warszawa). .

Na posiedzeniu siddmym pod przewodnictwem prof. dra W, SzczEpiNsKIEGO wystuchano referatu
G. S. Szariro (Moskwa), ktéry mowil o pewnych problemach mechaniki o§rodkéw warstwowych, moga-
cych byé przedmiotem wspolnych badan polsko-radzieckich. H. Zorski (Warszawa) zanalizowal mozli-
wosci przyblizenia o§rodka dyskretnego przez model ciagly, wskazujac na znaczenie oddziatywan dyna-
micznych w takim przyblizeniu. Zasady ekstremalne w teorii skoficzonych odksztatcenn plastycznych i za-
gadnienia statecznosci konstrukcji przy tych odksztatceniach byly tematem referatu M. Duszek (Warszawa).
Na zakoniczenie posiedzenia J. A. KoniG (Warszawa) omoéwil problemy optymalizacji niejednorodnoscei
sprezystej w procesach przystosowania konstrukcji sprgzysto-plastycznych.

Ostatniemu posiedzeniu przewodniczyt prof. dr G.S. Szapiro. O problemach geometrycznej nie-
zmiennodci dyskretnych powtok siatkowych méwil H. Frackiewicz (Kielce), rozwazajac zagadnicnie
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kinematyczne i statyczne. Z. WESOLOWSKI (Warszawa) zreferowal problem propagacji fal akustycznych
w materiale sprgzystym przy skoficzonych odksztaiceniach, badajac problemy dyspersji geometrycznej
i ksztaltu frontu fal. K. WILMANSKI (Warszawa) w ramach termodynamiki racjonalnej rozwazyl aksjo-
matyczng termodynamike mieszanin,

Podsumowania sesji polsko-radzieckiej dokonali: zastgpca sekretarza Wydziatu IV PAN prof. dr J. Ry-
CHLEWSKI, w imieniu za$ uczonych radzieckich prof. dr Ju. N. RasorNnow, Obaj mdwcy wysoko ocenili
zaréwno prace naukowe przedstawione na sesji, jak i atmosferg tego spotkania. Szczegdlne podziekowania
nalezaly si¢ goécinnym witadzom wojewddztwa kieleckiego i miasta Sandomierza.

Do zalet tego spotkania nalezaloby zaliczyC jego kameralny charakter, umozliwiajacy uczestnikom
lepsza koncentracje i latwiejsze kontakty; na sesji tej przedstawiono szeroki wachlarz zagadnien, co réw-
niez przyczynito si¢ do ozywienia aimosfery i wzrostu aktywnosci w dyskusjach; znaczenie miat w tym
takze udzial delegacji radzieckiej, liczebnie niewielkiej, ale reprezentujacej wysoki poziom naukowy.

Jerzy Najar (Warszawa)

X1V ZJAZD DELEGATOW
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

X1V Zjazd PTMTS odbyl sic w Warszawie dnia 6 maja 1972 r. W Zjezdzie wzielo udziat 51 delegatéw,
przedstawicieli 11 Oddzialéw Towarzystwa. Obrady otworzy!l przewodniczacy ZG prof. dr Z. KACZKOWSKI.
Na przewodniczacego obrad wybrano prof. dr R. KAzZMIERCZAKA (Gdansk), na wiceprzewodniczacego
prof. dr O. DABROWSKIEGO (Wroclaw), a na sekretarzy — dr Cz. BRANICKIEGO (Gdansk) i dr A. JAwor-
SKIEGO (Warszawa).

Przyjeto nastepujacy porzadek obrad:
. Otwarcie Zjazdu, Wybdr Przewodniczacego, Zastepcy Przewodniczacego i Sekretarzy Zjazdu.
. Przyjecie protokélu z XIII Zjazdu Delegatow PTMTS. )
. Powolanie Komisji Matki i Skrutacyjnej.
. Zlozenie sprawozdania z dzialalnosci Towarzystwa.
. Ztozenie sprawozdania finansowego.
. Sprawozdanie Gléwnej Komisji Rewizyjnej.
. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjecie ich oraz postawienie wniosku o udzielenie Zarzadowi Gtéw-
nemu absolutorium i glosowanie nad wnioskiem.
8. Wybory:
a) uzupetniajace Czlonkéw Zarzadu Gléwnego,
b) uzupemliajace Gléwnej Komisji Rewizyjnej.
9. Sprawa zmiany statutu Towarzystwa.
10. Zatwierdzenie uchwaly Zarzadu Gléwnego o przyjeciu czlonkéw zagranicznych PTMTS.
11. Uchwalenie generalnych wytycznych dzialalnosci na nastepny okres.
12. Sprawy biezace i wolne wnioski.

~N AN bW N =

Ad 1. Pierwszy punkt porzadku dziennego wyczerpano na wstepie.

Ad 2. Protokét z poprzedniego, XI1I Zjazdu Delegatdéw PTMTS odbytego dnia 12 czewrca 1971 r. przy-
jeto po wprowadzeniu poprawki, wniesionej przez prof. dra J. MUTERMILCHA.

Ad 3. Komisje Matke i Komisje Skrutacyjna powolano w nastgpujacym skladzie: doc. dr Augustyn
Borcz (Wroclaw), prof. dr Zbigniew OLESIAK (Warszawa), doc. dr Kazimierz WRZESNIOWSKI
(Poznan).

Ad 4. Sprawozdanie z dziatalnoéci Towarzystwa za okres roku 1971 oraz I kwartat roku 1972 zlozyt
przewodniczacy ZG prof, dr Zbigniew Kaczxowski.

Ad 5. Sprawozdanie finansowe za rok 1971 oraz I kwartat 1972 roku ({acznie ze zreferowaniem budZetu
PTMTS na rok 1972) zlozyt skarbnik ZG dr Kazimierz BORSUK.
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Ad 6. Sprawozdanie Glownej Komisji Rewizyjnej zlozyt jej przewodniczacy — prof. dr Stanislaw Ko-
CANDA.,

Ad 7. W dyskusji, ktéra dotyczyla sprawy skladek czionkowskich, konkurséw naukowych przeprowa-
dzanych przez Oddzialy, nowych Oddziatéw, spraw wydawniczych i budzetu Towarzystwa, zabierali
glos: doc. dr R. Jawiczek, doc. dr Z. ENcEL, prof. dr Z. Brzoska, prof. dr J. MUTERMILCH;
dr W. WaLczak, doc. dr J. ANTONIAK,

Odpowiedzi dyskutantom udzielili prof. dr Z. Kaczkowsk1 i dr K. BORSUK.
Po dyskusji przyjeto sprawozdania z dziatalnoSci, finansowe i Gléwnej Komisji Rewizyjnej. Wniosek
Gléwnej Komisji Rewizyjnej o udzielenie absolutorium przyjeto jednomysinie.

Ad 8. Sprawe wybordéw, w imieniu Komisji Matki, zreferowal prof. dr Z. OLESIAK.

Trwa kadencja:
a) Przewodniczacego — prof. dra Zbigniewa KACZKOWSKIEGO.
b) Czlonkéw Zarzadu Gléwnego:
prof. dra Janusza MURZEWSKIEGO (Krakow)
prof. dra Zbigniewa WESOLOWSKIEGO
prof. dra Gustawa RAKOWSKIEGO
dra Kazimierza BORSUKA
¢) Glownej Komisji Rewizyjnej (czeSciowo)
doc. dra Eugeniusza BiELewicza (Gdansk)
dra Jacka STUPNICKIEGO
prof. dra Jerzego Surockieco (£6d?)
doc. dra Zenona WaszczyszyNA (Krakow)
Uptywa kadencja:
a) Czlonkéw Zarzadu Gléwnego:
prof. dra Wactawa OLSZAKA
" prof. dra Zbigniewa OSINSKIEGO
prof. dra Jana SZMELTERA
Zastepcédw Cztonkéw Zarzadu Gldéwnego
prof. dra Zbigniewa BUDZIANOWSKIEGO (Gliwice)
doc. dra Mariana SUCHARA (£.6d2%)
b) Gléwnej Komisji Rewizyjnej (czgsciowo):
doc. dra Henryka Mixoraiczaka (Poznan)
prof, dra Stanistawa KocaNpy.

Na wniosek Komisji Matki w glosowaniu tajnym wybrano nastepujace osoby:
Do Zarzadu Giéwnego:
doc. dra Marka KWIECINSKIEGO
prof. dra Zbigniewa OSINSKIEGO (ponownie)
prof. dra Jana SZMELTERA (ponownie)
oraz na ZastgpcoOw Czlonkdéw Zarzadu Gléwnego:
prof. dra Ottona DABROWSKIEGO (Wroclaw)
doc. dra Henryka Mixoraiczaka (Poznan)
Do Gléwnej Komisji Rewizyjnej:
prof. dra Stanistawa KocaNDg
doc. dra Romana Janiczka (Czgstochowa)
doc. dra Zbigniewa BYCHAWSKIEGO (Krakdw)

Ad 9. Sprawe dokonania zmian w statucie PTMTS zreferowal prof. dr Z. Kaczxowskl. Propozycjc
zmierzajg m.in. do skrécenia i uproszczenia statutu oraz maja na celu zacie$nienie wigzi miedzy
Zarzadem Gléwnym a Oddzialami poprzez czgstsze zwolywanie Plenarnych zebran Zarzadu
Gléwnego o charakterze roboczym. Jednocze$nie nie wydaje sie celowe organizowanie corocznych
(kosztownych) Zjazdéw Delegatéw, tym bardziej, ze w czasie jednorocznej kadencji ani Zarzad
Gléwny, ani Zarzady Oddzialéw nie sa w stanie przeprowadzi¢ i zakorczy¢ wielu dlugofalowych



626

Ad 10.

Ad 11.

BIULETYN INFORMACYINY

akcji. W zwiazku z tym zaproponowano, aby Zjazdy Delegatéw odbywaly sie nie rzadziej niz raz
na trzy lata.

Po dyskusji, w ktorej glos zabierali: prof. dr A. Cysurski, doc. dr J. ANTONIAK, doc. dr
E. BiELEwicz, doc. dr Z. ENGEL, doc. dr R. JANICZEK i doc. dr Z. WASZCZYSZYN, oraz po wprowa-
dzeniu szesciu poprawek do tekstu projektu nowego statutu Zjazd Delegatow przyjal jednomyslnie
projekt wraz z wprowadzonymi poprawkami.
Prof. dr Z. Kaczkowski zaproponowal trzy kandydatury na czlonk6w zagranicznych PTMTS,
mianowicie:
prof. dr Georga RIEDERA z NRF, ktorego opiniodawcami i czlonkami wprowadzajacymi sa prof.
dr Z. Kaczxowskt i prof. dr J. SzmeLTER; prof. dr L. G. LoscradskiiGo z ZSSR, ktdrego opinio-
dawcami i czlonkami wprowadzajacymi sa prof. dr R. SzEwaLsky i dr hab. R. Puzyrewski z Gdan-
ska; prof. dr O. C. ZmENkiEwIcza z Wielkiej Brytanii, ktorego opiniodawcami i czlonkami wpro-
wadzajacymi sa prof. dr 1. KisieL i doc. dr M. KWIECINSKI,

Prof. dr Z. Kaczkowski scharakteryzowat kandydatow informujac o ich zastugach nauko-
wych oraz aktywno$ci na polu zacie$nienia wspolpracy z polskimi naukowcami.

Po dyskusji, uchwala Zarzadu Gloéwanego o przyjeciu wysunigrych kandydatéw zostata za-
twierdzona przez Zjazd Delegatdw.

Wytyczne kierunkowe na najblizszy okres zreferowal prof. dr Z. Kaczkowski. Méwca podkreslit,
ze uchwaly i glosy w dyskusji przeprowadzonej na Zjezdzie beda wytycznymi dzialalnosci. Zarzad
Gltowny bedzie realizowal plan pracy na rok 1972, opracowany na podstawie planéw poszczegdl-
nych Oddzialéw. Zgodnie z nim przewiduje si¢ zwiekszenie liczby cztonkdédw oraz uaktywnienie
o$rodkéw terenowych, w ktérych istnicja WSI. Odbylo sig juz zebranie Czlonkéw Zatozycieli
Oddzialu w Rzeszowie, przygotowuje sie rowniez zatozenie Oddzialu w Kielcach, trudnosci sa
natomiast z powotaniem oddzialéw w Bialymstoku, Lublinie i Opolu.

W ramach dzialalnosci naukowej planuje sie w b.r. zorganizowanie 9 sympozjow:
Oddziatl Gdansk — «Metody numeryczne w mechanice»;
Oddziatl Gliwice— «Metody statystyczne w mechanice — stabilno$é, pomiary, modelo-
wanie»;
Oddzial Gliwice— «Kierunki rozwoju gérniczych urzadzen wyciagowych»;
Oddziat Krak 6 w— «Mechanika o$rodkéw porowatych»;
Oddziat Krakéw— «Technika wibracyjna»;
Oddziat Poznan—«VI Miedzynarodowa Konferencja Drgan Nieliniowych»;
Oddzial Szczecin— «Problemy wytrzymato$ci konstrukcji klejowych»;
Oddzial Warszawa— «V sympozjum z zakresu do§wiadczalnych badanh w mechanice ciata
stalego»;
Oddzial Wroctlaw— «Reologia».

Ponadto planuje sie zorganizowanie 4 seminariéw i 4 kurséw.

Konkursy naukowe zaplanowaly trzy Oddzialy: w Krakowie, Lodzi i Czestochowie. Jednak po dy-
dyskusji, w ktérej wypowiedzieli sig doc. dr J. ANToNiAK (dwukrotnie), prof. dr Z. Brzoska, doc, dr R.
Janiczek, prof. dr Z. Kaczxowski, prof. dr J. MUTERMILCH (dwukrotnie), prof. dr Z. OLESIAK, prof.
dr Z. OsivskI i doc. dr Z. WaszczyszyN postanowiono, ze konkursy oglosi Oddzial w Lodzi na najlepsza
pracg w dziedzinie mechaniki teoretycznej i stosowanej, z wylaczeniem prac czysto doswiadczalnych oraz
Oddzial w Czestochowie na najlepsza prace doswiadczalna.

W ramach akcji wydawniczej poza «Mechanika Teoretyczng i Stosowana» o objetosci 50 arkuszy
wydawniczych rocznie, streszczenia referatow na sympozja zostang wydane przez Oddzialy w Gdaiskus
Krakowie, Poznaniu, Szczecinie i Warszawie.

Zreferowane wytyczne ze zmianami wynikajacymi z dyskusji Zjazd przyjat jednomysinie.

Ad 12

Prof. dr Z. Kaczkowski poinformowat o utworzeniu nowego Oddzialu Towarzystwa w Rzeszowie.
Aktywny udzial w utworzeniu tego Oddzialu braf Zarzad i czlonkowie Oddziatu w Krakowie.
Przewodniczacy Oddzialu w Rzeszowie zapoznal zebranych z dziatalnoscia oérodka rzeszow-
skiego w dziedzinie mechaniki i o zebraniu zalozycielskim dnia 14.1V.1972. Zjazd podjat jed-
nomys$lnie uchwale powolujaca Oddziat PTMTS w Rzeszowie.
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Po wyczerpaniu porzadku dziennego Zjazdu, Przewodniczacy obrad prof. dr R. KAZIMIERCZAK po-
dzigkowal wszystkim referentom, ktorzy skladalisprawozdania, dyskutantom oraz nczestnikom obrad.

Prof. dr Z. Kaczxowskl podzigkowal przewodniczacemu obrad, prezydium i czlonkom Komisji
Matki i Xomisji Skrutacyjnej za sprawne przeprowadzenie obrad.

Z. Olesiak (Warszawa)

SPRAWOZDANIE

Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEY
I STOSOWANEJ ZA II KWARTAL 1972 R.

W okresie sprawozdawczym zorganizowano 16 zebran i sesji naukowych, na ktérych wygloszono
21 referatdbw o nastepujacej tematyce:

Liczba
Lp. Data Prefegent Temat uczest- dysku-
nikéw tantéw
1 2 3 4 5 6
Oddziat w Bydgoszczy
1. 27.04.72 A. Matysiak, Rzeczywista praca konstrukcji ramowej ob- 11 5
K. Wierzbicki ciazonej ciezarem wielokondygnacyjnego bu-
dynku wykonanego z wielkich plyt
Oddzial w Czestochowie
2. 24.04.72 S. Piwowar Nowe mozliwos$ci wytwarzania cze$ci maszyn 52 6
przy zastosowaniu zgrzewania dyfuzyjnego
3. 11.04.72 St. Ziemba Fizyka uszkodzen 56 4
4,  03.05.72 R. Janiczek Uczezenie pamigei prol. M. T. Hubera w se- 9 1
tng rocznicg urodzin
5. 02.06.72 Szymezak Ustroje cienkoscienne o przekroju otwartym, 15 4
zakrzywione, ukosnie podparte
Oddziat w Gliwicach
6. 20.04.72 St. Scieszka Problem tarcia suchego w hamuicach maszyn 21 3
) roboczych
Oddziat w Krakowie
7. 14.04.72 A. Swider Problematyka drgan samowzbudnych w pro- 9 5
cesie przeciggania
8.  14.04.72 Z. Bychawski Rozw6j i zadania mechaniki teoretycznej
wspblnie z Wydzialem Technicznym i stosowanej w $wietle wspoélczesnych mozli-
Rzeszowskiego Towarzystwa Przy- wosci analizy ukladow
jacidl Nauk
9. 20.04.72 J. Walczak Dziatano$¢ naukowa Profesora Hubera 26 9
10, 20.04.72 M. Zyczkowski Problematyka aproksymacji hipotezy wytg-

wspblnie z Komisja Mechaniki Sto- Zenia Hubera innymi - hipotezami
sowanej Qddzialu Krakowskiego
PAN

Oddzial w Lodzi
11, 15.06.72 R. Godlewski Miernik kata przesunigcia fazowego 15 3
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1 2 3 4 5 6

} Oddzial w Poznaniu
12, 23.0572  St. Widniewski Zastosowanie operatora roézniczkowego do 7 3
obliczania wartosci wlasnych

Oddzial w Szczecinie

13.  04.05.72 Cz. Mickiewicz Uczczenie setnej rocznicy urodzin Prof. M. T. 14 3
Hubera

14, 04.05.72 A. Bodnar Matematyczne metody badania stabilnoéci 4
ukladéw technicznych

15, 09.06.72 J. Rzepka Obliczenie fundamentow na palach metoda 14 4

odksztalcen sprezystych

Oddziatl w Warszawie

16.  10.04.72 J. Madejski Efekty wlotowe w rekuperatorach wspblpra- 6 5
dowych
5.06.72 Z. Kaczkowski Wprowadzenie
17. 5.06.72 Z. Reipert Drgania ramx obcigzonych sila ruchoma 30 7
18. 5.06.72 F. Jarzynski Drgania plyty prostokatnej pod wplywem
sity ruchomej
19. 5.06.72 R. Skarzynski Drgania ustrojéw pretowych i plyt ciaglych

wywolane ruchomym obciaZeniem

Oddzialt we Wroctawiu

20.  10.04.72 St. Dmitruk Wytrzymalo$¢ jako cecha reologiczna gruntu 27 6
B. Lysik i mozliwo$¢ jej oznaczania
21, 29.05.72 E. Brzuchowski Energetyczna interpretacja uktadéw z drga- 9 3

niami nieliniowymi
Oddzial w Warszawie zorganizowal V z kolei Sympozjum z zakresu doswiadczalnych
badan w mechanice ciata stalego. Odbyto si¢ ono w dniach 8 i 9 czerwca 1972 r.
Wygloszono 40 referatéw 63 autordw, na siedmiu nastgpujacych sesjach:
1 Zagadnienia zmeczenia '
11 Metody badan
111 Elostooptyczne metody analizy naprezen i odksztalkcen
1V i V Badania konstrukcji
VI Badania materialowe
VII Nowe zastosowania elostooptyki

Oddziat w Bydgoszczy zorganizowal seminarium na temat «Teoria probabilistyczna w me-
chanice ofrodka ciaglego», 3 wyklady wygtosit dr J. Czajkowski.

Oddziat w Gdandsku zorganizowal seminarium pt. «Teoria prababilistyczna w mechanice
ofrodka ciaglego». Seminarium prowadzit doc. dr E. Bilewicz.

Oddzial w Poznaniu przeprowadzil kurs «Teoria dyslokacji»; odbyto si¢ 10 wykladéw.

We wszystkich Oddzialach odbyly si¢ Walne Zgromadzenia, na ktérych wybrano nowe Zarzady
i Komisje Rewizyjne.

ZARZADY ODDZIAELOW PTMIS W KADENCJI 1972/73

Oddzial w Bydgoszczy
Przewodniczacy — doc. dr K. WERNEROWSKI, wiceprzewodniczacy — dr T. KABAT, sekretarz — mgr
inZ. B. SIOLKOWSKI, skarbnik — mgr inz. W, WEINER.
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Oddzial w Czestochowie

Przewodniczacy — prof. dr J. KOLAKOWSK], wiceprzewodniczacy — doc. dr hab. R. JANICZEK, sekre-
tarz — doc. dr J, BLSNER, skarbnik -— doc. dr A. StuzZALEtc, cztonkowie — dr R. PARxITNY, doc. dr J. Po-
ROCHNICKI.

Oddzial w Gdanisku

Przewodniczacy — prof. dr P. WiLpr, wiceprzewodniczacy — prof. dr J. WII—;CKOWSKI sekxetanz—
dr inz. Cz. BRANICKI, skarbnik — doc. dr J. KRUSZEWSKI.

Oddzial w Gliwicach

Przewodniczacy — doc. dr hab J. ANTONIAK, wiceprzewodniczacy — doc. dr hab. J. BUrsa, sekrefarz
~— doc. dr hab. J. FOoLwARrczNY, skarbnik — dr inZ. A. TyLIKOWSKI.

Oddzial w Krakowie

Przewodniczacy — doc. dr Z. ENGEL, wiceprzewodniczacy doc. dr Z. WASzZczyszyN, sekretarz —
dr S. Kasprzyk, skarbnik — doc. dr W. Krzvs, czlonkowie — prof. dr W. Bogusz, prof. dr G. SZEreR,
doc. dr B. OrLszowskr, doc. dr Z. KORDECKI.

Oddziat w FLodzi

Przewodniczacy — prof. dr Z. Parszewskl, wiceprzewodniczacy — doc. dr M. SUCHAR, sekretarz —
dr inz. Z. XazIMIERSK], skarbnik — doc. dr J. GLUZA.

Oddziat w Poznaniu
Przewodniczacy — prof. dr E. KaAras$kmewicz, wiceprzewodniczacy — doc. dr hab. J. STEFANIAK,
sekretarz — dr Zb. MagGerA-ULricH, skarbnik — mgr inz. A. KEBLOWSKI.

Oddzial w Rzeszowie

Przewodniczacy — prof. dr Z. STOJEK, sekretarz — mgr inz. J. LENDZINsKI, skarbnik — mgr inz
A. SwipEr.

Oddzial w Szczecinie

Przewodniczacy — doc. dr J. Mizrzeiewski, wiceprzewodniczacy — doc. dr Cz. MickiEwicz, sekre-
tarz — dr inz. B. TECZYNSKY, skarbnik — dr inz. H. KARPINSKA.

Oddzial w Warszawie

Przewodniczacy — prof. dr Z. OLESIAK, wiceprzewodniczacy — doc. dr B. KRAJEWsKY, sekretarz —
dr A. Jaworski, skarbnik — doc. dr hab. P. JASTRZEBSKI, z-ca sekr, — dr A. DRESCHER, z-ca skarbnika —
dr hab. Z. RerErT, czlonkowie — doc. dr D, NIEPOSTYN, doc. dr E. RADWANSKI,

Oddzial we Wroclawiu

Przewodniczacy — prof. dr A. BORCz, wiceprzewodniczacy — doc. dr Z. GABRYSZEWSKY, sekre-
tarz — dr inz. R. Zucuowski, skarbnik — doc. dr E. BRZUCHOWSKI,






INFORMACJE DLA AUTOROW

Komitet Redakcyjny prosi Autoréw o ulatwienie prac redakcyjnych zwigzanych z przy-
gotowaniem do druku nadestanych artykuléw przez przestrzeganie podanych wytycznych
przy przygotowywaniu maszynopisu:

1. Prace powinny by¢ napisane pismem maszynowym w dwoch cgzemplarzach, na zwy-
klym papicrze na pojedynczych arkuszach formatu A4, jednostronnie, z podwéjna interlinia,
z marginesem 4 cmz lewej strony, stronice z kolejna numeracjy.

2. Prace powinny byé¢ pisane zwigzle i zawiera¢ najistotniejsza tres¢ tak, by objetosé arty-
kutu byla skondensowana.

3. Wzory i oznaczenia nalczy wpisywaé recznie, bardzo czytelnie uzywajac jedynie liter
acinskich i greckich. Wskazniki ponizej liter i wykladniki poteg nalezy pisaé szczegblnie do-
kiadnie.

4. Praca powinna by¢ zaopatrzona w krotkie streszczenie (do 20 wierszy maszynopisu)
w ]. polskim, j. rosyjskim i w j. angielskim. W razie niemoznosci nadestania streszczen w je-
zykach obcych, Autor dostarcza streszczenie w j. polskim z podaniem terminologii w J. rosyj-
skim 1 w j. angielskim.

5. Numeracja wzordéw powinna si¢ wigzaé z poszczegbélnymi rozdzialami pracy (np. 1.1,
1.2, 1.3, itd.; 2.1, 2.2, 2.3 itd.). Numery wzoréw powinny znajdowaé si¢ w nawiasach okrag-
tych po lewej stronie wzoru.

6. Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wykona¢ na oddzielnych arkuszach z podaniem
kolejnych numeréw. Obok wladciwego tekstu, na marginesie nalezy podaé jedynie odnos$ny
numer rysunku. Na oddzielnym arkuszu nalezy zalaczy¢ spis podpiséw pod rysunkami. Osta-
teczne wykonanie rysunkéw obowigzuje Redakcje.

7. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografic nalezy nazywaé w tekécie rysunkami (skrét
rys.), a nie uzywaé okredlen figura, szkic, fotografia. U dolu rysunku (a na fotografiach na
odwrocie) nalezy wpisaé czytelnie numer rysunku, podpis pod rysunkiem (objaéniajacy), tytul
pracy i nazwisko autora.

8. Wszystkie tablice (unikaé¢ zbyt duzych), podobnie jak rysunki, nalezy wykona¢ na od-
dzielnych arkuszach i numerowaé liczbami arabskimi. U géry kazdej tablicy nalezy podaé ty-
tu! objasniajacy.

9. W tekécic nalezy na marginesie podaé stownie opis oznaczen, ktére moga budzi¢ wat-
pliwodci. Dotyczy to pisowni matych i duzych liter facinskich i greckich np.: ni, fau, dzeta,
ksi, kappa i in.

10. Po zakonczeniu pracy nalezy podaé wykaz literatury cytowanej w tekécie wymienia-
jac w kolejnoéci: inicjaly imion, nazwisko autora (oraz wspélautordw), pelny tytul dzieta lub
artykutu, tytul czasopisma {moze by¢ skrétami), numer zeszytu, numer tomu, rok (w nawia-
sach okraglych) oraz ewent. strony. Przy pozycjach ksigzkowych nalezy podaé miejsce wyda-
nia i rok. Pozycje literatury powinny mie¢ numeracj¢ kolejna (np. 1, 2, itd)), w tekécie, po-
wolujac si¢ na literaturg, naleZzy podaé numer w nawiasie kwadratowym.

11. Redakcja zastrzega sobie prawo potracenia z honorarium autorskiego kosztéw sporza-
dzenia nowego maszynopisu artykutu lub jego czeéci w przypadku nie przestrzegania wyiej
podanych wskazéwek.

12, Autorowi przystuguje bezptatnie 25 egz. nadbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze
Autor moze zaméwi¢ w Redakeji na koszt wlasny przy odsylaniu korekty autorskiej.

13. Autora obowigzuje korekta autorska (szczegélnie wnikliwa kontrola ztozonych wzo-
1é6w), ktéra nalezy zwr6ci¢é w ciggu 5 dni pod adresem: Redakcja MECHANIKI TEORE-
TYCZNEJ I STOSOWANEJ, Warszawa, ul. Swigtokrzyska 21, pokéj 413.



W nastepnym zeszycie ukazg si¢ prace:

N.J.CyGgaNowa, Niektore wlasnosci nieholonomicznych systemdéw typu Czetajewa-Przeborskiego

O HeKOTOpPBIX CBOIICTBAX HErOJICHOMHBIX cUCTeM Ueraema-IlureGopcxoro
Certain properties of non-holonomic systems of the Cetaiev-Prieborskii type

. SZEMPLINSKA-STUPNICKA, Wspélrzedne normalne w analizie rezonansdéw gléwnych nieliniowych ukla-

d6éw drgajacych o wielu stopniach swobody

HopmaspHble KOOPAHHATEI B aHAJIM3e I'JIABHLIX PE3IOHAHMCOB HEJHMHEHHBIX KONEGATEIBHBIX CHCTEM
CO MHOI'HMM CTEIEHSIMH CBOGOIbLI

Normal coordinates in the analysis of principal resonances of nonlinear vibrating systems with many
degrees of freedom

Kubik, Podstawy teorii konstrukcji pretowych na o$rodku gérniczym
OCHOBLI TEOPUM CTEPIKHEBBIX COOPYIKCHUH YCTAHOBIEHHDLIX HA TOPHBIX MACCHBAX
Foundations of the theory of rod structures built in mining areas

WOZNIAK, Podstawy mechaniki cial dyskretyzowanych
OCHOBBLI MEXaHHMKM JHCKPCTU3APOBAIHLIX TEJ
Basic concepts of the mechanics of discretized bodies

. KureL, O liniowych zagadnieniach teorii sprezystodcei cial dyskretyzowanych

JuHe#HbIE 332U TCOPUU YIPYrOCTH NHCKPETHIMPOBAHHEIX TEN
On the linear problems of elasticity of discretized bodies

GRraABACKI, G. Szerer, Uogblniona funkcja Greena dla nieskonczonego pasma plytowego
OGob6mEnnan Gynxuiiss Ipusa g GeckonedHoN IoJochl
Generalized Green’s function for an infinite plate strip

WRANIK, Wyznaczanie zmian stalych sprezystodci materialu wystepujacych na grubosci modelu gip-
SOWego

Onpejeniedue W3MEHEHHH YIPYIHX IIOCTOAHHBIIX MaTepuasa IO TOJIHHE THUICOBOH MONENH
Determination of changes of elastic material constants occuring across the thickness of a plaster model

GRABACKI, G. SZEFER, Przyklady ultradystrybucyinych rozwiazan pasma plytowego
TIpumepnr 06OGIIEHHBIX perteHu AL noMOCHT
Examples of ultradistribution solutions for plate strips

BruLeryN INFORMACYINY



Cena zt 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje sie poczynajge od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lat poprzednich moina nabywaé w sekretariacie Zarzgdu Gléwnego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury i Naulkd, pigtro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor., T. 10, z. 4, 5. 487—629 Warszawa 1972, Indeks 36712
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