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WACLAW OLSZAK

Tesli poczatek pracy naukowej badacza utozsami¢ z dala ukazania si¢ jego pierwszej publikacji, to
w roku biezacym zbiegaja sie w zyciu Profesora WactAwa OLSZAKA trzy wazne daty: 70-lecic urodzin,
50-ciolecie pracy naukowo-badawczej, zapoczatkowanej opubiikowaniem w 1922 roku artykulu na tcmat
uproszczonego sposobu obliczania polaczen tordw [ 1]") oraz 35-lecie podjgcia przez Jubilata nauczania
akademickiego, w roku 1937 habilitowal si¢ On bowiem jako docent na dwczesnej Akademii Goérniczej
w Krakowie. Na rok 1972 przypadaja ponadto dwie dalsze rocznice: 20-lecie istnienia Zakladu Mecha-
niki Oérodkéw Ciaglych PAN, ktérego Profesor W. Orszak byl organizatorem (1952), tworca i przez
blisko dwadziescia lat kierownikiem; jak réwniez 20-lecie zwigzania si¢ Jego z Politechnikg Warszawska
(1952) przez objecie na Owcezesnym Wydziale Budownictwa Przemyslowego Katedry Wytrzymalosei
Materiatéw. Ta, dzi§ juz przez takie okragle dziesigciolecia zarysowana dzialalno$¢ naukowa, inzynierska
i wychowawcza, jak rOwniez organizacyjna i spoleczna WactAwa OLSZAKA, przeplatana wieloma barwnymi
prZezyciami, jest miara Jego wielokierunkowych zainteresowan, niespozytej energii oraz wielkiej opty-
mistycznej wiary w efekty usilnego, rozumnego i konsekwentnego dzialania ludzkiego. W tym krotkim
szkicu uwypuklié cheialbym ogbdline aspekty Jego zyciorysu na tle §rodowiska akademickiego i wazniejsze
etapy pracy naukowo-dydaktycznej oraz organizacyjnej, przy czym wspoimne réwniez o Jego wyrdinie-
niach i cennych dystynkcjach, bedacych wykladnikiem uznania dla osiagnigé Wacrawa OLSZAKA na polu
naukowym, organizacyjnym i spoleczaym, Szczegdlowej analizie sylwetki naukowej Profesora oraz jego
dorobku inzynierskiego w dziedzinie zastosowan osiagnigé badawczych i technicznych po$wiecone sa dwa
nast¢pne opracowania.

'WACLAW OLszAK urodzil si¢ 24 pazdziernika 1902 roku w Karwinie, na Slasku CieszyA-
skim. Od najmtodszych lat wychowywatl si¢ w klimacie patriotycznym i w atmosferze
pracy spolecznej, wzrastajac w specyficznym $rodowisku Ziemi Cieszynskiej. Ziemia ta,
odwieczny teren obcego naporu prowadzonego na froncie zaréwno politycznym i kultu-
ralnym, jak i gospodarczym, stanowita zawsze bastion patriotyczny silnie zwiazany z pol-
sko&cia, kultywujac swéj pigkny, archaiczny jezyk, swe barwne regionalne tradycje. Tak
bylo i z najblizszym otoczeniem i rodzing WACLAWA OLszZAKA. Qjciec jego Wactaw, lekarz
1 dzialacz spoleczny, prezes Macierzy Szkolnej i cztonek Rady Narodowej Ksigstwa Cie-
szynskiego, cale swe Zycie strawil na tym, by ludnoéci miejscowe]j nie tylko nie§é¢ pomoc
jako opiekun jej zdrowia, ale rédwniez jako odwazny i nieugiety doradca, organizator
polskoéci i podrednik u wiadz. Byt cztowiekiem wielkich zastug i ogromnego autorytetu.
Przypieczgtowal ostatecznie swe polskie przekonania wiasnym zyciem, gingc w dnin 9 wrzes- -
nia 1939 roku z rak gestapo; zong jego deportowano do obozu koncentracyjnego w Skro-

D Patrz wykaz publikacji Waclawa Olszaka, str. 213,
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chowicach. Dla uczczenia wielkiego patrioty i meczennika Ziemi Cieszynskiej, miasto
Cieszyn przemianowato w 1948 roku jedng z wlic w §érédmiesciu na ulicg Dra Waclawa
Olszaka.

Nic tedy dziwnego, ze mtody WAcL.AW OLSZAK wrastal calg swa dusza w te atmosferg
patriotyzmu i ofiarnej pracy dla spoleczenstwa. Objawiato si¢ to wyraZnie juz w czasach
gimnazjalnych. W catym Zaglebiu Ostrawsko-Karwinskim istniala 6wczeénie tylko jedna
polska szkota $rednia: byto nig polskie gimnazjum realne im. Juliusza Stowackiego w Orlo-
wej. Codzienny czterokilometrowy marsz tam i z powrotem stanowil zdrowy, choé
czasochtonny i mato wygodny element Zycia sporej grupy karwiniakéw uczeszczajacych
do gimnazjum orfowskiego. Mimo to, uczen WACLAW OLSZAK znajdowal c¢zas na wiele
zaje¢ pozaszkolnych i dawal upust swym zamilowaniom organizacyjnym, sportowym
i muzycznym. Byl wspdtorganizatorem druzyny harcerskiej w Orfowej, czlonkiem, a pdzniej

dyrygentem chéru i orkiestry gimnazjalnej, pierwszym skrzypkiem kwartetu, entuzjastg
kétka esperantystéw. Majgc lat 16 zglosit si¢ jako ochotnik do powstajagcych wdwcezas
pierwszych oddzialéw armii polskiej, uzyskujac przydzial do Batalionu Saperéw we
Frysztacie. Z nauka radzif sobie przy tym dobrze, czego §lady widoczne sg w Jego ocenach
szkolnych: w ciggu ofmiu lat na wszystkich szesnastu §wiadectwach figuruja jedynie noty
«bardzo dobre». Ze szczegélnym zamiiowaniem oddawa% sie studiom nad literatura polska

gSwe studia uniwersyteckie rozpoczal WACLAW OrszaX w roku 1920 na Wydzmle
Inzynierii Ladowej i Wodnej Politechniki Wiedenskiej, ktérg ukoficzyt w 1925 roku jako
inzynier drég i mostébw, otrzymujac zaszczytny dyplom summa cum laude. Dziekan Wy-



WACEAW OLSZAK 181

dzialu Inzynierii, Prof. dr A. OErLEY, taka wpisal adnotacjc do jego dokumentow:
«Inz. Waclaw Olszak nalezal do najbardziej utalentowanych i najdzielniejszych studentéw
naszej uczelni. Cenig go tez wysoko jako wysoce wyksztalconego i organizacyjnie uzdolnio-
nego inzyniera». W tymze 1925 roku dyplom WACEAwWA OLSZAKA zostat nostryflkowany
na Politechnice Warszawskiej.

Tu znowu warto podkresli¢ szczegblng ceche Jego osobowoscl, wszechstronnoéé Jego
talentéw i niespozyta energie. Byl nieustannie czynny spolecznie i organizacyjnie, konty-
nuujac jednoczesnie swe zamitowania muzyczne. Ukonczyt z wynikiem bardzo dobrym
klase skrzypiec w Konserwatorium Wiedenskim, byt czlonkiem jego orkiestry (I skrzypce),
wystepujac tez jako solista. Czynnemu uprawianiu gry na skrzypcach potozyt dopiero kres
niefortunny przestrzal przez lewa rgke, ktéry naruszyt sciggna dioni. WacLaw OLszAx
byl wiceprezesem i prezesem polskiego stowarzyszenia akademickiego «Ognisko» w Wied-
niu, byt kierownikiem sekcji obcokrajowcéw na swym Wydziale, grupujacej studentow
z Polski, Butgarii, Wegier, Czechostowacji i Rumunii. «Zawsze przy tym manifestowal
on swoje narodowe stanowisko» — jak stwierdzit w 1925 roku Konsul Generalny RP w Wied-
niu,

W latach 1926-27 WacLaw OLszak odby! uzupekniajace studia podyplomowe na Faculté
des Sciences Paryskiej Sorbony, poglebiajac swa wiedzg w zakresie mechaniki ciata stalego
oraz cieczy i gazow. }30 powrocie z Francji staje z wlaciwym sobie entuzjazmem do pracy
zawodowej jako konstruktor i kierownik budowy wielu obiektéw inzynierskich na terenie
Slaska i Zaglebia Dabrowskiego. W roku 1927 wyjezdza na Bliski Wschéd, zwiedzajac
w ramach podrdzy naukowo-turystycznej Turcje, Liban, Palestyne i Egipt. Ukazuja sie
pierwsze Jego publikacje o charakterze teoretycznym, ktérych problematyka nawigzuje
do zagadnien, z jakimi zetknat sie w swej dziafalnosci inzynierskiej.

Ale i ciezkie do$wiadczenia mialy by¢ Jego udziatem. Przewlekla choroba zmusza go
do przerwania czynnej pracy, nie zalamuje Go jednak. Wytrwaly i nieustepliwy, w prawie
catkowitej kilkuletniej izolacji sanatmyjnej, przelywaneJ jedynie kontaktem pocztowym,
przygotowuje koncepcje swoich:dwu prac doktorskich.. Opracowme je w czasie choroby
i broni, obie z odznaczeniem, w roku 1933 i w roku 1934. Pierwsza z nich z teorii i pro-
jektowania konstrukcji inzynierskich nosi tytut Eisenbetonrohre fiir Hochdruckleitungen.
Theorie und Praxis i, obroniona w Politechnice Wiedenskiej, zostaje w tymze 1933 roku
nostryfikowana na Politechnice Lwowskiej, Druga dysertacja, z zakresu matematycznej te-
orii sprezystosci, zostala wykonana pod kierownictwem Prof, M. T. HUBERA w Politechnice
WarszawskicjxZostata ona wydana drukiem w 1934 roku przez Akademi¢ Nauk Technicz-
nych, pod tytufem Sprezyste uklady plaskie z otworami kolowymi w zastosowaniu do za-
gadnieri blach plaskich oraz tunelowych i gérniczych robdt inzynierskich [2]. Niedlugo
pbiniej, w 1937 roku, Wackaw OLSzAK habilituje si¢ jako docent Akademii Gorniczej

w Krakowie, przedkiadajac prace na temat statyki i dynamiki konstrukeji przeciwlotniczych
[34].

Wybuch drugiej wojny §wiatowej przerywa Jego dzialalno$é naukowa 1 zawodowa.
Traci dom, rodzina zostaje rozbita, sam parokrotnie ledwo uchodzi z Zyciem, wojna niesie

mu tez kompletng ruing materialng. Pracuje jako robotnik, dorywczo jako kierowca samo-
chodowy.
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\ Po skoriczonej wojnie spedzit kilka miesigcy we Francji i blisko rok w Belgii, pracujac
péczqtkowo na Uniwersytecie w Brukseli, aby potem skorzystac z zaproszenia na wyklady
goécinne na Faculté des Sciences Appliquées Uniwersytetu Paistwowego w Liége, ktory
przed Jego powrotem do kraju odznaczyt Go swym medalem honorowym. Tam tez osiaga
Go niespodziewane zaproszenie, ktérego zreszta nie przyjat: propozycja objecia Katedry
Teorii Konstrukcji Inzynierskich w Monachium. Nie skorzystat On réwniez z podobnych
propozycji pdzniejszych, mianowicie z zaproszenia z roku 1960 do objecia Katedry Teorii
Sprezystosci i Wytrzymatosci Materiatéw na Politechnice Wiedefiskiej — po stawnym
uczonym Prof. K. GIRKMANNIE — jak i z propozycji z lat 1956 i 1961, dotyczacych objecia
podobnej Katedry w Dreznie —po Prof. H. NEUBERZE.
W roku 1946 Waceaw Orszax wraca z tutaczki do kraju, aby obja¢ — Jako profesor
zwyczajny — Katedre Wytrzymatosci Materla{ow w Akademii Gérniczej w Krakow1e‘

oraz na wydziatach politechnicznych pézniejszej Politechniki Krakowskiej. Natychmiast
wraca do swych przerwanych prac naukowych oraz organizacyjnych, inicjuje i prowadzi
migdzywydziatowy o$rodek mechaniki stosowanej, kiadac tak wtedy, jak i w czasie calej
swej dalszej dziatalnoéci, wielki nacisk na konieczno$¢ istnienia forum dyskusyjnego
o charakterze seminaryjnym, jednoczacego i doskonalacego wysitki badawcze pracownik6w
naukiw dziedzinie mechaniki.

ﬁki_roku 1952 Prof. WAcLAw OLszax przenosi sie do Warszawy, gdzie Politechnika
powierzyla mu organizacje i kierownictwo Katedry Wytrzymatosci Materialéw na nowo
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powstalym Wydziale Budownictwa Przemystowego. Przeksztalca On ja niediugo (w roku
1956) w pierwsza w kraju fu‘nkcjonujaccac w pionie uczelni technicznych Katedre Teorii
Sprezystoéei i Plastycznoééi,____ )

''W tymze roku 1952 Prof. WACEAW OLSZAK powolany zostal na organizatora, a nastep-
nié kie;ownika Zaktadu Mechaniki O$rodkdw Ciaglych Polskiej Akademii Nauk. Zaktad
ten stal sie w niedtugim czasie najsilniejsza w kraju placéwka naukowa w zakresie mechaniki
stosowanej, znana réwniez szeroko poza granicami Polski. Placéwka ta skupila pod
kierownictwem Prof. WACLAWA OLSZAKA wielka liczbe badaczy w dziedzinie teorii spre-
zystosci, teorii plastycznosci, reologii, teorii konstrukcji oraz badan do$wiadczalnych,
ksztalcac jednoczes$nie mtode ;kadry i dajac im mozliwoséci zastuzonego awansu naukowego.
Doceniajac wielkie znaczenie dobrze zorganizowanych dyskusji naukowych, Prof. OrLszax
doprowadzit do realizacji corocznych letnich konferencji naukowych, ktére — po pierwszym
takim spotkaniu we wrze$niu 1953 roku w Karpaczu — staty si¢ odtad dobra tradycja
o$rodka i do dzisiaj regularnie si¢ odbywaja z udzialem pracownikéw instytutéw nauko-
wych i wyzszych uczelni, jak réwniez wybitnych przedstawicieli mysli badawczej z zagra-
nicy. -

‘W roku 1953 Zakiad prowadzony przez Prof. Orszaka wszedt w sklad Instytutu
Podstawowych Probleméw Techniki PAN, w ktérym od poczatku sprawowal funkcje
zastepcy dyrektora do spraw nauki, a w latach 1963-1969 byt jego dyrektorem. Na stano-
wisku tym réwnie troskliwa opieka otaczal zagadnienia wspdtpracy naukowej Z krajowymi
i zagranicznymi wyspecjalizowanymi ofrodkami badawczymi. Wspdlpraca ta rozwijata
sie szczegdlnie pomy$lnie i przejawiata w wielu formach: w zapraszaniu wybitnych uczonych
na wyklady i seminaria; w organizowaniu cykli wyktadéw z nowych dyscyplin; w trosce
o to, by mlodzi pracownicy nauki korzysta¢ mogli z krétko- i dtugoterminowych stazy
naukowych w wiodacych ofrodkach mysli badawczej w kraju i za granicg; w inicjowaniu
publikowania zagranicznych wynikéw prac badawczych w krajowych czasopismach
naukowych. Doceniat zarazem w petni role kongreséw migdzynarodowych dla rozwoju
badan w Polsce, zar6wno przez delegowanie na nie zainteresowanych dang problematyka
naszych przedstawicieli, jak i przez organizowanie takich spotkan i dyskusji w kraju.
Wychodzac z takich przestanek, inicjowatl i popierat takie formy wzajemnych kontaktow;
sam 'kf_erowa% przygotowaniem naukowym i organizacyjnym dwu migdzynarodowych
zjazdéw z zakresu mechaniki stosowanej, ktére odbyly sig w Polsce. Pierwszym z nich,
w roku 1958, byto sympozjum Miedzynarodowej Unii Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
(IUTAM) na temat Niejednorodnosci w Sprezysto$ci i Plastycznosci; natomiast w roku
1963 odbylo si¢ sympozjum Migdzynarodowego Stowarzyszenia Konstrukcji Powlokowych
(IASS) na temat Nieklasycznych Zagadnieti Powlok.

Ale rozumial, Ze inne jeszcze formy moga okazaé si¢ konieczne. Wspblczesny, bardzo
szybki, a na niektdrych odcinkach wrecz gwaltowny rozwéj badan naukowych wymaga
powaznych koncentracji i nakladéw w dziedzinie potencjatu ludzkiego i materialnego,
co nawet dla spoteczenstw bogatych moze okazaé sig zbyt kosztowne. Aby temu zaradzic,
w licznych dyscyplinach powolano do Zycia badawcze o$rodki migdzynarodowe. Takie
placowki w zakresie np. fizyki teoretycznej, fizyki jadrowej, matematyki, biologii itp.
okazaly si¢ nader skuteczne i dla poszczegblnych partnerdéw naukowo i ekonomicznie
efektywne. Nic podobnego nie istniato w dziedzinie mechaniki. W oparciu o analogiczne
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zaloZenia i zebrane gdzie indziej do§wiadczenia, powotano w roku 1969 -do zycia Miedzy-
narodowy Osrodek «Centre International des Sciences Mécaniques» w Udine (Wlochy);
Prof. OLszaK jest jednym z jego kierownikéw, bedac jednoczeénie jego wspodtzatozycielem
i entuzjastg jako migdzynarodowego oérodka badawczego, stuzacego rozwojowi i dyfuzji
osiggnieé w dziedzinie nauk mechanicznych i dyscyplin im pokrewnych.

‘W roku 1950 Prof. OLszax wybrany zostal czlonkiem zwyczajnym Towarzystwa
Naukowego Warszawskiego, a w roku 1954 zostat cztonkiem korespondentem Polskiej
Akademii Nauk. Od roku 1956 jest jej czlonkiem rzeczywistym. W latach 1957-60 byt
Sekretarzem naukowym Wydziatu IV Nauk Technicznych PAN, a od roku 1960 do 1969
piastowal godno$é cztonka Prezydium Polskiej Akademii Nauk. :

Osobista dziatalnoéé naukowa Prof. OLSZAKA zwigzana jest z teoria plastycznos$ci
i lepkoplastycznosci oraz, rownolegtym nurtem, z teorig konstrukeji inzynierskich. Szcze-
gblnie interesujg Go przy tym zagadnienia niejednorodnosei i anizotropii, przy czym,
obok zjawisk nieodwracalnych, studiuje zjawiska o charakterze reologicznym. Szczegbtowa
analiza prac badawczych i publikacji Prof. Orszaka przedstawiona jest w nastepnym
opracowaniu, warto tu jedynie wspomnieé, ze wokdt Niego, jako faktycznego zatozyciela
i kierownika polskiej szkoty teorii plastycznosci, skupito sie liczne grono zdolnych wspot-
pracownikéw rozwijajacych Jego koncepcje naukowe. Szkota ta zajmuje uznang, zasz-
czytna pozycje we wspotczesnym $wiecie naukowym.

Bogaty dorobek Prof. OLszaxA stanowi okolo 290 publikacji naukowych i technicz-
nych, z ktérych wielka cze$¢ ukazala si¢ w jezykach obceych, a liczne pozycje publikowane
byly za granica. Wiele prac zostalo przez zagraniczne wydawnictwa przettumaczonych.
Cze$¢ ich wynikéw weszta do znanych monografii naukowych, jak np. Encyclopedia
of Physics, tom VI; Teoria Sprezystofci M. T. HUBERA; Drang und Zwang A. i 1. Fop-
PLOW itd. Prace Prof. OLszaK A byly szeroko recenzowane. W «Applied Mechanics Reviews»
ukazalo si¢ ponad 80 recenzji Jego prac, w «Referatiwnyj Zurnat Akademii Nauk ZSRR —
Mechanika» opublikowano ich ponad 110. Wiele z nich oméwiono w «Mathematical
Reviews» (ponad 30), w «Zentralblatt fiir Mathematik» i innych. Synteza dorobku Prof.
OLSzAKA jest dziesig¢ monografii naukowych, z ktérych pie¢ ttumaczonych ukazato sie za
granica.

Prof. Orszaxowl, ze wzgledu na Jego osobista pozycje naukowa, jak réwniez talenty
organizacyjne i, nie zawaham si¢ uzy¢ tego stowa, dyplomatyczne, wsparte biegta znajo-
moécia jezykow i erudycja oraz wielka umiejgtnoscia obcowania z ludzmi i zjednywania
ich dla swych ambitnych poczynan, wielokrotnie powierzano zadania zwiazane z repre-
zentowaniem nauki polskiej za granica. Uczestniczyl On w ponad 40 miedzynarodowych
kongresach naukowych, przedstawiajac na nich ‘swe prace. Wielekro¢ przewodniczyt ob-
radom, powierzane mial referaty generalne. Byl réwniez czesto przez liczne uniwersytety
zapraszany na indywidualne wyktady i odczyty. Ponadto powierzone miat zwarte cykle
wyktadéw, jak np. we Francji (1961), w NRD (1965). W roku 1957 Prof. Orszax wygtosit
cykl wyktadéw na 11 uniwersytetach amerykanskich, ponawiajac podobng wizyte w roku
1962. Analogiczne cykle wykladéw wyglosﬂ réwniez w ZSRR (1955, 1968), w Skandy-
nawii (1963) itp.

- Wybitne osiagnigcia naukowe i organizacyjne Proﬂ Orszaka znajduja potw1erdzeme
w wielu. aktach uznania orodkéw zagranicznych. ‘W 1959 roku zostat.cztonkiem zagra-
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nicznym Serbskiej Akademii Nauk w Belgradzie oraz cztonkiem Académie des Sciences,
Inscriptions et Belles Lettres w Tuluzie. Jest cztonkiem zagranicznym Krélewskiej Szwedz-
kiej Akademii Nauk Technicznych w Sztokholmie oraz Finskiej Akademii’ Nauk Tech-
nicznych w Helsinkach. W 1964 roku Wegierska Akademia Nauk nadata Mu godno$é
swego czlonka honorowego; jest rowniez cztonkiem zagranicznym Niemieckiej Akademii
Nauk Przyrodniczych Leopoldina w Halle, Akademii Nauk w Turynie, Akademii Nauk
w Paryzu, Bulgarskiej Akademii Nauk w Sofii i Austriackiej Akademii Nauk w Wiedniu. -

W roku 1962 Prof. Orszaxowr godnoé¢ doktora honoris causa przyznat Uniwersytet
w Tuluzie, a w 1963 roku taki sam tytut zaofiarowat Mu Uniwersytet Pafistwowy w Liége.
Godno$§é doktora honoris causa nadaty Mu réwniez: Politechnika w Wiedniu (1965),

Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie (1969) oraz Uniwersytet Techniczny w Drez-
nie (1970).

Prof. OLszax pelnit tez wielokrotnie odpowiedzialne funkcje w ramach miedzynaro-
dowych organizacji naukowych.” W latach 1957-1970 byl wiceprezesem IASS (Inter-
national Association for Shell Structures), bedac wspéizatoZycielem tego Stowarzyszenia.
Jest rowniez wspéizatozycielem (1947) Stowarzyszenia RILEM (Réunion International
des Laboratories d’Essais et de Recherches sur les Matériaux et les Constructions), ktére
powotato Go w 1962 roku na swego prezesa. Jest cztonkiem Biura TUTAM (International
Union of Theoretical and Applied Mechanics), a od 1946 roku cztonkiem Statego Komi-
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tetu ATPC (Association International des Ponts et Charpentes). Jest — razem z E, Freys-
SINETEM, A. A. GWOzZDIEWEM i G. MAGNELEM — wspdlzalozycielem (1946) Stowarzysze-
nia FIP (Fédération International de la Précontrainte), ktérego wiceprezesem byt od.
chwili jego powotania do roku 1969. Ponadto wspéldziala On z wieloma zagranicznymi
towarzystwami naukowymi: jest —podobnie jak i Prof. WritoLp NOWACKI — wspbt-
zatozycielem (1955, Kharagpur) i czlonkiem The Indian Society for Theoretical and Ap-
plied Mechanics, czlonkiem Iowa Academy of Sciences, Gesellschaft fiir Angewandte
Mathematik und Mechanik i kilku innych. W roku 1966 zaproszony zostal do Kathmandu
w charakterze eksperta przy organizowaniu Wydzialéw Technicznych na tamtejszym
Uniwersytecie im. Tribhuwana.

Gtownym jednak polem dziatalnoéci Prof. OLSZAKA jest Jego praca naukowo-organi-
zacyjna w kraju. Obok obowigzkdéw kierownika Katedry w Politechnice Warszawskiej
i kierownika Zaktadu Mechaniki O$rodkéw Ciaglych oraz dyrektora Instytutu Podsta-
wowych Probleméw Techniki PAN powierzono Mu szereg dalszych funkcji, jak np.
przewodniczacego Komitetu Mechaniki Stosowanej PAN, Cztonka Sekretariatu Wydziatu
IV, zastepcy przewodniczacego Komisji Zagranicznej, czlonka Komitetu Inzynierii La-~
dowej PAN, zast¢pcy przewodniczacego Rady PiS§miennictwa Technicznego Komitetu
Nauki i Techniki. Jest wspotzatozycielem, wiceprezesem (1958-1962) i czlonkiem Zarzadu
Gtoéwnego Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. Towarzystwo to,
w uznaniu zastug, ktére potozyl dla jego powstania i rozwoju, wyrdznito Go w 1970 roku
godnoscia cztonka honorowego. Prof. OLszAK byl ponadto cztonkiem kilku rad nauko-
wych (m.in. Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki, Instytutu Techniki Budowla-
nej i Polskiego Komitetu Normalizacyjnego, Rady Naukowo-Technicznej przy ministrze
Budownictwa) oraz wielu komisji spotecznych i fachowych. Za zastugi w pracy spotecznej
na terenie Slaska Cieszynskiego, Macierz Szkolna Ziemi Cieszyhskiej nadata Mu swe
cztonkostwo honorowe (1970), a Polski Zwiazek Inzynjeréw i Technikéw Budownictwa,
ktérego jest wspbizatozycielem (1934) i od tej chwili aktywnym czlonkiem, wyréznit Go
swg Ziotg Odznaka.

Prof. OLszax znajduje roéwniez czas na prace edytorskie. Jest wspodlzatozycielem i re-
daktorem dwu periodykéw Polskiej Akademii Nauk: «Archiwum Mechaniki Stosowa-
nej» («Archives of Mechanics») i «Rozpraw Inzynierskichy, czlonkiem Komitetu Re-
dakcyjnego czasopism «Bulletin de I’Académie Polonais des Sciences, Série des Sciences
Techniques», «Archiwum Inzynierii Ladowej», «Polskiego Stownika Biograficznego»
PAN. Jest czlonkiem Miedzynarodowego Komitetu Naukowego «Journal de Mécani-
que» (Gauthier-Villars, Paryz) oraz wspotwydawca «Acta Mechanica» (Springer, Wieden),
«Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und Mechanik» (Akademie-Verlag, Drezno-
Berlin), «International Journal of Nonlinear Mechanics» (Pergamon Press, Oxford). By!
wydawca dwu dziet kongreSowych: Non-homogeneity in Elasticity and Plasticity (Per-
gamon Press, Oxford, 1958) oraz (wraz z Prof. A. SAWCZUKIEM) Non-Classical Shell
Problems (North Holland —PWN, 1963). 1|

Wybitne sg zastugi Prof, OLSzZAXA W dziedzinie dydaktyki i ksztalcenia miodych pra-
cownikéw nauki. Jest On niezwykle utalentowanym wykladowca i méwca oraz inspira-
torem znanych od blisko 25 lat poniedziatkowych seminaridw, na ktérych spotykali sig
i nadal spotykaja si¢ ci wszyscy, ktdrzy interesuja si¢ zjawiskami pozasprezystymi. Ze §ro-
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dowiska tego wyszto wielu powaznych badaczy o migdzynarodowej renomie; stanowia
oni Jego szkote naukowa.

Prof. OLszax byl promotorem szesnastu prac doktorskich, a nazwiska doktorédw wraz
z datami uzyskania promocji oraz placéwkami, w ktérych odbywaly sie obrony,\'}-)odane
sa na koncu opracowania. Trudno powstrzymac si¢ od podkreslenia, ze z tej-grupy sze-
snastu Jego wychowankév?/ jedenastu habilitowalo si¢, dwoch uzyskato tytuty profesoréw
zwyczajnych, szeSciu profesoréw nadzwyczajnych, dwéch docentéw, trzech samodziel-
nych pracownikéw naukowo-badawczych, przy czym jeden z nich jest czlonkiem rzeczy-
wistym, a jeden czionkiem korespondentem Polskiej Akademii Nauk.

Oryginalne koncepcje naukowe Prof. WAcLAwA OLSZAKA, cenne wyniki Jego prac
osobistych i zespotowych w dziedzinie wspolczesnej teorii plastycznosei i lepkoplastycz-
noéci oraz Jego wybitne zastugi dla organizacji i rozwoju badan w zakresie mechaniki
stosowane;j i teorii konstrukcji upowazniaja do stwierdzenia, ze jest on dzi$ jednym z czo-
towych reprezentantéw nauk techmcznych bedac Jednoczesme wielkim patnotq nauki

Nie mozna tez nie podkre$li¢ wielkiego humanizmu Prof. OrszAKa, jego serdecznodcei,
zyczliwosci i checi stuzenia pomocy wszystkim, ktérzy mieli kiedykolwiek zaszezyt z Nim
wspétpracowaé. Ma On ten wielki dar wylawiania wartosciowych jednostek, zachecania
ich do twdrczej pracy oraz stwarzania atmosfery pelnowarto§ciowej wspélpracy z pod-
legtymi mu formalnie i organizacyjnie ludZmi.

Prof. OLszAK jest laureatem nagréod panstwowych: dwéch I stopnia (1966, nagroda
indywidualna za prace z zakresu teorii plastyczno$ci; 1955, nagroda zespolowa za bada-
nia teoretyczne i eksperymentalne w dziedzinie konstrukcji sprezonych) oraz jednej III
stopnia (1950, nagroda indywiduvalna za opracowanie koncepcji elementéw nos$nych
ze wstepnie sprezonym zbrojeniem poprzecznym). Zostal odznaczony Krzyzem Koman-
dorskim z Gwiazdg Orderu Odrodzenia Polski, Krzyzem Komandorskim i Oficerskim
tegoz Orderu, Medalem Dziesigciolecia Polski Ludowej, Medalem za Zastugi dla Obron-
noéci Kraju, nagroda naukowa I stopnia ministra Szkolnictwa Wyzszego. Z odznaczef
zagranicznych Prof. OLSzAK posiada: order bulgarski Cyryla i Metodego I klasy, order
francuski «du Meérite pour la Science et I'Invention» (krzyz oficerski), order austriacki
«Ehrenzeichen fiir Wissenschaft und Kunst» (Komandoria), Medal Czechostowackiej
Akademii Nauk, Medal Uniwersytetu w Neapolu, Ztoty Medal «pour les Mérites dans
la Recherche et I'Invention».

Marek Kwiecinski
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TWORCZOSC NAUKOWA PROFESORA WACEAWA OLSZAKA

MICHAL ZYCZKOWSKI. (KRAKOW)

Trudno jest pokusi¢ sie o dokonanie proby podsumowania tworczo$ci naukowe
badacza tak stale czynnego i czesto publikujacego, jak profesor WACLAW OLSZAK. Jeszcze
kilka lat temu opracowanie takie byloby inne, uboZsze nie tylko o poszczegblne prace,
ale nawet o cale dzialy twdrczo$ci; niewatpliwie za kilka nastgpnych lat wzbogaci sig
o inne dzialy, dzi§ wilasnie znajdujace si¢ na naukowym warsztacie Autora. Tak wigc
niniejsza préba syntezy moze pretendowaé jedynie do wjecia dorobku na obecnym etapie
twérezoscli.

Niezwykle rozlegly twérczo$¢ naukows profesora OLSZAKA ujmiemy w pigciu podsta-
wowych dzialach: teoria sprezysto$ci, teoria plastycznosci, reologia, mechanika gruntéw —
ofrodk6éw sypkich i spoistych, oraz teoria zelbetu i konstrukcji wstepnie sprezonych,
Z-dziatéw tych nalezy szczegblnie wyréznié teorie plastycznosci. W okresie migdzywojen-
nym i w pierwszych latach po drugiej wojnie §wiatowej teoria sprezystosci byla w Polsce
stosunkowo silnie rozwinieta, gtéwnie dzieki dziatalno$ci profesora M. T. HUBERA, na-
tomiast teoria plastycznofci stanowila w naszym kraju dziedzing praktycznie nietknigta.
M. T. HuBer, formulujac swojg hipotezg¢ energii odksztalcenia postaciowego, przyczynit
si¢ do stworzenia podstaw teorii plastycznoéci, jednakze sam rozwijal dalej zagadnienia tej
teorii w niewielkim stopniu. Powstanie polskiej szkoty teorii plastyczno$ci nalezy przypisaé
wia$nie profesorowi W. OLSZAKOWI, ktéry poczawszy od r. 1953 opublikowal sto kilkadzie-
siat prac z tej dziedziny, wiasnych lub z ponad 20 wspétautorami. Prace te zostaly nastepnie
podsumowane w opracowanych zbiorowo monografiach [5], [6], [7], [8] i [10]. Wielkim
osiagnigciem Autora bylo réwniez zorganizowanie w r. 1958 sympozjum Migdzynarodo-
wej Unii Mechaniki (IUTAM), pt. «Niejednorodno$¢ w teorii sprezystoéei i plastycznoéein
i zredagowanie ksiggi zjazdowej, wydanej wspdlnie przez PWN i Pergamon Press. Wydaw-
nictwo to zostalo przyjete niezwykle przychylnie, a recenzent ksiegi w Applied Mechanics
Reviews, prof. A. KOCHENDORFER, stwierdzil, ze zainicjowana przez prof. OLSZAKA przed
kilkunastu laty teoria niejednorodno$ci sprezystej i plastycznej owocuje dzi§ w skali
{wiatowe;j.

Calkowicie nowatorskie sa réwniez prace z zakresu reologii i teorii konstrukcji "wstepnie
spr¢zonych — dziedzin niemal nie uprawianych w Polsce w poprzednim okresie. I tu réw-
nie mozna méwié o stworzeniu polskiej szkoly: ogdlem, ze wszystkich dziedzin, profesor
OLszAk opublikowal prace wsp6lne z 42 wspbtautorami, a monografie z zakresu kon-
strukcji sprezonych, [3], [4], i [9], stanowig trwale pozycje w skali §wiatowej.
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Przytoczyliémy tu celowo liczby wspdlautoréw profesora OLSzAKA. Liczby te cho
w pewnym stopniu odzwierciedlaja niezwykia umiejgtno$¢ Autora tworzenia zespotéw
naukowych i organizowania pracy zespotowej, tak niezbgdnej dla zbudowania nowocze-
snej szkoty naukowej.

1. Teoria sprezystoSci

W pierwszym okresie tworczosci naukowej profesora OLSZAKA dominowata — obok
prac poéwigconych konstrukcjom inzynierskim — teoria sprezystosci. Kilkadziesiat prac
z zakresu teorii sprezysto§ci mozna podzieli¢ na trzy zasadnicze grupy: ogdlna teoria
zagadnien plaskich, zastosowanie metody inwersji i problemy nieklasyczne teorii spre-
zystoéci (anizotropia, niejednorodnosé, fizykalna nieliniowo$c).

Prace z dziedziny ogdlnej teorii plaskiego stanu naprezenia i ptaskiego stanu odksztatce-
nia w zakresie sprezystym zostaly rozpoczgte opracowaniem monograficznym [2] z r. 1934
i publikacjami [22] i [25] z r. 1936. Szczegblnie wiele uwagi poswiecit Autor ponadto
jednolitemu ujeciu obu typdw zagadniefi plaskich, [47], [56], [64], [65]. Wprowadzona
przezen koncepcja uogdlnionego wspdlczynnika Poissona zostala wiaczona przez M. T.
HuserA do jego Teorii Sprezystosci juz w r. 1948, Profesor OLSzAK podat réwniez ogdina
metode rozwigzania dla obszaréw wielospdjnych i liczne przykiady.

Podstawy teoretyczne metody inwersji w zastosowaniu do zagadnien plaskich teorii
sprezystosci zostaty sformutowane w monografiach [1] 1 [2] oraz w najczesciej cytowanej
pracy [19], opublikowanej w Ingenieur—-Archiv w r. 1935. Do ich upowszechnienia przy-
czynil sig niewatpliwie prof. Ludwik FOpeL (syn), ktory metodzie stosowanej przez Autora
.1 uzyskanym przez niego wynikom po$wigcil wiele uwagi w III tomie swej znanej mono-
grafii Drang und Zwang. Powtérzyla si¢ tu w pewnej mierze sytuacja sprzed lat dwudziestu,
gdy August FOprL (ojciec) podobng przystuge wyswiadczyl M. T. HuBerOwi, udostep-
niajgc wyniki jego badan (gléwnie na temat termosprezystosci, teorii twardosci i kryterium
plastycznosei) szerokim kregom czytelnikdw swego $wietnego pigciotomowego podrecz-
nika Technische Mechanik, ktérego dziesiatki naktadéw rozchwytywane byly blyskawicznie
przez pracownikéw nauki i inzynierdw rdéznych specjalnodci i bily wszystkic rekordy
w dziedzinie literatury naukowej.

Metoda inwersji nalezy do grupy metod odwzorowan konforemnych i umozliwia
przeksztalcenie takich obszardw dwuspdjnych, jak pierscien kolowy mimo$rodowy lub
pOiplaszczyzna z otworem kotowym, w obszar pierécienia wspdtérodkowego, dla ktérego
rozwigzania podstawowych zagadnien teorii sprezysto$ci sa znane. Powyzsze prace Pro-.
fesora OLSZAKA staly sie podstawa dalszych badan w tej dziedzinie, w szczegbinoéci opu--
blikowanych wspdlnie z Z. Mrozem prac [107], [120] i [265], dotyczacych zastosowania
metody inwersji w teorii plyt. Autorzy rozwazali plyty kolowe z mimosrodowym otworem
kotowym przy réznych warunkach podparcia i obcigZenia oraz podali kilka przykladéw
-obliczen numerycznych. O licznych pracach stosujacych metode i 1nwersp w teorii plastycz-
no$ci wspomnimy oddzielnie.

Autor po$wigcit réwniez uwage cylindrom gruboSciennym i pierécieniom wspdtérod-
kowym, stanowiacym punkt wyjécia dla metody inwersji. Prace [30] i [36] dotycza opty-
malnego projektowania takich ustrojéw, mianowicie molewego wyréwnania naprezen
obwodowych.
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Najliczniejsze prace z zakresu teorii sprezystosci dotycza jednak zagadnien niekla-
sycznych, w szczegblnosci anizotropii sprezystej. Pierwsza byla tu praca [24] z r. 1936,
poswiecona tarczom i cylindrom o ortotropii walcowej. Dalsze rozwinigcie tej tematyki
przynosi praca [42], referowana na VI Kongresie Mechaniki Stosowanej w Paryzu w r. 1946.
Praca [73] omawia teoretyczne i praktyczne aspekty anizotropii spreZystej. Podstawy
teoretyczne samonapreZern w oSrodkach anizotropowych ujete zostaly w pracach [63]
i [66]. Liczne prace po$wigcit Autor zastosowaniom teorii sprezystoéci ciat anizotropowych:
w pracy [68] uogdlniono problem C. Webera duzych odksztatced przy skrecaniu pretéw
niekotowych na przypadek anizotropii; dalsze rozwini¢cie tego zagadnienia podaje praca
[198], w ktorej uwzgledniono réwnoczeénie dziatanie sity podtuznej; w pracach [75] i [245]
podano analogi¢ matematyczna dla skr¢cania pretéw anizotropowych i rozpatrzono liczne
przyktady, natomiast prace [76], [96], [246] i [257], napisane wspdlnie z J. NOWINSKiM
i W. UrRBANOWSKIM, poswigcone sg zagadnieniom termosprezystym w przypadku anizo-
tropii krzywoliniowe;j.

Dalsze prace dotycza teorii sprezystosci cial fizykalnie nieliniowych i niejednorodnych.
Podstawy teorii nieliniowoéci fizykalnej sformutowatl Autor wspdlnie z J. NOWINSKIM
w pracach [84] i [250], przyjmujac hipotezg niezmiennoéei wspotczynnika Poissona. Prace
[94] i [256], napisane wspdlnie z M. ZyczkowskiM, podaja klasyfikacj¢ problematyki
jednoczesnej niejednorodnosci i fizykalnej nieliniowoéci i kilka rozwigzan szczegdtowych.
Zagadnieniu klina sprezystego i plaszczyzny nieograniczonej w przypadku niejednorod-
noéci i jednoczesnej fizykalnej nieliniowo$ci po$wigcono opracowana wspélnie z J. Mu-
RZEWSKIM pracg [242). Zagadnieniami niejednorodnoéci sprezystej i stanami poprzedzaja-
cymi uplastycznienie zajmuja si¢ wspolne z J. RyCHLEwWSKIM (prace [169] i [232]).

2. Teoria plastycznosci

Jak juz wspomnieli§my w uwagach wstepnych, teoria plastycznosei zostata zapoczatko-
wana przez profesora OLszAkA dopiero w latach pieédziesigtych, jednak rozwijana z du-
zym rozmachem i licznym gronem wspdlpracownikow stala sig szybko czolowa dziedzing
twérczosci Autora. Pierwsze prace z r. 1953 dotyczyty ogblnych zagadnieri no$nosci gra-
nicznej [80] oraz noénoéci granicznej ptyt ortotropowych [77], [81]. W dalszych swych pra-
~ cach rozwijal Autor gléwnie nieklasyczne kierunki teorii plastycznosci, mianowicie teorig
cial anizotropowych i niejednorodnych.

Najszerszy zasigg majg prace z zakresu teorii cial plastycznych niejednorodnych.
Opublikowane w r. 1954 prace [85], [87], [251], [252], [253] i [255]), podajace klasyfikacie
niejednorodnosci plastycznej 1 podstawowe réwnania w nawigzaniu do teorii malych
odksztatcen sprezysto-plastycznych i teorii plyniecia plastycznego, staly si¢ punktem wyjscia
dla wieloletnich, obszernych badari w tej dziedzinie, prowadzonych przez W. OLSZAKA
1 Jego Szkote. »

Pojecie niejednorodnosci plastycznej nie tylko jest bogate w tresé fizykalng i poznawcza,
pozwala bowiem ujaé zmienne z miejscem cechy mechaniczne o§rodka, co z reguly od-
zwierciedla realne warunki szerokiej klasy rozpatrywanych proceséw; otwiera ono ponadto
interesujace jeszcze mozliwosci badawcze: Autor wykazatl bowiem, Ze pojecie’ niejedno-.

rodnofci mechanicznej moze by¢é wykorzystane w opracowaniu nowej metody poszuki-
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wania rozwiazan efektywnych w dziedzinie zagadnien réwnowagi spreZysto-plastycznej
i plastycznego plyniecia. Jedna z gtéwnych trudnosci, ktdra nastrecza teoria plastycznosci,
wynika z nieliniowego charakteru jej podstawowych zaleznoci, ktére tylko wyjatkowo
pozwalaja na bezposrednie ich catkowanie. Z drugiej strony dopuszczenie pewnych typow
funkeji niejednorodnosciowych prowadzi¢ moze do uzyskania rozwigzan Scistych roz-
patrywanych zagadnien. Zwazy¢ przy tym nalezy, ze do tych funkeji z reguty wprowadzié
mozna parametry swobodne, ktorych wartoéci nastgpnie okrefla si¢ w ten sposéb, by zbli-
2yé sie mozliwie najbardziej do aktualnych warunkéw rzeczywistych, a wige np. z warunku
minimalnego odchylenia od jednorodnoéci czy tez niejednorodno$ci okre§lonego typu.

Réznica w stosunku do podejécia klasycznego polega tu wiec na tym, ze zamiast
$cistych zatozen fizykalnych i przyblizonych rozwigzan formalnych, wprowadzamy model
fizykalnie przyblizony, dla ktérego znajdujemy rozwiazanie §ciste. Moze to byé rzecza
bardziej korzystng i prowadzié¢ do informacji pelniejszych, anizeli rozpatrywanie modelu
fizykalnie §cistego, dla ktorego jednak rozwiazanie poszukiwane byé musi dla kazdora-
zowo aktualnych warunkéw szczegblnych w drodze pracochtonnych metod numerycznych.
Dodaé nalezy, ze metoda Autora umozliwia oceng bledu przez zawarcie rozwiazania
miedzy kresami dolnym i gornym.

Dopuszezenie wystepowania niejednorodnoéci materiatu ma drugi jeszcze, choé spo-
krewniony, aspekt: stwarza mozliwo$é stosowania metody odwrotnej, polegajacej na za-
Yozeniu pola naprezen i poszukiwaniu odpowiedniego rozktadu niejednorodno$ci. Metoda
taka moze stuzy¢ badz do poszukiwania niejednorodno$ci optymalnej ze wzgledow wy-
trzymatoéciowych, badz tez do spetnienia innych kryteridw optymalizacyjnych. Jedna
i druga bardzo efektywna metode stosowal Autor wielokrotnie, i to zaréwno w rozpatry-
waniu zagadnien z dziedziny teorii plastycznodci, jak tez uprzednio juz w teorii sprezy-
stosci.

Oméwimy z kolei krétko wazniejsze prace po$wigcone niejednorodnoéei plastycznej,
ograniczajac si¢ chwilowo do cial izotropowych; problemy anizotropii plastycznej zostang
ujete oddzielnie. Prace [97], [105], [258] i [259], opublikowane wspblnie z W. UrRBANOW-
sKIM, dotycza niegjednorodnych walcdw grubosciennych i gruboéciennych powtok kuli-
stych w zakresie sprezysto-plastycznym. Zalozono dowolna, ale zalezng jedynie od wspol-
rzgdnej promieniowej r, niejednorodno$é materiatu zaréwno w strefie sprezystej, jak
i plastycznej, i poddano szczegétowym badaniom kolejno$é wystepowania uplastycznien;
okre§lono réwniez rozktad niejednorodnosci, odpowiadajacy jednoczesnemu uplastycz-
nieniu si¢ calego badanego elementu. Opublikowane wspdlnie z J. MUurzewskM i J. Go-
LECKIM prace [103], [113] i [260], poSwiecone sg uplastycznianiu niejednorodnej poiptasz-
czyzny pod dziataniem sily skupionej; zbadano, przy jakich typach niejednorodnesci
wystepuje radialny rozktad napreZzen w pélptaszczyZnie i podano kilka rozwiazan szcze-
gélowych przy zatozeniu liniowego wzmocnienia plastycznego.

Profesor OLszax jako pierwszy wprowadzit metode odwzorowania konforemnego
do teorii plastycznodci. Po§wiecit on w szczegdlnoéei liczne prace zastosowaniu metody
inwersji w teorii ciat plastycznych niejednorodnych. Zastosowanie tej metody ograniczone
jest co prawda do pewnych tylko typéw niejednorodnoéci, ale prowadzi do efektywnych
rozwiazan niektorych trudnych zagadnieﬁ teorii plastycznoéci. Podstawy teoretyczne
metody ujat Autor w pracach [130] i [168], uogdblniajac w ten istotny sposdb swa prace
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[19] z r. 1935. Okre§lono dopuszczalng klase niejednorodnoéci i podano rozwigzanie dla
potplaszczyzny z otworem kotowym. Prace [274] i [275] po$wigcono mimoSrodowemu
cylindrowi kotowemu; w przypadku materiatu jednorodnego mozna bylo uzyskiwaé
rozwigzania jedynie na drodze numerycznej, natomiast w powyzszych pracach Autor
podat stosunkowo proste rozwigzanie analityczne.

Dalsze prace z zakresu zastosowania metody inwersji w teorii plastyczno$ci opubliko-
wane zostaly wspdlnie z S. ZAHORSKIM. W pracy [158] badano mimoérodowy pier§cien
rozeiety pod dzialaniem obcigzen powierzchniowych, poddano analizie pieé¢ typéw nie-
jednorodnodci oraz zastosowano inwersj¢ wewnetrzng i zewnetrznya. W pracach [170],
[176], [184], [282] i [283] badano procesy quasi-ustalone i zastosowano metode odwrotna,
dzieki ktorej daje sie uzyskaé rozwigzania przyblizone dla szerokiej klasy mozliwych nie-
jednorodno$ci materiatu. Zagadnienia te przedstawiono rowniez na X Miedzynarodowym
Kongresie Mechaniki w Stresie w roku 1960.

Z innych prac po$wigconych teorii plastycznosci izotropowych materialdw niejedno-
rodnych wymienimy prace [163], analizujaca zakres sprezysto-plastyczny i no$noéé gra-
niczna niejednorodnych konstrukcji mostowych, prace wsp6lna z J. RycHLEwsKim [180],
badajaca wiasnoSci geometryczne p6l naprezen w przypadku plaskiego stanu naprezenia
oraz prace [197], referowana z tym samym wspdtautorem na sympozjum IUTAM w Thilisi,
a rozwazajaca . plaskie stany plastyczne spelniajace réwnanie biharmoniczne. Autorzy
pokazali, 2e wtasnoéci ogblne linii poslizgu osrodkéw niejednorodnych pozwalaja poszu-
kiwaé rozwiazan przez zastosowanie metod odwrotnych i poélodwrotnych. Wspdlna
z Z. WESOLOWSKIM praca [241] dotyczy nicjednorodnych konstrukcji tukowych. Liczne
artykuly podaja ogdlny przeglad problematyki niejednorodnosci plastycznej 1 dorobku
polskiego w tej dziedzinie; wymienimy tu prace [110], [112], [127], [137], [146], [151], [194].
Praca [137], opublikowana wspolnie z W. URBANOWSKIM w ramach ksigegi zjazdowej sym-
pozjum IUTAM niejednorodnosei w teorii sprezystodei i plastycznoscei, zostata we wspo-
muianej juz recenzji prof. A. KOCHENDORFERA w «Applied Mechanics Reviews» oceniona
jako wzorowe przedstawienie dorobku w tej dziedzinie.

Prace z zakresu niejednorodnosci plastycznej byly przez licznych wspdlpracownikdw
profesora OLSZAKA rozwijane dalej w publikacjach samodzielnych. Przyktadowo wymie-
nimy tu tylko obszerny cykl prac J. RYCHLEWSKIEGO, po§wigcony teorii plastycznosci-
cial o nigjednorodnoéci skokowe;.

Dalszym dzielem nieklasycznej teorii plastyczno$ci, szeroko rozwinigtym przez pro-
fesora OLSzAXA i Jego Szkole, jest teoria cial plastycznie anizotropowych, a szczegbinie
jednoczes$nie anizotropowych i niejednorodnych. Oparcie si¢ o zaloZenia wyjéciowe tak
ogblne ma na celu stworzenie teorii mozliwie wiernie odzwierciedlajace] rzeczywiste
makrowlasnoéci materiatu, Podejécie takie pozwala objaé programem badan zjawiska nowe
i poszukiwaé licznych rozwiazan, ktére — w ciasniejszych ramach teorii klasycznej — byty
dla nich dotychczas niedostepne. Liczne s3 réwniez zastosowania techniczne, i to zardwno
w zakresie konstrukcji inZynierskich, jak i mechanicznych oraz lotniczych. Rzecz jasna,
ze uklady w strukturze jednorodnej (lub izotropowej) mieszcza si¢ w takiej analizie
jako przypadki szczegblne. Do pierwszych prac z powyZszego zakresu daly impuls, po-
dobnie zreszta jak juz uprzednio w stosunku do ustrojéw izotropowych, zagadnienia
no$noéci granicznej plyt, w szczegdlnoéci plyt ortotropowych, [77], [79], [81], [88], [108],

. 2 Mechanika Teoretyczna
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[109], [247]. Teoria nosnoéci granicznej plyt, rozwinigta przez K. JOHANSENA 1 A. A. Gwoz-
DIEWA, zostala w tych pracach uogélniona na wazny technicznie przypadek anizotropii
ortogonalnej zwigzany np. ze zbrojeniem odmiennej mocy w dwéch wzajemnie prosto-
padiych kierunkach. Jednakze podstawa znacznje rozleglejszych badan, dotyczacych
oérodka tréjwymiarowego, stata si¢ dopiero seria prac opublikowanych w r. 1956 wspélnie
z W, URBANOWSKIM.

W pracach [102], [104], [111], [261], [262] i [263], referowanych na IX Miedzynarodo-
wym Kongresie Mechaniki w Brukseli, Autorzy uogélnili sformutowana przez R. Mis:sa
koncepcje potencjatu plastycznego na przypadek niejednorodnosci i jednoczesnej dowolnej
anizotropil krzywoliniowej. Wprowadzono pojgcie tensora moduléw plastycznosci dla
ogblnej anizotropii i zbadano szereg przypadkéw szezegdlnych; uogdlniono rdéwniez
hipoteze energii odksztalcenia postaciowego na przypadek cial anizotropowych, wy-
odrebniajac t¢ klasg materialéw anizotropowych, dla ktérych rozklad energii na objeto-
§ciowa i postaciowa daje si¢ przeprowadzi¢. Autorzy wprowadzili nastepnie funkcje
naprezen we wspélrzgdnych Lamégo; praca [102] zawiera tablice zestawieniowe dla réz-
nych typowych uktadéw wspétrzednych. Dalsze rozwinigcie ogblnej teorii zawieraja prace

14511 [199].

Przypadki plaskie teorii plastycznoéci niejednorodnych ciat anizotropowych zostaty
zbadane szczegétowo w pracach W. OLSZAXA, P. PERZYNY i CZ. SZYMANSKIEGO [121], [270],
[271]. Autorzy stwierdzili, ze przy rozpatrywaniu cial anizotropowych przez problemy
plaskie mozna rozumie¢ cztery rézne przypadki: gdy przyrosty naprezen zaleza tylko od
dwdéch zmiennych w rozpatrywanej plaszezyznie, gdy nie wystgpuja odksztalcenia normal-
ne do plaszczyzny, gdy zardwno odksztalcenia podiuzne, jak i katowe lezg w rozpatry-
wanej plaszczyZnie, wreszcie gdy mamy do czynienia z ptaskim stanem naprezenia w kla-
sycznym sensie. Rozpatrzono szczegdlne przypadki anizotropii monoklinicznej, orto-
tropii 1 izotropii poprzecznej. Dalsze rozwinigcie tej tematyki przynosi praca wspdlna
2z W. URBANOWSKIM [134].

Niezwykle wazne prace podstawowe z zakresu jednoczesnej niejednorodnoéci i anizo-
tropii plastyczne] dotycza sformutowania zasad wariacyjnych dla takich o$rodkéw. Od-
noéne twierdzenia wykazano w pracach wspélnych z P. PErRzyYNA [124], [266], [267], przy
zalozeniu izotropowego wzmocnienia plastycznego i istnienia potencjalu plastycznego.
Prace [132], [138] i [272] formuluja bardziej szczegdtowo kryterium stosowalnosci wyka-
zanych twierdzen. Twierdzenia te umozliwily uzyskanie przyblizonych oszacowan dla
licznych trudniejszych zagadnien, nie rokujacych nadziei na rozwiazanie $ciste.

Wiele prac poswiecit profesor Orszak zastosowaniom teorii niejednorodnych cial
anizotropowych. Wykorzystujac wyniki swych pierwszych prac z lat 1953 i 1954 dotycza-
cych podstaw teorii no$nosci granicznej ptyt [77], [80], [81], [88]. Autor podatl szereg roz-
wigzan z zakresu zastosowan ogélnego typu ustrojéw ptytowych o réznolitych uksztaito-
waniach, przy uwzglednieniu réznorodnych warunkéw brzegowych i poddanych dziatanin
réznego rodzaju obcigzen, jak rowniez z zakresu zastosowan konstrukcji powtokowych.
1 tak sprezysto-plastycznemu zginaniu plyt kotowych po§wigcone sa opublikowane w r. 1957
wspblne z J. MURZEWSKIM prace [122], [123], [125], [268] i [269]. W pracach tych uwzgle-
dniono niejednorogno$¢ sprezysta i plastyczng plyty, zalezna od wspdirzednej promienio-

i}
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wej r, oraz — dopuszczajac §ci§liwo$¢ materialu — rozwazono kilka hipotez odno$nie
zmian wspGtezynnikéw odksztalcenia poprzecznego w zakresie sprezysto-plastycznym.

Rowniez z r. 1957 pochodza pierwsze prace, dotyczace niejednorodnoscei i anizotropii
powlok plastycznych: praca wspdlna z A. SAwczUKIEM [126] i praca [128], rozwazZajace
noénoéé graniczna cienkoéciennych powlok obrotowo-symetrycznych. Dalsze badania
w tym kierunku przynosza prace [136], [150], [152], [162], [165] i [166]. Zalezno$ci no$nosci
granicznej powlok od przyjetego warunku plastyczno$ci poswigcona jest praca wspdina
z A. SawczUkieM [143]. Warunki plastycznosei dla przekroju niejednorodnych ortotro-
powych ptyt i powlok zostaty sformulowane w pracach W. OLSZAKA i R. SANKARANARAYA-
NANA [188], [285], [288]. Podsumowanie dorobku §wiatowego z dziedziny no$nosci granicz-
nej i odksztalcen sprezysto-plastycznych powlok ze szczeg6inym uwzglednieniem niejedno-
rodnoéci i anizotropii zawieraja wspolny z A. SAWCZUKIEM referat generalny na kongresie
w San Francisco [185] oraz prace przegladowe tychze Autoréw [190]1 [204] i ich monografia
[10]. Prace z dziedziny anizotropowych plyt i powlok plastycznych byly réwniez konty-
nuowane przez licznych wspotpracownikéw profesora OLSZAKA. Przykladowo wymienimy
tu jedynie prace A. SAWCZUKA, M. KWIECINSKIEGO i D. NIEPOSTYNA z teorii plyt, oraz
prace A, SAWCZUKA i J. RYCHLEWSKIEGO z teorii powlok. '

Z innych zastosowan teorii niejednorodnych cial anizotropowych nalezy wymieni¢
serig prac dotyczacych plastycznego zginania grubosciennego wycinka walcowego.
Opublikowane wspélnie z S. ZAHORSKIM prace [140], [147] 1 [153] wogdlniajg rozwiazanie

~zagadnienia Shaffera i House’a 'na przypadek ortotropii i niejednorodnosci; zalozono
nieéci§liwo$¢ materiatu, ptaski stan odksztalcenia i niejednorodno$¢ zalezna od wspbtrzed-
nej promieniowej 7. Autorzy okreélili kolejno$¢ tworzenia sig stref uplastycznionych, a takze
rozklad niejednorodnosci, odpowiadajacy jednoczesnemu uplastycznieniu calego wy-
cinka.

Wymienione prace nie wyczerpuja bogatego dorobku Autora z zakresu teorii plastycz-
nofci; liczne pozostale prace odzwierciedlaja szeroki wachlarz Jego zainteresowan. Wy-
mienimy tu np. prace [106] formulujacq zasadg¢ ekstremalna w teorii nosnosci granicznej
plyt i stwierdzajaca istnienie analogii matematycznej do teorii stanéw granicznych geody-
namiki; prace [144] poéwiéconq probabilistycznemu ujeciu teorii no$noSci granicznej;
prace [200] rzucajaca nowe S$wiatlo na szeroko dyskutowana w literaturze $wiatowej
koncepcje istnienia naroza plastycznego; prace [218] dotyczaca teorii drgan sprezysto-
-plastycznych. Wspdlng z P. PErRzZYNA pracg [205] referowal profesor OLszak na XI Miedzy-
narodowym Kongresie Mechaniki w Monachium w r. 1964; Autorzy sformutowali w niej
podstawy teorii plastycznosei przy warunku plastycznoéei zaleznym w sposdb jawny od
czasu; zalezno§¢ taka moze by¢ zwiazana np. z nagrzewaniem ciata lub poddaniem go
napromieniowaniu. Dalsze rozwiniecie tej tematyki przynosi praca [234].

Niektore z oméwionych rozwiazan zostaly potwierdzone przez badania eksperymental-
ne prowadzone u nas i za granicg, podczas gdy w pracach [100] i [254], napisanych wspolnie
z A. SAWCZUKIEM, przedstawiono wyniki weryfikacji do$wiadczalnej teorii no$nosci
granicznej plyt, ze szczegblnym uwzglednieniem plyt ortotropowych. Wiele troski po-
$wigcat Autor udostepnieniu uzyskanych wynikéw praktyce technicznej i ich licznym za-
stosowaniom. Dotyczy to w szczegblnej mierze projektowania i obliczania konstrukcji
inzynjerskich [148], [149], [226], [243], [244] oraz teorii no$noéci granicznej ptyt i powtok.

2%
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Osobny uwage wypada poswigci¢ monografiom z zakresu teorii plastycznodci, [5], [6],
[7], [8] i-[10], opracowanym z zespolami wspétpracownikéw. Przedstawiaja one liczne
nowoczesne dzialy teorii plastycznosci w sposéb $cisty, a zarazem mozliwie przystepny.
Niemal kazda z nich zostala przetozona na jeden lub dwa jezyki obce, lub inne jezyki obce
(gdy oryginal okazywal sie w jezyku angielskim), co stanowi dobitny wyraz uznania ze
strony nauki §wiatowej. Poszczegblne wydania znikaly przy tym bardzo szybko z pétek
ksiggarskich, stanowiac obecnie jedynie «biale kruki» w sprzedazy antykwarycznej.

Za prace swe w dziedzinie teorii plastyczno$ci Autor wyrézniony zostat w r. 1966 indy-
widualna Nagroda Panstwowa I Stopnia, a naukowe osiagniecia grupy jego bliskich
wspolpracownikéw i waga opracowywanych przez nich zagadnien podkreSlone zostaty
przez przyznanie im w r. 1968 Nagrody Panstwowej II stopnia; wyrdznieni zostali pro-
fesorowie Z. MROZ, P. PERZYNA, J. RYCHLEWSKI, A. SAWCZUK i W. SZCZEPINSKI.

3. Reologia

Na zjawiska reologiczne zwrdcit WAcrAw OLSZAK uwage juz w okresie przedwojen-
nym, podkreélajac ich wielkie znaczenie w teorii konstrukcji inzynierskich [31]. Wiasne
badania naukowe w tym kierunku rozwinal jednak dopiero po podjeciu, w okresie powojen-
nym, szerokiej tematyki w zakresie zjawisk nieodwracalnych; pierwsze jego prace z dzie-
dziny reologii pochodza z lat pigédziesiatych. Sa to prace wspélne z J. LITWINISZYNEM
[78], [248], podajace pewien nieliniowy model reologiczny, prace [86], [249] dotyczace
reologii elementdw uzwojonych, wreszcie prace wspolne z P. PERZyNA [132], [142], [279],
formulujace ogdlne twierdzenia wariacyjne lepkosprezystosci i precyzujace kryteria ich
stosowalnoéci. Zasadniczy jednakze okres tworczosci Autora w zakresie reologii przypada
na lata szeéédziesigte. W dazeniu, by wyjs¢ z zalozen mozliwie ogblnych i rozszerzy¢ je
réwniez na dziedziny nieklasyczne, jak niejednorodnoé¢ i anizotropia, kierowali sig¢ Autorzy
intencja, by w rozwazaniach swych zblizy¢ si¢ mozliwie najbardziej do warunkéw realnych.
Wyniki badan podstawowych stuzyly im nastepnie jako punkt wyjcia przy rozwigzywaniu
szeregu zagadnief do tej pory nie opracowanych, ktdre jednak z punktu widzenia nauko-
wego lub technicznego zastuguja na uwage. Prace z tego okresu mozna podzieli¢ na dwie
zasadnicze grupy: dotycza one ogdlnych zagadniefi lepkoplastyczno$ci oraz reologii
cienko$ciennych powitok. Prace' dotyczace reologii elementéw uzwojonych omdwimy
w oddzielnym punkcie. :

Za pierwsza publikacje z lepkoplastyczno$ci mozna uznaé napisang wspélnie z P. Pe-
RZYNA prace [179], dotyczaca rozchodzenia sig fal sferycznych w osrodkach sprezysto-
-lepkoplastycznych, referowana na miedzynarodowej konferencji w Marsylii w r. 1962.
Zastosowano w niej metode charakterystyk i okre§lono efektywnie ruch czota fali. Praca
[187] z r. 1963 rozpoczyna seri¢ badan nad stanami krytycznymi, warunkujacymi przejcie
ofrodka ze stanu fizykalnie liniowego do stanu nieliniowego i pojawienie sig¢ pierwszych
odksztalcen trwalych typu lepkoplastycznego. Praca ta stanowi uogdlnienie koncepcji
M. REINERA i K. WEISENBERGA i jest oparta na rozwazaniach energetycznych. W pracach
[286] 1 [287] wprowadzono pojecie wewnetrznych poziomdw organizacji poszczegdlnych
elementéw sprezystych i lepkich i dla kazdego z tych elementéw okreslono odpowiednie
kryterium przejécia w stan plastyczny. Interpretacje energetyczng stanéw krytycznych
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podaje praca wspdlna z Z. BycHAwskiM [213]. Dalsze rozwinigcie tej tematyki stanowi
praca [240]. . :

Liczne prace po$wiecit profesor OLszAK réwnaniom konstytutywnym, charakteryzuja-
cym zachowanie si¢ o$rodkéw sprezysto-lepkoplastycznych, i og6lnej ich teorii. Pierwsze
z nich, [193] i [203], napisane wspélnie z P. PErRZyNA, dotycza problematyki gruntéw,

. ktérych wiasnosci sprezysto-lepkoplastyczne wykazuja wielka rozmaito§¢. Nastepne prace
tych Autoréw [211] i [214] rozwaZaja og6lny przypadek materialéw sprezysto-lepko-
plastycznych, dopuszczajac anizotropi¢ i duZze odksztalcenie. Dalsze prace [220], [223]
i [231] na$wietlaja procesy sprezysto-lepkoplastyczne z punktu widzenia zasad termody-
namiki i dyskutuja wynikajace stad ograniczenia. Zjawiska relaksacji w o§rodkach sprezy-
sto-lepkoplastycznych byly przedmiotem pracy [225]. Ogdlne ujecie problematyki lepko-
plastycznoéci i przeglad wazniejszych osiagnie¢ zawieraja prace [224] i [235], praca wspélna
z Z. BycaawskiM [227] i prace wspdlne z P. PERZYNA [228] i [238].

Prace z zakresu reologii powlok naleza réwniez w znacznej wiekszoéci do najnowszego
okresu twdrczosci profesora OLSZAKA. Pierwsze badania z tej dziedziny zostaly ujete
w pracach [101] i [161], a przeglad wczesniejszego dorobku §wiatowego zawieraja prace
wspolne z A. SawczUKIEM [185] 1 [190]. Pelzanie powlok obrotowych w zakresie geome-
trycznie nieliniowym omawia praca wspoélna z Z. ByCHAWSKIM, [212], referowana na sym-
pozjum IUTAM w Kopenhadze w r. 1967. Dalsze prace z tym samym wspdlautorem
rozwazaja stadium zniszczenia w wyniku duzych ugieé przy petzaniu powlok, [221], i mem-
bran obrotowo symetrycznych [233]; Autorzy zastosowali tu zaproponowane wcze$niej
kryterium zniszczenia przy pelzaniu [213]. Badania w tym kierunku kontynuowane sg
w pracy wspdéluej z Z. BycHAwsKIM [239], referowanej na kongresie mechaniki w Warnie.

4. Mechanika gruntéw, oSrodki sypkie i spoiste

Analogia formalna, jaka istnieje pomigdzy teorig plastycznoéci a teorig o$rodkéw
sypkich, inspirowata Autora do rozwinigcia mechaniki gruntéw oraz ofrodkéw sypkich
1 spoistych, w szczegblnoéci ich standéw granicznych. Pojecie makroniejednorodnoéci
okazalo si¢ z natury rzeczy nader aktualne. Prace po§wigcone problematyce z tym zwig-
zanej.omawiamy oddzielnie z uwagi na ich po czgéci odrgbny charakter i odmienne przez-
naczenie, cho¢ lacza si¢ one czgéciowo zarédwno ze sprezystoécia i plastycznoécia, jak
i reologia.

Zainteresowania profesora OLSZAKA w omawianym kierunku — cho¢ o mniejszym za-
siggu w pordéwnaniu do innych dziedzin — rozwijaly si¢ przez caly okres tworczosci.
Prace z lat trzydziestych dotyczyly gléwnie mechaniki gruntéw w nawiazaniu do proble-
méw budownictwa inZzynierskiego [21]. W latach pieédziesiatych Autor, rozszerzajac krag
swych zainteresowan na teori¢ o$rodkéw sypkich i spoistych, uogéinia w pracy [95] kon-
cepcie ' W. W. SOKOLOWSKIEGO na przypadek niejednorodnosci materialu i podaje klasy-
fikacje mozliwych typéw niejednorodnosci; w pracy [141] rozwaza powierzchnie graniczne
w formie paraboloidy obrotowej i stozka kolowego, przy dopuszczeniu niejednorodnoéci
jedno- i dwufunkcyjnej. Szczegdtowej -analizie poddaje przypadek plaskiego stanu od-
ksztalcenia. :
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Ogdlniejsze podejécie do mechaniki gruntéw reprezentuja prace wspdlne z P. PERZYNA
[193], [203], uwzgledniajace zjawiska reologiczne i traktujace jako materialy sprezysto-
lepkoplastyczne; koncepcja taka umozliwia okreslenie zjawisk, zachodzacych w gruntach
z biegiem czasu. Efekty lepkoplastyczne w mechanice gruntéw z punktu widzenia proble-
matyki budownictwa inZynierskiego naswietla praca [217], referowana przez Autora na
miedzynarodowym kongresie w Weimarze w r. 1967.

5. Teoria Zelbetu i konstrukeji sprezonych

Teoria zelbetu i konstrukeji sprezonych wraz z zagadnieniami pokrewnymi (tworzenie
sie rys i szczelin, elementy uzwojone) byfa rozwijana przez profesora OLSZAKA niemal
réwnomiernie w ciggu calego okresu Jego dotychczasowej twoérczoscl.

Pierwsza praca z teorii Zelbetu, dotyczaca obliczania wytrzymatosci na zginanie belek

jedno- i dwustronnie zbrojonych, zostata opublikowana juz w r. 1928 [13]. Wysokociénie-
niowym zbrojonym rurociggom Zelbetowym poéwigcit Autor prace [18], [20], [27] i [39],
uwzgledniajac anizotropi¢ osrodka i proponujac optymalizacje zbrojenia. Liczne prace
z lat trzydziestych dotycza zastosowan teorii zelbetu: przy wykonywaniu obudowy gérni-
czej, [23], [26], [28], 1 przy budowie schronéw przeciwlotniczych [29], [34], [35]. Obszerne
opracowanie [34] stanowilo rozprawg habilitacyjna Autora. Prace powojenne dotycza
gléwnie no$nosci granicznej i reologii konstrukeji Zelbetowych [101]; we wspllnej z A. SAw-
CczUKIEM pracy [173] podano metode¢ obliczania noénosci granicznej zbiornikéw zelbe-
towych. -
. Lata czterdzieste przynosza szybki rozwdj teorii konstrukcji wstepnie sprezonych
w skali §wiatowej — profesor OLSZAK nalezy do pionieréw tego typu konstrukeji w Polsce.
Po raz pierwszy zwraca w r. 1937 uwage na podstawowe znaczenie i gleboko siggajace
efekty planowego regulowania przeptywu sif wewnegtrznych w konstrukcjach poprzez
zabieg wstepnego ich,sprezania [31], podkre§lajac zarazem istotng przy tym role odksztat-
cen plastycznych i reologicznych. Pierwsza powojenna jego praca z tej dziedziny pochodzi
z r. 1946, [43], i dotyczy sprezonych belek i plyt. Praca [46], formulujgca teorie elementoéw
sprezonych przy zbrojeniu spiralnym (Srubowym), byla przez Autora referowana na VII
Miedzynarodowym Kongresie Mechaniki w Londynie w r. 1948; rozszerzona wersja tej
pracy zostata opublikowana w Polsce, [55], wyniki dalszych badan przynosi praca [67].
Praca [69] analizuje wptyw wiasnodci mechanicznych materialéw na teorig ustrojéw spre-
zonych.

Liczne prace formutuja podstawy teoretyczne konstrukeji sprezonych i podaja przeglad
osiagnie¢ w skali §wiatowej ze szczegélnym uwzglednieniem osiagnigé polskich. Naleza tu
przede wszystkim monografie [3], [4] i [9]. Monografia [3], kt6éra ukazala sic w r. 1955,
podaje obszerny, chronologicznie zestawiony wykaz pi$miennictwa §wiatowego. Napisana

- wspélnie 'z S. KAUFMANEM, Cz. EIMEREM 1 Z. BYyCHAWSKIM dwutomowa monografia [4].
stanowi najobszerniejsze w Polsce i jedno z najobszerniejszych w literaturze §wiatowej
opracowan ‘caloksztattu zagadnien teoretycznych i technicznych z zakresu konstrukeji
sprezonych; wiele uwagi po§wigcono w niej takim zagadnieniom teoretycznym, jak reolo-
gia konstrukcji sprezonych, ujecie probabilistyczie . bezpieczenstwa konstrukcji, kon-"
strukcje statycznie niewyznaczalne, oraz problemom technologicznym (metody uzyskiwa-
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nia sily sprezajacej), a takze metodom obliczania poszczegblnych typéw konstrukeji. Nie
tracac z oczu technicznego wykorzystania uzyskanych wynikéw, Autor stara si¢ wprowa-
dzaé je w zycie. Celowi temu stuzy migdzy innymi monografia [9], napisana wspélnie
2 S. KAUFMANEM i Cz. EIMEREM, a wydana przez «Arkady» w ramach serii Budownictwo
Betonowe; omawia ona szczegbtowo zagadnienia teorii i realizacji konstrukcji wstepnie
sprezonych. Podobny cel mialo opracowanie pierwszej obowigzujacej u nas normy PKN,
dotyczacej projektowania i wykonawstwa ustrojow sprezonych [157]. Szczegbtowe, kry-
tyczne oméwienie dorobku §wiatowego do r. 1955 z zakresu konstrukcji sprgzonych za-
wiera praca [98], opublikowana jako wstepny artykut przegladowy w miesigczniku «Applied
Mechanics Reviews». Dalszymi pracami przegladowymi sg [99], [129], [206], [210].

Wiele uwagi poéwigcit profesor OLSZAK teorii elementéw uzwojonych, Idea «poprzecz-
nego» wzmacniania elementéw $ciskanych, wykonanych z materiatéw kruchych, zostata
zapoczatkowana juz w XIX wieku, jednak teoria tych elementéw oparta o zalozenia
liniowe] sprezystosci prowadzita do wynikéw catkowicie blgdnych, sprzecznych z wynikami
badan eksperymentalnych. Autor rozpoczal juz-w latach trzydziestych opracowywanie
ogblniejszej teorii elementéw uzwojonych, uwzgledniajac anizotropig¢ i nieliniowo$¢ fizy-
kalna materialu oraz efekty reologiczne. W okresie przedwojennym ukazaly sie na ten
temat jedynie dwie krétkie prace [38] i [41]; wigkszo$¢ badan z tego okresu zostala po
znacznym ich uogbélnieniu i rozszerzeniu opublikowana dopiero w r. 1960, [159], [160],
[276], [277], [278]. W pracach [159] 1 [276] rozpatrywano stany uZytkowe elementéw uzwo-
jonych, zaktadajac sprezysto$¢ odksztatcen, ale uwzgledniajac anizotropi¢ rdzenia. Okre-
$leniu sprezystych i plastycznych modutéw i plastycznych moduléw anizotropii rdzenia
zostala poswiecona praca [277]. W pracach [160] i [278] rozpatrywano najwazniejszy
z punktu widzenia zastosowan problem nosnofci granicznej elementdw uzwojonych.
Stwierdzono mozliwoé¢ wystepowania dwéch schematdw zniszezenia, odpowiadajgcych
"z osobna wyczerpaniu no$nosci rdzenia lub zbrojenia. No$no§é graniczna rdzenia okre§lono
przy tym w oparciu o linjowa obwiedni¢ Mohra; przypadkom obwiedni parabolicznej
poswiecil. Autor odrgbne prace [167] 1 [280], stwierdzajac istotne réznice ilosciowe i jako-
Sciowe.

Dalsze prace z zakresu elementow uzwojonych poSwigcone sa wstgpnemu spreZzeniu
iefektom reologicznym. Efekt wstepnego sprezenia i mozliwe fazy zniszczenia byly badane
w pracach [55] i [57]. Obszerne badania nad wplywem reologicznych wiasnosci materialow
na pracg elementéw uzwojonych rozpoczat Autor w opublikowanych w r. 1954 pracach
[86] 1 [249]. W opublikowanych wspdlnie z A. STEPNIEM pracach [171], [181], [183], [192]
i [284] naswietlono wplyw pelzania i relaksacji rdzenia na prace rozpatrywanych kon-
strukcji w oparciu o réznorodne teorie pelzania; szczegdlng uwage zwrdcono na teori¢
dziedziczenia N. Ch. ARUTIUNIANA, opisujaca w sposdb mozliwie wierny zjawisko pet-
zania betonu. Praca [192] byta referowana na VII Kongresie Migdzynarodowego Sto-
warzyszenia Konéirukcji Mostowych (AIPC) w Rio de Janeiro w r. 1964. Wplyw
fizykalnej nieliniowosci rdzenia na stany uzytkowe i no§no$¢ graniczna elementéw uzwo-
Jonych zostat poddany szczegbtowej analizie w pracach wspolnych z A. StgpNiEM [195]
i [229]. | |

Do omawianej problematyki materialéw kruchych zaliczamy rowniez kilka prac teorii
rozprzestrzeniania sie tys i szczelin. Pierwsza praca z tej dziedziny, [264], pochodzi z . 1957.
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W pracach [133] i [135] rozwazatl Autor przebieg zjawiska zaréwno z punktu widzenia
teorii sprezystoéci, jak i plastycznoéci. Przeprowadzone wspélnie z A. M. HAASEM
i C. A. Losry DE BRUYNEM obszerne badania nad wplywem tworzenia si¢ rys i pekniec
na korozje zbrojenia, [154], na sztywno$¢ zginania, [155], oraz propozycja normalizacji
odnoénych przepiséw, [156], byly referowane na sympozjum RILEM w Sztokholmie
wr. 1959.

6. Prace z innych dziedzin

Wymienionych pieé dziedzin obejmuje zasadnicze kierunki twérczo$ci naukowej
profesora OLszAKA. JednakZe kilka prac, zarowno z najwczesniejszego okresu tworczoéei,
jak i z lat ostatnich, nie mieéci si¢ w przyjetym schemacie. Nalezy tu na przyklad pierwsza
publikacja [11], z r. 1922, powstala w wyniku obserwacji poczynionych w czasie praktyki
wakacyjnej przy budowie kolei Warszowice-Chybie, a podajaca uproszczony sposdb
obliczania toréw. Praca [12] dotyczy zagadnien parcia hydrodynamicznego na ruchome
konstrukcje jazowe, podczas gdy szereg dalszych publikacji nawiazuje do zagadnien
technicznych, z ktérymi Autor zétknqt si¢ z racji swej dziatalnoéci inzynierskiej. Nalezg
do nich prace [14], [32] i [33] dotyczace konstrukcji mostowych, prace [16], [17] i [26]
zwigzane z problematyka w zasadzie gbrnicza, interpretowana jednak na tle teorii spre-
zystosci.

Z nowszych prac sklasyfikujemy tu pozycj¢ [89], opracowana wspélnie z S. KAJFASZEM
i J. PIETRZYKOWSKIM, a proponujaca pewng nowa metode pomiaru wytrzymato$ci na roz-
ciaganie materiatéw kruchych, Wypada tu zaliczy¢ réwniez prace [182], dotyczaca badan
elastooptycznych, napisana wspdlnie z B. LEwickiM bardzo ogdélna prace [219] — formu-
tujaca obiektywne kryteria bezpieczenistwa komnstrukcji, a przede wszystkim jedng z naj-
nowszych publikacji [237], napisana wspélnie z J. ZAwWIDZKIM, dotyczaca nowoczesnej
dziedziny biomechaniki, Autorzy zajeli si¢ ocena wplywu indywidualnych wlasno$ci
nieliniowo sprezystych ciala badanego czlowieka na wynik pomiaréw ci$nienia krwi.

Liczne prace profesora Orszaka, majace charakter artykuléw — dyskusyjnych,
sprawozdawczych lub biograficznych — zostaly oznaczone symbolem D w wykazie prac,
natomiast nie zostaly oddzielnie ujete w obecnym opracowaniu.

Obszerna pozycje stanowia réwniez prace popularyzacyjne, tak cenione ostatnio w nau-
ce §wiatowej. Kilkanascie prac tego typu [opublikowat ‘Autor w miesiecznikach, [tygodni-
kach i dziennikach; dzigki swej aktualnoéci i przystepnoéei spotkaty si¢ one z uznaniem
najszerszych kregéw czytelnikow.

Szczegblnie bogaty jest réwniez dorobek profesora OLszaka w zakresie prac redakeyj-
nych. Jest on jednym ze wspoizatozycieli i wieloletnim redaktorem pierwszego i najbardziej
rozpowszechnionego czasopisma polskiego z zakresu mechaniki stosé\yanej, «Archiwum
Mechaniki Stosowanej», ukazujacego si¢:od r. 1949 jako kwartalnik, a od r. 1957
jako dwumiesigcznik. Jest wspotzatozycielem i cztonkiem kolegium redakcyjnego Biuletynu
Zagranicznego Polskiej Akademii Nauk w zakresie nauk technicznych; redaktorem
«Rozpraw Inzynierskich» (1960-1970) i «Biblioteki Mechaniki Stosowanej», a po-
nadto bierze udzial w wydawaniu kilku innych czasopism krajowych. Oddzielnie nalezy
podkrefli¢ szczegdlnie zaszczytne prace redakcyjne przy redagowaniu czasopism uka-
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zujacych sig za granicg. Profesor OLSzAK jest wspotredaktorem dwumiesigeznika «Acta
Mechanica», wydawanego w Austrii przez Springer-Verlag, oraz jest czlonkiem rad
redakcyjnych «Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und Mechanik» (Drezno-Berlin),
«Journal de Mécanique» (Paryz), «International Journal of Non-Linear Mechanics»
(Oxford) i kilku innych. ,
Nalezy podkresli¢ nie tylko rozlegto$¢ dziatalnoscii tematyki Autora, lecz jednoczeénie
gleboko$¢ ujmowania poszczegdlnych zagadnien oraz stosowanie nowoczesnego i r6Zzno-
rodnego narzedzia matematycznego. Profesor WacLaw OLrszax nie tylko stworzyt polska
szkole teorii plastycznosci, nie tylko wnidst trwaty wklad do rozwoju teorii sprezystosci,
reologii, mechaniki gruntéw, teorii Zelbetu i konstrukcji sprezonych, lecz referujac swe
prace na dziesigtkach kongreséw migdzynarodowych, publikujac ogblem w 26 krajach,
w 11 jezykach, wreszcie dzialajac czynnie w licznych migdzynarodowych organizacjach
naukowych, szeroko rozstawil osiagnigcia nauki polskiej w powyzszych dziedzinach.






MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
2,10 (1972)

WACEAW OLSZAK — SYLWETKA INZYNIERA

STANISLAW K ATFASZ (WARSZAWA)

Dyplom inzyniera drég i mostéw uzyskal WAcLAw OLszax w roku 1925 na Politech-
nice Wiedenskiej, w wieku lat 23, konczac studia z oceng summa cum laude.

Rozpoczyna pracg zawodowa w roku 1925. Jest kolejno kierownikiem budowy mostéw
i obiektéw inzynierskich, pracuje w Slaskim Urzedzie Wojewddzkim (Wydzial Robot
Publicznyéh) w latach 1927-1928, nastepnie — na stanowisku kierownika jednego z dzia-
16w — w 70-osobowym Biurze Konstrukeyjnym koncernu przemystowego S. A. Giesche
(Huta Uthémana w ‘Szopienicach). Od roku 1929 pracuje na terenie Zaglebia Slaskiego
i Dabrowskiego w charakterze autoryzowanego inzyniera cywilnego, wykonujac projekty
szeregu obiektéw inZzynierskich 1 budowli przemyslowych, ekspertyzy naukowe i naukowo-
-techniczne. Jest rzeczoznawca Banku Gospodarstwa Krajowego w Katowicach.

"' Juz pierwsze zadanie, kierownictwo budowy zelbetowego mostu (dtugosci 180 m,

szerokosci jezdni 6,6 m) na Wisle pod Goczatkowicami, budowy wykonywanej przez
300-0sobowa zaloge, byto powaznym przedsigwzigciem inZynierskim [14]" (rys. 1).

Rys. 1

Projekt zostal opracowany w roku 1925, w tym samym roku rozpoczeto budowe,
most zostal oddany do uzytku w.lipcu 1927. Posiadat on 12 przeset o rozpietoécei 14,8 m
o’ konstrukcji belek ciaglych tréjprzestowych. Wysoko$§é belek na podporach mierzyta

1178 Patrz wykaz publikacji Waclawa Olszaka; str. 213
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1,7 m, w przesle 1,1 m, odstep belek wynosit 1,8 m, grubo$¢ plyty 24 cm. W czasie budowy
filaréw mostowych (posadowionych na palach) musiano uporaé si¢ z kurzawka, silnym
doplywem wody weglebnej. Zuzyto 2600 m? betonu, koszt budowy wynidst 533 tys. z1.

Nadzér techniczny z ramienia Slaskiego Urzedu Wojewédzkiego sprawowat dr inz,
S. KAUFMAN, co, jak zobaczymy, stato si¢ poczatkiem wieloletnich kontaktéw i wspSlpracy
obu 0séb. Roboty wykonata firma «InZzynierowie St. i A. Hajduk» z Cieszyna.

Projektuje z kolei, razem z S. KAUFMANEM, Zelbetowy most tukowy na Wisle pod
Nowym Bieruniem. Most posiadal cztery sklepienia o rozpigto$ci 28--42-1-28-4-28 m.
Zaprojektowany zostat jako czteroprzestowy lukowy ustréj ciagly.

W czasie od roku 1928 do wybuchu wojny rozwinal WAcLAw OLSzAK szerokq dzialal-
no§¢ w dziedzinie projektowania budowli przemystowych, w szczegdlno$ci w zakresie
obiektéw gdrniczych i hutniczych na terenie Zaglgbia Slqsko-qurowskiego. W tym czasie
powstaly Jego liczne projekty budowli inZynierskich o réznorodnym przeznaczeniu,
czestokroé nietypowych i o rozwiazaniach oryginalnych. Wiele hal maszynowych, wieze
wodne, fundamenty pod maszyny, podszybia kopalni w Chwalowicach i Czerwionce,
podziemna hala pomp w kopalni «Matylda», zbiorniki w Lublincu, Hucie «Pokéj» i Hucie
«Baildon», zelbetowe rurociggi wysokich ci$nienn dla rozprowadzania ptynnej podsadzki
w kopalniach wegla kamiennego [18], [27], obudowa szybdw i podziemnych chodnikéw
w kopalniach wegla [23], [28], [30] i wiele obiektédw zrealizowanych na ruchomych i niebez-
piecznych, podkopanych terenach gérniczych — stanowia przyklady tej urozmaiconej
i bogatej dziatalnoéci inZynierskiej W. OLSZAKA.

Uprzednio juz w biurze konstrukcyjnym w Szopienicach nabyl wiele do§wiadczenia
w zakresie projektowania konstrukcji stalowych, ktére byly dwczeénie szeroko stosowane
w przemysle. Skorzysta z zebranych tam wiadomos$ci w latach pdzniejszych jako autory-
zowany inzynier cywilny oraz jako wspolautor projektu mostu stalowego przy ul. Karowej
w Warszawie, a p6zniej jeszcze jako badacz-teoretyk.

Z tego czasu pochodzg tez liczne Jego ekspertyzy dotyczace budowli i urzadzen przemy-
stowych. Niektdre z proponowanych rozwiazah byly oryginalne i émiale, jak np. sposéb
usunigcia bltedu w projekcie i wykonanin fundamentu pod turbing wysokoobrotowa w
kopalni wegla w Jaworznie. Chodzito o konstrukcje zelbetowa, ktérej obliczenie statyczne
byto wprawdzie poprawne, natomiast chybiona analiza dynamiczna. Konstrukcja ta
bowiem, przy obrotach bliskich uzytkowym, wpadata z turbina w rezonans. Wzmocnienie
ustroju fundamentowego ze wzgledéw konstrukcyjnych i z uwagi na liczne przewody
i urzadzenia ruchowe bylo niemozliwe. W tej sytuacji WACLAW OLSZAX zaproponowat
usunigcie jednego z je,'go elementéw nosnych, by z czestoécia drgan wlasnych oddalié sig
nalezycie od uzytkowej liczby obrotéw maszyny. Dyrekcja Kopalni, nieufna i w opozycji
do projektu «ostabienia» konstrukcji, zwrécila sie o dodatkowa ekspertyze do znanego
uczonego wiedefiskiego, prof. R. SALIGERA, ktéry — po zapoznaniu si¢ z trudno$ciami —
w pelni zaakceptowal propozycje swego bylego stuchacza. W nastepstwie realizacji zabiegu
zespdt turbinowy pracowal juz nienagannie.

Wiele uwagi po§wieca WACLAW OLSZAK problematyce obudowy podziemnych chod-
nikéw gérniczych, przekopéw i podszybi, wykonanych z Zelbetu. Stwierdza np., Ze zbro-
jenie umieszczone na wewnetrznej stronie obudowy w sposéb tradycyjny ulega czesto —
na skutek deformacji konstrukcji pod wpltywem ogromnych paré gérotworu — wyrywaniu
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z miazszu betonu i wychodzi na zewnatrz na podobienstwo cigciwy tuku. Aby temu za-
radzié, proponuje zastgpowanie ciaglego zbrojenia obwodowego przez stosowne krotsze
prety prostoliniowe uktadane wedlug linii tamanej, a kotwione w strefie zewnetrznej
obudowy [23].

Wspblnie z inz. W, ZELESKIM patentuje i realizuje prefabrykowana konstrukcje cy-
lindryczna obudowy skladanej z trzech elementéw: dna i dwoch segmentéw tukowych
taczonych przegubowo w kluczu. Ustrdj taki, statycznie wyznaczalny, ma zalety duzej
prostoty w obliczeniach statycznych. Tym, co napotyka jednak trudnosci, jest sam dobdr
uktadu sil dzialajacych na konstrukcje obudowy. Ocena bowiem wielkosci parcia géro-
tworu w skomplikowanych warunkach geologicznych, przy réwnoczesnym istnieniu za-
burzen, powodowanych przez sasiedniag obudowe gdrnicza, byla zawsze i chyba na
dhigo jeszcze pozostanie zadaniem trudnym i ztozonym. Pierwsze przyblizenie jego
rozwiazania w okre§lonych warunkach poszukiwane by¢ moze w wielkoskalowym sche-
macie sprezystym. W. OLSZAK, zafrapowany tym problemem, podejmuje zagadnienie to
w dwojakim aspekcie: opracowania teorii zjawisk zwiazanych z draZeniem chodnikéw
i przekopéw w caliznie skaly oraz wyciagnigcia z niej praktycznych wnioskéw, pozytecz-
nych dla inzynier6w budujacych tunele i gbrnikéw pedzacych przekopy podziemne. Na
tym tle powstata jego praca doktorska [2], obroniona z odznaczeniem w roku 1934 na Po-
litechnice Warszawskiej. Posungla ona zagadnienie to naprzdd rozpatrujac nie jedno, jak
dziato si¢ to dotychczas, lecz dwa lub wigkszg liczbe biegnacych obok siebie wydrazef
podziemnych i badajgc ich wplyw na otaczajacy gbrotwér. Autor miat przy tym mozno$é
poréwnania uzyskanych przez siebie wynikéw z rezultatami badan prowadzonych w in-
nych o$rodkach, w szczeg6lnodei w Szwajcarii (H. ScHMID), co pozwolito mu na okre§le-
nie warunkdw, w jakich wyniki jego analizy mogg z powodzeniem by¢ stosowane.

Dopiero z pewnym opdZnieniem specjaliSci nasi z zakresu gornictwa ocenili walory
pracy [2], ktéra w nastepstwie tego byta przez nich wielokrotnie cytowana i wykorzysty-
wana. W szczegdlnej mierze zainteresowany byt nig Prof. A. SaLustowicz z Akademii
Goérniczo-Hutniczej w Krakowie, wielki znawca zagadnien tapania w kopalniach, z kté-
rym Autor byt w czgstych kontaktach, zwlaszcza przy rozszerzeniu badan na gbérotwory
o wlasnodciach reologicznych, takich zatem, ktérych reakcja na skutek zaburzenia ich
réwnowagi pierwotnej przez procesy odbudowy byla wyrazna funkcja czasu.

Wspomniana uprzednio koncepcja trdjprzegubowej obudowy segmentowej, w okre-
sie wzmozonego napigcia politycznego ostatnich lat przedwojennych, jest Jansowana przez
Autoréw do budowy schrondw przeciwlotniczych [34]. Rozwigzanie polegato na zasto-
sowaniu krétkich odcinkédw prefabrykowanej obudowy przykrytych i maskowanych natu-
ralnymi nieréwno$ciami terenu (haldami, nasypami).

Sprawy obrony przeciwlotniczej i ich implikacji dla konstrukeji budynkéw oraz bez-
pieczenstwa mieszkanc6w zaabsorbuja uwage W. OLszaka. Koncepcje wlasciwego ksztal-
towania budynku, rozmieszczania mas, wplywu uszkodzen fundamentéw, poruszy w pra-
cach [34] i [35]. Zajmie si¢ analizg warunkdéw absorbowania energii kinetycznej bomby
przez plyte stropowa gruboséei ok. 1,10 m, oraz przez — lepszy jego zdaniem — ukfad
kilku warstw mniej sztywnych, rozmieszczonych w odpowiednich odstepach jedna nad
druga. Zagadnieniom statycznym i dynamicznym konstrukcji przeciwlotniczych po$wigca
swg prace habilitacyjng z roku 1937 [34].
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Juz w dziatalnodci W. OLszAKA z lat 1930-1939 pojawi si¢ drugi nurt, naukowy, od-
zwierciedlajacy Jego prawdziwe powotanie i temperament.

Jeszcze w roku 1928 zajmie sie sprawg kiopotow, jakie sprawia projektantowi konstrukeji
zelbetowych teoria naprezen dopuszczalnych. W pracy [13] uzasadnia mata efektywnosdé
zbrojenia $ciskanego w belkach Zzelbetowych o ograniczonej wysokoéci, ktére zgodnie
z 6wczesnymi przepisami musialo wzmacniaé strefe §ciskana, gdy dopuszczalne napre-
Zenie w betonie zostalo przekroczone. Wykazuje nieracjonalno$é takiego stanowiska,
wypowiadajac sie zarazem za zwiekszeniem naprezen dopuszczalnych i za wykorzystywa-
niem zbrojenia jedynie w strefie rozciaganej.

Podobne niedostatki wynikte z traktowania materialu betonu jako sprezystego i izo-
tropowego napotyka przy wymiarowaniu grubosciennych rur Zelbetowych, projektowa-
nych dla rurociagdw ciénieniowych do rozprowadzania plynnej podsadzki w kopalniach.
Ciénienia hydrostatyczne wystepujace w tych przewodach przekraczaja w konkretnych
przypadkach z reguty 25 do 30 atmosfer; uderzenia dynamiczne, spowodowane np. naglym
zamknieciem lub zatkaniem przewodu, podnosza ci§nienie to jeszcze bardzo znacznie.
Nierdwnomierny rozktad naprezen obwodowych poprzez grubo$é §cianki, najwiekszy
na brzegu wewnetrznym, wymagat najwigkszego zbrojenia na tymze brzegu i powodowal
nie wykorzystanie rezerw wytrzymato§ciowych betonu w partiach przy brzegu zewnetrz-
nym. Stawialo to ustroje Zzelbetowe w trudnej sytuacji w ich wspétzawodnictwie ze stala,
ktéra — mimo iz drozsza — miata start lepszy réwniez i przez to, Ze wspdtpraca kopali
z hutami byla nie tylko typu technicznego, lecz czgsto wspierana ponadto wzajemnymi
ich powigzaniami organizacyjnymi. Pomyst stosowania do rozprowadzania ptynnej pod-
sadzki wysokoci$nieniowych rurociagdw Zelbetowych byt wtedy zupeina nowoscia. Po
pokonaniu nieuchronnych pierwszych trudnosci wdrozeniowych spotkat si¢ jednak z du-
Zzym zainteresowaniem. Znalazlo ono wyraz w wielu kilometrach przewodéw podsadzko-
wych, zrealizowanych w tej technice.

Wspomniany natomiast powyzej niedostatek musiat uprzednio zostaé usunigty. W tym
celu W. QLszAK w swej pracy [30] proponuje znaczne ulepszenie rozwiazania, polegajace
na réwnomiernym wykorzystaniu materiatu. Osiaga sig je przez odpowiednia zmiang
uktadu zbrojenia i jego zageszezenie w kierunku strefy zewnetrznej; jesli zabieg ten wyko-
nany zostanie w sposéb poprawny wynikajacy z analizy, uzyskuje sie¢ w efekcie catkowicie
réwnomierne wykorzystanie materiatu konstrukcyjnego poprzez cata gruboéé Scianki
wraz ze znacznym zmniejszeniem gruboS$ci §cianki, i wynikajacym stad zmniejszonym zu-
zyciem materiatu, co z kolei prowadzi do dalszego obnizenia kosztéw inwestycji. Autor
wnioski swe uzasadnia teoretycznie biorac pod uwage pomijana w dotychczasowych
obliczeniach, istniejaca jednak w rzeczywistosci, anizotropie zespotu stal-beton, jak i jego
niejednorodno$é, objawiajaca sic przez zmienno$é z miejscem jego «wypadkowego» mo-
dutu sprezystosci. Efektem koricowym jest redystrybucja napigé, polegajaca na odciaZzeniu
warstw wewnetrznych przy réwnoczesnym przekazaniu nadwyzki wytezenia wzmocnio-
nym przez wspomniany zabieg warstwomn zewnetrznym,

Niebawem uczyni w tej sprawie nastepny z kolei krok. Wspomniane powyzej rozwia-
zanie jest wprawdzie teoretycznie i realizacyjnie poprawne, potrzeby praktyki jednak sta-
wiaja bardziej zlozone wymagania. Okazalo sie bowiem, ze Zelbetowe przewody podsadz-
kowe, podobnie zreszta jak i stalowe, ulegaja — na skutek przepltywu przez nie setek ty-
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siecy metréw szesciennych piasku, zazwyczaj ostroziarnistego — powaznej jednostronnej
erozji wewnetrznej. Na szczgécie zaradezy zabieg techniczny byl prosty, znacznie natomiast
trudniejsza jego analiza teoretyczna. Rozwiazanie techniczne polegato bowiem na mimo-
¢rodowym usytuowaniu otworu przeptywu w stosunku do zewngtrznego obrysu rurociagu.
Stworzylo to pozadana rezerwe materialowa z rozmystem wystawiona na dzialania erozyj-
ne. Gdy te osiagnely wielko$¢ krytyczna, przewod poddawany byt «regeneracjis. W tym
tez lezata jedna z dodatkowych zalet systemu, regeneracja ta odbywata si¢ bowiem w spo-
s6b prosty i ekonomiczny: uzupelnienie ubytkéw nastgpowato przy zastosowaniu cemen-
téw szybkosprawnych i wysokowytrzymatych. Wyniki byty zadowalajace. Réwniez i za-
gadnienie szczelnosci stykdw, trudniejsze do opanowania niz przy stosowaniu rurociggdw
stalowych, rozwigzane zostalo po dluzszych studiach i badaniach w sposéb nalezyty.

Istniata jednak nadal trudno§¢ teoretyczna, polegajaca na tym, Ze analiza statyczna
i dynamiczna zbrojonych ustrojéw mimosrodowych byfa catkowicie nieznana. W. OLSZAK
rozwiazat ten problem na gruncie teoril sprezystosci przy zastosowaniu metody odwzoro-
wania inwersyjnego, pozwalajacego na sprowadzenie zagadnienia do analizy pierécienia
wspotsrodkowego. Trudnosci z tym zwigzane staly si¢ impulsem do poglebionego i pet-
nego opracowania teorii tego typu ustrojow zbrojonych, co w rezultacie ‘zainicjowalo
przygotowanie pracy doktorskiej z roku 1933 obronionej (z odznaczeniem) na Politechnice
Wiedenskiej.

Wspomniane uprzednio zagadnienie z etapu pierwszego, mianowicie uzasadnienie
teoretyczne realizacji rownomiernego wyteZenia przekrojow grubosciennych, rozwiazat
W. Ovrszak przy zaloZeniach wychodzacych juz poza ramy teorii sprezystych osrodkéw
izotropowych i jednorodnych. Generalne podstawy teorii i metod rozwiazywania tego
ogllniejszego problemu zostang jednak stworzone dopiero w dwadziescia lat pdZniej,
gdy Autor sformufuje je w ramach teorii plastyczno$ci o$rodkéw niejednorodnych i ani-
zotropowych choé¢ —co warto podkre§lié — naszkicowane tu rozwiazania szezegdlne
z lat przedwojennych okazaly si¢ trafne i znalazty petne potwierdzenie w ramach teorii
ogblniejszej i znacznie przy tym pogigbionej.

Tak zatem nierozwiazane jeszcze dwcze$nie, a domagajace si¢ realizacji, problemy
techniczne zawazyly w powaznej mierze na przyszlej dzialalnosci naukowej Autora.
W sformulowaniu technicznym te zagadnienia, ktére zawazyly na dluzej w koncepcjach
inzynierskich Autora mozna by hastowo okreélié w nastepujacy sposéb:

a) materiat posiada «refleks obronny», ktory kaze mu przekazywaé «wytgzenien, jakiemu
jest poddany, z partii przeciazonych na partie niedocigZone,

b) przez stosowne manewrowanie zbrojeniem mozemy regulowac przeplyw sit wewnetrz-
nych, narzucajac w ten sposéb materiatowi takie stany naprezenia, jakie uwazamy za po-
zadane.

Pierwsza koncepcja, jak widzieliSmy, znajdzie z czasem swoje glebokie uzasadnienie
w teorii plastycznoéci, podjetej niebawem i rozwijanej konsekwentnie przez W. OLSZAKA,
druga znajdzie swdj wyraz w Jego zainteresowaniu si¢ sprezeniem wstgpnym materiatu
jako srodkiem regulujacym pola i rozklady naprezen. Warto dodaé, Ze omawiajac
na tamach prasy krajowej wyniki kongresu Miedzynarodowego Stowarzyszenia Mostow
i Konstrukeji Inzynierskich (AXPC) w Berlinie w roku 1936 [27], szczegdlnie podkre§ii
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znaczenie prac: E. FREYSSINETA zwigzanych ze wsigpnym sprezeniem, L. P. BRICE’A na
temat plastycznosci betonu i THOMASA dotyczacej zjawiska pelzania. Jak widaé zaabsor-
bowaly Go juz wtedy te przejawy fenomenologiczne, ktérych istota — jak dzi§ wiadomo —
znajduje swe wytlumaczenie logiczne w ramach teorii plastyczno$ci i reologii, na ktérych
gruncie opracowane zostaly réwniez §rodki formalne do ich opisu i stworzenia metod
rozwigzywania zagadniefs konkretnych. Problematyce tej, podéwczas ledwie sie zarysowu-
Jjacej, przy tym jednak nader waznej z punktu widzenia naukowego i zastosowarn technicz-
nych, pozostanie wiernym do chwili obecne;.

Trzecim wreszcie, «trwalymy», tematem zainteresowan W. OLSZAKA stang sie elementy

~ noéne ze zbrojeniem poprzecznym, ktdrych obliczaniem zajal si¢ w pracy [41]. Dyskutowat

polemicznie bledne zatoZenie wyjéciowe odno$nie odksztalcen poprzecznych, podane

w «Inzynierii i Budownictwie» przez jednego z autoréw [38], sam wracal do tego tematu
jeszcze wielokrotnie,

Mimo coraz wyrazZniej rysujacego sie zainteresowania kierunkiem naukowym w dal-
szym ciggu pochiania Go dziatalnoé¢ inzynierska. W roku 1937 uzyskuje wraz z dr S. KAUF-
MANEM 1 E. POLAKIEM jedng z czotowych nagrdéd za projekt mostu stalowego przez Wiste
w Warszawie w ciagu ulicy Karowej. Byl to dwupoziomowy most stalowy o dwéch belkach
podhiznych, czterech przestach, o rozpietodci 150 m kazde (rys. 2i3). Dolny poziom byt
przewidziany dla przysziego metra, ktére — jak sig okaZe za lat dwadzieScia — bedzie
ponownie przedmiotem jego studiéw technicznych i nowych koncepciji.

&

Rys. 2

Jest kompetentny w sprawach nie tylko obliczen statycznych, lecz réwniez wykonawstwa
i rozliczen. Swiadczy o tym udziat w dyskusji w prasie technicznej na temat sposobu zle-
cania rob6t inzynierskich i budowlanych, w kt6rej opowiada sie za cenami jednostkowymi,
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a nie za ryczattem i uzasadnia to szczegbtowo. Prowadzi wlasne biuro w Katowicach przy
ul. 3 Maja 33.

Przymusowy rozbrat z dziatalnoscia zawodowa przynosi W. OLszaxowI wojna. Po-
wraca do kraju w roku 1946, by podjaé dzialalno§é naukowa, ktéra byla Jego przezna-
czeniem. Znajduje jednak w sobie do§¢ pasji inzyniera, by nadal uczestniczy¢ w licznych
pracach inZynierskich.
~ Od pierwszych chwil po powrocie do kraju staje sig Prof. W. OLSzAK goracym i entu-
zjastycznym rzecznikiem rozwijania konstrukeji sprezonych [43], [58], [61], [69], [71],
[72], [82], [91], [92], [98], [3], [112], [116]. Ustroje te stanowia najdoskonalszy obecnie
wyraz techniki w wielu dziedzinach budownictwa inzynierskiego, jak np. w budownictwie
mostéw wielkich rozpigtoséci, lekkich cienkoéciennych sklepien przekrywajacych wielkie
powierzchnie, w realizacji wiez, zbiornikéw itp. Prof. W. OLszAK byl pierwszym u nas
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uczonym, ktéry podjat tematyke z tym zwiazana: juz w 1946 roku zorganizowal przy swo-
jej Katedrze pierwszy Zakltad Teorii Konstrukcji Wstepnie 'SprQZonych.

W roku 1946 uzyskuje Prof. W. OLszak, wraz z zespotem w skladzie prof. B. Kory-
CINSKI, inZ. A. MAGIERA, inZ. S. ZYCHON, inz. W. MInICH, dwie czotowe nagrody w kon-
kursie na projekt mostu sprezonego przez Wiste w Krakowie (most Debnicki). Byt to
tréjprzestowy most drogowy. Generalne rozwiazania techniczne i architektoniczne
obydwu nagrodzonych projektéw widoczne sa na rys. 4 i 5. W ten sposoéb powstaje —
wraz z wykonanymi juz uprzednio — «rodzina» jego siedmiu mostéw, z ktérych
sze$¢ zwiazanych jest z gérnym i $rednim biegiem Wisty: prefabrykowany most prze-
fadunkowy w Sosnowcu (1930), most plytowy w Wisle-Glebcach (1936), most belkowo-
ptytowy w Wisle-Zdroju (1935), wspomniane juz uprzednio mosty o ustrojach cigglych
w Goczatkowicach (1925-1927), ukowy most ciggly w Nowym Bieruniu (1928), trdj-
przestowy most sprezony w Krakowie (1948) i most stalowy w Warszawie (1937).

3 Mechanika Teoretyczna



210 St. Kairasz

W pracowni Strunobetonu Centralnego Biura Projektow Architektoniczno-Budowla-
nych w Krakowie powstaja w roku 1950 pod kierunkiem Prof. W. OLszAxA studialne
projekty czterech typdw stropéw strunobetonowych. Prébng produkeje belek wykonano
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Rys. 4

w Doswiadczalnej Wytwérni na Zeraniu, a badania wytrzymatoéciowe przeprowadzit
Instytut Techniki Budowlanej.
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Rys. §

W zorganizowanym w roku 1954 konkursie konstrukcyjno-technologicznym na nie-
zeliwng obudowe tunelu metra w Warszawie zespdt w skladzie mgr inz. W. BIELICKI,
dr Cz.EMER, prof. dr W. OLszAK uzyskal dwie czolowe nagrody i jedna trzecig. W rozwia-
zaniy przyjeto wykonanije obudowy za pomoca tarczy tunelarskiej i tubingdw betonowych
wstepnie sprezonych.

Interesuje si¢ réwniez zagadnieniami technologicznymi. W roku 1954 opatentowuje
wraz z mgr inz. W. BIELICKIM, dr inZ. Cz. EIMEREM, prof. mgr inz. J. KORECKIM nowy spo-
s6b produkeji elementdw strunobetonowych (Patenty Nr 38643, Nr 39294). Przedmiotem
wynalazku jest metoda produkcji ciagta wraz z urzadzeniami produkeyjnymi niezbednymi
dla realizacji tego systemu. W odréznieniu od stosowanych dotychczas metod cyklicznych
i uzywanych przy tym okresowo dzialajacych urzadzen naciggajacych i zwalniajacych,
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istote wynalazku stanowi ciggto$¢ procesu naciagu strun i sprezania elementéw, co umozli-
wia prowadzenie wszystkich operacji technologicznych na ta$mie produkcyjnej. System
ciggtego formowania elementdw pozwala na wprowadzenie ta§mowej metody produkcii,
nieprzerywanej i réwnomiernej, zapewniajacej petng mechanizacje, a nastepnie automaty-
zacje procesdéw technologicznych.

Podsumowaniem doé$wiadczen w dziedzinie projektowania i wykonawstwa konstrukcji
wstepnie sprezonych byta Polska Norma PNB — 03320, ktérej pierwsza wersje opracowat
w latach 1956-1958 zespét w sktadzie dr Cz. EMER, dr W. GRZEGORZEWSKI, prof. T. KLUz,
prof. W. OLszak, (kierownik zespotu), inz. K. ZAL7sKl, dr Z. ZIELINSKL. Za zastugi w dzie-
dzinie upowszechniania konstrukeji sprezonych zostal Prof. W. Ovrszak odznaczony
w roku 1955 zespolowg Nagroda Panstwowa I stopnia. Juz uprzednio (1950) przedmio-
tem indywidualnej Nagrody Panstwowej III stopnia byla jego koncepcja realizacji ele-
mentéw konstrukcyjnych ze zbrojeniem poprzecznym poddanym wstepnemu sprezeniu.

Jest on takze autorem monografii pt. Konstrukcje Wstepnie Sprezone, ktorej 1 tom
ukazal si¢ w 1955 r. (PWN Warszawa) [3]. Dwutomowa Teoria Konstrukeji Sprezonych
opracowana wspdlnie z S. KAUFMANEM, Cz. EIMEREM i Z. BYCHAWSKIM, ukazata sig w 1962 1.
(PWN, Warszawa) [4]. Jest ona obecnie ttumaczona na jezyk czeski.

Procz dzialalnodci $cifle inzynierskiej intercsowal Prof. W. Orszaka szereg spraw
z pogranicza «wdroZenia» i dzialalnoéci badawczej. Wypowiadal si¢ migdzy innymi na
temat cementdéw ekspansywnych [45], betonéw napowietrzanych [53], wibrowania betonu
w czasie jego wiazania [44], wspdlczynnika w/c w betonie [172], zbrojenia poprzecznego
1 zbrojenia w postaci uzwojenia w elementach $ciskanych [38], [41], [46], [43], [55], [86],
parcia wiatru na budowle [83], [115], no$nosci granicznej ptyt [81], [88], [100], zjawiska
rys w konstrukcjach [133], [135], mierzenia wytrzymalosci na rozcigganie’ materiatdéw
kruchych [89]. Prowadzil wraz z zespolem badania nad rekonstrukcja uszkodzonych
ustrojéw zelbetowych [70].

Wyrazem taczenia kompetencji inzynierskich i naukowych byla dziatalnoéé Prof.
W. Orszaka w miedzynarodowych organizacjach zajmujacych sie problematyka kon-
strukcji inzynierskich i budowlanych. Jest wspoizatozycielem (1947), czlonkiem Biura
i przewodniczacym (1962-1963) Miedzynarodowego Stowarzyszenia Laboratoriéw Badan
Materialéw i Konstrukeji (RILEM). Byt wspétzatozycielem (1957) i piastowat od poczatku
do roku 1969 godno$é wiceprezesa Miedzynarodowego Stowarzyszenia Konstrukeji Po-
wlokowych (IASS). Od roku 1946 jest czlonkiem Stalego Komitetu Miedzynarodowego
Stowarzyszenia Mostéw i Konstrukcji (AIPC). Jest przewodniczacym Grupy Polskiej,
~ a zarazem wspolzalozycielem (1946) i wiceprezesem (1946-1969) Migdzynarodowej Fe-
deracji Konstrukcji Sprezonych (FIP), jest czlonkiem grupy narodowej Europejskiego
Komitetu Betonu (CEB). Jest wreszcie Prof. W. OLszak zatozycielem (1934) i od tej
chwili aktywnym cztonkiem Polskiego Zwiazku InZynieréw i Technikéw Budownictwa,
ktéry za wieloletnie zastugi wyréznit Go Ztota Odznaka. Byt w szczegblnosci wspotorga-
nizatorem I Zjazdu PZITB, ktéry odbyt sie w roku 1936 w Katowicach.

Drogi zyciowe poprowadzity Prof. W. OLszakA od praktyki w strong teorii. Byta Mu
ta praktyka inzynierska inspiratorem dla wielu ptodnych poszukiwan teoretyczanych, Zréd-
lem wielu pomystéw, ktére pézniej doczekaly sig poglebionej analizy badawczej. Pozo-
stanie w bogatym Zyciorysie Profesora Jego mtodoscia,

3.
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Anizotropia, plasticita a rheoldgia w teorii Zelezobetdnovych konstrukeif, w wydawn. ,,Problemy Teorie
Oceli a Zelezobeténu™, SAV, Bratislava 1955. (A)
1956

Niejednorodnosé i ortotropia w teorii plastycznosci (wsp. z W. URBANOWSKIM), Arch. Mech. Stos., 1956,
Nr 1, Warszawa. A)

Non-homogeneous elasto-plastic semi-infinite plane loaded by a concentrated force (wsp. z J. MURZEW-
SKiM i J. GOLECKIM), Arch. Mech. Stos., 1956, Nr 2, Warszawa. (A)

The plastic potential and the generalized distortion energy in the theory of non-homogeneous anisotropic
elastic-plastic bodies (wsp. z W, URBANOWSKIM), Arch. Mech. Stos., 1956, Nr 4, Warszawa. (A)

Elasto-plastyczna gruboscienna powloka kulista z materialu niejednorodnego poddana dzialaniu obciqzenia

 wewngtrznego i zewngtrznego (wsp. Z W. URBANOWSKIM), Rozpr. InZ., 1956, Nr 1, Warszawa. A)

106.

107.

108.

Zasada ekstremalna w teorii nosnosci granicznej plyt i jej analogia do podstaw teorii standw graniczinych
geodynamiki, Zesz. Nauk, Polit, Warsz., Seria Bud., 1956, Warszawa. (A)

The method of inversion in the theory of plates (wsp. Z Z. MROZEM), 5-¢ Congr. Int. Ponts Charp., 1956,
Mémoires AIPC, Vol. 16, Zurich. (A)

Problems of limit analysis of orthotropic and non-homogeneous plates, 5-e Congr. Int. Ponts Charp.,
1956, Rapp. Fin., Zurich. ’ . (B)
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109. Probleme der Grenzlasttheorie der orthotropen Platten, Acta Techn. Acad. Scient. Hung., 1956, Nr 1/2,

Budapest. (B)
110. Theory of plasticity of non-homogencous bodies and its practical applications, Proc. 1st Indjan Congr.
Theor. and Appl. Mech., Kharagpur 1956 (Indie). A)

111. The plastic potential and the generalized distortion energy in the theory of anisotropic non-homogeneous
bodies (wsp. z W. UrBANOWSKIM), Compies Rendus, 9-e Congr. Int. Mec. Appl., 1956, Bruxelles.  (B)

112. Plastic non-homogeneity. Theory and applications, ,,Symposium sulla Plasticitd nella Scienza delle

Costruzioni in Onore del Prof. Arturo Danusso”, 1956, Varcnna—Milano. (B)
113. Non-homogeneous elasto-plastic semi-infinite plate loaded by a concentrated force (wsp. z J. MURZEWSKIM
i J. GoLeckimM), Comptes Rendus, 9-¢ Congr. Méc. Appl., 1956, Bruxclles, (B)
114. Podstawy teoretyczne zagaduieii konstritkeyjnych, Kraj. Narada Budown., Sekcja VI, Prace Nauk.-Bad.
Bud. i Arch,, Warszawa 1956. . ©)
115. Dzialanie wiatru na zbiorniki ksztaltu cylindrycznego (wsp. z A. MAGIERA i A. SAWCZUKIEM), Budown.
Przem., 1956, Nr 1, Warszawa. (©)
116. Konstrukcje wstepnie sprezone waznynt elementem postepu technicznego w budownictwie inzynierskim
(wsp. z Cz. ExMeREM), Przegl. Techn., 1956, Nr 6, Warszawa. ©
117. Reinforced and prestressed concrete in Poland (wsp. 2. S. Kairaszes), Coner. Constr. Eng., 1956, Nr |,
London. ©
118. Dzielo naukowe Witolda Wierzbickiego, Nauka Polska, 1956, Nr 1, Warszawa, ™)
119. Trzy lata rozwoju nauk technicznych w ramach Wydzialu IV PAN, Sprawozd. z Czynn. i Prac PAN,
1956, Nr 1, Warszawa. (D)
1957

120. Elastic bending of circular plates with eccentric holes (wsp. z Z. MROZEM), Arch. Mech. Stos., 1957, Nr 2,
Warszawa, (GY)

121. Two-dimensional problems in the theory of plasticity of non-homogeneous anisotropic bodies (wsp.
z P. PERZYN4 i Cz. SzYMANSKIM), Arch. Mech. Stos., 1957, Nr 3, Warszawa. (A)

122. Elastic-plastic bending of non-homogeneous orthotropic circular plates (), (wsp. z J. MURZEWSKIM),
Arch. Mech, Stos., 1957, Nr 4, Warszawa. (A)

123. Elastic-plastic bending of non-homogenecous orthotropic circular plates (II), (wsp. z J. MURZEWSKIM),
Arch. Mech. Stos., 1957, Nr 5, Warszawa. (A)

124. Extremum theorems in the theory of plasticity of non-homogeneous and anisotropic bodies (wsp. 2 P. PE-
RZYN4), Arch, Mech. Stos., 1957, Nr 6, Warszawa. (A)

125. Elastisch-plastische Biegung von niclxt-/xomogenén orthotropen Kreisplatten (wsp. 2 J. MURZEWSKIM),
Zeitschr. f, Angew. Math, u. Mech., 1957, Nr 7/8. (B)

126. Problems of limit analysis and limit design of non-homogeneous axially symmnetric shells (wsp. z A. Saw-
czUKIEM), Proc. Int. Symp. Shell Struct., 1957, Oslo. A)

1’127 ‘06 OCHOGAX U MPUAOIICEHUAX WeoPUU HeoOHOPOdHuX ynpyzo-naacmuueckux cped, VIsB. Awxag. Hayk
CCCP, Otg. Texn. Hayk, 1957, Hp. 8, Mociksa. (B)

128. Limit analysis and limit design of non-homogeneous spherical and cylindrical shells, Inz. i Budown,,
Appendix to 1957, Nr 3, Warszawa., B

129. Sucéasna vedeckd problematika v odbore predpitych konstrukeii, w wydawn. ,,Stiasny Stav Predpéteho
Betonu v CSSR”, SAV, Bratislava 1957. (B)
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1958

The inversion mapping as applied in the theory of plasticity, Arch. Mech:. Stos., 1958, Nr 3, Warszawa. (A)

Note on the completeness of the elastic-plastic solution to certain boundary value problems for the eccentric

ring (wsp. z Z. MrozEM), Arch. Mech. Stos. 1958, Nr 3, Warszawa. (A)
Criteria of validity of variational theorems in the mechanics of inelastic non-homogeneous anisotropic
deformable bodies (wsp. z P. PERzYNA), Arch. Mech. Stos., 1958, Nr 4, Warszawa. . (A)

Zjawisko rys w elementach konstrukceyjnych w $wietle teorii sprezystosci i plastycznosei, Arch. Inz. Lad.,
1958, Nr 2, Warszawa. (B)

Plane problems in the theory of plasticity of non-homogeneous and anisotropic bodies (wsp. Z W. URBA-
NowskiM), Journ. of Science and Eng. Research, 1958, Nt 2, Kharagpur (Indie). - (B)

The mechanism of crack formation and propagation from the theoretical point of view, Proc. Int. Symp.,
1958, Stockholm. : ’ (A)

Applications of the theory of plasticity to problems of non-honogeneous and anisotropic plates and shells,
1V Jug. Xongr. Mech. Stos., 1958, Opatija. - (B)

Plastic non-homogeneity: a survey of theovetical and experimental researcl (wsp. z W. URBANOWSKIM),
Int. Symp. on Non-Homogeneity in Elasticity and Plast., Warszawa 1958; publ. Pergamon Press —

. PWN 1959, (B)

138.

139,

140.

141,

142,

143,

144.

145.

146,

147.

148.
145,
150,

Remarks on the validity of variational theorems in the mechanics of inelastic non-homogeneous aniso-
tropic media (wsp. z P. PERZYNA), Int. Symp. on Non-Homogeneity in Elasticity and Plast., Warszawa
1958; publ. Pergamon Press — PWN 1959, ®B)

Industrial structures in Poland (wsp. Z S.XaIraszem), Concr. and Constr. Eng., 1958, N1 1, London. (C)

1959
A non-homogeneous orthotropic circular segment as an elastic-plastic problem (wsp. z S, ZAYORSKIM),
Arch. Mech. Stos., 1959, Nr 3, Warszawa. - (A)
On some basic aspects of the theory of non-hontogeneous loose and cohesive media, Arch. Mech, Stos.
1959, Nr 6, Warszawa. (A)
Variational theoreins in general visco-elasticity (wsp. z P. PERZyNA), Festschrift Prof. R. Grammel
(Ing. Archiv), 1959, Springer — Verlag. (A)
Die Grenziragfiligkeit vou zylindrischen Schalen bei verschiedenen Formen der Plastizitiitsbedingung
(wsp. 2 A. SAWCZUKIEM), Acta Techn. Acad. Sci. Hungar., 1959, Budapest. (A)
Plastyczne wyczerplmie nosnosci konstrukcji inynierskich a koncepcja probabilistyczna ich bezpieczen-
stwa, Ksiega Jubil. W. Wierzbickiego, Warszawa 1959, (A
Quelques problémes fondamentaux relatifs a la théorie des milieux élasto-plastiques anisotropes et non-
-homogeénes (wsp. z W. URBANOWSKIM), Bull. C.E.R.E.S., 1959, Vol. X, Bruxelles. (B)
Sur les applications techniques de la théorie de la plasticité des milieux non-homogénes, Bull. C.E.R.E.S.,
1959, Vol. X, Bruxelles. (B)
Flexion élasto-plastique d’une bande incurvée (wsp. z S.ZAHORSKIM), Anz. Math, Naturw. KI., Osterr.
Akad. Wiss. Nr 8 (1959 r). ' (B)
Théorie de la plasticité appliquée aux constructions, Trav, Publ., 1959, Nr 912, Paris. (B)
La théorie de la plasticité appliquée aux constructions, Construire, 1959, Nr 990, Casablanca. (B)

Limit analysis and limit.design of non-homogeneous and anisotropic structures (wsp. z A. SAWCZUKIEM),
Acta Mechanica Sinica, 1959, Nr 3, (B)
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On engineering applications of the theory of plasticity of non-homogeneous media, Acta Mechanica Sinica,
1959, Nr 4. (B)

Pouitie tedrie medznych stavov na nehomogénne a anizotropické dosky a Skorupiny (wsp. z A. Sawczu-

- xi1eM), w wydawn. ,,Nove prispevky k tedrii stavebnych kon3trukcii”, SAV, Bratistava 1959. (B)

153.

154
155.
156.

157.

158.

159.
160.

161,
162,

163.
164.
165.

166.

167.
168.

169.

Elastisch-plastische Biegung eines nichthomogenen orthotropen Bogenstreifens, (wsp. z S. ZAHORSKIM),
Osterr. Ing.-Archiv, 1959, Nr 2, Wien. (B)

Influence de Padhérence et de la fissm“ation sur la corrosion de I'armature (wsp. z A. M. HAASEM i C. A.
LopRrY DE BRUYN, po franc. i ang.), Proc. RILEM Symp. on Bond and Crack Formation, 1959, Stock-
holm. ©

Influence de I'adhérence et de la fissuration sur la rigidité en flexion (wsp. z A. M. HaaseMm i C. A)
LoprY DE BRUYN, po franc. i ang.), Proc. RILEM Symp. on Bond and Crack Formation, 1959, Stock-
holm. (&)

Régles et specifications simplifées concernant Pouverture des fissures (wsp. z A. M. Haasem i C. A.
LoBRrRY DE BRUYN, po franc. i ang.), Proc. RILEM Symp. on Bond and Crack Formation, 1959, Stock-
holm. ©

Koustrukcje z betonu sprezonego. Obliczenia statyczne i projektowanie (wsp. z T. KLuzeM, Cz. EIME-
REM, W. GRZEGORZEWSKIM, K. ZALESKIM i Z. ZIELINSKIM), PKN, PN-57/B-03320, Warszawa 1959. (C)

1960

Some problems of continued plastic flow of the eccentric cylinder (wsp. z S. ZACHORSKIM), Arch, Mech.
Stos., 1960, Nr 5, Warszawa. . (A)

Zagadnienia teorii elementéw uzwojonych. I Stany uzytkowe, Arch. Inz, Lad., 1960, Nr2, Warszawa. (A)

Zagadnienia teorii elementéw uzwojonych. 1I. Analiza ich nosnosci granicznej, Arch. Inz. Lad., 1960,
Nr 2, Warszawa. (A)

Nonlinearity, plasticity and rheology in the theory of structures, Acta Mechanica Sinica, 1960, Nr 1. (B)

Théorie de la capacité portante des constructions nonhomogénes et anisotropes (I. Plaques; 1. Voiles
minces) (wWsp. z A. SAWCZUKIEM), Ann. Inst. Bat. Trav. Publ., 1960, Nr 149, Paris. (B)

Elastic-plastic and limit analysis of non-homogeneous arched bridge structures, Rapp. Fin. Congr. Int.
AIPC, 1960, Stockholm. A

Cracks in structural elements considered as a problem of the theory of elasticlty and plasticity (tham.
z polsk. A. Byrsk1), wyd. P. C, Paris 1960, Washington. (B)

Calcolo a rotura de estruturas heterogeneas orthotrdpicas. 1. Parte: Placas (wsp. z A. SAWCZUKIEM),
Técnica, Revista de Engenharia, 1960, Nr 305. ®)

Calcolo a rotura de estruturas heterogeneas orthotrdpicas. 11, Parte: Cascas (wsp. z A. SAWCZUKIEM),
Técnica, Revista de Engenharia, 1960, Nr 306. (B)

1961

On the load-carrying capacity of bound elements with a curvilinear limit characteristic, Arch. Mech.
Stos., 1961, Nr 3, Warszawa. A

Note on single-valued solutions to certain elastic-plastic plane problems, Arch. Mech. Stos., 1961, Nr 6,
Warszawa. : A)

Nichthomogenitits-Probleme in elastischen und vorplastischen Bereich (wsp. z J. RYCHLEWSKIM),
Osterr. Ing.-Archiv, 1961, Nr 1-—4. A)
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Tunomesa neodnopoduocniu 8 Keasu-cmiayuoliapioii 3adave naacmuueckoo meventis (PO ros. i ang),
(wsp. Z S. ZAWORSKIM), ,,JIpoGnemer Mexammxu Crnonmoft Cpeper’’, Tom Jubil. Akad.

N. I. MuscHELISZWILI, 1961, Moskwa i Philadelphia. (A)
Efekty reologiczne i zjawiska dziedziczenia w sprezonych elementach uzwojonych (wsp. z A. STEPNIEM),
Sympozjum Reologii PTMTS, Wroclaw 1961, (A)
Wspélczynnik w]c w teorii i w praktyce, Arch. Inz. Lad., 1961, Nv 3, Warszawa. (A)
A method of limit analysis of reinforced concrete tanks (wsp. z A. SAWCZUKIEM), Int. Coll. on Simplif,
Calcul. Methods, 1961, Bruxelles. (A)
Az inhomiogén testel plaszticitds-elméletének merncki alkalmazdsairdl, Acta Techn, Acad. Sci. Hungar.,
1961, N¥ 1-—4, Budapest. (B)
An anisotrdp inhomogén elasztoplasztikus testek elméletének néhdny alapveto problémdjdrol (wsp. z W.
URBANOWSKIM), Acta Techn. Acad. Sci. Hungar., 1961, Nr 1—4, Budapest. (B)
Badava 0 naacinuueckoM mevenutt, 3qeucsujen on epemenu (wsp. z S. ZAHORSKIM), Mexamﬁxa
1961, Hp. I, Mocksa. ®)
Simplified methods for instability pr0510ms (wsp. z A. Sawczukies), Int. Coll. on Simplif. Calcul.
Methods, 1961, Bruxclles. ()}
Problematyka budownictwa inzynierskiego w pracach i organizacji Polskiej Akademii Nawk (wsp.
z S. KaJraszes), Inwest, 1 Budown., 1961, Nr 2, Warszawa. (D)
1962
Propagation of spherical waves in a non-liomogeneous elastic-visco-plastic medium (wsp.zZ P. PERZYNS),
Coll. Int. Marseille, CNRS Paris 1962. . A)
Geometric properties of stress fields in plastically non-homogeneous bodies under conditions of plane
strain (wsp. z J. RYCHLEWSKIM), Int. Coll. IUTAM, Haifa 1962. A)
Creep phenomena in prestressed bound elements (wsp. z A. STEPNIEM), Arch., Mech. Stos., 1962, Nr 2,
Warszawa. (A)
Tivo exainples of photoelastic investigations, Symp. ,,Analysis and Design of Hydraulic Structures”,
Bangalore 1962 (Indie). (A)
Rheological effects in prestressed conpressed elements (wsp. Z A. STEPNIEM), Proc. IV Int. Congr. FIP,
Roma—Napoli, t. I, 1962, (A)
On a time dependent plastic flow problem (wsp. z S. ZAHORsKIM), Elsevier Publ. Co., Amsterdam—
New York 1962. (A)
Inelastic shell problems (wsp. z A.. SAWCZUKIEM), Proc. World Conf. on Shell Structures, San Francisco .
1962. (B)
Maksymilian Tytus Huber, Polski Stownik Biograficzny 1961, t. X, Nr 44, Krakow. D)
1963

On critical states in viscoelasticity, w wydawn. ,,Progress in Applied Mechanics, The Prager Anniv,
Volume”, MacMillan, New York 1963. (A)

The load carrying capacity of plates and shells (wsp. z R. SANKARANARAYANANEM), TASS Symp. on
Non-Classical Shell Problems, North Holland — PWN, Warszawa 1963. A)

Quelgues remarques sur la Construction et la Science, Bull, RILEM, 1963. Nr 19, Paris. ©
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Zagadnienia powlok niesprezystych (wsp. z A. SAWCZU_KI_EM), Mech. Teor. i Stos., 1963, Nr 1, War-

szawa. : i : (B)

Miedzynarodowe Stowarzyszenie RI_LEM. Jego historia, organizacja i dzialalnosé, Przegl. Bud., 1963,

Nr 10, Warszawa. (D)
1964

Time dependent effects in bound elements (wsp. z A. STEPNIEM), Rapp. Prel. 7-e Congr. AIPC, Rio de

Janeiro 1964. (A)
The constitutive equations for elasto|visco-plastic soils (wsp. z ¥. PErRzYN4), Symp. Mechaniki Gruntdow
i Fundam., £.6dZ 1964, . (B)
La non-homogénéité plastique en tant que phénoniéne physique et probléme scientifique, Xsigga Jubil,
Prof., F. CaMpPUsA, Bruxelles 1964, o . B)
Stany uzytkowe i nosnosé graniczna elementéw uzwojonych z rdzeniem ﬁzykalme nieliniowym (wsp.
z A. STEPNIEM), Arch. Inz, Lad., 1964, Nr 1, Warszawa. : . (A)
Dzielo. nankowe Maksyriiliana T. Hubera (wsp. z-W. URBANOWSKIM), w Wydawn. Pisma tom T, PWN,
Warszawa 1964, . : . (4D)]
1965

On biharmonic plane-equilibrium states in non-homogeneous elastic-plastic media (wsp. z J. RYCHLEW-
skiM), Int. Symp. IUTAM ,, Theory of Functions”, Thilisi 1965. ) (A)

On anisotropic twisted bars a non-linear aspect, Acta Techn. Acad. Sci. Hungar., 1965 Nr 50, Buda-
pest. (A)

On some fundamental problems of non-homogeneous and anisotropic plasticity; O nekim osnownym
problemima nehomogene i anisotropne plasticznosti (wsp. z W. URBANOWSKIM), Glas, Acad. Serbe

Sci., Beograd 1965. ‘ . ®

Koncepeja naroza plastycznego w $wietle teorii i doswiadczenia, Ksigga Jubil, Prof. A, KRUPKOWSKIEGO,

PWN, Krakow 1965. A)

Witold Wierzbicki 1890—1965, Nauka Polska, 1965, Nr 4, Warszawa. (D)

Kanslrukcj’e inzynierskic (wsp. z Cz. EIMEREM), Podst. Problemy Wspdlcz. Techniki, tom X, PWN,

Warszawa 1965. ©
1966

On elastic/visco-plastic soils (wsp. z P. PERzYNA), Symp. Int. IUTAM , Mécanique ct Rhéologie
des Sols”, Grenoble 1966. A)

Theory of inelastic shells (wsp. z A. SAWCZUKIEM), SyInp. ,,Theory of Plates and Shells”, Smolenice
1963, publ. Bratislava 1966. B3

The constitutive equations of the flow theory for a non-stationary yield condition (wsp. z P.PERZYNA),
Tnt. Congr. IUTAM, Miinchen 1964, publ. Springer — Verlag 1966. (A)

Prestressing (wsp. z Cz. BIMEREM), Applied Mcchanics Surveys, Spartan Books, Washington 1966.  (B)
Teoria plastycznosci i jej zastosowania, Pol. Per., 1966, Nr 9, Warszawa. D)
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Zastosowanie maszyn cyfrowych do analizy statycznej konstrukeji inzynierskich (stowo wstepne do
ksiazki M. Z. BzyMKA), wyd. Arkady, Warszawa 1966; Bevezetés (thum. na jez. wegierski), Tankényv-

kiado, Budapest 1969. @)
Dzielo naukowe Witolda Wierzbickiego, Ks. Jubil. Wydz. Inz., Warszawa 1966. o)
Prestressed structures (wsp. 2 Cz. EIMEREM), Intern. Science, 1966, Nr 38. D)
1967
General constitutive equations for elastic-visco-plastic materials (wsp. z P. PERzZYN4), F. K. G. OpQvist
Anniv. Volume, Stockholm 1967. (A)
Rheological states of geometrically non-linear rotational shells (wsp. z Z. BycHAWSKIM), IUTAM Symp.
,,Theory of Thin Shells”, Copenhagen 1967. (A)
Interpretacja energetyczna standw krytycznych w cialach lepkosprezystych (wsp. z Z. BYCHAWSKIM),
Prace IPPT, 1967, Nr 2, Warszawa. (A)
Obiyue onpedessiousue YPasHenua Jan Ynpya0-6a3Ko-naacmuneckux mamepuanog (wsp. z P. PERZYNA),
Mexarmmxa, 1967, Hp. 4, Mocxksa. (B)
Problematyka naukowa w zaglebiu przemyslowym, Zeszyty Problem., 1967, Nr 3, Katowice. ©)

Przedmowa do ksigzki L. BRUNARSKIEGO i M. KWIECINSKIEGO: Wstep do Teorii Sprezystosci i Plastycz-
nosci, Wydawn. Politechn. Warsz., Warszawa 1967, ®)

Uber visko-plastische Effekte in der Erdbaumeclxanik;IKM — IV Int. Kongress, t. 2, Weimar 1967.  (B)

Attitudes active et passive dans I’étude des vibrations, Symp. RILEM, Final Report, Vol. III, 1967.  (B)

On the objective estimation of criteria of safety in structural engineering (wsp. z B. LEwICKIM), Symp.

AIPC, London 1967. ©)
1968

Oir thermodynamics of the differential type material (wsp. 2 P. PERzyN4), Symp. IUTAM ,,Irreversible
Phenomena in Continuum Mechanics”, Wien 1968. A)

. Creep failure of nonlinear rotational shells (wsp. z Z. Bycuawskim), VIL, Int. Congr. ATPC, 1968. (A)

Elasticity or plasticity? VIII, Int. Congr. AIPC, 1968. ©
Thermal effects in viscoplasticity (wsp. z P. PERzZyYNa), Symp. IUTAM ,, Thermoinelasticity”, East
Kilbride 1963, (A)

Sur la théorie des phénomenes visco-plastiques, Rendiconti del Seminario Matematico, Milano, t. 138,
1968. ®

Les équations constitutives et phénoménes de relaxation dans les milieux elastolvisco-plastiques (wsp.
2 P. PerzYN4), Rendiconti del Seminario Matematico, Milano, t. 36, 1968. (B)

Les phénomeénes inelastiques et leur importance dans le domaine du Génie Civil (wstep napisany przez
prof. J. VERDEYEN), Centre Nat., Rech. Constr. Civ., Bruxelles 1968. (9]

O podstawowych pojeciach w reologii (wsp. z Z. Bycaawskim), Ksiega Jubil. Prof. R. Szewalskiego,
PWN, Warszawa 1968. : (B)

On coinpressible visco-plastic media (wsp. z P. PERZYNA), Prof. B. R. SETH Anniv. Issue, Journ. Math.
and Phys. Sci., 1968, Nr L, Madras (Indie). (B)

Les effets de la precontrainte sur le comportment des elements frettés non-linéaires (wsp. Z A.. STEPNIEM),
1ASS, Vol. Homm. au Prof. A. M. Haas, Nr 36, 1968, Delft. (A)

Nauka a przemysl, Zeszyty Problem., 1968, Nr 6, Katowice. D)
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1969
On thermal phenomena in visco-plasticity (wsp. z P. PERZYNA), Z. angew. Math. u. Physik, 1969, Nt 5,
Basel. (A)
On certain cases of elastic non-homogeneity (wsp. z J. RYCHLEWSKIM), w wydawn. ,,Contributions to
Mechanics”, Pergamon Press 1969. (A)

Creep phenomena and failure of non-linear rotational membranes (wsp. z Z. BYCHAWSKIM), Ksigga Jubil.
Prof. L. L. Siedowa ,,Problemy Gidrodinamiki i Miechaniki Sploszonej Sriedy”, Izd. Nauka, Moskwa
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TEORIA NIELINIOWEJ LEPKOSPREZYSTOSCI I JEJ ZASTOSOWANIA

ZBIGNIEW BYCHAWSKI (KrRAKOW)

Nieliniowa mechanika ciala stalego, a w jej ramach réwniez teoria nieliniowej lepko-
sprezystosci, rozwingly si¢ wszechstronnie w ostatnich latach i posungly naprzéd w opisie
mechanicznych i innych wiasnoéei cial rzeczywistych. W szczegélnoSci ugruntowane zo-
staly podstawy teoretyczne tych nauk w oparciu o osiagnigcia wspdlczesnej matematyki
i fizyki, co wiaze si¢ z wprowadzeniem nowego formalizmu do mechaniki. Jest to nie-
watpliwg zastuga TRUESDELLA i innych reprezentantéw wytyczonego przez niego kierunku
w badaniach teoretycznych.

Jednakze przyczynami tak szybkiego rozwoju mechaniki nieliniowej byly nie tylko
potrzeby i mozliwosci teoretycznych uogdlnien, ale réwniez —1i to przede wszystkim —
obiektywne warunki jakie stworzyta wspélczesna technika i zapotrzebowanie rozwijaja-
cego sie szybko przemysiu. Jest to zwiazane z koniecznofcia lepszej znajomosci i bardziej
$cistego opisu wlasnoéci nowych, a takze tradycyjnych materiatéw konstrukcyjnych. Te
ostatnie poddane zostaly bowiem zaostrzonym warunkom eksploatacyjnym lub tez nie
stosowanym dotychczas dziataniom. :

Jest rzecza oczywista, Zze rozwdj nieliniowej teorii materialdw znacznie wyprzedzit
" eksperyment i mozliwoéci zastosowan praktycznych. Niemniej jednak teoria, nie ograni-
czajac si¢ jedynie do podsumowania dotychczasowych osiagnigé mechaniki cial statych,
zawarla w sobie potencjalne Zrédto mozliwosci na przyszto§é. Chodzi tu nie tylko o ulep-
szanie wlasnoéci materiatéw znanych, ale réwniez o komponowanie materiatéw o pozada-
nych wlasnoéciach.

Nieliniowe wlasnosci lepkosprezyste, a ogdlniej sprgzysto-lepkoplastyczne, byly przed-
miotem zainteresowania teoretykOw i eksperymentatoréw od dziesigcioleci. W pierwszym
okresie proby ich opisania sprowadzaly si¢ gtéwnie do okre$lania praw empirycznych
opartych na danych do$wiadczalnych dla specyficznych materiatdw. Takie podejscie,
zresztg stosowane z koniecznosci do dzi§, ma giéwnie znaczenie praktyczne i moze spetnié —-
chociaz w ograniczonym zakresie — pozyteczng role. Inne podejécie, szeroko stosowane
w pewnym okresie rozwoju reologii, opiera si¢ na analogiach i modelach mechanicznych
lub nawet modelach innego typu, ktérych elementy skladowe o charakterystykach nie-
liniowych maja pogladowo uzmystawiaé ztozone reakcje modelowanego materiatu na
odpowiednie dziatania. Zwykle w takich przypadkach réwnania konstytutywne formuto-
wane z wykorzystaniem ogdlnych zasad mechaniki przyjmuja postaé nieliniowych réwnan
rézniczkowych, niekiedy bardzo skomplikowanych.
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Najbardziej ogblne podejécie teoretyczne w nieliniowej teorii lepkosprezystosci oparte
jest na koncepcji wyrazania réwnan konstytutywnych w postaci funkcjonalnej. Kierunek
ten jest reprezentowany w podstawowych pracach z zakresu nicliniowej mechaniki ciat
odksztaicalnych TRUESDELLA [1], GREENA 1 RrvLina [2}, [3], [4], Norra [5], COLEMANA
i NovLvra [6] oraz innych autoréw.

Rozwazymy niektdre aspekty tego kierunku majace szczegdlne znaczenie w nielinio-
wej lepkosprezystosci. I tak na przyklad Green i Riviin stosuja do opisu wlasnoscei ciat
lepkosprezystych rozwinigeie Volterry dla nieliniowych funkcjonaléw, ktére — majac
postaé analogiczng do szeregu potegowego — pozwala na uwzglednienie wplywu nieli-
niowosci z zadang doktadnoscia. Warto zauwazy¢, Ze pierwsze dwa wyrazy tego szeregu
funkcjonalnego bedacego nogdlnieniem regularnego funkcjonatu dowolnego stopnia odpo-
wiadaja prawu liniowej lepkosprezystosci. W zwiazku z tym nalezy podkreslié, ze przyblize-
nie opisu wlasnoéci nieliniowych materiatéw lepkosprezystych szercgiem funkcjonalnym
opiera si¢ na odchyleniu od liniowosci. W ogdlnym Jjednak przypadku takie podejscie ma
charakter ograniczony, poniewaz istnieja materiaty, ktérych nieliniowe zachowanie si¢ nie
wykazuje w pewnych zakresach liniowego poziomu.odniesienia. Jako przyktad mozna tutaj
podaé ciato petzajace typu Odqvista. Préby zastosowania linearyzacji jego réwnania kon-
stytutywnego w skoficzonym przedziale czasowym musza prowadzi¢ do blgdnych rezulta-
téw. Linearyzycja w tym przypadku moze mieé jedynie znaczenie lokalne zewzglgdu na czas
inie usuwa nieliniowosci réwnan probleméw brzegowych przy wykorzystaniu tego prawa.

Ostatnie zagadnienie wigze si¢ bezposrednio z zakresem stabej nieliniowoéci materia-
16w lepkosprezystych. Wiadomo z badan do$wiadczalnych na materiatach niemetalowych
oraz na niektoérych metalach lekkich, ze wykazuja one liniowo§¢ tylko do pewnej krytycz-
nej wielko$ci naprezenia. Dla naprezefi wigkszych odchylenie od liniowo$ci wzrasta,
a w efekcie proces ten prowadzi do stanu zniszczenia materiatu. Jezeli natomiast, chodzi
o deformacijg czysto sprezysta, to liniowo$¢ jest zachowana prawie az do stanu zniszczenia.
Mozna zatem uwazaé, ze dla stanu naprezenia, ktory rézni sie dostatecznie mato od stanu
krytycznego?!), dewiacja od liniowoséci bedzie mata, a zatem nieliniowo$é staba. Mozna
wigc przyjaé z kolei istnienie parametru fizycznego, zaleZnego od rodzaju materiatu i od-
powiedzialnego za wielko§¢ dewiacji, przez kt6ry wyraza si¢ zmiane stanu naprezenia
ponad stan krytyczny. Koncepcja stabej nieliniowosci rozwinigta w pracy BYCHAWSKIEGO
i FoxA [7} ma jednak inny aspekt, anizeli podobne podejécie perturbacyjne do nieliniowej
lepkosprezysto$ci ARUTIUNIANA [8], ktéry uogdlnienie swojej nieliniowej teorii petzania
betonu opart na réwnaniach teorii malych deformacji sprezysto-plastycznych. Zastrzeze-
nie budzi tutaj fakt przyjecia relacji wigzacej intensywno$ci odksztalcenia i naprezenia
w postaci analogicznej do réwnania konstytutywnego dla przypadku jednowymiarowego.
Postad ta, jak mozna tatwo wykaza¢, jest bardziej ztozona. Jest to oczywiscie tylko postulat
teorii, ktéry nie ma jednak uzasadnienia fizycznego.

Alternatywne podejécie do ujecia nieliniowosci zaproponowal LraperMan [9], [10],
ktéry wprost uogélnit zasade Boltzmanna nadajac jej forme nieliniowego réwnania cat-
kowego. Uzasadnienie takiego ujecia wynika z do§wiadczen, ktére wskazuja, ze krzywe
odksztatcen zaleznych od czasu uzyskane przy réznych stalych naprezeniach moga byé

D Przez stan krytyczny bedziemy rozumieli taki stan materiatu, ktory. prowadzi w okreslonej chwili
do istotnych zmian jakoSciowych w jego zachowaniu sig. '
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_sprowadzone do siebie za pomoca czynnika niezaleznego od czasu, a bedacego jedynie
funkcja naprezenia. Uogdlnienie tych faktéw na przypadek naprezen zmiennych w czasie
prowadzi bezposrednio do réwnania proponowanego przez Leadermana. Réwnanie to
jest szczeg6lnym przypadkiem teorii, ktorg zajmiemy si¢ w dalszym ciagu w niniejszej pracy.
Ze wzgledu na swoja stosunkowa prostot¢ nadaje si¢ ono niewatpliwie do zastosowan
praktycznych. Odnosi sig to szczegolnie do zakresu stabej nieliniowosci.

Podobna idea rozwinigta zostata w pracy Rasornowa [11], ktéry podat teorie petzania
metali w postaci nieliniowego réwnania catkowego. Nalezy wigc ona do teorii typu dzie-
dziczenia.

Nie ulega watpliwosci, ze w chwili obecnej najbardziej rozpowszechniong w zastoso-
waniach teoretycznych i praktycznych jest teoria pelzania ODQVISTA [12], ktéra powstata
jako uogdlnienie empirycznego prawa Nortona. Obejmuje ona caly zakres petzania uwzgled-
niajac réwnocze$nie efekty natychmiastowe w postaci nieodwracalnej. Jej zaletami sg
przede wszystkim stosunkowo prosta posta oraz dobra zgodno$¢ z do$wiadczeniem.

Jednym z naszych celéw byto znalezienie zwiazku pomiedzy teoriami dziedziczenia,
ktére zwykle wigze si¢ z wlasnoSciami reologicznymi materialéw niemetalowych, a teo-
riami petzania metali. Zwigzek. taki zostal wykazany w pracy ByCHAWsKIEGO i Foxa [13],
z ktorej wynika, Ze teoria Odqvista jest szczegblnym przypadkiem podanej tam teorii
dla calkowicie nieliniowego o$rodka lepkosprezystego.

Celem naszym nie jest podanie pelnego przegladu prac w dziedzinie nieliniowej teorii
lepkosprezystoéci, a jedynie naswietlenie niektérych zagadnien, ktére wiaza sie bezposred-
nio z pewnymi aspektami prac wlasnych. Dlatego tez we wstepie, ktdry zupetnie nie pre-
tenduje do rysu historycznego zagadnienia, ograniczamy si¢ do cytowania prac, ktére
wywarly bezpo$redni wplyw na nasze prace oraz do sygnalizowania zagadnief jakie za-
mierzamy poruszyc. )

Zanim przejdziemy do wiasciwej czgéei pracy, omoéwimy bok‘rc’)tce wlasne osiagnigcia
w zakresie teorii nieliniowej lepkosprezystoéci i jej zastosowan.

Dotychczasowe nasze prace wiazaly sig w poczatkowym okresie z ujeciem teoretycz-
nym wplywu nieliniowosci reologicznej na stan odksztalcenia i stan naprezenia w zaga-
dnieniach jednowymiarowych (Bycuawski [14], [15], [16], [17]), z zastosowaniem teorii
nieliniowej do analizy reologicznej konstrukcji sprezonych (OLSzAK, KAUFMAN, EIMER,
BycHawsk [18]) oraz koncepcjami o charakterze podstawowym (Bycmawskr, Fox [19]),
ktére nastgpnie postuzyly do postawienia ogdlnej teorii (Bycmawski, Fox [20], [21]),
Jjak réwniez rozwazenia jej przypadkow szczegdlnych (Borowskr, Bycuawski [22]). Dalsze
uogdlnienie teorii znalazto swdj wyraz w analizie zasad formulowania réwnania konsty-
tutywnego nieliniowego osrodka termo-lepkosprezystego w oparciu o podana w pracy [19]
uogdlniona zasade superpozycji (Bycrawskl, Fox [23]). Tutaj poruszone zostato podsta-
wowe, naszym zdaniem, zagadnienie postulatéw kompleksowosci i zwartoéci czasowej
réwnania konstytutywnego. Podana zostala réwniez metoda operatorowa odwracania
nieliniowego prawa lepkosprezystoci oparta na bazie funkcjonalngj (BycHAwsKI [24]),
ktéra znajduje szczegdlne zastosowanie w problemach stabej nieliniowoSci.

Dalsze uogélnienie to ujecie dystrybucyjnych aspektéw deformacji plastyczne] oraz
zastosowanie tej teorii do analizy zjawisk niestabilno$ci ofrodkéw reologicznych (By-
CHAWSKI [25], BOROWSKI, BycHAWSKI [57]). '
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Niezaleznie od omdwionego powyzej kierunku naszych prac, prowadzone byty bada-
nia nad energetycznymi kryteriami dla stanéw krytycznych oérodkéw lepkosprezystych,
ktére w efekcie prowadza do nieliniowo$ci (BycHAWSKI, OLSZAK [26], [27], [28]). W szcze-
gbélnosci kryteria te dotycza cial, ktére charakteryzuja sig¢ prawie wylacznie dysypacja
energii. W tym przypadku t¢ ostatnia przyjmuje si¢ jako miar¢ osiagnigcia stanu kryty-
cznego. Wykazano tutaj intuicyjnie oczywisty fakt, Ze energia dysypowana nie posiada
ekstremum réznego od trywialnego na poziomie zerowym (minimum).

Zastosowania teorii nieliniowej lepkosprezystosci koncentrowaly si¢ gtéwnie na za-
gadnieniach statecznosci reologicznej (wyboczenia przy petzaniu) plyt i powlok w zakresie
geometrycznie nieliniowym (ByCHAwSKI [29], [30], [31], BycHAwsKI, KoPECKT [32], [33]).
Ostatnio rozpoczete zostaly réwniez badania modelowe nad zagadnieniem wyboczenia
przy petzaniu dla powlok kulistych z materialéw metalowych i niemetalowych. Zjawisko
bylo ujete zaréwno lokalnie, jak i integralnie. Pierwsze wyniki do$wiadczen wraz z in-
terpretacja teoretyczng zostaty juz opublikowane (ByCHAWSKI, KoPECKI [34]).

Duza uwage poswiecono geometrycznie nieliniowym membranom ptaskim (kotowymi)
i powierzchniowym (obrotowo-symetrycznym, kulistym). Podano dla nich szereg rozwia-
zan $cistych dla ztoZzonych stanéw fizycznych tych konstrukeji (BycHAwsKI [35], [36], By-
cuawskl, Kopeckr, [37], KopeckI [38]). W szczegblnoéei duZe znaczenie mozna przypisaé
odkrytej analogii migdzy stanem natychmiastowym (sprezystym) a petzaniem (nielinio-
wym) dla probleméw geometrycznie nieliniowych membran kotowych (Bycuawskr [39])
i o dowolnym konturze (ByCHAWSKI [40)). Jest rzecza charakterystyczna i warta podkre-
$lenia, ze mozliwoé¢ istnienia takiej analogii negowal Opqvist [41], bedac — jak sie wy-
daje — zasugerowany analogia Hoffa. Ostatnio fakt istnienia naszej analogii zostal po-
twierdzony przez jego szkol¢ w pracy doktorskiej STORAKERSA [42].

Uogolnienia dotyczace zagadnien geometrycznie nieliniowych powlok w stanie mem-
branowym przy zloZonych stanach deformacji sprezysto-lepkoplastycznej znalazly swéj
wyraz w rozwigzaniach $cistych dla powlok obrotowo-symetrycznych (BYCHAWSKI [43],
BycHAwsk1, OLszAK [44]) i szczegétowej analizie powtoki kulistej pod ci$nieniem wew-
netrznym (ByCHAWSKI, KOPECKI [45]). W pracach tych uogdlniona zostala réwniez omé-
wiona powyzej analogia, ktdra w ten sposdb objela szersza klase zagadnien nie tylko
plaskich, lecz réwnicz ustrojow powierzchniowych.

Inne praktycznie wazne zagadnienie petzania powtoki cylindrycznej o przekroju kolo-
wym pod ci$nieniem wewnetrznym postawione zostato odmiennie, anizeli to miato miejsce
w dotychczasowych pracach. Réwnanie problemu, uwzgledniajace wspétdziatanie sit
wewngtrznych, rozwiazane zostalo w sposéb Scisty (BycHAwsKI [46]). Przeprowadzono
réwniez krytyczna konfrontacje teoretycznego ujecia problemu przez innych autordw.

Termo-lepkosprezysta analiza powloki walcowej pod ciénieniem wewnetrznym po-
zwolila na dyskusje mozliwoéci podejécia do rozwiazania tego trudnego problemu i przed-
stawienie rozwiazan dla przypadkéw szczegblnych (Bycuawski [47]).

Z prac o charakterze ogdlnym wymieni¢ nalezy przeglad podstawowych poje¢ i zagad-
niei reologii nieliniowej oraz teorii nieliniowej lepkosprezystosci (BYCHAWSKI, QLSZAK
[48]), jak réwniez monograficzny wyklad podstaw reologii liniowej i nieliniowej w Duriskim
Uniwersytecie Technicznym w Kopenhadzé (BycHawsk1 [49]), oparty w duZej czeéci na
oryginalnej interpretacji i pracach wlasnych.
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Zagadnienie plaskich stanéw lepkosprezystych elementéw konstrukcyjnych w ujeciu
nieliniowym rozwazane bylo dla tarczy kolowej poddanej zginaniu (BYCHAWSKI, SIEN-
NICKI [50])i dla geometrycznie nieliniowych plyt prostokatnych (Bycuawskr [51]). W tym
ostatnim przypadku rozwiazania §ciste dotycza silnej nieliniowosci pelzania, co pozwala
na przejécie graniczne do membranowego stanu plastycznego na podstawie ujecia stanu
natychmiastowego (pelzanie przejéciowe). Waznym wnioskiem wynikajacym z tej pracy
jest stwierdzenie, ze, podobnie jak to ma miejsce dla membran, réwniez w przypadku phyt
pelzanie jest nieustalone.

Problemy matematyczne nieliniowej teorii lepkosprezystosci rozwazane byly pod katem
wprowadzenia uogéinionych form funkcji petzania (Bycuaawski [52]), metod rozwiazania
konstytutywnych réwnan calkowych nieliniowych (BycHawsky, "Piszczex [53]) oraz
metod odwracania réwnan konstytutywnych (ByCHAWSKI [54]). W szczegblnoéei wykazano
mozliwoéci zastosowania tych metod do probleméw geometrycznie nieliniowych powlok
obrotowo-symetrycznych (BYcCHAWSKI [55]). Przeprowadzona tutaj linearyzacja fizycznego
aspektu zagadnienia pozwala na prosta i pogladows interpretacie wynikéw w zakresie
stabej nieliniowosci.

Dalsze. aktualnie prowadzone prace wiaza si¢ z zastosowaniami teorii nieliniowej
lepkosprezystoSci do materialéw i konstrukcji wykazujacych w procesie odksztalcenia
duze deformacje. Prace te dotyczag zaréwno podstaw teorii duzych deformacji lepko-
sprezystych, jak i jej zastosowan do konstrukcji membranowych (BycHawskl [56], By-
CHAWSKI, OLszAK [58]). Ideg przewodnig, chociaZ trudng do zrealizowania, jest uzyska-
nie rozwigzan analitycznych, W zwigzku z problemem duzych deformacji poszukiwane sa
réwniez ujecia energetyczne nieliniowej lepkosprezysto$ci w postaci funkcjonalnej (By-
CHAWSKI [24]), a pierwsze wyniki prac w tym kierunku wskazuja na potrzebg oparcia
teorii na bazie termodynamiki procesdéw nieodwracalnych.

Problemy jakimi zamierzamy si¢ zaja¢ w dalszym ciagu niniejszej pracy majg charakter
podstawowy i stanowia uogdlnienie prac oméwionych powyzej. Celem naszym jest tutaj
przedstawienie nowych koncepcji i nowego ujecia formalnego, a na tej podstawie bardziej
ogdlnej interpretacii i bardziej wnikliwej dyskusji zagadnien nieliniowej lepkosprezystoécei.

1. Postaé réwnania konstytutywnego nieliniowej teorii lepkosprezystosci

Roéwnanie konstytutywne materiatu rzeczywistego, a w istocie jego wyidealizowanego
modelu mozliwie $ciéle opisujacego obserwowalne wiasnoéci tego materiatu, powinno by¢
przede wszystkim pozbawione wewngtrznych sprzecznodci. Jesli warunek ten jest spel-
niony, to od réwnania konstytutywnego nalezy oczekiwa¢ mozliwosci wyciggnigcia
wnioskéw co do zachowania si¢ materialu w odpowiednich sytuacjach dziatah mecha-
nicznych iinnych. Inaczej méwiac, réwnanie to dawaé powinno mozliwo$é przewidywania
skutkdw przy zadanych przyczynach lub okreSlenia przyczyn na podstawie obserwowa-
nych skutkow.

Jest rzecza oczywista, ze podstawg dla formulowania réwnania konstytutywnego ciala
rzeczywistego musi by¢ eksperyment przeprowadzony z reguly w prostszych warunkach
anizeli te, dla ktérych odpowiedz ma daé to réwnanie. Jest rownieZ oczywiste, ze réwnanie
konstytutywne moze by¢ takze okre$lone na drodze eksperymentu my$lowego (dla materia-
tu hipotetycznego), co nie jest weale pozbawione sensu praktycznego.
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Zgodnie z ogdlnymi zalozeniami fizyki, réwnanie konstytutywne powinno odpowiadaé
trzem podstawowym zasadom: przyczynowosci, lokalnofci dziatania i obicktywnosci
materialnej.

O ile znaczenje dwoch ostatnich zasad jest rownorzedne dla wszystkich typéw o$rod-
kow, to zasadzie pierwszej nalezy przypisaé szczegdlne znaczenie w teorii nieliniowe;j
lepkosprezystosci. Wynika to z roli historii ruchu materiatu, ktéra okredla jego stan w da-
nej chwili i z konieczno$ci pamietania o tej zasadzie kazdorazowo przy wykonywaniu
operacji funkcjonalnych na zwigzkach konstytutywnych. Formalnym wyrazem zasady
przyczynowosci jest uogdlniona zasada superpozycji sformutowana i rozwinigta w pra-
cach [7], [19]. Te ostatniz mozna napisa¢ dla sktadowych tensora stanu odksztalcenia
.ofrodka lepkosprezystego w nastepujacej postaci:

. -0
(1.1) e = [ 00—7)d[b(—1o)e;(x)],

gdzie t, jest chwila poczatkows, 0 za$ oznacza dystrybucje Heaviside’a zdefiniowang jak
nastepuje ‘

I, t=r~,
0, t<fg

Przez wprowadzenie dystrybucii 8 okreSlamy $ciSle przedziat czasowy superpozycji [z, 1,]
tak, ze uwzglednia ona ewentualne efekty poczatkowe zwiazane z historig do chwili 7,
lub zachodzace w tejze chwili (efekty natychmiastowe).

Zasada superpozycji w postaci (1.1) jest tylko przepisern formalnym sposobu okredlania
tensora odksztalcenia w chwili ¢, Dlatego tez nie bedzie miala ona znaczenia fizycznego
dop6ty, dopdki nie podamy zwiazku pomigdzy skutkami, ktére superponujemy w okreslo-
ny sposéb a przyczynymi, ktére je wywoluja.

Jak widaé z postaci réwnania (1.1) zwiazek taki powinien byé zadany w postaci réznicz-
kowej, a poniewaz ma by¢ spelniony warunek catkowalnoéci, to wyrazenie pod znakiem
catki musi by¢ rézniczka zupelna.

Uwzgledniajac warunek poczatkowy jako niezerowy, mozemy (l.1) napisaé alterna-
tywnie

(1.2) 0(t—1) ={

+x
(1.3) ey —eylto) = | 0(t—0)0 (v—10)dey(r),
co implikuje forme rézniczkowa
(1.4) a(t, 7, to) de,'j(f) = OC(t, T, to) @,J(T) d'l:,

z¢ wzgledu na ciaglo$§é parametru #. Jest ona réwnowazna formie (1.1) zgodnie z przyjeta
klasa catkowalno$ci i wyborem okreslonej miary. Z ostatniej formy wynika, Ze rézniczko-
wa posta¢ konstytutywna wyraza sie¢ jedyna «zwarta» funkcja tensorowg parametru czasu
@,;, ktéra moze reprezentowaé nawet bardzo zlozone zachowanie si¢ materiatu lepko-
sprezystego w procesie odksztalcenia. Tutaj przez o oznaczamy czynnik

(1.5) ol T, to) =0(—1)0(rt—1).
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Latwo zauwazyé, ze przy zatoZeniu rézniczkowalnoSci tensora odksztalcenia otrzyma-
my z (1.4) wprost

(16) O((t, Ty tO) el'j(T) = O((t, T, tO) @ij(T):

co nadaje funkcji @;; bezposrednia interpretacje fizyczna.

Z forma (1.4) lub (1.1) wiaza sie dwa, naszym zdaniem, podsltawowe postulaty, ktore
powinno spelnia¢ réwnanie konstytutywne uzyskane w oparciu o zasadg uogblnione; su-
perpozycji: postulat zwartosci czasowej i postulat kompleksowosci.

Aby wyjasni¢ znaczenie wymienionych postulatéw okreflimy w jaki sposdb, naszym
zdaniem, nalezy rozumie¢ zachowanie sie osrodka lepkosprezystego w zakresie nielinio-
wym. Wszystkie cechy reakcji materiatu na dziatania, ktére istnieja obiektywnie, a ktére,
zgodnie z obserwowalnymi faktami, mozemy mu przypisaé niezaleznie od skali czasu
obserwacji, ujawniaja si¢ z chwila wystapienia odpowiednich przyczyn w postaci (1.4).
Wynika stgd wspolzalezno$é rozmaitych efektéw fizycznych w czasie, na ktore zwykle
rozkladamy myslowo zachodzacy proces ze wzglgdu na dogodno$¢ rozwazan. W zwiazku
z powyZszym nalezy stwierdzié, ze postulat zwartoéci czasowej przeczy w ogdlnosci mo-
zliwoéci addytywnej reprezentacji efektéw nieliniowych w czasie. Efekty te sy bowiem
«wymieszane» w czasie, a kompleksowa reakcja wyraza si¢ réwnaniem (1.4).

Takie podejécie do ujgcia deformacji odbiega od znacznych zatozen klasycznych, ktére
za punkt wyjécia przyjmuja addytywno$é formy réwnania konstytutywnego dla zakresu
nieliniowego bez uzasadnienia. Mozna wykazaé, jak na przyktad uczyniliémy to dla o$rodka
lepkosprezystego w pracy [23], ze jedynie jego liniowy zakres dopuszcza addytywng forme
bez dodatkowych warunkéw. Nie nalezy jednak sadzié, iz ta ostatnia nie jest w ogdle
dopuszczalna dla zakresu nieliniowego. Przeciwnie, taka mozliwo$¢ istnieje. Nalezy jednak
spetni¢ dodatkowe warunki w taki sposéb, aby forma addytywna przedstawiala rézniczke
zupelna, to znaczy aby tensor odksztalcenia mégt byé przedstawiony w postaci (1.1).
Warunki dodatkowe, o ktérych mowa, musza z koniecznosci wigzaé ze soba funkcje
fizyczne charakteryzujace rozmaite wlasno$ci materiatu, Oznacza to, ze na przyklad
tzw. wlasnosci natychmiastowe muszg sig¢ wyrazaé przez wlasnosci czasowe i na odwrdt,
co z klasycznego punktu widzenia wydaje sie w pierwszej chwili niemozliwe. Tak jednak
jest w istocie, jezeli weZzmiemy pod uwage fakt, Ze funkcje o ktérych mowa, sa wspdlczyn-
nikami formy rézniczkowej przy réZzniczkach wydzielonych zmiennych niezaleznych
réwnania konstytutywnego. Musza one zatem, w mysl zasady (1.1), spetnia¢ tzw. relacje
krzyzowe. : .

Zalézmy, Ze konstytutywna forma rézniczkowa ma w przypadku ogélnym postaé

1.7 Zeij = ZileQL "{*Z;gjdgz‘i’ —I"Z?jdé’n,
gdzie
(1’8) Z’i‘:j = Z?j(el:'g_b vees Qn; GI'S),

a gy sa niezaleznymi zmiennymi fizycznymi. Wtedy, o ile forma ma przedstawia¢ rézniczke
zupetng, musza by¢ spelnione relacje

(1.9) 0yl Ay Oorg Ay 0pr Ogs = O Al + AN Ders AbyO0pbys - (ki 1=1,2,...,1),
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gdzie symbole rdézniczkowania maja nastgpujace znaczenie
(110) al = 3/891, aers = a/aer.-sa

a d;; oznacza tensor jednostkowy.
Jezeli jedna ze zmiennych niezaleznych jest czas, co oczywiscie ma miejsce dla ciala
lepkosprezystego, wéwczas zgodnie z zasadg przyczynowosci piszemy

(L.11) de;; = adey, A% = adl,

gdzie a jest czynnikiem (1.5).

W szczegblnym przypadku (1.8) moze nie mie¢ charakteru réwnania zupetnego, a wtedy
relacje (1.9) redukuja si¢ do postaci
(1.12) 0, Al; = 0, Al;.

Jak wynika z naszych rozwazan, postulat kompleksowosci réwnania konstytutyw-
nego lepkosprezystosci nieliniowej bedzie spetniony dla addytywnej formy superpozycyj-
nej (1.7), jezeli speinione bedg relacje (1.9) lub (1.12). Jak wykazaliSmy w pracy [23], relacje
te sg spetnione dla oérodka liniowego tozsamosciowo. W danym przypadku natomiast,
dostarczajg one dodatkowych zwiazkéw konstytutywnych pomiedzy funkcjami charakte-
ryzujacymi rozmaite wlasnoéci fizyczne materialu, ktére zabezpieczaja kompleksowosé
réwnania konstytutywnego w przypadku stosowania nogéinionej superpozycii.

2. Funkcjonalna interpretacja réwnania konstytutywnego nieliniowej lepkosprezystosci

Rownanie (1.1) wyrazajace uog6lniona zasade superpozycji moze byé interpretowane
fizykalnie jako funkcjonal, w naszym przypadku ofrodka nieéci§liwego, dewiatora na-
prezenia s;;. Mozemy zatem napisa¢ formalnie

(2.1) eij(t) ZL(S;i)S,'j,

gdzie L jest nieliniowym operatorem funkcjonainym (caltkowym) nalozonym na dewiator
napreZenia, za$ s oznacza intensywno$é napreZzenia?,

Forme funkcjonatu (2.1) otrzymamy rozwazajac przestrzen funkcji ciggtych (mierzal-
nych i ograniczonych) s;;(z), w ktdrej

t+0
2.2) ey(® = lim sy () AK[t, 7, s = | 5,0 dKTt, 7, s@)],
ty—0
gdzie K odgrywa role kompleksowej funkgcji fizycznej charakteryzujacej nieliniowe wiasno-
Sci lepkosprezyste materiatu, 7% oznacza dowolna chwile z podprzedziatu At przedzia}u
[2,—0, t40], za$§ A, K jest przyrostem funkcji K.

Jak widaé, funkcjonat typu (2.2) moze byé przedstawiony w postaci wydzielonych
(addytywnych) trzech cztonéw, odpowiadajacych reprezentacji calki Stieltjesa, przez ktora
si¢ wyraza. Pierwszy z tych czlon6w jest zwiagzany z nieciaglo$ciami funkcji fizycznej K,
a zatem reprezentuje efekty typu natychmiastowego. Drugi czion przedstawia bezwzgled-

) Tutaj 1 w dalszym ciagu zakladamy, ze operator L zalezy tylko od drugiego niezmiennika dewiatora
naprezenia, tzo. od intensywno$ci naprezenia, przez ki6ra ten ostatni sie wyraza.
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nie ciagta czeéé funkcji K, a wigce zwiazany jest z ciaglo$cia efektéw zaleznych od czasu
o sumowalnej gestosci dystrybucji. Wreszcie, trzeci czton, ktéry w naszej interpretaciji
pomijamy, odpowiada efektom roztozonym w sposéb ciagly na zbiorze miary zero.

W ten spos6b funkcjonat (2.2) sprowadzamy ostatecznie do postaci

(2.3) e;() = ;@) P [s@®)]— fs,-j(r) d{P[s(D)]+H[t, 7, s(1)]} dr,

gdzie przyjeliSmy
(2.4) Kit, 7, s(@)] = —{¥[s(@)10@—7)+ H[t, 7, s(2)]}.

Tutaj funkcja ¥ wyraza nieliniowe efekty, ktére wystepuja w sposéb natychmiastowy
w chwili obserwacji t, za$ funkcja H odpowiedzialna jest za efekty rozciagniete na przedziale
o, 1.

Forma funkcjonalna réwnania konstytutywnego (2.3) jest uogélnieniem koncepciji
calkowicie nieliniowego materiatu lepkosprezystego podanej w pracy [21]. Tutaj zostata ona
~ otrzymana na innej drodze.

Jak wynika z naszych rozwazan, superpozycyjna posta¢ funkcjonatu (2.2) w zupetnosci
odpowiada idei kompleksowej reprezentacji nieliniowych wlasnosci lepkosprezystych.
Addytywna forma (2.3) wynika tutaj w sposob naturalny ze skojarzen o charakterze czysto
formalnym, ktore jednak posiadaja w naszym przypadku interpretacie fizyczna.

3. Rozwinigcia funkcjonatu konstytutywnego nieliniowej lepkospreZystosci

Oméwiona juz we wstepie koncepcja GREENA 1 RivLINA [2], [3], [4] reprezentac]i wiasnoSci
materiatéw z pamigcig przy pomocy funkcjonalnych szeregdw potegowych dla funkcjonatow
analitycznych ma z natury rzeczy charakfer czysto iloéciowy. Oznacza to, ze nieliniowosé
Jjest uwzgledniona w kolejnych przyblizeniach w postaci «dodatkéw» do wyjéciowego Iub
podstawowego stanu liniowego. Wiadomo jednak, Ze nie wszystkie funkcjonaty daja sig
przedstawiaé przy pomocy rozwiniecia Volterry, ktérego czlony maja postaé jednorodnych
regularnych funkcjonatow.

Idea nasza jest proba przedstawienia rozwinigcia funkcjonatu typu (2.3), ktére posiadato-
by charakter jakoéciowy, co z kolei pozwolitoby na okreélenie charakteru nieliniowosci.

Bez umniejszenia ogélnoscei naszych- rozwazan, mozemy przyjaé funkcjonat

3.0 éij(t) = — fsij(r)d,H[t, 7, s(1)]dr,

a wigc ograniczy¢ sie do stanu deformacji zaleznej od czasu.
Przyrost zmiennej funkcjonatu s;; mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

1
(32) AS,'J-(T) = S,'J(T, Q)——SU(T, 0) = Q(apsij)P=0+Egz(azsu)pao-i-...,

gdzie ¢ jest parametrem rozwinigcia w punkcie

(33) S?j = SU(’L’, O)
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Przyrostowi s;; w postaci (3.2) odpowiada przyrost funkcjonatu (3.1)
_ 1,
(34) Ade(t) = L(t; 0)suy(r; 0)—L(t; O)sy(r; O) = 0(3,Lsij)p-0+ 7@‘(3§Lsu)p=o+ s

co jest rownowazne reprezentacji wariacyjnej

3.5) A2y(t) = 8,0+ 54D+ ...

W ten sposéb wariacje funkcjonalu wyrazone sa przez pochodne funkcjonalne (3.1) dla
wartos$ci parametru rozwinigcia g = 0.

Rozwiniecie funkcjonatu (3.1) przedstawione powyZzej maja charakter jakosciowy
w tym sensie, ze moga dotyczyé dowolnego stanu nieliniowego materiatu lepkosprezystego
w dowolnej chwili z rozwazanego przedziatu czasu. Stan wyjsciowy dla rozwiniecia od-
powiada zatem jakosciowo tym efektom, ktore ujmuje teoria nieliniowa i dzigki temu moze
ono znalezé szerokie zastosowanie w przyblizonych rozwigzaniach brzegowych zagadnien
nieliniowej lepkosprezystosci. Rozwigzania podobnego typu dla zakresu stabej nielinio-
wosci, ktore opieraja si¢ na stanie liniowym jako stanie wyjéciowym, podane zostaty w sze-
regu naszych prac oméwionych we wstepie.

4, Uwagi koncowe

Zasadniczym celem niniejszej pracy bylo podanie krytycznego przegladu interesujacych
nas bezposérednio kierunkdéw w teorii nieliniowej lepkosprezystoéei, a na tej podstawie
omowienie wlasnych rezultatdéw, zaréwno w zakresie teorii, jak i jej zastosowan do pro-
blematyki o charakterze praktycznym.

Niezaleznie od powyzszego celu, poruszyliémy réwniez w sposéb pogladowy pewne
wybrane zagadnienia’ teorii nieliniowej lepkosprezystoéci o znaczeniu ogdlnym, ktére sa
przedmiotem naszych aktualnych prac. Jest rzecza oczywista, Ze niektére z nich maja
w przedstawionym ujecin charakter dyskusyjny, jak réwniez nie wyczerpuja interesujacej
nas tematyki.

Literatura cytowana w tekScie

1. C. TRUESDELL, The mechanical foundations of elasticity and fluid dynamics, J. Rat. Mech. Anal,, 1, 1
(1952),

2. A.E.GreeN, R.S. RwLIN, The mechanics of nonlinear materials with mentory, Part I, Arch. Rat.
Mech. Anal., 1, 1 (1957),

3. A.E.GRreeN, R. S. RIVLIN, J. M. SPENCER, The mechanics of nonlinear materials with memory, Part 11,
Arch. Rat, Mech. Anal,, 1, 3 (1959),

4. A.E. GreeN, R. S, RivLiN, The mechanics of nonlinear materials with memory, Part 111, Arch, Rat.
Mech. Anal,, 4, 5 (1960),

5. W.NoLv, A mathematical theory of the mechanical behavior of continuous media, Arch. Rat. Mech.
Anal., 1,2 (1958),

6. B.D. CoLEMAN, W. NOLL, On certain steady flows of general fluids, Axch. Rat. Mech. Anal., 4, 3 (1959),

7. Z.ByYcHAWSKI, A.Fox, Some fundamental concepts of the theory of nonlinear viscoelasticity, Axch.
Mech. Stos., 6, 18, (1966),



TEORIA NIELINIOWEJ LEPKOSPREZYSTOSCI 239

7a. Z. BycHAWSKI, A. Fox, Generalized creep function and the problem of inversion in the theory of nonli-
near viscoelasticity, Bull, Acad. Pol. Sci., 5, 15 (1967),
7b. Z. BycuAwKT, A. Fox, Generalized superposition principle for nonlinear range and small nonlinearity
in the theory of nonlinear viscoelasticity, Bull. Acad. Pol. Sci., 5, 15 (1967),
. H.X. Avymonsu, Hexomopuie sonpocst meopuu noazyuecmu, Mocusa-Jlennurpap 1952,
H. LEADERMAN, Elastic and creep properties of filamentous and other high polymers, The Textile Foun-
dation, Washington 1943,
10. H.LEADERMAN, Large longitudinal retarded elastic deformation of rubberlike natural polyniers, 32nd
Annual Meeting of the Am. Soc. Rhieol., Madison,
11. IO. H. PasorHOB, Pacuém Oemaneii sawinn na noasyuecms, ¥Viss, Ax. Hayx CCCP, OT. Tex. Hayk,
6, (1948),
12. F.K. G. Obqvist, J. HuLTt, Kr IeLIlf(’SIng(’II metallischer Werkstoffe, Berlin-Goettingen-Heidelberg
1962,
14. Z.Bvycuawskl, Odksztalcenia opéznione w betonie, Arch. Inz. Lad., 1 (1956),
15. Z. BYCHAWSKI, Straty naprezenn w belce sprezonej w -swietle nieliniowej teorii pelzania, Czasop. Techn.,
4, (1957),
16. Z.BYCHAWSKI, Analiza reologiczna belki sprezonej armaturg sztywng, Rozpr. dokt., 1957,
17. Z.BycHAwsKI, Le probléme du fluage non-linéaire du béton dans les constructions précontraintes, Bull,
RILEM, 4 (1959),
17a. Z. BYycHAWSKI, Le probléme du fluage non-linéaire du béton dans constructions précontraintes, Bull.
Acad. Pol. Sci., 1, 7 (1959),
18. W. Orszak, S. KaurmaN, C. EIMER, Z. BYCHAWSK], Teoria Konstrukcji Sprezonych, Tom 1, Warszawa
1961,
19. Z. Bycnawskl, A. Fox, Fonndations of a theory of nonlinear viscoelasticity, Arch. Mech, Stos., 4. 19
(1967), :
19a. Z. BYycHAWSKI, A. FOx, Theory of nonlinear behaviour of viscoelastic bodies, Bull. Acad. Pol. Sci., 8,
15 (1967),
19b. Z. BycHAWsKI, A, Fox, Theory of nonlinear behavior of viscoelastic bodies, Tehnika, XXII, 7 (1968),
20. Z.BycHAwsKI, A, Fox, An outline of the theory of complete nonlinear viscoelastic behaviour, Bull. Acad.
Pol. Sci., 8, 15 (1967),
21. Z.BYCHAWSKI, A, Fox, The constitutive equation of a complete nonlinear viscoelastic material, Acta
Mechanica, 6, (1968),
22. A.BOROWSKI, Z. BYCHAWSKI, Podstawowe wlasnosci nieliniowych cial lepkosprezystych, 1L Sympozjon
PTMTS poswiecony reologii, Wroclaw 1966,
23. Z.BycHawskl, A. Fox, Some concepts of nonlinear thermo-viscoelasticity, 1st Int. Conf. on Structural
]\gech. in Reactor Technology, Vol. 5, Part L, Berlin 1971,
24. Z.BycHAWSKL, Pewne szczegdlne zagadnienia teorii nieliniowej lepkosprezystosci, Sympozjum polsko-
francuskie ,,Zagadnienia reologii’’, Warszawa-Jabionna 1971,
25. Z.BycHAwsKl, Distributional aspects of the theory of plastic time phenomena, Symposium on Founda-
tions of Plasticity, Warszawa, 1972, ]
26. Z.Bycuawskr, W. OLszAK, Energetyczna interpretacja stanéw krytyczaych w cialach lepkosprezystych,
Prace IPPT, 2, (1967),
27. W.OLszak, Z. BycHAWSKI, Creep failure of nonlinear rotational shells, 8th Congress of ATPC, New
York 1968,
28. W. OLszak, Z. BYCHAWSKI, Creep phenoniena and failure of nonlinear rotational membranes, Problems
of Hydrodynamics and Continuum Mechanics, Moskwa 1969,
29. Z.BYcHAWsKI, Badanie wyboczenia przy pelzaniu plyt kolowych w zakresie malych i duzych ugiec,
Rozpr. Inz., 4, 9 (1961),
29a. Z. BycHAWSKY, Creep buckling of geometrically nonlinear circular plates, PAN Krakéw, Mechanika 2,
1966,
30. Z. Bycuawskt, Investigation of creep buckling of a cylindrical sheet panel in the range of small and mo-
derately large deflections, Proc. World Conf. on Shell Structures IASS, US Nat. Acad. of Sciences,
Washington 1964,

o ®



240

31.

32,

32a.

33.

34.

35.

" 36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

45a,

46.

47.

48.

49,

50.

51.

52.

52a.

53.

Zb. BYCHAWSKI

Z. BYCHAWSKY, Some problems of creep bending and creep buckling of viscoelastic sheet pdnels in the

. range of large deflections, Proc, of IASS Symposium Nonclassical Shell Problems, Warszawa 1963,

Z. Bycuawskr, H. Kopreckl, Creep buckling of viscoelastic nonlinear spherical shell, Proc. of IASS
Symposium Large-Span Shells, Leningrad 1966,

3. Buixasexu, X. Konruxu, ITomepn yenoiuueacing npu noAIyuecmu 8RIOYNPY20U U 2e0 Mempurecku
HeauneiiHoll cepureckoti obosouxu, Bompluenpornerusie ofonouxH, Tpyasl Mexn. Komrpecea,
Mocksa 1969,

Z. Bycuawskr, H. Koprckr, Wyhoczenie przy pelzaniu geometrycznie nieliniowej powloki kulistej,
Rozpr. Inz., 3, 16 (1968),

Z. Bycuawsxr, H. Koreckt, Experimental and theoretical analysis of creep buckling of nonlinear spherical
shells, Coll. Int. RILEM Experimental Analysis of Instability Problems on Reduced and Full-Scale
Models, Buenos Aires 1971, i

Z. BYycHAWSKI, Duze ugigcia sprezyscie nieliniowych membran kolowych, Rozpr. Inz., 1, 14 (1966),
Z.Bycuawski, Large deflections of the elasto-creeping circular membrane, Arch. Mech. Stos., 3, 17 (1965)
Z.Bycuawskl, H. Kopecki, Nieliniowe zagadnienia deformacji sprezysto-plastycznych i pelzania
membran kolowych, Rozpr. Inz., 3, 15 (1967),

H. Kopecki, Reologiczne problemty nieliniowej deformacji powlok obrotowych w stanie membranowym,
Rozpr. doktorska, Krakow 1967,

Z. Bycuawskl, O stosowalnosci analogii sprezystej w zakresie nieliniowej geomeltrycznie teorii pelzania
membran kolowych, Rozpr. Inz., 3, 13 (1965),

Z. Bycnawskl, Elastic analogue in the general case of a geometrically nonlinear membrane subjected
to creep, Arch, Mech. Stos., 4, 17 (1965),

F.K.G. OpqQvist, Odna Heaunetinaa 3adaua o cobcmeenmblx HAYeHUAX 8 meopuu noazyuecmu, Yan.
AH CCCP, Mockea 1961.

B. STORAKERS, Finite creep of a circular membrane under hydrostatic pressure, Acta Polytechnica Scan-
dinavica, Mech. Eng. Series, No. 44, (1969),

Z. Bycuawsky, Combined instantaneous and creep deformation of rotational shells in a nonlinear mem-
brane state, Southeastern Conf, on Theor. and Appl. Mech., Auburn 1966,

Z. BycHawskr, W. OLSzAX, Rheological states of geometrically nonlinear rotational membranes, IUTAM
Symposium Theory of Thin Shells Copenhagen 1967, Berlin-Heidelberg-New York 1969,

Z. Bycuawsky, H. Kopecky, Elasto-plastic and creep deformation of geometrically nonlinear shallow
spherical shells in membrane state, Bull. Acad. Pol. Sci., 8, 15 (1967),

Z. Bycuawskl, H. KOpeCKI, Sprezysto-plastyczna deformacja i pelzanie powloki kulistej, Rozpr. Inz.,
2, 15 (1967,

Z. BYCHAWSKI, Exact solution of creep bending of a long circular cylindrical shell under internal pres-
sure, 10th Yugoslav Congress of Theor. and Appl. Mech., Basko Polje 1970, *

Z. Bycuawski, Thermal and creep analysis of cylindrical shells under internal pressure, Ist Int. Conf. on
Structural Mech. in Reactor Technology, Vol. 3, Part L, Berlin 1971,

Z. Bycyawsky, W. OLszAK, O podstawowych pojeciach reologii, Zagadnienia Maszyn Przeplywowych-
Problems of Fluid-Flow Machines, Warszawa 1969, .

Z. Bycaawskl, Introduction into theoretical and applied rheology, The Technical University of Dan-
mark, Dept. of Appl. Mech., Part I, 11, Copenhagen 1968,

Z. BycHAWSKI, H. SIENNICKT, Zginanie tarczy kolowej w zakresie nieliniowej deformacji natychmiastowej
i pelzania, 111 Sympozjon PTMTS poswiecony reologii, Wroclaw 1966,

Z. BYcHAWSKI, Exact solutions of nonlinear instantaneous and creep bending problems of plates with
large deflections, 2nd TUTAM Symposium on Creep in Structures, Goeteborg 1970,

Z. BYCHAWSKI, Resolving kernel of the Volterra equation in the case of the generalized creep function,
Arch. Mech. Stos., 2, 9 (1957),

Z. BYCHAWSKI, On the application of creep function in generalised form, Bull. Acad. Pol. Sci., 2, 4 (1957),

Z. Bycuawskl, K. P1szczex, On the operational perturbation method of solution of the Volterra nonlinear
integral equations, IBTP Reports, 14, 1968,



TEORIA NIELINIOWEJ LEPKOSPREZYSTOSCI 241

54, Z.BycHAWSKI, Ueber cine Methode der Umkehrung von der Materialgleichung fuer nichtlineare viskoelas-
tische Stoffe, V1. Int. Kongress ueber Anwendungen der Mathematik in den Ingenicurwissenschaften,
Weimar 1972,

55, Z.Bycuawskl, Large deflections of nonlinear viscoelastic rotational membranes, Symposium IASS
Tension Structures and Space Frames, Tokyo-Kyoto 1971.

56. Z.BycHawskl, Duze odksztalcenia pelzajqcych powlok obrotowych, XVI Konf, Nauk. KIL PAN
i KN PZITB, Krynica 1970,

57. A. Borowski, Z. BYCHAWSKL, Wlasnosci reologiczne materialdw niestabilnych, 1971 (praca przygoto-
wana do druku).

58. Z.BycHawski, W. OLszak, Rheological theory of membranes nndergoring large deformations, 9th
Congress AIPC, Amsterdam 1972.

Peswome

TEOPUSI HEJIWHENHOM BI3SKOYIIPYI'OCTU U EE TPUAQMKEHHS

B patore oficy)cmaloTen HeKOTOPLIe HANPABJICHUS PA3BUTHS HEIHHEHHMOH TeopyuH BI3KOYNPYrOCTH.
Ha ¢one 3THX TeHAeHIM NpeJcraBiedbl peayhTaThl, HOJIYUYEHHbIE aBTOPOM TaK B OONACTH TEOperH-
qeCKMX MCCIeOBAHMUA, KAK U B NPAKTHYECKHX NPHIOYKEHHSIX 3TO TeopHH.

B ofuieit popme HArTISLHO U3JI0KEHb! H30Pa3HHEIE TEOPETHIECKHUE BONPOCH, SBIISIONIHECST B HACTO-
fAlee Bpems npeameroM paBorkr aBropa. B wacTHOCTH, NPEACTABISIOT MHTEPEC HCCIENOBaHUT BHAA
OMpeleNnAIomEero ypaBHeHHA HEeNUHEeHH0Il BI3KOYIPYIOCTH, IIOJIy4aeMOro Ha ocHOBe oGofiensoro
NPUHIHIA CYIIEPNOHHPOBAHHA, IIOCTYJIATOB KOMIUIEKCHOCTH M BpEMEHHOH KoMmnaxTHOCTH, (GYHKIMO-
HaNEHON TPAKTOBKH aToro YPaBHEHMsT, 4 TAKH(Ee (PYHKIHONAILHOI'O PA3JIONEHHS IS PELUEHIA KPaeBhIX
3a/ad.

Summary

THEORY OF NON-LINEAR. VISCOELASTICITY AND ITS APPLICATIONS

In the paper are critically reviewed certain trends of development of the theory of viscoelasticity; on
this background author’s results ave presented, in the field of both the theory and its practical applications.
Discussed are certain selected problems of the theory being the subject of author’s current interest.
In particular, the forms of constitutive equations are examined governing the behaviour of non-linear
elastic bodies; they follow from the generalized theorem of superposition. The functional interpretation of -
that cquation is given, as also its functional generalization from the point of view of its applications to boun-~

dary value problems. .

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 pazdziernika 1971 r,

5 Mechanika Teoretyczna






MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2,10 (1972)

TEORIA OSRODKOW WIELOFAZOWYCH

CZESEAW EIMER (WARSZAWA)

1. Definicja osrodka wielofazowego. Zalozenia podstawowe

Przez o$rodki wielofazowe rozumiemy o$rodki niejednorodne o budowie ziarnistej,
takie jak metale, materialy ceramiczne, beton, skaly, polimery zbrojone itp. Sktad chemiczny,
krystalograficzny itd. sa z punktu widzenia teorii obojetne, dopdki spetnione sg podstawo-
we zalozenia teorii, o ktérych zaraz bedzie mowa. :

Stowo «faza» ma w mechanice 1 fizyce wiele znaczen 1 wystgpuje w roznych kontekstach,
jak np. «przestrzen fazowa» w mechanice statystycznej, «faza» ukiadu drgajacego w dyna-
mice, «uklad wielofazowy» w termodynamice i in. W teorii oérodkéw wielofazowych
okre$lenie «faza» uzywane jest w specjalnym znaczeniu i, aby uniknaé nieporozumien,
moéwimy rowniez, zamiast o oSrodkach wielofazowych, o oSrodkach zlozonych. Nie nalezy
zwlaszcza utoZsamiaé naszej «fazy» ze zblizonym pojeciem w termodynamice, gdzie przez
«fazg jednolita» rozumie si¢ czg§¢ uktadu o tych samych wartoéciach parametréw inten-
sywnych.

Uklad definicji teorii oérodkéw wielofazowych jest nastgpujacy. Rozwazamy oSrodek
ciggly niejednorodny specjalnego typu, mianowicie o wiasnoSciach obszarami stalych.
Uwazamy, Ze ofrodek sklada si¢ z ziaren i powierzchni ograniczajacych ziarna — granic
ziaren. Przez ziarno rozumiemy obszar (w zagadnieniu przestrzennym — obszar przestrzeni
tréjwymiarowej) wypelniony o$rodkiem ciagltym jednorodnym, tj. o statych wlasnosciach,
wlacznie z orientacjg przestrzenna. Nieco §ciélej — obszar otwarty, w ktérym pole tensoro-
we opisujgce rozwazana wiasno$¢ kierunkowa (np. pole tensora sprezystoéci) jest stale.
Do opisu zjawisk w ziarnie stosuje sie wigc teoria o$rodka ciagltego; aby odpowiadato to
fizycznej rzeczywistoéci, musimy zatozyé, Ze rozmiary ziaren sg duze w stosunku do odlegto-
$ci migdzyczasteczkowych. Przez faze rozumiemy zbiér ziaren tego samego typu, rézniacych
si¢ wylacznie orientacja, §cilej — obszar o stalym odno$nym polu tensorowym z doktad-
noécig do petnej grupy transformacji ortogonalnych (tj. wiaczajac odbicie zwierciadlane).
Zakladamy, Ze liczba faz w ofrodku jest skorczona, za$ zbiér ziaren — przeliczalny.
Podane okreSlenia umozliwiaja definiowanie réznych wielkoSci fazowych, np. $rednich
w danej fazie.

Zgodnie z wyzej powiedzianym, najprostszym o$rodkiem ztozonym jest o§rodek jedno-
fazowy (ziarna réznia sie tylko orientacja), w szczegblnosci polikrysztal. Teoria polikrysz-
tatu stanowi przejécie do teorii o§rodkéw wielofazov'vych. Z drugiej strony, przejscie takie
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stanowi teoria o$rodka o fazach izotropowych, w ktérych pojecia ziarna i fazy utozsamiaja
sig.

Dotychczas nic nie méwiliSmy o geometrii wewngtrznej o$rodka, okre$lajacej forme
i rozmieszczenie ziaren i faz. Moze ona mieé charakter deterministyczny (przyktadem moga
by¢ konstrukcje z betonu zbrojonego) lub stochastyczny (losowy). Ten ostatni przypadek
jest charakterystyczny dla materiatéw (nie konstrukejil) i do niego w zasadzie ogranicza sig
teoria o$rodkow wielofazowych, ktérg nalezaloby $ci$lej okreslié mianem teorii o$rodkdéw
stochastycznych wielofazowych.

Podstawowym zalozeniem teorii na jej obecnym etapie rozwoju jest niezmiennos$é
geometrii wewneltrznej w toku rozwaZanego procesu fizycznego (myslimy o niezmiennosci
wzajemnego potozenia czastek, z doktadnoscia do ruchu sztywnego). Tym samym wytqczo-
ne sg z rozwazan zagadnienia mechaniki o§rodkéw (do ktérych sig ograniczymy), gdzie
decydujace znaczenie ma ruch i energia kinetyczna, jak np. teoria turbulencji lub teoria
zawiesin. Opis ruchu jest opisem Lagrange’a i ogranicza sig do rozwazania pol odksztalcen,
o ktorych zaktadamy, Ze sg male. Sg to zatozenia charakterystyczne dla ciala stalego,
aczkolwiek nie wyklucza si¢, Ze pewne ziarno moze stanowié ciecz, w sensie inkluzji
materiatu nie stawiajacego oporu odksztatceniom postaciowym. Zgodnie z tym, na obecnym
etapie teoria oSrodkéw wielofazowych jest teoria /iniowq geometrycznie. W konsekwencji,
poza zakresem rozwazan pozostaje problematyka zwigzana z topologia o$rodka, np. nie-
istotna jest kwestia, czy ziarna lub fazy stanowia obszary jednospdjne, czy tez nie. Z pew-
nych przyczyn, ktére stana si¢ jasne w dalszym ciggu, dogodnie jest jednak wydzielié
klase o$rodkéw, w ktérych ziarna o postaci’ obszaréw jednospdjnych sa «zanurzone»
w ofrodku macierzystym. Moéwimy wowczas o zawiesinie, przy. czym jeli inkluzje sg do-
statecznie od siebie odlegte, by ich wzajemne oddzialywanie bylo pomijalne, méwimy
0 zawiesinie rzadkiej.

2, Zakres poszukiwan

Na og6t za punkt startowy poszukiwan w dziedzinie oé§rodkéw wielofazowych uwaza sig
pracg EINSTEINA z r. 1906 [26], w ktdrej okreslit on lepko$§é zawiesiny rzadkiej sztywnych
kulek.

W ogblnoéci klasyczny problem teorii o$rodkéw wielofazowych stanowi okreSlenie
makroskopowych wlasnosci materialéw («stalych materialowych») na podstawie znanych
wlasnoécei faz i probabilistycznego opisu geometrii wewnetrznej. Najbardziej podstawowym
elementem opisu o$rodka jest podanie koncentracji faz (stosunku objetoéci fazy do objgto-
$ci ofrodka). Niewatpliwie u podstaw rozwazan pierwszych badaczy tkwito prze§wiad-
czenie, ze znajomoS¢ koncentracji jest wystarczajaca dla wyznaczenia wlasnoéci makrosko-
powych. W tym kregu rozumowan mieszcza sig podstawowe prace: VOIGTA z r. 1910 [93]
i ReUssa z 1. 1929 [79], ktoérzy okredlili state sprezystosci o$rodka izotropowego o fazach
izotropowych. VoigT okreélit makroskopowe state sprezystoéci w postaci $rednich arytme-
tycznych ze statych fazowych, co odpowiada zaloZeniu jednorodnego (stalego) pola od-
ksztalcen w oérodku wielofazowym

,”V=Z‘Viﬂn %VZZ‘V(%;';

[ T



TEORIA OSRODKOW WIELOFAZOWYCH 245

tutaj u, » oznaczaja stale sprezystosci postaciowej i objgtosciowej, »; koncentracjg fazy J,
wskaznik ¥ oznacza stala Voigta. Reuss podal wyrazenia w postaci $rednich harmonicz-
nych, co jest réwnoznaczne z przyjeciem jednorodnego pola naprezen,

1 \ 7 1 Ty
R — Hi ’ KR ~ i

(R oznacza stalg Reussa). Dzisiaj wiemy (wykazat to éci§le dopiero HiLL, [43]), ze stale

Voigta i Reussa nie sa co prawda ogélnymi rozwigzaniami, natomiast stanowig ogranicze-

nia stalych makroskopowych, mianowicie

Hr S 4 <y, Hrp S < oxp
i w tym sensie graja wazng rolg w teorii sprezystosci o§rodkéw wielofazowych, uwypuklona
specjalnymi ich oznaczeniami (podanymi wyzej).

Okres miedzywojenny charakteryzowal si¢ podejéciem podobnym, polegajacym na
bezposrednim usrednianiu réZznych wielkosci, przy czym problem skupiat zainteresowanie
gtéwnie metalografow i krystalograféw. Znane sa z tego okresu prace BOASA, SCHMIDA,
BRUGGEMANA, HUBERA, ROHLA i in. [7], [8], [12], [42], [82]. Naturalng kontynuacja tych
badani sg ujecia wariacyjne (por. p. 3).

Problem stalych materiatlowych formulujemy dzisiaj ogélniej jako okreslenie réwnania
konstytutywnego ofrodka, gdy znane sa takiez rownania dla poszczegblnych faz. Niech
na przyktad w zagadnieniu reologicznym dla ofrodka o fazach izotropowych L bedzie
operatorem liniowym okreslajacym historie naprezenia o(t), gdy zadana jest historia
odksztalcenia e(t), znanym dla kazdej fazy i

G = L,‘G.

)
Zadanie polega na znalezieniu operatora makroskopowego L wiazgcego odno$ne «makro»-
-historie

¢ = Le,
gdzie kreska pozioma nad symbolem oznacza wynik operacji usredniania (do kwestii, co
pod ta operacja rozumiemy, powrdcimy ponizej). Lokalno$¢ zwiazkéw fenomenologicz-
nych zachowujemy rozpatrujac osrodek nieograniczony i pola statystycznie jednorodne.
W literaturze spotyka si¢ tu pojecia (nieprecyzyjne) objetosci reprezentatywnej (np. [397),
duzej w stosunku do rozmiaréw ziaren, malej w poréwnaniu ze zmianami makroskopo-
wymi pola, po ktdrej przeprowadzamy uérednianie.

Jak wida¢, okre$lanie wlasno$§ci makroskopowych oérodka zwigzane jest z wyznaczaniem
wartosci oczekiwanych (przecietnych). Problemem szerszym, ogdlniejszym zadaniem teorii,
jest okreSlenie wszelkich charakterystyk probabilistycznych pdl losowych (np. naprezenia
i odksztalcenia) w postaci np. funkcji korelacyjnych lub (wielowymiarowych) rozktadéw
prawdopodobiefistwa dowolnego rzedu. Na takiej podstawie mozna rozpatrywaé szereg
zagadnien specjalnych, jak np. tzw. problem skali (m.in. zalezno$é fluktuacji wielkosci
u$rednianych od rozmiaréw obszaru uéredniania), problem wartoéci ekstremalnych (np.
rozklady prawdopodobiefistwa pewnych wielkoéci ekstremalnych w okre§lonej objgtosci),
tworzenie nowych statych materialowych (np. zwiazanych z energia odksztalcenia, z funk-
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cjami wyteZzenia lub opisujacych fluktuacje) i in. Praktyczne znaczenie naszkicowanej
problematyki jest oczywiste.

Oddzielny kierunek rozwoju zwiazany jest z zagadnieniem brzegowym; uzyskano tu
nowe wyniki o charakterze poznawczym. W szczegélnodci okazuje sig, Ze makroskopowy
tensor sprezystosci zalezny jest od potozenia, mimo Ze geometria wewnetrzna o$rodka
opisuje sie polem stochastycznie jednorodnym — pojawia si¢ zatem efekt brzegowy;
w konsekwencji cialo jest sprezyécie (makroskopowo) niejednorodne. W ogélnosci wyste-
puje réwniez zalezno$¢ od pola obcigzenia — tensor sprezystosci przeksztalca sie w opera-
tor sprezystodci 1 problem staje sie nielokalny; tym samym okreélenie «state materialowey
moze by¢ tylko luzno rozumiane.

Teoria osrodkéw wielofazowych obejmuje rézne problemy fizyczne, w zaleznosci od
typu rownania (operatora) i rzgdu pola tensorowego; dla ilustracji wymienimy:

— w zakresie réwnan eliptyczaych: problem stalej dielektrycznej 1 przenikalnodei
magnetycznej; problem tensora sprezysto$ci; zagadnienia ze Zrédtami dystorsji, np. makro-
skopowy wspdlczynnik rozszerzalnoéct cieplnej;

— w zakresie réwnan parabolicznych: wyznaczenie statych dyfuzji, stalych przewod-
nictwa cieplnego, opornosei elektrycznej; charakterystyki réznorodnych pdl przepltywu;

— w zakresie réwnan hiperbolicznych bogata problematyka propagacji fal w oSrodku
wielofazowym: okreSlenie charakterystyk dyspersji, dyfrakcji, ttumienia, polaryzaci,
rozkladu widmowego fal; problematyka fal powierzchniowych.

Ogdlnie mozna powiedzieé, z¢ w zasadzie kazde zagadnienie fizyki o$rodkéw ciaglych
ma swojego reprezentanta w zakresie o§rodkow stochastycznych wielofazowych.

. 3. Metody matematyczne

Postepy teorii oérodkéw wielofazowych zaleza byé moze w wigkszym stopniu od rozwo-
ju metod matematycznych, anizeli od typu zagadnienia fizycznego.

W obecnej chwili dominujg dwie metody, wariacyjna i probabilistyczna, przy czym
wiekszo$¢ prac korzysta z ujecia wariacyjnego 1 ogranicza si¢ do rozwiagzan przyblizonych.
Kierunek ten mozna scharakteryzowaé jako poszukiwane odpowiedzi na pytanie: co
mozna powiedzie¢ o whasno$ciach makroskopowych oérodka, gdy znana jest tylko kon-
centracja faz? Odpowiedz jest taka, ze poszukiwanie wielko$ci mozna zamknaé w odpo-
wiednie obustronne nieréwnoéci i postep polega w pierwszym rzg¢dzie na zacie§nianiu tych
ostatnich. Pomijajac odosobnione przypadki, gdy ta droga mozna dojé¢ do rozwiazania
§cistego, istnieja okreSlone «granice» owego zacie$niania, ktorych przekroczyé nie mozna
bez dokladniejszych informacji o geometrii wewnetrznej. W szeregu przypadkdw udalo sie
osiggnac te «granicey, tj. wykazaé, ze przy danej wylacznie koncentracji faz nie istnieje
przyblizenie lepsze od uzyskanego. Kierunek ten ma szczegdlne znaczenie praktyczne,
inzynierskie, gdyz koncentracja faz jest zwykle wielkoScia znana, a koticowe formuty
sprowadzaja si¢ do pewnych wyrazen algebraicznych.

Kierunek probabilistyczny zaklada znajomo$¢ geometrii wewnetrznej z dowolna do-
ktadnoscig w sensie opisu pola losowego metodami probabilistycznymi. Uzyskanie takiego
opisu droga eksperymentalng jest na ogo! do§¢ pracochlonne i wymaga uzycia korelato-
réw mechanicznych. Wyniki (zwykle w postaci pewnych szeregéw catkowych) wymagaja,
przy przejéciu do obliczen numerycznych, zastosowania maszyn cyfrowych. Natomiast
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ta droga uzyskuje si¢ rozwiazanie Sciste i mozna zbudowa¢ zamknigta teorig zagadnienia.
Stosownie do sposobu opisu pola losowego mozna wyrézni¢ tu trzy gléwne metody:
metode funkcji korelacyjnych, metode analizy harmonicznej, oraz zastosowanie wielowy-
miarowych rozkladéw prawdopodobieristva, ogdélniej, funkcjonatéw prawdopodobienstwa
i funkcjonatéw charakterystycznych. Niemal cala uwaga, jak dotad, koncentruje si¢ na
ujeciu korelacyjnym, najbardziej bezpoSrednim.

Z uwagi na znaczenie obu uje¢ (wariacyjnego i korelacyjnego) oméwimy je doktadniej
w oddzielnych punktach, obecnie za§ wspomnimy jeszcze o dwéch metodach specjalnych
majacych zastosowanie do o§rodkéw o uproszczonej geometrii wewnetrzne;.

Pierwsza z nich obejmuje teori¢ zawiesin rzadkich (por. definicje w p. 1). Jesli znane
jest rozwiazanie dla jednej inkluzji okreSlonej formy w ofrodku macierzystym nieograni-
czonym, to rozwiazanie dla zawiesiny otrzymujemy przez prosta superpozycje skutkéw.
Ma ona zwykle postaé (na przyktadzie wspoélczynnika sprezystosci objetosciowe))

% = %M(l"l—zdivi),
i

gdzie w, oznacza stalag oSrodka macierzystego, «; pewna stala bezwymiarows zaleZna
od wlasnoSci sprezystych of$rodka macierzystego i inkluzji oraz od ksztaltu tej ostatniej
(pozostate oznaczenia, jak w poprzednich wzorach). Dobre przyblizenia uzyskuje sig
przy koncentracjach rzedu ;’ v; < 29, przy czym rozwigzania ograniczajg sie w zasadzie

do inkluzji kulistych i elipsoidalnych.

Prostota zalozen geometrycznych pozwolita rozszerzyé krag zagaduien fizycznych
i w rzeczy samej wigckszo$¢ rozwigzan dotyczy zawiesin ciala stalego w cieczy. Przytoczy-
lidmy juz rozwigzanie EINSTEINA [26] dla ukladu ciecz lepka~inkluzje kuliste sztywne.
Tenze przypadek dla inkluzji elipsoidalnych analizowat JEFFREY [28]; dla inkluzji lepkich
sferycznych z uwzglednieniem napiecia powierzchniowego TAYLOR [90], przy dodatkowym
uwzglqc’lnieniu tarcia i po$lizgu OLDROYD [75], dla inkluzji sferycznych sprezystych FrOH-
LICH 1 SAck [31]. Dla oérodka macierzystego sprezystego znane sa wczesne prace
BRUGGEMANA [12] i DEwEYA [22]; dla inkluzji elipsoidalnych podstawowe rozwiazania
podat ESHELBY [27]; rozwiazanie dla pustek sferycznych przedstawit MACKENZIE [68],
dla inkluzji sztywnych sferycznych HASHIN [32]. Warto zauwazyé, ze niektére rozwiaza-
nia wynikaja z innych, jako ich szczegdlne przypadki. Rozwéj tej drogi poszukiwan pro-
wadzit do uwzglednienia w mniej lub bardziej §cisty sposéb wzajemnego oddzialywania
inkluzji, niektére ujecia majag charakter pbéldo$wiadczalny.

Drugie stosowane czesto zalozenie upraszczajace polega na tym, Ze co prawda nie
«ograniczamy» w niczym konfiguracji geometrycznej oérodka, lecz za to przyjmujemy,
ze wlasno$ci (np. sprezyste) faz réznia si¢ malo, tj. réznice sa na poziomie fluktuacji.
Tutaj z powodzeniem znajduja zastosowanie metody perturbacyjne, wykorzystywane
chetnie zwlaszcza w zagadnieniu falowym, z uwagi na trudno$ci pojawiajace si¢ przy
ici$lejszych metodach (por. MoLy~EUX [71], BERAN [1], SoBCZYK [86]).

4. Ujecie wariacyjne

Ujecie wariacyjne (scharakteryzowane w p. 3) w zastosowaniu do problemu sprezy-
stosei, na ktérym zilustrujemy koncepcje rozwiazania, polega na wykorzystaniu twierdzen



248 Cz. EIMER

o energii potencjalnej i energii dodatkowej (kompléementarnej) teorii sprezystosci. Roz-
wazmy dla przykladu pierwsze zagadnienie brzegowe i ograniczmy (petna) energie od-
ksztalcenia E, nastgpujacymi nieréwnosciami

[ o*(2e0—So)dV < 2E < [e*Ce*av.

Prawa strona nierdwnosci wynika z twierdzenia o energii potencjalnej, lewa — z twier-
dzenija o energi dodatkowej; C 1 S oznaczaja kolejno tensor sprezystodci i tensor odksztat-
calnodci; e* jest polem odksztatcen wirtualnych (odpowiednio gtadkim) zgodnych z prze-
mieszczeniami na brzegu, za$ o* dowolnym zréwnowazonym polem naprezen i €y dowol-
‘nym, zgodnym z warunkami brzegowymi, polem odksztalcefi (notacja jest absolutna i moze
by¢ interpretowana w znany sposob macierzowo-wektorowy). Wezmy na przykiad oérodek
dwufazowy o fazach izotropowych i jednorodne pole odksztalcen wirtualnych. Poniewaz
2F =¢C €, gdyz energia odpowiada okre§lonym przemieszczeniom na brzegu, otrzymamy
na podstawie prawej strony nieréwnosci

A

€eCe < v eCietr,eC,e,
a stad
€@, C,+9,C,—C)e = 0.

Oznacza to, ze macierz w nawiasach jest dodatnio okreslona (§cilej p6tokreslona), a stad
otrzymuje si¢ szereg nieréwnoéci obejmujacych sktadowe tensora sprezystoéci (korzysta-
jac np. z twierdzenia o dodatnio§ci minordw gléwnych). W taki sposdb mozna udowodnié
(i jednocze$nie uogdlni¢) nieréwnosdci Voigla i Reussa.

Przyblizenie to jest jeszcze zbyt grube. W celu zacieénienia nier6wnoéci HASHIN i SHTRIK-
MAx [38] oraz HiLL [45] podali bardziej rozwinigte twierdzenia wariacyjne, w ktérych po-
awiaja si¢ pojecia tensora polaryzacji naprezenia v 1 odksztalcenia v grajace wazng rolg
w calej teorii ofrodkéw wielofazowych. Sa one zdefiniowane nastepujacymi réwnosciami

T = (C_CO)G: n = (SO_S)67

gdzie C,, Sy oznaczaja tensory sprezystosci i odksztalcalnodci dla o§rodka odniesienia,
za ktéry mozna przyja¢ dowolny oérodek (np. o wlasnoéciach sprezystych jednej z faz
izotropowych lub o §rednim tensorze spr¢zystosci, w sensie §redniej arytmetycznej). Wpro-
wadzenie tensoréw polaryzacji prowadzi do zastapienia oérodka niejednorodnego jedno-
rodnym (mianowicie os$rodkiem odniesienia) obcigzonym polem odnoénego tensora pola-
ryzacji.

Przytoczmy obecnie dla przykiadu jedno z twierdzed Hashina-Shtrikmana-Hilla dla*
pierwszego zagadnienia brzegowego:

2(Eo—E) > [ v [(C—Co)'n* —eo —€*]dV,

gdzie E, jest energia o$rodka odniesienia dla zadanych warunkéw brzegowych, za§ t*
oznacza wirtualne pole tensora polaryzacji naprezenia (odpowiednio gladkie). Dalszy ciag
rozwiazania polega na przyjeciu tego pola w postaci pola fazami jednorodnego (tj. obsza-
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rami stalego, lecz w ogdlnosci réznego ‘dla kolejnych faz izotropowych), a nastepnie na
doborze (z warunku ekstremum) optymalnego uktadu wielkosci v dla poszczegolnych
faz. Dla przykladu podamy rozwigzanie dla modutu objetoéciowego, dla osrodka dwufa-
ZOWego

A

%(1) < x < %(2)’

=

y
(1) —= 5 2
T 3y,
y—%y 3, +4p
y
22 = x, - L
2t 3,

Hy— 2y + 3y +4u,
X< oy My < fa
Wyrazenia tego typu wyznaczono dla wielu konkretnych pezypadkéw i dla réznych sta-
tych sprezystosci (a takZe innych wiasnosei fizycznych). Wyniki przedstawia sie zwykle
na wykresach w zaleznosci od koncentracji faz; krzywe typu =1, x(2) wydmelajq obszar,
w ktérym musi sie miesci¢ poszukiwana wielko$é makroskopowa (%).

Aby unaocznié zakres poszukiwan podamy niektére wyniki. PAUL [76] wyznaczyt
ograniczenia dla modulu Younga; analiz¢ o§rodkéw dwufazowych przeprowadzit HiLL
[44], [48]; o$rodki zbrojone widknami (majace duze znaczenie techniczne) analizowali
Hasury [35], HiLL [46]; twierdzenia energetyczne w ujeciu klasycznym stosowali BERAN
i MoryNeux [4]. Pewna modyfikacje metody przedstawit WALPOLE [94]; rozszerzenie
badan na osrodki lepkosprezyste przedstawili Roscok [80], CHRISTENSEN [19]; wihasnosci
zawiesin z zastosowaniem metod harmonicznych analizowali RUBENFELD 1 KELLER [83];
rozwiazania dla zagadnienia rozszerzalnosci cieplnej podali RoSEn i HAsHIN [81] oraz
Lewin [60]; problem lepkoSci cieczy analizowal HASHIN [34]; zastosowanie metody dla
polikrysztatu przedstawili HasHIN i SHTRIKMAN [39]. Nie podajemy tu do$¢ obszerniej
literatury w zakresie stalej dielektrycznej i ograniczamy si¢ do prac BERANA [2] i BROWNA -
[10] z uwagi na wprowadzenie elementdw statystycznego opisu geometrii wewnetrznej;
wiele rezultatéw zebral w swej ksiazce BERAN [1].

Dalszy rozwdj metod przyblizonych zwiazany bedzie niewatpliwie z rozszerzeniem
zakresu zalozert o o§rodku poza koncentracje faz, tj. uwzglednieniem dalszych informacji
o geometrii wewnetrznej, co pozwoli na dalsze zacie$nienie uzyskiwanych nieréwnoscei.
Gloéwny (aczkolwiek nie jedyny) nurt poszukiwan wigze si¢ z rozwojem metod probabili-
stycznych.

5. Ujecie korelacyjne

Z przyczyn omawianych powyzej nalezy przewidywal, Ze ujecie statystyczne bedzie
okreslato w przyszlosci glowny kierunek poszukiwafi, przy czym postepy beda zwiazane
z rozwojem teorii operatoréw i réwnan stochastycznych.

Dia wprowadzenia w to zagadnienie przyjmijmy, e mamy ogdlnie operator réznicz-
kowy liniowy rzedu drugiego

0% R
D= %’a” Ox; 0x; +211 bi3—m+c
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i Ze réwnanie rozwazanego problemu fizycznego ma postaé

Do = 1,
gdzie ¢ jest szukana funkcja, a f oznacza niejednorodno$¢ (w chwili obecnej nie precyzu-
jemy, czy chodzi o funkcje skalarna czy tensorows; dla ustalenia uwagi pomys$lmy o réw-
naniu Lamégo, gdzie ¢ oznacza pole przemieszczed, a f pole sit objgtosciowych).

Mozemy rozrdzni¢ trzy przypadki: 1) D jest operatorem deterministycznym, a f funkcja
losowa, badz tez warunki brzegowe sa losowe (zauwazmy, ze losowo$¢ warunkéw brzego-
wych moze wynikaé zaréwno z losowosci funkcji na brzegu — np. obciazenia lub prze-
mieszczenia, jak i z losowosci geometrii samego brzegu); jest to w szczegolnosei przypadek
losowego obcigzenia konstrukeji (jednorodnych), zwiagzany blisko z problematyks bez-
pieczenistwa konstrukcji; obejmuje on m.in. prawie cata dynamike statystyczna konstrukeji;
2) D jest operatorem losowym (f'moze by¢ funkcja losowa lub deterministyczng); ten przy-
padek obejmuje m.in. teorig (liniowa) ofrodkdw stochastycznych wiclofazowych; 3) D jest
operatorem losowym skorelowanym z funkcja ¢; oznacza to, ze wlasnosci oérodka zaleza -
od tejze funkeji, co w szczegdlnosei zachodzi przy przejsciu do zjawisk nieliniowych (fi-
zycznie).

W kazdym z wymienionych przypadkdéw poszukiwana funkcja ¢ staje sie losowa
i operator D (niezaleznie od tego czy jest deterministyczny czy stochastyczny) dziata na
funkcje losowa. Tym samym nie mozZe on by¢ zdefiniowany w zwykly sposéb, gdyZ nie
mozna méwié o zbieznodci funkeji losowej (wystepujacej przy definiowaniu pochodnej)
w zwyktym sensie; zwykle korzystamy z definicji pochodnej w sensie zbieznosci $rednio-
kwadratowej (1.1.m.). Je§li operator jest stochastyczny, jak np. w przypadku (2) (tzn. wspo6l-
czynniki a;;, b;, ¢ sa funkcjami losowymi), to w ogble musimy zaczaé od jego definicji
(zauwazmy, ze w sensie deterministycznym nie mogliby§my nawet okreslié typu réwnania,
zaleznego od wspéleczynnikdw). Ograniczymy si¢ tutaj, dla ilustracji, do podania definicji
(Sciélej, jednej z istniejacych definicji) operatora stochastycznego. Najpierw wprowadzamy
pojecie uogélnionej zmiennej losowej w nastgpujacy sposéb: mniech (2,47, p) bedzie
przestrzenia probabilistyczng, gdzie 2 oznacza zbidr zdarzen elementarnych, s ¢ —algebre
podzbiordéw tego zbioru, x miare zupeing unormowana na tych podzbiorach. Niech z kolei
(%, %) oznacza przestrzen mierzalna, gdzie & jest przestrzenia o$rodkowa Banacha, &
o — algebra podzbioréw borelowskich. Wowczas uogdlniong zmienng losows nazywamy
przeksztatcenie x(w):Q2 — &, jeSli {w:x(w)e B} es/ dla Be# (warunek zachowania
prawdopodobienistwa). Operatorem losowym nazywamy przeksztatcenie T(w): Q2 X & — &,
Jjesli T(w)[x] jest uogdlniony zmienng losowa z wartoSciami w %, dla kazdego x € &. Jesli
operator jest liniowy ograniczony to méwimy o endomorfizmie losowym. ’

Nie kontynuujac tych abstrakcyjnych rozwazan wyjaénimy tok rozwiazania uZywajac
«jezyka deterministycznego» i ograniczajac si¢ na razie do przypadku (1). USredniajac
obustronnie réwnanie problemu otrzymujemy (uwzgledniajac, ze D jest deterministyczny)

Dp=f.
Jest to réwnanie (w ktérym wszystkie elementy sa deterministyczne) na-§rednia funkcje .
Cheae wyznaczyé funkcje momentu korelacyjnego wypisujemy réwnanie dwa razy dla
réZnych argumentéw i mnozymy stronami

Do (x,)Dp(x;) = f(x1)f(x;),



TEORIA OSRODKOW WIELOFAZOW YCH 251

po czym znowu u$redniamy
Dy Dy{py 2> = DX gy 02> = {f1 12,

w czym nawiasy { » oznaczaja operacj¢ usredniania, a D) jest skrétowym zapisem opera-
ratora 1V rzedu dziatajacego na funkcje argumentéw (xy, x,); otrzymalimy wiec réw-
nanie IV rzedu na funkcje korelacyjna (niescentrowana) @, ¢ = {¢, ¢,>. Postepowanie
to mozna kontynuowaé w sposéb oczywisty, otrzymujac réwnania (deterministyczne)
na funkcje korclacyjne dowo]nego rzedu, co rozwiazuje problem

deterministycznego nie nastrgeza trudnoém wowcezas

p =Gxf,
gdzie G jest operatorem catkowym z funkcjg Greena jako jadrem. Usredniajac kolejno,
w sposéb identyczny jak poprzednio, otrzymujemy od razu w postaci jawnej wyrazenia
na poszukiwane funkcje korelacyjne:

p= G*f» (popey> =GP fy Sy itd.

Przechodzac do operatorow stochastycznych [przypadek (2)] i do teorii o$rodkéw wie-
lofazowych napotykamy trudno$¢ wynikajaca z niemoznoSci bezposredniego usrednia-
niania lewej strony réownania (gdyz (D) # 5@). Widaé stad, ze pozadane byloby spro-
wadzenie zagadnienia do obcigzenia osrodka jednorodnego (ktéremu odpowiada operator D
deterministyczny) jakim$ polem losowym. Jest to, jak widzieliémy w p. 4, moZliwe, przy
czym polem tym jest pole tensora polaryzacji 7. Np. dla zagadnienia Lamégo otrzymuje
sie réwnanie

» Loud-divt =0,
gdzie L, jest operatorem Lamégo dla o$rodka odniesienia (jednorodnego) o tensorze
sprezystosci Cy. Przechodzac do przedstawienia catkowego otrzymuje si¢ nastgpujacy
wynik koficowy, rozpisany we wspoirzednych kartezjatiskich

ey(x) = ajT(x)+ f/lljkl(xs Eru&yav,

Aijkl i Gk(i I
Qiju = mngk(, pmds,
r—>
=&
n o=,

s
ktéry zapisujemy krétko w postaci operatorowej

e = A,
Tutaj e jest poszukiwanym polem tensora odksztalcenia, G tensorem Greena dla zagad-

nienia Lamégo, f_ warto$cia gtéwna catki (osobliwej), § catka po malej sferze o promie-
niu r, ¢ punktem biezacym, a, jak wida¢, pewnym staltym tensorem. Poniewaz pole ©
zalezy od pola e otrzymujemy réwnanie catkowe

€ = €p+ce,
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gdzie €, jest rozwigzaniem dla osrodka odniesienia (jednorodnego) oraz ¢ = C—Cj.
Podobne réwnanie otrzymujemy dla pola tensora polaryzacji. Rozwijajac te réwnania
w szeregi typu Neumanna i usredniajac wyraz po wyrazie otrzymujemy nastgpujacy wzoér
koncowy na makroskopowy tensor sprgzystosci

'C = BA~'4cy,
A= T4+4,{c;0+A553eac3)+ ...
B = ed4A24ey e+ Agaaleiczead+ ..

gdzie Ay,, A, , ... oznaczaja operatory iterowane po punktach odpowiednio x;, x,;
X1, X, X5 5 itd,

Jak widaé, do pelnego rozwigzania konieczna jest znajomo$¢ funkcji korelacyjnych
dowolnego rzedu, <c;», ¢, ¢3), .... Wyrazaja si¢ one dla faz izotropowych nast¢pujaco:

{eyea .. Oy = Zpk,_"k,,(xl, e Xp) Cry Chy v Chye

Tutaj py,..x. jest prawdopodobienstwem zdarzenia polegajacego na tym, ze w ustalonym
zbiorze punktdéw x,, ..., x, punkt x, jest potozony w fazie k,, punkt x, w fazie k, itd.,
za$ ¢, = Cp.—Cy. Widaé stad wyraznie, ze funkcje korelacyjne zaleza od geometrii
wewngtrznej osrodka.

Przy naszkicowanym rozwigzaniu wylania sig¢ oczywiscie szereg kwestii matematycz-
nych, np. gladkodci funkcji, zbieznosci szeregdw itp. Rozwiazanie powyzszego typu, przy
zastosowaniu tensora polaryzacii, zostalo podane przez EmMera [23], [25]. Wydaje sig, ze
prowadzi ono najszybciej do celu, aczkolwiek nie jest jedynym mozliwym. Uogélnjenie
zatozen matematycznych podat Trzgsowskr [92]." Rozpatruje on zagadunienie w kontekscie
przestrzeni Sobolewa funkeji rézniczkowalnych w sposéb uogdlniony i dochodzi do
wniosku, ze wyniki uzyskane przy silnigjszych zalozeniach obowigzuja réwniez, gdy ma-
terial nie zachowuje sig jak oérodek ciggty w stanie réwnowagi.

Kierunek rozwoju polegajacy na $cistym rozwigzaniu probabilistycznym zostal zapo-
czatkowany przez LIFSZYCA i ROZENZWEIGA. [62], 1946. Réwniez pionierska rol¢ odegraty
prace BROwNA [10] (problem dielektryczny) i PRAGERA [78] (problem dyfuzji). W kon-
tekécie pola elektrycznego, z opisem do dwupunktowych funkeji korelacyjnych wlgcznie
problem zostal opracowany przez BeRaNA i MOLYNEUX [4]. Teoria polikrysztatu zostala
rozwinigta przez KRONERA [55], [57]; warto tu tez wymienié prace HERSHEYA i DAHLGRENA
[41] oraz KNEERA [53]. Kierunek probabilistyczny byt szeroko rozwijany przez autorow
radzieckich. Wymieni¢ tu mozna prace DARINSKIEGO i SZERMIERGOWA [21], FOKINA i SZER-
MIERGOWA [29], L.OMAKINA [66], BOLOTINA 1 MOSKALENK]I [9], CHOROSZUNA [18], WOLKOWA
1 KuinskicHA [98]; ta ostatnia zajmuje sig zwlaszcza analiza pdl losowych. Rozwinigeia
na zagadnienia brzegowe i oSrodki lepkosprezyste podalt autor niniejszego szkicu [24],
[25]. Obszerna dyskusje caloéci zagadnienia mozna znalezé w ksiazce BErANA [1].

Aczkolwiek zasadnicza droga rozwigzania zagadnien liniowych metoda funkcji kore-
lacyjnych jest juz dzi§ dostatecznie jasna, to jednak stosunkowo niewiele zrobiono w zakre-
sie zastosowan teorii do calej masy konkretnych zagadnien. Wydaje si¢, Ze na przeszkodzie
takiej «rozbudowie wszerzy popartej pomiarami do§wiadczalnymi, stoi brak odpowied-
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nich metod takich pomiaréw, zwlaszcza korelatoréw mechanicznych i nalezatoby Zyczyé
sobie wzmozenia wysitkow w tym kierunku.

6. Rzut oka w przyszlo§é

Powyzszy szkic jest daleki od kompletnosei, gdyZ staraliémy si¢ skoncentrowaé uwage
na kluczowych kierunkach rozwoju. Pominelismy szereg metod o mniejszym zasiggu takich,
jak np. metody «self consistent» i «smearing-out» por. HiLL [48], Bubiansky [14], KERNER
[52], a takzc metody funkcjonalne, typu stosowanych w kwantowej teorii pola. RéwnieZ
pomingliémy obszerng problematyke dynamiczng i falowa, gdyz rozwija si¢ ona gléwnie
w kontekscie dynamiki statystycznej, stanowiacej oddzielng dyscypling. To samo doty-
czy zagadnien elektrostatyki i elektrodynamiki; interesuja one w mniejszym stopniu me-
chanikéw. Wydaje sig, ze rozszerzenie poszukiwan na zagadnienie faloive, w tym problema-
tyke elektrodynamiki, wyznacza jeden z kierunkow rozwoju teorii.

Natomiast chcielibydmy jeszcze powiedzie¢ kilka stéw o zagadnieniach nieliniowych
w kontekdcie zjawisk plastycznosdci. Celem jest tu okreSlenie zachowania si¢ materiatu
polikrystalicznego i wielofazowego przy znanym zachowaniu poszczegdlnych krystali-
téw. Wskutek plastycznego plynigcia sieci krystaliczne ulegaja obrotom, co zwykle sie
pomija, pomijajac tym samym efekt anizotropii generowanej tymi zjawiskami. Podsta-
wowe prace zawdzieczamy tu TAYLOROWI [88]. (dyskusja ogranicza sig do sieci kubicznych
centrowanych) oraz [89]" (zwiazek naprezZenia z odksztalcenia przy obciazeniu jednoosio-
wym). Kluczowym zagadnieniem jest tu okreslenie aktywnego systemu poélizgu, np.
za pomoca odpowiednich zasad minimalizujgcych oraz ustalenie miejsca poélizgn. Prze-
glady weczeéniejszych prac mozna znalezé u Biswora i HiLLA [6] oraz CoTTRELLA [20].
Rozszerzenie metod Taylora, m.in. na krystality sprezysto-plastyczne przeprowadzit Lin
[63], PAYNE [77] i in. Warto zauwazy¢, ze zatozenia, z uwagi na stopien trudnosci, sg tu
znacznie bardziej ograniczone niz w teorii liniowej, np. przyjmuje si¢ jednorodne pole
odksztatcen catkowitych. W innym ujeciu rozwaza sig¢ krystalit jako kule izotropowa za-
nurzona w osrodku sprezystym (BUDIANSKY, HASHIN, SANDERS [15]), w czym mozna od-
nalezé¢ podobienstwo do teorii zawiesin rzadkich, a nawet z uwzglednieniem w pewien
sposéb oddziatywan wzajemnych inkluzji (KROVER [56]). Z powodu tych upraszczajacych
zatozen teoria plastycznoécei polikrysztatu stoi «na pograniczu» teorii ofrodkéw wielofa-
zowych, lecz nie ma powodéw, by w przysﬂos’ci nie nmiata nig by¢ w pelni objeta.

Istotne rozszerzenie i poglebienie teorii o$rodkéw wielofazowych zarysowuje sie
w kontekscie przejécia do mechaniki nieliniowej (geometrycznie), skad dopiero z wiadci-
wego punktu widzenia mozna oceni¢ przyblizenie liniowe, jak rowniez naszkicowang
problematyke plastycznoéci. Okresli to niewatpliwie drugi istotny kierunek rozwoju.

Szkic niniejszy nie obejmuje problematyki badan eksperymentalnych o§rodkéw wielo-
fazowych. Sa ope prowadzone w licznych przodujacych o$rodkach naukowych i to na
duza skale, z uwagi na znaczenie techniczne réznego typu materialéw «wzmocnionychy,
lecz wydaja sig biec torem réwnolegltym, niezaleznym od rozwoju teorii. O jednej z przyczyn
(trudnodci ustalenia geometrii o§rodka) wspomnieliSmy juz wyzej. Warto zwrécié uwage
na dwie, obiecujace metody eksperymentalne (w sensie mozliwego powiazania z teorig),
mianowicie analizy strukturalnej (metoda proszkowa Debye’a — Scherrera w monochro-
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matycznej wigzce promieni Roentgena) oraz analizy widmowej dla osrodkéw, gdzie dyspo-
nujemy diugodciami fal zblizonymi do rozmiaréw ziaren.

Przyszlo$¢ powinna przynie$¢ ustalenie zwigzkdw (zrazu korelacyjnych, w dalszej

przysziosci byé moze opartych na rozwiazaniach teoretycznych) migdzy parametrami
okre$lajacymi warunki wytwarzania materiatdw a struktura (geometria) o$rodka. Jest to,
by¢ moze, najbardziej perspektywiczny kierunek rozwoju, ktéry pozwoli w petni opanowaé
problem projektowania materiatéw o pozadanych wilasnosciach.

—_
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Pezwome
TEOPUA MHOTOPA3HEBIX CPEIL

Pa6ora umeer 0G30PHLINA Xapaxtep. KlanoieHb! OCHOBHBIE NOHSATHS, TAKME KAK ONpELEICHUA 3ep-
Ha, (hasel ¥ TH., 3 TAOKE HCXOLHBIE NPEATIONOMKEHHST M IPEAMeT HCCHeOBAHKI NAHHOH TeOpHU, B JacT-
HOCTH BHIBOJ] OUPENENAIONTX YpasHeHMi A muorodasHbix cpelt. Hapany co cneluassHbIMH METONAMH,
OTHOCALUMMCS K CoJee y3KHM OONACTAM NPUMEHEHHS, HANIPUMED K TEODHH CabbIX pacTBOPOB, TEOPHH
CpeX ¢ (MIIYKTYaMORHBEIMH M3MEHCHWAMH CBONCTB M IIp., BHUMAHHE COCPENOTOUEHO Ha: 1° BapHalKOH-
HOM IIOJIXONIE; HCIIONB3YIOEM IIPHOIIKEHHBIE METONb! PEIUESHUS, MyTeM BIJIOYEHHA UCKOMBIX BEJIUUHH
B HEKOTOPRIE HEPABEHCTBA, 2° BEPOATHOCTHOM IOJXOAE, MCHOJbL3YIOINEM TOUHbLIE DEUIEHHA B BHAC
P ANOB KOPPENANMOHHBIX (DYHKIMI BO3BPACTAIONIETO NOPAAKA.
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Tlepeuncnennble BONPOCHI M3NOMCEHDLI B NPHIIOYKEHHM K TeopuM yIpyrocrd MHorodasHbIXx cpen,
YKa3aHbl, OJ{HAKO, M HPYIHE BO3MOIKHOCTH MX NpuioykeHMH. OTMedeHb! BO3MOMKHBIE HAIPaBJIEHUSL
PAsBUTHSA TCOPUM, B YACTHOCTH B 0GNACTH BOJHOBBIX 33[aY, TEOPHH IUIACTMUHMOCTH, 2 TAKXKe yCHJIEHUA
€€ CBS3H ¢ (PUBHKO-MEXAHMUECKUM IPOM3BO/ICTBOM MATCPHAIIOB,

Summary

THEORY OF MULTI-PHASE MEDIA

The paper provides a survey of the present state and basic trends of the theory. Following topics arc
dealt with: basic definitions (grain, phase, etc.), field of research (in particular, macroscopic constitutive
equations), fundamental assumptions. Apart from some special methods (e.g. dilute suspensions, fluctua-
ting inhomogeneities), main attention is focused on (1) variational approach (approximate solutions, clo-
sing inequalities for effective quantities), (2) probabilistic approach (exact solutions in the form of series
according to correlation functions of increasing order). Problems are mainly tackled in the context of the
theory of elasticity, other fields of applications, however, being also pointed out. Some possible future
trends are discussed, especially the wave problem, theory of micro- and macro-plasticity, relations to che-
mical physics of manufacturing of materials.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 pazdziernika 1971 r.
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1. Wstep

W niniejszej pracy rozpatrzymy mozliwosci opisu wzmocnienia plastycznego metali
przy uwzglednieniu efektdw anizotropii. Nasze rozwazania dotyczy¢ bgdg malego zakresu
odksztalcers (rzedu kilku procent), przy ktérym efekty zmiany struktury wskutek obrotéw
ziaren i tworzenia si¢ mikropgknigé moga by¢ pominigte. Anizotropia wzmocnienia jest
zatem wynikiem naprgzen resztkowych, powstalych w wyniku niejednorodnosci od-
ksztalceri plastycznych, koncentrujacych si¢ gtéwnie wzdtuz okreslonych ‘ptaszczyzn
poslizgu. W jednoosiowym stanie naprezenia uwidacznia si¢ ona jako tzw. efekt Bau-
schingera; w ztozonym stanie napre¢zenia (dla teorii opartej na istnieniu powierzchni pla-
stycznoéci) anizotropia prowadzi do zmiany poczatkowej powierzchni plynigcia. Uwi-
dacznia si¢ to kierunkowa zmiang sztywno$ci elementu po wstgpnym odksztalceniu pla-
stycznym, Zatem gdy chcemy opisaé proces deformacji plastycznej dla zloZzonych drég
obciazenia, a w szczegblnoSci dla obciazen cyklicznych, musimy uwzgledni¢ efekty anizo-
tropii wzmocnienia.

Poniewaz naszym celem jest przedstawienie i omo6wienie dostatecznie prostych zwigzkéw
fizycznych, tak aby mozna bylo efektywnie okre§la¢ stany naprezenia lub odksztalcenia
dla ztozonych proceséw deformacji, nie bedziemy rozpatrywali mechanizméw- dysloka-
cyjnych ani proceséw zachodzacych w pojedynczych krysztatach. Rozpatrywany makro-
element ciala potraktujemy jako zbiér podelementéw o jednorodnych lecz réznych sta-
nach naprezenia lub odksztalcenia i réZnych wlasno$ciach plastycznych. Do podobnego
opisu wzmocnienia dojdziemy réwniez przyjmujac pewne hipotezy o zmianie pola modutéw
wzmocnienia lub o ztozonym charakterze zmiany mikronaprezen resztkowych. Przedsta-
wimy opis poszczeglnych modeli oraz sposoby calkowania rézniczkowych réwnan ply-
nigcia wzdhuz zadanych trajektorii naprezenia czy odksztatcenia. Ograniczymy sie do szcze-
goélowego rozpatrzenia plaskiego stanu naprezenia, gdyz wigkszo§¢ badan doswiadczalnych
przeprowadza si¢ w tym stanie na prébkach plaskich lub rurkowych; dlatego tez przed-
stawiona analiza moze by przydatna przy opracowywaniu programéw badaf doSwiad-
czalnych oraz przy interpretacji ich wynikéw. W rozdziale 4 przedstawimy wyniki obli-
czen poréwnawczych dla kilku modeli wzmocnienia i dla trzech zlozonych programéw
obcigzenia. ,

6*
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2. Proste modele wzmocnienia

Ciato idealnie plastyczne okreslone jest warunkiem plastycznosci zaleznym tylko od -
stanu napreZenia, f = f(0;;) = 0. W czasie deformacji warunek ten nie ulega zmianie;
geometrycznie oznacza to, Ze w przestrzeni napregzen powierzchnia oddzielajgca stany
sprezyste od plastycznych jest ustalona. W przypadku jednoosiowego stanu naprezenia
otrzymamy krzywa odksztalcenia przedstawiona na rys. la.

b c

Gp
20,
o

\
Gar
™

=

Rys. la Rys. 1b

Bardziej realistyczny. opis otrzymamy, zakltadajac, Ze

@.1) f=f(0,2)=0;
to znaczy warunek plastycznosci zalezy od skalarnego parametru 1, rosnacego monotonicz-
nie wraz ze wzrostem deformacji plastycznej. Jako miarg parametru 1 mozemy przyjaé

t I
2:2) A= [oyend, Wb A, = [ (@R,
0 0

gdzie &f; oznacza predkosé odksztalcen plastycznych. W szczegblnym przypadku, gdy
(2.3) f=S(o)—F@ =0,
poczatkowa powierzchnia plynigcia nie zmienia swego ksztattu, lecz rozszerza sig (lub
kurczy) réwnomiernie w miare wzrostu odksztalcenn plastycznych. Méwimy, ze rdwnanie
(2.3) opisuje wzmocnienie izotropowe materiatu, bowiem nie zalezy ono od kierunku trajek-
torii obciazenia. Na rys. 1b przedstawiona jest krzywa jednoosiowego obciazenia odpowia-
dajaca temu modelowi wzmocnienia. Poczatkowy obszar sprezysty ograniczony punktami
A1 A’ rozszerza sie i po obcigZeniu do punktu B oraz zmianie znaku naprezenia, odksztat-
cenie plastyczne pojawi si¢ po dojéciu do punktu B’, symetrycznie polozonego wzgledem
osi odksztalcenia. Krzywa obciazenia B'C” jest symetrycznym odbiciem odecinka AC krzywej
pierwotnego obciazenia. ‘

Aby uwzglednié efekt Bauschingera przyjmiemy, ze réwnanie powierzchni uplastycz-
nienia ma postaé

2.4) S=flo;—u;)—F (%) =0,
W szczegblnym przypadku, gdy F(1) = const otrzymujemy tak zwany model wzmocnienia
kinematycznego. Poczatkowa powierzchnia uplastycznienia doznaje jedynie sztywnego
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przesuniecia, bez zmiany ksztattu poczatkowego. Odpowiadajgca temu modelowi krzywa
umocnienia w przypadku jednoosiowym pokazana jest na rys. lc.') Dla pemosci
opisu podajemy jeszcze prawo plynigcia. Zakladajac, Ze wektor przyrostu odksztalcei
plastycznych jest skierowany wzdiuz zewnetrznej normalnej do powierzchni plyniecia,
mozemy napisaé

1 of | of

| R
(2.5) | del_l H 30,-j (aakl dakl) 5
lub w notacji wektorowej

1 o o \"*
P g g -

(26) d§ K ,deaf’ K( 30k1 30'“) H:

c

Rys. 1c

gdzie n, jest wektorem jednostkowym, normaluym do powierzchni plynigcia, to znaczy

3f/3g . lfa

@7) Y P T A

a doy = do - ny jest rzutem wektora przyrostu naprezenia na kierunek n, (kropka pomiedzy
dwoma wektorami oznacza¢ bedzie ich iloczyn skalarny, |g| = a = (g -g)”z oznacza modul
wektora, za$ f, = df/dx). Skalar K nazywaé begdziemy modulem wzmocnienia, gdy?z zgodnie
ze zwiaczkiem~(2.6) okre§lony on jest stosunkiem K = da/de?, to znaczy sktadowej normalnej
przyrostu napr¢zenia do modulu wektora przyrostu odksztalcen plastycznych. Modut
wzmocnienia K jest zatem uogélnieniem modutu stycznego krzywej obciazenia w przypadku
jednoosiowego stanu naprezenia. Zwiazany on jest z funkcjami oy; i F(A) wystepujacymi
w zaleznoSci (2.4). Aby okreélié t¢ zalezno$¢ rozpatrzmy dwie hipotezy o przesuwaniu sig
poczatkowej powierzchni plynigcia. Zgodnie z propozycja wysunieta przez MELANA [1],
a pOzniej PRAGERA [2] i ISZLINSKIEGO [3], chwilowe przesunigcie powierzchni zachodzi
wzdtuz zewnetrznej normalnej, to znaczy

(2.8) ! do = cdg®.

1 Opis prostych modeli wzmocnienia mozna znaleZé w ksigzkach [30, 31].
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Zgodnie z propozycja ZIEGLERA [4] powierzchnia plyni¢cia przemieszeza sig w kierunku
wektora g—a, a zatem

Q9 dy = du(o—co), gdzie  du= c,der.

Roézniczkujac zwiazek (2.4) i pamietajac, ze f, = —Nfa =f,,_a, mamy

(2.10) fordo—f,-da—F'(A)di =0,

gdzie F'(X) = dF/dl. Przyjmujac zgodnie z (2.2) dA = di, = de? = (de¥;de?))"/* oraz
pamietajac, ze f, = n;|f,| dla hipotezy (2.8) otrzymujemy ze zwigzku (2.10) nastgpujace
wyrazenie okre$lajace modut K

F'() ol O o\
2.11 = = ¢ F'(A AR
@1 K=c+ i ?-I— ( }(&rk, aak’)
za$ dla hipotezy (2.9) mamy
@12) K=cilg—o)nr f“l) .

Wzory (2.11) i (2.12) umozliwiaja przeprowadzenie ogdlnej dyskusji praw wzmocnienia
i ich mozliwo$ci opisu procesu odksztalcenia plastycznego. Rozpatrzymy dla przyktadu
zwiazek (2.11). Gdy F’() = 0, wzmocnienie ma charakter kinematyczny i K = ¢. Zazwy-
czaj przyjmuje sig, ze ¢ = const i wtedy model teoretyczny opisuje wzmocnienie liniowe,
dla ktérego modul wzmocnienia ma stala warto$é. Bardziej ogdlnie mozemy przyjaé, Ze

(2.13) c=c(lf) b c=c(),

gdzie 15 = 785’1871 jest drugim niezmiennikiem tensora odksztalcenn plastycznych, za$

parametr A, jest okre$lony przez zwigzek (2.2). Modul wzmocnienia zmienia sig teraz
wraz z odksztalceniem plastycznym i zmienno$é t¢ mozemy opisaé opierajac si¢ na krzywej
umocnienia dla jednoosiowego stanu naprezenia. Model kinematycznego wzmocnienia
przy nieliniowej krzywej obciazenia rozpatrywany byl szczegétowo w pracy EISENBERGA
i PaiLipsA [5], ktorzy przyjeli, Ze tensor przemieszczenia o;; poczatkowej powierzchni
plynigcia wyraza sie wzorem '

(2.14) oy = c(Az) el

Przy przyjeciu zaleZnosci (2.14), chwilowe przemieszczenie powierzchni nie zachodzi
wzdluz zewnegtrznej normalnej, gdyz

(2.15) C duy = c(Aa)del (A dhy el

Dlatego tez wydaje si¢, ze prostsza jest propozycja wprowadzenia nieliniowo$ci w zwigzku
przyrostowym (2.8), zgodnie z zatoZeniem (2.13). Gdy do opisu wprowadzimy dwie funkcje
¢ = c(A) i F= F(}), otrzymamy mnie tylko nieliniowa krzywa umocnienia, ale i zmienny
obszar sprezysty, bowiem poczatkowa powierzchnia plynigcia nie tylko przesuwa sie, ale
i rozszerza przy wzroécie odksztalcer plastycznych.
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Zmiang ksztaltu poczatkowej powierzchni plynigcia, jej obrét i przesunigcie mozemy
opisaé przyjmujac warunek plastycznosci w postaci
(2.16) F(oy)) = Kiju (01— 0ti) (O~ o) —1 = 0,
gdzie tensory Kjj 1 oy; sa funkcjami odksztalcenia plastycznego. Bardziej szczegdlows
dyskusje tego warunku mozna znalez¢ w pracach BALTOWA i SAWCZUKA [6] oraz BACKHA-
usaA [7].

Wzory (2.11) i (2.12) wskazuja jednak, Ze model wzmocnienia przy uzyciu jednej
powierzchni plastycznoéci ma ograniczone mozliwosci opisu w przypadku, gdy bedziemy
rozpatrywali procesy odcigzania i nastgpnego obcigzenia w przeciwnym kierunku. Istotnie
modul wzmocnienia K przy poruszaniu si¢ po powierzchni plyni¢cia przyjmuje albo statg

[}

d

Rys. 1d

warto§¢, albo warto§¢ zmienna, zalezna od ksztaltu tej powierzchni, ale nie od procesu
obcigZenia. Tak na przyklad, je$li chwilowa powierzchnia plyniecia okreflona jest wa-
runkiem Hubera—Misesa, to réwnanie (2.4) przyjmie postaé

1
(217) f: E(Sij_aij)(sij-afj)—F(}') =0.
Poniewaz N/ = 2F(%), to wyrazenie (2.11) przyjmie postaé
30‘,-1 30,-1
F@)
2. = i
@19 K=t graype

i oczywiécie modut K ma stalg warto$¢ na chwilowej powierzchni plyniecia, osiagnigtej
Po okreslonej drodze obcigzenia.

Roéznice, jakie powstaja pomiedzy wskazaniem modelu teoretycznego a rzeczywistym
zachowaniem si¢ materialu ilustruje rys. 1d. Po obcigzeniu do punktu B i nastgpnej zmianie
znaku obcigzenia, pierwsze odksztalcenia plastyczne pojawiaja si¢ w punkcie F i krzywa
odwrotnego obcigzenia FC posiada modul'styczny zmieniajacy sie w sposéb ciagly, po-~
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czynajac od wartosci modulu sprezystego. Stosujac model wzmocnienia izotropowego,
kinematycznego lub model bardziej ztozony (2.4), otrzymaé mozemy doé¢ dobrg aproksy-
macje pierwotnej krzywej obcigZenia OB, natomiast duze rozbieznoéci powstaja, jesli
chodzi o krzywa obciaZenia odwrotnego FC, bowiem moduly styczne w punktach B’
1 B, zgodnie z (2.18) musza byé takie same, jak w punkcie B. Podobna sytuacja powstanie
dla innego rodzaju ztozonych drég obciaZenia, a w szczegbdlnosci dla obciazen cyklicznych,
gdzie proces obciazania i odcigzania wystepuje przy kazdym cyklu. Aby méc dostatecznie
doktadnie opisa¢ tego rodzaju procesy, musimy sie uciec do bardziej ztozonych modeli,
przez wprowadzenie dodatkowych parametréw opisujacych stan materiatu. Tego rodzaju
modele rozpatrzymy w nastepnym paragrafie.

Mozliwo$¢ skonstruowania teorii plastycznosci przy uzyciu parametréw wewngtrznych
rozpatrywana byla w pracach wielu autoréw. Celem obecnej pracy bedzie przedstawienie
konkretnych form zwigzkdéw, mozliwych do wykorzystania przy opisie wlasno$ci plastycz-
nych metali. Wprowadzimy przy tym nowa strukture matematyczna zwiazkéw, nie roz-
patrywang do tej pory w literaturze naukowej.

3. Zlozone modele wzmocnienia

Zalézmy teraz, ze dla opisania zachowania sie¢ materiatu przy zmiennych obcigZeniach
wprowadzimy wigkszg iloé¢ parametréw okreflajacych stan materiatu. Nasuwaja si¢ tu
dwa sposoby podejécia do zagadnienia: parametry te mozna traktowaé jako wewnetrzoe,
to znaczy nie wchodzace do réwnan réwnowagi ani do zwigzkéw geometrycznych; wy-
stepuja one jedynie w zwigzkach fizycznych, a tym samym w wyrazeniach na dysypacje,
czy energie wewnetrzng. Drugi sposéb polegalby na potraktowaniu ciala jako zbioru
elementéw o prostych wlasno$ciach sprezysto-plastycznych czy lepkich i okre$leniu zwigz-
kéw fizycznych dla makroskopowo jednorodnego zbioru takich elementéw. Podejécie
tego rodzaju stosuje si¢ np. przy probach okre§lania wlasnoéci mechanicznych polikrysz-
talow, wychodzac z wlasno$ci pojedynezych krysztatéw. Nazywad je bedziemy podejéciem
strukturalnym. Istnieje podobiefistwo migdzy obydwoma podejéciami bowiem stany na-
naprezenia w poszczegblnych fazach moiemy traktowaé jako parametry wewnetrzne.
Jednak przy podejéciu strukturalnym, naprezenie i odksztalcenie makroskopowe otrzymu-
jemy przez odpowiednie uérednianie po wszystkich podelementach, ktére powinny spetniaé
warunki rownowagi i zgodno$ci odksztalcen. Wprowadzajac pojecie parametréw wewnetrz-
nych omijamy trudny problem uéredniania.

3.1. Opis wzmocnienia przy pomocy wewnetrznych parametréw stanu. Zalézmy, ze stan materiata
okreSlony jest przez stan naprezenia o, odksztalcenia & = &°+-¢?, gdzie ¢° i & oznaczaja
czg$¢ odwracalng i nieodwracalng odksztalcenia, oraz przez N+ M parametréw wewnetrz-
nych, ktére w naszym przypadku beda skalarami p(7(r = 1,2, ...,N) i tensorami drugiego
rzedu afP(s = 1, 2,...,M). Niech warunek plastycznoéci bedzie funkcja stanu naprezenia,
pewnej liczby parametréw wewnetrznych, oraz temperatury 6, to znaczy
(3.0 S Oa, a9,y 6) = 0.

Przy odksztalcaniu materiatu w zakresie sprezystym parametry wewngtrznie nie ulegaja
Zmianie, to znaczy

32) d? =0, du® =0, dy®=0, gdy f°<0.
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Zakladamy, ze oprocz zwigzku skalarnego (3.1), parametry wewnetrzne spelniajag K+L
dodatkowych zwigzkéw skalarnych, okre$lajacych obszary wewnetrznej nieodwracalnosci

fa(w(q’ g(S)’ ,y(")’ 0) = 0’ q= 1’ 2) ey K)
¢ G d 70, 6) =0, v =1,2,...L

przy czym pierwsza grupa réwnosci skalarnych (3.3) odnosi si¢ do parametréw o, za$
druga do parametréw p. Na przyktad, gdy zachodzi réwnoéé f{9 =0, to parax;letr @
ulega zmianie W czasie procesu wedtug okreslonego prawa; natomiast, gdy f{® < 0, to
do® = 0, podczas gdy pozostale parametry moga si¢ zmieniaé. Zalozymy nastepnie, Ze
przyrost parametréw wewngtrznych jest liniowo zalezny od przyrostu odksztaicen plastycz-
nych, to znaczy
duy = AGhdefy = bPdA, gdy f =0,

34 doc N =0, edy £9 <0

oraz
dy\" = C{Pdef; = ddA, gdy f\0 =0,
3.5) d,y(r) =0, gdy fy(r) <0,

gdzie AS), b, C{}, () sa funkcjami naprezenia oraz parametréw stanu. Wykorzystujac
prawo plyniecia (2.6) mozemy napisa

(3.52) AQuni) = b9, CPrP = do,

Na ogét ilo§¢ zwigzkéw skalarnych fi® = 0 i f{*) = 0 moZe by¢ mniejsza aniZeli ilos¢
parametréw wewnetrznych.

Zalézmy, ze spelniony jest warunek plastycznoém (3.1) oraz niektdre z warunkoéw (3.3);
odpowiadajace tym warunkom parametry wewngtrzne ulegaja zatem zmianie w czasie
procesu odksztalcenia. Rézniczkujac réwnania (3.1) i (3.3) i rozpatrujac jedynie proces
izotermiczny, otrzymujemy

(363) ......................................................................................................

> D or S
Zay Ao+ de()=0.

r=1

Wykorzystujac prawo plynigcia (2.6) i ZW1qzk1 (3.4), (3.5) mozemy réwnoéci (3.6a) przed-

stawi¢ w postaci
NEi 3f°
s=1 ~

BUD) e

(S)+ 2 afy d(r)

r=1

przy czym sumowanie dotyczy tych s i r, dla ktérych spetnione sa réwnoéci (3.3).
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Zwiazki (3.6) bedziemy nazywali rownaniami zgodnoSci. Nakfadaja one ograniczenia
na wspolezynniki K, 6%, d"), wystepujace we wzorach (2.6), (3.4) i (3.5).

Mozemy réwniez alternatywnie zalozy¢, ze réwnoéci skalarne (3.3) okre$laja obszary,
w ktérych obowiazuja rézne prawa zmiennoSci parametréw wewnetrznych. Wtedy zamiast
(3.4) mozemy napisac
dofp =bpdr, gdy [ =0,
dolp) = g0dA, gdy fI9 <0

i podobne zaleznodci w miejsce zwigzkow (3.5). Ogoélna posta¢ warunkow zgodnoéei (3.6)
nie ulega zmianie,

Uktad réwnan (2.6), (3.1), (3.3-3.5), (3.6) ﬁl'zedstawia matematyczng strukture teorii
plastycznosci przy istnieniu wigkszej ilo§ci parametrow stanu. Wychodzac z tych rownan,
mozemy przesledzi¢ dowolny proces odksztalcen plastycznych, gdyz majac zadany pro-
gram obcigZenia moZemy, calkujac réwnania przyrostbwe, okre§li¢ zmiany wielkosci
makroskopowych oraz parametréw wewnetrznych, a tym samym stan materiatu. Otwartym
problemem pozostaje okre$lenie funkcji materialowych w (2.6), (3.4) i (3.5) oraz samych
parametréw stanu. Ponizej rozpatrzymy. kilka modeli wzmocnienia, dla ktérych parametry
wewnetrzne maja prosta interpretacje mechaniczna, za§ stan materialu opisany jest po-
daniem gestoéci rozktadu wielkodci tensorowych lub skalarnych. W ogdlnym przypadku
wyb6r parametréw wewngtrznych powinien opieraé si¢ o statystyczny opis rozktadu
dyslokacji i mikronaprezenn w elemencie makroskopowym.

Mode!l 1. Niech parametrami stanu bedzie n+1 wielkoéci tensorowych ofy?, ..., af
oraz n+1 wielkoéci skalarnych »(9, (1 .. 9™ Warunek plastycznoéci ma postaé

6y - FOg—g)—y® =0,
za$ rownania skalarne okreélajace obszary nieodwracalnych zmian parametréw wewnetrz-
nych wyrazimy nastgpujaco:
: f"z(l)(a(o)__a(l))__,y(l) — O’

(B9) e

fa(k)(%(k_l)_ g(k)) _y(k) =0,
przy czym dla prostoty zatozymy, ze parametry y¢" sa stale, za§ w czasie procesu ulega
zmianie jedynie k+1 kolejnych parametréw ¢'®. Prawo zmiany tych parametréw mozemy
zapisaé w postaci
(3.10) do/® = p%dA, ..., de™ = b®dh,  dg* D =0,
o ile spelnione sa réwnoéci (3.9). Rézniczkujac zwiazki skalarne (3.8), (3.9) i stosujac
prawo plynigcia (2.5), otrzymamy warunki zgodnoéci w postaci

G.11) Ko = b0 .50 p(1) . pO) — (1. p(1) k)  plk=1) — k), pE),

(3.7

gdzie np = n®, i, ... 1™ sa jednostkowymi wektorami normalnymi odpowicdnio do
powierzchni plynigcia (3.8) oraz do powierzchni (3.9), w punktach okre§lonych stanem
naprezenia g oraz odpowiednio parametrami g(®, 2", ... o1 Uktad réwnan (3.8)-(3.11)
przedstawia pelny opis modelu wzmocnienia. Z réwnan zgodnosci (3.11) wynika, ze modut
styczny bedzie si¢ zmienial, w miarg jak ilo§¢ spetlnionych warunkéw skalarnych (3.3)
bedzie rosta. Istotnie, zatézmy, ze w chwili poczatkowej a(® = (1) = ... ¢! = 0. Gdy
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spelniony jest warunek plastycznosci (3.8), zmieniaé si¢ zaczyna parametr o(®) i modut
styczny krzywej umocnienia okre$lony jest pierwsza zaleznoscia (3.11). Gdy z kolei spel-
niony zostanie pierwszy warunek (3.9), zmienia¢ sig¢ zacznie parametr «(*) i spetnione bgda
dwie réwnosci (3.11). Przyjmujac, ze parametr b(") jest zadany, warto§¢ b(°) musi ulec
zmianie, aby spelniony byt drugi zwiazek (3.11). W szczegélnym przypadku, gdy n'® =
=nM . a® mamy 5O = bp™") = p®. Zatem spelnienic kolejnego warunku (3.9),
np.: /@ = 0, prowadzi do zmiany parametréow bV.dlai=0,1,2, ..., /—1.

 Mozemy parametrom b(") nadawaé pewna interpretacje mechaniczna, rozpatrujac model
przedstawiony na rys 2a. Omawiany on juz byt przez IwLEwa [21] | PRAGERA [10] i jest
uvogdblnieniem modelu wprowadzonego przez KADASZEWICZA | NOWOZYLOWA [12]. Rozwai-

a

¢? P 6@ 6 s
a(%) i [’%)l: ::L(o)]dw/’

s ¥

Rys. 2a

my ukiad zlozony z szeregu sztywnych blokéw polaczonych elementami spregzystymi
i spoczywajacych na sztywnym podiozu o zadanej granicznejsile tarcia (@, p. . p™,
Przemieszczenie bloku O i sita nani dziatajaca odpowiadaja plastycznemu odksztatceniu
i napreZeniu makroskopowemu. Natomiast sily w elementach sprezystych a(®), ot*), ...,
«{™ oraz przemieszczenia trwale blokéw 1, 2, ..., n odpowiadaja mikronapr¢zeniom
i trwalym mikroodksztalceniom, ktére oznaczaé bedziemy przez det™), de(®), ... de™.
Zat6ézmy, ze ukiad pod dzialaniem sily zewnetrznej osiagnal taki stan, w ktérym wa-
runek plastycznosci (3.8) oraz dwa pierwsze warunki (3.9) sg spelnione. Przyrosty mikro-
odksztatcen plastycznych odpowiadajace przemieszezeniu blokéw 1 i 2 wyniosa:

(3.12) et — —K—(1174<1>(dg<°> D), de® —

2 1 2
K“)"J( (da'D on),

za$§ przyrosty mikronaprezen modelowane jako zmiana sit w elementach sprezystych
wyrazg si¢ nastepujaco:
(B13) dul® = GOYdsD —det ),  dal)) = G(l)(dg(l)-dg(“z)), dul® = Gde?),

gdzie G0, GV, G oznaczajg sztywnosci elementéw sprezystych. Wykorzystujac warunki
zgodno$ci w postaci

(3.14) yf-da‘ — L,lf_dm(O)’ A . dol®) — n(l).da_(l)’ 72 o) = n(z),dg(z)

oraz réwnania (2.5), (3.12) i (3.13) mozemy otrzymaé zalezno$ci pomigdzy wspoiczynnikami
G i KO, mianowicie:

(1) () (E(l)'E(O))
(3,15) K® = G, KD f_'vG(%)—G(l)z(%UL,_-b—(Z))’ K0 . G(O)~G(O)2G(°:')+G(li’
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za§ rugujac wielkodci delV), det®), otrzymujemy ostatecznie zaleznoéci analogiczne do
zwiazkow (3.10), mianowicie

G(O) (0
® .1y 2

G g 42 E(B_(U(O)'Q(l))
(. nl2)y ~ GO LK

GO —KW  GORO.p1)
G(l)@(l).Q(Z))' GO LK™

Roéwnanie powyzsze mozna uogdlni¢ na dowolnie duzg ilo§¢ spetnionych réwnosci (3.9),
odpowiadajacych uplastycznieniu w poszczegblnych elementach. Stosujac model przedsta-
wiony na rys. 2a, nie musimy juz okre$laé parametréw b() w zwiazkach (3.10), lecz jedynie
znaé rozklad wielkoéci skalarnych y® i G.

(@) — [G<°);g<°)— <”]dl — O,

(3.16) datt) = [G(”rg“)—— di = bda,

do(® = G ndi = b3},

sh¢

! b
0 -
— ‘U Sx
B Gey;
Gef _
Rys. 2b Rys. 2¢

Rysunek 2b przedstawia odpowiadajaca temu modelowi krzywa umocnienia, za$ rys. 2c¢

pokazuje dwuwymiarowa reprezentacje na plaszczyZnie sil, ktéra mozZemy utozsamiaé

z plaszezyzna naprezen makroskopowych. Ruch poszczegélnych blokéw uwarunkowany
jest spetnieniem odpowiednich warunkéw plastycznosci, ktére przyjmujemy w postaci

O = (se— )24 (sy— o2 — (2 = 0,

3.

1 1 = 40— D) = 0.

Warunki te odpowiadaja okr;:gom na plaszczyZnie (Sx, S’y). Wektory 00, /G‘”,Oﬁ JGY,
00,]G przedstawiaja wzgledne przemieszczenia blokéw; zatem calkowite przemieszcze-
nie bloku O odpowiadajace odksztalceniu plastycznemu wyraza si¢ suma 00,/G+
+00,/GD+00,[G®. Catkowity site dzialajaca na blok O przedstawia wektor OP, za§
wektor OP|G przedstawia makroskopowe odksztalcenie sprezyste. Wykorzystujac: repre-
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zentacje na plaszczyznie sit i catkujac w sposéb graficzny réwnania przyrostowe, mozemy
okresli¢ odksztalcenia plastyczne oraz stan naprezen wewnetrznych dla dowolnie zadanego
programu obciazenia.

Model 2. Oznaczamy jak poprzednio parametry wewnetrzne przez o(!), a(®) ..., o™
1, p(2) M, Zaldzmy, ze warunek plastycznoSci ma postaé

(3.18) SO g — D) —p(®) =0,
za$ réwnania skalarne, ktére powinny speinia¢ parametry a) w pewnym zakresie swej
zmienno$ci maja postaé

(3.19) SO -y =0 (=1,2,..,n).
Przyjmiemy, ze parametry y(*) sa state w czasie procesu. Rézniczkujac (3.19), otrzymujemy
(3.20) : . dald =0,

gdzie n'? oznaczaja wektory jednostkowe do powierzchni /¥ = 0. Zalézmy, ze spetnionych
jest [ pierwszych réwnosci (3.19). Wtedy réwnanie przyrostowe dla parametréw o,
spelniajace warunki zgodno$ci (3.20), mozemy zapisa¢ w postaci:

do = GO[de? —(deP - p'N)pD], [ =0, i=12..,1,

3-21) da'D =G@Wder, [0, i=I+1,..,n
cx{n)
| W
I A
o o
[ NA—s
7@ 3(0’,4
O(H)
1
! 3('1)/

Rys. 3

Modut styczny K krzywej umocnienia otrzymamy rézniczkujac (3.18) oraz wykorzystujac
(2.5)1 (3.21). W wyniku otrzymamy:

{
2 GO a{;) Ty— a{, - nny- n('))] + Z G* 3f) Hy
(3.22) K== %% - %

' B 18] )

Widzimy, ze w naszym przypadku réownania skalarne (3.19) maja inny sens, anizeli dla
modelu poprzedniego. Zmiana wszystkich parametréw ot zachodzi, jesli tylko spetniony
jest warunek plastycznosei (3.18), zgodme z drugim réwnaniem (3.21), gdy /) < 0 dla
i==1,2, ..., n. Spelnienie zwiazku skalarnego (3.19) dla dowolnego parametru implikuje
zmiang jego prawa przyrostowego, gdyz dla £ = 0 obowiazuje pierwszy zwiazek (3.21).
Mamy zatem przypadek opisany ogblnie réwnaniem (3.7). )
Interpretacje mechaniczng tego modelu przedstawia rys. 3. Sztywny blok, ktérego
przemieszczenie odpowiada odksztatcenin plastycznemu spoczywa na plaszczyZnie o sile
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tarcia granicznego y(®). Z blokiem potaczone s réwnolegle elementy spreZyste i bloki
o granicznych wartoéciach sity tarcia p(1), 9, ..., (M, Parametry o) odpowiadaja sitom
w elementach sprezystych.

Model 3. Zalézmy, ze parametrami stanu jest n+1 wielkoSci tensorowych (%),
e, ., e™, oraz 2(n-+1) wielkodci skalarnych y(9, () ™M § KO KO K™,
Warunek plastycznoéci ma postaé

(3.23) fO@G—a®)—p® =0  (=1,2,..,n),
za§ warunki skalarne okre§lajace obszar zmiennoéci parametréw maja postad
(3.24) SOg—aN—ypD =0 (=12,..,n).

Jesli spetniony jest warunek plastycznoéci oraz / pierwszych zwigzkéw (3.24), zaktadamy,
7e wszystkie powierzchnie sa styczne do siebie w przestrzeni naprgzen w punkcie okreslo-
nym przez stan naprezenia o. Kazdej z powierzchni (3.23) i (3.24) odpowiada okreslony

Y

61

Rys. 4

modul wzmocnienia K9; jesli w danym punkcie P), / powierzchni jest stycznych do siebie,
to modut wzmocnienia ma warto$¢ K = K iprzyrost odksztalcen plastycznych okreslamy,
zgodnie z rownaniem (2.5) przy K = K). W ten sposéb konfiguracja powierzchni (3.23),
(3.24) okreéla w przestrzeni naprezen pole modutéw wzmocnienia, ktérego zmiang mozemy
$ledzi¢ calkujac zwiazki przyrostowe wzdluz programu obcigZenia. Tego rodzaju model
byt rozpatrywany przez MrozA w pracach [16, 17].

Ruch chwilowy powierzchni f¢ zachodzi w kierunku wektora .g(+"—g®, gdzie
¢+ jest punktem na powierzchni f¢+1) o tej samej normalnej, co w punkcie P, Wszystkie



Q zLOZONYCH MODELACH WZMOCNIENIA PLASTYCZNEGO 271

powierzchnie /1, f(1), .., f¢=1) poruszaja si¢ wraz z powierzchnia /¥, zachowujac z nia
styczno$¢ (rys. 4). Mozemy te zalozenia ujaé matematycznie piszac:

dgc“) — d'u(g(wl)_g(l)) — g%_[(y(lﬂ)_y(l))(g(l)__g(l)y(l+1)__q:(l+1)y(l)],

(-1
029 @D == T @),

dalHD) = .. = dg™ =0,
Ay =COMNdA, i=1,2,..,n,

przy czym przyjmujemy, ze wszystkie powierzchnie posiadaja Srodek symetrii, a wigc réwna-
nia (3.23) i (3.24) sa jednorodnymi funkcjami argumentéw g—a". Wykorzystujac réwnania
zgodnoéci w postaci:

o arm o o

oo of®

da dg— dolD

oraz zwiazki (3.25), otrzymujemy z pierwszego réwnania (3.26)

arw

; KW _cm
(3.27) dp = 2 —

PR0) '
f—cr (g(l+1) —g(”)'?;lf

(3.26)

A~y =0, i=0,1,..., (=),

>

za$ pozostale réwnania (3.26) sg spelnione automatycznie przy zatoZeniu jednorodno$ci
zwigzkéw (3.23)1 (3.24)%,

Niniejszy model jest skonstruowany bardziej formalnie, aniZeli poprzednie i nie ma
bezpo$redniej interpretacji mechanicznej. Jest on natomiast wygodniejszy do badania
whasnoéci materiatu, bowiem pole moduléw wzmocnienia bezpoérednio ilustruje kierunkowy
rozkiad sztywnosci w materiale i jego zmiang pod wptywem odksztalcenia plastycznego.
Podobna koncepcje pﬁzedstawiania wlasnoéci materialu odksztalconego plastycznie
oméwit réwniez HAYTHORNWAITE [22]. '

Jest rzecza jasna, Ze podobnych modeli mozemy konstruowaé wigcej, lecz wszystkie
one dadza si¢ umieéci¢'w jednym schemacie ogdlnym oméwionym na poczatku tego
rozdziatu. Istotna cecha wszystkich modeli jest wprowadzenie obok warunku plastyczno$ci
odpowiedniej iloSci zwiazkéw skalarnych okre$lajacych obszary zmiennoéci parametréw
wewnetrznych oraz odpowiadajacych im przyrostowych réwnan zgodnosci.

3.2, Opis wzmocnienia przy uwzglednieniu niejednorodnosci struktury. Zatézmy, ze element makro-

skopowy jest ukiadem utworzonym z podelementéw o pewnych, okre§lonych wlasnosciach
sprezystoplastycznych, czy lepkich. Powstaje problem, jak okre§li¢ wiasnoéci tego makro-

2 Istotnie, warunki zgodno&ci (3.26) dla i = 0, 1,..., I—1 prowadza do réwnan
o
ag(D

ktére sa spelnione, jefli (1) s funkcjami jednorodnymi rzedu pierwszego.

(@ — D) —ph) = 0,
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-elementu, o ile znamy konfiguracje geometryczna podelementéw 1 ich wiasno$ci. Préby
matematyczne rozwigzania tego zagadnienia dotycza w pierwszym rzedzic cial polikrysta-
licznych. Sposérdéd duzej ilosci prac wymieni¢ tu nalezy w pierwszym rzedzie prace TAYLORA
[23], BATDORFA i BUDIANSKY’EGO [24], HILLA [26] oraz Lina i ITo [25], ktérzy rozpatrywali
problem okreélenia zwiazkéw fizycznych i warunku uplastycznienia agregatu polikrysta-
licznego, wychodzac z wlasnoéci monokrysztaléw. W rzeczywistoSci nasza informacja
zaréwno o wiasnodciach fizycznych monokrysztaldw, jak i ich geometrii jest ograniczona,
gdyz do tej pory nie dysponujemy metodami pomiaru wiasnosci poszczegdlnych ziaren
krystalicznych, za$ ich geometric moZemy opisaé jedynie w sposéb statystyczny.

Dlatego w wielu przypadkach cenna jest mozliwo$¢ podania oszacowaii rzeczy-
wistych wiasnosci. Mozemy to uczynié przyjmujac pewne zatozenia o rozkiadzie naprezen
lub odksztalcenn wewnatrz makroelementu. Najprostszym zatozeniem bedzie przyjecie,
Ze stan naprezen jest jednorodny, natomiast niejednorodno$¢ wystgpuje jedynie w rozktadzie
odksztalcefi; otrzymamy w ten spos6b krzywa umocnienia, ktéra bedzie dolng ocena
rzeczywistej krzywej. Mozemy réwniez zalozy¢ odwrotnie, ze w makroelemencie panuje
jednorodny stan odksztalcenia, a niegjednorodno$é wystepuje jedynie w rozktadzie naprezen;
odpowiadajaca temu zatozeniu krzywa umocnienia bedzie gérng ocena krzywej rzeczy-
wistej. Podobne podejécie stosowane juz bylo od dawna przy szacowaniu wiasnosci spre-
zystych polikrysztaléw (tzw. oceny Reussa i Voigta) przy okre§laniu modulu Younga
dla polikrysztatéw. W teorii BATDORFA i BUDIANSKY’EGO [24] przyjmuje si¢ réwniez, Ze
w kazdym monokrysztale panuje ten sam stan naprezenia co w elemencie makroskopo-
wym, zatem ich teoria prowadzi do dolnej oceny krzywej umocnienia. Na odwr6t TAYLOR
[23] oraz. Lini IT0 [25] wychodzg z zaloZenia jednorodnodci stanu odksztalcenia. Teorie
uwzgledniajace niejednorodnoéé naprezen i odksztatcer w polikrysztale [27, 29] prowadza do
bardzo zlozonych zwiazkdw, ktére maja charakter bardziej poznawczy anizeli praktyczny.

Poniewaz warunek plastycznoéci monokrysztalu jest powierzchnia odcinkowo regular-
na, z wystepujacymi na niej krawedziami, analiza teoretyczna prowadzi do wniosku, Ze
na powierzchni uplastycznienia dla makroelementu powstajg réwniez naroza. Aby uzyskac
bardziej proste zwiazki, ktére mozna by stosowaé w praktycznych zagadnieniach przyj-
mijjmy, ze makroelement utworzony jest z podelementéw o regularnych powierzchniach
ptyniecia. Przyjmujgc hipoteze o jednorodnym stanie napreZenia, mozemy ja zilustrowac
jako model w szeregowym uporzadkowaniu podelementéw; odwrotnie, zaloZenie o jed-
norodnym stanie odksztatcenia bgdziemy modelowaé przyjmujac réwnolegle utozenie
podelementéw. W ten sposéb wyniki uzyskane z tych dwéch zatozed powinny daé obu-
stronne oszacowanie rzeczywistych wlasnoéci sprezysto-plastycznych, ktére wystapia przy
dowolnej konfiguracji podelementéw, o tych samych wlasnoéciach.

Model 4. Zatézmy, ze w elemencie makroskopowym panuje jednorodny stan na-
prezenia; odpowiada to przyjeciu szeregowego polaczenia elementéw sprezysto-plastycz-
nych, z ktérych kazdy charakteryzuje si¢ powierzchnig plastycznosci

(3.28) SO g —a)—pt) = 0;
zakladamy przy tym, ze y(") s stale, za$
(3.29) dy) = Cthgghp,
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Prawo plyniecia dla kazdego elementu przyjmiemy w postaci

(3:30) . ds? = PP,

gdzie K = C®, zgodnie z réwnaniem (2.11). Makroskopowy stan odksztatcenia otrzy-
mujemy jako $rednia warto$¢ odksztalcefi plastycznych poszczegdlnych elementdw, to
zZnaczy

n

57 dethe,
—

i=0

N[~

(3.31) de? = %ng(")", de® =
i=0

Powyzszy model rozpatrywany byt w pracy Iwana [14, 15].

Model 5. Zatézmy, Ze w elemencie mamy jednorodny stan odksztalcenia & = .
Odpowiada to réwnoleglemu potaczeniu elementéw sprezysto-plastycznych. Odksztalcenie
sprezyste dowolnego elementu wynosi )7 = ¢—g("P, za$ naprezenie ¢ = K(s—g(r)
gdzie K ozhacza tensor moduléw sprezystosci. Warunek plastycznoéci dla dowolnego
elementu ma zatem postac

(332 SOIK (e—£1P) — gD —p) = 0,

za§ przyrost da(?) jest zwiazany zaleznoscig (3.29) z przyrostem odksztalcenia plastycznego.
Réwnanie (3.32) przyjmuje zatem postac

(339) SOOI —(K-+9) 27—y =0,
Naprezenie makroskopowe okreslimy ze wzoru

n

(3.34) P Z o) = ke — & Z 502,
n i=0 i o n i

=0

W przypadku warunku plastycznosci Hubera-Misesa, jedynie naprezenia dewiatorowe S
wchodzg do tego warunku, otrzymujemy zatem (9 = 2G(e—e!!)?), gdzie ¢ i ¢'? oznacza-
Jja odksztatcenia dewiatorowe, G—modul Kirchhoffa, za§ warunek plastyczno$ci ma postaé

(3.35) %@0 o). (5 — gDy —y2 — 0.

WyraZéjqc ten warunek przez odksztalcenia, mamy
y(i)2

gz =9

(336) (g _kg(i)P).(g.__ke(‘)P)_,

gdzie k = 1+§%. W danym przypadku wygodniej jest zatem postugiwaé si¢ przestrzenig

odksztalcen. _ o :
Tego rodzaju model byt rozpatrywany przez BESSELINGA [18,19] oraz WELLSA i PASLAYA
[20], do opisu anizotropii wzmocnienia oraz w teorii pelzania.

7 Mechanika Teoretyczna
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4. Obliczenice poréwnawcze dla czterech modeli wzmocnienia

‘Aby uzyskaé dane poréwnawcze o wilasno$ciach poszezeg6élnych modeli, przeprowa-
dzimy obliczenia dla trzech réznych programéw obciazenia. Ograniczymy si¢ do plaskiego
stanu naprezenia, okreslonego ogbinie przez trzy sktadowe naprezenia oy, 0y, Ty, odniesione
do obranego uktadu kartezjaniskiego (x,y). Rozpatrzymy szczegdlny przypadek, gdy
materiat poddany jest jednoosiowemu rozcigganiu naprezeniem o, i §cinaniu naprezeniem

a b c
Txy 3 Xx_q k Txy }
A 0 q————E———-—
!
Pragram A ° Program B E Program C Ox
Rys, 5

T,y. Stan taki uzyskujemy w probce rurkowej poddanej dziataniu sily rozciagajacej i mo-

mentu skrecajacego. Trajektorie naprezenia i odksztalcenia mozna wtedy rozpatrywaé

na plaszezyinie oy, Txy 1 8y, Viy-

Zatozmy trzy nastegpujace programy obcigzenia (rys. 5).

Program A: po wstgpnym obcigzeniu naprezeniem 7.,, material poddajemy rozcigganiu
przy zachowaniu stalej wartoéci 74,(rys. 5a),

Program B: po wstegpnym odksztalceniu §cinajacym do wartosci ¥€,, material poddajemy
rozciaggariu przy zachowaniu statej wartosci y5, (rys. 5b),

Program C: po wstgpnym obcigZeniu napr¢zeniem 7., material poddajemy cyklicznemu
$ciskaniu i rozcigganiu przy zachowaniu statej wartoéci 7, = 7%,

\ 6/kp/mm?]
b /3y

Rys. 6

Zal6zmy, ze krzywa wzmocnienia przy jednoosiowym rozcigganin ma postaé przedsta-
wiong na rys. 6 (jest to krzywa rozciagania stopu aluminium). Aproksymujemy ja w zakresie
plastycznym trzema odcinkami prostymi 1—2, 2—3, 3—4. W stanie zlozonym tego ro-
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dzaju aproksymacja odpowiada¢ bedzie wprowadzeniu trzech parametréw tensorowych
4@, gD, ¢ i sze$ciu parametréw skalarnych y(®), p(1), 4 GO, GO G dlamodelu 1,
lub K@, K, K® dla modelu 3. Zatozymy, ze parametry skalarne sa stale w czasie procesu
deformacii, za§ poszczegélne powierzchnie ulegaja jedynie przemieszczeniu. W przypadku
warunku Hubera-Misesa mozemy powierzchnie te przedstawic jako okregi na plaszezyZnie
tey = V/ 3Ty, by = Oy, mamy bowiem (f,—elV)+ (e, —al)2—y(M2 = 0 i analogiczne
réwnania dla pozostalych powierzchni. . ,

Rysunek 7 przedstawia przykladowo sposob catkowania graficznego przyrostowych
réwnat plyniccia dla programu A, przy zastosowaniu szeregowego modelu 4. Dla wigkszej
przejrzystosci przedstawiono jedynie dwie powierzchnie. Odcinek 4B dzielimy na male

Rys. 7

czesel odpowiadajace przyrostom do,. Powierzchnie f(©, f().., przemieszczaja si¢ wzdtuz
zewnetrznych normalnych w punkcie odpowiadajacym stanowi naprezZenia, przy czym
muszg jednocze$nie przej§é przez odpowiednie punkty podziatu na odcinku 4B. Warunek
ten okrela chwilowy ruch okregdw, za§ polozenie ich $rodkéw aff), aff’, ... pozwala na
okreslenie odksztatcen plastycznych

1
0 0] K o] 0 2
EgJ )p —_— “SJ )/ ( ), gi(l)P p— gl)/K(l), . . 8‘;] J— __(Cb )p_{__sgjl)P_{,_gh )P)_

W przypadku zadanego programu w odksztatceniach (program B) catkowania dokonujemy
droga kolejnych przyblized. Zaktadamy najpierw przyrost naprezenia i okreSlamy odpo-
wiadajacy mu przyrost odksztalcenia. Je§li nie pokrywa si¢ z kierunkiem zadanej trajektorii
odksztafcenia, poszukujemy rozwiazania dla nowego przyrostu naprezenia az do uzyskania
zgodnoéci. W podobny sposéb przeprowadzimy catkowanie dla pozostatych modeli. Dla

rid
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modelu 1 wykorzystujemy reprezentacj¢ na plaszczyZnie naprezen przedstawiona na rys. 2,
za§ dla modelu 5 postugujemy si¢ plaszczyzna odksztalces. .

Rysunki 8a i 8b przedstawiaja przebieg zmiany naprezen ¢,, = ]/ §rxy it, = o, dlapro-
gramu B obliczony przy uzyciu szeregowego modelu 4 i réwnoleglego modelu 5. Przebieg

V3 Ty b
2

. [kp/mm?]

20 -

10

.

70 ) 0 20 40 60
ox [kp/mm?] Ox [kp/mm?]

[} 10 30 50

Rys. 8a Rys. 8b

zmian odksztalcen plastycznych &2, = ygy/\/i, s = e, dla programu A przedstawia rys. 9.
Widoczne sg znaczne réznice w zachowaniu poszezegélnych modeli, szczegblnie dia
wigkszych wartoéci naprezenia o,. NaleZy przypomnieé, Ze przy prostym rozciaganiy

W3y Plo%]
) ]
|
~—— Model 1~ —— Model 4 ll
8{— —-— Model 5 ——— Model 3 i
' I! 7
Il /
6 |G 77
/ 7
i = L// :
WX
/ V'/
4 ; /L//' o
/e
W4 =] 7
) . L7 i /// J
, ] ././ ////n
= Z Vi
""" — .’4—/’:'\/
a 20 ] 60 -
o [kp/mm?]

Rys. 9

Wsz_ystkie modele daja te¢ sama krzywa wzmocnienia. Rysunek 10 przedstawia krzywe
z rys. 9 przeniesione na ptaszczyzne odksztalcer.
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Rysunek 11 przedstawia narastanie odksztalcen ef,, wywolane cyklicznie zmiennym
naprezeniem rozciagajacym i Sciskajacym, natozonym na stale naprezenie f,, (program C).
Widzimy, ze odksztalcenia eZ,, po poczatkowym szybkim wzroscie, daza do pewnej wartoéci

INT gp %]
20
16
Maodel 5
42 Sl Model4
| _4~ Model 3
L=
: -
//,’:"
st /1
1A Mode
Z el 1
vA ||
q 8 12 6 , 20
& [%)

Rys. 10

asymptotycznej. Widoczne sa réwniez réznice w zachowaniu si¢ poszczegdlnych modeli:
oile modele 1i 5 przewidujg bardzo maty wzrost odksztatcen eZ,, dla modeli 2 i 4 wzrost ten
jest kilkakrotnie wigkszy. Tego typu do$wiadaczenie mogloby zatem stuzy¢ jako do$wiad-

czenie krytyczne przy ocenie przydatno$ci poszczegbélnych modeli. Nalezy zauwazyC,

13 yF[%)
6
|
Mode! 4
=T Mode! 3
4 Lot
Vs @
i
7
/
2
A A S N ot i Model 5
[T
l/; | ——— —tee — _.-_.J R Made[']
2 4 6 8 0 12 4 6
n{pdteykti)

Rys. 11

ze w rzeczywisto§ci obserwuje sig staly wzrost odksztalcen ef, wywolany cykliczng zmiana
ly; krzywa zaleznoéci e?, od iloSci cykldw przypomina klasyczna krzywa petzania metali

przy podwyzszonych temperaturach, por. np. [28].
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5. Whioski koicowe

W pierwszej cze$ci pracy przedstawiliémy strukturg matematyczna teorii plastycznosci
przy uzyciu wiekszej ilosci parametréw materialowych do opisania wlasnoéci plastycznych.
“Widzimy, Ze istotnym elementem jest wprowadzenie odpowiedniej iloéci zwiazkéw skalar-
nych, okreslajacych obszary wewngtrznej nieodwracalnosci. Komplikuje to podstawowy
uktad réwnafi przyrostowych, pozwala jednak na bardziej realistyczny opis wlasnosci
plastycznych metali. Dia uproszczenia analizy pomineliémy efekty cieplne oraz zjawisko
pelzania towarzyszace zazwyczaj natychmiastowym odksztalceniom plastycznym.

Uzyskane obliczeniowe wyniki poréwnawcze wskazuja, ze dla pewnych programéw
obcigzenia, np. obcigzenie cykliczne natozone na stale obciazanie, wystepuja istotne rdznice
pomiedzy wskazaniami poszczegdlnych modeli. Tego typu programy powinny byé zatem
uzyte w badaniach do$wiadczalnych.
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Peswome
O COCTABHPBIX MOOEJISX NJACTHUYECKOI'O YIIPOUHEHUA

IIpocTeie MOJENH H3OTPOIHUYECKOTO HIJIM KHHEMATHUECKOTO YIPOUHEHHST COBMECTHO C 3aiKOHOM
TJIACTAUYECKOTO TEUEHHsI He MOTYT UPABHILHO OMHCATH CIIOYKIbBIE SIBJIEHNS, TIPOHCXONALINE TIPH XIIaCTH-
YecKOM Je(OPMUPOBAHKH ST HENPOINOPIMOHANLHEIX IPOTPAMM HATPY>KEHHS, B YACTHOCTH TIPH LIMKIH-
YeCKUX HArpy3KaX, NONYCKAIOUIMX XIOCHENOBATENIBHO uepenyIoLNiecs IpOLECChl HATPYIKEHHS M pas-
rpysku. HeoBXoqumo II03TOMY BRECTH CHMCTEMY HONOJIHUTENBHLIX NApaMeTpos.

B npennoncennoil paGore o0CYyXOAeTCsI MATEMATMVECKASI CTPYKTYPA TEOPHMM IINMACTHYHOCTH C Napa-
METpaMH BHYTPEHHETO COCTOSAHUA. B paakax ofliei Teopuy pacCMOTPEHbI HEKOTOPhIE YAaCTHBIE MOJEITH.
Js1 TpexX pasUuHbIX NPOTPAMM HACPY)KEHUS IOJYUYEHLI CPABHHTENIHHBIC UMCIEHHBIE pPE3YJILTAThI.
Jlaercs wpaTkuit 0030p HEKOTOPBIX palee NPEIOYKEHHbIX TEOPHI,

Summary

ON COMPOSITE MODELS OF PLASTIC WORKHARDENING

Simple models of isotropic or kinematic workhardening when combined with flow rule are not capable
to describe complex phenomena occurring during plastic deformation for non-proportional loading pro-
grammes, especially for cyclical loads involving consecutive loading and unloading. A mathematical struc-
ture of the plasticity theory with internal state parameters is discussed and some particular models are con-
sidered within the framework of a general theory. Comparative results are obtained for three different
loading programmes. Some previous theories are also briefly reviewed in the paper.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
WOJSKOWA AKADEMIA TECHNICZNA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 pazdziernika 1971 r.
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TERMODYNAMICZNA, INFINITEZYMALNA TEORIA LEPKOPLASTYCZNOSCI

PIOTR PERZYNA (WARSZAWA)

1. Wstep

Zagadnienia lepkoplastyczno$ci wytonily si¢ gtéwnie z probleméw dynamicznych teorii
plastyczno$ci. Zaobserwowane réznice migdzy rezultatami teoretycznymi uzyskanymi za
pomoca metod teorii plastycznoéci a wynikami doswiadczalnymi zrodzily potrzebg
uwzglednienia efektéw reologicznych. Rezultaty badan eksperymentalnych wykazaty, ze
jednoczesne uwzglednienie wlasnosci plastycznych i reologicznych materiatu jest szczegdlnie
potrzebne przy opisie rozprzestrzeniania si¢ fal napreZenia oraz przy okre§laniu wytrzy-
matoéci konstrukcji poddanych obciazeniom dynamicznym.

Specyfika zagadnienia i skomplikowany charakter sprzg¢zenia efektéw reologicznych
i plastycznych wymagaja specjalnych metod opisu opartych na wnikliwej analizie fizyki
materialéw oraz wlasnych oryginalnych opiséw matematycznych.

Laczne traktowanie zjawisk reologicznych i zjawisk plastycznych stwarza jednak ogrom-
ne trudnoséci. Uwzglednienie lepkoéci materialu wprowadza zalezno$é standéw naprezenia
i odksztalcenia od czasu, natomiast wlasno$ci plastyczne materialu uzaleZniajg te stany
od drogi obcigzenia. Uwzgledniajac jednoczes$nie wladciwosci lepkie i plastyczne otrzymuje-
my wigc zalezno$¢ réwnan konstytutywnych od drogi i czasu.

Gléwnym celem obecnej pracy przegladowej jest dyskusja termodynamicznego opisu
materialéw sprezysto/lepkoplastycznych w oparciu o koncepcje parametréw wewnetrznych
przy zaloZeniu infinitezymalnych deformacji.

2. Opis deformacji i napre¢zenial)

2.1. Opis deformacji. Cialo 4 bedziemy traktowaé jako tréjwymiarowa réZniczkowalna roz-
maito$é, ktérej elementy X nazywaé bedziemy czasteczkami. Natomiast przez konfigu-

acj¢ x ciala & rozumieé bedziemy gladki homeomorfizm ciala & na obszar tréjwymiarowej
przestrzeni Euklidesa, tzn.

2.1) x=3X), X=yx'),

gdzie y~* oznacza odwzorowanie odwrotne do y. Punkt x = y(X) jest nazywany miejscem
zajmowanym przez czastke X.

 Por. C. Truesdell i W. Noll [40]."
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Ruchem ciala & nazywaé bedziemy jednoparametrowa rodzing konfiguracji y,, gdzie
rzeczywisty parametr ¢ bedziemy utozsamiaé z czasem. Mozemy wigc napisac

22 x = p(X) = 2(X, 1).

Punkt x = %(X, #) jest miejscem, w ktérym znajduje si¢ czastka X w chwili 1.

Chociaz ciala # nie nalezy utozsamiaé z jakakolwiek z jego konfiguracji przestrzennych,
to jednak obserwacji fizykalnych nie mozna na nim przeprowadzaé bez przypisania mu
jakiej§ wybranej konfiguracji. Z wielu wzgledéw dogodnic jest uwzgledniaé ten fakt
identyfikujac poszczegdlne czastki ciata przez podawanie ich potoZenia w jakiej$ konkret-
nej, ustalonej konfiguracji. Te ustalona konfiguracje bedziemy nazywaé konfiguracja od-
niesienia i oznaczaé przez #. Konfiguracja odniesienia £ moze by¢ jedng z pozycji zajmo-
wanych przez cialo w czasie jego ruchu. Miejsce czastki X w konfiguracji odniesienia £
okreslone bedzie przez

(2.3) - X = &(X).

Przypiszemy czastce pewien uklad wspblrzednych X%, ktéry bedziemy nazywaé ukladem
wspllrzednych materialnych. Wtedy rownanie (2.3) moze byé napisane nastgpujaco:

2.4) X =R Iub X*= B %X).

Réwnanie (2.4), definiuje uktad wspdirzednych; w ten sposéb czastka X i jej miejsce
X = #(X) w konfiguracji odniesienia maja te same wspdirzedne X Dzigki temu réwnanie
(2.2) opisujace ruch ciata # mozemy napisa¢ w postaci

@.5) x = 2(A(X), £) = 1 (X, ).

Réwnanie to opisuje rodzing konfiguracji ciata w stosunku do konfiguracji odniesienia.

Odnoénie do rozpatrywanego ruchu przyjmujemy nastepujgce aksjomaty:

1) aksjomat cigglo$ci wymagajacy, aby funkcja ruchu i funkcja odwrotna miata ciagle
pochodne dowolnego rzedu, tzn. funkcje 4* i ¥~ s3 dowolng liczbe razy rézniczkowalne;

2) aksjomat o nieprzenikalno$ci materii, ktéry wymaga, aby funkcja (2.5) byla funkcja
jednowartosciows.

Jezeli mamy okreélona funkeje ruchu (2.5), to dowolny obiekt geometryczny A zalezny
od czasu i charakteryzujacy pewne pole moze byé rozpatrywany jako funkcja A(X, 1)
czastki i czasu Jub jako funkcja A(x, t) miejsca i czasu, Zmienne X i f nazywamy zmiennymi
materialnymi, a zmienne x i ¢ zmiennymi przestrzennymi.

Predkos$cia x nazywamy predkoéé zmiany polozenia czastki w czasie ruchu i definiujemy
ja nastepujaco:

0
2.6 k:L— xt] .
( ) at X( ) X=const
Podobnie zdefiniujemy przyépieszenie jako
. 0%
(2.7) X = IZF X(X, t)] .
t X =const

Réwnanie (2.5), ktére okreSla rodzing konfiguracji ciata w stosunku do konfiguracji
odniesienia £, mozemy réwnieZ interpretowaé jako rodzine deformacji w stosunku do kon-
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figuracji odniesienia, przy czym stowo deformacja oznacza zaréwno zmiany ksztattu, jak
i orientacji ciala w przestrzeni.
‘Gradient deformacji zdefiniowany nastepujaco

2.8) Vy = 3y (X, £)/0X :

opisuje wszystkie lokalne wlasnoéci deformacji, dlatego nazywany jest podstawowa miarg
deformacii.
Wektor przemieszczenia u jest okre$lony réwnaniem

2.9) n=x—X=y(X,1H—X.
Obliczmy nastepnie gradient przemieszczenia
< (2.10) Vu=VX(X, )1,

gdzie 1 oznacza tensor fundamentalny. Réwnanie (2.10) pozwala na wyciagniecie wniosku,
7e gradient przemieszczenia Vu moze by¢ réwniez traktowany jako podstawowa miara
deformacji. _

Zdefiniujmy tensor odksztalcenia infinitezymalnego w spos6b nastepujacy

@1 E = 2 (VuVu"),

przy zatozeniu, ze gradient przemieszczenia Vu jest wielkoécig 1‘na}ac dla dowolnego czasu
t €[0, o), tzn. spetniony jest warunek
(2.12) o<1, jezeli &= sup |Vu(®).

1€(0,00]

Bedziemy nastepnie rozwazaé funkcje zalezne od czasu ¢ i okreslone przez Vu(t) oraz
majace wiasno$¢, ze dla kazdego ¢ € (0, c0) ich bezwzgledna warto$¢ jest mnigjsza niz
Cé", gdzie C jest dowolng staly. Kazda taka funkcje bedziemy oznaczali symb_olem okre-
8lajacym O(d"). Jezli mamy na przyklad dowolng funkcje @(#) okre$long przez gradient
przemieszczenia Vu(t), to bedziemy mowili, Ze funkcja ta jest rzedu O(8") i pisali

(2.13) ¢ =0,
jezeli
(2.14) lp@F=Co" dla  te[0, o0).

YLatwo zauwazymy, ze zdefiniowany za pomocy zwiazku (2.11) tensor odksztalcenia
infinitezymalnego jest wielkoScig rzedu O(9).

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé tylko takie procesy deformacji, ktére spetniaja
warunek (2.12).

2.2. Opis naprezenia. Dotychczas zajmowali$my si¢ tylko kinematyka ruchu ciat. Obecnie
musimy si¢ zastanowi¢ nad przyczynami ruchu. W tym celu zanalizujemy rézne rodzaje
sit dzialajagcych na rozpatrywane cialo 4.

Zatoézmy, ze mamy dane ciato £ i jego ruch. Ruch ciala jest spowodowany dziataniem
sit zewnetrznych. Sity zewnetrzne dziela si¢ na dwie grupy: na sity masowe i sity kontaktowe
nazywane czesto sitami powierzchniowymi.
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W rozwazaniach naszych bedziemy pomijaé dziatanie momentéw masowych i naprezen
momentowych.

Zdefiniujemy najpierw pojecie sity masowej. Niech w kazdej chwili ¢ okreslone bedzie
pole wektorowe b(x, t). Pole to nazywaé bedziemy gestoscia sity masowej na jednostke
masy. Wektor F,(#) okre$lony przez calke objgtosciowq

(2.15) Fy(?) = f bodv
Ld

wzieta po calej objetosci czesci 2 ciala & w konfiguracii y, nazywa si¢ wypadkowa zewnetrz-
nych sit masowych dziatajacych na czg§é & ciala 4.

Sily kontaktowe albo powierzchniowe zdefiniujemy nastgpujaco. Niech w kazdej
chwili ¢ na powierzchni 842 ograniczajacej pewna czg§é & ciata & zdefiniowane bedzie pole
wektorowe t(x, #). Nazywaé je bedziemy gestoécia sity kontaktowej albo powierzchniowej,
Pole to prosciej bedziemy nazywaé wektorem napreZenia dziatajacym na cze$é 2 ciala 4.
Wypadkowa sita kontaktowa F,(#) dzialajaca na 2 w chwili ¢ okre$lona jest przez catke
powierzchniowa

(2.16) F@) = [1t(x,P)da,

il

liczona po powierzchni 42 w konfiguracji y,.

Zatbézmy, ze istnieje funkcja wektorowa t(x, n), zdefiniowana dla wszystkich punktéw x
w ciele # i1 dla wszystkich wektoréw jednostkowych n, taka, Ze naprezenie dzialajace na
dowolna czgé¢ £ ciata @ okreéla funkcja

(2.17) Hx,?) =t(x. n),

gdzie n jest zewnetrznym, jednostkowym wektorem normalnym w punkcie x na powierz-
chni ograniczajacej 2. Wektor t(x, n) jest nazywany wektorem napre¢Zenia w punkcie x
dzialajacym na zorientowany element powierzchni o normalnej n. Wprowadzajac odpowied-
nie warunki ciggloéci udowodni¢ mozemy istnienie tensorowego pola naprezenia T, takiego
ze wektor naprezenia t(x, n) moze byé wyrazony za pomocy tensora T(x, t) nastepujaco:

(2.18) t(x,n) = T(x, )n.

Tensor T(x,t) jest nazywany tensorem napre¢zenia Cauchy’ego. Czesto wygodnie jest
postugiwac si¢ inng miarg napreZenia zdefiniowana wyrazeniem

(2.19) Ta = det(Vy) (V) T(Vy~H)T.

Tensor Ty nazywany jest drugim tensorem naprezenia Pioli-Kirchhoffa.

W przypadku spetnienia warunku (2.12) tzn. kiedy proces deformacji prowadzi do
nieskonczenie malych odksztalcen tensor naprezenia Cauchy’ego 7T'i drugi tensor naprezenia
Pioli-Kirchhoffa Ty sa nierozréznialne, tzn.

(2.20) T= Ta.
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3. Podstawowe zasady mechaniki i termodynamiki

3.1, Zasada zachowania pedu i momentu pedu®. W celu sformulowania podstawowych zasad
mechaniki wprowadzimy definicj¢ sily i momentu dziatajacych na ciato # o objetosci 2.
Wielkosci te sa nastgpujacymi wektorami:

G.1) F= [dF, M= [(pxdF+am),
P &

gdzie dF i dM sg odpowiednio elementarna sita i elementarnym momentem dziatajacym
na jednostkowy element objetosci ciata. Réwnanie (3.1), jest odniesione do poczatku
uktadu, w ktérym okreSlony jest promien wektora p. Symbol x oznacza iloczyn wektorowy
wektoréw p i dF.

Wielkoéci F i M sa znane a priori dla danego ciala i sa takie same dla wszystkich
obserwatorow.

Oznaczmy przez P ped, a przez H moment pedu wzgledem poczatku ukiadu ciata %.

Podstawowe prawa mechaniki klasycznej, nazywane prawami Eulera, moga byé wy-
razone wzorami

(3.2) F=P, M=H

stusznymi dla dowolnego ciata #. Te dwa réwnania opisuja odpowiednio zasadg¢ zachowa-
nia pedu i zasad¢ zachowania momentu pedu.

Wielkoéci F'i M przedstawiaja obciazenie ciata 8, podczas gdy wielkoéci P i Hw dowol-
nym ukladzie odniesienia sa reakcja ciala wywolana dzialaniem obcigZenia Fi M.

Prawa Bulera moga by¢ ogblnie wystowione w postaci nastgpujacego stwierdzenia:
w ukladzie inercjalnym reakcja dowolnego ciafa jest réwna dzialajacemu na nie obcigZeniu.

Korzystajac z analizy sit dzialajacych na ciato, przeprowadzonej w p. 2.2 moZemy
napisac

3.3) F= ft(x, n)da-- fbgdfu =%fﬁgdv:}",
~ b é é
34 M= fpxt(x, n)da-+ f(pxb)gdv :-gt— f(_pxiJ)gdv = H.
0P @ &

3.2. Podstawowe prawa Cauchy’ego. Wykorzystujac definicje tensora naprezenia (2.17), defi-
nicj¢ przyspieszenia ¥ (2.7) oraz postugujac sie przeksztalceniem Greena

35 [divTav = [ Tnda,
Ed Ed

dostajemy z (3.3) zaleznosé
(3.6) . divT —ox = —pb,

spetniong w kazdym punkcie rozpatrywanego ciala 4.

® Wyczerpujace omowienie zasad mechaniki mozna znalezé w monografii C. Truesdella i R. Toupina
{391; por. rowniez A.B. Green i W. Zerna [9],
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Réwnanie (3.6) jest pierwszym prawem ruchu Cauchy’ego i wyraza dostateczny i wy-
starczajacy warunek dla zachowania zasady pedu. W reprezentacji kontrawariantnej
rownanie (3.6) ma postac

(37) Tkm, m—Q}k = _Qbk

Postepujac podobnie z roéwnaniem (3.4) i uwzgledniajac réwnanie (3.6) dostajemy
nastepujacy rezultat:

(3.8) T = TT, Tklll — ka

spetniony w kazdym punkcie ciala 2.

Réwnanie (3.8) wyraza drugie prawo ruchu Cauchy’ego. Prawo to moze byé wypo-
wiedziane nastepujaco: koniecznym i wystarczajacym warunkiem spetnienia zasady zacho-
wania momentu pedu w ciele, dla ktérego spetniona jest zasada zachowania pedu, jest
symetryczno$¢ tensorowa naprezenia.

3.3. Niezmienniki tensora naprezenia. Drugie prawo ruchu Cauchy’ego wymaga, aby tensor na-
prezenia T byl symetryczny. To zapewnia istnienie trzech rzeczywistych liczb, nazywanych
naprezeniami gléwnymi oraz istnienie trzech rzeczywistych ortogonalnych kierunkdw
gtownych, ktore okreslaja glowne osie naprezenia.

Niezmienniki tensora naprezenia Ip, Iy, III} sa zdefiniowane jako wspétczynniki
nastepujacego wielomianu wzgledem A

(3.9) det(A14+T) = A3 |- Ip A - 113 A3 11Ty,
Jezeli przez ¢, oznaczamy naprezenia gtdwne, to mamy proste zwiazki:

(3.10) Ir = o0,403-0s, Ilp=0,0,}0,03-+030,, Illy = 010,03,

3.4. Pierwsza zasada termodynamiki. Rozwazmy ruch ciata # o objetosci 2 ograniczonej po-
wierzchnia 0%, Oznaczamy przez A energi¢ kinetyczng ciata podczas jego ruchu, a przez &
jego energi¢ wewnetrzng. Nastepnie przyjmiemy, ze do ciala & dostarczona jest energia
mechaniczna na skutek dziatania na ciato ukfadu sit oraz energia niemechaniczna za po-
$rednictwem przeplywu ciepla i promieniowania. Catkowita moc mechaniczna oznaczymy
przez ¥, a catkowita moc niemechaniczna przez Q.

Zasada zachowania energii dla ciata & moze byé wyrazona przez nastgpujace réwnanie:

(3.11) H+E=W+0.

Prawo (3.11) jest nazywane czesto pierwsza zasada termodynamiki, ktéra mozna
wypowiedzie¢ nastepujaco: zmiana calkowitej energii ciala # w czasie jest spowodowana
przyrostem pracy dostarczonej do ciata przez Zrdédla mechaniczné i niemechaniczne.

Dla ofrodka ciagtego moc mechaniczna bedzie réwna sumie predkos$ci zmiany pracy
sit powierzchniowych dziatajacych na powierzchni 99 ciata & oraz predkoéci zmiany pracy
sit masowych wewnatrz calej objetosci 2 ciala %. Mozemy napisaé

(3.12) # = [Tnidat [ b-sedo.
L J:d
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Natomiast moc niemechaniczna spowodowana jest przeplywem strumienia ciepla g

przez powierzchnig ciata % oraz predkoscia zmiany energii promieniowania r na jednostke
masy i moze by¢ wyrazona nastqujqco:

(3.13) 0= fqnda—l— frgdv = fdiquv+ frgdv.
07 @ # o

Energia wewngtrzna & ciala B moze by¢ wyrazona za pomocg wiasciwej energii wewnetrz-
nej £ odniesionej do jednostkowej masy w postaci calki

(3.14) & = fsgdv.
&
Obliczamy wreszcie energie kinetyczng 4 ciala %
i .
(3.15) A = 5 fngd'o,
&
gdzie przez X* rozumiemy iloczyn skalarowy X- .
Dla obszaréw, w ktorych T, x i ¢ sa funkcjami klasy C', tzn. sa cu}g{e wraz ze swymi

pierwszymi pochodnymi, podezas gdy ¥, i r sq funkcjami klasy C°, tzn. ciaglymi, po wy-
korzystaniu tozsamo$ci

(3.16) [Tn-xda = [[divT-5+tr(TE)do,
0P

@

gdzie E jest tensorem predkosci odksztalcenia, mozemy napisad

(3.17) 0% x+0é = divT-%+tr(TE)+ob-x +divg+or.

Nalezy zaznaczy¢, ze przy rézniczkowaniu materialnym wyrazen na energie wewnetrzng

(3.14) i energie kinetyczna (3.15) uwzgledniliémy zasade zachowania masy wyrazong
zwigzkiem

(3.18) »j—r(gdv) = 0, .
ktéry w przypadku odksztalcen infinitezymalnych ma postaé
(3.19) . m=e

Napiszemy réwnanie (3.17) w nastgpujgcej postaci:
(3.20) (0% —divT—gb) - % = tr(TE)—divg—gé +ro.
Uwzgledniajac w (3.20) pierwsze prawo ruchu Cauchy’ego dostaniemy
(3.21) tr(TE)—divg—eé = —rp.

Otrzymane réwnanie jest spelnione w. kazdym punkcie materialnym X ciala 4. Jest to
rézniczkowa posta¢ réwnania zachowania energii. _

3.5. Druga zasada termodypamiki®). Oznaczmy przez ¢ = 9(X, t) lokalna temperaturg, ktora
bedziemy przyjmowali jako zawsze dodatnia, & > 0, tzn. moze byé np. mierzona w skali
bezwzglgdnej. Wprowadzmy nastepnie funkcje 7 = n(X, ), ktéra bedziemy nazywaé
wladciwg entropig na jednostke masy.

3 Por. B.D, Coleman.i W. Noll [1].



288 P. PERZYNA

Uwazajac ¢/9 za wektorowy strumief entropii spowodowany przeptywem ciepta i /)
za skalarowg predko$¢ dostarczania entropii na skutek promieniowania, mozemy zdcfmlo-
wa¢ predko$é powstawania entropii w czesci & ciata # jako

g_ 9 | X .
(3.22) E=t fndm fﬁder f{)q nda,
P & 0P

gdzie dm jest elementem masy w & w konfiguracji y,.

Nalezy zwrécié uwage na znak ostatniej catki w réwnaniu (3.22). Jezeli wektor strumie-
nia przepltywu ciata ¢ jest skierowany do wewnatrz ciata, to ze wzgledu na to, Ze jednostko-
wy wektor normalny skierowany jest na zewnatrz powierzchni 2 elementu £, znak anali-
zowanej catki bedzie ujemny. W przypadku przeciwnym, kiedy odbieramy od ciala 4 ciepto,
znak tej catki bedzie dodatni.

Przy odpowiednich zatozeniach regularnoéci réwnanie (3.22) mozna zapisaé w postaci

(3.23) . g = [ tam,
o
gdzie
1
(3.24) £=n——+ le(q/ﬁ)—n ﬁ+ leq 924'Vﬂ

jest wiasciwa predkoscia powstawama entropii.

Druga zasade termodynamiki mozna $cifle matematycznie sprecyzowal w postam
nastepujacego postulatu:

Dla kazdego dopuszczalnego procesu termodynamicznego w ciele #Z nastgpujaca nie-
réwnosé musi byé spetniona w kazdej chwili czasu ¢ 1 dla wszystkich czeéci 2 ciala &
(3.25) ' E=0. '

Scista definicje dopuszczalnego procesu termodynamicznego podamy w nastepnym
rozdziale.

Nierédwnoé¢ (3.25) jest nazywana nieréwnos$cia Clausiusa~Duhema. Jak si¢ przekonamy
w nastgpnych punktach podstawowy postulat wyrazajacy druga zasadg termodynamiki
bedzie nakladal pewne ograniczenia na uklad réwnan konstytutywnych opisujacych
rozwazany material.

Aby nieréwno$¢ (3.25) byta spzilniona dla wszystkich cze$ci & ciala &, warunkiem
koniecznym i wystarczajacym bedzie
(3.26) £>0
w kazdej czastce X ciata 8.

Dla kazdego procesu termodynamicznego zasada zachowanla energii (3.21) pozwala
na napisanie (3.24) w postaci

. 1 . 1

&

9
Wprowadzimy obecnie jeszcze jedna nowa wielko$é, mianowicie wlaSciwg energig

swobodna . Funkej¢ (X, ¢) zdefiniujemy nastepujacym réwnaniem

(3.28) Y = e—nd.

Funkcja v jest czgsto nazywana swobodna energia Helmholtza na jednostke masy.
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Zrézniczkujemy materialnie réwnanie (3.19). Dostaniemy zalezno$é
(3.29) P = s—dn—dn.
Uwzgledniajac, ze & > 0 na podstawie (3.29) mozemy zwigzek (3.27) napisadé jako réwna-
nie

N DT
(3.30) 96 = — P+ — tr(TE)—pi—— 4. V5.

1
o
4. Termodynamijczna teoria materialu reologicznego z wewnetrznymi zmianami strukturalnymi

Bedziemy rozwazac cialo 9, ktére moze byé deformowane i przewodzié cieplo. Celem
naszym bedzie opis dysypacji w takim ciele. Chcac ja blizej scharakteryzowaé musimy zde-
cydowad sig, jaki materiat bedziemy przypisywaé cialu &. Praktyka bowiem wykazuje, Ze
dwa fizykalne ciata o identycznym ksztalcie i rozkladzie masy moga zachowywa¢ si¢ zupel-
nie inaczej pod wplywem takich samych obciagZzen. Roznica ta spowodowana jest tym, ze
ciala te sa z innych materiatéw. Material ciata jest zdefiniowany zalozeniem konstytutyw-
nym, ktére jest ograniczeniem natozonym na procesy termodynamiczne dla ciata @ i ktére
‘wyraza zasadg determinizmu. W punkcie tym chcemy opisaé szeroka klasg materialéw,
ktore nazywaliSmy materiatami reologicznymi z wewnetrznymi zmianami strukturalnymi.
Sa to materialy, ktére przed uplastycznieniem charakteryzujg si¢ wiasciwo$ciami reologicz-
nymi, a po osiagnigciu stanu plastycznego moga podlegaé odksztalceniom trwatym.
Odksztalcenia te, nazywane odksztatceniami plastycznymi, wywoluja w materiale wew-
netrzne zmiany strukturalne. Nalezy jednak podkreélié, ze charakter procesu deformacji
plastycznych bedzie w duzym stopniu zalezny od tego czy rozwazane obciaZenia, ktére
wywoluja plastyczne plynigcie, sa statyczne czy dynamiczne. ObciaZzenia dynamiczne
wywotuja zwykle proces odksztalcenni plastycznych zaleznych od predkosci deformacii.

Termodynamiczny opis materialéw reologicznych z wewngtrznymi zmianami struktu-
ralnymi oprzemy na koncepcji wprowadzenia parametréw wewngtrznych®.

Aby zdefiniowaé parametry wewngtrzne i oméwié ich role musimy podaé réZnicg
migdzy procesem termodynamicznym odwracalnym i procesem termodynamicznym nie-
odwracalnym. Makroskopowy proces termodynamiczny bedziemy nazywaé odwracalnym
jesli mozliwe jest przywrdcenie stanu poczatkowego ukiadu i otoczenia. Proces termody-
namiczny nie spetniajacy tych warunkéw nazwiemy nieodwracalnym.

Zmienne stuzace do petnego zdefiniowania ciata & podczas odwracalnego procesu
termodynamicznego nazywamy zmiennymi stanu. W procesie termodynamicznym nie-
odwracalnym aktualne warto$ci zmiennych stanu s3 niewystarczajace, aby opisaé stan
ciala 4. Tak wigc, w celu pelnego opisu stanu ciata & podczas nieodwracalnego procesu
termodynamicznego wymagane sa dodatkowe zmienne, kt6re mogtyby jednoznacznie

4 Opis dysypacji materiatu za pomoca parametréw wewngtrznych zostat szeroko oméwiony w pracach
B.D. Colemana i M. E. Gurtina [3] oraz przez K. C. Valanisa [41, 42]. Inny opis dysypacji materiatu wy-
korzystujacy zanikajaca pamieé materiatu podany zostat przez B. D. Colemana (2], B. D. Colemana i V. J.
Mizela [4], M. E. Gurtina i A. C. Pipkina [11] oraz J. Meixnera {20].

8 Mechanika Teoretyczna
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opisa¢ wewnetrzng dysypacje materiatu. Te dodatkowe zmienne nazywaé bgdziemy para-
metrami wewnetrznymi®,

W przypadku materialu reologicznego z wewngtrznymi zmianami strukturalnymi
sa dwie jako$ciowo rozne przyézyny wewnetrznej dysypacji materiatu. Przyczyng pierwsza
sa efekty lepkie materialu, a drugg wewngtrzne zmiany strukturalne zachodzace podczas
deformacji plastycznych. W celu jednoczesnego opisu obydwu przyczyn dysypacji wpro-
wadzimy dwie jakosciowo rozne grupy parametréw wewngtrznych.

Bedziemy rozwazaé tylko infinitezymalne odksztalcenia ciala 4 spelniajace warunek
(2.12). Dzigki temu opis deformacji ulegnie istotnemu uproszczeniu. Warunek (2.12)
pozwala rozdzieli¢ addytywnie calkowite odksztalcenie E na odksztalcenie sprezysto-
lepkie i odksztaicenie niesprezyste o charakterze trwatym (plastycznym) P, tzn.

(4.1) E=V+P.

Proces termodynamiczny dla ciala & jest opisany ukladem funkcji zaleznych od cza-
steczki X i czasu f, tzn.

4.2) ‘ {A*(x, 1), H(x,0, a(x1), o)}
Funkcja A* reprezentuje pare¢ odksztalcenie-temperatura
4.3) A* = {E, §}.

Czesto méwimy, Ze A* opisuje konfiguracje lokalng temperaturowo-deformacyjng cza-
steczki X. Funkcja II reprezentuje zmienne zalezne

“4.4) : I ={p,n,T, q},

gdzie y oznacza wiasciwg energie swobodna na jednostke masy, n wlasciwa entropie,

T tensor napreZenia i ¢ wektor strumienia ciepta odniesiony do jednostkowej powierzchni

w konfiguracji odniesienia %. Funkcje « i w reprezentuja dwie grupy parametréw wewngtrz-

nych®. Pierwsza grupa o jest wprowadzona w celu opisu efektéw reologicznych, a druga o

w celu opisu zmian strukturalnych zachodzacych podczas deformacji plastycznych,
Postulujemy, ze

(4.5) a—ad j=1,2,..,m,
gdzie o) dla j =1, 2, ..., m sa skalarami, natomiast
(4.6) o=1{x P, T, =12 .,n,

gdzie » reprezentuje skalarowy parametr wzmocnienia izotropowego, P oznacza zdefi-
niowany za pomoca zwiazku (4.1) infinitezymalny tensor odksztalcenia niespr¢Zystego
o charakterze trwalym (plastycznym) i I (i =1, 2, ..., n) sa symetrycznymi tensorami
drugiego rzedu opisujacymi rozktad dyslokacji.

W zdefiniowanym powyzej procesie termodynamicznym dla ciala % nie wystepuja
dwie funkcje, mianowicie funkcja sity masowej, &(X, t) i funkcja okre§lajaca predkosé
dostarczania ciepla na jednostke masy r (X, t). Poniewaz jednak kazdy proces termodyna-
miczny powinien by¢ zgodny z prawami mechaniki i termodynamiki, stad spelnienie

* Definicj¢ t¢ podat K. C. Valanis [42].
$) Koncepcja ta zostala przedstawiona w pracach {34, 35], por. réwniez {25, 32, 33, 15 i 16).
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pierwszego réwnania ruchu Cauchy’ego (3.6) determinuje gestoéé sity masowej b, a spet-
nienie pierwszego prawa termodynamiki (3.21) okreéla funkeje r.

Warto zauwazyé, ze para odksztalcenie-temperatura A* = {E, &} reprezentuje termo-
dynamiczne zmienne stanu. Ze wzgledu na zalezno$¢ (4.1) oraz na wprowadzenie drugiej
grupy parametréw wewngtrznych o w postaci (4.6) mozemy przyjaé w celu wygody jako
termodynamiczne zmienne stanu nowa parg
(4.7 A ={V,9},
gdzie ¥ oznacza infinitezymalne odksztalcenie sprezysto-lepkie zdefiniowane zaleznoscia
4.1).

WprowadZmy pojgcie czasteczki uogdlnionej p, ktéra jest zdefiniowana nastgpujaco
(por. WANG [43]):

1. Jest opisana za pomoca funkcji
(4.8) gt) = {4, V¥; o, w};

2. Wyposazona jest w uklad funkcji konstytutywnych L = {¥, N, T, 0}, 4 = {4},
i=12...,m Q= {(KG,ZD}, i=1,2,..,n definiujacych material w czasteczce X
za pomocg réwnan

@) = L(g (),
(4.9) a(r) = A(g (1),
' w(t) = (g (M),

gdzie ¥ oznacza funkcj¢ konstytutywna energii swobodnej, N entropii, T napre¢Zenia,
Q strumienia ciepla, funkcje 4% okres$laja predko$¢ zmiany parametréw ol dla j=1, 2,...
..., m, K okreSla predko$¢ zmiany parametru wzmocnienia izotropowego, G predkosé
zmiany tensora odksztalcenia niesprezystego 1 Z() predkoéé zmiany tensoréw opisujacych
rozktad dyslokacji i=1, 2, ..., n).
Proces termodynamiczny {A4,II,«, w} spelniajacy réwnania konstytutywne (4.9)
w kazdej czasteczce uogblnionej p ciala & bedziemy nazywaé dopuszczalnym procesem
termodynamicznym. 4
Dopuszczalny proces termodynamiczny {4, IT, «, w} powinien by¢ zgodny z drugim
prawem termodynamiki. Musimy zazgdaé, aby proces ten spelniat postulat termodyna-
" miczny (3.25). Jest to réwnowazne spelnieniu nastepujacej nieréwnosci [por. z (3.26)

i (3.30)]:
. 1 . 1
(4.10) —p—nd+ —tr(TE) — —¢q-V# > 0
vt (TE) P =

w kazdej czasteczce uogélnionej p w ciele 2.

W celu zbadania ograniczef jakie nakiada postulat termodynamiczny zaldzmy, Ze
bedziemy rozwazaé tylko taki material i takie procesy, dla ktérych funkcja konstytutywna
energii swobodnej ¥ jest rézniczkowalna wzgledem g(z).

Obliczmy

@11) Q) = tr 3y PP) +- 0y Wi +03 W VB +
+ Z Ou WAl -0, W 5 +tr (0, WP) + Ztr[ap(i)y’ﬁm]-
=1 =1

8*
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Podstawiajac rezultat (4.11) do nieréwnosci (4.10) otrzymujemy

(12) LT )1 O +1) D—bes T D oy Vi
Jj=1
—0,Wr—tr (3P‘J‘/—lT)P— %tr[é) (,')g/j—'(')] ——._1._ V9~ 0
X ' Q =~ r Qﬂq =

Wybierajac dowolnie wielkoSci v, $i V& mozna wykaiaé, ze zawsze potrafimy okresli¢
dopuszczalny proces termodynamiczny w ciele 4.
Spelnienie nieréwnosci termodynamicznej (4.10) daje nastgpujace rezultaty:

aVSW = 07
T(1) = 09y ¥ (g*(1)),
N(t) = —dP(g*1),

(4.13) Z&a(j)llyolm—l—a,,?’;}—f—tr [<3PW—%T) P]—|—
=

n . ]
+ Y oo PO TR
i=1 -
gdzie
(4.14) : g¥(t) = {4; o, w}.

Zdefiniujmy funkcje opisujaca dysypacje wewngtrzna materialu w sposob nastepujacy:

_ _ N y (J)]
@15  o=o0,+0,= —5{[% OuhH P AD [+

+ [ax WK 4ir (a,, v % T) G+ 2 tr (3,0 ‘}’Z(‘))]}.
Po podstawieniu (4.15) do nier6wnosci og6lnej dysypacji (4.13), otrzymamy
1

W przypadku jednorodnego rozkiadu temperatury w catym ciele # mamy Vé=0
i wtedy nieréwnos¢ ogdlnej dysypacji przybiera postaé nierdwnoSci dysypacji wewngtrznej

4.17) c=0.
Zatdzmy nastepnie, ze wewnetrzne zmiany strukturalne zachodza tylko podczas de-

formacji plastycznych, tzn. wtedy kiedy P#0. Warunek ten bedzie spetniony dla naszego
opisu jezell przyjmiemy?

(4.18) CK=u[J(g®)P], ZO =SsD(g®)IP].

7 Ogdlniejszy opis parametrow wewngtrznych I') wprowadzili J, Kratochvil i O. W. Dillon [16].
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Zalozenie to implikuje, ze dysypacja wewnetrzna jest okreslona zaleznoécia

419 o= —%{[2 8a(1>‘.f’A<’)] +tr [(a,‘lJJJ+aP¥/_ay5r/+ Z:ap(i)g/s(i)) G]}

5. Material sprezysto/lepkoplastyczny

Zajmiemy sie obecnie opisem materiatu, ktéry przed uplastycznieniem posiada wia$ci-
wosci reologiczne, a po uplastycznieniu sprezysto/lepkoplastyczne (por. [34 i 35]). Wyko-
rzystamy w tym celu poprzednie rezultaty otrzymane dla materiatu reologicznego z we-
wnetrznymi zmianami strukturalnymi.

Z wzoru na dysypacje wewnetrzng widzimy, Ze funkcja G, ktéra opisuje predkosé
zmiany tensora deformacji niesprezystej odgrywa decydujaca role w teorii materiatu
z wewnetrznymi zmianami strukturalnymi.

. Rezultaty badan eksperymentalnych w zakresie dynamicznych wlaSciwosci materia-
16w wskazuja, ze podstawows przyczyng réznego zachowania si¢ materialu podczas dyna-
micznego i statycznego obcigzenia jest wrazliwo$é materiatu na predko$é deformaciji i zmia-
ny temperatury. Efekty predkosci odksztalcenia i zmian temperatury moga byé uwzglednio-
ne w ramach lepkoplastyczno$ci. Ogélnie przyjmuje si¢ w lepkoplastycznosci, ze predkosé
odksztaltcenia nieprezystego P jest funkcja nadwyzki napr¢Zenia nad stan quasi-statycz-
nego uplastycznienia. To zaloZenie jest umotywowane fizykalna teoria ruchu dyslokacji
dla materialéw krystalicznych bazujaca na procesach termicznych aktywaciji.

Materiat reologiczny z wewngtrznymi zmianami strukturalnymi przed uplastycznie-
niem ma wiasciwoéei lepkie, stad poczatkowy warunek quasi-statycznego uplastycznienia
powinien zaleze¢ od efektéw pamigci. Efekty te sa opisane przez parametry wewnetrzne
a¥), Tak wiec, quasi-statyczny warunek uplastycznienia moze byé zdefiniowany naste-
pujaco

(5.D F(A@); a(), w(t)

).__f(T,'l?;(X(”,P, F(t)) —1
- %

3

gdzie parametr wzmocnienia izotropowego » zdefiniowany jest réwnaniami (4.9); 1 (4.18),,
a tensory rozkladu dyslokacji réwnaniami (4.9); 1 (4.18),.

Postulujemy, Zze nastepujace rownanie rézniczkowe determinuje wewngtrzny parametr P
dla materiatu sprezysto/lepkoplastycznego:

(5.2) P(t) = y @) (DF)HM(T, 9, V80, w),
gdzie y(9) jest zaleznym od temperatury wspéiczynnikiem lepkoéci materiatu, Bezwymia-
rowa funkcja (@%) moze byé tak dobrana aby reprezentowala rezuitaty badan dotyczace
dynamicznego zachowania si¢ materialu. Odpowiedni wybdr funkcji @(F) pozwoli opisaé
wplyw predkoséci odksztalcenia i temperatury na granicg plastycznoéci materiatu, Symbol
{D(F)> jest zdefiniowany nastgpujaco:

dla £ <0,

0
(-3 (@EF) = {@(5’) dla & >0.

Przez M oznaczyliémy symetryczny tensor drugiego rzedu.
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Zatozenie konstytutywne (5.2) dla # > 0 prowadzi do nastepujacego dynamicznego
kryterium plastycznoéci

(5.4) 'ﬂﬁﬂuWhRIW):x%+¢“F%%%fGMﬁY”1}

Zwiazek (5.4) moze byé interpretowany jako opis aktualnej zmiany powierzchni plyniecia
w czasie procesu termodynamicznego. Zmiana ta jest wywolana efektami wzmocnienia,
wplywem predkosci odksztalcenia i temperatury na granice plastyczno$ci materiatu oraz
efektami lepkosci. Warto podkreslié, ze zwiazek (5.4) stanowi baze 'dla badan ekspery-
mentalnych.

Uwzgledniajac zaloZenia (4.9), (4.18) oraz (5.2) dostajemy nastepujace réwnania
rézniczkowe opisujace parametry wewngtrzne » i 1’9, i = 1,2, ..., n:

(1) = y (N <DPF) r[I(g () M (g(1))],

-3 10(t) = y () D)y SO(e (0) [M (2())].

Wykorzystujac poprzednie rezultaty dla materiatéw reologicznych z wewnetrznymi
zmianami strukturalnymi i wprowadzone zaloZenia konstytutywne mozemy napisaé pelny
uklad réwnan konstytutywnych dla materiatu sprezysto/lepkoplastycznego w postaci:

7)) =¥(g*®),
T(t) = 03y ¥ (g*(¥)),
n(t) = —d, ¥ (g*(1)),
q() = 0(g®),
a(t) = AD(g(1)),
%(1) =y N LDFD [T ()M (e (1)),

P =y (DF)M(z(),
1Oty =y () <BF)y SO (g (1) [M (g ()]

(5.6)

Z uktadu réwnan konstytutywnych (5.6) widzimy, Zze material sprezysto/lepkopla-
styczny jest opisany w procesie termodynamicznym nastepujgcymi funkcjami konstytu-
tywnymi: ¥, 0, AV, O(F), M,J, SO oraz wspbiczynnikiem vy ().

Wszystkie réwnania konstytutywne (5.6)s_s opisujace wewnetrzne parametry. ot’),
#, P, I'® zalezg od zmiany skali czasu. Réwnania rézniczkowe dla parametréw wewngtrz-
nych a? opisuja efekty lepkie, a réwnania rézniczkowe dla parametréw wewnetrznych x,
P, I'™ opisujg efekty lepkoplastyczne. Réwnania te jednoczeénie pokazuja, Ze obecna
teoria materiatu sprezysto/lepkoplastycznego uwzglednia historie odksztalcenia ¥V, tem-
peratury ¥ i gradientu temperatury V4. Jest to spowodowane faktem, ze w celu scalko-
wania réwnan (5.6)s_s 1 okreSlenia aktualnych warto$ci parametréw wewngtrznych
a(2), %(2), P(1), ['"(t) w czasteczce X w ciele B musimy zna¢ wartoci poczatkowe o,
%o, Po, I'$) oraz catkowite historie ¥, 9 i V.
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Dysypacja wewngtrzna materialu sprezysto/lepkoplastycznego jest okre§lona w spo-
séb nastepujacy

BT o= —%{[fj fau)?’A(“] +y (N {D(F)>tr [(a,‘lFJJraps_U—
j=1

W ;
—o v+ 0.0 wse)u).
i=1

Nierowno$¢ dysypacji ogolnej

. 1
(5.9) cr——Q;(}—zQ-Vﬁ =0 e
zapewnia speinienie postulatu termodynamicznego dla materiatu sprezysto/lepkoplasty-
cznego.

Zwiazek dla napreZenia (5.6), mozna napisaé w postaci
(5.9 T=9pV,d a, w).
Zalozmy, ze zalezno$¢ funkcyjna (5.9) jest odwracalna wzgledem odksztalcenia sprezysto-
lepkiego, tzn.
(5.10) V= o¥T, % «, w).

Jesli tensor ¥ ma reprezentowaé odksztatcenie sprezysto-lepkie tak, aby zachodzit zwigzek
(4.1), to funkcja ¢* w (5.10) musi by¢ niezalezna od w. Bedzie to spelnione, jezeli funkcja
konstytutywna energii swobodnej ma postaé

(5.11) Y(g*®) = ViV, 9, o)+ Wa(w).
Wtedy
(5.12) T = 00V (V, ¥, 0).

Jezeli zalezno$é (5.12) jest odwracalna wzgledem ¥V to mamy
(5.13) ' V = ¢T,%,0),
skad
(5.14) V = 9y T 405 8 49, .

Wykorzystujac zaleznoéci (4.1), (5.6); i (5.14) dostajemy
(5.15) E=V+P = rgT+0D+2pAd+y () (D(F)>M(s®).

6. Oméwienie podstaw fizykalnych

Deformacje plastyczne w metalach powstajg gtéwnie na skutek ruchu defektéw w krysz-
tatach nazywanych dyslokacjami. Rozklad dyslokacji w ciele jest charakterystyczny dla
wewnetrznego mechanicznego stanu ciala, ktére poddane bylo plastycznym deformacjom.
Przy konstruowaniu teorii makroskopowej bazujacej na rezultatach fizykalnych badan
mikroskopowych powinni§my rozwazy¢ mozliwo$¢ opisu stanu wewnetrznego ciala przez
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podanie pewnych $rednich wielkosci, ktore charakteryzuja rozklad dyslokacji w sposéb
makroskopowy. Wybor tych charakterystycznych wielko$ci jest niezmiernie istotny dla
kazdej teorii fenomenologicznej. W naszych rozwaZzaniach rolg takich wielko$ci spetnia-
ja parametry wewngtrzne, mianowicie parametr wzmocnienia izotropowego x, tensor
odksztatcenia niesprezystego P oraz tensor rozkiadu dyslokacji ') (i=1,2, ..., n).

Najpierw podamy fizykalne motywacje wyboru tensora odksztalcenia niesprezystego P
i parametru wzmocnienia izotropowego x jako parametréw wewngtrznych.

Zauwazmy, ze aby wywolaé plastyczne plynigcie materialu potrzebna jest skonczona,
okreSlona warto$¢ naprezenia. NapreZenie to jest potrzebne do pokonania przeszkéd
hamujgcych ruch dyslokacji przez krysztal. Wygodnie jest podzieli¢ te przeszkody na dwie
grupy w zaleznosci od odleglo$ci oddzialywania ich pdl napre¢Zenia z polami naprezenia
przesuwajacych si¢ dyslokacji: na pole naprezenia dlugiego zasiggu i na pole krétkiego
zasiegu. Termiczne aktywacje nie odgrywaja zadnej roli przy pokonaniu przeszkdd cha-
rakteryzujacych si¢ polem dlugiego zasiggu, dlatego przeszkody te sa nazywane czesto
atermicznymi. Termiczne fluktuacje moga pomagaé przylozonym napreZeniom w poko-
naniu przeszkod charakteryzujacych si¢ polem krétkiego zasiggu. Te przeszkody sa nazy
wane przeszkodami termicznymi i one wla$nie sa odpowiedzialne za efekty dynamiczne
deformacji plastycznych.

Popularnymi mechanizmami termicznych przeszkéd w czystych metalach sa: napre-
Zenie Peierlsa-Nabarro, las dyslokacji, ruch progéw w dyslokacjach §rubowych, poslizg
poprzeczny dyslokacji §rubowych i wspinanie sie dyslokacji krawedziowych.

Mechanizm przezwycigZzenia lasu dyslokacji, ktéry moze mieé miejsce w krysztatach
metali o budowie f.c.c., c.p.h. i b.c.c. w r62znych zakresach temperatur zostal opracowany
teoretycznie przez SEEGERA [37] (por. réwniez prace przegladowe [5, 8]).

Jezeli deformacja jest kontrolowana przez pojedynczy proces termicznej aktywacji,
wtedy mamy

(6.1) P = vexp[—U/k9],

gdzie U jest energia, ktéra powinna by¢ dostarczona przez termiczng fluktuacje dla kazdej
zachodzgcej aktywacji, kK oznacza stala Boltzmanna i v wspélczynnik czesto$ci.

Aby byé w zgodzie z danymi eksperymentalnymi, energia aktywacji U jest najczebciej
przyjmowana jako nieliniowa funkcja nadwyzki naprezenia nad stan uplastycznienia, tzn.
(6.2) U= ¢la(T-Y)],
gdzie a jest stalq strukturalng i ¥ oznacza atermiczne naprezenie lub granice plastycznoscei

materiatu.
Tak wigc predko$é odksztalcenia niesprezystego jest okre§lona nastepujaco

.

(6.3) © P =vexp{—ogla(T—-Y)]/k9}.
To implikuje zalezno$¢ dla naprezenia:

—1 .
(6.4) T=Y 1+f7<p—1[k01n(v/1o)]}.

Poréwnanie teoretycznego dynamicznego kryterium uplastycznienia (5.4) ze zwiazkiem
fizykalnym (6.4) pokazuje, Ze fenomenologiczne kryterium uplastycznienia moze by¢
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traktowane jako uogdlnienie dla polikrysztaléw i dla ogblnego stanu naprezenia fizykalnie
uzasadnionego zwigzku (6.4). Przy tym uogdlnieniu zalozono, ze wplyw predkosci od-
ksztalcenia 1 temperatury na granicg plastycznoéci moze byé opisany przez nieliniowa
funkcje @(F).

Z powyzszych rozwazan wynika réwniez prosta interpretacja wewnetrznego parametru
x. Moze on by¢é uwazany za proste uogdlnienie naprezenia atermicznego Y.

We wezesniejszych pracach [31] i [32] wykazano na podstawie wynikéw eksperymen-
talnych, ze nieliniowa zalezno§¢ (6.4) moze dobrze opisywaé dane doéwiadczalne w catym
zakresie zmian predkoéci odksztalcenia. Udowodniono réwniez, ze wprdwadzenie nieli-
niowej funkcji @(F) do zatoZen konstytutywnychi jej wybérna podstawie danych do§wiad-
czalnych moga by¢ uwazane za dobrze uzasadnione hipotezy.

Tensory rozkladu I'() sa interpretowane przez KRONERA [17)] jako nadwyzka gestosci
dyslokacji [}, nadwyzka gestoéei petli dyslokacji I'®), nadwyzka gestoéci pary petli
dyslokacji I'®, itd. Oczywicie, rozumowanie to moze by¢ kontynuowane dalej w ten sam
spos6b i wtedy otrzymamy nieskonczony i petny uklad parametréw wewnetrznych, ktéry
opisywatby kompletnie rozklad dyslokacji. Jednak nie wydaje si¢ celowe wprowadzanie
wszystkich szczegbléw ze skali mikroskopowej do opisu makroskopowego materialéw
sprezysto/lepkoplastycznych. MozZna powiedzied, ze nie wszystkie szczegdly mechanizmu
mikroskopowego sg wazne do opisu zjawisk makroskopowych. W praktyce wygodniej
jest postuzyé sig tylko pewnymi usrednionymi wielko$ciami reprezentatywnymi dla opisu
makroskopowego. Dlatego wystarczy zatozy¢ skoniczony zbiér parametréw wewnetrznych
I i=1,2,..,n

Pierwsza grupa parametrdw wewngtrznych atf) jest interpretowana jako parametry
niezalezne od predkosci odksztalcenia P. Parametry o’ sa wprowadzone w celu opisania
tarcia wewngtrznego. Wiadomo, Ze tarcie wewnetrzne w materiale moze by¢ wyjasnione
w oparciu o réZzne mechanizmy. Jednak w liniowej aproksymacji kazdy z tych mechanizméw
prowadzi do znanych réwnan lepkosprezystosci Boltzmanna. Aby opisaé ten przypadek
liniowy nalezy zlinearyzowaé réwnania rézniczkowe opisujace parametry o’ (por. VALA-
NIS [14] i [42]).

7. Material sprezysto/lepkoplastyczny

Przez material sprezysto/lepkoplastyczny rozumiemy taki material, ktory przed upla-
stycznieniem zachowuje si¢ jak materiat sprezysty, a po uplastycznieniu uzyskuje mozliwos¢
deformacji lepkoplastycznych®,

Aby otrzymaé opis materialu sprezysto/lepkoplastycznego wystarczy zatozy¢ w po-
przednim opisie

(7.1) &(r) =0
w calym rozwaZanym procesie termodynamicznym dla ciala 4.
8 Koncepcja takiego materiatu zostala zaproponowana przez K. Hohenemsera i W. Pragera {12],

rozwinigta dalej dla zagadnien jednoosiowych przez W. W. Sokolowskiego [38] i L. E. Malverna [19] oraz
dla zagadnien tréjwymiarowych w pracach [23—35, 44].



298 P. PERZYNA

Funkcja opisujaca czasteczke uogdlniona p ma obecnie postaé
(1.2) g(t) = {4, V9; w}.

Poniewaz material sprezysto/lepkoplastyczny nie posiada wiasciwosci lepkich przed
uplastycznieniem, to statyczny warunek uplastycznienia moze byé napisany nastgpujaco:

S, 92, 1)

»

73 F(A®; e () =

Biorac pod uwage poprzednio uzyskane rezultaty i uwzgledniajac obecne zalozenia
mozemy napisa¢ petny uktad réwnan konstytutywnych opisujacych wiasciwoéci materiaty
sprezysto/lepkoplastycznego:

Y(t) = V,(V, )+ ¥.(w),
T(t) = Qay WI(V, 'L?),
n(t) = =V, D),
(7.4) q() = Q(g®),
%(t) =y (@) (@ (F)tr[M(g(H)I (g ()],
B =y@) (P(F)HM(g()),
IOy = y(9) DF) SO (e) [M ()]

Dysypacja wewngtrzna materiatu sprezysto/lepkoplastycznego jest okre§lona w sposéb

nastepujacy:

(15 0=0,= _L::)GD(?» tr{[@,}[’,]—l—@P‘I’z—ﬁylpl :Z@F(t)Y’ZSU)]Ml.
i~1"

Nier6wnosé dysypacji og6lnej

1

(1.6) Op— P

Q-V9>0

zapewnia spetnienie postulatu termodynamicznego dla materiatu sprezysto/lepkoplastycz-
nego.
Odwracajgc zalezno$¢ dla napr¢zenia (7.4), wzgledem tensora V dostajemy

(1.7 V=T, 9,
skad
(1.8) V = 0ppT+ 0598,

Z zalezno$ci (7.7) i (7.8) widag, Ze tensor ¥ ma obecnie charakter odksztalcenia termo-
sprezystego.
Dla catkowitej predkoéci tensora odksztalcenie E mamy zalezno$é

(1.9 E = 79T+ 33984y (9) (D(F)> M (g(1)).
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8. Materiat sprezysto-plastyczny

W celu otrzymania opisu materiatu sprezysto-plastycznego jako szczegdlny przypadek
materiatu sprezysto/lepkoplastycznego nalezy zatozyé

(8.1) &(t) =0

w calym procesie termodynamicznym dla ciala 2 oraz dodatkowo, Ze parametry wewnetrzne
reprezentowane przez w s opisane réwnaniami niezaleznymi od skali czasu.

Termodynamiczne kryterium uplastycznienia (5.4) wskazuje, ze material sprezysto-
-lepkoplastyczny traci swoje wlasciwosci wrazliwoéci na predko$é odksztalcenia tylko
wtedy, kiedy wspoélczynnik lepkoéci y(#) — co. W tym przypadku &# = 0, tzn.

(8.2) f(T, 8, P, D) = u,

Z, definicji symbolu (D(F)) widzimy, ze réwnanie rézniczkowe okreslajace parametr
wewnetrzny P mozZe by¢é napisane w postaci

(8.3) P(t) = LM (T, 9, V9; w),

gdzie parametr { = y(H){(DP(F)) moze byé okreslony z warunku, Ze punkt reprezentujacy
w przestrzeni napreZenie-temperatura aktualny stan temperatury i naprezenia lezy na
powierzchni plyniecia (8.2).

Z warunku plastycznoém (8.2) 1 z ogblnego zalozenia, ze predkos$é parametréow wewnetrz-
nych % i I znikajq, gdy P = 0 mozemy wydedukowaé nastepujace kryterium obcigZzenia

(8.4) f=x i trpfT)+85f9 > 0.
Podobnie, kryteria
®.5) f=n i t(dpfT)+dfH <0

definiuja odpowiednio odcigZanie i stan neutralny.
Aby spelnié poprzednio wypowiedziane zadanie odno$nie punktu okreélajacego aktu-
alny stan naprezenia i temperature wystarczy zado$éuczynié réwnaniu f = %, tzn.

n

(8.6) tr (IS T) + 0o fO+Lte (Dpf MY +L ) tr (8, fSOIM]) = Ltr (M),
i=1

gdzie obecnie

8.7 (1) = Ltr(JM),
(8.8) IO ) = £SDIM].

Ze zwiazku (8.6) dostajemy
(8.9) ¢ = Altr (3r 1 T) +85/81,

gdzie przyjeto oznaczenie

@10 - a={uw|(/-onr— Z’ bSO M| > 0.
=1
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Uwzgledniajac ostatnie rezultaty oraz kryteria obcigzania (8.4) i (8.5) mozemy napisaé
réwnanie rézniczkowe okreslajace parametr wewngtrzny P w postaci

(8.11) P(t) = AJtr (Onf T) =+ 05 191> M (T, 9, V¥; w),
gdzie symbol ([ ]> jest zdefiniowany nast¢pujaco:

[[ 1, jezeli f=»oraz|[]>0,
®.12) b= 1 0, jereli f=2oraz[]1<<0 lub f< x.

Pelny uktad réwnan konstytutywnych opisujacy zachowanie si¢ materialu sprezysto-
-plastycznego w czasie procesu termodynamicznego w czasteczce X w ciele # ma postaé®
v(O) =¥V, N +¥,(w),
T@) = ooy ViV, D),
n@) = =0, ¥V, 9),
(8.13) g =QW, %, V¥ w),
Pty = A[trdrf T)+ 05181y M(T, 9, V8; ),
%(t) = A{[ Dir(JM),
IO@) = A< 1> SOM].
Nalezy zwrécié uwage na fakt, e wszystkie réwnania opisujace parametry wewnetrzne
sa obecnie niezmiennicze ze wzglgdu na zmiang skali czasu.

Aby zapewni¢ spelnienie postulatu termodynamicznégo, nalezy obecnie zaZzadaé spei-
nienia nastgpujacej nieréwnoéci

1
(8.14) cru,—WQ-W?}O,
gdzie
. }' “ .
(8.15) Go = — 5 < Dtr{[0Pat8pWa—0, Wi+ D) 0,0, 5V )
1=1

okreéla dysypacje wewnetrzng materialu sprezysto-plastycznego.

9. Materialy stateczne

W poprzednich punktach przedstawiona zostala ogblna teoria materiatéw sprezysto-
-lepkoplastycznych. Teoria ta byta rozwinigta w oparciu o rozwazania termodynamiczne
w ramach zaloZen dla materiatléw z wewngtrznymi parametrami stanu. Od réwnan kon-
stytutywnych wymagaliémy, aby byly zgodne z prawami termodynamiki. Obecnie rozwa-
zymy wezsza klase materiatdw, tzn. materialy stateczne. Pojecie niesprezystego materiatu
statecznego zostalo wprowadzone przez DRUCKERA [7]. Wykorzystujac pewne spostrze-

9 Por. z wynikami pracy A.E. Greena i P. M. Naghdiego [10]. Dyskusje opisu termodynamicznego
materiatéw sprezysto-plastycznych mozna znalezé réwniez w pracach [6, 13, 14, 15, 32—34 i 36].
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zenia z teoril plastycznosci celowo wprowadzit on postulat ograniczajacy rozwazana klase
materiatéw do materiatdw statecznych. Okazuje si¢, Ze wprowadzajac postulat o materiale
statecznym mozna otrzymacé podstawowe warunki, ktorych spelnienie pozwala na wypro-
wadzenie réwnan konstytutywnych istotnych dla zastosowan praktycznych.

Postulat DRUCKERA o materiale statecznym mozna wypowiedzieé nastepujaco: w da-
nym procesie izotermicznym ciata & praca wykonana przez przyrost sit zewngtrznych na
odpowiednich przyrostach sktadowych wektora przemieszczenia musi byé nieujemna.

Postulat ten prowadzi do nastgpujacego warunku

ti

©.1) ' f -:;-tr (ATAE)dt =0,
o
gdzie przyrosty
(9.2) AT =T —TW,  AE = &) —E®

sa okreSlone przez réZnice tensoréw naprezenia i réznice predkosci odksztatcenia liczonych
dla dwéch réznych drég obciazenia zaczynajacych sig od siebie rézni¢ w chwili ¢ ; przez ¢,
oznaczono czas koncowy.

Aby podaé szczegélowe interpretacje ograniczen wynikajacych z postulatu Druc-
KERA, zanalizujemy blizej jego posta¢ matematyczna dla przypadku nieskonczenie matych
odksztalcen.

Rozwazmy w tym celu cialo £ o objgtosci £ ograniczone regularna powierzchnia 02,
poddane dziataniu sit powierzchniowych ¢ i sit masowych b, ktére sa funkcjami czasu.
Okre$lone przez te warunki brzegowe stany przemieszczenia u, odksztalcenia £ i napre-
zenia T, sa réwniez funkcjami czasu. Zaldzmy, Zze warunki brzegowe ulegaja pewnym wa-
riacjom i sg okre§lone sitami powierzchniowymi ¢4t i sitami masowymi b+4b, ktérym
odpowiadaja: stan przemieszczenia u-4Au, stan odksztalcenia E4+AE i stan napreZzenia
T-+AT. Definicje materiatu statecznego mozna przedstawié w nastgpujacej postaci:

9.3) fk{f(At-Aiz)da—i— [e(b-siyaoldt > o,
P

to=0 o
jezeli t = 0 oznacza chwile przytoZenia przyrostdéw sit zewnetrznych.

Wykorzystujac zasade prac przygotowanych mozna sily powierzchniowe, sity obje-
tosciowe i predkosci przemieszczenia zastapié napreZzeniami i predkodciami odksztatcenia.
Zasada prac przygotowanych stwierdza, Zze dla dowolnych ciaglych predkoécei i zachodzi
réwnosé

(94) [-iyda+ [o@-iydo = [tr(TE)ydw,
0P P P

gdzie ¢, b, T reprezentuja uklad wielko$ci statycznych bedacych w réwnowadze, a #, E sg
zgodnym uktadem kinematycznym.

Zaktadajac, ze rozpatrujemy tylko jednorodne stany naprezenia i odksztatcenia i wy-
korzystujac zasade prac przygotowanych (9.4) z (9.3) po uwzglednieniu (9.2) dostajemy

e
(9.5) [ [T® —TO)[E® ~E®dt > 0.
0
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Zalézmy, ze stan T jest identyczny ze stanem stacjonarnym T* w chwili ¢ = 0,
a stan T(® bedzie stanem aktualnym, zmiennym w czasie i stan ten oznaczmy przez T,
Zanalizujmy nastgpujacy zamkniety cykl obcigzenia. W chwili £ = 0 aktualny stan obcia-
zenia T pokrywa si¢ ze stanem stacjonarnym T, nastepnie stan biezacy T zmienia sie
wzdiuz drogi Mo M, (rys. 1) osiagajac w chwili # = ¢; punkt M, odpowiadajacy stanowi
uplastycznionemu. Na drodze M, M, istnieja przyrosty odksztalcenia plastycznego. Stan

Rys. 1

M, osiagniety zostaje w chwili ¢ = t,. Poczynajac od chwili ¢, nastgpuje odciazenie wzdtuz
drogi M, M,. W chwili ¢ = #; stan aktualny pokrywa si¢ ze stanem poczatkowym i wtedy
T = T*. Warunek (9.5) dla zamknigtego cyklu M, M, M, M, w czasie ¢ € [0, ;] daje

(9.6) ' [ [T—THE—E%dt >0,
0

gdzie E i E* zastepuja odpowiednio £ i E®). Uwzgledniajac, ze P* = 0 oraz £ = V4P,
wyrazenie (9.6) mozna zapisaé w postaci'®

©:7) [ r=Pd+{p(T, V)5 > 0,

gdzie

0.8) BEe= [ @—THET—V¥ar.
0

Rozwijajgc pierwszy skladnik wyraZenia (9.7) w szereg Taylora w punkcie ¢ =1,
i zachowujac tylko pierwszy wyraz, otrzymamy
99) [(T—T*) Ploq At +{B}s = 0.

Jezeli zatozymy, ze Ar = t,—t, jest dostatecznie male, ograniczymy sie wtedy do zadania
«stateczno$ci w malymy» (w przeciwienistwie do Zadania «stateczno$ci w duzymy, jezeli

przedzial czasu nie jest ograniczony do malego i moze byé dowolny), to nierdwnoéé (9.9)
implikuje nieréwno$¢ (9.7).

19 Por. P. M. Naghdi i S. A. Murch [211.
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Ostatnia nieréwno$é (9.9) pozwala wyciagnac¢ pewne wazne wnioski dotyczace kierunku
wektora predkosci odksztalcenia (w przestrzeni dziewigciowymiarowej tensor P jest wek-
torem). Zaldézmy obecnie, ze rozwazana powierzchnia plynigcia dla procesu izotermicznego

(9.10) (T, P, THy =

jest w przestrzeni naprgZzenia powierzchnia wypukia.

1 .
Wyraz 7 {B} jest zalezny od efektéw lepkich i znika tylko wtedy kiedy tensor ¥

jest tensorem odksztalcenia czysto sprezystego. W tym przypadku tylko calkowita praca
sprezysta wykonana na zamknigtym cyklu jest réwna zeru. Zachodzi to dla materiatu
sprezysto/lepkoplastycznego, ktory przed uplastycznieniem zachowuje sig sprezyscie.

Tak wigc, dla materiatu sprezysto/lepkoplastycznego posiadajacego wlasciwoséci lepkie
przed uplastycznieniem obowigzuje w przypadku materialu statecznego nieréwnos¢ (9.9).
Natomiast dla statecznego materiatu sprezysto/lepkoplastycznego nier6wnosé (9.9) uprasz-
cza sie do postaci

(9.11) (T—T*)P > 0.

Ograniczenie rozwazan do klasy statecznych materialéw sprezysto/lepkoplastycznych
prowadzi do interesujacego wniosku, ze wektor predkoséci infinitezymalnego odksztalcenia
niespreZystego P jest ortogonalny do wypuklej aktualnej powierzchni ptynigcia (9.10).
Oczywiscie wniosku takiego nie mozemy wyciagnaé dla statecznego materiatu sprezysto-
lepkoplastycznego!®). )

10. Szczegdlne przypadki

Zanalizujemy pewne szczegblne przypadki réwnan konstytutywnych w klasie sta-
tecznych materialdw sprezysto/lepkoplastycznych. Bedziemy obecnie rozwazaé tylko pro-
cesy izotermiczne. '

Przyjmijmy uproszczona posta¢ statycznej funkcji uplastycznienia

(CY I

(10.1) F(T;n, P) =

Zal6zmy réwniez szczegllng posta¢ réwnania rézniczkowego opisujacego parametr
wzmochienia izotropowego

(10.2) & =tr(TP),
ktére mozna réwniez napisaé w postaci
(10.3) dw = tr (TdP),
skad
P
(10.4) %= [ Tap.
| 0

11 Szeroka dyskusja tego zagadnienia zostala przeprowadzona przez P. M. Naghdiego i S. A. Mur-
cha [21].
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W tym przypadku parametr wzmocnienia izotropowego utoZsamiamy z pracg odksztal-
cenia plastycznego. Jest to bardzo dobrze znana hipoteza w teorii plastyczno$ci.

O powierzchni plynigcia & = 0, rozwazanej w dziewigciowymiarowe] przestrzeni na-
prezenia zaktadamy, ze jest regularna i wypukia.

Na podstawie zwigzku konstytutywnego (7.9) mozemy napisa¢ dla analizowanego
przypadku zalezno$é (por. [26])

(10.5) E = C[T)4-y(D(F))rf,

gdzie obecnie C oznacza macierz sprezysta.

W réwnaniu konstytutywnym (10.5) wykorzystano ortogonalno$é tensora P do po-
wierzchni plyniecia.

Dynamiczny warunek uplastycznienia przybiera obecnie postaé
(’trf;z) 1,2
Y

(tr(an>2)-“2]}.

Dalsze ograniczenia otrzymamy przyjmujac prostsze postacie funkcji statycznego
uplastycznienia &. Zakfadajac na przyklad tylko opis wzmocnienia izotropowego mamy

(10.6) AT, P) = x{1+q§—1[

(10.7) F(T; %) = & —1,

1

gdzie » jest okreSlone zaleznodcia (10.4).
Poniewaz funkcja fzalezy tylko od naprezenia, stad dla materiatu izotropowego mozemy
napisac

(10.8) | AT =Sy, Iy, Iy),

gdzie Iy, Ily, IIIy oznaczaja niezmienniki tensora naprezenia zdefiniowane przez (3.10).
Réwnanie konstytutywne (10.5) przyjmie dla tego przypadku postaé

(109) £ = C\[T1+y<{@(F)> {0rpS+3npSTr+
+ O S = [O11 S + 0111 Tr) T+ 0111, f T}
gdzie obecnie C; oznacza macierz sprezysta materialu izotropowego.

Ograniczajac dalej witasciwoéci materiatu do idealnie plastycznych bez wzmocnienia
mozna funkcje # przyjaé w postaci

(10.10) z =10 _,
*o
tzn.
(10.11) #(f) =0 skad x =, = const.

Réwnanie konstytutywne dla tego przypadku ma nadal posta¢ (10.9). Przypadek ten
byl analizowany w pracy [26].

Wyczerpujaca dyskusje dalszych przykladéw réwnan konstytutywnych dla materiatéw
sprezysto/lepkoplastycznych wraz z ich zastosowaniami do opisu metali i gruntéw mozna
znalezé w pracy przegladowej [29] lub monografii [30].



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24,

25.

26.

TERMODYNAMICZNA, INFINITEZYMALNA TEORIA LEPKOPLASTYCZNOSCI 305

Literatura cytowana w tekScie

. B.D. CoLtMaN and W. NovLvL, The thermodynamics of elastic materials with heat conduction and visco-

sity, Arch. Rat. Mech. Anal., 13 (1963), 167—178.

. B. D. CoLeMmAN, Thermodynamics of material with memory, Arch. Rat. Mech. Anal., 17 (1964), 1—46.
. B.D. CoreMAN and M. E. GURTIN, Thermodynamics with internal state variables, J. Chem. Phys., 47

(1967), 597—613.

. B.D. CoLemaN and V. J. MizeL, A4 general theory of dissipation in materials with mentory, Arch, Rat,

Mech. Anal., 27 (1968), 255—274.

. H. ConraAD, Thermally activated deformation of metals, J. Metals, 16 (1964), 582—588.
. D. C. DRUCKER, Comnients by Session Chairman, Symposium on Mechanical Behavior of Materials

under Dynamic Loads, September 1967, San Antonio; Springer, New York 1968, pp. 405—409.

. D. C. DRUCKER, A definition of stable inelastic material, J. Appl. Mech 26 (1959), 101—106.
. A. G. Evans and R. D. RAWLINGS, The thermal activated deformation of crystalline materials, Phys.

Stat. Sol., 34 (1969), 9—31.

. A. E. GrReeN and W. ZERNA, Theoretical elasticity, Oxford, Second Edition 1968.
. A. E. GreeN and P. M. NAGHDI, A general theory of an elastic-plastic continwum, Arch. Rat. Mech.

Anal., 18 (1965), 251—281.

M. E. GurTiN and A. C. PIPKIN, A4 geiteral theory of heat conduction with finite wave speeds, Arch.
Rat. Mech. Anal., 31 (1968), 113—126.

K. HoHENEMSER and W. PRAGER, Uber die Ansétze der Mechanik isotroper Kontinua, ZAMM, 12 (1932),
216—226.

J. KeSTIN, On the application of the principles of thermodynamics to strained solid materials, IUTAM
Symposium on Irreversible Aspects of Continuum Mechanics, Vienna, June 2225, 1966; Springer,
Wien 1968, pp. 177—212. '

J. KestiN and J. R. RICE, Paradoxes in the application of thermmodynamics to strained solids, International
Symposium on a Critical Review of the Foundations of Relativistic and Classical Thermodynamics,
University of Pittsburgh, April 7—8, 1969.

J. KraTocHVIL and O. W. DILLON, Thermodynamics of elastic-plastic materials as a theory with internal
state variables, J. Appl. Phys., 40 (1969), 3207—2318.

J. KraTocHVIL and O. W. DILLON, Thermodynamics of crystalline elastic-visco-plastic materials, J. Appl.
Phys., 41 (1970), 1470—1470.

E. KRONER, Dislocation; A new concept in the continuum theory of plasticity, J. Math. and Phys., 42
(1962), 27—37.

E. KrSNER, Initial studies of a plasticity theory based upon statistical mechanics, The Battelle Institute
Collogium on the Inelastic Behavior of Solids, September, 1969.

L. E. MELVERN, The propagation of longitudinal waves of plastic deformation in a bar of material exhi-
biting a strain rate effect, J. Appl. Mech., 18 (1951), 203—208.

J. MEIXNER, Processes in simple thermodynamic materials, Arch. Rat. Mech. Anal., 33 (1969), 33—53.
P. M, NagupI and S. A. MURCH, On the mechanical behavior of viscoelastic - plastic solids, J. Appl.
Mech., 30 (1963), 321—328,

W. NoLv, 4 mathematical theory of the mechanical behavwr of continuous media, Arch. Rat. Mech.
Anal., 2 (1958), 193—228.

W. Ovrszak and P. PERzZYNA, The constitutive equations of the flow theory for a non-stationary yield
condition, Eleventh International Congress of Applied Mechamcs, Miinich, August 30 to September 5,
1964, Proc. Springer 1966, Berlin, pp. 545—553.

W. Orszak and P. PERZYNA, On elasnc-vzx,co-plastic soil, Proc. Symposium on Rheology and Me-
chanics of Soils, Grenoble, April 1964.

W. Orszak and P. PERZYNA, Thermal effects in viscoplasticity, Proc, JUTAM Symp. East Kilbride,
June 25—28, 1968, Springer, pp. 206—212.

P. PERZYNA, The constitutive equations for rate sensitive plastic materials, Quart, Appl. Math., 20 (1963),
321332,

9 Mechanika Teoretyczna



306 P. PERZYNA

27. P. PErzYNA, The constitutive equations for work-hardening and rate sensitive plastic materials, Proc.
Vibr. Probl., 4 (1963), 281—290.

28. P. PerzyNA and T. WiErRzBICKI, Temperature dependent and strain rate sensitive plastic materials,
Arch. Mech. Stos., 16 (1964), 135—143.

29, P. PerzYNA, Fundamental problems in viscoplasticity, Advances in Applied Mechanics, 9 (1966), pp.
243—377.

30. P. PerzYNA, Teoria Lepkoplastycznosci, PWN, Warszawa 1966.

31. P. PErRZYNA, On physical fundations of viscoplasticity, Report of the Institute of Fundamental Techni-
cal Research, 28/1968; 12th International Congress of Applied and Theoretical Mechanics, Stanford,
August 1968.

32. P. PerzYNA, Thermodynamic theory of viscoplasticity, Advances in Applied Mechanics, 11 (1971).

33, P. PerzyNA and W. WowNo, Thermodynamics of a rate sensitive plastic material, Arch. Mech. Stos.,
20 (1968), 499—511.

34, P. PerzyNa, Thermodynaniics of rheological material with internal changes, Journal de Mécanique,
10 (1971), 391—408.

35. P. PERZYNA, On rheological effects and internal changes of a material, Bull. Pol. Scien., Sér. Scien. tech.,
19 (1971), X, 177—181; 11, 183—188.

36. D. RiBIN, Mechanical and thermodynamic considerations of an assemblage of homogeneous elastic-
plastic states, J. Appl. Mech., 35 (1968), 596—603.

37. A. SEEGER, The generation of lattice defects by moving dislocations, and its application to the temperature
dependence of flow-stress of f.c.c. crystals, Phil. Mag., 46 (1955), 1194—1217.

38. B. B. CoxonoBckuit, Pacnpocmpanenne ynpyz0-aasko-naacmuveckux eoan & cmeposcnax, Ilpuior.
Mar. Mex., 12 (1948), 3.

39. C. Truespcrr and R. A. TourN, The Classical Field Theories, Encyclopedia of Physics, vol. ITI/1.
Springer, Berlin 1960, pp. 226—793.

40. C. TruesperL and W. Noirr, The Non-Linear Field Theories of Mechanics, Encyclopedia of Physics,
vol. TII/3, Springer, Berlin 1965.

41. K. C. VALANIS, Unified theory of thermomechanical behavior of viscoelastic' materials, Symposium on
Mechanical Behavior of Materials under Dynamic Loads, September 1967, San Antonio; Springer,
New York 1968, pp. 343-—364. .

42. K. C. VALANIS, Proof of existence of entropy for irreversible systems, Acta Mech., in print,

43, C. C. WANG, Generalized simple bodies, Arch. Rat. Mech. Anal., 32 (1969), 1—29.

44, W, Woino, Uwagi o infinitezymalnej teorii materialow sprezysto-lepkoplastycznych, Mech. Teor. Stos.,
8 (1970), 239—256.

PesomMme
TEOPHUA BASKO-TINIACTHUUECKUX MAJIBIX TEDOPMALIMN

Ilenpro paGorbl SBIAETCA TUWATENBHBIA aHATH3 TEPMOOUHAMMYECKON TEOPHY BASKOIIIACTHUHOCTH,
B IPEANONOMEHHH, uro Jedbopmalny GeCKOHEYHO Mabl.

B nepBoit uactTi paBoThI 0GCYKIEHDLI OCHOBLI MEXAHHMKH B TEPMOLMHAMIIM CILIOIHON cpeanl, Bho-
JUTCA ONpEHeNneHre YIOHATHS TeNa, a 3aTeM HM3JaraloTcs omucamus aedopmanuii ¥ Banpsxenwii. Ha
OCHOBC MHTErpaJdbHBIX (HOPMYIANPOBOK BHIBEAEHL! YPaBHEHWA OBMWKeHusi Koruw, nepBbIi U BTOPOH
TPHHIMILL TEPMOHHAMKKH .

Pasnen 4 comeprT MaTeMaTHUeCcKylO0 TEOPHMIO PEOJIOTHUECKOTO MAaTEPUad C BHYTPEHHHUMH CTPYK-
TYpHBLIMY MaMeHeHAMH . Onprcarme BHYTPEHHEH MUICCUIANNY B MaTepualle OCHOBAHO HA BBEIEHHH JIBYX
TPYTUI BHYTPEHHUX I1aPaMeTPOB.

B pasnenc 5 MpeajtoyKeHHAS TEOPHA WCIONb30BAHA [ ONUCAHMSA CBOKCTB YIpPYTO~BASKOILIACTH-

YEeCKOTO TeNa. IToApo6HO 06CYIKAEHbI OTPAHNUEH S, CIIEYIOMe U3 TEPMOLUHAMMKY ¥ IIPeIIOJIONKEHHS
MarmbIx gedopmarnimii.
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Paznen 6 TOCBAINEH M3JOKEHHIO (MIMIECKUX OCHOB BSKOILIACTHUHOCTH. Jan aHaiM3 MEXaHns-
MOB, BBI3BIBAIOIMX DEOJOTHMUECKHE SIBJICHMA M MEXaHM3MOB, YNPaBIAIINX JUEIMHYECKUMU Xehop-
MauuAMM IUracTiaeckoro Tuna. [Toapo6Ho oGcyyNersl MEXAHUSMBL, NPHBOAALINE K TEOPUH YIPYLo-
YA3KOILIACTHHECKOTO MaTepHaa.

B pasnenax 7 go 10 naerca aHaIM3 HEKOTOPHIX YACTHEIX CIIyyaeB mMarepuaios. LIupoxo o6Cy»xparoTes
BCTOHYMBBIE MaTepHANbI.

Summary
INFINITESIMAL THEORY OF VISCOPLASTICITY

The object of this paper is to discuss a thermodynamic theory of viscoplasticity under the assumption
of infinitesimal deformations.

In the first part the foundations of mechanics and thermodynamics of continua are analyzed. After
defining a continuous body the descriptions of deformation and stress are showed. Based on integral for-
mulaiion Caunchy’s laws and the principles of thermodynamics are stated.

In p. 4 a mathematical theory of a rheological material with internal structural changes is proposed.
To describe the internal dissipation of a material two groups of internal parameters are introduced. In p.5
this theory is used to describe the properties of an elastic-viscoplastic material. Restrictions implied by ther-
modynamics and the assumption of infinitesimal deformations are discussed.

In p. 6 the physical foundations of viscoplasticity are analyzed. The mechanisms generating the rheolo-
gical effects and dynamic plastic deformations are investigated. The mechanisms leading to the theory of
an elastic-viscoplastic material are discussed.

In p. 7—10 some particular cases of materials are investigated. In particular the stable material is des-
cribed.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
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1. Wstep

Gléwna wladciwoécia inzynierskich teorii jest dazenie do prostoty opisu matematycz-
nego rozpatrywanej grupy zagadnien technicznych, przy réwnoczesnym ujeciu tym opi-
sem najbardziej charakterystycznych cech fizycznych badanych zjawisk. Celem jest takie
matematyczne ujecie problemu, ktére byloby zarazem §cisle i praktyczne. Scisto§é polega
na tym, Ze rozumowanie prowadzi si¢ w oparciu o sprecyzowane zalozenia i w my§l pra-
widet odpowiedniej dziedziny matematyki. Praktyczno$¢ natomiast wyraza si¢ w tym, Ze
stosowane metody matematyczne pozostaja w zasiggu umiejgtnosci inzynieréw. Oczy-
wiscie metody te stajg si¢ coraz bardziej wyrafinowane w miar¢ poglebiania przygotowania
zawodowego inZzynieréw w zakresie nauk podstawowych

Wymienione wyzej przymioty cechuja w duzym stopniu mechanike konstrukeji, for-
mulujgca zasady i opracowujaca metody obliczenia wytrzymatoéci 1 bezpieczenstwa bu-
dowli i urzadzen. Wprowadza ona caly szereg réznego typu postulatéw i uproszezen,
prowadzacych w rezultacie do Iatwiejszych réwnan rézniczkowych, do prostszych metod
matematycznych lub do ustalenia algorytméw obliczeniowych.

W pierwszym rzg¢dzie idealizujemy — podobnie jak to ma miejsce w mechanice o§rod-
kéw ciggtych — zachowanie si¢ materialu pod oddzialywaniami zewngtrznymi, przyjmujac
odpowiedni «model»: liniowa sprezystosé, idealna plastycznosé, okrelony typ wzmocnie-
nia plastycznego, liniowe lub nieliniowe pelzanie itp. Nastepna grupe uproszczen stanowia
zatozenia dotyczace kinematyki odksztalcenia. Wprowadzamy np. zatoZenie plaskich

. przekrojéw, ograniczamy si¢ do stosowania zwiazkéw dotyczacych malych odksztalcen,
pomijamy niekt6re sktadowe wektora przemieszczenia jako wielkoSci mate w poréwnaniu
z ugieciem. Wprowadzamy réwniez uproszczenia do réwnan ruchu, pomijajac niektére
skladowe tensora naprezenia w zalezno§ciach opisujacych réwnowage uktadu lub pomija-
jac momenty naprezen w przekrojach, jak to ma na przykiad miejsce w blonowej teorii
powlok. Nie sg z reguly rozrézniane stany réwnowagi w korfiguracjach nieodksztalconej
i odksztalconej. Odrgbna wreszcie grupa uproszezefi, to stosowanie przyblizonych metod
rozwigzywania otrzymywanych réwnan.

Nawyk postugiwania sig ustalonymi schematami moze spowodowaé, ze czasem zapo-
minamy o «wrodzonych» ograniczeniach okre§lonych teorii czy metod analizy konstrukgji.
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Stojac przed nowym zagadnieniem inzynierskim mamy tendencje do «uogdlniania» istnie-
jacych teorii czgsto bez doktadnej analizy zalozen upraszczajacych i ich konsekwencji
dla réwnafi problemu, bez oceny rzedu wielkoéci pomijalnych cztonéw itp. Mozemy w ten
sposéb dojé¢ do wewnetrznie sprzecznych teorii, uwzgledniajacych niektére wielkoéci
wyzszego rzedu, a pomijajacych, wskutek dziedziczonych zatozen, bardziej istotne wplywy.
W konsekwencji powstaja metody, ktére nie tylko nie umozliwiaja iloSciowej oceny bada-
nego zjawiska, ale i niewlasciwie je ujmuja.

Dlatego tez przy opracowywaniu inzynierskich metod analizy bardziej z%ozonych Za-
gadnien z dziedziny mechaniki konstrukcji stuszne jest takie podejécie, w ktédrym prze-
chodzimy od zasad czy zaleznosci ogélnych do metod i zaleznos$ci przyblizonych. Formu-
hijemy wéwezas praktyczne metody przez wprowadzanie uproszczen, ktdrych skutki
mozemy oceni¢. Celem, do ktérego wowczas $wiadomie zdazamy, jest «praktyczno$é»
teorii.

Analiza lekkich, a wigc wiotkich konstrukcji spr¢zysto-plastycznych, badanie doty-
czace zachowania sig konstrukcji niesprezystych pod dziataniem powtarzanych obciazen,
analiza no$nodci granicznej elementéw znajdujacych si¢ w zltozonych stanach zginania
i §ciskania, badania wpltywu uderzen i fal naprezenia na trwatos¢ konstrukeji i potaczen,
warunki lokalnej stateczno$ci elementéw konstrukcji sprezysto-plastycznych — sq przy-
kKladowymi grupami zagadnien, ktére sa do$¢ dobrze opracowane od strony podstaw,
a niedostatecznie wprowadzone w sfere dziatalnosci inzynierskiej. Sposobami, ktoérymi
ten stan rzeczy mozna zmienic¢ sg z jednej strony popularyzacja juz istniejacych inzynier-
skich metod analizy konstrukcji plastyczanych, z drugiej za§ — opracowanie, stosownie
do wspomnianych wyzej zasad, takich praktycznych metod, ktére umozliwialyby szybkie
uzyskiwanie przez projektantéw wiarygodnej odpowiedzi.

W obecnym artykule zamierzamy omdwié¢ tzw. kinematyczne podej$cie w analizie
konstrukcji sprezysto-plastycznych oraz wskazaé te dziedziny, w ktérych mozna nadaé
tej metodzie posta¢ umozliwiajacg wykorzystanie metod i wynikéw bezpoérednio w pro-
jektowaniu. Rozpoczniemy od metod oceny nosno$ci granicznej konstrukeji, a nastgpnie
omoéwimy zagadnienia teorii przystosowania. Z kolei zajmiemy si¢ nos$noécia graniczna
w obecnofci sit blonowych i metodami oceny statecznosci rozwiazan uzyskiwanych w opar-
ciu o zatoZenia teorii no§noéci granicznej. Okazuje sig, Ze ocena statecznosci jest mozliwa
tylko wtedy, gdy odejdziemy od stosowania zaloZzenia o nieskonczenie matych odksztat-
ceniach i oprzemy sig¢ na teorii duzych odksztalcen. Bedzie to przyklad przejécia od nieli-
niowej mechaniki kontinuum do praktycznych metod oceny, na przyktad «efektu tarczo-
wego». Ostatnig grupe w tym omdwieniu stanowia zagadnienia dynamiki konstrukciji
plastycznych.

2. Noénosé graniczna

Teoria no§nosci granicznej jest jedna z najpeiniej opracowanych dziedzin mechaniki
konstrukcji niesprezystych. Rozpatruje ona konstrukcje sztywno-plastyczne, a przy do-
datkowym zalozeniu o malosci odksztalcen — réwniez sprezysto-plastyczne, w chwili
ich réwnowagi granicznej, czyli w momencie przeksztatcenia konstrukcji w mechanizm
o co najmniej jednym stopniu swobody. Teoria ta zajmuje si¢ tylko przypadkiem propor-
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cjonalnego narastania obciazen zewnetrznych., Wszystkie obcigzenia wzrastaja proporcjo-
nalnie do jednego parametru, np. czasu, i to w sposéb monotoniczny, a zarazem dosta-
tecznie powoli, tak aby mozna bylo zaniedbaé efekty dynamiczne.

Celem teorii no$nosci granicznej jest opracowanie metod wyznaczania intensywnosci
obciazenia granicznego, a wiec takiego obcigzenia, przy ktérym rozpoczyna sig plastyczne
plynigcie konstrukcji. Przy tej granicznej intensywno$ci obciazenia konstrukcja staje sie
mechanizmem znajdujacym si¢ w chwilowym ruchu. Nalezy szczegélnie podkreslié, ze
teoria noénosci granicznej zajmuje si¢ tylko poczatkiem ruchu, a wige nie mozna za jej
pomoca opisa¢ np. zjawisk wzmocnienia.

W zakres zainteresowania teorii no$nosci granicznej wchodza zardwno konstrukcje
z materiatéw jednorodnych, np. metali, jak i konstrukcje o ztozonej budowie przekroju
poprzecznego elementéw, np. uwarstwione, zbrojone itp. —jesli tylko mozna do nich
zastosowaé idealnie plastyczny model odksztalcenia.

Teoria nos$nosci granicznej postuguje si¢ metodami o réznym stopniu trudnosci, w za-
leznoéci od wymaganej doktadnosci i kompletnosci poszukiwanego rozwigzania. Pelne
rozwiazanie problemu, stanowiace w istocie rozwiazanie problemu brzegowego dla réwnan
teorii plastycznego plynigcia, jest na ogét trudne do uzyskania. Takie rozwigzanie daje
pelng informacje¢ na temat rozpatrywanego problemu, a wigc nie tylko wyznacza obciaze-
nie graniczne, ale okresla takze sity wewngtrzne w kazdym przekroju, a réwniez i mecha-
nizm, stosownie do ktérego konstrukcja si¢ «tamie» w chwili wyczerpania no$nosci.

Aby latwo uzyskiwaé wielko§é najbardziej interesujaca inzyniera, to jest obcigzenie
graniczne, sformutowane zostaly twierdzenia i rozwiniete metody pozwalajace na szybkie
otrzymanie informacii o tej wielkoéci. Méwiac o twierdzeniach mamy na myéli tzw. twier-
dzenia podstawowe teoril no$nosci granicznej [23], ktére pozwalaja oszacowaé nos$nosé
zaréwno od gory, jak i od dotu, a wiec okre$li€ przedzial w jakim na pewno miesci sig rze-
czywista nosnoé¢ graniczna, odpowiadajaca rozwiazaniu zupetnemu. Sformutowanie tych
twierdzen i odpowiednie dowody znalezé mozna np. w monografiach [7, 16, 22, 28].

Twierdzenia o oszacowaniu noénoéci granicznej s przyktadem wilasciwego przejécia
od ogélnej teorii do praktycznych metod, dajacych prawdziwg informacje o interesujacej
inzyniera wielkosci. W oparciu o te twierdzenia mozna formulowaé metody dotyczace
szczegblnych zagadnien czy szczegblnych typdw konstrukcji. Takie metody z dziedziny
noénoéci granicznej, ktére powstaja bez nawigzania do tych twierdzen, pozostajg tylko
metodami przyblizonymi, ktérych stopnia dokladnoéci nie mozna ocenic.

Przykladem dobrej inZynierskiej teorii, zwiazanej z twierdzeniem o gérnej granicy
nos$noséci konstrukeii, jest metoda linii zatomdw w teorii no$noéci granicznejjplyt. Powstata
ona na drodze syntezy pewnych faktéw do$wiadczalnych dotyczacych pekania plyt Zelbe-
towych. Jest to wiec przyklad podejicia kinematycznego, ale jej ogdlniejsze znaczenie
stato si¢ niewatpliwie po sformulowaniu wspomnianych wyzej twierdzen.

Punktem wyjscia tej metody jest stwierdzenie, Ze do przeksztalcenia plyty w mechanizm
wystarczy, by powstal w niej pewien kinematycznie dopuszczalny uktad obszaréw upla-
stycznionych. Linie tych skoncentrowanych odksztalceri: linie zatomu, dziela plyte na
skoriczona liczbg obszaréw, o ktérych zakladamy, ze pozostaja sztywne [5, 12]. Ruch
otrzymanego ukladu sztywnych platéw, stykajacych sie ze soba wzdtuz linii przegubdw,
jest mozliwy wéwcezas, gdy linie te sa osiami chwilowego obrotu. Mozna wtedy zbudowac
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plan predkosci obrotu. Dla swobodnie podpartej ptyty kwadratowej kinematycznie do-
puszczalny ukfad linii zaloméw podaje rys. 1a. Odpowiedni plan predkosci obrotu przed-
stawia rys. 1b, podajacy wektory obrotéw platéw 1, 2, 3, 4 wokdt chwilowych osi obrotu:
podpér i linii zatomu.

W izotropowej plycie jednostkowy moment plastyczny przekroju jest niezalezny od
kierunku linii zatomu. Dlatego tez, rozpatrujac chwilowy ruch kinematycznie dopuszczal-

a b
Re—————— e = 8 ;
| 2 I
i P=const || %
| | X
0 } 1 = 3 A 4 2
|
| |
! !
| 4 |
1

| I¥- 3

2L ‘

Rys. 1. Metoda linii zafomow
a) mechanizm 2niszezenia, b) plan predkosci obrotu platéw

nego mechanizmu i stosujac zasade prac przygotowawczych otrzymujemy w tym przy-
padku nastgpujaca zalezno$é pomiedzy moca obciazen zewnetrznych P na predkoéciach
ugig¢ W a rozpraszaniem energii na obroty plastyczne ®; w przegubach o dtugosci L,

2.1) [ PWas = m, > L.
A 1

Dla réwnomiernie obcigzonej plyty kwadratowej o wymiarach, jak na rys. la, otrzy-
mane z (2.1) obciazenie graniczne, a $cislej: jego gérna ocena, wynosi p = PL?/M, = 6
w przypadku warunku plastycznoSci najwiekszego momentu gléwnego, natomiast p =
= 2/]/?»6% 6,92 dla ptyty podlegajacej warunkowi Hubera-Misesa.

Nosnos§¢ graniczng mozna otrzymaé rozwiazujac problem brzegowy dla réwnan
sprezysto-plastycznego zginania plyty. Przy takim podejsciu $ledzimy uplastycznianie sig
plyty wskutek przyrastajacego obcigzenia. Mozliwe jest tylko numeryczne rozwiazanie
uktadu réwnan. Rezultat obliczen przeprowadzonych przy zastosowaniu metody elemen-
tow skonczonych pokazano na rys. 2, dla przypadku plyt podlegajacych warunkowi
plastyczno§ci Hubera—-Misesa [1]. Wida¢ zefi, jak przyrasta ugiecie w §rodku plyty ze wzro-
stem obcigzenia oraz jaki jest uklad stref uplastycznionych w chwili wyczerpania no$nosci.
Otrzymany uklad stref plastycznych koncentrujacych sig¢ wzdtuz przekatnych potwierdza
dopuszczalno$¢ idealizacji z rys. 1a. Dla poréwnania zaznaczono réwniez na rys. 2 warto§¢
obcigZenia granicznego uzyskanego na podstawie teorii linii zaloméw dla plyty z materiatu
Hubera-Mjsesa. '
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Rys. 2. Zginanie plyty sprezysto-plastycznej

a) rozwiazanie numeryczne, b) ocena gérna no$nosci granicznej

Przykiad ten wskazuje, ze metoda linii zaloméw postugujaca sie niezwykle prosty
zaleznoécig (2.1) stanowi przydatne narzedzie przy ocenianiu udZwign plyt. Metoda ta
zostafa u nas wprowadzona przez OLSzaKA [20, 21] i doczekala si¢ szeregu opracowarn
monograficznych [8, 11, 18, 19, 26, 28] oraz badan do§wiadczalnych [26, 27].

Metoda linii zatomu lub skoncentrowanych (predkosci) odksztalcerh moZe byé stosowana
do oceny noénoéci granicznej powtok, polaczen écinanych, wysokich belek itp. [5, 24, 34].
Jako przyklad rozpatrzymy zbiornik walcowy o wysokoSci L, zamocowany u podstawy
i swobodny na gérnym brzegu. Zbiornik poddany jest dziataniu parcia hydrostatycznego
P = P, (L—x). W chwili wyczerpania no$noéci zbiornik walcowy przeksztalca sie w Scigty
stoZzek. Nastepuje wiec przyrost obwodu oraz pojawia si¢ przegub plastyczny u podstawy
zbiornika. Wycinek zbiornika i odpowiednie uogdlnione odksztalcenia pokazano na rys. 3.
Zasada bilansowania mocy obciazefi zewnetrznych i energii rozpraszanej na wywolanie
odksztalcen plastycznych przyjmuje —na jednostk¢ obwodu — nastgpujaca postaé

L L
(2.2) fPde :%fNo/idx—l—Moé,
0 0 ’

gdzie M, i N, sa odpowi\ednio' jednéstkowym momentem granicznym w przegubie 4B
oraz graniczng sila obwodowa, jaka moze przenie§C §cianka zbiornika. Poniewaz, jak
to tatwo stwierdzi¢ na podstawie rys. 3: 4 = QW = QWOf— otrzymujemy w rezultacie, ze

No
R

M

(2.3) . Py =3
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Rys. 3. Mechanizm zniszczenia zbiornika

_ Jest to gérna ocena no$nofci granicznej zbiornika. Dolng oceng otrzymaé mozna bez-
posrednio z rozwigzania «sprezystego». Pelne rozwiazanie problemu wraz z wyznacze-
niem zakresu R/L, dla ktbrego stosuje si¢ (2.3), znaleZé mozna w [11, 29].

Przejdziemy z kolei do rozpatrzenia no$noéci granicznej uktadéw ptytowo-tarczowych.
Zasada postgpowania jest analogiczna, jak w przykladach poprzednich: rozpatrujemy
réwnowage sztywnych platéw, na granicach ktérych skupiaja si¢ obszary uplastycznione.
Energia zostaje rozpraszana tylko w tych obszarach, a jej wyznaczenie sprowadza si¢ do
obliczenia calek liniowych [8, 24].

Ocenimy no$no$¢ graniczna matowyniostego ostrostupa o podstawie kwadratowe;j.
Ta konstrukcja tarczowa podparta jest w ten sposéb, Ze brzegi maja swobode przesuwu
poziomego. Wymiary oraz kinematycznie dopuszczalny mechanizm zniszczenia podane
sa na rys. 4. Wzdluz krawedzi OB, na czgsci jej dlugosci, powstaje skupione odksztalcenie
obwodowe. Linie AC sa przegubami plastycznymi, wzdluz ktérych tylko moment zgina-
jacy bierze udzial w rozpraszaniu energii. Polozenie tego przegubu podlega wyznaczeniu
z warunku minimum obciazenia. Oznacza to, Ze spoéréd kinematycznie dopuszczalnych
mechanizmdéw zniszczenia rozpatrywanej rodziny poszukujemy takiego, ktéremu odpo-
wiada najmniejsza warto§é obciaZenia, a wigc w rozpatrywanym przypadku minimum
sity skupionej Q zaczepionej w wierzchotkn ostrostupa.’

Zasada bilansu mocy obcigzefi zewnetrznych i sit wewnetrznych ma postaé

X OWo = M NAL+ D M&,L,.
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Wskutek nadania wierzcholkowi ostrostupa predkoéci wirtualnej Wy, skupione od-
ksztalcenia wydtuzen A i obrotéw & sg —dla rozpatrywanego mechanizmu — jedno-
znacznie okreslone. Z zalezno$ci geometrycznych otrzymujemy, na podstawie rys. 4,

2A

Rys. 4. Mechanizm zniszczenia tarczownicy stozkowej

. LR . W, f
2.5) a:Wo%, b = X°, s=X L"z,

a w rezultacie nastgpujaca postaé réwnania (2.4)

(2.6) QWo = 4Nas+8MP(L—X) — 4N, Won" ]/1+ +8M0W0(X )
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Wyznaczajac X z warunku dQ@/dX = 0 dochodzimy do wyrazenia okre$lajacego udiwig
konstrukcji

0 _-l/ N, i
Q@.7) e 2f°M0‘/1+L2 1.

W obszarach skoncentrowanych odksztalcen wystgpowaé moga réwnocze§nie momenty

i sity blonowe. Wéwczas wielkoéci M i N nie moga by¢ traktowane jako niezalezne. Zwig-

zane s3 one z warunkiem plastycznosci, ktory przybiera posta¢ f(M, N) = 0, a wigc przed-

stawié go mozna w postaci krzywej granicznej wigzacej moment normalny i site blonowa

" przekroju poprzecznego. Zagadnienie to oméwimy przy rozpatrywaniu «efektéw geome-
trycznych», czyli wpltywu ugigé na udZwig konstrukcji.

3. Przystosowanie

Rzadko kiedy mamy do czynienia z takimi konstrukcjami, ktére podlegaja wylacznie
dziataniu obciazen narastajacych monotonicznie i proporcjonalnie do jednego parametru.
Zwykle programy obciazania sg bardzo ztozone i na ogél mamy tylko informacije o brzegu
obszaru obciazen, a wigc o ekstremalnych warto$ciach jakie poszczegdlne oddzialywania
moga przyjac. Niektére informacje o ekstremalnych warto$ciach, np. parcia wiatru, obcig-
zen uzytkowych itp. ujete sa przepisami. Badaniem zachowania si¢ konstrukcji sprezysto-
plastycznych poddanych . wieloparametrowym oddziatywaniom lub cyklom obciaZania
zajmuje sie teoria przystosowania [6, 7, 29].

Dla okre$lonego programu oddzialywan cyklicznych moze nastapi¢ badz narastanie
odksztalcen plastycznych w konstrukeji w czasie kazdego cyklu, badzZ tez ustalenie sie tych
odksztatcen. W tym drugim przypadku konstrukcja — po przejéciu przez pewien zakres
odksztalcenn plastycznych — reagowaé bedzie juz tylko sprezyécie. Mdéwimy wéwcezas,
e przystosowata si¢ ona do granic aktualnego programu napre¢zenia. Celem teorii przysto-
sowania jest opracowanie zasad i metod ustalenia takich wlasnie granic obszar6w zmien-
no$ci mnoznikéw obciaZen, dla ktérych odksztalcenia plastyczne stabilizujg sie.

Konstrukcja sprezysto-plastyczna poddana dziataniu obciaZen powtarzalnych — przy
czym czas trwania cyklu i jego amplituda niekoniecznie muszg byé dokladnie znane — moze
utracié¢ cechy uzytkowe badZz wskutek narastania odksztatcen (zniszczenie przyrostowe),
badz tez wskutek niskocyklowego zmeczenia w rezultacie przemiennych odksztatcen pla-
stycznych.. Uznajemy, Ze konstrukcja przystosuje sie do pewnego programu obciazen,
jesli po skoniczonegj liczbie cyklow odksztalcenia plastycznego powstaje w niej taki uktad
naprezen resztkowych, Zze przy dalszym obcigzaniu, w ramach tego programu odksztal-
cenia bedg czysto sprezyste.

Zupelne rozwiazanie problemu réwnowagi konstrukeji -sprezysto-plastycznej w przy-
padku zmiennych obcigzeni polegatoby na klopotliwym okre§laniu krok po kroku calej
historii procesu odksztatcenia. Dla celéw prostej oceny przystosowania potrzebne sg prak-
tyczne metody, ktére umozliwiatyby — podobnie, jak to ma miejsce w teorii noénodci
granicznej — oszacowanie obszaru dopuszczalnych zmian obciazefi, wielkosei trwalych
przemieszczen itp., bez potrzeby rozwigzywania kompletu réwnan zawierajacych juz w tym
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przypadku co najmniej dwie zmienne, jako ze proces przebiega w czasie. Mozliwo§¢ takiej
praktycznej oceny daja dwa podstawowe twierdzenia teorii przystosowania, aczkolwiek
metody dokonywania takiej oceny w oparciu o te twierdzenia nie sg jeszcze dostatecznie
proste [13, 14, 28].

Jedno ze wspomnianych twierdzen gtosi, ze konstrukcja na pewno przystosuje si¢ do
rozpatrywanego programu, jeéli istnieje niezalezne od czasu pole naprezen resztkowych
takie, ze w kazdej chwili suma naprezen resztkowych i naprezen otrzymanych dla analo-
gicznej konstrukeji sprezystej nie wykracza poza powierzchnie plastycznosci. Obszar przy-
stosowania mozna ograniczyé od goéry korzystajac z twierdzenia o nieprzystosowaniu.
Stanowi ono rozszerzenie kinematycznego podejécia teorii nosnoéci granicznej i postuguje
sie pojeciem kinematycznie dopuszczalnego cyklu odksztalcen [14]. Jesli taki cykl w bada-
nym programie obcigZzenia wystapi, to konstrukcja na pewno do tego programu sie nie
przystosuje i stanie sig nieuZzytkowalna badZz wskutek narastania przemieszczen, badz tez
wskutek niskocyklowego zniszczenia [2, 7, 14].

Cel teorii przystosowania, mianowicie ustalenie zakresu obciazen, na ktdre konstruk-
cja reaguje czysto sprezyscie (po przejsciu przez pewien zakres odksztatcen plastycznych
i powstanie samonaprezen) — zilustrujemy na prostym przykiadzie. Rozpatrzymy pret
o przekroju prostojatnym 2H X B, poddany dziataniu sity osiowej N i momentu zginaja-

Al

wmwawmw

W[ T v T LE
T R

Rys. 5. Cykliczne zginanie preta rozciaganego
a) obciazenie, b) dopuszczalne stany naprezenia

cego M, jak pokazano na rys. 5a. Chcemy wyznaczy¢ taki obszar w plaszczyZuie obcigzen,
aby przy stalej sile osiowej N 1 cyklicznym zginaniu 4- M odksztalcenia plastyczne ustabili-
zowaly sig. Wytworzony stan samonaprezen zapewni wowczas, ze wypadkowe naprezenia
nie przekrocza granicy plastycznoéci a,.

Sile graniczng i moment graniczny preta oznaczymy odpowiednio przez Ny = 264 BH
1 My, =06, BH? oraz wprowadzimy bezwymiarowe wielkoéci n = N/Ny, m = M|M,.
Je$li n = const, to moga powstaé sytuacje pokazane na rys. 5b. Ze stala sita N mozna sto-
warzyszy¢ pewne momenty oraz pewien stan samonapreZen, ktérego nie potrzebujemy
explicite wyznaczaé. Przy cyklicznym zginaniu warunek plastyczno$ci nie zostanie prze-
kroczony, jedli site podiuzng uzaleznimy tylko od zakreskowanych pél na rys. 5b. Otrzy-
mujemy w rezultacie nastepujace zaleznoéci [6], [17]
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3 1
n—l—zm:l, 7<n<1,

3.1
ograniczajace cbszar przystosowania pokazany na rys. 6.

Dla poréwnania podano na rys. 6 réwniez krzywa graniczng f = n®>+m—1 =0 od-
powiadajaca proporcjonalnemu narastaniu sity i momentu, a wigc przedstawiajgca rozwia-
zanie problemu nognosci granicznej. Widac, ze obszar przystosowania znajduje si¢ wewnatrz
obszaru ograniczonego krzywa noénoséci granicznej. Dziedzina czysto sprezystego oddzia-
lywania dla materialu bez samonapreZen ograniczona jest prosta n+4-(3/2)m—1 =0, jak
tatwo sie¢ przekonaé ze wzoru znanego z wytrzymato$ci materiatéw, a dotyczacego mimo-
$rodowego zginania. Widaé, ze obszar przystosowania jest, w rozpatrywanym przypadku,
znacznie wiekszy. Przez wytworzenie odpowiedniego pola samonaprezen konstrukcja
przystosowala si¢ do wigkszego zakresu zmian wspéiczynnikéw obciazenia [6, 17].

40 : ,
M a

My m+n?=1

075 - .
' b
~
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05 - N -1
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n= No

Rys. 6. Krzywe graniczne dla preta mimoérodowo rozcigganego
a) noénos¢ graniczna, b) przystosowanie do cyklicznego obcigZenia = M, ¢) granica obszaru sprgzystego

Podany przykiad ilustruje réznice pomiedzy nosnoscia graniczna i przystosowaniem.
Daje on odpowied?Z na pytanie co do wielkoéci obszaru przystosowania w przypadku pary
obcigzen N = const, =M, ale nie méwi, jakie musza by¢ odksztalcenia plastyczne, aby
to przystosowanie nastapilo. Moze sic bowiem zdarzyé, Ze nim przystosowanie nastapi
konstrukcja straci przydatnoéé wskutek zmian jej geometrii. Podejmowane sa préby opra-
cowania metod umozliwiajacych oceng przemieszczen towarzyszacych przystosowaniu [2].
Metody te powstaja w nawigzaniu do wynikéw doswiadczalnych odnoszacych si¢ do nisko-
cyklowego zniszczenia metali.

4, Stateczno§é

Plastyczne plynigcie, ktére rozpoczyna sig¢ z chwila przeksztalcenia konstrukcji w me-
chanizm, prowadzi w rezultacie do zmian jej geometrii. W konsekwencji zmiany uksztatto-
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wania konstrukcji moze nastapi¢ badz zatrzymanie sie procesu odksztatcen plastycznych,
badZ tez gwaltowny ich wzrost, towarzyszacy utracie statecznofci i przejsciu do nowej
konfiguracji réwnowagi. Badanie tych zjawisk wykracza poza mozliwosci teorii no§nosci
granicznej 1 wymaga oparcia si¢ na zwigzkach mechaniki nieliniowej, a wiec, miedzy in-
nymi, rozrézniania pierwotnej i aktualnej konfiguracji konstrukcji [4, 25].

Fakt, iz rozwigzania teorii no$nosci granicznej mogg si¢ okazaé niestateczne, a wiec
w rzeczywistosci konstrukcja przenosi mniejsze obcigZenie niz to wynika z tej teorii, wymaga
wlasciwego uwzglednienia w projektowaniu. Z drugiej strony, w innych przypadkach
zmiany geometril powodujg zmiany wzrostu obcigZenia, a wigc maja korzystne skutki
dla udzwigu konstrukcji [3, 9].

Mobwige o zmianach geometrii trzeba od razu zaznaczyé, Zze nie musza one byé «duze»
aby pojawily sig ich skutki. Zjawiska — jak juz nadmieniliémy — naleza do nieliniowych,
a wiec mate perturbacje moga dawaé bardzo duze iloSciowe zmiany. Przemieszczenia
rzedu grubosci ptyty moga na przyklad w sposéb zasadniczy zmienié jej udZwig [10].
Nie sg to wiec zagadnienia, ktore moga pozostawac poza zasiegiem zainteresowan projek-
tanta.

Ocena stateczno$ci rozwigzania danego przez teorig no§noéci granicznej polega na
okredleniu nachylenia krzywej «obciazenie—ugiecien. Je§li dPJdW >0, to obcigzenie
graniczne jest stateczne 1 ze wzrostem ugie¢ nastepuje «geometryczne» wzmocnienie. Nie-

Q

Rys. 7. Zaleznosci geometryczne przy duzych ugieciach belki sztywno-plastyczne)

réwno$é dPJdW < 0 wskazuje, ze konstrukcja moze ulec zniszczenin w sposéb «katastro-
falny». Poczatkowe nachylenie krzywej zaleznosci «obcigZenie-ugigcie» stanowi wigc
bardzo istotng informacje.

Rozpatrzymy najpierw przypadek statecznego procesu, kiedy to zmiany geometri
prowadza do zwiekszenia udZwigu. Istote zagadnienia przedstawimy na prostym przykia-
“dzie belki, przeksztatcajacej sie¢ w mechanizm pokazany na rys. 7.

Sztywne ogniwa obracaja si¢ woko6! nieprzesuwnych przegubéw podporowych tak, Ze
ugiecie W, jest poréwnywalne z wysokoscig przekroju belki. W przegubie §rodkowym
pojawiaja sie odksztalcenia, przy czym wystepuja tam nie tylko obroty, ale i wydiuZenia
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osiowe, wlasciwe wskutek «duzych» ugieé [30, 34]. Z zalezno$ci geometrycznych wynika,
ze odksztalcenia oraz ich predkosci wynoszg odpowiednio
w? W . WW

(4.1) A=aey, O=-, 4

. W
2L’ L’ I =1

Zasada bilansu mocy przyjmuje postac
(4.2) [PWad = D (NW4+M)B L.

Widaé wiec, ze udzwig zalezy od ugiecia. Jesli M i N w przegubie bylyby niezalezne,
to przyrost udzwigu ze wzrostem ugigcia bytby liniowy. Poniewaz jednak M i N, w takiej
sytuacji jak pokazano na rys. 7, sa zwiazane i ich warto$ci zaleza od aktualnego potoZenia
osi obojetnej, to zachodzi migdzy nimi okreslony zwiazek. Dla jednorodnego przekroju,
w przypadku materialu o jednakowych wlasnosciach na $ciskanie i rozciaganie, zachodza
zwiazki
(4.3) EH = Ajd = W, N = No&, M= My1-£%,
gdzie N, i M, sa wielkosciami granicznymi sity podituznej i momentu w przekroju. Pierwsza
z zaleznoéei (4.3) otrzymujemy rozpatrujac kinematyke. Aby ruch prowadzacy do konfi-
guracji pokazanej linia ciagta na rys. 7 byt motzliwy, wektory chwilowego obrotu muszg
przechodzié przez punkty A i B. Stad wynika zalezno$¢ pomigdzy potozeniem £H wibkna
neutralnego a wielkoécia ugigcia W.

yd
K=" T
{ P=const {
I |
| |
I |
| |
| I
| |
l < |
| A {
‘ |
l‘r _____________ ! -

Rys. 8. Obszary skupionych odksztalceni przy duzych ugigciach plyty

Dla belki obciazonej sita skupiona w §rodku rozpigtosei (rys. 7) otrzymujemy, wyko-
1zystujac (4.3) w (4.2), zaleznosé
' QL w?
M, 1+ H?’
Dla £ > 1 zachodzi M = 0, czyli w catym «przegubie» §rodkowym wystgpuja naprezenia
rozciggajace. Latwo sie przekonaé z (4.2), ze wéwczas udZwig wzrasta liniowo z przyrostem
ugiecia.

4.4) 0LEéEL.
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Z zaleznosci (4.4) widaé, ze ugigcie réwne polowie wysokoséci przekroju zwigzane jest
dwukrotnym zwigkszeniem obcigZenia, jakie moze przenie$¢ sztywno-plastyczna belka
z nieprzesuwnymi podporami. Sprezysta podatno$¢ podpér ten przyrost zmniejsza [10].

Dla plyty kwadratowej o przegubowo zamocowanych krawedziach uklad stref skon-
centrowanych odksztatcen pokazuje rys. 8. Kinematycznie dopuszczalny mechanizm zwia-
zany jest w tym przypadku z wystapieniem wzdtuz przekatnych zaréwno obrotéw, jak
i wydtuzen [30, 34]. Jesli W, oznacza ugiecie w §rodku plyty, to wzdiuz przekatnych

X . X .
(45) EH: W = WQ'_L_, A = WOI(D

Obciazenie zwigzane z tym schematem zniszczenia wyznaczamy z zaleznosci (4.2), uwzgled-
niajac w nim wyniki (4.3). Po wykonaniu calkowan otrzymujemy — w przypadku réwno-
miernie rozlozonego obciazenia P — nastgpujace wyrazenie:

PL? ws

(46) hailS 6+2—HT,

7R 0 ¢

1.

A

Przedstawia ono wplyw «duzych» ugi¢é na udzwig plyty w zakresie przemieszczen W, < H.

Poniewaz wielkosci M i N wchodzace do (4.2) zalezg od budowy przekroju paoprzecz-
nego —1 sa inne dla przekroju pelnego, a inne np. dla dwuteownika, to fakt ten uwi-
doczni sie w ostatecznych wzorach okreslajgcych wzmocnienie geometryczne [30].

Podane przyklady ilustruja metode kinematyczna obliczania tego geometrycznego
wzmocnienia. Informacja o tym, czy noéno$é¢ graniczna, tzn. obcigZenie powodujace
ruch, odpowiada rozwigzaniu statecznemu czy niestatecznemu, otrzymac¢ mozna badajac
nachylenie krzywej: obciaZenie — charakterystyczne ugiecie [4].

Niech nosnoéé graniczna konstrukeji wynosi P,. Rozpatrzymy takie procesy obcia-
zania, dla ktérych aktualna intensywno$é obcigzenia wyraza si¢ zaleznoscig P = AP,
a wigc A jest mnoznikiem charakteryzujacym wzrost oddzialtywan. W oparciu o zasade
.bilansu mocy obcigzen zewngtrznych 1 mocy sit wewngtrznych otrzymujemy

P D(W)

4.7 A=— =
(47) =5

gdzie D(W,) oznacza dysypacje z uwzglednieniem zmian geometrii plyty, za§ Do — odpo-
wiednig jej wartosé dla chwili rozpoczynania si¢ ruchu plastycznego. Jako parametr cha-
rakteryzujacy wplyw czasu przyjmujemy tu przemieszczenie W, w pewnym punkcie kon-
strukeji.

O statecznosci decyduje, przy takim sformulowaniu problemu, znak wielkosci dAJdW,
dla W, = 0. W konsekwencji otrzymujemy warunek statecznosci w nastgpujacej postaci

o dD

4. =
(48) Do oW, dW,

> 0.

Przypadek niestatecznego obciazenia granicznego zilustrujemy na przykladzie tzw.
efektu sklepieniowego w plycie. Rozpatrzymy pasmo plytowe wykonane z materiatu,
ktéry przenosi¢ moze tylko napreZenia $ciskajgce. Pasmo podparte jest przegubowo nie-

10 Mechanika Teoretyczna
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przesuwnie, np. wskutek umieszczenia pomigdzy dwiema nieodksztaicalnymi $cianami.
Jesli chodzi o geometri¢ i kinematyke, to mamy tu sytuacje jak na rys. 7. Zalezno$é po--
miedzy ugieciem W, w $rodku rozpigtosci a potozeniem «warstwy obojetnej» w przegubie
opisana jest pierwszym z réwnan (4.3), a ponadto

(4.9) N = No(l—8)/2, M = My(1—£2)/2,
Rozpraszanie energii nastgpuje tylko w «uogdlnionymy» przegubie. Otrzymujemy
v N, M R
(4.10) My = NWA+M = — > (1= EH+ > (1—€2),

gdyz w przegubie wystepuje $ciskanie. Wykorzystujac zaleznos¢ (4.3) oraz zwigzek po-
miedzy M, i N, dla przekroju prostokgtnego, dochodzimy w rezultacie do nastgpujacej
postaci kryterium (4.8)

s i _ W,
(4-11) 2- == T’WO_/‘}T) — —Z‘I—Z'}[—.
W poczatkowym stanie ruchu, a wigc dla W, = 0, ‘otrzymujemy I=—2< 0, a wiec

mamy do czynienia z przypadkiem niestatecznoscei.

Udiwig pasma przy uwzglednieniu efektu sklepieniowego latwo obliczy¢ z zaleznosci
(4.2). Wynosi on, w przypadku obciazenia sita skupiona w §rodku rozpigtosci,

oL W, W3 '
4.12) A _}T_;_ e
a wiec nosno$¢ spada do zera kiedy ugiecie osiaga potowg grubosci plyty.

W zakresie badan efektu sklepieniowego, wzmocnienia geometrycznego i statecznosci
opracowano U nas szereg probleméw zaréwno o znaczeniu podstawowym (twierdzenia
o oszacowaniach) [4], jak 1 rozwigzan szczegbtowych, réwniez z uwzglednieniem wplywu
odksztalcen sprezystych [10].

5. Dynamika

Konstrukcja idealnie sprgzysto-plastyczna moze byc¢ obciazana poza nosno$¢ graniczna
je$li dzialanie obciazen jest impulsowe. Wowezas, wskutek nadanych przyspieszef poprzez
np. wprowadzenie do uktadu pewnej energii kinetycznej, nastepuje ruch, ktdry trwa az do
rozproszenia tej energii na odksztatcenia plastyczne. W takim przypadku mamy do czynie-
nia z problemami «dynamicznej» no$nosci granicznej. Je§li obciaZenie dziata przez krotki
czas, to uruchomione wskutek naglego przytozenia impulsu sily bezwladnos$ci moga by¢
dostatecznie duze na to, aby zapobiec nadmiernym odksztalceniom, a w rezultacie i znisz-
czeniu konstrukcji. .

Inng grupg probleméw zwiazanych z dynamicznymi oddzialywaniami na budo;vtlﬂe
stanowig zagadnienia propagacji fal sprezysto-plastycznych w elementach konstrukcji,
zwiazanych z tym koncentracji odksztalcen plastycznych, a w rezultacie i zmeczenia nisko-
cyklowego. Te dwie grupy zagadnieth wymagaja odmiennych podejsé.

Dynamika konstrukcji plastycznych stosuje w zasadzie wszystkie zatozenia teorii
belek, ptyt lub powlok i postuguje si¢ odpowiednimi uogdlnionymi wielko§ciami: momenta-

»*
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mi zginajacymi, wypadkowymi naprezen itp. Odmienno$¢ w stosunku do zagadnien
noénosci granicznej polega na uwzglednieniu sil bezwladnos$ci i wystepowaniu w réwna-
niach czasu jako zmiennej niezaleznej. Wprowadza to znaczne komplikacje, jako Ze pro-
blemy sa teraz opisywane réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi.

Problemy falowe rozpatrywane s3 zar6wno w naprezeniach, jak i w wypadkowych
wielko$ciach. Cel badan z tego zakresu jest — w zastosowaniach do konstrukcji — odmien-
ny. Chodzi o ustalenie miejsc i wielkoéci lokalnych koncentracji trwatych odksztalcen,
podczas gdy dynamika konstrukcji zajmuje si¢ raczej deformacja calej budowli wskutek
podmuchu czy uderzenia «masowego» oraz oszacowaniem czasu trwania wymuszonego
w ten sposéb ruchu.

W zagadnieniach dynamiki konstrukcji plastycznych wielko$cia szczegdlnie waing
jest pole trwatych przemieszczen, ktére realizuje si¢ w rezultacie np. przylozenia impulsu
ci$nienia, dzialajacego w czasie 0 < t < 7. Dla scharakteryzowania tego typu zagadnien
i przedstawienia prostych metod ich liczbowej oceny rozpatrzymy plyte kwadratowa pod-
dang dziataniu krétkotrwalego réwnomiernego cidnienia, Zajmiemy si¢ okreéleniem
trwalego ugiecia §rodka plyty pokazanej na rys. 11 obciazone] impulsem ci$nienia takim,
7e P=constdla0 <L t<rorazP=0dlat>=~

Wskutek naglego przyloZenia impulsu cisnienia wzbudzone zostaja sity bezwladno-
$ci — ,uW przy czym j 0znacza masg przypadajaca na jednostke plaszczyzny $rodkowej
plyty, zas W =92 W/]ot? jest przyspieszeniem jej uginania si¢. Zasada bilansowania mocy
obciazen zewnetrznych i sit wewnetrznych (2.1), zastosowana do mechanizmu zniszczenia
przedstawionego na rys. [, przyjmuje postaé '

(5.1) AfW(P—,uW)dA = M, ) &L,

Uderzona plyta dozna przyspieszenn. Poszczegdlne punkty ptata OBA powierzchni
$rodkowej, w przypadkun rozpatrywanego, kinematycznie dopuszczalnego mechanizmu,
maja nastgpujace predkosci i przyspieszenia ugigc

. . X . o X
(5.2) W = W, (1) (1—7), W:Wo(l——L—).

Wykorzystujace (5.2) w (5.1) otrzymujemy, po wykonaniu przepisanych catkowan, nastgpu-
jace wyraZzenie na przyspieszenie punktu 0

6M,

. 2
5.3 == (P— =29
(53) Wo = (P=Py), Po=-75",

)

gdzie P, oznacza no$no$¢ graniczna plyty obcigzonej réwnomiernym ci§nieniem w sposdb
statyczny. Jesli przed uderzeniem plyta jest nieodksztatcona i nieruchoma, tzn. Wi(x, 0) =
= W(x,0) =0, to catkujac (5.3) otrzymujemy nastepujaca zalezno§¢ pomiedzy intensyw-
noscig przytozonego ci$nienia a ugigciem §rodka plyty:

(5.4) Wo = %(P—Po)tz, P> P,.

10*
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Po zdjgciu obceiazenia w chwili ¢ = 7 ruch trwa nadal z tym, ze nastgpuje teraz spowal-
nianie ugie¢ az do chwili, gdy energia wlozona zostanie catkowicie rozproszona na odksztat-
cenia plastyczne: Przyspieszenie tego zamierajacego ruchu wynosi WO = —2P,/p. Ruch
ustaje w chwili ¢t = T, gdy WO(T) = 0. Wymagajqc ciaglosci predkosci i ugieé¢ w chwili
! = v otrzymuje si¢ stale catkowania dla v < r<{ T, a w rezultacie zostaje jednoznacznie
opisany proces ruchu mechanizmu pokazanego na rys. 1.

Plyta przestaje si¢- ugina¢ w chwili + = 7. Chwila ustania ruchu i wielkosci trwalego
ugiecia §rodka plyty wynosza odpowiednio

P P

(55) T = —P:T, Wo =

Rozwigzanie to jest wazne dla pewnego zakresu ci§nief, mianowicie, gdy P < 2P,.
Przy wigkszych ci$nieniach tworzy si¢ inny mechanizm, mianowicie Srodkowa czesé
porusza si¢ w poczatkowym okresie jak cialo sztywne tak, Ze pole predkosci ugieé ogra-
niczone jest powierzchnia $cigtego ostrostupa [33].

6. Zakonczenie

PrzedstawilisSmy przeglad zagadniefi teorii konstrukcji sprezysto-plastycznych, ze
szczegolnym podkresleniem praktycznych metod ich analizy. K.oniecznym krokiem w strone
zastosowan w projektowaniu jest przejécie do opracowania metod i procedur obliczenio-
wych, dostosowanych do szczegélowych typéw konstrukeji, weziow i polaczen [32, 35].

Przy omawianiu metod skoncentrowaliémy sie na podejéciu, ktére mozna nazwaé
kinematycznym, gdyz geometryczna strone procesu deformacji konstrukeji latwiej sobie
wyobrazié, a wiec w konsekwency latwiej zastosowaé takie wlasnie metody w dziatalnosci
projektowe;.

Omawiana tematyka byla przedmiotem referatu problemowego wygloszonego na
sympozjum «Practical Applications of Plasticity Theory» ASME Winter Annual
Meeting, Nowy Jork 30 listopada — 3 grudnia 1970 r.
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Peswme

UHXXEHEPHBIE METONbLI AHAJIM3A VIIPYTO-IINTACTUUECKUX COOPYXKEHHH

B paGoTe u3naraiorcs NpWIOKEHHA METOOB TEOPUH IJIACTHYHOCTH B MEXaHHKE COOPY)KEeHHH.
PaccmoTpens1 cnenyionme pasfens! 3ToH TEOPHH: TeOPUA Hecyllei CrocofHOCTH COOpYEHuit, Teopust
TIPHCIIOCOBISIEMOCTH, BOTIPOCHI GONBILMX NPOTHGOB 1 AuHamuku nnactiH. Ocofoe BHUMaHME OBpaieHo
Ha NPUCIIKEHHbIE METOBI AHANIM3A YIPYTo-INACTUUECKHUX COOPYMKEHMM (TEOpHsA JIMHUM IIACTHYECKUX
1HAPHUPOR , KHHEMATUUECKME OLIEHKY Hecyluell crioco6HoCT 000I0UeK , TOBEAEHUE MNIACTHH IIPH MMITYJIbC-
HBIX HArpy><eHusx). IToguepKHBaeTCA 3HAUEHHWE WHIKEHEPHOro MOXONA K TEOPHM ILIACTHUECKUX CO-
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opysitenmit. OGCYKIEHBI BOIPOCH! YCTOMUHBOCTH PEIUEHHH B TEOPHM MNPEReNBHBIX COCTOAHMIL (reo-

METPHUICCKOE YNIPOYHEHHE KU HpOLL(CJ'[KHBaHHC), a TarKe HEKOTOpbIe 3aJa4YH TEeOPHH NpHCHocobaaemMocTH
UPpH HHKJIIHYEeCKHX HArpyyKCHUSMAX.

Summary
ENGINEERING ASPECTS OF PLASTIC ANALYSIS OF STRUCTURES
The theory of plastic structures is discussed from the viewpoint of applications in structural design,
Limit analysis, shakedown and large deformation theory are considered. Approximate methods (yield-
line theory of plates, kinematical methods in shell analysis and in dynamics of plates) are commented upon,
their engineering motivation being emphasized. Stability of yield point loads («geometrical hardening»

and snap-through) and shakedown to cyclic loading are considered.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 paidziernika 1971 r.
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PROBLEMY TEORII MECHANICZNEGO URABIANIA GRUNTOW*

WOICIECH SZCZEPINSKI (WARSZAWA)

1. Uwagi wstepne

Istnieje do§¢ bogata literatura dotyczaca inzynierskich metod obliczania opordw, jakie
stawia grunt lub inny o$rodek sypki przy urabianiu go narzedziami mechanicznymi.
Jednakze wobec trudnosci, jakie sprawia opracowanie teorii mechanicznego urabiania,
opartej na bardziej solidnych podstawach, metody te maja bardzo przyblizony charakter,
a niekiedy notuje si¢ nawet powazne rozbiezno$ci migdzy nimi. Z reguly metody inZyniers
skie ogranfczajq si¢ do wyznaczenia wielkosci wypadkowych sit dzialajacych na narzedzie.
Ich najpoWazniejszym/ brakiem jest pominiecie kinematyki ruchu o$rodka, ale réwnieZ
w zakresie statyki nie mozna na ich podstawie obliczy¢, na przyktad, rozkladu naciskéw
na powierzchni narz¢dzia.

Rozpowszechniony jest poglad, e mechanika proceséw urabiania gruntéw jest zbyt
zlozona, aby mozna bylo do jej analizy stosowaé¢ metody matematyczne analogiczne do
metod stosowanych w teorii plastycznosci. Jednakze notowany w ostatnich latach wyrazny
rozwdj matematycznej teorii mechaniki gruntéw wskazuje na celowo$é¢ podjecia powaz-
nigjszych préb zastosowania jej metod do analizy réZnych proceséw urabiania gruntéw.
Oczywiscie pojawia sie tu szereg powaznych trudnoédci dotyczacych zaréwno przyjecia
odpowiedniego modelu opisujacego zlozone fizyczne wlasnoéci rzeczywistych gruntéw,
jak i samego rozwiazywania lub nawet sformulowania odpowiednich zagadnien brzego-
wych dla konkretnych przypadkéw, nawet przy zalozeniu mozliwie prostego modelu
gruntu. Tym niemniej dla niekt6érych praktycznie waznych proceséw mechanicznego
urabiania mozna juz przedstawi¢ rozwigzania uwzgledniajace statyke i kinematyke ruchu
o$rodka. Rozwiazania te odnoszace si¢ do plaskiego stanu odksztalcenia polegaja na zbu-
dowaniu siatek charakterystyk dla napreZen i predkosci, a nastgpnie na skonstruowaniu
planu predkosci. Mozna réwniez prze$ledzié na drodze teoretycznej znaczny etap przebiegu
tych proceséw metoda kolejnych krok6éw. Dla niektérych waznych proceséw urabjania
gruntéw rozwiazania teoretyczne maja bardzo prosta postaé i nadaja si¢ bezpoSrednio
do obliczen inzynierskich. W przypadkach, gdy rozwigzania teoretyczne sa skomplikowane
moga one stanowi¢ podstawe do opracowania odpowiednich tablic Iub wykreséw dla
obliczen praktycznych.

* Referat problemowy przedstawiony na XIV Polskiej Konferencji Mechaniki Ciala Stalego, Kro$-
cienko 1971.
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Wazna technicznie grupg proceséw stanowi manipulowanie za pomoca maszyn prze-
tadunkowych materialami sypkimi, jak koks, wegiel, cement luzem, zboze, ziemioplody
itp. Wiasnoéci fizyczne tych materialéw daja si¢ w cisty sposéb opisac za pomoca prostych
zwiazkéw, a zatem nie ma tu potrzeby wprowadzania sztucznych uproszczen, ktére dla
gruntdw w stanie naturalnym powoduja nastgpnie powstanie pewnych rozbieznosci
migdzy rozwiazaniami teoretycznymi a wynikami badan do$wiadczalnych. W przypadku
materialéw sypkich rozbieznosci te sa minimalne.

Dla wielu procesé6w o duzym znaczeniu praktycznym nie udaje si¢ jeszcze zbudowac
rozwiazan teoretycznych. W takich przypadkach duze ustugi moga oddaé¢ badania modelo-
we tych proceséw w malej skali. Badania takie mozna réwniez stosowa¢ dla weryfikacji
rozwiazan teoretycznych. Przy badaniach modelowych podstawowe znaczenie ma ustale-
nie kryteriéw podobienstwa migdzy rzeczywistym procesem a badaniem tego procesu na
modelu. Zagadnienie ustalenia kryteriéw podobienstwa sprawia jednak wiele trudnodci,
specjalnie wtedy gdy proces urabiania zachodzi ze znaczna pregdkoscia. Wiadomo bowiem,
ze grunty wykazuja wyrazna zmian¢ oporu odksztalcenia przy zwigkszaniu predkosci
odksztalcenia. Niestety brak danych do§wiadczalnych nie pozwala na ogdlne matematyczne
ujecie tej zaleznosci, co z kolei uniemozliwia Scisle ustalenie kryteriéw podobienstwa
modelowego.

W dalszych punktach pracy oméwiono pokrétce wspomniane wyzej problemy wyla-
niajace sie¢ przy opracowywaniu matematycznej teorii mechanicznego urabiania gruntéw
oraz perspektywy jej rozwoju.

2. Warunek stanu granicznego

Ogolnie przyjmuje si¢ (patrz np. [1]), Ze osiagnigcie stanu granicznego w gruncie na-
stepuje w chwili, gdy stan napreZenia spetnia warunek Coulomba-Mohra. Warunek ten
w przestrzeni naprezen gtdwnych mozna przedstawi¢ w postaci nieskonczenie dlugiej
piramidy o przekroju sze$ciobocznym. Moze by¢ on zapisany w znanej postaci

2.1 0y —0, = (0, 4+0,+2H)sing (0, = 03 = 03),

p jest tu katem tarcia wewngtrznego, a H przedstawia wytrzymato§¢ gruntu przy tréjosio-
wym izotropowym rozciaganiu.

Badania do$wiadczalne w warunkach quasi-statycznych na aparatach tréjosiowych
na ogot potwierdzaja stuszno$¢ warunku Coulomba-Mohra, chociaz niejednokrotnie
otrzymana doéwiadczalnie obwiednia granicznych k6t Mohra nie jest prostoliniowa, jak
to wynikaloby z zaleznoéci (2.1). Fakt ten jest powodem wysuwania innych propozycji
opisu warunku stanu granicznego i opracowania dla nich teorij ptaskich stanéw granicznych
(patrz np. [1, 2]). Wydaje si¢ jednak, ze dla analizy proceséw urabiania gruntéw warunek
Coulomba-Mohra pozostanie warunkiem podstawowym, majac niezte potwierdzenie
do$wiadczalne, a jednocze$nie majac stosunkowo prosta postaé.

Pewne rodzaje gruntéw (np. grunty gliniaste w stanie naturalnym, zageszczony piasek)
" wykazuja zjawisko niestatecznoéci w procesie odksztalcania. Przejawia sig to przy badaniach
do$wiadczalnych prowadzonych, na przyklad, w aparacie bezposredniego $cinania utwo-
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rzeniem si¢ na krzywej odksztalcania charakterystycznego spadku oporu gruntu od war-
tosci t* do 7, po osiagnigeiu pewnej wielkosécei odksztalcenia (rys. 1).

Niestateczno$¢ charakterystyki wytrzymatoéciowej gruntu powoduje, ze proces od-
ksztalcania przy urabianiu nie ma charakteru ciagtego, ale przebiega skokowo. Schematycz-
nie przedstawia to rys. 2 na przyktadzie naporu ptaskiej sciany. W polozeniu poczatkowym

T A Krzywa_niestateczna

Krzywa stateczna

Naprezenie

T
Ty

Odksztatcenie
Rys. |

(rys. 2a) powstaje obszar deformacji 4BC oddzielony od nieruchomego masywu gruntu
linig nieciagtosci predkoéci CB, nazywana w praktyce inZynierskiej linia odlamu. Wzdtuz
niej powstaja znacznie wigksze odksztalcenia, niz w pozostatej czeSci obszaru deformacji.
Po pewnym przemieszczeniu §ciany napierajacej opdr gruntu wzdluz CB spadnie do
wielkoéci 7,4, zachowujac wieksze wartoéci w pozostalym obszarze. Przy dalszym ruchu
$ciany nastapi poslizg tréjkata 4BC wzdtuz CB powodujacy powstanie uskoku BB’ na

Rys. 2

swobodnej powierzchni gruntu. Uskok ten bedzie sig¢ powigkszat do chwili, gdy odcinek
C'E, na ktérym $ciana napiera na czg§é masywu ponizej linii odtamu BC’, bedzie dosta-
tecznie duzy dla utworzenia sie nowej linii odtamu ED. W ciagu calego procesu powstajg
kolejno nowe linie odtamu, wzdluz ktérych zachodza poélizgi catych partii gruntu. W re-
zultacie na powierzchni deformowanego gruntu powstaje szereg uskokdw (rys. 2b).
Dotychezas, zar6wno w teorii plastycznoéci, jak i w teorii mechaniki gruntéw brak
jest metod obliczeniowych pozwalajacych rozwiazywa¢ konkretne zagadnienia deformo-
wania materiatéw z niestateczng charakterystyka wytrzymafosciowa. Nie ma jeszcze
dostatecznej liczby danych do$wiadczalnych z badan zjawiska niestatecznosci w ogdlnigj-
szych tréjosiowych stanach naprezenia. Nie pozwala to na opracowanie ilosciowe podstaw
teorii gruntéw majacych niestateczng charakterystykg. Opracowanie takiej teorii nie
rozwigzywaloby jeszcze sprawy teoretycznej analizy mechaniki konkretnych procesow
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urabiania, poniewaz skokowy przebieg tych procesow dla osrodkéw niestatecznych wy-
magalby dodatkowego opracowania metod rozwiazywania zagadnien brzegowych. W obec-
nej fazie rozwoju teorii proceséw urabiania zjawisko niestatecznosci musi byé z koniecz-
nosci pominigte. Przyjmujac dla rzeczywistych gruntéw warunek stanu granicznego bez
niestateczno$ci, otrzymamy w wyniku teoretycznej analizy proceséw urabiania pewne
uérednienie ich przebiegu. W przypadku pokazanym na rys. 2b otrzymaliby$my, zamiast
skokowego charakteru zdeformowanej powierzchni gruntu, us$redniong pewna linig
zastepcza.

Innym waznym, a dotychczas stabo opracowanym, zagadnieniem jest wplyw predkosci
odksztatcenia na opér gruntu przy deformacji. Przede wszystkim brak jest danych doswiad-
czalnych pokazujacych zmiane oporu gruntu w zaleznosci od prgdkosei odksztatcania dla
ztozonych stanéw napreZenia. Obszerniejsze badania w tym zakresie pozwolityby podjaé
probe teoretycznego opisu wplywu predkoset przy odksztatcaniu grantu. Mialoby to
podstawowe znaczenie dla ustalenia kryteriéw podobienstwa przy modelowych badaniach
proceséw urabiania. Jako najprostsza mozna by wysunac sugesti¢ uzaleznienia obu stalych o
i H w warunku Coulomba-Mohra od odpowiednio obliczonej zastgpezej predkosci od-
ksztalcania. Pewne préby opisu wlasnosci reologicznych gruntéw zawarto w monografii
[3]. Rozwazania te maja jednak raczej zwiazek ze zjawiskami pefzania gruntu przy posa-
dowieniu na nim budowli. Zjawiska te przebiegaja z bardzo maltymi predkosciami odksztal-
cania, znacznie mniejszymi od predkoéci wystepujacych przy mechanicznej obrébee
gruntow. Nalezy tu zwrdcié uwage, ze rowniez dla metali brak jest dostatecznej dokumen-
tacji dodwiadczalnej dla réznych proponowanych w teorii lepkoplastycznosci opiséw
zmiany wlasnosci przy réznych predkosciach odksztalcania.

3. Zwigzki miedzy naprezeniami a predkosSciami odksztaleenia

Sprawa wyboru zwiazkéw pomigdzy naprezeniami a predkosciami odksztalcenia ma
podstawowe znaczenie dla opracowania teorii urabiania gruntéw. Istnieje kilka koncepcji
budowy takich zwiazkéw. Zrédtowy przeglad tych koncepcji zawieraja prace [4, 5, 6],
a sprawie wyboru najbardziej odpowiedniej z nich dla teorii proceséw mechanicznego
urabiania gruntéw po$wigcono poprzednia prace [7].

Mozliwe sa dwie drogi eksperymentalnego badania przydatnosci tej czy innej koncepcji
zwiazkéw fizycznych do teoretycznej analizy proceséw urabiania. Pierwsza droga, to
badania typu podstawowego na aparatach tréjosiowych przy zastosowaniu cylindrycznych,
petnych lub rurkowych, prébek gruntu. Badania takie sa pracochtonne i chociaz z nauko-
wego punktu widzenia sa najbardziej odpowiednie nie wydaje sig, aby ta droga mozna
bylo uzyskaé niezbedng ilo§¢ danych do$wiadczalnych. Druga droga, to badania typu
weryfikacyjnego, polegajace na teoretycznym opracowaniu kinematyki gruntu dla wybra-
nych proceséw odksztalcania przy zastosowaniu réznych zwiazkéw fizycznych, a nastgpnie
na porébwnaniu tych rozwiazan z rzeczywista kinematyks otrzymana na stanowiskach
modelowych. Taka droge postepowania przyjeto w pracach [4] i [5], w zastosowaniu do
zagadnien wciskania stempli o réznych ksztattach. Badania tego typu bliZzsze procesom
urabiania gruntéw przedstawiono w pracy [7].
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Szczegolnie przydatny do badan modelowych okazal sie proces spietrzania gruntu,
analogiczny do procesu wystepujacego w pewnej fazie pracy zgarniaka. Rozwigzanie
teoretyczne dla tej fazy procesu jest bardzo proste (rys. 3), co znacznie ulatwia analize
wynikéw doswiadczalnych. Jezeli swobodna powierzchnia badanego o$rodka jest prosto-
liniowa, to rozwiazanie da si¢ wyrazi¢ elementarnymi wzorami.

Z réznych teoretycznych propozycji praw plyniecia dla gruntéw dwie majg charakter
zwigzk6éw ogdlnych obejmujacych dowolne stany napreZenia. Pierwsza, to prawo plyniecia
stowarzyszone z warunkiem stanu granicznego Coulomba-Mohra

] JoF

3.1 e,-jzlygu—'.

W zwiazkach tych zaproponowanych przez DRUCKERA 1 PRAGERA [8] utozsamiono potencjat
plastyczny z warunkiem stanu granicznego (2.1). Wynika z nich efekt ciaglego przyrostu
objetosci osrodka w procesie odksztalcania, co szczegdlnie przy znaczniejszych odksztal-
ceniach jest sprzeczne z wlasno$ciami rzeczywistych gruntéw. W teorii plaskiego stanu
plyniecia zwiazki (3.1) prowadza do pokrywania si¢ charakterystyk dla napreZen i pred-
kosci.

W drugiej propozycji praw plynigcia dla gruntéw [9, 4] przyjmuje sie jako jedng z za-
leznosci warunek niescisliwodci. Druga zaleznoscig jest pokrywanie si¢ kierunkéw giow-
nych tensora naprgzenia i tensora predkosci odksztalcenia. Tak sformutowane prawo
ptyniecia mozna ogodlnie zapisa¢ w postaci

. 1
(3.2) ) & = }'(Gij_?éijakk) .

Jest ono wiec identyczne ze zwigzkami Lévy’ego-Misesa dla o$rodkéw idealnie plastycz-
nych. Wyniki do§wiadczalne uzyskane w pracach [4] i [7] wykazuja, Ze koncepcja ta moze
by¢ bardzo przydatna przy analizie proceséw urabiania gruntéw. W przypadku plaskiego
stanu plyniecia charakterystyki dla pr¢dkosci beda teraz ortogonalne i nie beda pokrywaly
si¢ z charakterystykami dla naprezen,

4. Réwnania plaskiego stanu plyniecia gruntéw

Wiele praktycznie waznych proceséw urabiania gruntéw przebiega w warunkach
ptaskiego stanu plyniecia i z tego wzgledu teorii tego” stanu po$wieca si¢ wiele uwagi.
Zwykle przyjmuje sie taka orientacje ukladu wspélrzednych x, y, z, aby stan naprezenia
1 pole predkosci byly niezalezne od wspélrzednej z. O$ y skierowana jest pionowo w dot.
Stan plaskiego plyniecia opisany jest ukladem pieciu réwnan, mianowicie:

a) warunkiem stanu granicznego

1) (dx—dy)2+4":£y = (9x+0y +2H)2 Sian,

w ktorym, jak wspomniano w punkcie 2, wielkoSci H'1 ¢ mozna by uzalezni¢ od predkosci
odksztalcenia;
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b) réwnaniami ruchu

(4.2)

doy | 01y vy dv, ov,
Zy Cox (az Ty T, ) Y
¢) warunkiem niescisliwosci
00y du,
4.3) o T T 0;
d) warunkiem izotropii
dv, | dvu, dv,  dv,
it AN TR, 3 OO & 20 = 0.
@4 x k ay (c?x dy tg2¢p =0

Roéwnania (4.3) i (4.4) odpowiadaja zatozeniu prawa plynigcia (3.2). Wielkos$é g jest katem,
jaki tworzy kierunek wigkszego naprezenia glownego z osig x, a wigc nie jest nowa nie-
wiadoma, gdyz kat ten moZe byé okreé$lony przez skladowe naprezenia.

Perspektywy uzyskania rozwigzan dla konkretnych probleméw brzegowych sformu-
towanych dla powyZszego uktadu réwnan mozna oceni¢ przez poréwnanie z problemem
plaskiego plynigcia metali opisanym analogicznym, ale nieco prostszym uktadem réwnan.
Wiadomo (patrz np. [10]), ze dotychczas nie ma efektywnej metody rozwiazania dla
plaskiego plyniecia metali z uwzglednieniem sit bezwladnosci i czuto$ci materiatu na
predko$¢ odksztalcania. Mozliwa jest jedynie analiza quasi-statyczna, w ktorej pomija
sie rowniez efekty wzrostu oporu plastycznego przy zwigkszaniu predkosci odksztalcania.
Wynika stad, ze réwniez dla gruntéw mozliwe bgdzie obecnie uzyskanie rozwiazaf quasi-
statycznych. Wiekszos$¢ proceséw urabiania gruntéw przebiega z niezbyt duzymi predko-
$ciami i pominigcie sit bezwladnosci w réwnaniach (4.2) nie spowoduje godnych uwagi
bledéw. Pominigcie wplywu predkosci odksztatcania gruntu na jego op6r plastyczny moze
jednak nawet przy praktycznie stosowanych predkosciach urabiania daé znaczne odchy-
lenia. Trudnosé¢ t¢ mozna by czgSciowo ominaé oceniajac wstepnie $rednig predkosé
odksztalcania, jaka wystapi w rozpatrywanym procesie i przy takiej predkosci wyznaczyé
doswiadczalnie state H i o. '

W nastgpnych punktach zostang przedstawione przykiady quasi-statycznych rozwig-
zan dla praktycznych proceséw urabiania gruntéw. Beda one polegaly na rozwigzywaniu
zagadnien brzegowych dla wyzej podanego ukladu réwnan, w ktérym zamiast réwnan
ruchu (4.2) wystapia réwnania réwnowagi
aao‘x 4 Ity _ , day 31?, —

X Jy dy ox

W tym zmodyfikowanym ukladzie pola naprezen i predkosci sg sprzezone tylko przez
warunki brzegowe. Rozwigzanie réwnan dla naprezen przeprowadza sic w klasyczny
sposéb [1] metods charakterystyk. Réwnania rézniczkowe charakterystyk maja znana
postaé

(4.5) dy = tg(pte)dx, dot2otgedy = y(dyd-tgedx).

" (4.2a)
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Pomocnicze wielkoéci ¢ 1 ¢ sa okre§lone przez podstawienia

Oy .
. } = g(ltsingcos2p)—H, 1., = osingsin2g.
y
Roéwnania dla predkosdci maja charakterystyki ortogonalne o wspétczynnikach kierun-
kowych

(4.6) dx/dy = tg ((pj_—_%l—). :

A zatem charakterystyki dla naprezen i predkosci nie pokrywaja sie. Przyjeta proce-
dura budowania konkretnych rozwigzan polega na wyznaczeniu najpierw siatki charakte-
rystyk dla naprezen, a nastgpnie na wykre$lnym wyznaczeniu siatki charakterystyk dla
predkosci. Pole predkosci okredla si¢ budujac hodograf wedtug metod identycznych, jak
w teorii plastycznoéei (patrz np. [10]). Metode te zastosowano w pracy [4] rozwigzujac
zagadnienie wciskania sztywnego klina w suchy piasek. Postuzono sig¢ nig réwniez w pracy
[7] do analizy kinematyki oérodka idealnie sypkiego przy naporze pionowej éciany. W obu
powyzszych pracach otrzymano dobra zgodno§é wynikéw z badaniami eksperymental-
nymi.

W przypadkach biernego parcia gruntu, jakie zwykle wystepuja w procesach urabiania,
obszar odksztalcania ograniczony przez skrajne linie siatki charakterystyk pola predkosci
mieéci sig catkowicie wewnatrz obszaru pokrytego siatka charakterystyk dla naprezen.

Ponizej podamy kilka typowych przykladéw zastosowania teorii plaskiego stanu
plynigcia do analizy mechaniki gruntu przy urabianiu réznymi narzedziami. We wszystkich
przypadkach zatoZono wigc, ze swobodna powierzchnia gruntu jest walcowa, ale profil
jej moze mie¢ dowolng postaé.

Podobnie jak w teorii obrobki plastycznej metali [10], réZzne procesy urabiania gruntéw
mozna rozpatrywaé jako procesy niestacjonarne stosujac procedure kolejnych krokéw.
Zakladajac poczatkowa konfiguracje swobodnego brzegu, mozna wyznaczyé odpowia-
dajace jej pole predkosci. Pole to mozna uwazaé za niezmienne w okresie dostatecznie
malego przyrostu czasu. Taka przybliZona metoda umozliwia wyznaczenie deformacii
jakiej doznata swobodna powierzchnia gruntu w okresie tego przyrostu czasu. Nastgpnie
dla nowego ksztattu powierzchni buduje si¢ nowe rozwigzanie i nowa deformacje swobodnej
powierzchni. Procedure te mozna powtarzaé az do momentu, gdy dla jakiego$ stopnia
deformacji powierzchni niemozliwe juz bedzie zbudowanie rozwigzania teoretycznego.
Podany zostanie réwniez przyklad takiej sytuacii.

5. Rozwiazanie dla narzedzia typu zgarniaka [11]

Narzedzie zgarniajagce o przekroju pokazanym schematycznie na rys. 3 zamknigte
jest z obu stron §cianami réwnolegtymi do plaszczyzny rysunku. Sciany te uniemozliwia-
jace odksztalcenie gruntu w kierunku osi z stwarzaja warunki zblizone do plaskiego stanu
odksztalcenia. Przyjmijmy, ze narzedzie porusza sie z predkoscia v, o wektorze nachylo-
nym pod katem £(0 < 8 < B*) wzgledem poziomu. Zakladamy, Ze ksztalt profilu AB
swobodnej powierzchni gruntu w rozpatrywanej chwili jest znany.

11 Mechanika Teoretyczna
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Siatke charakterystyk dla naprezen pokazana na rys. 3a otrzymano przez rozwigzanie
zagadnienia brzegowego Cauchy’ego, okreslonego przez znane wartoéci o i p na swobodne;
powierzchni 4B. Siatka ta pokrywa obszar krzywoliniowego trdjkata 4BC. Potozenie
Jpunktow A i B_okres’[a warunek przechodzenia skrajnych charakterystyk 4C i BC przez
ostrze zgarniaka C.

Na rys. 3b przedstawiono siatke charakterystyk dla predkosci wyznaczona wykreslnie
na podstawie siatki charakterystyk dla naprezen. Obszar odksztalcania gruntu DEC
ograniczaja linie nieciggtosci predkosci EC1 DC. Czastki gruntu potozone na prawo od CE
pozostaja w spoczynku, a caly obszar na lewo od DC porusza si¢ jak sztywna cato$¢ wraz
z narzgdziem z predkoscia v,.

Konstrukeje hodografu (rys. 3c) rozpoczynamy od rozpatrzenia warunkéw zwartosci
w punkcie C, w ktérym predko$é od strony obszaru odksztatcanego musi byé skierowana
stycznie do CE. Ponadto skok predkosci na linii nieciagtosci CD musi by¢ do niej styczny.
Predko$é punktu C bedzie wiec przedstawial na ptaszezyznie hodografu punkt C’, przy
czym odcinek O'C’ jest réwnolegty do stycznej do CE w punkcie C, za§ O*C’' poprowadzono
réwnolegle do stycznej do CD w punkceie C. Obie linie nieciggltosci CE i CD reprezentowane
sg na plaszczyZnie hodografu odpowiednio przez tuki két C’E’ i C’D’. Predkosci
wewnetrznych punktéw tréjkata ABC znajdujemy przez poprowadzenie na hodografie
siatki linii ortogonalnych do charakterystyk predkosci. Te czeéé hodografu pokazano
w powigkszeniu na rys. 3d.
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Z hodografu wynika, ze kat 8 nachylenia predkosci #o do osi x nie moze byé¢ wiekszy
od kata p*, jaki tworzy styczna do EC w punkcie G z poziomem. Dla f > p* wektor
nieciaglosci predkoéci wzdtuz CD mialby taki sam zwrot, jak naprezenie styczne. Dysypacja
energii na linii nieciggtoSci CD bylaby wigc ujemna. Rozwiazanie tego typu dla f > f*
byloby niepoprawne. Przykiad ten wskazuje na konieczno$¢ zwrdcenia uwagi na zachowanie
warunku, aby dysypacja energii byla wszgdzie nieujemna. :

Jezeli profil powierzchni gruntu tworzy prosta nachylona pod pewnym katem do po-
ziomu, to charakterystyki dla naprezen i predko$ci wyznacza sie z prostych réwnan para-
metrycznych. Dla o§rodka bez spdjnosci, siatki charakterystyk dla naprezen i predkoscei
sktadaja si¢ z linii prostych. Rozwigzania te o duzym znaczeniu praktycznym przedsta-
wiono w pracy [7] wraz z weryfikacja do$wiadczalng. Otrzymano dobra zgodno$é teore-
tycznych i do§wiadczalnych pol predkosei dla suchego piasku i dla modelu oérodka zto-
zonego ze szklanych precikéw.

6. Rozwigzania dla lyzki Yadowarki [11]

Charakter pracy tyzki tadowarki zblizony jest do pracy zgarniaka omdwione] w po-
przednim punkcie. Rozwigzania teoretyczne sa jednak odmienne. Maksymalne obcia-
zenie tyzki powstaje w koncowej fazie procesu napetniania, a wiec dla tego ctapu pracy
rozwiazania beda mialy znaczenie techniczne. Ze wzgledu na inne uksztaltowanie lyzki niz
zgarniaka, przy probach zbudowania siatki charakterystyk dla naprezen takiego typu,
jak na rys. 3 przeciglibyémy charakterystyka CA $ciang tyzki, co byloby sprzeczne z istnie-
jacymi na niej warunkami tarcia. Z kilku mozliwych wariantdéw rozwigzan teoretycznych
dla pracy tyzki przytoczymy dwa najbardziej typowe.

Pierwszy przykiad przedstawia rys. 4. W siatce charakterystyk dla naprezen (rys. 4a)
linia 4 M, wynikajaca z rozwiazania zagadnienia brzegowego Cauchy’ego w trojkacie 4BM
nie przechodzi przez krawedz tyzki C. Pozostalzi cze$é siatki tworzy wachlarz CAM. Kat
wachlarza & wynika z warunku przechodzenia skrajnej charakterystyki przez punkt C.

Rozwigzanie statyczne tego typu jest mozliwe, jezeli wspdtczynnik tarcia g pomigdzy
gruntem a wewnetrzng powierzchnig tyzki jest dostatecznie duzy. Warunek lokalnej réwno-
wagi w punkcie 4 bedzie spelniony, jezeli |z, < uo,, gdzie ¢,1 7, sa odpowiednio napr¢-
Zeniem normalnym i stycznym dziatajagcym na $ciane. Dla danego p graniczna dopusz-
czalna warto$¢ kata wachlarza &* wynika z réwnoéci |z, = po,. Jezeli dla vzyskania
przechodzenia skrajnej charakterystyki wachlarza przez punkt C konieczny byltby kat &-
wigkszy od granicznej wartosci &*, to rozwiazanie tego typu nie spetniatoby warunkéw
statycznych w otoczeniu punktu 4. Dalej oméwimy typ rozwigzania dotyczacy takich
przypadkéw. :

Siatka charakterystyk dla predkosci inoze mieé wachlarz z biegunem w punkcie 4,
albo ograniczaé sie do krzywoliniowego tréjkata w zaleznosci od geometrii tyzki i swo-
bodnej powierzchni o$rodka. Na rys. 4b przedstawiono ten drugi typ siatki, a na rys. 4c
zbudowany na jej podstawie hodograf. Ma on.podobna budowe, jak hodograf podany
w poprzednim punkcie. Nieznaczna zmiana budowy wynika z faktu zmiany znaku krzy-
wizny linii nieciaglto$ci CD w punkceie S. Kazdy punkt tréjkata D'S'T’ na planie predkosci

11*
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przedstawia jednoczeénie predkoéci ruchu dwdéch réznych punktéw na plaszczyznie fi-
zycznej. Na przyklad punkty D i U, w ktérych nachylenie stycznej do charakterystyki DC
jest takie samo, sa na plaszczyZnie hodografu reprezentowane przez jeden punkt D' (U’) —
rys. 4d.

Jezeli wspolczynnik tarcia na wewngtrznej $ciance tyzki jest zbyt maly, to skrajna
charakterystyka wachlarza wychodzaca z punktu 4 pod katem &* nie przejdzie przez

Rys. 4

krawed? tyzki C. Na rys. 5 przedstawiono schemat rozwiazania takiego przypadku dla
gruntu idealnie spoistego, dla ktérego charakterystyki dla naprezen i predkoéci pokrywaja
sie.

Jak w poprzednim przypadku kat &* wachlarza bedzie okre§lony przez warunek tarcia
|Ty| = uo, nadcianie AF. Warunek ten wraz z charakterystyka 4N wyznacza jednoznacznie
siatke charakterystyk w obszarze AFCN. Polozenie punktu F wynika z warunku, Ze cha-
rakterystyka FC musi przechodzié przez ostrze tyzki C.

Obszar zalegajacy na lewo od FC porusza si¢ jak sztywna calo$¢ wraz z tyzka, a caly
masyw gruntu na prawo od BC pozostaje w spoczynku. Dla spelnienia jwarunkéw zwar-
toéci w otoczeniu linii styku AF konieczne jest wprowadzenie dodatkowej linii nieciagtoéci
predkosci FKLG. Sytuacje w tym miejscu po malym przesunieciu tyzki pokazuje rys. 3c.
Dolna i gbrna strona tej linii nieciggloéci sa reprezentowane na plaszczyZnie hodografu
odpowiednio przez tuki F'G' i F*G*. Odcinek F'F* przedstawia skok predkosci wzdtuz
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tej linii. Prosta O*F* jest poprowadzona réwnolegle do AF, poniewaz wzgledna predkosé
przedlizgu ofrodka po §cianie 1yzki musi by¢ do niej styczna. PredkoSci punktéw lezacych
na swobodnej powierzchni gruntu sg na hodografie reprezentowane przez punkty dwoch
tukéw B'G’ i G*A4*. A zatem w punkcie G tworzy si¢ na powierzchni uskok.

Rys. 5

Jezeli przyjaé, ze stan graniczny o§rodka opisany jest warunkiem Coulomba-Mohra
(2.1), to z wyzej podanym rozwiazaniem moga by¢ zwiazane rozne typy pdl predkosci.
Problem ten oméwiono szerzej w pracy [11].

7. Mechanika proceséw spychania gruntéw [12]

Przedstawimy teraz dwa typy rozwigzan zwigzanych z pracg lemiesza spychacza. Mozna
wyr6zni¢ dwie podstawowe fazy pracy lemiesza, mianowicie fazg poczatkowa (rys. 6a)
i fazg koficowa (rys. 6b). W fazie poczatkowej niejednorodne pole predkosci obejmuje
obszar ABE przylegajacy bezposrednio do $ciany lemiesza i oddzielony od nieruchome;j
czeéel gruntu wyraznie widoczng linia nieciagtoSci BE. W fazie konicowej oprocz obszaru
niejednorodnego ruchu ABCE pojawia si¢ obszar BCD przemieszczajacy si¢ jak sztywny
blok po poczatkowej powierzchni gruntu CD. Obszar BCD moze nie by¢ w stanie gra-
nicznym, co powoduje znaczne trudnoéci-w sformulowaniu zagadnied na wartoéci brze-
gowe. Obecnie nie udaje sie jeszcze otrzymaé rozwiazan dla tej koncowej fazy procesu.
RozwaZania nasze ograniczymy zatem tylko do fazy poczatkowej.
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Rys. 7

Stosujac metode kolejnych krokéw mozna przesledzié do$é znaczna czgéé przebiegu
poczatkowej fazy pracy lemiesza. Dla kazdego kroku wyznacza sig siatki charakterystyk
dla naprezen i predkosci, a nastgpnie po zbudowaniu hodografu okreéla zmiang ksztattu

powierzchni gruntu dla tego kroku. Stanowi to punkt wyjécia dla zbudowania rozwiazania
w nastgpnym kroku. . T - Co
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W zaleznoscei od ksztattu i potozenia lemiesza oraz formy powierzchni gruntu mozna
otrzyma¢ rézne typy rozwiazan dla poczatkowej fazy pracy lemiesza. W pewnych przypad-
kach na calej powierzchni lemiesza moze wystgpowaé prze§lizg gruntu. W innych przy-
padkach moga tworzy¢ sig obszary martwego materiatu przylegajacego do lemiesza na
cafej lub czgsci diugosei jego profilu. Ponizej podamy dwa przykiady takich rozwigzan.

Jako pierwszy omdéwimy przypadek, gdy przedlizg gruntu nastepuje na calej powierzchni
lemiesza. Lemiesz przesuwa si¢ na prawo z zadang predkoscig v,. Ksztalt swobodnej
powierzchni gruntu AM (rys. 7) jest rownieZ znany.

Rys. 8

Siatke charakterystyk dla naprezen przedstawia rys. 7a. Na jej podstawie zostala
nastepnie zbudowana wykreSlnie siatka charakterystyk dla predkosei (rys. 7b). Obszar
odksztalcania gruntu ograniczony jest linia nieciagla predkoéci EDCB, ponizej ktérej
czgstki gruntu pozostaja w spoczynku. ' _ _

Budowe hodografu (rys. 7¢) rozpoczynamy od punktu E rozktadajac predkosé lemiesza
2o na skladowa przeslizgu wzdtuz linii nieciagloéci EB (wektor O'E’) i wzdtuz powierzchni
lemiesza (wektor O*E’). Lini¢ nieciagto$ci EB reprezentuje na hodografie tuk kota E'B'.
W obszarze EDA pole predkoéci. jest okre§lone przez warunek, Ze predkosé przeslizgu
gruntu po lemieszu musi by¢é styczna do jego powierzchni, oraz przez dane na ED. Profil
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lemiesza reprezentuje na hodografie tuk E’A’. Punktowi osobliwemu 4 odpowiada na
plaszczyznie hodografu odcinek A'A®, a odcinek B'A* przedstawia predkoéei punktéw
swobodnej powierzchni gruntu BA. Predkoéé ruchu dowolnego punktu obszaru odksztal-
cania znajdujemy jako wektor taczacy biegun hodografu O’ z punktem hodografu odpo-
wiadajacym wybranemu punktowi na plaszczyZnie fizycznej. Dla wyznaczenia predkosci
ruchu czastek gruntu wzgledem lemiesza nalezy jako biegun przyja¢ punkt O*. Widoczne
jest, ze pole predkosci odniesione do lemiesza jest silnie niejednorodne. Fakt ten stwierdzono
réwniez do§wiadczalnie w badaniach modelowych przy uzyciu suchego piasku [14].

Rysunek 8 przedstawia inny typ rozwigzania, w ktérym pojawia si¢ martwy obszar
gruntu przylegajacy do czgéci profilu lemiesza. W rozwigzaniu statycznym (rys. 8a) cha-
rakterystyka RE wychodzaca z punktu R przechodzi przez ostrze lemiesza E. Podobna
sytuacja wystgpuje w siatce charakterystyk dla predkosci (rys. 8b),” w ktdrej charaktery-
styka EF wychodzaca z punktu E przecina kontur lemiesza w punkcie F. Obszar odksztat-
cania gruntu zawiera si¢ miedzy odcinkiem AF profilu lemiesza i charakterystykami FE
i EB. Obszar na lewo od FE stanowi martwa stref¢ poruszajaca sic jak sztywna caloéé
wraz z lemieszem. Oprécz obu linii nieciggtosci predkosci FE 1 EB pojawia si¢ trzecia linia
nieciggloéci FK, konieczna dla spelnienia warunkéw zwartodci w punkcie F,

Na planie predkosci (rys. 8c) znajdujemy promienie O'E' i O*E' tukéw E'B' i E'F’
reprezentujacych linie nieciagloéci EB i EF rozkladajac predko§¢ v, na sktadowe wzdluz
tych linii. Lini¢ nieciagloéci FX reprezentuja dwa réwnolegle tuki F’X" i F*K*. Swobodnemu
brzegowi 4B odpowiadaja na plaszczyZnie hodografu dwa tuki A¥K* i B’K’. W punkcie K
powstaje wigc uskok w procesie odksztalcania.

8. Uwagi koncowe

Rozwiazania przedstawione powyZej nalezy traktowad jako pierwszy krok w kierunku
zbudowania teorii proceséw mechanicznego urabiania gruntéw opartej na bardziej solidnych
podstawach. Obszerne badania do$wiadczalne [14] przeprowadzone na suchym piasku wska-
Zuja, Ze rozwigzania takie maja znaczeunie praktyczne przynajmniej dla o$rodkéw bezko-
hezyjnych. Dobra zgodno$é teoretycznych i doswiadczalnych pél predkoéei otrzymano
dla piasku w stanie luZnym. Nieco gorsza zgodno§¢ otrzymano dla piasku w stanie zagesz-
czonym. Niezbedne sa dalsze badania do$wiadczalune, przede wszystkim dla grutéw ze
" sp6jnoscig oraz dla gruntéw wykazujacych niestateczno$¢ krzywych naprezenie-odksztal-
cenie.
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Pesome

TIPOBJIEMbBI TEOPHH 3EMJIEPOYIHBIX IIPOIIECCOB

OG6CcyIalTCA BOUPOCHI, BBITEKAIOMIME M3 NONBITKA IOCTPOSHHA MATEMATHUECKOH TEODHH 3emie-
POMMBIX YIPOLIECCOB JIDH JIOMOLIM TAMENBIX CTPOMTENBHBIX 3eMIIEpOHHBIX mawmy. Hcecnemyiorea soa-
MOXHOCTH (hOPMYJIHPOBKE HauoJNiee YIPABHIILHOTO KDHTEPMA NPEHETPHOTO HANMPAMKEHHOTO COCTOSIHHS
¥ COOTBETCTBYIONIMX 3aBHCHMOCTEH MEXAY TEH3OPaMM HAIDPKEHMH B CKOpocTeH NehopMupoBaHus.
OTMmeuaeTcst, YTo B JaHHOM CTaJHN U3YYEHUA BOIPOCA IIPH PEIIEHUH NPAKTHYECKW HHTEPECHBIX NpoGiem
HeT BO3MOIKHOCTY YUMTBIBATh CHJIBI MHEPIMM M BIHAHME CKopocTeil medopmmposanusi. Jpyrue Tpyn-
HOCTH BO3HHKAIOT B CBASK C TeM, YTO ANA IPYHTOB C HEYCTOHUMBON XapaKTepPUCTHKON HANPSOKeHUE —
Iedopmainisa, crnoco® neopMupoBaHMA Cpebl IPH 3eMJIEPOHHBIX IIPONECCAX IOABEPTAeTCH CKAYKO-
00pasHbIM M3MEHEHNIM.

Hanaraercsi HECKONBPKO KBASUCTATHCTHYECKMX pELUEHU HEKOTOPBLIX NPAKTHUYECKHM MHTEPECHBIX
mpoueccos. IIpyn 3TOM NPeANONAaralOTCA: HECTKO-TUIACTUYECKAsA MOEN: MaTeprana Oe3 HeyCTOHUHBOCTH
XapaKTEPHCTHKH HaNpsikeHHe-NeopMalisa, HeacCOIMNUPOBAHHBLA 3aKOH TEUEeHMS, HECIKMMAEMOCTh
¥ M30TPOIHA.

Summary

PROBLEMS OF THE THEORY OF EARTHMOVING PROCESSES

Discussed are the problems resulting if an attempt is undertaken to build the mathematical theory of the
mechanics of earthmoving processes with the use of heavy construction machinery. Discussed are problems
of the choice of the most suitable limit state criterion for stresses and of the respective relations between
the stress and strain-rate tensors. It is pointed out that, at present, the inertia forces and strain rate effeets
cannot be accounted for in solutions of practical problems. Another difficulty arises from the fact that if
the stress-strain curve for a given soil is unstable, the deformation during earthmoving process proceeds
in a non-continuous manner.

Presented are several quasi-static solutions for some practical processes. The rigid-plastic model of
the material without instability in the stress-strain curve has been assumed. A non-associated flow rule
assuming incompressibility and isotropy of the soil has been introduced.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 pazdziernika 1971 r.
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SPRAWOZDANIE
Z DZTALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ W CZWARTYM KWARTALE 1971 r.

W okresie tym zorganizowano 19 zcbran i sesji naukowych, na ktmych wygloszono 26 referatow.

Llczba

Lp. Data - - Prelegent Temat uczest- dysku-
. ' ‘nikow tantow

'

ot . Oddziat w Bydgoszczy

I 24,11  W. Weiner Zalezno$¢ cech materialowych przy zginaniu epoksy-
dowego tworzywa zbrojonego wldknem szklanym od
' szerokosci ksztaltki

“ H. Holka  Whplyw drgan wybranych elementéw obrabiarki na
) " chropowato$é powierzchni toczenia wykancza)acego
stopéw aluminiowych 11 6
2. 20,12 J. Steinborn Zmienno$¢ moduhu sprezystosci liniowej cpoksydo-

wego tworzywa zbro;onego wléknem szklanym w pré-
bie rozciagania -
B. Siolkowski Whplyw rozstawu podp6r na-granice statecznej pracy
waléw wysiegnikowych : 28 8

Oddziat w Czegstochowie

3. 4.10 S. Ziemba Tarcie i zuZycie a niezawodnoéé w procesach obréb-
(Warszawa) ki plastycznej 19 6
4. 29,10 Z. -Olesiak Zagadnienia szczelin ’ : 26 3
(Warszawa)
5. 10.11 W, Lenkiewicz Natura proceséw tarcia : 38 8
6. 1,12 Z. Marciniak Problemy lokalnej utraty statecznosci powlok pla-
(Warszawa) stycznych poddanych dwuosiowemu rozciaganiu 11 —
7. 17.12  E. Olszewski i Mechanizm planetarno-kulisowy o jednym zmiennym
S. Waczynski parametrze jako transformator ruchu obrotowego 10 4
8. 9.11 W. Nowacki Termodyfuzja w ciatach stalych
(Warszawa) 50 0 4
Oddzial w Gliwicach
9. 25.11 Cz. Wozniak Dyskretna teoria sprczystoécu jej zastosowania w me- .
(Warszawa) . chanice konstrukeji ) 29 7

Oddziat w Krakowie

10, 17.11  W. Bogusz © Sprawozdanie: z Kongresu Teorii Maszyn w Dub-
o . ...« rowniku oraz-Sprawozdanie z konferencji Mecha- .
) t niki w Berlinie - - ;
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Z. Engel
S. Szefer
M. Chrzanowski
11. 2.12 S, Bottcher
(Berlin)
12, 13,12 J. Szmelter
(Warszawa)
13, 29,11 J. Kubik
14, 13.12  Z. Sobczynska
15. 28.10  J. Dorobczyiski
16. 18.12 W, Nowacki
(Warszawa)
17, 6.12 Cz. Wozniak
W. Kufel
M. Kleiber
18, 29.11 E. Brzuchowski
19. 6.12 Z., Mazurkiewicz
Sympozja

Oddziat w Lodzi zorganizowal wspblnie z Instytutem Mechaniki Stosowanej Politechniki
Eb6dzkiej II Sympozjum na temat «Statecznosci konstrukcji» z udziatem 90 oséb (w tym 40 spoza o$rodka
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Sprawozdanie z VII Konferencji Dynamiki Maszyn
w Gliwicach

Sprawozdanie z Sympozjum nieklasycznych zagad-
nien teorii sprezysto§ci w Kijowie

Pelzanie rury grubo$ciennej z uwzglednieniem row-
noczesnego narastania uszkodzen

Obciazenie dynamiczne i ich zmiany w czasie oraz
wplyw na zywotnoé¢ napeddéw hutniczych
Zastosowanie metody elementdéw skonczonych w me-
chanice teoretycznej ‘

Oddziat w Poznaniu

Dzialanie karbu w $wietle analizy wymiarowej

Zagadnienia niesymetrycznej teorii konsolidacji
Oddziat w Szczecinie

Krytyczny stan rbébwnowagi $ciskanego preta

wstepnie sprezonego

O niesymetrycznej teorii sprezystosei

Oddziat w Warszawie

Wprowadzenie do dyskretnej teorii sprezystosci
Niektore twierdzenia dyskretnej teorii sprezystoéei
Dyskretne powloki sprezyste

Oddzial we Wroclawiu

Znane i nieznane wlasnosci eksponenty
Historia mechaniki teoretycznej i stosowanej w Pol-
sce

t6dzkiego). W dyskusji zabraly glos 52 osoby.

Wygtoszono 22 nastepujace referaty podzielone na trzy grupy tematyczne oraz wydano streszczenia

referatow.

1. Statecznosc pretow i ukladéw pretowych

1,

W. Gutkowski Stateczno$¢ regularnych konstrukcji pretowych

J. Bauer

E. Switonski Stateczno$é pretéw cienkodciennych o profilu odwrotnym i zmiennym
przekroju :

B. Husiar O pewnym przypadku statecznodci pasma rusztowego

J. Murzewski, J. Sie- Zwichrzenie powlokowego dZwigara napr¢zonego przy obciazemiach lo-

pak sowych

J. Juszkiewicz Zwichrzenie stalowych belek ciagtych

H. Kopecki, J, Zacha- Energia dysponowana jako kryterium do okreSlania czasu krytycznego
rzewski preta $ciskanego z materialu o wlasnoéciach reologicznych

15

38

33

18

‘14

17

36

11

33
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7. R. Dabrowski Stany podkrytyczne w cienkich $rodnikach element6w metalowych

8. L. Adamiec Metoda energetyczna w zastosowaniu do okre$lania obciazen krytycznych
ptyt poddanych dzialaniu sit skupionych

9. W. Walczak Wplyw wstgpnych ugieé na prace plyty prostokatnej zginanej w swej
plaszczyZnie

10, M, Trombski Praca plyt pierScieniowych ortotropowych po utracie statecznosci

11. Z. Waszczyszyn Wyboczenie dwuwarstwowych plyt kolowych poza zakresem sprezystym

12, M. Kmiecik No$noé¢ graniczna osiowo $ciskanych wzdhiznie uzebrowanych plyt okre-
towych

III. Stateczno$é powlok

13. S. Lukasiewicz Sciskana osiowo powloka walcowa przy bardzo duzych ugieciach

14. K. Sobiesiak Analityczna ocena wplywu niedokladno$ci wykonania powlok walcowych
dlugich i §redniej dlugodci na gbrne ci§nienie krytyczne w ujeciu nielinio-
wym

15. T. Galkiewicz Pewne zagadnienia statecznoéci powlok walcowych poddanych skrecaniu

16. St. Spryszynski Statecznoé¢ dynamiczna powlok walcowych poddanych skrgcaniu

17. W, Szyc - O pewnym dynamicznym zagadnieniu statecznodci trojwarstwowej otwar-
tej powloki walcowej

18. R. Dabrowski, S. Wa- Naprezenia w cienkich §rodnikach zakrzywionych

chowiak
19. 'W. Zwolinski Stateczno§¢ dynamiczna powlok w ksztalcie czaszy kulistej o malej wy-
niostoéci poddanej ci$nieniu normalnemu
Badania dodwiadczalne nad stateczno$eia powloki stozkowej
Nieliniowe zagadnienia stateczno$ci tréjwarstwowej powloki stozkowej
wszechstronnie $ciskanej
Zastosowanie teorii plastycznego plynigcia do analizy stateczno$ci powloki
stozkowej

20. S. Janiak
21, D. Bugajny

22. J. Zielnica '

Konkursy naukowe

1. 0ddziat w Cze¢stochowie przeprowadzil ogélnokrajowy konkurs na temat «Prace
do$wiadczalne w mechanice teoretycznej». Na konkurs zgloszono 4 prace. Przyznano nastgpujace nagrody:

III w wysokosci zt. 4.000 — dr Waldemarowi BACHMACZOWI za pracg pt. Zastosowanie metody Locati
do wyznaczania granicy zmeczenia 3eliwa szarego; wyrdinienie w wysokoéci zt. 3,000 — otrzymali dr Zdzi-
slaw MaLmNOowsk i1 dr Janusz K1LEPACZKO za prace pt. Szacowania wspdlczynnika tarcia Colomba na czo-
lach Sciskanej plastycznej prébki walcowej.

2. 0Oddziat we Wroctawiu. przeprowadzit ogélnopolski konkurs na prace naukowe teore-
tyczne z mechaniki w zakresie zastosowan inzynierskich. Wplyngto ogdtem 20 prac,

Pierwszej nagrody nie przyznano.

Dwie IT nagrody po zi. 6,000 — kazda otrzymali: doc. dr Jan LANGER za prace pt. Studium dynamiki
przesla mostowego obcigqzonego ruchomym pojazdem;, dr inz, Zbyszko KAZIMIERSKI za pracg pt. Optymalizacja
hybrydowych stozkowych loiysk gazowych.

Trzy III nagrody po zi, 3.000 —kazda otrzymali: dr Henryk BorOCH za prace pt. Drgania podiuzne
i obcigzenie dynamiczne tasm przeno$nikowych w ruchu nieustalonym; dr Wiestaw WOJEWODZKI za pracg
pt. Wyboczenie lepkoplastycznych powlok cylindrycznych obciqzonych radialnym impulsem cisnienia; dr inz.
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Wanda SzZEMPLINSKA-STUPNICKA za prace pt. Wapdlrzedne normalne w analizie rezonanséw glownych nie-
liniowych ukladow drgajgcych o wielu stopniach swobody oraz cztery wyréznienia po zt, 1.000 — kazde
otrzymali: dr inz. Jan Kusik za pracg pt. Podstawy teorii koustrukcji pretowych na osrodku g0rniczym;
doc. dr Zbigniew MAZURKIEWICZ za pracg pt. The statics and dynamics of elastic and heterogeneons yect-
angular plates with arbitrary variable thicknesses and arbitrary boundary conditions; dr inz, Czestaw Szym-
czak za pracg pt. Obliczanie mostow zakrzywionycl ukosnie o przekroju otwartym; dr inz. Wiadystaw
MIrONOWICZ za pracg pt. Drgania wlasne plaskicl nkladéw pretowych jako zagadnienie dyskretne,  °

' L ]
Seminaria i kursy

I.Oddziat w Gdansku przeprowadzil seminarium na temat «Teorii probabilistycznych
w mechanice ofrodka ciggtego» z ndzialem 18 uczestnikéw. Cotygodniowe, dwugodzinne wyklady prowa-
dzit doc. dr hab. Eugeniusz BIELEWICZ.,

2.0ddzialt w Poznaniu zorganizowal w okresie od 1.10—13.12.1971 r. kurs na temat:
«Termoplastycznos¢ statyczna» — «Przeksztalcenie Laplace’a i jego zastosowania». W kursie uczestni-
czylo 40 o0s6b, Ogodlem odbylo sig 15 wykladow,

Réine

Zgodnie z uchwala XIII Zjazdu Delegatéw powolana zostala przez Zarzad Giéwny Komisja pod prze-
wodnictwem prof, dr G. Rakowskiego do opracowania memorialu w sprawie ksztalcenia w wyzszych
szkolach technicznych. Przygotowany memorial rozeslano do: Ministerstwa O$wiaty i Szkolnictwa Wyz-
szego, Sekcji Technicznej Rady Glownej Szkolnictwa Wyzszego, Komitetu do spraw Oéwiaty oraz do
Wydzialu IV Nauk Technicznych PAN.

Ministerstwo O$wiaty i Szkolnictwa Wyiszego w odpowiedzi powiadomito PTMTS, Ze memoriat
przekazany zostal zespolom Kierunkowym Mechaniki i Budownictwa Ladowego Sekgji Technicznej Rady
Glownej Szkolnictwa Wyzszego do wykorzystania zawartych w nim postulatow.

Réwniez Komitet Ekspertow dla opracowania raportu o stanie o§wiaty w PRL odpowiedziat, ze opra-
cowanie PTMTS bedzie dyskutowane w gronic czionkéw Komitetu.
Dzialalno$é organizacyjna

Liczb¢ czlonkdédw w poszczegdlnych Oddzialach PTMTS ilustruje nastgpujaca tabela,

Oddzial 1V kw. IV kw. Przybyto lub ubylo

70 r. 71 1. w okresie sprawozdawczym

Bydgoszcz 15 18 -+3
Czestochowa 22 24 -2
Gdansk 38 4] +3
Gliwice 62 63 +1
Krakow 81 79 —2
L.odz 37 37 —

~ Poznan 52 48 —4
Szczecin 28 29 +1
Warszawa 172 183 +11
Wroctaw 61 63 +2

Razem: 568 585 +17
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Zebrania organizacyijne w roku 1971

Zjazd Delegatéw
Zcbrania Zarzadu Gloéwncgo

|
2
Zebrania Prezydium Zarzadu Giownego 2
Zebrania Glownej Xomisji Rewizyjnej |
Inne zebrania organizacyjne w Zarzadzie Gk’)wnym |
Walne Zgromadzenia Oddzialéw . 11
Zcbrania Zarzadéw Oddzialow:

Bydgoszcz 7 1.odz 3

Czestochowa 11 Pozpan 5

Gdansk 5 Szczecin 5

Gliwice 8 Warszawa 2

Krakow 7 Wroctaw 8

Inne zebrania organizacyjne w Oddzialach 5

Razem odbyly si¢ 84 zebrania organizacyjne w Zarzadziec Gidéwnym i Oddzialach.

1V KANADYJSKI KONGRES MECHANIK1I STOSOWANEJ

’

Redakcja otrzymata wstepne zawiadomienie, ktoérego tres¢ podajemy Czytelnikom w polskim tlu-
maczeniu: ’

ZAPROSZENIE DLA AUTOROW

Czwarty Kanadyjski Kongres Mechaniki Stosowanej (CANCAM 73) odbedzie sie w Politechnice
w Montrealu migdzy 28 maja i 1 czerwca 1973 r. Komitet kongresu przewiduje udzial w obradach ponad
500 inzynieréw i naukowcow.

Zakres tematyczny obejmuje: mechanike ciala stalego, mechanike pltynow, biomechanike, wymiane
ciepla, termodynamike, zastosowania matematyki w mechanice i metody eksperymentalne. Sesje specjalne
beda poswiecone takim nie rozwiazanym problemom praktycznym, dla ktérych mozna sugerowaé¢ metody
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W nastepnym zeszycie ukazq si¢ prace:

Setna rocznica urodzin profesora Maksymiliana Tytusa HUBERA
Cronerne co must pomaenuss npodeccopa Maxcumunuana Turyca TyGepa
Hundreth birthday anniversary of professor M. T. Huber

A. D. KowaLENKO, Badania w dziedzinie termomechaniki odksztalcalnego ciala stalego wykonane
w Ukrainskiej Akademii Nauk
PasBurHe HCcneAOBaKILT 0 Tepmomexadnike TBeporo Aedopunpyemoro tena 8 AH YCCP
Investigations in the domain of thermomechanics of deformable solids in the Ukrainian
Academy of Sciences

K. Poporak, Odbicie plaskich fal naprgzenia w os$rodku sprezysto-plastycznym o zmiennej gra-
nicy plastycznosci
OTpaKCHHUC TUIOCKIX BOJI HAMPDKCHHH B VIPYLO-MIIACTHUECKOW CPEAE C MepeMeHIILIM
MpeAeIoM TCKYUeCTH
Reflection of plane stress waves in elastic-plastic medium with variable yield limit

K. Szuusorskl, Badania wlasnoéci reologicznych materialu modelowego wykonanego w oparciu
o zywice epoksydowa 2
Vlcnbitanue PeosIoTIUeCKHX CRBOMCTD MOJIEJILHOTO MATCPlAsa, HArOTORJENHOTO 1A OCHOBC
SIIOKCH/AHOI cMONLI Drkauan 2
Examination of rheological propertics of a material made from the epoxy resin EPIDAN 2

K. Boiba, Plyty prostokatne o jednokierunkowo zmiennej sztywnoéci
TIpsamoyrossHble TUIACTHHKI C OAHOCTOPOHHEN IepeMenHOIl ECTKOCTLIO
Rectangular plates with unidirectionally variable rigidity

J. J. TiLeGA, O niektérych uogélnieniach twierdzen noénoéci granicznej dla osrodka Cosseratow
O 1exoropeix oBofuicHUsIX TeopeM O Hecyuiedl crmocofxoctd ans cpefanl Koccepa
On some generalizations of limit analysis theorems for Cosserat media

W.. GAWRONSKI, Statystyczna analiza ukladu wibrouderzeniowego
Cratucriyeckuil ananu3 BHOPOYZAPHON CHCTEMBI
Statistical analysis of vibro-impact system

J. Murzewskl, A. WINIARZ, Qbcigzenie losowe konstrukeji jako funkcja stochastyczna z nieza-
leznymi przyrostami
Cryualiasa Harpyska COOPYIEHMH KaK CIlydaluas QyHKIMs ¢ He3aBUCMMBIME IPHpaie-
HIHSIME
Random load of structures as a stochastic function with independent increments

J. BaraN, K. MARCHELEK, Optymalizacja wlasciwosci dynamicznych nap¢du gidwnego obrabiarki
OrnrumMamisauyst JHHAMMUCCKHX CBOACTB IJIABHOrO NPHBOAA CTAHKA
Optimization of dynamic properties of the machine tool main drive

S. CiedLa, W. Sitko, O pewnym przypadku analizy koncentracji naprgzefi metoda elastooptyczna
O nexoTopom ciaydae HCCAEJOBAHMA KOHUEHTPAUMY HapshkeHuil MeToAoM (DOTOYIPYTOCTH

On a certain case of analysis of stress concentration by the photo-elastic method
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Cena zl 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje sie poczynajgc od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lat poprzednich moina nabywaé w sekretarlacie Zarzadu Gléwnego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury i Nauki, pigtro 17, pokdj 1724)

Mech. Teor., T. 10, z. 2, s. 179—348, Warszawa 1972, Indeks 36712
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