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JUBILEUSZ WITOLDA NOWACKIEGO

20 lipca 1971 r. przypadta 60-rocznica urodzin wybitnego uczonego polskiego w dzie-
dzinie mechaniki, wiceprezesa I cztonka rzeczywistego Polskiej Akademii Nauk, dyrektora
Instytutu Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego — profesora doktora WitoLba No-
WACKIEGO.

Jubilat zastuzy! sie dobrze polskiej nauce, a wyjatkowe zalety Jego umystu i charakteru
zjednaly sobie licznych przyjaciol. Nic wiec dziwnego, Zze wiele oséb sposrod grona Jego
wspbipracownikéw, kolegébw i ucznidw postanowito uczci¢ tg rocznicg jak wlasne $wigto.

W dniach 31 sierpnia 1 1 wrzeénia 1971 r. odbyto si¢ w Warszawie, w Patacu Staszica
poswiecone Jubilatowi sympozjum naukowe pod tytutem «Wspoélczesne zagadnienia teorii
sprezystoécin, nad ktérym protektorat zechcieli obja¢ nastgpujgcy uczeni: prof. dr Janusz
Groszkowskl — przewodniczacy Ogdlnopolskiego Komitetu Frontu Jedno$ci Narodu
i prezes Polskiej Akademii Nauk, prof. dr Henryk JABLONSKI — minister O$wiaty i Szkol-
nictwa Wyzszego, wiceprezes Polskiej Akademii Nauk, prof. dr Zygmunt RyBICKI —
rektor Uniwersytetu Warszawskiego, prof. dr Helena RAsiowa — dziekan Wydzialu Ma-
tematyki 1 Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego.

Prof. J. Groszxowskl wygtosit przemowienie otwierajace konferencje, w ktérym pod-
kreslit zastugi Jubilata jako wychowawcy licznych rzesz pracownikow nauki oraz Jego
wilasne osiggnigcia naukowe w dziedzinie mechaniki, gdzie prof. W. NowAckr byt inicja-
torem w Polsce i kontynuatorem rozwoju teorii w wielu dziedzinach tej dyscypliny nauko-
wej, na przykiad w teorii dZzwigarow powierzchniowych, teorii sprezystoéci ciat anizotro-
powych, elastodynamice, lepkosprezystosci, termosprezystosci, mikropolarnej teorii spre-
zystosci 1 pdl sprzezonych. '

Prof. H. JABLONSKI w swoim adresie powitalnym, odczytanym podczas otwarcia kon-
ferencji pisat:

Wielce Szanowny Panie Profesorze, Drogi Witoldzie!

...Konczysz 60 lat. Wedlug mego glebokiego przekonania nie jest to zadna data graniczna.
- Dla blizej niezrozumialych powoddw uznano jg jednak powszechnie za poczqtek starosci,
a wigc i poczqtek bilansowania przebytej drogi. I tak juz trwa od starozytnosci.

Ten, ktory tak wiele napsul nam krwi w latach szkolnych — Marcus Tullius Cicero na
temat tego bilansu powiedzial:

«Conscientia bene actae vitae multorumque benefactorum recordatio iucundissima est».

Nie Smialbym, oczywiscie, thumaczyé gdybys Ty tylko czytal ten list, ale — byf moze —
dasz go do przeczytania komus, kto mniej ma od Ciebie humanistycznej zaprawy, wiec 6w
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stary Rzymianin twierdzil, iz «$wiadoimosé dobize przebytego zycia i pamigé wielu dokonanych
dobrodziejstw jest najinilszan.

I jesli ten dotycliczasowy etap Swego zycia oceniasz, masz niewqtpliwie owq «najmilszq
Swiadomosé», o jakiej pisal Cicero. Nic dziwnego, przeciez tenze sam filozof powiedzial:
«Tylko mgdrzee jest czlowiekiem wolnvny, «Tvlko medrzec jest czlowickiem bogatymy».
Jestes wige wolny i bogaty, a z te] wolnoSci [ bogactwva umiales i nmiesz robié vwspanialy
uzytek. Twoje bogactvo lgezy sig bowiem ze szczodrosciq. Obdarzasz naulke polskq i $wiatowq
coraz to nowymi dzielami, obdarzasz swq wiedzq i doswiadezeniem swyeh uczuiow, obdarzasz
nas, swych przyjaciél, dobrq radg, gdy trzeba pomocq, zawsze zyczlivosciq.

Jednym slowem — jeste$ twdrcq wrecz paradoksalnej sytuacji: nic nie tracqe ze swego
wlasnego bogactwa wzbogacasz skarbiec Swiatowej kultury, wzbogacasz tych, ltdérzy micli
moznosé poznaé Cig osobiscie czy choéby tylko Twoje dziela.

Placimy Ci za to myslq serdeczng i jesliby zyczenia nasze mogly sie spelni¢ bylbys naj-
szezestiwszym wirdd szezesliwych.

Jak juz uprzednio napisalem, nie wierze (a moze lepiej: nie chee wvierzyé), ze 60 lat to
poczqtek starosci, ale prawda jest niewqiplivg, ze jest ona dzis blizsza niz wiedy, gdy rozpo-
czynalismy dlugie dni wspdinej troski o rozwdj instytucji, w ktérej przyszlo nam razem praco-
waé.

I, jako starszy od Ciebie, jako ten, kidry jubilensz 60-lecia ma juz za sobg pozwalam
sobie przesla¢ Ci rade w postaci cytatu z listu mego ulubionego filozofa Seneki do Lucyliusza.

«...Gdziekolwiek sig skierowalem, ukazywala mi si¢ moja staro$é. Powitajmy jq wiec
zyczliwie i pokochajmy. Bo i ona jest pelna uroku, jesli potrafisz z niej korzystaé. Owoce
najlepiej smakujq wtedy, gdy przemijajq. Czar dzieciistwa najwiekszy jest u jego schylku.
Lubujacych si¢ w winie najbardziej cieszy ostatni kielich — ten, ktdry juz pogrqza, ktdry do
szezytu doprowadza tipojenie. Wszelka przyjemnos$é na koniec przynosi to, co ma w sobie
najmilszego. Najwigce] zadowolenia daje wiek juz podeszly, lecz nie dochodzqcy jeszcze do
kresuy.

A byl wéwezas Seneka, gdy pisal te slowa, duzo starszy od nas obu, lecz wyciqgal reke
po ten kielich, wciqz jeszcze nie wierzqce, ze to ostatni, bo — jak sig pocieszal — «przeciez
nie wywolujq nas stad wedlug listyl».

Zapewne wypisuje Ci to wszystko bez potrzeby. Wiesz to zapewne jeszeze lepiej i doklad-
niej. — «Filozof udowodni, ze slofice jest wielkie, lecz jak wielkie jest, powie Ci to matematyk»
— pisal Sencka. A wigc lepiej, ale nie tak samo. «Inaczej caluje sig kochanke a inaczej dzieci»
— powiada tenze starozytny medrzec.

Przyjmij wigc bez urazy pozdrowienia humanisty w dniu, w ktérym czezq Twq rocznice
uczeni technicy. Przyjmij zyczenia serdeczne diugich szezesliwych lat zycia { hywdrezoSei od
historyka, kidry w takich, jak Ty ludziach widzi zapowied? zblizajqcej si¢ epoki wielkiego .
Odrodzenia, gdy technik bedzie czul gléd humanistyki, a humanista, ktéry nie bedzie rozumial
technili, bedzie wiczym i na swoim wlasnym terenie pracy.

Niech Cig zawsze cechujg — tak jak i dzi$ — mysl bystra, serce wrazlive, mtensywnosc
przezywania — najpiekniejsze cechy mlodoSci.

Prof. lan N. SnepDON w liscie do Jubilata napisat: Przyjazi z Panem jest dla mnie
Zrédlem wielkiej osobistej przyjemnosci i satysfakeji. Wiem o wielu cennych Panskich osiq-
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gnieciach w dziedzinie mechaniki ciala stalego oraz wybitnych zaslugach Pana dla rozwoju
zycia akademickiego w Polsce w okresie odbudowy po II wojnie Swiatowej.

Telegram gratulacyjny w imieniu Akademii Nauk Zwigzku Radzieckiego podpisali
akademik M. W. KierDysz i czlonek koresp. A. P. WINOGRADOW, a pismo od Prezydium
Czechostowackiej Akademii Nauk akademik J. KOZrgNIK.

Podczas otwarcia konferencji, jak i na bankiecie, wieczorem 31.VIIL.1971 r., przema-
wiato jeszcze wielu uczonych zagranicznych i polskich. Specjalny list w imieniu Akademii
Nauk ZSRR i Instytutu Probleméw Mechaniki wreczyl prof. W. NOWACKIEMU przewod-
niczacy Wszechzwiazkowej Rady Towarzystw Naukowo-Technicznych (radziecki odpo-
wiednik NOT) akademik i dyrektor Instytutu Probleméw Mechaniki Akademii Nauk
ZSRR A.Ju. IszrinskI, a w imieniu Politechniki Leningradzkiej czlonek koresp. AN
ZSRR A. I LURIE

Trudno tu wymienié wszystkich, ktérzy przestali depesze i listy gratulacyjne dla Jubilata.

Réwniez podezas otwarcia konferencji zostal wregczony prof. W. NOWACKIEMU pierwszy
egzemplarz ksiazki wydanej w jezyku angielskim staraniem Komitetu Redakeyjnego
w skladzie: R. E. CzARNOTA-BOjARSKI, M. Sokorowsk! i H. Zorski, przez Wolters-
Noordhoff Publishing Groningen, a noszacej tytul Trends in elasticity and thermoelasticity,
Witold Nowacki Anniversary Volume. Komitet honorowy stanowili nastgpujacy uczeni:
N. K. ArutUunian, N. I MuscHeLiszwiLl, W, OLszax, L.I. Siepow, I. N. SNEDDON,
E. STERNBERG, C. TRUESDELL i J. H. WEINER.

Ksiazka ta jest zbiorem 20 artykuldéw z dziedziny teotii sprezystosci I termosprezys-
tosci, napisanych przez nastgpujacych autoréw: N. K. ARUTUNIAN i S. M. MCHITARIAN
(ZSRR), B. A. BALEY (St. Zjedn.), P. Cuapwick i L. T. C. Seer (W. Brytania), K. HErr-
MANN I M. Hieke (NRD), J. Ignaczak, Z. Kaczkowsk], S. KaLiski, W. D. KuprRADZE
i T. W. BurczuraDpze (ZSRR), A. I Luric (ZSRR), M. Misicu (Rumunia), Z. OLESIAK,
H. ParkuUs (Austria), G. Rieper (NRF), G. N. Sawin, A. N. Guz i W. T. GOLOWCZAN
(ZSRR), B. R. SeTH (India), I. N. Snrpopon 1 S. C. Das (W. Brytania), R. Stojanovié
(Jugostawia), I. S. UFLAND (ZSRR), Z. WEsoLowskl, C. WOZNJAK.

Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowane] rOwniez postanowito
uczcié zastugi Jubilata dla rozwoju mechaniki i naszego Towarzystwa przyznajac mu
godnoé¢ Cztonka Honorowego PTMTS. Dyplom wrgczy! prof. W. NOWACKIEMU przewod-
niczacy Towarzystwa prof. Z. KACZKOWSKI.

Po przemdwieniach i odczytaniu listow i telegramdw gratulacyjnych zabral glos prof.
W. Nowacki (na fotografii obok widzimy Go wiaénie podczas przeméwienia).

Na konferencji wygtoszono nastepujace referaty z dziedzin mechaniki, do ktorych
rozwoju prof. W. NOwAcKI1 przyczynit sie szczeg6lnie:

J. BRILLA: Splotowe zasady wariacyjne i metody w liniowej lepkosprezystosci cial anizo-
tropowych,

A. 1. LURIE: Rézniczkowanie tensora wzgledem czasu,

J. IGNACZAK : Obustronne oszacowanie predkosci fal powierzchniowych w niejednorodnej
DPOlprzestrzeni sprezystej,

A, Ju. IszLINSKY: Niezwykle zagadnienia mechaniki,

T. MANACORDA: Fule uderzeniowe w osrodku termosprezystym niescifliwym w sensie
Signoriniego,



C. Wozniax: Dyskreine sprezyste osrodki Cosseratow,

Z. Kaczkowskr: Wplyw stalych naprezen na prediosci fal sprezystych.

Na zakoriczenie konferencji Jubilat, uczestnicy konferencji, oraz pracownicy Uniwer-
sytetu Warszawskiego zostali zaproszeni przez J.M. Rektora Uniwersytetu Warszawskiego
prof. Z. RYBICKIEGO na uroczysty lampke wina.

Zastugi prof. W, NOWACKIEGO zostaly wysoko ocenione przez Rade Paistwa Polskiej
Rzeczypospolitej Ludowej, ktéra na wniosek Uniwersytetu Warszawskiego przyznata Mu
w Dniu Nauczyciela tytut i medal Zastuzonego Nauczycield PRL.

Komitet Nauki Polskiego Zwigzku InZzynieréw i Technikow Budownictwa przyznat
prof. W. NowACKIEMU nagrode stowarzyszeniows imienia S. Bryly, ktéra zostata wreczona
na uroczystym posiedzeniu dnia 19 listopada 1971 r. Po wreczeniu nagrody prof. W. No-
WACKI wyglosit prelekcje na temat rozwoju mechaniki budowli w ostatnim ¢éwieréwieczu.

Nastepnego dnia odbyto sie specjalne posiedzenie Senatu Politechniki Gdanskiej, na
ktérym prof. W. NowackiEMU zostal nadany tytut «doktora honoris causa» Politechniki
Gdanskiej. W uroczystym posiedzenin Senatu pod przewodnictwem J.M. Rektora
Politechniki Gdanskiej prof. Janusza STALINSKIEGO uczestniczyli rektorzy wiekszosci
wyzszych uczelni Wybrzeza, promotorem byt prof. Roman Kazmierczax. Byt to juz
drugi doktorat honoris causa nadany prof. W. NOWACKIEMU, pierwszy zostat nadany Mu
przez Uniwersytet w Glasgow, w Szkocji w maju 1968 r.

Podczas inauguracji roku akademickiego 197172 w Uniwersytecie Warszawskim za-
komunikowano, ze prof. W. NOWACKIEMU zostata przyznana nagroda Ministra O$wiaty
i Szkolnictwa Wyzszego za monografie Teoria Sprezystosci, ktéra ukazala sig drukiem
w roku 1970. Trudno przekaza¢ w krétkim artykule ogrom osiécgnigé prof. WITOLDA
NowACKIEGO, naukowych, wychowawczych, organizacyjnych, dlatego podamy tu tylko
jako przyktad spis Jego autorstwa monografii naukowych i podrecznikdéw i ich ttumaczen.
Oto one:

1. Silosy, Budownictwo i Architektura, Warszawa 1952, II wydanie 1955 (wspélnie
z R. DABROWSKIM).

2. Researches on elastic thin plates and shells, Inst. of Mechanics, Chifiska Akademia

Nauk, Pekin 1956. .

. Mechanika Budowli, tom 1, s. 547, PWN, Warszawa 1957, wydanie II 1964.

. Mechanika Budowli, tom 11, s. 844, PWN, Warszawa 1960, wydanie II 1967.

. Mechanika Budowli, tom 111, s. 624, PWN, Warszawa 1966.

. Zagadnienie termosprezystosci, s. 430, PWN, Warszawa 1960; tlumaczenie rosyjskie
Woprosy termouprugosti, wyd. AN ZSRR, I wydanie 1962, II wydanie 1964; tlhuma-
czenie czeskie Problemy termoelasticity, SNTL, Praha 1968,

7. Dynamika Budowli, s. 380, Arkady, Warszawa 1961, wydanie II 1972; tlumaczenie
rosyjskie Dynamika sooruzenja, Gozstroizdat, Moskwa 1963 ; ttumaczenie angielskie Dy-
namics of elastic systems, Wyd. Chapman and Hall w Anglii oraz J. Wiley and Sons
w Ameryce, 1963; tlumaczenie serbo-chorwackie, wyd. Gradevinska Knjiga, 1966;
thumaczenie rumunskie, wyd. Editura Technica, 1970; ttumaczenie niemieckie, J-
Springer, Wien (w druku).

AN AW
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8. Thermoelasticity, s. 628,Pergamon Press, Oxford 1962 — edycja amerykanska Read-
ing, Mass. Addison-Weeley, 1962.

9. Teoria pelzania, s. 170, Arkady, Warszawa 1963; ttumaczenie francuskie, wyd. Eyrol-
les, Paris 1965; tlumaczenie niemieckie, wyd. Deuticke, Wien 1965.

10. Dynamiczne zagadnienia termosprezystosci, s. 366, PNN, 1966, ttumaczenie rosyjskie
«Mir, 1967; tlumaczenie angielskie, Wolters-Noordhoff, Groningen (w oprac.).

11. Teoria niesymetrycznej sprezystosci, s. 314, PWN, 1970; wydanie angielskie, J. Sprin-
ger, Wien 1971.

12, Teoria sprezystosci, s. 730, PWN, 1970; w druku wydanie rosyjskie, Wyd. «Mir».
Z okazji 60 rocznicy urodzin prof. W. NowACKIEGO zostal wydany specjalny (6, 1971)

zeszyt ARCHIWUM MECHANIKI STOSOWANE], w ktérym znalazty si¢ prace 18

autordw.
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BADANIA ZMECZENIOWE W ZELOZONYM STANIE NAPREZENIA

LecH DIETRICH, KAROL TURSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Podstawowe badania zmgczeniowe mozna podzieli¢ na dwie zasadnicze grupy. Pierwszg
z nich tworza badania zajmujace si¢ istota zjawisk zmeczeniowych. Jest to bardzo obszerna
grupa prac na temat powstawania i rozprzestrzeniania si¢ pgknigé podczas obcigzen zmien-
nych. Do drugiej grupy naleza badania traktujace zagadnienia zmeczenia z fenomenolo-
gicznego punktu widzenia. Do grupy tej nalezg badania do$wiadczalne prowadzone w celu
weryfikacji kryteridw zniszczenia zmegczeniowego w zfozonym stanie napreZenia, ktérym
poswiecona jest niniejsza praca przegladowa.

W czgéei prac wyniki do§wiadczen przedstawione sg w przestrzeni naprgzen w postaci
powierzchni zniszczenia zmegczeniowego, a Scifle mowiac przecigcia tej powierzchni plasz-
czyzng oz = 0, okreslonej dla stalej ilosci cykli [2, 8,9, 14, 15, 16]. Autorzy innych prac
-stawiaja sobie za cel ustalenie, jakie czynniki i w jakim stopniu wplywaja na zniszczenie
zmeczeniowe w warunkach zmiennych obcigzen. Do grupy tej zaliczyé mozna prace BLASSA
i FiIxDLEYA [1] na temat wplywu naprezenia poéredniego o, (przy o, > 0, > ¢3) na
zniszczenie stali o wysokiej wytrzymalosci, prace PARRY’EGO [13], gdzie przedstawiono
wplyw tréjosiowego réwnomiernego rozciggania, oraz CrOSSLANDA [3], ktéry zajmowat
sic wplywem hydrostatycznego ciénienia na wytrzymato$é zmeczeniowa. Do grupy tej
nalezy rowniez praca FINDLEYA i in. [4], ktérzy starali si¢ zbadad czy energia odksztalcenia
jest gléwna przyczyna zniszczenia zmeczeniowego.

Jednym z prostszych sposobdw wywolania w prébee cyklicznego, z{ozonego stanu
naprezenia, jest poddanie jej jednoczesnemu zmiennemu zginaniu i skrecaniu, Metodyka
takich badan jest o tyle prosta, ze do wywolywania obcigzenia moga by¢ uzyte ukfady
mechaniczne. Drugg zaletg tego sposobu obcigZania jest mozliwo$é stosowania wysokich
czgstoéei jego zmiany, co znacznie skraca czas trwania proby. Ale jednoczeénie sposdb
ten ma istotne wady. Po pierwsze — stan naprezenia w przekroju probki jest niejedno-
rodny, cechujacy si¢ znacznym gradientem zmiany poszczegdlnych sktadowych. Po dru-
gie — naprezenia wywolane zginaniem obrotowym moga zmienia¢ si¢ tylko wedtug cyklu
symetrycznego. Po trzecie — w zaleznodci od stosunku zginania do skrgcania zmieniaja
si¢ gtdwne osie napreZenia, co uniemozliwia stwierdzenie i ewentualne wprowadzenie
poprawek uwzgledniajgcych anizotropowe wilasnoéci materiatu. Czynniki te powoduja,
ze ten sposéb wywolywania cyklicznego, ztozonego stanu napreZenia lepiej nadaje si¢ do
doswiadczalnych badan konstrukeji, niz dla okreélania wlasnoéci materiatéw.
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Lepszym, z teoretycznego punktu widzenia, sposobem do$wiadczalnego wyznaczania
powierzchni zniszczenia zmeczeniowego jest metoda analogiczna do stosowanej przy
okreslaniu powierzchni plastycznosci. Metodyka doswiadczen jest jednak catkowicie od-
mienna. Zasadnicza przyczyna komplikacji sa oczywifcie zmienne obciaZzenia i diugo-
trwaloé¢ badania jednej probki, co powoduje koniccznoéé zastosowania automatycznej
kontroli i regulacji obcigZenia, jak réwniez zwrdcenia szczegdlnej uwagi na uszczelnienia
(o ile obcigzenie jest wywolywane za poSrednictwem cieczy). Poza tym nalezy pamigtac,
7e dla wyznaczenia jednego punktu na plaszczyznie napreZzen gléwnych trzeba zbadad
co najmniej kilka prébek przy réznych poziomach naprezen w celu otrzymania czgéci
krzywej Wohlera w interesujacym nas zakresie. Badania przy obciazeniach zmiennych
wymagaja réwniez ogromnej starannosci w wykonaniu samej probki. Wymienione tu
czynniki sa zapewne gléwnymi przyczynami stosunkowo niewielkiej ilosci prac podwie-
conych temu zagadnieniu.

Do bezposredniego wyznaczania powierzchni zniszczenia zmgczeniowego stuzyly za-
zwyczaj cienkoécienne probki rurkowe poddane réznym kombinacjom ci$nienia wewng-
trznego i sily osiowej. Natomiast prébki w postaci rur grubosciennych czy tez prébki
ksztattowe byly wykorzystywane do badania wplywu okre§lonych czynnikéw na zniszczenie
zmeczeniowe. Wyjatkiem jest tu praca SAWERTA [16], ktorej celem bylo okreslenie powierz-
chni zniszczenia zmeczeniowego przy wykorzystaniu prébek ksztaltowych.

Zasadniczym celem niniejszej pracy byto oméwienie wynikéw badan do$wiadczalnych
przeprowadzonych w zlozonych stanach naprezenia i dotyczacych warunkéw zniszczenia
zmeczeniowego. Poza tym omdwiono te badania przeprowadzone w warunkach jedno-
osiowego stanu naprezenia, ktére sa pomocne przy interpretacji wynikéw doswiadczen
w zloZzonych stanach. _ -

Omawiane prace uszeregowano wedlug rodzaju i ksztattu probek wzytych w doswiad-
czenjach. I tak jako pierwsze oméwiono badania wykonane przy uzyciu probek ksztatto-
wych, nastepnie prace dotyczace gruboéciennych prébek cylindrycznych i wreszcie do-
$wiadczenia przeprowadzone na cienkosciennych prébkach rurkowych. W kazdej z wy-
mienionych grup przyjeto chronologiczng kolejno$¢ omawiania poszczegdlnych artykutéw.
Podano réwniez i opisano w zwarty sposéb réwnania kryteriéw zniszczenia zmeczenio-
wego, ktére wymienione byly w pracach do$wiadczalnych.

2. Kryteria zniszczenia zmegczeniowego

Spotykane w literaturze kryteria zniszczenia zmeczeniowego w zlozonym stanie na-
prezenia sa oparte na tych samych zalozeniach i maja analogiczng budowe co kryteria
uplastycznienia wzglednie zniszczenia w zlozonym stanie napreZenia wywotanym obcig-
zeniami statycznymi. Zmienia si¢ jedynie w tych warunkach statyczna stala materiatlowa
przez trwala, wzglednie wyznaczona dla okreélonej ilosci cykli, wytrzymato$é zmeczeniowa
przy jednoosiowym stanie napreZenia.

Kryteria zniszczenia zmegczeniowego mozna podzieli¢ w zaleznoéei od czynnika de-
cydujacego o zniszczeniu na cztery grupy [4].

1. Kryteria, w ktérych o zniszczeniu decyduje wielkoé¢ naprezen.

2. Kryteria, w ktérych o zniszczeniu decyduja .odksztalcenia.
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3. Kryteria, w kt6rych o zniszczeniu decyduje energia odksztalcenia.

4. Kryteria empiryczne.
W zlozonym stanie naprezenia, warunki te mozna wyrazié w postaci rdwnan. Amplitudy
i $rednie wartosci naprezen gldwnych oznaczono w réwnaniach odpowiednio przez
Ca1»> Oazs Oa3 OTAZ Opyy Omzs O
— Kryterium naprezen gldwnych

S(2.0) max{|ca|, [0al, |Ua3|} = OF.

— Kryterium naprezen $cinajacych (Treski)

(22 Oa1—0a3 = OF,

gdzie 6, > 043 > O4a.

— Kryterium odksztatcen gtéwnych

(23 Oa1—#(002+043) = o,

gdzie y jest wspbtezynnikiem Poissona; amplitudy naprezen gtdwnych spelniajg nierdwnosé
|Gasl > [042] > [Gusl-

— Kryterium catkowitej energii odksztalcenia

2.4 1/031+0'22+033‘2#(0a1 Oart0u2 Oazt0,430,,) = OF;

przez u oznaczono wspolczynnik Poissona.
— Kryterium Hubera-Misesa

(2.5) VU,%rFO'fz‘f" 023 (Oay a2+t 0a2 Oz 03 0ay) = OF.

Roéwnanie to ma wiele interpretacji fizycznych [7]. Przy badaniach zmeczeniowych nazy-
wano je kryterium energii odksztalcenia postaciowego lub oktaedrycznego naprezenia
$cinajacego.

— Kryterium uwzgledniajace wplyw pierwszego niezmiennika naprg¢Zenia zostalo podane
przez Coulomba-Mohra dla obciazen statycznych, natomiast w odniesieniu do wytrzy-
malosci zmeczeniowej nazywa si¢ go réwniez warunkiem Stanfielda (1935, cyt. za [15]).
Przyjmujac o,, > 0, > 0,3 mozemy ten warunek wyrazi¢ w postaci

(2.6) Goy—Ga (‘_;L _ ) = oy,

gdzie jak poprzednio oy jest wytrzymalodcia zmeczeniowy przy rozcigganiu, a 7, przy
skrecaniu.

GouaH i in. (cyt. za [5]) opierajac sie na wielu do$wiadczeniach przy zlozonym cyklicz-
nym obcigzaniu momentem zginajacym i skrecajacym stwierdzili, ze w zalezno$ci od ma-
terialu zmienia sie w doé¢ szerokich granicach stosunek wytrzymato$ci zmeczeniowej przy
zginaniu do wytrzymalo$ci zmeczeniowej przy skrecaniu. Zaproponowali oni dwa warunki.
Jeden znany pod nazwa «the ellipse quadrant» (éwiartka elipsy) opisywal zniszczenie
zmeczeniowe migkkiej stali wywolane kombinacjg cyklicznego zginania i skrecania.

W plaskim stanie napr¢zenia warunek ten ma postaé

o> 2

Tﬂ
e
of v
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gdzie o, 1 7, s3 odpowiednio naprezeniami wywolanymi zginaniem i skrecaniem, a oy 1 75
53 staiyml mateuaiowyml Wyrazajac o, 1 7, w funkeji naprezen gtéwnych [0, = 041+ 0,03
T, = ]/( cr,,la,,z)] otrzymujemy postaé

2
) O
(2'7) 621—}"6;2’—' l:(‘—r") 2} Gal a2 — GF
Tp
Drugi warunek sformutowany przez Gougha zwany «the ellipse arcy» (luk elipsy) opisywat
zniszczenie zmeczeniowe Zeliwa poddanego zmiennym obcigZeniom zginajacym i skreca-

jacym. W plaskim stanie naprezcenia, we wspdlrzednych o,, t, kryterium Gougha ma postaé

Oa (0F O, oF 77
)25

o2 \7r oy Ty T

a wyrazone w napreZzeniach gtéwnych ma identycznag formg jak warunek Coulomba-

Mohra.

W roku 1956 CrossLanp [3] badal wplyw cis$nienia hydrostatycznego na wytrzy-
malo$¢ zmeczeniowa stali przy skrecaniu obustronnym. Wyniki przeprowadzonych
do$wiadczen, ktére beda omdwione w dalszej czesci niniejszej pracy (rys. 4) wskazuja,
7e dla badanego materiatu kryterium zniszczenia zmg¢czeniowego mozna wyrazi¢ w postaci

=N

(2.8) V02 02+ 02— (Oay Oaz+0a2 O3+ a3 0ar) = V3 74— (Vig_:t)(a;—yagwg)..
1’.‘

W réwnaniu tym przez o,,, 0,2, 043 oznaczono amplitudy naprezen gléwnych spowodo-
wanych cyklicznym stanem obciazenia, a przez o1, 03, o3 najwicksze wartoéci naprezes
w kierunkach gtéwnych, bedace suma napreZen wynikajacych z ci$nienia hydrostatycznego
i naprezen od obcigZzen zmiennych. Przez oy oznaczono wytrzymalo$¢ zmeczeniowg przy
symetrycznym cyklu rozeiaganie — $ciskanie, a 7, odnosi si¢ do symetrycznego cyklu
skrecania.

Inng modyfikacje warunku Hubera-Miscsa (2.5) zaproponowal MARIN [10]. Celem
wprowadzonych przez niego zmian bylo uwzglednienie $rednich naprezen w cyklu dla
ztozonego stanu naprezenia o synchronicznie zmiennych sktadowych. Punktem wyjscia
jego rozwazan bylo empiryczne réwnanie dla jednoosiowych stanéw napreZenia uzaleznia-
jace amplitude naprezenia od §redniej wartosci naprezenia w cyklu. Réwnanie to podane
przez Marina w postaci

1 1
O, O
(29) [ GI —lﬂ [ -Rm i

jest uogdlniong formg spotykanych w literaturze zaleznosci tego typu. W réwnaniu tym
0, pznacza amplitude naprezenia, ¢, — $rednie naprezenie w cyklu, oy — wytrzymato$e
zmeezeniows przy symetrycznym cyklu, R,, — dorazng wytrzymato$é statyczna, n, I, k —

=1

stale materiatowe. Przyjmujac w zaleznosci 2.9 n=1=1,k =

pl
Soderberga, gdzie o, jest granica plastyczno$ci danego materiatu. Zaleznoé¢ Goodmana

ottzymamy dla n ==k = 1. Podstawiajac n = k = 1, ] = 2 otrzymujemy parabolg¢
Gerbera, natomiast dla wartoéci n =17=2, k = 1 dostajemy spotykang w literaturze
zalezno$¢ eliptyczng.
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Wprowadzone przez Marina uogolnienie réwnania (2.9) na zlozony stan naprezenia
polegato na zastapieniu jednoosiowych wartosci o, 1 0, przez ich intensywnosci okreslone
zwiazkami

1 s e
(O‘,,), - ] ——] (Gnl O‘aZ)M'{"(O‘nZ O':13) +(0'113 nl)

(Ulll)i = ﬁ l/ (Ell - 01112)3:_1— (Olmé'_' i G:ng)i-'}— (01-113 - 01)1132>

gdzie przez 6,5, 04, Oaz oOkreSlono amplitudy poszczegdlnych sktadowych gtéwnych
naprezenia, a przez Oy, Omz, Ons Stednie wartoSci w cyklu poszezegdlnych skiadowych
gléwnych.

Podstawiajac powyzsze zaleznoéci do rdwnania (2.9) otrzymujemy

1 o U b
(210) [(Uv) 1/0'31‘!“0‘;2’1’0‘53_0':11 w2~ Caz (7113 Un3001] "1’"
\YF ] .

2 , e B
‘I" {(R - l/ Uml_}— UmZ+ 01113 GHIJ sz m" 01113 01:13 dl)ll = 1 .
m

Przyjmujac n =/ =2, k = 1 dostajemy dla dwuosiowego stanu napreZzenia nastgpujacy
zwiazek

2
) [dlll] dry:l Oz + GmZ]

o
(211) [UZI_O‘(I] GaZ'I'“GgZ]'I" (RI'

Dla symetrycznych cykli zmian skladowych napreZenia, gdy o, = o,., = 0 warunek
Marina okre$lony réownaniem (2.11) sprowadza si¢ do elipsy Hubera-Misesa. ZaleZno$é
ta nie byla jednak szerzej stosowana w pracach doswiadczalnych traktujacych o zniszczeniu
zmeczeniowym w ztozonym stanie napreZenia. Jedynie w pracy [19] obok innych wymie-
niono réwniez warunek Marina.

Oprécz wymienionych fenomenologicznych kryteridw zniszczenia zimgczeniowego,
spotyka sie réwniez w literaturze préby uwzglednienia w kryteriach zmeczeniowych
wielkosci fizycznych. Przyktadem moze by¢ kryterium zaproponowane przez YOKOBORI [18],
w ktérym zniszczenie vuzalczniono miédzy innymi od érednicy ziarna, od $redniej odleglosci
miedzy Zrédlami Franka~Reada i od napr¢zenia potrzebnego do uruchomienia dyslokacji.
Warunek ten zawiera jednak szereg trudnych do okreSlenia wspélczynnikéw, bez ktérych
ocena jego zgodnosci z danymi do$wiadczalnymi jest niemozliwa.

3. Badania na prébkach ksztaltowych

Prace na temat do§wiadczalnej weryfikacji zwiazkéw miedzy naprezeniami, przy zniszcze-
niu zmeczeniowym w ztozonym stanie naprezenia, prowadzone bylty poczatkowo na prob-
kach poddanych zginaniu i skrecaniu. Taki sposéb obciazania oprécz wymienionych juz
poprzednio istotnych wad (niejednorodno§¢ stanu naprezenia, zmienno$¢ kierunku na-
prezen gldwnych dla kazdej kombinacji zginania i skrecania) ogranicza réwniez zakres
mozliwych stanéw naprezel. Na plaszczyZnie naprezed giéwnych punkty do$wiadczalne
uzyskane z tak przeprowadzonych préb sa zawarte w obszarze ograniczonym z jednej
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strony osia o,, ktéra odpowiada stanowi wywolanemu przez zginanie przy zerowym
momencie skrecajgcym, a prosta o réwnaniu ¢, = —¢,, ktora odpowiada stanowi wywo-
lanemu przez skrecanie przy zerowym momencie zginajacym.

Pewng innowacje ze wzgledu na rodzaj probek wprowadzit w 1943 r. SAWERT [16].
Zastosowal on prébki o tak dobranym ksztalcie, ze w przekroju pomiarowym powstawat
zlozony stan naprezenia. Stosujac réZne ksztalty probek (rys. 1) przeprowadzit badania
przy dziewigciu réznych proporcjach naprezen gléwnych. Wszystkie probki oprécz trzeciej
z przedstawionych na rys. [ obciazano cyklem wahadlowym rozciaganie — $ciskanie.
Prébka oznaczona numerem IIT byta badana przy symetrycznym skrecaniu. Prébka
X o ksztalcie tarczy kotowej byla utwierdzona na obrzezu i nastgpnie przy pomocy trzpienia
zamocowanego w otworze byla uginana silg osiowa o symetrycznym cyklu.

Na poszezegdlnych rysunkach prébek zaznaczono w ich najbardziej ostabionym miejscu
zaréwno rozkiady naprezen, jak i ich maksymalne wartosci odpowiadajace granicy zmecze-
nia (przy 107 cykli zmian obciazenia). Zaznaczone na tym rysunku wartosci naprezen
odnosza si¢ do prébek wykonanych ze stali chromo-wanadowej (o zawartodci w 9;:
C—0,29; Mn—0,68; Cr— 2,55; Ni— 0,27; V — 0,25). Rozklady naprezen obliczono
na podstawie okreslonego do$wiadczalnie pola odksztalcen sprezystych. Dla cylindrycz-
nych probek z karbami oprdécz wartosci zmierzonych autor podat réwniez wartosci obliczo-
ne na podstawie nomograméw Neubera.

Wyniki doswiadczen zostaly przedstawione na plaszczyznie naprezeit gtéwnych we
wspolrzednych bezwymiarowych (rys. 2). Punkty doswiadczalne otrzymane na jednej
probee odkladano dwukrotnie, symetrycznie wzgledem prostych ¢,y = 042 1 04y = —Gpa.
Stwarza to ztudzenie izotropowych wilasnosci materialu, co jednak nie byto stwierdzone
do$wiadczalnie. Biorac pod uwage niejednorodnoé¢ stanu naprezenia w przekroju probki
i rézny gradient naprezenia dia poszczegélnych prébek autor odnosit wyniki doSwiadczen
zaréwno do jednoosiowej proby rozciagania — $ciskania (punkty biale) jak i do préby
przy zginaniu (punkty czarne). Podkreslono w ten sposob, ze nie sa to proby réwnowazne.
Identyczne badania przeprowadzono réwniez dla probek ze stali weglowej (o zawartoici
wegla 0,14%) oraz dla prébek ze stali chromo-wanadowej azotowanej, o grubosci warstwy
utwardzonej w granicach 0,35 do 0,40 mm.

Wyniki do$wiadczen, przedstawione w ewspodlrzednych bezwymiarowych dla stali
weglowej 1 stopowej, roznia sig w nieznacznym stopniu. Na zamieszczonych przez SAWERTA

wykresach we wspdirzednych %"i i %"3 (rys. 2) punkty do$wiadczalne wykazuja najlepsza
F F

zgodno$¢ z krzywa kryterium energii odksztalcenia postaciowego (2.5), w stosunku do
ktérej najwigksze odchylenie nie przekracza 8%. ' '

Do kategorii prac, w ktérych wykorzystywano prébki ksztaltowe mozna réwniez
zaliczy¢é prace FINDLEYA 1 in. [4] z 1961 r. Autorzy postawili sobie za cel do$wiadczalne
stwierdzenie, czy przy stalej energii odksztalcenia wystapi zniszczenie zmeczeniowe. W tym
celu zaprojektowali urzadzenie, w ktérym probka o ksztalcie tarczy o zmiennej gruboéci
1 §rednicy okolo 8 cm obracala si¢ wzgledem przylozonego stalego §ciskajacego obciaZenia
promieniowego. W ten sposdb zapewnili oni warunek stalej energii odksztatcenia w $rodku
tarczy przy zmiennej orientacji naprezen gidwnych wzgledem probki. W tak zaprogramo-
wanym do$wiadczeniu autorzy nie musieli okre§la¢ stanu napreZenia w prébee, chodzito
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Rys. 2. Por6bwnanie kryteriow wytrzymatosci zmeczeniowej z wynikami do§wiadczen dla stali stopowej
przy cyklu symetrycznym [16]. Punkty do$wiadczalne odniesiono do trwalej wytrzymalosci przy: a —cyklu
rozcigganie-$ciskanie; b — cyklu zginania. 1;2;3;4;5 —linie teoretyczne wedlug rozdzialu 2

tylko o stwierdzenie, czy wystapi zniszczenie zmeczeniowe. Do§wiadczenia przeprowadzono
na stopie aluminium 35S5-T61 o sktadzie chemicznym w procentach: Cu — 1,34; Fe — 0,21,
Si—5,09; Mg—0,44; Ti— 0,14. Wobec faktu wystapienia pgknigcia tarczy autorzy
konkludujg, ze zniszczenie zmeczeniowe moze by¢ wynikiem zmiany pewnych skfadowych
naprezenia czy odkszfalcenia odniesionych do szczegdlnej plaszczyzny materiatlu. Dalej
autorzy stwicrdzaja, Ze chociaz energia odksztalcenia moze byé uzyteczna jako formuta
orzy projektowaniu w ztoZonym stanie napreZenia to przeprowadzone doswiadczenia
wskazuja, ze nie jest ona istotna dla opisania mechanizmu zniszezenia. _

Ciekawa technike doswiadczalng dla otrzymania dwuosiowego stanu napre¢Zenia zasto-
sowali w 1968 r. SCHEWCHUK i in. [17]. Obciazajac zmiennym ci$nieniem swobodnie pod-
parte plyty kolowe i plyty eliptyczne o dwu réznych proporcjach wymiarowych, zrealizo-
wano dwuosiowy stan naprezenia o stosunku naprezenia 1:1, 1:0,75, 1:0,5. Otrzymane
w ten spos6b wyniki do$wiadczeri przeprowadzonych na prébkach wycietych z walcowa-
vego stopu aluminium 7075-T651 o skiadzie Zn — 5,5%; Mg — 2,5%; Cu— 1,5%; Cr —
J,3%, byly poréwnywane z kryterium caikowitej energii odksztafcenia. Przeprowadzone
l'adania dotycza niskocyklicznej wytrg,yma%oéci zmeczeniowej (do 1000 cykli).

4. Badania na cylindrycznych prébkach grubo$ciennych

Druga grupg prac do$wiadczalnych tfaktujqcych 0 zniszczeniu zmeczeniowym w zto-
zonym stanie naprezenia stanowig badania, w ktérych uzywano prébek o ksztalcie gru-
bosciennego zamknigtego cylindra. W roku 1956 MORRISON i in. [11] opisali aparature do
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badad w tréjosiowym stanie naprezenia, w ktdérej wykorzystywano grubo$cienne prébki
rurkowe. Urzadzenie to pozwalato na otrzymywanie ci$nienia do 3000 kpem™2.

W grubosciennym zamknigtym cylindrze poddanym wewngtrznemu ci$nieniu panuje
tréjosiowy stan naprezenia. Ze wzoréw Lamego wynika, ze Sciskajace naprezenie promie-
niowe i rozciagajace obwodowe osiggaja najwigksze wartosci bezwzgledne na wewngtrzne]
$rednicy cylindra. Natomiast naprezenie osiowe jest jednorodne w przekroju probki. Za-
réwno w pracy [11], jak i w pracy PARRY’EGO [13], tak okreslony stan naprezenia traktowano
jako superpozycje trojosiowego réwnomiernego rozciggania i stanu §cinania naprezeniami,
ktére zmieniaja si¢ od minimum na zewnetrznej $rednicy do maksimunm na wewngtrzne;
4rednicy cylindra. Wyk‘orzystujqc ten sposdb podejscia podjgto” w pracy [13] prébg dos-
wiadczalnego okreslenia wplywu tréjosiowego jednorodnego rozciggania na wytrzymatosé
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Jlosé cykli cisnienia do zniszczenia

Rys. 3. Krzywa Wohlera dla grubosciennych probek rurkowych;[13]. Punkty doswiadczalne:

probki wyzarzone po honowaniu 1. K=Dz/Dy=12; 2. K=1,4; 3. K=1,6; 4. K=1,8; 5. K=2,0; 6. K=3,0, 7. probki
honowane po wyzarzeniu: K = 1,8; 8, probki o powicrzclmi olworu zabezpieczonej przed dzialaniem oleju: K=1,4
' 3

zmeczeniowa przy Scinaniu. Stosunek tego tréjosiowego réwnomiernego rozciggania do
najwickszego mnaprezenia $cinajacego wystepujacego na wewnetrznej $rednicy cylindra

. . < . . .
jest réwny —— = ek gdzie przez K oznaczono stosunek zewnetrznej do wewngtrzne)

max

$rednicy cylindra.
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Wykorzystujac wyzej opisana aparatur¢ poddawano pulsacji cisnienia prébki o $red-
nicy wewnetrznej 15,2 mm i dtugosci pomiarowej 76,2 mm przyjmujac szeé¢ réznych pro-
porcji wymiarowych od X = 1,2 do K = 3. Wykonano je ze stali Vibrac V30 o skladzie
chemicznym w procentach: C—0,29; Si —0,15; Mn —0,66; Ni— 2,55; Cr— 0,58;
Mo — 0,58. Wyniki przeprowadzonych do$wiadczen (rys. 3) wskazuja, ze granica zmeczenia
przy §cinaniu wynosi okoto 28,5 kpmm™2 i jest niezalezna od warto§ci naprezeii rozciaga-
jacych, ktdre zmienialy si¢ w zakresie od ¢, = 3,28 kpmm~2 dla K = 3 do wartosci o, ==
== 20 kpmm~2 dla K = 1, 2. Zaznaczone przy niektérych punktach strzatki oznaczajy,
jak to si¢ zwykle przyjmuje, Ze nie uzyskano zniszczenia, lub ze wystapito ono poza czescia
pomiarowa prébki. Tak otrzymana warto$¢ trwalej wytrzymalosci zmegczeniowej przy
écinaniu jest duzo mniejsza od wartoéci 48,8 kpmm~? otrzymanej dla tego samego mate-
rialu z préby jednostronnie zmiennego skrecania cienkoéciennej prébki rurkowej. Trak-
tujac otrzymane rezultaty jako wstgpne, autor pracy konkluduje, Zze nalozenie trdj-
osiowego rozciggania ma wplyw na granicg zmegczenia przy $cinaniu, ale jest zdumiewajace,
ze wielko$¢ tych naprezen rozciagajacych nie ma istotnego znaczenia. Zamieszczone jednak
w dalszej czeSei pracy PARRY’EGO wyniki wskazuja, Ze otrzymane réznice w wytrzymalodci
zmeczeniowej moga by¢ powodowane przez niszezace dziatanie oleju. Przytoczone dotych-
czas rezultaty (rys. 3) otrzymano na probkach, ktére poddawano wyzarzaniu w prézni
w temperaturze 600°C po honowaniu wewngtrznej $rednicy cylindra. Zupeinie przypad-
kowo stwierdzono znaczny wzrost wytrzymalosci zmeczeniowej dla prébek, ktore byly
honowane po obrébce cieplnej. Wyniki tych do$wiadczen dla K = 1,8 zaznaczono kwad-
racikami na rys. 3.

W rezultacie wielu dodatkowych badad autor doszed! do wniosku, Ze ten wzrost wy-
~ trzymatodci jest spowodowany przez wytworzenie, na skutek honowania, warstwy ochron-
nej, ktdra nastgpnie zabezpieczata przed penetracja oleju w mikroszczeliny na powierzchni
probki. Dla potwierdzenia tego wniosku prébowano w inny sposob wytworzyé warstwe
ochronng. Malowanie i lakierowanie oraz pokrywanie wewngtrznej powierzchni probki
warstwa kadmu nie dato pozytywnych rezultatdow. Dopiero pokrycie powierzchni préobki
warstwa gumy dalo znaczne podwyzszenie wytrzymatoéci zmeczeniowej. Na rys. 3 zazna-
czono otrzymane w ten sposéb punkty do§wiadczalne uzyskane na prébkach o stosunku
K = 1,4 (gwiazdki). Otrzymane rezultaty sq wigc potwierdzeniem istotnego wplywu oleju
na wytrzymatos$é zmegczeniowa w tego typu do§wiadczeniach,

_ Problem wplywu tréjosiowego, réwnomiernego stanu naprezenia na wytrzymalo§é
zmegczeniowa, poza omdéwiong praca PARRY'EGO [13], byl badany réwniez w innych pra-
cach przy prostych stanach obcigzenia. CROSSLAND [3] badal efekt ci$nienia hydro-
statycznego na wytrzymato§¢ zmeczeniowa przy cyklicznym skrecaniu pelnych prébek
o $rednicy 5,6 mm wykonanych z identycznej stali co prébki uzyte w pracy [13]. Przed
zasadniczymi badaniami wykonano szereg wstepnych doéwiadczend, z ktdrych wynikato
bez watpienia, ze niezaleznie od wielkoéci ci§nienia cieczy uzytej przy badaniach ma ona
szkodliwy wplyw na wytrzymalo$¢ zmeczeniowa jesli styka sie bezpo$rednio z powierzchnia
prébki. Dobrym zabezpieczeniem przed tego rodzaju wplywem okazala sie cienka warstwa .
gumy pokrywajaca prébke. Zmeczeniowe proby na skrecanie zrobiono przy dwéch war-
tosciach naloZonego ci$nienia hydrostatycznego, przy 31 kpmm~™2 oraz przy ciénieniu
atmosferycznym. Wyniki do§wiadczen (rys. 4) przedstawiono w postaci zaleznosci ampli-

2 Mechanika teoretyczna
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tudy intensywnosci naprezef stycznych 7, w funkcji najwigkszej wartosci Srednich naprezen
normalnych o. Wielko§é 7, okreslong wzorem '

1 o —
Ta = 76:]//(Ua1_5n2)2+(0'uz—0'a3>2+(0'u3“0'm)2

obliczono podstawiajac amplitudy poszczegélnych sktadowych naprezed begdacych wy-
nikiem przytozonego zmiennego obcigzenia. Natomiast naprezenie $rednie okreslone jest
wzorem

o +os+03

3 H

w ktdérym poszczegdine skladowe sa suma naprezen wywolanych ci$nieniem hydrosta-
tycznym i przytozonym cyklicznym obcigZeniem. Przeprowadzone do$wiadczenia wskazuja,
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Rys. 4. Zaleznod¢ amplitudy oktaedrycznego naprezenia stycznego od najwigkszej wattodei naprezenia
normalnego dla stali stopowej. Punkty do$wiadczalne [3]: o — préobki wycigte wzdiuz osi preta; X — probki
wyciete prostopadle do osi preta

ze przy wytrzymaloéei zmeczeniowej istnieje liniowa zalezno§¢ migdzy tymi dwiema wspoi-
rzednymi. Punkty do$wiadczalne na rys. 4 dla dodatnich warto$ci naprezen Srednich
nzyskano z jednoosiowej proby zmeczeniowej o cyklu rozcigganie -— éciskanie, przy ktorej
intensywno$¢ naprezen stycznych 7, = ¢, ly"?;, a naprezenie Srednie o = 0,/3, gdzie przez
o,, oznaczono amplitude cyklu obcigzenia. Zaznaczone dwie linie proste opisujace punkty
doswiadczalne odnosza si¢ do prébek o réznej orientacji wzgledem osi preta, z ktérego
byly wycinane. Réznice migdzy tymi punktami do$wiadczalnymi wskazujg i pozwalaja
oceni¢ anizotropowe wiasnoéci badanego materiatu. Jak stwierdza autor, wyniki do§wiad-
czen, chociaz zrobione tylko przy kilku wartosciach ci$nienia §redniego pokazuja, Ze znisz-
czenie zmeczeniowe w ztozonym stanie naprezenia mozna opisaé przez zmodyfikowane
kryterium Misesa uwzgledniajace wplyw sredniego naprezenia.

W 1967 roku Brass i Fiuprey [1] wykorzystujac czeSciowo aparaturg opisang w pracy
[11], wykonali na gruboéciennych prébkach rurkowych badania majace na celu okreSlenie
. wplywu poéredniego naprezenia o, (przy ¢ > 0, > 03), na wytrzymalo$¢ zmeczeniowa
w ztozonym stanie naprQiénia. Prébki wykonano ze stali 4340 o skladzie w procentach:
C—04!; Mn—0,73; Si —0,31; Ni—1,78; Cr—0,83; Mo — 0,27. Prébki podda-
wano jednakowym jednostronnie zmiennym cyklom ciénienia wewngtrznego i sity osiowe;j.
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Zastosowanie réznych gtowic przyrzadu pozwalalo na otrzymanie pigciu réznych maksy-
malnych wartoéci naprezenia posredniego, ktérym bylto naprezenie osiowe. Badano po
pie¢ probek przy kazdej z pigciu wartoéci naprezenia posredniego. Przy badaniach nie
stosowano zabezpieczenia powierzchni prébki przed dziataniem oleju. Biorac pod uwage
fakt, Zze poréwnywano wyniki préb wykonanych w jednakowych warunkach sprawa ta
nie ma istotnego znaczenia. Wyniki przedstawione na wykresie (rys. 5) w sposdb przeko-
nywajacy pokazuja, ze dla badanego materialu napr¢zenie posrednie nie ma wptywu na
wytrzymato$¢ zmeczeniowa. Linig ciagla zaznaczono prosta najlepiej pasujaca do punktéw
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Rys. 5. Wplyw pulsujacego poSredniego naprezenia giéwnego na wytrzymatosé zmeczeniowa stali stopo-
wej [1]. 2; 5 — linie teoretyczne wedlug rozdzialu 2. o — punkty doswiadczalne dla 1,19 x 10° cykli. Linia
ciagla — prosta wyznaczona metoda najmniejszych kwadratébw w stosunku do punktéow doswiadczalnych

doswiadczalnych, ktéra obliczono metoda najmniejszych kwadratéw. Natomiast liniami
przerywanymi zaznaczono reprezentacje kryteriéw zniszczenia. Elipsa przedstawia wa-
runek Hubera—Misesa opisany rownaniem (2.5), natomiast linia prosta réwnolegta do osi
odcigtych przedstawia warunek napreZen Scinajacych (2.2), Na osi rzednych odioZono
wartosci naprezen Scinajacych odpowiadajgce wytrzymalosci zmeczeniowej przy 1,19 % 10°
cykli zmian obciazenia. Ta ilo§é cykli jest srednig dla 25 badanych prébek. Wyciagnigte
z tej pracy wnioski dotycza tylko badanego materiatu i, jak stwierdzajg autorzy, nie maja
ogdlnego charakteru. '

5. Badania na cylindryeznych prébkach cienko$ciennych

W dziedzinie badai zniszczenia zmeczeniowego w zlozonym stanie napreZzenia stosun-
kowo najliczniejsza grupg stanowia prace, w ktérych uzywano cienkosciennych prébek
rurkowych obcigzonych sita osiowg i cisnieniem dzialajacym na $cianki. W prébee takiej
dla réznych wartosci stosunkéw naprezenia osiowego do obwodowego zachowany jest
staly kierunek osi gtéwnych. Stan naprezenia jest w przyblizeniu plaski i jednorodny, przy
czym stopienl tego przyblizenia jest tym wigkszy, im mniejszy jest stosunek grubosci Scianki
do wewngtrznej §rednicy prébki. Z drugiej strony, ta minimalna grubos¢ $cianki jest ogra-

2%
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niczona zaréwno wzgledami technologicznymi, jak i mozliwoscia utraty statecznosci, jezeli
jedno z naprezen jest $ciskajace.

W roku 1934 MAIER (cyt. za [8]) poddawal cienkoscienne rurki pulsacji ci$nienia we-
wngtrznego 1 statycznej sile osiowej badajac jej wplyw na wytrzymato$¢ zmeczeniowa
w kierunku obwodowym.

Weryfikacja kryteriéw zniszezenia zmeczeniowego zajmowali si¢ w 1945 r. MORRIKAWA
1 GRIFFIS (cyt. za [8)]), ktérzy poddawali probke rurkowa, przy pomocy dwdch niezaleznych
ukladdw, pulsacjom sity osiowej i ci§nienia wewngtrznego. Stwierdzili oni, Zze kryterium
maksymalnych naprezen dobrze zgadza si¢ z wynikami ich doswiadczen po wprowadzeniu
poprawek uwzgledniajacych anizotropowe wlasnosci materiatu.

Niewatpliwym postepem w badaniach zmgczeniowych prébek rurkowych byla opubli-
kowana w 1949 r. praca MAJORSA, MILLSA | MACGREGORA [8]. Pulsacje ci$nienia wewnetrz-
nego i sily osiowej byly wywolywane przez jedng tylko pompe olejowa. Zlozony stan na-
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Rys. 6. Porownanie kryteriow wytrzymalodel zmgezeniowej z wynikami doswiadczen [8] dla migkkiej stali
(C = 0,2%) przy cyklu pulsujacym dla 107 zmian obciazenia. 1;2;4; 5 — linie teoretyczne wedlug roz-
dziatn 2
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prezenia byt natomiast realizowany za pomocg oryginalnych w pomysle glowic obcigza-
jacych, ktére pozwolily uzyska réine proporcje migdzy naprezeniem obwodowym
i osiowym. Dla kazdej z czterech réznych proporcji naprezen badano po osiem prébek
przy réznych poziomach obcigzenia. Probki wykonano z wyzarzonej stali 1020 o za-
wartodci 0,2% wegla i 0,55% manganu. Wartosci wytrzymalosci zmeczeniowej przy
107 cykli zmian obcigZenia przedstawiono w bezwymiarowych wspdlrzgdnych na plasz-
czyznie naprezen gléwnych (rys, 6). Wartosci te odniesiono do wytrzymalo$ci zmeczeniowe;
prébki poddanej pulsacji ci$nienia wewngtrznego przy zerowej sile osiowej. Na nieregu-
larno$é otrzymanych wynikéw niewatpliwie ma wplyw zardwno zauwazona anizotropia
wiasno$ci materiatu, jak i niszczace dzialanie oleju, ktdre nie byto uwzgledniane w przepro-
wadzonych badaniach. Autorzy wnioskuja, Ze mimo pewnej nieregularnosci punkty do$-
wiadczalne najlepiej pasuja do hipotezy odksztalcenia postaciowego (2.5).
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Rys. 7. Wytrzymalos¢ zmeczeniowa przy cyklu pulsujacym w zloZonym stanie naprgzenia dia stopu alu-
minium Alcoa 24S-T [9]

W 1949 r. MARIN '[9] opisat aparature i otrzymane wyniki badafi wytrzymatosci zme-
czeniowej cienkosciennych prébek przy czterech réznych proporcjach napreZen giéwnych.

Proébki wykonane z ciggnionej rury ze stopu aluminium Alcoa 24S-T o skladzie: Cu —
4,4%, Mg —1,5%, Mn — 0,6% poddawano niesymetryczaym cyklom obcigZenia utrzy-
mujgc stosunek minimalnych do maksymalnych naprezen w granicach od 0,1 do 0,2. Dla
kazdej z czterech proporcji naprezeri obwodowego do osiowego, zawartych w granicach
od 2 do 0, badano po osiem prébek.

Otrzymane wyniki przedstawiono na plaszczyznie naprezen gtéwnych (rys. 7) odnie-
sione do wartosci wytrzymatoéei zmeczeniowej przy osiowym rozciaganiu. PoszczegSline
punkty zaznaczone dla kazdej proporcji napreZei odpowiadajg wytrzymato$ci zmecze-
niowej przy réznych ilosciach cykli 10%; 5x 10% i 105. Wytrzymato$é zmeczeniowa w kie-
runku obwodowym wynosi okoto 60% wytrzymatoéci w kierunku osiowym chociaz, jak
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zaznaczaja autorzy, statyczna wyirzymalo§¢ w kierunku obwodowym wynosi dla tego
samego materialu okolo 80%; wytrzymalo$ci w kierunkn osiowym. Otrzymane rezuliaty
budza jednak duze watpliwoéci. Powierzchnia prébki byla w stanie nieobrobionym i nie
zabezpieczono jej przed dzialaniem oleju. W przeciwiefistwie do poprzednio omdwionej
pracy nie wszystkie probki byly obcigzane w jednakowych warunkach. Wartoci wytrzy-
malosct of otrzymano z préby jednoosiowego rozciggania, przy ktérej nie byto oleju we-
wnairz probki. .

W opublikowanej w roku 1950 obszernej pracy RoSa i EicainGera [14] dotyczacej
zniszczenia, poswigcono duzo niejsca problemowi wytrzymatodei zmegczeniowej w zto-
Zonym stanie naprezenia. Do$wiadczenia przeprowadzono przy siedmiu réznych pro-

Gaz /GF
Gz /o7 |
10 - T 10
08 08
06 6
04 - 04
> =
g o2 3 a2
2 Kierunek abwodowy g Kierunek obwodowy
T 0 e o5 s Twolln § 0 e a ae
" g > g g g 10 044 /0r 5 ’ '
PN S -
g—O,Z g —02
-04 -04
~08 ~06
-08 -08
~-10 ~10
-1,2 ~12
-14 ~14
-16 — 164~ Gga [0F > 16
Rys. 8. Wytrzymalo$¢ zmgezeniowa staliwa w zto- Rys. 9. Wytrzymalo$¢ zmgczeniowa stopu alumi-
zonym stanie napreZenia przy cyklu pulsujacym nium Avional D w zloZonym stanie naprezenia

dla 10° cykli [14] przy cyklu pulsujacym dia 106 cykli [14]

porcjach migdzy naprezeniem obwodowym i osiowym, w tym rdwniez przy jednoosiowym
rozcigganiu 1 §ciskaniu. Badania wykonano dla siedmiu réZznych materialdw stosujac kie-
symetryczny cykl obcigZenia. Doéé duzy stosunek grubosci Scianki do Srednicy wewnetrznej
zabezpieczat wprawdzie prébke przed utrata stateczno$ci przy jednoosiowym $ciskaniu,

v
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ale jednoczeénie powodowal niejednorodny rozktad naprezen w przekroju prébki i wzgled-
nie duze wartoéci $ciskajacych naprezen promieniowych. Wartoéci te, liczone jako $rednie
miedzy wielko§cia naprezenia promieniowego na zewngtrznej i wewngtrznej powierzchni
prébki, nie przekraczaja 119, wigkszego z pozostatych naprgzeft gtéwnych. Na rys. 8 przed-
stawiono wyniki badan na prébkach wykonanych ze staliwa. Punkty doswiadczalne i opi-
sujgca je linia ciagta dotyczg wytrzymatoéci zmeczeniowej przy 10° cykli zmian obciazenia.
Wartosé tej wytrzymaloscei przy jednoosiowym $ciskaniu probki jest okoto 1,5 raza wieksza
niz to wynika z proby jednoosiowego rozciggania, przy czym byt to jedyny wypadek uzyska-
nia zniszczenia przy $ciskaniu. W pozostatych wypadkach, jak na rys. 9, na ktérym przed-
stawiono wyniki badan dla stopu aluminium Avional D, wobec nie uzyskania zniszczenia
okredlono jedynie, ze wytrzymato§¢ zmeczeniowa jest wigksza od pewnej wielkosci naprezen.
Dla materiatow ciagliwych, podana warto$¢ wytrzymalodci przy $ciskaniu byta okolo
1,5 raza wieksza od wytrzymatosci przy rozciaganiu. Natomiast dla materialéw kruchych
(prébki wyciete ze spoin, zeliwo) wielko$é przy Sciskaniu byta okoto 2 razy wigksza od
analogiczne] wielkosci z préby jednoosiowego zmiennego rozciagania. Na podstawie
przeprowadzonych badaft autorzy stwierdzaja, -Ze przy zniszczeniu zmeczeniowym ma-
terial podlega w przyblizeniu hipotezie Coulomba—Mohra.

Bunpy 1 MARIN [2] w roku 1954 przedstawili badania przeprowadzone na probkach
rurkowych ze stopu aluminium 14S5-T4 (o skladzie Cu — 4,4%, Si — 0,8%;, Mn — 0,8%,
Mg — 0,4%). Doswiadczenia przeprowadzono w dwdch éwiartkach plaszczyzny naprezen
gtéwnych przy szeSciu réznych proporcjach migdzy pulsujacym synchronicznie napregze-
niem obwodowym i osiowym. Rozklad napregzen traktowano jako jednorodny w przekroju
probki zaznaczajac, ze najwigksze odchylenie od Sredniego napre¢zenia obwodowego, jak
to wynika ze wzoru Lamégo, wynosi okoto 5%. Wyniki do$wiadczen przedstawione na
rys. 10 odpowiadajg wytrzymaloéci zmeczeniowej przy 106 cykli. Wielkoéei te odniesiono
do wytrzymato§ci zmeczeniowej przy jednoosiowym rozciaganiu. Autorzy podkre$laja,
ze anizotropowe wlasno$ci materialu sg bardziej widoczne przy obcigzeniu cyklicznym
niz statycznym. Procentowa rdZnica w wytrzymatosci zmeczeniowej w kierunku obwo-
dowym i osiowym jest rzedu 159, chociaz réznica przy obciazeniu statycznym byla znacznie
mniejsza. Dla opisania otrzymanych wynikow doéwiadczalnych, autorzy proponuja mo-
dyfikacje kryterium energii odksztalcenia postaciowego przez wprowadzenie dwoch do-
datkowych statych uwzgledniajacych anizotropig. Obliczona w ten sposdb krzywa zazna-
czono linia ciagla na rys. 10. Wprawdzie dane do$wiadczalne sa niewystarczajace i wyste-
puje nieregularnoéé otrzymanych wynikéw, przy czym szczegdlnie odbiega punkt dla
stosunku o,,/0,, = 2, to jednak jak stwierdzaja autorzy widoczna jest ogdlna zgodnosé
wynikéw eksperymentalnych z krzywa otrzymang teoretycznie. Byé moze jednym z czyn-
nikéw wpltywajacych na tak duzy rozrzut wynikéw do$wiadczalnych jest wplyw oleju na
wytrzymato§¢ zmeczeniowa, na ktéry w omawianej pracy nie zwracano uwagi. Nalezy tu
podkresli¢, ze nie posiadajac danych doswiadczalnych autorzy przyjeli wytrzymato$¢ zme-
czeniowsq przy prostym $ciskaniu taka samg jak przy prostym rozciaganiu. Jest to zaloZenie
mato wiarygodne szczegdlnie w konfrontacji z praca NEWMARKA i in. [12} z 1951 v, kidra
poswigcona byla wytrzymalodei zmeczeniowej przy jednoosiowym $ciskaniu. Z przepro-
wadzonych bardzo starannie do$wiadczefi dla wszystkich badanych materialéw (Zeliwo
szare, stop aluminium, miekka stal) otrzymano znacznie wyzsza warto§¢ wytrzymatosci
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zmeczeniowej przy zmiennej od zera do okre$lonej wartosei sile §ciskajacej niz w przy-
padku pulsacji sify rozciagajacej. Autorzy stwierdzaja, Ze zbyt niskie wartosci wytrzyma-
toéci zmeczeniowej przy $ciskaniu podawane w innych pracach sa rezultatem badz to kon-
centracji naprezen, badZz naprezen szczatkowych czy wreszcie niezbyt starannego
przeprowadzenia do$wiadczen.

Zjawisko zniszczenia zmgczeniowego przy Sciskaniu badal w 1969 r. HusBARD [6].
Do$wiadczenia przeprowadzono na plaskich prébkach z karbem wykonanych ze stopu
aluminium 7075-T6, na powierzchni ktorych natozono warstwg materiatu czulego elasto-
optycznie. Obserwujac rozprzestrzenianie si¢ szczeliny i rozklad naprezen w jej oloczeniu
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Rys. 10. Wytrzymalo§é zmeczeniowa stopu aluminium
14S-T4 w zloZzonym stanie napr¢zenia przy cyklu pulsu-
' jacym dia 10% cykli. {2]. Linia teoretyczna — elipsa Hu-
' bera-Misesa z uwzglednieniem anizotropii

podczas jednostronnego cyklu zmiany obcigzenia $ciskajacego autor wnioskuje, Ze za
zniszczenie §ciskanej prébki odpowiedzialne sg rozciagajace napreZenia szczatkowe wyste-
pujace przy odciazaniu w poblizu szczeliny. Stwierdzono réwniez, ze dla danej dtugosci
szczeliny i maksymalnej wartosci naprezenia $ciskajacego mozna tak dobraé warto$é mi-
nimalnego napre¢zenia $ciskajacego w cyklu, Ze zostanie zatrzymany proces wzrostu
szczeliny. v

W opublikowanej w 1970 r. pracy ROTVELA [15] opisano sposéb przeprowadzenia
doswiadczen 1 wyniki badan zmeczeniowych w dwuosiowym stanie naprezenia.

Prébki ze stali weglowej o zawartosdcei 0,35% — C, 0,209, — Si,.0,45% — Mn, wyko-
nano bardzo starannie w 10 klasie gltadkoéci powierzchni. Dla zabezpieczenia przed nisz-
czacym dzialaniem oleju powierzchnie prébki pokrywano cienka warstwa plastyku. Prébki
byly obciazane symetrycznym cyklem sily osiowej 1 ciSnienia dzialajacego na $cianki.
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Przy obliczaniu naprgzen uwzgledniano ich nieréwnomierny rozkiad spowodowany
zbyt duzg gruboscia §cianki w stosunku do $rednicy wewngtrznej, jak i wystepujacy mmo-
mentem gnacym wywolanym przez nieosiowe zamocowania probki. Do$wiadczenia prze-
prowadzono dla szesciu réznych proporcji migdzy naprezeniami gtéwnymi, badajac w kai-
dej serii minimum sze$¢ probek. Wytrzymalo$¢ zmeczeniowa okredlano przy 2,5x10°
cykli zmian obciaZenia. Na wykresie rys. 11 odtozono punkty do$wiadczalne we wspdl-
rzednych bezwymiarowych odnoszac je do wartosci wytrzymatosei przy cyklu rozciaganie-
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Rys. 11. Porbwnanie Kryteridbw wytrzymalosci zmecze-
niowej z wynikami do$wiadczen dla stali weglowej (C =
= 0,35%) przy cyklu symetrycznym dfa 2,5x 108 cykli
[15]. 1;2; 3; 4; 5 — linie tecoretyczne wedhug rozdziatu 2

1
o
[=-]

1
=
(=]

§ciskanie wzdiuz osi probki. Poziome i pionowe linie przy kazdym punkcie oznaczaja
zakres bledu. Na rysunku tym zaznaczono réwniez opisane poprzednio kryteria zniszcze-
nia zmeczeniowego zawierajace jedng stala materiatowa.

Te same punkty do$wiadczalne pordwnano réwniez z trzema kryteriami o dwéch sta-
lych materialowych, ktére dobrano w ten sposdb, zeby krzywa opisywata mozliwie naj-
lepiej punkty do$wiadczalne (rys. 12). Otrzymane wyniki dobrze zgadzaja si¢ zaréwno
z zaproponowanym przez Crosslanda kryterium naprezed oktaedryczaych opisanym réw-
naniem (2.8), jak i1 kryterium Coulomba-Mohra (2.6). Stwierdzenie, ktére z nich lepiej
opisuje zniszczenie zimeczeniowe w ztozonym stanie naprezenia wymaga przeprowadzenia
dodatkowych doéwiadczen przy takich proporcjach miedzy naprezeniami, przy ktérych
r&znice miedzy obydwoma kryteriami sa najwicksze.

Tylko dwie z omSwionych tu prac byly przeprowadzone przy symetrycznych cyklach
obustronnie zmiennych, mianowicie praca SAWERTA [16] i RoTveELA [15]. Wszystkie po-
zostale prace wykonano przy cyklu niesymetrycznym (pulsujacym), w ktorym naprezenia
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zmienialy sie od wartosci zerowej (lub bliskiej zeru) do uprzednio ustalonej pewnej war-
tosci, dodatniej lub ujemnej, w zaleznosci od wymaganej proporcji migdzy naprezeniami.
Jak stusznie zauwazono [15] do$wiadczenia takie sa zaburzone wplywem $redniego na-
prezenia cyklu na wytrzymalo$é zmeczeniowa. Tylko przy cyklach symetrycznych obu-
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Rys. 12, Poréwnanie wynikéw doswiadczenh z rys.
11 z kryteriami wytrzymato$ci zmeczeniowej za-
wierajacymi dwie stale materiatowe [15]. 6;7;
8 —linie teoretyczne wedlug rozdziatu 2

stronnie zmiennych, dla kazdej proporcji migdzy naprezeniami pozostaje stala, réwna
zeru warto§¢ éredniego naprezenia. Natomiast przy cyklu jednostronnym zmiana ampli-
tudy powoduje zmiang naprezenia §redniego, ktére wobec tego ma rézne wartosci, zaréwno
dla poszczegblnych naprezen gidwnych przy danym stosunku miedzy nimi, jak i dla réznych
proporcji miedzy naprezeniami.

6. Whioski

-

Rozwdj doswiadezalnych badan zmeczeniowych w zlozonym stanie napreZenia poste-
powal w sposéb wolny. Trudna technika do$wiadczalna i duza pracochionno$é badan
odgrywaly w spos6b istotny role czynnika hamujacego. Poza tym wyniki prac wykona-
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nych w réznych warunkach nie stanowig poréwnywalnego materiatu. Wigkszo$¢ badan
eksperymentalnych przeprowadzono przy niesymetrycznym cyklu obciazenia, przy ktérym
wyniki zaburzone sa wplywem §redniego napreZenia w cyklu na wytrzymato$é zmeczenio-
wa. Natomiast tylko dwie prace [15]i [16] wykonano przy obustronnie zmiennym cyklu
zmiany obcigZenia, a wigc w warunkach, w ktérych rzeczywiscie jesteSmy w stanie okreslic
zmeczeniowe cechy badanego materiatu.

“Wart podkreslenia jest réwniez zauwazony w wielu pracach do$wiadczalnych fakt
wystapienia silniejszej anizotropii przy cyklicznym obcigZzanin, niz w warunkach statycz-
nego obciazenia prébki.

Mimo ze fenomenelogiczny opis zniszczenia zmeczeniowego metali w ztozonym stanie
naprezenia pozostaje nadal niekompletny i nie udokumentowany do$wiadczalnie to jednak
wyniki badan pozwalaja juz na wyciagnigcie pewnych ogdlnych wnioskéw. Warunek znisz-
czenia zmeczeniowego w swej ogdlnej postaci powinien uwzgledniaé wplyw pierwszego
niezmiennika. W sposob przekonywajacy wykazat to CROSSLAND [3] dla stali stopowej.
Wykonane przez niego stosunkowo proste do$wiadczenia byly podstawa matematycznej
formy warunku zniszczenia zmeczeniowego (2.8), ktory uwzglednia podstawowe efekty
zauwazone przy doswiadczeniach przeprowadzonych przez innych autoréw. Zapropono-
wany przez CROSSLANDA warunek przedstawia w przestrzeni napreZen gléwnych stozek
o osi réwno nachylonej do osi wspdéirzednych ukiadu. Wierzchotek stozka znajduje sie po
stronie naprezen rozciagajacych. Do opisu zniszezenia klasy materialéw, ktérych wytrzy-
matoéé zmeczeniowa w zioZonym stanie nie zalezy od wielkosci posredniego napreZenia,
moze byé wykorzystany warunek Coulomba. Zdaniem autoréw niniejszej pracy wiaénie
te dwa warunki zniszczenia zmeczeniowego, warunek Crosslanda i Coulomba, moga by¢
zalecane do analizy wlasno$ci zmeczeniowych metali w ztoZonym stanie napreZenia.
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Pesome

HICCNIENOBAHMS YCTAJIOCTHON IIPOYHOCTH IIPM CJIIOXKHOM
HATIPSDIKEHHOM COCTOSIHUM

Jaerca 0630p 3KCIEPHUMEHTANBHEIX PaboT 110 MCCIEOBAHMIO YCTAMOCTHOH NPOYHOCTH IIPH CIIOYKHOM
HRNPAKEHHOM COCTOSHUM, PaoTel TPYNNHMpPYOTCA COOTBETCTBEHHO hopme o6pasnoB: 00pasubl CIIOMKHON
(dopmbl, TPYGuaTbIE TOJCTOCTEHHBIE 0Opa3albl, TPYOUATble TOHKOCTEHHbIE 00pasnbl. BHYTPH Kot
rpysusr paboTer OHCAHBI B XPOHOJOTMUECKOM MOpsaxe. KpaTro HATOIKEHLI KPHTEPHH YCTATOCTHOH
TIPOUHOCTH IS CJIIOYKHOTO HANPSYKEHHOTO COCTOSHMS, KOTOPhIE CPABHEHBLI C NAHHLIMH JIKCIEPHMEHTA.

Summary
INVESTIGATIONS OF FATIGUE UNDER COMBINED STRESSES

In this article the review of the original research is given in which are described the experimental inves-
tigations of fatigue [racture under combined stresses. The papers have been ordered according to shape of
the specimens: complex shape specimens, thick-walled specimens, thin-walled specimens. Each group of
papers is presented in the chronological order, Equations of the fatigue conditions mentioned in papers
are given,

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakceji dnia 8 lutego 1971 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
1, 10 (1972)

PEWNE NIEWISKOZYMETRYCZNE PRZEPELYWY
CIECZY LEPKOSPREZYSTYCH
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1. Wstep

Do niedawna badanie wlasnoici reologicznych cieczy lepkosprezystych, takich jak
roztwory i stopione polimery, niektére oleje mineralne i zawiesiny, ciecze przerabiane
w przemyéle spozywczym itp., prowadzono z reguly dla tzw. przeplywéw wiskozymetrycz-
nych bedacych réznymi modyfikacjami przeplywdéw Scinajacych, charakteryzujacych sig
poprzecznym gradientem predkosci. Przeplywy wiskozymetryczne wystgpuja czesto w tech-
nologii i urzadzeniach przetworczych (przeplywy przez przewody rurowe, kanaly, szczeli-
ny itp.) oraz prawie we wszystkich wiskozymetrach, tj. przyrzadach stuzacych do pomiaru
lepkoéci 1 innych wlasnodei cieczy. Od przyrzadéw tych pochodzi zresztg nazwa klasy
przeptywow wiskozymetrycznych.

Parametrami charakteryzujacymi wiasnodci cieczy w ustalonych [ub nieustalonych,
okresowo zmiennych przeptywach wiskozymetrycznych sa trzy niezalezne funkcje wisko-
zymetryczne: funkcja lepkoscei (lepko$¢ pozorna) i funkcje naprezefi normalnych lub od-
powiednio dla matych oscylacji: funkcja lepkosci dynamicznej, modulu dynamicznego
i kata stratnosci mechaniczngj.

Teorii przeptywow wiskozymetrycznych oraz wynikom badan do$wiadczalnych pos-
wigcone sa liczne prace i monografie (por. [1, 2, 3, 4, 5, 6]). Prosty, lecz jednoczesnie no-
woczesny wyklad tych zagadnien ujgty w ich historycznym rozwoju zawiera ksigzka COLE-
MANA, MARKOVITZA i NOLLA [7]; réwniez poprzednia praca przegladowa autora [8]
ujmowala zasadnicze wilasnosci przeplywow wiskozymetrycznych.

Wazrastajgce ostatnio zainteresowanie réznymi niewiskozymetrycznymi przeptywami
cieczy lepkosprezystych ma swoje Zrédto nic tylko w rozwoju reologii teoretycznej i ko-
niecznoéci realizowania bardziej zlozonych przeplywéw w przetwérstwie polimeréw, ale
réwniez wynika z potrzeby konstruowania oraz stosowania reometréw pozwalajacych na
pelniejsze i sprawniejsze wyznaczanie charakterystyk reologicznych cieczy. Znamienng
rolg odgrywa tutaj ustalony przeplyw rozciggajacy, posiadajacy duze praktyczne znaczenie
dla proceséw przedzenia, wyciagania itp., ktérego charakterystyki reologiczne sa catko-
wicie odmienne i nie zwigzane bezpo$rednio z funkcjami wiskozymetrycznymi (por. [9]).

Wéréd réznych niewiskozymetrycznych przepltywdéw cieczy lepkosprezystych szczegdl-
na pozycje zajmuja przeplywy zaliczajace sie do «ruchéw ze stalg historia deformacjin
(oznaczanych w dalszym ciagu skrétem: RSHD), ktérych teorig dla cieczy prostych sfor-
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mutowali CoLEMAN [10] oraz NovrL [11], a nastepnie rozwingli inni badacze (por. [12, 13,
14, 15, 16]). Szczegdlna pozycja przeplywdw ze stala historia deformacji wynika z faktu,
ze dla takich przeplywdw, podobnie zreszta jak i dla przeptywdéw wiskozymetrycznych,
pamigé lepkosprezystej cieczy prostej ujawnia sig w sposéb istotnie ograniczony lub, uzy-
wajgc stow CoLriMANA [10], pamigei cieczy prostej w RSHD «...pozostaje bardzo niewiele
do zapamigtaniay. Nie bez znaczenia byl réwniez fakt skonstruowania reometréw reali-
zujacych RSHD (por. p. 4) zanim jeszcze zorientowano sig¢, ze przeplywy w nich W}'StQ-
pujgce naleza do tej szczegdlnej klasy przeptywdw niewiskozymetrycznych.

W niniejszym przegladzie zajmiemy si¢ przede wszystkim teoria przeplywéw niewisko-
zymetrycznych nalezacych do klasy RSHD, zwracajgc szczegdlng uwage na ich realizacje
w przyrzadach i mozliwo$¢ wyznaczania odpowiednich charakterystyk. Warto nadmienié
juz na wstepie, Ze interesujaca nas klasa przeplywdw obejmuje nie tylko wszystkie ustalone
przeptywy wiskozymetryczne, ale rowniez liczne inne, jak ustalone proste rozciaganie
i ustalone czyste Scinanie (pox. p. 4.1), przeplyw w ortogonalnym reometrze Maxwella
(por. p. 4.2), reometrze balansowym Kepesa (por. 4.3), itp.

2. Teoria przeplywdw ze stala historia deformacii

2.1. Zaleino$ci podstawowe. Podstawq rozwazan kinematycznych w mechanice o$rodka
ciaglego sa odpowiednie réwnania ruchu punktu materialnego (por. [3, 7]).

Oznaczajgc przez x polozenie w przesirzeni euklidesowej punktu materialnego X w aktu-
alnym czasie 1, za$ przez € polozenie tego samego punktu materialnego w dowolnej chwili T
(7 < 1), réwnania ruchu przyjma postaé

(2.1.1) E=y(x,7), —oo<rL],
gdzie y, oznacza funkcje wzglednej deformacjit).
Gradient wzglednej deformacji

(2.12) F(®) = Vox (%, 1), F(0) =1

opisuje zmiang lokalnej konfiguracji czastki X w czasic miedzy v i £. Czgsto funkcje tenso-
rowa

(2.1.3) F(s)=F,(t—s) dla 0 >s>0

nazywa si¢ historia wzglednego gradientu deformacji. Jesli dane jest pole predkosel v(x, 1)
w chwili aktualnej ¢, to funkcje wzglednej deformacji okre§lamy rozwiazujac nastepujace
réwnania;

(2.1.4) £(z) = v(&(7), v), E() =x,
gdzie kropka oznacza rézniczkowanie po czasie.

Pamigtajac, e niescisliwe ciecze proste to klasa osrodkdéw, dla ktdrych tensor naprezenia
jest okre$lony, z doktadnoscia do ci$nienia hydrostatycznego, przez historie wzglednego
gradientu deformacji (por. [3, 7]), réwnania konstytutywne zapisujemy w postaci

2.1.5) Tp(t) = T()+pl — #F(i—s), detF(i—s) = 1,
s=0

') Nalezy podkresli¢, ze taka wiadnie posta¢ rdwnan ruchu jest najdogodniejsza, gdyz dla cieczy nie
stnieje zadna inna wyrdzniona konfiguracja odniesienia poza konfiguracja zajmowang w chwili aktualne;j ¢.
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w
gdzie p jest ci$nieniem hydrostatycznym, za$§ 3 () oznacza funkcjonat konstytutywny

s§=

odwzorowujacy wzgledny gradient deformacji z przestrzeni historii deformacji na syme-
tryczny tensor ekstra-naprgzenia Tp(t). Poniewaz p nie jest okreSione przez réwnanie
(2.1.5), niejednoznaczno$¢ funkcjonatu konstytutywnego usuwamy przez zatozenie

(2.1.6) (rTp(t) = o (B (1—s)) — 0, p— — _13.u-T,
5220

przy czym tr oznacza $lad odpowiedniego tensora.

Dla klasy RSHD, zwanych takze ruchami stagnacyjnymi (por. [10]), historia gradientu
deformacji danej czastki jest, z doktadnoécia do sztywnego obrotu, taka sama dla wszystkich
chwil czasu. Zgodnie z definicja Norra (por. [11]) wyrazona w jezyku matematycznym
ruclt nazywa si¢ RSHD wtedy i tylko wtedy, jesli gradient deformacji w dowolnej chwili =,
okreflony wzgledem ustalonej konfiguracji odniesienia w chwili 0, jest dany przez

2.1.7) Fo(r) = Q(@exp(tM), Q) =1,

przy czym Q(7) jest tensorem ortogonalnym opisujgcym obrét czqstki od chwili 0 do chwili ,
zas M — stalym tensorem. Czgsto przyjmuje sig, Ze M = »N,, gdzie [No| = 1, za$ » oznacza
staly parametr charakteryzujacy wielkosé deformacji ($cinania, rozciggania itp.).

Poniewaz dla cieczy konfiguracja odniesienia w chwili 0 nie posiada istotnego znaczenia,
wykorzystujemy zwigzek

(2.18) F((T) == FO(T)FO_l (t)7 FO(T) = FI(T)| t=0>
prowadzacy do nastepujacych zaleznosci réwnowaznych delinicji (2.1.7):
(2.1.9) ©OF(t—s) = Q@—s)exp(—sM)QT(1), 0<Ls< w0,

(2.1.10) C.(t—s) = F{ (1~ 5)F,(t—s) = Q()exp(—sMT)exp(—sM)Q” (1),

gdzie wskaznik T'u gbry symbolu oznacza operacje transponowania, zaé§ C,(t—s) oznacza

histori¢ prawego wzglednego tensora odksztalcenia Cauchy’ego—~Greena (por. [3]).
Wprowadzajac pojecie obréconego tensora parametrycznego (por. [13, 14]) bedacego

gradientem predkoéci w chwili # wzgledem obracajacego sie ukladu odniesienia, mianowicie

2.1.11) L) = Q)MQT(1) = Q()xNoQT (1) = =N,
mamy réwniez
(2.1.12) C.(t—s) = exp(—sLNexp(—sL), 0<s5 < 0.

Warto nadmienié, Ze zwigzek tensora L(¢) z przestrzennym gradientem predkosci L, (¢¥
jest nastgpujacy:

(2.1.13) L, (1) = V.v(x, £) = Fo()F5* (1) = Q()QT (0)--L(1),

gdzie Q(1), jak poprzednio, oznacza zalezny od czasu tensor obrotu od konfiguracji
w chwili 0 do konfiguracji w chwili 7, a antysymetria tensora QQT jest oczywista.

W obracajacym si¢ ukladzie odniesienia, ktérego ruch charakteryzuje sie tensorem
Q(1), macierz obréconego gradientu predkosci jest stata. MoZna zatem podaé réwnowazng
definicje RSHD, dla ktérych historia wzglednego tensora odksztalcenia Cauchy’ ego-Greena
C.(t—s5) ma postaé (2.1.12) ze stalym, niezaleznym od czasu tensorem L (por. [12, 13]).
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Na nietrywialne pytanie: czy ruch okreslony stalym tensorem przestrzennego gradientu
predkoéci L, jest RSHD? — otrzymujemy odpowiedZ twierdzaca. Wynika to z faktu, ze
nastepujgce réwnanie rézniczkowe z odpowiednim warunkiem poczatkowym (por. [15]):

(2.1.14) F,(7) = L,Fo(r), L, =const, To(0)=1,
ma jednoznaczne rozwiazanie w postaci
(2.1.15) Fo(z) = exp(zL)).

Ruch powyzszy jest RSHD [por. (2.1.7)], jesli tylko Q(z) = 1. Zaleznos¢ (2.1.15) ilustruje
réwniez w sposéb przejrzysty dlaczego ustalone, jednorodne pola predkosci zawsze generuja
ruchy nalezace do klasy RSHD.

2.2. Klasyfikacja przeplywéw. Zgodnie z propozycija NOLLA [11], wszystkie przeptywy typu
RSHD, zachodzace w trdjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, mozna podzieli¢ na trzy
nastepujace klasy:

() M2=0;
(2.2.1) D) M2 % 0, lecz M? = 0;
(0I1) M" £ 0 dla wszystkich # =1,2,3 ....

Z uwagi na (2.1.11) identyczne warunki mozna réwniez zapisaé dla tensoréw L lub N.
Klasa (I) obejmuje wszystkie ustalone przeptywy wiskozymetryczne obszernie oméwione

w literaturze zagadnienia (por. [3, 4, 7]). Warto doda¢, ze w my$! definicji (2.1.9) mamy dla

ustalonych przeplywow wiskozymetrycznych '

(2.2.2) F,(t—s) = Q(—9)[1--sM]Q" (1)

Zalezno$¢ powyzsza  pozostaje w mocy dla dowolnych przeplywow wiskozymetrycznych
(niekoniecznie ustalonych), jesli tensor M jest zmienny, tj. zalezny od czasu ¢ i poloZenia
X zajmowanego przez czastke materialng w chwili ¢ (por. [7]).

Dla klasy (II) mamy

(2.2.3) B (1) = QU—9) [1—sM+--;s2M2 QT ().

Miesci si¢ w niej podklasa tzw. podwdjnie nalozonych przeplywéw wiskozymetrycznych
(por. p. 3.1), ktére powstaja przez bezpoérednie zlozenie (dodanie pdl predkosei) dwéch
przeptywéw wiskozymetrycznych. Jej przedstawicielami sa w szczegdlnosci przepltywy
Poiseuille’a ze skrecaniem i przeplywy helikoidalne ze skrecaniem (por. p. 5).

Do klasy (III), dla ktérej

224 F,(1—s5) = Q(t—s) [Z (— 1)":—'!'M"]QT(t),
“n=0

nalezy cala podklasa tzw. potréjnie nalozonych przeplywéw wiskozymetrycznych (por. p. 3.2),
ustalone czyste $cinanie i ustalone proste rozcigganie oraz liczne inne przepltywy w re-
ometrach obrotowych z mimoérodami (por. p. 4).
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Wszystkie przeptywy typu RSHD mozna réwniez dzielic na obrotowe (rotacyjne)
i bezobrotowe (nierotacyjne). Zwlaszcza te ostatnie zastuguja, ze wzgledu na ich specyfike,
na pare stéw uwagi. W mechanice oSrodkow ciqglych uwaza sie za ruchy bezobroiowe
takie, dla ktérych przesirzenny gradient predkosci Ly jest symetryczny (z wylgczeniem
trywialnego przypadku L, = 0). Wszystkie RSHD opisywane stalym, symetrycznym
tensorem L, przyjeto nazywaé przeplywami rozciqgajgeymi, lub prosciej rozciqganiami
(por. [16, 3]). Poniewaz symetryczny tensor L, mozna zawsze diagonalizowaé nastepujaco:

a, 0 07
(2'2'5) [LT] = [QL, QIJ =t0 a, 0 Ly a,+ax-ay =0,
0 0 a3J

przy czym Q zalezy od sktadowych macierzy L,, za$ wartoéci wlasne tensora L, sa takie
same, jak warto§ci wtasne obréconego tensora ‘parametrycznego L [por. (2.1.13)], tatwo
stwierdzi¢, ze wszystkie bezobrotowe RSHD sq rédwnowazne przeplywom rozciggajqcym
i nalezq do klasy (111).

2.3. Reprezentacje rownafi konstytutywnych i funkcje materialowe. Réwnania konstytutywne
niescisliwej cieczy prostej (2.1.5), po uwzglednieniu zasady materialnej obiektywnosci —
wyrazajacej niezalezno$¢ funkcjonalu konstytutywnego od ruchu «obserwatora» w prze-
strzeni odniesienia, daja si¢ zapisa¢ w postaci (por. {3])

(2.3.1) Te(t) = T(t)-+pl = 9': [C(t—s)],

przy czym definicj¢ tensora C,(f—s) podano w (2.1.10). Funkcjonal konstytutywny & ()
5=0

jest funkcjonalem izotropowym, tzn. Ze (por. [3])

(2.32) QF (CU=9)Q" = 7 (QC1—9Q"),

dla wszystkich statych tensoréw ortogonalnych Q i dla kazdej historii C,(1—s).

Przy rozwazaniach ogélnych dotyczacych przeptywow typu RSHD nie sa potrzebne
zadne dodatkowe ograniczenia ani na funkcjonal konstytutywny, ani tez na historig od-
ksztalcenia. W przypadkach szczegdlnych czgsto bazuje si¢ na réznych aproksymacjach
funkcjonatu konstytutywnego w oparciu o zasade zanikajgcej pamieci (por. [17, 3, 8]).
W punkcie 4, omawiajac wtasno$ci dynamiczne cieczy, wykorzystamy calkowsa reprezen-
tacje funkcjonatu konstytutywnego zaproponowang przez GREENA i R1VLINA [18] w postaci
(por. takZe [3, 17])

233) Tp=THpl = [ m,(i—0)G(x)dr+

+ [ [{mG—, =) G G Fms(t— 7y, 1— ) [rG(r I G(r2)} X dT dTy+ .

gdzie m; () sa odpowiednimi funkcjami materialowymi, za$
(2.3.4) G(r) = C,(v)—1.

3 Mechanika teoretyczna
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Pominigeie wszystkich calek wielokrotnych z wyjatkiem pierwszej z prawej strony (2.3.3)
jest réwnoznaczne z zaloZeniem, ze wyrazy te daza do zera szybceiej niz odpowiednia norma
w wektorowej przestrzeni historii odksztalcenia; jest to przypadek tzw. skonczonej liniowej
lepkosprezystosci (por. [19]).

Dla dowolnego RSHD, podstawiajac (2.1.12) do (2.3.1), otrzymamy réwnania kon-
stylutywne w postaci nast¢pujacej:

(2.3.5) Ty = (¢, N) = £(x, L/x) = g(L),
gdzie f i g sg izotropowymi funkcjami argumentéw tensorowych.

W cytowanej juz pracy [12], WANG dowiddl, ze historia prawego, wzglednego tensora
odksztalcenia Cauchy’ego-Greena C,(t—s), dla wszystkich RSHD, okreslona jest jedno-
znacznie przez pierwsze trzy kinematyczne tensory RIVLINA-ERICKSENA [20] zdefiniowane
nastgpujaco: ’

d” ' .
A(D) = i C(@emrs Ay() =L+ L] = L+L7,
(2.3.6) .
All+l(t) = "d‘TAn_l—AnLl "i_L{Au = AnL—i"LTAn-

WANG wyréznit ponadto trzy nastgpujace przypadki RSHD:

(1) gdy A, ma trzy rézne wartosci wlasne, A, i A, okreélaja L i C,(t—ys) jednoznacznie;

(2) gdy A, ma dwie wartoici wlasne réwne, lecz rézne od trzeciej; a) A, i A, okreélaja
C,(t—ys) jednoznacznie, jesli A, ma w tej samej bazie co A, postaé diagonalna ze skladowymi
rownymi odpowiednio kwadratom warto$ci wlasnych A,; b) w przypadku przeciwnym
A, A, 1 Ay okreSlaja L i C,(t—s) jednoznacznie;

(3) gdy wszystkie wartoéci wlasne A, sg rowne, A, okredla L i C,(1—s) jednoznacznie.
Ostatni przypadek staje si¢ trywialny dla cieczy niescistiwych, dla ktdrych tr A, = 0;
wowczas przy jednakowych wartosciach wtasnych mamy A, = 0.

Reasumujac mozna stwierdzié, Zze dla wigkszoéci RSHD [z wyjatkiem przypadku
wymienionego w (2)] p}'awdziwe jest nastgpujace rownanie konstytutywne (por. [20]):

(23.7) Tp=h(A,,A,) = o, A, +0,A} oA, o A
+os(A;Ar+ALA )+ o (ATA,+HALAD)
+o7(A A +AZA)Fos(ATAZ+ASAD),
gdzie o; (i =1, ..., 8) sa funkcjami dziewigciu niezmiennikdw:

trA?, trA}, trA,, trAZ, trA3,
tr(A A,), tr(A;A3), tr(A2A,), tr(A%A2).

Jest rzecza oczywisty, ze fun‘kcje o (i =1, ..., 8) nie sa catkowicie niezalezne; wynika
to z faktu, Ze tensor ekstra-napr¢zenia Ty posiada co najwyzej sze§é skiadowych, zwigza-
nych przy tym warunkiem typu (2.1.6). Wystarczy zatem zdefiniowaé odpowiednio pigé
ogdlnych funkcji materiatowych opisujacych catkowicie wiasnosci cieczy lepkosprezystych
w dowolnym przeptywie typu RSHD. Mozna postepowad np. w sposéb podany w pracy [14].

Dla ustalonego i jednorodnego pola predkoéci, dla ktdrego

(2.3.8)

a a b
(2.3.9) [LI=1|d ay c}, ata,+a; =0
e [ a
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jest stalym tensorem?), definiujemy nastgpujace funkcje:

11 33 22 3
n, = TE< > TE( >’ ny = TE( >_TE< 3>,

2 g
5, = TE<1 >, Sy == TE<13>’ S5 = TE<23>,

(2.3.10)

ktérych argumentami sg wszystkie dziewigé skfadowych macierzy (2.3.9), za§ T ozna-
czaja fizyczne skladowe tensora Tr. Mamy réwniez

1

2 1 1
(2.3.11) Tt = — (2n,—n,), TEe? = 3 2ny—ny), TP = — ) (ny+m,).

wj

Funkcje materiatowe n; 1 s, opisuja zaréwno ustalone przeplywy wiskozymetryczne,
ustalone przeplywy rozciagajace, jak i inne przeptywy typu RSHD omdwione szczegStowiej
w punktach 3, 41 5. Ich posta¢ podlega ograniczeniom wynikajacym z wiasnosci izotropii
funkcji konstytutywnych (2.3.5). Mamy np.

(2.3.12)  nfay,ax,as,a,b,¢,d,¢e,f) = na,,a,,a,, —a,—b,c, —d, —e,f)=
=nyla,, as,a,a,—b,—c,d, —e, —f)=nay,a,,a;3, —a,b, —c, —d, e, —f);
2.3.13)  siles, as,a,,f,¢e,d,¢,b,a) = si(a;,a,,0a5,a,b,¢,d,¢,))
dlai=1,j=3 lub i=2,j=2 b i=3,j=1.

Warto nadmienié, ze dla wszystkich bezobrotowych RSHD, symetria tensora L, pro-
wadzi do zaleznosci: A, = 2L,, A, = 4L%, A; = 8L}, a réwnania konstytutywne przyj-
mujg postac

(2.3.14) T: = f(A)) = BiA,+-fAL

gdzie funkcje materiatowe f5; (i = 1, 2) zalezq tylko od dwdch nastgpunjacych niezmienni-
kéw: tr A, tr A}. Z réwnania (2.3.14) wynika, Ze w przeplywach typu bezobrotowych
RSHD, wlasno$ci kazdej dowolnej niescisliwej cieczy prostej sq takie same jak wlasnosci
cieczy Reinera-Rivlina (por. [3]) opisywanej réwniez zaleznoscig (2.3.14).

Wreszcie postepujac w sposob podobny do zastosowanego przez COLEMANA [16],
mozna réwnanie konstytutywne (2.3.14) przedstawi¢ w innej postaci jako jedna funkcje
od trzech wartosci wlasnych tensora A,.

3. Przeplywy zloZzone z przeplywéw wiskozymetrycznych

3.1. Podwdjnic nalozone przeplywy wiskozymetryczne. Niebanalne zagadnijenie okreslenia teo-
retycznych warunkéw, przy ktorych natozenie prostych wiskozymetrycznych przeplywow
prowadzi do bardziej Zlozonych- RSHD, wiaze si¢ zardwno z analiza przeplywow wyste-
pujacych w praktyce, jak i z potrzeba konstruowania nowych reometréw (por. p. 4).
Pewne przyktady RSHD powstatych z natozenia przeplywéw wiskozymetrycznych oméwio-
no w pracach NoLrLA [11], OLDROYDA [21] i PrpkinA [22]; bardziej systematyczng analiza

%) Posta¢ (2.3.9) jest réwniez najogélniejsza dla obréconego tensora parametrycznego L (por. p. 2.1).
Jesli L jest stalym tensorem, to skladowe L, nie musza by¢ stale.

3*
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tych zagadnien zajmowal si¢ HuiLGor [13, 14]. Pokazat on m. in., Ze oprécz dobrze znanego
wiskozymetrycznego przeplywu helikoidalnego [2], powstalego z natoZenia wiskozymetrycz-
nych przeptywow Couette’a i Poiseuille’a (por. [3, 7]), istnieja inne przeplywy typu RSHD
otrzymywane z prostszych przeplywéw wiskozymetrycznych, a w szczegolnodci tzw.
podwdjnie natozone przeplywy wiskozynietryczne [13].

Zgodnie z definicja, J)U{lwéjnic nalozony przeplyw wiskozymetryczny jest przeplywem
typu RSHD kilasy (I1) (por. p. 2.2), dla ktérego obrécony tensor parametryczny L jest taki,
ze L # 0 lecz 1> = 0 oraz L = L'+, gdzie L' 1 L sq tensorami definiujgcymi dwa
przeplywy wiskozymetryczne.

Z twierdzen wyprowadzonych w [13] wynika, ze nastgpujace pole predkosci w orto-
gonalnym uktadzie wspétrzednych krzywoliniowych:

(3.1.1) ! =0, 22 =o(D)—cx?H-ex?, v = w(x))|-fx2|-cxd,

gdzie ¢, e, f'sq statymi takimi, Zze ¢*--¢f = 0, zad v(x") i w(x') dowolnymi gladkimi funkcja-
mi x!, daje podwdjnie natozony przeptyw wiskozymetryczny, jesli odpowiednie skladowe
tensora metrycznego nie zmieniajg si¢ wzdiuz toru kazdej czastki, a funkcja 2(x') nie
jest stafg lub zerem.

Takze pole predkoscei

(3.1.2) ! = ax?-bx*, 9% = —cx?4ex®, 03 = x2+4cx?,

gdzie a, ..., [ sa statymi takimi, ze ¢*+¢f = 0, prowadzi do podwdjnie natoZzonego prze-
plywu wiskozymetrycznego.
W walcowym uktadzie wspéirzgdnych #, 0, z przykiadem (3.1.1) jest pole

(3.1.3) =0, 2'=ow()tcz, oF=u(),

opisujgce przeptyw helikoidalny ze skrgcaniem (por. p. 5.2), ktorego z kolei szczegdlnym
przypadkiem jest przeplyw Poiseuille’a ze skrgcaniem (por. 5.1) dyskutowany przez
OLDROYDA [21].

Poniewaz dla wigkszosci przeplywdw omawianego typu macierz tensora A, (por. 2.3)
ma postaé?):

JO0 1 om|
(3.1.49) Adl=Fkll O n| Ptm>4+n2=1,
mn 0
z twierdzen o reprezentacji rownan konstytutywnych w punkcie 2.3 wynika, ze A, ma (rzy
rézne wartosci wlasne [przypadek (1)], je$li nie zachodzi zalezno$é

(3.1.5) P = m? =t

spelniona np. dla przeplywu (3.1.3) tylko wtedy, gdy r? (dw/dr)? = (dudr)? = c*r®.
Jesli spetniona jest zalezno$¢ (3.1.5), mozna pokazaé (por. [14]), ze A, # A} i mamy
do czynienia z przypadkiem (2b).

- _3-) Al—m; posta¢ (3.1.4) robwniez dla niektérych potrbjnie nalozonych przeplywéw wiskozymetrycz-
nych (por. 3.2) oraz innych RSHD klasy (IlI) (por, p.4).
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HuiLcoL [14] dowiddt m. in., ze dla trzech réznych warto§ci wilasnych tensora A,
réwnanie konstytutywne (2.3.7) redukuje si¢ do postaci '

(3.1.6) Tp=hA, Ay) = ﬁlAl—l—ﬁZA%_l-ﬂJA2+IB4A%+

+Bs(A Ay +AA )+ (ATATHAZAD),
gdzie B;(i = 1, ..., 6) sa funkcjami niezmiennikéw wymienionych w (2.3.8). Jesli warunek
(3.1.5) jest spetniony, mamy wéwczas
3.1.7) Tp=1(A, Az, Ag) = 1 A +y, Al s AHya ASHys Ay ps A,
gdzie y;(i =1, ..., 6) sa funkcjami niezmiennikéw (2.3.8).

Dla takich podwdjnie natoZzonych przeplywdw wiskozymetrycznych, dla ktérych
w ortonormalnej bazie [por. (3.1.4)]

0 00 0 00
(3.1.8) [Ll=£k|! OO0}, [L]=£k*10 00|, IL3=0,
mn 0 n 00

zamiast ogdlnych funkcji (2.3.10), wygodnie jest wprowadzié nastepujace funkcje materiato-
we:

i 22> 11> W 33> 11>
I, =TEP—Tgb, I, = T§>—TgY,

— <123 . <13> _ 23>
T, =T 7, =T, 13=T",

(3.1.9)

zalezne tylko od argumentéw k, /, m, n. Mozliwo$¢ ich do$wiadczalnego okreslenia bedzie
omowiona w punkcie 5.

Na zakonczenie tego punktu warto podkresli¢, Ze nie zawsze ztozenie dwdch przeplywdéw
wiskozymetrycznych prowadzi do przeptywu wiskozymetrycznego lub podwdjnie natoZo-
nego przeptywu wiskozymetrycznego, tj. typu RSHD klasy (II). Dobrg ilustracja tego faktu
jest, powstaly z natozenia dwéch prostych przeptywdw $cinajacych, przypadek ustalonego
czystego §cinania nalezacy do klasy (ITT) (por. [23, 14]).

3.2. Potréjnic naloione przeplywy wiskozymetryczne. Uogdlnieniem podwdjnie haio’lonych
przeplywow wiskozymetrycznych sa tzw. potrdjnie natoZone przeplywy wiskozymetryczne,
tj. ztozone z trzech przeplywow wiskozymetrycznych. Ich definicja jest podobna do de-
finicji podanej w punkcie poprzednim, przy czym L musi byé takie, ze L" % 0 dla n =
=1,2,3,4, ...

Na podstawie twierdzenia podanego przez HUILGOLA [13] wynika, Ze nastgpujace
ustalone pole predkosci w ortogonalnym krzywoliniowym uktadzie wspotrzednych x*:

(3.2.1) o' = ax?+bx3, 0?2 =dx'4cxd, 0° = ex!4fx?

gdzie a,...,f sa stalymi, jest potrdjnie natozonym przeptywem wiskozymetrycznym
nalezacym do klasy (1) RSHD, dla ktdérego 1" % 0 dlan = 1,2, 3, ..., jesli odpowiednie
sktadowe tensora metrycznego nie zmieniaja sie¢ wzdluz toru kazdej czastki. Gdy tensor
A, posiada trzy rézne wartoéci wiasne, reprezentacja rownania konstytutywnego zapisuje
si¢ rowniez w postaci (3.1.6), przy czym funkcje materiatowe 8; (i = 1, ..., 6) przybieraja
wartoéci z reguly inne niz w przypadku podwdjnie natozonego przeplywu wiskozymetrycz-
nego.
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Przeplyw (3.2.1) obejmuje jako przypadki szczegdlne przeptywy w reometrze Maxwella
i innych przyrzadach (por. p. 4) oraz ustalone czyste §cinanie (przeptyw bezobrotowy przy
a=d,b=e,c=f), dlaktérego rdwnania konstytutywne przyjmujg postaé (2.3.14).

4. Szczegblne przypadki przeplywow klasy (I11). Reometry

4.1. Ustalone czyste Scinanie i proste rozciaganie. Typowymi przedstawicielami bezobroto-
wych RSHD klasy (III) sa: ustalone czyste $cinanie, dla ktérego w kartezjanskim ukladzie
wspdtrzednych (por. [21]) '

4.1.1) vl =ky, v*=kx, v*=0

oraz ustalone proste rozciaganie, dla ktérego w ukladzie wspélrzednych walcowych
(por. [9])

(4.1.2) P = — %qr, ' =0, o =gz
Zwlaszcza ostatni przeptyw posiada duze praktyczne znaczenie ze wzgledu na przyrzady
stuzace do pomiaru tzw. lepkosci podluinej oraz przyblizong realizacie w procesach
przedzenia, wyciagania, itp. widkien sztucznych (por. [4, 23]).

Tensory charakteryzujace przeplyw (4.1.1) moga by¢ sprowadzone do postaci diagoe-
nalnej za posrednictwem przeksztalcenia

(4.1.3) | T; = QT;Q7, Al =QAQ",
w ktérym Q oznacza ortogonalny tensor obrotu o kat réwny /4.
Na podstawie réwnania konstytutywnego (2.3.14) otrzymamy

1 00 100
4.1.4) [Tg] = B,(8k2,0)2k|0 —1 O 4B,(8k2,0)4k2|0 1 0},
0 00 000
dla czystego $cinania i
"1 0 07 "1 0 0~
1 1
2 £.3 0 —= 0 2 coang.20 = 0
(4.1.5)  [TH = B,(64% 64%)2q 2 +82(64%, 64°)4q 4 ;
1 1
0 0 —7_ 0 0 Z‘_

dla prostego rozciggania. Formalne podobiefstwa migdzy (4.1.4), (4.1.5) oraz prostym
rozcigganiem postuzyly autorowi [23] do zaproponowania przyblizonych wyrazefi na lep-
ko$¢ podiuzna.

4.2. Ortogonalny reometr Maxwella. W roku 1965. MAXWELL i CHARTOFF [24] zapropono-
wali uzycie reometru, skladajacego si¢ z dwdch plaskich krazkéw odleglych od siebie o b
i obracajacych sig ze stala jednakowa predkoscia katowa wokdt wlasnych osi przesunigtych
na odleglo§¢ a, do badania wlasnoéci reologicznych cieczy lepkosprezystych (rys. 1). Po-
mijajac techniczny opis urzadzenia réznigcego sie nieistotnie w poszczegllnych wersjach



PEWNE NIEWISKOZYMETRYCZNE PRZEPLYWY CIECZY LEPKOSPREZYSTYCH 39

nalezy zaznaczy¢, ze umozliwia ono do$¢ doktadny pomiar sit dzialajacych w trzech wza-
jemnie prostopadlych kierunkach (np. na gérny krazek).

W ostatnich latach po$wigcono liczne prace teoretycznej analizie przeptywu i bada-
niom do$wiadczalnym wlasnosci réznych roztwordw i stopionych polimeréw (por. [25,
26,27, 28, 29, 30, 31]). Jest niewatpliwa zastuga HulLGora [13, 14, 27] stwierdzenie, Ze

=¥

Rys. 1. Schemat ortogonalnego reometru Maxwella

przeplyw w reometrze Maxwella nalezy do przeptywdw typu RSHD klasy (IIF) oraz wy-
prowadzenie odpowiednich reprezentacji dla réwnan konstytutywnych w przypadku
niedcisliwej cieczy prostej.

Réwnania ruchu (2.1.1) cieczy w ortogonalnym reometrze Maxwella wynikajg z roz-
wazenia wzglednego ruchu czastki w ukladzie wspdirzednych obracajgcych sig razem
z odpowiednim krazkiem. Np. czastka cieczy znajdujaca si¢ bezposrednio nad poczatkiem
kartezjanskiego uktadu wspdtrzednych x, y, z (por. rys. 1), zatoczy okrag kota o promieniu
az/b w plaszczyznie réwnoleglej do powierzchni krazkéw. Dodajac ruch wzgledny do ruchu
unoszenia, otrzymamy

& = xcosw(t—1)+ (y—yz)sinw(t—1),
4.2.1) 7n = —xsinw(— 1)+ (y—yz)cosw(t— 7)+yz,

{=z,
gdzie v = a/b, a w my§l (2.1.1), x, y, z oznaczaja wsp6irzedne czastki w chwili aktualnej
t, za$ &, 0, { — wspdtrzedne w czasie 7 (t < t). Pole predkosci dla ruchu okreslonego réw-
naniami (4.2.1) jest nastepujace:

4.2.2) ! = —wy-twypz, v*=wx, v*®=0,
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Warto zauwazyC, Ze chociaz rozwazany przeplyw charakteryzuje si¢ jednorodnym
i ustalonym polem predkosci (4.2.2), ruch czastki (4.2.1), wyrazony wzgledem polozenia
w chwili ¢, zmienia sie okresowo z czasem 7. Fakt ten moze byé wykorzystany do wyzna-
czenia dynamicznych wiasnoéci reologicznych cieczy lepkosprezystej (por. [26, 28, 30, 31)).

Wobec maloéci stosowanych praktycznie parametréw y (por. [24, 31}), mozna sko-
rzysta¢ z rownan konstytutywnych (2.3.3) ograniczajac si¢ do wyrazéw liniowych wzgle-
dem*’ . Na podstawie (2.3.4) i (4.2.1) otrzymamy

4.2.3) Gi3 = —ysinw(t—1), G35 = —p(l—cosw(t— 1)),
G2 =06y, =G =0, Gi3 = O(p?).
Wprowadzajac pojecie lepkoéci zespolonej (por. [5])
) , .G i i
(4.2.4) M= i = f m,(0) (1—e %) do,
b

w

gdzie n’ oznacza lepko$¢ dynamiczng, za§ G’ — modut dynamiczny (zachowawczy), mo-
zemy réwnanie konstytutywne napisaé w postaci zespolonej

(4.2.5) T; = Re(n*A%),
przy czym
(4.2.6) Gty = ip(l—e~ot=0)  G¥, = — (] —eiot=9),

AR* =y, AWR* =iyw.

Jesli naprezenia $cinajace 743> i T<23 dzialaja na powierzchni kota o promieniu R, to
odpowiednie sity w kierunku osi x i y (por. rys.) sq nastepujace:

(4.2.7) X =naRy'yo, Y =naR*G'y,

a po uwzglednieniu efektéw inercji wedtug poprawek ABBOTTA i WALTERSA [30]:

o2h? oath*

(4.2.8) X—iY = nR%y*po |14+ 54 ~ 5 + )

gdzie a2 = —iwp/n*, za§ p oznacza gestosé cieczy.

Zaleznosci (4.2.7) sa takie same jak w innych pracach [26, 28, 31]; pozwalaja one, na
podstawie pomiaréw dos$wiadczalnych X = X(w) oraz ¥ = Y(w), okredlic n' = »'(w)
oraz (' = G('(w).

Poréwnanie charakterystyk ' i G’ uzyskanych z pomiaréw w reometrze Maxwella na
podstawie wzordéw (4.2.7) z charakterystykami uzyskanymi innymi metodami (np. z reo-
goniometru Weissenberga) wykazato dobra zgodno$é wynikéw doswiadczalnych (por.
[31]). Chociaz niektérzy autorzy (por. [26, 31]) w oparciu o empiryczny model catkowy
typu skonczonej liniowej lepkosprezystos§ci (por. p. 2.3) z odpowiednio dobrana kombi-

#) Jest to przypadek infinitezymalnej liniowej lepkosprezystosci [19]. Ograniczenie si¢ wylacznie do
pierwszej calki w (2.3.3) nie jest zwiazane z matoécia samej deformacji lecz z wlasnoécia historii odksztal-
cenia okreslona odpowiednia norma (por. p. 2.3).
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nacja tensoréw historii odksztatcenia C, i C;', usituja uzyskaé pewne informacje na temat
naprezef normalnych (w szczegblnosei o stosunku odpowiednich réznic naprezen normal-
nych, [31]), w niniejszym przegladzie przedstawimy odmienny sposéb podejscia bazujacy
na modelu niescisliwej cieczy prostej i teorii RSHD klasy (111).

Na podstawie (4.2.2) i (2.3.6) obliczamy skiadowe tensoréw kinematycznych A, 1 A,.
Poniewaz tensor A; ma trzy rézne wartosci wlasne, mozemy skorzysta¢ z uproszczonej
wersji (3.1.6) réwnan konstytutywnych (2.3.7). Pamigtajac, ze tr'T; = 0, dochodzimy do
zaleznosci:

1 2 I |
TED = o B2y — S Bawpi— o B Qi 40yt~ s 0oyt 80%yS),

2 2 1 1
TE® = — 3/32 wip?— 5/33 0)21/’2+‘§ Balwy®—Awy*)— '3‘56 Qup*+8wy"),

1 4 [ l
T3% = ?ﬂz w21p2+--3--ﬂ3 w2w2+—3j—ﬂ4(w4y)2—|—8w41p4)+ gﬂé (4wSyp*+- 16awy°),
(4.2.9)
TP = — By,
TP = (B +2Bs0%yp oy,

TE» = — (B3+2B,w*p? 20 pY)wy,

gdzie funkcje §; (i = 1, ..., 6), zalezne od niezmiennikéw (2.3.8), sa w gruncie rzeczy ana-
litycznymi funkcjami dwdch argumentow: w?y?, w4y,

Analiza zalezno$ci (4.2.9), facznie z silami X, ¥, Z i momentem obrotowym — wyzna-
czanymi bezposérednio z przyrzadu, wykazuje niemozliwo$¢ okreélenia funkeji 8, charak-
teryzujacych wlasnosci cieczy w przypadku ogdlnym. Poniewaz pomiar sily osiowej Z,
przy jednoczesnym zaloZeniu, Ze przy niskich predkoSciach obrotowych i matych sitach
inercji ci$nienie p réwne jest ci§nieniu atmosferycznemu (por. [31]), pozwala okredli¢c 743>
oraz T§¥ = T%4-p, na podstawie (2.3.11); otrzymujemy tylko sume n,+n, odpo-
wiednich réznic naprezen normalnych zdefiniowanych wzorem (2.3.10)%).

Bardziej efektywna analize mozna przeprowadzié dla przypadku malych odksztatced
charakteryzujacych si¢ matym parametrem v i umiarkowanych predkosci obrotowych w.

Pomijajac w (4.2.9) cztony rzedu O (y*), otrzymamy

n, = ——(2/33'*}—/34602)(021/)2, Ny = _(ﬂ2+2ﬂ3)w2w2)
(4.2.10) 5 = = fBswy?, 5, = (f;+2Bs0* 9Ny,
53 = —(Ba+2p.0*yp*) 0%y,

przy czym f; sa funkcjami w?y? i w*p?, uwzgledniajacymi pominiecie cziondw O ().
W tym przypadku dokladny pomiar sity X (okreélfajacej s5) dla réznych wartosci w pozwala,
przynajmniej teoretycznie, dobra¢ odpowiednia funkeje f5 i stata f, (!). Wielkoéci te pod-

5) Fakt ten nie jest zaskakujacy, jesli wzia¢ pod uwage, ze pomiary sily normalnej w wiskozymetrach
typbw stozek-krazek, krazek—krazek itp., pozwalaja réwniez wyznaczyé tylko pewne kombinacje funkceji
napr¢zen normalnych (por. [4,6,7]).
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stawione do (4.2.10), okreélaja przyblizony charakter funkeji n,, a suma n,4+n, wyzna-
czona jest jak poprzednio przez pomiar sity osiowej Z. '

Dalszy krok naprzéd mozna uczyni¢ dla odpowiednio matych predkosei o, pomijajac
w (4.2.10) cztony rzedu O (w*); jest to réwnowazne, w pewnym sensie, modelowi cieczy
stopnia trzeciego (por. [3]), dla ktérego wszystkie 3; z wyjatkiem f, sy statymi i daja sig
wyznaczyC z pomiaréw wiskozymetrycznych. Mamy wdéwczas
By = —2B50%9* = 03(0) —0, (o),
ny = —(fat20:)w’y? = —o,(wy),
sy = —fsw®p?, 5, = (B, +2B:0*pNwy = t(wy),
. . 53 = —fawiy,
gdzie v =T?, gy = TeY—T2?, g, = TP—-T<? 53 dobrze znanymi funkcjami
wiskozymetrycznymi (por. [1, 3, 7]).

Jeéli funkcje ¢, o, i o, sa znane dla badanej cieczy z innych pomiaréw, to na podstawie
(4.2.10) i (4.2.11) mozna skorzystaé z zaleznosci przyblizonych

@.2.11)

1
4.2.12) TES = 53 = 5 (02~0)) =240y,

ny = oy—o+w*y?,  ny, = —oy,
przy czym f, nalezy wyznaczyé z pomiaru sily Y (¥ = wR?s,).
Na zakonczenie rozwazan nad przeptywem w reometrze Maxwella, nalezy wspomnieé
o przedstawionej w pracy [14] mozliwoéci badania zwigzkdw funkcji n; 1 5; z funkcjami
wiskozymetrycznymi, traktujac przeplyw w reometrze Maxwella jako przeplyw bliski wis-
kozymetrycznemu w sensie definicji Prpkina [32].

Rys. 2. Schemat reometru balansowego Kepesa

4.3. Reometr balansowy Kepesa. W roku 1968 KepEs [33] zaproponowal uzycie reometru
sktadajacego si¢ z kuli (lub pétkuli) i czaszy kulistej o promieniach réwnych odpowiednio
ry i ry, obracajacych si¢ ze stala jednakowa predkoécia katowa w wokdt osi nachylonych
w plaszczyZnie xz o maty kat & (rys. 2). Odpowiednie urzadzenie balansowe z cigzarkami
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umozliwia pomiar momentu obrotowego na wewnetrznej kuli, a w szczegdlnosci jego skia-
dowych w kierunku osi x i y. Reometr tego typu nazywa si¢ reometrem balansowym, jego
produkeje podjeta firma Contraves A. G. w Szwajcarii.

Ostatnio ukazato si¢ kilka prac poswigconych analizie teoretyc%nej reometru oraz ba-
daniom wiasnoéci roztwordw i stopionych polimeréw (por. [28, 31, 34, 35]). Najbardziej
wyczerpujacg analize przeptywu w reometrze balansowym, pod katem mozliwosci wyzna-
czenia charakterystyk dynamicznych cieczy i wplywu sit inercji, przeprowadzil WALTERS
[35]. Przytoczymy obecnie najwazniejsze wyniki tej pracy podkreslajac, ze przeplyw w re-
ometrze balansowym nalezy do przeplywdéw typu RSHD klasy (IIT).

Réwnania ruchu cieczy (2.1.1) przybieraja w ukiadzie wspétrzednych kulistych r, 0, ¢
nastepujaca postaé zespolong:

ro=pr— _§_ U(,-, O)ef"'(l __e—l'u)(t—t))’

(4.3.1) 0 = 0—%1/(:3 0)eiv(l —e-iot=y

9 = (it g W, 0 (1— ),
gdzie primami oznaczono wspoirzedne w chwili = (7 < 1), za§ funkcje U, ¥, W zmiennych
r,0 wyznacza si¢ metoda kolejnych przyblizen. Dla przyblizenia zerowego rzedu, tj. dla
o = 0, gdzie a® = —jwp/n* charakteryzuje sily inercji, mamy

r3 " r3
(43.2) Uo = 0, VO = iA|r— ]“_2 5 Wo = —1 I‘—72‘ N A= '—’.—3' —37.
Ograniczenie sie do wyrazdw liniowych wzgledem ¢ w réwnaniach konstytutywnych (2.3.3)
prowadzi do nastgpujacych wyrazen na momenty:

(4.3.3) M, =8nxirin'ew, M,=8nlriGe, M,=0,

Jjesli odpowiednie napreZenia roztozone sa na calej powierzchni kuli wewnqtrznéj. Uwzgled-
nienie sit inercji poprzez przyblizenia wyzszych rzedéw wzgledem o (tj. cztonéw rzgdu
O(«*)) daje

4

!
. d*a?
434 —iM, = 8mArinteo |1— 22
( ) M.—iM, = 8nirin sw(l 1500 ),

przy czym d = r,—r, przyjeto jako wielko$¢ mala, praktycznie rzedu 0,1 cm.

Zaleznodci (4.3.3) pozwalaja, na podstawie pomiaréw do$wiadczalnych M (w) oraz
M, (w), okresli¢ lepko$¢ dynamiczna #'(w) oraz modul dynamiczny G'(w).

Poréwnanie charakterystyk n' i G' uzyskanych w reometrze balansowym z charakte-
rystykami uzyskanymi na podstawie innych metod pomiarowych, wykazalo do§¢ dobra
zgodno&¢ wynikéw doswiadcezalnych (por. [31]). Zgodno&é ta byta nieco gorsza niz w przy-
padku reometru Maxwella, co mogto niewatpliwie wigzaé si¢ z trudnosciami doktadnego
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ustawienia przyrzadu i wlasciwego «wywazenia» obciazen. Na rys. 3 przedstawiono dla
poréwnania charakterystyki %' i G’ dla poli-dimetylsiloksanu zestawione przez MACOSKO
[31] dla reometru Maxwella, reogoniometru Weissenberga i reometru balansowego Kepesa.

Chociaz istniejace rozwigzania konstrukcyjne reometréw balansowych nie przewiduja
metody pomiaru naprezen normalnych lub jakiejkolwiek ich kombinacji, teoretycznie
istnieje mozliwos¢ wyznaczenia tych naprezen poprzez pomiar odpowiednich sit w kierun-
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Rys. 3. Lepkos¢ dynamiczna i modul dynamiczny w funkcji predkoscei katowej dla trzech typdéw reomet-
row: — reometr Maxwella, o reogoniometr Weissenberga, [ reometr balansowy (wg [31])

kach x, y, z. Pomijajac rozwazanie tego typu (por. p. 4.1), ograniczymy si¢ do stwierdzenia,
ze punktem wyjscia sg nastepujace fizyczne sktadowe pola predkosci:

(435 o7 =0, v®= Re[swV,y(r,0)e"],

|
nie uwzgledniajgce efektéw inercyjnych.

" = orsin0+Re[ew W, (r, 6) '),

4.4. Reometr typu mimo$rodowych cylindrow. W roku 1970 ABBOTT i WALTERS [36] zapro-
ponowali wykorzystanie do badan reologicznych reometru, sktadajacego si¢ z dwéch cy-
lindréw, wewngtrznego o promieniu r; i zewngtrznego o promieniu r,, obracajacych si¢
ze stafa, jednakowa predkoscia katowa w wokdét wlasnych osi przesunigtych o wielko$é mi-
mosrodu a (rys. 4). Odpowiednie dodatkowe urzadzenie powinno umozliwia¢ pomiar sit
w dwdch wzajemnie prostopadiych kierunkach x i y. Produkcja tego typu reometru jest
przewidziana przez firmg¢ Sangamo Controls Ltd. w W. Brytanii.



PEWNE NIEWISKOZYMETRYCZNE PRZEPLYWY CIECZY LEPKOSPREZYSTYCH 45

Roéwnania ruchu cieczy (2.1.1) przybieraja w ukiadzie Wspéh‘zgdnych walcowych r,
0, z nastepujaca posta¢ zespolona:
I" — I._|_iaF(r)ei0(1__8—1’(')(1_:))’

(4.4.1) 0 =0—w(t—1)— ’a :/; (rF)e'f(1 —efet=ny,

z =z,

gdzie primami oznaczono wspofrzedne w chwili 7 (z 1), za§ funkcja F(r) dla o« =0,
gdzie a? = —iwp/n* charakteryzuje sity inercji, jest nastgpujaca:

(4.4.2) F(r) = Ar*+ Binr---S 4D,

3
p2

przy czym A, B, C 1 D — odpowiednie state catkowania. Ograniczenie si¢ do wyrazéw
liniowych wzgledem a w rownaniach konstytutywnych (2.3.3) daje sity

(4.4.3) “x dorlrwa 4nLGa

TR E-DEED T R @D

z
N rw

<=

i

[
\ lx

Rys. 4. Schemat reometru z mimosrodowymi cylindrami

gdzie f = r,y/r;, za§ L oznacza efektywng diugo$é cylindréw. Uwzglednienie sit inercji
(« # 0) daje

3 7 ¥, 22
(4_4.4) Yi¥ — 12_7zr1d];7] wa (1_ a*d )’
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gdzie d = r,—r, przyjeto jako wielko§é mata. Autorzy pracy [36] przeprowadzili ponadio
analize wplywu efektéw nieliniowych (zaleznych dopiero od cztondw rzedu O(a®)) uzasad-
niajgcy stosowanie wzoréw (4.4.3) w zakresie 0 < a << 0,3d.

Zalezno$ci (4.4.3) pozwalajg, na podstawie pomiaréw do$wiadczalnych X(w) oraz
Y(w), okredli¢ lepkos$¢ dynamiczng %’ (w) oraz modut dynamiczny G'(w).

W pracy [36] podano odpowiednie zaleznosci na skiadowe tensora napreZzenia dla
réznych przyblizen, nie analizujac mozliwoéci wyznaczenia i pomiaru funkcji naprezen
normalnych. Rozwazania podobne jak w p. 4.2 mozna przeprowadzi¢ wychodzac z pola
fizycznych skladowych predkosci w postaci nastgpujacej:

v” = RelawF(r)e],
0 L ood i0
(4.4.5) % = wr+Re iaw. - (rFye'|,

,v<z> — O

Poniewaz przeplyw w reometrze typu mimo$rodowych cylindréw jest RSHD klasy (IID),
pomiar odpowiedniej réznicy naciskéw (naprezen promieniowych) na Sciankach cylindréw
prowadzi do wyznaczenia réznicy n,—n; funkcji naprezen normalnych zdefiniowanych
w (2.3.10).

Niewatpliwa zaleta rozwazanego reometru, w poréwnaniu z innymi omdéwionymi
rodzajami urzadzen, jest mozliwo$¢ wykorzystania go do bezpoéredniej kontroli charak-
terystyk reologicznych cieczy w procesach przemystowych. Azeby jednak uniknaé zabu-
rzed pomiaréw wywolanych ewentualnym przeptywem wzdiuz osi cylindréw, ABBOTT
i WALTERS [36] proponujg umieszczanie reometru w bocznym odgatezieniu, w ktérym
przepltyw byiby zatrzymywany na okres czasu potfrzebny do uzyskania odpowiednich
danyc}f

Na zakonczenie warto podkre$li¢, Ze dokonany przeglad najbardziej znanych reo-
metréw realizujacych przeplywy typu RSHD klasy (ILI) nie wyczerpuje oczywiscie wszyst-
kich mozliwoéci. Mozna, na przyklad, analizowad reometry typu krazek—krazek lnb stozek-
krazek, w ktdérych osie obrotu tworzg okreSlony maty kat. Wychodzac na przeciw ewen-
tualnej pomystowosci badaczy i rzeczywistym potrzebom reologii nalezy stwierdzi¢, Ze
nowe konstrukcje w tej dziedzinie powinny byé poprzedzone wnikliwg analizg teoretyczng.

5. Szczegblne przypadki przeplywéw klasy (1)

5.1. Przeplyw Poiseuille’a ze skrecaniem. Istnieja dwa rodzaje przeplywdéw typu RSHD
klasy (II), ktére moga byé zrealizowane w sposéb przyblizony w odpowiednich przyrza-
dach: przeplyw Poiseuville’a ze skrecaniem i jego uogdlnienie — przeptyw helikoidalny
ze skrecaniem (por. [13, 14]).

Realizacja przeptywu Poiseuille’a ze skr¢caniem — zaproponowana przez OLDROYDA
[21] — polega na przeplywie cieczy pod dzialaniem podluZznego gradientu ciénienia przez
rur¢ zamknigta na pewnym odcinku tarczami porowatymi, z ktérych jedna obraca sig
wzgledem drugiej z niewielka stata predkoécia katowa (rys. 5).
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Z uwagi na posta¢ tensora kinematycznego A, (trzy roine wartosci whasne) obliczo-
nego dla fizycznych sktadowych predkosci w uktadzie wspdirzednych walcowych
(5.1.1) v =0, v =crz. 0¥ =u(),
gdzie ¢ = const (por. p. 3.1), mozemy skorzysta¢ z réwnan konstytutywnych (3.1.6) lub
funkcji materiatowych zdefiniowanych w (3.1.9) przy zatozeniu, ze®)

<y <r0> <rz> 11> 13> <12>
[n TEY Ty TIL T3 T
< 00> <Oz> <33> <23>
(5.1.2) L TR T =y - TP I
<zZ> 22>
T : - TE”

Analiza réwnan réwnowagi z pomini¢ciem efektéw inercyjnych (powolny obrét) wy-
kazuje, ze 7<= = 7, jest zmodyfikowanym spadkiem ci§nienia na jednostke dfugosel, za$
T92 = ¢, okreslone jest momentem potrzebnym do obrotu porowatych tarcz. Napre-
7enia normalne dzialajace na jedna z tarcz dajg

(5.1.3) W%%J@®:&+f%&m
0

Przedstawiony schemat do$wiadczenia pozwala w zasadzie na obliczenie dwéch funkeji
naprezefi normalnych ¢, i 73 oraz kombinacji funkgji réznic naprezein normalnych (5.1.3).

IR LT LTS
I RN

D,
-

~3
Z
]
”z
N R
~ L w=cl
vl
z

Rys. 5. Schemat przeplywu Poiseuille’a ze skrecaniem

Nalezy jednak pamietaé, ze w takim schemacic do$wiadczenia warunki brzegowe nic sa
$cisle spetnione.

5.2. Przeplyw helikoidalny ze skrecaniem. Uogdlnieniem przeptywu Poiscuille’a ze skrgca-
niem jest przeplyw helikoidalny ze skrecaniem, ktdrego realizacje mozna przeprowadzié

®) Taka zamiana wskaznikéw jest wynikiem okrelonego stalego obrotu dokonanego nad tensorem
ekstra-naprezenia Ty oraz tensorami kinematycznymi A, i A,.
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w sposOb przyblizony (por. [13]). Przeplyw taki pojawi si¢ pod wplywem podluznego gra-
dientu ci$nienia miedzy wspétosiowymi rurami obracajgcymi si¢ wzgledem siebie ze stalq
predkoseia katowa w, je$li rury na pewnym odcinku zamknigte sg tarczami porowatymi,
z ktérych jedna obraca si¢ wzgledem drugiej réwniez ze stata niewielka predkosceia katows
o == cL, gdzie L jest odlegloscia miedzy tarczami (rys. 6).

Wychodzac z pola predko$ci w postaci (3.1.3) stwierdzamy jak poprzednio, Zze T2 =
= 7, wigZe sie ze spadkicm ciénienia na jednostke dlugosci, T = 7, z momentem obra-
cajacym wzgledem siebie porowate tarcze, za$ napre¢zenia normalne dziatajace na jedna
z tarcz dajg zaleznos$¢ (5.1.3), przy czym 0 nalezy zastapi¢ promienieim wewngtrznym r, .

, L]
Z ' "
z /
~ | 2
m
7
2 1|7
Z 2
% [} iy

Y
" w=cL

~-~——
- -
N

———

Rys. 6. Schemat przeplywu helikoidalnego ze skrecaniem

Dalsza analiza réwnan réwnowagi z pominigciem cfektéw inercyjnych pokazuje, ze T9% =
= 7, jest proporcjonalne do jednostkowego momentu obracajacego wzgledem siebie rury.
Nastepnie réznica naciskéw na Sciankach zewngtrznej i wewnetrznej rury, przy zatoZeniu,
Ze sita masowa dziala tylko wzdtuz osi z, daje nastepujace wyrazenie:

(5_2_]) T“”(l'z)— T"’)(I‘J) — "If"zz dr

ri

stuzace za podstawe obliczenia 2.

Nie zapominajac o przyblizonym spetnieniu odpowiednich warunkéw brzegowych
warto zauwazyé, ze przeptyw helikoidalny ze skrecaniem pozwala w zasadzie wyznaczy¢
wszystkie pie¢ funkcji materiatowych (3.1.9) charakteryzujacych zachowanie sig¢ cieczy
o przeplywach typu RSHD klasy (II).
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6. Uwagi koncowe

Przedstawiona w uiniejszym przegladzie analiza teoretyczna przeplywdw ze stalg his-
toria deformacji (RSHD) oraz omowienie istniejacych i hipotetycznych typéw reomelréw
realizujgcych takie przeptywy, pozwala na sformulowanie kilku nastepujacych uwag:

(1) Przeplywy ze staly historia deformacji uogdlniaja do$¢ istotnie klas¢ ustalonych
przeplywéw wiskozymetrycznych.

(2) W przeplywach ze stata historig deformacji, podobnie jak w przeplywach wisko-
zymetrycznych, historia deformacji cieczy lepkosprezystej, opisywanej réwnaniami kon-
stytutywnymi nie$cisliwej cieczy prostej, ujawnia si¢ w sposéb ograniczony i specyficzny.

(3) Wiasnoéci cieczy w niewiskozymetrycznych przeplywach ze stala historig defor-
macji opisane sg pigcioma funkcjami materialowymi (2 funkcje réznic naprezen normal-
nych, 3 funkgcje naprezen $cinajacych), w przeciwienstwie do przeptywéw wiskozymetrycz-
nych, dla ktdrych wystarcza tylko trzy funkcje.

(4) Mozliwos¢ skladania réznych przeplywdéw wiskozymetrycznych pozwala na ana-
lizowanie i «projektowanie» bardziej zlozonych przeptywdw o okre§lonych charak- -
terystykach.

(5) Na gruncie teorii przepltywow ze stala historig deformacji istnieje mozliwo$é usta-
" lania §cistych lub przyblizonych zwiazkéw miedzy ogdlniejszymi funkcjami materiatowymi
a funkcjami wiskozymetrycznymi.

(6) Takie urzadzenia, jak: ortogonalny reometr Maxwella, reometr balansowy Kepesa
i reometr z mimo$rodowymi cylindrami Abbotta i Waltersa, pozwalaja na stosunkowo
proste wyznaczanie dynamicznych charakterystyk cieczy: lepkosci dynamicznej #'(w)
i modutu dynamicznego (zachowawczego) G’ (w).

(7) Niektére wymienione wyzej reometry daja w zasadzie mozliwos$¢ okreSlania, chociaz
nie w jednakowym stopniu i z réZnym przyblizeniem, funkcji materialowych (lub ich kom-
binacji) charakteryzujacych napre¢zenia normalne.

(8) Reometry realizujace niewiskozymetryczne przeptywy ze stalg historig deformaciji,
po likwidacji odpowiednich mimoérodéw lub katéw nachylenia osi obrotu, mogg by¢
wykorzystane jako standardowe wiskozymetry.
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Peszmome
HEKOTOPLIE HEBUCKO3UMETPHUUECKUE TEUEHNS BA3KOVIIPYIMX JKMOKOCTEN

Bosuuiuunii B MOCICHEE BPEMST HHTCPCC K HEBHCKOSUMETPHUECKHM TCUCHHAM BASKOYIPYIHX 5~
Kocreil, TAKMK KAK PAcTBOPLI M plaCHJIaBbI TOJIHMEPOB, SIBJISIETCA Pe3yNILTATOM KAK YCIIEXOB TEOpeTidec~
Koff peosyorum, TaK H HY KA HCCilefoBarksa GoJee CI0MHBIX TCUeHH L B peomeTpax HOBhIX Turon. Ocoboe
MECTO CPEAM BCeX HEBMCKOSHMETPHUECKHX TeUEHHIT MPOCTHIX KIJIKOCTEN 3aHHMAIOT JBHYKEHNS C IT0CTO-
sTHHOM HcTopHcit aedopmarpn (em. [3, 11]). Oun cyuiecTBEHHO OTIUAIOTCS OT XOPOLIO H3BECTHOLO IIAC-
€4 CTALHOHAPHBIX BHCKO3UMETPHUYECKHMX TEUEHMH, NMOJIHOCTHIO XAPAKTEPHU3YEMBIX TPEMS MaTepHANILHBLIMU
dysExupuamu. K oTHM ABHMKEHUAM MOYKHO TIPHYHCIIATH HANPHMED Teuelusl, OCYLICCTBIISIEMbIE B OPTO-
roHansHoM peomerTpe Maxcpeiia, 6anaucupron peomerpe Ieneca u mpou.

B nepBoii yactu paHHoro o6G3opa HaNoXeHa ofLias TeopHs HEBUCKO3UMCTPHYECKHX Teueurit ¢ mo-
CTOSIHHOH HeTopuei fAedopmanuu. Bropas uacTe CoAepIyKUT aHANIMS PassIMYHLIX KJIACCOB TEUEHUH, B YacT-
HOCTH TEYEHHH, OCYLUECTBIAEMLIX B MPHO0OPaX, CO3NaHHLIX B Noclefnee Bpemst. bonee moapoduo obcyk-
ACHBI BOIMOMKHOCTY ONPEOENCHIS JUHAMMYECKNX DEOJIOTHUECKAX XapaKTepHCTHK M BIIMSAHIIA HOPMAb-
HbIX HANPSHKEHHH.

Summary
CERTAIN NON-VISCOMETRIC FLOWS OF VISCOELASTIC FLUIDS

Recent interests in various non-viscometric flows of viscoelastic fluids such as polymer melts and solu-
tions result from the progress made in the field of theoretical rheology as well as from the needs for inves-
tigation of more complicated flows in new rheometers. Among all non-viscometric flows of simple fluids
a particular position is filled by motions with constant stretch history — (cf. [3,11]). These motions differ
significantly from the well known class of steady viscometric flows, characterized entirely by three material
functions and include, among others, the types of flows realized in the Maxwell Orthogonal Rheometer,
the Kepes Balance Rheometer etc.

In the first part of our review the general theory of non-viscometric flows with constant stretch history
s outlined. The second part deals with various classes of flows, especially those occurring in the recently
constructed rheometers. The possibilities of determination of dynamic rheological characteristics as well
as normal stress effects are discussed in greater detail.
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ANALIZA RUCHU PEWNEGO UKLADU WIBRO-UDERZENIOWEGO

O DWOCH STOPNIACH SWOBODY

ZBIGNIEW WISNIEWSK! (GDANSK)

Oznaczenia

bezwymiarowe
bezwymiarowe
bezwymiarowa
bezwymiarowa
bezwymiarowe
bezwymiarowe
czas,

czas bezwymiarowy,

stosunek okresu ruchu do okresu sily wymuszajace;j,

czesto$é zmian sily wymuszajacej,

kat przesuniecia fazowego pomigdzy sila wymuszajaca a przemieszczeniem masy 1,
wspdlczynnik restytuciji,

bezwymiarowa predkos$é uderzenia,

bezwymiarowe przemieszczenie §rodka masy ukladu w ciagu jednego cyklu ruchu,

przemieszczenie masy 1
przemieszczenie masy 2
predkosé masy 1
predko$c masy 2,
przyspieszenie masy 1,
przyspieszenie masy 2,

sztywnos$¢ sprezystego zawieszenia masy 2,

bezwymiarowy wspblczynnik oporu tlumienia w pneumatycznym elemencie
sprezystym,

bezwymiarowy wspélczynnik oporu tlumienia drgan masy 2,

cigzar masy 1,

cigzar masy 2,

ci$nienie w pneumatycznym elemencie sprezystym,

pole powierzchni dna tloka elementu sprezystego,

amplituda sity wymuszajace;j.

1. Wprowadzenie

Doswiadczalne i teoretyczne badania uktadu wibro-uderzeniowego z elementem spre-
zystym, umozliwiajacym ciagla regulacje czestosci uderzen wykazaly [4], ze uklad ten po-
siada szereg cech, odrézniajacych go od innych ukladéw wibro-uderzeniowych.
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Korzysci, jakie mogloby przynies¢ zastosowanie takiego uktadu np. w wibro-uderze-
niowych urzadzeniach do pograzania pali, byly przyczyna podjecia przez autora dalszych
badari teoretycznych [5], dla glgbszego poznania zjawisk towarzyszacych pracy ukladu,

W pracy [5] badany byt model dynamiczny ukladu o dwéch stopniach swobody, w kté-
rym ogranicznik posiadat skoiiczong masg i liniowa sprezystosé, przy czym przyjeto, ze
$rodek masy ukladu porusza si¢ ruchem jednostajnym.

X

1 iﬁycas wt

i

p I:EI Ha(X4= %)

Xg

T

L 7

Rys. 1. Schemat ukiadu badanego w pracy [5]

Zalozono tam réwnieZ, ze sila oporu towarzyszaca ruchowi obu mas drgajacych jest
proporcjonalna do predkoéei ruchu.

Model dynamiczny tego ukladu przedstawiono schematycznie na rys. 1. Ruch ukladu
opisany byl rdwnaniami rézniczkowymi

(1.1) X1 +hy (% —X,)+4q = cos(t+g),
. hy .. . .
(1'2) . xz—%(xl—xz)—l“zhzxz—[—szxz =%,

przy czym warunki graniczne') mialy postaé
(1.3) %, (0) = x2(0) = xo, x,(2nn) = x,(2wn) = x—0, %,(0)—x,(0) = Ro,
' X, 2nun)—x,(2nn) = —o.

Réwnania (1.1.) 1 (1.2) wyrazono we wspdlrzednych bezwymiarowych, przy pomocy pod-
stawien:

Fog Fu,g pS—0,
4 = ——F _— N = M - == :
(1.4) X, 0.0 X3 X, o7 X, T =wf; 7, q;
Qo Q,w cg .
H ==—h,; H,= 2h,; =u; == = g%
1 g 1 2 g 2 0210, =p 0,0

Réwnania (1.1) i (1.2) stanowig ogdlny opis ruchu badanego ukladu. Z uwagi jednak na
zlozong forme rozwigzan, wystepuja trudno$ci natury matematycznej w przedstawieniu

1) Termin «warunki graniczne» stosujebsie w teorii ukladéw wibro-uderzeniowych dla odréznienia od
typowej postaci warunkow brzegowych, niezaleznych od parametrow ukladu.
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wynikéw analizy w postaci dogodnej dla zastosowan praktycznych. Dlatego tez celowe
jest wprowadzenie pewnych zafoZen upraszczajacych.

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ badaniem uktadu wibro-uderzeniowego o dwdéch stop-
niach swobody, zawierajacego element sprezysty o charakterystyce niezaleznej od polo-
zenia masy drgajacej [4], w przypadku gdy mozna pomina¢ tlumienie w elemencie spre-
zystym, jako znikome w poréwnaniu z sila oporu ruchu masy 2 (rys. 2).

Zgodnie z przyjetymi wyzej oznaczeniami mamy wigc /1, = 0. Dla takiego przypadku
okreslimy okresowe rozwigzania réwnan ruchu; warunki istnienia rozwigzan okresowych,
wynikajace z matematycznych i fizycznych ograniczen wartoéci parametréw ukladu, jak
réwniez kryteria stabilnosci strukvturalnej.

Oddzielnie rozpatrzony zostanie przypadek ruchu, gdy na mase 2 dziata sita oporu
o stalej wartoéci przylozona skokowo w dowolnej chwili, w przedziale czasu pomiedzy
uderzeniami.

2. Sformulowanie problemu

Rozwaza si¢ uktad wibro-uderzeniowy z pneumatycznym elementem sprezystym, w kté-
rym wplyw zmiany polozenia tfoka wzgledem cylindra?) na ciénienie w przestrzeni spreZania
jest znikomy. Ogranicznik ruchu masy 1 (rys. 2) stanowi masg skupiona 2, zawieszong

Ax
1 il{,-coswl‘
L
liimﬂ
— Llﬁ
' //'

Rys. 2. Model dynamiczny ukiadu wibro-uderzeniowego z pneumatycznym elementem spreiystym, bez
opordéw ruchu w elemencie sprezystym

na sprezynie o liniowej charakterystyce. Ruchowi ogranicznika towarzyszy sita oporu
proporcjonalna do predkosci.

Do analizy przyjmiemy nastgpujace zalozenia.

1. Mozliwy jest ruch okresowy masy 1, przy czym okres ruchu réwny jest okresowi
sity wymuszajacej Iub jego catkowitej krotnosei;

2. sita wymuszajaca zmienia si¢ harmonicznie i dziatla w kicrunku zgodnym z kierun-
kiem osi symetrii cylindra w elemencie sprezystym, za$§ czgsto$¢ zmian sily wymuszajacej
jest stata w ciagu cyklu ruchu uktadu;

3. nie wystgpuje sprzezenie zwrotne pomigdzy ukladem a Zrédlem energii;

%) Budowe pneumatycznego elementu sprezystego opisano szezegdtowo w pracy [4].
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4. czas trwania zderzed pomiedzy masa | i ogranicznikiem 2 jest krotki w porédwnaniu
z okresem ruchu ukiadu (odstepem czasu pomigdzy dwoma kolejnymi zderzeniami);

5. przekazywanie energii kinetycznej przy zderzeniu okre$la wspdiczynnik restytucii
R, przybierajacy wartoéci z przedziatu [0; 1] oraz spetniajacy zatozenia podane w pracy [4];

6. opory ruchu tloka wzgledem cylindra w elemencie sprezystym sa nieznaczne w-po-
réownaniu z oporami ruchu masy 2;

7. ruch ogranicznika 2 traktujemy jako drgania masy skupionej zawieszonej na liniowej
sprezynie;

8. srodek masy calego uktadu przesuwa si¢ ruchem jednostajnym, w kierunku ujemnego
zwrotu 0si X;

9. polozenie $rodka masy | nie zalezy od chwilowego polozenia mas niewywazonych
wibratora bezwladnosciowego, stanowigcego zrodto sily wymuszajacej drgania;

10. wszystkie parametry ukfadu sa zdeterminowane.

Uwzgledniajac powyzsze zatozenia, ruch ukiadu opisa¢ mozna dwoma réwnaniami

rézniczkowymi:
@.1) H1+q = cos(zg),
(2.2) %,k 2, Xy b s7x, = ?qt

z warunkami okresowosci ruchu (1.3).

3. Calkowanie réwnan ruchu

Poniewaz w réwnaniu (2.1) nie wystepuja cziony zalezne od x,, za§ réwnanie (2.2)
nie zawiera cziondéw zaleznych od x, wigc zwigzek pomiedzy parametrami ruchu obu
mas wynika jedynie z warunkéw okresowosci ruchu (1.3)3).

Catka réownania (2.1) ma postaé

g7’
3.1) X, = — 2'—+C1T-{-C2—COS(T-I—(]J).
Korzystajac z warunkéw (1.3) otrzymamy
q—rz 5 | |
(3.2) Xp= =y + (mzq—— >27m) T--Xp+cosp—cos(t +¢),
. d .

(3.3) X = —qT+ang— - +sin(r +¢).
Catkujac réwnanie (2.2), nalezy rozwazy¢ trzy przypadki:

D hy, <s,

2) /12 =75,

3) hy, >,

Dla #, < s otrzymamy

(.4) x; = &7 (cos At -+ Esin A7)+ ﬁ-;

3 Cechqncharakterystycznq ukiadéw wibro-uderzeniowych jest zaleznos$é warunkéw okresowosci od
parametrow ukladu [I].
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oraz
(35) )'»’2 = —6[(/’12——/1E)COS /1T—|—(),—|—/]2E)Sin /1'[]6""2",
przy czym o0znaczono
T P
(3.6) L
s b g el —cos2mnd
a £’ sin2nni

Podstawiajac warunki (1.3) do (3.3) i (3.5), otrzymamy po wykonaniu koniecznych prze-
ksztalcert wyrazenia okre§lajace predko$¢ uderzenia oraz kat przesunigcia fazowego po-
miedzy silfa wymuszajaca i przemieszczeniem:

37 v= fy_r:i +- H—R [(hy— AE) (1— e 2™"2c08 2mn ) — (A+h, E) e~ 2™h25in2mn ),

(3.8) sing = Ro—nng+ - ——*6(/12—2.E)

Dla h, = 5 otrzymamy odpowiednio

L 6(1__8—27111112)__,6 2nnity ~hyt q
(3.9) Xy — [W—_‘ 13 +§ e —I-W R
1— —2nniy
(310) (1_1721_) G(M_E_LGn ) (S Zymhz_hzfjl e—hzt,
2nnq l . E(] . e.—Znnhz)__(S _— .
(3.11) s e (Ahzé— N G §
. (3 E(l —-Znnhz)
. — - R/ A S 21mh
(3.12) _ sing = Ro—nng-| pyom h, &+ - 2
1 wreszcie dla /1, > s:
— e—hzr —21m(h;+x) xT
G13) %2 == 5 gy o {060~ e
. [6‘5(1——82""”'2_2))] —:vr1 |_¥/:;‘5_ ,
(314) ,;(7 — __*‘__f:’v’zr__ . {(/l 7)[(3 5([ —2nn(hz+,¢))] e 2
> Qe Thagh(Qmmx) U E
__ (/12_1_%)[(3__ 5(] __eZNH(hz—-z))] C"”} ,
gdzie
(3.15) % = | I5—s?,
2ang gz —2nn(iy 4 %) —2mn(hy—x)
(3.16) o= 15rR 2(1+_1€)_SE(2_7UM_) {tha—n)[0—&(1—e 2t)|(1—e )+

+(hat ) [6— E(1— =21 — = 2mntiz+)
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eZthZ

_ é
(3.17)  sing = Ro—ang+ 5+ 2 sh(@n) {(h,

_%)[(S—E(I——8‘2""("z+x))]_

_ (/1_2 _{_ %)[(S__E(l_e—Zml(hz—n))]} R
Rozpatrzymy z kolei przypadek, gdy opory ruchu ograniczaika 2 sa do pominigcia
w poréwnaniu z wartoscia sily wymuszajacej.
Mamy wigc i, = h, = 0. Model dynamiczny takiego ukladu przedstawia schematycznie
rys. 3. Réwnania ruchu przybiora postac

(3.18) . X,+gq = cos(z+¢),
(3.19) ' Xo+5%x, = qlu.
A
1 IFocos wt
F
s p
<
2
L—W%/W
A

Rys. 3. Schemat ukladu bez tlumienia

Rozwiazaniem tego ukladu réwnan, przy ss£ 1 1 s # %_{_1 (k=1,2,...,) beda
zwigzki:
(3.20) v = — 9 1 (ang— -8 ) otxg—cosp—cos(z-+g)

. X = 5 q S | T %0 sp—cos(t+@),
(3.21) ) = —gu-tang— -5 tsin(r+p)

. Xy = —qrtang—— sin(t+¢),
(3.22) x, = Ecosst+ || Etgans— 0 inst- 1 ]

. 2 = g7n m SISt /,LSZ 5
(3.23) X ——sé‘sinsr—l—s(ft nS— — 0 s

. 5 = BTN —S-”m COSST.
Predko$¢ uderzenia okre$la zwiazek
(3.24) 7)—~2ﬂ—nq——— 5 (2¢&sin2qns— 0)-}- tgmens,

~ 1+R 14R
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za$ kat przesunigcia fazowego

S e : 2R ., R
(3.25) Sing = — 75 nng+-s [rS (1 TR sin 7ms) + Tﬁb——ﬁ] tgons.

Mozliwosé istnienia ruchéw okresowych ograniczona jest warunkiem typu matematycz-
nego, tj. azeby singp osiggal wartosci rzeczywiste

(3.26) ] [sing| <1,
oraz warunkami' typu fizycznego, mianowicie: azeby predko$é uderzenia byla dodatnia

(3.27) v >0,

oraz aby sita wywolana ciénieniem powietrza na dno ttoka w elemencie sprezystym zréwno-
wazyla cigzar masy uderzajacej, czyli :

(3.28) g>0.

Z (3.26) otrzymamy po wykonaniu koniecznych przeksztalcen nierdwnosé

a—1 a+1
S <g< S,
b SIS
gdzie
SR 2R .
a=s [;+xo (1 — ——~sm2nns)]tgm1s,
1+R 14+R
(3.29) + +
—R 1 2R
b= ;——}—E nn4- s (1 — ——+R—smznns) tgzns
a4
25 |
|
[
!
20 - ]
Vv
10 =
~ T INR=05
R=0
R=05
Tl LR $
RIS 4 o
0 05 10 15 20 s
Rys. 4. Zakresy wartoéci parametréw ukladu, odpowiadajacych rozwiazaniom okresowym, przy n = 1;

Xo=—1; u=1; d=1;dla R=01iR=0,5

-~



RA
10
/ ,
Va4 /1
"’ M / ) V /
7 ’
y - i /|
04 / B /}//1
|
|
|
0,2 |
/ |
]
|
| -
0 05 10 15 20 s
Rys. 5. Obszary istnienia rzeczywistych wartoéci sing dla n = 1; xo = —1; ¢ = 10; § = 0,01; g = 1
R
10 a I
!
a8 f-/ //:
|
06 l
I
04 4
|
/ |
|
02 I
v 7
A o
i} 0,5 10 15 20 s
Rys. 6. Obszary istnienia rzeczywistych wartosci sing dlan = Iy x0 = =1L, u=1; 0 = 0,01; ¢ = 0,2
R K
10
|
|
) |7/ \{¢ 7
g / //
04 / /4
|
|
% |
78
. | -—
0 05 1,0 15 20 s
Rys. 7. Obszary istnienia rzeczywistych wartoéci sinp dlan = 1;x0 = —1l; u=1;, 6§ =0,01; ¢ =1

[60]

I'd



ANALIZA RUCHU PEWNEGO UKLADU WIBRO-UDERZENIOWEGO 6l

:f N/
7
| 7

___&*&\u_\

0 05 10 15 20 5
Rys. 8. Obszary istnienia rzeczywistych wartosei sing dla 2 == 15 xo = —l; u=1; § =0,1; g =1
RA
1,0
06 7 /LE
04 ]
|
|
/ W !
0,2 —
|
W ,
[
0 0,5 10 15 20 5
Rys. 9. Obszary istnienia rzeczywistych wartosci sing dla n = 1; Xo= —1; n=1,06=1;9g=1

Wérunek (3.27) prowadzi do nieréwnoSci

1s?(2x, sin*zns— 0) tgmns

3.30 — .
(3:30) 2(mnus+sinmns tgmns)

Zwiazki (3.28), (3.29) (3.30) okre$laja obszary warto§ci parametréw, dla ktérych ruch
opisany réwnaniami (3.18) i (3.19) jest okresowy. Na rys. 4-9 przedstawiono graficznie
obszary istnienia rozwiazan okresowych dla wybranych wartosci parametréw uktadu.

Z wykreséw widaé, ze przy czestosci uderzen réwnej czestosci sity wymuszajacej (1 = 1)
w zadnym z przypadkSw nie istnieje mozliwo$¢ ruchéw okresowych dla s = 0,5.
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4. Ruch ukladu w przypadku docigZenia ogranicznika

Rozpatrzymy przypadek ruchu, gdy ogranicznik dociazony zostal sita F(7) (rys. 10)
przytozona w dowolnej chwili — w przedziale czasu pomigdzy uderzeniami.
Réwnanie ruchu masy 2 pod dziataniem sily F(7) przyjmie postac

4.1) ¥aobs2x, = %-~0a(r— zo). N

AF(D)

F(t)=8-¢(t-1,)

0 T, T
Rys. 10.

Stosujac do rownania (4.1) transformacje Laplace’a i wykonujac niezbedne przeksztal-
cenia, otrzymamy

x, = Ecos(st)+ is %,(0)sin(s7)— % (I1—7o)+ —f-z- cos[s (v— o)+ %,
4.2) - .
X, = —s&sin(st)+x,(0)cos(st)— —g sin[s(z— 7o)l ,
gdzie

1 B s
sin(2mns)  sin(2mns)

l—1,
s

4.3) %,(0) = s&tg(mns)-+0 [ —coss(2nn— To)j

Predko$é uderzenia opisuje zaleznoéé

_ 2mn 1 1—1, N
(44) v = _H——R q— 'T—-F—RT {[2S§+6 ( 5 — COSS(Zﬂn'— To))] tgﬂns—
0 .
— sins(2en— 1) — 6sctg2nns} ,

kat za$ przesunigcia fazowego

. o1~
4.5 sing = - [ ! STO— —cos s(2nn— TO)] ctgmns— %— sins(2mn— 7o) —

— ﬂ;_R) — Ssctg2nns.

Poréwnujac odpowiednio zwiazki (3.22) (3.25) i (4.2)-(4.5), mozna oceni¢ wptyw docia-
Zenia masy 2 sita F(7).
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Oznaczmy
Ax, = (x,)p—x2, Av=10,—1v, _
Axy = (X3)g—%,, A(sing) = (sing)y—sing,
(indeks 0 oznacza wielko$¢ liczong z uwzglednieniem docigZenia).
Po wykonaniu koniecznych dzialan otrzymamy

-0 sins7 1} scos[s(2mn— 7o)]sinst
(46)  Ax, = s—Z{(l—TO)(l— sin 2stns ) Feosls(z—7o)l- sin2ans |’
. 1 COSST 0 .
4.7 Adx, = 0{ To)) } Sin s ?sm[s(r~ 70)],
s& . Os
4.8) dv=— R sin2mns — l—_’_k—{[l—ro—i—scoss@nn— To)] tgmns+

+sinsQRan— 7o)} -+ ——— Qtgans—ctgamns),

H—R

0 —R 1—1, N
(4.9) A(sing) = (ctgnns+ 1 R tg nns) [—s— —coss(2nn— To)] -

— % sins(2an— 1) —

2sER (1 sin?mns
1+R 1+R
W przypadku szczegélnym, gdy dociaZenie pojawia si¢ na poczatku cyklu ruchu, czyli
7o = 0, zwiazki (4. 6) — (4.9) przyjma postaé

)tgnns H—R [(1+3R)ctgmns+ Rignns).

sinst
4.10) Axy = — ll—i—cossr— Py (1+s0052m1s)],
. 0 cos(sT)
4.1 dx, = < [(1—scos2nns)?2— ~-—sm(sr)],
(4.12) Av = — s sin 2nns——-L [(14-scos2nns)tgmns—+sin 2oens]-+
1+R s(1+R)
-+ lﬁ (2tgmns—ctgmns),
(4.13) A(sing) = 0 ct m'/s—i— —R( —cosZnns
0 . 2sR sin’mns
—_— _:5‘— Sln2:fms——- —l?R‘ 5 (1 + —IIR—) tgnns—
1+R [(1+3R)ctgmns+ Rigmns].

5. Stabilno§¢ strukturalna ukladu

Z punktu widzenia zastosowan technicznych badanie stabilnoéci strukturalnej przy-

nosi szczegélne korzysci, gdyz pozwala okre$lié wplyw bledéw realizacji ukiadu na cha-
rakter ruchu. '
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Dla okreslenia warunkéw stabilnoéci strukturalnej postuzymy si¢ metoda «dopaso-
wywania» [l], polegajaca na nadaniu stalym w catkach ogdlnych réwnan opisujacych
ruch ukdadu, pewnych matych zaburzen (przyrostéw), a nastepnie na pordéwnaniu ruchu
zaburzonego i niezaburzonego, przy liczbie przedziatéw ruchu dazacej do nieskonczonodci.

Niech catki ogdlne rownan (3.i8) i (3.19) maja postac

(5.1 ' xp = x{(7; Cy; Ca; ),
(5.2) Xy = Xa(7; C35 Cy).

Nadajmy stalym C;; C,; Cs; C, oraz katowi przesunigcia fazowego ¢ — male przyrosty —
odpowiednio: «,; fy; ¥v; 0v; 4,. Ruch uktadu zostanie zaburzony, a catki ogdlne dla ruchu
zaburzonego w r-tym przedziale przyjma postac:

(5.3) X0 = xP(7; Cibay_i; CoFPunrs 2mn--0y; @+40,20),
(5.4) X = X075 Cydpvors Caboy_is 2n46,).

Czas trwania v-go cyklu ruchu wynosi¢ bedzie (2nn-+48,) zamiast 27zn.
Okreslmy réznicg pomigdzy ruchem zaburzonym i niezaburzonym na korcu v-go prze-
dziatu ruchu

(5.5) Ax) = A Qmn+6,)—x,(27n),
(5.6) Ax8) = xQan+0,)—x,(2mn),
oraz na poczatku (v-+1)-go przedziatu

5.7 AxPD = XD (0)~x,(0),
(58) AxD = X +H(0)—x,(0).
Podobnie okreslimy przyrosty pochodnych na koncu »-go przedziatu
(5.9 Ax) = ¥ 2an--6,)—x, (27n),
(5.10) AXS) == 8 (2mn--6,)— X, (27n),
oraz na poczatku (v-1)-go przedzialu

a1y : AFHD = 3¢+ D(0)—1,(0),
(5.12) AZEFD = '+ D(0)—X,(0).

AZeby ruch byl stabilny, okreSlone wyzej przyrosty speiniaé musza nastgpujace warunki:
(5.13) AXGD = AxR,  AxGED = Ax),  Ax{Y = AxE),
| AXPFD = —RAXYY,  AXPTY = — RAXY.

Po wykonaniu koniecznych przeksztaiceni warunki (5.13) sprowadza si¢ do ukfadu
réwnan réznicowych, liniowych, jednorodnych, wzgledem przyrostéw oy, By, ¥y, oy, 4.
Rozwigzan tego ukladu poszukujemy w postaci

(5.14) ay=kie', P.=1Iky&, y,=kse, o,=kye, A, =ks¢,

gdziek,, ..., ks — pewne state.
Podstawiajac (5.11) do ukladu réwnan, wyprowadzonych z warunkéw (5.13), otrzy-
mamy uklad réwnari algebraicznych, liniowych, wzgledem statych ki, ..., ks. Z kolei
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tworzymy wyznacznik charakterystyczny tego ukiadu réwnan. Zerowanie sig tego wyznacz-
nika jest warunkiem koniecznym istnienia rozwigzani niezerowych uktadu.
Rozwijajac wyznacznik charakterystyczny, otrzymamy réwnanie algebraiczne wzgle-
dem e.
Azeby uktad byt stabilny, przyrosty a,, f,, yy, 0, 4, musza dazyé do zera przy liczbie
przedziatéw ruchu » dazacej do nieskonczonosei. Wynika stad warunek
(5.15) le] <15
czyli moduly pierwiastkéw réwnania charakterystycznego musza by¢ muiejsze od jednosci.
Warunek konieczny i dostateczny spelnienia zwiazku (5.15) wyznaczymy, postugujac
si¢ twierdzeniem Schura [1]. Zgodnie z tym twierdzeniem moduty pierwiastkow réwnania
charakterystycznego sa mniejsze od jednosci, gdy zachodzi nierdwnoéé
(5.16) Wil <1,

gdzie W; oznacza wielomiany utworzone ze wspdlczynnikéw réwnania charakterystycznego.
Dla rozpatrywanego ukladu wielomiany W; majg postac:

(5.17) A
ag
N
(5.18) W=
W, — (aoa,—asa,) (dd—a5—apas+a,a,)
2 — >

(af—ad)*—(apas—a,a,)?
(5.19) W3 - (ao*‘a,‘_)x

[ (@f—ad)[(@8—a}) — (a0 @) — 83 aa)]— (a0 03—, a8 (@0 03—, a4) — (a9 01— 03 4,)] ]

x[(@o+as) (apa, ~asas)—a,(apaz—a, a,):
W zwiazkach (5.17)-(5.19) oznaczono:
(5.20) a, = s[rng+sinp—s&tgmas-- dsctg2ans]cos2mns.
(5.21)  a, = 2s(nng-+sinp) (R—cos?wns)cos 2ans—2s*(2— R) &sin2znssin® ans -+
+8s2(2— R)ctg2mns+1.

(5.22) a, =52 (Etgﬂns—~ )[RZ—ZR—(1—2R) cos?mns]—

sin2mns
2

— % (1—2R) ¢sindans+2mns (14 R)cosp—Rq] -+

+s(rng--sing)[(1 —2R) cos? 2wns— R(2— R)cos 2mns— Rssin® 27wns .

(523) a,= Rs{(nnq+sin @) [LF-cos? 2nns— R(cos2nns—+sin? 2zns)]+
+27n(1+4R) (cos 2mns-+sin? 2zns) cos - (1— R) cos 2mns+

. ) (1~2R+cos22m1s)}.
sin 27 ns

s (Etgﬂns—~ — 0

(5.24) a, = R% [nnq+ sinp--sétg s — —s—l-n%{ym—s +27ing(cos 2zns—+sin® 2m1s)] .

5 Mechanika teoretyczna
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Zaleznosci (5.17)-(5.19) okreSlaja warunki stabilnodci strukturalnej ukfadu wibro-
uderzeniowego, opisanego rownaniami (3.18) i (3.19). Na podstawie tych zwiazkéw mozna
okresli¢ obszary wartodci parametréw ukladu, dla ktorych ruch pozostaje okresowy po
wprowadzeniu matych zaburzen.

Taka metoda badania stabilno$ci daje-istotne informacje dla praktyki konstrukcyjne;j,
poniewaz pozwala oceni¢ wplyw bledéw powstajacych przy technicznej realizacji urza-
dzenia na charakter jego pracy.

Warunki (5.17)-(5.19), po podstawieniu do nich wartoéci wspétczynnikédw a,—=a,,
przybieraja zfozong postaé, co utrudnia znacznie ich praktyczne wykorzystanie.

Numeryczne okreslenie dopuszczalnych wartodci poszczegdlnych parametréw wy-
magaloby zaangazowania szczegéinie wydajnych §rodkéw obliczeniowych na diugi okres
czasu. .

Tak wigc, korzystanie z powyzszych warunkéw stabilnosci sprowadza sie do mozliwosci
sprawdzenia stabilnosci strukturalnej ukiadu o przyjetych uprzednio parametrach.

6. Uwagi koncowe

W przedstawionych wyzej rozwazaniach badano model dynamiczny ukladu wibro-
uderzeniowego, w ktérym ogranicznik stanowil mase skupiona, zawieszona na elemencie
podatnym, o liniowej charakterystyce. Opisany model przedstawia¢ moze wibro-uderzenio-
we urzadzenie do pograzania pali, z pneumatycznym elementem sprezystym, przy czym
masa 2 odpowiada w ukladzie rzeczywistym elementowi pograzanemu i drgajacej wraz
z nim czgéci otaczajacego gruntu.

Jakkolwiek taki model ruchu elementu pograzanego jest znaczme uproszczony w sto-
sunku do warunkow rzeczywistych, to jednak jego analiza daje szereg informacji istotnych
dla oceny wplywu podatnosci elementu pograzanego na pracg urzadzenia do pograzania.

Jak widaé z rys. 4-9, bardzo istotne znaczenie ma dobdr czestosci wymuszajacej drgania,
a w szczegdlnosci «omijanie» wartoéci

_ 2k+1
="z
edyz dla tych wartosci s nie ma mozliwoSci realizacji ruchu ustalonego.

Wartoé¢ 6 okreéla predkos¢ pograzania. Jak wynika z rys. 7-9, wigkszym predkosciom
pograzania odpowiadaja wigksze obszary stabilnej pracy.

Wyrazenie §o(7—1,) — po prawej stronie réwnania (4.1) interpretowaé mozna jako
dociqienie urzadzenia do pograzania, wywolane wejéciem elementu pograzanego w nowa
warstwe podtoza, o wigkszym oporze.

Na podstawie wyprowadzonych zaleznosci mozna stwierdzié, Ze wplyw dociazenia
wywolanego przejéciem przez granicg dwéch réznych warstw gruntu — zaréwno iloéciowy,
jak i jako§ciowy — jest istotny i zalezy od stosunku czestosci wiasnej elementu pograzanego
do czesto§ci wymuszajacej.

Poréwnujac wyniki analizy rozpatrywanego wyZej modelu z odpowiednimi wynikami,
otrzymanymi w pracy [4], dla ukiadu ze sztywnym ogranicznikiem, mozna stwierdzi¢

. wyrazny jakofciowy i ilo§ciowy wplyw podatnoéci elementu pograzanego.
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Ziozona forma rozwigzan wskazuje na celowo$é zastosowania w badaniach takich
ukladdéw techniki modelowania analogowego.
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Peaome

AHAJIU3 HEKOTOPOW BHUBPOYJIAPHOM CHCTEMBI
C IBYMs CTEIIEHAIMI CBOBOJIbI

B crathe onMcasbl MCCiieNoBaHKA BUOPOYAAPHON CHCTEMBI C MHEBMATHUCCKUM YIPYTHM IJIEMEHTOM
¥ C HOJBHIKHBLIM OCPAHHMUNTEIEM.

DKCHEPUMEHTANILHEIE UCCHEOOBAHMS TalKOM CHCTEMBI C Y(ECTKHM OIPAaHHUMTENCM, IIPOBEACHBIE patee
2BTOPOM, TIOKA3AJIM UTO CHCTEMa OONAaAaeT BOSMOMKHOCTLIO HEMPEPLIBHOM PErYIHPOBKY YaCTOThI YIAPOB
BO Bpems paloTkl yCTpoiicTBa.

B macrostieit paGoTe pacCMOTPHBAETCSI MOAENL, COCTOSMIAA M3 JBYX MacC, OJHAa M3 KOTOPLIX COOT-
BETCTBYET Macce IIOTPEIKaeMOro aNleMeHTa ¥ BHOPYIOLIE! BMECTe C HHM YaCTH IPYHTAa, TaK KAK BCCIC-
Jlyemass CHCTeMa IPENCTABIISET NHHAMHUECKYIO MOJeYNs BUOPOYAApHOro IOTPYMKAIOIEr0 YCTPOMCTRA.
Ins aToit cuctembl pemarorcs Auddepernaipble YPaBHEHH ABHYKEHHS IIPH OTCYTCTBUH DPACCESHHSA
SHEPTHM B ITHEBMaTHUCCKOM yIpyrom anemenrte, Ocof0 pPacCMOTpEH CNvuail JBW/EHHA 0e3 3aTyXaHus.
Jns1 2TOTO CIIyuasi pelleHbl YPABHEHHS ABMOKCHHS, BLIUNCIEHBI TIABHBIC NAPAMETPbI CHCTCMbI, BbIBE-
JeHBbI YCIOBUA CTPYKTYPHOH ycToiuuBocTH. PaccmoTpeH ciyuall HECTAI[HOHAPHOTO [BHYKEHHUS, BbI3-
BAHHOIO BHE3ANHbLIM [OEACTBHEM XIOCTOSIHHON BHelrHell crubl. HeKoTophle pesyibTaThl HCCIENOBAHUN
u3obpayceHp! Ha rpadrrax. BoiBenenubie B paGoTe hopMyJibl MOTYT HalTH [IPHMEHEHME IIPH IIPOEKTH-
pOBaHMHY BHOPOYHAAPHBIX IOTpYIKareieit.

Summary
ON CERTAIN VIBRATORY-IMPACT SYSTEM WITH TWO DEGREES OF FREEDOM

The paper deals with a vibratory-impact system with pneumatic suspension element and a movable
stop.

The experimental investigation of the model of a similar system (with a rigid stop) which had been
carried out formerly by the author, proved an important feature of the system, namely the possibility of
continuous control of impact frequency during the work of the system.

The model considered in this paper consists of two masses, one of which represents the mass of a drived
pile and the vibrating part of surrounding soil (the system investigated is to be applied to pile driving).
Equations of motion are formulated and solved under the assumption of negligibility of energy dissipation
in pneumatic suspension element. The main parameters of motion are calculated.

5%
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The case of system with no encrgy dissipation received a special treatment. For that case the main pa-
‘rameters of motion were calculated. The structural stability conditions were formulated. The non-statio-
nary motion caused by suddenly applied external force was considered as an analogy of the behaviour of
a real system, while the drived pile passes the contact surface of two layers of soil.

Some results of the analysis is presented by graphs. The formulae derived in the paper might be applied
in the vibratory-impact pile drivers design.

POLITECHNIKA GDANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 wrzesnia 1970 v.; po raz drugi dnia 1 marca 1971 r.
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ANALOGIA MECHANICZNO-STEREOMECHANICZNA W KLASIE
WIELOWSKAZNIKOWYCH ROWNAN LAGRANGE’A DRUGIEGO RODZAJU

ROBERT K RZYWIEC (WARSZAWA)

1. Wstep

Roéwnania Lagrange’ a drugiego rodzaju sa dzi§ powszechnie wykorzystywane do za-
gadnief dynamiki nie tylko przez mechanikdw. Stosuja je réwniez z powodzeniem elektrycy,
a przede wszystkim automatycy, chociaz na ogdt ich uktady dynamiczne nie posiadaja
interpretacji geometryczne;.

Stosowalno$¢ tych réwnan jest dotychczas ograniczona najwyzej do ciagu jednowskazni-
kowego (czasem wektora) zmiennych lub wspélrzednych uwogdlnionych. Istnieje w lite-
raturze takze postaé krakowianowa tych réwnan [1].

W rozwijajacej sie teorii szeroko pojmowanych systemoéw wielkich [2] zawierajacych
réowniez i uklady mechaniczne, korzystne jest wprowadzenie zmiennych uogdlnionych
wiecéj niz jednowskaznikowych. Przydatna do tego jest algebra i analiza ciagéw wielo-
wskaznikowych [3, 4], ktérych przypadkami szczegélnymi moga byé wektory, macierze,
krakowiany i nawet tensory. Dogodne jest rowniez formulowanie zagadnien przy uzyciu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych wielociagowych [5] w przypadku systeméw wielkich
o strukturze dyskretnej.

Duze znaczenie ma takZe yzasadnianie licznych analogii miedzy rozmaitymi zjawiskami
(na przyklad mechanicznymi, stereomechanicznymi, elektrycznymi oraz innymi), jak tez
i modelowanie odmiennych zjawisk za pomoca analogii w klasach pewnych przeksztatcen
wielociagowych.

Dotychczas nie uzasadniono analogii mechaniczno-stereomechanicznej w klasie réwnan
Lagrange’a drugiego rodzaju. Autor uczynil to w pracy [6] rozwazajac najpierw ciag
jednowskaznikowy réwnan, ktérego przypadkiem szczegSlnym jest jedno réwnanie.
W pracy [7] uogé6lniono je na przypadek réwnaf dwuwskaznikowych.

Obecnie pokazemy, ze dzigki algebrze i analizie w-ciagéw (gdzie w jest dowolna liczbg
naturalng), czyli ciagdw wielowskaznikowych mozna,otrzymaé wielowskaznikowe réwna-
nia Lagrange’a drugiego rodzaju w stereomechanice, podobnie jak to uczyniono w pracy
[8] dla mechaniki.

Uzasadnienie analogii mechaniczno-stereomechanicznej (M-SM) polega na podaniu
pewnej réwnowaznoéci

M=SM
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wynikajacej z réwnowaznosci
C(M)y==C(SM)

ciagdw rozwazan logicznych obu nauk.

Przez ciag rozwazan logicznych rozumiemy tu uporzadkowane przedstawienie pewnej
liczby pojeé pierwotnych, definicji, aksjomatéw i twierdzen (zasad) w jezykach obu roz-
wazanych nauk.

Istnieje ciag rozwazan logicznych w mechanice, za pomocg ktorego mozemy otrzymaé
wielowskaznikowe réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju [8] bez stosowania rachunku
wariacyjnego.

Wyprowadzimy je obecnie w terminologii stereomechanicznej z uzyciem ciggdw
w-wskaznikowych i tym samym uzasadnimy analogi¢ mechaniczno — stereomechaniczng
w klasie tych réwnan wielowskaznikowych. Uzyskane w taki sposéb réwnania zastosujemy
nastepnie do otrzymania rownan wielowskaZnikowych tak zwanego oscylatora stereo-
mechanicznego jako funkcji stanu sprezystego wyboczenia systemu wielkiego pretow.
Taki ukfad wielokrotny pretéw rozwazalismy w pracy [9]. Pokazano tam, Ze jego réwnania
rézniczkowe wielociggowe ruchu (przez analogi¢) sa naturalnym uogélnieniem klasycznego
zagadnienia jednego preta sprezystego poddanego wyboczeniu [10]. Uogélnienie to wynika
z algebry i analizy ciagéw wielowskaznikowych.

Drzieki uzyciu w-ciagéw mozna rozwazaé wyboczenie sprezyste systemu wielkiego
pretéw!) prawie tak samo, jak w przypadku wyboczenia jednego preta. To samo dotyczy
wyprowadzenia wielowskaZznikowych réwnan Lagrange’a i uzasadnienia analogii mecha-
niczno-stereomechanicznej. Jest to konsekwencja zdefiniowania pewnych dzialan na ciagach
wielowskaznikowych. W efekcie mamy swoista niezmienniczo$¢ tak ciaggdw rozwazan
logicznych, jak i wzoréw dla kazdego ¢ =0, 1, ..., w, gdzie ¢ jest liczba wskaZnikow
rozwazanych uogdlnionych wspélrzednych wielowskaznikowych.

Dodamy przy tym, ze wielowskaznikowe prawo Hooke’a sformulowano w pracach
[11, 12]. Korzystajac z tego prawa mozemy takze otrzymaé réwnanie wielociagowe oscyla-
tora stereomechanicznego, w ktérym wielkoscig poszukiwana jest ciag wielowskaZnikowy
ugie¢ systemu wielkiego pretéw sprezystych poddanych wyboczeniu.

Nadmieniamy, Ze zastosowana algebra 1 analiza ciagéw wielowskaZnikowych nie
wymaga znajomosci rachunku tensorowego.

Przypomnimy jeszcze dwa niezbedne pojecia dotyczace istoty formutowanego obecnie
uogdlnienia wzgledem prac [6, 7).

1.1. Ciggi wielowskainikowe (w-ciggi). Niech przy danej liczbie naturalnej w i danym ciagu
liczb naturalnych n,, ¢ = 1, ..., w, symbol Z oznacza dowolny zbi6r, natomiast vK przed-

stawia zbidr elementéw “k, ktére sg iloczynami kartezjariskimi
W
[T m) = {m)x . X (o}
4=

) System pretow jest wielki, jeéli opisuje go ciag jednowskaznikowy o duzej liczbie elementdw lub
" cigg wielowskaznikowy wielkosci.
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zbioréw

{n} = {1,...,n.},

(= {1, ... n)
zwanych odcinkami naturalnymi o dlugosciach {n,}.
Definicja 1. w-ciggiem nazywamy kazdg funkcje (odwzorowanie) r typu
riYke"K - Z
i zapisujemy w postaci
V= [0 = 7L
J=1hvdwls Ja=1,0n; qg=1,..,w.
W pracy [6] rozwazono jednociagi
r=1[rl, ji=1,..,n
zmiennych uogdlnionych, czyli przypadek w = 1. W pracy [7] uwzglegdniono dwuciggi
Fr=1TIri5, h=1,..,n; h=1..,m
zmiennych uogdlnionych, czyli przypadek w = 2.

Obecnie zatozymy, ze w moze by¢ dowolng liczba naturalng.
Algebre i elementy analizy wielociaggdw podano w pracach [3, 4].

1.2. Réwnanie rézniczkowe zwyczajne wielociagowe rzedu n.
Definicja 2. Rownanie rozniczkowe zwyczajne wielociagowe rz¢du »n ma postaé

KFTx, 5506, (), ..., O] = 40,

gdzie cigg k-wskaznikowy funkcji “F jest ciagly?) wzgledem swoich argumentéw, przy
czym strona lewa zalezy od k-ciggu najwyzszych pochodnych ¥ (x) funkeji wielociagowej
¥p(x) argumentu zerociagowego Xx.

Prostym przykladem takiego réwnania w-ciggowego jest wielowskaznikowe réwnanie
oscylatora harmonicznego, ktorego przypadek szczegdlny stanowi réwnanie -

@y +.ay = 0, gdzie ja, ,a— stale,

opisujace wyboczenie sprezyste jednego preta [10].

Analogia mechaniczno-stereomechaniczna w klasie wielowskaZznikowych réwnan
Lagrange’a drugiego rodzaju stuzy do:

1° otrzymania réwnan wyboczenia sprezystego ukladu wielokrotnego pretéow opisanego
ciagiem wielowskaznikowym ugieé¢ za pomoca wyprowadzonych réwnan Lagrange’a
opisujacych zjawisko stereomechaniczne wyboczenia systemu wielkiego pretéw sprezy-
stych;

2° wykazania, ze dane zagadnienie wyboczenia systemu wielkiego pretéw jest ruchem.

%) Oznacza to, ze wszystkie wyrazy Fj k-ciagu kF sa funkcjami ciaglymi.
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2. Ruch dynamiczunego ukladu stercomechanicznego wielokrotmego, Wiezy

Bedziemy rozwazali przestrzen ciagéw w-wskaZnikowych [3, 4]
(21) \v; = w;(x)’ xe< X1, X2 >

utworzong z rozwigzan réwnan rézniczkowych w-ciagowych rzgdu n

(22) w;(n) — \v_f(x, w}’ w}', s w;(n—l)),
ktérych prawe strony sa funkcjami ciaglymi 1 posiadajacymi ciagle pochodne czastkowe
wzgledem kazdej zmiennej.

Definicja 1. Ruchem (jednoparametrowym) uktadu stereomechanicznego wielo-
krotnego “y nazywamy kazda funkcje (2.1) lub w postaci uwiklanej

2.3) ) "U(x,"y) ="0.
Definicja 2. Predkoscig “p¥(x) rzedu k; k=1, ...,n, ruchu ukiadu stereo-
mechanicznego wielokrotnego (2.1) nazywamy k-ta pochodng funkeji (2.1), czyli
— dar
(2.4) "y (x) = —dx—"wy(x)'
Definicja 3. Réwnanie (2.2) lub w postaci uwiklanej
(2'5) wa(x’ w}—), w.’y'l, . w;(n—~1), w.‘};(u)) — w6

nazywamy réwnaniem (stanu) ruchu ukladu stereomechanicznego wielokrotnego.
Definicja 4. Wiezami ruchu ukiadu stereomechanicznego wielokrotnego (2.1)
nazywamy niezaleine od siebie zwiazki

(2'6) uﬁ'(x’ \\'j)‘, wjjl, s w;(n—-l)) — u6’

posiadajace ciagle pierwsze pochodne w rozwazanym otoczeniu zmieunych x,"y,
MY sy MY

Przyjmujemy, ze badane zjawisko moze podlegaé pewnym ograniczeniom.

Postular 1. Istnieje absolutna zmienna niezalezna x.

Postulat 2. Istnieje inercjalny uklad odniesienia.

Postulat 4. Stuszne sa prawa Newtona z tym, Ze czas absolutny ¢ jest zastapiony abso-

lutna zmienna niezalezng x.

Uwaga. Jesli ograniczymy sig do przykladu wyboczenia sprezystego preta pryzma-
tycznego o diugosci skoriczonej, to y(x) jest jego ugieciem w przekroju opisanym odcigta x.

W przypadku n = 2 otrzymujemy z (2.2) réwnania ruchu uktadu stereomechanicznego

@.7) =%, )
analogiczne do newtonowskich réwnan ruchu [8]
VE =t T, ).

Wynika to stad, ze zamiast proporcji

d* —
er(t) ~ wr(t)
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istotnej w przypadku oscylatora mechanicznego wielowskaznikowego stuszna jest proporcja
d*  _ e
‘de)’(x) ~"p(x),
ktdra otrzymujemy z uwzglgdnienia wielowskazZnikowej linii ugigcia.
Definicja 1.1. Réwnanie (2.7) nazywamy réwnaniem ruchu ukladu stereomecha-
nicznego (2.1) przez analogi¢ do newtonowskich réwnan ruchu.
Wtedy wiezy stereomechaniczne przez analogie do wigzow mechanicznych moga
przyjmowac postac
2.8) vH(x,"3,"7) =0
— nieholonomiczne (rézniczkowe lub kinematyczne),
(2.9) YH(x, ¥y) = *0
— holonomiczne reonomiczne (skonczone lub geometryczne),
(2.10) YH(*5) ="0
— holonomiczne skleronomiczne.

Dla stereomechanicznych réwnan ruchu formutnjemy zagadnienie Cauchy’ego.
Definicja 5. Sifg stereomechaniczna przez analogi¢ do sily newtonowskiej

F=ma, wm—masa, a— przyépieszenie,

nazywamy funkcje liniowa

@11)  VF = VET[PY = [ EDY e T E D 1 i)
:ianq za pomoca p-iloczynu?), gdzie

(2.12) WF = "F(x, "7, "),

przy czym

VF = EJy" = [E,J;yV, ..., EJuY)].

Definicja 6. Zwigzki (2.1), (2.12) nazywamy réwnaniami ruchu ukladu dynamicz-
nego stereomechanicznego wielokrotnego. .

Definicja 6.1. Dynamiczne uklady stereomechaniczne spelniajace réwnania
wigzéw nazywamy ukladami nieswobodnymi.

Prawa ruchu dynamicznych ukladdw stereomechanicznych sa uogdlnieniem praw
ruchu uktadu dynamicznego stereomechanicznego zerowskaznikowego*)

EJy" = f(x,7,¥),
gdzie EJ jest sztywnoscia preta pryzmatycznego o diugoéci skonczonej. Wymagaja one
kilku dalszych pewnikéw zgodnych z do$wiadczeniem.

’

%) Symbol // oznacza mnozenic dwéch ciggdw wielowskaznikowych w sensie p-iloczynu [3]. Przypa-
dek ciagébw dwuwskaznikowych ilustrujacy te pojecia rozwazono w pracy [7].

4) W réwnaniach wielociggowych konkretnych EJ jest na ogbt ciagiem 2w — wskaznikowym sztyw-
nosci wzajemnych uktadu stereomechanicznego wielokrotnego jako systemu wielkiego [9].
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Postulat 1V. Z istnienia wigzéw i ruchu ukiadu dynamicznego stereomechanicznego
wielokrotnego po nich (ruchu zgodnego z wigzami) wynika istnienie sif dzialania (reakcii)
wiezéw "R na uklad i odwrotnie.

Postular V. Pod wplywem sit wF nieswobodny dynamiczny ukfad stereomechaniczny
wielokrotny ¥y porusza sie, jak uktad dynamiczny wielokrotny swobodny pod dzialaniem
sumy sit danych i oddzialywafi wigzéw, czyli w inercjonalnym ukiadzie odniesienia spetnione
sg rownania ruchu

wﬁ//wj)u — \VF+\VE’
przy czym wspdirzedne y; w-ciagu “y spelniaja odpowiednie réwnania wigzow.

U w a ga. Sily, ktdre nie s3 spowodowane dziataniem wigzow nazywamy sitami czyn-
nymi.

Bedziemy rozwazali tylko takie wiezy rézniczkowe, kidre sa spelnione liniowo przez
predkosé (2.4) dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielokrotnego, to znaczy
p-ciggi réwnan
(2.13) W[ ICWY =D,
wynikajace z ogdlnej definicji wigzéw
(2.14) "H(x,"y,"y) = 0,
przy czym 1 i °D sa funkcjami x, "7 i nie wszystkie 17 sa réwne zeru, natomiast symbol
JC oznacza mnozenie dwéch ciggdw wielowskaznikowych w sensie m-iloczynu, a 2¢ przed-
stawia ciag sum m-iloczynu [3]°).

3. Przemieszczenia mozliwe. Przemieszczenia przygotowane

Niech dany dynamiczny uklad stereomechaniczny wielokrotny

@3.0) "5 = 3]

spetnia wiezy skonczone

(32 “H(x,"y) = "0,

ktére zastepujemy wynikajacymi z nich wiezami rézniczkowymi
O"H 4., O"H |

33 TRa— // wy' ="

3-3) vy = y+ ox 0

1 wigzy rézniczkowe o ktdrych zakladamy, Ze sa liniowe, czyli
(3.4) *1C § =D,

gdzie symbol // oznacza ciag sum p-iloczynu tensorowego réZnicZkowego rzedu pierwszego
funkcji wielowskaznikowej argumentu wielowsKaznikowego [3]%)

%) Przypadek ciagbéw dwuwskaznikowych ilustrujacy te pojecia rozwazono w pracy [7).
) Uwaga identyczna, jak w notce %).
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z

Definicja 7. Predko$¢ “y'(x) dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielo-

krotnego znajdujacego si¢ w pofozeniu
wy — WZ

nazywamy predkosdcia mozliwg (zgodna z wigzami) w tym potozeniu, jezeli uktad moze ja
posiada¢ w miejscu x, co zachodzi wtedy, gdy ta prc;dkoéc spelnia rownania liniowe wiezéw
(3.3)1 (3.4).

Definicja8.Przezanalogigdo dr = r'dl, 7— wektor promiefi punktu materialnego,
uktad nieskoficzenie matych przemieszczen

d¥y ="y'dx,

gdzie “3'(x) jest predkoscia mozliwa dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielo-
krotnego, nazywamy nieskonczenie matym przemieszczeniem?) mozliwym tego ukladu.
Przemieszczenia mozliwe spelniajg réwnania

UIH _ —
(3.5) 3 514"y +- Lillp MY,

oraz
107)C\v Idx____ "dex

ktdre otrzymujemy mnoZac obustronnie réwnanie (3.3) i (3.4) przez dx.
Niech beda dane dwa przemieszezenia mozliwe

(3.6) d¥y ="y'dx
i .
(3.7) dyy ="1y'dx

odpowiadajace przekrojowi x oraz temu samemu polozeniu dynamicznego ukladu stereo-
mechanicznego.
Spelniaja one réwnania (3.5), natomiast ich réznica

(3.8) ovy =dyy—d"y

spelnia zwigzki jednorodne

' a”*H _ -
oraz
(3.10) "I OCEYY == 2.

Definicja 9. Réznice (3.8) nazywamy przemieszczeniem przygotowanym (wirtual-
nym) dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielokrotnego (3.1) w przekroju x dla
pewnego poloZenia mozliwego.

7) Mamy tu na my§li przemieszczem'é uogdlnione d¥¥ jako iloczyn dx oraz predkoscei Wy’, charakte-
ryzujacej zjawisko stereomechaniczne w ukladzie stereomechanicznym (systemie wielkim) w-wskaznikowym.
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4. Podstawowe zagadnienic dynamiki ukladéw stereomechanicznych wielokrotnych. Wigzy idealne

Oznaczmy wymiary wewnetrzne w-ciagu, v,-ciagu i v,-ciagu przez

4.1) Dim "y = u",
(4.2) Dim " H = u**,
4.3) Dim H = yr2,

Réwnania (3.9) i (3.10) zawieraja »n* niewiadomych wspéirzednych w-ciggu “y.
Je$li réwnania te sg niezalezne, to wéréd wspdlrzednych & yy istnieje
n" = y¥—uPp—ulh?
wspdtrzegdnych niezaleznych.

Definicja 10. Liczbe n™ wspStrzednych niezaleznych w-ciagu y7 nazywa sig liczba
stopni swobody danego dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielokrotnego,
$cidlej: n"- krotnego.

Podstawowe zagadnienie dynamiki nieswobodnego uktadu stereomechanicznego wielo-

krotnego mozna sformutowaé nastgpujaco.
Nalezy okresli¢ ruch

4.5) P ="Y(x), xp < x <X,

ukladu *y oraz oddzialywania wiezéw

(4.6) VR ="R(x,"y,"y")
przy danych sitach czynnych

@7 YF = YF(x, "y, "))
i zgodnych z wigzami jego poloZeniach poczatkowych
(4.8) 6y = 6¥(¥)]x=0
oraz predkoSciach poczatkowych

(4.9) 0V = 5¥' (®)s=0-

Jesli nie jest znany charakter wigzéw, to nie sg tez wiadome oddziatywania R i zagadnienie
jest nieokreslone, poniewaz liczba #™ niewiadomych y7, Ry jest wigksza od liczby réwnan
v +u® > utFutuge,
gdzie n = u.
Podstawowe zagadnienie dynamiki ukladu stereomechanicznego staje sig¢ okreslone,
jesli mamy
WY — (W ultug?) = kY,
k" = u¥—ut—uy?
dodatkowych niezaleznych zwigzkéw migdzy szukanymi wielkoéciami Jyj. Zwiazki te
otrzymamy postulujac istnienie klasy wiezdw idealnych.
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Postulat VI, w-krotny iloczyn®) ‘“1?//6‘“37, jako praca sit oddzialywania wiezéw na
| S

dowolnych (zgodnych z wigzami) przemieszczeniach przygotowanych zeruje sig, gdy nie
wystepuja sily tarcia, albo wiaczamy je do sit danych, to znaczy
(4.10) “R[[6" = 0.

W

Definicja 11. Wigzy stereomechaniczne nazywamy idealnymi, jezeli sity oddzia-
tywania * R na punkty dynamicznego ukiadu stereomechanicznego spelniaja zwiazek (4.10).

5. Ogolne réwnanic dynamiki ukladu stereomechanicznego

Rozwazmy dynamiczny stereomechaniczny wielokrotny uk}ad nieswobodny. Jego réw-
nanie ruchu ma postaé

(5.1) YEJ[["y" = "F+"R.
Jesli wigzy sa idealne, to w kazdym poloZeniu ukladu dowolne przemieszczenia przygoto-
wane spelniajg réwnanie (4.10)

“R[[8" = 0.

W ]

Z uktadu tych dwdéch zwiazkéw wynika réwnosé
(5.2) CF—"EJ|[*y")8"y = 0,
V7] S——

ktére nosi nazwe ogdlnego réwnania dynamiki ukladu stereomechanicznego.

Podczas ruchu uktadu w dowolnym miejscu x (przekroju) suma prac sit czynnych
i stereomechanicznych sit bezwltadnoéci®) na dowolnych przemieszczeniach przygotowanych
jest réwna zeru.

Twierdzenic. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by ruch dynamicznego
uktadu stereomechanicznego zgodny z wigzami odpowiadat danemu ukfadowi sit czynnych
vF jest spetnienie ogdlnego réwnania dynamiki'®).

6. Zasada przemieszezen przygotowanych. Zasada D’Alemberta

Definicja 12. Polozeniem réwnowagi 3y dynamicznego ukladu stereomechanicz-
nego wielokrotnego ¥y nazywamy takie jego polozenie, w ktérym ukiad znajduje si¢ w spo-
sob ciagly, je§li w miejscu poczatkowym byl on w tym potozeniu i predkoéei ¥y’ wszystkich
Jjego punktéw byly réwne zeru.

8) Symbol w LI oznacza sume w-krotna p-iloczynu [3]. Przypadek ciagdéw dwuwskaznikowych ilustru-
Jjacy te pojecia rozwazono w pracy [7].
%) Stereomechanicznymi sifami bezwladnoéci ¥ B nazywamy wyrazenie *B = —"EJ/["y".

10) Nalezy pamietaé, ze ogdlne rownanie dynamiki (5.2) jest w istocie ukladem réwnan, bowiem za-
miast 6%y mozna w dowolnym miejscu x (przekroju) wstawi¢ dowolne przemieszcezenie przygotowane,
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Potozenie ukladu %y jest wtedy i tylko wtedy potozeniem réwnowagi, gdy ruch

(6.1) “y(x) = 35y
spelnia ogdlne réwnanie dynamiki, to jest jezeli w tym poloZeniu
(6.2) *F|] 8"y = 0.

w

Réwnosé ta jest trescia zasady przemieszczen pgzygotowanych.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby pewne (zgodnie z wie-
zami) potozenie dynamicznego uktadu stereomechanicznego wielokrotnego bylo poloZzeniem
réwnowagi, jest réwna zeru w tym polozeniu suma prac sit czynnych ¥ F na dowolnych
przemieszczeniach przygotowanych ¢*y.

Rownosé (6.2), wyznaczajaca zasade przemieszezen przygotowanych jest przypadkiem
szczegdlnym ogodlnego réwnania dynamiki (5.2).

Potraktujmy réwnanie dynamiki jako zasadg przemieszczen mozliwych, charaktery-
zujaca polozenie réwnowagi dynamicznego uktadu stereomechanicznego wielokrotnego,
ktére powstaje z dodania sit bezwladnoéei do sit czynnych.

Stad wynika zasada d’Alemberta: Podczas ruchu dynamicznego ukladu stereomecha-
nicznego wielokrotnego mozna dowolne jego polozenia traktowaé jako poltoZenia réwno-
wagi dodajac sily bezwladnoéci ¥B do sit czynnych *F w danym polozeniu

(6.3) YE4YB = ¥0.

Dazigki tej zasadzie metody statyki przenosza si¢ na zagadnienia dynamiki.

7. Wspolrzedne niezalezne (uogoélnione) ukiadéw stereomechanicznych holonomicznych. Sity uog6inione

Niech bgdzie dany dynamiczny uklad stereomechaniczny wielokrotny
"y = [y7l

holonomiczny, czyli spetniajacy wigzy
(1.1 “iH(x, “y) = 0.
Przyjmujemy, ze funkcje **H w ilo§ci 4t sg niezaleZne, przy czym Xx jest parametrem,
natomiast zmiennych yy jest n”. Wobec powyzszego mozna z réwnan wiezdéw wyrazié
ur wspé%rzgdnych (czyli v, — ciag wspolrzednych) przez u®—ulyt pozostatych wspdi-
rz¢dnych oraz zmiennej x i rozpatrywaé te wspotrzedne w liczbie
(1.2) kY = u¥—ur

jako wielkosci niezalezne, okreélajace polozenia dynamicznego ukiadu stereomechanicznego
holonomicznego w miejscu x. Takimi wspStrzednymi niekoniecznie musza byé wspétrzedne
kartezjaniskie.

Takze wspétrzedne kartezjanskie w-ciagu ¥y (w ilosci ™) mozna wyrazi¢ jako funkcje
ciagle i rézniczkowalne s-ciagn parametréw niezaleinych

73 G = g,
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i zmiennej x, mianowicie

a4 vy = "y(x, 7),
przy czym
(1.5) Dim 7 = k".

Funkcje te spelniaja tozsamo$ciowo réwnania wigzow podane wyze;j.

Zakladamy ponadto, ze dowolne (zgodne z wigzami) potozenia dynamicznego uktadu
stereomechanicznego wielokrotnego w miejscu x mozna przy pewnych wartosciach *7
otrzyma¢ z réwnan (7.4).

Definicja 13. Wielkosci *g wystepujace w réwnoscei (7.4) nazywamy wspotrzed-
nymi uogdlnionymi niezaleznymi dynamicznego ukiadu stereomechanicznego holonomicz-
nego wielokrotnego.

Kazdemu s-ciggowi wspotrzednych uogdlnionych *g odpownada s-ciag sit vogdlnio-
nych 0. Wprowadzamy je nastepujaco.

Niech bedzie dana praca JL sit czynnych YF jako w-krotny tloczyn

(7.6) SL="F|]3".

| S |

Przemieszczenia przygotowane sa rézniczkami przygotowanymi funkeji “p(x, *q)

any

&) 0"y =

[6

—

)

przy ustalonym x.
Podstawienie zwiazku (7.7) do (7.8) prowadzi do wyrazenia pracy elementarnej sit
czynnych ¥ F przez dowolne przyrosty §°q wspdtrzednych uogdlnionych *g

a9) ~on =y | 42 | = Fu| 52 ]//a 7="01/7.
wl | s
Definicja 14. Wspdtczynniki °Q przy 6 °g wyl'aZajqce sie wzorem
(1.9) 0 = ‘"F‘//[awﬁ ]T
Ak

{gdzie T — symbol ciagu transponowanego) nazywamy silami vogdlnionymi.

8. Wieclowskaznikowe rdéwnamnia Lagrange’a drugiego rodzaju we wspélrzednych niezaleinych
dynamicznego ukladu stereomechanicznego wielokrotnego

Roéwnania te wyprowadzimy z réwnania ogélnego dynamiki
("F ‘”EJ“//‘”ﬁ")//cs 'y =0.

Praca 6L sit czynnych ¥ F w ukiadzie kartezjafiskim

8L = “F|[] 8"y

| —
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we wspStrzednych niezaleznych *g przyjmuje postaé

8L ="0//6°¢,
K| I
gdzie wediug (7.9)
Q = wF//[a y] :

Analogiczng posta¢ ma praca 0L sit bezwtadnodci

8.1 8Ly = —*BJ| 6 °q,
(VR

gdzie we wspdtrzednych niezaleznych

2%q dx 0% °

)

32) W Wt w.)—) r a W T [ W awy‘!T W T w—t d 3‘”)7
®2) “B=(EI|["y )//( ]:755{< EJ//y)LL[as;_,-_ }—(EJ//y) £

Ponadto stwierdzamy, Zze predkosé

_ d, . - "y, ., 0y

83 wy W S — i Ry
jest funkcjg liniowa “g’. Wobec tego
@4 9"y _ 9"y

%' 9q’
Dodatkowo z (8.3) mamy

a \Vy d a \VJ_)
@5 - 9% dx 99

Wobec powyzszego po uwzglednieniu zwiazkéw (8.4) 1 (8.5) rédwnosé (8.2) przyjmie
postaé
— oy |* — 9%y d oT 8T
8.6 B = YEJIPYY I == t—(ET I vy = — e,
6) e 52| - emumn T - LT o1
gdzie T jest energia kinetyczng przez analogie dynamicznego ukfadu stereomechanicznego
wielokrotnego

1 —
(87) = WEJ//W 2 __l_\vT
2 2

W—

przy czym *T Jest ciagiem w-wskaznikowym energii ukladu.
Z réwnania ogdlnego dynamiki

(8.8) O0L-+8Ly =0,
lub po wykorzystaniu wyrazefi na prace mamy

(8.9) ('0—:B)/|6°q = 0.
e ——|
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Réwnoéé ta moze zachodzi¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wspdtczynniki przy 6°¢ sa réwne
zeru'l), Zatem zwigzek (8.9) jest réwnowazny réwnosci

F=1,
ktéra zgodnie z (8.6) moze byé zapisana w postaci
d oTr oT

(8.10) Z’;TZI'_??_ Q.

Ostatnia réwno$¢ nosi nazwg rownan Lagrange’a drugiego rodzaju [ub réwnan Lagrange’a
we wspotrzednych niezaleznych (vogdlnionych) dynamicznego uktadu stereomechanicznego
wielokrotnego. Sg one stuszne réwniez — jak wiadomo — w przypadku dziatania na uklad
sit posiadajacych potencjat, czyli przy uwzglednienin energii potencjalnej.

9. Przyklad

Przedstawimy przyktad réwnan ruchu ukladu dynamicznego stereomechanicznego
wielokrotnego otrzymanych za pomoca réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju wyprowa-
dzonych w.tej pracy.

Wezmy jeden pret sprezysty o sztywnosci EJ = a, = const poddany wyboczeniu silg
P = g, = const. W tym przypadku zerowskaznikowe réwnanie ruchu ma postaé

ay"’ +ay=0.

Otrzymujemy je z zerowskaznikowego réwnania Lagrange’a

gdzie T jest energig kinetyczna preta.

WezZzmy nastgpnie ciag n pretéw sprezystych usytuowanych na jednym odcinku i na
przyklad utwierdzonych sztywno jednym koricem. Swobodne konce sa polaczone sprezyScie.
Kazdy pret jest obciazony jedna sifa.

JednowskaZnikowe réwnanie ruchu ma postaé

fay'+3ay =0,
czyli

@i+ a e Faa v+ +2812Y0 =0,

lanlyil—i— +1annyrlv+2anly1+ —I_Zannyn = 0.

Otrzymujemy je z jednowskaznikowego réwnania Lagrange’a

ktére wyprowadzono w pracy [6].

) Wynika to stad, ze wspohzedne niezalezne s-ciagu 5§ maja zupehie dowolne przyrosty 8°g.

6 Mechanika teoretyczna
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W przypadku ogélnym mamy n,, ..., n, pretéw sprezystych usytuowanych na przyktad
sztywno jednymi koncami w plaszczyZznie. Konice swobodne sa polaczone spregzyscie.
Kazdy pret jest obcigzony jednag sila.

WielowskaZznikowe réwnanie ruchu ma postaé

2\\{‘—2w5)ﬂ+2v;‘_2wj‘, — \v6,
przy czym charakter przyjetych iloczynéw wyjasniono w pracach [3,4]. Réwnania te
otrzymujemy z wiclowskaznikowych réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju

d or T _ g
dx 0%y 3"y
wyprowadzonych w niniejszej pracy.

Rozwazania szczegdtowe dotyczace wykorzystania tych réwnan (z podaniem ciggu
wielowskaZnikowego energii) do otrzymania przytoczonych réwnan ruchu przez analogie
zawarte sg w pracy [13]. Przypadek ciagéw dwuwskaZnikowych ugiec ilustrujacy rozwazane
w tej pracy pojgcia rozpatrzono w pracy {7], ktéra tym samym jest przyktadem do powyz-
szych wywoddéw wielowskaznikowych.
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Summary

THE MECHANICAL-STEREOMECHANICAL ANALOGY IN THE CLASS OF MULTI-INDICIAL
LAGRANGE EQUATIONS OF SECOND KIND

In the paper the mechanical-stereomechanical analogy is formulated and proved to hold true within
the class of multi-indicial Lagrange equations of second kind; these equations have been derived and applied
in order to obtain (by the analogy) the equations of motion of a multi-indicial great system of rods subject
to elastic buckling.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 27 wrzesnia 1970 1., po raz drugi dnia 1 marca 1971 r,
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PLYTA O ZMIENNYM MODULE ODKSZTAECENIA POSTACIOWEGO
SKRECANA STEMPLEM KOLOWYM

WIACZESLAW R UDNICK 1T (LWOW), JAROSEAW K1Z YMA (TARNOPOL)

1. Wstep

,Zagadnienie skrecania ptyty kotowej jednorodnej zostato rozpatrzone w pracy [3].
Przedmiotem niniejszej publikacji jest zagadnienie skregcania kotowej plyty izotropowej
kotowym stemplem. Zalozymy zmienno$¢ modutu odksztalcenia postaciowego od wspot-
rzednej z oraz, ze plyta jest utwierdzona na powierzchni bocznej lub podstawie.

W celu rozwiazania zagadnienia zastosujemy metode Fouriera. Dla wielko$ci charak-
teryzujacych stan naprezenia i odksztalcenia otrzymali$my rozwijzania w postaci jawnej.
Wyniki obliczen zostaly przedstawione na wykresach.

2. Wzory podstawowe

Rozpatrzmy stan naprezenia i odksztalcenia plyty kolowej o promieniu R i gruboéci
h (rys. 1,2), zamocowanej na powierzchni bocznej lub czotowej i znajdujacej si¢ pod

iz _ Az
M M
~ | » . \‘_.//
a a
= S
i N T
R o ’ R
Rys. 1 Rys. 2

dziataniem sztywnego kolowego stempla spojonego z plyta. Bedziemy zaktadaé, Ze stempel
doznaje obrotu o kat & pod wplywem momentu M. Powierzchnia plyty na zewnatrz stempla
i obszaru utwierdzenia jest swobodna.

Przy tak postawionym zagadnieniu plyta bedzie znajdowala si¢ w stanie czystego
skrecania, a zagadnienie sprowadzi sie do wyznaczenia réznych od zera skiadowych stanu
napreZenia Ty, T, Spelniajacych réwnania

oT, ar, 27
2_1 -} ar or —
@D _ oz + ar + r 0
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i sktadowej przemieszczenia u, zwigzanej z 7y, 1 74, zaleznoéciami

(2.2) = G m:g(ﬁ@_zg_

Tutaj G — modut odksztalcenia postaciowego, r, 0, z— wspdirzedne walcowe; 0§ z po-
krywa si¢ z osig symetrii plyty. Zaktadamy, ze modut G(z) zalezy od wspéirzedne;j z.
Podstawiajac wielkosci (2.2) do (2.1) otrzymamy nastgpujace rownanie wzgledem
azuo G'(Z)Buo azuo 1 aZIo Uy .
@3) 7 T opa T tr e 20

dz2 r r

Rozwigzanie réwnania (2.3) znajdziemy metoda Fouriera
(2.4) 1y = R(2) Z(z).

Wstawiajac (2.4) do (2.3) otrzymanmy réwnania:

R L dR [, 1\
@3) '@‘TW—P“ﬂ—“

d*’Z G dzZ ..,
26 TG @ A0

gdzie A jest parametrem.

Réwnanie (2.5) nie zalezy od zmiennego modutu G(z). Rozwigzaniami szczegdlnymi
(2.5) sa zmodyfikowane funkcje Bessela oraz funkcje McDonalda I, (Ar) i K, (Ar). Rozwig-
zanie ogdlne ma postad

(2.7) R = AL (Ar)+BK, (Ar).
Rozwigzania réwnania (2.6) bgdziemy poszukiwaé dla trzech przypadkdw:
I G(z) = Go+G, 7,
II ' G(2) = Goe™*,
I G(z) = const,
Podstawiajac wyrazenia G(z) do réownania (2.6) otrzymamy odpowiednio rozwigzania:
(2.8) Z(z) =C’JO(A—G°_1G_#) —[—DYO(A&%),
(2.9) Z(z) = e 5 [Csin (‘/12— _a; z) +Dcos (‘I/ZZ — aTzz)] s
2.10) Z(z) = Csin Az+Dcos Az.
Rozwiazanie ogélne jest suma (2,8)—(2.10) i calek szczegSlnych, ktére maja postaé:
2.11) ud = Agr n(Go+G,z)+ Bor,
(2.12) up = Agre=*-+Byr,

(2.13) ud = Agrz-+Byr.
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Wykorzystujac (2.2), (2.4), (2.7), (2.8)-(2.13) dla naprezet 7y, 7, 1 przemieszczenie
up otrzymamy nastgpujace wzory:
1 - dla G(z) zmieniajacego si¢ W sposéb liniowy

up(r, z) = Aor In(Go+ Gy 2)+ .Bo’-l—z [ArLy (Aer)+ By K (Ar)] X

k=1

[% (ak GﬁG}f) +D,¥, (AG;GL_G_Z”

1

T0s(r, 2) = Gy Aor—(Go+G12) ) M(Ayly (Aer)+BeK, (hr) X
(2.14) k=t

X [C,,I (ak Go 6,2 )+D,,Yl (a,, G°ZGl Z)]

1 L

2,1, 2) = (Go+G12) D WAL (Aer)— By Ky (Ar)] %
k=1

x [C,Jl (1,,G°LGG‘E)+D,,Y1 (akG"%Gﬁ)];
1 1

I —dla G(z) zmniejszajacego si¢ w_sposéb wykladniczy:

az

uy(r, 2) = Aore=+Bor+e” 2 Y (AL, (r)+ B K, (hr) X

k=1
A s
X | Cysin Z,,——T z)+Dycos ].,,—Tz ,
Tye(r, 2) = —Ao0Goe ™ r+e" 2 3 AL () +BK, ()] X
k=1

2 2 2

(2.15) X {C,, [—g— sin('/lf—%—z) +‘I/Z,f——aTcos (]/l,f—~%z)——
o az 2 . 2

_Dk[—icos(]/l,f—fz> +]/A,f~g4—sm(]/l,f——i4—z)]},

az

Tor(r,2) = Goe 2 Y ALAL, (yr)+ B Ky (Ar)] X
k=
. a? N
X | Cysin Z,,~Tz +D,,cos<]/l,%——a—z)];

Uy = Aorz+Bor+ D) [Ay(Ar)+ B Ky (Ar))(Casin Ay z+ Dycos 2,.2),
k=1

III — dla G(z) = const:

(2.16)  74,(r, 2) = GoAor+G, Z AL Ardy (Ar)+ By Ky (4))(Cycos A z— Dysin 4, 2),
k=1

(1, 2) = Go D) IlAD(hr)—BeKy(Aer))(Cisin Az-+ Dy 0os 12).

k=1
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W powyzszych wzorach 4y, Bo, Ak, Ci, By, Dy sa dowolnymi statymi, J,(x), Y;(x),
I,(x), K,(x) sa funkcjami Bessela pierwszego rzgdu odpowiednio pierwszego i drugiego
rodzaju zmiennej rzeczywistej i urojonej.

Stale Ay, By, Ay, By i wartoéci wlasne wyznaczymy odpowiednio z warunkéw brze-
gowych:

a) utwierdzenie powierzchni bocznej (rys. 1)

2.17) przy z=0, Tor = 0, 0 r<R,
(2.18) przy z = h, Uy = &r, 0<r<a,
(2.19) 7o =0, a<r<R,
(2.20) przy z = R, uy=0;, —h<z<h

b) utwierdzenie podstawy dolnej (rys. 2)

(2.21) przy z= —h, u;,=0, O0ZKr<R,
(2.22) przy z = h, upg=cer, 0<r<a,
(2.23) Tp. = 0, 0<<z<h,
Q24) przy z=R, 7,=0, 0<z<h.

3. Przyklady liczbowe
Rozpatrzmy szczegétowo przypadek, kiedy modul skrecania jest wielkoécig stalg.

W celu otrzymania rozwiazania obszar przekroju osiowego plyty (rys. 3a, b) podzielmy
na dwa obszary: 0 <z<h, 0<r<<a (obszar 1) i 0<<z< h, a<<r< R (obszar 2).

zA

=Y

Rys. 3

Rozwigzania dla kazdego z znajdziemy oddzielnie. Przez u$V, 7§V, 41, u§®, 2,
742) oznaczymy wielkosci odnoszace si¢ odpowiednio do obszaru I i obszaru 2. Przy takim
sposobie postgpowania oprdécz warunkdéw brzegowych (2.17) — (2.20), (2.21) — (2.24)

winny by¢ spetnione warunki zgodno$ci
G.1) ufh = uf®, o) = o,
przy r = a.

Rozwigzania w obszarze I spefniajace warunki brzegowe (2.17)-(2.20), (2 21)~(2.24)
i (dazace do Zera) ograniczone przy r = 0 maja postac:
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Przypadek a)

uft) = —;rz{— Ié;NkII(Akr)sinlk(/z—z),
G2) W =G -%;-—Gg; M I (A cos Ay(h—z),
) =G 57 M NI (A r)sind (h+2).
k=1
Przypadek b)
uf) = 7‘? rz+ 2 AT, (s r)sin gz,
(3.3) T4l = G%H—GZ px Al (uer)cos ez,

T(Oi) =G S‘ukAklz(lukr)Sin‘ukZ.

k=1

Kiadac 4, = 0 dla obszaru 2 znajdujemy:
Przypadek a)

(2) — ‘jM II(2,uk—R)KI(2,ukr)—11(2,ukr)K1(2/1{252‘ N
up ]4_{ k T,CimR) cos 2u(h—z),

> I N .
08 =20 pas, HEMBECIOTCDECHD) o0
k=1

I;(2u R)

i = =26 N bty KR Caar) 1 QR Kol

cos2u, (h—z).
1,2 lh=2)

k=1

Przypadek b)

N\ LA Ky QA R) K QA L 2AR)

(2) — D
BT L LOLR)

sin24,z,

L2 Ky QA R) +Ky QAr) LA R)
L,(2MhR)

(3.5 W= 2G2 2.D,

k=1

cos2i,z,

1 =26 3 4,0, BCHNGECARLORR KL o)
“ LCRR)

89
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Tutaj
21w k=
Th 4 TR
Ny, My, A, 1D, sq nowymi stalymi, ktére wyznaczymy z warunkdéw zgodnosci (3.2) uwzgled-
niajac ortogonalno§é funkeji trygonometrycznych. Ostatecznie w celu wyznaczenia sta-
lych otrzymujemy nieskonczony uklad réwnan algebraicznych:

dla przypadku a)

A = (k=1,2,3.).

(4k—Dlak 2k—D+2kbn);  (— Drt2—1 i
(3-6) Z L k1) =
dla przypadku b)
| N, 4K[2KC,— Qn—D)dn)(— T} (=1t
37 ZB" 4fc2— (2n—1)? T @2n—1) @
gdzie
a — L(Aa) C. — _12(2,uka)
L (ka)’ “ L(Q2uwa)’
b — KI (/‘nR)IZ(#na)+Il (,u’nR)KZ(lu'na)
" Il (/LL,, R)Kl (:una)“_ll (,u'na)Kl (/‘n-R) ’
d — 12(2[Ltlla)K2(2/u‘ll R)—KZ(Z,una)I2(2,unR)
" L Ko DT K, Cind) L2 R)
_L o Nkll(lka)ﬂ . B _ Akll(zlka)ﬂ
ke 2ea KT 4ea '
State M, 1 D, wyrazZajq si¢ przez L, i B, nastepujacymi zwigzkami:
M — — 2 it Loy @) \ _%_t_anak(“k —1)
" 7T IZ(/“'na)Kl(.unR)"*'IL(,unR)KZ(/una) (2k—1)2 47‘12 ’
2 AL (22 R) e Cidhe(— 1)+ "B,

D, =

7t 1,(24a) K, (21, R)— K, (22,0) 1,22 R) i 4k —(2n—1)

Dla wyznaczenia zwigzku miedzy katem obrotu podstawy & i momentem M przylto-
zonym do kolowego stempla wykorzystamy zwigzek

(3.8) M =2 f 0*tiP (o) dp.

Podstawiajac 741 do réwnania (3.8) i po scatkowaniu otrzymamy:

przypadek a)
Gea O Iz(lka)
M= [ 82 1,(ha)
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przypadek b)

_dea® | mwoa 5 L(ua)
M= [ﬁﬁ*,, P T ma) |

Z powyzszych rozwazan widzimy, Zze rozwigzanie zagadnienia sprowadza sie do wyzna-
czenia stalych L, i B, z nieskoficzonego ukiadu rownan algebraicznych (3.6), (3.7). Wy-
konano obliczenia numeryczne i stwierdzono, e uktady (3.6) i (3.7) maja macierze wspol-
czynnikéw symetryczne i wspolczynniki ich nie maja osobliwosci.

Z ukiadu (3.7) wyznaczono 18 statych dla parametrow Iai =2, —i—{- = 20.

Na podstawie wzoréw (3.3) i (3.5) obliczono naprgzenia kontaktowe pod stemplem
i przemieszezenia na zewnatrz stempla. Wyniki obliczen pokazano na wykresach.

. . hr
Na rys. 4 przedstawiono wielkoscei ¢, = —4'? Doy = —;—G-ugz’, @ -4G€ ).

P4 [ 3,0, i

8
16 |

14 -
12 +
10

P2

3

| D I I
2 4 6 6 M 12 M % 18 20

=y

Rys. 4

Nalezy zaznaczy¢, ze szeregi w wyrazeniach (3.2)-(3.5) sa naprzemienne przy wszyst-
kich r i ich zbiezno$¢ jest dobra. Wyjatek stanowi szereg w wyrazeniu na 5, przy r = a.
W tych punktach, jak nalezalo oczekiwaé, szereg jest rozbiezny, a napreZenia wzrastaja
nieograniczenie.
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Pesome

KPYUYEHUE KPYTOBOM TININTLI C IIEPEMEHHLIM MOIYJIEM CIBUTA
C IIOMOIIBIO XXECTKOT'O KPYTOBOI'O IITAMIIA

PaccmaTpHBAETCA CMEILAHHAA 3af1a4a O KPYUCHHAH KPYTJIOW M3OTPOITHOM IUINTLI XKECTKAM IITAMIIOM,
KOTHA MOAYJIE CABHra G SIBJIAETCA BEIMUHMHOM NepemenHoli, 3aBucsiueli ot koopaunark! z. JJist pererus
3aauy NPHMEHACTCS METOX pasjiesieHus nnepemeHHbIXx dPypre. ITonyuenn! sBEbIE hOPMYINBLI KA HAODS-
yeHHit M cmetenuii. UucneHnble pacuerbl NpPeiCTABJIEHbI B BUAE I'PADHKOB.

Summary

A PLATE WITH VARIABLE MODULUS OF SHEAR TWISTED BY A CIRCULAR STAMP

The mixed problem of an isotropic plate twisted by a rigid circular stamp is considered in the case when
the variable shear modulus G depends on the z coordinate only. In order to obtain the solution of the prob-
lem, the Fourier method of separated variables is applied. The explicit expressions for stresses and dis-
placements ave obtained. Numerical results are presented in the form of graphs.

UNIWERSYTET LWOWSKI, INSTYTUT MECHANIKI ¢
PANSTWOWY INSTYTUT EKONOMIKI PRZEMYSEU W TARNOPOLU

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 grudnia 1970 r.
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DYNAMIKA SZTYWNEJ PEYTY SPOCZYWAJACEJ NA SPREZYSTO-PLASTYCZNYM
PODLOZU ZE ZMIENNA GRANICA PLASTYCZNOSCI

CZESC II. SPREZYSTE ODCIAZENIE

. JeRzy BAUER (WROCEAW), EDWARD WELODARCZYK (WARSZAWA)

1. Wstep

W niniejszej drugiej cz¢éei pracy rozwiazemy badany w [1] problem dla oérodka (gruntu)
ze sprezystym odcigzeniem (przyjmujemy model Prandtla —rys. 1). Matematyczny opis

A
Go(X) ————————————
a
[ /|
s (x) |- —— 1
I
I
// }
Eo E2=Eq/ [E; |Ez=oe
/o
1/ ! -
E
Rys. 1

problemu przedstawiaja réownania (2.1)-(2.7) z Cz. I [l], z tym, Ze zwiazek fizyczny
w strefie odciazenia (2.4) w [1] przyjmuje obecnie postaé

(1.1) o(e, x) = Eye+[of+f(x)] (% - %2) “"o(x)% ’

gdzie ¢4(x) oznacza naprezenie na froncie fali odcigZenia, natomiast E, jest modulem
odcigzenia. Pozostate oznaczenia, jak w [1].

Otrzymane w niniejszej pracy wyniki po poréwnaniu ich z rezultatami czgéci I pozwola
ustali¢ wniosek, przy jakich wartosciach modutu odciazenia E, mozna stosowaé w praktyce
inzynierskiej bardziej efektywny w obliczeniach model gruntu ze sztywnym odciaZeniem.
Obecnie przejdziemy do konstrukcji rozwiazania problemu.
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2. Konstrukeja rozwiazania problemu

Dla sformulowanego w [1] problemu, uzupetnionego sprezystym odcigzeniem (1.1)
falowy obraz rozwigzania przyjmuje postaé pokazana na rys. 2. Analityczne rozwiazanie

problemu ksztaltuje si¢ nastgpujaco:

Strefa obcigzenia. Strefa obcigZenia obejmuje obézary 1, 2 i 3. Rozwiazanie problemu
W tych obszarach skonstruowano w [1]. Dlatego ograniczymy si¢ tutaj do przytoczenia

tA

o)
Po m

=¥

Rys. 2

gotowych wzoréw na naprezenie i predko$¢ w obszarze 3 oraz réwnania okre$lajace front
plastycznej fali obcigzenia, z ktérych bedziemy w dalszym ciggu korzystaé przy konstrukeji

rozwigzania w strefie odciazenia. Zgodnie z [1] mamy

E E
2.1) o3(x, ) = —a+ —aiLf(xl) + TINf(xz),
1 1
A o
v3(x, 1) = “E”O‘Ux—‘Lf(xl)‘i—Nf(xz),
gdzie
X, —X X3—X 1} a a, 1} ag
- t ——— == —_— - —— — —_— _ =
1 k(+ a; ), x2‘ k(t a )’ L 2(E0+E1),N 2(E0
oraz

22  —ot f—l‘Lf(xl)+ %Nf(xz) -

alk’(t—i— f—l«)

a

alk, (t_‘ -—Z—:_)

B X

1

=m|—L

S (x)+N
. a1~k’(t—|— —Zc—‘—)
1

a, )
E,

['Gea) | —p®)s
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gdzie obccenie

X, = k(f’{-—-z—l)’ X, = k ([—.:23)
1 1/

Strefa sprezystego odcigzenia. Ruchem o$rodka zgodnie z (2.1) i (2.2) z [1] oraz (1.1)
rzadzi tutaj nastgpujace réwnanie:

| = Ea*Ez_i LN SF b
(2.3) Uy pp— A3y gz =] (X)(Eo El)—g‘o‘ o o(X) 0ok,
o ogdlnym rozwigzaniu ‘
| B B T B W o R B DU
(2.4) u(x,f)_@(t _a2)+9<t+ Z) 0“(753 El)f(‘f)
E,—E, |
—“’EITZ“[O'O(‘S)—“OM]J &,

gdzie

dm = 60(0)5 aZ = ]/EZ/QO)

& i ¥ — dowolne, rézniczkowalne funkcje.
Zajmiemy sie obecnie kounstrukcja rozwigzania w obszarze 4. Wykorzystujac (2.4),
pole napregzen i predkosci zapiszemy nastgpujacymi wzorami:

Ou(x,t) = — Ex Qﬁ;([._ =~ + EZ Wil X _._gl’l,Eﬁj_E_‘+gg EZ_ _ﬂ)’
2.5) a, v a ) E, Ey E,

Da(x, 1) = qﬁ;(:- .dx_) +t[f;(;+ axz) .

2
Z warunkéw ciaglosci naprezen i predkosci na froncie fali odciazenia x = s(¢) otrzy-

mujemy
ol sl E—E 1 (1 1 1 ao)
(p‘*[t 72"]_""' 2E E, » 7‘“‘"2(73;" 5T E TERe) T
1 a, 1 a,
X +7L(Z+1)f(x1)+'2‘N(a—2— )f(xz)a
(2.6)

E,—E 1 111 a
![J’[;_[_i(t_)]:—_o-m;_l_ — 0% (~____+__,___ 0 )+
+ R 2EE, T 2%\ E, T E, " E,  Eu

a; 1 a,
gdzie
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Zatézmy chwilowo, ze funkcie s(¢) i k(7) sa znane. Wowczas napreZenie a,(x, t) i pred-
kos§é v,(x, t) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

o4(x, ) = —ol+ L( +1) 20+ = N( )—fif(xzn)%-

+7L(Z_1_) 2 fx, 0+ N( +1)_f(x2c)

2

2.7
1 1
valx, 1) = o0 7> 3L(%+1)f(x1E)—3N(~Z—1— )f<x2,,>+
1
+7L( )f(x1F)+ N( “['l)f()vzc)
gdzie
N
x1B—S(t_‘Z+Z) 5 x;A——S(t"[-Z -az ),
. ____x;*l}_ x.IB fﬁ " . XiB Xap
2.8) xus—k(t ey 2 +-a1)’ )vzp—k(t—[-——[- g a_l),

Interpretacja geometryczna tych wielkosci podana jest na rys. 3. Argumenty w na-
wiasach wyrazen (2.8) mozna uwazaé jako wspSirzedne na osi z, kolejno punktdw 4, B,

)

tm

13

<Y

m Xia  Xoc X2p X Po m
Rys. 3 Rys. 4

C, D, E, F. Przyspieszenie na brzegu 24(0, ¢) otrzymujemy rézniczkujac wyrazenie (2.7),
po podstawieniu x == 0 we wzorach (2.8),,,.
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Uwzglednienie tak otrzymanego przyspieszenia i naprezenia w warunku brzegowym
(2.6) w [1] prowadzi do réwnania na front fali sprezystego odciazenia

1

2.9) —G?_ﬁ“EL(Zl ) —= f(x;e)+- N(‘*“ 1) fj flxap)+

—{-%L(Z; ) f(x1 P+ N( -’rl)*"“f(xzc) = m[——;‘(—‘ ‘l‘l)f (xlE)xlE

—%N(z—;‘" )f’(xw)jczn’i‘%[f(z_i_ )f (xyp) X1 5+ N( +1)f’(x2c)kzc]_17(’),

gdzie obecnie -

* *
(293.) xTu = S (t+f‘u) . ,\‘3‘/1 = S([—_ .{2’_{?_) .

a

Wielkosci x,, X;1p, Xap 1 X,c obliczamy wedlug (2.8) uwzgledniajac (2.9a). Pozostale
wielko$ci dane sa wzo;ami:

. , 1 1 o , 1 13y,
Xy = xlE[lJl_ (—“ Z—i_ ’;I_)xu;], Xap = xzn[l‘i—(—a'l——l"z)xfs],

1 1 . p 1.
Xyp = xlp[1+ (‘"a—— a)x“}’ Xac = xzc[ "l‘(————a;)xffi]-
1 2 . a, ;

Wprowadzajgc pochodne w poszczegdlnych punktach frontu odciazenia (A, B) i obcia-
zenia (C, D, E, F) mamy

(2.10)

7 7
P L N ¥ P Y
22 ? bl
a,—Sp ax+sy
aky a,s;
’ e 1 19D
2.11) xJE:—“k—,, Xaop = — 7
a,—Kg a,+sp
! ’
r alkF r_ a;Sc
xlF - k/ > X2c = 7
a,—Kp a;+sc

Wyrazenia (2.9) — (2.11) lacznie stanowig réwnanie okreSlajace front fali sprezystego
odciazenia z warunkiem poczatkowym x = s(z,,) = 0.

Réwnanie to jest wazne w przedziale 1, < t < th— Z2.. Po rozwigzaniu réwnan okre-
az

Slajacych front plastycznej fali obcigzenia i front fali sprezystego odcigzenia mozemy przy-
stapi¢ do konstruowania pdl naprezen i predkosci w pozostalych obszarach plaszczyzny
fazowej (rys. 2). Wykorzystanie jednorodnych warunkéw poczatkowych w obszarach
7,10, ..., 3n+1, oraz warunkéw ciggloéci na granicach poszczegdlnych obszaréw (n = 2),
pozwala napisa¢ rozwigzanie ogdélne w postaci:

obszary 7,10, ..., 3 nt1

— ) ’ . . / .
(212) ' O3pypy == —f(p3n+1, Vangr = @3114-17
o]

7 Mechanika teorctyczna
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obszar 5

05 = '—"é—(pS"}_ 9]4 dm”_ _
vs = Ds+V4;
obszary 8,11, ..., 3 n—1

E,—E E E
(213) 03—t :*_—(153" 1"{_‘_]3(1 n— m—% 1 o( S 2)’

Vin~y = @3::_1“}‘1}/3("—1),
obszary 6,9,..., 3n
’ (2]4) O3p = ” ¢3n— + g/:m m'—l(__ “{'Gs

- ®§n— 1 +-p3n-

Nieznane funkcje wyznaczymy kolejno; @3,_, z warunku brzegowego, a V3,1 @3,,,
z warunk 6w ciaglosci naprezen i predkodei na linii x = xg. Dla wyznaczenia funkeji @3,,..,,
z warunku brzegowego otrzymujemy rdwnanie rézniczkowe pierwszego rzg¢du. Warunek
poczatkowy dla tego réwnania dostajemy z zalozenia ciagtosci predkosei pod oblektem

co pociaga za soba i ciaglo$¢ naprezenia (fale stabej. nieciaglosei).

Rozwigzanie w obszarach » 2 5 mozZna rdwnieZ otrzymad wykorzystujac zwiazki na

charakterystykach (metoda charakterystyk).

Przykladowo podajemy wyznaczenie pola napreZenia i predkosci w obszarze 5. Uwzgled-
nienie (2.12), i (2.6), w warunku brzegowym pozwala, po spelnieniu warunku cigglosci

predkosci w punkcie (0 tx— %«) wyznaczy¢ nieznang funkcje (135(t— a—) Tak wiec pola
2 2

naprezenn i predkoéci majg postaé

o, )= = 26+ 22 @) ) 1———2-N( ------ +1)f(xzc)‘—
£ Ve
a
(2.15)
Vs(x, 1) = _gvio's(x; [)’]‘L(gl‘ —])]‘(XJF)‘I‘N(_ZL"}‘ l)f(xzc);
gdzie
6 = 1= ) | {L(g )fm(f)

—I({—rk-k

.\'k—xJ

3

+N(—Z;~+1>f 2c(§)]+p(§)} o 3,
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V1 — ?%% *% (———| J)f(xx)——N(———l)f(XxH‘
(2.16)
+%(~tf;— )f(xlF)-Fg‘(z_i‘H)f(x‘lC)’
T ma,

Pozostale wielkoséci obliczamy wedlug wzordw

() = (5- —"i@)
A O TG
@.17) A,F(§)~k( -0 ‘5;‘““75’)'

OEGE ﬁ@)

a, a

X2c(8) = K (5+

¥(r I Xp¢ otrzymujemy z powyzszych wzoréw wstawiajac

3. Analiza osobliwoci réwnania frontu fali sprezystego odciazenia

Zajmiemy si¢ zbadaniem charakteru krzywej x = s(¢) w otoczeniu punktu 0, ¢, (po-
czatek fali odcigzenia). Informacje te sa konieczne przy ustawianiu algorytmu numerycz-
nych obliczen w strefie odcigZenia.

Jezeli w obszarze odcigzenia, dla x = 0, z czasem ¢ bedziemy dazy¢ do ¢, to punkty
A, B pokryja sie z punktem 0, punkty E, F z punktem H, a punkty C, D z punktem G
(rys. 3). W konsekwencji przyjecia, Ze ¢ = 1,, z (2.8) otrzymamy

X’;‘ = x;‘: = 0: xl(fm) = X1E = X1F> xz(tm) = Xap = Xa¢-

Wzory (2.10) dla czasu ¢ = 1,, daja wyraZenia

. a4 - a, 89
Xip = — 77 Xod = ——— 7
a,—so a,-+so
3.1 ‘
1 7
X! = a ky ,_ aikg
| =

e Xy = etk
Czas ¢, okre§lamy z faktu, ze naprezenie pod plyta osigga dla ¢ == ¢, ekstremum, zatem
(3.2) 03, (0, 1,) =0.
Réwnos¢ ta po wykorzystaniu (2.1); ma postaé
(3.3) L' (x)x,+Nf"(x,)%, = 0.

7%
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~

Po zrézniczkowaniu po ¢ obu stron rownania (2.2) i podstawieniu ¢ = f,,, lewa strona
rownania, a wiec i prawa, ma warto$¢ zero jako pochodna naprezenia w jego ekstremum,
W wyniku tego otrzymujemy

34 m[—Lf" (e )(0) 2 — LS () £, N (x5) (2)* + Nf ' (x2) %] —p" (8) = 0.
Poza tym réwnanie (2.2) mozna zapisaé¢ w nastepujacej skroconej formie:

(3.5 "Ug‘i‘%Lf(xl)‘|‘ “f‘j‘l"Nf(xz)“|‘mLf/(x1)551—‘”7Nfl(x2)5fz+P(f:::) = 0.

W powyzszych zapisach przyjeto: x;(f.) = Xy, X2(fw) = Xa,
x1 = k(llll+x-l)) Xy = k([m_"x_z“),
a, a,

X
a, k' (lm_" _*2_)
. a;
X, =

al_kl([m_*_%) a, +k’(tm_%)

1

W ten sposéb otrzymali$my trzy tozsamosci (3.3)-(3.5), ktére wykorzystamy przy
badaniu frontu fali sprezystego odciazenia.

Rownanie frontu sprezystego odciaZenia (2.9), po uwzglegdnieniu (2.10), mozna wy-
razi¢ w sposéb nastgpujacy:

(3-6) M1 -SCTB—!_MZ).C;A = R,
gdzie
m aZ_aZ ’ 7 ! ’
My = (2122 a2 1)_ [Lf"(x,£)x1e+Nf"(x20) X2p],
142

m(a3—a?)

M =y
2 2a, a?

[Lf" (1 p)xte+Nf" (xa20) x2cl,
.0 l a E, i a E,
R = Us‘f‘zL(az‘f‘l)Zf(xlE)'l‘ ZN(—a; )—a?f(xzb)'l‘

Loy £ Tyl E, 1 {a , i
+ 2L(02 ) a, f(xlF)+ E‘N(Z+l)72f(xzc)+m7L(—(1—2—+l)f (xlE)x1E+

1 , . 1 ) .
+nz~2—N(%:~— )f (xzb)xzn“mflf(%— )f (X1 p)X1r—

l

—n1'2‘N(a—l+])f"(ch)«'\‘zc+P ().
a,

Dla czasu ¢ = t,, wspdlczynniki réwnania (3.6) M,, M,, R sa réwne zeru ze wzglgdu na
{3.3)-(3.5). Nie mozna wigc ze wzoru (3.6), po uwzglednieniu w nim wyrazef na x%ip i X3,
z (3.1), obliczy¢ poczatkowe]j predkosci frontu fali odciazenia s5. Dowodzi to, ze réwnanie
(3.6) posiada punkt osobliwy. W celu znalezienia poczatkowej predkosci frontu fali od-
cigzenia przeprowadzimy analize punktu osobliwego, vogdlniajac metode FROMMERA [3].
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W bezposrednim otoczeniu punktu x =0, /= 1,, po przyjeciu oznaczen x§ = xfy,
x¥ = x%,, wielkosciom x* 1 x% nadajemy znaczenie zmiennych niezaleinych. Przy tym
zalozeniu wspotczynniki réwnania (3.6) M;, M,, R sa funkcjami trzech zmiennych nie-
zaleznych ¢, x%, x%. Obliczmy rézniczki zupelne wspoélczynnikédw réownania (3.6) zacho-
wujac postaé tej rownosci

(37) (Ml N (II+M1 ,.\-de’f “}_MZ,.\';kdx;‘)i‘T “i’ (MZ,I dt'|‘.M2,.\'de:f %‘MZ,.\;‘([)C;‘))}; =
== R, dt-++R, Fdx§+R, Fdxy.

Wystepujace w tym wyrazeniu pochodne czastkowe, po podstawieniu w nich x§ = x% = 0
i 1 =1, oraz po uwzglednieniu (3.3)-(3.5), maja wartosci

My =gl - gl
(38) ! az a a, a,
Mlal Tl: Mla["‘ T,l;
—R:xl Tl: R\zk: Tl)
gdzie
771(0%‘0%) 110N (e N2 ’ o T4 N2 ’ o
T, = T (LS (x ) (X1)2 L ()X N (32) (62)2 +-NS (x2) %2,
1492
(3.9) 2 s
nz(aZ—al) 11 2 \2 ’ . 17 N2 y) .
T, == 2ﬁ2v[*Lf (r) ()2 = Lf (e ) X, N (302) (52) 2 +NF ' (x) %] -
142

Rowno$c (3.7) nie jest prawdziwa dla dowolnych przyrostéw dt, dx% i dx¥%. Mamy
prawo zadaé spetnienia tej réwnosci tylko wtedy, jezeli do punktu O bedziemy zdgza¢ po
krzywej s(t), a to prowadzi do zalezno$ci

az OS

’
dx’¥ s @25 ax%
=¥ = 2 -
a,+so

3.1 = -
(3.10) dt a,—sgy dr

Uwzgledniajac (3.10) w (3.7) otrzymamy rdéwnanie algebraiczne stopnia czwartego na
poczatkowa predkosé frontu fali odciaZenia s

(s0)* (50)* T, a
3.11 — S gt T =0,
( ) ag + a, + T2 02 So

Réwnanie to posiada dwa rzeczywiste pierwiastki. Rozwiazanie so = O nalezy odrzuciC,
poniewaz jest sprzeczne z warunkami cigglodcl w otoczeniv punkin 9, f,,.
Predko$é poczatkowa okresla drugi pierwiastek

e [Ti@ VA /T Tié 1P
312) sp=a N it et WO T R / St TN Pt St LI B
(12 s 2]/ T2a2+(T22a§+27 'azl T2a2+ T2a§+27

Na podstawie (3.9) i (3.3) mamy

(3.13) %l_ = 2mN S (3) (ea)? " (x2) %2

- —1.
2 P(.tm)
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Rozpatrzmy kilka praktycznie waznych plzypadkow postaci wzoru (3.12) w zalez-
noéci od stosunku T, /T,.

1. Wzrost granicy plastyczno$ci o§rodka jest liniowg funqu g}Qbokosm Jx) =
Wowczas mamy

(3.14) Ty mANY,

TZ P (f m)

2. Osrodek jednorodny f(x) = 0. W tym wypadku front fali plastycznej degeneruje
si¢ do charakterystyki plastycznej x = a,(t—t,).
W konsekwencji ¥, = X, = 0, a zatem

T,

(3.15) Tz‘-: '—‘1.

3. Sztywne odcigzZenie. Dla sztywnego odciaZenia @, — o0 i po przejéciu granicznym
w (3.12) — mamy

, T
(3.16) 5o = —2a1T—:,

co sie pokrywa ze wzorem (4.15) w [1] otrzymanym dla sztywnego odcigZzenia w czesci 1.

Tym samym pokazali$§my, Ze istnieje krzywa catkowa réwnania (2.9) przechodzaca
przez punkt x = 0, t = t,, i znaleZliSmy styczna (predkos$¢) z jaka startuje z punktu osob-
liwego front fali sprezystego odciazenia. Posta¢ frontu fali odcigzenia okre§limy z réwna-
nia (2.9), rozwiazujac go metoda Runge-Kutta [4].

4, Przykiad liczbowy

W niniejszym punkcie, w oparciu o wyprowadzone wyzej wzory, zbadamy iloéciowy
wplyw parametréw o§rodka i przylozonego obciazenia na ruch plyty i reakcje przekazy-
wang przez nig na ofrodek.

Celem przeprowadzonych obliczed numerycznych jest okre$lenie wartoéci wspoélezyn-
nika odciaZenia u, = a,/a,, dla ktérego mozna stosowaé w praktyce inZynierskiej bar-
dziej wygodny i efektywny w obliczeniach model podloza ze sztywnym odciazeniem.

_ Najwiekszy wplyw sprezystego odciazenia wystgpuje dla E, = E, (patrz rys. 1). Z tego
powodu w obliczeniach przyjeto a, = a, co oznacza, ze u; = u = dp/a,. Poza tym za-
fozono

(4.1) S(x) = 4x,
t n
4.2) p(t) = po (1 — ;) .

Wielkosci bezwymiarowe, potrzebne do przeprowadzenia obliczefi numerycznych przyj-
mujemy takie same, jak w czeci 1 [1]. .

Jak juz wspomniano w poprzednich punktach front plastycznej fali obcigzenia okres-
lono za pomoca zmodyfikowanej metody krokéw, natomiast do rozwigzania réwnania
na front fali sprezystego odciaZenia zastosowano metode Runge-Kutta., Znajomo§¢ do-
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kladnej wartosci poczatkowej predkosci frontu fali odcigzenia (patrz wzdr (3.12)], oraz -
fakt, ze osobliwos¢ réwnania (2.9) w punkcie 0, ¢,, jest typu siodla, zwigkszyly w znacznym
stopniu dokfadno§¢ obliczen — praktycznie w badanych przedziatach uzyskano $cisle
wyniki na parametry ruchu plyty i reakcje przekazywana przez nig na podioze.

Przykiadowe wyniki obliczeri parametréw ruchu plyty, tj. bezwymiarowe wspdtczyn-
niki: przemieszczenia U, predkosci V, przyspieszenia W oraz reakcji pod plyta Q poka-
zane sg na rys. 5-8.

Z wykresow zamieszczonych na rys. 5 1 6 mozna zauwazy¢, ze zwigkszenie gradientu
wzrostu granicy plastycznosci ofrodka (wzrost k) powoduje zmnigjszenie wplywu spre-
zystego odcigzenia (linia przerywana) w stosunku do sztywnego odcigzenia (linia ciagla).
Wynika to z faktu malenia petli strat na odksztatcenia plastyczne ze wzrostem k; .

Na rys. 6, 7 i 8 pokazujemy zwigkszanie si¢ wplywu sprezystego odciazenia na para-
metry ruchu plyty w miare malenia wspotczynnika u, = u. Najwicksza mozliwa réznicg
pomiedzy sztywnym a sprezystym odcigzeniem, dla ustalonych pozostatych parametréw,
pokazuja wykresy na rys. 8. Linia przerywana reprezentuje tutaj stan sprezysty oérodka,
a linia ciagta model liniowy ze sztywnym odcigzeniem po przekroczenin granicy plas-
tycznosci.

Reasumujac mozZna stwierdzi¢, Zze wplyw spreZzystego odciazenia na pole naprezen
generowane w podtozu, na ktérym spoczywa plyta, jest minimalny.

Wieksze znaczenie ma sprezyste odciaZenie przy obliczaniu parametrédw ruchu plyty
(przemieszczenia, predkoscei 1 przyspieszenia).

Otrzymane wyniki pozwalajg wyciggna¢ wniosek, Zze dla wspdtczynnikdw sprezystego
odciazenia u, = 3 wplyw sprezystego odcigZenia jest zaniedbywalny i w praktycznych
obliczeniach mozna stosowad bardziej efektywny model gruntu ze sztywnym odcigzeniem.

Literatura cytowana w tekScie

1. J. Baurr, E. WroDARCZYK, Dynamika sztywnej plyty spoczywajgcej na sprezysto-plastyezinym potlio-
Zn ze zmienng granicq plastyczno$ci. Czesé I. Sztywne odcigienie., Mech. Teor. i Stos., [, 9 (1971).

2. E. Wrobarczyk, Wplyw liniowo-sprezystego odciqzenia ra parametry ruchu sztywnej plyty spoczy-
wajycej na sprezysto-plastycznym gruncie, Biul. WAT, 7 (203), (1969).

3. W.W. StiePANOW, Réwnania réiniczkowe, PWN, Warszawa 1956.

4. L. CorLaTz, Metody numeryczne rozwiqzywania réwnan rézniczkowych, PWN, Warszawa 1960.

Peaome

JUHAMMKA JKECTKOM IIIMTEI, PACITOJOMKEHHOM HA VIPYTO-IIJIACTHUYECKOM
OCHOBAHMUM C IIEPEMEHHBIM ITPEOEJIOM TEKYUYECTH
YACTD II. YIIPYTAS PA3IPY3KA

Bo Bropoit uact paboTbl HCCNEAOBANO BIHMSIHIE YIPYrod pasrpyaky Ha HECTAUMOHAPHOE ABMYKEHME
MKECTKOM IUIMTBI, PACIIOJIOMKEHHOMN HA YIIPYro-IUTACTHYECKOM OCHOBAHUM C IIEPEMEHHBIM (BO3DACTAaIOIIUM
BTJIyOb OCHOBRHMSI) NPEAEIOM TeKyuecTH. CPpOHT BOJIHBI PA3TPY3KM OMMCAH HEIMHEHHbIM Auddeper-
I{HAJILHBIM YPABHEHHEM CO CMELICHHbIM APTYMEHTOM, KOTOPOE 3aTEM PELlleHO IIPH JIOMOM MeToja Pynre-
Kyrra. BriBegena samxuyrast opMynia AJIA HAYAJIBHOK CKOPOCTH PACHIPOCTPAHEHHST BOJIEILI PasTPY3KH,

K3 KOTOPOH B IIPEAETIEHOM JICPEXOAE TONYUAETCH CKOPOCTE BOJIHEI AJIST YKECTKOH PasTpy3KH, NPUBCAEH-
Hag B u. I [1].
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TlapameTpbl HBWKEHHS TUIMTBI M CPefibl, HAXOXALUEHCA TON IUIMTOH, ONpEAEseHLI MpPH MOMOLLH
(POHTOB BOJIH TJIACTUYECKOHR HATPYSKH M ynpyroi pasrpysxu. Ha ocHoBe nmonydeHHBIX thopmyt mpous-
BeJIEH HOCTATOUHO IUVMPOKME YMCNEHHBIN aHaiaMa 3ajaun. B pesysibrarTe 3TOTO AHANM33 YCTAHOBJIEHO,
YTO JUIsl BEJMYHH 1K03(DOHIUEYTOB YIPYroil Pasrpyaxy j; = asf/a; > 3 BaMamuem ynpyroil paarpyain
MOYKHO TIpeHe0peys, 2 B UIDIEHEPHOM IpaKTHIKE MOMHO NpHMEHATH Gosiee adheKTHBHYIO B pacyerax
MOJIENh TPYUTA C M(ECTKOH pasrpysKoii.

Summary

DYNAMICS OF A RIGID PLATE RESTING ON ELASTIC-PLASTIC FOUNDATION WITH
VARIABLE PLASTICITY LIMIT
PART II. ELASTIC UNLOADING

In the second part of the paper the influence of clastic unloading on non-stationary motion of a rigid
plate resting on elastic-plastic foundation with variable (increasing with the depth) limit of plasticity has
been investigated. The front of the unloading wave is presented in the form of a non-linear equation with
a shifted argument. The equation is solved by the Runge-Kutt method. The initial velocity of propagation
of the unloading wave is found in a closed form. From this formula the limiting case of the 1igid unloa-
ding wave velocity given in part I can be obtained.

The parameters of motion of the plate and the medium lying under the plate are evaluated by means
of wave fronts of plastic loading and elastic unloading. On the basis of the formulae obtained the detailed
numerical analysis of the problem is carried out.

As a result of the analysis it has been found that for the coefficients of clastic unloading 1y = asfa, > 3
the influence of elastic unloading can be neglected, and therefore in the case of practical engineering cal-
culations a more effective model of soil with rigid unloading can be applicd.

WOJSKOWA AKADEMIA TECHNICZNA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 stycznia 1971 r.
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KONCENTRACJA NAPREZEN W TARCZY NIEOGRANICZONEJ Z OTWOREM KOROWYM
PRZY OBCIAZENIU WEWNETRZNYM

KazmiERZ RYKALUK (WROCLAW)

1. Wstep

Rozpatrzmy sprgzystg izotropows tarcze nieograniczong z otworem kotowym o promie-
niu R obcigzong podiuzng para sit, symetryczna wzgledem srodka otworu (rys. 1).

Wewnatrz obszaru tarczy wokot brzegu otworu wystapi koncentracja naprezen (por. [2]).
Zadaniem naszym jest okre$lenie wielkoSci tej koncentracji, scharakteryzowanej przez
tzw. wspdlczynniki koncentracji naprezen. Przez wspdlczynnik koncentracji napregZen

T T T T n
I

Rys. 1

rozumiemy iloraz ktdrejkolwiek sktadowej tensora napreZenia w dowolnym punkcie
strefy koncentracji przez t¢ sama skltadowa w tym samym punkcie tarczy bez otworu,
obciazonej tak samo jak tarcza z otworem (por. [2]).

Do wyznaczenia standw naprezen w tarczy bez otworu i z otworem postuzymy si¢
funkcja zmiennej zespolonej, wykorzystujac metode MUSCHELISZWILIEGO (por. [1])

Przy znanych dwéch funkcjach holomorficznych ¢, (z) 1 9,(z), zwanych funkcjami
Goursata, sktadowe tensora naprezenia o, , 0, 7, 0raz wektora przemieszczenia u, , #,, obli-
czymy ze wzordéw Kotosowa-Muscheliszwiliego

W { o,+0, = 4Repi(2),
' 0p—0,+2i7,, = 2[2¢7 (2)+p1(2)] exp2ip),
(1.2) 2G(u+ity) = [xp1(2)— 20 (2) —p, (2] exp(—ipp),

gdzie G oznacza modut sprezystoéci poprzecznej, x = (3—v)/(14+») w plaskim stanie
naprezenia, lub » = 3—4» w plaskim stanie odksztalcenia, ¥ — wspdlczynnik Poissona.
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2. Tarcza bez otworu

Przy obranym ukiadzie wspdlrzednych, jak na rys. 2, funkcje Goursata bedg mialy
nastepujace postacie (por. [1]):

@0 p@) = Aln 2104 000,
Z—Xg
) - . Z+\0 4 Yo
(2.2) w(2) = %In- P x +- Z—\o = z+x +39(2),
. P
glee A= 27!(1'_1_;{)
Jezeli zalozymy, ze naprezenia w nieskonczonosci sa rowne zeru, wowczas
(2.3) ?3(2) = vi(z) = 0.
rF = Ty T
] ( ¢ o=re @ |
L LN Y
| % 0] X x |
| | }
Rys. 2

Po wykonaniu potrzebnych we wzorach (1.1) operacji na funkcjach (2.1) i (2.2),
z uzglednieniem (2.3), otrzymamy:

(2.4) fl)l — 24xg Q,Ei:i,tCOSle)xoingﬂ:ZCOSZ(p)I
' all) A réFxg—2xgr*cos2p
;l:-{‘ —]—4xQI A()I (1—1—2511122(/)) (2r6—x§+x3r*+ 2xo/2)cos2(p}
(r*+ xt— 2,\'(2,/20052(])2 >
—24xo5sin2p ' 20 x8—2xd 23204 2x% r?cos2g
25 ’('1) . 0 2 = 70 0 0 0 il I
2:5) T A xE - 2x2 2 coqu»(HxOl 4 xE—2x2r? cosZ(p

3. Tarcza z otworem

Zalézmy nastgpujace postacie funkcji Goursata:

6D @ =4 T2 4080 = 0 @+30),
z+x
(D pa@) = Al win TRy SR g T 2) = () H9800),

gdzie funkcje p3(2) i 3(z) sa holomorficzne w obszarze |z| > R. Wyznaczymy je z pierwsze-
go warunku brzegowego

(3.3) P2+ 19D +1p2 (1) = 0,
przy czym ¢ oznacza punkt biezacy na okregu.
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Odwzorujmy obszar tarczy na zewnetrze kola jednostkowego |f| > |, lezacego na
plaszczyznie zmiennej zespolonej { = &-in za pomocg funkcji

3.4 z=u(l) =
Okrag jednostkowy oznaczmy przez y, a punkt tego okrggu odpowiadajacy punktowi
t — przez p.

Na plaszczyznie { bedziemy operowali funkcjami

P(0) = p2lw()],

@3 b@=%w@1
Uwzgledniajac (3.4) i (3.5) we wzorach (3.1) i (3.2), otrzymamy
(3.6) PO = A ),
| i, & &
(3.7 () = ( xln - + FE +- PTE +Fpo(0),
gdzie
EO = xO/-R: R

Po(0) = @Sl (D),

38 {%@swwm

przy czym ¢q(8) 1 90(8) sa funkcjami holomorficznymi w obszarze |£| > 1.
Warunek brzegowy (3.3) przyjmie postac

(3.9) »(0)+ g¢wwﬂﬁ=m
Lz ktdrego, na podstawie (3.4), (3.6) i (3.7), otrzymujemy
(3.10) Po(@) 026 @)+ 10(0) = /o(0),
gdzie
L ¢
o0— 52_ 0 t_?___ o-+& 0—&
(3.11) Jolo) = A|In= -I-é_:o xln £ I 0 1TE,0 +o —&0
- 4]
e

Ze wzgledu na brak obciazenia zewnetrznego na krawedzi otworu, funkcje ¢ () 1 90(8)
wyznaczamy ze wzoréw (por. [1]):

3.12) Po() = ~§% ];)(QZ‘
1 ]
JREEE) %@——%;ﬁgg,%g
gdzie
L
— %0
3.19 M;‘A In 4 xln 0—& 1 14§50 _1_1-509_

_;__!_50 9"‘50 0 o+&o 0 0—&
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g;gz iln %}52— wybieramy takie galezie, aby na
okregu p byly wielkoSciami sprzgzonymi. Dla pierwszej wybieramy galaz holomorficzng
w obszarze |£| << 1 i réwna ni w punkcie { = 0, za$ dla drugiej — gataz holomorficzng
w obszarze |{] > 11 réwna @i w punkcie { = c0.

Zatem, w my$l twierdzenia Cauchy’ego (por. [3]), mamy

Dla wieloznacznych funkciji In

1 —&q do
) — |1 =4,
(3.15) 2m'yf " oTE ot Y
1
——&
1 0 do  1—=§&0
(3.16) i {m 1 o—C o A
y —+&
e
Wyra}enia 0 l@ j—-gio@ o 19_—5500 sq warto$ciami brzegowymi funkcji £ fi;; OC it lé:é)oé

holomorficznych w obszarze |[{| > | z wyjatkiem punktu { = o, w ktérym posiadaja

1
bieguny rzedu pierwszego z czgsciami gldwnymi odpowiednio ( ¢ +1— ——) (1 — -;—_Lz) .
£o £ & &

Zatem, w my$l twierdzenia Cauchy’ego, mamy

1 o+& do {+&o ¢

3.17 - = 1— o
(3.17) 2ni J ®TTé0 oL —¢ 1+£OC+ % + &o
1 Q“fo dQ . L= 50 1 ¢
3.18 s | 0BT 2 o =z — 5
(3.18) 2myfgl—£0@ o—¢ 1~§oC+ & &
Wyrazenia ;fg; i QITIC——i?oQ sq warto§ciami brzegowymi funkcji élc:iof 21;5;(?

holomorficznych w obszarze |{| < 1 z wyjatkiem punktu { =0, w ktérym posiadajg

. . e, . C LY. [ 1
bieguny rzgdu pierwszego z cz¢sciami gldwnymi odpowiednio | — s i NI
0 0

Zatem, w mysS! twierdzenia Cauchy’ego, mamy

1 1 1+ do 1

3.19 - -
(3.19) 2m 0 ot+& o—C &L’
(3.20) I [11=¢foe do _ 1

2m 0 0—& o~  &C°

Wykorzystujac catki (3.15)—(3.20) we wzorach (3.11) i (3.12) oraz (3.13) i (3.14),
otrzymamy

3.21) %(C)=A(x 11606 26

+ 24288 ‘:2_1)
1—E,C T E, T T=a )
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e 1+£0¢ g1 250 1—<:Z—x)
(3'22) V)O(C) = A (——ln 1—‘50: ‘SOC+4EOC ( 5252)2 +— égg:z s

przy czym pominigto tu wyrazy stale, ktére nie maja wplywu na skladowe tensora naprgze-
nia.

Przetransformujmy funkcje (3.21) i (3.22) na plaszczyzne zmiennej z za pomocg odwrot-
nej funkcji odwzorowujacej { = w™(z) = z/R:

RP+tx,z 2z 22—R* )
0 — 0% | £2 19y o, 2 T
.(3,,23) p3(z) = A(x]n Rz—xoz+ e +2x42 RE—iz? ),
R*+xoz  4R? . 2R?xy (1—3)R?P—2z? x3—R?
0r — 4| Bt TXeZ  ART A o 4 Ao
(3.24) ¥3(2) I R*—xoz x5z - z R*—x2z? F4xozR (R*—x3z%)*

Uwzgledniajac funkcje (3.23) 1 (3.24) we wzorach (3.1) i (3.2), otrzymamy rozwigzanie
dla tarczy nieograniczonej z otworem kolowym, obcigzong podtuzng para sit skupionych
zaczepionych wewnatrz obszaru tarczy.

Skiadowe tensora naprezenia mozemy zapisaé w postaci

(3.25) o = o4l ol = oV +ol0), 2D =D+,

gdzie ol, oll) i 7{y) sa okreSlone wzorami (2.4) i (2.5), natomiast o{®, o'V 7{3) wyliczymy
wedtug wzoréw (1.1) na podstawie funkeji (3.23) i (3.24):

o® (/—1)(R4—x 2cos2p) R? 4 —x5rhr?
( @) R+ (R*cos2qp—x5r)r
=4

(3.26) crf,,o’][ Ax {xo+ RE4x§r*—2x2r2R*cos2p
(Rpxgrtjcosdp— 23R o R R
(R84-x3r4— 2,\'0/2]2%052(7))2 x3r2 U2
(R®+-xgr*)cos 2p—2x5r*R*
(RE+x§r*—2x3r*R*cos2p)?

+2r2R*(R*—x3)

(x—1) (R*—x3r? cos2p) __ ., ) 2 ma
ROk A N2 o83 FR*(r*—~R )[(x—l)x0+R ]

TR (2 RY) R*(R*— 2r2)[R4(R“+3A0£j)cos2g:x81‘6cos4(p—3x§r2R3]+
(RP-xgr—

+x5r2(3R?—2r%) [R*(R® cos dp+3x5r*) — (x§ rS+-3x3r2R®) cos 29)] }

—2x3 r2R4cos2<p)3
24x4sin2¢ |
3.27 (0) = 0
(2D 7y - T REExE —2x3r2R*cos2g |

2R2(12—R*) (R®—x¢ r4_)#
REFx4r*—2x2r2R*cos2p

(%-— l)x0R4

+[(e— 1) x5+ R?]

4 P2__ 7. 2\[ R4( RB__ 24 pd 6,6 2.2 29,2 6,.6__
2R (x2— R?) RY(R2—2r2)[R*(R8—3x¥r")+2x8 rC cos2¢]+x5r2(3R (21;31(;:,,,4
4y

—3x%r*R®)4-2R'2cos 2]
—2x3r*R*cos2)?
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4. Wspolczynniki koncentracji naprezen

Zgodnie z definicjg podana w punkcie 1, wspdlczynniki koncentracji naprezen sa réwne:

(2) (0)
o} oM
(41) kr= G(l)_:l—l_ O‘(l)’
. r r
(2) (0)
_ 9% Oy
4.2) k,= o = 14 ol
(2) (0)
Try' Trp
(4.3) kep =~y = 1+ 7>
Trp re

gdzie skladowe tensoréw naprezen sa okreslone wzorami (2.4), (2.5) oraz (3.26) i (3.27).
Ze wzgledu na wyteZenie materiatu najbardziej interesujacy jest wspélczynnik k, na

krawedzi otworu. Wynosi on

ot

ol r

(44) k(p[r:R = l‘l’

1

gdzie
2 3(x—1)(R?>—x3 cos2¢)+2(R%cos2p—x3)
(0) il

(4.5) 0=k = 4dx { x3 + 2(R*+x8—2x2 R*cos 2¢)
(R* +x5)cos 29— 225 R?
‘ (R*+x$—2x2 R?cos 2¢)?
(R*+-x$) x2 R? (3 4-cosdqp)— (RE+6x3 R*+ xg) 08200

‘ (R*+x$—2x3 R2cos 2¢p)? ’

+

+2(R*—x5)

+ (3= R

2Ax0 {( _
(R*-x$—2x2 R?cos2¢p)? *

—2x% R*-F[(+ 1) x§+ (1 —3%) x3 R*—4x§ R?]cos2p+

+ [2(x— 1) x5 R*-4x3 R*] cos? 2¢}.

46  oV,r= D RS+ (+3) x4 R2+2x5—

5. Przyklad liczbowy

Obliczy¢ naprezenia of®, o4 i o§?) oraz wspdlczynnik k, w trzech punktach krawedzi
m.m

; - R
otworu o promieniu R: ¢ =0, 7' 5

. Przyja¢ x, = 2R, 4R, 8R i 16R oraz » =2, co

odp_owiadav = 0,333.
Obliczone wartosci 64> i of'? wedlug wzoréw (4.5) i (4.6), oi¥ = o{D+0{® oraz
k, wedlug wzoru (4.4) zestawiono w tablicy .

6. Uwagi koncowe i wnioski

1. Przedstawiony problem tarczy nieograniczonej moze stanowi¢ podstawe do wyznacza-
nia rozkladdw naprezen w tarczach dwuspdjnych obcigzonych wewnatrz ich obszardw.

2. Z obciazeniami wewnetrznymi tarcz spotykamy si¢ przy obliczaniu poszycia w tzw.
plytach zestawnych (por. [4, 5]).
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Tablica 1. Wartosci naprezen o, oraz wspdlczymnika k, na krawedzi otworu

Xo 2R 4R 8R 16R
=0
R )
o ) = —10,666 667 —3,866 667 —1,793 650 —0,880 392
R (1) g
— o) = 17,629 620 3,350 281 1,343 655 0,636 344
S_ ol = 6,962 954 —0,516 385 —0,449 995 —0,244 048
kp = 0,394 958 —0,154 132 —0,334 903 —0,383 516
T
=73
R (o)
o) = 4,816 609 1,446 108 0,557 958 0,257 305
R
~ ) = 2,782 007 1,143 514 0,519 156 0,252 430
R (4
~ % ) = 7,598 616 2,589 622 1,077 114 0,509 735
ky = 2,731 343 2,264 617 2,074 740 2,019 312
T
P=5
R (o)
o) = 7,471 104 4,880 165 2,663 615 1,362 010
R 1
= afh) = 0,902 400 —0,111 780 —0,194179 —0,117 764
'R 2
i ol = 8,373 504 4,768 385 2,469 436 1,244 246
kp = 9,279 148 — 42,658 659 — 12,717 317 —10,565 588

3. Do obliczenia wartosci naprezen obwodowych na krawedzi otworu wystarczy znaé
tylko funkeje ¢,(2), gdyz .
o§?)|,.r = 4Req4(2).

8 Mechanika teoretyczna
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4. Rozwigzanie tarczy dla obcigzenia roztozonego wzdluz linii uzyskuje sie drogg
catkowania (w sensie Riemanna) wyrazef na napreZenia lub funkcji Goursata. I tak dla
obciazenia o statej intensywnoéci p na odcinku |x,—x,| (rys. 3) funkcja p,(z) wynosi

x%(zz-—xﬁﬂ) 72—~ R2  R4+—x2z? Zx,

- P 22 2% b 2R
?2(2) = 27 (1+2) {Z n x2(z%2—-x?%) z In R4--x3z2 Faeln zZ—X,

ozt (R (R0 (R, 2)
X In=— —l—x[ - In (RP—2,2) (%, 2)

+x, In(R*—x%2%)—

1

—X, ln(R“~—xfzz)—2(x2—x1)”.
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KOHUEHTPALIMSA HANIPSDKEHUN B HEOIPAHUYEHHOU IUIMTE
C KPYI'JIBIM OTBEPCTUEM HAXOOAIMMMCS NIOH ITENCTBUEM
BHYTPEHHEN HAI'PY3KU

Han pacyer xoahHUI{HEHTOR KOHLEHTpan My Hanpsbrenuik (o onpenenenmo I'. H. CaBuua) B ne-
OFPEHMYUEHHON TIUTE C KPYTJILIM OTBEPCTHEM, CHMMETDHYHO HATPY)HEHHBIM NPOJOJBHON mapoi cui.

J1s1 petuenns salaud O IUIMTE C OTBEPCTHEM HCIIONB30BAHLI METORb! (PYHKIMYI KOMIIEKCHOTO Iepe-
MEHHOTO, B uacTHOcTH Metop H. VM. MycxenuBHIN, OCHOBAHHBLIC HA HCNONB30BAHUY KOH(OPMEBIX
oTOOpaYKEHWI ¥ MHTerpanor THna I{owin.

Brruncitens! OKPY)XXHBIC HANPSDKEHHST B KOIPPHUIMEHTH! KOHUCHTPAUMM HANpSLKEHHE B 1pex
XapaKTEPUbIX TOWKAX KPAasl OTBEPCTHA NIPH WEThIPEX PAsyHUYHLIX TOYKAX TIPHIIOMEHMA YCHIHIT Xq.

Tlonyuennoe peuieHne ABISIETCST HCXOMHBIM JUTST OXIPEENEHHST HATIPSHKEHUIA 1 KOHIIEHTPALUY HaIps-
JKEHHH B 3ajaye O JNEHCTBUH BHYTpEHHEH pAacnpeeneHHOM HarpysKH.

Summary

STRESS CONCENTRATION UNDER INTERNAL LOADING IN AN
INFINITE DISK WITH A CIRCULAR HOLE

The paper presents a method of calculation of stress concentration coefficients (according to Savin’s
definition) for an infinite disk with a circular hole. The disk is loaded by two longijtudinal forces symmetric
with respect to the centre of the hole. The methods of complex argument functions and, in particular, the
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method of Muskhelishvili based on conformal mappings and Cauchy type integrals is applied to the
solution of the problem. The circumferential stresses as well as the coefficient of stress concentration are
calculated in three characteristic points of the hole edge, for the case of four different points of application
xo of the forces, The solution obtained gives a basis to determine the stresses and their concentrations under
distributed internal loads.

POLITECHNIKA WROCLAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 lutego 1971 r.
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7ASTOSOWANIE MASZYN CYFROWYCH DO ROZWYAZYWANIA RUSZTOW O REGULARNEJ
SZESCIOKATNEJ SIATCE PRETOW

JAN BOGDAN OBREBSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

W niniejszej pracy przedstawiono metode obliczen numerycznych regularnego, heksa-
gonalnego rusztu plaskiego skladajacego sig z prostych, sprezystych pretéw, tworzacych
w planie siatke szeciokatéw foremnych. Ruszt ten jest obcigzony w wezlach sitami prosto-
padtymi do plaszezyzny konstrukcji oraz momentami o wektorach lezacych w tej plasz-
czyznie. Do tej pory zagadnieniem tego typu zajmowano si¢ jedynie w pracach [2], [3],
[6], [9]. Prace te dotyczyly rozwigzania zagadnienia w sposéb analityczny podajac jedynie
wyniki przyblizone lub omawialy pewne przypadki szczegdlne. W ponizszej pracy osiggnie-
to w oparciu o réwnania réwnowagi wezta, wyprowadzone w pracy [3), pelne numeryczne
rozwigzanie postawionego zagadnienia, uwzgledniajace mozliwo$é obciazania konstrukeji
w wezlach dowolnym obcigzeniem. Ponadto po raz pierwszy wprowadzono do réwnan
typu macierzowego operatory przesunigcia stosowane w rachunku réznic skonczonych.
Pozwolito to zapisaé rownania réwnowagi wezta w postaci bardziej przejrzystej i zwiezlej,
a zarazem wygodnej w obliczeniach numerycznych. Jednocze$nie zastosowana procedura
«DET GAUSS PASMOWY» daje dogodny aparat matematyczny do rozwiazywania tego
typu zagadnien. Przyktadowe obliczenia przeprowadzono na maszynie cyfrowej ODRA 1204
dla rusztu ograniczonego kotem o $rednicy okoto oémiu dtugosei pretéw siatki.

2. Oznaczenia i zaloZenia

W zadaniu przyjeto kartezjanski prawoskretny, ukos$nokatny uklad wspédhrzednych
o osiach x' i x* lezacych w plaszczyZnie rusztu i nachylonych do siebie pod katem 120°
oraz o trzecim kierunku n skierowanym prostopadle do dwéch pozostatych. Wszystkie
prety rusztu leza na trzech rodzinach prostych réwnolegtych oznaczonych odpowiednio
A =1, 11, 111, sa réwnej dlugodci i zbiegajg si¢ w wezlach w taki sposdb, ze ich osie prze-
cinaja sig w jednym punkcie tworzac sztywne wezly. Wykonane sg one z materialu spre-
zystego 1 maja gldwne osie bezwladnodci przekroju poprzecznego odpowiednio réwno-
legte i prostopadle do plaszczyzny rusztu. W zwigzku z tym postuluje sig, Ze sity prostopadte
do plaszczyzny rusztu powoduja jedynie pionowe przemieszczenia wezléw. Zwroty do-
datnie sit wewnetrznych i obcigzen ilustruje rys: 1.
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Rys. 1
Oznaczenia
E modul Younga,
EiB{st, x¥) = Efd(x', x?) = D(x* -+ ux?) operator przesuniecia wzdluz A =1,

End(xt, x3) = ESd(x', x2) = Px', x2 ) operator przesuniecia wzdiuz 4 = II,

EpprD(x!, x%) = E3®(x',x%) = O(x'—pt, x>—u) operator przesunigcia wzdluz A = III,

J moment bezwladnodci przekroju poprzecznego preta
wzgledem osi poziomej,
J* geometryczna sztywno$¢ skrgcania,
" EJ
kl=k = a = const sztywno$¢ pretéw na zginanie,
GJ* i .
W = k== - = const sztywnos$¢ prgtow na skregeanie,
kll
% = e == const stosunek sztywnosci preta na skrecanie do jego sztywnosci
na zginanie,
! = const diugo$é preta,
M, ME skladowe momentu zewngtrznego przylozonego w weZle,
odpowiednio réwnolegte do osi x!, x?,
M) = My moment zginajacy preta /4 w przekroju przy wezle
(!, x%),
My = My moment skrecajacy preta 4 w przekroju przy wezle
(', x*),
P sily zewnetrzne przylozone w wezlach i prostopadle do

plaszczyzny rusztu,
Qc4) sita poprzeczna preta 4,
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1 dla x'+x? = 3n+1
u(xt, x?) = o0dla x*+x*=3nt+0, n=..-2,-1,0,1,2...,
—1dla x'+x2=3n—1

W przemieszczenie wezla w  kierunku prostopadlym do
plaszczyzny rusztu,
6.0 : sktadowe skalarne infinitezymalnego kata obrotu wezla 9,

odpowiednio wzdluz osi ukiadu wspotezednych x?, x2.

3. Réwnania réwnowagi wezla oraz zwiazki miedzy silami a przemieszezeniami w poszczegolnych pretach
ukladu

Tak latwo zanwazy¢, w calym*ruszcie szeSciokatnym wystepuja wlasciwie dwa rodzaje
weztéw, z ktdérych kazdy mozna otrzymal przez przesunigeie i obrot drugiego o 180°.
W zwigzku z tym punktem wyjécia przedstawionej ponizej metody byfo zapisanie uktadu
réwnan réwnowagi typowego wezla w sposdb opisujacy réwnoczeénie stan réwnowagi
w dowolnym wezle konstrukcji. Zgodnie z cytowang praca [3] ukiad ten ma postaé:

N 3y/3 '
u{—k[g (Ei4 B 40— 5 0+ EDO*—u >V gy ‘)wJ +
3 1 1 1 3 1
-Hc[(E'; BB |0 (—7E‘1‘—-2--E’2‘+ZE5‘ —|—Z) @2] +Mé——2~M5} —0,

313
(3.1) y{—k{——(2+E)e‘+—~(E~+E 402y ‘1 El— Ey)w]Jr
1 1 3 1 1. 3 1
+k[(——;—E‘f—7E’z‘+—4— §+Z)0‘+(Z ’1‘+E‘2‘—I-ZE‘3—7>92]—7M$+M§}=0

N _ 12 :
uk {3 V3 (B—EO'—3Y/3 (Et— E5) O —pu—- (E{+ E§+ E§—3) w} = Plu?.

Zwigzki miedzy sifami wewnetrznymi a przemieszczeniami wyrazajg si¢ wzorami:

M; = uk L(4+2E’1‘)(— %‘192) —M(E'f—l)%h—)],
(3.2) My = /JCL(4+2E“)(]/3 91) M(E""l)@]
MIII = ;U]C (4—}—2E§)( 1/3 ®1+ )“:U'(Eg_l)%ui] )

E{My = —puk L(2+4E‘1‘)(~123—92)—M(E‘1‘—1)6Tw],

(3.3) E4M, = —uk LQHE&) (—Vi@l) —M(E‘z‘—l)6—w],

. [ /3 6
B My — — ik (2+4Eg‘)( v or+1> ) u(E§~1)Tw],
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M, = E*M, = uk(E'— 1)(@1—-;—92>,

|
-9 My = E{ M, Z.Uk(Eé‘—])( —'2‘9‘4-92),
1 1
MIII = EgMIH = [uk(Eg—— 1) (—-7@1-—- 792) .

4. Warunki brzegowe zadania oraz réwnania réwnowagi w zapisie macierzowym

Roéwnania réwnowagi wezta (3.1) dotyczace wezla typowego w przypadku sasiadowa-
nia wezla z punktem podporowym degeneruja si¢ w zaleznosci od sposobu podparcia
rusztu. Bedziemy rozpatrywaé tu dwa zasadnicze sposoby podparcia, jako mogace mieé
zastosowanie przy realizacji konkretnych konstrukcji, mianowicie’” swobodne podparcie
oraz utwierdzenie na obwodzie. W obydwu przypadkach otrzymamy trzy uk{ady'brzego-
wych réwnaf réwnowagi, w zaleznoéci od kierunku /1 preta, za poSrednictwem ktSrego
wezet laczy si¢ z punktem podparcia.

Pret 4 nazywamy swobodnie podpartym na brzegu, jezeli na podporze sa spetnione
warunki

.1 E,M =E,M,=E, (%) = 0.

Wykorzystujac (4.1) oraz wzory (3.3), (3.4), okreslimy zwigzane z takim rodzajem
podparcia przemieszczenia wezldw podporowych dla kazdego z trzech kierunkdw .
Rugujac te przemieszczenia z ukfadu réwnan (3.1) otrzymamy trzy brzegowe réwnania
réownowagi wezta o postaci:

dlad=1: W,EEX+WExW,x = Q,

dlad=1: W,E{X—W,Eix+Wsx = Q,

dlaAd =TI W, E{x+W,EX+-W,x = Q.
Stosujgc identyczna forme zapisu do ukiadu (3.1) dla wezla typowego, otrzymamy,
4.2) W, B4 x+W, E4x+W, Efx+Wgx = Q,
gdzieW,, W,, W,, W, W, W, Wy, x, Q s3 macierzami

s I3 0 Ity gy { LS ";utuz
\Vl = 13 tl “[U,tll ) W2 = t3 t() O , w3 =5 f4 tl [ul.‘“ B
0 —ty; —pitys ty 0 —ptys —Iyy By s
7 s 0 t7 t5 [utlz i, tg _[ul‘lz
Wy=ts 17 —puty,|, TWs=| 5 t, 0 | W, = |3 1 Bz,
_ 0 t12 [utl ) —t12 0 /,Lt14_ t12 _'t12 ‘Ltth.;
i —
19 ,10 O 9 Ql
0?2 L i
Wg=|lio o 0 | X = . = Qa,
w —
0 0 s T Qs
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oraz

3 1 = — 1 1
t1=———2—+z’¢, te =%, t11=3V3, QIZE_(—M6+7M§)’

1 21 5 3y 5 _1/1)

t2—_——6———2—%, 17 = —T—Z”, t”:T’ Q. “;(iMé—Mcz)),

1 9 = Pl
t; = ———2—%, tg = I+%’ t3 = 12, Q= ,U']E—-

3 1 3

t4=7+zx, 79:'—6—7”7 tia =127,

1 3
t5=3+z%, f10=3+”4—”: f1s = 36.

Nalezy zaznaczy¢, ze w danym przypadku traktujemy dzialanie operacji £, na wektor
x podobnie jak dziatanie iloczynu wielkoéci skalarnej na macierz.

W przypadku brzegu utwierdzonego zakladamy, ze E,x = 0. Stad bezposrednio
z réwnania (4.2) otrzymamy dla kazdego 4 brzegowe, macierzowe réwnanie réwnowagi
wezla. Wystarczy po prostu przyréowna¢ do zera odpowiedni sktadnik w réwnosci (4.2).
Jednocze$nie w przypadku brzegu z wymuszonymi przemieszczeniami otrzymamy réwnania
brzegowe przenoszac na prawa strong (4.2) czlony dla okreslonego 4.

5. Przyklad rozwigzania rusztu o ksztatcie kolowym

Rozpatrzmy obecnie ruszt o ksztalcie kotowym (rys. 2), obciazony w kazdym wezle
sila i momentem zgodnie z przyjetymi zatoZzeniami. W celu znalezienia rozwiazania po-
stawionego zagadnienia nalezy zbudowaé z otrzymanych poprzednio réwnafl réznico-
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wych opisujacych rownowage weztéw uklad réwnan algebraicznych liniowych, w ktérym
niewiadomymi sg przemieszczenia. Po rozwigzaniu tego uktadu w drugim etapie obliczamy
wszystkie interesujace nas wartodei sit wewnetrznych. Dla rusztu swobodnie podpartego
na obwodzie, po dokonaniu przenumerowania jego wezidw zgodnie z rys. 2, otrzymamy
uklad 72 réwnan, ktérego wspdlczynniki tworza quasi-macierz o charakterze pasmowym
przedstawiona w tabl. 1.

Tablica 1
g

123456 7 8 9 1011 12131415 16 17 18 19 20 21 22 23 2425 | u[p]

| LW, W, W, Q| +i

p' 2 W, W, w, Q! -1

3 W.W, W, Q| +1

4W; W, W, W, Q| —1

51w, We W, W, Ql +1

6 W, W, W, Q| 1

17 W, Wi W, o —1

8 W, W W, W, o +1

9 W, W, W, W, o —I

10 W, W W Q| +1

11 W, Wa W, W, Q| +1

12 W, W, W, W, Q| -1

13 W, Ws W, W, Q| +1

14 W, W, W, W, ol —1

15 W, Ws W, g -1

16 W, W W, W, o +1

17 W, W, W, W, al —!

18 W, W W Q| +1

19 W, W; W, Q| +1

20 W, W, We W, |g| -t

21 W, WsW, W, Q +1

22 W, W, W, 0 -1

23 W, W, W, 5} +1

24 W W, W, ol !
W przypadku rusztu tej samej wielkosci i ksztaltu lecz utwierdzonego na obwodzie
otrzymamy macierz wspolczynnikéw podobna do przedstawionej w tabl. 1. Wowczas

jedyna réznica bedzie fakt, ze na gléwnej przekatnej wystapia jedynie podmacierze Wi.

Whbrew pozorom macierze te nie sa symetryczne ze wzgledu na przypisanie kazdemu
weztowi okreélonej wartoSci funkcji u. W przypadkach takich, ze wzgledu na ograniczone
pojemnosci pamieci maszyn cyfrowych, nalezy dazyé do korzystania z metod rozwigzy-
wania, ktére w czasie wykonywania procedury wykorzystuja jedynie wyrazy z obszaru
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objetego wyrazami niezerowymi. Znane dotychczas metody rozwiazywania ukladéw
réwnafn z macierzami pasmowymi wymagaja jednak specyficznej i bardzo regularnej
budowy macierzy wspélczynnikdw. Mozna tu przytoczy¢ metodg Choleskiego [4], Cor-
nocka [1] oraz metodg eliminacji Gaussa dla macierzy i quasi-macierzy o charakterze tréj-
diagonalnym [4]. Wymagaja one albo symetrycznosci macierzy, albo okre$lonego podziatu
jej na podmacierze wystgpujace regularne w calym obszarze lub nawel wystgpowania
w ramach takiego podziatu macierzy jednostkowych.

Ze wzgledu na bardzo nieregularny charakter macierzy wspdtczynnikéw wystepujacej
w zadaniu powstala koniecznos$¢ zastosowania bardziej ogdlnej procedury. W oparciu
o prace [7], [8], [10] opracowano procedurg «DET GAUSS PASMOWY» liczaca w oparciu
o metode kolejnych eliminacji Gaussa i wykorzystujaca przy eliminacji wyrazy leZace
na gléwnej przekatnej. Stad metoda ta moze by¢ stosowana jedynie w przypadku, gdy
wyrazy te nie s réwne zeru. Warunek ten nie stanowi jednak ograniczenia przy rozwia-
zywaniu rozpatrywanych zagadnien. Procedura ta napisana jest w jezyku Algol 1204.
Rozwiazuje ona » réwnan z n niewiadomymi (2m-1) diagonalnych, gdzie m oznacza liczbe
diagonali liczong poziomo od gldwnej przekatnej do brzegu obszaru niezerowego (rys. 3a).
Dzieki odpowiedniemu przenumerowaniu, przy wykonywaniu obliczen pamigtana jest
jedynie tablica wspétczynnikéw uwidoczniona na rys. 3b.

W zadaniu obliczenie i utoZenie tej tablicy zlecono maszynie. Przy uktadaniu programu
poczyniono zatozenia pozwalajace na dowolne ksztaltowanie wymiaréw i obciazenia
rusztu w ramach przyjetych zatozed w p. 11 2. Stad wartosciami podawanymi maszynie
do wczytania sa kolejno: stosunek sztywnoéci preta x, jego sztywnosé gietna k, wektory
skladowych obcigzen zewnetrznych M§, M3, P oraz dugo$é pretéw rusztu .

Nastepnie po rozwigzaniu nktadu réwnan otrzymujemy poszukiwane wartosci dwéch
sktadowych katow obrotéw oraz ilorazu wartosci ugigcia wezta przez dtugosé preta w ko-
lejnoéci zgodnej z wprowadzona numeracja. Wykorzystujac teraz zwiazki (3.2), (3.4),
oraz (3.5) zbudowany zostal program obliczajacy sily wewngtrzne wystgpujace w ruszcie.
Danymi podawanymi maszynie do wczytania sa w danym przypadku:

s parametr okreélajacy podparcie ; dla s = 0 obliczane sa sily dla rusztu
swobodnie podpartego na obwodzie, dla s £ 0 — dla rusztu utwier-
dzonego na obwodzie,

K= sztywno$¢ pretéw na zginanie,

KM=k sztywno$¢ pretéw na skrecanie,

/ dtugo$é pretdw rusztu,

X wektor znanych przemieszezenn weztéw —dla s = 0 X = X[1:72], dla

§# 0 X = X[1:108],

a,b, ¢, b, f,g h,j, jednowymiarowe macierze okre$lajace geometri¢ rusztu, o wspélczyn-
nikach odpowiadajacych numerom koncéw pretdw,

i wartoS$ci tej funkcji dla wezléw zgodnie z przyjeta numeracja.

Przy wykorzystaniu przedstawionych programdw przeprowadzono obliczenia zaréwno
dla rusztu utwierdzonego, jak i swobodnie podpartego na obwodzie przy réznych wartos-
ciach %, Miedzy innymi dla » = 0 uzyskano peing zgodno$¢ z obliczeniami analitycznymi
wykonanymi w pracy [3].



n+1 2m

NN

Rys. 3

cal procedure DET GAUSS PASMOWY (n,m,b,x);
- comment rozwiazuje n rownan algebraicznych liniowych z n niewiadomymi, (2m—1) diagonalnych, sprowadzonych
do tablicy b[1:n, 1:2m];
value m;n;
integer m, n;
array b, x;
begin
integer N, ¢, h, H,d,i,ji,¢l;
real s,1,1,k,1,p,;
—N:=2“‘m;
ci=n—m-1;
begin comment obliczanic nowych wspolezynnikow bli, j] dla obszaru typowego;
for =1 step | until c do
begin d:=h-+m—1; s:=blh, m}; H:=h-F1; r:=b[h, N}:=b[h, N}/s;
for i:=h--1 step [ until d do

b_cgin

BT, NJ: = b(i, N] = b[i, m—i-Fh]*r
end;
Tfor ji==H step | until d do
“begin - -

T t:=b[h, m—h+-jli=blh, m—h-+jl/s;
for i:=H step 1 until d do
0li, m—i-+J1:=bli, m~i--j]—bli, m—i-+h}*t
end j ’
end h
end;—
- l_)ﬂ comiment obliczanic nowych wspolczynnikow bli, jl dla pozostalej macierzy prostokatnej;

for hi==n—m-t2 step 1 until n do
begin k:=b[h, m}; H:=h=+T; r:=blh, NJ:=b[h, N}/k;
vT)r i:=H step 1 until n do

bein

b1, N1: =b[i, N]—bfi, m—i+h}*r

end;

fo_]'] leuntilnd_o
begin l:=blh, m—h-}j}:=b[h, m—h-+jl/k;

“for i:=H step 1 until n do
bli, m—i-+il:=b[i, m—i+j—bli, m—i-+h]*l
end j
end h
end; ©
begin comment obliczanie niewiadomych x[h] dla obszaru nictypowego;
T for hi=n step ~1 until ¢ do
TBegin p:=b[h, NJ; -
for j:=h+1 step 1 until n do
p:=p-—>blh, m—~h+j*x[jl; x[h]:=p
end h
end;
“Pegin comment obliczanic niewiadomych x{h] Dfa ob z2aru typowego;
for hi=n—m step —1 until | do
begin p:=blh, N]; cl:=h+m—1;
@_j:=h+l step 1 untll ¢l do
pi=p—>blh, m—h--j}*x[jI; x[h}:=p
end h
end - .
end procedure DET GAUSS PASMOWY;

[124)



Objaénienie do rys., 4:

pret Tﬂf pret % pret Ig_ pret —f—/ pret % pret —g" pret }}7,[/— pret —%
31 2,00 8 2,45 11 ] 2,28 6 2,55 9 3,45 121 345 15 2,55 26 2,00
T 2 2,55 4 3 3,28 7 —33— 2,00 10 | 28 2,00 13| 14 3,45 16 —]7 3,45— &]9- —20 ) ?:2;8” i 22 | 21 ’;28;
4 2,28 1 3,28 —3_ 2,55 14 2,28 17 3,45 _;(; 3,45 35 ~-"2-,00 T 18_ - 2,;5 _
5 2,28 - 2 3,28 4| 345 7 3,28 - 18 3,28 :;—T 3,45 —2—;_ 3,’;8 I 20 :‘_2,28—:
2 1 2,55 5 6 l 3,28 —_8———9— 3,45 11 12 2,45 14 | 13 2,45 17 —]_6‘ 3,45 20 | 16 B 3,28 _23 ;;1__ 2,55 .
o 30 2,00 9 2,45— TZ_ 3,45 ~1_5— 3,28 | 10 » 3,28 B 7; ) 3,45_ —I6 2,45 B 36 #—2,00
32 2,00 10 2,55 ? 3,45 16 3,45 - 19 2,55 ‘J4k ;7_2,55“ i 17 i 2,45 B :2; 2,00 B
—T 4 2,28 6 —_5— 2,28 9 —8— 3,45 12 —11— 3,45 15| 34 _ 2,00 18 7727 2,00 21 —;i 7,28 24 | 23 2,557 -
o 7 2,55 29 —;,0_0_ _; 3,45 8 3,45 11 2,28 22 _g o —2; _3,-28—~ - ;1_ _v;,zé )
Objas§nienie do rys. 5:
M M M M M M .-M B _1\; ‘
pret P pret P pret I pret Pr pret B pret Br pret Bl pret Pl
31 0 8 0 11 |-0,478 6 0 9 0 12 0 15 0 26 0
1 2 0 4 31 40,478 7 _;; 10 | 28 0 131 14 o 16 ﬁl—; 0 “19~ ﬁ20 *——ﬂ07,47éa __2; __ZT —}0,478
B 4— —0,478 1| —0,478 _; 0 14| +0,478 o 17 0 o _-26 0 —3;‘ 0 [ —18 o O—_
5| +0,478 2| 40,478 o 4 0 7| —0,478 18 | —0,478 o T 0 23| -+ 0,4_7; ] _2(: | —-E;;S
2 1 0 -? 6| —0,478 8 9 0 11 12 0 T4 13 0 A—; 16- OM _20_ 19 —7_:(.)-,478‘ —Lg :4: - 0 N
30 0 - VQ 0 _12—_ 0 —I; 40,478 10 w—_}~0,4’;i_3— B 13 0 . 16 ——0 N ~36v ~7——_0””
2 0 BERL 0 5 o |- | o | | 1 0 —_T:OZE_ 7| o 25 0
3 4| +0,478 6 5| —0,478 9 8 0 12 11 0 15| 34 0 ’?i;_ _2'7 0 71 "z? “—|~0,478~ —24_ _23 \> 0_ ;
7 0 29 0 5 0 8 ‘ 0 11 +-0,478 —2? 0 R _74 M;O,478 _h—‘~—él ] A:(_),-478




ZASTOSOWANIE MASZYN CYFROWYCH DO ROZWIAZYWANIA RUSZTOW 125

Dla przyktadu na rys. 4 i 5 przedstawione zostaly wyniki obliczei dla rusztu swobodnie
podpartego na obwodzie i obciazonego w weztach jedynie sifami P = const, przy stosunku
sztywnosei » = 0,774. Odpowiada to dla wspolezynnika Poissona » = 0,29 (dla stali)
przekrojowi pierScieniowemu preta.

|>

,::i X
X' K/R=0,714

(=10
Mp=MZ=0~=const
P=1=cgnst

1 K/K=0,77
1=10
Mj=M2E=0=const.
P=1=const.

Rys. 5

6. Whioski

Przedstawiona metoda rozwigzywania pretowych rusztéw heksagonalnych daje peine
rozwigzanie postawionego zagadnienia, w ktérym uwzglednia sig réwnocze$nie skrgcanie
pretéw. Mozliwo$é rozwigzywania rusztéw poddanych ztozonym obciazeniom oraz po-
siadajacych dowolne ksztalty wyraZnie przemawia za rozwiazaniami numerycznymi jako
znacznie efektywniejszymi niz metody analityczoe.
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Wprowadzenie operatoréw réznicowych do réwnan macierzowych pozwolito zapisaé
w sposdb bardzo przejrzysty i zwigzty stan réwnowagi wezlow. Ponadto wykorzystujac
te réwnania, bez dodatkowych obliczef, otrzymujemy gotowy ogdlny uklad réwnan alge-
braicznych liniowych z niewiadomymi przemieszczeniami. Zastosowanie do rozwiazywa-
nia tego ukladu procedury «DET GAUSS PASMOWY» pozwala na obliczanie tego typu
konstrukcji zawierajacych do§¢ duzg liczbe weztéw, ze wzgledu na wykorzystanie pasmo-
wego charakteru macierzy wspétczynnikéw ukladu.
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Pesome

NIPUMEHEHUE BLIUMCIIWTENLHBIX MAWIEH JJISI PEUIEHM S POCTBEPKORB
C PELYVIIAPHOM MECTUYTONLHON CTEPKHEBOIM CETKON

Hanoyxken MeTol WHCNEHHOIO pEIIeHHs DPEryJISIPHOrO [EKCArOHAILHOrO IUIOCKOrO pOCTBEpIa, CO-
CTOSILIETO M3 NMPAMBIX YIIPYIMX CTEPYCHCH, 0OpasyIoUX B IUIOCKOCTH CETKY MPABHIBLHBIX LIECTHYTONL-
HuKoB. POCTBEpK HArDYIKEH B Y3MIaX CHIIAMH, NEPIEHANKYAAPIBLIMY 1K IUIOCKOCTH COOPYIKEHHST, I MOMEH-
TAMM, BEKTOPHI KOTOPBIX DACIIOJIONEHB! B TOH JKE IIJIOCKOCTH.

Merof umoCTpUpYeTCs Ha UpHMEpe POCTBEPKA BIHMCAHHOTO B KPYC, OUAMETD KOTOPOrO paBCH
npuOIMSHTENHHO BOCBMH JITIMHAM CTEPH(HCH CETKH,

Summary

APPLICATION OF DIGITAL COMPUTERS TO ETHE SOLUTION
OF REGULAR HEXAGONAL GRIDWORKS,

The paper presents the method of numerical solution of regular, hexagonal plane grids consisting of
straight elastic rods which form a network of regular hexagons. The grid is loaded at its nodes by the forces
perpendicular to the plane and by the couples with vectors lying in the plane of the structure, The considera-
tions are illustrated by a solution of a gridwork bounded by a circle of a radius approximately equal to
eight lengths of the rods of the lattice.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 marca 1971 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1, 10 (1972)

WPLYW JEDNOCZESNEGO NIEJEDNORODNEGO TARCIA WEWNETRZNEGO
1 ZEWNETRZNEGO NA STATECZNOSC UKLADOW NIEKONSERWATYWNYCH

ANTONI G AJEWSKI, MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW)

1. Wstep

W ostatnich latach wiele uwagi po§wigcono paradoksalnemu zjawisku destabilizacji
tzn. znacznemu obniZeniu sity krytycznej, powodujacej utrate statecznosci ruchu ukiadéw
niekonserwatywnych, w ktérych uwzgledniono tarcie wewnetrzne materiatu i zastosowano
kinetyczne kryterium statecznodci; destabilizacja wystepuje nawet w przypadku, gdy pa-
rametr charakteryzujacy to tarcie zmierza do zera. Po raz pierwszy zwrdcil uwage na to
zjawisko ZIEGLER [14], a w dalszym ciagu Zoriy i LEoNow [15] zbadali szczegétowo tzw.
model Zieglera (ukiad dwodch sztywnych pretéw polaczonych przegubowo), obcigZzony
niekonserwatywna sitg §ciskajaca, dla dowolnych warto$ci wspotczynnika §ledzenia. Za-
tozyli oni, ze w przegubach wystepuja momenty ttumiace ruch proporcjonalne do wzglednej
predkosci katowej pretéw modelu. Identyczne zagadnienie rozwiazano w pracach HERR-
MANNA 1 JonGga [4, 5]. Efekt destabilizacji zbadano réwniez w pracy NEMAT-NASSERA,
PrasaDA i HERRMANNA [10] na przykladzie wspornikowej, cigglej rurki przewodzacej
plyn ze stalg predkoscia. Wykazano, 2e dowolnie male sily zalezne od predkoéei, takie
jak zewngtrzne thumienie i sity Coriolisa maja wptyw destabilizujacy, natomiast zewnetrzne
ttumienie wiskotyczne nie ma takiego wplywu. Ponadto NEMAT-NASSER i HERRMANN [11]
udowodnili, Ze obciazenia krytyczne, powodujace utrate stateczno$ci ukladu dyskretnego
o N stopniach swobody bez tlumienia, jest kresem gérnym dla obciazenia krytycznego
tego samego ukiadu poddanego dodatkowo dziataniu pewnych dowolnie malych sif, bg-
dacych liniowymi funkcjami uwogdlnionych predkosci. Ostatnio w pracy SHIELDA [12}
zastosowano uogdlniona metode wariacyjna do problemdédw niekonserwatywnych oraz
rozwigzano problem stateczno$ci preta wspornikowego $ciskanego sila $ledzaca, z uwzgled-
nieniem tlumienia wewnetrznego (material preta opisany jest modelem Voigta—Kelvina).
Poréwnano wyniki uzyskane za pomoca metody Galerkina z wynikami $cistymi.

We wszystkich wymienionych pracach uwzgledniano niezaleznie od siebie tlumienie
wewngtrzne lub tlumienie zewnetrzne (opdr wiskotyczny)., Dopiero DZYGADLO i SOLARZ
badajac wymuszone, parametryczno-samowzbudne i wymuszone parametrycznie pobudza-
ne drgania preta $ciskanego okresowo zmienna lub stala sife Sledzaca wyznaczyli silg
krytyczna w zaleznosci od parametréw charakteryzujacych tlumienie wewngtrzne (mo-
del Voigta-Kelvina) i zewnetrzne (opdr wiskotyczny).
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Celem niniejszej pracy réwniez jest uwzglednienie wptywu obu tych oporédw réwno-
cze$nie na site krytyczna, a ponadto zbadanie wplywu niejednorodnosci tarcia wewnetrz-
nego i zewnetrznego. W czesci drugiej przeanalizujemy stateczno$é modelu ZIEGLERA [14],
(podwdjne wahadlo), w ktérym przyjmiemy dodatkowo istnienie tarcia wiskotycznego
w przegubach oraz dziatanie, na sztywne prety modelu, skupionych sit oporu, proporcjo-
nalnych do liniowych predkoséci w punktach zaczepienia tych sit. W czedei trzeciej zba-
damy stateczno$é rzeczywistego preta wspornikowego Sciskanego sita niekonserwatywng
o zmieniajacym si¢ kierunku (w petnym zakresie wspdtczynnika §ledzenia), zakladajac, -
7e material preta moze byé opisany modelem Voigta-Kelvina (thamienie wiskotyczne)
oraz 2e pret porusza sie w oSrodku lepkim o tarciu wiskotycznym (ttumienie zewngtrzne).
Wyniki uzyskane w czeSci drugiej beda Scistymi dla modelu, natomiast w czgéci Lrzecigj
zastosujemy przyblizona metode cnergetyczng, réwnowazng metodzie Ritza.

2. Destabilizacja modelu Zieglera

2.1. Podwojne wahadto przedstawione na rys. | poddanc jest dziataniu Sciskajacej sity
niekonserwatywnej. Kierunek dzialania sity po wyboczeniu modelu okrelony jest przez
wspétczynnik §ledzenia #, zdefiniowany jako stosunek kata zawartego migdzy kierunkiem

Coltpz=@1)+by (92 5)

Pr=lyy

&/

C191+ b ¢y

Rys. 1

sity (po wyboczeniu) a nieodksztalcong osig modelu do kata nachylenia stycznej na swo-
bodnym koncu. Zatozymy, ze przeguby scharakteryzowane sa przez state sprezystoscl ¢,
i ¢, oraz przez wspélczynniki b, i b,, okre$lajace ttumienie (momenty ttumiace sa odpo-
wiednio réwne: b, @, 1 by(p,—@,), a masy m, 1m, umieszczone sq w odlegtosciach ol i y/
od przegubdw). Przyjmiemy, iz na masy-te dzialaja punktowe sity oporu wiskotycznego,
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proporcjonalne do predkosei liniowych mas: P, = 7,9, i P, = 7,9, (74, T, — stale okres-
lajace wielkodci tych sib).
Aby zbadacé stateczno$¢ ukiadu dla dowolnych wartoéci ), przeanalizujemy ruch ukiadu
(male drgania) w poblizu polozenia réwnowagi. Wykorzystamy w tym celu réwnania
. . . . . . ]
Lagrange’a drugiego rodzaju, w ktérych sily dysypatywne ujeto dodajac wyrazy —7(;.02 7
@
d (oT or oV oD
—— sttt 5—=0:, i=1,2.
@D dt (3%') Ip; A * e, ¢ :
W réwnaniach tych, przy zatozeniu, Ze katy ¢, i ¢, sa male, nalezy przyjac:

1 1 ] .. .
T= 212[(’”1a2+zm2) <P%‘|‘m27¢1<7)2‘|‘mz)’2¢’§],

1

V= D) [(c, '}‘52)‘}7%*202‘/71 P2tc; (/’%],
1 . .. ‘s
(2.2) D=~ [(by+b5) p3—2by P2ty 31+

1 1 ) . .,
+—2~[((a2n+ Zfz) PiyT®, Pty 03|,

1 1
lejpl((ﬁl—n(}%): Q2=—2"P/(1_77)§”2,

T oznacza tu energi¢ kinetyczng uktadu, V — potencjal sit sprezystych, D — funkcje dy-
sypacji, Q, i @, — sity uogdlnione (niepotencjalne), t, =%z, v, = [*7,. Rdéwnania
(2.1) prowadza do ukiadu réwnan rézniczkowych liniowych:
1 . 1 : 1
(ml a4 Zmz) 1%¢,+ [(bl +by)+ (0‘2'51‘|‘ Zrzﬂ P+ (CL‘|"CZ~ 5 Pl) P+
1 2o 1 . 1
—|——2—m2yl 92t —b2‘|‘77'52 P2t “Z“P/"?_Cz @, =0,

(2.3)

1 . 1 . ..

P myyl?P,+ (—bz“f“f'}"fz) P1—Cay +m27212¢’2+

. 1
+ (b +y? 1) P2+ {Cz— EPZ(I‘“W)] p, = 0.

Przyjmujac rozwiazanie w postaci
2.4) . P = Cie™, @,=Ce”,

oraz wprowadzajac bezwymiarowe wielkosci:

172
m Pl m ¢
.Q = / —2 = = 71, - -Ls
( ) ) 0. P ¢’ # My Y €2 )
Bi:i_, Ti:__,i____, i=1,2 .
1Vms e, [y myey

9 Mechanika teoretyczna
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otrzymujemy uktad liniowych i jednorodnych réwnan na state C, i Cj:

{(,uocz—}— %) 0?4 [(BL—I-BZ)—F (OCZTI +% Tz)]-Q+ (1+1P‘ ‘;‘ﬂ)}ca‘}‘

1 1 1
_|— {—i-‘y.Qz—I‘ (—BZ—I'_ 7yT2> .Q—i— (—2— ﬂn—l)}CZ =0,
2.6)
1
{—2"7-(22‘}‘ (—B2+ %)’TZ) Q- 1} Ci+

1 1
+ {7292+(32+72T2)Q+ (1—‘ "‘2“ﬂ+7f377)} ¢, =0.

Wyznacznik tego ukladu przyréwnany do zera okreéla bezwymiarowy, na ogot zespolony,
parametr czgstosci (urojonej czgstodei) £2 w zaleznoéei od wielkosci sity Sciskajacej g, pa-
rametréw charakteryzujacych ttumienie B; 1 T; oraz pozostalych parametrow:

Buaty2Q%4- [8y2B -+ 2(1 +4y+4y* +4ua®) By +8a?y2 T +8ua?y?T,] 23+

+ {[2(14-4uo®)+8y*(1+9)+8y]— BL(L—n) (I -F4ua®)-H4y> + 2ny] +

-8B, B,+8y?B, T,-+2(1+4y+4y*)B, T, +8a?B, Ty +-8c?y* T, T, } 22+

+ {4@2—p+np) B, +8(p+np— ) B, +4(2’ —a* f+anf) T, +

+2(1+4y +4y)+8y p+f(n—1—4y> —2np)| T, } 2+

+[8p—4(l—n) C+v) f+2(1—n) %] = 0.

Jesli tylko wszystkie pierwiastki réwnania (2.7) maja ujemne czeéci rzeczywiste, to
ruch ukladu jest stateczny; ruch przestaje by¢ stateczny, gdy chociaZ jeden z pierwiastkdw
bedzie miat czg§é rzeczywista dodatnia. Przyréwnanie czgéci rzeczywistych pierwiastkdw
réwnania (2.7) do zera prowadzi do tzw. kinetycznego kryterium stateczno$ci, pozwala-
jacego na obliczenie sity krytycznej, powodujace] zamiane drgai ustalonych z malejaca
amplitnda na drgania z amplituda rosnaca w czasie. W przypadku réwnania czwartego
stopnia kryterium Routha-Hurwitza pozwala na obliczenie poszukiwanej sity krytyczne;j.

Uklad traci réwniez stateczno$é (przez wyboczenie), gdy istnieje sasiednie, dowolnie
bliskie, odksztalcone polozenie réwnowagi trwatej. Zachodzi to wéwczas, gdy wyraz wolny
réwnania (2.7) jest réwny zeru (kryterium statyczne, 2 = 0).

Sifa krytyczna obliczona w oparciu o kryterium statyczne (w zakresie, w ktérym to jest
mozliwe) jest na ogol nizsza od sity krytyc‘znej obliczonej z kryterinm kinetycznego, cho-
ciaz, jak wykazano w pracy [3], nie jest to ogdlna reguia.

Dla uproszczenia dalszych obliczen zatozymy, Ze réwne sobie masy sa umieszczone
w §rodku sztywnych pretéw oraz, ze stale sprezystosci w przegubach sa réwniez sobie

Q.7

. 1 .
réwne, tzn, przyjmiemy: o = %, Y=g = 1, w = 1. Réwnanie (2.7) przybiera wobec

tego postaé .
Q%+ (16B,4+160B,+T,+ T,) £2°4-[176—24(2—n) f+256B, B, +
+16B, T,+144B,T,+16B, T+ T, T,]1 2%+ {1282— f+7f) B, +
+256(1+7f— ) Bo+8(2+np—B) Ty+[160+8(2n—5)B] T2 } 2+
+64[4—6(1—m) f+(1—n)p*] = 0.

(2.8)
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Kryterium statyczne pozwala na obliczenie sily krytycznej tylko w pewnym zakresie
zmiennoéci wspolczynnika éledzenia # i polega na przyréwnaniu do zera wyrazu wolnego
réwnania (2.8). Otrzymana w ten sposdb sita krytyczna

g, = J=NFV A=) =)

(2.9) —

nie zalezy od parametrow charakteryzujacych ttumienie.

W przedziale, w ktérym kryterium statyczne nie prowadzi do rozwigzania (w naszym
przypadku 5/9 < n < 1), musimy stosowaé kryterium kinetyczne. Ruch typu (2.4) jest
stateczny, jesli czestos¢ kolowa £2 nie ma dodatniej czedci rzeczywistej. Warunkiem ko-
niecznym statecznoéci w przypadku wielomjanu czwartego stopnia typu (2.8)

(2.10) LO*+ MO+ N2+ SQ+R = 0
jest spetnienie nieréwnosci
.11) LS*— MNS+M2R < 0.

Jesli dodatkowo wszystkie wspoiczynniki réwnania (2.10) sg dodatnie, to jest to réwniez
warunek wystarczajacy, znany pod nazwg kryterium statecznosci ruchu Routha-Hurwitza
[7]. Przyréwnanie do zera wyrazenia (2.11) pozwoli rozgraniczy¢ stateczny obszar ruchu
od niestatecznego. '

Nalezy tu zwrécié uwage na fakt, iz nieuwzglednienie tlumienia wewnetrznego i ze-
wnetrznego, tzn. zalozenie od poczatku, ze B, = B, = T, = T, = 0 prowadzi do réwna-
nia dwukwadratowego na czgsto$¢ drgan (M = S = 0), dla ktérego kryterium kinetyczne
stateczno$ci ma postaé ’ :

(2.12) N2—4LR = 0.

Kryterium to mozZna otrzymac z (2.11) tylko przy zatozeniu, ze wspoiczynniki M i S zmie-
rzaja do zera w ten sposob, aby spelniona byla zalezno$é

M N
(2.13) < =R’
ktéfa, oczywiscie, na ogdl nie jest spetniona. Wobec tego, kryterium (2.11) pozwala obli-
czy€ site krytyczna przy thumieniu zmierzajacym do zera z reguly rézna od obliczonej
w oparciu o kryterivm (2.12). '

Tak wiec w przypadku braku tlumienia z réwnania (2.12) otrzymujemy

6(20—97) 412/ —9n*+ 14n—4
2. —
( 14) ﬂl.Z 9?72_32’,]_{_32 .

Uwzgledniajac tlumienie korzystamy z kryterium (2.11), ktére prowadzi do réwnania
kwadratowego na sile krytyczna

B4V B*—44C

@.15) . AP*—BB+C =0, PB,= " .

9.
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gdzie
A = b*—bce+64(1—n)c?,
B = 2ab—bed—ace+384(1-—)c?,
_ C = a*—acd+-256¢2, ‘
(2.16) a = 2564-2560 165+ 160,
b = (1—n) (12842565 4-8x)—8(25n—>5) &x,
c = 164160 +x+Lx,
d = 176+ B2(256L+ 16&x+ 14458+ 16+ Ex?),
e = 24Q2—n).
Wprowadzono tu nastgpujgce parametry:
B, /B, = { — charakteryzuje niejednorodnoéé¢ tumienia wewnqtrzncgo
T,/T, = & — charakteryzuje niejednorodnoéé tlumienia zewngtrznego;
T,/B, = » — charakteryzuje stosunek wielkoSci ttumienia zewngtrznego do wewngtrznego.
Przedstawimy teraz kilka szczegdinych przypadkdw rozwigzania réwnania (2.15).

2.2. Brak tlumienia zewngtrznego: T, = T, == 0. Na rys. 2 przedstawiono zalezno$¢ sity
krytycznej f# od wspdlezynnika $ledzenia  w przypadku, gdy tlumienie wewngtrzne zmierza

p

20

15

10

Rys. 2

do zera, a stosunek ttumied w przegubach jest staty (E =0, x = 0,8 —-0,B,—-0 B

= Z,'). Stopien destabilizacji zalezy tu w istotny sposéb od parametru £; dla { — oo des-

tabilizacja jest najwigksza. Gdy 5 = |, sita krytyczna jest dznesugcnokrotme mmejsza od
sity krytycznej obliczonej bez uwzglednienia thumied.
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2.3. Brak tlumienia wewnetrznego: B; = B, = 0, T, — 0, T, — 0. Zaleznie od parametru
& otrzymujemy krzywe f(n) niewiele odbiegajace od przypadku, gdy nie ma thimienia.
Na przyklad dla § = 01 £ = oo otrzymujemy krzywa { = 0 z rys. 2, dla & = 1 wykres
B(n) pokrywa si¢ z wykresem otrzymanym w przypadki gdy nie ma tlumienia. Wyniki
obliczent $wiadeza o tym, iz niejednorodne tlumienie zewnetrzne moze réwniez powodowaé
destabilizacje ukiadu, chociaz w naszym przypadku jest ona bardzo mata. Przy sile $ledzg-
cej (n = 1) destabilizacja nie wystgpuje w ogéle.

2.4. Jednorodne réwnoezesne tlumienie wewngtrzne i zewnetrzne. Gdy ttumienia sg jednorodne
(¢ =1, &£ = 1) 1 zmierzaja do zera, jednak w ten sposob, aby ich stosunek byt staly, otrzy-
mujemy krzywe przedstawione na rys. 3. Jak widac stopien destabilizacji zalezy od sto-

Rys. 3 ) Rys. 4

sunku thumienia zewnetrznego do wewnetrznego i nie jest tak duzy jak w przypadku 2.2.
W przypadku jednorodnych ttumien ({ =1, £ =1) i » = 1 nie zmierzajacych do zera,
otrzymujemy wykresy przedstawione na rys. 4. Wzrost thumienia powoduje wzrost sity
krytycznej, jednak tylko do pewnej granicy.

Ogélnie, gdy B, » oo otrzymujemy:

(2.17) g 25642560161+ 16082
' = (=) (12842560 1 8x)—8(2n—5)éx

2.5, Niejednorodne réwnoczesne thumienie wewnetrzne i zewnetrzne. Na rys. 5 1 6 przedstawiono
rodziny krzywych w przypadkach silnych niejednorodnoéei tlumien, wybierajac nastgpu-
jace parametry: { =1, =5 %= 1/5na rys. 51§ =35,5=1/5 »x =1, narys. 6.

Z przedstawionych rys. 2,3,4,51 6 wyni\ka, iz sita krytyczna bardzo silnie zalezy od
niejednorodnoéci ttumien oraz ich stosunku. Dla ustalonych parametréw £, & i % roénie
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B =8, &=020, -1
0 |-
15 |-
0+
2
L]
Ly
8
N
Y3
5 5™ §1
%\
B8,-00
@
Koyl S[ﬂ(llﬂ“
e e | 1 1 L L L 1 ] Lo 1 L 1 ]
0 85 10 7 0 05 10 15 ¢
Rys. 5 Rys. 6

ona ze wzrostem tlumienia do pewnej warto$ci granicznej. Przy thumieniach zmierzaja-
cych do zera stopiets destabilizacji jest znacznie mniejszy, gdy uwzgledniamy tlumienie
zewngtrzne.

3. Destabilizacja preta wspornikowego (metoda energetyczna)

Przejdziemy obecnie do zbadania wplywu thumienia zewnetrznego i wewnetrznego na
site krytyczna powodujaca utrate stateczno$ci preta jednostronnie utwierdzonego. Zato-
zymy ogdlnie, e niepryzmatyczny pret (rys. 7) znajduje sie w strumieniu plynu, porusza-
jacym si¢ z predkoécia U w kierunku réwnoleglym do jego nieodksztatconej osi. Przyj-
miemy, ze niepryzmatyczno$¢ preta opisana jest funkcja okredlajaca zmiang momentu
bezwladnosci przekroju poprzecznego
(.1 g®="9, 1= 0.

0

Zastosujemy proste, tzw. «ttokowe» prawo oplywu preta (podobnie jak w pracy KORDAS
[8]), zgodnie z ktérym obciazenie boczne wywierane na jednostke dlugoéci preta jest rowne

. ow  dw
(3.2) p= 2Bb(£)(U7£~ "4‘az“>’ b(&) = bo f3(&),



WPLYW TARCIA NA STATECZNOSC 135

gdzie B = (poyo)/co jest stala charakteryzujaca wiasnoéei ptynu. Dla gazu ¢, oznacza
predkosé dzwigku, yo — wykladnik politropy, U — predko§¢ strumienia, b(§) — zmienna
szeroko$é plytki, w — ugigcie preta w punkcie £. Jak tatwo moZzna wykazaé [8], czion
2Bb(£) dw/dt we wzorze (3.2) stanowi ciSnienie wywierane przez plyn na pret, wynikajace
z dodatkowego ruchu drgajacego preta w poruszajacym sie strumieniu. Tak wiec, w przy-
padku plynu spoczywajacego (U = 0) funkcja 2Bb(&) charakteryzuje thumienie zewngtrzne
(wiskotyczne) ruchu preta w plynie i moze by¢, niezaleznie od zmiennej szerokosci preta,
przyjeta dowolnie jako funkcja okreflajaca niejednorodno$¢ tlumienia zewnetrznego.
Skiadowa pionowa ci$nienia wystgpujaca przy oplywie preta niepryzmatycznego pomijamy

BEEEN

W

=Y

Rys. 7

jako malg .drugiego rzedu. Oprécz ci$nienia bocznego na swobodny koniec preta dziala
niekonserwatywna sita $ciskajaca, ktdrej kierunek dziatania ulega zmianom w czasie ruchu
preta i jest okre§lony przez wspdtczynnik §ledzenia » (rys. 7).

Aby uwzgledni¢ réwniez ttumienie wewnetrzne materialu preta zalozymy, iz moze on
by¢ opisany prostym modelem Voigta~Kelvina

(3.3) o= E@e+ME)E, E) =Efi(H, A® =-)*0f2(‘5),

gdzie E(£) jest to zmieniajgcy sie wzdiuz dtugosci preta modut Younga, a A(é) — zmitnia-
jacy si¢ wspdlczynnik lepkosci charakteryzujacy ttumienie wewnetrzne. Zmienno$é¢ mo-
dulu Younga i wspélczynnika lepkosci pozwala na zbadanie wplywu niejednorodnoscei
sprezystej i lepko$ciowej na stateczno$é preta.
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Aby zbadaé stateczno$é preta obciazanego w opisany powyzej sposéb, rozwazymy
ruch ukladu (male drgania) stosujac przyblizong metode energetyczna. Analize doktad-
nosci tej metody (ale bez uwzglednienia ttumienia) przeprowadzono w pracy KorDAs
i ZyczKOWSKIEGO [9]. Wprowadzajac zmienne bezwymiarowe

x=_E&/l, y=w/l,
zapiszemy lini¢ ugigcia preta w postaci przyblizonej

(3.4) Y05, 1) = X n a0,
i=1
w ktorej funkcje y;(x) powinny spelnia¢ wymagane warunki brzegowe. :

Dalszy tok postgpowania polega na rozwigzaniu ukfadu réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych (wynikajacych z réwnan Lagrange’a) na funkcje g;(t), okreslajacych w sposéb
przyblizony ruch uktadu i jest szczegétowo przedstawiony w pracy Kordas [8] dla pryz-
matycznego preta idealnie sprezystego. Powtdrzymy tu podstawowe wzory

n n 1

P N )
(3.5) Tziml Z‘_/_Jauqn'%', a; = | g"yy;dx;

=1 j=1 0

T oznacza tu energi¢ kinetyczna ukladu, m — masg jednostki diugosci preta. Wykladnik
»; w najczesciej spotykanych przypadkach przyjmuje wartosci: », = 1 dla preta plasko-
zbieznego o stalej wysokosci przekroju poprzecznego, », = 1/2 dla preta réwnomiernie
wszechstronnie zbieznego, », = 1/3 dla preta plasko-zbieZznego o stalej szerokosci prze-
kroju.

L
6.6) v=1% vZb.,q.q,, by = [ 11098 01 ) W,
0

V jest tu potencjalng energia sprezysta przy zginaniu;

1\ o
(3.7 A, =7 PIZ Cijqidj, Cij :f J-’f(x)yj(x)dX,
i 0

i=1

A, jest praca sktadowej pionowej sily P (stalej dla malych ugieé preta).

Poza tym naleZy jeszcze obliczy¢ uogdlnione sily niekonserwatywne, pochodzace od
sktadowej poziomej ci$nienia ptynu (skladowa pionowa jest zaniedbywalnie mala), od
sktadowej poziomej sity. skupionej P oraz od czlonu charakteryzujacego lepko$¢ materiatu
w réwnaniu (3.2). Jak tatwo mozna wykazaé obliczajac elementarng prace wymienionych
sit na przemieszczeniach wirtualnych dg;, sity uogdlnione maja postac

n n

1 5w :
(3.8) 0, = —Ply 2 dijq;+-2BboI* (UZ eijqj—lz Squ)— — > EALR

J=1 j=1 J=1
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gdzie
dij = )’i(l)y}(l),
i
ey = | @)y dx,
0 .

1
(3.9 sy = | A7) () dx,
. _

I
Zij = f L2(x)g(x)pi () vi (x) dx.
0

Réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju

d [ ow oW _
(3.10) i (7(]—‘)_7&: Q;y i=1,..,n,
w ktérych
W= T—V+4,,

okreslaja ruch ukladu w sposéb przyblizony. Korzystajac ze wzoréw (3.5)-(3.9) i pod-
stawiajac je do réwnan (3.10) otrzymujemy

S molt . (2Bbolt 4, V.
(3.11) Z {ono—aijqj‘}’ (*EOJO—SU—}’—E—O'ZU q;+

=1

' PP 2Bbol* .
—l— lblj_bo‘j; (cij-_/)]dij)'— U——E'*;‘—(}O—eu‘kqj} = 0, I = 1, ey N
Zakladajac w dalszym ciagu, ze wspotrzedne uogdlnione ¢;(¢) sa nastepujacymi funkcjami
czasu:

(3.12) () =4 S, e el [y] = sek

N ql _ i H Y= EOJO ’ Y= ’
gdzie: v — bezwymiarowa czesto$é, 4; — state wspdiezynniki, sprowadzamy ukiad réw-
nan roézniczkowych (3.11) do ukfadu jednorodnych réwnan algebraicznych ze wzgledu

na state A,

B.13) D) {aywt 4 (asy+Ozg)w+ [by—fley—ndy)—Ute ) 4; =0, i=1,..,n.
j=1

W réwnaniach (3.13) wprowadzono nastepujace parametry bezwymiarowe:

2Bb, P Pz

_ 2Bbol* Ao _
*= ° AN N

(3.14) ) = )
yEoJo yE,

U¥=U

charakteryzujace odpowiednio tlumienie zewnetrzne, tlumienie wewnetrzne, predkosé
ptynu i site $ciskajaca.
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Wyznacznik gtéwny ukladu réwnan (3.13) przyréwnany do zera okresla bezwymia-
rowg czesto$¢ w w zaleznosei od silty Sciskajacej f, parametréw tlumienia a i § oraz po-
zostatych parametréw. W przypadku dwdch stopni swobody otrzymujemy réwnanie
czwartego stopnia ze wzgledu na czesto§¢ w o postaci (2.10) i badanie statecznosci uktadu
przebiega tak samo jak w czg$ei drugiej pracy.

Poniewaz chodzi nam tu przede wszystkim o zbadanie efektu destabilizacji z uwzgled-
nieniem. thumienia zewngtrznego, wiec w dalszym ciagu uczynimy szereg uproszczen; za-
tozymy mianowicie, ze badany pret jest jednorodny (sprezyscie i lepkosciowo), pryzma- -
tyczny oraz ze porusza si¢ w osrodku spoczywajacym, tzn. przyjmiemy f; (x) = 1, /,(x) = |,
f3(x) =1, g(x) = 1 oraz U* = 0. _

Przechodzac do szczegdtowych obliczen zalozymy réwnanie linii ugigeia w postaci
dwuparametrowej, w ktérej funkcje y,(x) i y,(x) sa réwne [8]:

v, (x) = x*—4x346x7,
+

(3.15) ¥, (%) = —x54-5x*—10x34-10x?,

a wiec spelniajg nastepujace warunki brzegowe:

(3.16) yi(0) = yi(0) = »'(1) = ¥,"(1) = 0.

Warunki te odpowiadaja obciazeniu preta sita $ledzaca (n = 1) i funkcje (3.15) nie spet-
niajg warunku brzegowego na silg poprzeczng dla dowolnych wartoéci wspolczynnika §le-
dzenia 7. Jednak, jak wykazano w pracy [8], uproszczenie to w matym stopniu wplywa
na doktadnoé¢ wynikéw, przynajmniej w zakresie sity podéledzacej (n << 1), do ktdrego
si¢ obecnie ograniczymy.

W celu uproszczenia obliczel numerycznych, poczatek ukladu odniesienia bedziemy
w dalszym ciggu pracy. przyjmowaé na swobodnym konicu nieodksztalconego preta (uktad
staly). W uktadzie tym funkcje (3.15) majg postaé

yi(x) = x*—4x+43,

(17 ¥,(x) = x°—5x+4.

Wspolczynniki a;;, by, ¢ij, €5, Siy1 2y pozostajz'g bez zmiany, a wspéiczynniki d;; zmieniaja
Jedynie znak. Po prostych obliczeniach otrzymujemy:

104 664 1000
iy = Sij, A1 = A5 ay; =dy = 310" az; = RV
144 400
bij =z, by, = 5 by, = by =40, by, = A
(3.18)
721 27 160
Ciy = 7 Ciz2 = Ca1 = o Cay = 5

(l’ll — 12, d12 = 15, d21 == 16, d22 = 20,

e = 0.
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6

Réwnanie okreSlajace czestosci (2.10) ma w naszym przypadku nastepujace wspoiczynniki:

L= auazz*“aiz, -

M = o(ay, S22+t da811—2a158,5)+0(a,1by5+a220,1—2a,,b,5),

N = B1—ﬁB2‘|‘Bsa

B, = a1 bystaz,b,,—2a,,b,,,

By, = a1 €y A32C11—A12C3,— 0y, C2,
"By = 02(8y1820—572)+d(sy; bao+522by,—25,3b,5)+ 0 (by 1 byy—bi);

S= Cl_ﬁCZ,

Cy = 0($y1b22+522011—2512512)+28(by, by, —b1),

Cy = oSy Cag+S22C11—S12Co3—52,C12)F0(by  C2aFbar € —by2Coy—byyC12);

R =D, —ﬂD2+/32D3,

D, = bu bzz“‘b%z,

D,= b11222+b22211—b12?21_b21g12,

(3.19)

D3 = 2112‘22’—212221 s
¢y = cy—ndy.
Wprowadzajac pomocniczy parametr » okre§lony jako stosunek tlumienia wewngtrznego
do zewnetrznego
(3.20) %= 0]
otrzymujemy przy przyjetych uproszczenifich i zatozonych funkcjach (3.17)
L = 0,00716828,
M = 2(0,0143366-+3,786435x),
B, = 3,786435,
B, = 0,241893—0,1512277,
By = «2(0,00716828--3,786435x1-45,71428%2),
C, = a(3,786435+91,42856x),
C, = [(0,241893—0,1512273)+(19,75510--21,71428n)x],
D, = 45,71428,
D, = 19,75510—21,714287,
Dy = 0,607143—0,547619.

Statyczne kryterium stateczno$ci, R = 0, prowadzi do rozwiazania

(3.21)

D,+yD3—4D, D,
2D3 ’

(3.22) -

ktére przedstawiono wykre$lnie na rys. 8.
Kinetyczne kryterium stateczno$ci (2.11) przybiera postaé réwnania kwadratowego
(3.23)  (AC3+M?*D3—~MB,C,) >+ (MB,Cy+MC, B,—M?D,—24C,C,+
+MC,B3)p+(AC?+M?*D,—MB,C,—MC,B3) =0,

z ktérego obliczamy site krytyczng w zaleznoéci od #, a1 6.
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Przedstawimy tu rozwiazania szczegdlne w przypadku, gdy tlumienie wewnetrzne
i zewnetrzne zmierzaja do zera, jednak w ten sposéb aby stosunek x = §/x byl staly.
1) » == 0, brak tlumienia wewnetrznego,

(3.24) B 633831
' (30,7853 —12,714324)) - |/ —319,9269-989,258649 — 543,658 197
2) % = 0,05, '
(325 f=- - 21, :

 (16,01457—6,6140131) 1}/ —402,9733 - 1246,05077— 684, 78007
3) x = 0,10,
2 2
(3.26) f = — - 68’554_ — —— ;
(13,04374—5,3870619)) & /' —366,9693 4 1134,721 17— 623,59747>
4) » = w0, brak tlumienia zewnetrznego, '

62 e 180,678 e
' (8,77559—3,6243167)-- |/ — 284,3457+879,24447—483,19857

Zaleznodci (3.24)-(3.27) przedstawiono na rys. 8. Potwierdzaja one wnioski wyciagnicte
w poprzedniej czesci pracy. Stopieri destabilizacji zalezy w istotny sposéb od stosunku

B

251

20|

Rys. 8

wielkoéci tlumienia zewnetrznego do wewnetrznego. Z powodu malej dokladnosci metody
energetycznej, przy przyjetych funkcjach (3.15), dalszych obliczen nie przeprowadzono,
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Blad obliczen sigga 109, w zakresie # < | (Scista warto$¢ sity krytycznej dla » == co 19 = 1
jest réwna f = 10,76, a nie f = 11,50), natomiast jest znacznie wigkszy dla n > 1.

By¢ motze, iz uzyskane w niniejszej pracy wyniki thumacza rozbiezno$¢ migdzy danymi

doswiadczalnymi [6, 13] i wartoscig $ledzacej sity krytycznej, obliczong z uwzglednieniem
ttumienia wewnetrznego malejacego do zera. Dodwiadczenia wykazujy raczej zgodnos$é
z gérng wartoscia sily krytycznej (8 = 20), obliczong bez uwzglednienia ttumien. W prze-
prowadzonych eksperymentach, obok znikomego tarcia wewnetrznego, wystgpowalto pewne
znikome ttumienie zewngtrzne i dopiero ich stosunek decyduje o wielkosci sily krytycznej.

10.

11.

12

13.

14.

15.
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Pesome

COBMECTHOE BJIMAHME HEOJHOPOIOHOI'O
BHEWHETO ¥ BHYTPEHHEI'O TPEHII
HA YCTOMUUBOCTh HEKOHCEPBATUBHLIX CHUCTEM

B paGore mcenemoBana yerotuuBocTs Mofenw LIurnepa M 3aKpeIUICHIION0 CTEPMKHS, HAXOXALIINICH

ToJ, BO3ACHCTBUEM COKNMAIOUIETO HEKOHCEPBATHBHOTO YCHIIUA. VYVyuuThIBaeTCSA HaMMUUe HECOAHOPOJHOIO
BHYTPEHHErO I BHELYHETO TPEHUA. HOKaS&HO, quTo S(bd.)el(’l‘ IICCT&GHHHBHHHH HEKOHCEPBATUBHDLIX CHCTEM
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3aBMCHMT CYLIECTBEHHLIM 00Pa30M OT COOTHOILIEHM A NIAPAMETPOB, XapaKTCPU3VIOINUX BHYTPEHHCE M BHEI -
HEE TPEHHE, a TAKIKE OT CIENEeHH HEOJHOPOIHOCTH HeMIpUpCBaHMsI.

TlonyueHa 33BUCHMOCTE KPHTHUECKOTO YCHIIMA OT YIOKasaTesst clefsuero sddexra yeunmus, or napa-
METPOB, XAPAKTEPM3YIOWMX HEOJHOPOHHOCTE AeMIlpUpOBAHMs, 4 TalOKe OT BEIMUMHLI TpeHus. s
cayuast mofenn Lfuriepa nosiyueHo TOYHOE pelueHue, IS 3aKPEIUICIHHOrO0 CTECPYKHS Pe3yIbTaT TIOJIYUeH
TIPH TIOMOLM NPHOJIMIKEHHOTO 3HEPreTMYECKOrd METOHA OLEHKH YCTOWYMBOCTH.

TlonyuenHble 3aBUCMMOCTH CBUIETEILCTBYIOT O TOM, UTO BHEIIHee Tpenue ocnabusner sdbderT mecra-
OHNM3ALMM, BbI3BAHHOW BHYTPEHHHM TpPEHHEM.

Summary

INFLUENCE OF SIMULTANEOUS NON-HOMOGENEOUS EXTERNAL AND
INTERNAL DAMPING UPON THE STABILITY OF NON-CONSERVATIVE SYSTEMS

The paper presents the problem of stability of Ziegler’s model and of a cantilever beam compressed
by non-conservative load. The existence of non-homogeneous internal and external dampingis taken into
consideration. It has been proved that the effect of destabilization substantially depends on the ratio of
parameters characterizing the internal and external damping, and on the degree of non-homogeneity of
these dampings.

The critical force has been cxpressed in terms of the direction of compressive force, the non-homo-
geneous damping parameters and their ratio, and of the magnitude of damping. The results are accurate
in the case of Ziegler’s model and approximate in the case of cantilever beam where the approximate energy
method of investigation of the stability problem has been applied.

The results obtained prove that the external damping decreases the destabilization effect produced
by the internal damping.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozonu w Redakcji dnia 8 marca 1971 r.
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0O MOZLIWOSCI OPISU PELNEGO PROCESU PELZANIA METALI*

MarRCIN CHRzZANOWSK1 (KrRAKOW)

1. Wstep

Problemy pelzania metali od kilkudziesigciu lat przyciggajg uwagg badaczy nie tylko
w zwigzku z konkretnymi zadaniami stawianymi przez dynamicznic rozwijajacy si¢ prze-
myst, lecz takze jako uogdlnienie procesu odksztalcania cial stalych. W istocie pelzanie,
jako jeden z dzialdw reolegii, przedstawia soba wielowymiarowy proces opisany réwna-
niem

any B(e, 0,1, T) =0,

gdzie ¢ oznacza odksztalcenie, ¢ — naprezZenie,  — czas, T — temperaturg. Mimo nagro-
madzenia znacznej iloSci wynikow badan doswiadczalnych, prowadzonych gléwnie w kra-
jach o wysokim stopniu uprzemystowienia (USA, ZSRR, Angia, Szwecja, Japonia),
a takze licznych prac teoretycznych, brak jest w chwili obecnej teorii, pozwalajacej na opis
pelego procesu narastania odksztalcen pelzania od przylozenia obcigzenia az do zniszeze-
nia materiatu w wyniku zachodzacych proceséw fizycznych, zwigzanych z budowa mate-
rialu.

Przyjmowane uproszczenia w opisie pelzania metali polegaja przede wszystkim na
rozdzieleniu zmiennych w (1.1)

(1.2) & = ge, 0, HMT),

gdzie e, oznacza odksztalcenie pelzania, a kropka oznaczono rdézniczkowanie po czasie.
Dotychczasowe teorie nawet dla funkcji g nie podaja postaci, umozliwiajacej opis przebiegu
calego procesu. Wyjatek stanowi tu teoria starzenia, slormulowana przez SODERBERGA [18],
dla ktoérej

(1.3) e = (o, t).

Postugujgc si¢ krzywymi izochronicznymi, mozna na jej podstawie wyznaczy¢ odksztalcenia
dla kolejnych, ustalonych wartoéci czasu. Znane niedostatki tej teorii (nieinwariantnoéé
w stosunku do zmiany poczatku osi czasu, przydatno$é tylko dla stabo zmieniajacych sig
obcigzet) powodujg, Ze mimo swej prostoty jest ona stosowana tylko w szczegblnych
przypadkach i réwnaniu (1.3) nie mozna przypisaé uniwersalnego znaczenia.

*) III nagroda na Ogbinopolskim konkursie na prace teoretyczne z mechaniki, zorganizowanym przez
Oddzial Warszawski PTMTS w 1970 r.
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Powszechnie przyjetym sposobem prowadzenia obliczen na pelzanie jest umowne
rozbicie typowej (zawierajacej wszystkie trzy okresy) krzywej petzania na trzy odcinki
(rys. 1) 1 wykorzystywanie dla opisu kazdego z nich niezaleznych réwnan. Zwykle drugi
okres pelzania stanowi znaczng czg§¢ Zycia konstrukcji i stad, a takze dzieki swej prostocie,

'

)

Sch. Odgvista

|
- |
| |
5’[1: i | m
T

Rys. 1

szerokie zastosowanie znalazla teoria pelzania ustalonego, dla ktdrej zwiazek fizyczny
, -
ma postac
(1.4) &, = f(0).
Dla pierwszego okresu pelzania zmiang odksztalced w czasie dobrze opisuje teoria
umocnienia, sformulowana przez Lupvixa [6], 2 nastepnie rozwinigta przez NaDa1A [7]

1 DAveNPORTA [3]. Wedlug tej teorii, predko$é odksztalcen pelzania jest okre$lona przez
warto$¢ dzialajacego napreZenia i aktualng wartos¢ odksztalcenia pefzania

(15) éc = g(G) en‘)'

Przy wykorzystaniu podobienstwa krzywych petzania, ktdre dla pierwszego okresu pefzania
jest dobrze potwierdzone doswiadczalnie [16], rownanie stanu (1.5) mozna zapisa¢ w postaci

(1.6) &8z = f(0),
gdzie dla funkcji f przyjmuje sie rézne postaci, np:
f(0) = Ad",
(1.7) o) = xexp—q—,
C

=2l

za$ o, %, 1, n, 1y, A, C, D oznaczaja stale materialowe. Zakres stosowania teorii umocnie-
nia jest jednak ograniczony tylko do pierwszego okresu pelzania.

Préba opisu pierwszego i drugiego okresu pelzania jest koncepcja Opqvista [11],
polegajaca na przedtuzeniu prostej odpowiadajacej odcinkowi pelzania ustalonego do
przecigcia z osig odksztalcenn (rys. 1). Diugosé odcinka odcigtego w ten sposéb na osi
odksztalcen jest funkcja naprezenia i obejmuje odksztalcenie sprezyste, natychmiastowe
odksztafcenie plastyczne oraz czgéciowo odksztalcenie pelzania nieustalonego. '
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Analiza odksztalcen petzania w trzecim okresie pelzania stata si¢ mozliwa (w okre$lonym
przedziale naprezefi i temperatur) dzigki opracowaniu i rozwinigciu teorii kruchego znisz-
czenia w wyniku pelzania. Podstawowymi byty tu prace Kaczanowa [5]i RaABoTnOWA [14].
Proces narastania uszkodzen dla jednoosiowego stanu napreZenia opisuje réwnanie (por.

[14])
dw o \F
(1.8) wﬂT = <_l—_a)) )

gdzie w — parametr charakteryzujacy stopien uszkodzenia materialu, & i B — stale
materialowe zalezne od temperatury, f — stala zalezna od hipotetycznego ksztattu roz-
wijajacych sie szczelin. Warunek poczatkowy dla réwnania (1.8) ma postaé

(1.9) w(t=0)=0,
a warunek zniszczenia
(1.10) wt=1ty)=1.

Nalezy tu podkreéli¢, ze warunki te — przyjmowane zreszta w dalszym ciagu pracy —
stanowia jedynie idealizacj¢ rzeczywistego procesu; warunek (1.9) oznacza, ze przyloZenie
w chwili r = 0 obciagZenia nie wywotla natychmiastowego uszkodzenia, za$ warunek (1.10) —
pominiecie faktu, ze w chwili osiagnigcia pewnej wartosci w,, << | zajdzie natychmiastowe
zniszezenie na skutek przekroczenia wytrzymatosei doraZne;j.

Wykorzystujgc réwnania (1.8) (przy g = 0) i (1.4), RaBoTnow [15] zaproponowat opis

petzania krétkoczasowego o postaci
(1.11) E. = flo,w), o=¢p(o,n).
O nieprzydatnosci tego opisu dla drugiego i trzeciego odcinka typowych krzywych pelzania
decyduje fakt, ze state materiatowe wystepujace w pierwszym z rownan (1.11), a wyznaczane
na podstawie odcinkéw krzywych pelzania odpowiadajacych pelzaniu ustalonemu, sg
skazone na skutek uszkodzen materiatu, wystepujacych juz w tym okresie pelzania [5].
Niedostatkiem tym jest réwniez obarczona propozycja SODERQUISTA [19] sprzgzenia réwnan
teorii Odqvista z rownaniem (1.8) przez wprowadzenie funkcji or do zwiazku e—oa.

W prezentowanej pracy podano opis procesu pefzania w oparciu o réwnania teorii
umocnienia i kruchego zniszczenia. Opis taki nie moze jednak stanowi¢ celu samego dla
siebie; skonstruowana teoria musi spetnia¢ dwa podstawowe warunki: z jednej strony
musi ona lepiej niz dotychczasowe teorie opisywad i wyjasnia¢ znane fakty doéwiadczalne,
z drugiej — lepiej przewidywaé zachowanie sie¢ materialu pod obcigzeniem. W dalszym
ciggu skupiono uwage gidwnie na pierwszym z wymienionych warunkow, ktdry jest
warunkiem koniecznym akceptacji kazdej teorii.

2. Podstawowe réwnania dla jednoosiowego stanu napre¢Zenia

Podstawa proponowanego opisu jest do$wiadczalnie obserwowany fakt zachodzenia
w czasie pelzania metali i ich stopédw dwu zjawisk: umocnienia i narastania uszkodzen
(mikrospekan). Zatozymy, ze oba te procesy rozpoczynaja sie w chwili przytozenia obcigzZe-
nia i rozwijaja si¢ réwnolegle az do momentu zniszczenia, przy czym proces umocnienia

10 Mechanika teoretyczna
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przebiega z malejaca predkoScia, za$ proces narastania uszkodzef — ze wzrastajacy.
Wystgpowanie umocnienia w pierwszym okresie pelzania jest widoczne z przebiegu krzy-
wych petzania. Podobnie, ksztatt krzywej pelzania w trzecim okresie mozna wyjaénié
uszkodzeniami, intensywnie narastajagcymi w tym okresie i powodujacyini ostabienie
materiatu (¢, > 0). Rozwdj uszkodzen byt jednak takze stwierdzany juz we wezesnych
stadiach pelzania [17]. Tak wiec, spoé$réd przyjetych zalozen, jedynie zaloZenie o trwaniu
procesu umocnienia na dalszych etapach pelzania ma charakter czysto hipotetyczny.

Rdéwnanie opisujac eodksztalcenia petzania—przy wykorzystaniu powyzszych zatozen —
otrzymamy, wprowadzajac do réwnan teorii umocnienia (1.6) naprezenie efektywne
(odniesione do nieuszkodzonej powierzchni przekroju poprzecznego prébki)

) a \
.1 g.et=4A (TLE) ,
gdzie dla funkcji @ zachowuje swa waznosé rownanie teorii zniszczenia kruchego
; o\
22) o = B(T_—C—U—) ,

a o,n k, 4, B sa stalymi materialowymi.

W dalszym ciagu przyjgto, ze pelne odksztatcenie jest suma odksztalcenia pelzania
i odksztalcenia sprgzystego

(23) &€= &, F &,

przy czym zaklada sie, Zze rozwijajace si¢ uszkodzenia materialu nie maja wplywu na
odksztatcenia sprezyste

2.4) —_

g, = i

Réwnania (2.1), (2.2) sa wazne tylko dla ¢ > 0. Dla ¢ < 0 nalezy potozy¢ w =0,
gdyz teoria zniszczenia kruchego zaproponowana w pracach [5, 14] nie obejmuje przy-
padku $ciskania. Warto jednak zauwazy¢, ze i dla ¢ < O beda si¢ rozwijaly uszkodzenia,
ktére ponadto beda wplywaly na odksztalcenia petzania przy rozciaganiu poprzedzonym
$ciskaniem. Proponowany opis nie obejmuje tych zjawisk.

Na zakonczenie tego rozdziatu zaznaczmy, ze uktad réwnan (2.1), (2.2) nie opisuje
niesprezystego nawrotu (odwrotnego pelzania) ani starzenia metali czy ich stopéw w wyniku
diugotrwalego dziatania podwyzszonej temperatury. Proponowana koncepcje mozna wiec
stosowaé dla metali o stabilnej strukturze, ktdre nie wykazuja powyzszych wlasnosci.

3. Stale materialowe

W réwnaniach (2.1) 1 (2.2) figuruje pigé¢ stalych materialowych: «, n, k, 4, B. Stale
o, n, A mozna wyznaczy¢ jak dla zwyklej teorii umocnienia (teorii sformutowanej dla
naprezeri nominalnych, tzn. odniesionych do poczatkowej, nieuszkodzonej elementarnej
powierzchni), wykorzystujac jednak tylko poczatkowe odcinki krzywych pelzania, dla
ktérych stopien uszkodzenia materiatu jest pomijalnie maty. Stata « wyznacza si¢ wprost
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z krzywych pelzania, przedstawionych w ukladzie dwulogarytmicznym. Dla wyznaczenia
statych n i A konieczne jest sporzadzenie wykresu zaleznodci odksztatcenia petzania od
naprezenia. Jedli wykres ten sporzadzi¢ dla ustalonego czasu ¢ = const, okazuje sig, e
stale # 1 4 zalezg od napreZenia (zob. np. [9]) i réwnanie teorii umocnienia nie moze by¢
stosowane dla pelnego zakresu naprezen, jakie moze przenosi¢ material. Poréwnywanie
wartosci odksztalcen pelzania, wywolanych réznymi naprezeniami, dla ustalonego czasu
fizycznego ¢ nie wydaje si¢ jednak stuszne. Poréwnywalne moga by¢ jedynie odksztafcenia
pelzania dla ustalonego czasu wzglednego

t
(3.1) T = —— = const,
Ly

gdzie 1, = 1,(0) jest czasem zniszczenia prébki przy danym, stalym naprezeniu o (rys. 2).
Tak wyznaczone punkty krzywej, obrazujacej zaleznos¢ &, od o bedg si¢ teraz ukladad
woké! jednej prostej, a wiec n i 4 nie beda zalezaly od naprezenia.

&

Rys. 2

Stale k i B mozna wyznaczaé tak, jak zwykle si¢ to robi — z krzywej wytrzymalosci
czasowej (tzn. zalezno$ci 1, —e). Jest to jednak klopotliwe, gdyz wymaga przeprowadzania
dhugotrwalych badan przy niezbyt wysokim poziomie naprezen, tak dobranym, aby przelom
w chwili zniszczenia mial charakter kruchy. Proponowany opis pozwoli¢ mozZe na tatwiejsze
1 szybsze wyznaczenie statych materialowych k i B. Znajac stale «, n, 4 stale ki B mozemy
wyznaczyé, zadajac spelnienia w dowolnej chwili czasu zgodnoscei warto§ei odksztilcenia
i jego predkosci, wyliczonych na podstawie proponowanego opisu z odpowiednimi war-
toSciami zmierzonymi do$wiadczalnie. Ten sposdb postgpowania pozwoli unikngé din-
gotrwalych badar, doprowadzanych az do chwili zniszczenia probki i szacowal czas
zniszczenia na podstawie stosunkowo krétkotrwalych badan.

4. Peclzanie przy stalym naprezeniu rozciagajacym

Dla ¢ = 0, = const z (2.2) otrzymujemy

1

(4.1 w=1—(1—7) %71,

10*
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gdzie T = t/t,, a t,, = [B(k+1)o§]™! jest czasem kruchego zniszczenia. Podstawiajgc 4.1
do (2.1) otrzymamy po rozdzielenin zmiennych

1 n—k 1

wyg A
bcdac’—‘g“le_i_iloo --ilrdr.
(I—T) k+
Scatkowanie powyzszej réwnodci przy zatoZeniu n % k-1 daje
A atl l i
4.2.1) gatl = 22 __*_*,d'g;k E———
B n—(k+1) (-
adlan=k+!
A ot+] 1
a7 T an—k s
(4.2.2) & B ki o5~ " In =

Ze zwigzkSw tych widaé, Zze podobieristwo krzywych pelzania zachodzi w przyblizeniu
tylko dla malych wartosci 7, tzn. tylko dla poczatkowego okresu petzania. Fakt ten byt
obserwowany do§wiadczalnie [16].

W chwili zniszczenia jest £ = ¢, (czyli T = 1), a warto$¢ odksztalcenia pelzania wynosi

00 dla nz=k+1,
(4-3) Eex =\T A4 a1 a-ll-l

s on=k

[B Sy oy } dla n < k+1.

Przypadek n << k+1 zachodzi rzadko (zob. np. stale materiatowe przytoczone w [13])
i proponowany opis daje na ogét ¢, = . Ten niedostatek tcorii wynika z idealizacji
warunku brzegowego (1.10) dla w w chwili zniszczenia.

5. Skokowa zmiana obcigZenia

Poréwnanie do$wiadczalnych krzywych pelzania przy skokowej zmianie obciazenia
z krzywymi teoretycznymi stanowi przejrzysta weryfikacje réznych teorii pelzania. Naj-
lepsza zgodnosé z doswiadczeniami daje teoria umocnienia, cho¢ i dla niej krzywe teoretycz-
ne uktadajq sie ponizej krzywych doswiadczalnych. Dla poprawienia ich przebiegu pro-
ponowano ulepszenie teorii umocnienia przez wprowadzenie jako miary umocnienia nie
wartoSci aktuainego odksztatcenia ¢,, lecz parametréw:

q =fectlo',
jak w pracy [10], lub

q= J'crdac

jak w [20]. Otrzymywano w ten spos6b lepsza zgodno$¢ przy skokowym zwigkszaniu
naprgzenia, lecz gorszg — w stosunku do zwykle] teorii umocnienia — przy skokowym
zmniejszaniu obciazenia.

Zgodnie z proponowanym opisem, predko$é odksztalcenia pelzania przy skokowej
zmianie obciaZenia zalezy nie tylko od aktualnej warto§ci odksztalcenia, lecz takZze od
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wielko$ci nagromadzonego uszkodzenia w momencie zmiany obcigzenia. Predkosé ta
bedzie — jak to wida¢ z wyjSciowych réwnan (2.1), (2.2) — wigksza niz to wynika ze
zwykiej teorii umocnienia.

Dla opisu pefzania przy zmiennych naprezeniach Odgqvist sformulowal komutatywne
prawo pelzania [12], zgodnie z ktérym odksztalcenie petzania w wyniku dzialania kilku
stalych, lecz rdznych naprezen nie zalezy od kolejnodci ich przylozenia, pod warunkiem,
7e czas ich dziafania jest taki sam. Zasada komutatywnosci nie jest na ogét potwierdzana
do$wiadczeniami, na co zreszta zwracal uwage juz jej autor. Ponizej pokazemy, Ze pro-
ponowany opis réwniez nie potwierdza tej zasady a wiec daje wyniki jakosciowo zgodne

6/6p b

Aty Aty

———II program

————

1 — L—L . Tprogram
At Aty

T
Rys. 3

z do$wiadczeniami. W (ym celu rozwazmy w oparciu o proponowana koncepcje, odksztat-
cenia pefzania dla obcigzenia zrealizowanego wediug dwdch programdéw (rys. 3). Wy-
korzystujac rozwiazanie podstawowego uktadu réwnan (2.1), (2.2) i przyjmujac n > k-1,
otrzymamy nastgpujace wartosci odksztatcen:
dla I programu obcigZenia
0 _\< t \\/‘ Atl > [ )
__1__ k4 1—n _ {__
) A f7-+1 a+l [ At k+1 a+1
5. 1 = = | n—k N —~-—1 — )
( 1) ECI(LIX) Ecr1 ’V-B 11——‘(/6—1—1)0‘0 :| l t*o 1
A, Lt <A+ A, =1, 0 =mge,, m< ],

1 k+1-n

A I Varl Ap ] R '
(52)  eq(ts) = eqy = [F n——-a(kL—l—l_) d'(')_kl {[1— 1] [1—m"=¥]4-

Lo
k+1—n l_
hk+1 a+ 1
—I-m""‘{l— A, A m"] ——1} ,
Zxo lyo
dla IT programu obciazenia
0L AL, o=mgys, m<lI,
L . ktl-n R
. .A oc—l—l . a+1 :_"'_' At k+1 at+1
63 ot = eons = | Zargges| " e {1 )

At, Lt L A, +-At, = t,, 06 =gy,
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_}__ kt1—n
. 4 e+l Y Aty | 1 i
(54 em(tz) = ez = [f n— (k1) 0o ] 1— Iro m [m"—*—1]+
nAl-k L
kt+1 o+ 1
+[1_ At, _Atz,k] ~1}
t*O t:i:O

We wzorach tych oznaczono

o = Bl

Stosunek koficowych wartosci odksztatcen petzania dla obu programéw (5.2), (5.4) wynosi

k+1—n k+1—n

At k4L At A k+1

[1—— 2 mk] [ *— 1] [ 1— = _ Ll —mk

(5 5) § = Ecrr2 L t>|:0 T R t.i:O t*O
' Ecrz ol ktl-n

At | , At At ket

[1— 1] [1—m"*4m,_ |1 ——— 12k -1
Lo . Lo o

Dla zwyklej teorii umocnienia wartosci odksztalcen w chwili ¢, dla obu programéw
potwierdzaja zasade komutatywnofci i wynosza

1
(5.6) Eoz = Eerrz = {A(+ Do §(dr, +m"Aty) ya+T,
sk
At=0,4t*g
1,16 ey,

\N

| /

/ At=0,21xg \
4,08 . /

ARy/RRRNE

,2 04 0,6 0,8 10

1,04 /
L —1
0

1,00
0

3Y

Rys. 4

Dla przypadku A¢, = At, i wybranych wartosci stalych materialowych (n = 4, k = 2)
sporzadzono wykres zalezno$ci stosunku s od m (rys. 4). Do obliczen przyjeto At, = At, =
= 0,2 t,o oraz At; = At, = 0,4 t,,. Dla wszystkich 0 < m < 1 odksztalcenie w chwili
t, jest wigksze przy zwigkszaniu obciazenia (program II) niZ przy jego zmniejszaniu (pro-
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Stop. alum a16T

e 102 ' T=200°C
0y =16 kG/mm?, m=0,75
2 At= 24 godz.
I
Iprogram /
N /]
P =
/// -
4 e YAZN g
v » S
s ” \]Ipmgram S I
74 1= e
A
ay
/
Wi
| ] -
0 20 40
At B At _ t[godz.]
b
Rys. 5

gram I). Zjawisko to byto pokazane doswiadczalnie; na rys. 5 przytoczono wyniki do$wiad-
czen z pracy [9] oraz — liniami przerywanymi — krzywe teoretyczne dla teoxii umocnienia.

6. Relaksacja naprezei

Dla opisu zjawiska relaksacji naprezen konieczne jest scatkowanie réwnan (2.1), (2.2)
przy zaloZeniu ¢ = g, = const z warunkami poczatkowymi o(0) = o, i w(0) = 0, oraz
uwzglednienie odksztalcen sprezystych. Dla poszukiwanych funkcji o(f) i o (2) otrzymujemy
teraz uktad

o\ —n e o “rt k+1 .
(6.1) Of(d—o) (1—w) dt-—to(l-—g) , (-0 1~_f(_—) d,

gdzie to = gt " [AE** (a4-1).
Analityczne rozwigzywanie ukladu (6.1) jest dosyé klopotliwe, podobnie jak to jest
dla zwyklej teoril umocnienia, gdzie na ogét stosuje si¢ metody numeryczne. Wygodnym

wydaje si¢ tu catkowanie uktadu (6.1) krokami po napre¢zeniu. Oznaczajgc przez ¢; na-
prezenie w chwili #;, potozymy:

1
AR} Fs
gdzie 0 < 8 < 1 jest krokiem po o; (np. d = 0, 1). Przyjmiemy, Ze naprezenie o; jest
state w przedziale czasu A¢;, = £, —1;. Teraz ukiad (6.1) mozna zapisaé w postaci:

(6.2) o; = 0o(1—id), i=1,2,..

. i
(6.3) Z =0y (1—w))"At; = to(i0)**:,  (I—w)+t = 1— ?17 2 (1—jo)At,.
i=1 *0 5
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Z réwnan tych mozna wyznacza¢ Af; i w; dla kazdego kroku. Ten sposob postepowania
wymaga jednak rozwigzywania rownan algebraicznych wysokiego stopnia ze wzgledu
na w;. Aby tego unikngé, mozna — szczegdinie przy zastosowaniu maszyn cyfrowych —
wyznaczyé /t; z réwnan zwyklej teorii umocnienia, ktdre w przyjetych oznaczeniach maja
postac:

i
(6.4) Doy dt; = 1 (i),
i=1

a nastepnie z drugiego z réwnan (6.3) obliczaé w;. Podstawiajac w; do pierwszego z réwnan
(6.3) wyznaczymy poprawiong warto$¢ ¢f;, na podstawie ktorej z drugiego réwnania
wyznaczamy kolejne przyblizenie dla w;. Ten proces iteracyjny nalezy prowadzié az do
uzyskania Zgdanej dokladnosci obliczes.

Przebieg krzywych relaksacji, wyznaczonych na podstawie (6.1) [badz (6.3)] zalezy od
wartosci stosunku f4/f,.q, ktéry np. dla stali i przy naprezeniach ¢, << ¢ (0, — granica
sprezystosci) jest rzedu 1075, Tym niemniej krzywe te ukiadajg si¢ ponizej krzywych otrzy-
manych na podstawie teorii umocnienia, a wige tak, jak i krzywe doswiadczalne (zob.
np. [2]). Roznice iloSciowe pomigdzy obiema teoriami sg jednak bardzo male, gdyz
wplyw szybko malejacych naprezen na uszkodzenia, a co za tym idzie na odksztalcenia,
jest maly.

7. Zniszczenie mieszane

Réwnanie (1.8) opisuje proces narastania uszkodzen materialu, w wyniku ktérego
nastepuje zniszczenie kruche. Realizuje sig¢ ono dla malych wartosci naprezen. Dla duzych
napreZzen HoFF [4] zaproponowal opis zniszczenia lepkiego, uwzgledniajac duze odksztal-
cenia dla petzania ustalonego. Propozycje uwzglednienia obu rodzajéw zniszczenia podat
Kaczanow [5], nie biorac jednak pod uwagg wplywu uszkodzen na odksztalcenia i opierajac
si¢ na teorii petzania ustalonego. Dla pclzania nieustalonego koncepcje Hoffa i Kaczanowa
rozwinat NAMIESTNIKOW [8]. Opis pefzania dla teorii pelzania ustalonego, przy uwzglednie-
niu duzych odksztatcen i wplywu na nie uszkodzen, zaproponowat RaBornow [16].

Przyjmujac logarytmiczng miare odksztalcen 1 wykorzystujac warunek nieéci§liwosci,
otrzymamy z (2.1) i (2.2) uktad réwnan

g8l =4 (-1—2%) exp(ne,),
(7.1) oy
b= RB|-29
W = B( —o ) exp(ke,).

W dalszym ciggu przyjmiemy n > k-+1. Dzielac réwnania (7.1) stronami przez siebie
1 obustronnie catkujac, otrzymamy

f edexp[(k—n)e Jde, = %a"[)_k f(l__w)k_ndw.
0 ;
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Dla catkowitych o catke po lewej stronie powyzszej réwnosci mozna obliczy¢; otrzymamy
stad zwiazek pomiedzy e, i w w postaci

- | o! »
(72) ec—; 2/ (a—l)’ (n—k)' - /1—/( (n /’)"‘_ _( )”177‘:7'7}

gdzie oznaczono

A n—k _
(7.3) PEB i) 0
Z warunku istnienia prawej strony réwnosci (7.2) otrzymujemy
- 1
(7.4) 0 <o, =1—|—L e,
i 1 I ol
v (n—k)*

gdzie w,, oznacza stopien zniszczenia kruchego w chwili, gdy odksztalcenia petzania narasta-
ja nieograniczenie (tzn. przekrdj poprzeczny probki zmierza do zera).

wxh

1,0

08

04 T

" N

0 2 4 6 - 8 10
Rys. 6

-
v

Czas zniszczenia mieszanego mozna teraz wyznaczy¢ z drugiego z réwnan (7.1)

g

1
(1.5) =t Oj (1—w)* exp[— ke (w)] do

Warto zauwazy¢, Zze w ustalonej temperaturze, wzrost przytozonego naprezenia oy powoduje
zmnigjszanie wartosci w, do wartoéci granicznej w, = 0, co odpowiada przypadkowi
zniszczenia idealnie lepkiego. Drugi przypadek graniczny oo — 0 (tzn. w, — 1) stanowi
przejScie do zniszczenia idealnie kruchego. Zalezno$é w, od » (a wige i od o) dla n =4,
k =2, o« = 1 pokazuje rys. 6.
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Postugiwanie si¢ rownaniami (7.1) w postaci analitycznej jest niewygodne, szczegSlnie
gdy o jest niecatkowite. Prostym sposobem bedzie catkowanie krokami po @ w przedziale
0 <o < w,. Przyjmujac przyrosty dw; = w;—w;_; na tyle male, aby male byly odpowia-
dajace im przyrosty czasu At; i zakladajac, ze e Jest stale w tych przedzialach czasu,
otrzymamy rownanie

o A n--k 1 . 1 . 1

(7.6) etiexpl(k—m)ecilde,y = B =) l (I—w)=+0 ™ ml_—l),m )
z ktdrego mozemy wyznaczy¢ e,;, a nastgpnie z rdwnania

(7.7) Q= Y+ = (l—w)*! = Bag(k+1)expke.) At

wyliczy¢ At Krzywa wytrzymalosci czasowej, zbudowang w oparciu o wzory (7.6) i (7.7)
pokazano na rys. 7. Jak wida¢ z tego rysunku, proponowany opis zniszczenia mieszanego

Iogzo; “, } Wy
) ~
=
= Zniszcz. kruche -1g1
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Rys. 7

odpowiada zastapieniu schematycznego wykresu logt,—logos, w postact dwu prostych —
Jedng krzywa. Asymptotyczne zblizanie sie tej krzywej do prostych wykresu schematycznego
odpowiada przejéciu do zniszczenia idealnie lepkiego (lewa galaz) i idealnie kruchego
(prawa galaZz wykresu).

8. Uwagi koncowe

Przedstawiona propozycja opisu pelnégo procesu pelzania metali jest uogdlnieniem
hipotezy RapoTNnowA [15] dzigki wprowadzeniu do rozwazan zjawiska umocnienia. Jak
pokazano, koncepcja niniejsza dobrze odpowiada stronie empirycznej zjawiska pelzania.
Pozwala ona nie tylko wyja$niac fakty obserwowane do$wiadczalnie, lecz takie przewidy-
waé zachowanie si¢ konstrukcji, pracujacych w podwyzszonych temperaturach.
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Proponowany opis daje mozliwo$é opisania redystrybucji naprezen, zachodzacej
w statycznie niewyznaczalnych konstrukcjach, a w konsekwencji na precyzyjniejsze wyzna-
czenie czasu zniszczenia tych konstrukeji. Przy umownym podziale krzywej petzania na
trzy odcinki, redystrybucje¢ naprezen moZna opisa¢ tylko dla pelzania nieustalonego.
Problem ten byt niedawno omawiany w pracy CALLADINE [1]. Przedstawiona propozycja
opisu pelzania, dla ktérej nie wydziela si¢ poszczegdlnych okreséw pelzania, pozwoli na
przesledzenie zmiany rozktadu naprezen w ciggu calego procesu.

Poprawny opis pelzania przy skokowej zmianie napreZzen daje takize mozliwo$¢ opisu
ruchu frontu zniszczenia dla ztozonych konstrukeji.
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Pezome

O BO3MOXXHOCTH OIMMCAHWA BCETO IMPOLUECCA ITOJI3YYECTH METAJUIOB

TIpensioskeno TIOJTHOE OMMCAHIE BCELO NPOLECCA [MOJI3YUECTH METAJIIOB, OXBATHIBAIOLIEE BCE TPH
YCIIOBHBIX YUACTK2 KPUBOM rronayyectd. [locTpoena MaTeMaTHIECKA MOMENL B BHE CHCTEMbLI HeHHel-
HBIX auddepeHHantHLIX YPAaBHeHKH IEPROTO ITOPSIAKA, OCHOBAHHAS HA TIPE/IIONOYKEHMY 112 PAJIIENBHO-
CTH IIPONECCOB YIIPOUHEHMS M HapacTasus nosperxpeHui. ITpn nomomn sroif mopenu mcciiefonaHa
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NONIBYYECTh B YCJIOBIAX OQHOOCHOTO paceAyKCHU IO JeHCTBHEM KaK JOCTOSIHHOI, TaXK 11 BHE3aNHO H3Me-
HSHOILENCS HATPY3KH, UTO HAJl0 BO3MOMHOCTL Bosiee IONHO OBBICHNTL HEKOTOPLIE SBJIEHUS, HaBGuio-
JaeMbLle B 3KCIEPHMENTAX. PaccmoTpeda 3a1aua 00 ONpeNeseHHH MaTePHMILHBEIX KOHCTAHT, a Taloke
YKA3AML] BO3MOYKHOCTH HPOTHO3HPOBAHMA BPEMEHIIOL! PO THOCTH, OCIIOBAMIILIC 14 ITPCHTIAraeMOoit TEOPLIK.
PaccMOTPCHD] TPOHECCHl PCNAKCALMI HANPSIIEHII i CMEIAHIOT0 BA3KO-XPYUKOTO paspyLuelms npu
KOHEMHBIX JACDOPMALIAX.

Summary
ON A POSSIBILITY OF DESCRIPTION OF FULL CREEP PROCESSES FOR METALS

A mcthod of description of full crecp processes of metals is proposed in the paper for ali three con-
ventional parts of typical creep curves. Under the assumption of parallel course for hardening and
damage increase processes, the mathematical model is built in the form of a set of non-linear differential
equations of the first order. Using the above model the crecp under axial extension is analyzed for the cases
of constant and jump variable loadings. In this way a richer explanation of experimentally observed facts
is acquired. The problcm of matcrial conslants determination as well as the possibility of predicting the
time-dependent strenght arc discussed. The course of the stress relaxation process and, ltaking into account
large deformations, the case of mixed visco-brittle fracture are also considered.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostalu zlozona w Redakeji dnia 22 marca 1971 r,
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NAPREZENIA KONTAKTOWE W ELEMENTACH MASZYN W SWIETLE BADAN ZAGADNIENIA
ELASTOHYDRODYNAMICZNEGO SMAROWANIA*

JACEK STUPNICKI (WARSZAWA)

Oznaczenia
E modut Younga,
, . 1 Irl—rp? L—»,
E’ zredukowany modut Younga wyrazony przez wzor —- = —|-——— + -~ s
E 2 E, E,
F warto$¢ naprezen stycznych wywolujacych 1 izochrome,
n rzad izochromy,
po maksymalne naciski wedlug Hertza,
R, promien biezni pierdcienia,
R, promien biezni walca,
1 1 1
R promien zastepczego walca wyrazony nastgpujaco —— = — 4 ——,
R R, R,

T naprgzenia styczne,
wsp6lczynnik redukcji maksymalnych naprezen stycznych wyrazony przez x =
Tmax Z Olejem

Tmax bez oleju

V), predkosé biezni pierscienia,

Vi bpredkosci biezni walca,

1o lepkos$é oleju pod ciénieniem atmosferycznym i w temperaturze pomiaréw,
o wspbiczynnik wzrostu lepkosci z cisnieniem we wzorze u = jpe?,

. - . Vi
B wspolczynnik poslizgu wyrazony przez f = —1.

p

1. Wstep

Badania prowadzone w szeregu oSrodkow nad zagadnieniami elastohydrodynamicznego
smarowania wykazuja, Ze nieprzerwana warstwa oleju oddzielajaca wspdtpracujace po-
wierzchnie elementdw maszyn jest zjawiskiem wystgpujacym czgéciej niz si¢ tego dawniej
spodziewano. Do typowych elementéw maszyn pracujacych w warunkach elastohydro-
dynamicznego smarowania naleza lozyska toczne, zgby kot zgbatych, krzywki itp.

*) III nagroda na Ogélnopolskim Konkursie na prace do$wiadczalne z mechaniki, zorganizowanym
przez Oddzial Gliwicki PTMTS w 1970 r.
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Szereg waznych czynnikéw odréznia elastohydrodynamiczne smarowanie od klasycz-
nego smarowania hydrodynamicznego. Czynnikami tymi sa: wplyw wysokiego ci$nienia
na lepko$¢ oleju, $cisliwos¢ oleju, sprezyste odksztalcenie powierzchni, szorstko$é powierz-
chut 1 lokalne zmiany temperatury.

Kiedy pod wplywem ciénienia powierzchnie cial ulegaja deformacji, zmienia si¢ ksztatt
szczeliny olejowej, co wplywa na rozklad cisniet w warstwie oleju. Rozwiazanie zagadnienia
musi jednocze$nie spetniaé réwnania hydrodynamiki uwzgledniajac zmiane wlasnodci
cieczy z ciénieniem i temperatura, jak i réwnania sprezystosci.

Zagadnienie jest zloZzone, a rozwijajac je nalezy mie¢ stale na uwadze rzad wielkosci
charakterystycznych parametréw. Dla wigkszosci technicznie waznych przypadkéw sze-
rokoé¢ kontaktu wynosi B = 0,1 —0,5 mm, grubo$é warstwy /= (5-20)-10~* mm.
Olej wechodzac w strefe kontaktu pod ciénieniem atmosferycznym zostaje spregzony do
p = 500— 1500 MN/m? i odprezony, w czasie { = (1-5)- 1073 sek, co odpowiada pred-
koséci toczenia ¥ = 10 m/sek. Pomimo tak krétkiego czasu, olej odbywa dluga droge
pomigdzy wspdipracujacymi powierzchniami. Stosunek szerokoséci pola styku do grubosci

warstwy wynosi bowiem 7= 5001000, a lokalne nierdwnos$ci powierzchni wplywaja

nafi w sposéb zasadniczy.

W literaturze naukowej ukazuja si¢ liczne publikacje po$wiecone analizie elastohydro-
dynamicznego smarowania. Prace GRUBINA [11] i PETRUSEWICZA [12] staly si¢ podstawg
do analiz teoretycznych [2, 5, 6,7, 8]. Charakteryzujac je ogdlnie mozna stwierdzi¢, ze
dla rozwiazania zagadnienia muszg by¢ czynione daleko idace uproszczenia. W szczegdl-
nosci uproszczenia te polegaja na przyjmowaniu wiasnosci olejow na podstawie badan
statycznych, zaniedbywaniu efektéw termicznych i odprowadzania ciepta, zaniedbania
wplywu obecnodci faz lotnych w oleju, co zasadniczo zmienia $ci§liwos$¢, i zaniedbaniu
réznic predkodei wzdtuz grubosci warstwy oleju.

Powyzsze fakty sklaniaja do poszukiwan wyjasnienia zagadnien kontaktu na drodze
badan dodwiadczalnych, uwzgledniajacych specyfike zjawiska.

Z punktu widzenia zastosowan do projektowania tozysk tocznych, szczegdlne znaczenie
ma okreslenie grubosei warstwy w zaleznodci od szeregu czynnikéw takich, jak geometria
kontaktu, wielko$é obciazenia, predkosé toczenia i poslizgu, lepko$¢ oleju itp. Zagadnieniu
temu poswigcono szereg prac doswiadczalnych [3, 4, 13] ujmujacych wyniki w postaci
‘wzoréw lub wykreséw okres$lajacych potrzebne wartosci w sposéb jednoznaczny.

Drugim zagadnieniem jest okreélenie rozktadu ci$nienn w warstwie oleju i odpowiadaja-
cego mu rozkladu naprezen w cialach stalych w funkcji wymienionych powyzej parametréw.

Zagadnienie to, szczegélnie wazne z punktu widzenia wytrzymalo$ci zmgczeniowej,
interesujgcej zarowno projektantéw lozysk tocznych, jak i przekladni zgbatych, nie zna-
lazto dotychczas zadowalajacego rozwigzania. Z uwagi na bardzo male wymiary badanego
obszaru w stosunku do istniejacych elementéw pomiarowych, uzyskanic wynikéw na
rzeczywistych konstrukcjach jest niemozliwe. Badania ograniczajg si¢ wigc badz do stwier-
dzenia wplywu grubosci warstwy na trwalo§¢ konstrukcji [1, 13], badZ do wyznaczenia
interesujacych wielkoSci na modelach o zwigkszonej strefie kontaktu droga modyfikacji
geometrii [10]. Wiaze si¢ z tym odejécie od charakterystycznych parametréw kontaktu
takich, jak wielko§¢ nacisku i czas przechodzenia oleju przez stref¢ kontaktu.
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Autor w swojej wezeniejszej pracy [14] wykazal istnienie wplywu warstwy oleju na
rozkiad naciskéw. Podane tam wyniki dotyczace rozktadu cignien i naprezen w zaleznosci
od predkosci toczenia poslizgu i lepkosci oleju oparte byly na badaniach wykonanych przy
malych ci$nieniach rzedu p = 30 MN/m?2. Praca prezentowana obecnie omawia uzyskane
ostatnio na ulepszonym stanowisku badawczym wyniki dotyczace wplywu warstwy oleju
przy dziesigciokrotnie wyZszych ciénieniach.

2. Opis aparatury i technika pomiaréw

Badania byly prieprowadzone przy uzyciu elastooptycznej metody pomiaru napreZed,
pozwalajacej uzyskaé w czasie mikrosekundy rozkiad naprezeri w catym badanym obszarze.
Uzycie odpowiednich materialéw na modele walcéw wspdtpracujacych gwarantuje, ze

Rys. 1

pomiar jest bezinercyjny. Przy odpowiednio dobranym uk}adzie optycznym mozna uzyskaé
dane o naprezeniach w punktach odlegtych o utamki milimetra, co przy stosowaniu wszy-
stkich innych metod analizy naprezen jest nieosiagalne.
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Rysunek | przedstawia ogdélny widok, a rys. 2 schemat urzadzenia pomiarowego.
Zaprojektowane ono bylo w ten sposob, by mogto by¢ umieszczone pomigdzy elementami
ukladu optycznego polaryskopu.

Modele pomiarowe walcéw wykonane z plastyku CR-39 posiadaly wymiary: $rednica
d,= 120 mm, grubos¢ 7, = 18 mm; obcigzane byly do p, = 30 MN/m?. Modele wykonane
ze szkta mialy §rednice d; = 125 mm i grubo$¢ ¢, = 25 mm; obcigZane byly do p, = 210
MN/m?, gdzie p, oznacza maksymalne naciski w miejscu kontaktu wedtug wzoréw Hertza.
Warunki kontaktu realizowane byly przez docisk modeli do wewngtrznej powierzchni
piericienia stalowego o $rednicy d, = 260 mm i $rednicy zewngtrznej d, = 400 mm ufo-
zyskowanego na trzech rolkach. Wielkiej staranno$ci w czasie budowy urzadzenia wymagato

/Podpory obrolowe

Rys. 2

zapewnienie, by osie modelu, pierécienia i rolek prowadzacych byly rownolegle. Nawet
niewielkie odchylenia tych osi od réwnoleglosci powodowaly drgania ukiadu i niestabilna
pracg pierscienia.

Dowolny nacisk w miejscu kontaktu wywolywany byt sprezyna pofaczona przez
element dynamometryczny z dzwignia, w ktérej osadzono toZzyska modelu walca.

Zaréwno model walca, jak i pierSciet byly napedzane osobnymi silnikami dla umozli-
wienia badania w warunkach toczenia i toczenia z po§lizgiem.

Pierscien napedzany byt silnikiem pradu zmiennego przez pas klinowy. Zmienne
przetozenie pozwalato uzyskiwaé trzy predkosci obrotéw odpowiadajace predkosci we-
wngtrznej biezni pierdcienia ¥, = 3,1 m/sek, ¥, = 8,8 m/sek i ¥, = 17,2 m/sek. Model
walca byt napgdzany silnikiem pradu statego, ktéry umozliwial ciggla zmiane predkosci
biezni walca od V,, = 0 do V,, = 35,5 m/sek.

Predkosci walca i pierscienia byly mierzone za pomocy ukiadu fotokomdrek, ktérych
wskazania rejestrowano na tasmie oscylografu. Dokiadno$¢ tego typu pomiaréw predkosci
oceniono na okolo 3%.

Na bieznig walca i pierscienia natryskiwano olej. Stosowano kilka gatunkdéw olejow
przektadniowych, olej Hipol 10 i Hipol 15, Spirax 90 EP.

Obrazy izochrom odpowiadajace dynamicznym naprezeniom uzyskiwano fotografujac
stref¢ kontaktu w $wietle monochromatycznym (A = 4470 A) pochodzacym z lampy
btyskowej duzej mocy. Czas naéwietlania filmu wynosit okoto 1 mikrosekundy.
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Dla sprawdzenia prawidlowego dzialania aparatury i czuloéci optycznej materiatu
modelowego wykonano zdjecia rozktadu izochrom obciaZajac walec statycznie i w czasie
toczenia z réznymi predkosciami. Otrzymane rozklady izochrom statyczne i dynamiczne
dla suchego kontaktu nie wykazywaly réznic co §wiadczy, ze materialy stosowane na walce
w zakresie stosowanych predkoéci toczenia nie wykazuja histerezy spreZystej ani optycznej.

Rysunek 3 przedstawia rozkiad izochrom dla suchego kontaktu przy uzyciu walca
szklanego. Obcigzenie jednostkowe P = 160 KN/m wywoluje maksymalne naciski wedlug
Hertza p, = 163 MN/m?2. '

Izochromy sg to miejsca geometryczne punktow, w ktérych naprezenia styczne t w plasz-
czyznie modelu sa stale. Warto$€ napreZen stycznych jest dana réwnaniem

T = nF,

gdzie n jest rzedem izochromy, F— stala modelowa.

Najwigkszy rzad izochromy n,,., a wiec i 7,,,, wystgpuje nieco pod powierzchnig
biezni. Przy zastosowaniu techniki fotografowania izochrom, najmniejsza réZznica w war-
todei izochrom, ktdra mozna odczytaé¢ wynosi 0,25 rzedu. Jesli n,,, utrzymywaé na po-
ziomie 15 izochrom dokladno$¢ odczytu mozemy oceni¢ na + 1,6%.

Rys. 3

We wczeéniejszych badaniach autora [14] plastykowe modele walcéw miaty budowe
warstwowa. Zewnetrzne warstwy wykonane byly ze szkta organicznego, optycznie nieczu-
lego, a warstwa wewnetrzna CR-39. Taka budowa modelu pozwalala wyznaczy¢ rozktad
naprezen w §rodkowej warstwie walca. Badania te wykazaly, ze dla rozwazanych wymiaréw
pola styku i stosunku grubo$ci modelu do gruboéci warstwy oleju uplyw boczny oleju
moze byé zaniedbany.

Aby otrzymane wyniki mogly by¢ poréwnywane z otrzymanymi przez innych autoréw

przyjeto stosowane zazwyczaj [9] bezwymiarowe wspdiczynniki charakteryzujgce warunki
kontaktu.

11 Mechanika teoretyczna



Rys. 5
[162]
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Wspotczynniki te w omawianych pomiarach zmienialy si¢ w nastepujacych granicach:

Parametr predkosci U = ’Lg,z’l = 2.107'% do 10-1071°,
P .
E'R’ )
W == 10"* dla modeli plastykowych,
W =1,05-10"° do 1,42- 1073 dla modeli szklanych.
Parametr materialowy G = aFE’,
G = 160 dla modeli plastykowych,
G = 2600 dla modeli szklanych.

\

Parametr obciazenia W=

3. Wyniki

Rysunek 4 ukazuje rozktad jzochrom w strefie kontaktu w czasie toczenia modelu
z CR-39 ze smarowaniem biezni. Widzimy wyrazna zmiang rozktadu izochrom w poréw-
naniu do rozktadu izochrom kontaktu suchego (rys. 3). Musi to byé efektem réznicy roz-
kiadu naciskéw pomiedzy walcem a pierscieniem, wystgpujacych dla kontaktu suchego
i dla kontaktu w przypadku toczenia z olejem.

Rysunki 5a, b i 6a, b podaja przyktadowo dwa komplety obrazéw izochrom uzyskanych
dla plastykowych i szklanych modeli dla warunkéw kontaktu suchego i smarowanego,
gdy pozostale warunki takie, jak catkowite obciazenie, predkosé, poslizg w danym komp-
lecie sg te same.

Pordwnanie rys. a) i b) kazdego z kompletow pozwala nam wyciagnaé¢ wniosek, ze
dla stosowanego w pomiarach zakresu parametréw rozklad ci§nied w warstwie oleju rézni
si¢ znacznie od eliptycznego rozkiadu Hertza.

Rozklady izochrom dla toczenia z olejem sg niesymetryczne wzglgdem osi faczacych
$rodek walca i pier§cienia. Izochromy sa rozrzedzone przy wejéciu w strefe kontaktu,
a zgeszezone przy wyjsciu. To wskazuje na inne gradienty wzrostu i spadku ciénienia
w warstwie oleju. :

W warunkach smarowanego kontaktu maksymalny rzad izochrom n,,, jest nizszy niz
dla tego samego obcigZenia dla suchego kontaktu. Ten fakt jest bardzo istotny, gdyz wy-
kazuje, Ze obecnos$é oleju w miejscu styku redukuje maksymalne naprezenia styczne r,,,,.
Dla kompletéw podanych na rys. 51 6 n,,, jest zmniejszone przez warstw¢ oleju odpo-
wiednio o 20 i 33%. '

Zmiana w rozkladzie izochrom w okolicy miejsca styku wskazuje, ze powierzchnia
przenoszaca obcigzenie w warunkach kontaktu smarowanego jest zwigkszona 2-3 razy
w stosunku do kontaktu suchego. '

Ciekawych informacji dostarcza poréwnanie rozkladéw izochrom pokazanych na
rys. 5b i 6b. Obydwa uzyskane dla smarowania tym samym olejem przy tej samej pred-
kosci toczenia réznig si¢ obcigzeniem i wlasno$ciami sprezystymi modelu. Rozklad izo-
chrom na rys. 5b dla modelu plastykowego odpowiada analizie zjawiska przy zalozeniu
odksztalcalnosci walca 1 stalej lepkosci oleju, podczas gdy rozklad izochrom na rys. 6b
dla modelu szklanego odpowiada analizie, uwzgledniajacej odksztalcalno$é walca i zmiang

11*
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pod wplywem cisnienia lepkosci oleju (dla oleju mineralnego cinienie p, = 200 MN/m?
wywoluje pieédziesigciokrotny wzrost lepkosci).

Charakter przebiegu izochrom w obydwu przypadkach jest podobny, dlatego mozemy
przyja¢, ze pomimo roznic co do wartoéci cisnienia, charakter zmijany cisnienia wzdhiz
brzegu walca jest podobny. Rozklad ciénieri na brzegu walca odpowiadajacy znanemu
rozktadowi izochrom mozna wyznaczy¢ wieloma metodami. Postugujac sie metoda cha-

p, kG/em®

200 Rozkfad wg Herfza .

150

i

03 0,2 01

Rys. 8

rakterystyk [14] autor wyznaczy! przebieg cisnien dla podanego na rys. 7 obrazu izochrom.
Odpowiadajacy przebieg ci§nieri w warstwie oleju podaje rys. 8 w zestawieniu z teoretycz-
nym rozkladem naciskéw dla suchych gladkich walcéw.
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Na podstawie szeregu kompletéw zdjeé izochrom mozemy otrzymaé informacje na
temat wptywu parametréw toczenia na maksymalne napreZenia styczne. Jako wspéiczyn-
nik redukeji naprezeni stycznych przyjmijmy stosunek

Pmax Z Olejem 7,2 olejem
Naax DEZ Oleju T, bez oleju’

H =
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Na rys. 9-12 podano wykresy zmiany wspéfczynnika » otrzymane dla modeli szklanych,
przy zachowaniu stalego obciazenia wywolujacego wediug Hertza maksymalne naciski

= 163 MN/m? i zastosowaniu olejéw przektadniowych Hipol 15 i Spirax 90 EP o lep-
koéci odpowiednio zy = 810 cP i yo = 690 cP w temperaturze okoto 18°C.

Wykres na rys. 9 podaje zmiang wspdiczynnika » w funkeji predkosei piercienia ¥,
dla niewielkich poslizgéw —0,4 < f < 0,4. Wida¢, ze wplyw predkodci jest znaczny dla
matych predkosci ¥, < 4 m/sek. Powyzej tej predkosci warto$¢ wspotczynnika » nie ulega
dnzym zmianom. Przebieg wykresu dla bardzo matych predkosci wymaga dalszego spraw-
dzenia. Wydaje si¢, ze warto$¢ wspéfczynnika » winna dazy¢ do 1 dla ¥V, = 0i =0,
ale wyniki w zakresie matych predkosci wykazuja duze rozrzuty.

Wykresy podane na rys. 10, 11, 12 podaja wplyw wspolczynnika poslizgu f = ;2'._1

p
na warto$é wspotczynnika ». Kazdy punkt zaznaczony na wykresach odpowiada komple-

towi zdje¢ podobnemu, jak na rys. 6. Dla malych predkosci (rys. 10) wzrost poslizgu po-
woduje wzrost wplywu oleju, co mozna tlumaczy¢ wzrostem $redniej predkosci kontaktu

_l

V=-2_"F Dla predkosci duzych (rys. 12) warto$¢ wspoéiczynnika x = 0,56 wydaje

sie meza]eZna od poslizgu w calym badanym zakresie —1 < ff < 1. Warto§¢ »x = 0,56
oznacza, ze maksymalne naprezenia styczne w strefie kontaktu dla toczenia z olejem sg
mniejsze o okolo 44% od naprezen dla kontaktu suchego.

4. Whnioski

W wyniku przeprowadzonych pomiaréw uzyskano rozkiady naprgzen w strefie kon-
taktu w zaleznosci od predkosci toczenia, wielkosci poslizgu, obeigZzenia oraz wlasnosci
oleju. Stosowane w pomiarach predkosdcei toczenia odpowiadaja predkoSciom rzeczywis-
tych konstrukcji, co ma podstawowe znaczenie z uwagi na czas przejécia oleju przez strefe
kontaktu (¢ = 10~* sek).

Zastosowanie na modele szkla pozwolito na osiggniecie naciskéw w strefic kontaktu
bliskich rzeczywistym spotykanym w kolach zebatych lub lozyskach tocznych. Material
modelu posiadat modul Younga niezbyt réznigcy sie od moduléw materialéw spotyka-
nych w rzeczywistych konstrukcjach (braz, Zeliwo).

Uzyskane wyniki $wiadcza, ze warstwa oleju wplywa na wielko$¢ i rozktad naprezen
kontaktowych w sposéb nastepujacy: &

1. Warstwa oleju pomigdzy powierzchniami elementéw wspéipracujacych zabezpiecza
przed punktowym przenoszeniem obciaZen przez szczyty nieréwnosci powierzchni, co
pozwala traktowaé ciala jako gladkie oraz zmniejsza maksymalne naprezenia kontaktowe
odgrywajac role «poduszki» pomiedzy ciatami stalymi, Dla stosowanych w pomiarach
warunkéw kontaktu zmniejszenie maksymalnych naciskéw w stosunku do liczonych z wzo-~
ru Hertza wynosi 20%-40%. W pojedynczych przypadkach obserwowano zmniejszenie
wyteZenia materiatu w strefie kontaktu o okolo 50%.

2. Rozklady izochrom dla czystego toczenia wykazaly, ze punkt najwigkszego wyteze-
nia materiatu nie ma tendencji do przesuwania si¢ w kierunku brzegu walca.

‘
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3. Wplyw warstwy oleju na naprezenia kontaktowe w strefie mafych predkosei ¥, <
< 4 my/sek silnie zalezy od predkosci toczenia. Dla predkosci wigkszych ulega niewielkim
zmianom (rys. 9). ]

4. Izochromy rozrzedzone w strefie wejécia, a zgeszczone w strefie wychodzenia z kon-
taktu wskazuja, ze gradienty wzrostu i spadku cisnienia w warstwie oleju réznia si¢ znacz-
nie. Na zadnym obrazie izochrom nie zauwazono jednak efektow przewidywanego teore-
tycznie ostrego drugiego maksimum ci$nienia w poblizu wylotu.
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KOHTAKTHBIE HATIPSDKEHM B OETAJISIX MAUWWH
C TOYKM 3PEHIMST MCCIETOBAHUUN
DJIACTOrMIPOIUHAMUYECKON CMA3KH

Onucansl ONbITH] 110 HAXOMKIEHUIO PACIIPEAENICHHSI HANPSDIEHHH B 06JACTH KOHTAKTA CTABHOIO KOJIb=
13 ¢ MOMEJISIMH LMIHH/APOB N3 cTekya uiad wiactmMacchl CR-39, o6KaTLIBAEMBIMM 1O BHYTPEHHEH KPOMKE
KOJIbLIA B YCJIOBHSIX CYXOTO TPEHHS MM CMasKW. Kax HMIMHADLI, TAK M KOJLLO MPHBOLHIIMUCH OTHENEH-
HBbIMH [BHUTaTeJIAMH, OOECITEUNBAIOLIMMY MIPOUSBOJBHEIE YCJIOBMSA KAUEHHS M KAUEHHS C IIPOCKANbL3bI-
BanMeM.
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Maxcumanbipie HANPSKEHRUS B MecTe KoHTaKTa mo Iepuy 6bing paBubl p = 30 Mut/m? [y nnacr-
MaccoBBIX UHMIHHAPOBR i p = 210 MuT/M? A0 CTeKJAHHBIX Mojeneil.

BrstEHe CMasKH Ha PACNIPefC/IEHHe HANPsKeHuit B 0GNACTy KOHTAKTA UCCIIEI0BAHO IYTEM CPABHE-
HHS H30XPOM JMS CIYUAEB CMA3KH M CYXOTO TPEHHMS, NPH OAUHAKOBBIX HATDY3KAX M CKOPOCTSIX KAYCHHSE.
B n3ywaemoM AHANa30HE HATPY30K M JIAA yNoTpebisteMblX CMAa30K OTMEUEHO 3HAYUTENLHOE M3MEHEeHHe
pacnpefeIeHHsT HaupsHKEHU O OTHOLUEHMIO K pacrpenenenuio I'epua.

Summary

CONTACT STRESSES IN MACHINE COMPONENTS IN THE LIGHT OF THE RECENT
INVESTIGATION OF ELASTOHYDRODYNAMIC LUBRICATION

The paper describes some experiments, the object of which was to determine the stress distribution
at the contact surface. Plastic and glass cylinders were rolled on the inner surface of a hardened steel ring
under dry and lubricated conditions. The ring and the cylinder were driven by separate motors to enable
the rolling and sliding contact.

The maximum pressure at the contact point was, according to the Hertz theory, po = 30 MN/m?
for a plastic model and py = 210 MN/m? for a glass model.

Direct comparison, under a given load, of isochromatic patterns for dry and lubricated conditions
show that the oil film exerts an influence on the stress distribution in the contact zone, the discrepancy with
the Hertzian distribution being considerable.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 marca 1971 r.
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SPRAWOZDANIE Z DZIAEALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI
TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ W DRUGIM I TRZECIM KWARTALE 1971

W okresie sprawozdawczym zorganizowano 22 zebrania naukowe, na ktérych wygloszono 31 ref:-
ratow, mianowicie:

__ﬁLiczba i
L.p. Data Prelegent ' Temat ucz?,- dysku-
stni-  tantéw
kéw
Oddzial w Bydgoszczy
1. 21.V.1971  T. Jedryka O metodzie Galerkina 15 8
2. 21.V.1971  A. Matysiak Teoria i wyniki badan $ciskanego wiot-
kiego preta zabezpieczonego-przed wybo-
czeniem ciagla obudows 15 8
, Oddziat w Czestochowic
3. 7.1V.1971 TJ. Kolakowski Niektdre zagadnienia automatyzacji 12 4
4, 30.1V.1971 T. Pelczynski O krzywych umocnienia 30 5
Oddzial w Gliwicach
5. 9.1V.1971 J. Kubiak Problemy niezmienniczosci zasad fizyki
w Mechanice O$rodkow Ciagtych 22
6. 9.1V.1971 J. Telega Zastosowanie elementdw skofdczonych w
teorii plastycznoéci 22
7. 9.1V.1971 7. Jedrzejczyk, J. Ku- Problemy termo-lepkosprezystosci 22 .
bik, B. Wilk, R. W¢j-
cik
8. 9.IV.1971 7. Jadrzejczyk Statyka termo-lepkosprezystosci 22
R. Wéjcik
9. 29.IV,1971 St.Gdula i F. Kern  Nieustalone przewodzenie przy zmiennym
wspoiczynniku wnikania ciepla 23 2
10. 29.1V. 1971 B. Mochnacki Metody numeryczne obliczania pola tem-
peratur 23 4
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11.
12
13,
14,
15.

i6.

15.

20.

- 21
22,

23.

24.
25.

26.

27.

16.1V.1971
17.1V.1971
12.V.1971
20.V.1971
25.1X.1971

25.1X.1971

14.VL.1971

24.V1.1971
29.1X.1971

30.IX.1971

20.1V.1971
1.VI.1971

15.V1.1971

4.110.1971
29.1V.1971

3.V1.1971

17.V.1971
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Oddziat w Gdar'lsku

Oddzial w Krakowie

St. Zicmba Elementy teorii niezawodnosci urzadzen

(Warszawa) mechanicznych

St. Ziemba i W. Na- Cele i metody wspodlczesnej diagnostyki

dolski ~ drganiowej

B. Olszowski Dualizm standéw rownowagi sit i zgodnosei
przemieszczen dyskretnych w uktadach li-
niowo-sprezystych

J. Hult (Goeteborg) A rational approach to creep design

W. O. Kononienko Dinamiczeskij analiz naturalnych koleba- -

Czt. Ukr. Ak. Nauk tielnych sistiem

A. Filipow Diejstwije udarnych [ impulsuych nagru-

Czh Ukr. Akad. Nauk zok na konstrukcji

Oddziat w Lodzi

W. Nowacki Zagadnienia termodyfuzji w cialach statych

(Warszawa) =

Z. Kazimierski Analiza pracy hybrydowego lozyska ga-
zowego w warunkach samowzbudnego
progu stabilnodci

A. 8. Tooth Survey of Research Work in the Depart-

(W. Brytania) ment of Mechanics of Matelials Univers-
ity of Starthclyde

A. S. Tooth Pressure Vessels Research and Standards
in Britain

Oddzial w Poznaniu

Cz. Cempel Optymalizacja ukladu drgajacego przy ok--
resowym wymuszenia impulsywnym

W. Nowacki Termodyfuzja ciatl stalych

(Warszawa)

W. Bogusz (Krakéw) Stabilno$§é ruchu niestatecznego

Oddzial w Szczecinie

Cz, Mickiewicz Stateczno$¢ powloki z materialu lepko-
sprezystego

L. Wysokinski Badania laboratoryjne cech wytrzymatosci

(Warszawa) skatl

B. KuZmierski Metodyka pomiaréw przemieszczen w ba-
daniach sztywnosci maszyn

" Oddzial w Warszawie
J. Rutkowski Propozycja dwujednostkowego ukladu

miar fizycznych
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51

40
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37

32
32
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Oddzialt we Wroclawiu

28. 26.IV.1971  Z. Kowal Nosnos¢ graniczna konstrukeji  réwno-
legle sprzezonych z punktu widzenia teorii
niezawodnosci 24 5
29. 31.V.1971  J. Langer Uwagi o hipotezach ttumienia w dynamice
) budownictwa 20 6
30. 28.Y1.1971 K. Biernatowski Obliczanie fundamentéw na terenach gor-
niczych 16 4
31. 28.VI.1971 ], W. Parzonka Badania rozkladu koncentracji i predkosci
lokalnych przy przeplywach rurowych mie-
szanin 16 5

Oddziat w Gliwicach kontynuowal rozpoczete w pierwszych kwartale 1971 seminarium pt.
«Dynamika nieliniowych ukladéw mechanicznych» prowadzone przez doc. dr R. Grybosia. Odbylo sie
9 zebran.

Oddzial w Gdansku prowadzil dwa cotygodniowe seminaria; a) mechanika ogdlna oérodka
ciggiego, b) zagadnienie stabilnosci w uktadach dyskretnych.

Oddzial w Poznaniu prowadzl seminarium z zakresu podstaw mechaniki ukladdow z uwzgle-
dnieniem sil udarowych. Referentami byli dr hab. Cz. Cempel, dr S. Kasprzyk i mgr inz. J. Adamczyk.
Ponadto prowadzono dwa cotygodniowe seminaria: a) dynamiczne zagadnienia teorii plastycznosci, b) nie-
odwracalne procesy termodynamiczne.

ROZSTRZYGNIECIE KONKURSU NAUKOWEGO ODDZx:ALU W CZESTOCHOWIE
NA TEMAT «MECHANIKA CIALA SZTYWNEGO»

Sad konkursowy w skladzie: prof. dr J. KorakowskI (przewodniczacy), prof. dit M. Janusz, prof. dr
T. OpoLsKI, doc. dr A. SLUZALEC (czlonkowie), postanowil na posiedzeniu w dniu 31 maja 1971 r., przyznac
nastepujace nagrody za najlepsze prace przystane na konkurs:

1 nagrode w wysokosci zt. 2.000.- dr inz. Ewaldowi OLSZEWSKIEMU i mgr inz. Stefanowi WACzYNSKIEMU
za prace pt. Mechanizm planctarno-kulisty o jednym zmiennym parametrze jako transformator ruchu obroto-
wego.

I nagrode w wysokoéci zt, 1.000. — mgr. inz Januszowi MILLEROWI i Ryszardow1 PARKITNEMU z2
praceg pt. Uwagi dotyczqce redukcji wektordw uczepionych.

Wyrbznienie w wysokosci zl 1.000. — doc. drowi Romanowi JANICZKOWI Za pracg pt. OkreSlenie
maksymalnej wartosci sumy dzialar cyklicznych dla danego przedzialu czasu.
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11 SYMPOZJUM POLSKO-RADZIECKIE
pt. »NIEKLASYCZNE ZAGADNIENIA TEOR SPREZYSTOSCI«

W dniach 19—22 pazdziernika 1971 r. odbyla si¢ w Kijowic, w Instytucie Mechaniki Akademii Nauk
Ukr, SRR, druga juz polsko-radziecka konferencja na temat nieklasycznych zagadnien tcorii sprezystosci.
Przewodniczacym delegacji polskiej, liczacej 13 os6b, byt prof. dr W. Nowackl. Podezas sympozjum wy-
gloszono 19 referatéw naukowych, na ogdl opartych na oryginainych pracach wiasnych autoréw, lub prze-
gladowych. Niezwykle goscinni gospodarze umozliwili nam réwniez zapoznanie si¢ z bardzo intercsujacymi
pracami do$wiadczalnymi i badawczymi prowadzonymi w Instytucie Mechaniki Akadcmii Nauk oraz
Tnstytucie Wytrzymalosci A N Ukr. SRR (dyrcktor akademik G. S. PISARENKO). Ponadto miclismy okazje
do zaznajomienia si¢ ze skarbami kuitury stolicy Ukrainskiej Socjalistycznej Republiki Radzieckie;j.

Duza czesé referatéw dotyczyla dziedzin bedacych na pograniczu réznych galezi mechaniki ciata sta-
tego w szerokim znaczeniu tego slowa. Najwigksza liczba rcferatow dotyczyla cfektow cieplnych poczy-
najac od zagadnien termodyfuzji w cialach stalych odksztalcalnych, probleméw termo-lepkosprezystosci,
zagadnien sprzezonych termosprezystosei, a konczac na zagadnicniach obrobki cieplnej powlok cienkich.
Druga liczna grupa referatéw byla po$wiccona dyskretnej tcorii sprezystoéei i ukladom siatkowym. Pozo-
stale referaty dotyczyly zagadnien mikropolarnej teorii sprezystosci, lepkosprezystosei, osrodkow zlozo-
nych, Podstawami matematycznymi mechaniki zajeli si¢ autorzy dwoéch prac. Autorami szesciu referatow
byli uczeni radzieccy. Réwniez szeié referatébw zgloszonych na sympozjum zostato odwolanych,

Wymiana pogladéw i konferencja byla bardzo pozyteczna i dlatego postanowiono kontynuowaé
wspolipraceg przez organizowanie podobnych konfcrencji co dwa lata na przemian w Polsce i na Ukrainie.
Nastgpna konferencja ma si¢ odbyé na wiosne 1973 w Polsce.

W chronologicznej kolejnosci wygloszone zostaly nastgpujace referaty:

1. W. O, KonoNIENKO (akademik, dyrektor Instytutu Mechaniki AN w Kijowie), O badaniach w dziedzinie
nieklasycznych zagadniefr teorii sprezystosci w Instytucie Mechaniki AN w Kijowie,

2. W. Nowacxi (Warszawa), Termodyfuzja w cialach stalych odksztalcalnych,

3. A. A, Tuuszyn, B, E, Posiepria (Moskwa), O pewnyel zagadnieniach termo-lepkosprezystosed,

4. G.A. WaN-Fo-Fy (Kijow), Niesprezyste efekty w osrodkach zloZonyceh,

5. G. SzrrEr, Z. PIEKARSKI (Krakow), Lepkosprezyste Zagadnienia koncentracji naprezen z mwzglednieniom
wzrostn materiali,

6. J. RycHLEWSKI (Warszawa), Tizy twierdzenia o funkcjach tensorowych, 4

7. M. MATCZYNSKI, M. Sokorowsk1 (Warszawa), Rozprzestrzenianie sig szczelin w warstwach sprezystych
w antyplaskim stanie odksztalcenia,

8. W. DERsKI (Poznan), Zwiqzki konstytutywue teorii konsolidacji,
9. Z. OLesiAk (Warszawa), Termospreiyste zagadnienie stempla,

10. A. D, KowaLenko, W. 1. Kozrow (Kijéw), Sprzgzone dynamiczne zagaduicnia termospreiystoici dla
cienkosciennych elementéw konstrukcyjnych,

1. S, Kausky, Cz. Rymarz (Warszawa), Fale powierzchniowe w osrodkach z nielokalnymi oddzialywaniamni,

12, N, A. Kiiczewskl, E. A. Brusencowa (Kijow), O zwigzkach pomigdzy mikro i makro fizycznymi
charakterystykami cial polikrystalicznych,

13. Z. Wesorowskt (Warszawa), Rozprzestrzenianie si¢ fal akustycznyeh z uwzgleduienien duzych od-
ksztalcen,

14. J. IoNaczak (Warszawa), Warnnki wypromieniowania typu Sonunerfelda w niesymnetrycznej teorii
sprezystosci,

15. Cz. WozNiak (Warszawa), O podstawach dyskretnej tecrii sprezystoscei,

16. A. WaAcHECKA (Warszawa), Tarcze nicjednorodne i perforowane jako plaskie zagadnienie dyskretnej
teorii sprezystosci,
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17, Ja. S. PopsTrYHACZ, . [. GRIGOLUK, Ja. I, Burak (Lwow), Ekstremalne zagadnienia teorii sprezystosci
w zastosowaniu do optymalnych reiymdw obrdbki cieplnej powlok cienkich,

18. W. Gutkowskr, J. BAUER (Warszawa), Statecznosé sprezystych ukladéw pretowych,

19. H. Frackiewicz (Kielce), Zagadnienie zmiennosci geomeltrycznej osiowo symetrycznych, dyskretnych,
zamknigtych powlok.,

Z. Olesiak (Warszawa)

PLANOWANE SYMPOZJA 1UTAM

W uzupelnieniu komunikatu zawartego w z. 3 (tom 9) str. 449 podajemy ostatnio zakiualizowane dane
dotyczace sympozjow:

1972

1. Symposium on the Stability of Dynamical Stochastic Systems, prof. J. A, Shercliff, School of Engineering
Science, University of Warwick, Coventry.
Termin: 10—14 lipca 1972,

2. IUTAM-IAHR Symposium on Flow-Induced Structural Vibrations, prof. E. Naudascher, Institut fiir
Hydromechanik, Universitdt Karlsruhe, 75 Karlsruhe, NRF.
Termin: 14—16 sierpnia 1972,

1973

1. Symposium on Photoelastic Effect and its Applications, prof, Jean Kestens, Laboratoire d’analyse des
contraintes, Université Libre de Bruxelles, 87, avenue Ad. Buyl, Bruxelles 5, Belgia.
Termin: 3—9 wrzeénia 1973,

1973—74

1. Symposium on Mechanics of Visco-Elastic Media and Bodies; -
2. IUTAM-IUGG Symposium on Turbulent Diffussion and Environmental Pollution; ,
3. Symposium on Problems in Relation to Contact between Bodies.



W nastepnym zeszycie ukaig si¢ prace:

M. KwieciNskl, Zyciorys naukowy Waclawa Olszaka
Bamas Ounpmax

M. Zvczkowski, Tworczosé naukowa Profesora Waclawa Olszaka
Hayunoe rBopuccTBo Ilpodeccopa Baunasa Onsmaxa
Scientific activity of Professor Waclaw Olszak

S. Kasrasz, Waclaw Olszak — sylwetka inzynicra
Bamiap Onpinan — oGiuK HIDKEHepa
Professor Olszak as a civil engineer

M. Zvczkowskl, Wykaz publikacji Profesora Waclawa Olszaka
Crucox HayuHeix Tpyuon Ilpodeccopa Bawmasa Onbumraxa
List of publications of Professor Wactaw Olszak

Z. Bycrawskl, Teoria nieliniowej lepkosprezystodci i jej zastosowania
Teopusa HenuHeHHON BASKOYNPYrocTH M €€ NDPYJIOMKEHHS
Theory of non-linear viscoelasticity and its applications

C. EMER, Teoria o$rodkdw wielofazowych
Teopusa muorodasHbIX Cpej
Theory of multi-phase media

Z. MRrAz, C. Goss, O ztozonych modelach wzmocnienia plastycznego
O COCTABHBIX MOJENAX INNACTHUECKOrO YIPOUHEHUSI
On composite models of plastic workhardening

P. PerzvNA, Termodynamiczna infinitezymalna teoria lepkoplastycznosci
Teopnsr BA3KO-INACTHYECKHX MAJIBLIX Aehopmariui
Infinitesimal theory of viscoplasticity

A. Sawczuk, Inzynierskie metody analizy konstrukcji sprezysto-plastycznych
WmxenepHbie METOLBI aHANK3a YNOPYLO-IUTACTHYECKHX COOPYM(EHHIT
Engineering aspects of plastic analysis of structures

W. SzczepiNski, Problemy teorii mechanicznego urabiania gruntow
IIpo6iiembl TCOPHM 3eMJIEPOHHBIX IIPOLIECCOB
Problems of the theory of carthmoving processes

WYDANO Z ZASILKU POLSKIEJ AKADEMII

NAUK




Cena z1 30.—

MECHANIKA TEORETYCINA 1 STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki,

Teoretyczne] 1 Stosowane]; ukazuje sig poczynajge od 1 stycznla 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lat poprzednich moina nabywaé w sekretariacle Zarzqdu Gléwnego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury i Nauki, plgtro 17, pokdj 1724)
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