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JUBILEUSZ WITOLDA NOWACKIEGO

20 lipca 1971 r, przypadła 60-rocznica urodzin wybitnego uczonego polskiego w dzie-
dzinie mechaniki, wiceprezesa i członka rzeczywistego Polskiej Akademii Nauk, dyrektora
Instytutu Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego — profesora doktora WITOLDA NO-
WACKIEGO.

Jubilat zasłużył się dobrze polskiej nauce, a wyjątkowe zalety Jego umysłu i charakteru
zjednały sobie licznych przyjaciół. Nic więc dziwnego, że wiele osób spośród grona Jego
współpracowników, kolegów i uczniów postanowiło uczcić tę rocznicę jak własne święto.

W dniach 31 sierpnia i 1 września 1971 r. odbyło się w Warszawie, w Pałacu Staszica
poświęcone Jubilatowi sympozjum naukowe pod tytułem «Współczesne zagadnienia teorii
sprężystości)), nad którym protektorat zechcieli objąć następujący uczeni: prof, dr Janusz
GROSZKOWSKI — przewodniczący Ogólnopolskiego Komitetu Frontu Jedności Narodu
i prezes Polskiej Akademii Nauk, prof, dr Henryk JABŁOŃSKI —minister Oświaty i Szkol-
nictwa Wyższego, wiceprezes Polskiej Akademii Nauk, prof, dr Zygmunt RYBICKI —
rektor Uniwersytetu Warszawskiego, prof, di1 Helena RASIOWA — dziekan Wydziału Ma-
tematyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego.

Prof. J. GROSZKOWSKI wygłosił przemówienie otwierające konferencję, w którym pod-
kreślił zasługi Jubilata jako wychowawcy licznych rzesz pracowników nauki oraz Jego
własne osiągnięcia naukowe w dziedzinie mechaniki, gdzie prof. W. NOWACKI był inicja-
torem w Polsce i kontynuatorem rozwoju teorii w wielu dziedzinach tej dyscypliny nauko-
wej, na przykład w teorii dźwigarów powierzchniowych, teorii sprężystości ciał anizotro-
powych, elastodynamice, lepkosprężystości, termosprężystości, mikropolarnej teorii sprę-
żystości i pól sprzężonych.

Prof. H. JABŁOŃSKI W swoim adresie powitalnym, odczytanym podczas otwarcia kon-
ferencji pisał:
Wielce Szanowny Panie Profesorze, Drogi Witoldzie!

... Kończysz 60 lat. Według mego głębokiego przekonania nie jest to żadna data graniczna.
Dla bliżej niezrozumiałych powodów uznano ją jednak powszechnie za początek starości,
a więc i początek bilansowania przebytej drogi. I tak już trwa od starożytności.

Ten, który tak wiele napsuł nam krwi w latach szkolnych — Marcus Tullius Cicero na
temat tego bilansu powiedział;

«Conscientia bene actae vitae multorumque benefactorum recordatio iucundissima est».
Nie śmiałbym, oczywiście, tłumaczyć gdybyś Ty tylko czytał ten list, ale — być może —

dasz go do przeczytania komuś, kto mniej ma od Ciebie humanistycznej zaprawy, więc ów



stary Rzymianin twierdził, iż (.(świadomość dobrze przebytego życia i pamięć wielu dokonanych
dobrodziejstw jest najmilsza».

I jeśli ten dotychczasowy etap Swego życia, oceniasz, masz niewątpliwie ową «najmilszą
świadomość)), o jakiej pisał Cicero. Nic dziwnego, przecież tenże sam filozof powiedział:
«Tylko mędrzec jest człowiekiem wolnym)), «Tylko mędrzec jest człowiekiem bogatym)).
Jesteś więc wolny i bogaty, a z tej wolności i bogactwa umiałeś i umiesz robić wspaniały
użytek. Twoje bogactwo łączy się bowiem ze szczodrością. Obdarzasz naukę polską i światową
coraz to nowymi dziełami, obdarzasz swą wiedzą i doświadczeniem swych uczniów, obdarzasz
nas, swych przyjaciół, dobrą radą, gdy trzeba pomocą, zawsze życzliwością.

Jednym słowem —jesteś twórcą wręcz paradoksalnej sytuacji: nic nie tracąc ze swego
własnego bogactwa wzbogacasz skarbiec światowej kultury, wzbogacasz tych, którzy mieli
możność poznać Cię osobiście czy choćby tylko Twoje dzieła.

Płacimy Ci za to myślą serdeczną i jeśliby życzenia nasze mogły się spełnić byłbyś naj-
szczęśliwszym wśród szczęśliwych.

Jak już uprzednio napisałem, nie wierzę (a może lepiej: nie chcę uwierzyć), że 60 lat to
początek'starości, ale prawdą jest niewątpliwą, że jest ona dziś bliższa niż wtedy, gdy rozpo-
czynaliśmy długie dni wspólnej troski o rozwój instytucji, w której przyszło nam razem praco-
wać.

I, jako starszy od Ciebie, jako ten, który jubileusz 60-lecia ma już za sobą pozwalam
sobie przesłać Ci radę w postaci cytatu z listu mego ulubionego filozofa Seneki do Lucyliusza.

«...Gdziekolwiek się skierowałem, ukazywała mi się moja starość. Powitajmy ją więc
życzliwie i pokochajmy. Bo i ona jest pełna uroku, jeśli potrafisz z niej korzystać. Owoce
najlepiej smakują wtedy, gdy przemijają. Czar dzieciństwa największy jest u jego schyłku.
Lubujących się w winie najbardziej cieszy ostatni kielich — ten, który już pogrąża, który do
szczytu doprowadza Upojenie. Wszelka przyjemność na koniec przynosi to, co ma w sobie
najmilszego. Najwięcej zadowolenia daje wiek już podeszły, lecz nie dochodzący jeszcze do
kresu)).

A byl wówczas Seneka, gdy pisał te słowa, dużo starszy od nas obu, lecz wyciągał rękę
po ten kielich, wciąż jeszcze nie wierzcie, że to ostatni, bo — jak się pocieszał — «przecież
nie wywołują nas stąd według listy h.

Zapewne wypisuję Ci to wszystko bez potrzeby. Wiesz to zapewne jeszcze lepiej i. dokład-
niej. — «Filozof udowodni, że słońce jest wielkie, lecz jak wielkie jest, powie Ci to matematyk))
—pisał Seneka. A więc lepiej, ale nie tak samo. «Inaczej całuje się kochankę a inaczej dzieci)>
—powiada tenże starożytny mędrzec.

Przyjmij więc bez urazy pozdrowienia humanisty w dniu, w którym czczą Twą rocznicę
uczeni technicy. Przyjmij życzenia serdeczne długich szczęśliwych lat życia i twórczości od
historyka, który w takich, jak Ty ludziach widzi zapowiedź zbliżającej się epoki wielkiego
Odrodzenia, gdy technik będzie czuł głód humanistyki, a humanista, który nie będzie rozumiał
techniki, będzie niczym i na swoim własnym terenie pracy.

Niech Cię zawsze cechują —• tak jak i dziś — myśl bystra, serce wrażliwe, intensywność
przeżywania — najpiękniejsze cechy młodości.

Prof. Ian N. SNEDDON W liście do Jubilata napisat: Przyjaźń z Panem jest dla mnie
źródłem wielkiej osobistej przyjemności i satysfakcji. Wiem o wielu cennych Pańskich osią-



gnięciach w dziedzinie mechaniki ciała stałego oraz wybitnych zasługach Pana dla rozwoju
życia akademickiego w Polsce w okresie odbudowy po II wojnie światowej.

Telegram gratulacyjny w imieniu Akademii Nauk Związku Radzieckiego podpisali
akademik M. W. KIEŁDYSZ i członek koresp. A. P. WINOGRADOW, a pismo od Prezydium
Czechosłowackiej Akademii Nauk akademik J. KOZFŚNIK.

Podczas otwarcia konferencji, jak i na bankiecie, wieczorem 31.VIII. 1971 r., przema-
wiało jeszcze wielu uczonych zagranicznych i polskich. Specjalny list w imieniu Akademii
Nauk ZSRR i Instytutu Problemów Mechaniki wręczył prof. W. NOWACKIEMU przewod-
niczący Wszechzwiązkowej Rady Towarzystw Naukowo-Technicznych (radziecki odpo-
wiednik NOT) akademik i dyrektor Instytutu Problemów Mechaniki Akademii Nauk
ZSRR A. Ju. ISZLINSKI, a w imieniu Politechniki Leningradzkiej członek koresp. AN
ZSRR A. I. ŁURIE.

Trudno tu wymienić wszystkich, którzy przesłali depesze i listy gratulacyjne dla Jubilata.
Również podczas otwarcia konferencji został wręczony prof. W. NOWACKIEMU pierwszy

egzemplarz książki wydanej w języku angielskim staraniem Komitetu Redakcyjnego
w składzie: R. E. CZARNOTA-BOJARSKI, M. SOKOLOWSKI i H. ZORSKI, przez Wolters-
Noordhoff Publishing Groningen, a noszącej tytuł Trends in elasticity and thermoelastitity,
Witold Nowacki Anniversary Volume. Komitet honorowy stanowili następujący uczeni:
N. K. ARUTUNIAN, N. I. MUSCHELISZWILI, W. OLSZAK, L. I. SIEDOW, I. N. SNEDDON,

E. STERNBERG, C. TRUESDELL i J. H. WEINER.

Książka ta jest zbiorem 20 artykułów z dziedziny teoiii sprężystości i termosprężys-
tości, napisanych przez następujących autorów: N. K. ARUTUNIAN i S. M. MCHITARIAN
(ZSRR), B. A. BALEY (St. Zjedn.), P. CHADWICK i L. T. C. SECT (W. Brytania), K. HERR-
MANN i M. HIEKE (NRD), J. IGNACZAK, Z. KĄCZKOWSKI, S. KALISKI, W. D. KUPRADZE

i T. W. BURCZUŁADZE (ZSRR), A. I. ŁURIE (ZSRR), M. MISICU (Rumunia), Z. OLESIAK,
H. PARKUS (Austria), G. RIEDER (NRF), G. N. SAWIN, A. N. Guz i W. T. GOLOWCZAN

(ZSRR), B. R. SETH (India), I. N. SNEDDON i S. C. DAS (W. Brytania), R. STOJANOYIĆ
(Jugosławia), I. S. UFLAND (ZSRR), Z. WESOLOWSKI, C. WOŻNIAK.

Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej również postanowiło
uczcić zasługi Jubilata dla rozwoju mechaniki i naszego Towarzystwa przyznając mu
godność Członka Honorowego PTMTS. Dyplom wręczył prof. W. NOWACKIEMU przewod-
niczący Towarzystwa prof. Z. KĄCZKOWSKI.

Po przemówieniach i odczytaniu listów i telegramów gratulacyjnych zabrał głos prof.
W. NOWACKI (na fotografii obok widzimy Go właśnie podczas przemówienia).

Na konferencji wygłoszono następujące referaty z dziedzin mechaniki, do których
rozwoju prof. W. NOWACKI przyczynił się szczególnie:

J. BRILLA : Splotowe zasady wariacyjne i metody w liniowej lepkosprężystości ciał anizo-
tropowych,

A. I. ŁURIE : Różniczkowanie tensora względem czasu,
J. IGNACZAK: Obustronne oszacowanie prędkości fal powierzchniowych w niejednorodnej

półprzestrzeni sprężystej,
A. Ju. ISZLINSKI: Niezwykłe zagadnienia mechaniki,
T. MANACORDA: Fale uderzeniowe w ośrodku termosprężystym nieściśliwym w sensie

Signoriniego,



C. WOŹNIAK : Dyskretne sprężyste ośrodki Cosseratów,
Z. KĄCZKOWSKI: Wpływ stałych naprężeń na prędkości fal sprężystych.
Na zakończenie konferencji Jubilat, uczestnicy konferencji, oraz pracownicy Uniwer-

sytetu Warszawskiego zostali zaproszeni przez J.M. Rektora Uniwersytetu Warszawskiego
prof. Z. RYBICKIEGO na uroczystą lampkę wina.

Zasługi prof. W. NOWACKIEGO zostały wysoko ocenione przez Radę Państwa Polskiej
Rzeczypospolitej Ludowej, która na wniosek Uniwersytetu Warszawskiego przyznała Mu
w Dniu Nauczyciela tytuł i medal Zasłużonego Nauczyciela PRL.

Komitet Nauki Polskiego Związku Inżynierów i Techników Budownictwa przyznał
prof. W. NOWACKIEMU nagrodę stowarzyszeniową imienia S. Bryły, która została wręczona
na uroczystym posiedzeniu dnia 19 listopada 1971 r. Po wręczeniu nagrody prof. W. No-
WACKI wygłosił prelekcję na temat rozwoju mechaniki budowli w ostatnim ćwierćwieczu.

Następnego dnia odbyło się specjalne posiedzenie Senatu Politechniki Gdańskiej, na
którym prof. W. NOWACKIEMU został nadany tytuł «doktora honoris causa» Politechniki
Gdańskiej. W uroczystym posiedzeniu Senatu pod przewodnictwem J.M. Rektora
Politechniki Gdańskiej prof. Janusza STALIŃSKIEGO uczestniczyli rektorzy większości
wyższych uczelni Wybrzeża, promotorem był prof. Roman KAZIMIERCZAK. Był to już
drugi doktorat honoris causa nadany prof. W. NOWACKIEMU, pierwszy został nadany Mu
przez Uniwersytet w Glasgow, w Szkocji w maju 1968 r.

Podczas inauguracji roku akademickiego 1971/72 w Uniwersytecie Warszawskim za-
komunikowano, że prof. W. NOWACKIEMU została przyznana nagroda Ministra Oświaty
i Szkolnictwa Wyższego za monografię Teoria Sprężystości, która ukazała się drukiem
w roku 1970. Trudno przekazać w krótkim artykule ogrom osiągnięć prof. WITOLDA
NOWACKIEGO, naukowych, wychowawczych, organizacyjnych, dlatego podamy tu tylko
jako przykład spis Jego autorstwa monografii naukowych i podręczników i ich tłumaczeń.
Oto one:

1. Silosy, Budownictwo i Architektura, Warszawa 1952, II wydanie 1955 (wspólnie
z R. DĄBROWSKIM).

2. Researches on elastic thin plates and shells, Inst. of Mechanics, Chińska Akademia
Nauk, Pekin 1956.

3. Mechanika Budowli, tom I, s. 547, PWN, Warszawa 1957, wydanie II 1964.
4. Mechanika Budowli, tom II, s. 844, PWN, Warszawa 1960, wydanie II 1967.
5. Mechanika Budowli, tom III, s. 624, PWN, Warszawa 1966.
6. Zagadnienie termosprężystości, s. 430, PWN, Warszawa 1960; tłumaczenie rosyjskie

Woprosy termouprugosti, wyd. AN ZSRR, I wydanie 1962, II wydanie 1964; tłuma-
czenie czeskie Problemy termoelasticity, SNTL, Praha 1968,

7. Dynamika Budowli, s. 380, Arkady, Warszawa 1961, wydanie II 1972; tłumaczenie
rosyjskie Dynamika soorużenja, Gozstroizdat, Moskwa 1963; tłumaczenie angielskie Dy-
namics of elastic systems, Wyd. Chapman and Hall w Anglii oraz J. Wiley and Sons
w Ameryce, 1963; tłumaczenie serbo-chorwackie, wyd. Gradevinska Knjiga, 1966;
tłumaczenie rumuńskie, wyd. Editura Technica, 1970; tłumaczenie niemieckie, J-
Springer, Wien (w druku).



8. Thermoelasticity, s. 628,Pergamon Press, Oxford 1962 —edycja amerykańska Read-
ing, Mass. Addison-Weeley, 1962.

9. Teoria pełzania, s. 170, Arkady, Warszawa 1963; tłumaczenie francuskie, wyd. Eyrol-
les, Paris 1965; tłumaczenie niemieckie, wyd. Deuticke, Wien 1965.

10. Dynamiczne zagadnienia termosprężystości, s. 366, PNN, 1966, tłumaczenie rosyjskie
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BADANIA ZMĘCZENIOWE W ZŁOŻONYM STANIE NAPRĘŻENIA

L E C H D I E T R I C H , K A R O L T U R S K I (WARSZAWA)

1. Wstęp

Podstawowe badania zmęczeniowe można podzielić na dwie zasadnicze grupy. Pierwszą
z nich tworzą badania zajmujące się istotą zjawisk zmęczeniowych. Jest to bardzo obszerna
grupa prac na temat powstawania i rozprzestrzeniania się pęknięć podczas obciążeń zmien-
nych. Do drugiej grupy należą badania traktujące zagadnienia zmęczenia z fenonienolo-
gicznego punktu widzenia. Do grupy tej należą badania doświadczalne prowadzone w celu
weryfikacji kryteriów zniszczenia zmęczeniowego w złożonym stanie naprężenia, którym
poświęcona jest niniejsza praca przeglądowa.

W części prac wyniki doświadczeń przedstawione są w przestrzeni naprężeń w postaci
powierzchni zniszczenia zmęczeniowego, a ściśle mówiąc przecięcia tej powierzchni płasz-
czyzną ff3 = 0, określonej dla stałej ilości cykli [2, 8, 9, 14, 15, 16]. Autorzy innych prac
stawiają sobie za cel ustalenie, jakie czynniki i w jakim stopniu wpływają na zniszczenie
zmęczeniowe w warunkach zmiennych obciążeń. Do grupy tej zaliczyć można pracę BLASSA
i FIKDLEYA [1] na temat wpływu naprężenia pośredniego a2 (przy ai> a2> o i) n&
zniszczenie stali o wysokiej wytrzymałości, pracę PARRY'EGO [13], gdzie przedstawiono
wpływ trójosiowego równomiernego rozciągania, oraz CROSSLANDA [3], który zajmował
się wpływem hydrostatycznego ciśnienia na wytrzymałość zmęczeniową. Do grupy tej
należy również praca FIISDLEYA i in. [4], którzy starali się zbadać czy energia odkształcenia
jest główną przyczyną zniszczenia zmęczeniowego.

Jednym z prostszych sposobów wywołania w próbce cyklicznego, złożonego stanu
naprężenia, jest poddanie jej jednoczesnemu zmiennemu zginaniu i skręcaniu. Metodyka
takich badań jest o tyle prosta, że do wywoływania obciążenia mogą być użyte układy
mechaniczne. Drugą zaletą tego sposobu obciążania jest możliwość stosowania wysokich
częstości jego zmiany, co znacznie skraca czas trwania próby. Ale jednocześnie sposób
ten ma istotne wady. Po pierwsze — stan naprężenia w przekroju próbki jest niejedno-
rodny, cechujący się znacznym gradientem zmiany poszczególnych składowych. Po dru-
gie — naprężenia wywołane zginaniem obrotowym mogą zmieniać się tylko według cyklu
symetrycznego. Po trzecie — w zależności od stosunku zginania do skręcania zmieniają
się główne osie naprężenia, co uniemożliwia stwierdzenie i ewentualne wprowadzenie
poprawek uwzględniających anizotropowe własności materiału. Czynniki te powodują,
że ten sposób wywoływania cyklicznego, złożonego stanu naprężenia lepiej nadaje się do
doświadczalnych badań konstrukcji, niż dla określania własności materiałów.
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Lepszym, z teoretycznego punktu widzenia, sposobem doświadczalnego wyznaczania
powierzchni zniszczenia zmęczeniowego jest metoda analogiczna do stosowanej przy
określaniu powierzchni plastyczności. Metodyka doświadczeń jest jednak całkowicie od-
mienna. Zasadniczą przyczyną komplikacji są oczywiście zmienne obciążenia i długo-
trwałość badania jednej próbki, co powoduje konieczność zastosowania automatycznej
kontroli i regulacji obciążenia, jak również zwrócenia szczególnej uwagi na uszczelnienia
(o ile obciążenie jest wywoływane za pośrednictwem cieczy). Poza tym należy pamiętać,
że dla wyznaczenia jednego punktu na płaszczyźnie naprężeń głównych trzeba zbadać
co najmniej kilka próbek przy różnych poziomach naprężeń w celu otrzymania części
krzywej Wohlera w interesującym nas zakresie. Badania przy obciążeniach zmiennych
wymagają również ogromnej staranności w wykonaniu samej próbki. Wymienione tu
czynniki są zapewne głównymi przyczynami stosunkowo niewielkiej ilości prac poświę-
conych temu zagadnieniu.

Do bezpośredniego wyznaczania powierzchni zniszczenia zmęczeniowego służyły za-
zwyczaj cienkościenne próbki rurkowe poddane różnym kombinacjom ciśnienia wewnę-
trznego i siły osiowej. Natomiast próbki w postaci rur grubościennych czy też próbki
kształtowe były wykorzystywane do badania wpływu określonych czynników na zniszczenie
zmęczeniowe. Wyjątkiem jest tu praca SAWERTA [16], której celem było określenie powierz-
chni zniszczenia zmęczeniowego przy wykorzystaniu próbek kształtowych.

Zasadniczym celem niniejszej pracy było omówienie wyników badań doświadczalnych
przeprowadzonych w złożonych stanach naprężenia i dotyczących warunków zniszczenia
zmęczeniowego. Poza tym omówiono te badania przeprowadzone w warunkach jedno-
osiowego stanu naprężenia, które są pomocne przy interpretacji wyników doświadczeń
w złożonych stanach.

Omawiane prace uszeregowano według rodzaju i kształtu próbek użytych w doświad-
czeniach. I tak jako pierwsze omówiono badania wykonane przy użyciu próbek kształto-
wych, następnie prace dotyczące grubościennych próbek cylindrycznych i wreszcie do-
świadczenia przeprowadzone na cienkościennych próbkach rurkowych. W każdej z wy-
mienionych grup przyjęto chronologiczną kolejność omawiania poszczególnych artykułów.
Podano również i opisano w zwarty sposób równania kryteriów zniszczenia zmęczenio-
wego, które wymienione były w pracach doświadczalnych.

2. Kryteria zniszczenia zmęczeniowego

Spotykane w literaturze kryteria zniszczenia zmęczeniowego w złożonym stanie na-
prężenia są oparte na tych samych założeniach i mają analogiczną budowę co kryteria
uplastycznienia względnie zniszczenia w złożonym stanie naprężenia wywołanym obcią-
żeniami statycznymi. Zmienia się jedynie w tych warunkach statyczną stałą materiałową
przez trwałą, względnie wyznaczoną dla określonej ilości cykli, wytrzymałość zmęczeniową
przy jednoosiowym stanie naprężenia.

Kryteria zniszczenia zmęczeniowego można podzielić w zależności od czynnika de-
cydującego o zniszczeniu na cztery grupy [4].

1. Kryteria, w których o zniszczeniu decyduje wielkość naprężeń.
2. Kryteria, w których o zniszczeniu decydują odkształcenia.
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3. Kryteria, w których o zniszczeniu decyduje energia odkształcenia.
4. Kryteria empiryczne.

W złożonym stanie naprężenia, warunki te można wyrazić w postaci równań. Amplitudy
i średnie wartości naprężeń głównych oznaczono w równaniach odpowiednio przez
O"ol > Gal. ff«3 o r a Z °mi ! Ctml» 0]»S •

— Kryterium naprężeń głównych

(2.1) max{|o-al|, \aa2\, \aa3\] = oF.

— Kryterium naprężeń ścinających (Treski)
(2.2) tfnl-trfl3 = tfF,

gdzie o1,,! > c n 2 > o"a3.
— Kryterium odkształceń głównych

(2.3) oal-fi(aa2 + 0a3) = aF,

gdzie /< jest współczynnikiem Poissona; amplitudy naprężeń głównych spełniają nierówność

— Kryterium całkowitej energii odkształcenia

(2.4) ]/tfal + tfo2 + fffl3-2^(tf^I+0;a2 0'a3 + 0-fl30'ol) = O> J

przez ,« oznaczono współczynnik Poissona.
— Kryterium Hubera-Misesa

(2.5) / ^ P o S + t f S 1 7 ^ ! t f . 2 + t f « 3 t ^
Równanie to ma wiele interpretacji fizycznych [7]. Przy badaniach zmęczeniowych nazy-
wano je kryterium energii odkształcenia postaciowego lub oktaedrycznego naprężenia
ścinającego.
— Kryterium uwzględniające wpływ pierwszego niezmiennika naprężenia zostało podane
przez Coulomba-Mohra dla obciążeń statycznych, natomiast w odniesieniu do wytrzy-
małości zmęczeniowej nazywa się go również warunkiem Stanfielda (1935, cyt. za [15]).
Przyjmując aal > <ja2 > c o 3 możemy ten warunek wyrazić w postaci

(2.6)

gdzie jak poprzednio o> jest wytrzymałością zmęczeniową przy rozciąganiu, a tg przy
skręcaniu.

GOUGH i in. (cyt. za [5]) opierając się na wielu doświadczeniach przy złożonym cyklicz-
nym obciążaniu momentem zginającym i skręcającym stwierdzili, że w zależności od ma-
teriału zmienia się w dość szerokich granicach stosunek wytrzymałości zmęczeniowej przy
zginaniu do wytrzymałości zmęczeniowej przy skręcaniu. Zaproponowali oni dwa warunki.
Jeden znany pod nazwą «the ellipse quadrant* (ćwiartka elipsy) opisywał zniszczenie
zmęczeniowe miękkiej stali wywołane kombinacją cyklicznego zginania i skręcania.

W płaskim stanie naprężenia warunek ten ma postać
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gdzie aa i r„ są odpowiednio naprężeniami wywołanymi zginaniem i skręcaniem, a o> i rF

są stałymi materiałowymi. Wyrażając a„ i ra w funkcji naprężeń głównych [aa = oi
a l+ffa 2;

r„ = }/(— o-„icra2)] otrzymujemy postać

r / ^ \2 i
(2.7) G2

al+a2
a2~ ][--) - 2 crfll(ra2 = tff.

Drugi warunek sformułowany przez Gougha zwany «the ellipse arc» (łuk elipsy) opisywał
zniszczenie zmęczeniowe żeliwa poddanego zmiennym obciążeniom zginającym i skręca-
jącym. W płaskim stanie naprężenia, we współrzędnych an, ra kryterium Gougha ma postać

a wyrażone w naprężeniach głównych ma identyczną formę jak warunek Coulomba-
Mohra.

W roku 1956 CROSSLAND [3] badał wpływ ciśnienia hydrostatycznego na wytrzy-
małość zmęczeniową stali przy skręcaniu obustronnym. Wyniki przeprowadzonych
doświadczeń, które będą omówione w dalszej części niniejszej pracy (rys. 4) wskazują,
że dla badanego materiału kryterium zniszczenia zmęczeniowego można wyrazić w postaci

(2.8) j / t f i + i f c + ^ s - f a i aai+tf^a^+a^a^) = j/3 T , — h/3 - ^ - 1

W równaniu tym przez aal, oal, aa3 oznaczono amplitudy naprężeń głównych spowodo-
wanych cyklicznym stanem obciążenia, a przez tfj, a'2, a'3 największe wartości naprężeń
w kierunkach głównych, będące sumą naprężeń wynikających z ciśnienia hydrostatycznego
i naprężeń od obciążeń zmiennych. Przez o> oznaczono wytrzymałość zmęczeniową przy
symetrycznym cyklu rozciąganie — ściskanie, a Tf odnosi się do symetrycznego cyklu
skręcania.

Inną modyfikację warunku Hubera-Miscsa (2.5) zaproponował MARIN [10]. Celem
wprowadzonych przez niego zmian było uwzględnienie średnich naprężeń w cyklu dla
złożonego stanu naprężenia o synchronicznie zmiennych składowych. Punktem wyjścia
jego rozważań było empiryczne równanie dla jednoosiowych stanów naprężenia uzależnia-
jące amplitudę naprężenia od średniej wartości naprężenia w cyklu. Równanie to podane
przez Marina w postaci

(2.9) |-g.| /c „_ i

jest uogólnioną formą spotykanych w literaturze zależności tego typu. W równaniu tym
aa oznacza amplitudę naprężenia, <r,„ — średnie naprężenie w cyklu, o> — wytrzymałość
zmęczeniową przy symetrycznym cyklu, Rm — doraźną wytrzymałość statyczną, n, l,k —

P
stałe materiałowe. Przyjmując w zależności (2.9) n = / = 1, k — — - otrzymujemy równanie

Cfpl

Soderberga, gdzie apl jest granicą plastyczności danego materiału. Zależność Goodmana
otrzymamy dla n — I = k = 1. Podstawiając n =* k — 1, 1 = 2 otrzymujemy parabolę
Gerbera, natomiast dla wartości n = / = 2, k = 1 dostajemy spotykaną w literaturze
zależność eliptyczną.
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Wprowadzone przez Marina uogólnienie równania (2.9) na złożony stan naprężenia
polegało na zastąpieniu jednoosiowych wartości aa i o1,,, przez ich intensywności określone
związkami

gdzie przez a a l , ffa2, <7a3 określono amplitudy poszczególnych składowych głównych
naprężenia, a przez aml,am2, <?mi, średnie wartości w cyklu poszczególnych składowych
głównych.

Podstawiając powyższe zależności do równania (2.9) otrzymujemy

(2.10)

Przyjmując n = 1 = 2, k — 1 dostajemy dla dwuosiowego stanu naprężenia następujący
związek

/ \2
(2.11) [o2

al-aal<xa2+o*a2]+\^

Dla symetrycznych cykli zmian składowych naprężenia, gdy aml = o1,,,, = 0 warunek
Marina określony równaniem (2.11) sprowadza się do elipsy Hubera-Misesa. Zależność
ta nie była jednak szerzej stosowana w pracach doświadczalnych traktujących o zniszczeniu
zmęczeniowym w złożonym stanie naprężenia. Jedynie w pracy [19] obok innych wymie-
niono również warunek Marina.

Oprócz wymienionych fenomenologicznych kryteriów zniszczenia zmęczeniowego,
spotyka się również w literaturze próby uwzględnienia w kryteriach zmęczeniowych
wielkości fizycznych. Przykładem może być kryterium zaproponowane przez YOKOBORI [18],
w którym zniszczenie uzależniono między innymi od średnicy ziarna, od średniej odległości
między źródłami Franka-Reada i od naprężenia potrzebnego do uruchomienia dyslokacji.
Warunek ten zawiera jednak szereg trudnych do określenia współczynników, bez których
ocena jego zgodności z danymi doświadczalnymi jest niemożliwa.

3. Badania na próbkach kształtowych

Prace na temat doświadczalnej weryfikacji związków między naprężeniami, przy zniszcze-
niu zmęczeniowym w złożonym stanie naprężenia, prowadzone były początkowo na prób-
kach poddanych zginaniu i skręcaniu. Taki sposób obciążania oprócz wymienionych już
poprzednio istotnych wad (niejednorodność stanu naprężenia, zmienność kierunku na-
prężeń głównych dla każdej kombinacji zginania i skręcania) ogranicza również zakres
możliwych stanów naprężeń. Na płaszczyźnie naprężeń głównych punkty doświadczalne
uzyskane z tak przeprowadzonych prób są zawarte w obszarze ograniczonym z jednej
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strony osią rfj, która odpowiada stanowi wywołanemu przez zginanie przy zerowym
momencie skręcającym, a prostą o równaniu a1 = —a2, która odpowiada stanowi wywo-
łanemu przez skręcanie przy zerowym momencie zginającym.

Pewną innowację ze względu na rodzaj próbek wprowadził w 1943 r. SAWERT [16].
Zastosował on próbki o tak dobranym kształcie, że w przekroju pomiarowym powstawał
złożony stan naprężenia. Stosując różne kształty próbek (rys. 1) przeprowadził badania
przy dziewięciu różnych proporcjach naprężeń głównych. Wszystkie próbki oprócz trzeciej
z przedstawionych na rys. 1 obciążano cyklem wahadłowym rozciąganie — ściskanie.
Próbka oznaczona numerem III była badana przy symetrycznym skręcaniu. Próbka
X o kształcie tarczy kołowej była utwierdzona na obrzeżu i następnie przy pomocy trzpienia
zamocowanego w otworze była uginana siłą osiową o symetrycznym cyklu.

Na poszczególnych rysunkach próbek zaznaczono w ich najbardziej osłabionym miejscu
zarówno rozkłady naprężeń, jak i ich maksymalne wartości odpowiadające granicy zmęcze-
nia (przy 107 cykli zmian obciążenia). Zaznaczone na tym rysunku wartości naprężeń
odnoszą się do próbek wykonanych ze stali chromo-wanadowej (o zawartości w %:
C — 0,29; Mn — 0,68; Cr — 2,55; Ni — 0,27; V — 0,25). Rozkłady naprężeń obliczono
na podstawie określonego doświadczalnie pola odkształceń sprężystych. Dla cylindrycz-
nych próbek z karbami oprócz wartości zmierzonych autor podał również wartości obliczo-
ne na podstawie nomogramów Neubera.

Wyniki doświadczeń zostały przedstawione na płaszczyźnie naprężeń głównych we
współrzędnych bezwymiarowych (rys. 2). Punkty doświadczalne otrzymane na jednej
próbce odkładano dwukrotnie, symetrycznie względem prostych tfal =» óal i aai = — aa2.
Stwarza to złudzenie izotropowych własności materiału, co jednak nie było stwierdzone
doświadczalnie. Biorąc pod uwagę niejednorodność stanu naprężenia w przekroju próbki
i różny gradient naprężenia dla poszczególnych próbek autor odnosił wyniki doświadczeń
zarówno do jednoosiowej próby rozciągania — ściskania (punkty białe) jak i do próby
przy zginaniu (punkty czarne). Podkreślono w ten sposób, że nie są to próby równoważne.
Identyczne badania przeprowadzono również dla próbek ze stali węglowej (o zawartości
węgla 0,14%) oraz dla próbek ze stali chromo-wanadowej azotowanej, o grubości warstwy
utwardzonej w granicach 0,35 do 0,40 mm.

Wyniki doświadczeń, przedstawione w ewspółrzędnych bezwymiarowych dla stali
węglowej i stopowej, różnią się w nieznacznym stopniu. Na zamieszczonych przez SAWERTA

wykresach we współrzędnych-— i --2- (rys. 2) punkty doświadczalne wykazują najlepszą
ffF aF

zgodność z krzywą kryterium energii odkształcenia postaciowego (2.5), w stosunku do
której największe odchylenie nie przekracza 8%.

Do kategorii prac, w których wykorzystywano próbki kształtowe można również
zaliczyć pracę FII^DLEYA i in. [4] z 1961 r. Autorzy postawili sobie za cel doświadczalne
stwierdzenie, czy przy stałej energii odkształcenia wystąpi zniszczenie zmęczeniowe. W tym
celu zaprojektowali urządzenie, w którym próbka o kształcie tarczy o zmiennej grubości
i średnicy około 8 cm obracała się względem przyłożonego stałego ściskającego obciążenia
promieniowego. W ten sposób zapewnili oni warunek stałej energii odkształcenia w środku
tarczy przy zmiennej orientacji naprężeń głównych względem próbki. W tak zaprogramo-
wanym doświadczeniu autorzy nie musieli określać stanu naprężenia w próbce, chodziło
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Rys. 2. Porównanie kryteriów wytrzymałości zmęczeniowej z wynikami doświadczeń dla stali stopowej
przy cyklu symetrycznym [i 6], Punkty doświadczalne odniesiono do trwałej wytrzymałości przy: a — cyklu

rozciąganie-ściskanie; b — cyklu zginania. 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 — linie teoretyczne według rozdziału 2

tylko o stwierdzenie, czy wystąpi zniszczenie zmęczeniowe. Doświadczenia przeprowadzono
na stopie aluminium 35S-T61 o składzie chemicznym w procentach: Cu — 1,34; Fe — 0,21,
Si — 5,09; Mg — 0,44; Ti — 0,14. Wobec faktu wystąpienia pęknięcia tarczy autorzy
konkludują, że zniszczenie zmęczeniowe może być wynikiem zmiany pewnych składowych
naprężenia czy odkształcenia odniesionych do szczególnej płaszczyzny materiału. Dalej
autorzy stwierdzają, że chociaż energia odkształcenia może być użyteczna jako formuła
przy projektowaniu w złożonym stanie naprężenia to przeprowadzone doświadczenia
wskazują, że nie jest ona istotna dla opisania mechanizmu zniszczenia.

Ciekawą technikę doświadczalną dla otrzymania dwuosiowego stanu naprężenia zasto-
sowali w 1968 r. SCHEWCHUK i in. [17]. Obciążając zmiennym ciśnieniem swobodnie pod-
parte płyty kołowe i płyty eliptyczne o dwu różnych proporcjach wymiarowych, zrealizo-
wano dwuosiowy stan naprężenia o stosunku naprężenia 1:1, 1:0,75, 1:0,5. Otrzymane
w ten sposób wyniki doświadczeń przeprowadzonych na próbkach wyciętych z walcowa-
•ego stopu aluminium 7075-T651 o składzie Z n ~ 5,5%; Mg —2,5%; C u — 1,5%; Cr —
J,3%, były porównywane z kryterium całkowitej energii odkształcenia. Przeprowadzone
1 adania dotyczą n is kocyki icznej wytrzymałości zmęczeniowej (do 1000 cykli).

4. Badania na cylindrycznych próbkach grubościeiinych

Drugą grupę prac doświadczalnych traktujących o zniszczeniu zmęczeniowym w zło-
żonym stanie naprężenia stanowią badania, w których używano próbek o kształcie gru-
bościennego zamkniętego cylindra. W roku 1956 MORRISON i in. [11] opisali aparaturę do
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badań w trójosiowym stanie naprężenia, w której wykorzystywano grubościenne próbki
rurkowe. Urządzenie to pozwalało na otrzymywanie ciśnienia do 3000 kpcirr3.

W grubościennym zamkniętym cylindrze poddanym wewnętrznemu ciśnieniu panuje
trójosiowy stan naprężenia. Ze wzorów Lamego wynika, że ściskające naprężenie promie-
niowe i rozciągające obwodowe osiągają największe wartości bezwzględne na wewnętrznej
średnicy cylindra. Natomiast naprężenie osiowe jest jednorodne w przekroju próbki. Za-
równo w pracy [11], jak i w pracy PARRY'EGO [13], tak określony stan naprężenia traktowano
jako superpozycję trójosiowego równomiernego rozciągania i stanu ścinania naprężeniami,
które zmieniają się od minimum na zewnętrznej średnicy do maksimum na wewnętrznej
średnicy cylindra. Wykorzystując ten sposób podejścia podjęto* w pracy [13] próbę doś-
wiadczalnego określenia wpływu trójosiowego jednorodnego rozciągania na wytrzymałość

41 | - -

35 —

gj.33

29

27

25

\

\

\

\

\

V
\
\

• \
\

\

V • 4
\

\
\

+

a

\
\

! x
>\ +

\
\

\
*\
A\

X

\

.

,v

\

S N

c

+•
*

i •)•

2 o
3 *
4 •
5 A
5 S7

7 a
8 *

•i

1 5
dlość cykli ciśnienia do zniszczenia

3 1 5 10'

Rys. 3. Krzywa Wohlera dla grubościennych próbek rurkowych^[13]. Punkty doświadczalne:
próbki wyżarzone po honowaniu 1. K=D,!DVI = 1,2; 2. K=l,4; 3. K=l,6; 4. ^"=1,8; 5. K=2,0; 6. K=3,0, 7. próbki
honowane po wyżarzeniu: K= 1,8; 8. próbki o powierzchni otworu zabezpieczonej przed działaniem oleju: K=1,A

zmęczeniową przy ścinaniu. Stosunek tego trójosiowego równomiernego rozciągania do
największego naprężenia ścinającego występującego na wewnętrznej średnicy cylindra

jest równy — ^ - = -r^-, gdzie przez K oznaczono stosunek zewnętrznej do wewnętrznej

średnicy cylindra.
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Wykorzystując wyżej opisaną aparaturę poddawano pulsacji ciśnienia próbki o śred-
nicy wewnętrznej 15,2 mm i długości pomiarowej 76,2 mm przyjmując sześć różnych pro-
porcji wymiarowych od K— 1,2 do K ~ 3. Wykonano je ze stali Vibrac V30 o składzie
chemicznym w procentach: C —0,29; Si — 0,15; Mn —0,66; Ni —2,55; Cr — 0,58;
Mo — 0,58. Wyniki przeprowadzonych doświadczeń (rys. 3) wskazują, że granica zmęczenia
przy ścinaniu wynosi około 28,5 kpinm"2 i jest niezależna od wartości naprężeń rozciąga-
jących, które zmieniały się w zakresie od tf, = 3,28 kpmnr 2 dla K — 3 do wartości az =
= 20 kpmrrr2 dla K= 1,2. Zaznaczone przy niektórych punktach strzałki oznaczają,
jak to się zwykle przyjmuje, że nie uzyskano zniszczenia, lub że wystąpiło ono poza częścią
pomiarową próbki. Tak otrzymana wartość trwałej wytrzymałości zmęczeniowej przy
ścinaniu jest dużo mniejsza od wartości 48,8 kpmirr2 otrzymanej dla tego samego mate-
riału z próby jednostronnie zmiennego skręcania cienkościennej próbki rurkowej. Trak-
tując otrzymane rezultaty jako wstępne, autor pracy konkluduje, że nałożenie trój-
osiowego rozciągania ma wpływ na granicę zmęczenia przy ścinaniu, ale jest zdumiewające,
że wielkość tych naprężeń rozciągających nie ma istotnego znaczenia. Zamieszczone jednak
w dalszej części pracy PARRY'EGO wyniki wskazują, że otrzymane różnice w wytrzymałości
zmęczeniowej mogą być powodowane przez niszczące działanie oleju. Przytoczone dotych-
czas rezultaty (rys. 3) otrzymano na próbkach, które poddawano wyżarzaniu w próżni
w temperaturze 600°C po honowaniu wewnętrznej średnicy cylindra. Zupełnie przypad-
kowo stwierdzono znaczny wzrost wytrzymałości zmęczeniowej dla próbek, które były
honowane po obróbce cieplnej. Wyniki tych doświadczeń dla K= 1,8 zaznaczono kwad-
racikami na rys. 3.

W rezultacie wielu dodatkowych badań autor doszedł do wniosku, że ten wzrost wy-
trzymałości jest spowodowany przez wytworzenie, na skutek honowania, warstwy ochron-
nej, która następnie zabezpieczała przed penetracją oleju w mikroszczeliny na powierzchni
próbki. Dla potwierdzenia tego wniosku próbowano w inny sposób wytworzyć warstwę
ochronną. Malowanie i lakierowanie oraz pokrywanie wewnętrznej powierzchni próbki
warstwą kadmu nie dało pozytywnych rezultatów. Dopiero pokrycie powierzchni próbki
warstwą gumy dało znaczne podwyższenie wytrzymałości zmęczeniowej. Na rys. 3 zazna-
czono otrzymane w ten sposób punkty doświadczalne uzyskane na próbkach o stosunku
K= 1,4 (gwiazdki). Otrzymane rezultaty są więc potwierdzeniem istotnego wpływu oleju
na wytrzymałość zmęczeniową w tego typu doświadczeniach.

Problem wpływu trójosiowego, równomiernego stanu naprężenia na wytrzymałość
zmęczeniową, poza omówioną pracą PARRY'EGO [13], był badany również w innych pra-
cach przy prostych stanach obciążenia. CROSSLAND [3] badał efekt ciśnienia hydro-
statycznego na wytrzymałość zmęczeniową przy cyklicznym skręcaniu pełnych próbek
o średnicy 5,6 mm wykonanych z identycznej stali co próbki użyte w pracy [13]. Przed
zasadniczymi badaniami wykonano szereg wstępnych doświadczeń, z których wynikało
bez wątpienia, że niezależnie od wielkości ciśnienia cieczy użytej przy badaniach ma ona
szkodliwy wpływ na wytrzymałość zmęczeniową jeśli styka się bezpośrednio z powierzchnią
próbki. Dobrym zabezpieczeniem przed tego rodzaju wpływem okazała się cienka warstwa ,
gumy pokrywająca próbkę. Zmęczeniowe próby na skręcanie zrobiono przy dwóch war-
tościach nałożonego ciśnienia hydrostatycznego, przy 31 kpmm""2 oraz przy ciśnieniu
atmosferycznym. Wyniki doświadczeń (rys. 4) przedstawiono w postaci zależności ampli-

2 Mechanika teoretyczna
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tudy intensywności naprężeń stycznych r„ w funkcji największej wartości średnich naprężeń
normalnych tf. Wielkość ra określoną wzorem

1

obliczono podstawiając amplitudy poszczególnych składowych naprężeń będących wy-
nikiem przyłożonego zmiennego obciążenia. Natomiast naprężenie średnie określone jest
wzorem

a =

w którym poszczególne składowe są sumą naprężeń wywołanych ciśnieniem hydrosta-
tycznym i przyłożonym cyklicznym obciążeniem. Przeprowadzone doświadczenia wskazują,

O.

t JU

20 -

10
-30 - 2 0 -10 0

a[kp/mm2]
10 20 30

Rys. 4. Zależność amplitudy oktaedrycznego naprężenia stycznego od największej wartości naprężenia
normalnego dla stali stopowej. Punkty doświadczalne [3]: o—próbki wycięte wzdłuż osi pręta; x —próbki

wycięte prostopadle do osi pręta

że przy wytrzymałości zmęczeniowej istnieje liniowa zależność między tymi dwiema współ-
rzędnymi. Punkty doświadczalne na rys. 4 dla dodatnich wartości naprężeń średnich
uzyskano z jednoosiowej próby zmęczeniowej o cyklu rozciąganie — ściskanie, przy której
intensywność naprężeń stycznych ra = tfolj/3~, a naprężenie średnie o1 = c^/3, gdzie przez
aal oznaczono amplitudę cyklu obciążenia. Zaznaczone dwie linie proste opisujące punkty
doświadczalne odnoszą się do próbek o różnej orientacji względem osi pręta, z którego
były wycinane. Różnice między tymi punktami doświadczalnymi wskazują i pozwalają
ocenić anizotropowe własności badanego materiału. Jak stwierdza autor, wyniki doświad-
czeń, chociaż zrobione tylko przy kilku wartościach ciśnienia średniego pokazują, że znisz-
czenie zmęczeniowe w złożonym stanie naprężenia można opisać przez zmodyfikowane
kryterium Misesa uwzględniające wpływ średniego naprężenia.

W 1967 roku BLASS i FINDLEY [1] wykorzystując częściowo aparaturę opisaną w pracy
[11], wykonali na grubościennych próbkach rurkowych badania mające na celu określenie
wpływu pośredniego naprężenia tr2 (przy al > a2 > tf3), na wytrzymałość zmęczeniową
w złożonym stanie naprężenia. Próbki wykonano ze stali 4340 o składzie w procentach:
C —0,41; Mn —0,73; Si — 0,31; Ni—1,78; Cr — 0,83; Mo — 0,27. Próbki podda-
wano jednakowym jednostronnie zmiennym cyklom ciśnienia wewnętrznego i siły osiowej.
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Zastosowanie różnych głowic przyrządu pozwalało na otrzymanie pięciu różnych maksy-
malnych wartości naprężenia pośredniego, którym było naprężenie osiowe, Badano po
pięć próbek przy każdej z pięciu wartości naprężenia pośredniego. Przy badaniach nie
stosowano zabezpieczenia powierzchni próbki przed działaniem oleju. Biorąc pod uwagę
fakt, że porównywano wyniki prób wykonanych w jednakowych warunkach sprawa ta
nie ma istotnego znaczenia. Wyniki przedstawione na wykresie (rys. 5) w sposób przeko-
nywający pokazują, że dla badanego materiału naprężenie pośrednie nie ma wpływu na
wytrzymałość zmęczeniową. Linią ciągłą zaznaczono prostą najlepiej pasującą do punktów
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Rys. 5. Wpływ pulsującego pośredniego naprężenia głównego na wytrzymałość zmęczeniową, stali stopo-
wej [1], 2; 5 — linie teoretyczne według rozdziału 2. o — punkty doświadczalne dla 1,19x 105 cykli. Linia
ciągła — prosta wyznaczona metodą najmniejszych kwadratów w stosunku do punktów doświadczalnych

doświadczalnych, którą obliczono metodą najmniejszych kwadratów. Natomiast liniami
przerywanymi zaznaczono reprezentacje kryteriów zniszczenia. Elipsa przedstawia wa-
runek Hubera-Misesa opisany równaniem (2.5), natomiast linia prosta równoległa do osi
odciętych przedstawia warunek naprężeń ścinających (2.2), Na osi rzędnych odłożono
wartości naprężeń ścinających odpowiadające wytrzymałości zmęczeniowej przy l,19xlO5

cykli zmian obciążenia. Ta ilość cykli jest średnią dla 25 badanych próbek. Wyciągnięte
z tej pracy wnioski dotyczą tylko badanego materiału i, jak stwierdzają autorzy, nie mają
ogólnego charakteru.

5. Badania na cylindrycznych próbkach cienkościennych

W dziedzinie badań zniszczenia zmęczeniowego w złożonym stanie naprężenia stosun-
kowo najliczniejszą grupę stanowią prace, w których używano cienkościennych próbek
rurkowych obciążonych siłą osiową i ciśnieniem działającym na ścianki. W próbce takiej
dla różnych wartości stosunków naprężenia osiowego do obwodowego zachowany jest
stały kierunek osi głównych. Stan naprężenia jest w przybliżeniu płaski i jednorodny, przy
czym stopień tego przybliżenia jest tym większy, im mniejszy jest stosunek grubości ścianki
do wewnętrznej średnicy próbki. Z drugiej strony, ta minimalna grubość ścianki jest ogra-
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niczona zarówno względami technologicznymi, jak i możliwością utraty stateczności, jeżeli
jedno z naprężeń jest ściskające.

W roku 1934 MAIER (cyt. za [8]) poddawał cienkościenne rurki pulsacji ciśnienia we-
wnętrznego i statycznej sile osiowej badając jej wpływ na wytrzymałość zmęczeniową
w kierunku obwodowym.

Weryfikacją kryteriów zniszczenia zmęczeniowego zajmowali się w 1945 r. MORRIKAWA
i GRIFFIS (cyt. za [8]), którzy poddawali próbkę rurkową, przy pomocy dwóch niezależnych
układów, pulsacjom siły osiowej i ciśnienia wewnętrznego. Stwierdzili oni, że kryterium
maksymalnych naprężeń dobrze zgadza się z wynikami ich doświadczeń po wprowadzeniu
poprawek uwzględniających anizotropowe własności materiału.

Niewątpliwym postępem w badaniach zmęczeniowych próbek rurkowych była opubli-
kowana w 1949 r. praca MAJORSA, MILLSA i MACGREGORA [8]. Pulsacje ciśnienia wewnętrz-
nego i siły osiowej były wywoływane przez jedną tylko pompę olejową. Złożony stan na-
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Rys. 6. Porównanie kryteriów wytrzymałości zmęczeniowej z wynikami doświadczeń [8] dla miękkiej stali
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prężenia był natomiast realizowany za pomocą oryginalnych w pomyśle głowic obciąża-
jących, które pozwoliły uzyskać różne proporcje między naprężeniem obwodowym
i osiowym. Dla każdej z czterech różnych proporcji naprężeń badano po osiem próbek
przy różnych poziomach obciążenia. Próbki wykonano z wyżarzonej stali 1020 o za-
wartości 0,2% węgla i 0,55% manganu. Wartości wytrzymałości zmęczeniowej przy
107 cykli zmian obciążenia przedstawiono w bezwymiarowych współrzędnych na płasz-
czyźnie naprężeń głównych (rys. 6). Wartości te odniesiono do wytrzymałości zmęczeniowej
próbki poddanej pulsacji ciśnienia wewnętrznego przy zerowej sile osiowej. Na nieregu-
larność otrzymanych wyników niewątpliwie ma wpływ zarówno zauważona anizotropia
własności materiału, jak i niszczące działanie oleju, które nie było uwzględniane w przepro-
wadzonych badaniach. Autorzy wnioskują, że mimo pewnej nieregularności punkty doś-
wiadczalne najlepiej pasują do hipotezy odkształcenia postaciowego (2.5).
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Rys. 7. Wytrzymałość zmęczeniowa przy cyklu pulsującym w złożonym stanie naprężenia dla stopu alu-
minium Alcoa 24S-T [9]

W 1949 r. MARIN [9] opisał aparaturę i otrzymane wyniki badań wytrzymałości zmę-
czeniowej cienkościennych próbek przy czterech różnych proporcjach naprężeń głównych.

Próbki wykonane z ciągnionej rury ze stopu aluminium Alcoa 24S-T o składzie: Cu —
4,4%, Mg—1,5%, Mn — 0,6% poddawano niesymetrycznym cyklom obciążenia utrzy-
mując ,stosunek minimalnych do maksymalnych naprężeń w granicach od 0,1 do 0,2. Dla
każdej z czterech proporcji naprężeń obwodowego do osiowego, zawartych w granicach
od 2 do 0, badano po osiem próbek.

Otrzymane wyniki przedstawiono na płaszczyźnie naprężeń głównych (rys. 7) odnie-
sione do wartości wytrzymałości zmęczeniowej przy osiowym rozciąganiu. Poszczególne
punkty zaznaczone dla każdej proporcji naprężeń odpowiadają wytrzymałości zmęcze-
niowej przy różnych ilościach cykli 105; 5 x l O 5 i 106. Wytrzymałość zmęczeniowa w kie-
runku obwodowym wynosi około 60% wytrzymałości w kierunku osiowym chociaż, jak
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zaznaczają autorzy, statyczna wytrzymałość w kierunku obwodowym wynosi dla tego
samego materiału około 80% wytrzymałości w kierunku osiowym. Otrzymane rezultaty
budzą jednak duże wątpliwości. Powierzchnia próbki była w stanie nieobrobionym i nie
zabezpieczono jej przed działaniem oleju. W przeciwieństwie do poprzednio omówionej
pracy nie wszystkie próbki były obciążane w jednakowych warunkach. Wartości wytrzy-
małości dp otrzymano z próby jednoosiowego rozciągania, przy której nie było oleju we-
wnątrz próbki.

W opublikowanej w roku 1950 obszernej pracy ROSA i EICHINGERA [14] dotyczącej
zniszczenia, poświęcono dużo miejsca problemowi wytrzymałości zmęczeniowej w zło-
żonym stanie naprężenia. Doświadczenia przeprowadzono przy siedmiu różnych pro-

aaz/sr > >

0,1

1
Kierunek obwodawy

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

aa1/sF

Rys. 8. Wytrzymałość zmęczeniowa staliwa w zło-
żonym stanie naprężenia przy cyklu pulsującym

dla 10° cykli [14]
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Rys. 9. Wytrzymałość zmęczeniowa stopu alumi-
nium Avional D w złożonym stanie naprężenia

przy cyklu pulsującym dla 106 cykli [14]

porcjach między naprężeniem obwodowym i osiowym, w tym również przy jednoosiowym
rozciąganiu i ściskaniu. Badania wykonano dla siedmiu różnych materiałów stosując lde-
symetryczny cykl obciążenia. Dość duży stosunek grubości ścianki do średnicy wewnętrznej
zabezpieczał wprawdzie próbkę przed utratą stateczności przy jednoosiowym ściskaniu,
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ale jednocześnie powodował niejednorodny rozkład naprężeń w przekroju próbki i względ-
nie duże wartości ściskających naprężeń promieniowych. Wartości te, liczone jako średnie
między wielkością naprężenia promieniowego na zewnętrznej i wewnętrznej powierzchni
próbki, nie przekraczają 11 % większego z pozostałych naprężeń głównych. Na rys. 8 przed-
stawiono wyniki badań na próbkach wykonanych ze staliwa. Punkty doświadczalne i opi-
sująca je linia ciągła dotyczą wytrzymałości zmęczeniowej przy 106 cykli zmian obciążenia.
Wartość tej wytrzymałości przy jednoosiowym ściskaniu próbki jest około 1,5 raza większa
niż to wynika z próby jednoosiowego rozciągania, przy czym był to jedyny wypadek uzyska-
nia zniszczenia przy ściskaniu. W pozostałych wypadkach, jak na rys. 9, na którym przed-
stawiono wyniki badań dla stopu aluminium Avional D, wobec nie uzyskania zniszczenia
określono jedynie, że wytrzymałość zmęczeniowa jest większa od pewnej wielkości naprężeń.
Dla materiałów ciągliwych, podana wartość wytrzymałości przy ściskaniu była około
1,5 raza większa od wytrzymałości przy rozciąganiu. Natomiast dla materiałów kruchych
(próbki wycięte ze spoiu, żeliwo) wielkość przy ściskaniu była około 2 razy większa od
analogicznej wielkości z próby jednoosiowego zmiennego rozciągania. Na podstawie
przeprowadzonych badań autorzy stwierdzają, że przy zniszczeniu zmęczeniowym ma-
teriał podlega w przybliżeniu hipotezie Coulomba-Mohra.

BUNDY i MARIN [2] w roku 1954 przedstawili badania przeprowadzone na próbkach
rurkowych ze stopu aluminium 14S-T4 (o składzie Cu — 4,4%, Si — 0,8%, Mn — 0,8%,
Mg — 0,4%). Doświadczenia przeprowadzono w dwóch ćwiartkach płaszczyzny naprężeń
głównych przy sześciu różnych proporcjach między pulsującym synchronicznie napręże-
niem obwodowym i osiowym. Rozkład naprężeń traktowano jako jednorodny w przekroju
próbki zaznaczając, że największe odchylenie od średniego naprężenia obwodowego, jak
to wynika ze wzoru Lamego, wynosi około 5%. Wyniki doświadczeń przedstawione na
rys. 10 odpowiadają wytrzymałości zmęczeniowej przy 10fi cykli. Wielkości te odniesiono
do wytrzymałości zmęczeniowej przy jednoosiowym rozciąganiu. Autorzy podkreślają,
że anizotropowe własności materiału są bardziej widoczne przy obciążeniu cyklicznym
niż statycznym. Procentowa różnica w wytrzymałości zmęczeniowej w kierunku obwo-
dowym i osiowym jest rzędu 15%, chociaż różnica przy obciążeniu statycznym była znacznie
mniejsza. Dla opisania otrzymanych wyników doświadczalnych, autorzy proponują mo-
dyfikację kryterium energii odkształcenia postaciowego przez wprowadzenie dwóch do-
datkowych stałych uwzględniających anizotropię. Obliczoną w ten sposób krzywą zazna-
czono linią ciągłą na rys. 10. Wprawdzie dane doświadczalne są niewystarczające i wystę-
puje nieregularność otrzymanych wyników, przy czym szczególnie odbiega punkt dla
stosunku 0a2/oal = 2, to jednak jak stwierdzają autorzy widoczna jest ogólna zgodność
wyników eksperymentalnych z krzywą otrzymaną teoretycznie. Być może jednym z czyn-
ników wpływających na tak duży rozrzut wyników doświadczalnych jest wpływ oleju na
wytrzymałość zmęczeniową, na który w omawianej pracy nie zwracano uwagi. Należy tu
podkreślić, że nie posiadając danych doświadczalnych autorzy przyjęli wytrzymałość zmę-
czeniową przy prostym ściskaniu taką samą jak przy prostym rozciąganiu. Jest to założenie
mało wiarygodne szczególnie w konfrontacji z pracą NEWMARKA i in. [12] z 1951 r., która
poświęcona była wytrzymałości zmęczeniowej przy jednoosiowym ściskaniu. Z przepro-
wadzonych bardzo starannie doświadczeń dla wszystkich badanych materiałów (żeliwo
szare, stop aluminium, miękka stal) otrzymano znacznie wyższą wartość wytrzymałości
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zmęczeniowej przy zmiennej od zera do określonej wartości sile ściskającej niż w przy-
padku pulsacji siły rozciągającej. Autorzy stwierdzają, że zbyt niskie wartości wytrzyma-
łości zmęczeniowej przy ściskaniu podawane w innych pracach są rezultatem bądź to kon-
centracji naprężeń, bądź naprężeń szczątkowych czy wreszcie niezbyt starannego
przeprowadzenia doświadczeń.

Zjawisko zniszczenia zmęczeniowego przy ściskaniu badał w 1969 r. HUBBARD [6].
Doświadczenia przeprowadzono na płaskich próbkach z karbem wykonanych ze stopu
aluminium 7075-T6, na powierzchni których nałożono warstwę materiału czułego elasto-
optycznie. Obserwując rozprzestrzenianie się szczeliny i rozkład naprężeń w jej otoczeniu

Rys. 10. Wytrzymałość zmęczeniowa stopu aluminium
14S-T4 w złożonym stanie naprężenia przy cyklu pulsu-
jącym dla 106 cykli. [2]. Linia teoretyczna — elipsa Hu-

bera-Misesa z uwzględnieniem anizotropii

podczas jednostronnego cyklu zmiany obciążenia ściskającego autor wnioskuje, że za
zniszczenie ściskanej próbki odpowiedzialne są rozciągające naprężenia szczątkowe wystę-
pujące przy odciążaniu w pobliżu szczeliny. Stwierdzono również, że dla danej długości
szczeliny i maksymalnej wartości naprężenia ściskającego można tak dobrać wartość mi-
nimalnego naprężenia ściskającego w cyklu, że zostanie zatrzymany proces wzrostu
szczeliny.

W opublikowanej w 1970 r. pracy ROTVELA. [15] opisano sposób przeprowadzenia
doświadczeń i wyniki badań zmęczeniowych w dwuosiowym stanie naprężenia.

Próbki ze stali węglowej o zawartości 0,35% — C, 0,20% — Si, -0,45% — Mn, wyko-
nano bardzo starannie w 10 klasie gładkości powierzchni. Dla zabezpieczenia przed nisz-
czącym działaniem oleju powierzchnie próbki pokrywano cienką warstwą plastyku. Próbki
były obciążane symetrycznym cyklem siły osiowej i ciśnienia działającego na ścianki.
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Przy obliczaniu naprężeń uwzględniano ich nierównomierny rozkład spowodowany
zbyt dużą grubością ścianki w stosunku do średnicy wewnętrznej, jak i występujący mmo-
mentem gnącym wywołanym przez nieosiowe zamocowania próbki. Doświadczenia prze-
prowadzono dla sześciu różnych proporcji między naprężeniami głównymi, badając w każ-
dej serii minimum sześć próbek. Wytrzymałość zmęczeniową określano przy 2,5 X 106

cykli zmian obciążenia. Na wykresie rys. 11 odłożono punkty doświadczalne we współ-
rzędnych bezwymiarowych odnosząc je do wartości wytrzymałości przy cyklu rozciąganie-

Rys. 11. Porównanie kryteriów wytrzymałości zmęcze-
niowej z wynikami doświadczeń dla stali węglowej (C =
=» 0,35%) przy cyklu symetrycznym dla 2,5 x 106 cykli
[15]. 1; 2; 3; 4; 5 — linie teoretyczne wediug rozdziału 2

ściskanie wzdłuż osi próbki. Poziome i pionowe linie przy każdym punkcie oznaczają
zakres błędu. Na rysunku tym zaznaczono również opisane poprzednio kryteria zniszcze-
nia zmęczeniowego zawierające jedną stałą materiałową.

Te same punkty doświadczalne porównano również z trzema kryteriami o dwóch sta-
łych materiałowych, które dobrano w ten sposób, żeby krzywa opisywała możliwie naj-
lepiej punkty doświadczalne (rys. 12). Otrzymane wyniki dobrze zgadzają się zarówno
z zaproponowanym przez Crosslanda kryterium naprężeń oktaedrycznych opisanym rów-
naniem (2.8), jak i kryterium Coulomba-Mohra (2.6). Stwierdzenie, które z nich lepiej
opisuje zniszczenie zmęczeniowe w złożonym stanie naprężenia wymaga przeprowadzenia
dodatkowych doświadczeń przy takich proporcjach między naprężeniami, przy których
rólnice między obydwoma kryteriami są największe.

Tylko dwie z omówionych tu prac były przeprowadzone przy symetrycznych cyklach
obustronnie zmiennych, mianowicie praca SAWERTA [16] i ROTVELA [15]. Wszystkie po-
zostałe prace wykonano przy cyklu niesymetrycznym (pulsującym), w którym naprężenia
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zmieniały się od wartości zerowej (lub bliskiej zeru) do uprzednio ustalonej pewnej war-
tości, dodatniej lub ujemnej, w zależności od wymaganej proporcji między naprężeniami.
Jak słusznie zauważono [15] doświadczenia takie są zaburzone wpływem średniego na-
prężenia cyklu na wytrzymałość zmęczeniową. Tylko przy cyklach symetrycznych obu-

Rys. 12. Porównanie wyników doświadczeń z rys.
11 z kryteriami wytrzymałości zmęczeniowej za-
wierającymi dwie stale materiałowe [15]. 6; 7;
8 •— linie teoretyczne według rozdziału 2

stronnie zmiennych, dla każdej proporcji między naprężeniami pozostaje stała, równa
zeru wartość średniego naprężenia. Natomiast przy cyklu jednostronnym zmiana ampli-
tudy powoduje zmianę naprężenia średniego, które wobec tego ma różne wartości, zarówno
dla poszczególnych naprężeń głównych przy danym stosunku między nimi, jak i dla różnych
proporcji między naprężeniami.

6. Wnioski

Rozwój doświadczalnych badań zmęczeniowych w złożonym stanie naprężenia postę-
pował w sposób wolny. Trudna technika doświadczalna i duża pracochłonność badań
odgrywały w sposób istotny rolę czynnika hamującego. Poza -tym wyniki prac wykona-
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nych w różnych warunkach nie stanowią porównywalnego materiału. Większość badań
eksperymentalnych przeprowadzono przy niesymetrycznym cyklu obciążenia, przy którym
wyniki zaburzone są wpływem średniego naprężenia w cyklu na wytrzymałość zmęczenio-
wą. Natomiast tylko dwie prace [15] i [16] wykonano przy obustronnie zmiennym cyklu
zmiany obciążenia, a więc w warunkach, w których rzeczywiście jesteśmy w stanie określić
zmęczeniowe cechy badanego materiału.

Wart podkreślenia jest również zauważony w wielu pracach doświadczalnych fakt
wystąpienia silniejszej anizotropii przy cyklicznym obciążaniu, niż w warunkach statycz-
nego obciążenia próbki.

Mimo że fenomenelogiczny opis zniszczenia zmęczeniowego metali w złożonym stanie
naprężenia pozostaje nadal niekompletny i nie udokumentowany doświadczalnie to jednak
wyniki badań pozwalają już na wyciągnięcie pewnych ogólnych wniosków. Warunek znisz-
czenia zmęczeniowego w swej ogólnej postaci powinien uwzględniać wpływ pierwszego
niezmiennika. W sposób przekonywający wykazał to CROSSLAND [3] dla stali stopowej.
Wykonane przez niego stosunkowo proste doświadczenia były podstawą matematycznej
formy warunku zniszczenia zmęczeniowego (2.8), który uwzględnia podstawowe efekty
zauważone przy doświadczeniach przeprowadzonych przez innych autorów. Zapropono-
wany przez CROSSLANDA warunek przedstawia w przestrzeni naprężeń głównych stożek
o osi równo nachylonej do osi współrzędnych układu. Wierzchołek stożka znajduje się po
stronie naprężeń rozciągających. Do opisu zniszczenia klasy materiałów, których wytrzy-
małość zmęczeniowa w złożonym stanie nie zależy od wielkości pośredniego naprężenia,
może być wykorzystany warunek Coulomba. Zdaniem autorów niniejszej pracy właśnie
te dwa warunki zniszczenia zmęczeniowego, warunek Crosslanda i Coulomba, mogą być
zalecane do analizy własności zmęczeniowych metali w złożonym stanie naprężenia.
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HCCJIEflOBAHIM YCTAJIOCTHOK IIPOMHOCTH UPH CJIOKHOM
HAIIPJDKEHHOM COCTOflHHH
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(bopivu.!, Tpy6qaTbie ToJiciocTeHHbie o6pa3u;Łi, TpyS^aTtie TOHKOdeHHtie o6pa3t(bi. BnyTpH Kawflow
rpynrxbr paSoibr onncaHti B xposroJioriraecKOM nopjiflKe. KpaTKO H3Jio>KeHLi KpHTepHH ycrajiocTHoił
npo'iHOCTH A-tH cJio>KHoro HanpH>i<enHoro COCTOHHHH, Kotopbie cpaBiienti c

S u m m a r y

INVESTIGATIONS OF FATIGUE UNDER COMBINED STRESSES

In this article the review of the original research is given in. which are described the experimental inves-
tigations of fatigue fracture under combined stresses. The papers have been ordered according to shape of
the specimens: complex shape specimens, thick-walled specimens, thin-walled specimens. Each group of
papers is presented in the chronological order. Equations of the fatigue conditions mentioned in papers
are given.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 8 lutego 1971 r.
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PEWNE NIEWISKOZYMETRYCZNE PRZEPŁYWY
CIECZY LEPKOSPRĘŻYSTYCH

STEFAN Z A H O R S K I (WARSZAWA)

1. Wstęp

Do niedawna badanie własności Teologicznych cieczy lepkospreżystych, takich jak
roztwory i stopione polimery, niektóre oleje mineralne i zawiesiny, ciecze przerabiane
w przemyśle spożywczym itp., prowadzono z reguły dla tzw. przepływów wiskozymetrycz-
nych będących różnymi modyfikacjami przepływów ścinających, charakteryzujących się
poprzecznym gradientem prędkości. Przepływy wiskozymetryczne występują często w tech-
nologii i urządzeniach przetwórczych (przepływy przez przewody rurowe, kanały, szczeli-
ny itp.) oraz prawie we wszystkich wiskozymetrach, tj. przyrządach służących do pomiaru
lepkości i innych własności cieczy. Od przyrządów tych pochodzi zresztą nazwa klasy
przepływów wiskozymetrycznych.

Parametrami charakteryzującymi własności cieczy w ustalonych lub nieustalonych,
okresowo zmiennych przepływach wiskozymetrycznych są trzy niezależne funkcje wisko-
zymetryczne: funkcja lepkości (lepkość pozorna) i funkcje naprężeń normalnych lub od-
powiednio dla małych oscylacji: funkcja lepkości dynamicznej, modułu dynamicznego
i kąta stratności mechanicznej.

Teorii przepływów wiskozymetrycznych oraz wynikom badań doświadczalnych poś-
więcone są liczne prace i monografie (por. [1, 2, 3, 4, 5, 6]). Prosty, lecz jednocześnie no-
woczesny wykład tych zagadnień ujęty w ich historycznym rozwoju zawiera książka COLE-
MANA, MARKOVITZA i NOLLA [7]; również poprzednia praca przeglądowa autora [8]
ujmowała zasadnicze własności przepływów wiskozymetrycznych.

Wzrastające ostatnio zainteresowanie różnymi niewiskozymetrycznymi przepływami
cieczy lepkospreżystych ma swoje źródło nie tylko w rozwoju reologii teoretycznej i ko-
nieczności realizowania bardziej złożonych przepływów w przetwórstwie polimerów, ale
również wynika z potrzeby konstruowania oraz stosowania reometrów pozwalających na
pełniejsze i sprawniejsze wyznaczanie charakterystyk Teologicznych cieczy. Znamienną
rolę odgrywa tutaj ustalony przepływ rozciągający, posiadający duże praktyczne znaczenie
dla procesów przędzenia, wyciągania itp., którego charakterystyki reologiczne są całko-
wicie odmienne i nie związane bezpośrednio z funkcjami wiskozymetrycznymi (por. [9]).

Wśród różnych niewiskozymetrycznych przepływów cieczy lepkospreżystych szczegól-
ną pozycję zajmują przepływy zaliczające się do «ruchów ze stałą historią deformacji))
(oznaczanych w dalszym ciągu skrótem: RSHD), których teorię dla cieczy prostych sfor-
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mulowali COLEMAN [10] oraz NOLL [11], a następnie rozwinęli inni badacze (por. [12, 13,
14, 15, 16]). Szczególna pozycja przepływów ze stałą historią deformacji wynika z faktu,
że dla takich przepływów, podobnie zresztą jak i dla przepływów wiskozyrnetrycznych,
pamięć lepkosprężystej cieczy prostej ujawnia się w sposób istotnie ograniczony lub, uży-
wając słów COLEMANA [10], pamięci cieczy prostej w RSHD «...pozostaje bardzo niewiele
do zapamiętania». Nie bez znaczenia był również fakt skonstruowania reometrów reali-
zujących RSHD (por. p. 4) zanim jeszcze zorientowano się, że przepływy w nich wystę-
pujące należą do tej szczególnej klasy przepływów niewiskozymetrycznych.

W niniejszym przeglądzie zajmiemy się przede wszystkim teorią przepływów niewisko-
zymetrycznych należących do klasy RSHD, zwracając szczególną uwagę na ich realizację
w przyrządach i możliwość wyznaczania odpowiednich charakterystyk. Warto nadmienić
już na wstępie, że interesująca nas klasa przepływów obejmuje nie tylko wszystkie ustalone
przepływy wiskozymetryczne, ale również liczne inne, jak ustalone proste rozciąganie
i ustalone czyste ścinanie (por. p. 4.1), przepływ w ortogonalnym reometrze Maxwella
(por. p. 4.2), reometrze balansowym Kepesa (por. 4.3), itp.

2. Teoria przepływów w Stałą historią deformacji

2.1. Zależności podstawowe. Podstawą rozważań kinematycznych w mechanice ośrodka
ciągłego są odpowiednie równania ruchu punktu materialnego (por. [3, 7]).

Oznaczając przez x położenie w przestrzeni euklidesowej punktu materialnego X w aktu-
alnym czasie t, zaś przez % położenie tego samego punktu materialnego w dowolnej chwili T
(T < t), równania ruchu przyjmą postać

(2.1.1) S = Xr(x, *), - o o < T < r ,
gdzie Xt oznacza funkcję względnej deformacji1).

Gradient względnej deformacji

(2.1.2) F,(T) - V*xt(x. *), F»(0 - 1
opisuje zmianę lokalnej konfiguracji cząstki I w czasie między % i t. Często funkcję tenso-
rową

(2.1.3) F0) = ¥t(t-s) dla oo > s > 0

nazywa się historią względnego gradientu deformacji. Jeśli dane jest pole prędkości v(x, t)
w chwili aktualnej t, to funkcję względnej deformacji określamy rozwiązując następujące
równania:

(2.1.4) 4(T)-T(5(T),T), C(0-x,
gdzie kropka oznacza różniczkowanie po czasie.

Pamiętając, że nieściśliwe ciecze proste to klasa ośrodków, dla których tensor naprężenia
jest określony, z dokładnością do ciśnienia hydrostatycznego, przez historię względnego
gradientu deformacji (por. [3, 7]), równania konstytutywne zapisujemy w postaci

(2.1.5) T E ( 0 = T(O+/>1 = *(Bt(f-a)), det Ft(t-s) - 1,
0

') Należy podkreślić, że taka właśnie postać równań ruchu jest najdogodniejsza, gdyż dla cieczy nie
stnieje żadna inna wyróżniona konfiguracja odniesienia poza konfiguracją zajmowaną w chwili aktualnej t.
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co

gdzie p jest ciśnieniem hydrostatycznym, zaś 3/iC ( ) oznacza funkcjonał konstytutywny
s=0

odwzorowujący względny gradient deformacji z przestrzeni historii deformacji na syme-
tryczny tensor ekstra-naprężenia TE(t)- Ponieważ p nie jest określone przez równanie
(2.1.5), niejednoznaczność funkcjonału konstytutywnego usuwamy przez założenie

(2.1.6) trTB(0 = tr£(Ft(t-s)) = 0, p = - i t i T ,

przy czym tr oznacza ślad odpowiedniego tensora.
Dla klasy RSHD, zwanych także ruchami stagnacyjnymi (por. [10]), historia gradientu

deformacji danej cząstki jest, z dokładnością do sztywnego obrotu, taka sama dla wszystkich
chwil czasu. Zgodnie z definicją NOLLA (por. [11]) wyrażoną w języku matematycznymr

nich nazywa się RSHD wtedy i tylko wtedy, jeśli gradient deformacji w dowolnej chwili r,
określony względem ustalonej konfiguracji odniesienia w chwili 0, jest dany przez

(2.1.7) F 0 ( T ) = Q(T)exp(rM), Q(0) = 1,

przy czym Q ( T ) jest tensorem ortogonalnym opisującym obrót cząstki od chwili 0 do chwili x,.
zaś M — stałym tensorem. Często przyjmuje się, że M = xN0, gdzie |N0 | = 1, zaś x oznacza
stały parametr charakteryzujący wielkość deformacji (ścinania, rozciągania itp.).

Ponieważ dla cieczy konfiguracja odniesienia w chwili 0 nie posiada istotnego znaczenia,,
wykorzystujemy związek

(2.1.8) Ff(r) = F o ( r ) F o - 1 ( 0 , F 0 ( T ) = F,(T) | , _ „ ,

prowadzący do następujących zależności równoważnych definicji (2.1.7):

(2.1.9) ' Fl(t-s) = Q(t-s)exp(-

(2.1.10) Ct(t-s) = Fj(t~s)Ft(t~s) =

gdzie wskaźnik T u góry symbolu oznacza operację transponowania, zaś C,(t—s) oznacza
historię prawego względnego tensora odkształcenia Cauchy'ego-Greena (por. [3]).

Wprowadzając pojęcie obróconego tensora parametrycznego (por. [13, 14]) będącego
gradientem prędkości w chwili t względem obracającego się układu odniesienia, mianowicie

(2.1.11) L(0 = Q(t)MQT(t) = Q(t)xN0Q
T(t) = xN,

mamy również

(2.1.12) Ct(t—s) = exp(-iL T )exp(-iL), 0 < s < oo.

Warto nadmienić, że związek tensora L(?) z przestrzennym gradientem prędkości Lx(0'
jest następujący:

(2.1.13) L t 0 ) = Vxv(x, 0 - F o ^ F o ^ O = Q ( 0 Q r ( 0 + L ( 0 ,

gdzie Q(t), jak poprzednio, oznacza zależny od czasu tensor obrotu od konfiguracji
w chwili 0 do konfiguracji w chwili t, a antysymetria tensora QQ1 jest oczywista.

W obracającym się układzie odniesienia, którego ruch charakteryzuje się tensorem
Q(/), macierz obróconego gradientu prędkości jest stała. Można zatem podać równoważną
definicję RSHD, dla których historia względnego tensora odkształcenia Cauchy'ego-Greena
Ct(t—s) ma postać (2.1.12) ze stałym, niezależnym od czasu tensorem L (por. [12, 13]).
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Na nietrywialne pytanie: czy ruch określony stałym tensorem przestrzennego gradientu
prędkości Lj jest RSHD? — otrzymujemy odpowiedź twierdzącą. Wynika to z faktu, że
następujące równanie różniczkowe z odpowiednim warunkiem początkowym (por. [15]):

(2.1.14) F O W - L J F O C T ) , Li = const, Fo(0) = 1,

ma jednoznaczne rozwiązanie w postaci

(2.1.15) F 0 ( T ) = exp(rLx).

Ruch powyższy jest RSHD [por. (2.1.7)], jeśli tylko Q(r) a 1. Zależność (2.1.15) ilustruje
również.w sposób przejrzysty dlaczego ustalone, jednorodne pola prędkości zawsze generują
ruchy należące do klasy RSHD.

2.2. Klasyfikacja przepływów. Zgodnie z propozycją NOLLA [11], wszystkie przepływy typu
RSHD, zachodzące w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej, można podzielić na trzy
następujące klasy:

(I) M2 --= 0;
(2.2.1) (II) M2 / 0, lecz M 3 - 0;

(III) M" ¥= 0 dla wszystkich n = 1,2, 3 .-.,.

Z uwagi na (2.1.11) identyczne warunki można również zapisać dla tensorów L lub N.
Klasa (I) obejmuje wszystkie ustalone przepływy wiskozymetryczne obszernie omówione

w literaturze zagadnienia (por. [3, 4, 7]). Warto dodać, że w myśl definicji (2.1.9) mamy dla
ustalonych przepływów wiskozymetrycznych

(2.2.2) ¥t{t-s) = Q(t-s)[l-sM]QT(f),

Zależność powyższa-pozostaje w mocy dla dowolnych przepływów wiskozymetrycznych
(niekoniecznie ustalonych), jeśli tensor M jest zmienny, tj. zależny od czasu t i położenia
x zajmowanego przez cząstkę materialną w chwili t (por. [7]).

Dla klasy (II) mamy

(2.2.3) Vt(t-s) = Q(t-s) 1 - J M + J•siM2 QT(0-

Mieści się w niej podklasa tzw. podwójnie nałożonych przepływów wiskozymetrycznych
(por. p. 3.1), które powstają przez bezpośrednie złożenie (dodanie pól prędkości) dwóch
przepływów wiskozymetrycznych. Jej przedstawicielami są w szczególności przepływy
Poiseuille'a ze skręcaniem i przepływy helikoidalne ze skręcaniem (por. p. 5).

Do klasy (III), dla której

(2.2.4) T,(t-s)

należy cała podklasa tzw. potrójnie nałożonych przepływów wiskozymetrycznych (por. p. 3.2),
ustalone czyste ścinanie i ustalone proste rozciąganie oraz liczne inne przepływy w re-
ometrach obrotowych z mimośrodami (por. p. 4).
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Wszystkie przepływy typu RSHD można również dzielić na obrotowe (rotacyjne)
i bezobrotowe (nierotacyjne). Zwłaszcza te ostatnie zasługują, ze względu na ich specyfikę,
na parę słów uwagi. W mechanice ośrodków ciągłych uważa się za ruchy bezobrotowe
takie, dla których przestrzenny gradient prędkości L t jest symetryczny (z wyłączeniem
trywialnego przypadku L 1 = 0). Wszystkie RSHD opisywane stałym, symetrycznym
tensorem L t przyjęto nazywać przepływami rozciągającymi, lub prościej rozciąganiami
(por. [16, 3]). Ponieważ symetryczny tensor L, można zawsze diagonalizować następująco:

(2.2.5)

fl, 0 0 |

0 0 a3

0

przy czym Q zależy od składowych macierzy Ł1, zaś wartości własne tensora Lj są takie
same, jak wartości własne obróconego tensora-parametrycznego L [por. (2.1.13)], łatwo
stwierdzić, że wszystkie bezobrotowe RSHD są równoważne przepływom rozciągającym
i należą do klasy (III).

2.3. Reprezentacje równań konstytutywnych i funkcje materiałowe. Równania konstytutywne
nieściśliwej cieczy prostej (2.1.5), po uwzględnieniu zasady materialnej obiektywności —
wyrażającej niezależność funkcjonału konstytutywnego od ruchu «obserwatora» w prze-
strzeni odniesienia, dają się zapisać w postaci (por. [3])

(2.3.1) T E ( 0 = T(f)+pl = f [C,(t-s)],

co

przy czym definicję tensora Ct(t—s) podano w (2.1.10). Funkcjonał konstytutywny J5" ( )

jest funkcjonałem izotropowym, tzn. że (por. [3])

(2.3.2) Q £ (C,(/-.v))Qr = J F (QC,(t-s)QT),

dla wszystkich stałych tensorów ortogonalnych Q i dla każdej historii C,(t—s).
Przy rozważaniach ogólnych dotyczących przepływów typu RSHD nie są potrzebne

żadne dodatkowe ograniczenia ani na funkcjonał konstytutywny, ani też na historię od-
kształcenia. W przypadkach szczególnych często bazuje się na różnych aproksymacjach
funkcjonału konstytutywnego w oparciu o zasadę zanikającej pamięci (por. [17, 3, 8]).
W punkcie 4, omawiając własności dynamiczne cieczy, wykorzystamy całkową reprezen-
tację funkcjonału konstytutywnego zaproponowaną przez GREENA i RIVLINA [18] w postaci
(por. także [3, 17])

(2.3.3) TE = T+pl = J mi(t-r)G(r)dx+
— 00

t t

+ f f {m2(t-rlt t-T2)G(r1)G(r2)+m3(t-T1,t~r2)[ttG(t1)]G(T2)}xdtldr2+...,
— 00 —00

gdzie nii O są odpowiednimi funkcjami materiałowymi, zaś

(2.3.4) G ( T ) - C , ( T ) - 1 .

3 Mechanika teoretyczna
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Pominięcie wszystkich całek wielokrotnych z wyjątkiem pierwszej z prawej strony (2.3.3)
jest równoznaczne z założeniem, że wyrazy te dążą do zera szybciej niż odpowiednia norma
w wektorowej przestrzeni historii odkształcenia; jest to przypadek tzw. skończonej liniowej
lepkosprężystości (por. [19]).

Dla dowolnego RSHD, podstawiając (2.1.12) do (2.3.1), otrzymamy równania kon-
stytutywne w postaci następującej:
(2.3.5) T £ = f(«, N) = f(«, L/K) = g(L),
gdzie f i g są izotropowymi funkcjami argumentów tensorowych.

W cytowanej już pracy [12], WANG dowiódł, że historia prawego, względnego tensora
odkształcenia Cauchy'ego-Greena Ct(t—s),dla wszystkich RSHD, określona jest jedno-
znacznie przez pierwsze trzy kinematyczne tensory RIVLINA-ERICKSENA [20] zdefiniowane
następująco:

~ " w dr" t v

(2.3.6) ^
A,,+i(/) = --j-An+AnLj+LiA,, = A„L+LTA„.

WANG wyróżnił ponadto trzy następujące przypadki RSHD:
(1) gdy Ax ma trzy różne wartości własne, A} i A2 określają L i C,(t—s) jednoznacznie;
(2) gdy At ma dwie wartości własne równe, lecz różne od trzeciej; a) At i A2 określają

Ct(t—s) jednoznacznie, jeśli A2 ma w tej samej bazie co At postać diagonalną ze składowymi
równymi odpowiednio kwadratom wartości własnych A t ; b) w przypadku przeciwnym
Ai, A2 i A3 określają L i C,(t—s) jednoznacznie;

(3) gdy wszystkie wartości własne At są równe, A; określa L i C,(t—s) jednoznacznie.
Ostatni przypadek staje się trywialny dla cieczy nieściśliwych, dfa których tr Ai = 0;
wówczas przy jednakowych wartościach własnych mamy At — 0.

Reasumując można stwierdzić, że dla większości RSHD [z wyjątkiem przypadku
wymienionego w (2)] prawdziwe jest następujące równanie konstytutywne (por. [20]):
(2.3.7) T E - h(A,, A2) = « 1 A 1 +a 2 AM-a 3 A 2 +a 4 A |- f

+a5(A1A2+A2A1)+a(i(A?A2+A2A?)+
+a7(A1Ai+A|A1)+«8(A?Ai+A|A!)!

gdzie «j (i = 1, ..., 8) są funkcjami dziewięciu niezmienników:
trAi,trA?,trA2,trA|,trA|,

\i),tr(AfA2),tr(A?A!).
Jest rzeczą oczywistą, że funkcje #,•(; = 1, ..., 8) nie są całkowicie niezależne; wynika

to z faktu, że tensor ekstra-naprężenia T E posiada co najwyżej sześć składowych, związa-
nych przy tym warunkiem typu (2.1.6). Wystarczy zatem zdefiniować odpowiednio pięć
ogólnych funkcji materiałowych opisujących całkowicie własności cieczy łepkosprężystych
w dowolnym przepływie typu RSHD. Można postępować np. w sposób podany w pracy [14].

Dla ustalonego i jednorodnego pola prędkości, dla którego

(2.3.9) [Lj] = d a2 c , at+a2+a3 = 0d
e

a
a2

f

b
c

a3
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jest stałym tensorem2), definiujemy następujące funkcje:
rp <11> rn <33> j-i <22> '-r <33>

(2-3.10) / _ - / < » » c E - ' r < " 2 > f
E _ r < 2 3 > '

^ 1 — J JJ J ' '2 — •* E j ' ł 3 — •» £' j

których argumentami są wszystkie dziewięć składowych macierzy (2.3.9), zaś TE
<iJ> ozna-

czają fizyczne składowe tensora TE. Mamy również

(2.3.11) I 1 / 1 1 * - j (2w 1 -« 2 ), 2Y22> = I (2n2-nt), TE<33> = ~ I («i+n 2 ).

Funkcje materiałowe «* i .?; opisują zarówno ustalone przepływy wiskozymetryczne,
ustalone przepływy rozciągające, jak i inne przepływy typu RSHD omówione szczegółowiej
w punktach 3, 4 i 5. Ich postać podlega ograniczeniom wynikającym z własności izotropii
funkcji konstytutywnych (2.3.5). Mamy np.

(2.3.12) ni{a1,a2,a^,a,b, c,d,e,f) = wt(%,a2, aa, —a, —b,c, —d, —e,f) =

= ni(al,a1,a2,a, —b, —c,d, —e, --/) = ni(a1,a2,a3, ~a,b, — c, —d, e, —/);

(2.3.13) si(a3,a2, a{,/, e, d, c, b, a) = s}(flu a2,a3, a, b, c, d, ej)

dla i = 1, j = 3 lub i = 2, j = 2 lub i = 3, 7" = 1.

Warto nadmienić, że dla wszystkich bezobrotowych RSHD, symetria tensora Lx pro-
wadzi do zależności: A± — 2L1, A2 = 4Łf, A3 = 8L?, a równania konstytutywne przyj-
mują postać

(2.3.14) 1^ = t(Aj) = p1AiH-p2A1,

gdzie funkcje materiałowe /?( (/ = 1, 2) zależą tylko od dwóch następujących niezmienni-
ków: t r A 2 , t r A i . Z równania (2.3.14) wynika, że w przepływach typu bezobrotowych
RSHD, własności każdej dowolnej nieściśliwej cieczy prostej są takie same jak własności
cieczy Reinera-RbHna (por. [3]) opisywanej również zależnością (2.3.14).

Wreszcie postępując w sposób podobny do zastosowanego przez COLEMANA [16],
można równanie konstytutywne (2.3.14) przedstawić w innej postaci jako jedną funkcję
od trzech wartości własnych tensora At.

3. Przepływy złożone z przepływów wiskozymetrycznych

3.1. Podwójnie nałożone przepływy wiskozymetryczne. Niebanalne zagadnienie określenia teo-
retycznych warunków, przy których nałożenie prostych wiskozymetrycznych przepływów
prowadzi do bardziej złożonych RSHD, wiąże się zarówno z analizą przepływów wystę-
pujących w praktyce, jak i z potrzebą konstruowania nowych reometrów (por. p. 4).
Pewne przykłady RSHD powstałych z nałożenia przepływów wiskozymetrycznych omówio-
no w pracach NOLLA [11], OLDROYDA [21] i PIPKINA [22]; bardziej systematyczną analizą

2) Postać (2.3.9) jest również najogólniejsza dla obróconego tensora parametrycznego L (por. p. 2.1).
Jeśli L jest stałym tensorem, to składowe Li nie muszą być stale.

3*
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tych zagadnień zajmował się HUILGOL [13, 14]. Pokazał on m. in., że oprócz dobrze znanego
wiskozymetrycznego przepływu helikoidalnego [2], powstałego z nałożenia wiskozymetrycz-
nych przepływów Couette'a i Poiseuille'a (por. [3, 7]), istnieją inne przepływy typu RSHD
otrzymywane z prostszych przepływów wiskozymetrycznych, a w szczególności tzw.
podwójnie nałożone przepływy wiskozymetryczne [13].

Zgodnie z definicją, podwójnie, nałożony przepływ wiskozymetryczny jest przepływem
typu RSHD klasy (II) (por. p. 2.2), dla którego obrócony tensor parametryczny Ljest taki,
że 1? # 0 lecz L 3 = 0 oraz L = L '+L", gdzie L' i L" są tensorami definiującymi dwa
przepływy wiskozymetryczne.

Z twierdzeń wyprowadzonych w [13] wynika, że następujące pole prędkości w orto-
gonalnym układzie współrzędnych krzywoliniowych:

(3.1.1) v1 = 0, v2 = v(xl)-cx2+ex3, v3 = w(x1)+fx2+cx3,
gdzie c, e,/są stałymi takimi, że c2-\-ef= 0, zaś v(xl) i w(x*) dowolnymi gładkimi funkcja-
mi x', daje podwójnie nałożony przepływ wiskozymetryczny, jeśli odpowiednie składowe
tensora metrycznego nie zmieniają się wzdłuż toru każdej cząstki, a funkcja v(x1) nie
jest stałą lub zerem.

Także pole prędkości

(3.1.2) v1=ax2+bx3, v2 = -cx2+ex3, v3=f

gdzie a, ...,/są stałymi takimi, że c2+<?/= 0, prowadzi do podwójnie nałożonego prze-
pływu wiskozymetrycznego.

W walcowym układzie współrzędnych r, 0, z przykładem (3.1.1) jest pole

(3.1.3) vr = 0, v° = co(r)+cz, vz = u(r),

opisujące przepływ helikoidalny ze skręcaniem (por. p. 5.2), którego z kolei szczególnym
przypadkiem jest przepływ Poiseuille'a ze skręcaniem (por. 5.1) dyskutowany przez
OLDROYDA [21].

Ponieważ dla większości przepływów omawianego typu macierz tensora A, (por. 2.3)
ma postać3):

/

m

1
0
n

m
n
0

(3.1.4) [Ai]

z twierdzeń o reprezentacji równań konstytutywnych w punkcie 2.3 wynika, że Aj ma trzy
różne wartości własne [przypadek (1)], jeśli nie zachodzi zależność

(3.1.5) P = m 2 = „ 2 = I ,

spełniona np. dla przepływu (3.1.3) tylko wtedy, gdy r2 (dwjdr)2 — (dujdr)2 = czr2.
Jeśli spełniona jest zależność (3.1.5), można pokazać (por. [14]), że A2 =£ A2 i mamy
do czynienia z przypadkiem (2b).

a) Ai ma postać (3.1.4) również dla niektórych potrójnie nałożonych przepływów wiskozymetrycz-
nych (por. 3.2) oraz innych RSHD klasy (III) (por. p.4).
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HUILGOL [14] dowiódł m. in., że dla trzech różnych wartości własnych tensora A l 5

równanie konstytutywne (2.3.7) redukuje się do postaci

(3.1.6) T £ - h(A1 ; A2) = piAl+p2Aj+p3A1+p4A
2

2 +

+/Js(A1Aa+A2AI)+06(AfAS+AśAf),

gdzie fi;(i = 1, ..., 6) są funkcjami niezmienników wymienionych w (2.3.8). Jeśli warunek
(3.1.5) jest spełniony, mamy wówczas

(3.1.7) T E = f(A 1 ,A 2 ,A 3 ) = y 1 A 1 + y 2 A f + y 3 A 2 + y 4 A i + y 5 A 3 + y 6 A L

gdzie yi(i = 1, ..., 6) są funkcjami niezmienników (2.3.8).
Dla takich podwójnie nałożonych przepływów wiskozymetrycznych, dla których

w ortonormalnej bazie [por. (3.1.4)]

(3.1.8) [L] =
0
/
m

0
0
n

0
0
0

[L2] =
0
0
In

0
0
0

0
0
0

zamiast ogólnych funkcji (2.3.10), wygodnie jest wprowadzić następujące funkcje materiało-

we:

(3.1.9)
T-I< 23>

zależne tylko od argumentów k, 1, m, n. Możliwość ich doświadczalnego określenia będzie
omówiona w punkcie 5.

Na zakończenie tego punktu warto podkreślić, że nie zawsze złożenie dwóch przepływów
wiskozymetrycznych prowadzi do przepływu wiskozymetrycznego lub podwójnie nałożo-
nego przepływu wiskozymetrycznego, tj. typu RSHD klasy (II). Dobrą ilustracją tego faktu
jest, powstały z nałożenia dwóch prostych przepływów ścinających, przypadek ustalonego
czystego ścinania należący do klasy (III) (por. [23, 14]).

3.2. Potrójnie nałożone przepływy wiskozymetryczne. Uogólnieniem podwójnie nałożonych
przepływów wiskozymetrycznych są tzw. potrójnie nałożone przepływy wiskozymetryczne,
tj. złożone z trzech przepływów wiskozymetrycznych. Ich definicja jest podobna do de-
finicji podanej w punkcie poprzednim, przy czym L musi być takie, że L" # 0 dla n —
= 1,2,3,4, . . . .

Na podstawie twierdzenia podanego przez HUILGOLA [13] wynika, że następujące
ustalone pole prędkości w ortogonalnym krzywoliniowym układzie współrzędnych xk:

2 = v3 =(3.2.1) v1 =ax2+bx3,

gdzie a,...,f są stałymi, jest potrójnie nałożonym przepływem wiskozymetrycznym
należącym do klasy (III) RSHD, dla którego L" ^ 0 dla n = 1, 2, 3, ...Jeśli odpowiednie
składowe tensora metrycznego nie zmieniają się wzdłuż toru każdej cząstki. Gdy tensor
AL posiada trzy różne wartości własne, reprezentacja równania konstytutywnego zapisuje
się również w postaci (3.1.6), przy czym funkcje materiałowe & (i = 1, ..., 6) przybierają
wartości z reguły inne niż w przypadku podwójnie nałożonego przepływu wiskozymetrycz-
nego.
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Przepływ (3.2.1) obejmuje jako przypadki szczególne przepływy w reometrze Maxwella
i innych przyrządach (por. p. 4) oraz ustalone czyste ścinanie (przepływ bezobrotowy przy
a = d,b = e, c = / ) , dla którego równania konstytutywne przyjmują postać (2.3.14).

4. Szczególne przypadki przepływów klasy (III). Reomctry

4.1. Ustalone czyste ścinanie i proste rozciąganie. Typowymi przedstawicielami bezobroto-
wych RSHD klasy (III) są: ustalone czyste ścinanie, dla którego w kartezjańskim układzie
współrzędnych (por. [21])

(4.1.1) w1 = ky, v2 = kx, v3 = 0

oraz ustalone proste rozciąganie, dla którego w układzie współrzędnych walcowych
(por. [9])

1
(4.1.2) v° — 0, vz = qz.

Zwłaszcza ostatni przepływ posiada duże praktyczne znaczenie ze względu na przyrządy
służące do pomiaru tzw. lepkości podłużnej oraz przybliżoną realizację w procesach
przędzenia, wyciągania, itp. włókien sztucznych (por. [4, 23]).

Tensory charakteryzujące przepływ (4.1.1) mogą być sprowadzone do postaci diago-
nalnej za pośrednictwem przekształcenia

(4.1.3) TI = QT*Q T , A? -

w którym Q oznacza ortogonalny tensor obrotu o kąt równy n/4.
Na podstawie równania konstytutywnego (2.3.14) otrzymamy

"1 0 0"
(4.1.4) [TE] = /91(8fc2,0)2fc 0 - 1 0 -(-^(Sfc2, 0) 4fc5

"1
0
0

0
1

0

0
0
0

1
0
0

0
1
0

0
0
0_

1

0 •

0

0
1
2

0

0

0

1
~~2

1

0

0

0
1

T
0

0
i
4

dla czystego ścinania i

(4.1.5)

dla prostego rozciągania. Formalne podobieństwa między (4.1.4), (4.1.5) oraz prostym
rozciąganiem posłużyły autorowi [23] do zaproponowania przybliżonych wyrażeń na lep-
kość podłużną.

4.2. Ortogonalny reometr Maxwella. W roku 1965.MAXWELL i CHARTOFF [24] zapropono-
wali użycie reometru, składającego się z dwóch płaskich krążków odległych od siebie o b
i obracających się ze stałą jednakową prędkością kątową wokół własnych osi przesuniętych
na odległość a, do badania własności Teologicznych cieczy lepkosprężystych (rys. 1). Po-
mijając techniczny opis urządzenia różniącego się nieistotnie w poszczególnych wersjach
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należy zaznaczyć, że umożliwia ono dość dokładny pomiar sił działających w trzech wza-
jemnie prostopadłych kierunkach (np. na górny krążek).

W ostatnich latach poświęcono liczne prace teoretycznej analizie przepływu i bada-
niom doświadczalnym własności różnych roztworów i stopionych polimerów (por. [25,
26,27,28,29,30,31]). Jest niewątpliwą zasługą HUILGOLA. [13,14,27] stwierdzenie, że

Rys. 1. Schemat ortogonalnego reometru Maxwella

przepływ w reometrze Maxwella należy do przepływów typu RSHD klasy (III) oraz wy-
prowadzenie odpowiednich reprezentacji dla równań konstytutywnych w przypadku
nieściśliwej cieczy prostej.

Równania ruchu (2.1.1) cieczy w ortogonalnym reometrze Maxwella wynikają z roz-
ważenia względnego ruchu cząstki w układzie współrzędnych obracających się razem
z odpowiednim krążkiem. Np. cząstka cieczy znajdująca się bezpośrednio nad początkiem
kartezjańskiego układu współrzędnych x, y, z (por. rys. 1), zatoczy okrąg koła o promieniu
az/b w płaszczyźnie równoległej do powierzchni krążków. Dodając ruch względny do ruchu
unoszenia, otrzymamy

i = xcos(x>(t— r)-\-{y—ipz)sinu>(t~r),

(4.2.1) rj = — x sińca (t—r)-\-(y—y>z)cosai(t— T)+I/>Z,

C = z,
gdzie ip = a/b, a w myśl (2.1.1), x, y, z oznaczają współrzędne cząstki w chwili aktualnej
t, zaś | , »/, f — współrzędne w czasie T (T < t). Pole prędkości dla ruchu określonego rów-
naniami (4.2.1) jest następujące:

(4.2.2) v1 = — o)y-\-<x)xpz, v2 ~ cax, vz — 0.
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Warto zauważyć, że chociaż rozważany przepływ charakteryzuje się jednorodnym
i ustalonym polem prędkości (4.2.2), ruch cząstki (4.2.1), wyrażony względem położenia
w chwili /, zmienia się okresowo z czasem T. Fakt ten może być wykorzystany do wyzna-
czenia dynamicznych własności Teologicznych cieczy lepkosprężystej (por. [26, 28, 30, 31]).

Wobec małości stosowanych praktycznie parametrów y> (por. [24, 31]), można sko-
rzystać z równań konstytutywnych (2.3.3) ograniczając się do wyrazów liniowych wzglę-
dem41 y>. Na podstawie (2.3.4) i (4.2.1) otrzymamy

(4.2.3) G 1 3 = —ipsmco{t—r), G2z — —y(l—cosco(/—T)),

Wprowadzając pojęcie lepkości zespolonej (por. [5])

00

G' i C
(4.2.4) «* = «'_/ = . -- 7?7 1 (o ')( i —e-U U C T)<r/cr,

U) CO .1
o

gdzie i}' oznacza lepkość dynamiczną, zaś G" — moduł dynamiczny (zachowawczy), mo-
żemy równanie konstytutywne napisać w postaci zespolonej

(4.2.5) TE = Re(?7*A?),

przy czym

(4.2.6) Gf3 = iy>(\ — e" ' 0 * ' - 0 ) , Gf3 = — ^)(1—e-iu>('-%)),

A{\">* = WOJ, AtfJ* = tfco.

Jeśli naprężenia ścinające r < 1 3 > i T< 2 3 > działają na powierzchni koła o promieniu R, to
odpowiednie siły w kierunku osi x i y (por. rys.) są następujące:

(4.2.7) X = nR2rj'yxa, Y = 7iR2G'y>,

a po uwzględnieniu efektów inercji według poprawek ABBOTTA i WALTERSA [30]:

(4.2.8) X * T = nRvipcoh+

gdzie a2 — —Icog/r]*, zaś Q oznacza gęstość cieczy.
Zależności (4.2.7) są takie same jak w innych pracach [26, 28, 31]; pozwalają one, na

podstawie pomiarów doświadczalnych X = X(w) oraz Y = Y(a>), określić n' = rj'(c°)
oraz G' = G'((a).

Porównanie charakterystyk r\ i G' uzyskanych z pomiarów w reometrze Maxwella na
podstawie wzorów (4.2.7) z charakterystykami uzyskanymi innymi metodami (np. z reo-
goniometru Weissenberga) wykazało dobrą zgodność wyników doświadczalnych (por.
[31]). Chociaż niektórzy autorzy (por. [26, 31]) w oparciu o empiryczny model całkowy
typu skończonej liniowej lepkosprężystości (por. p. 2.3) z odpowiednio dobraną kombi-

4) Jest to przypadek infinitezymainej liniowej lepkosprężystości [19]. Ograniczenie się wyłącznie do
pierwszej całki w (2.3.3) nie jest związane z małością samej deformacji lecz z własnością historii odkształ-
cenia określoną odpowiednią normą (por. p. 2.3).
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nacją tensorów historii odkształcenia C, i C" 1 , usiłują uzyskać pewne informacje na temat
naprężeń normalnych (w szczególności o stosunku odpowiednich różnic naprężeń normal-
nych, [31]), w niniejszym przeglądzie przedstawimy odmienny sposób podejścia bazujący
na modelu nieściśliwej cieczy prostej i teorii RSHD klasy (III).

Na podstawie (4.2.2) i (2.3.6) obliczamy składowe tensorów kinematycznych A2 i A2.
Ponieważ tensor A, ma trzy różne wartości własne, możemy skorzystać z uproszczonej
wersji (3.1.6) równań konstytutywnych (2.3.7). Pamiętając, że trTE = 0, dochodzimy do
zależności :

- j /93«V- j/34 (2co V+4o V)~ jfo (2» V+8« V),

5 2 3 + ? ( > 1 4 V ) fo (2V+8> V).

(4.2.9)

gdzie funkcje /S( (z = 1, ..., 6), zależne od niezmienników (2.3.8), są w gruncie rzeczy ana-
litycznymi funkcjami dwóch argumentów: M2I/J2, cu4f2.

Analiza zależności (4.2.9), łącznie z siłami Z, Y, Z i momentem obrotowym — wyzna-
czanymi bezpośrednio z przyrządu, wykazuje niemożliwość określenia funkcji $ charak-
teryzujących własności cieczy w przypadku ogólnym. Ponieważ pomiar siły osiowej Z,
przy jednoczesnym założeniu, że przy niskich prędkościach obrotowych i małych siłach
inercji ciśnienie/; równe jest ciśnieniu atmosferycznemu (por. [31]), pozwala określić r < 3 3 '
oraz T £ 3 3 > = T<33>-\-p, na podstawie (2.3.11)3 otrzymujemy tylko sumę ni-\-n2 odpo-
wiednich różnic naprężeń normalnych zdefiniowanych wzorem (2.3.10)5).

Bardziej efektywną analizę można przeprowadzić dla przypadku małych odkształceń
charakteryzujących się małym parametrem yi i umiarkowanych prędkości obrotowych co.

Pomijając w (4.2.9) człony rzędu O (y4), otrzymamy

V,
(4.2.10)

przy czym /?f są funkcjami a>2y2 i O J 4 ^ 2 , uwzględniającymi pominięcie członów
W tym przypadku dokładny pomiar siły X (określającej s3) dla różnych wartości co pozwala,
przynajmniej teoretycznie, dobrać odpowiednią funkcję /33 i stałą /54 (!). Wielkości te pod-

s) Fakt ten nie jest zaskakujący, jeśli wziąć pod uwagę, że pomiary siły normalnej w wiskozymetrach
typów stóżek-krążek, krążek-krążek itp., pozwalają również wyznaczyć tylko pewne kombinacje funkcji
naprężeń normalnych (por. [4,6,7]).
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stawione do (4.2.10), określają przybliżony charakter funkcji nt) a suma nx-\-n2 wyzna-
czona jest jak poprzednio przez pomiar siły osiowej Z.

Dalszy krok naprzód można uczynić dla odpowiednio małych prędkości m, pomijając
w (4.2.10) człony rzędu O (co4); jest to równoważne, w pewnym sensie, modelowi cieczy
stopnia trzeciego (por. [3]), dla którego wszystkie /?,• z wyjątkiem /^ są stałymi i dają się
wyznaczyć z pomiarów wiskozymetrycznych. Mamy wówczas

(4.2.11)
n2 = -

s2
r(caip),

gdzie r = r< 1 3 >, <?! = T<33>~T<22>, <?2 = T<n>-~T<22> są dobrze znanymi funkcjami
wiskozymetrycznymi (por. [1, 3, 7]).

Jeśli funkcje %, a^ i a2 są znane dla badanej cieczy z innych pomiarów, to ha podstawie
(4.2.10) i (4.2.11) można skorzystać z zależności przybliżonych

1
(4.2.12) E ~ S i " 2 °2 C'1 P*™ V >

przy czym /?4 należy wyznaczyć z pomiaru siły
Na zakończenie rozważań nad przepływem w reometrze Maxwella, należy wspomnieć

o przedstawionej w pracy [14] możliwości badania związków funkcji n; i $t z funkcjami
wiskozymetrycznymi, traktując przepływ w reometrze Maxwella jako przepływ bliski wis-
kozymetrycznemu w sensie definicji PIPKINA [32].

Rys. 2. Schemat reometru balansowego Kepesa

4.3. Reometr balansowy Kepesa. W roku 1968 KEPES [33] zaproponował użycie reometru
składającego się z kuli (lub półkuli) i czaszy kulistej o promieniach równych odpowiednio
rt i r 2 , obracających się ze stałą jednakową prędkością kątową oi wokół osi nachylonych
w płaszczyźnie xz o mały kąt e (rys. 2). Odpowiednie urządzenie balansowe z ciężarkami
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umożliwia pomiar momentu obrotowego na wewnętrznej kuli, a w szczególności jego skła-
dowych w kierunku osi x i y. Reometr tego typu nazywa się reometrem balansowym, jego
produkcję podjęła firma Contraves A. G. w Szwajcarii. j

Ostatnio ukazało się kilka prac poświęconych analizie teoretycznej reometru oraz ba-
daniom własności roztworów i stopionych polimerów (por. [28, 31, 34, 35]). Najbardziej
wyczerpującą analizę przepływu w reometrze balansowym, pod kątem możliwości wyzna-
czenia charakterystyk dynamicznych cieczy i wpływu sił inercji, przeprowadził WALTERS
[35]. Przytoczymy obecnie najważniejsze wyniki tej pracy podkreślając, że przepływ w re-
ometrze balansowym należy do przepływów typu RSHD klasy (III).

Równania ruchu cieczy (2.1.1) przybierają w układzie współrzędnych kulistych r, 6, <p
następującą postać zespoloną:

r' = r— 4- U(r, ff)e^(l -g-(«>c<-')),

(4.3.1) 6'=9- •^-K(r,0)e''(l-e-t o<t-t>),

gdzie primami oznaczono współrzędne w chwili T ( T < t), zaś funkcje U, V, W zmiennych
r, 0 wyznacza się metodą kolejnych przybliżeń. Dla przybliżenia zerowego rzędu, tj. dla
oe = 0, gdzie a 2 = —icog/rj* charakteryzuje siły inercji, mamy

(4.3.2) J70 = 0, V0 =

Ograniczenie się do wyrazów liniowych względem e w równaniach konstytutywnych (2.3.3)
prowadzi do następujących wyrażeń na momenty:

(4.3.3) Mx = %7tXr\r]'ew, My =-%nXr\G'e, Mz = 0,

jeśli odpowiednie naprężenia rozłożone są na całej powierzchni kuli wewnętrznej. Uwzględ-
nienie sił inercji poprzez przybliżenia wyższych rzędów względem a (tj. członów rzędu
O (a4)) daje

/
(4.3.4) Mx- iMy = %%Xr\ rfm \l -

przy czym d—r2—rl przyjęto jako wielkość małą, prajctycznie rzędu 0,1 cm.
Zależności (4.3.3) pozwalają, na podstawie pomiarów doświadczalnych Mx{oi) oraz

My(a)\ określić lepkość dynamiczną rj'(a) oraz moduł dynamiczny G'(co).

Porównanie charakterystyk r\' i G' uzyskanych w reometrze balansowym z charakte-
rystykami uzyskanymi na podstawie innych metod pomiarowych, wykazało dość dobrą
zgodność wyników doświadczalnych (por. [31]). Zgodność ta była nieco gorsza niż w przy-
padku reometru Maxwella, co mogło niewątpliwie wiązać się z trudnościami dokładnego
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ustawienia przyrządu i właściwego «wyważenia» obciążeń. Na rys. 3 przedstawiono dla
porównania charakterystyki r/' i G' dla poli-dimetylsiloksanu zestawione przez MACOSKO
[31] dla reometru Maxwella, reogoniometru Weissenberga i reometru balansowego Kepesa.

Chociaż istniejące rozwiązania konstrukcyjne reometrow balansowych nie przewidują
metody pomiaru naprężeń normalnych lub jakiejkolwiek ich kombinacji, teoretycznie
istnieje możliwość wyznaczenia tych naprężeń poprzez pomiar odpowiednich sił w kierun-
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Rys. 3. Lepkość dynamiczna i moduł dynamiczny w funkcji prędkości kątowej dla trzech typów reomet-
rów: — reometr Maxwella, o rcogoniometr Weissenberga, • reometr balansowy (wg [31])

kach x, y, z. Pomijając rozważanie tego typu (por. p. 4.1), ograniczymy się do stwierdzenia,
że punktem wyjścia są następujące fizyczne składowe pola prędkości:

(4.3.5) v<r>=0, v<e>= Re[emVo(r,0)ei!t], v<ip> = corsin0+Re[ecaWo(.r, 0)eiip],
I

nie uwzględniające efektów inercyjnych.

4.4. Reometr typu mimośrodowych cylindrów. W roku 1970 ABBOTT i WALTERS [36] zapro-
ponowali wykorzystanie do badań Teologicznych reometru, składającego się z dwóch cy-
lindrów, wewnętrznego o promieniu r± i zewnętrznego o promieniu r2, obracających się
ze stałą, jednakową prędkością kątową w wokół własnych osi przesuniętych o wielkość mi-
mośrodu a (rys. 4). Odpowiednie dodatkowe urządzenie powinno umożliwiać pomiar sił
w dwóch wzajemnie prostopadłych kierunkach x i y. Produkcja tego typu reometru jest
przewidziana przez firmę Sangamo Controls Ltd. w W. Brytanii.
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Równania ruchu cieczy (2.1.1) przybierają w układzie współrzędnych walcowych r,
6, z następującą postać zespoloną:

r' = r+iaF(r)ei00—e-ito(-'-x)),

(4.4.1) 0' = 5-w(ł-T)-- ~(r

gdzie primami oznaczono współrzędne w chwili T (T < t), zaś funkcja F(r) dla a = 0,
gdzie a2 = —koQJrff charakteryzuje siły inercji, jest następująca:

(4.4.2) F(r) = Ar2+B\nr-\—^+D,

przy czym A, B, C i D — odpowiednie stałe całkowania. Ograniczenie się do wyrazów
liniowych względem a w równaniach konstytutywnych (2.3.3) daje siły

(4.4.3) .A — ". 7i T
AnLrj'coa AnLG'a

Rys. 4. Schemat reometru z mimośrodowymi cylindrami

gdzie fi = r2/i\, zaś L oznacza efektywną długość cylindrów. Uwzględnienie sił inercji
(a ź 0) daje

(4.4.4) 1Y-
a d \

1 _ - |
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gdzie d — r%—)\ przyjęto jako wielkość małą. Autorzy pracy [36] przeprowadzili ponadto
analizę wpływu efektów nieliniowych (zależnych dopiero od członów rzędu O (a3)), uzasad-
niającą stosowanie wzorów (4.4.3) w zakresie 0 < a < 0,3Ć/.

Zależności (4.4.3) pozwalają, na podstawie pomiarów doświadczalnych X(ai) oraz
Y(a)), określić lepkość dynamiczną fj'(ca) oraz moduł dynamiczny G'(a).

W pracy [36] podano odpowiednie zależności na składowe tensora naprężenia dla
różnych przybliżeń, nie analizując możliwości wyznaczenia i pomiaru funkcji naprężeń
normalnych. Rozważania podobne jak w p. 4.2 można przeprowadzić wychodząc z pola
fizycznych składowych prędkości w postaci następującej:

a < r > = Re[aa>F(r)ei0],

(4.4.5) v<0> = wr+ Re iacoĄ~ (rF) ei0 ,

Ponieważ przepływ w reometrze typu mimośrodowych cylindrów jest RSHD klasy (III),
pomiar odpowiedniej różnicy nacisków (naprężeń promieniowych) na ściankach cylindrów
prowadzi do wyznaczenia różnicy n2—«i funkcji naprężeń normalnych zdefiniowanych
w (2.3.10).

Niewątpliwą zaletą rozważanego reometru, w porównaniu z innymi omówionymi
rodzajami urządzeń, jest możliwość wykorzystania go do bezpośredniej kontroli charak-
terystyk Teologicznych cieczy w procesach przemysłowych. Ażeby jednak uniknąć zabu-
rzeń pomiarów wywołanych ewentualnym przepływem wzdłuż osi cylindrów, ABBOTT
i WALTERS [36] proponują umieszczanie reometru w bocznym odgałęzieniu, w którym
przepływ byłby zatrzymywany na okres czasu potrzebny do uzyskania odpowiednich
danycrf.

Na zakończenie warto podkreślić, że dokonany przegląd najbardziej znanych reo-
metrów realizujących przepływy typu RSHD klasy (III) nie wyczerpuje oczy wiście wszyst-
kich możliwości. Można, na przykład, analizować reometry typu krążek-krążek lub stożek-
krążek, w których osie obrotu tworzą określony mały kąt. Wychodząc na przeciw ewen-
tualnej pomysłowości badaczy i rzeczywistym potrzebom reologii należy stwierdzić, że
nowe konstrukcje w tej dziedzinie powinny być poprzedzone wnikliwą analizą teoretyczną.

5. Szczególne przypadki przepływów klasy (II)

5.1. Przepływ Poiseuillc'a ze skręcaniem. Istnieją dwa rodzaje przepływów typu RSHD
klasy (II), które mogą być zrealizowane w sposób przybliżony w odpowiednich przyrzą-
dach: przepływ Poiseuille'a ze skręcaniem i jego uogólnienie — przepływ helikoidalny
ze skręcaniem (por. [13, 14]).

Realizacja przepływu Poiseuille'a ze skręcaniem — zaproponowana przez OLDROYDA
[21] — polega na przepływie cieczy pod działaniem podłużnego gradientu ciśnienia przez
rurę zamkniętą na pewnym odcinku tarczami porowatymi, z których jedna obraca się
względem drugiej z niewielką stałą prędkością kątową (rys. 5).
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Z uwagi na postać tensora kinematycznego Ax (trzy różne wartości własne) obliczo-
nego dla fizycznych składowych prędkości w układzie współrzędnych walcowych

v<»> er z.(5.1.1) v<'>=<
gdzie c — const (por. p. 3.1), możemy skorzystać z równań konstytutywnych (3.1.6) lub
funkcji materiałowych zdefiniowanych w (3.1.9) przy założeniu, że6)

(5.1.2)

Analiza równań równowagi z pominięciem efektów inercyjnych (powolny obrót) wy-
kazuje, że Toz> = xx jest zmodyfikowanym spadkiem ciśnienia na jednostkę długości, zaś
r£<sz> _ T s określone jest momentem potrzebnym do obrotu porowatych tarcz. Naprę-
żenia normalne działające na jedną z tarcz dają

T E * TE
rz>

T<00> T<0z>
1 E x E

T<zz>
=

" T'K 11 >
1E 1E J-E

Ti<33> Tn<23>
-* E ^ E

TE
22>_

(5.1.3) - r<zz>(0) = Ą+ \ l
7Z2 dr.

Przedstawiony schemat doświadczenia pozwala w zasadzie na obliczenie dwóch funkcji
naprężeń normalnych xx i f3 oraz kombinacji funkcji różnic naprężeń normalnych (5.1.3).

Rys. 5. Schemat przepływu Poiseuille'a ze skręcaniem

Należy jednak pamiętać, że w takim schemacie doświadczenia warunki brzegowe nie są
ściśle spełnione.

5.2. Przepływ helikoidalny ze skręcaniem. Uogólnieniem przepływu Poiseuille'a ze skręca-
niem jest przepływ helikoidalny ze skręcaniem, którego realizację można przeprowadzić

6) Taka zamiana wskaźników jest wynikiem określonego stałego obrotu dokonanego nad tensorem
ekstra-naprężenia TE oraz tensorami kinematycznymi Ai i A2.
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w sposób przybliżony (por. [13]). Przepływ taki pojawi się pod wpływem podłużnego gra-
dientu ciśnienia między współosiowymi rurami obracającymi się względem siebie ze stałą
prędkością kątową m, jeśli rury na pewnym odcinku zamknięte są tarczami porowatymi,
z których jedna obraca się względem drugiej również ze stałą niewielką prędkością kątową
a = cL, gdzie L jest odległością między tarczami (rys. 6).

Wychodząc z pola prędkości w postaci (3.1.3) stwierdzamy jak poprzednio, że T<r2> =
= Xi wiąże się ze spadkiem ciśnienia na jednostkę długości, T<Oz> = r3 z momentem obra-
cającym względem siebie porowate tarcze, zaś naprężenia normalne działające na jedną
z tarcz dają zależność (5.1.3), przy czym 0 należy zastąpić promieniem wewnętrznym r t ,

Rys. 6. Schemat przepływu helikoidalaego ze skręcaniem

Dalsza analiza równań równowagi z pominięciem efektów inercyjnych pokazuje, że T<l0> =
= r 2 jest proporcjonalne do jednostkowego momentu obracającego względem siebie rury.
Następnie różnica nacisków na ściankach zewnętrznej i wewnętrznej rury, przy założeniu,
że siła masowa działa tylko wzdłuż osi z, daje następujące wyrażenie:

(5.2.1) rI) - f —
•J f

służące za podstawę obliczenia Ą .
Nie zapominając o przybliżonym spełnieniu odpowiednich warunków brzegowych

warto zauważyć, że przepływ helikoidalny ze skręcaniem pozwala w zasadzie wyznaczyć
wszystkie pięć funkcji materiałowych (3.1.9) charakteryzujących zachowanie się cieczy
o przepływach typu RSHD klasy (II).
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6. Uwagi końcowe

Przedstawiona w niniejszym przeglądzie analiza teoretyczna przepływów ze stałą his-
torią deformacji (RSHD) oraz omówienie istniejących i hipotetycznych typów reometrów
realizujących takie przepływy, pozwala na sformułowanie kilku następujących uwag:

(1) Przepływy ze stałą historią deformacji uogólniają dość istotnie klasę ustalonych
przepływów wiskozymetrycznych.

(2) W przepływach ze stałą historią deformacji, podobnie jak w przepływach wisko-
zymetrycznych, historia deformacji cieczy lepkosprężystej, opisywanej równaniami kon-
stytutywnymi nieściśliwej cieczy prostej, ujawnia się w sposób ograniczony i specyficzny.

(3) Własności cieczy w niewiskozymetrycznych przepływach ze stałą historią defor-
macji opisane są pięcioma funkcjami materiałowymi (2 funkcje różnic naprężeń normal-
nych, 3 funkcje naprężeń ścinających), w przeciwieństwie do przepływów wiskozymetrycz-
nych, dla których wystarczą tylko trzy funkcje.

(4) Możliwość składania różnych przepływów wiskozymetrycznych pozwala na ana-
lizowanie i «projektowanie» bardziej złożonych przepływów o określonych charak-
terystykach.

(5) Na gruncie teorii przepływów ze stałą historią deformacji istnieje możliwość usta-
lania ścisłych lub przybliżonych związków między ogólniejszymi funkcjami materiałowymi
a funkcjami wiskozymetrycznymi.

(6) Takie urządzenia, jak: ortogonalny reometr Maxwella, reometr balansowy Kepesa
i reometr z mimośrodowymi cylindrami Abbotta i Waltersa, pozwalają na stosunkowo
proste wyznaczanie dynamicznych charakterystyk cieczy: lepkości dynamicznej ?/'(w)
i modułu dynamicznego (zachowawczego) G'{m).

(7) Niektóre wymienione wyżej reometry dają w zasadzie możliwość określania, chociaż
nie w jednakowym stopniu i z różnym przybliżeniem, funkcji materiałowych (lub ich kom-
binacji) charakteryzujących naprężenia normalne.

(8) Reometry realizujące niewiskozymetryczne przepływy ze stałą historią deformacji,
po likwidacji odpowiednich mimośrodów lub kątów nachylenia osi obrotu, mogą być
wykorzystane jako standardowe wiskozymetry.
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P e 3 IO M e

HEKOTOPŁIE HEBHCKO3HMETPHHECKHE TE^EHHtf BH3K0ynPYrHX

B03HHKIHHH B nOCJICflHee BpeMH HHTepCC K HeBHCK03HMeTpH'iecKHM Te<KHIIHM EH3K0ynpyrHX ŻKHfl-

KOCTefi, TaKHX i<ai< pacTBopbi H pacnnaBti nomiiwepoB, HBjijieTCH pe3yjibTaT0M i<ai< ycnexos TeopeTiraec-

KOH peoJioruH, Tai< H Hy>Kfl HCCJiefloBaiinn Sojice CJIO>KHWX Te^SHldł B peoiweTpax HOBHX THITOB. Oco6oe

MeCTO CpeflH BCeX IieBHCK03HAieTpiWeCKHX TCMeHHH npOCTMX >KIIfl,KOCTeił SaHHMaiOT flBUHteHHJI C IIOCTO-

HHHoft HCTOpiiei-i He^oPMS^H (C M- [3,11]) . O H H cymeciBeHHo OTjnmaiOTcn OT xopomo n3BecTHoro KJiac-
ca CTaqHonapHbix BHCKoaHMeTpii^ecKHX Te^ieHHH, IIOJIHOCTBIO xapaKTepn3yeMbix ipemu MaTepiiajitHbiMH

cJjyHKŁHMMH. K 3THM flBH>KeHHHM M0>KH0 npH^IHCJIHTb HSIipHMep Te^eHHflj OCymeCTBJIHeMbie B OpTO-

roiiajibHOM peoMdpe MaKCBejuia, 6ajiaHcnpiioM peoiweTpe Keneca H n p o ^ .

B nepBoił qacTH flaHHoro o63opa H3Jio«<eHa o6in,aa Teopun HeBHCK03HMeipiwecKHX Teqeiraft c no-
CTOHHHOH HCTopnett AedjiopmaiiHH. BTopan nacTŁ coflep>KHT anajiH3 pa3JiiłqHbix KJiaccoa Te^ieiiHii, B q a d -
HOCTH TeqeHHH, ocymecTBnJieMbix B npnGopax, co3flaHHbix B nocnefluee Bpeiwn. Bonee noflpo6no o6cy>K-

BO3Mo>KH0CTH onpeflejieHHH ffsmaminecKnx peoJiorH^iecKnx xapawTepHCTHK H Bnamum

S u m m a r y

CERTAIN NON-VISCOMETRIC FLOWS OF VISCOELASTIC FLUIDS

Recent interests in various non-viscometric flows of viscoelastic fluids such as polymer melts and solu-
tions result from the progress made in the field of theoretical rheology as well as from the needs for inves-
tigation of more complicated flows in new rheometers. Among all non-viscometric flows of simple fluids
a particular position is filled by motions with constant stretch history— (cf. [3,11]). These motions differ
significantly from the well known class of steady viscometric flows, characterized entirely by three material
functions and include, among others, the types of flows realized in the Maxwell Orthogonal Rheometer,
the Kepes Balance Rheometer etc.

In the first part of our review the general theory of non-viscometric flows with constant stretch history
s outlined. The second part deals with various classes of flows, especially those occurring in the recently
constructed rheometers. The possibilities of determination of dynamic Theological characteristics as well
as normal stress effects are discussed in greater detail.
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ANALIZA RUCHU PEWNEGO UKŁADU WIBRO-UDERZENIOWEGO
O DWÓCH STOPNIACH SWOBODY

Z B I G N I E W W I Ś N I E W S K I ( G D A Ń S K )

Oznaczenia

Xi bezwymiarowe przemieszczenie masy 1
x2 bezwymiarowe przemieszczenie masy 2
Xi bezwymiarowa prędkość masy 1
X2 bezwymiarowa prędkość masy 2,
Xi bezwymiarowe przyspieszenie masy 1,
x2 bezwymiarowe przyspieszenie masy 2,

t[s] czas,
T czas bezwymiarowy,
n stosunek okresu ruchu do okresu siły wymuszającej,

cuts"1] częstość zmian siły wymuszającej,
(p[rd] kąt przesunięcia fazowego pomiędzy siłą wymuszającą a przemieszczeniem masy 1,

R współczynnik restytucji,
v bezwymiarowa prędkość uderzenia,
i5 bezwymiarowe przemieszczenie środka masy układu w ciągu jednego cyklu ruchu,

sztywność sprężystego zawieszenia masy 2,

hi bezwymiarowy współczynnik oporu tłumienia w pneumatycznym elemencie
sprężystym,

h2 bezwymiarowy współczynnik oporu tłumienia drgań masy 2,
Qi[N] ciężar masy 1,
Q2 [N] ciężar masy 2,

P[N/m2] ciśnienie w pneumatycznym elemencie sprężystym,
S[m2] pole powierzchni dna tłoka elementu sprężystego,
F0[N] amplituda siły wymuszającej.

1. Wprowadzenie

Doświadczalne i teoretyczne badania układu wibro-uderzeniowego z elementem sprę-
żystym, umożliwiającym ciągłą regulację częstości uderzeń wykazały [4], że układ ten po-
siada szereg cech, odróżniających go od innych układów wibro-uderzeniowych.
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Korzyści, jakie mogłoby przynieść zastosowanie takiego układu np. w wibro-uderze-
niowych urządzeniach do pogrążania pali, były przyczyną podjęcia przez autora dalszych
badań teoretycznych [5], dla głębszego poznania zjawisk towarzyszących pracy układu.

W pracy [5] badany był model dynamiczny układu o dwóch stopniach swobody, w któ-
rym ogranicznik posiadał skończoną masę i liniową sprężystość, przy czym przyjęto, że
środek masy układu porusza się ruchem jednostajnym.

Rys. 1. Schemat układu badanego w pracy [5]

Założono tam również, że siła oporu towarzysząca ruchowi obu mas drgających jest
proporcjonalna do prędkości ruchu.

Model dynamiczny tego układu przedstawiono schematycznie na rys. 1. Ruch układu
opisany był równaniami różniczkowymi

(1.1) x1+hi(x1-x2)+q=-cos

(1.2) x2- -±- (Xl-x2)+2h2x2+s2x2 = —,

przy czym warunki graniczne1) miały postać

Xj(0) = x2(0) = x0, xx(2nń) = x2(2mi) = xo— 5, Xi(0)—x2(Q)==Rv,

Równania (1.1.) i (1.2) wyrażono we współrzędnych bezwymiarowych, przy pomocy pod-
stawień :

(1.4) x = cot;

1J2 = ln2,
g g

Równania (1.1) i (1.2) stanowią ogólny opis ruchu badanego układu. Z uwagi jednak na
złożoną formę rozwiązań, występują trudności natury matematycznej w przedstawieniu

x) Termin «warunki graniczne» stosuje się w teorii układów wibro-uderzeniowych dla odróżnienia od
typowej postaci warunków brzegowych, niezależnych od parametrów układu.
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wyników analizy w postaci dogodnej dla zastosowań praktycznych. Dlatego też celowe
jest wprowadzenie pewnych założeń upraszczających.

W niniejszej pracy zajmiemy się badaniem układu wibro-uderzeniowego o dwóch stop-
niach swobody, zawierającego element sprężysty o charakterystyce niezależnej od poło-
żenia masy drgającej [4], w przypadku gdy można pominąć tłumienie w elemencie sprę-
żystym, jako znikome w porównaniu z siłą oporu ruchu masy 2 (rys. 2).

Zgodnie z przyjętymi wyżej oznaczeniami mamy więc li1 g 0. Dla takiego przypadku
określimy okresowe rozwiązania równań ruchu; warunki istnienia rozwiązań okresowych,
wynikające z matematycznych i fizycznych ograniczeń wartości parametrów układu, jak
również kryteria stabilności strukturalnej.

Oddzielnie rozpatrzony zostanie przypadek ruchu, gdy na masę 2 działa siła oporu
o stałej wartości przyłożona skokowo w dowolnej chwili, w przedziale czasu pomiędzy
uderzeniami.

2. Sformułowanie problemu

Rozważa się układ wibro-uderzeniowy z pneumatycznym elementem sprężystym, w któ-
rym wpływ zmiany położenia tłoka względem cylindra2) na ciśnienie w przestrzeni sprężania
jest znikomy. Ogranicznik ruchu masy 1 (rys. 2) stanowi masę skupioną 2, zawieszoną

Fo- cos cot

Rys. 2. Model dynamiczny układu wibro-uderzeniowego z pneumatycznym elementem sprężystym, bez
oporów ruchu w elemencie sprężystym

na sprężynie o liniowej charakterystyce. Ruchowi ogranicznika towarzyszy siła oporu
proporcjonalna do prędkości.

Do analizy przyjmiemy następujące założenia.
1. Możliwy jest ruch okresowy masy 1, przy czym okres ruchu równy jest okresowi

siły wymuszającej lub jego całkowitej krotności;
2. siła wymuszająca zmienia się harmonicznie i działa w kierunku zgodnym z kierun-

kiem osi symetrii cylindra w elemencie sprężystym, zaś częstość zmian siły wymuszającej
jest stała w ciągu cyklu ruchu układu;

3. nie występuje sprzężenie zwrotne pomiędzy układem a źródłem energii;

2) Budowę pneumatycznego elementu sprężystego opisano szczegółowo w pracy [4].
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4. czas trwania zderzeń pomiędzy masą 1 i ogranicznikiem 2 jest krótki w porównaniu
z okresem ruchu układu (odstępem czasu pomiędzy dwoma kolejnymi zderzeniami);

5. przekazywanie energii kinetycznej przy zderzeniu określa współczynnik restytucji
R, przybierający wartości z przedziału [0; 1] oraz spełniający założenia podane w pracy [4];

6. 'opory ruchu tłoka względem cylindra w elemencie sprężystym są nieznaczne w po-
równaniu z oporami ruchu masy 2;

7. ruch ogranicznika 2 traktujemy jako drgania masy skupionej zawieszonej na liniowej
sprężynie;

8. środek masy całego układu przesuwa się ruchem jednostajnym, w kierunku ujemnego
zwrotu osi x;

9. położenie środka masy 1 nie zależy od chwilowego położenia mas niewyważonych
wibratora bezwładnościowego, stanowiącego źródło siły wymuszającej drgania;

10. wszystkie parametry układu są zdeterminowane.
Uwzględniając powyższe założenia, ruch układu opisać można dwoma równaniami

różniczkowymi:
(2.1) Jći+? = cos(

(2.2) x2+2h2x2+s2x2 = 1

z warunkami okresowości ruchu ,(1.3).

3. Całkowanie równań ruchu

Ponieważ w równaniu (2.1) nie występują człony zależne od x2) zaś równanie (2.2)
nie zawiera członów zależnych od x, więc związek pomiędzy parametrami ruchu obu
mas wynika jedynie z warunków okresowości ruchu (1.3)3).

Całka równania (2.1) ma postać

(3.1) xt = - ^r~ + C1

Korzystając z warunków (1.3) otrzymamy

(3.2) Xy = — —— + [mig— - - -
Z \ Inn

(3.3) xl = —qx+nnq—--

Całkując równanie (2.2), należy rozważyć trzy przypadki:
1) h2 < s,
2) h2 = s,
3) h2 > s.

Dla h2 < s otrzymamy

(3.4) x2 = fc-' l 2 l(cosAT+£1sinAT)+--T

3) Cechą charakterystyczną układów wibro-uderzeniowych jest zależność warunków okresowości od
parametrów układu [1],
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oraz

(3.5) x2 =

przy czym oznaczono

3 — t/^—hi • £ — v ?--•

fS _ et-2 l I"^c

| ' śmlnnl

Podstawiając warunki (1.3) do (3.3) i (3.5), otrzymamy po wykonaniu koniecznych prze-
kształceń wyrażenia określające prędkość uderzenia oraz kąt przesunięcia fazowego po-
między siłą wymuszającą i przemieszczeniem:

( 3 . 7 ) v = ^ l + , £ =

(3.8) sirup — Rv—nnq-\- -=

Dla h2 = s otrzymamy odpowiednio

(3.9) x2 = 2 m '" ' "J" us2'
B(\—e~2nnh2)—d

- 4- — - I

(3.12) siny - J f e , _ ; W ? + ^ r - / J a £ + ^ - ^ r — i e2™'*

i wreszcie dla /;2 > s:

(3.13) x 2 = - - - ^

gdzie

(3.15)

(3-16) f , -

IA1S
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(3.17) s in, =

Rozpatrzymy z kolei przypadek, gdy opory ruchu ogranicznika 2 są do pominięcia
w porównaniu z wartością siły wymuszającej.

Mamy więc hx — h2 = 0. Model dynamiczny takiego układu przedstawia schematycznie
rys. 3. Równania ruchu przybiorą postać

(3.18) , xx+q = cos(T+q>),

(3.19) x2+s2x2 =

Focos cot•i

x

•
1

J
P

2

Rys. 3. Schemat układu bez tłumienia

Rozwiązaniem tego układu równań, przy s # 1 i s (fc= 1,2,...,) będą

związki:

(3.20)

(3.21)

(3.22)

qt2

— Znn
x+x0—cos<p—cos(t+<p),

x2 =

x 2 = — i

itgnns r , — sinjr-i—=;
sm27tns I fxs'

(3.23)

Prędkość uderzenia określa związek

(3.24)

COSJT.
/

f5)
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zaś kąt przesunięcia fazowego

(3.25) = - -j-p-^- Jinq+s 11 (1 - y + j

Możliwość istnienia ruchów okresowych ograniczona jest warunkiem typu matematycz-
nego, tj. ażeby sin cp osiągał wartości rzeczywiste

(3.26) .

oraz warunkami typu fizycznego, mianowicie: ażeby prędkość uderzenia była dodatnia

(3.27) v>0,
oraz aby siła wywołana ciśnieniem powietrza na dno tłoka w elemencie sprężystym zrówno-
ważyła ciężar masy uderzającej, czyli

(3.28) q>0.

Z (3.26) otrzymamy po wykonaniu koniecznych przekształceń nierówność

gdzie

(3.29)
r SR . L 2 R

i D

— l -

1,0

1,5 1,0 S

Rys. 4. Zakresy wartości parametrów układu, odpowiadających rozwiązaniom okresowym, przy n = 1;
Xo«- - 1 ; , u - l ; ^ == 1; dla J? = 0 i ii = 0,5



0,2

0 0,5 1,0 1,5 2,0 s

R y s . 5 . O b s z a r y i s t n i e n i a r z e c z y w i s t y c h w a r t o ś c i s i n ? ) d l a « = 1 ; .v 0 = — l ; / i = 1 0 ; <5 = 0 , 0 1 ; q = 1

0,4

0,2

0 0,5 -1,0 1,6 2,0 s

Rys. 6. Obszary istnienia rzeczywistych wartości sinip dla n— 1; x0 = — 1; /'• = 1; d — 0,01; </ = 0,2

0 0,5 1,0 -f.5 2,0 S

Rys. 7. Obszary istnienia rzeczywistych wartości sin <p dla n = \; x0 •-= — 1; fł •• 1; <5 = 0,01; <y = 1

[601
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0,2

0 0,5 1,0 1,5 2,0 5

Rys. 8. Obszary istnienia rzeczywistych wartości siny dla n — 1; x0 — — 1; [t =» 1; <5 = 0,1; g = 1

2,0 5

Rys. 9. Obszary istnienia rzeczywistych wartości sinip dla « = 1; x 0 = — 1; /« = 1; <5 = l j q = 1

Warunek (3.27) prowadzi do nierówności

(3.30)
/j,s2(2x0 sin2mis— d) tgnns

2(7in/us+sin2nnstg7ins)

Związki (3.28), (3.29) (3.30) określają obszary wartości parametrów, dla których ruch
opisany równaniami (3.18) i (3.19) jest okresowy. Na rys. 4-9 przedstawiono graficznie
obszary istnienia rozwiązań okresowych dla wybranych wartości parametrów układu.

Z wykresów widać, że przy częstości uderzeń równej częstości siły wymuszającej (n = 1)
w żadnym z przypadków nie istnieje możliwość ruchów okresowych dla s — 0,5.
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4. Ruch układu w przypadku dociążenia ogranicznika

Rozpatrzymy przypadek ruchu, gdy ogranicznik dociążony został siłą F{x) (rys. 10)
przyłożoną w dowolnej chwili — w przedziale czasu pomiędzy uderzeniami.

Równanie ruchu masy 2 pod działaniem siły F(r) przyjmie postać

(4.1) 'x2-\-s2x2 = — — 6a(r— r0),
t1

F(r)

F(X)=8-O(T-TB)

0 r0 x

Rys. 10.

Stosując do równania (4.1) transformację Laplace'a i wykonując niezbędne przekształ-
cenia, otrzymamy

(4.2)

1 fl A n
x2 = icos(.n)+ — x2{Q)sln(sr) r (1 — T O ) + — ż - c o s [ j r ( T — T O ) ] + — —

S S S llS

x2 ss o .
s

T o ) ] ,

Izie
f l - T 1 1

(4.3) X2(O) = s£tg(7ms)+0 ^ -cos^(2ra- T0) - ~ r - -.
Y s \ sin(2jrn5) si

Prędkość uderzenia opisuje zależność

_ 1 I[W +.(J=Ł.
i+i? U \ J

5s

, . .. 2jr/7
(4.4) c = — — • q- -—. tgnns-

ńńns(2nn— r0) — dsctgljtns}•
kąt zaś przesunięcia fazowego

(4.5)
0 f1—TO « J ,

Sin® = — COSJ(27T«— T o ) CtgTtM—

2 L s '\

fl .
- T O ) ~

— ÓJCtg27T/7i'.

Porównując odpowiednio związki (3.22)' (3.25) i (4.2)-(4.5), można ocenić wpływ docią-
żenia masy 2 siłą F(r).
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Oznaczmy
Ax2 = {X2)Q—X2, AV = vg—v,
Ax2 = (x2)e— x2, zl(sincj) = (sinc>)0—sin 95,

(indeks 0 oznacza wielkość liczoną z uwzględnieniem dociążenia).
Po wykonaniu koniecznych działań otrzymamy

(4.6) / U 2 = -5- { (1 — T0) 1 r-= + C O S [ $ ( T - T0)]sm2nns I sm2jins

(4.7) z|5c2 = 0 j i _ l Ł _ cos [J(2H»- TO)]} J ° 2 ^ 7 ~ 7 sin |>(T- T0)] ,

(4.8) Zlw = — , , _ s in27i/w—j——{[1—T 0 +JCOSJ(2TOT— T0)]tgJtM+
1+XV 1+Jv

2— T O ) } + - - • (2tguins—ctg2nns),

l—R \ f l — T 0 , . ,1
(4.9) A(smw) = -x- ctg7r«i'+ - — — tgnns coss(2nn— T0) -

2 \ 1+jt / I s
/ TtV% T1 ł I I — I — I TCT'Tf'nP I 1 I —i— "i / r 1 f*'

^^^u^nn T0) lift \i

W przypadku szczególnym, gdy dociążenie pojawia się na początku cyklu ruchu, czyli
T0 == 0, związki (4.6) — (4.9) przyjmą postać

i. ,/w , 0 [\ , sinóT ,,
(4.10) Ax2 = —=- 1+cos^T .-— (l+scos2nns)

(4.11) Ax2 = — (1—JCOS27I/M)-T-4,--- - —sin(^T)

(4.12) Av = '
l+R s(l+R)

(2tg7tns—i

(4.13) /I (sin 93) = -- I ctg JT/7J + I cos 2J7;«5 -

2sR I si:
k 1 ' 1 1 D

l+R

5. Stabilność strukturalna układu

[(l+3i?)ctgra2i'+i?tgjrw].

Z punktu widzenia zastosowań technicznych badanie stabilności strukturalnej przy-
nosi szczególne korzyści, gdyż pozwala określić wpływ błędów realizacji układu na cha-
rakter ruchu.
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Dla określenia warunków stabilności strukturalnej posłużymy się metodą «dopaso-
wywania» [1], polegającą na nadaniu stałym w całkach ogólnych równań opisujących
ruch układu, pewnych małych zaburzeń (przyrostów), a następnie na porównaniu ruchu
zaburzonego i niezaburzonego, przy liczbie przedziałów ruchu dążącej do nieskończoności.

Niech całki ogólne równań (3.18) i (3.19) mają postać

(5.1) ' x, = X J ( T ; Q i C2;cp),

(5.2) x2 = x2(r;C3;CĄ).

Nadajmy stałym Ct; C 2 ; C 3 ; C 4 oraz kątowi przesunięcia fazowego q> — małe przyrosty —
odpowiednio: av; ^ v ; yv; ff„; J y . Ruch układu zostanie zaburzony, a całki ogólne dla ruchu
zaburzonego w i'-tym przedziale przyjmą postać:

(5.3) 4 V ) = 4 V ) ( T ; C, .+«,_I ; Ca+/9,_iJ 2roi+<S,; 9>+4¥-t).

(5.4) 4 V ) - *2V)(TS C 3 +y,_i ; C++or,_i; 2wi+ i , ) .

Czas trwania v-go cyklu ruchu wynosić będzie (2JCTJ+ŚV) zamiast 2n?i.
Określmy różnicę pomiędzy ruchem zaburzonym i niezaburzonym na końcu v-go prze-

działu ruchu

(5.5) Axty =

(5.6) Ax[l> =

oraz na początku (v+l)-go przedziału

(5.7) M

(5.8) p

Podobnie określimy przyrosty pochodnych na końcu v-go przedziału

(5.9) t V
(5.10)

oraz na początku (j»+l)-go przedziału

(5.11) 4 i i f p + 1 ) -

(5.12) Zl4;+ 1) = x(
2

v+1>(O)-.v2(O).

Ażeby ruch był stabilny, określone wyżej przyrosty spełniać muszą następujące warunki:

Po wykonaniu koniecznych przekształceń warunki (5.13) sprowadzą się do układu
równań różnicowych, liniowych, jednorodnych, względem przyrostów av, /?„, yv,av, ńv.
Rozwiązań tego układu poszukujemy w postaci

(5.14) av = fc, ev, (j„ = k2e
v, yv = k3e

v, av = kAe
v, Ay = kss

v,

gdzie kx, ..., k5 — pewne stałe.
Podstawiając (5.11) do układu równań, wyprowadzonych z warunków (5.13), otrzy-

mamy układ równań algebraicznych, liniowych, względem stałych k,,...,ks. Z kolei
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tworzymy wyznacznik charakterystyczny tego układu równań. Zerowanie się tego wyznacz-
nika jest warunkiem koniecznym istnienia rozwiązań niezerowych układu.

Rozwijając wyznacznik charakterystyczny, otrzymamy równanie algebraiczne wzglę-
dem s.

Ażeby układ był stabilny, przyrosty aV) pv, yv, av, Av muszą dążyć do zera przy liczbie
przedziałów ruchu v dążącej do nieskończoności. Wynika stąd warunek

(5.15) | s | < l ;

czyli moduły pierwiastków równania charakterystycznego muszą być mniejsze od jedności.
Warunek konieczny i dostateczny spełnienia związku (5.15) wyznaczymy, posługując

się twierdzeniem Schura [1]. Zgodnie z tym twierdzeniem moduły pierwiastków równania
charakterystycznego są mniejsze od jedności, gdy zachodzi nierówność

(5.16) \Wt\<l,

gdzie W i oznacza wielomiany utworzone ze współczynników równania charakterystycznego.
Dla rozpatrywanego układu wielomiany Wt mają postać:

(5.17) Wo = ^ '

(5.18) W^^f

(
(5.19) W3 = (ao~a4)x

x r(flo-g4)[(go-g4)-(aoai-fl3a4)3-(a003-Qig4.)[(goa3-flia4)-(gogi-a3a4)] 1

J
W związkach (5.17)—(5.19) oznaczono:

(5.20) a0 = $[mtq-\-Bin<p—s
(5.21) a, = 2s(mq+sm<p)(R—cos2 mis) cos2nns—2.?2(2—R)t-sin27inssia.27ins+'

+ 8s2(2~R)ctg27tns+l.

(5.22) a2 = s 2 ( ^ ^ \

„2

-~~ (l-2R)Csin4nns+2miĄ(l+R)cos<p-Rq] +

+s(Tcnq+simp)[(l~2R)cos227ins—R(2—R)cos2ttns—Rssm22nns.

(5.23) a3 = Rs\(nnq+sin(p)[l+cos22nns—R(cos2%ns+sm22mts)]+

+27tn(l+R)(cos27cns+sin22nns)cos(pĄ-(l—R)cos2nm+

+s[itgnns ^ )(l~2i?+cos22OT5)l.

[ 5 1

nnq+8inm+sStgn.is r-~^ )-2OT?(cos2jT?w+sm227r/M) .
sin2nns J

5 Mechanika teoretyczna
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Zależności (5.17)—(5.19) określają warunki stabilności strukturalnej układu wibro-
uderzeniowego, opisanego równaniami (3.18) i (3.19). Na podstawie tych związków można
określić obszary wartości parametrów układu, dla których ruch pozostaje okresowy po
wprowadzeniu małych zaburzeń.

Taka metoda badania stabilności daje istotne informacje dla praktyki konstrukcyjnej,
ponieważ pozwala ocenić wpływ błędów powstających przy technicznej realizacji urzą-
dzenia na charakter jego pracy.

Warunki (5.17)—(5.19), po podstawieniu do nich wartości współczynników «o-r-«4,
przybierają złożoną postać, co utrudnia znacznie ich praktyczne wykorzystanie.

Numeryczne określenie dopuszczalnych wartości poszczególnych parametrów wy-
magałoby zaangażowania szczególnie wydajnych środków obliczeniowych na długi okres
czasu.

Tak więc, korzystanie z powyższych warunków stabilności sprowadza się do możliwości
sprawdzenia stabilności strukturalnej układu o przyjętych uprzednio parametrach.

6. Uwagi końcowe

W przedstawionych wyżej rozważaniach badano model dynamiczny układu wibro-
uderzeniowego, w którym ogranicznik stanowił masę skupioną, zawieszoną na elemencie
podatnym, o liniowej charakterystyce. Opisany model przedstawiać może wibro-uderzenio-
we urządzenie do pogrążania pali, z pneumatycznym elementem sprężystym, przy czym
masa 2 odpowiada w układzie rzeczywistym elementowi pogrążanemu i drgającej wraz
z nim części otaczającego gruntu.

Jakkolwiek taki model ruchu elementu pogrążanego jest znacznie uproszczony w sto-
sunku do warunków rzeczywistych, to jednak jego analiza daje szereg informacji istotnych
dla oceny wpływu podatności elementu pogrążanego na pracę urządzenia do pogrążania.

Jak widać z rys. 4-9, bardzo istotne znaczenie ma dobór częstości wymuszającej drgania,
a w szczególności «omijanie» wartości

2k+ls _ ,

gdyż dla tych wartości s nie ma możliwości realizacji ruchu ustalonego.
Wartość d określa prędkość pogrążania. Jak wynika z rys. 7-9, większym prędkościom

pogrążania odpowiadają większe obszary stabilnej pracy.
Wyrażenie da{r— r0) — po prawej stronie równania (4.1) interpretować można jako

dociążenie urządzenia do pogrążania, wywołane wejściem elementu pogrążanego w nową
warstwę podłoża, o większym oporze.

Na podstawie wyprowadzonych zależności można stwierdzić, że wpływ dociążenia
wywołanego przejściem przez granicę dwóch różnych warstw gruntu — zarówno ilościowy,
jak i jakościowy —jest istotny i zależy od stosunku częstości własnej elementu pogrążanego
do częstości wymuszającej.

Porównując wyniki analizy rozpatrywanego wyżej modelu z odpowiednimi wynikami,
otrzymanymi w pracy [4], dla układu ze sztywnym ogranicznikiem, można stwierdzić
wyraźny jakościowy i ilościowy wpływ podatności elementu pogrążanego.
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Złożona forma rozwiązań wskazuje na celowość zastosowania w badaniach takich

układów techniki modelowania analogowego.
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P e 3 io M e

AHAJIH3 HEKOTOPOH BHEPOY^APHOH CHCTEMBI
C flBYMfl CTEriEHflMK CBOBOflŁI

B cTaTte onncaHŁi HccJieflOBanna BuGpoyflapnoH CHCTembi c nueBMaTHqccKHM ynpyrHM aJieiweHTOM
H c noflBH>KHHm orpaHH^HTejieM.

3KcnepnMeHTa.ni.Hhie HccjiefloBaHHH Tai<oń CHCieMM c HcecTKww orpaHH^HieneM, npoBefleHbie panee
aBTopoMj noKa3aJiH HTO cacieMa o6jiaji;aeT BO3MO>KHOCTLIO HenpeptiBHoft peryjiapoBKH ^acioThi yaapoB
BO BpeiYM pa6oTbI yCTpOHCTBa.

B HacTOHmeJi pa6oTe pacciwoTpHBaeTCJi MOflent., cocTOHmaa: H3 flByx Macc5 oAHa H3 KOTopwx COOT-
Macce norpe>i<aeMoro ajieMeHTa H BH6pyiomeft BMecie c HUM TOOTH rpyHTa, TaK Kai-c HCCJIC-

cncTeMa npeflCTaBJineT flHiiaMHMecKyio MOfleirb BH6poy#apHoro norpywaiomero ycTpoHCTBa.
3Toft CHCTeMbi peinaioTCH nH(J)dpepeHqHaiibHBie ypaBneiran flBHweioiH npn oTcyTCTBHH pacceairaH

3HeprHH B mreBMaTiraecKOM ynpyroM sneMeHTe. Oco6o paccMoipen CJiy^ań flBH>i<eHHH 6es 3aiyxaHHa.
3Toro cjiy^iaa pemenw ypaBHennH ABH>KCHHH, BtmHCJienbi raaBHbie napaMeTpw CHCTCMŁI, Bbffle-

ycnoBHH CTpyKTypiioH ycToft̂ HBOCTH. PaccMOTpen cny^iań i-iecTaqHOHapHoro flBH>Kem«ij BH3-
BaHHoro BHe3anHWM fleiicTBHeiw IIOCTOHHHOH BKemHeii CHJIM. HeKoropwe pesyjibTaTM HccjieflOBaHHH
H3o6pa>KeHM na rpadniKax. BbiBefleHHBie B pa6oTe 4)opiwyjiw MoryT Haftra npHMeneiiHe npH npoeKTH-

BH6poyflapHwx norpyH<aTeneft.

S u m m a r y

ON CERTAIN VIBRATORY-IMPACT SYSTEM WITH TWO DEGREES OF FREEDOM

The paper deals with a vibratory-impact system with pneumatic suspension element and a movable
stop.

The experimental investigation of the model of a similar system (with a rigid stop) which had been
carried out formerly by the author, proved an important feature of the system, namely the possibility of
continuous control of impact frequency during the work of the system.

The model considered in this paper consists of two masses, one of which represents the mass of a drived
pile and the vibrating part of surrounding soil (the system investigated is to be applied to pile driving).
Equations of motion are formulated and solved under the assumption of negligibility of energy dissipation
in pneumatic suspension element. The main parameters of motion are calculated.
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The case of system with no energy dissipation received a special treatment. For that case the main pa-
rameters of motion were calculated. The structural stability conditions were formulated. The non-statio-
nary motion caused by suddenly applied external force was considered as an analogy of the behaviour of
a real system, while the drived pile passes the contact surface of two layers of soil.

Some results of the analysis is presented by graphs. The formulae derived in the paper might be applied
in the vibratory-impact pile drivers design.
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ANALOGIA MECHANICZNO-STEREOMECHANICZNA W KLASIE
WIELOWSKAŻNIKOWYCH RÓWNAŃ LAGRANGE'A DRUGIEGO RODZAJU

ROBERT K R Ż Y W I E C (WARSZAWA)

1. Wstęp

Równania Lagrange' a drugiego rodzaju są dziś powszechnie wykorzystywane do za-
gadnień dynamiki nie tylko przez mechaników. Stosują je również z powodzeniem elektrycy,
a przede wszystkim automatycy, chociaż na ogół ich układy dynamiczne nie posiadają
interpretacji geometrycznej.

Stosowalność tych równań jest dotychczas ograniczona najwyżej do ciągu jednowskaźni-
kowego (czasem wektora) zmiennych lub współrzędnych uogólnionych. Istnieje w lite-
raturze także postać krakowianowa tych równań [1].

W rozwijającej się teorii szeroko pojmowanych systemów wielkich [2] zawierających
również i układy mechaniczne, korzystne jest wprowadzenie zmiennych uogólnionych
więcej niż jednowskaźnikowych. Przydatna do tego jest algebra i analiza ciągów wielo-
wskaźnikowych [3, 4], których przypadkami szczególnymi mogą być wektory, macierze,
krakowiany i nawet tensory. Dogodne jest również formułowanie zagadnień przy użyciu
równań różniczkowych zwyczajnych wielociągowych [5] w przypadku systemów wielkich
0 strukturze dyskretnej.

Duże znaczenie ma także uzasadnianie licznych analogii między rozmaitymi zjawiskami
(na przykład mechanicznymi, stereomechanicznymi, elektrycznymi oraz innymi), jak też
1 modelowanie odmiennych zjawisk za pomocą analogii w klasach pewnych przekształceń
wielociągowych.

Dotychczas nie uzasadniono analogii rnechaniczno-stereomechanicznej w klasie równań
Lagrange'a drugiego rodzaju. Autor uczynił to w pracy [6] rozważając najpierw ciąg
jednowskaźnikowy równań, którego przypadkiem szczególnym jest jedno równanie.
W pracy [7] uogólniono je na przypadek równań dwuwskaźnikowych.

Obecnie pokażemy, że dzięki algebrze i analizie w-ciągów (gdzie w jest dowolną liczbą
naturalną), czyli ciągów wielowskaźnikowych można, otrzymać wielo wskaźnikowe równa-
nia Lagrange'a drugiego rodzaju w stereomechanice, podobnie jak to uczyniono w pracy
[8] dla mechaniki.

Uzasadnienie analogii mechaniczno-stereomechanicznej (M-SM) polega na podaniu
pewnej równoważności



70 R. KRZYWIEC

wynikającej z równoważności

ciągów rozważań logicznych obu nauk.
Przez ciąg rozważań logicznych rozumiemy tu uporządkowane przedstawienie pewnej

liczby pojęć pierwotnych, definicji, aksjomatów i twierdzeń (zasad) w językach obu roz-
ważanych nauk.

Istnieje ciąg rozważań logicznych w mechanice, za pomocą którego możemy otrzymać
wielowskaźnikowe równania Lagrange'a drugiego rodzaju [8] bez stosowania rachunku
wariacyjnego.

Wyprowadzimy je obecnie w terminologii stereomechanicznej z użyciem ciągów
w-wskaźnikowych i tym samym uzasadnimy analogię mechaniczno — stereomechaniczną
w klasie tych równań wielowskaźnikowych. Uzyskane w taki sposób równania zastosujemy
następnie do otrzymania równań wielowskaźnikowych tak zwanego oscylatora stereo-
mechanicznego jako funkcji stanu sprężystego wyboczenia systemu wielkiego prętów.
Taki układ wielokrotny prętów rozważaliśmy w pracy [9]. Pokazano tam, że jego równania
różniczkowe wielociągowe ruchu (przez analogię) są naturalnym uogólnieniem klasycznego
zagadnienia jednego pręta sprężystego poddanego wyboczeniu [10]. Uogólnienie to wynika
z algebry i analizy ciągów wielowskaźnikowych.

Dzięki użyciu w-ciągów można rozważać wyboczenie sprężyste systemu wielkiego
prętów1) prawie tak samo, jak w przypadku wyboczenia jednego pręta. To samo dotyczy
wyprowadzenia wielowskaźnikowych równań Lagrange'a i uzasadnienia analogii mecha-
niczno-stereomechanicznej. Jest to konsekwencją zdefiniowania pewnych działań na ciągach
wielowskaźnikowych. W efekcie mamy swoistą niezmienniczość tak ciągów rozważań
logicznych, jak i wzorów dla każdego q = 0, 1, ..., w, gdzie q jest liczbą wskaźników
rozważanych uogólnionych współrzędnych wielowskaźnikowych.

Dodamy przy tym, że wielowskaźnikowe prawo Hooke'a sformułowano w pracach
[11, 12]. Korzystając z tego prawa możemy także otrzymać równanie wielociągowe oscyla-
tora stereomechanicznego, w którym wielkością poszukiwaną jest ciąg wielowskaźnikowy
ugięć systemu wielkiego prętów sprężystych poddanych wyboczeniu.

Nadmieniamy, że zastosowana algebra i analiza ciągów wielowskaźnikowych nie
wymaga znajomości rachunku tensorowego.

Przypomnimy jeszcze dwa niezbędne pojęcia dotyczące istoty formułowanego obecnie
uogólnienia względem prac [6, 7].

1.1. Ciągi wielowskaźnikowe (w-ciągi). Niech przy danej liczbie naturalnej w i danym ciągu
liczb naturalnych nv q = 1,..,, w, symbol Z oznacza dowolny zbiór, natomiast WKprzed-
stawia zbiór elementów wk, które są iloczynami kartezjańskimi

II
0=1

') System prętów jest wielki, jeśli opisuje go ciąg jednowskaźnikowy o dużej liczbie elementów lub
ciąg wielowskaźnikowy wielkości.
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zbiorów

{T11} = {1, . . . ,« t },

{nw} = { 1 , ...,nw}

zwanych odcinkami naturalnymi o długościach {nq}.
D e f i n i c j a 1. w-ciągiem nazywamy każdą funkcję (odwzorowanie) r typu

r :wTcewK^> Z

i zapisujemy w postaci

j—[jl--jw], jq= 1,...,««; 5 = 1 , . . . , W.

W pracy [6] rozważono jednociągi

r = [rjj, h = 1, •••,«!

zmiennych uogólnionych, czyli przypadek w = 1. W pracy [7] uwzględniono dwuciągi

2r = K J J ' A == 1. •~,n1-) j 2 = 1, .,.,Hj

zmiennych uogólnionych, czyli przypadek w = 2.
Obecnie założymy, że w może być dowolną liczbą naturalną.

Algebrę i elementy analizy wielociągów podano w pracach [3, 4].

1.2. Równanie różniczkowe zwyczajne wielociągowe rzędu n.
D e f i n i c j a 2. Równanie różniczkowe zwyczajne wielociągowe rzędu n ma postać

"F[x, ky(x), ky'(x), ..., fW(x)] = *Ó,

gdzie ciąg A:-wskaźnikowy funkcji kF jest ciągły2) względem swoich argumentów, przy
czym strona lewa zależy od /c-ciągu najwyższych pochodnych ^'^(x) funkcji wielociągowej
ky(x) argumentu zerociągowego x.

Prostym przykładem takiego równania w-ciągowego jest wielowskaźnikowe równanie
oscylatora harmonicznego, którego przypadek szczególny stanowi równanie

1ay"-\-2ay — 0, gdzie ta, 2a — stałe,

opisujące wyboczenie sprężyste jednego pręta [10].
Analogia mechaniczno-stereomechaniczna w klasie wielowskaźnikowych równań

Lagrange'a drugiego rodzaju służy do:
1° otrzymania równań wyboczenia sprężystego układu wielokrotnego prętów opisanego

ciągiem wielowskaźnikowym ugięć za pomocą wyprowadzonych równań Lagrange'a
opisujących zjawisko stereomechaniczne wyboczenia systemu wielkiego prętów spręży-
stych;

2° wykazania, że dane zagadnienie wyboczenia systemu wielkiego prętów jest ruchem.

2) Oznacza to, że wszystkie wyrazy .Fj &-ciągu ''/"sąfunkcjami ciągłymi.
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2. Ruch dynamicznego układu stereomechanicznego wielokrotnego. Więzy

Będziemy rozważali przestrzeń ciągów H>-wskaźnikowych [3, 4]

(2.1) wy = wy(x), xe<xux2>

utworzoną z rozwiązań równań różniczkowych w-ciągowych rzędu n

(2.2) wy^ = wf(x, wy, wy', ..., "j*"-1)),

których prawe strony są funkcjami ciągłymi i posiadającymi ciągłe pochodne cząstkowe
względem każdej zmiennej.

D e f i n i c j a 1. Ruchem (jednoparametrowym) układu stereomechanicznego wielo-
krotnego wy nazywamy każdą funkcję (2.1) lub w postaci uwikłanej

(2.3) • wU(x,wy) = wQ,

D e f i n i c j a 2. Prędkością wy{k\x) rzędu k; k = 1, ...,n, ruchu układu stereo-
mechanicznego wielokrotnego (2.1) nazywamy /c-tą pochodną funkcji (2.1), czyli

(2.4) ^

D e f i n i c j a 3. Równanie (2.2) lub w postaci uwikłanej

(2.5) wG(x, wy, wy', ..., '-jC'-1), wyW) = w0

nazywamy równaniem (stanu) ruchu układu stereomechanicznego wielokrotnego.
D e f i n i c j a 4. Więzami ruchu układu stereomechanicznego wielokrotnego (2.1)

nazywamy niezależne od siebie związki

posiadające ciągłe pierwsze pochodne w rozważanym otoczeniu zmiennych x,wy,

Przyjmujemy, że badane zjawisko może podlegać pewnym ograniczeniom.
Postulat 1. Istnieje absolutna zmienna niezależna x.
Postulat 2. Istnieje inercjalny układ odniesienia.
Postulat 4. Słuszne są prawa Newtona z tym, że czas absolutny t jest zastąpiony abso-

lutną zmienną niezależną x.
U w a g a . Jeśli ograniczymy się do przykładu wyboczenia sprężystego pręta pryzma-

tycznego o długości skończonej, to y(x) jest jego ugięciem w przekroju opisanym odciętą x.
W przypadku n = 2 otrzymujemy z (2.2) równania ruchu układu stereomechanicznego

(2.7) wy" = wf(x,wy,wy')

analogiczne do newtonowskich równań ruchu [8]

Wynika to stąd, że zamiast proporcji

-|L»7(0~w7(0
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istotnej w przypadku oscylatora mechanicznego wielowskaźnikowego słuszna jest proporcja

którą otrzymujemy z uwzględnienia wielowskaźnikowej linii ugięcia.
D e f i n i c j a 1.1. Równanie (2.7) nazywamy równaniem ruchu układu stereomecha-

nicznego (2.1) przez analogię do newtonowskich równań ruchu.
Wtedy więzy stereomechaniczne przez analogię do więzów mechanicznych mogą

przyjmować postać

(2.8) "H(x, w p , wy') = "0

— nieholonomiczne (różniczkowe lub kinematyczne),

(2.9) "H(x, wy) = "0

— holonomiczne reonomiczne (skończone lub geometryczne),

(2.10) vH(wy)=vQ

— holonomiczne skleronomiczne.
Dla stereomechanicznych równań ruchu formułujemy zagadnienie Cauchy'ego.

D e f i n i c j a 5. Siłą stereomechaniczną przez analogię do siły newtonowskiej

F — ma, m — masa, a — przyśpieszenie,

nazywamy funkcję liniową

(2.11) WF = "EJ//»y" - [11-1(£/),//w-1K', .... ^{EJ^-jr-rfnl-J
daną za pomocą p-iloczynu3), gdzie

(2.12) »F=wF(x)
wy,wy'),

przy czym
iF=EJy" = faĄyi', ...,EnJ„y'n'].

D e f i n i c j a 6. Związki (2.1), (2.12) nazywamy równaniami ruchu układu dynamicz-
nego stereomechanicznego wielokrotnego.

D e f i n i c j a 6.1. Dynamiczne układy stereomechaniczne spełniające równania
więzów nazywamy układami nieswobodnymi.

Prawa ruchu dynamicznych układów stereomechanicznych są uogólnieniem praw
ruchu układu dynamicznego stereomechanicznego zerowskaźnikowego4)

EJy"=f{x,y,y'),

gdzie EJ jest sztywnością pręta pryzmatycznego o długości skończonej. Wymagają one
kilku dalszych pewników zgodnych z doświadczeniem.

3) Symbol // oznacza mnożenie dwóch ciągów wielowskaźnikowych w sensie /^-iloczynu [3]. Przypa-
dek ciągów dwuwskaźnikowych ilustrujący te pojęcia rozważono w pracy [7],

4 ) W równaniach wielociągowych konkretnych EJ jest na ogół ciągiem 2w — wskaźnikowym sztyw-
ności wzajemnych układu stereomechanicznego wielokrotnego jako systemu wielkiego [9].
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Postulat IV. Z istnienia więzów i ruchu układu dynamicznego stereomechanicznego
wielokrotnego po nich (ruchu zgodnego z więzami) wynika istnienie sił działania (reakcji)
więzów WR na układ i odwrotnie.

Postulat V. Pod wpływem sił WF nieswobodny dynamiczny układ stereomechaniczny
wielokrotny wy porusza się, jak układ dynamiczny wielokrotny swobodny pod działaniem
sumy sił danych i oddziaływań więzów, czyli w inercjonalnym układzie odniesienia spełnione
są równania ruchu

WEJ//Wy" - WF+WR,

przy czym współrzędne yj w-ciągu wy spełniają odpowiednie równania więzów.
U w a g a . Siły, które nie są spowodowane działaniem więzów nazywamy siłami czyn-

nymi.
Będziemy rozważali tylko takie więzy różniczkowe, które są spełnione liniowo przez

prędkość (2.4) dynamicznego układu stereomechanicznego wielokrotnego, to znaczy
w-ciągi równań

(2.13) «fx«3>' ="•0,

wynikające z ogólnej definicji więzów

(2.14) °H(x, wy, V ) = O,

przy czym "7 i "D są funkcjami x, wy i nie wszystkie Ij są równe zeru, natomiast symbol
X oznacza mnożenie dwóch ciągów wielowskaźnikowych w sensie m-iloczynu, ąXprzed-
stawia ciąg sum /w-iloczynu [3]5).

3. Przemieszczenia możliwe. Przemieszczenia przygotowane

Niech dany dynamiczny układ stereomechaniczny wielokrotny

(3-1) wy - [y7]
spełnia więzy skończone

(3.2) HH(x, "50 . "'O,

które zastępujemy wynikającymi z nich więzami różniczkowymi

(3-3) C^Z/vvy+A^^o
S y 9x

i więzy różniczkowe o których zakładamy, że są liniowe, czyli

(3.4) "7X y'= VlD,
gdzie symbol // oznacza ciąg sum /^-iloczynu tensorowego różniczkowego rzędu pierwszego
funkcji wielowskaznikowej argumentu wielowskaźnikowego [3]6)

s) Przypadek ciągów dwuwskaźnikowych ilustrujący te pojęcia rozważono w pracy [7].
6) Uwaga identyczna, jak w notce 5).
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D e f i n i c j a 7. Prędkość wy' (x) dynamicznego układu stereomechaniczziego wielo-
krotnego znajdującego się w położeniu

wy <= WA

nazywamy prędkością możliwą (zgodną z więzami) w tym położeniu, jeżeli układ może ją
posiadać w miejscu x, co zachodzi wtedy, gdy ta prędkość spełnia równania liniowe więzów
(3.3) i (3.4).

D e f i n i c j a 8. Przez analogię do dr = r'dt, r—wektor promień punktu materialnego,
układ nieskończenie małych przemieszczeń

dwy = wy'dx,

gdzie w'y'(x) jest prędkością możliwą dynamicznego układu stereomechanicznego wielo-
krotnego, nazywamy nieskończenie małym przemieszczeniem7) możliwym tego układu.

Przemieszczenia możliwe spełniają równania

(35) y

oraz

które otrzymujemy mnożąc obustronnie równanie (3.3) i (3.4) przez dx.
Niech będą dane dwa przemieszczenia możliwe

(3.6) dw'y = wy'dx

i

(3.7) dw
ty = \y'dx

odpowiadające przekrojowi x oraz temu samemu położeniu dynamicznego układu stereo-
mechanicznego.

Spełniają one równania (3.5), natomiast ich różnica

(3.8) dwy = d\y-dwy

spełnia związki jednorodne

(3.9) CŁ^y^oto

oraz

(3.10) w]DC8wy = ^0.

D e f i n i c j a 9. Różnicę (3.8) nazywamy przemieszczeniem przygotowanym (wirtual-
nym) dynamicznego układu stereomechanicznego wielokrotnego (3.1) w przekroju x dla
pewnego położenia możliwego.

7) Mamy tu na myśli przemieszczenie uogólnione dwy jako iloczyn dx oraz prędkości wy', charakte-
ryzującej zjawisko stereomechaniczne w układzie stereomechanicznym (systemie wielkim) łf-wskaźnikowym.
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4. Podstawowe zagadnienie dynamiki układów stereomechanicznych wielokrotnych. Więzy idealne

Oznaczmy wymiary wewnętrzne iv-ciągu, ^-ciągu i v2-dągu przez

(4.1) Dim wy = uw,

(4.2) Dim "iff = u"1,

(4.3) ""bim D*if = «"*.

Równania (3.9) i (3.10) zawierają nw niewiadomych współrzędnych w-ciągu lvj>.
Jeśli równania te są niezależne, to wśród współrzędnych <3 yj istnieje

nw = tF—uV—iA1

współrzędnych niezależnych.
D e f i n i c j a 10. Liczbę nw współrzędnych niezależnych w-ciągu yj nazywa się liczbą

stopni swobody danego dynamicznego układu stereomechanicznego wielokrotnego,
ściślej:«"'- krotnego.

Podstawowe zagadnienie dynamiki nieswobodnego układu stereomechanicznego wielo-
krotnego można sformułować następująco.

Należy określić ruch

(4.5) »y =

układu wy oraz oddziaływania więzów

(4.6) "R = wR(x, wy, wy')

przy danych siłach czynnych

(4.7) wF=wF(x,wy,wy')

i zgodnych z więzami jego położeniach początkowych

(4-8) Zy « S5»(x)Uo

oraz prędkościach początkowych

(4.9) Ty' - ly'(x)\sm0.

Jeśli nie jest znany charakter więzów, to nie są też wiadome oddziaływania WR i zagadnienie
jest nieokreślone, ponieważ liczba uw niewiadomych yj, Rj jest większa od liczby równań

gdzie n — u.
Podstawowe zagadnienie dynamiki układu stereomechanicznego staje się określone,

jeśli mamy
uw+uw~(uw+u^+uv22) = kw,

kw = uw-uV--uV:

dodatkowych niezależnych związków między szukanymi wielkościami dyj. Związki te
otrzymamy postulując istnienie klasy więzów idealnych.
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Postulat VI. w-krotny iloczyn8) wR//dwy, jako praca sił oddziaływania więzów na

dowolnych (zgodnych z więzami) przemieszczeniach przygotowanych zeruje się, gdy nie
występują siły tarcia, albo włączamy je do sił danych, to znaczy

(4.10) wRl/dwy = 0.

D e f i n i c j a 11. Więzy stereomechaniczne nazywamy idealnymi, jeżeli siły oddzia-
ływania WR na punkty dynamicznego układu stereomechanicznego spełniają związek (4.10).

5. Ogólne równanie dynamiki układu stereomechanicznego

Rozważmy dynamiczny stereomechaniczny wielokrotny układ nieswobodny. Jego rów-
nanie ruchu ma postać

(5.1) WEJ//Vy" = WF+WR.

Jeśli więzy są idealne, to w każdym położeniu układu dowolne przemieszczenia przygoto-
wane spełniają równanie (4.10)

Z układu tych dwóch związków wynika równość

(5.2) (MT - WEJ//Wy") dwy =

które nosi nazwę ogólnego równania dynamiki układu stereomechanicznego.
Podczas ruchu układu w dowolnym miejscu x (przekroju) suma prac sił czynnych

i stereomechanicznych sił bezwładności9) na dowolnych przemieszczeniach przygotowanych
jest równa zeru.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by ruch dynamicznego
układu stereomechanicznego zgodny z więzami odpowiadał danemu układowi sił czynnych
WF jest spełnienie ogólnego równania dynamiki10).

6. Zasada przemieszczeń przygotowanych. Zasada D'Alemberta

D e f i n i c j a 12. Położeniem równowagi oj dynamicznego układu stereomechanicz-
nego wielokrotnego w j nazywamy takie jego położenie, w którym układ znajduje się w spo-
sób ciągły, jeśli w miejscu początkowym był on w tym położeniu i prędkości wy' wszystkich
jego punktów były równe zeru.

8 ) Symbol wLJ oznacza sumę w-krotną j>iloczynu [3]. Przypadek ciągów dwuwskaźnikowych ilustru-
jący te pojęcia rozważono w pracy [7].

9 ) Stereomecbanicznymi siłami bezwładności WB nazywamy wyrażenie WB = —™EJ/fwy".
1 0 ) Należy pamiętać, że ogólne równanie dynamiki (5.2) jest w istocie układem równań, bowiem za-

miast dwy można w dowolnym miejscu x (przekroju) wstawić dowolne przemieszczenie przygotowane.
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Położenie układu op jest wtedy i tylko wtedy położeniem równowagi, gdy ruch

(6.1) wy(x) m w
oy

spełnia ogólne równanie dynamiki, to jest jeżeli w tym położeniu

(6.2)

Równość ta jest treścią zasady przemieszczeń przygotowanych.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby pewne (zgodnie z wię-
zami) położenie dynamicznego układu stereomechanicznego wielokrotnego było położeniem
równowagi, jest równa zeru w tym położeniu suma prac sił czynnych WF na dowolnych
przemieszczeniach przygotowanych d wy.

Równość (6.2), wyznaczająca zasadę przemieszczeń przygotowanych jest przypadkiem
szczególnym ogólnego równania dynamiki (5.2).

Potraktujmy równanie dynamiki jako zasadę przemieszczeń możliwych, charaktery-
zującą położenie równowagi dynamicznego układu stereomechanicznego wielokrotnego,
które powstaje z dodania sił bezwładności do sił czynnych.

Stąd wynika zasada d'Alemberta: Podczas ruchu dynamicznego układu stereomecha-
nicznego wielokrotnego można dowolne jego położenia traktować jako położenia równo-
wagi dodając siły bezwładności WB do sił czynnych WF w danym położeniu

(6.3) WF+WB = w 0 .

Dzięki tej zasadzie metody statyki przenoszą się na zagadnienia dynamiki.

7. Współrzędne niezależne (uogólnione) układów stereomechanicznych holonomicznych. Siły uogólnione

Niech będzie dany dynamiczny układ stereomechaniczny wielokrotny
wy - [yjl

holonomiczny, czyli spełniający więzy

(7.1) °iH(x, wy) = w 0 .

Przyjmujemy, że funkcje ViH w ilości uy są niezależne, przy czym x jest parametrem,
natomiast zmiennych yj jest nw. Wobec powyższego można z równań więzów wyrazić
w"1 współrzędnych (czyli vx — ciąg współrzędnych) przez uw—1Ą1 pozostałych współ-
rzędnych oraz zmiennej x i rozpatrywać te współrzędne w liczbie

(7.2) kw = uw-u\i -:

jako wielkości niezależne, określające położenia dynamicznego układu stereomechanicznego
holonomicznego w miejscu x. Takimi współrzędnymi niekoniecznie muszą być współrzędne
kartezjańskie.

Także współrzędne kartezjańskie w-ciągu wy (w ilości uw) można wyrazić jako funkcje
ciągłe i różniczkowalne s-ciągu parametrów niezależnych

(7-3) ą = [qh...js]
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i zmiennej x, mianowicie

(7.4) wy = wy{x, °q),

przy czym

(7.5) Dim sq = kw.

Funkcje te spełniają tożsamościowo równania więzów podane wyżej.
Zakładamy ponadto, że dowolne (zgodne z więzami) położenia dynamicznego układu

stereomechanicznego wielokrotnego w miejscu x można przy pewnych wartościach "q
otrzymać z równań (7.4).

D e f i n i c j a 13. Wielkości *q występujące w równości (7.4) nazywamy współrzęd-
nymi uogólnionymi niezależnymi dynamicznego układu stereomechanicznego holonomicz-
nego wielokrotnego.

Każdemu ^-ciągowi współrzędnych uogólnionych "q odpowiada .y-ciąg sił uogólnio-
nych SQ. Wprowadzamy je następująco.

Niech będzie dana praca SjL sił czynnych " T jako w-krotny iloczyn

(7.6) 8L^

Przemieszczenia przygotowane są różniczkami przygotowanymi funkcji wy(x, sq)

(7-7) swy = ^ U * s y

przy ustalonym x.
Podstawienie związku (7.7) do (7.8) prowadzi do wyrażenia pracy elementarnej sił

czynnych WF przez dowolne przyrosty d"q współrzędnych uogólnionych sq

(7.8) 6L = WF

D e f i n i c j a 14. Współczynniki SQ przy <5 5c wyrażające się wzorem

(7.9) ^ - „

(gdzie T—symbol ciągu transponowanego) nazywamy siłami uogólnionymi.

8. WielowSkaźirikowe równania Lagrange'a drugiego rodzaju we współrzędnych niezależnych
dynamicznego układu stereomechanicznego wielokrotnego

Równania te wyprowadzimy z równania ogólnego dynamiki

CF-wEJ//wy")l/dwy = 0.

Praca 6L sił czynnych WF w układzie kartezjańskim
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we współrzędnych niezależnych "'q przyjmuje postać

dL

gdzie według (7.9)

Analogiczną postać ma praca 6LB sił bezwładności

(8.1) SLB = -'

gdzie we współrzędnych niezależnych

Ponadto stwierdzamy, że prędkość

jest funkcją liniową sq'. Wobec tego

(8.4)

Dodatkowo z (8.3) mamy

dwy' dwy

(8 5) ^ l ^ d 8J2
o q ax o q

Wobec powyższego po uwzględnieniu związków (8.4) i (8.5) równość (8.2) przyjmie
postać

gdzie Tjest energią kinetyczną przez analogię dynamicznego układu stereomechanicznego
wielokrotnego

(8.7) T = j»pH"y2
< = ±"T

przy czym WT jest ciągiem w-wskaźnikowym energii układu.
Z równania ogólnego dynamiki

(8.8)

lub po wykorzystaniu wyrażeń na prace mamy

(8-9) (
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Równość ta może zachodzić wtedy i tylko wtedy, gdy współczynniki przy 6sq są równe
zeru1 1). Zatem związek (8.9) jest równoważny równości

która zgodnie z (8.6) może być zapisana w postaci

raw ±J£--v
( 8 - 1 0 ) dx Ff d°q- Q-
Ostatnia równość nosi nazwę równań Lagrange'a drugiego rodzaju lub równań Lagrange'a
we współrzędnych niezależnych (uogólnionych) dynamicznego układu stereomechanicznego
wielokrotnego. Są one słuszne również —jak wiadomo — w przypadku działania na układ
sił posiadających potencjał, czyli przy uwzględnieniu energii potencjalnej.

9. Przykład

Przedstawimy przykład równań ruchu układu dynamicznego stereomechanicznego
wielokrotnego otrzymanych za pomocą równań Lagrange'a drugiego rodzaju wyprowa-
dzonych w.tej pracy.

Weźmy jeden pręt sprężysty o sztywności EJ = ax = const poddany wyboczeniu siłą
P — a2 = const. W tym przypadku zerowskaźnikowe równanie ruchu ma postać

Otrzymujemy je z zerowskaźnikowego równania Lagrange'a

d_ 8T 8T _
dx'dy' 8y ~ '

gdzie T jest energią kinetyczną pręta.
Weźmy następnie ciąg n prętów sprężystych usytuowanych na jednym odcinku i na

przykład utwierdzonych sztywno jednym końcem. Swobodne końce są połączone sprężyście.
Każdy pręt jest obciążony jedną siłą.

Jednowskaźnikowe równanie ruchu ma postać

f« y"+lay = Ó,
czyli

... +2a„„y„ = 0.

Otrzymujemy je z jednowskaźnikowego równania Lagrange'a

d 8T 8T
dx d1? dly

które wyprowadzono w pracy [6],

lx) Wynika to stąd, że współrzędne niezależne s-ciągu sg mają zupełnie dowolne przyrosty 5sq.

6 Mechanika teoretyczna
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W przypadku ogólnym mamy nx, ...,nw prętów sprężystych usytuowanych na przykład
sztywno jednymi końcami w płaszczyźnie. Końce swobodne są połączone sprężyście.
Każdy pręt jest obciążony jedną siłą.

Wielowskaźnikowe równanie ruchu ma postać
2w

la
wy"+zw

2a
wy = w 0 ,

przy czym charakter przyjętych iloczynów wyjaśniono w pracach [3, 4]. Równania te
otrzymujemy z wielowskaźnikowych równań Lagrange'a drugiego rodzaju

d__8T_ 3T _ , -
dx 8wy' dwy

wyprowadzonych w niniejszej pracy.
Rozważania szczegółowe dotyczące wykorzystania tych równań (z podaniem ciągu

wielowskaźnikowego energii) do otrzymania przytoczonych równań ruchu przez analogię
zawarte są w pracy [13]. Przypadek ciągów dwuwskaźnikowych ugięć ilustrujący rozważane
w tej pracy pojęcia rozpatrzono w pracy [7], która tym samym jest przykładem do powyż-
szych wywodów wielowskaźnikowych.
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S u m m a r y

THE MECHANICAL-STEREOMECHANICAL ANALOGY IN THE CLASS OF MULTI-INDICIAL
LAGRANGE EQUATIONS OF SECOND KIND

In the paper the mechanical-stereomechanical analogy is formulated and proved to hold true within
the class of multi-indicial Lagrange equations of second kind; these equations have been derived and applied
in order to obtain (by the analogy) the equations of motion of a multi-indicial great system of rods subject
to elastic buckling.

Praca została złożona w Redakcji dnia 27 września 1970 r.\ po raz drugi dnia 1 marca 1971 r.
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PŁYTA O ZMIENNYM MODULE ODKSZTAŁCENIA POSTACIOWEGO
SKRĘCANA STEMPLEM KOŁOWYM

WlACZESŁAW R U D N I C K I J (LWÓW), JAROSŁAW K I Z Y M A (TARNOPOL)

1. Wstęp

Zagadnienie skręcania płyty kołowej jednorodnej zostało rozpatrzone w pracy [3].
Przedmiotem niniejszej publikacji jest zagadnienie skręcania kołowej płyty izotropowej
kołowym stemplem. Założymy zmienność modułu odkształcenia postaciowego od współ-
rzędnej z oraz, że płyta jest utwierdzona na powierzchni bocznej lub podstawie.

W celu rozwiązania zagadnienia zastosujemy metodę Fouriera. Dla wielkości charak-
teryzujących stan naprężenia i odkształcenia otrzymaliśmy rozwiązania w postaci jawnej.
Wyniki obliczeń zostały przedstawione na wykresach.

2. Wzory podstawowe

Rozpatrzmy stan naprężenia i odkształcenia płyty kołowej o promieniu R i grubości
h (rys. 1, 2), zamocowanej na powierzchni bocznej lub czołowej i znajdującej się pod

• M

z

'
a

R

Rys. 1 Rys. 2

działaniem sztywnego kołowego stempla spojonego z płytą. Będziemy zakładać, że stempel
doznaje obrotu o kąt s pod wpływem momentu M. Powierzchnia .płyty na zewnątrz stempla
i obszaru utwierdzenia jest swobodna.

Przy tak postawionym zagadnieniu płyta będzie znajdowała się w stanie czystego
skręcania, a zagadnienie sprowadzi się do wyznaczenia różnych od zera składowych stanu
naprężenia rlz, r9r spełniających równania

2rer(2-1)
dr = 0
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i składowej przemieszczenia u0 związanej z rex i rBr zależnościami

8z \ 8r r

Tutaj G — moduł odkształcenia postaciowego, r,0,z — współrzędne walcowe; oś z po-
krywa się z osią symetrii płyty. Zakładamy, że moduł G(z) zależy od współrzędnej z.

Podstawiając wielkości (2.2) do (2.1) otrzymamy następujące równanie względem

82u0 G'(z)8u0 82U0 1 8u0 ua

Rozwiązanie równania (2.3) znajdziemy metodą Fouriera

(2.4) «8 = i?(z)Z(z).

Wstawiając (2.4) do (2.3) otrzymamy równania:

(2-5) • ^ + Lf
dz2 r dr

(2.6) ^f + ̂ f + ̂  = »
rfz2 G(z) Jz

gdzie X jest parametrem.
Równanie (2.5) nie zależy od zmiennego modułu G{z). Rozwiązaniami szczególnymi

(2.5) są zmodyfikowane funkcje Bessela oraz funkcje McDonalda /j(Ar) i Ki{fa'). Rozwią-
zanie ogólne ma postać

(2.7) R = AIt (Xr)+BKt (Xr).

Rozwiązania równania (2.6) będziemy poszukiwać dla trzech przypadków:

III G(z) = const.

Podstawiając wyrażenia G(z) do równania (2.6) otrzymamy odpowiednio rozwiązania:

(2.8) Z(z) = CJ0 [X ~G°^) +DY0

(2.9) Z(z)= e~^\csinll/x2-~ z)+Dcos il/X2~^-z\\,

(2.10) Z(z) =

Rozwiązanie ogólne jest sumą (2,8)—(2.10) i całek szczególnych, które mają postać:

(2.11) u°0 = ^0/-ln(G0 + G 1 z)+j5 0 r )

(2.12) u? = Aore-"+Bor,

(2.13)
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Wykorzystując (2.2), (2.4), (2.7), (2.8)-(2.13) dla naprężeń rOz, rBr i przemieszczenie
ue otrzymamy następujące wzory:

I — dla G(z) zmieniającego się w sposób liniowy

uo(r, z)=Aor In(G 0 +GiZ)+B O r+

Te 2(r,z) =
(2.14)

II — dla G(z) zmniejszającego się w_sposób wykładniczy:

ov > z) — Aare

X [cksin ( | / V ^ z) +ĄC0B ( | / ^ - £ z

Tte(r, z) = - ^ o a G o e - "

III —dla G(z) = const:

uB = Aorz+Bor+
i

(2.16) T6l(r,z) = G0;

• 4TZ
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W powyższych wzorach Ao,Bo, Ak, Ck, Bk, Dk są dowolnymi stałymi, Ą(x), Yx{x),
Iiix), K^x) są funkcjami Bessela pierwszego rzędu odpowiednio pierwszego i drugiego
rodzaju zmiennej rzeczywistej i urojonej.

Stałe Ao, Bo, Ak, Bk i wartości własne wyznaczymy odpowiednio z warunków brze-
gowych:

a) utwierdzenie powierzchni bocznej (rys. 1)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20) przy z = R, uB = 0;

b) utwierdzenie podstawy dolnej (rys. 2)

(2.21) przy z = -A, w0 = 0,

(2.22) przyz = /j, w0 = er,

(2.23) r t e = 0,

(2.24) przy z = R, rBz = 0,

przy

przy

z = 0,

z = h,

rOz

U0

rOz

= 0,
= er,

= 0,

0
0

a

<

< r
r

śkR,

0

0

0

0

r < R,

r < a,

z < h,

z < /2.

3. Przykłady liczbowe

Rozpatrzmy szczegółowo przypadek, kiedy moduł skręcania jest wielkością stałą.
W celu otrzymania rozwiązania obszar przekroju osiowego płyty (rys. 3a, b) podzielmy
na dwa obszary: 0 < z < / z , 0</'<<z (obszar I) i 0 < z < h, a^r ś*R (obszar 2).

(

1

i a

m

i

R

2

m

r

1 1

a
R „

r

Rys. 3

Rozwiązania dla każdego z znajdziemy oddzielnie. Przez w^, T$), T$, U^, rei
},

T ^ ' oznaczymy wielkości odnoszące się odpowiednio do obszaru 1 i obszaru 2. Przy takim
sposobie postępowania oprócz warunków brzegowych (2.17) — (2.20), (2.21)-—-(2.24)
winny być spełnione warunki zgodności

(3.1) M ( l ) _ „(2) (1) _ (2)

przy r = a.
Rozwiązania w obszarze 1 spełniające warunki brzegowe (2.17)-(2.20X (2.21)-(2.24)

i (dążące do zera) ograniczone przy r = 0 mają postać:
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Przypadek a)

4
k-i

(3.2)

Przypadek b)

-r-rz+ 2J
" kml

(3.3)

Kładąc J o = 0 dla obszaru 2 znajdujemy:
Przypadek a)

(3.4) tg) = 2(7 V

Przypadek b)

= 2 G y
00

_(2) *}f~
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Tutaj

5 - 2 k ' 1 ^ • „ - k n (h— 1 9 3 ^

Nk, Mk,Ak\ Dk są nowymi stałymi, które wyznaczymy z warunków zgodności (3.2) uwzględ-
niając ortogonalność funkcji trygonometrycznych. Ostatecznie w celu wyznaczenia sta-
łych otrzymujemy nieskończony układ równań algebraicznych:

dla przypadku a)

Y ( 4 & l ) [ a f c ( 2 f c l ) + 2 f c f e i ] j ( l ) l .
( 3 - 6 ) 2J Lk (2k-iy-4n* = n 2b"'

dla przypadku b)
OD

7) JT
Izie

h(ha) ~ h(2fika)

_ I2(2/x.d)K2(2/M„R)-K2(2[ind)hCLpnR)
" / ( 2

_ 2ea > * Ą e a

Stałe Mk i Dk wyrażają się przez Lk i Bk następującymi związkami:

£{ (2/c—I)2—

D 1 t e % ( 2 l k R ) y [1 y
n I2{2ha)K2(2lkR)-K2(2ha)I2(2XkR) ZJ 4fc2-(2n-l)2 "

Dla wyznaczenia związku między kątem obrotu podstawy s i momentem M przyło-
żonym do kołowego stempla wykorzystamy związek

a

(3-8) M = 2n J e24V(e)dS.
o

Podstawiając x[lJ do równania (3.8) i po scałkowaniu otrzymamy:
przypadek a)
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przypadek b)

M
T Te Z

Z powyższych rozważań widzimy, że rozwiązanie zagadnienia sprowadza się do wyzna-
czenia stałych Lk i Bk z nieskończonego układu równań algebraicznych (3.6), (3.7). Wy-
konano obliczenia numeryczne i stwierdzono, że układy (3.6) i (3.7) mają macierze współ-
czynników symetryczne i współczynniki ich nie mają osobliwości.

R R
Z układu (3.7) wyznaczono 18 stałych dla parametrów— = 2, — = 20.

a a
Na podstawie wzorów (3.3) i (3.5) obliczono naprężenia kontaktowe pod stemplem

i przemieszczenia na zewnątrz stempla. Wyniki obliczeń pokazano na wykresach.
łm ... 1Na rys. 4 przedstawiono wielkości cp^ = -r-7=r u(2)

eG " '
r'21

2 -

Rys. 4

Należy zaznaczyć, że szeregi w wyrażeniach (3.2)-(3.5) są naprzemienne przy wszyst-
kich r i ich zbieżność jest dobra. Wyjątek stanowi szereg w wyrażeniu na r^ przy ;• = a.
W tych punktach, jak należało oczekiwać, szereg jest rozbieżny, a naprężenia wzrastają
nieograniczenie.

Literatura cytowana w tekście
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P e 3 io M e

KPYT0B0H IIJIHTLI C nEPEMEHHBIM MOflYJIEM

c noMomtio >KECTi<oro KpyroBoro HITAMIIA

PaccMaTpiiBaeTCH ciweiiiaHHaH safla^a o icpyqeHHH Kpyrnoft H3OTPOHHOH IUIHTLI H<ecTKHM urraMnoiw,
Korna MOflyjiB cflBHra G HBJMeTCH BejiirauHOH nepeMeHHoiłj 3aBHCHineH ox KoopflHHaTti z. flnH pemeHHH
3ap,aMR npHMeHHeTCH MeTOfl pa3«ejieHHH nepeiwenHLix O y p t e . IloJiyqeHbi HBHtie (popiviyiu.1 flJiH Hanpn-
>KeHHii H CMetqeHHH. ^HCJieHHhie pac^eibi npeflcraBneHM B BHfle rpacpiiKOB.

S u m m a r y

A PLATE WITH VARIABLE MODULUS OF SHEAR TWISTED BY A CIRCULAR STAMP

The mixed problem of an isotropic plate twisted by a rigid circular stamp is considered in the case when
the variable shear modulus G depends on the z coordinate only. In order to obtain the solution of the prob-
lem, the Fourier method of separated variables is applied. The explicit expressions for stresses and dis-
placements are obtained. Numerical results are presented in the form of graphs.

UNIWERSYTET LWOWSKI, INSTYTUT MECHANIKI •
PAŃSTWOWY INSTYTUT EKONOMIKI PRZEMYSŁU W TARNOPOLU

Praca została złożona w Redakcji dnia 3 grudnia 1970 r.
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CZĘŚĆ II. SPRĘŻYSTE ODCIĄŻENIE

. JERZY B A U E R (WROCLAW), EDWARD W Ł O D A R C Z Y K (WARSZAWA)

1. Wstęp

W niniejszej drugiej części pracy rozwiążemy badany w [1] problem dla ośrodka (gruntu)
ze sprężystym odciążeniem (przyjmujemy model Prandtla — rys. 1). Matematyczny opis

Rys. 1

problemu przedstawiają równania (2.1)-(2.7) z Cz. I [1], z tym, że związek fizyczny
w strefie odciążenia (2.4) w [1] przyjmuje obecnie postać

(1.1) or(s, x)

gdzie ao(x) oznacza naprężenie na froncie fali odciążenia, natomiast E2 jest modułem
odciążenia. Pozostałe oznaczenia, jak w [1].

Otrzymane w niniejszej pracy wyniki po porównaniu ich z rezultatami części I pozwolą
ustalić wniosek, przy jakich wartościach modułu odciążenia E2 można stosować w praktyce
inżynierskiej bardziej efektywny w obliczeniach model gruntu ze sztywnym odciążeniem.
Obecnie przejdziemy do konstrukcji rozwiązania problemu.
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2. Konstrukcja rozwiązania problemu

Dla sformułowanego w [1] problemu, uzupełnionego sprężystym odciążeniem (1,1)
falowy obraz rozwiązania przyjmuje postać pokazaną na rys. 2. Analityczne rozwiązanie
problemu kształtuje się następująco:

Strefa obciążenia. Strefa obciążenia obejmuje obszary 1,2 i 3. Rozwiązanie problemu
w"tych obszarach skonstruowano w [1]. Dlatego ograniczymy się tutaj do przytoczenia

m
Rys. 2

gotowych wzorów na naprężenie i prędkość w obszarze 3 oraz równania określające front
plastycznej fali obciążenia, z których będziemy w dalszym ciągu korzystać przy konstrukcji
rozwiązania w strefie odciążenia. Zgodnie z [1] mamy

(2.1)

gdzie

Xi =

oraz

<T3(*, 0 =

, t) = - ^

, xz = k\t

(2.2) - (r?+ ^-

r— J^j _
dl -/'(O,
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gdzie obecnie

Strefa sprężystego odciążenia. Ruchem ośrodka zgodnie z (2.1) i (2.2) z [1] oraz (1.1)
rządzi tutaj następujące równanie:

(2.3) "„-^^^/'wH
\Ł0 hl I Q0

o ogólnym rozwiązaniu

gdzie

<*m "= ° o ( 0 ) , «2 =

0 i W—dowolne, różniczkowalne funkcje.
Zajmiemy się obecnie konstrukcją rozwiązania w obszarze 4. Wykorzystując (2.4),

pole naprężeń i prędkości zapiszemy następującymi wzorami:

(2.5)

Z warunków ciągłości naprężeń i prędkości na froncie fali odciążenia .r = ^(?) otrzy-
mujemy

(2.6)

gdzie
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Załóżmy chwilowo, że funkcje s(t) i k(t) są znane. Wówczas naprężenie aA(x, t) i pręd-
kość v4(x, t) można przedstawić w następującej postaci:

(2.7)

gdzie

a2 a2

(2.8) x1E = k[t~^-+~-

x2A = , X X2A

a2

a. a2 ax /'

, I,
/

a2

Interpretacja geometryczna tych wielkości podana jest na rys. 3. Argumenty w na-
wiasach wyrażeń (2.8) można uważać jako współrzędne na osi t, kolejno punktów A, B,

t

ts

Xl

%

x

^ ^

^ i\

/ /

2 -______-—

\
I

OK

D

— •

i—

m

Rys. 3 Rys. 4

C, D, E, F. Przyspieszenie na brzegu ©4(0, t) otrzymujemy różniczkując wyrażenie (2.7)2

po podstawieniu i = 0we wzorach (2.8) l i 2 .
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Uwzględnienie tak otrzymanego przyspieszenia i naprężenia w warunku brzegowym
(2.6) w [1] prowadzi do równania na front fali sprężystego odciążenia

(2.9) _ < + ± L ( £

gdzie obecnie

(2.9a) x$B = * U + ~ ]• *L = *

Wielkości x1E, x1F, X2D i *ic obliczamy według (2.8) uwzględniając (2.9a). Pozostałe
wielkości dane są wzorami:

(2.10)

Wprowadzając pochodne w poszczególnych punktach frontu odciążenia (A,B) i obcią-
żenia (C, D, E,F) mamy

a2s'B' V " a2+s'A

(2.11) *«-;rZFn

Wyrażenia (2.9) — (2.11) łącznie stanowią równanie określające front fali sprężystego
odciążenia z warunkiem początkowym x = s(t,„) = 0.

Równanie to jest ważne w przedziale t„, < t < tK - . Po rozwiązaniu równań okre-
a2

ślających front plastycznej fali obciążenia i front fali sprężystego odciążenia możemy przy-
stąpić do konstruowania pól naprężeń i prędkości w pozostałych obszarach płaszczyzny
fazowej (rys. 2). Wykorzystanie jednorodnych warunków początkowych w obszarach
7, 10, ..., 3 « + l , oraz warunków ciągłości na granicach poszczególnych obszarów (n > 2),
pozwala napisać rozwiązanie ogólne w postaci:

obszary 7,10, ..., 3 n + 1

7 Mechanika teoretyczna
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obszar 5

v5 = S + i ;
obszary S, 77,..., 3 «— 1

(2.13) O u m l = - %-*'»-! + Ajprj

a2 a2

«3B-i - łPJn-i+yicii-i};

obszary 6, 9, ..., 3 n

1? 2

-o Ei

Nieznane funkcje wyznaczymy kolejno; ^>'3„^1 z warunku brzegowego, a W3„ i <?3 n + 1

z warunków ciągłości naprężeń i prędkości na linii x — xK. Dla wyznaczenia funkcji <&'3ll+1,
z warunku brzegowego otrzymujemy równanie różniczkowe pierwszego rzędu. Warunek
początkowy dla tego równania dostajemy z założenia ciągłości prędkości pod obiektem,
co pociąga za sobą i ciągłość naprężenia (fale słabej nieciągłości).

Rozwiązanie w obszarach « > 5 można również otrzymać wykorzystując związki na
charakterystykach (metoda charakterystyk).

Przykładowo podajemy wyznaczenie pola naprężenia i prędkości w obszarze 5. Uwzględ-
nienie (2.12)2 i (2.6)2 w warunku brzegowym pozwala, po spełnieniu warunku ciągłości

prędkości w punkcie 0, tK —I, wyznaczyć nieznaną funkcję &s\t , Tak więc pola
\ chl \ 0-21

naprężeń i prędkości mają postać

a a \ a2 / a2 \ a2

(2.15)

vs(x, t) == -

gdzie

>~tk + f±-±) ?

"2
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(2-16) , /„ \ via \

—+i tec),
Vfl2 /

Pozostałe wielkości obliczamy według wzorów

x1F i x2C otrzymujemy z powyższych wzorów wstawiając

fit X K

3. Analiza osobliwości równania frontu fali sprężystego odciążenia

Zajmiemy się zbadaniem charakteru krzywej x = s(t) w otoczeniu punktu 0, tm (po-
czątek fali odciążenia). Informacje te są konieczne przy ustawianiu algorytmu numerycz-
nych obliczeń w strefie odciążenia.

Jeżeli w obszarze odciążenia, dla x = 0, z czasem t będziemy dążyć do /„,, to punkty
A, B pokryją się z punktem 0, punkty E, F z punktem H, a punkty C, D z punktem G
(rys. 3). W konsekwencji przyjęcia, że t — t,„ z (2.8) otrzymamy

X* = X* = 0 , Xl(tm) = XlE = X1F, X2(tm) — %2D — %2C-

Wzory (2.10) dla czasu t = tm dają wyrażenia

v* J'lfL v* - Ó

(3-1)

Czas t„, określamy z faktu, że naprężenie pod płytą osiąga dla t = tm ekstremum, zatem

(3.2) tf8|, ( 0 , 0 * 0 .

Równość ta po wykorzystaniu (2.1)! ma postać

(3.3) £/'(*i)*i +iV/'fe)x2 = 0.

7*
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Po zróżniczkowaniu po t obu stron równania (2.2) i podstawieniu t = t,„, lewa strona
równania, a więc i prawa, ma wartość zero jako pochodna naprężenia w jego ekstremum.
W wyniku tego otrzymujemy

(3.4) m[-Lf"(x1Xxiy-Lf'(x1)x1+Nf"(x2)(x2)
2+Nf(x2)x2]-p'(tm) = 0.

Poza tym równanie (2.2) można zapisać w następującej skróconej formie:

(3.5) -a°+^-Lf(x!)+^1-Nf(x2)-\-mLf'(x1)x1-mNf'(x2)x2+p(tm) = 0.
«i "i

W powyższych zapisach przyjęto: xt(t^) = xit x2(t,„) = x2,

r — k(f 4-Xl\ v — kit XAxl — K\ 'mi I > X2 — K\ tm —- I,
\ ^ / \ " /

W ten sposób otrzymaliśmy trzy tożsamości (3.3)—(3.5), które wykorzystamy przy
badaniu frontu fali sprężystego odciążenia.

Równanie frontu sprężystego odciążenia (2.9), po uwzględnieniu (2.10), można wy-
razić w sposób następujący:

(3.6) Mix

gdzie

2±-pL [Lf'(xlF)x[F+Nf'(x2C)x2C],

Dla czasu i = tm współczynniki równania (3.6) M l 5 M2, R są równe zeru ze względu na
(3.3)—(3.5). Nie można więc ze wzoru (3.6), po uwzględnieniu w nim wyrażeń na x*B i x2A

z (3.1), obliczyć początkowej prędkości frontu fali odciążenia s'o. Dowodzi to, że równanie
(3.6) posiada punkt osobliwy. W celu znalezienia początkowej prędkości frontu fali od-
ciążenia przeprowadzimy analizę punktu osobliwego, uogólniając metodę FROMMERA [3].
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W bezpośrednim otoczeniu punktu x — 0, t = t,„, po przyjęciu oznaczeń x* — xfB,

x* _ X*A f wielkościom x* i x* nadajemy znaczenie zmiennych niezależnych. Przy tym
założeniu współczynniki równania (3.6) Mlt M2, R są funkcjami trzech zmiennych nie-
zależnych t, x*, x*. Obliczmy różniczki zupełne współczynników równania (3.6) zacho-
wując postać tej równości

(3.7) {Mulch+Mi^d
= R,, dt+R, x*dxf+R,

Występujące w tym wyrażeniu pochodne cząstkowe, po podstawieniu w nich x'f = x* = 0
i / = t,„ oraz po uwzględnieniu (3.3)-(3.5), mają wartości

(3.8) a2 ax a2 a,
Mut = Tu M2,t=-T,,

gdzie

Tl = mfn f \ iLf"(x1)(xiy+Lf'(x1)x1--\-Nf"(x2Xx2r+Nf'(x2)x2\,
zaazala2

( 3 l 9 ) f ^ *

T2 -
 W C g /,2°

lJ l-If'OcMx,)*-I/XxJ

Równość (3.7) nie jest prawdziwa dla dowolnych przyrostów dt, dx* i dx*. Mamy
prawo żądać spełnienia tej równości tylko wtedy, jeżeli do punktu 0 będziemy zdążać po
krzywej s(t), a to prowadzi do zależności

m m dx* Y* - a2S'° dx* -*•*-
{iAtJ) ~dT-Xx~ 1 ^ ' df ~X2~
Uwzględniając (3.10) w (3.7) otrzymamy równanie algebraiczne stopnia czwartego na
początkową prędkość frontu fali odciążenia só

+ 2— Jo = U.
a2 a2 r 2 fl2

Równanie to posiada dwa rzeczywiste pierwiastki. Rozwiązanie .?ó = 0 należy odrzucić,
ponieważ jest sprzeczne z warunkami ciągłości w otoczeniu punktu 0, tm.

Prędkość początkową określa drugi pierwiastek

J. \ ' _ / Ti

(3.12) J o =a 2 - | / __J_i- + |___r +_-) _ f l 2 l /_ i_ ^ ^

Na podstawie (3.9) i (3.3) mamy

(3.13) n
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Rozpatrzmy kilka praktycznie ważnych przypadków postaci wzoru (3.12) w zależ-
ności od stosunku T1/T2.

1. Wzrost granicy plastyczności ośrodka jest liniową funkcją głębokości f(x) = Ax.
Wówczas mamy

(3-14) ^ . =
T

2. Ośrodek jednorodny f(x) = 0. W tym wypadku front fali plastycznej degeneruje
się do charakterystyki plastycznej x = cti(t—ts).

W konsekwencji x2 = x\ = 0, a zatem

n 1 ^ l — — 1
•L 2

3. Sztywne odciążenie. Dla sztywnego odciążenia a2 -> oo i po przejściu granicznym
w (3.12) — mamy

... _ „- n(3.16)
T2

co się pokrywa ze wzorem (4.15) w [1] otrzymanym dla sztywnego odciążenia w części I.
Tym samym pokazaliśmy, że istnieje krzywa całkowa równania (2.9) przechodząca

przez punkt x — 0, t = tm i znaleźliśmy styczną (prędkość) z jaką startuje z punktu osob-
liwego front fali sprężystego odciążenia. Postać frontu fali odciążenia określimy z równa-
nia (2.9), rozwiązując go metodą Runge-Kutta [4].

4. Przykład liczbowy

W niniejszym punkcie, w oparciu o wyprowadzone wyżej wzory, zbadamy ilościowy
wpływ parametrów ośrodka i przyłożonego obciążenia na ruch płyty i reakcję przekazy-
waną przez nią na ośrodek.

Celem przeprowadzonych obliczeń numerycznych jest określenie wartości współczyn-
nika odciążenia fix = a2\at, dla którego można stosować w praktyce inżynierskiej bar-
dziej wygodny i efektywny w obliczeniach model podłoża ze sztywnym odciążeniem.

Największy wpływ sprężystego odciążenia występuje dla E2 — Eo (patrz rys. 1). Z tego
powodu w obliczeniach przyjęto a2 = a0, co oznacza, że [JL1 — /j, — aQjai. Poza tym za-
łożono

(4.1) Ax) = Ax,

(4-2)

Wielkości bezwymiarowe, potrzebne do przeprowadzenia obliczeń numerycznych przyj-
mujemy takie same, jak w części I [1].

Jak już wspomniano w poprzednich punktach front plastycznej fali obciążenia okreś-
lono za pomocą zmodyfikowanej metody kroków, natomiast do rozwiązania równania
na front fali sprężystego odciążenia zastosowano metodę Runge-Kutta. Znajomość do-



u,v,
0,1W,-Q

U,V,
0,1W,-Q

0,4 ~

0,2

-0,2 -

k-W', y=3; Q°=0,25, n=3, k-,-0,5



-0,2

Rys. 7

1,2 1,4 T

-0,2 -

Rys. 8

[104]
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kładnej wartości początkowej prędkości frontu fali odciążenia (patrz wzór (3.12)], oraz
fakt, że osobliwość równania (2.9) w punkcie 0, t,„ jest typu siodła, zwiększyły w znacznym
stopniu dokładność obliczeń — praktycznie w badanych przedziałach uzyskano ścisłe
wyniki na parametry ruchu płyty i reakcję przekazywaną przez nią na podłoże.

Przykładowe wyniki obliczeń parametrów ruchu płyty, tj. bezwymiarowe współczyn-
niki: przemieszczenia U, prędkości V, przyspieszenia W oraz reakcji pod płytą Q poka-
zane są na rys. 5-8.

Z wykresów zamieszczonych na rys. 5 i 6 można zauważyć, że zwiększenie gradientu
wzrostu granicy plastyczności ośrodka (wzrost kx) powoduje zmniejszenie wpływu sprę-
żystego odciążenia (linia przerywana) w stosunku do sztywnego odciążenia (linia ciągła).
Wynika to z faktu malenia pętli strat na odkształcenia plastyczne ze wzrostem kx.

Na rys..6, 7 i 8 pokazujemy zwiększanie się wpływu sprężystego odciążenia na para-
metry ruchu płyty w miarę malenia współczynnika ju1 = JX. Największą możliwą różnicę
pomiędzy sztywnym a sprężystym odciążeniem, dla ustalonych pozostałych parametrów,
pokazują wykresy na rys. 8. Linia przerywana reprezentuje tutaj stan sprężysty ośrodka,
a linia ciągła model liniowy ze sztywnym odciążeniem po przekroczeniu granicy plas-
tyczności.

Reasumując można stwierdzić, że wpływ sprężystego odciążenia na pole naprężeń
generowane w podłożu, na którym spoczywa płyta, jest minimalny.

Większe znaczenie ma sprężyste odciążenie przy obliczaniu parametrów ruchu płyty
(przemieszczenia, prędkości i przyspieszenia).

Otrzymane wyniki pozwalają wyciągnąć wniosek, że dla współczynników sprężystego
odciążenia /j.t > 3 wpływ sprężystego odciążenia jest zaniedbywalny i w praktycznych
obliczeniach można stosować bardziej efektywny model gruntu ze sztywnym odciążeniem.
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P e 3 IO M e

flHHAMHKA >KECTK0H IIJIHTBI, PACIlOJIOKEHHOfł HA y n P y T
OCHOBAHHH C ITEPEMEHHBIM nPEJJJEJIOM TEKyqECTH

*IACTB ii. ynpyrAH PA3rpy3KA

Bo BTopoii *iacTH paSoTbi HccjiewBano BjiHHHHe ynpyroH pa3rpy3i<n na HecTaunonapnoe flBH>Kenne
>i<ecTKoii njMTti, pacnojicoKenHOH Ha ynpyro-nnacTHiecKOM ocuoBaHHH c nepeiaeHHbiM (B03pacTaiomniw
Brjiyót ocHOBamin) npefleuoM TeKynecTH. <3>poHT BOUHBI pa3rpy3KH onacaH iiejiiiHeftHbiM flH(J)4)epeH-
quanbHbiM ypaBHeHneiw co owemeHHbiM apryiweHTOM, KOTopoe 3aT6M pemeiio npn noMomu MeTOfla PyHre-
K y n a . BbiBefleHa 3amKHyTaH t^opMyna ^JIH na^ajiLHOH CKopocm pacnpocTpaneiiHH BOJiHbi
H3 KOTopoił B npeflejibHom nepexofle nony^aeTca CKopocTŁ BOJIHŁI HJIH HCBCTKOH pa3rpy3KH,
naa B M. I [1].
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IlapaMeipu flBH>i<eHHH ruiHTbi H cpeAM, HaxoAHiueHCfi no/i; IIJIHTOHJ onpeflenei-iLi np« noMom.ii
4>poHTOB BOJiii roiacTiraecKOH Harpy3KH H ynpyroft pa3rpy3KH. Ha ocHose nojiynenHbix (popiviyji npon3-
BefleH flocTaio^ino uinpoKiift qHCJieifflbra aHanH3 3aflaqn. B pe3yJH>TaTe 3Toro anajiiraa j'CTaHOBjieHo,
m o fljifi BejiH^m-i Koscbcbiun-ICHTOB ynpyron pa3rpy3KH //j = a^lay > 3 BJiHHHHeM ynpyroił pa3rpy3i<n
MOH<HO npeneSpeHb, a B HH>KeHepnoH npaKTHKe MO>KHO npiiMeHHTb 6onee sA'tJ'eKTHBHyio B pacweTax
MOflenŁ rpyma c >i<ecTKOH pa3rpy3Koft.

S u m m a r y

DYNAMICS OF A RIGID PLATE RESTING ON ELASTIC-PLASTIC FOUNDATION WITH
VARIABLE PLASTICITY LIMIT

PART II. ELASTIC UNLOADING

In the second part of the paper the influence of elastic unloading on non-stationary motion of a rigid
plate resting on elastic-plastic foundation with variable (increasing with the depth) limit of plasticity has
been investigated. The front of the unloading wave is presented in the form of a non-linear equation with
a shifted argument. The equation is solved by the Runge-Kutt method. The initial velocity of propagation
of the unloading wave is found in a closed form. From this formula the limiting case of the iigid unloa-
ding wave velocity given in part I can be obtained.

The parameters of motion of the plate and the medium lying under the plate are evaluated by means
of wave fronts of plastic loading and elastic unloading. On the basis of the formulae obtained the detailed
numerical analysis of the problem is carried out.

As a result of the analysis it has been found that for the coefficients of elastic unloading n% = a2/ai > 3
the influence of elastic unloading can be neglected, and therefore in the case of practical engineering cal-
culations a more effective model of soil with rigid unloading can be applied.
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KONCENTRACJA NAPRĘŻEŃ W TARCZY NIEOGRANICZONEJ Z OTWOREM KOŁOWYM
PRZY OBCIĄŻENIU WEWNĘTRZNYM

KAZIMIERZ R Y K A L U K (WROCŁAW)

1. Wstęp

Rozpatrzmy sprężystą izotropową tarczę nieograniczoną z otworem kołowym o promie-
niu i? obciążoną podłużną parą sił, symetryczną względem środka otworu (rys. 1).

Wewnątrz obszaru tarczy wokół brzegu otworu wystąpi koncentracja naprężeń (por. [2]).
Zadaniem naszym jest określenie wielkości tej koncentracji, scharakteryzowanej przez
tzw. współczynniki koncentracji naprężeń. Przez współczynnik koncentracji naprężeń

Rys. 1

rozumiemy iloraz którejkolwiek składowej tensora naprężenia w dowolnym punkcie
strefy koncentracji przez tę samą składową w tym samym punkcie tarczy bez otworu,
obciążonej tak samo jak tarcza z otworem (por. [2]).

Do wyznaczenia stanów naprężeń w tarczy bez otworu i z otworem posłużymy się
funkcją zmiennej zespolonej, wykorzystując metodę MUSCHELISZWILIEGO (por. [1])

Przy znanych dwóch funkcjach holomorficznych cpi{z) i fi{z), zwanych funkcjami
Goursata, składowe tensora naprężenia ar,aip, rrę oraz wektora przemieszczenia ur, uv obli-
czymy ze wzorów Kołosowa-Muschełiszwiliego

lovff+2/T,.„ = 2[z(p'1'(z)+y>'1(z)]cxp(2i(p),

(1.2) 2G(ur+iu(p) = [ ^ 1 ( z ) - z 9 p i ( z ) -

gdzie G oznacza moduł sprężystości poprzecznej, % = (3—v)/(l+v) w płaskim stanie
naprężenia, lub x = 3—4v w płaskim stanie odkształcenia, v — współczynnik Poissona.
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2. Tarcza bez otworu

Przy obranym układzie współrzędnych, jak na rys. 2, funkcje Goursata będą miały
następujące postacie (por. [1]):

(2.1) 9 , l ( 2 ) j
z — x 0

(2.2) n ( ) ( | | +

g d 2 i e A = 2S(
Jeżeli założymy, że naprężenia w nieskończoności są równe zeru, wówczas

(2.3) cpliz) = y?(») = 0.

~* -XQ " 0} x0 " 7
i

i

Rys. 2

Po wykonaniu potrzebnych we wzorach (1.1) operacji na funkcjach (2.1) i (2.2),
z uzględnieniem (2.3), otrzymamy:

(2.4) ffj;)( - 2Ax0^ r 4 + x j ^ p * _ _ ±

/•6-|-4xg/'4

xF^xlT^cos 2y7)r " I'

3. Tarcza z otworem

Załóżmy następujące postacie funkcji Goursata:

(3.1) c>2(z) = ^ l n £ Z ± o + p o ( ł ) = ? ? 1 ( z ) + c,g( z )
z x0

(3.2) y>2(z) = ^ ( - « l ^ +

gdzie funkcje co"(z) i y^(z) są holomorficzne w obszarze \z\ > R. Wyznaczymy je z pierwsze-
go warunku brzegowego

(3.3) P2(0+ty i (0+V2(0 = 0,

przy czym t oznacza punkt bieżący na okręgu.
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Odwzorujmy obszar tarczy na zewnętrze koła jednostkowego |£| > 1, leżącego na
płaszczyźnie zmiennej zespolonej C == £+fy za pomocą funkcji
(3.4) z = GJ(O = RC.

Okrąg jednostkowy oznaczmy przez y, a punkt tego okręgu odpowiadający punktowi
t — przez Q.

Na płaszczyźnie £ będziemy operowali funkcjami

(3.5)

Uwzględniając (3.4) i (3.5) we wzorach (3.1) i (3.2), otrzymamy

(3.6) ip(O = A In -r—z+<p0 (0,

(3.7) HQ ~A\ c_c + ^ + c + f f l

gdzie

(3.8)

przy czym c;0(C) i Vo(0 s ^ funkcjami holomorficznymi w obszarze |f | > 1.
Warunek brzegowy (3.3) przyjmie postać

(3.9)
co (to)

z którego, na podstawie (3.4), (3.6) i (3.7), otrzymujemy

(3.10)
gdzie

(3.11) MQ) =

po(e)+e<pó(e)+fo(e) = .

i

In

Ze względu na brak obciążenia zewnętrznego na krawędzi otworu, funkcje <po(£) i Vo(O
wyznaczamy ze wzorów (por. [1]):

(3.12)

(3.13)

gdzie

(3.14) -£o(?

e e -
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Dla wieloznacznych funkcji In——~ i In-~———wybieramy takie gałęzie, aby na

okręgu y były wielkościami sprzężonymi. Dla pierwszej wybieramy gałąź holomorficzną
w obszarze |£| < 1 i równą ni w punkcie £ = 0, zaś dla drugiej — gałąź holomorficzną
w obszarze |£| > 1 i równą ni w punkcie £ = co.

Zatem, w myśl twierdzenia Cauchy'ego (por. [3]), mamy

(3.15) ^-rfln
2ni J Q+i Q£y

(3.16)
2ni

y

4-fc

Wyrażenia jp -f . ° i g -f ° są wartościami brzegowymi funkcji f - r - ^ i f f—^2_
1 + c g 1 ? 6 i + f 1 ?C

holomorficznych w obszarze |f| > 1 z wyjątkiem punktu f = co, w którym posiadają

guny rzędu pierwszego z częściami głównymi od

Zatem, w myśl twierdzenia Cauchy'ego, mamy

bieguny rzędu pierwszego z częściami głównymi odpowiednio | —̂— —|— 1 — T ^ I i 1 1 — ; r^ .
\ so fo/ \ fo Co/

L
78

Wyrażenia - -r—7~ i - -z—j— są wartościami brzegowymi funkcji -? ——r— i - • -r
Q C+So 6 C—?o C C + ś C C

lomorficznych w obszarze |f | < 1 z wyjątkiem punktu

bieguny rzędu pierwszego z częściami głównymi odpowiednio

- r 7 ~ i - z—j— są wartościami brzegowymi funkcji -? — r i - r - r -
Q C+So 6 C—?o C C + śo C C—so

holomorficznych w obszarze |f | < 1 z wyjątkiem punktu £ = 0, w którym posiadają

So Q
Zatem, w myśl twierdzenia Cauchy'ego, mamy

i r i
2nij Q

— f - 1~foe

Wykorzystując całki (3.15)-(3.20) we wzorach (3.11) i (3.12) oraz (3.13) i (3.14),
otrzymamy

(3.21)
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(3.22)

przy czym pominięto tu wyrazy stałe, które nie mają wpływu na składowe tensora napręże-
nia.

Przetransformujmy funkcje (3.21) i (3.22) na płaszczyznę zmiennej z za pomocą odwrot-
nej funkcji odwzorowującej £ = orx (z) = zjR:

(3.23) m =

(3.24) rtW .

Uwzględniając funkcje (3.23) i (3.24) we wzorach (3.1) i (3.2), otrzymamy rozwiązanie
dla tarczy nieograniczonej z otworem kołowym, obciążoną podłużną parą sił skupionych
zaczepionych wewnątrz obszaru tarczy.

Składowe tensora naprężenia możemy zapisać w postaci

(3.25) tfW = < ^ + ^ , <#> = < > + £ # > , r ^ = C + C

gdzie crj.1', a<^) i T'*' są określone wzorami (2.4) i (2.5), natomiast a[°\ a{°yi T<°' wyliczymy
według wzorów (1.1) na podstawie funkcji (3.23) i (3.24):

-AA
J 1 | (x
\«o

- 2xg r2i?*cos2c;)3 " J '

+2R (xo-

-3xgr2.R8)+2i?12cos2y]
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4. Współczynniki koncentracji naprężeń

Zgodnie z definicją podaną w punkcie 1, współczynniki koncentracji naprężeń są równe:

(4-1) kr = %IT=l-\ '

(4.2) fc, = i | _ - = l + ^ _

T ( 2 ) T (0)
(4.3) ^ = -717 = i + '-ff)-.

gdzie składowe tensorów naprężeń są określone wzorami (2.4), (2.5) oraz (3.26) i (3.27).
Ze względu na wytężenie materiału najbardziej interesujący jest współczynnik kę na

krawędzi otworu. Wynosi on

ff(0)
(4-4) kę\r=R — 14" ~(T)

gdzie

r=R =

r R

jLr 2 ^ (-R4+x^x^2(3+cos4y)-(JR
8+64-R44-yg)cos2y\

+ (-X° -1 " ( i? 4 +42^" 2 "cos2< ? ) 3 ('

{4-6) ^ i - = w + 4

5. Przykład liczbowy

Obliczyć naprężenia crj,0', o1^1) i a{
ę
2) oraz współczynnik ^ w trzech punktach krawędzi

err rrr

otworu o promieniu R: ę = 0,-j i --. Przyjąć x0 = 2R, 4i?, 8i? i 16/? oraz x = 2, co

odpowiadam = 0,333.
Obliczone wartości <r<,0) i a^ według wzorów (4.5) i (4.6), a(

v
2) = ĄY)+al

q?
) oraz

kę według wzoru (4.4) zestawiono w tablicy 1.

6. Uwagi końcowe i wnioski

1. Przedstawiony problem tarczy nieograniczonej może stanowić podstawę do wyznacza-
nia rozkładów naprężeń w tarczach dwuspójnych obciążonych wewnątrz ich obszarów.

2. Z obciążeniami wewnętrznymi tarcz spotykamy się przy obliczaniu poszycia w tzw.
płytach zestawnych (por. [4, 5]).
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Tablica 1. Wartości naprężeń aę oraz współczynnika klp na krawędzi otworu

113

1R AR 16R

7*'-

-10,666 667

17,629 620

6,962 954

0,394 958

ę = 0

—3,866 667

3,350 281

-0,516 385

-0,154 132

-1,793 650

1,343 655

-0,449 995

-0,334 903

-0,880 392

0,636 344

-0,244 048

-0,383 516

I *

1 ę

4,816 609

2,782 007

7,598 616

2,731 343

1,446 108

1,143 514

2,589 622

2,264 617

0,557 958

0,519 156

1,077 114

2,074 740

0,257 305

0,252 430

0,509 735

2,019 312

n
~2

]

-P P
rmnfrm

I

J ę
kę =

7,471 104

0,902 400

8,373 504

9,279 148

4,880 165

-0,111 780

4,768 385

-42,658 659

2,663 615

-0^194179

2,469 436

-12,717 317

1,362 010

-0,117 764

1,244 246

-10,565 588

Rys. 3

3. Do obliczenia wartości naprężeń obwodowych na krawędzi otworu wystarczy znać
tylko funkcję <p2(z), gdyż

8 Mechanika teoretyczna
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4. Rozwiązanie tarczy dla obciążenia rozłożonego wzdłuż linii uzyskuje się drogą

całkowania (w sensie Riemanna) wyrażeń na naprężenia lub funkcji Goursata. I tak dla

obciążenia o stałej intensywności p na odcinku \x2—xx\ (rys. 3) funkcja (p2(z) wynosi

fc rl n K

—Xx la(Ri~xU2)—2(x2-Xi)
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P e 3 10 M e

KOHIIEHTPAUHJI HAITPJDKEHHił B HEOrPAHEREHHOft nJIHTE .
C KPyiMILIM OTBEPCTHEM HAXOJLJUUHMCfl VLOJX JIEflCTBHEM

BHYTPEHHEH HArPY3KH
#

packer K03<J)cpHx*HeHT0B KOHiłeHTpai(HH nanpnjKeHuft (no onpeflenennio T. H . OaBnna) B ne-
rrame c Kpyrowia oTBepcTHeM, CHMMCTPIMHO iiarpymeHHbw npoflonbHoił napoii CHJI.

Rna pemeHHH 3ap,ina o roiHTe c OTBepcTHeiw HcnojiŁ30BaHM MCTOAW cJiyiiKquii KOMmieKciioro nepe-
Aieinioro, B ijacTHOcTH iweiofl H . H. MycxeJiHuiBHJiH, ocHoaairabie Ha Hcnojib3oaaHHH KondjiopMHbix
OTo6pa>i<eiiKH: H iiHTerpanoB Tiina KoniH.

BbniHCJieiibi oi<py>KHbie HanpjDKeHM H KoadidjiHqHeHTLi KOimeiiTpauHH HanpnweHHH B ipex
xapaKTepiibix TO^IOX i<pan OTBepcTHH npn qeitipex pa3JiHqHbix TO îcax npi-uio>KeHiiH ycimHii x0.

nojiylieinioe pemeirae HBJiHeTca HCXOAHHM flJiH onpefleneHHH nanpnHcenHft H KonąenTpanHH nanpn-
>KeniiH B 3a;ąaiie o fleitcTBHii BHyTpeHHeft pacnpeflenermoH irarpy3KH.

S u m m a r y

STRESS CONCENTRATION UNDER INTERNAL LOADING IN AN
INFINITE DISK WITH A CIRCULAR HOLE

The paper presents a method of calculation of stress concentration coefficients (according to Savin's
definition) for an infinite disk with a circular hole. The disk is loaded by two longitudinal forces symmetric
with respect to the centre of the hole. The methods of complex argument functions and, in particular, the
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method of Muskhelishvili based on conformal mappings and Cauchy type integrals is applied to the
solution of the problem. The circumferential stresses as well as the coefficient of stress concentration are
calculated in three characteristic points of the hole edge, for the case of four different points of application
xQ of the forces. The solution obtained gives a basis to determine the stresses and their concentrations under
distributed internal loads.

POLITECHNIKA WROCŁAWSKA

Praca została złożona w Redakcji dnia 8 lutego 1971 r.
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ZASTOSOWANIE MASZYN CYFROWYCH DO ROZWIĄZYWANIA RUSZTÓW O REGULARNEJ
SZEŚCIOKĄTNEJ SIATCE PRĘTÓW

JAN BOGDAN O B R Ę B S K I (WARSZAWA)

1. Wstęp

W niniejszej pracy przedstawiono metodę obliczeń numerycznych regularnego, heksa-
gonalnego rusztu płaskiego składającego się z prostych, sprężystych prętów, tworzących
w planie siatkę sześciokątów foremnych. Ruszt ten jest obciążony w węzłach siłami prosto-
padłymi do płaszczyzny konstrukcji oraz momentami o wektorach leżących w tej płasz-
czyźnie. Do tej pory zagadnieniem tego typu zajmowano się jedynie w pracach [2], [3],
[6], [9], Prace te dotyczyły rozwiązania zagadnienia w sposób analityczny podając jedynie
wyniki przybliżone lub omawiały pewne przypadki szczególne. W poniższej pracy osiągnię-
to w oparciu o równania równowagi węzła, wyprowadzone w pracy [3], pełne numeryczne
rozwiązanie postawionego zagadnienia, uwzględniające możliwość obciążania konstrukcji
w węzłach dowolnym obciążeniem. Ponadto po raz pierwszy wprowadzono do równań
typu macierzowego operatory przesunięcia stosowane w rachunku różnic skończonych.
Pozwoliło to zapisać równania równowagi węzła w postaci bardziej przejrzystej i zwięzłej,
a zarazem wygodnej w obliczeniach numerycznych. Jednocześnie zastosowana procedura
«DET GAUSS PASMOWY» daje dogodny aparat matematyczny do rozwiązywania tego
typu zagadnień. Przykładowe obliczenia przeprowadzono na maszynie cyfrowej ODRA 1204
dla rusztu ograniczonego kołem o średnicy około ośmiu długości prętów siatki.

2. Oznaczenia i założenia

W zadaniu przyjęto kartezjański prawoskrętny, ukośnokątny układ współrzędnych
o osiach x1 i x2 leżących w płaszczyźnie rusztu i nachylonych do siebie pod kątem 120°
oraz o trzecim kierunku n skierowanym prostopadle do dwóch pozostałych. Wszystkie
pręty rusztu leżą na trzech rodzinach prostych równoległych oznaczonych odpowiednio
A = I, II, III, są równej długości i zbiegają się w węzłach w taki sposób, że ich osie prze-
cinają się w jednym punkcie tworząc sztywne węzły. Wykonane są one z materiału sprę-
żystego i mają główne osie bezwładności przekroju poprzecznego odpowiednio równo-
ległe i prostopadłe do płaszczyzny rusztu. W związku z tym postuluje się, że siły prostopadłe
do płaszczyzny rusztu powodują jedynie pionowe przemieszczenia węzłów. Zwroty do-
datnie sił wewnętrznych i obciążeń ilustruje rys. 1.



118 J. B. OBRĘBSKI

Rys. 1

Oznaczenia

E moduł Younga,

Ei'I>(xl, x2) = Et<I>{xl,x2) = 0(xi+/iix2) operator przesunięcia wzdłuż A — I,

En&ix1, x2) = E2$(xl,x2) = cP(xl,x2+/i) operator przesunięcia wzdłuż A = II,

Ein(l>(x\x2)~ E30(xl,x2) = 0(x1—fi,x2—/i) operator przesunięcia wzdłuż A = 111,

J*
EJ

kl = it = = const

= const

« = = const

/ = const

Mi - MA

MA =-- MA

P

Q(A)

moment bezwładności przekroju poprzecznego pręta
względem osi poziomej,
geometryczna sztywność skręcania,

sztywność prętów na zginanie,

sztywność prętów na skręcanie,

stosunek sztywności pręta na skręcanie do jego sztywności
na zginanie,

długość pręta,
składowe momentu zewnętrznego przyłożonego w węźle,
odpowiednio równoległe do osi x%, x2,
moment zginający pręta A w przekroju przy węźle
(x\a-2),
moment skręcający pręta A w przekroju przy węźle
(*', x%
siły zewnętrzne przyłożone w węzłach i prostopadłe do
płaszczyzny rusztu,
siła poprzeczna pręta A,
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1 dla xl+x2 = 3 H + 1
0 dla x' + x2 = 3 H + 0 , n = . . . , - 2 , - 1 , 0 , 1,2 . . . ,

-1 dla x'+x2 - 3?«-l

M, przemieszczenie węzła w kierunku prostopadłym do
płaszczyzny rusztu,

0\02 składowe skalarne infinitezymalnego kąta obrotu węzła &t

odpowiednio wzdłuż osi układu współrzędnych xl, x2.

3. Równania równowagi węzła oraz związki między Siłami a przemieszczeniami w poszczególnych prętach
układu

Jak łatwo zauważyć, w całyms ruszcie sześciokątnym występują właściwie dwa rodzaje
węzłów, z których każdy można otrzymać przez przesunięcie i obrót drugiego o 180°.
W związku z tym punktem wyjścia przedstawionej poniżej metody było zapisanie układu
równań równowagi typowego węzła w sposób opisujący równocześnie stan równowagi
w dowolnym węźle konstrukcji. Zgodnie z cytowaną pracą [3] układ ten ma postać:

(3.1) A ^ W ^ m S A O i ^

/Jć(3]/3 (Et

Związki między siłami wewnętrznymi a przemieszczeniami wyrażają się wzorami:

(3.2) Mn = [ ( ^ ) y ]

(3.3)
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M1 = E>tMl =/u/c(£'/-l)

(3.4) Mu = E£MZI - ftk(E$-1)

MIII = ̂ M m = /afe(^-l)

4. Warunki brzegowe zadania oraz równania równowagi w zapisie macierzowym

Równania równowagi węzła (3.1) dotyczące węzła typowego w przypadku sąsiadowa-
nia węzła z punktem podporowym degenerują się w zależności od sposobu podparcia
rusztu. Będziemy rozpatrywać tu dwa zasadnicze sposoby podparcia, jako mogące mieć
zastosowanie przy realizacji konkretnych konstrukcji, mianowicie' swobodne podparcie
oraz utwierdzenie na obwodzie. W obydwu przypadkach otrzymamy trzy układy brzego-
wych równań równowagi, w zależności od kierunku A. pręta, za pośrednictwem którego
węzeł łączy się z punktem podparcia.

Pręt A nazywamy swobodnie podpartym na brzegu, jeżeli na podporze są spełnione
warunki

(4.1) EAM = w

Wykorzystując (4.1) oraz wzory (3.3), (3.4), określimy związane z takim rodzajem
podparcia przemieszczenia węzłów podporowych dla każdego z trzech kierunków A.
Rugując te przemieszczenia z układu równań (3.1) otrzymamy trzy brzegowe równania
równowagi węzła o postaci:

dla A = I: W2£fx+W3£Sx+W+x = Q,
dla A = 11: W^ifx—W8^x+W8x — Q,
fiia A = T T T . W. F','Y-4-W„FŁ'-K-I-W v == O

Stosując identyczną formę zapisu do układu (3.1) dla węzła typowego, otrzymamy,

gdzie W,, W2, W3, W 4 , W 5 , W 7 , W 8 , x, Q są macierzami
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oraz

1 9 _ n = ii

3 1 , . 3

1 3
5 ~~ 4 ' 1 0 4 1 5

Należy zaznaczyć, że w danym przypadku traktujemy działanie operacji EA na wektor
x podobnie jak działanie iloczynu wielkości skalarnej na macierz.

W przypadku brzegu utwierdzonego zakładamy, że EAx = 0. Stąd bezpośrednio
z równania (4.2) otrzymamy dla każdego A brzegowe, macierzowe równanie równowagi
węzła. Wystarczy po prostu przyrównać do zera odpowiedni składnik w równości (4.2).
Jednocześnie w przypadku brzegu z wymuszonymi przemieszczeniami otrzymamy równania
brzegowe przenosząc na prawą stronę (4.2) człony dla określonego A.

5. Przykład rozwiązania rusztu o ks/tałcie kołowym

Rozpatrzmy obecnie ruszt o kształcie kołowym (rys. 2), obciążony w każdym węźle
siłą i momentem zgodnie z przyjętymi założeniami. W celu znalezienia rozwiązania po-
stawionego zagadnienia należy zbudować z otrzymanych poprzednio równań różnico-
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wych opisujących równowagę węzłów układ równań algebraicznych liniowych, w którym
niewiadomymi są przemieszczenia. Po rozwiązaniu tego układu w drugim etapie obliczamy
wszystkie interesujące nas wartości sił wewnętrznych. Dla rusztu swobodnie podpartego
na obwodzie, po dokonaniu przenumerowania jego węzłów zgodnie z rys. 2, otrzymamy
układ 72 równań, którego współczynniki tworzą quasi-macierz o charakterze pasmowym
przedstawioną w tabl. 1.

T a b l i c a 1

1
2

3

4
5

6
7
8
9
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12
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14
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16
17
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W przypadku rusztu tej samej wielkości i kształtu lecz utwierdzonego na obwodzie
otrzymamy macierz współczynników podobną do przedstawionej w tabl. 1. Wówczas
jedyną różnicą będzie fakt, że na głównej przekątnej wystąpią jedynie podmacierze W8.

Wbrew pozorom macierze te nie są symetryczne ze względu na przypisanie każdemu
węzłowi określonej wartości funkcji /j,. W przypadkach takich, ze względu na ograniczone
pojemności pamięci maszyn cyfrowych, należy dążyć do korzystania z metod rozwiązy-
wania, które w czasie wykonywania procedury wykorzystują jedynie wyrazy z obszaru
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objętego wyrazami niezerowymi. Znane dotychczas metody rozwiązywania układów
równań z macierzami pasmowymi wymagają jednak specyficznej i bardzo regularnej
budowy macierzy współczynników. Można tu przytoczyć metodę Choleskiego [4], Cor-
nocka [J] oraz metodę eliminacji Gaussa dla macierzy i quasi-macierzy o charakterze trój-
diagonalnym [4]. Wymagają one albo symetryczności macierzy, albo określonego podziału
jej na podmacierze występujące regularne w całym obszarze lub nawet występowania
w ramach takiego podziału macierzy jednostkowych.

Ze względu na bardzo nieregularny charakter macierzy współczynników występującej
w zadaniu powstała konieczność zastosowania bardziej ogólnej procedury. W oparciu
o prace [7], [8], [10] opracowano procedurę «DET GAUSS PASMOWY» liczącą w oparciu
o metodę kolejnych eliminacji Gaussa i wykorzystującą przy eliminacji wyrazy leżące
na głównej przekątnej. Stąd metoda ta może być stosowana jedynie w przypadku, gdy
wyrazy te nie są równe zeru. Warunek ten nie stanowi jednak ograniczenia przy rozwią-
zywaniu rozpatrywanych zagadnień. Procedura ta napisana jest w języku Algol 1204.
Rozwiązuje ona n równań z n niewiadomymi (2m-l) diagonalnych, gdzie m oznacza liczbę
diagonali liczoną poziomo od głównej przekątnej do brzegu obszaru niezerowego (rys. 3a).
Dzięki odpowiedniemu przenumerowaniu, przy wykonywaniu obliczeń pamiętana jest
jedynie tablica współczynników uwidoczniona na rys. 3b.

W zadaniu obliczenie i ułożenie tej tablicy zlecono maszynie. Przy układaniu programu
poczyniono założenia pozwalające na dowolne kształtowanie wymiarów i obciążenia
rusztu w ramach przyjętych założeń w p. 1 i 2. Stąd wartościami podawanymi maszynie
do wczytania są kolejno: stosunek sztywności pręta x, jego sztywność giętna k, wektory
składowych obciążeń zewnętrznych ¥ { , Mi, P oraz długość prętów rusztu /.

Następnie po rozwiązaniu układu równań otrzymujemy poszukiwane wartości dwóch
składowych kątów obrotów oraz ilorazu wartości ugięcia węzła przez długość pręta w ko-
lejności zgodnej z wprowadzoną numeracją. Wykorzystując teraz związki (3.2), (3.4),
oraz (3.5) zbudowany został program obliczający siły wewnętrzne występujące w ruszcie.
Danymi podawanymi maszynie do wczytania są w danym przypadku:
s parametr określający podparcie ; dla s = 0 obliczane są siły dla rusztu

swobodnie podpartego na obwodzie, dla s^ 0 — dla rusztu utwier-
dzonego na obwodzie,

kl = k sztywność prętów na zginanie,
kn = k sztywność prętów na skręcanie,
/ długość prętów rusztu,
X wektor znanych przemieszczeń węzłów — dla i = 0 I = X[l:72], dla

s / 0 I = I [ l : 108],
a,b, c,b,f,g,h,j, jednowymiarowe macierze określające geometrię rusztu, o współczyn-

nikach odpowiadających numerom końców prętów,
p, wartości tej funkcji dla węzłów zgodnie z przyjętą numeracją.

Przy wykorzystaniu przedstawionych programów przeprowadzono obliczenia zarówno
dla rusztu utwierdzonego, jak i swobodnie podpartego na obwodzie przy różnych wartoś-
ciach x. Między innymi dla % — 0 uzyskano pełną zgodność z obliczeniami analitycznymi
wykonanymi w pracy [3].
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Rys. 3
cal procedure PET GAOSS PASMOWY (n,m,b,x);

comment rozwiązuje n rownan algebraicznych liniowych z n niewiadomymi, (2m—1) diagonalnych, sprowadzonych
do tablicy b[l:n, l:2m];

value Jii,n;
integer m, n;
array b, x;
begin
integer N, c, h, H, d, is j , c l ;
real s,r, t .k, I, p,;

N:=2*m;
c:=n—m+1;

begin comment obliczanie nowych współczynników b[i,j] dla obszaru typowego;
fb7 hT=T"itep 1 until c jjo
begin d : = h + m - I ; s: = b[h,m]; H:«=h + 1; r:=b[h,N]: = b[h,N]/s;

for i:=h+I step 1 until d do
begin

b[i,N]: = b[i,N]-b[i,m-i+h]*r
end;
fo£j':=H step 1 until d do
begin

t:=b[h, m-h+j]:=b[h, m-h+j]/s;
for i! =»H step 1 until d do
"bfi, m-i+jlT^btiTrn^-i+ir-bti, m-i+h]*t

end j
end_h

end;
begin comment obliczanie nowych współczynników b[i,j] dla pozostałej macierzy prostokątnej;

for h:~n—m-ł-2 step 1 until n do
be~ęln k : = b [ h , m ] f H " : = h + l ; r : ~ b

for i: —H step 1 until n do
begin
b[iTN]: =b[i, N] -b[i, m - i+h]*r
eiid_;

foifjT=H step T until n do
begin_l:=b[h, m-h+j]:=b[h, m-h

for i:=H step 1 until n do
b[f, ra-i+jIT-btl," m-i+jHb[i, m—i+h]*I

end j
end h

end;
begin comment obliczanie niewiadomych x[h] dla obszaru nietypowego;

for h.:=n iitep —1 until c do
begin p:=b[h,N];

for_j:=h+l step_l until n do_
p:=p-b[h,m-h+j]*x[j]; x[Ęfi-p

end h
end;
"begin comment obliczanie niewiadomych x[h] Dla ob żaru typowego;

for h:—n—m step —1 until I do
begin p:=b[h,N]j c l :=h+m-T;

for j:=hH-l step 1 until cl do
p7^p-bth,rń~=h+j]*x[j]; x[h]7=p

end h
end

end procedure DET GAUSS PASMOWY;

[124]
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Dla przykładu na rys. 4 i 5 przedstawione zostały wyniki obliczeń dla rusztu swobodnie
podpartego na obwodzie i obciążonego w węzłach jedynie siłami P = const, przy stosunku
sztywności x = 0,774. Odpowiada to dla współczynnika Poissona v = 0,29 (dla stali)
przekrojowi pierścieniowemu pręta.

Rys. 4

^ q ; - ^ \ :

T— A i. -i

^ \ \35_ _ _ \ _ _\ \ V

Rys. 5

6. Wnioski

Przedstawiona metoda rozwiązywania prętowych rusztów heksagonalnych daje pełne
rozwiązanie postawionego zagadnienia, w którym uwzględnia się równocześnie skręcanie
prętów. Możliwość rozwiązywania rusztów poddanych złożonym obciążeniom oraz po-
siadających dowolne kształty wyraźnie przemawia za rozwiązaniami numerycznymi jako
znacznie efektywniejszymi niż metody analityczne.
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Wprowadzenie operatorów różnicowych do równań macierzowych pozwoliło zapisać
w sposób bardzo przejrzysty i zwięzły stan równowagi węzłów. Ponadto wykorzystując
te równania, bez dodatkowych obliczeń, otrzymujemy gotowy ogólny układ równań alge-
braicznych liniowych z niewiadomymi przemieszczeniami. Zastosowanie do rozwiązywa-
nia tego układu procedury «DET GAUSS PASMOWY» pozwala na obliczanie tego typu
konstrukcji zawierających dość dużą liczbę węzłów, ze względu na wykorzystanie pasmo-
wego charakteru macierzy współczynników układu.
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P e 3 IO M e

IIPHMEHEHHE BLFiHCJIHTEJIBHfclX MAIHHI-I RJIK PEIIIEHHfl POCTBEPKOB
c PEryjMPHOH uiECTHyrojiŁi-ioń CTEP>KHEBOK CETKOH

Meiofl TOCJiemioro peinemM peryjwpnoro reKcaroiiaJiMioro rmocKoro pocTBepKa
CTOHmero H3 npHMbix ynpyrnx ciep>KHeHj o6pa3yiomHx B IIJIOCKOCTH centy npaBHJi&Hbix
HHKOB. PocTBepK iiarpy}KeH B y3Jiax CHJMMHJ nepneHflHKyjrapiiMMH K IMOCKOCTH coopy^Kenira, v.
TaMH, BeKTopbi KOTopbix pacnono>KeHbi B Toił >i<e IUIOCKOCTH.

MeTOfl HniocTpupyeicH na npniviepe pocTBepKa Bnucaimoro B Kpyr, flHaiweTp KOToporo
npH6jIH3HTejlbHO BOCŁMH flJIHIiaM CTepH<Keft CeTKH.

S u m m a r y

APPLICATION OF DIGITAL COMPUTERS TO THE SOLUTION
OF REGULAR HEXAGONAL GRIDWORKS

The paper presents the method of numerical solution of regular, hexagonal plane grids consisting of
straight elastic rods which form a network of regular hexagons. The grid is loaded at its nodes by the forces
perpendicular to the plane and by the couples with vectors lying in the plane of the structure. The considera-
tions are illustrated by a solution of a gridwork bounded by a circle of a radius approximately equal to
eight lengths of the rods of the lattice.
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WPŁYW JEDNOCZESNEGO NIEJEDNORODNEGO TARCIA WEWNĘTRZNEGO
I ZEWNĘTRZNEGO NA STATECZNOŚĆ UKŁADÓW NIEKONSERWATYWNYCH

ANTONI G A J E W S K I , MICHAŁ Ź Y C Z K O W S K I (KRAKÓW)

1. Wstęp

W ostatnich latach wiele uwagi poświęcono paradoksalnemu zjawisku destabilizacji
tzn. znacznemu obniżeniu siły krytycznej, powodującej utratę stateczności ruchu układów
niekonserwatywnych, w których uwzględniono tarcie wewnętrzne materiału i zastosowana
kinetyczne kryterium stateczności; destabilizacja występuje nawet w przypadku, gdy pa-
rametr charakteryzujący to tarcie zmierza do zera. Po raz pierwszy zwrócił uwagę na to
zjawisko ZIEGLER [14], a w dalszym ciągu ZORIJ i LEONÓW [15] zbadali szczegółowo tzw.
model Zieglera (układ dwóch sztywnych prętów połączonych przegubowo), obciążony
niekonserwatywną siłą ściskającą, dla dowolnych wartości współczynnika śledzenia. Za-
łożyli oni, że w przegubach występują momenty tłumiące ruch proporcjonalne do względnej
prędkości kątowej prętów modelu. Identyczne zagadnienie rozwiązano w pracach HERR-
MANNA i JONGA [4, 5]. Efekt destabilizacji zbadano również w pracy NEMAT-NASSERA,
PRASADA i HERRMANNA [10] na przykładzie wspornikowej, ciągłej rurki przewodzącej
płyn ze stałą prędkością. Wykazano, że dowolnie małe siły zależne od prędkości, takie
jak zewnętrzne tłumienie i siły Coriolisa mają wpływ destabilizujący, natomiast zewnętrzne
tłumienie wiskotyczne nie ma takiego wpływu. Ponadto NEMAT-NASSER i HERRMANN [11]
udowodnili, że obciążenia krytyczne, powodujące utratę stateczności układu dyskretnego
o N stopniach swobody bez tłumienia, jest kresem górnym dla obciążenia krytycznego
tego samego układu poddanego dodatkowo działaniu pewnych dowolnie małych sił, bę-
dących liniowymi funkcjami uogólnionych prędkości. Ostatnio w pracy SHIELDA [12}
zastosowano uogólnioną metodę wariacyjną do problemów niekonserwatywnych oraz
rozwiązano problem stateczności pręta wspornikowego ściskanego siłą śledzącą, z uwzględ-
nieniem tłumienia wewnętrznego (materiał pręta opisany jest modelem Voigta-Kelvina).
Porównano wyniki uzyskane za pomocą metody Galerkina z wynikami ścisłymi.

We wszystkich wymienionych pracach uwzględniano niezależnie od siebie tłumienie
wewnętrzne lub tłumienie zewnętrzne (opór wiskotyczny). Dopiero DŻYGADŁO i SOLARZ
badając wymuszone, parametryczno-samowzbudne i wymuszone parametrycznie pobudza-
ne drgania pręta ściskanego okresowo zmienną lub stałą siłę śledzącą wyznaczyli siłę
krytyczną w zależności od parametrów charakteryzujących tłumienie wewnętrzne (mo-
del Voigta-Kelvina) i zewnętrzne (opór wiskotyczny).
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Celem niniejszej pracy również jest uwzględnienie wpływu obu tych oporów równo-
cześnie na siłę krytyczną, a ponadto zbadanie wpływu niejednorodności tarcia wewnętrz-
nego i zewnętrznego. W części drugiej przeanalizujemy stateczność modelu ZIEGLERA [14],
(podwójne wahadło), w którym przyjmiemy dodatkowo istnienie tarcia wiskotycznego
w przegubach oraz działanie, na sztywne pręty modelu, skupionych sił oporu, proporcjo-
nalnych do liniowych prędkości w punktach zaczepienia tych sił. W części trzeciej zba-
damy stateczność rzeczywistego pręta wspornikowego ściskanego siłą niekonserwatywną
o zmieniającym się kierunku (w pełnym zakresie współczynnika śledzenia), zakładając,
że materiał pręta może być opisany modelem Voigta-Kelvina (tłumienie wiskotyczne)
oraz że pręt porusza się w ośrodku lepkim o tarciu wiskotycznym (tłumienie zewnętrzne).
Wyniki uzyskane w części drugiej będą ścisłymi dla modelu, natomiast w części trzeciej
zastosujemy przybliżoną metodę energetyczną, równoważną metodzie Ritza.

2. Destabilizacja modelu Zieglera

2.1. Podwójne wahadło przedstawione na rys. 1 poddane jest działaniu ściskającej siły
niekonserwatywnej. Kierunek działania siły po wyboczeniu modelu określony jest przez
współczynnik śledzenia r], zdefiniowany jako stosunek kąta zawartego między kierunkiem

Rys. 1

siły (po wyboczeniu) a nieodkształconą osią modelu do kąta nachylenia stycznej na swo-
bodnym końcu. Założymy, że przeguby scharakteryzowane są przez stałe sprężystości ct

i c2 oraz przez współczynniki b1ib2, określające tłumienie (momenty tłumiące są odpo-
wiednio równe: b1ipi i b2(<p2—<Pi), a masy m± i m2 umieszczone są w odległościach al i yl
od przegubów). Przyjmiemy, iż na masy te działają punktowe siły oporu wiskotycznego,
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proporcjonalne do prędkości liniowych mas: P1 = r1v1 i P2 = T2V2 (T, , r2 — stałe okreś-
lające wielkości tych sił).

Aby zbadać stateczność układu dla dowolnych wartości r\, przeanalizujemy ruch układu
(małe drgania) w pobliżu położenia równowagi. Wykorzystamy w tym celu równania

Lagrange'a drugiego rodzaju, w których siły dysypatywne ujęto dodając wyrazy -p- [7]

( 2 > 1 ) ~df\Wi)~Wt+ Wi+ Wt = Q h i=1'2-
W równaniach tych, przy założeniu, że kąty <pt i f2 są małe, należy przyjąć:

T == -y I2 , a2 + — m2 (pl+m2ycpl^2+m2Y
2lpl »ą I 1

V = -j [(.ci+C2)(p2—2c2(pi<P2+c2<p2],

(2.2)

-rr2\qj2
l+yr2g)1qi2+y:

T oznacza tu energię kinetyczną układu, V—potencjał sił sprężystych, D — funkcję dy-
sypacji, Qx i Q2 — siły uogólnione (niepotencjalne), rt = l2r1, r2 = l2r2 • Równania
(2.1) prowadzą do układu równań różniczkowych liniowych:

+ -7rrn2yl2<j>2+ \-b2+ — yr2) q>2+ \-~Pty-c2 U 2 = 0,
(2.3)

b2+Tyr2 )q>1-c2cp1+m2 y2l2$2+

Przyjmując rozwiązanie w postaci

(2.4) . <Px = C i e
f f l t , c

oraz wprowadzając bezwymiarowe wielkości:

c o , S
\c2) ca. ' m2 c2

T1 / ;

l]/m2c2 l\/m2c2

9 Mechanika teoretyczna
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otrzymujemy układ liniowych i jednorodnych równań na stale d i C 2 :

{ ( ) ( I fo- 1 )}c2 = 0,

--ii9+i^)|c2 = 0.
Wyznacznik tego układu przyrównany do zera określa bezwymiarowy, na ogół zespolony,
parametr częstości (urojonej częstości) Q w zależności od wielkości siły ściskającej /?, pa-
rametrów charakteryzujących tłumienie Bt i Tt oraz pozostałych parametrów:

+ [2(l+4y+4y2)+8y2
W+P(r1-l-4y2-2riy)]T2}Q-\-

+ [8 V —4(1—»7)(2+^+2(1-??) £2] - 0.
Jeśli tylko wszystkie pierwiastki równania (2.7) mają ujemne części rzeczywiste, to

ruch układu jest stateczny; ruch przestaje być stateczny, gdy chociaż jeden z pierwiastków
będzie miał część rzeczywistą dodatnią. Przyrównanie części rzeczywistych pierwiastków
równania (2.7) do zera prowadzi do tzw. kinetycznego kryterium stateczności, pozwala-
jącego na obliczenie siły krytycznej, powodującej zamianę drgań ustalonych z malejącą
amplitudą na drgania z amplitudą rosnącą w czasie. W przypadku równania czwartego
stopnia kryterium Routha-Hurwitza pozwala na obliczenie poszukiwanej siły krytycznej.

Układ traci również stateczność (przez wyboczenie), gdy istnieje sąsiednie, dowolnie
bliskie, odkształcone położenie równowagi trwałej. Zachodzi to wówczas, gdy wyraz wolny
równania (2.7) jest równy zeru (kryterium statyczne, Q = 0).

Siła krytyczna obliczona w oparciu o kryterium statyczne (w zakresie, w którym to jest
możliwe) jest na ogół niższa od siły krytycznej obliczonej z kryterium kinetycznego, cho-
ciaż, jak wykazano w pracy [3], nie jest to ogólna reguła.

Dla uproszczenia dalszych obliczeń założymy, że równe sobie masy są umieszczone
w środku sztywnych prętów oraz, że stałe sprężystości w przegubach są również sobie

równe, tzn. przyjmiemy: a = —, y = --, fi = I, tp = 1. Równanie (2.7) przybiera wobec

tego postać

+16B1T2+144B2T2+\6B2T1+T1T2]Q2+{m(2-p+rlp)B1 +
/?-^)r1H-[160+8(2)?-5)/8]ra}fi+
+64[4-6(ł-ł?)/?+(l-ł?)/S

2] = 0.
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Kryterium statyczne pozwala na obliczenie siły krytycznej tylko w pewnym zakresie
zmienności współczynnika śledzenia r\ i polega na przyrównaniu do zera wyrazu wolnego
równania (2.8). Otrzymana w ten sposób siła krytyczna

(2.9)

nie zależy od parametrów charakteryzujących tłumienie.
W przedziale, w którym kryterium statyczne nie prowadzi do rozwiązania (w naszym

przypadku 5/9 < r\ < 1), musimy stosować kryterium kinetyczne. Ruch typu (2.4) jest
stateczny, jeśli częstość kołowa Q nie ma dodatniej części rzeczywistej. Warunkiem ko-
niecznym stateczności w przypadku wielomianu czwartego stopnia typu (2.8)

(2.10) LQ*+MQ3+NQ2+SQ+R = 0

jest spełnienie nierówności

(2.11) LS2-MNS+M2R<0.

Jeśli dodatkowo wszystkie współczynniki równania (2.10) są dodatnie, to jest to również
warunek wystarczający, znany pod nazwą kryterium stateczności ruchu Routha-Hurwitza
[7]! Przyrównanie do zera wyrażenia (2.11) pozwoli rozgraniczyć stateczny obszar ruchu
od niestatecznego.

Należy tu zwrócić uwagę na fakt, iż nieuwzględnienie tłumienia wewnętrznego i ze-
wnętrznego, tzn. założenie od początku, że B1 — B2 = Ti = T2 = 0 prowadzi do równa-
nia dwukwadratowego na częstość drgań (M = S = 0), dla którego kryterium kinetyczne
stateczności ma postać

(2.12) JV2-4ZJ? = 0.

Kryterium to można otrzymać z (2.11) tylko przy założeniu, że współczynniki M i S1 zmie-
rzają do zera w ten sposób, aby spełniona była zależność

a m M - N

(2.13) . -S-~2R>
która, oczywiście, na ogół nie jest spełniona. Wobec tego, kryterium (2.11) pozwala obli-
czyć siłę krytyczną przy tłumieniu zmierzającym do zera z reguły różną od obliczonej
w oparciu o kryterium (2.12).

Tak więc w przypadku braku tłumienia z równania (2.12) otrzymujemy

Uwzględniając tłumienie korzystamy z kryterium (2.11), które prowadzi do równania
kwadratowego na siłę krytyczną

(2.15)
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A = b2-bce+64(l-r])c2,

B = 2ab-~bcd-ace+3&4(l-i])c2,

C = a2-acd+256c2,

a = 256+256£+16*;+160£K,

b = (l-5j)(128+256?+8»)-8(2t;-5)|«,

c ===

132

gdzie

(2.16)

e-24(2-??).
Wprowadzono tu następujące parametry:
B2jJBi = C — charakteryzuje niejednorodność tłumienia wewnętrznego;
T^/Ti = 1 — charakteryzuje niejednorodność tłumienia zewnętrznego;
TJ/JBI = « — charakteryzuje stosunek wielkości tłumienia zewnętrznego do wewnętrznego.
Przedstawimy teraz kilka szczególnych przypadków rozwiązania równania (2.15).

2.2. Brak tłumienia zewnętrznego: Tt = T2 = 0. Na rys. 2 przedstawiono zależność siły
krytycznej /? od współczynnika śledzenia r\ w przypadku, gdy tłumienie wewnętrzne zmierza

Rys. 2

do zera, a stosunek tłumień w przegubach jest stały I £ = 0, K = 0, Bx -*• 0, B2 -> 0, -^- =

= u . Stopień destabilizacji zależy tu w istotny sposób od parametru £; dla £ -+ oo des-

tabilizacja jest największa. Gdy. r\ — 1, siła krytyczna jest dziesięciokrotnie mniejsza od

siły krytycznej obliczonej bez uwzględnienia tłumień.
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2.3. Brak tłumienia wewnętrznego: B1 = B2 — 0, T1 -* 0, T2 -> 0. Zależnie od parametru
i otrzymujemy krzywe /?(»/) niewiele odbiegające od przypadku, gdy nie ma tłumienia.
Na przykład dla f = 0 i f = co otrzymujemy krzywą £ = 0 z rys. 2, dla f = 1 wykres
JS(J?) pokrywa się z wykresem otrzymanym w przypadku gdy nie ma tłumienia. Wyniki
obliczeń świadczą o tym, iż niejednorodne tłumienie zewnętrzne może również powodować
destabilizację układu, chociaż w naszym przypadku jest ona bardzo mała. Przy sile śledzą-
cej (i] = 1) destabilizacja nie występuje w ogóle.

2.4. Jednorodne równoczesne tłumienie wewnętrzne i zewnętrzne. Gdy tłumienia są jednorodne
(f = 1, | = 1) i zmierzają do zera, jednak w ten sposób, aby ich stosunek był stały, otrzy-
mujemy krzywe przedstawione na rys. 3. Jak widać stopień destabilizacji zależy od sto-

Ł-1. i-'

0 £1,2 Ofl 0,6 H8 1,0 1,2 1,4 1,6 I)

Rys. 4

sunku tłumienia zewnętrznego do wewnętrznego i nie jest tak duży jak w przypadku 2.2.
W przypadku jednorodnych tłumień (£ = 1, £ = 1) i x = 1 nie zmierzających do zera,
otrzymujemy wykresy przedstawione na rys. 4. Wzrost tłumienia powoduje wzrost siły
krytycznej, jednak tylko do pewnej granicy.

Ogólnie, gdy B1 -»• co otrzymujemy:

(2.17)
«)—8(277—5)^

2.5. Niejednorodne równoczesne tłumienie wewnętrzne i zewnętrzne. Na rys. 5 i 6 przedstawiono
rodziny krzywych w przypadkach silnych niejednorodności tłumień, wybierając następu-
jące parametry: £ = 1, f = 5, x = 1/5 na rys. 5 i £ = 5, f = 1/5, K = 1, na rys. 6.

Z przedstawionych rys. 2, 3, 4, 5 i 6 wynika, iż siła krytyczna bardzo silnie zależy od
niejednorodności tłumień oraz ich stosunku. Dla ustalonych parametrów £, f i H rośnie
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i-5, d-0,20, "-1

0,5 •1.5 7

Rys. 5 Rys. 6

ona ze wzrostem tłumienia do pewnej wartości granicznej. Przy tłumieniach zmierzają-
cych do zera stopień destabilizacji jest znacznie mniejszy, gdy uwzględniamy tłumienie
zewnętrzne.

3. Destabilizacja pręta wspornikowego (metoda energetyczna)

Przejdziemy obecnie do zbadania wpływu tłumienia zewnętrznego i wewnętrznego na
siłę krytyczną powodującą utratę stateczności pręta jednostronnie utwierdzonego. Zało-
żymy ogólnie, że niepryzmatyczny pręt (rys. 7) znajduje się w strumieniu płynu, porusza-
jącym się z prędkością U w kierunku równoległym do jego nieodkształconej osi. Przyj-
miemy, że niepryzmatyczność pręta opisana jest funkcją określającą zmianę momentu
bezwładności przekroju poprzecznego

(3.1)

Zastosujemy proste, tzw. «tłokowe» prawo oplywu pręta (podobnie jak w pracy KORDAS
[8]), zgodnie z którym obciążenie boczne wywierane na jednostkę długości pręta jest równe

(3.2) \U%~~^P'
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gdzie B — (p0yo)/co J e s t stałą charakteryzującą własności płynu. Dla gazu c0 oznacza
prędkość dźwięku, y0 — wykładnik politropy, U — prędkość strumienia, Z>(f)— zmienną
szerokość płytki, w — ugięcie pręta w punkcie f. Jak łatwo można wykazać [8], człon
2Bb(C) 8w/8t we wzorze (3.2) stanowi ciśnienie wywierane przez płyn na pręt, wynikające
z dodatkowego ruchu drgającego pręta w poruszającym się strumieniu. Tak więc, w przy-
padku płynu spoczywającego ((7 = 0) funkcja 2BbQ) charakteryzuje tłumienie zewnętrzne
(wiskotyczne) ruchu pręta w płynie i może być, niezależnie od zmiennej szerokości pręta,
przyjęta dowolnie jako funkcja określająca niejednorodność tłumienia zewnętrznego.
Składową pionową ciśnienia występującą przy opływie pręta niepryzmatycznego pomijamy

i n i

Rys. 7

jako małą drugiego rzędu. Oprócz ciśnienia bocznego na swobodny koniec pręta działa
niekonserwatywna siła ściskająca, której kierunek działania ulega zmianom w czasie ruchu
pręta i jest określony przez współczynnik śledzenia rj (rys. 7).

Aby uwzględnić również tłumienie wewnętrzne materiału pręta założymy, iż może on
być opisany prostym modelem Voigta-Kelvina

(3.3) a =

gdzie £(£) jest to zmieniający się wzdłuż długości pręta moduł Younga, a A(£) — zmienia-
jący się współczynnik lepkości charakteryzujący tłumienie wewnętrzne. Zmienność mo-
dułu Younga i współczynnika lepkości pozwala na zbadanie wpływu niejednorodności
sprężystej i lepkościowej na stateczność pręta.
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Aby zbadać stateczność pręta obciążanego w opisany powyżej sposób, rozważymy
ruch układu (małe drgania) stosując przybliżoną metodę energetyczną. Analizę dokład-
ności tej metody (ale bez uwzględnienia tłumienia) przeprowadzono w pracy KORDAS
i ŻYCZKOWSKIEGO [9]. Wprowadzając zmienne bezwymiarowe

X = |//, y = W/l,

zapiszemy linię ugięcia pręta w postaci przybliżonej

(3.4) y(x,t)

w której funkcje yi{x) powinny spełniać wymagane warunki brzegowe.
Dalszy tok postępowania polega na rozwiązaniu układu równań różniczkowych zwy-

czajnych (wynikających z równań Lagrange'a) na funkcje qt(t), określających w sposób
przybliżony ruch układu i jest szczegółowo przedstawiony w pracy Kordas [8] dla pryz-
matycznego pręta idealnie sprężystego. Powtórzymy tu podstawowe wzory

n n I

(3.5) r = -jm/3 Jj? y^a^qj, au = J
i l 1 0i-l ; = 1

T oznacza tu energię kinetyczną układu, m — masę jednostki długości pręta. Wykładnik
«x w najczęściej spotykanych przypadkach przyjmuje wartości: x1 = 1 dla pręta płasko-
zbieżnego o stałej wysokości przekroju poprzecznego, %x — \\2 dla pręta równomiernie
wszechstronnie zbieżnego, »j = 1/3 dla pręta płasko-zbieżńego o stałej szerokości prze-
kroju.

n n 1

(3.6) V = ~Źj-£J£btjqtqj, bu = f fl{x)g(x)y'i
l(x)y'j\x)dx,

(=i j=\ b

V jest tu potencjalną energią sprężystą przy zginaniu;

(3.7) Al="2plS
/=1 7=1

At jest pracą składowej pionowej siły P (stałej dla małych ugięć pręta).
Poza tym należy jeszcze obliczyć uogólnione siły niekonserwatywne, pochodzące od

składowej poziomej ciśnienia płynu (składowa pionowa jest zaniedbywalnie mała), od
składowej poziomej siły. skupionej P oraz od członu charakteryzującego lepkość materiału
w równaniu (3.2). Jak łatwo można wykazać obliczając elementarną pracę wymienionych
sił na przemieszczeniach wirtualnych dq,, siły uogólnione mają postać

(3.8) C, = -Plr,
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gdzie

eij= ) fi(x)yi(x)y)(x)dx,
b

sij = jfa(x)yt(.x)yj(x)dxt

66
i

Równania Lagrange'a drugiego rodzaju

d I 8w\ dW

(3-10> i
w których

określają ruch układu w sposób przybliżony. Korzystając ze wzorów (3.5)—(3.9) i pod-
stawiając je do równań (3.10) otrzymujemy

J-l

PI2 . . . „2Bb^
= 0, / = 1, ...,«.

EQJQ

Zakładając w dalszym ciągu, że współrzędne uogólnione qt{t) są następującymi funkcjami
czasu:

(3.12) gi(t) = Aie
 y, y% = - °-• , [y] = sek,

gdzie: co — bezwymiarowa częstość, At — stałe współczynniki, sprowadzamy układ rów-
nań różniczkowych (3.11) do układu jednorodnych równań algebraicznych ze względu
na stałe A{

(3.13) £ {a.j0J2+(aSi.+ dz.J)m+[b..-p(c.j-vdij)-U*eij)}Aj = 0, i = 1, ..,,«.

W równaniach (3.13) wprowadzono następujące parametry bezwymiarowe:

ORh I4- 3 OTłh P Pl2

(3 14)
yE0J0 yE0 E0J0 E0J0

charakteryzujące odpowiednio tłumienie zewnętrzne, tłumienie wewnętrzne, prędkość
płynu i siłę ściskającą.
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Wyznacznik główny układu równań (3.13) przyrównany do zera określa bezwymia-
rową częstość a> w zależności od siły ściskającej /?, parametrów tłumienia a i <3 oraz po-
zostałych parametrów. W przypadku dwóch stopni swobody otrzymujemy równanie
czwartego stopnia ze względu na częstość at o postaci (2.10) i badanie stateczności układu
przebiega tak samo jak w części drugiej pracy.

Ponieważ chodzi nam tu przede wszystkim o zbadanie efektu destabilizacji z uwzględ-
nieniem tłumienia zewnętrznego, więc w dalszym ciągu uczynimy szereg uproszczeń; za-
łożymy mianowicie, że badany pręt jest jednorodny (sprężyście i lepkościowo), pryzma-
tyczny oraz że porusza się w ośrodku spoczywającym, tzn. przyjmiemy/i (x) = l,/2(x) = 1,
f3(x) • 1, rfa) H 1 oraz U* = 0.

Przechodząc do szczegółowych obliczeń założymy równanie linii ugięcia w postaci
dwuparametrowej, w której funkcje yt(x) i y2(x) są równe [8]:

Ji(*) = *4~
yi(x) = - ;

a więc spełniają następujące warunki brzegowe:

(3.16) 7ł(0) = y'M = y\'i\) = y\"(\) = 0.

Warunki te odpowiadają obciążeniu pręta siłą śledzącą {rj = 1) i funkcje (3.15) nie speł-
niają warunku brzegowego na siłę poprzeczną dla dowolnych wartości współczynnika śle-
dzenia rj. Jednak, jak wykazano w pracy [8], • uproszczenie to w małym stopniu wpływa
na dokładność wyników, przynajmniej w zakresie siły podśledzącej (•>] < 1), do którego
się obecnie ograniczymy.

W celu uproszczenia obliczeń numerycznych, początek układu odniesienia będziemy
w dalszym ciągu pracy, przyjmować na swobodnym końcu nieodkształconego pręta (układ
stały). W układzie tym funkcje (3>15) mają postać

Współczynniki <zy, by, c y , e y , stJ i zfJ pozostają bez zmiany, a współczynniki ć/,y zmieniają
jedynie znak. Po prostych obliczeniach otrzymujemy:

104 664 1000
au - su> an - ™ , a12 - a2l - — , a22 = ~ T ,

, , 144 400
"LI = tyj, on = -j-, ol2 = b21 o 40, b22 = - y ,

(3.18)
_ 721 _ 27 _ 160

C l 1 n~i Cl2 — C 21 y~j C22 — "~Q~'

da = 12, rf,a = 15, da = 16, ^22 - 20,
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Równanie określające częstości (2.10) ma w naszym przypadku następujące współczynniki:

L = a11ai%—a\2,

M = a(alls22+aZ2sli-2ai2si2)+ó(a11b22+a22bll-2a12b11),

N-Bi—PBi+B,,

Bi — anb22+a22b11—2a,2b12,

B2 = a11c22+a22c11—a12c21 — a21c12, .

B3 = a.2(s11s22-sj2)+aó(s11bZ2+s22bu—2s12b12)+d2(b11b22-b2
2);

S = Ci pC2,

C1 = a

C2 = O.

Dx = b11b22—bl2,

D2 = b11'c22+b22ćil

D C12C21>

Wprowadzając pomocniczy parametr x określony jako stosunek tłumienia wewnętrznego
do zewnętrznego

(3.20) « = d/a

otrzymujemy przy przyjętych uproszczeniach i założonych funkcjach (3.17)

L = 0,00716828,

M = a(0,0143366+3,786435?<;),

Bt = 3,786435,

B2 = 0,241893-0,151227^,

B3 = a2(0,00716828+3,786435*:+45,71428!x:2),

^•2 1^ d = a(3,786435+91,42856«),

C 2 = a[(0,241893-0,151227*)+(19>75510-21,71428»?)4

D 1 = 45,71428,

D 2 = 19,755K)-21,71428?7,

B3 = 0,607143-0,547619??.

Statyczne kryterium stateczności, R = 0, prowadzi do rozwiązania

(3.22) p ,

które przedstawiono wykreślnie na rys. 8.

Kinetyczne kryterium stateczności (2.11) przybiera postać równania kwadratowego:

(3.23) (AC2
2+M2D3-MB2C2)P2 + (MB1C2+MC132~-M2D2-2AC1C2 +

+MC2B3)p+(ACl+M2Dl-MBlCl-MC1B3) = 0,

z którego obliczamy siłę krytyczną w zależności od rj, a i 6.
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Przedstawimy tu rozwiązania szczególne w przypadku, gdy tłumienie wewnętrzne
i zewnętrzne zmierzają do zera, jednak w ten sposób aby stosunek « = d/a był stały.

1) H = 0, brak tłumienia wewnętrznego,

(3.24)
633,831

2) K

(3.25)

3) x

(3.26)

= 0,

= 0,

0 =

05,

{

10,

™ -

(30,7853—12,71432??)±|/—319,9269+989,2586?; —543,6581?;2

329,7198

(16,01457-6,6140137/) ± y - 4 0 2 , 9 7 3 3 + 1246,0507^-684,7800^2

268,5542

(13,04374- 5,387061?;)±]/-366,9693 + l 134,721 I J ^ - 6 2 3 , 5 9 7 4 ^ 2

4) H — oo, brak tłumienia zewnętrznego,

(3 27) R = — m>™
(8,77559-3,624316)?)±]/-284,3457+879,24449?-483,1985^2

Zależności (3.24)-(3.27) przedstawiono na rys. 8. Potwierdzają one wnioski wyciągnięte
w poprzedniej części pracy. Stopień destabilizacji zależy w istotny sposób od stosunku

(1 0.2 0/1 0,fi 0,8 1,0 V 1/

Rys. 8

wielkości tłumienia zewnętrznego do wewnętrznego. Z powodu małej dokładności metody
energetycznej, przy przyjętych funkcjach (3.15), dalszych obliczeń nie przeprowadzono.
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Błąd obliczeń sięga 10% w zakresie r\ < 1 (ścisła wartość siły krytycznej dla K — oo i rj = 1
jest równa /? = 10,76, a nie /5 = 11,50), natomiast jest znacznie większy dla r\ > 1.

Być może, iż uzyskane w niniejszej pracy wyniki tłumaczą rozbieżność między danymi
doświadczalnymi [6, 13] i wartością śledzącej siły krytycznej, obliczoną z uwzględnieniem
tłumienia wewnętrznego malejącego do zera. Doświadczenia wykazują raczej zgodność
z górną wartością siły krytycznej (/? x 20), obliczoną bez uwzględnienia tłumień. W prze-
prowadzonych eksperymentach, obok znikomego tarcia wewnętrznego, występowało pewne
znikome tłumienie zewnętrzne i dopiero ich stosunek decyduje o wielkości siły krytycznej.
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COBMECTHOE BJIIMHHE HEOJJHOPOflHOrO
BHEIIIHErO H BHYTPEHHErO TPEHI'M
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BHyipeHHero ii BHenmero Tpeinra. H.0Ka3aH03 «TO adptjKKT flecTa6Hjnraau;HH iieKoncepBaTHBUMX
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3aBHcirr cymecTBeHHŁiM o6pa3OM o'j? cooTHOiueHHH napaMeTpoBj xapaKTepn3yiomHX BHyTpeHHce H BHem-
Hee TpeHne3 a TaioKe OT CTenenn HeoflHopoflHocra flei«nc{)HpcBaHHJi.

3aBiicHiviocTb KpHTimecKoro ycHJiHH OT noi<a3aTejiH aneflflruero acbtfreKTa ycHJiHH3 OT napa-
xapaKTepirayiomHX HeoflnopoflHOCTB fleMiKbHpOBaimfl;, a iaioi<e OT Be.iH^HHbi TpemiJi. JJ,nn

cny^aa iwoflejui l^Hraepa nojiyqeno Towioe peoueHHej fljia saKpenxteiraoro CTep>i<HH pe3ynBTaT
npw noMomn npn6nn>i<eHHoro 3HepreTHqeci<oro MeTofla OI^HKH

IIoxryiieHHhie 3aBHcnMocTH CBHAeTentcTByioT o 'lorn, •qio BHemnee Tpcnne ocjiaSnneT 3(|)4)eKT
6HJIH3ai(HHj BBI3BaHH0H BHyTpBHHH p

S u m m a r y

INFLUENCE OF SIMULTANEOUS NON-HOMOGENEOUS EXTERNAL AND
INTERNAL DAMPING UPON THE STABILITY OF NON-CONSERVATIVE SYSTEMS

The paper presents the problem of stability of Ziegler's model and of a cantilever beam compressed
by non-conservative load. The existence of non-homogeneous internal and external damping is taken into
consideration. It has been proved that the effect of destabilization substantially depends on the ratio of
parameters characterizing the internal and external damping, and on the degree of non-homogeneity of
these dampings.

The critical force has been expressed in terms of the direction of compressive force, the non-homo-
geneous damping parameters and their ratio, and of the magnitude of damping. The results are accurate
in the case of Ziegler's model and approximate in the case of cantilever beam where the approximate energy
method of investigation of the stability problem has been applied.

The results obtained prove that the external damping decreases the destabilization effect produced
by the internal damping.
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O MOŻLIWOŚCI OPISU PEŁNEGO PROCESU PEŁZANIA METALI*

MARCIN C H R Z A N O W S K I (KRAKÓW)

1. Wstęp

Problemy pełzania metali od kilkudziesięciu lat przyciągają uwagę badaczy nie tylko
w związku z konkretnymi zadaniami stawianymi przez dynamicznie rozwijający się prze-
mysł, lecz także jako uogólnienie procesu odkształcania ciał stałych. W istocie pełzanie,
jako jeden z działów reotogii, przedstawia sobą wielowymiarowy proces opisany równa-
niem

(1.1) 0(e, ff, t, T) = 0,

gdzie e oznacza odkształcenie, a —naprężenie, t — czas, T—temperaturę. Mimo nagro-
madzenia znacznej ilości wyników badań doświadczalnych, prowadzonych głównie w kra-
jach o wysokim stopniu uprzemysłowienia (USA, ZSRR, Angia, Szwecja, Japonia),
a także licznych prac teoretycznych, brak jest w chwili obecnej teorii, pozwalającej na opis
pełnego procesu narastania odkształceń pełzania od przyłożenia obciążenia aż do zniszcze-
nia materiału w wyniku zachodzących procesów fizycznych, związanych z budową mate-
riału.

Przyjmowane uproszczenia w opisie pełzania metali polegają przede wszystkim na
rozdzieleniu zmiennych w (1.1)

(1.2) kc-=g{etaJ)h{T),

gdzie ec oznacza odkształcenie pełzania, a kropką oznaczono różniczkowanie po czasie.
Dotychczasowe teorie nawet dla funkcji g nie podają postaci, umożliwiającej opis przebiegu
całego procesu. Wyjątek stanowi tu teoria starzenia, słormułowana przez SODERBERGA [18],
dla której

(1.3) F,C = <p(o, t).

Posługując się krzywymi izochronicznymi, można na jej podstawie wyznaczyć odkształcenia
dla kolejnych, ustalonych wartości czasu. Znane niedostatki tej teorii (nieinwariantność
w stosunku do zmiany początku osi czasu, przydatność tylko dla słabo zmieniających się
obciążeń) powodują, że mimo swej prostoty jest ona stosowana tylko w szczególnych
przypadkach i równaniu (1.3) nie można przypisać uniwersalnego znaczenia.

*) III nagroda na Ogólnopolskim konkursie na prace teoretyczne z mechaniki, zorganizowanym przez
Oddział Warszawski PTMTS w 1970 r.
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Powszechnie przyjętym sposobem prowadzenia obliczeń na pełzanie jest umowne
rozbicie typowej (zawierającej wszystkie trzy okresy) krzywej pełzania na trzy odcinki
(rys. 1) i wykorzystywanie dla opisu każdego z nich niezależnych równań. Zwykle drugi
okres pełzania stanowi znaczną część życia konstrukcji i stąd, a także dzięki swej prostocie,

Rys. 1

szerokie zastosowanie znalazła teoria pełzania ustalonego, dla której związek fizyczny
ma postać

(1.4) h.~M'
Dla pierwszego okresu pełzania zmianę odkształceń w czasie dobrze opisuje teoria

umocnienia, sformułowana przez LUDVIKA [6], a następnie rozwinięta przez NADAIA [7]
i DAVENPORTA [3]. Według tej teorii, prędkość odkształceń pełzania jest określona przez
wartość działającego naprężenia i aktualną wartość odkształcenia pełzania

(1.5) = g(cr, ec).

Przy wykorzystaniu podobieństwa krzywych pełzania, które dla pierwszego okresu pełzania
jest dobrze potwierdzone doświadczalnie [16], równanie stanu (1.5) można zapisać w postaci

(1.6) hc8*B ~f(p),

gdzie dla funkcji/przyjmuje się różne postaci, np:

f(a) = Aa",

f(cf) = xexp-£-,(1,7)

zaś a, x, fj, n, n0, A, C, D oznaczają stałe materiałowe. Zakres stosowania teorii umocnie-
nia jest jednak ograniczony tylko do pierwszego okresu pełzania.

Próbą opisu pierwszego i drugiego okresu pełzania jest koncepcja ODQVISTA [11],
polegająca na przedłużeniu prostej odpowiadającej odcinkowi pełzania ustalonego do
przecięcia z osią odkształceń (rys. 1). Długość odcinka odciętego w ten sposób na osi
odkształceń jest funkcją naprężenia i obejmuje odkształcenie sprężyste, natychmiastowe
odkształcenie plastyczne oraz częściowo odkształcenie pełzania nieustalonego.
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Analiza odkształceń pełzania w trzecim okresie pełzania stała się możliwa (w określonym
przedziale naprężeń i temperatur) dzięki opracowaniu i rozwinięciu teorii kruchego znisz-
czenia w wyniku pełzania. Podstawowymi były tu prace KACZANOWA [5] i RABOTNOWA [14].
Proces narastania uszkodzeń dla jednoosiowego stanu naprężenia opisuje równanie (por.
[14])

gdzie co — parametr charakteryzujący stopień uszkodzenia materiału, k i B — stałe
materiałowe zależne od temperatury, /? — stała zależna od hipotetycznego kształtu roz-
wijających się szczelin. Warunek początkowy dla równania (1.8) ma postać
(1.9) co(/ = 0) = 0,

a warunek zniszczenia

(l.io) m(t = g = i.

Należy tu podkreślić, że warunki te — przyjmowane zresztą w dalszym ciągu pracy —
stanowią jedynie idealizację rzeczywistego procesu; warunek (1.9) oznacza, że przyłożenie
w chwili / = 0 obciążenia nie wywoła natychmiastowego uszkodzenia, zaś warunek (1.10) —
pominięcie faktu, że w chwili osiągnięcia pewnej wartości co.,. < 1 zajdzie natychmiastowe
zniszczenie na skutek przekroczenia wytrzymałości doraźnej.

Wykorzystując równania (1.8) (przy /} = 0) i (1.4), RABOTNOW [15] zaproponował opis
pełzania krótkoczasowego o postaci

(1.11) e c =/(tf,co), m = (p(a,co).

O nieprzydatności tego opisu dla drugiego i trzeciego odcinka typowych krzywych pełzania
decyduje fakt, że stałe materiałowe występujące w pierwszym z równań (1.11), a wyznaczane
na podstawie odcinków krzywych pełzania odpowiadających pełzaniu ustalonemu, są
skażone na skutek uszkodzeń materiału, występujących już w tym okresie pełzania [5].
Niedostatkiem tym jest również obarczona propozycja SODERQUISTA [19] sprzężenia równań
teorii Odqvista z równaniem (1.8) przez wprowadzenie funkcji OJ do związku e—a.

W prezentowanej pracy podano opis procesu pełzania w oparciu o równania teorii
umocnienia i kruchego zniszczenia." Opis taki nie może jednak stanowić celu samego dla
siebie; skonstruowana teoria musi spełniać dwa podstawowe warunki: z jednej strony
musi ona lepiej niż dotychczasowe teorie opisywać i wyjaśniać znane fakty doświadczalne,
z drugiej —> lepiej przewidywać zachowanie się materiału pod obciążeniem. W dalszym
ciągu skupiono uwagę głównie na pierwszym z wymienionych warunków, który jest
warunkiem koniecznym akceptacji każdej teorii.

2. Podstawowe równania dla jednoosiowego Stanu naprężenia

Podstawą proponowanego opisu jest doświadczalnie obserwowany fakt zachodzenia
w czasie pełzania metali i ich stopów dwu zjawisk: umocnienia i narastania uszkodzeń
(mikrospękań). Założymy, że oba te procesy rozpoczynają się w chwili przyłożenia obciąże-
nia i rozwijają się równolegle aż do momentu zniszczenia, przy czym proces umocnienia

10 Mechanika teoretyczna
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przebiega z malejącą prędkością, zaś proces narastania uszkodzeń — ze wzrastającą.
Występowanie umocnienia w pierwszym okresie pełzania jest widoczne z przebiegu krzy-
wych pełzania. Podobnie, kształt krzywej pełzania w trzecim okresie można wyjaśnić
uszkodzeniami, intensywnie narastającymi w tym okresie i powodującymi osłabienie
materiału (se > 0). Rozwój uszkodzeń był jednak także stwierdzany już we wczesnych
stadiach pełzania [17]. Tak więc, spośród przyjętych założeń, jedynie założenie o trwaniu
procesu umocnienia na dalszych etapach pełzania ma charakter czysto hipotetyczny.

Równanie opisując eodkształcenia pełzania—przy wykorzystaniu powyższych założeń—
otrzymamy, wprowadzając do równań teorii umocnienia (1.6) naprężenie efektywne
(odniesione do nieuszkodzonej powierzchni przekroju poprzecznego próbki)

(2.1) ^ -

gdzie dla funkcji co zachowuje swą ważność równanie teorii zniszczenia kruchego

(2.2) *-.-\l-„

a o, n, k, A, B są stałymi materiałowymi.
W dalszym ciągu przyjęto, że pełne odkształcenie jest sumą odkształcenia pełzania

i odkształcenia sprężystego

(2.3) e = ec-t-ee,

przy czym zakłada się, że rozwijające się uszkodzenia materiału nie mają wpływu na
odkształcenia sprężyste

(z.4J se — — .

Równania (2.1), (2.2) są ważne tylko dla a > 0. Dla a < 0 należy położyć co = 0,
gdyż teoria zniszczenia kruchego zaproponowana w pracach [5, 14] nie obejmuje przy-
padku ściskania. Warto jednak zauważyć, że i dla a < 0 będą się rozwijały uszkodzenia,
które ponadto będą wpływały na odkształcenia pełzania przy rozciąganiu poprzedzonym
ściskaniem. Proponowany opis nie obejmuje tych zjawisk.

Na zakończenie tego rozdziału zaznaczmy, że układ równań (2.1), (2.2) nie opisuje
niesprężystego nawrotu (odwrotnego pełzania) ani starzenia metali czy ich stopów w wyniku
długotrwałego działania podwyższonej temperatury. Proponowaną koncepcję można więc
stosować dla metali o stabilnej strukturze, które nie wykazują powyższych własności.

3. Stałe materiałowe

W równaniach (2.1) i (2.2) figuruje pięć stałych materiałowych: a,ntk,A,B. Stałe
a,», A można wyznaczyć jak dla zwykłej teorii umocnienia (teorii sformułowanej dla
naprężeń nominalnych, tzn. odniesionych do początkowej, nieuszkodzonej elementarnej
powierzchni), wykorzystując jednak tylko początkowe odcinki krzywych pełzania, dla
których stopień uszkodzenia materiału jest pomijalnie mały. Stałą <x wyznacza się wprost
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z krzywych pełzania, przedstawionych w układzie dwulogarytmicznym. Dla wyznaczenia
stałych n i A konieczne jest sporządzenie wykresu zależności odkształcenia pełzania od
naprężenia. Jeśli wykres ten sporządzić dla ustalonego czasu t — const, okazuje się, że
stałe n i A zależą od naprężenia (zob. np. [9]) i równanie teorii umocnienia nie może być
stosowane dla pełnego zakresu naprężeń, jakie może przenosić materiał. Porównywanie
wartości odkształceń pełzania, wywołanych różnymi naprężeniami, dla ustalonego czasu
fizycznego t nie wydaje się jednak słuszne. Porównywalne mogą być jedynie odkształcenia
pełzania dla ustalonego czasu względnego

(3.1) T = — = const,

gdzie t# = z* (o1) jest czasem zniszczenia próbki przy danym, stałym naprężeniu c (rys. 2).
Tak wyznaczone punkty krzywej, obrazującej zależność ec od a będą się teraz układać
wokół jednej prostej, a więc n i A nie będą zależały od naprężenia.

fc

t=const./

x=constv/ .

/

—-—-

I s___--—
. • — • —

/J3

/

—. —— a-,

fc-

Rys. 2

Stałe k i B można wyznaczać tak, jak zwykle się to robi — z krzywej wytrzymałości
czasowej (tzn. zależności t^—a). Jest to jednak kłopotliwe, gdyż wymaga przeprowadzania
długotrwałych badań przy niezbyt wysokim poziomie naprężeń, tak dobranym, aby przełom
w chwili zniszczenia miał charakter kruchy. Proponowany opis pozwolić może na łatwiejsze
i szybsze wyznaczenie stałych materiałowych k i B. Znając stałe a, n, A stałe k i B możemy
wyznaczyć, żądając spełnienia w dowolnej chwili czasu zgodności wartości odkształcenia
i jego prędkości, wyliczonych na podstawie proponowanego opisu z odpowiednimi war-
tościami zmierzonymi doświadczalnie. Ten sposób postępowania pozwoli uniknąć dłu-
gotrwałych badań, doprowadzanych aż do chwili zniszczenia próbki i szacować czas
zniszczenia na podstawie stosunkowo krótkotrwałych badań.

4. Pełzanie przy stałym naprężeniu rozciągającym

Dla a — a0 = const z (2.2) otrzymujemy

(4.1)

10*

= i_a-TU+i.
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gdzie T = tjtj., a tĄ. = [Bfk+fycfo]'1 jest czasem kruchego zniszczenia. Podstawiając (4.1)
do (2.1) otrzymamy po rozdzieleniu zmiennych

1 1

Scałkowanie powyższej równości przy założeniu n ^ /e-f-1 daje

«+i A

a dla n — k+1

(4.2.2)

Ze związków tych widać, że podobieństwo krzywych pełzania zachodzi w przybliżeniu
tylko dla małych wartości z, tzn. tylko dla początkowego okresu pełzania. Fakt ten był
obserwowany doświadczalnie [16].

W chwili zniszczenia jest t — t* (czyli T = 1), a wartość odkształcenia pełzania wynosi

(4.3)

co dla
i

A

-n+fc+1
dla

Przypadek n < / c + l zachodzi rzadko (zob. np. stałe materiałowe przytoczone w [13])
i proponowany opis daje na ogół ec.|: = co. Ten niedostatek teorii wynika z idealizacji
warunku brzegowego (1.10) dla ca w chwili zniszczenia.

5. Skokowa zmiana obciążenia

Porównanie doświadczalnych krzywych pełzania przy skokowej zmianie obciążenia
z krzywymi teoretycznymi stanowi przejrzystą weryfikację różnych teorii pełzania. Naj-
lepszą zgodność z doświadczeniami daje teoria umocnienia, choć i dla niej krzywe teoretycz-
ne układają się poniżej krzywych doświadczalnych. Dla poprawienia ich przebiegu pro-
ponowano ulepszenie teorii umocnienia przez wprowadzenie jako miary umocnienia nie
wartości aktualnego odkształcenia ec, lecz parametrów:

q = f ecd<f,

jak w pracy [10], lub

q = J achc

jak w [20]. Otrzymywano w ten sposób lepszą zgodność przy skokowym zwiększaniu
naprężenia, lecz gorszą — w stosunku do zwykłej teorii umocnienia — przy skokowym
zmniejszaniu obciążenia.

Zgodnie z proponowanym opisem, prędkość odkształcenia pełzania przy skokowej
zmianie obciążenia zależy nie tylko od aktualnej wartości odkształcenia, lecz także od
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wielkości nagromadzonego uszkodzenia w momencie zmiany obciążenia. Prędkość ta
będzie —jak to widać z wyjściowych równań (2.1), (2.2)—• większa niż to wynika ze
zwykłej teorii umocnienia.

Dla opisu pełzania przy zmiennych naprężeniach Odqvist sformułował komutatywne
prawo pełzania [12], zgodnie z którym odkształcenie pełzania w wyniku działania kilku
stałych, lecz różnych naprężeń nie zależy od kolejności ich przyłożenia, pod warunkiem,
że czas ich działania jest taki sam. Zasada komutatywności nie jest na ogół potwierdzana
doświadczeniami, na co zresztą zwracał uwagę już jej autor. Poniżej pokażemy, że pro-
ponowany opis również nie potwierdza tej zasady a więc daje wyniki jakościowo zgodne

a/aB

m

At-, A1z

r nprogram

Atz

• I program

Rys. 3

z doświadczeniami. W tym celu rozważmy w oparciu o proponowaną koncepcję, odkształ-
cenia pełzania dla obciążenia zrealizowanego według dwóch programów (rys. 3). Wy-
korzystując rozwiązanie podstawowego układu równań (2.1), (2.2) i przyjmując n > fc+1,
otrzymamy następujące wartości odkształceń:

dla I programu obciążenia

fc+l-n

(5.1)

•

dla II programu obciążenia

«+1
k+l-n
ft+1

[ At[
l -

= maQ> m < \ ,

k+l-n 1
4+1

- 1 .

> «„„ - " I ,

At2 = t2, a=tfo,
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[ A a-L1
k+l-n

At, I k+1

1+1-Ł 1
K+1

- l "

We wzorach tych oznaczono

1

Stosunek końcowych wartości odkształceń pełzania dla obu programów (5.2), (5.4) wynosi

k+l-n k+l-n
A ~I fc + 1 f A A

l-^h-mĄ rm-fc-1]4-11 - 4 ^ - -4^-m*
(5.5) s =

£cll2 _ L ^*0 J
t+l-ll

l_illi [1—w"-
'*o

t+l-n
t+1

- 1

Dla zwykłej teorii umocnienia wartości odkształceń w chwili t2 dla obu programów
potwierdzają zasadę komutatywności i wynoszą

i

(j.u) 6cj2
 = £clI2 =

1,16

1.1Z

1,08

1,04

1,00

7
Z \

0,2 0,6 0,8 m
Rys. 4

Dla przypadku At1 = At2i wybranych wartości stałych materiałowych (n = 4, k = 2)
sporządzono wykres zależności stosunku 51 od m (rys. 4), Do obliczeń przyjęto Atx = At2 =
= 0,2 /^o oraz zl?! = At2 = 0,4 ^.0. Dla wszystkich 0 < m < 1 odkształcenie w chwili
*2 jest większe przy zwiększaniu obciążenia (program II) niż przy jego zmniejszaniu (pro-
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ec-10'
Stop. alum. B.16T
T=200°C

z = 0,75

2
y

I program

f

20
At

- \ llprogram

to

At-

|t0"

Z4 qodz.

M

UJ

i

U

t

i

t[godz.]

Rys. 5

gram I). Zjawisko to było pokazane doświadczalnie; na rys. 5 przytoczono wyniki doświad-
czeń z pracy [9] oraz — liniami przerywanymi — krzywe teoretyczne dla teorii umocnienia.

6. Relaksacja naprężeń

Dla opisu zjawiska relaksacji naprężeń konieczne jest scałkowanie równań (2.1), (2.2)
przy założeniu s — eQ = const z warunkami początkowymi cr(O) = a0 i co(0) = 0, oraz
uwzględnienie odkształceń sprężystych. Dla poszukiwanych funkcji ff(t) i co(t) otrzymujemy
teraz układ

(6.1) du

gdzie t0 = , c a + 1

Analityczne rozwiązywanie układu (6.1) jest dosyć kłopotliwe, podobnie jak to jest
dla zwykłej teorii umocnienia, gdzie na ogół stosuje się metody numeryczne. Wygodnym
wydaje się tu całkowanie układu (6.1) krokami po naprężeniu. Oznaczając przez #; na-
prężenie w chwili ti, położymy:

(6.2) o1; = OQ(1—id), i — 1,2, ••-,-y,

gdzie 0 < 8 < 1 jest krokiem po o1; (np. d — 0, 1). Przyjmiemy, że naprężenie at jest
stałe w przedziale czasu Atl~ ti+1 — ti. Teraz układ (6.1) można zapisać w postaci:

/ i
\1 1

j-/ J J J 1*°
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Z równań tych można wyznaczać At-t i »j dla każdego kroku. Ten sposób postępowania
wymaga jednak rozwiązywania równań algebraicznych wysokiego stopnia ze względu
na tai. Aby tego uniknąć, można — szczególnie przy zastosowaniu maszyn cyfrowych —
wyznaczyć Att z równań zwykłej teorii umocnienia, które w przyjętych oznaczeniach mają
postać:

(6.4) £(l-jd)"Alj = to(idy+1,
J=I

a następnie z drugiego z równań (6.3) obliczać a>£. Podstawiając co, do pierwszego z równań
(6.3) wyznaczymy poprawioną wartość Att, na podstawie której z drugiego równania
wyznaczamy kolejne przybliżenie dla co,-. Ten proces iteracyjny należy prowadzić aż do
uzyskania żądanej dokładności obliczeń.

Przebieg krzywych relaksacji, wyznaczonych na podstawie (6.1) [bądź (6.3)] zależy od
wartości stosunku ?oA*o> który np. dla stali i przy naprężeniach a0 <ae{oc — granica
sprężystości) jest rzędu 10~6. Tym niemniej krzywe te układają się poniżej krzywych otrzy-
manych na podstawie teorii umocnienia, a więc tak, jak i krzywe doświadczalne (zob.
np. [2]). Różnice ilościowe pomiędzy obiema teoriami są jednak bardzo małe, gdyż
wpływ szybko malejących naprężeń na uszkodzenia, a co za tym idzie na odkształcenia,
jest mały.

7. Zniszczenie mieszane

Równanie (1.8) opisuje proces narastania uszkodzeń materiału, w wyniku którego
następuje zniszczenie kruche. Realizuje się ono dla małych wartości naprężeń. Dla dużych
naprężeń HOFF [4] zaproponował opis zniszczenia lepkiego, uwzględniając duże odkształ-
cenia dla pełzania ustalonego. Propozycję uwzględnienia obu rodzajów zniszczenia podał
KACZANÓW [5], nie biorąc jednak pod uwagę wpływu uszkodzeń na odkształcenia i opierając
się na teorii pełzania ustalonego. Dla pełzania nieustalonego koncepcje Hoffa i Kaczanowa
rozwinął NAMIESTNIKÓW [8]. Opis pełzania dla teorii pełzania ustalonego, przy uwzględnie-
niu dużych odkształceń i wpływu na nie uszkodzeń, zaproponował RABOTNOW [16].

Przyjmując logarytmiczną miarę odkształceń i wykorzystując warunek nieściśliwości,

otrzymamy z (2.1) i (2.2) układ równań

-j~\ exp(«ec),

(/•i)

W dalszym ciągu przyjmiemy n > k-\-\. Dzieląc równania (7.1) stronami przez siebie
i obustronnie całkując, otrzymamy

£0 01

f e*cexp[(k~ri)ee]dec = - ^ r " f ( l-e
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Dla całkowitych a całkę po lewej stronie powyższej równości można obliczyć; otrzymamy
stąd związek pomiędzy ec i co w postaci

cc
a! e?-(

j
(7.2) ec - — j In >.' ~^^-r ~-TTT =

gdzie oznaczono

( 7 l 3 ) r ~ 5 n-(k+l) "u •

Z warunku istnienia prawej strony równości (7.2) otrzymujemy
1

w-Ar

(7.4) CO ^ = 1 —

" r v (n~ky

gdzie co,„ oznacza stopień zniszczenia kruchego w chwili, gdy odkształcenia pełzania narasta-
ją nieograniczenie (tzn. przekrój poprzeczny próbki zmierza do zera).

0,8

0,6

0.4

0,2

\

\
\

\

" " • —

— -

A 6

Rys. 6

10

o o

Czas zniszczenia mieszanego można teraz wyznaczyć z drugiego z równań (7.1)

(7.5) tm = ~
"' Ba

Warto zauważyć, że w ustalonej temperaturze, wzrost przyłożonego naprężenia a0 powoduje
zmniejszanie wartości OD.^ do wartości granicznej co.^. = 0, co odpowiada przypadkowi
zniszczenia idealnie lepkiego. Drugi przypadek graniczny a0 -» 0 (tzn. m^, -> 1) stanowi
przejście do zniszczenia idealnie kruchego. Zależność co „. od v (a więc i od <r0) dla n ~ 4,
k = 2, a = 1 pokazuje rys. 6.
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Posługiwanie się równaniami (7.1) w postaci analitycznej jest niewygodne, szczególnie
gdy a jest niecałkowite. Prostym sposobem będzie całkowanie krokami po co w przedziale
0 < co < co„.. Przyjmując przyrosty Zko; — coj—co^j na tyle małe, aby małe były odpowia-
dające im przyrosty czasu Att i zakładając, że ecl jest stałe w tych przedziałach czasu,
otrzymamy równanie

A 1 1 ł
(7.6) e«ciexp[(k-n)eci]Aeci = — a%-k — -fur^ jr_M x»-(i

z którego możemy wyznaczyć eci, a następnie z równania

wyliczyć Att. Krzywą wytrzymałości czasowej, zbudowaną w oparciu o wzory (7.6) i (7.7)
pokazano na rys. 7. Jak widać z tego rysunku, proponowany opis zniszczenia mieszanego

log a
2,0

1,6 -

0,8

0.4

Zniszcz, kruche

In, lepkie dla pęłz. ustalonego

In. lepkie dla p. nieust.

Zniszcz.mieszane
{w. lisi, mi)

0,1

0,1

0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8

0,9

0,95

3

Rys. 7

log U

odpowiada zastąpieniu schematycznego wykresu log^—logcr0 w postaci dwu prostych —
jedną krzywą. Asymptotyczne zbliżanie się tej krzywej do prostych wykresu schematycznego
odpowiada przejściu do zniszczenia idealnie lepkiego (lewa gałąź) i idealnie kruchego
(prawa gałąź wykresu).

8. Uwagi końcowe

Przedstawiona propozycja opisu pełnego procesu pełzania metali jest uogólnieniem
hipotezy RABOTNOWA [15] dzięki wprowadzeniu do rozważań zjawiska umocnienia. Jak
pokazano, koncepcja niniejsza dobrze odpowiada stronie empirycznej zjawiska pełzania.
Pozwala ona nie tylko wyjaśniać fakty obserwowane doświadczalnie, lecz także przewidy-
wać zachowanie się konstrukcji, pracujących w podwyższonych temperaturach.
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Proponowany opis daje możliwość opisania redystrybucji naprężeń, zachodzącej
w statycznie niewyznaczalnych konstrukcjach, a w konsekwencji na precyzyjniejsze wyzna-
czenie czasu zniszczenia tych konstrukcji. Przy umownym podziale krzywej pełzania na
trzy odcinki, redystrybucję naprężeń można opisać tylko dla pełzania nieustalonego.
Problem ten był niedawno omawiany w pracy CALLADINE [1]. Przedstawiona propozycja
opisu pełzania, dla której nie wydziela się poszczególnych okresów pełzania, pozwoli na
prześledzenie zmiany rozkładu naprężeń w ciągu całego procesu.

Poprawny opis pełzania przy skokowej zmianie naprężeń daje także możliwość opisu
ruchu frontu zniszczenia dla złożonych konstrukcji.
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P e 3 io M e

O BO3MO5KH0CTH OnHCAHHH BCETO IIPOUECCA n O J I 3 y ^ E C T H METAJIJIOB

IlpeflJio>KeHO nojiHoe oimcaroie Bcero npoijecca nojrayqecTH iweTaimoBj oxBaTLiBaiomee ace Tpii
ycnoBHLix yiacTKa KpHBoii nojrayqecTH. IIocTpoeHa MaTeMaTireecKaH MOflejit B BHHC CHCTCMM HejniHefi-
HBIX Hiidp4PePeHqHajibHtix ypaBHeHHfi nepsoro nopHpira, ocHOBaHHan Ha npeflnojio>KeHHH napajinejibHO-
CTH nponeccoB ynpo^HeHHH H HapacTamiH noBpe>KneiiHii. ITpn noMomH 9Toft
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ycnoBiinx ofliioocnoro pacTH>KCHHH nofl fleftcTBueM IOK nocTOHi-uioff, Tai< n Biie3anno H3ivte-
narpy3KH, m o flauo BO3MOH<HOCTB 6onee HOJIHO OS'BHCHHTL neKOTopue HBJieinin, naSjiio-

B aKcnepHiueiiTax. PacciwoTpei-ia 3aflaqa 06 onpe^ejienHH maTepnaJiMibix KOHdaiiT, a TatoKe
yi<a3aiiM BO3MO>KIIOCTII nporno3npoBaHi«i BpeMemioii npoTmocTH, ocuoBaniiLie na npefljiaraeMofi Teopim.
PaccMOTpciibi npoi^eccfci pejiaiccaunii HanpH>i<enHH H CMeiiiarmoro Bn3KO-xpynnoro pa3pymeiiHa npii

S u m m a r y

ON A POSSIBILITY OF DESCRIPTION OF FULL CREEP PROCESSES FOR METALS

A method of description of full creep processes of metals is proposed in the paper for all three con-
ventional parts of typical creep curves. Under the assumption of parallel course for hardening and
damage increase processes, the mathematical model is built in the form of a set of non-linear differential
equations of the first order. Using the above model the creep under axial extension is analyzed for the cases
of constant and jump variable loadings. In this way a richer explanation of experimentally observed facts
is acquired. The problem of material constants determination as well as the possibility of predicting the
time-dependent straight arc discussed. The course of the stress relaxation process and, taking into account
large deformations, the case of mixed visco-brittle fracture are also considered.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

. Praca została złożona w Redakcji dnia 22 marca 1971 r.
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NAPRĘŻENIA KONTAKTOWE W ELEMENTACH MASZYN W ŚWIETLE BADAŃ ZAGADNIENIA
ELASTOHYDRODYNAMICZNEGO SMAROWANIA*

JACEK S T U P N I C K I (WARSZAWA)

Oznaczenia

E moduł Younga,
j 1 ri v 2 l ?' 2 i

E' zredukowany moduł Younga wyrażony przez wzór — - — — I ——] — I ,
E 2 i Ep Ew J

F wartość naprężeń stycznych wywołujących 1 izochromę,
n rząd izochromy,

Po maksymalne naciski według Hertza,
Rp promień bieżni pierścienia,
Rw promień bieżni walca,

R promień zastępczego walca wyrażony następująco — = 1 ,
R Rp Rw

t naprężenia styczne,
K współczynnik redukcji maksymalnych naprężeń stycznych wyrażony przez x —

Tmax z olejem
T m a x bez oleju

Vp prędkość bieżni pierścienia,
Vw prędkości bieżni walca,
Ho lepkość oleju pod ciśnieniem atmosferycznym i w temperaturze pomiarów,

a współczynnik wzrostu lepkości z ciśnieniem we wzorze /i = /toe
c"',

Vwp współczynnik poślizgu wyrażony przez p «=• 1.

1. Wstęp

Badania prowadzone w szeregu ośrodków nad zagadnieniami elastohydrodynamicznego
smarowania wykazują, że nieprzerwana warstwa oleju oddzielająca współpracujące po-
wierzchnie elementów maszyn jest zjawiskiem występującym częściej niż się tego dawniej
spodziewano. Do typowych elementów maszyn pracujących w warunkach elastohydro-
dynamicznego smarowania należą łożyska toczne, zęby kół zębatych, krzywki itp.

*) HI nagroda na Ogólnopolskim Konkursie na prace doświadczalne z mechaniki, zorganizowanym
przez Oddział Gliwicki PTMTS w 1970 r.
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Szereg ważnych czynników odróżnia elastohydrodynamiczne smarowanie od klasycz-
nego smarowania hydrodynamicznego. Czynnikami tymi są: wpływ wysokiego ciśnienia
na lepkość oleju, ściśliwość oleju, sprężyste odkształcenie powierzchni, szorstkość powierz-
chni i lokalne zmiany temperatury.

Kiedy pod wpływem ciśnienia powierzchnie ciał ulegają deformacji, zmienia się kształt
szczeliny olejowej, co wpływa na rozkład ciśnień w warstwie oleju. Rozwiązanie zagadnienia
musi jednocześnie spełniać równania hydrodynamiki uwzględniając zmianę własności
cieczy z ciśnieniem i temperaturą, jak i równania sprężystości.

Zagadnienie jest złożone, a rozwijając je należy mieć stale na uwadze rząd wielkości
charakterystycznych parametrów. Dla większości technicznie ważnych przypadków sze-
rokość kontaktu wynosi 5 = 0,1—0,5 mm, grubość warstwy h — (5-^20)-10~4 mm.
Olej wchodząc w strefę kontaktu pod ciśnieniem atmosferycznym zostaje sprężony do
p = 500—1500 MN/m2 i odprężony, w czasie i = (l-r5) • 10~5 sek, co odpowiada pręd-
kości toczenia V— 10m/sek. Pomimo tak krótkiego czasu, olej odbywa długą drogę
pomiędzy współpracującymi powierzchniami. Stosunek szerokości pola styku do grubości

warstwy wynosi bowiem — = 500-rlOOO, a lokalne nierówności powierzchni wpływają

nań w sposób zasadniczy.
W literaturze naukowej ukazują się liczne publikacje poświęcone analizie elastohydro-

dynamicznego smarowania. Prace GRUBINA [11] i PETRUSEWICZA [12] stały się podstawą
do analiz teoretycznych [2, 5, 6, 7, 8], Charakteryzując je ogólnie można stwierdzić, że
dla rozwiązania zagadnienia muszą być czynione daleko idące uproszczenia. W szczegól-
ności uproszczenia te polegają na przyjmowaniu własności olejów na podstawie badań
statycznych, zaniedbywaniu efektów termicznych i odprowadzania ciepła, zaniedbania
wpływu obecności faz lotnych w oleju, co zasadniczo zmienia ściśliwość, i zaniedbaniu
różnic prędkości wzdłuż grubości warstwy oleju.

Powyższe fakty skłaniają do poszukiwań wyjaśnienia zagadnień kontaktu na drodze
badań doświadczalnych, uwzględniających specyfikę zjawiska.

Z punktu widzenia zastosowań do projektowania łożysk tocznych, szczególne znaczenie
ma określenie grubości warstwy w zależności od szeregu czynników takich, jak geometria
kontaktu, wielkość obciążenia, prędkość toczenia i poślizgu, lepkość oleju itp. Zagadnieniu
temu poświęcono szereg prac doświadczalnych [3, 4, 13] ujmujących wyniki w postaci
wzorów lub wykresów określających potrzebne wartości w sposób jednoznaczny.

Drugim zagadnieniem jest określenie rozkładu ciśnień w warstwie oleju i odpowiadają-
cego mu rozkładu naprężeń w ciałach stałych w funkcji wymienionych powyżej parametrów.

Zagadnienie to, szczególnie ważne z punktu widzenia wytrzymałości zmęczeniowej,
interesującej zarówno projektantów łożysk tocznych, jak i przekładni zębatych, nie zna-
lazło dotychczas zadowalającego rozwiązania. Z uwagi na bardzo małe wymiary badanego
obszaru w stosunku do istniejących elementów pomiarowych, uzyskanie wyników na
rzeczywistych konstrukcjach jest niemożliwe. Badania ograniczają się więc bądź do stwier-
dzenia wpływu grubości warstwy na trwałość konstrukcji [1, 13], bądź do wyznaczenia
interesujących wielkości na modelach o zwiększonej strefie kontaktu drogą modyfikacji
geometrii [10]. Wiąże się z tym odejście od charakterystycznych parametrów kontaktu
takich, jak wielkość nacisku i czas przechodzenia oleju przez strefę kontaktu.



NAPRĘŻENIA KONTAKTOWE W ELEMENTACH MASZYN 159'

Autor w swojej wcześniejszej pracy [14] wykazał istnienie wpływu warstwy oleju na
rozkład nacisków. Podane tam wyniki dotyczące rozkładu ciśnień i naprężeń w zależności
od prędkości toczenia poślizgu i lepkości oleju oparte były na badaniach wykonanych przy
małych ciśnieniach rzędu p = 30 MN/m2. Praca prezentowana obecnie omawia uzyskane
ostatnio na ulepszonym stanowisku badawczym wyniki dotyczące wpływu warstwy oleju
przy dziesięciokrotnie wyższych ciśnieniach.

2. Opis aparatury i technika pomiarów

Badania były przeprowadzone przy użyciu elastooptycznej metody pomiaru naprężeń,,
pozwalającej uzyskać w czasie mikrosekundy rozkład naprężeń w całym badanym obszarze.
Użycie odpowiednich materiałów na modele walców współpracujących gwarantuje, że

Rys. 1

pomiar jest bezinercyjny. Przy odpowiednio dobranym układzie optycznym można uzyskać
dane o naprężeniach w punktach odległych o ułamki milimetra, co przy stosowaniu wszy-
stkich innych metod analizy naprężeń jest nieosiągalne.
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Rysunek 1 przedstawia ogólny widok, a rys. 2 schemat urządzenia pomiarowego.
Zaprojektowane ono było w ten sposób, by mogło być umieszczone pomiędzy elementami
układu optycznego polaryskopu.

Modele pomiarowe walców wykonane z plastyku CR-39 posiadały wymiary: średnica
dp — 120 mm, grubość tp = 18 mm; obciążane były d o ^ 0 = 30 MN/m2. Modele wykonane
ze szkła miały średnicę ds = 125 mm i grubość ts = 25 mm; obciążane były do p0 = 210
MN/m2, gdzie/J0 oznacza maksymalne naciski w miejscu kontaktu według wzorów Hertza.
Warunki kontaktu realizowane były przez docisk modeli do wewnętrznej powierzchni
pierścienia stalowego o średnicy dp = 260 mm i średnicy zewnętrznej dp = 400 mm uło-
żyskowanego na trzech rolkach. Wielkiej staranności w czasie budowy urządzenia wymagało

Pierścień stalowy

Model

Strefa kontaktu

Podpory obrotowe

Rys. 2

zapewnienie, by osie modelu, pierścienia i rolek prowadzących były równoległe. Nawet
niewielkie odchylenia tych osi od równoległości powodowały drgania układu i niestabilną
pracę pierścienia.

Dowolny nacisk w miejscu kontaktu wywoływany był sprężyną połączoną przez
element dynamometryczny z dźwignią, w której osadzono łożyska modelu walca.

Zarówno model walca, jak i pierścień były napędzane osobnymi silnikami dla umożli-
wienia badania w warunkach toczenia i toczenia z poślizgiem.

Pierścień napędzany był silnikiem prądu zmiennego przez pas klinowy. Zmienne
przełożenie pozwalało uzyskiwać trzy prędkości obrotów odpowiadające prędkości we-
wnętrznej bieżni pierścienia Vp — 3,1 m/sek, Vp — 8,8 m/sek i Vp = 17,2 m/sek. Model
walca był napędzany silnikiem prądu stałego, który umożliwiał ciągłą zmianę prędkości
bieżni walca od Vw = 0 do Vw = 35,5 m/sek.

Prędkości walca i pierścienia były mierzone za pomocą układu fotokomórek, których
wskazania rejestrowano na taśmie oscylografu. Dokładność tego typu pomiarów prędkości
oceniono na około 3%.

Na bieżnię walca i pierścienia natryskiwano olej. Stosowano kilka gatunków olejów
przekładniowych, olej Hipol 10 i Hipol 15, Spirax 90 EP.

Obrazy izochrom odpowiadające dynamicznym naprężeniom uzyskiwano fotografując
strefę kontaktu w świetle monochromatycznym (A = 4470 A) pochodzącym z lampy
błyskowej dużej mocy. Czas naświetlania filmu wynosił około 1 mikrosekundy.
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Dla sprawdzenia prawidłowego działania aparatury i czułości optycznej materiału
modelowego wykonano zdjęcia rozkładu izochrom obciążając walec statycznie i w czasie
toczenia z różnymi prędkościami. Otrzymane rozkłady izochrom statyczne i dynamiczne
dla suchego kontaktu nie wykazywały różnic co świadczy, że materiały stosowane na walce
w zakresie stosowanych prędkości toczenia nie wykazują histerezy sprężystej ani optycznej.

Rysunek 3 przedstawia rozkład izochrom dla suchego kontaktu przy użyciu walca
szklanego. Obciążenie jednostkowe P = 160 KN/m wywołuje maksymalne naciski wedtug
Hertza p0 = 163 MN/m2.

Izochromy są to miejsca geometryczne punktów, w których naprężenia styczne r w płasz-
czyźnie modelu są stałe. Wartość naprężeń stycznych jest dana równaniem

T = nF,

gdzie n jest rzędem izochromy, F—stałą modelową.
Największy rząd izochromy nm!iX, a więc i T m a x , występuje nieco pod powierzchnią

bieżni. Przy zastosowaniu techniki fotografowania izochrom, najmniejsza różnica w war-
tości izochrom, którą można odczytać wynosi 0,25 rzędu. Jeśli «raax utrzymywać na po-
ziomie 15 izochrom dokładność odczytu możemy ocenić na ± 1,6%.

Rys. 3

We wcześniejszych badaniach autora [14] plastykowe modele walców miały budowę
warstwową. Zewnętrzne warstwy wykonane były ze szkła organicznego, optycznie nieczu-
łego, a warstwa wewnętrzna CR-39. Taka budowa modelu pozwalała wyznaczyć rozkład
naprężeń w środkowej warstwie walca. Badania te wykazały, że dla rozważanych wymiarów
pola styku i stosunku grubości modelu do grubości warstwy oleju upływ boczny oleju
może być zaniedbany.

Aby otrzymane wyniki mogły być porównywane z otrzymanymi przez innych autorów
przyjęto stosowane zazwyczaj [9] bezwymiarowe współczynniki charakteryzujące warunki
kontaktu.

11 Mechanika teoretyczna



Rys. 4

Rys. 5

[1621
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Współczynniki te w omawianych pomiarach zmieniały się w następujących granicach:

Parametr prędkości U = - ^ f = 2- 1O~10 do 10-lO" 1 0 .

P
Parametr obciążenia W = E'R '

W = 10~4 dla modeli plastykowych,
W= 1,05- 10~s do 1,42- 10-5 dla modeli szklanych.

Parametr materiałowy G = aE',
G = 160 dla modeli plastykowych,
G = 2600 dla modeli szklanych.

3. Wyniki

Rysunek 4 ukazuje rozkład izochrom w strefie kontaktu w czasie toczenia modelu
z CR-39 ze smarowaniem bieżni. Widzimy wyraźną zmianę rozkładu izochrom w porów-
naniu do rozkładu izochrom kontaktu suchego (rys. 3). Musi to być efektem różnicy roz-
kładu nacisków pomiędzy walcem a pierścieniem, występujących dla kontaktu suchego
i dla kontaktu w przypadku toczenia z olejem.

Rysunki 5a, b i 6a, b podają przykładowo dwa komplety obrazów izochrom uzyskanych
dla plastykowych i szklanych modeli dla warunków kontaktu suchego i smarowanego,
gdy pozostałe warunki takie, jak całkowite obciążenie, prędkość, poślizg w danym komp-
lecie są te same.

Porównanie rys. a) i b) każdego z kompletów pozwala nam wyciągnąć wniosek, że
dla stosowanego w pomiarach zakresu parametrów rozkład ciśnień w warstwie oleju różni
się znacznie od eliptycznego rozkładu Hertza.

Rozkłady izochrom dla toczenia z olejem są niesymetryczne względem osi łączących
środek walca i pierścienia. Izochromy są rozrzedzone przy wejściu w strefę kontaktu,
a zgęszczone przy wyjściu. To wskazuje na inne gradienty wzrostu i spadku ciśnienia
w warstwie oleju.

W warunkach smarowanego kontaktu maksymalny rząd izochrom «max jest niższy niż
dla tego samego obciążenia dla suchego kontaktu. Ten fakt jest bardzo istotny, gdyż wy-
kazuje, że obecność oleju w miejscu styku redukuje maksymalne naprężenia styczne r m a x .
Dla kompletów podanych na rys. 5 i 6 «max jest zmniejszone przez warstwę oleju odpo-
wiednio o 20 i 33%.

Zmiana w rozkładzie izochrom w okolicy miejsca styku wskazuje, że powierzchnia
przenosząca obciążenie w warunkach kontaktu smarowanego jest zwiększona 2-3 razy
w stosunku do kontaktu suchego.

Ciekawych informacji dostarcza porównanie rozkładów izochrom pokazanych na
rys. 5b i 6b. Obydwa uzyskane dla smarowania tym samym olejem przy tej samej pręd-
kości toczenia różnią się obciążeniem i własnościami sprężystymi modelu. Rozkład izo-
chrom na rys. 5b dla modelu plastykowego odpowiada analizie zjawiska przy założeniu
odkształcalności walca i stałej lepkości oleju, podczas gdy rozkład izochrom na rys. 6b
dla modelu szklanego odpowiada analizie, uwzględniającej odkształcalność walca i zmianę



Rys. 7

1164]
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pod wpływem ciśnienia lepkości oleju (dla oleju mineralnego ciśnienie p0 = 200 MN/m2

wywołuje pięćdziesięciokrotny wzrost lepkości).
Charakter przebiegu izochrom w obydwu przypadkach jest podobny, dlatego możemy

przyjąć, że pomimo różnic co do wartości ciśnienia, charakter zmiany ciśnienia wzdłuż
brzegu walca jest podobny. Rozkład ciśnień na brzegu walca odpowiadający znanemu
rozkładowi izochrom można wyznaczyć wieloma metodami. Posługując się metodą cha-

Rozkład wg Hertza.

Rys. 8

rakterystyk [14] autor wyznaczył przebieg ciśnień dla podanego na rys. 7 obrazu izochrom.
Odpowiadający przebieg ciśnień w warstwie oleju podaje rys. 8 w zestawieniu z teoretycz-
nym rozkładem nacisków dla suchych gładkich walców.
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Na podstawie szeregu kompletów zdjęć izochrom możemy otrzymać informacje na
temat wpływu parametrów toczenia na maksymalne naprężenia styczne. Jako współczyn-
nik redukcji naprężeń stycznych przyjmijmy stosunek

H =
«m a x z olejem _ r m a x z olejem
«m a x bez oleju T* r m a i bez oleju"
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Na rys. 9-12 podano wykresy zmiany współczynnika K otrzymane dla modeli szklanych,
przy zachowaniu stałego obciążenia wywołującego według Hertza maksymalne naciski
po = 163 MN/m2 i zastosowaniu olejów przekładniowych Hipol 15 i Spirax 90 EP o lep-
kości odpowiednio /j.o = 810 cP i /u0 = 690 cP w temperaturze około 18°C.

Wykres na rys. 9 podaje zmianę współczynnika n w funkcji prędkości pierścienia Vp

dla niewielkich poślizgów — 0,4 < /? < 0,4. Widać, że wpływ prędkości jest znaczny dla
małych prędkości Vp < 4 m/sek. Powyżej tej prędkości wartość współczynnika % nie ulega
dużym zmianom. Przebieg wykresu dla bardzo małych prędkości wymaga dalszego spraw-
dzenia. Wydaje się, że wartość współczynnika n winna dążyć do 1 dla Vp -• 0 i fi = 0,
ale wyniki w zakresie małych prędkości wykazują duże rozrzuty.

V
Wykresy podane na rys. 10, 11, 12 podają wpływ współczynnika poślizgu /S = —-—]

na wartość współczynnika x. Każdy punkt zaznaczony na wykresach odpowiada komple-
towi zdjęć podobnemu, jak na rys. 6. Dla małych prędkości (rys, 10) wzrost poślizgu po-
woduje wzrost wpływu oleju, co można tłumaczyć wzrostem średniej prędkości kontaktu

V -\-V
V = ~wl. p- Dla prędkości dużych (rys. 12) wartość współczynnika x = 0,56 wydaje

się niezależna od poślizgu w całym badanym zakresie — 1 < $ < 1. Wartość x = 0,56
oznacza, że maksymalne naprężenia styczne w strefie kontaktu dla toczenia z olejem są
mniejsze o około 44% od naprężeń dla kontaktu suchego.

4. Wnioski

W wyniku przeprowadzonych pomiarów uzyskano rozkłady naprężeń w strefie kon-
taktu w zależności od prędkości toczenia, wielkości poślizgu, obciążenia oraz własności
oleju. Stosowane w pomiarach prędkości toczenia odpowiadają prędkościom rzeczywis-
tych konstrukcji, co ma podstawowe znaczenie z uwagi na czas przejścia oleju przez strefę
kontaktu (t = 10"4 sek).

Zastosowanie na modele szkła pozwoliło na osiągnięcie nacisków w strefie kontaktu
bliskich rzeczywistym spotykanym w kołach zębatych lub łożyskach tocznych. Materiał
modelu posiadał moduł Younga niezbyt różniący się od modułów materiałów spotyka-
nych w rzeczywistych konstrukcjach (brąz, żeliwo").

Uzyskane wyniki świadczą, że warstwa oleju wpływa na wielkość i rozkład naprężeń
kontaktowych w sposób następujący:

1. Warstwa oleju pomiędzy powierzchniami elementów współpracujących zabezpiecza
przed punktowym przenoszeniem obciążeń przez szczyty nierówności powierzchni, co
pozwala traktować ciała jako gładkie oraz zmniejsza maksymalne naprężenia kontaktowe
odgrywając rolę «poduszki» pomiędzy ciałami stałymi. Dla stosowanych w pomiarach
warunków kontaktu zmniejszenie maksymalnych nacisków w stosunku do liczonych z wzo-
ru Hertza wynosi 20%-40%. W pojedynczych przypadkach obserwowano zmniejszenie
wytężenia materiału w strefie kontaktu o około 50%.

2. Rozkłady izochrom dla czystego toczenia wykazały, że punkt największego wytęże-
nia materiału nie ma tendencji do przesuwania się w kierunku brzegu walca.
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3. Wpływ warstwy oleju na naprężenia kontaktowe w strefie małych prędkości Vp <
< 4 m/sek silnie zależy od prędkości toczenia. Dla prędkości większych ulega niewielkim
zmianom (rys. 9).

4. Izochromy rozrzedzone w strefie wejścia, a zgęszczone w strefie wychodzenia z kon-
taktu wskazują, że gradienty wzrostu i spadku ciśnienia w warstwie oleju różnią się znacz-
nie. Na żadnym obrazie izochrom nie zauważono jednak efektów przewidywanego teore-
tycznie ostrego drugiego maksimum ciśnienia w pobliżu wylotu.
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P e 3 w M e

KOHTAKTHŁIE HAIlPJDKEHmi B flETAJMX MA1IIHH
C TO^IKH 3PEHJM HCCJIEflOBAHHfł

CMA3KH

OmicanM onbiThi no naxo>KfleHHio pacnpeflejieHira HanpH>i<eHHfó B o6jiacTH KomaKTa cianbHoro KOJIB-
c MOfleJisiMH nnjiHHflpoB H3 cieKjia HJIH iwacTMaccbi C R - 3 9 3 o6KaTLmaeMbiMH no BiiyTpeHneft i<poMi<e

yCJIOBHHX CVXCTO TpeHHH HJIH CMa3KH. KaK UHJIHHAPWj TaK H J<OJIŁqo npHBOflHJIHCb OTfleneH-
flBHraTenHMH, oSecneHHBaiomHMH npoH3BOJiŁHwe ycjiOBHH KaieHiiH u KatiemiH c npoci<aji53M-

BaHHCM.
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HanpnweHHH B iwecTe Koinaim no Fepiiy SMJIH p a s n u p = 30 MHT/M 2 RRK njiacT-
MaCCOBWX IIHJIHHApOB H p = 210 M H T / M 2 flJIH CTeKJIHHHBIX MOAejieft.

BjiHHHHe CM83KH Ha pacnpeflejieHue HanpHHWHiui B o6jiacni KOHTaKTa HccJieAOBairo nyTeiw cpaBHe-
IIHH H3oxpoM fljin cjiyraeE cMa3Kn H cyxoro TpeHHH, npa oflHHaKoBbix Harpy3i<ax H CKOPOCTHX Kacetom.
B H3y^aeiwoM AHana3one Harpy3OK H ;;JIH ynoTpe6nsieMMX cina30K OTMê eHO 3HaMMTenbHoe H3MeHeiine
pacnpeflejieHHn HanpH>KemiH no oTHomeHHio K pacnpefleJieHHio Fepqa.

S u m m a r y

CONTACT STRESSES IN MACHINE COMPONENTS IN THE LIGHT OF THE RECENT
INVESTIGATION OF ELASTOHYDRODYNAMIC LUBRICATION

The paper describes some experiments, the object of which was to determine the stress distribution
at the contact surface. Plastic and glass cylinders were rolled on the inner surface of a hardened steel ring
under dry and lubricated conditions. The ring and the cylinder were driven by separate motors to enable
the rolling and sliding contact.

The maximum pressure at the contact point was, according to the Hertz theory, p0 = 30 MN/m2

for a plastic model and p0 = 210 MN/m2 for a glass model.
Direct comparison, under a given load, of isochromatic patterns for dry and lubricated conditions

show that the oil film exerts an influence on the stress distribution in the contact zone, the discrepancy with
the Hertzian distribution being considerable.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca została złożona w Redakcji Ma 22 marca 1971 r.





B I U L E T Y N I N F O R M A C Y J N Y

SPRAWOZDANIE Z DZIAŁALNOŚCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI
TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ W DRUGIM I TRZECIM KWARTALE 1971

W okresie sprawozdawczym zorganizowano 22 zebrania naukowe, na których wygłoszono 31 refe-
ratów, mianowicie:

Liczba

L.p. Data Prelegent Temat u c Z e "
stni- tantów
ków

O d d z i a ł w B y d g o s z c z y

1. 21.V. 1971 T. Jędryka O metodzie Galerkina 15 8
2. 21.V.1971 A. Matysiak Teoria i wyniki badań ściskanego wiot-

kiego pręta zabezpiecżonego<-przed wybo-
czeniem ciągłą obudową 15 8

, . O d d z i a ł w C z ę s t o c h o w i e
i

3. 7.IV.1971 J. Kołakowski Niektóre zagadnienia automatyzacji 12 4
4. 30.IV.1971 T. Pełczyński O krzywych umocnienia 30 5

O d d z i a ł w G l i w i c a c h

5. 9.IV.1971 J. Kubiak Problemy nieżmienniczości zasad fizyki
w Mechanice Ośrodków Ciągłych 22

6. 9.IV.1971 J. Telega Zastosowanie elementów skończonych w
teorii plastyczności 22

7. 9.IV.1971 J. Jędrzejczyk, .T. Ku- Problemy termo-lepkosprężystości 22
bik, B. Wilk, R. Wój-

cik
8. 9.IV.1971 J. Jądrzejczyk Statyka termo-lepkosprężystości 22

R. Wójcik
9. 29.IV.1971 St. Gdula i F. Kern Nieustalone przewodzenie przy zmiennym

współczynniku wnikania ciepła 23 2
10. 29.IV.1971 B. Mochnacki Metody numeryczne obliczania pola tem-

peratur 23 4

t
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O d d z i a ł w G d a ń s k u

O d d z i a ł w K r a k o w i e

11, 16.1V.1971 St. Zicmba Elementy teorii niezawodności urządzeń
(Warszawa) mechanicznych 55 12

12! 17.IV.1971 St. Ziemba i W. Na- Cele i metody współczesnej diagnostyki
dolski drganiowej 42 U

13. 12.V.1971 B. OlsZowski Dualizm stanów równowagi sil i zgodności
przemieszczeń dyskretnych w układach li-
niowo-sprężystych 9 8

14. 20.V.1971 J. Hult (Goeteborg) A rational approach to creep design 18 4
15. 25.IX.1971 W. O. Kononienko Dinamiczeskij analiz naturalnych koleba- >

Czł. Ukr. Ak. Nauk tielnych sistiem ,
16. 25.IX.1971 A. Filipów Diejstwije udarnych i impulsnych nagru-

Czł. Ukr. Akad. Nauk zok na konstrukcji 51 12

O d d z i a ł w Ł o d z i

17. 14.VI.1971 W. Nowacki Zagadnienia termodyfuzji w ciałach stałych 40 10
(Warszawa)

18. 24.VI.1971 Z. Kazimierski Analiza pracy hybrydowego łożyska ga-
zowego w warunkach samowzbudnego
progu stabilności 11 5

19. 29.IX.1971 A. S. Tooth Survey of Research Work in the Depart-
(W. Brytania) ment of Mechanics of Matelials Univers-

ity of Starthclyde 32 6
20. 30.IX.1971 A. S. Tooth Pressure Vessels Research and Standards

in Britain 37 4

O d d z i a ł w P o z n a n i u

21. 20.IV.197l Cz. Cempel Optymalizacja układu drgającego przy ok-
resowym wymuszeniu impulsywnym 32 4

22. 1.VL1971 W. Nowacki Termodyfuzja ciał stałych 32 3
(Warszawa)

23. 15.VI.1971 W. Bogusz (Kraków) Stabilność mchu niestatecznego 21 3

O d d z i a ł w S z c z e c i n i e

24. 4.TII.1971 Cz. Mickiewicz Stateczność powłoki Z materiału lepko-
spreżystego 12 3

25. 29.IV.1971 L. Wysokiński Badania laboratoryjne cech wytrzymałości
(Warszawa) skał 9 6

26. 3.VI.1971 B. Kuźmierski Metodyka pomiarów przemieszczeń w ba-
daniach sztywności maszyn 9 6

O d d z i a ł w W a r s z a w i e

27. 17.V.1971 J. Rutkowski Propozycja dwujednostkowego układu
miar fizycznych 11 8
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O d d z i a ł we W r o c ł a w i u

28. 26.IV.1971 Z. Kowal Nośność graniczna konstrukcji równo-
legle sprzężonych z punktu widzenia teorii
niezawodności 24 5

29. 3 LV. 1971 J. Langer Uwagi o hipotezach tłumienia w dynamice
budownictwa 20 6

30. 28.VI. 1971 K. Biernatowski Obliczanie fundamentów na terenach gór-
niczych 16 4

31. 28.VI.1971 J„.W. Parzonka Badania rozkładu koncentracji i prędkości
lokalnych przy przepływach rurowych mie-
szanin ] 6 5

O d d z i a ł w G l i w i c a c h kontynuował rozpoczęte w pierwszych kwartale 1971 seminarium pt.
«Dynamika nieliniowych układów mechanicznych» prowadzone przez doc. dr R. Grybosia. Odbyło się
9 zebrań.

O d d z i a ł w G d a ń s k u prowadził dwa cotygodniowe seminaria: a) mechanika ogólna ośrodka
ciągłego, b) zagadnienie stabilności w układach dyskretnych.

O d d z i a ł w P o z n a n i u prowadził seminarium z zakresu podstaw mechaniki układów z uwzglę-
dnieniem sił udarowych. Referentami byli dr hab. Cz. Cempel, dr S. Kasprzyk i mgr inż. J. Adamczyk.
Ponadto prowadzono dwa cotygodniowe seminaria: a) dynamiczne zagadnienia teorii plastyczności, b) nie-
odwracalne procesy termodynamiczne.

ROZSTRZYGNIĘCIE KONKURSU NAUKOWEGO ODDZiAŁU W CZĘSTOCHOWIE
NA TEMAT «MECHANIKA CIAŁA SZTYWNEGO»

Sąd konkursowy;w składzie: prof, dr J. KOŁAKOWSKI (przewodniczący), prof, dr M. JANUSZ, prof, dr
T. OPOLSKI, doc. dr A. SŁUŻALEC (członkowie), postanowił na posiedzeniu w dniu 31 maja 1971 r., przyznać
następujące nagrody za najlepsze prace przysłane na konkurs:

I nagrodę w wysokości zł. 2.000.- dr inż. Ewaldowi OLSŻEWSKIEMU i mgr inż. Stefanowi WACZYŃSKIEMU
za pracę pt. Mechanizm planetarno-kulisty o jednym zmiennym parametrze jako transformator ruchu obroto-
wego.

II nagrodę w wysokości Zł. 1.000.—mgr. inż Januszowi MILLEROWI i Ryszardowi PARKITNEMU za
pracę pt. Uwagi dotyczące redukcji wektorów uczepionych.

Wyróżnienie w wysokości zł. 1.000.— doc. drowi Romanowi JANICZKOWI za pracę pt. Określenie
maksymalnej wartości sumy działań cyklicznych dla danego przedziału czasu.
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II SYMPOZJUM POLSKO-RADZIECKIE
pt. »NIEKLASYCZNE ZAGADNIENIA TEORII SPRĘŻYSTOŚCI«

W dniach 19—22 października 1971 r. odbyła się w Kijowie, w Instytucie Mechaniki Akademii Nauk
Ukr. SRR, druga już polsko-radziecka konferencja na temat nieklasycznych zagadnień teorii sprężystości.
Przewodniczącym delegacji polskiej, liczącej 13 osób, byl prof, dr W. NOWACKI. Podczas sympozjum wy-
głoszono 19 referatów naukowych, na ogół opartych na oryginalnych pracach własnych autorów, lub prze-
glądowych. Niezwykle gościnni gospodarze umożliwili nam również zapoznanie się z bardzo interesującymi
pracami doświadczalnymi i badawczymi prowadzonymi w Instytucie Mechaniki Akademii Nauk oraz
Instytucie Wytrzymałości A N Ukr. SRR (dyrektor akademik G. ,S. PISARKNKO). Ponadto mieliśmy okazję
do zaznajomienia się ze skarbami kultury stolicy Ukraińskiej Socjalistycznej Republiki Radzieckiej.

Duża część referatów dotyczyła dziedzin będących na pograniczu różnych gałęzi mechaniki ciała sta-
łego w szerokim znaczeniu tego słowa. Największa liczba referatów dotyczyła efektów cieplnych poczy-
nając od zagadnień termodyfuzji w ciałach stałych odksztalcalnych, problemów termo-lepkosprężystości,
zagadnień sprzężonych termosprężystości, a kończąc na zagadnieniach obróbki cieplnej powłok cienkich.
Druga liczna grupa referatów była poświęcona dyskretnej teorii sprężystości i układom siatkowym. Pozo-
stałe referaty dotyczyły zagadnień mikropolarnej teorii sprężystości, Iepkosprężystości, ośrodków złożo-
nych. Podstawami matematycznymi mechaniki zajęli się autorzy dwóch prac. Autorami sześciu referatów
byli uczeni radzieccy. Również sześć referatów zgłoszonych na sympozjum zostało odwołanych.

Wymiana poglądów i konferencja była bardzo pożyteczna i dlatego postanowiono kontynuować
współpracę przez organizowanie podobnych konferencji co dwa lata na przemian w Polsce i na Ukrainie.
Następna konferencja ma się odbyć na wiosnę 1973 w Polsce.

W chronologicznej kolejności wygłoszone zostały następujące referaty:
1. W. O. KONONIENKO (akademik, dyrektor Instytutu Mechaniki AN w Kijowie), O badaniach w dziedzinie

nieklasycznych zagadnień teorii sprężystości w Instytucie Mechaniki AN w Kijowie,

2. W. NOWACKI (Warszawa), Tennodyfuzja W ciałach stałych odksztalcalnych,

3. A. A. ILIUSZYN, B. E. POMEDRIA (Moskwa), O pewnych zagadnieniach termo-lepkosprężystości,
4. G.A. WAN-FO-FY (Kijów), Niesprężyste efekty w ośrodkach złożonych,
5. G. SZHFER, Z. PIEKARSKI (Kraków), Lepkosprężyste Zagadnienia koncentracji naprężeń z uwzględnieniem

wzrostu materiału,
6. J. RYCHLEWSKI (Warszawa), Trzy twierdzenia o funkcjach tensorowych, (
7. M. MATCZYŃSKI, M. SOKOLOWSKI (Warszawa), Rozprzestrzenianie się szczelin w warstwach sprężystych

w antyplaskim stanie odkształcenia,
8. W. DERSKI (Poznań), Związki konstytutywne teorii konsolidacji, '
9. Z. OLESIAK (Warszawa), Termosprężyste zagadnienie stempla,

10. A. D. KOWALENKO, W. I. KOZŁÓW (Kijów), Sprzężone dynamiczne zagadnienia termosprężystości dla
cienkościennych elementów konstrukcyjnych,

11. S. KALISKI, C Z . RYMARZ (Warszawa), Fale powierzchniowe w ośrodkach z nielokalnymi oddziaływaniami,
12. N. A. KTLCZEWSKT, E. A. BRUSENCOWA (Kijów), O związkach pomiędzy mikro i makro fizycznymi

charakterystykami ciał polikrystalicznych,

13. Z. WESOŁOWSKI (Warszawa), Rozprzestrzenianie się fał akustycznych z uwzględnieniem dużych od-
kształceń,

14. J. IGNACZAK (Warszawa), Warunki wypromieniowania typu Sommerfelda w niesymetrycznej teorii
sprężystości,

15. Cz. WOŹNIAK. (Warszawa), O podstawach dyskretnej tecrii sprężystości,

16. A. WACHECKA (Warszawa), Tarcze niejednorodne i perforowane jako płaskie zagadnienie dyskretnej
teorii sprężystości,
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17. Ja. S. PODSTRYHACZ, E. I. GRIGOLUK, Ja. I. BURAK (LWÓW), Ekstremalne zagadnienia teorii sprężystości
w zastosowaniu do optymalnych reżymów obróbki cieplnej powłok cienkich,

18. W. GUTKOWSKT, J. BAUER (Warszawa), Stateczność sprężystych układów prętowych,
19. H. FRĄCKIEWICZ (Kielce), Zagadnienie zmienności geometrycznej osiowo symetrycznych, dyskretnych,

zamkniętych powłok.

Z. Olesiak (Warszawa)

PLANOWANE SYMPOZJA IUTAM

W uzupełnieniu komunikatu zawartego w z. 3 (tom 9) str. 449 podajemy ostatnio zaktualizowane dane
dotyczące sympozjów:

1972

Symposium on the Stability of Dynamical Stochastic Systems, prof. J. A. Shercliff, School of Engineering
Science, University of Warwick, Coventry.
Termin: 10—14 lipca 1972.
IUTAM-IAHR Symposium on Flow-Induced Structural Vibrations, prof. E. Naudascher, Institut fur
Hydromechanik, Universitiit Karlsruhe, 75 Karlsruhe, NRF.
Termin: 14—16 sierpnia 1972.

1973

1. Symposium on Photoelastic Effect and its Applications, prof. Jean Kestens, Laboratoire d'analyse des
contraintes, Universite Libre de Bruxelles, 87, avenue Ad. Buyl, Bruxelles 5, Belgia.
Termin: 3—9 września 1973.

1973—74

1. Symposium on Mechanics of Visco-Elastic Media and Bodies;
2. IUTAM-IUGG Symposium on Turbulent Diffussion and Environmental Pollution;
3. Symposium on Problems in Relation to Contact between Bodies.



W następnym zeszycie ukażą się prace:

M. KWIECIŃSKI, Życiorys naukowy Wacława Olszaka
BaijnaB OJIBUMK

M. ŻYCZKOWSKI, Twórczość naukowa Profesora Wacława Olszaka
HayiHoe TBoptiecTBO Ilpocjieccopa BaiyiaBa Ojibmana
Scientific activity of Professor Wacław Olszak

S. KAJFASZ, Wacław Olszak — sylwetka inżyniera
BaijjiaB OjibinaK — OSJIHK HH>i<eHepa
Professor Olszak as a civil engineer

M. ŻYCZKOWSKF, Wykaz publikacji Profesora Wacława Olszaka
CIIHCOK nayMHwx Tpy«OB Xlpotjoeccopa Bau.jiaBą OjibiuaKa
List of publications of Professor Waciaw Olszak

Z. BYCHAWSKI, Teoria nieliniowej lepkosprężystości i jej zastosowania
TeopiiJi He.HHHeHHofi Bfi3i<oynpyrocTH H ee npyjiOKeHHH
Theory of non-linear viscoelasticity and its applications

C. EIMER, Teoria ośrodków wielofazowych
TeopHH MHorocba3Hwx cpe^
Theory of multi-phase media

Z. MRÓZ, C. GOSS, O złożonych modelach wzmocnienia plastycznego
O cocxaBHbix MOflejuix nnacTtraeCKoro ynpo^HeHHH
On composite models of plastic workhardening

P. PERZYNA, Termodynamiczna infinitezymalna teoria lepkoplastyczności
TeopHjr BOTKO-iuiacTHvecKHX MaJibix flecbopMaqHH
Infinitesimal theory of viscoplasticity

A, SAWCZUK, Inżynierskie metody analizy konstrukcji sprężysto-plastycznych
Hn>KeHepHbie MeTOflbi anajiH3a ynpyro-nnacTpraecKnx coopy>KenHH
Engineering aspects of plastic analysis of structures

W. SZCZEPIŃSKI, Problemy teorii mechanicznego urabiania gruntów
IIpodJieMW TeopHH 3eMJiepOHHwx npoąeccoB
Problems of the theory of earthmoving processes

WYDANO Z ZASIŁKU POLSKIEJ AKADEMII NAUK



Cena zl 30.-

MECHANIKA TEORETYCZNA 1 STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki.
Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje się poczynając od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty
Z lat poprzednich można nabywać w sekretariacie Zarządu Głównego PTMTS (Warszawa, Paląc

Kultury i Nauki, piętro 17, pokój 1724)

Mech. Teor., T. 10, z. 1, s. 1—175, Warszawa 1972, Indeks 36712
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