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O UDERZENIU W UKEADACH TYPU CZETAJEWA — PRZEBORSKIEGO
N.Ja. CYGANOWA (WOLGOGRAD)

W pracy [1] BoroTow otrzymat uogdlniona forme¢ zasady najmniejszego skr¢powania
dla ukiadéw z wigzami holonomicznymi i anholonomicznymi pierwszego rzedu podda-
nych dziataniu sit impulsowych.

W niniejszej pracy uogdlniong zasade najmniejszego skrgpowania rozszerza si¢ na zja-
wisko udaru w ukladach typu Czetajewa-Przeborskiego.

1. W pracy BoLotowa [1] uogélniona zasada najmniejszego skrgpowania dla ukladu n
punktéw materialnych przy dzialaniu na nie sit impulsowych posiada postaé

3n 3n
(1.1) Zml(kid_kib)z < /V‘ mi(Xis—Xi5)%,
i=1 i=1
gdzie X4, Xy, X;5 — rzuty predkosci punktéw ukladu po udarze w ruchu rzeczywistym (d),
czgdciowo zwolnionym z wigzéw (0) i mozliwym (0).

Udar w ukladzie zachodzi albo pod wplywem dzialania zewngtrznych impulséw uda-
rowych, lub pod wplywem naglego natozenia nowych wigzéw (holonomicznych lub
anholonomicznych pierwszego rzedu) lub wskutek wspdlnego dzialania obu tych czynni-
kow. Dowdd prawdziwoéei zwiazku (1.1) w pracy BorLoTowa [1] oparty jest na dwdch
zalozeniach:

1. przemieszczenia mozliwe danego ukladu zawarte sa w zbiorze mozliwych przemiesz-
czeri ukladu czgSciowo wyzwolonego z wigzéw,

2. istnieja mozliwe przemieszczenia punktéw ukladu, proporcjonalne do réznicy
predkosei po udarze w ruchu rzeczywistym (d) i mozliwym (9).

Przy okresleniu przemieszczen mozliwych wedlug CZETAJEWA i PRZEBORSKIEGO, te
dwa warunki sg spetnione, a wigc zwigzek (1.1) bedzie prawdziwy i dla ukladéw z nie-
liniowymi wigzami pierwszego rzedu.

Mamy ukiad »n punktéw materialnych u; z masami m;. Zakladamy, ze do udaru uklad

miaf nalozone idealne, w ogélnym przypadku nieliniowe, anholonomiczne wigzy pierwsze-
go rzedu

(1'2) fJ(t’x"’zi’yi’xi’.i"i,éi,)=0 (j=l,2,---,n, i=112,-"’n)

(nie wyklucza sig, Ze niektére z tych wiezéw bedg liniowe, anholonomiczne lub holono-
miczne).
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Udar spowodowany jest zewngtrznymi impulsami udarowymi S; (4;, B;, C;) i momen-
talnym natozeniem nowych wigzdw, ktére zachowuja si¢ przy pozniejszym ruchu ukfadu.
Wsrdd tych wigzow sg idealne holonomiczne jednostronne wiezy

(1.3) e, XY,z 20 (vp=1,2,...,p, i=1,2,..,n)

I idealnie anholonomiczne pierwszego rzgdu w ogdélnym przypadku nieliniowe, jedno-
stronne wiezy

(1.4) wlt, ¥, yi,zi, X, i, z) =20 (A=1,2,...,1,i=1,2, sy 7).

Przez ruch czgéciowo wyzwolony begdziemy rozumie¢ ruch ukladu pod dzialaniem
zewnetrznych impulséw udarowych S; i przy naltozeniu nowych wiezéw (1.3), (1.4) jak
w ruchu rzeczywistym, lecz pod warunkiem wstgpnego wyzwolenia uktadu od dowolnej
liczby wiezéw (1.2).

Zgodnie z zasada D’Alemberta-Lagrange’a dla sit impulsowych mamy

(1.5) 2 LAimi(Xia— Xi0)] 6x; + [Bi — mi(Pia— Yio) Oyil + [Ci— my(zia— Zio)) i,
i=1

gdzie X4, Vio, Zio — rzuty predkosci punktéw ukladu do udaru,
Xia» Via» Zig — rzuty predkosci rzeczywistych punktéw ukfadu po udarze,
Ox;, 0y;, 0z; — rzuty mozliwych przemieszczen punktéw uktadu poczas udaru.
Mozliwe przemieszczenia rozpatrywanego ukiadu wediug CzETAJEWA [2] i PRZEBOR-
SKIEGO [3] okreslone sa zwiazkami

2 = + + = =1,2,...,k),

(1.6) < (6 .'6 B9, _ 5y 6 .62, (J 22, .., k)
\ ' { 0, O, op,

(1.7) ‘_}-l (_6_v, ox; + By, -dyi+ oz, 62) = »=1,2,...,p),
% 0w, oy, oy

(1.8) 2 (6'.- 6x+6,6 +8 ozi) =0 (A=1,2,...,D).

i=1

Dla ruchu czgéciowo wyzwolonego zasada D’Alemberta-Langrange’a przyjmie postac:

(1.9) Z (41— mi(X19— Xi6] 0x; + [Br—11:(J1— yi0)1 0y + [Ci — m(zio— 210)] 971,
iz

gdzie X;y, ¥is, Zio — rzuty predkosci punktéw ukfadu po udarze w ruchu czgéciowo wy-
zwolonym, dx;, dy;, 8z; — rzuty przemieszczen mozliwych punktéw uktadu czgéciowo
wyzwolonego.

Poniewaz dla uktadéw typu Czetajewa—Przeborskiego mozliwe przemieszczenia
danego uktadu znajduje si¢ wiréd mozliwych przemieszczen ukladu czgsciowo wyzwolo-
nego, to réwnanie (1.9) przyjmie postac

(110) D (A= mi(ig— %10) 0+ [Bi— (1o — yio)10ys + [Ci— milCiio— 10)] 0z = 0.

i=1
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Odejmujac réwnanie (1.10) od rownania (1.5) otrzymamy:

(1.11) D milGio = %ia) 0%+ (Fio— Jia) 09+ (21— i) 02] = 0
=1
Udowodnimy, ze istnieja mozliwe przemieszczenia uktadu podczas udaru, proporcjonalne
do réznicy predkosci punktdw uktadu w ruchu rzeczywistym i mozliwym.
Zapiszemy warunki, ktére spetniaja predkosci punktéw uktadu po udarze w ruchu
rzeczywistym i mozliwym. Je§li w ruchu rzeczywistym uktadu w koncu udaru stabnie
jakikolwiek z wigzéw (1.3), to wielkos¢

_ ey NG Py Oy
(112) ﬂv - (3[ + — ( x"xld+ a} y|d+ az nl )
ktéra BorLotow [1] nazywa predkoscia oslabiania wigzéw, nie moze by¢é ujemna [4]:

B =0
Jesli stabnie w koncu udaru jakikolwiek z wigzéw (1.4), to predkosci w chwili, kiedy
uklad odrzuca wiez, speiniaja warunek [4]

(1.13) Yot Xiy Vis Zis Xia, Vias Za) = 0.

Bedziemy rozpatrywaé tylko takie mozliwe ruchy, w ktérych predkosci ostabiania wigzow
(1.3) beda réwne takim samym predkosciom w ruchu rzeczywistym. Dla takich ruchow
mozliwych predkosci spetniaja nastgpujace warunki:

apy Z 2 6<P Op,. \ _
(1.14) T + i (gx—‘_\’i )’ns+73—i—zns = B,
(]15) 1/)}(’ Yn)n-‘n-:éa,itﬁ’éiﬁ):o'

Odejmujac odpowiednie zwiazki (1.14) 1 (1.15) od zwiazkdéw (1.12) i (1.13) otrzymujemy:

Y0 v
(1.]6) %J ai (Azd 16)+>‘ ()’.d y16)+ (Zld 16) = 0’
(1.17) alt, Xiy Yis Ziy Xia, Vias Zia)) = (8, Xi, Vis Ziy Nig, Vis» Zis) = 0.

Rozkladajac funkeje v,(¢, X;y:iziXia, Via» Zia) Da réznice Xiy— X35 Yia— Vis» Zia— Zis, | O8ra-
niczajac si¢ do czlondéw pierwszego rzgdu odnosnie tych rdznic —z réwnosci (1.17)
otrzymamy

0
(1.18) a””- g ) + 22

i=1

ay (y:d y16)+ (Zxd uS) = 0.

Jedli chodzi o wiezy dwustronne (1.2), ktére byly nalozone na uklad do udaru i ktére
pozostaja w czasie udaru, to dla nich widocznie spetnia si¢ warunek

3
afl ()’.a y16)+ f (zrd 216) = 0.

(1.19) Z’; (¥ig—Fis) +

i=
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Poréwnujac warunki (1.16) z warunkami (1.7), warunki (1.18) z warunkami (1.8), wa-
runki (1.19) z warunkami (1.6) wnioskujemy, ze

(1.20) Ox; = k(Xu—Xi), ovi = k(Via—Yis), 0z; = k(Ziu—2i5)

(k — dowolny wspodtczynnik dodatni), co oznacza istnienie mozliwych przemieszczen
podczas udaru, proporcjonalnych do roznic pregdkosci punktéw ukladu po udarze w ruchu
rzeczywistym i mozliwym.
Na podstawie zwiazku (1.20) réwnanie (1.]1) zapiszemy w postaci:
ny
Z n[(Yig = Xia)(Xia — Xi5) + (Pio = Via) Pia— Yis) + (Zio — Zua) (Zia— Zis)] = 0.
i=1

Skad otrzymamy
(1.21) Ty = T5o—Tsa,

gdzie Ty = 5 Zm,-[(.\',-d—x,-o)2+ (Pia—Vis)* + (Zia— Zi3)?] odchylenie ruchu rzeczywistego
i=1
uktadu po udarze od ruchu czgéciowo wyzwolonego.
Tso 1 T54 — okresla si¢ analogicznie. Ze zwiazku (1.21) wynikaja dwie nieréwnosci

(1.22) T < Tss,
(1.23) Tsa < T,

z ktérych pierwsza wyraza uogdlniona zasade najmniejszego skrgpowania, a druga —
twierdzenie CZETAJEWA [2] dla udaru.
2. Na podstawie nieréwnos$ci (1.22) i (1.23) moZna otrzymaé zwiazek migdzy energiami
kinetycznymi w (d), (9) i (¢) — ruchach po udarze.
Dodajac nieréwnosci (1.22) i (1.23), podstawiajac otrzymane nieréwnosci do wzordw
na Ty, T4, Ts5p — otrzymamy
3n 3n 3n
@2.1) N mGa— i) 4 ) milGa— 50t <2 ) mixig— xi)?.
i=1 i=1 i=1{
Wprowadzajac energi¢ kinetyczna dla ruchu rzeczywistego mozliwego i wyzwolonego
1 oznaczajac je odpowiednio T}, Tj, T,, nierdwnosé (2.1) zapiszemy w postaci

3n 3n
T;,+T | N’ . .. . oL, .
(22) Td < - g D) 0- + 7[ > I”,‘.Y,'()(X,'d - x,'(;) + Y:I m,-.\‘,-a(.\‘,-d—— xia)] .

i=t i=1

Sumy w nawiasach kwadratowych w ostatniej nieréwnosci maja okreSlony sens me-
chaniczny.

Rozpatrzymy pierwsza sumg. Wchodzace w nig réznice mozna uwazal za prze-
mieszczenia mozliwe. Wowczas suma ta bedzie miala postaé

3n

(23) ZIN;,'V,") lsx,'.

i=1
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Zgodnie z réwnaniami teorii udaru

(2.4) mxy, = Ai+ R +mix,, (=1,2,...,3n),

gdzie x;, — rzuty predkosci punktéw uktadu do udaru, a R, — rzut impulséw sit reakcji
uktadu czesciowo wyzwolonego. Dlatego sumg (2.3) mozna zapisa¢ w postaci

3n

2.5) Z Mikig O = ) (A RO St ) misisg i,

l—l l 1

Poniewaz wiezy sa idealne, a mozliwe przemieszczenia danego ukladu mieszcza si¢ wérdod
mozliwych przemieszczen ukladu czgéciowo wyzwolonego

ZRf) 8 = 0,

to rownanie (2.5) przyjmie postac

_‘ S

3n 3 3n
(26) Z m,'j','() 6x| = ‘L 1(5x;+2m,-k,-o 6xi.
i=1 i=1

i=1

Rozwazymy druga sume, wchodzaca w sktad nieréwnosci (2.2)

3n
Zmikid(kld_kld)'
i=1
Z réwnan teorii udaru mamy
@.7) my(kig— %) = RU-9,

gdzie R~ —rzuty impulséw reakcji wigzéw odrzuconych przy cze§ciowym wyzwoleniu
uktadu. Biorac pod uwage zwigzki (2.6) 1 (2.7), nieréwno$¢ (2.2) przedstawimy w postaci

3n 3n n
Ts+ T, 1 \ ! Y v,
(2.8 T, < 76;vo+7[ \: A0+ > m;Xio O+ E xiaR.('f_‘»]-
1=1 i=1 =1 ’

Jesli do udaru predkosci punktéw ukladu byly réwne zeru, to powyZsza nieréwnos$é
przyjmie postaé

2.9) T, < Td_ﬁTﬁ [ZA Oxit > x,.(,Rgg-‘”];

to znaczy, Ze energia kinetyczna ukladu po udarze jest mniejsza od potowy sumy energii
kinetycznych ruchu wyzwolonego i mozliwego, zwigkszonych o polowg sumy pracy wir-
tualnej zewngtrznych impulséw udarowych i pracy impulséw sit reakcji wigzéw odrzuco-
nych, wykonanej na predkoséciach ruchu mozliwego.

Kiedy udar w ukladzie wystepuje tylko wskutek nalozenia nowych wigzéw, to ze zwiazku
(2.9) otrzymamy

3n
T+ T, 1 .
(2.10) T, < "2 2 +—2—Z X5 R{-9),
i=1
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Jesli ograniczymy si¢ tylko do takich mozliwych ruchéw, w ktérych predkosci sg ortogo-
nalne do impulséw sit reakcji wigzow odrzuconych, to z nieréwnosci (2.10) otrzymamy

T+ Ty

to znaczy, ze jezeli udar w uktadzie punktéw materialnych znajdujacych sie w bezruchu
nastepuje wskutek nalozenia nowych wigzéw, to energia kinetyczna ruchu rzeczywistego
uktadu po udarze jest mniejsza od potowy sumy energii kinetycznych ruchu czesciowo
wyzwolonego i takiego ruchu mozliwego, w ktérym predkosci punktéw sa ortogonalne
do impulséw odrzuconych reakcji wigzéw przy wyzwoleniu ukladu.

3. W pracy [2] CzeTaiew wyprowadzil twierdzenie: odchylenie ruchu rzeczywistego
ukladu z wigzami idealnymi (w przypadku ogdlnym nieliniowymi anholonomicznymi) od
Jjakiegokolwiek ruchu mozliwego jest mniejsze niz odchylenie tego ostatniego od ruchu czescio-
wo wyzwolonego.

Dla udaru twierdzenie Czetajewa przyjmuje posta¢ nieréwnoséci (1.23), ktore zapisujemy
nastgpujaco:

3n 3n
3.1 Zmi(*m—ffa)z < Zmi(kld—'kid)z,
i= i=1

gdzie X4, X;, X3 — predkosci punktéw ukiadu po udarze w (d), (0) i (6) — ruchach,
Iub

3n 3n 3n
mx2 mx? C e .
(3.2) 2 '2 d —2 '2“’ < Zl:m.-xd(x.-a—x.-o).
= i= I=

Ta ostatnia nieréwnoéé na podstawie zwiagzku (2.7) bedzie sprowadzona do postaci

3n
(3.3) Ti—Ts < D XisRE-9,

=t
gdzie R{@-9 —impulsy sit reakcji wigzéw odrzucanych przy cze$ciowym oswobodzeniu
uktadu.

Jezeli predkosci ruchu mozliwego po udarze sa ortogonalne do impulséw sit reakcji
wiezéw odrzucanych przy czesciowym oswobodzeniu uktadu, to biorac pod uwage nie-
réwnosé (3.3)

Ty < Ty,

widzimy, Ze energia kinetyczna ruchu rzeczywistego po udarze jest mniejsza od energii
kinetycznej ruchu czgéciowo wyzwolonego.
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ZWIAZKI KONSTYTUTYWNE PELZANIA 1 PLASTYCZNOSCIY

J.F. BESSELING (DELFT)

1. Wstep

Dla celéw projektowania inzynierskiego konieczny jest iloSciowy opis zachowania sig¢
materiatéw poddanych okres§lonym wptywom zewngtrznym. Teorie petzania i plastycznosci
w ramach mechaniki inzynierskiej sa teoriami fenomenologicznymi, poniewaz fizykalny
mechanizm niesprezystych deformaciji jest zbyt skomplikowany i, jak dotad, nie udato sig¢
go ujaé¢ w logicznie spdjny opis matematyczny. Wspomniane teorie zbudowane sa na pod-
stawie zalozenia, ze drogg dedukcji potrafimy matematycznie sformutowaé prawa fizyczne
dla standardowych materiatéw, tzn.: wychodzac z pewnych specjalnych —w ogdlnoéci
mierzalnych — programdéw obciazen mozemy okre$li¢ zachowanie si¢ materialéw dla
programow (historii) dowolnych.

Opisujac wplyw otoczenia na cialo z reguly ogranicza si¢ go do wpltywu zewnetrznych
sit powierzchniowych, sit masowych i temperatury. Nalezy zaznaczy¢, Zze nawet przy tych
zatozeniach ograniczajacych nie ma w tej chwili jedynej, ogdlnie akceptowanej teorii pelza-
nia i plastycznosci.

W obszernej literaturze przedmiotu publikowanej na przestrzeni minionych dwudziestu
lat daje si¢ zauwazyé szczegdlna tendencje do koncentracji na matematycznych aspektach
teorii, lekcewazaca czesto dane eksperymentalne opisujace rzeczywiste zachowanie sig
materialow. Wspdlcze$nie obserwuje si¢ nacisk na rozwdj teorii réwnan konstytutywnych
mechaniki, a ostatnio — termodynamiki, na bazie apriorycznych poje¢ napr¢zenia i tem-
peratury, przy czym prace te zaczynaja traktowaé o zjawiskach fizycznych dopiero po
zbudowaniu imponujacej struktury matematycznej ztoZonej z postulatow, lematéw, twier-
dzen itd. Z drugiej strony wielu matematykdw parajacych sie zastosowaniami usilnie dazy
do rozwiazania szeregu probleméw brzegowych i poczagtkowych na bazie zwiazkdw fizycz-
nych w wiekszosci nie zweryfikowanych eksperymentalnie.

Na obecnym etapie — moim zdaniem — jedynym modelem materiatu, dla ktérego
istnieje dostateczna podbudowa eksperymentalna dla réznych rzeczywistych os$rodkow
jest tzw. model idealnego pelzania i idealnej plastycznosci. I chociaz model ten daje opis
daleko niekompletny, zawiera on te elementy mechaniki osrodka, ktore sa istotne w pro-
jektowaniu.

Co do zastosowan teorii bazujacych na bardziej wyrafinowanych modelach ma-
terialéw — to lepiej byloby je zarzuci¢ do czasu potwierdzenia przez poprawny ekspery-

1) wykiad wygloszony w Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki PAN w Warszawie,
30.X.1972 r.
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ment ich wartosci dia opisu ilosciowego. Tu wiasnie znajduje sie szerokie pole badan
dla tych fizykéw-eksperymentatoréw, ktérzy wola narzedzi racjonalnej mechaniki uzy-
wac do teorii mechanizméw poslizgu w sieci krystalicznej w celu ich przenoszenia do
rzeczywistej trojwymiarowej teorii deformacji. Tymczasem za$ inzynier dla pragma-
tycznych celéw musi polegaé na stosowaniu prostych modeli materialéw i na rozsadnej
ekstrapolacji danych eksperymentalnych oraz na zwyklym do$wiadczeniu.

2. Podstawowe réwnania mechaniki i termodynamiki

Fenomenologiczny, czyli kontynualny opis wlasnoéci mechanicznych speilnia naste-
pujace postulaty matematyczne:
1. Zasada zachowania masy

59 . 80 @.'x, _
(1) fé-t—-+,\.~~a}7+95; = 0.

2. Zasada zachowania pedu

O oo o8y O
@ 0x; +ofi = Q( o T Oxp /|
3. Zasada zachowania momentu pgdu (brak naprezen momentowych)
3 Lij = i
4. Zasada zachowania energii (bez Zrddel promieniowania)
5(],- . . _ 1 056, 8561
(4) ti'id['i—a—x‘- = Qu, gleC d," = 7(—axj 8x,~ N

5. Zasada wzrostu entropii®’

1
5 o= on+ T >0, gdzie o=o0
( a k"] 8x,- - or

Te podstawowe réwnania mechaniki i termodynamiki sa baza wyjéciowa w kierunku
fenomenologicznego opisu mechaniki materiatu.

Fakt naszego przyzwyczajenia si¢ i «oswojenia» z koncepcja gestosci g, naprezenia ¢;;,
temperatury 7, sily masowej f;, strumienia ciepla g¢;, energii wewnetrznej u i entropii 7
nie czyni tych wielkoéci mniej abstrakcyjnymi. Ich relacja do obserwowanego zjawiska jest
na tyle prawdziwa, na ile sa to wielko$ci mierzalne w odniesieniu do pewnych powtarzal-
nych zjawisk fizycznych.

Réwnania wiazace abstrakcyjne pojecia z obserwowanymi miarami dfugosci i czasu
moga by¢ nazwane réwnaniami konstytutywnymi teorii. Bez tych réwnan cala struktura
postulatéw nie tworzy teorii mechanicznej, w sensie odpowiedzi na pytanie jaka jest reakcja
uktadu na zewnetrzne dzialanie.

D We wzorze (5) 7 jest wlasciwa entropia na jednostke masy; ¢ = oy, gdzie ¥ oznacza wlasciwa pred-
ko$é powstawania entropii na jednostke masy; o wiec odnosi sie do jednostki objetosci ciala (przyp.
tlum.).
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3. Materialy proste i koncepcja stanu lokalnego

W mechanice continuum cialo jest gtadko odwzorowane na obszary przestrzeni
euklidesowej. Obszar zajmowany przez cialo stanowi jego konfiguracj¢. Ruch ciala
jest wyszczegdlnieniem miejsc zajmowanych przez punkty materialne w miar¢ uptywu
czasu albo czasowym nastegpstwem konfiguracji ciata. Mianowicie

6) Xi= xi(&us 1).

Miejsce £ jest «wspoirzedna materialna» czastki materialnej w stosunku do pewnej kon-
figuracji odniesienia.

Szkota TrRUESDELLA, NoOLLA i in. [1] wprowadza pojgcie «materiatu prostego» w celu
uproszczenia opisu «reakcjin?’ materiatu na ruch ciata. Nazywaja oni material materialem
prostym, jesli ze znanego zachowania si¢ materiatu w procesach jednorodnych deformacji
wynika zachowanie si¢ materiatu we wszystkich dowolnych procesach.

W procesie jednorodnej deformacji historia deformacji w & jest zbiorem wartosci

(7‘ i . . . , oo .
F, = Eg statych w calej przestrzeni dla wszystkich czaséw az do chwili obecnej 7.
W moim mniemaniu ta koncepcja materiatu prostego jest jednym z aspektéw bardziej
ogolnej koncepcji lokalnego stanu termodynamicznego.

Cialo jako takie mozZna podzieli¢ na wiele wzajemnie sprzezonych podcial. Postuluje
si¢, ze podobnie jak masa i energia kinetyczna — energia wewnetrzna i entropia sa wiel-
ko$ciami addytywnymi. Wynika stad, Zze energia wewnetrzna i entropia podukiadu sa
funkcjonalami zmiennych odniesionych wylacznie do tego podukladu. Bedzie istnieé,
oczywiscie, dolna granica wielko$ci podukiadu, do ktdrego ten postulat jeszcze sig¢ stosuje.

Podejécie termodynamiczne jest z gory ograniczone do uktadéw, w ktorych sensowne
sa statystyczne u$rednienia.

Jakkolwiek wiec definicje lokalnego naprezenia, temperatury, energii wewngtrznej
i entropii sg matematycznie trywialne dla uktadéw w stanach jednorodnych, to ich przy-
datnos¢ do opisu stanéw niejednorodnych jest oczywista. W stanach tych bowiem rozktady
temperatury, naprezenia, energii wewnetrznej i entropii moga przedstawiaé statystyczne
usrednienia dla wszystkich podukladdw, az do najmniejszych, w ktérych dozwolona jest
procedura u$redniajgca. Je$li dalej ograniczymy nasz opis do przypadkéw, w ktdrych
réznica zmiennych —w tym réwniez F;, — jest niewielka w obszarze, ktdéry jest duzy
W poréwnaniu z najmniejszym podukfadem termodynamicznym, to mozemy przystapic
do poszukiwania lokalnie zdefiniowanych réwnan konstytutywnych.

Aby przekonad sie, ze pojecie najmniejszego uktadu termodynamicznego nie ogranicza
wazno$ci koncepcji lokalnego stanu termodynamicznego w zwyklych warunkach, zauwaz-

my, Ze liczba czastek w powietrzu na poziomie morza wynosi 2,7 10'° cm~3, a w stali —
8,6 1072 cm™3.

2 Termin «material response» ttumaczymy doslownie jako «reakcja materiatlu» zgodnie z dosadno$-
Cia i precyzja terminu oryginalnego rozumiejac przez to pole naprezen generujace si¢ w materiale jako
dynamiczng reakcje na proces kinematyczny (deformacji).
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4. Funkcjonalne podejscie do réwnan konstytutywnych

Przechodzac do teorii réwnan konstytutywnych, podajemy nastepujace zaloZenie —
za COLEMANEM | NOLLEM [2]: Kazdy zwiqzek konstytutywny musi spelni¢ zasade obicktyw-
nosci i zasade wzrostu entropii dia wszystkicl mozliwych historii deformacji i temperatury.
Zasada obiektywno$ci mowi tutaj, ze w kazdym przypadku dwoch obserwatoréw ciala
stwierdza ten sam zwigzek konstytutywny. Jesli z,(&,, t) opisuje ruch obserwowany przez
plerwszego obserwatora, a y/(,, ) jest tym samym ruchem widzianym przez drugiego,
mozna udowodnié, ze zachodzi zaleznosé
@) xi = Qijxite, ' =t-a,
gdzie Q;; jest tensorem ortogonalnym zaleznym od czasu, za$ ¢; jest wektorowa funkcjg
czasu; a — jest stala.

Przechodzac do formutowania konkretnych zwiazkéw konstytutywnych — po akceptacji
powyzszych zasad ogdlnych — stoimy przed mozliwo$cia przechodzenia od szczegdlnych
przypadkéw do ogdlniejszych, albo odwrotnie. Szkota Truesdella preferuje drugie po-
dejscie.

W duchu czysto kontynualnej teorii nie wzglednia si¢ czasteczkowej albo atomowej
struktury materialu. W tym sensie ukiad jest «czarna skrzynka», dla ktérej zachowanie
si¢ materiafu definiuje si¢ przy pomocy oddzialywan zewngtrznych i ich historii. Ogdlna
klas¢ takich materialéw zdefiniowal Coleman za pomoca funkcjonaldw:

© 5T
fi_,' = Q?,-;(Fk,(t—s), T([—S),_f_ __),
s=0 0xy,

: ‘?T_)

q; = $ (Fka(t—s)’ T(t—S), axk

s=0
(8) " oT
u = SiO(Fka(t—S), T(t'—S);—é-;k),
® oT
7] — sEO(Fka(t—S), T(t—.s), —('E:) .

. oT . o, , , . . .
Dowodzi sig, Ze Fxs musi znika¢ z réwnan na w17, oraz Ze ¢; i h wyznacza sig
Xk

z ¢ przez rézniczkowanie, uogdlniajac w ten sposéb klasyczne formy zwigzkéw napreZenie-
odksztalcenie i temperatura-entropia. Dalsza procedura przeksztalcania powyzszych
zwiazkéw opiera si¢ na zasadzie zanikajacej pamieci [3].

Z jednej strony wigc, zamierzamy wprowadzaé do réwnan konstytutywnych wielkosci
mierzalne niezalezne od historii procesu fizycznego, a z drugiej mamy wspoiczesne ten-
dencje do formulowania réwnan konstytutywnych za pomoca funkcjonaiéw, co oznacza,
ze w ogolnosci zachowanie si¢ materialu moze by¢ jedynie wyznaczone na podstawie
znajomosci aktualnych i przeszlych oddzialywan zewnetrznych. Podejscie to wydaje mi
si¢ niezadowalajace dla ilosciowego opisu zachowania si¢ materialéw, poniewaz nie zna-
my eksperymentalnego sposobu jednoznacznego wyznaczenia tych funkcjonaiéw oprocz
przypadkéw trywialnych — na przyklad w ukladach liniowych — gdzie dziala zasada
superpozycji (na przykiad liniowa teoria lepkosprezystosci).
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Kolejny problem zwiazany z czysto kontynualnym podejsciem wynika z faktu, ze ruch
czastek elementarnych ukladu nie moze by¢ w ogdlnosci opisany ruchem continuum,
w ktérym kazda czastka zajmowalaby punkt materialny. Molekuty i atomy nie maja przy-
pisanego miejsca w continuum. Idac dalej zauwazamy, ze uklad sktadac¢ si¢ moze z czastek
roéznego typu. Jesli jednak w danej chwili prawdopodobienstwo, ze czastka jest okreslonego
typu jest niezalezne od jej polozenia w ukladzie, wéwczas usredniony ruch masy wewnatrz
uktadu mozna przedstawi¢ przy pomocy ruchu: x; = yi(&., t). W przeciwnym razie po-
winny by¢ rozwazane zagadnienia dyfuzji. Trzeba wtedy zdefiniowaé usredniony ruch
masy dla kazdego typu czastek osobno.

Jedli jednak wystarczy rozwazac tylko jeden ruch x; = y;(&,, £), to identyfikacja czastek
materialnych continuum z miejscem & ma, wedlug mnie, znaczenie fizyczne tylko wtedy,
jesli otoczenie & stanowi w calym procesie jeden i ten sam podukiad termodynamiczny.

Jedli identyfikacja czastek materialnych, ktére wypeiniaja male otoczenie punktu &,
ulega zmianie — a tak dzieje si¢ w gazach, cieczach, metalach deformowanych plastycz-
nie — wéwczas konfiguracja odniesienia w opisie kontynualnym traci w trakcie procesu
wszelkie znaczenie fizyczne w odniesieniu do stanu termodynamicznego materialu. Zasada
zanikajacej pamigci w formie zaproponowanej przez COLEMANA [3] jest w tym przypadku
fizykalng koniecznoscia, jesli funkcjonaly konstytutywne maja by¢ wazne.

5. Koncepcja naturalnego stanu odniesienia

Ograniczajac si¢ do réwnan konstytutywnych pelzania i plastyczno$ci w metalach,
powinniémy, jak sadz¢, wyciagnaé pewne wnioski z faktu, ze poslizg w sieci krystalicznej
wywolany ruchami dyslokacji jest gléwnym czynnikiem niespre¢zystych deformacji. Pozwole
sobie zacytowaé fragment pracy Y. Horie [4], przedstawionej na Migdzynarodowym
Sympozjum Podstaw Plastycznosci w Warszawie w 1972 r., dotyczacy dyslokacji w krysz-
talach:

a) Calkowita energia zdeformowanego krysztalu zawierajacego stacjonarna dyslokacje
jest suma energii odksztalcenia siatki i energii dyslokacji. Jest ona niezalezna od poloZenia
dysltokacji.

b) Obecnoé¢ stacjonarnych dyslokacji nie wplywa na sprezyste wlasnosci krysztatu.
Mierzac zachowanie si¢ ciala pod wplywem przylozonych obciazen nie mozemy stwierdzié
obecnosci dyslokacji, dopdki nie nastapi ich ruch.

c) Naprezenia uplastyczniajace sa to przede wszystkim napr¢Zzenia wymagane dla
wywolania ruchu dyslokacji w krysztatach.

HorIe wyciaga stad wniosek, ze wplyw chwilowych wartodci odksztatcen plastycznych
na termodynamike materiatu jest bardzo maly. Ich wkiad — je§li istnieje — jest po$redni:
poprzez catkowitg prace¢ plastyczna.

Na tym samym sympozjum K. HAVNER [5] wskazal na mozliwo$¢ opisania proceséw
mechanicznych w metalach przy pomocy dwoch kinematycznie niezaleznych mechanizméw
deformacji, ktére stanowia fenomenologiczne przyblizenia zloZzonych proceséw w siatce
krystalicznej zajmujacej objeto$¢ w otoczeniu punktu continuum materialnego. Mechanizmy
te s3 nastgpujace:

a) Sprezyste (mechanicznie odwracalne) infinitezymalne odksztalcenie siatki;
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b) prosty poslizg zgodnie z krystalograficznie dopuszczalna geometrig poélizgu, ktérego
rezultatem jest wzgledne przesunigeie materialnych elementéw liniowych, pozostawiajace
jednak niezmieniony typ struktury krystaliczne;j.

Wydaje mi si¢, Ze oba punkty widzenia nie sa wzajemnie niezgodne, a usprawiedliwiaja
wprowadzenie koncepcji naturalnego stanu termodynamicznego, niezaleznie od koncepcji
ruchu continuum.

NoLL i inni stusznie wskazuja, ze $cisty matematyczny opis materiatu z dyslokacjami
wymagalby wprowadzenia konfiguracji odniesienia, ktdra nie jest konfiguracja euklide-
sowa, ale jest zdefiniowana przez afiniczna i antysymetryczna koneksj¢ I". NoLL podatl
rownania ruchu dla przypadku, kiedy ta nieeuklidesowa konfiguracja odniesienia jest
Znana.

Wydaje si¢, Zze przy pomocy rownan NoLLA byloby mozliwe udowodnienie wiasnosci
dyslokacji stacjonarnych, ktére wymienia Horie. Ale wlasnie ze wzgledu na te wlasnosci
w procesie sprezystym, mozemy nie bra¢ pod uwage obecnosci dyslokacji, za§ w przypadku
ruchu dyslokacj mozliwo$é §cistego podejscia matematycznego, podobnego do podejécia
NoLLa, wydaje si¢ problematyczna. Dyslokacje powstaja w zrédiach Franka-Reada;
sa wzajemnie sprzezone, gromadza si¢ W grupy przy brzegach ciala; sa eliminowane przez
procesy dyfuzji.

W moim przekonaniu bardziej racjonalna metodyka wynika z przyjecia koncepcji
naturalnego stanu odniesienia; pojecie takiego stanu wprowadzit ECKART [6] jeszcze
w 1948 r. W ujeciu ECKARTA stan ten opisany przez nieeuklidesowa metryk¢ wyznaczany
jest przez proces termodynamiczny i podlega ewolucji.

W 1966 r. na sympozjum [UTAM, poswieconym problemom termodynamiki proceséw
nieodwracalnych w Wiedniu, rozwazalem [7] bardziej ogdlny przypadek, kiedy biezaca
konfiguracja materiatu w kazdej chwili, w kazdym punkcie ciala jest odniesiona do kon-
figuracji w stanie odniesienia dla aktualnego materiatu — tzw. naturalnego stanu odnie-
sienia — przez odwracalng transformacj¢ elementéw liniowych:

) da, = bydx;, det(by) > 0.

Tutaj da, definiuja elementy liniowe w lokalnym ukladzie wspoirzgdnych, okre§lonym
przez ortogonalne tréjki wektordw, ktore nie doznaja obrotow w trakcie ruchu continuum.
Zachowujac stale kierunki w przestrzeni, tworza one baze odniesienia dla anizotro-
powych wlasnoéci materiatu.

Powyzsza transformacja elementéw liniowych moze byé roztozona na sztywny obrét
i nastgpujaca po nim czysta deformacje o symetrycznej macierzy transformacji, trzeba
tylko zastosowaé twierdzenie o jednoznacznym rozkiadzie biegunowym tensora, ktérego
macierz jest nieosobliwa.

Trzeba zdaé sobie sprawe z faktu, Ze utozsamienie czastek materialnych, ktdre
w naturalnym stanie odniesienia zajmuja miejsce & z punktem o tych wspétrzednych
dla continuum poruszajacego si¢ nie jest w ogdlnoéci konieczne. Tak wigc, jesli rozwazymy
siatke krystaliczna, w ktdrej nastapit poslizg, wowczas zauwazamy, Ze pewna pojedyncza
komérka posiada w swych wierzchotkach atomy, -ktére przed prze§lizgiem tworzyly z in-
nymi atomami inng komorke. Siatka pokazana na rysunku 1 w pewnym punkcie continuum
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okreslajacym oczko siatki jest w kazdej chwili taka sama, co nie znaczy jednak, ze tworza
ja te same atomy.

Tensor b,; jest pojgciem fizycznym, ktéry nalezy wprowadzi¢ do réwnan konstytutyw-
nych. Podobnie jak wprowadzony przez ECKARTA [6], a péZniej Sicpowa [8] tensor
metryczny naturalnego stanu odniesienia g;; = b,b,;, przy czym tensor b,; nie spetnia
kinematycznych zwigzkow nierozdzielnosci wyprowadzonych z ruchu continuum, a wigc
ruchu opisujacego usredniony ruch rzeczywisty masy wewnatrz ciala.

Rys. 1. Pojedyncza komoérka w naturalnym stanie odniesienia

Jest oczywiste, ze dla materiatu polikrystalicznego, o przypadkowej orientacji poszcze-
g6lnych krysztaldw, jedno rézniczkowalne pole b,; nie wystarczy, aby zdefiniowaé natu-
ralny stan odniesienia materialu. W tym miejscu rodzi si¢ istotna trudno$¢. Proponuje
postepowanie idace w kierunku dyskretyzacji wtasnosci ukladéw mechanicznych i precyzji
réwnan, mianowicie aproksymacj¢ naturalnego stanu odniesienia przez skonczong liczbe
pol bk (k = 1,2, ...,N).

Przystgpujac do formulowania réwnan konstytutywnych przyjmujemy nastepujace
relacje:

tij = tij(b%i, M),
(10) T = T(bk, ),

k

u = u(bi;, n).
Musimy zachowaé zasade obiektywnosci. Elementy da, sg z definicji niezmiennicze
wzgledem transformacji
(11) 2 = Quxite
Stad wynika, ze
daa = ba,-dx,- = ba;Q,'jde = ba',,-dx,'-,

albo
bai = be;Qji-
Sktadowe tensora b,; definiuja tensor
(12) Caﬂ = baibﬂi = ba’:ijib[;kai = ba'ubéj

niewrazliwy na transformacje (11).
Widaé, ze tensor metryczny naturalnego stanu odniesienia

(13) del = dasda, = byiby;dxidx;;  gij = baibyj
nie jest niezmienniczy wzglgdem (11). Mozna jednak odpowiednie wielkosci #;;, T, u,
uzalezni¢ od tensora g;; poprzez jego niezmienniki; oznacza to izotropig¢ materiatu. Dalej

przyjmuje si¢ powyzsze zalozenie w przypadku pojawienia si¢ tensora metrycznego na-
turalnego stanu odniesienia w zwigzkach fizycznych.

2  Mechanika Teoretyczna 4/73
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6. Odksztalcenie sprezyste i niesprezyste

Méwiac o predkosci zmian naturalnego stanu odniesienia, oznaczonej przez da,
mozna stwierdzié, ze predkos¢ t¢ réwnie dobrze okreslaja wielkosci zwigzane z lokalna
propagacja dyslokacji, jak 1 zmiana tensora b,; oraz pole predkoSci poruszajacego si¢
continuum; mamy wigc

(14) daa = p,,-dx,- = (bai+baj7xi,-) dx,-,
albo

. O0x:
(15) bai = paj_b j‘aT-:-

W celu zwiazania tensoréw b,; i C,; ze znanymi pojeciami, takimi jak gradient defor-
macji i tensor odksztalcenia, rozwazmy na chwile przypadek materialu sprezystego. Dla
takiego materiatlu p,; = 0 i mozna utozsami¢ naturalny stan odniesienia z konfiguracja
odniesienia continuum.

Zachodzi wowczas

da,
(16) da, = F dx;, x; = xi(ag )
oraz
(17) ded = dopdayday,  de* = dydvidy; = O 0% da day,
Oa, Oag
albo
(18) de? = bi,'big'da,dag = cz3'da,dag
i dalej
(19) Eqp = ';_— (czp' — Oap)>

gdzie E ; jest tensorem odksztalcenia Lagrange’a
Dla deformacji niesprezystej mozemy przyjac

, 1
(20) Ezp = > (C;ﬁl — Oap),

jako tensor odksztalcen sprezystych, nie spetniajacy wéwczas warunkéw nierozdzielnosci
narzuconych przez koncepcj¢ ruchu continuum.

W oérodku ciaglym tensor catkowitych odksztaicen zdefiniowany jest nastepujaco:
1 5xk (3xk
= |9 T s = yiE,, 1),
2 (azsa o8, "o Fr T MG

Znana jest koncepcja przyjmujaca tensor odksztalcen sprezystych jako réznicg pomigdzy
tensorem catkowitego odksztalcenia continuum i tensorem odksztalcen niesprezystych E,g .
Otéz w teorii przyjmujacej pojecie naturalnego stanu odniesienia, ta koncepcja addytyw-
nosci jest do przyjecia tylko pod warunkiem, ze dewiacja naturalnego stanu odniesienia
do konfiguracji odniesienia continuum pozostaje mata.

2h E.p
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Mozemy napisaé
0x

(22) day, = bydx; = by; - e,
A&y
Niech bedzie
0x;
(23) bai - = Ot Ba:  IBal < 1.
o0&

W tym przypadku zachodzi

’ 1 1
Ey = Eaﬁ(aak'i'ﬂak)(5ﬂ1+/3a1)—‘§‘5k1+’2’*(éak+/3ak)(5a:+/3a1) =

7 l r 7
(24) = Ekl+_2" B+ B+ B fa) = Ew+ Eyf

Ograniczenie wielkosci f,x (tym samym |EJ;’| < 1) jest naturalne w teorii, gdzie wszyst-
kie zmiany maja by¢ z géry okre$§lone wzgledem niezdeformowanej konfiguracji osrodka
ciaglego. Przy znacznych réznicach migdzy naturalnym stanem odniesienia i konfiguracja
odniesienia continuum, ta ostatnia traci swoj sens fizyczny. Teoria duzych deformacji
niesprezystych jest raczej teoria plyniecia niz deformacji. Wymaga ona opisu we wspol-
rzednych przestrzennych. Niniejsze rozwazania ograniczamy do zwigzkéw konstytutyw-
nych opisujacych mate deformacje niesprezyste.

7. Réwnania konstytutywne dla pelzania i plastycznoici w przypadku malych odksztalcen niespr¢zystych

W przypadku matych deformacji niesprezystych przyjmujemy &,, &, &3 jako zmienne
niezalezne i mozemy prowadzi¢ obliczenia w geometrii odniesienia ciala. Zasada zacho-
wania masy jest tozsamo$ciowo spelniona, a pozostale réwnania podstawowe sa naste-
pujace:

1. Zasada zachowania pedu

0 6x,- .
(25) *02:;-.(795-1‘ Sjk) = 0o%i,
V- D
(26) o = -2 0 O

00 0, 08,0
gdzie s;; jest drugim tensorem Pioli-Kirchhoffa (symetrycznym).
2. Zasada zachowania momentu pedu

(27) Sij = Sji-

3. Zasada zachowania energii

. . 0&. 0q;
28 E.. = Qo Ok i
(28) Si;Lij Qo+ 0 ox, 0k
4. Zasada wzrostu entropii
5(47':) o0&
(29) g° = 007'74._9,9_ e 250, o= Y00

2%
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5. Réwnania konstytutywne

ou ou

(30) U= u(Eua )’ Sij = Lo éEi/;i'y T = ’a‘n"-

Ostatnic dwa zwiazki pozwalaja przeksztalci¢ zasadg entropii do postaci nastgpujace;j:

o _ _ 00 ¢ OT 0% "
31) Tot = 2 e T JEL = 0.

Poniewaz nierowno$¢ powyzsza musi zachodzi¢ dla wszystkich wirtualnych historii
deformacji i temperatury, otrzymujemy, ze

(32) syEl = 0.
Powracamy teraz do modelu, w ktérym naturalny stan odniesienia jest aproksymowany

przez skonczony szereg pol tensorowych b% albo —co jest réwnowazne w przypadku
malych odksztalcen niesprezystych — przez skonczony szereg pol E[f, mianowicie

N«
(33) u = Z P EL, 7). Z o =
k=1 k=1
Z powyizszego wynika, ze
/\V
T, o v

Postulat wzrostu entropii wymaga, aby
(35) SEEL > 0
/¥ = 0 (odksztalcenie objetosciowe jest sprezyste), aby

ko rk
SHE** 20,

albo, poniewaz E

gdzie si% i EF sa sktadowymi dewiatoréw

1
S,'"} = Sij_Tskkéija

E* - E """" Ekk(sij.

Podstawowym problemem dla pelzania i plastycznoéci pozostaje okre§lenie zwiazku
konstytutywnego dla predkosci dewiatora E%’’. Postaram si¢ zwigzle przedstawi¢ wiasne
podejscie.

Definiuj¢ funkcje dysypacji dla pelzania w postaci
(38) l,_lz,ck)k - fk(sl_, ’

Przyjmuje, ze obszar sprQiystego zachowania si¢ materialu jest ograniczony przez
funkcje plyniecia
(39) gt = g6, T, by,

gdzie /1 jest parametrem wzmocnienia.
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Stosujac do przypadku pelzania prawo stowarzyszone z potencjalem f* otrzymuje

gk _ o, O

(40) jtey = M 89"* .

|

Kk af

’J

TEE,
a zk] J

oraz postepujac podobnie w przypadku odksztatcen plastycznych przy g =0, ¢ > 0

mamy
r 5g
(41 L =P goe -
s
Jako prawo wzmocnicnia przyjmujg
(42) C;‘g:* h=— 6 *k E,"j('p')" 2G2, gdzie 2= 0.

Stad, w przypadku deformacji izotermicznych,

mozemy rozwina¢ warunek dla po-

tencjatu
og* ogt . g . agt aofk ag* og*
4 =t = o * A, L= 0.
@) &= dsik S otk 2O\ED =P o 1 g | 720 A g P g = O
Wyznaczamy mnoznik p
, gt ot _ dg ag* of*

44 At 1) S et = - .
(44) p(A+ )65_*}1( 65,-*,-k as,-"j-k :uas*k as*k
Réwnanie na E;;'** jest wowczas nastgpujace:

ogt oft og* gt

ort 1 aspE osgh gt 1 Oskk Gyxk

4 . = N+ ———Ex
(45) E; “ 8s*" S ﬁg* ag* as*" A+l _,,5,3,,,,_‘7,8,*, Epk.

(1“3"”1 Os"l" as:z as:ﬁ
pod warunkiem, Ze zachodzi

agk og* ok

46 = * —
(46) ¢ =0 sk E” as*“ osER’
W przeciwnym razie

g af*

W celu zbadania slusznosci tych zwiazkéw w przypadku plastycznosci i petzania
przeprowadziliémy szereg do$wiadczen na rurach grubosciennych.
Wychodzac z funkeji plyniecia Misesa, mianowicie

(47)

X K 2
g = sisi—1h%,

okreélilimy na podstawie pomierzonych historii deformacji historie naprezenia i porow-
nali$my je z wynikami uzyskanymi z pomiaréw. Mozna bylo zauwazy¢, Zze (dla przyjetej
funkcji plynigcia) wszystkie wielkosci wystepujace w naszych réwnaniach konstytutyw-
nych dla plastycznoséci zostaly wyznaczone w oparciu o zwykle krzywe naprezenie—od-

ksztalcenie dla rozciagania albo skrecania. W

ten sposob speiniliSmy nasze pierwotne
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zadanie polegajace na wyprowadzeniu reakcji materiatu przy ztozonej historii obcigzenia
z pomierzonych wielkosci dla pewnych specjalnych historii. Sadz¢, Ze nasze pierwsze
wyniki sugeruja podejmowanie dalszych badan w oparciu o koncepcje przedstawione
wyzej.

Badalismy tez warto$é pojgcia skonczonej ilosci naturalnych stanéw odniesienia przy
pomocy testéw pelzania. Rezultaty, jakie uzyskaliémy do tej pory, byly przedstawione
na sympozjum UTAM poswigconemu pelzaniu w konstrukcjach w r. 1970 w Gothen-
burgu [9]. Rozrzuty wynikéw badan rzucajg cien na niezbyt pomys$ina zgodno$¢ migdzy
przyjetym modelem a rzeczywistym zachowaniem materiatu.
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OSOBLIWOSC NAPREZEN SILOWYCH I MOMENTOWYCH W CIELE MIKROPOLARNYM
WYWOLANA OBCIAZENIAMI SKUPIONYMI (1)

JANUSZ DYSZLEWICZ, STANISLAW MATYSIAK (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozwazan w pracy bedzie osobliwo$¢ napre¢zen sitowych i naprezen mo-
mentowych w liniowym oérodku mikropolarnym [1]. Rozpatrzymy poélprzestrzen spre-
2ysta w plaskim stanie odksztalcenia (zagadnienie statyczne bez uwzglednienia obciaZen
masowych i temperatury) na brzegu ktérej, w poczatku wspoirzednych, dziala¢ beda
skupione, ograniczone obcigzenia.

Zagadnienie polprzestrzeni poddanej na brzegu rozlozonym obcigzeniom niecigglym
rozpatrzone bgdzie w drugiej czesci pracy. Wnioski wynikajace z rozpatrzenia tych za-
gadnien moga by¢ wykorzystane przy rozpatrywaniu probleméw dotyczacych koncen-
tracji naprezen w ciele mikropolarnym (np. zagadnienia szczelin, zagadnienia kontakto-
we itp.)

Zagadnienia powyzsze w ramach niesymetrycznej, liniowej teorii sprezystosci dla ciata
ze zwigzanymi obrotami rozpatrzone sa szczegdtowo w pracach [2] i [3]. Wyczerpujace
omodwienie zagadnien prowadzacych do koncentracji naprgzen w ciele ze zwiazanymi
obrotami wraz z podaniem literatury dotyczacej tych problemdéw znaleZ mozna w mono-
graficznych pracach [4], [5] oraz w pracach [14+17].

W pracy oprzemy si¢ na nastepujacym ukladzie zwigzkéw opisujacych deformacje
i stan napre¢zenia w ciele mikropolarnym zapisanym w prawoskretnym kartezjanskim
ukladzie wspdirzednych x; (/ = 1,2, 3) [1].

Przemieszczeniowe rownania réwnowagi:

(pta)u;, i+ (A+u—a)uy, ji+20e;p; = 0,

1.1 A
(1.1 (}’+€)<Pi,jj—4a<]7i+(ﬂ"“}’—e)%,ji‘*‘zaeukuk,j =0, (i,j,k=1,2,3),

gdzie 2, u oznaczaja stale Lamégo, natomiast «, 8, y, &€ sa dodatkowymi statymi materia-
towymi. Funkcje u;, ¢; sa skladowymi odpowiednio wektora przemieszczenia u i wektora
obrotu ¢p. Symbol ¢;;, oznacza alternator Levi-Civita.

Zwigzki geometryczne:
(1.2) ‘ Yii = Ui, j—Eji®Pks  %pi = @i,j»

gdzie y;; jest niesymetrycznym tensorem odksztatcenia, »; — niesymetrycznym tensorem
skretno-gietnym.
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Roéwnania konstytutywne:

(13) oji = (ut ) y;i+(u—0)yij+ Zyudij,
’ wji = (P+e)x;i+ (y— &)y, + Pradij,

gdzie oj; jest niesymetrycznym tensorem naprgzen sitowych, wu;; — niesymetrycznym
tensorem napr¢zen momentowych i symbol 6;; oznacza delt¢ Kroneckera.
Warunki brzegowe

(14) Pi = O;injg, m; = W;n;

oznaczaja, ze na powierzchni ograniczajacej cialo mikropolarne dzialaja obcigzenia
w postaci sily p i momentu m. Ponadto n; sa tu skladowymi jednostkowego wektora n
normalnego do powierzchni ciala.

2. Plaski stan odksztalcenia

W dalszym ciaggu pracy interesowaé nas bedzie zagadnienie plaskiego stanu odksztat-
cenia (a wiec wszystkie przyczyny i skutki zaleze¢ beda tylko od zmiennych x,, x,) repre-
zentowane przez wektory u i ¢ postaci [1]:

2.1 u(x,, xz) = (4, u,,0), @x;,x;)=(0,0,q;).

W tym zagadnieniu stan deformacji opisuja macierze

Vi1 Yiz 0' 0 0 x4
(2.2) Vi = Y21 Y22 0|, %; =10 0 3557,

|0 0 O |00 0.
przy czym

Y = 0,uy, Y22 = Oy Us, Yi2 = 01tz —@a,

2.2"
(.29 Y21 = Oty + @3,  Hay = Oa@3 (a =1,2).

Dila stanu naprezenia uzyskujemy wyraZenia

0y, 042 0 ‘[ 0 0 M3
(2.3) Oji = |03y 022 0 |, Hii E\ 0 0
10 0 o033 1,“32 32 O

Réwnania réwnowagi (1.1) przyjmuja teraz postaé
(u+)Viu +(A+p—a)d,e+20d, 05 =0,
2.4) (u+)Viu,+ (A +u—a)d,e—20d, s = 0,
[(y+e)Vi—dalps+2a(d,u,— d,uy) = 0.
Symbol V% oznacza dwuwymiarowy operator Laplace’a, natomiast e oznacza dylatacjg

V2=22102, e=0,u+30u,.
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Skladowe stanu napreZenia z (2.3) wyrazamy przez przemieszczenia u,, u, 1 obrét
@3 Nasi¢pujaco:

oy, = Qu+2)ad u,+20,u,,
Gaz = Qu+A)0u,+20,uy,
(2.5) 012 = (u+a) 0, uy+(u—0a)dru, —2agp;,
0y, = (u+0)Ouy +(Uu—0)0, 11, +200;
oraz
(2.6) Maz = (Y+8)0aps (2 =1,2).
Sktadowe 033, p3, 1 132 Wyznacza si¢ ze wzorow
A
033 = '2—(2_*_7) (011 +022),
2.7
Has = i:;u (0 =1,2);

LA

wzordw tych w dalszym ciggu pracy nie bedziemy powtarzaé.

3. Ogo6lne rozwiazanie réwnan réwnowagi (2.4) dla pélprzestrzeni {x, > 0, —co < x; < co}

W punkcie tym podamy ogdlne rozwigzanie réwnan réwnowagi (2.4) dla polprzestrzeni
bedace suma dwoch rozwigzan cze$ciowych, z ktérych jedno odpowiadaé bedzie zagadnie-
niu klasycznej teorii sprezystoéci, a drugie stanowi¢ bedzie rozwiazanie uzupelniajace.

Rozwiazania czesciowe wiaza¢ si¢ beda ze soba poprzez warunki brzegowe. Wprowadz-
my w tym celu wektor § przy pomocy zwiazku [6]

1
(3.1) §=—2—rotu—(p.
Dla rozpatrywanego zagadnienia plaskiego (2.1) podstawienie (3.1) prowadzi do zalez-
nosci

1
(3.2) 93 = = (33— 0u) = L.

Wprowadzajac (3.2) do rownan réwnowagi (2.4) otrzymujeny:
uViu +(A+p)d e = 200,85,
uViu,+(A+p)de = —200,(5,

(3.3) 1
5 (Y +&)Vi(0,ur—0u,) = [(y+e)Vi—4a]L;.
Rozwigzanie ukladu réwnan (3.3) przyjmujemy w postaci
(3.4) uy = uyj+uy, U, =us+uy, Ly =C3+0%.

Podstawiajac teraz (3.4) do (3.3) i przyjmujac {3 = 0, widzimy, Ze (3.3) bedzie speinione,
1e8li beda spetnione dwa uktady réwnan
 uViu{+(A+pd e =0,
3.5 uViu, 4+ (A+pde’ =0,
V(,us—0,u)) =0, e = 0,u,+0u;
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oraz

it

uViu +(A+uyo, e’ = 200,05,

(3.6) uViuy +(h+ud e = —209,05,

l 17 t 17 rr xa
2_(7+8)Vf(61“'2’_62“1) = [('}’+8)Vf_4a] 3> e’ = 0,uy + duy .

Zauwazmy, ze réwnanie (3.5); mozna uzyskaé z réwnan (3.5), ,, ktdre sa przemiesz-
czeniowymi rownaniami klasycznej elastostatyki (por. [7]). Z faktu, Zze {; = 0 wynika
zalezno$¢

’ I 7 !
3.7 P3 = 2 (0yuy—0yuy),

ktora jest rowniez stuszna w klasycznej teorii sprezystosci. Zalezno$¢ (3.7) wraz z (2.6)
pozwola na wyznaczenie u,; ze zwiazku

’ 7 l I ?
(3.8) Uaz = (Y +€)0 @3 = ) (y+8)0,(3uy—0uy) (a=1,2).

Przejdzmy teraz do ukitadu réwnan (3.6). Z dwdch pierwszych réwnan tego ukladu
uzyskujemy réownanie Laplace’a dla dylatacji

(3.9) Vie” =0,

natomiast dla funkcji u), w3, {4 uzyskujemy rozseparowane réwnania rézniczkowe
postaci

(3.10) V2VHI2VI— D =
(3.11) V2V2(12V2—1)u2 =0,
(3.12) (1PV2—1)¢y =

gdzie wielkos$¢ 2 jest stalg i wynosi /2 = (y+&)(u+o)/dou.
Wprowadzmy wyktadnicza transformacje¢ Fouriera [8]

~ I X '
f(xl 5 5) = —l/zn —‘O[‘ f(xl s xz)elﬁxzdxz,
(3.13)
SO, ) = o= | Jlrr, §emudE.
.

Wykonujac transformacje (3.13), na réwnaniach (3.10) = (3.12), otrzymujemy zwyczajne

Grr

réwnania rézniczkowe dla funkcji &y, oy, £5,

2 2
( - —52) (_‘i —92)(17’{, iy) =0,
(3.14) ' 1
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Rozwiazanie rownan (3.14) dla polprzestrzeni przyjmujemy w postaci
WY = (A +BY[€|x,)e” FFip Clem v,
(3.13) iy = (A% +B5|&E|x))e™ "4 Cyem ™1,
Clsl — bu —nXl
Aby speini¢ przetransformowane réwnanie (3.9) oraz wyjéciowe réwnania rownowagi
(3.6), uzalezniamy wzory (3.15) tylko od trzech statych (np. od AY, BY, CY),
..11 (A”—*—B”lflxl)e—lk \-‘+Cu _”Xl,

~r I.E ’ 34“'_*_/1 ’ ’ ) 10
3.16 Y =-4 BY +B) TRy 2 CY e,
(310 ‘2 |§|( S e 3

5131 = 7"& (0 _EZ)CII —nX‘

Dla konkretnych zagadnien wielkosci 4), BY, C\ wyznaczamy z trzech warunkdéw
brzegowych. Warunki te musza by¢ takie, aby w polaczeniu z warunkami brzegowymi
odnoszacymi si¢ do rownan klasycznej elastostatyki (3.5),, , realizowaly cato$¢ warunkéw
brzegowych dla pdtprzestrzeni mikropolarne;.

4. Przypadek poélprzestrzeni obciazonej roziozonym obciazeniem normalnym

Rozpatrzmy péiprzestrzenn mikropolarng {(x;, x;): x, = 0, —00 < x, < o} w plas-
kim stanie odksztatcenia (2.1), na brzegu ktérej (dla x, = 0) dziata roztozone obcigZenie
normalne p(x,) (zalezne tylko od zmiennej x,) skierowane zgodnie z osia Ox,. Warunki
brzegowe (1.4) przyjmuja tu postac

4.1 011(0, x3) = —p(x2), 0,20, x;) =0, 11300, x;) = 0.

O funkeji p(x,) zakladamy, Zze jest bezwzglgdnie catkowalna w przedziale (—oo, +00)
i przedzialami ciagla.

Zalozenia powyzZsze (z wyjatkiem warunkéw brzegowych) beda réwniez odnosily si¢
do punktéw 6, 8 i 10 pracy, czego wyraznie podkresla¢ juz nie bgdziemy.

Rozwiazanie klasyczne odpowiadajace powyZszemu problemowi (tzn. rozwigzanie
réwnan (3.5),, » z warunkami brzegowymi a7,(0, x,) = —p(x,), 072(0, x;) = 0) ma po-
staé [por. [7]s. 287]

dla przemieszczen

o = 2O et 20 e,
(4.2)
= = 2 -2 jaege

dla napre¢zen
Gin = —pE(L+|&lxy)em ¥,
(4.3) 32 = —P(E(1—|&lx e,

~ !

O1p = O3y = —p(&)ikx e 1,
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Wielko§¢ @5 wyznaczamy ze zwiazkdow (3.7) 1 (4.2)
~ 7 Il;(g) — 15

4.4 = -2 (=) Eem =,
(4.4) 73 e (1 -\
W zaleznosciach (4.2)+(4.4) » = 2/2(2+ ).

«Primowane» skladowe tensora naprgzen momentowych wyznaczamy ze zwigzkow
(3.8) 1 (4.2) lub (4.4)
iy = —2ifaop(§e ™,
Uzy = 2‘70|§ll~7(§)€_|6|x"
Wprowadzilismy tu oznaczenie ao = (y+&)(A+2u)/4u(A+ ).

Przejdzmy do uktadu réwnan (3.6). Odpowiednie warunki brzegowe maja postac

(4.5)

X 7 X d
(4.6) G0, X)) =0, 0730, x) =0, {50, x5) = 2a, },\,ﬁ (x2).
A2

Ogolne rozwigzanie tego ukiadu rownan dla poélprzestrzent przedstawilismy wzorami
(3.16). Stale A7, By, C{ wyznaczymy speiniajac warunki (4.6). Poniewaz napr¢zenia
z dwiema kreskami wyrazaja si¢ poprzez funkcje uy, u5, @5, jak w zwiazkach (2.5) 1 (2.6),
nalezy zatem do zalezno$ci (2.5), 5 1 (2.6) (dla « = 1) podstawi¢ zwiazek

7 l ja) 17 r’ 1
4.7 P3 :‘2 (Qyuy —0u)— 05

i nastepnie spetni¢ warunki brzegowe (4.6)

Po zastosowaniu transformacji (3.13), otrzymujemy algebraiczny uklad trzech réwnan
z niewiadomymi A7, B',’, Ccy,
r’ - I

- di'
d71(0, & = (2/1-5—2)"#—15)142‘ =0,
’ dx Xy jx1=0
1 d-vu |
(4.8) 57,00, &) = ( —I.fu',') +2aé"3' =0,
dx Yy JX|=0
0 1 iy .. e N
HIS(O’ 5) - 2 y+b)|: (C]Yl +I§u1)_2‘dx*l “"‘,l___o = 4’a0§p(£)7

po rozwigzaniu ktorego uzyskujemy

v 2u+ 2
A — l—‘ /’L l]cl!
' [( |§|) T b

4.9 B} =|1- "
@9 : ( |§|)C
. ag &2 p§)
cy ="
w0 A8
Tu

- - 1 7
A = Ag(é) = 1+20052(1 - 15]), p=pld) = e fp(xz)e’“ 2dx,.

— o0
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Podstawiajac (4.9) do wzordw (3.16), , otrzymujemy

L. p| (2u+?» 1 ) 2a, &
o L (]l —/ H‘1+
Uy 2# AO l( 0) +u |§| X e

(4.10)
= ! E 7AL - — &>y %HOEZ .,L(')_ —0Xy —"E!Xxl
U= 2 1E A {“ °)( FEPRT “‘)e R (|§|“ ¢ )l‘

Wielko$¢ @y uzyskujemy ze zwiazku (4.7) wykonujac na nim transformacjg (3.13); i wy-
korzystujac zaleznosci (3.16);, (4.9); 1 (4.10)
iQut+h & ;

P ~ 1 —_1 Igl -
— S S, _— Elxy 0Xy
(4.11) P3 = it i) JE] [(l Ag)e —@ e l

( —“-\’1__(_;—-7‘-"1)}’

0

Odpowiadajacy przemieszczeniom uY, 4, 1 obrotowi @3 stan napr¢zenia wyznaczamy
z przetransformowanych zwiazkéow (2.5) 1 (2.6), wykorzystujac (4.10) i (4.11)

oy P —1§lxy 2L —0x] IEI —1&ix,
O11 = “Z;' (I=Ap) (1 +|&|x))e +200§ie ¢ —~0—e | ,

032 = ‘gg[(l_Ao)(— I+ [€]x ) e ¥ 4240 &2 (e_"'x'—lf| e E'X‘)],

I
@12 i€ p l§
g, = o e X 2121 (pmexi o 18I
012 |§| A [(l o)(|§|»\1€ +2a,§ 0 (e € )])
~rr IE i) —1& |§| (02 — —
— A —A 3 1§1xy 2 2| S pmoxi o iSix
021 Ié:' A, [ | )&l x.e +2a0é o \ &2 e e
oraz
e = —2i E_!?_ 1—A —[§lxy _ p—o0xy
Hiz = idg A, [( 0)e e 1,
(4.13)

o —1é|x E —0x
MHa3 = 2ao|§|’§o—[(l —Ag)e T %e - ‘]-

Dla uzyskania catkowej, rzeczywistej postaci skladowych wektora przemieszczenia
i obrotu oraz dla sktadowych tensora naprezen sitowych i momentowych, rozdzielamy
funkcje obciazenia p(x,) na cze§é symetryczng p.(x,) 1 czg§é antysymetryczna p,(x,)
wzgledem osi Ox;. Wowczas mamy

(4.14) (&) = p(&)+ipa(é),
gdzie

Bo= 5u(®) = V;? _ i pu(x)c0s(Ex2) d,

4.14y

~ o 1 .
b= ul® = [ piesinrdra,
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Uwzgledniajac (4.14) oraz stosujac twierdzenie o odwracaniu transformacji Fouriera
(3.13),, uzyskujemy ze wzoréw (4.2) i (4.4) «primowane» przemieszczenia i obrot

L1 .
uy = lu]/2n . & 2(1 =)+ &x,]Je™a(g, x,) dE,
4.15) uy = — - l,;‘ F [(l—2v) Ex,Je b (&, x,)dE,
w 2n 6}

2 d :
[/ 5= — T l_ —;-‘flb(E, dE’
P3 ,u]/27r (;f (1—»)e X3)

przy oznaczeniach
a(&, x,) = p,cos(&x,)+pasin(éx,),

(4.15)y . -
b(&, x,) = pesin(éx,) — p,cos(€x,).

Natomiast ze wzordéw (4.3) i (4.5) uzyskujemy «primowane» napr¢Zenia

o1 = _'*/2 { (1+§x1)e—5x'a(§, x,)d§,
V2 s
@19 722 = _-I/'Zn (f (L—&x))e " a(g, x,)dE,
Oy = 0%y = |/27z f Ee™ 1h(&, x,)dE
Qraz
iy = V : f EemEib(E, x;) dE,
4.17)

4a
pia= 00 [ seale, vk
V2 s
Funkcje uy, uy, ¢y otrzymujemy ze wzordw (4.10) i (4.11)

' 1 d 1 2u+7 1
(4.18) Uy, = ——,--. { —{(l 0)( lu+ ““‘+X1)e_5xl+
uylm Ao &
2ao

u

o (A -"5"‘)} a(§, x,) dé,
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oC

A ! _Al_ —/ — ’lf_ﬂ_ _l_ —éx,
B e Ll (e St L

0

2
+ —200§ (;‘;e—en_e_é"‘)}b(f, xz) df’

0

<

: 1

S N b
i = —— - I_A §xy__ 2 ox, b , d )
P O+ Ry 2n of A [( o)e o€ ] (&, x,)dE

Skiadowe napr¢zen z «dwiema kreskami» w postaci catkowej uzyskujemy ze wzordw
(4.12) i (4.13)

0

2 1
oy = = | oo |= A+ Ex)e i+
11 ]/27! 5 AO l( 0)( 1)

<

+2(10 g2 (e—uxx._ %e_exl):la(gy xZ)dE’

o

2 f |
oY, = — - I_A — 1+ —5x1+
22 ]/Zn s A, [( o) ( Ex))e

+2a, &2 (e"’"l— %e"‘:"‘)]a(f, x,)dE,

(4.19) 0
oo 2 1 - —ix,
012 = l/gdf ‘Ao—[(l Ag)éx e 1+
+2a, Ez—f— (e=Px —e‘f"l)]b(&', x,)d§,
2 > 1
17 - __ = T - _exl
05, ]./2;3[ A, [(I Ag)éx, e 1+
2
+2a, 52% (—!‘2__—2 e~Pxi —e‘f"l)]b(f, x,)dE
oraz
’” 400 g 5
= - 2 [(1=A,)e 1 —e=Px1]p d.
i 1/2n0f 3l =Aget—ernae, x)de,
(4.20)

o

" _ 400 5 —&xy E —pxy
=) as|0msort - feenac e

0
Koficowy wynik dla przemieszczen i obrotu uzyskujemy sumujac wzory (4.15)1 (4.18):

(4.21) e =gty , @3 =g¢3+tey (x=1,2).
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Natomiast stan naprezenia w polprzestrzeni uzyskujemy dodajac odpowiednio wzory
(4.16) 1 (4.19) oraz (4.17) i (4.20):

4.22) Oup = U%f}‘f‘(f;}f, 033 = 03:,3‘*‘0'%,’3 (¢, =1,2),
Maz = p'3+ a3, Mg = pa Uz, (o=1,2).
Stan odksztatcenia wyznaczamy ze wzordw (2.2)' przy uzyciu (4.21).
Mozna zauwazyé, ze jezeli przejdziemy ze stala materialowa o do granicy (o« — 0),
to zachodzi o — |£|, Ay, — | i wéwczas mamy
u, — 0, py =0 (x=1,2),
(4.23) o= 0, -0 (a,f=1,2),
a3 = 0, p3e— 0 (@ =1,2).
Widaé wiec, ze przejscie « — 0 prowadzi do rozwiazania klasycznej teorii sprgzystosci
(wzory (4.15), , 1 (4.16)).

W pracy [9] plaskie zagadnienie niesymetrycznej sprezystosci (2.1) rozwiazuje sig¢
poprzez wprowadzenie potencjaldow sprezystych. Rezultat uzyskany w naszej pracy
zgodny jest z wynikami uzyskanymi dla zagadnienia poiprzestrzeni w wyzej cytowanej
pracy.

5. Osobliwos¢ naprezen sitowych i naprezen momentowych spowodowana normalng sila skupiona

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny obciaZzenia p(x,) z poprzedniego punktu pracy.
Przyjmujemy, ze w poczatku uktadu wspodtrzednych dziata normalna sita skupiona postaci

(5.1 p(x2) = Po(x,).

Tu symbol 4(...) oznacza pseudofunkcje Diraca.
Podstawiajac (5.1) do zwiazkow (4.14") otrzymujemy
2]
D ! J Pé(x,)cos(£x,)dx E
s = — X5)CO o ———
(5.2) 4 V2x 2 2)dx; ]/275
-0
Pa=0.

Oznaczenia (4.15") maja teraz postac

a(§, x;) = pscos(&, x;) = —P -cos(£, x2),
V2n
(5.2) :

b(57 x2) = ﬁsSin (5, xz) = = Sin(éa x2)'

]/271

Zakladajac, Ze pozostale warunki na brzegu péiprzestrzeni nie ulegaja zmianie (tzn.
012 = pu3 = 0dla x, = 0), mozemy rozwiazanie dla stanu naprgzenia otrzymane w punk-
cie 4 wykorzysta¢ tu uwzgledniajac zwiazki (5.2').
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Dla primowanych skladowych naprezen z (4.16) i (4.17) mamy

[Pal

p ~ ]
o = — J (I +&x))e " rcos(éx,)dE,
T 0
, P /‘.u .
(53) 032 = — | (1=&x))e T icos(Exy) dE,
T
G, = 03 = P\' f Ee ¥ igin(&x, ) dE
oraz
2ay P
By = ——ai* J Ee=sin(éx,) dE,
(5.4)
2a, P [ .
U2z = q;;*'-J Sem " 1cos(&x,)dé.
0

Ze wzordéw (4.19) i (4.20) uzyskujemy sktadowe naprezen z dwiema kreskami

25}

v P 1 .
ot = = (f Ay [<I—Ao)<l+§x.>e-f**+

+200 EZ (e—ﬂ-\‘l — ,i, _‘;\‘)]COS(E\W)({E

0%y = ! ] l [ L= o) (= 1+&x)e 1 +
s Ay
(5.5) £
+2a,&? (e"’"' - (—) e“f")] cos (&x,)dé&,
oYy, = — zdf- -Al—o— [(l —No)éx e~ 14 2q, &2 5 (e*”"*—e‘exl)]sin (x,)dE,
oy, = — f ( l [(I—AO)E,\'le"f"'+200 &2 f (é’z e Pri— )]51n(§x2)d§
7w A, o\ &
oraz
2a, P - . .
iz = — Sdo ( Ai‘[(l —Ag)e 1 —e M sin(¢, x,)dE,
(5.6) ’

iy = 2060 [ 2 [ ages ot n
0

3 Mechanika Teoretyczna 4/73
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Wzory (5.3) ostatecznie moZemy zapisaé w postaci zamknigtej [por. [7] str. 288]

o = 2P x3
e n (xI+x3)?
, 2P x, x3
(5.7) Grp = — it =BG
7w (xi+x3)
, , 2P x3x,
Oy2 = 02y = —-

5 A
Réwniez catk’ wystgpujace we wzorach (5.4) mozna efektywnie wyliczy¢ | wowcezas uzys-
kujemy z [10] wzory

4a, P X)X,

oS T e

(5.8)
2a0 x2—x3

n (-M +x2)2 .
Catki wystepujace we wzorach (5.5) i (5.6) sa dobrze zbiezne w calej potplaszczyznie
{(x,, %)%, 20, —o0<x, < o0} poza punktem przylozenia sily skupionej P,
a wigc z wyjatkiem poczatku ukladu wspéirzednych. Ich osobliwosci zaleza od zachowania
si¢ funkcji podcatkowych w punkcie (0, 0; &) przy & — oo, mianowicie od tych czeéei
funkcji podcatkowych, ktdre przy x, = x, = 0iprzy & — 00 sa rzgdu 0(§~') lub wiekszego
[por. prace [2+4, [8]].

W celu wyznaczenia charakteru osobliwodci catek (5.5) i (5.6) wykorzystamy naste-
pujace rozwinigcie asymptotyczne

I 1
— 2, — 3
(5.9 0 = ]/5 + 75 £+ 267 +0(£73) dla &> co.
Korzystajac z (5.9) otrzymamy

,
Ha3 =

Ay(&) = l+2a052(l —--j) = 1+7~ +0(&7%) dla & - oo,
.10) x \ x3 6/2x, —x3

—ex . p=dxmy| 1AM p B -4 dl .

¢ ¢ [1 e tep Y agpe TO€ )] a §-ow

We wzorach (5. 9) i (5.10) symbol 0(§~") oznacza wyrazenie, ktére przy & — co zachowuje
sie jak funkqa (n — liczba naturalna). Wykorzystujac rozwiniecia (5.9), (5.10) i obli-

czajac explicite czqé(’: osobliwg calek (5.5) i (5.6) oraz oznaczajac przez 0(1) ich czeéé re-
gularna, otrzymujemy
2P gy xi(xi-x))

T T e+ 2 (324 X2 +0(1),
. 2P ag 2x3
G2 = 77[“ (10+12 (x2+ 2)2 +0(l)’
(5.11) -
o = 2P a 2x1 %, +0(1),
2 T ap+1? (xF+x2)?
oy, = _ 2P a4y xa(xi—x3) +0(1)

7w ag+? (x2+x2)?



OsOBLIWOSC NAPREZEN SIEOWYCH 1 MOMENTOWYCH 375

oraz
Y 2x X,
M3 = -vjtz - (x 42 2)2 0(1),
(5.12)
. 2a0P  x2-—x2 P 5
B3 = =" TR T T a ;I_[z log (Y x3 +x3) +0(1).

Ponizej zestawiamy catki wykorzystane do otrzymania wzordw (5.11) i (5.12) oraz calki,
ktére bedziemy wykorzystywaé¢ w dalszych czegsciach pracy [10]:

[ em#icos(exny)de = L
0

@ 2 L2
f Ee~1cos(&x,)dE = —x!r;\z- ,
(5.12") °
f&ze‘f’“COS(Exz)dE 2X‘M,
0
[ & tetcos(éxy) dE = —logr4-0(1), r—0
1
oraz
[ e=tisin(ex,)de = 22,
e r
2X, X,
f Ee~¥isin(Ex,)dE = = P
© 2
(5.12) [ &2e=tvisin(éx,)de = ﬁz@f‘ x)
0

1

[ &tem=sin(éx,)de = tant 22,
o X

—%<tan"‘-%<%, r=yx*+x2.
Zestawiajac wzory (5.7) z (5.11) oraz (5.8) z (5.12) mozna zauwazyé, ze w punkcie przy-
tozenia sily P skladowe tensora naprezen sitowych posiadaja osobliwo$é postaci 0(r~1).
Natomiast skladowe tensora naprezen momentowych zachowuja sie inaczej: pys i fa;
posiada warto§¢ skonczona 0(1), a u,3 i us, posiada osobliwo$é logarytmiczng0 (logr):

(513 s = 01,

M3 = —%‘ +[2 log(]/x,+x§)+0(1)

3=
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Przechodzac do granicy ze stala materialowa a(a — 0), uzyskujemy

- o

. ' - = 0,
co prowadzi do rozwigzania klasycznego danego wzorami (5.7), poniewaz skladowe na-
prezen z (5.11) i skladowe naprezen z (5.13) daza do zera. Dla przykiadu, gdy o - o
otrzynujemy

(5.15) im- % = 2
gdzie v jest staly Poissona.
Przechodzac we wzorach (5.7), (5.8) 1 (5.11), (5.12) do granicy, gdy o — o otrzymamy

2P 1 X[t 4200 =) a3
TOT T 4 3 T(Eaad? +0ch).

2P 1 —-2r Xy x3

0y = ;7'[ 3_2'1’ (YI+A2)2 +0(l),
(5.16)
2P =2 \, X,
M2 T 3 e wrag PO
2P I Xo[x?+2(1 —»)x3]
T 4 3o, (¥} +x3)? +oh)
oraz
iy = 0(l),
(5.17) "
2P -y ,
Ha3 = — P - l- = log(|/,\‘f+,\‘§)+0(l)
n 3-—2r

Jest to wynik dla niesymetrycznej teorii sprezystosci o$rodka ze zwigzanymi obrotami
fpor. [2], [4]].
6. Polprzestrzen poddana roziozonym obciazeniom stycznym
Rozpatrzmy zagadnienie polprzestrzeni z warunkami brzegowymi postaci
6.1) 7100, x) =0, 0,0, x;) = —s(x,), 30, x;) = 0.
Rozwiazanie «primowane», tzn. rozwigzanie rownan (3.5),,, z warunkami brzegowymi
(6.2) 01,0, x;) =0, 01200, x3) = —5(x,)

ma postaé [por. [7] str. 290]:
dla przemieszczen

R [(g)

i = (1= 26 €] ¥, Jem £ 50,
(6.3) )
i S(E)-[z(l—v)—lﬂxl]e-'f'*";

2p18]
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dla naprgzen

= —iES(E)x, e
(6.4) Ga2 = — |[f|”§('5)(2—*|f|xl)(’_!E'x's
&

61y = 05 = =3O =)o,

Na podstawie zwiazku (3.7) i (6.3) wyznaczamy
=3O e e,

u

(6.5) 75 =

Wykorzystujac powyzszy wzor 1 zwiazki (3.8) mamy
2a,|E]5(&)em ",

2iag ES (E)e™ ¥,

i

(6.6) frs

~
M2a

Druga czg$¢ rozwiazania (z dwiema kreskami) uzyskamy rozwigzujac uklad réwnan
(3.6) z warunkami brzegowymi postaci

(67) O“’lll (Oa x2) = 0! (711/2(07 '\‘2) = 07 1“’!’3(0» '\‘2) = _lu’,13(0’ .\'2).

Zauwazmy jednak, ze tego typu pomocniczy problem brzegowy rozwiazalismy w punkcie
4 pracy. Zatem wyniki dla rozwigzania z dwiema kreskami nalezace do zagadnienia z tego
punktu uzyskujemy ze wzoréw (4.10), (4.11), (4.12) i (4.13), podstawiajac w nich

sl
£

Ostatecznie przemieszczenia, obrot i stan naprezenia w polprzestrzeni uzyskujemy zesta-
wiajac rozwiazania czesciowe jak we wzorach (4.21) i (4.22). W tym przypadku dla przejécia
granicznego (o — 0) réwniez zachodza zaleznosci (4.23) i otrzymujemy rezultat klasyczny
(wzory (6.3) 1 (6.4)).

Przejdzmy do calkowej rzeczywistej postaci rozwiazania. W tym celu, podobnie jak
w punkcie 4, rozkladamy obcigZenie na cze$¢ symetryczng i antysymetryczng wzgledem
osi Qx,

(6.8) pL&) = &.

(6.9) $(8) = 5(5)+is,(8),
gdzie
o N 1 o -
so =35, = - f S,(x,)cos(éx,)dé,
¥ 27 v
(6.9")
G 50 = V;n 3 I (% )sin(Ex;) dE.

Wykonujac odwrotna transformacje (3.13), i uwzgledniajac (6.9) rozwiazanie zapisujemy
Ostatecznie w postaci nast¢pujgcej:
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ze wzorow (6.3), (6.5) otrzymujemy

o .
ll{ = — - o= [(I _27’)+§'\:|]6_;xlb(§, ,\:2)(]5,
M/Moj 5
| ;o .
(6.10) uy = - — | L RO=v)=&x))]e M a(é, x,)dE,
1) 2m of :
, 2= [ .
@y = — ——— | e~*a(&, x,)dé&,
py 2m uf
gdzie
a(, x,) = s,cos(bx,)+5,sin(£x,),
(6.10)

b(§, x,) = sgsin(&, x,)—$,cos(éx,);

ze wzorow (6.4), (6.6) otrzymujemy

o= l/2n of Ex em™b(§, xy)dE,
2 3 .
6.11) Ghy = — - j (2—Ex,)e S b(E, x,)dE,
]/27'6 h
TS T f“‘fx Ye=1a(£, x,)de
oraz
4
s = ”° fse (8, x,)dE,
(6.12)

4 - .
s = —20 [ gesbe, )
V2w

ze wzorow (4.10), (4.11) i (6.8) otrzymujemy

e .
1 ] 2u+7 1 .
6.13 v f———{l—A [ R }-s‘*w
( ) . u '“/27[ 0 AO ( 0) ;" + ‘Lt E o ¢

+2a éi(e_gt, —Exl)}b(f, x;_)df,-

-
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. 1 f 1 u 1 ]_.
: = — —— ] =j(l=0p= == - &xe
SR oy U R

2

E S p—ex —&x
+2ao—é (-Z;e exi_ o *)}a(f,xz)df,

o

N S R 1_[ | Aye-in_ £ —ex.] p
7T T wOF e V2n bf Ay (I=Ao)e 0 ¢ a(&, x,)dk.

Ze wzoréw (4.12), (4.13) i (6.8) otrzymujemy

2
== [ | a-sousses

0

+ 200 52 (e—gxl - %e—ﬁxl)]b(fy xZ)dE’

2 [
022 = T‘f Ay [(I_Ao)(—1+§x1)€“f"‘+
|/275 g 0

(6.14)
20,82 (e—en— %e-fn)]b(s, x2)de,
0'11’2 = **2*» loo >—1"‘ {(1 “Ao) Ex,e‘é"'—}-Zao Ezgz(e_exl_e_exl)]a(g, xZ)dE’
]/27‘5 b A0 e
. 2 : :
oy = *‘/Eﬁ‘oj ’A;)‘ [(l _Ao)§x1 e—-&’x+200§2%(%_e—0.ﬂ_e—5-¥1)] G(E, xz)df
oraz
" 4a 3 E —&x —0x
My = 7;/;775‘70 _A-o:[(l—Ao)‘—’ Fi—ea(f, x,)dé,
(6.15)
"o 4aO 5 _ —fxx_,,g, —exy

7. Osobliwos¢ naprezen silowych i naprezen momentowych spowodowana styczng sila skupiong

Kolejny szczegélny sposéb obciazenia potprzestrzeni dotyczy przypadku dziatania
W poczatku uktadu wspétrzednych stycznej sily skupionej

(7.1) s(x;) = S8(x,).
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Wobec (7.1) wzory (6.9') i oznaczenia (6.10") przyjmuja postaé

- 1 f S
S,=- - So(x,)cos(éxy)dx, = .,
Vom VTR T Y
(7.2) 5 =0
oraz
- S
a(§, x;) = S;cos (8xy) = - cos(éx,),
j 27
(1.2)

b(E, xy) = Sysin (£xy) = S sin(&x,).
1 2n

Podstawiajac zwiazki (7.2) i (7.2") do wzordw (6.11) 1 (6.12) wyznaczamy primowane
naprezenia

s - |
o= ffx.e—~*1snn(§xz)d5,
, S —&x ) o
(7.3) 022 = o f (2= sxyersin(fxa) de,
’ ! S -
G =02y = — ' f (I=&x,)e " 1cos(éx,)dé
0
oraz
2a,S J fx
wls = a:__ fge—*"cos(fxz)df,
(7.4) 0

2a,S P
U23 -a;; f Se7**rsin(Ex,)dE.
0

Wzory (7.3) i (7.4) przy pomocy calek (5.12') 1 (5.12"") przedstawimy w postaci zamknigtej
(por. [7]).

(o 25w
=Ty (x2+x3)?°
, 28 x3
(7.5) 022 = =~ (x3+x3)2°
o =gl = 28 x,x3
2T n (x2+x2)?
oraz
, 2a0S  x7—x2
M1z = ——— 2, u2N2 0
7 (x2+x2)
(7.6) 2
, 2a, S 2x,x,
Uprz =

w23 o (x3+x3)27
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Naprezenia z dwiema kreskami otrzymujemy ze wzordw (6.14), (6.15) oraz (7.2) i (7.2'):

oYy = — o ( L {(l —Ag) (1 +E.\',)e'5"‘+20052(e‘“""— <Se"t"‘l)lsin(&xz)a'g’-“,
o Ao ] 0 ]

5

[N

S (I—on—l+5x.)e-~‘-"+2a052(e~'-'-“'—f e-f'*l)]sin(ex»ds,

T .
0
(17) F
re S ' l ‘ A — i 2 E —LX —&x I
oy, = —- | (T =Ag)Ex e 1+ 2a5£2 7 (e 1 — 7Y | cos(Ex,)dE,
7 Aol 9

S [ R 2 V)
Oy = - ( A, (1 =Ag)Ex, e 1+ 2a, E'%(gz e"-""—e‘g"l)} cos(&x,)d&
5 0

oraz

17 200
M3 -

14

: J S = Ag)em 5 — emecos (Ex,) e,
0 AO
(7.8)

. 2a58 f ¢ e €0
H23 = "‘";“0 Ay [(l —Ap)e - Ze sin(&x,)dE.
Dyskusja wzordw (7.7) 1 (7.8) dotyczaca charakteru osobliwoséci calek w nich wyste-

Pujacych jest taka sama jak dla wzoréw (5.5) 1 (5.6) w punkcie 5 pracy. Wykorzystujac
zatem wzory asymptotyczne (5.9), (5.10) oraz catki (5.12), (5.12"), otrzymujemy

2S5 a, 2x%x,
[ Yo 2 0
T i, (x3+x3)? +0(1),
"o 28 aq «\'2(x§_-\'f)
O22 = =~ 12+a, (x2+x2)? +0(),
(7.9)
i 2S aO xl(xl x%
FABZ3 o),
G2 =7 12+ aq 24 x%)? M
28 a, 2x, X3
Y = Sl L
*! FFray teayy O
oraz
., 2a,S x7—x3
M3 = — 7 B (x?_*_ 2)2 +0(l)3
(7.10)
2a, S 2x
Wiy = — 2202 XX o)),
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Sumujac odpowiednio wzory (7.5) z (7.7) i wzory (7.6) z (7.10) mozna zauwazyé, ze szukany
charakter osobliwosci naprezen w punkcie przylozenia sily S jest rzedu 0(+~!) dla naprezen
sitowych, naprezenia za§ momentowe p,a, Mas, (¢ = 1, 2) posiadaja wartosé¢ skonczong
(7.11) paz = 0(1) (2 =1,2).
Dla przejscia granicznego (x — 0) wazny jest wzdr (5.14). Naprezenia we wzorach (7.9)
i (7.11) daza do zera. Pozostaje tylko rozwigzanie klasyczne dane wzorami (7.5).

Dla przyktadu, gdy o — o0 ze wzordw (7.5)i (7.9) oraz (7.11) po uwzglednieniu przejécia
granicznego (5.15) otrzymujemy wynik z niesymetrycznej teorii sprezystosci dla oérodka
ze zwigzanymi obrotami

28 1=2»  x3x,

T T T 32 (W2 +xD)? +o,
28 1 xRU-vai+xd]
R T ¢ e
(7.12)
25 1 x 200 =v)xi+x]]
iz =30, (x2+x2)2 +0(1),
25 1-2v x,x3
= T3 a1
oraz
(7.13) e = 0(D) (2= 1,2),

8. Polprzestrzen pod dzialaniem rozlozonych obcigzen momentowych m(x;)

W punkcie tym podamy rozwigzanie dla przypadku pdlprzestrzeni obciazonej roziozo-
nym obcigZzeniem momentowym

(8.1 0100, x;) =0, 0,200, x;) =0, #1300, x;3) = —m(x,).

Zagadnienie klasyczne odpowiadajace powyzszemu zagadnieniu prowadzi do jedno-
rodnego ukiadu réwnan réwnowagi (3.5),,, z jednorodnymi warunkami na brzegu
[o1:(0, x;) =0, 01,(0, x;) = 0], z czego wnioskujemy, ze moZemy przyjaé

u, =0, 3 =0 o« =1,2).
(8‘2) ’ (}1)3 ( ’ ) 7
UaFEO’ 033 EO, a3 EO, ,uaaEO (a:ﬁ: 1’2)
Ostateczny rezultat (w postaci transformat) dla tego przypadku uzyskamy wigc (wobec (8.2))
ze wzorow (4.10) i (4.11) dla przemieszczen i obrotu oraz ze wzoréw (4.12) i (4.13) dla
naprezen sitowych i naprezen momentowych, przy czym nalezy w tych wzorach podstawié
i

(8.3) p(&) = Sk m(&).

Dla dalszych rozwazan rezultat ten przepiszemy w postaci calkowej, uwzgledniajac
rozlozenie obciazenia na czesé symetryczna i antysymetryczng wzgledem osi Ox,,

(8.4) (&) = my(&)+im(8),
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gdzie

(8.4")

Przemieszczenia i obrét:

"y _ 1 7_”_71 R ) 2u+i 1
l_1_2a0,ul/ﬂo EAO 0( §+
. 2 2 .
+x1)e_“"+ 4o é,(e—exl_e—;xl)}b(g, x,) d&,
1 l g 1 w1
8.5 T T | ..
( ) 1P U 2a0[u ]/27[ s EAO {( 0)( )‘.+[u ‘S +
2
+\,)e‘ g 24, & (Qe“‘*"— ‘“‘)}a(& x,)d&,
0 &
go -2 f (1= Agyetvi— o | a(e, x,) de
= = . i et iag(, x .
P3 = @3 y+s ]/27z EAol 0 0 l 2
Naprezenia sifowe:
. 1 | e
0'11 =O'11 —a—'l/—'___ Ao)(l+§x)(’ 4
2a0§2(e"-’x'—-i "‘1)}b(§ x,)dE,
L L1 [
022 = 022 = ;0“']'/2-" EA, (1=Ap)(—= L+ &x )e™ 1+
T ‘
+2a0§2(e“”"— Ae‘t"‘)]b(f, x,)dé,
(8.6) =
. I 1 1 Cix
012 = 012 = o ]—/2nf ?A—; (1-Ap)éx e 1+
0
+2a, 52% (e“"""—e‘g’“)]a(E, x,) d§,
A D T .
0y = 02; = 770%?! EA_O'(I_AO)Exxe T+
0

]
= ]/27;

383

f my(x;)cos(€x,)dx,,

w0

1 .
n_- f mg(x,)sin(€x,)dx, .

— o0

+2ag e L § (\2

P et —C"l)] a(é, x,)d§.



384 J. DyszLewicz, St. MATYSIAK

Napre¢zenia momentowe:

o

2 ] -ix —ox .
= s = [.'z’n'd( ST =dgyem el a(s, 3o,
(8.7)
' 2 i ] i —&x 5 -0
M2y = {23 = - ’ A‘—l(l—Ao)e U~ Zemtu | h(E, x,)dE.
V 27 ¢ 0 0 )

We wzorach (8.5) = (8.7) oznaczylismy
g7 a(&é, x,) = mycos(&x,)+m,sin(éx,),
(8.7 b(&, x5) = mgsin(&x,)—m,cos(éx,).

W tym przypadku przejscie graniczne « — 0 prowadzi do takiego osrodka Cosseratdow,
ktéry przy danych warunkach brzegowych o postaci (8.1) ma zdolno$¢ przenoszenia
tylko napr¢zen momentowych, natomiast stan deformacji opisujg funkcje

P3>Vi2s V215 %a3 (x =1,2),

zachodza bowiem na podstawic wzorow (2.2'), (4.10)+ (4.13) 1 (8.3) zaleznosci (przy o — 0,
0= &, Ag = 1)

yi, =0, y22 =0

8.8 ’
(8.8) V21 = @3, Hyy = CuPy (a =1,2);
Mo = 0 (O( =1 5 2)7
(8.9) | I f | _—
(7 = -— N — (&) e Uslxi+itx) JE
Y, T I R
oraz
(Taﬁ:07 033=0 (ayﬂ: 132)
[uIJ = — l_- f‘ ,;'1(5)@—(\5!—\‘1+i5x1)d§
(8.10) Van

[ i ) . ,‘S; ~ —(Elx +ifx2) JE
MH2a3 ]/27!‘ —I 1] m(&)e 3

9. Osobliwos¢ naprezen spowodowana skupionym obcigZeniem momentowym

Rozpatrzmy szczegdlny przypadek warunkéw brzegowych (8.1). Niech pélprzestrzen
bedzie obcigzona (w poczatku ukladu wspétrzednych) skupionym momentem M, . Indeks
u ma tu wskazywaé, ze obciazenie M, nie pochodzi od pary sit skupionych (jak w teorii
klasycznej) lecz ma charakter naprezenia momentowego

©.1 m(x;) = M, 8(x,).
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Ze zwigzkow (8.4') 1 (8.7") otrzymujemy odpowiednio

»
(9.2) m, = |;:7I _-w' M, 0(x,)cos(Exy)dx, = |/A/2[:r
m, =0
oraz
a(é, x,) = mgcos(éx,) = {wﬁ cos(éx,),
(9.2) b

- M, .
b(&, x,) = mgsin(éx,) = =2~ sin(éx,).
V2%
Podstawiajac zwiazki (9.2") do wzordéw (8.6) i (8.7) olrzymujemy rozwiazanie zagad-
nienia w naprezeniach w postaci catek

_ M“ °° l . —-ix,
TN = g 6( R (e
+2ao§2(e"-’x‘— 53‘5"1)] sin(&x,)dé.
M( g 1 —§x,
+ 2a Ez(e"-"'— i sin(£x,)dé
(9.3) ’ ¢ o
_ My - 1 ; ., Ex
7= daay sazl““%)&""* '
: + 2a0§2%(e"»‘*" —e‘f"‘} cos(&x,)dE,
_ Mu S 1 —&xy
Oy = "Znao'o EO'[(I_AO)EXle +
§(o* _ iy '
+2ao§27 £ € e =51l cos (6x,) d&
oraz
M, (1 _tx, —ox
iy = =" ( o[ =B0)e™ - e cos(§x,)de,
o 0
(9.4) ’

@0

M, [ 1 . .
M23 =_?:“ { A—O[(I—Ao)e“*"‘—%e—@’”-lsm(fxz)df.

Py



386 J. DyszLEwiCZ, St. MATYSIAK

Przenoszac na calki we wzorach (9.3) i (9.4) dyskusje z punktu 5 pracy i wykorzystujac
wzory (5.12'), (5.12"), otrzymujemy zwiazki asymptotyczne dla naprezen

o, =0(1), 02, =00), o,,=0(),

9.5) IV
= — 2 _loegr
02 = =y logr+0(1)
oraz
M, x
Hiz = _”ur% +0(1),
(9.6)
M, x
M2z = ——n—“—’—j +0(1).

Ze wzoréw (9.5) i (9.6) wida¢, Ze osobliwo$§é rzedu 0(r~!) wykazuja naprezenia s,
Uaa, (0 = 1,2). Natomiast posrdd naprezen sitowych tylko sktadowa o,, wykazuje osobli-
wos¢ rzedu O(logr). Pozostate sktadowe (o,,, 0,2, 0,2, 033) Mmajg warto$¢ skonczong
w punkcie przylozenia momentu M,.

Dla przypadkow szczegdlnych (o — 0) i (¢ — o0) zachodzi

. 1 . | 1 |
9.7 lim——pr =0, Im ——5 =—_-—©-
S o dot 2 o aet 2 T 3= (M
gdzie przez /* oznaczamy stala sprezystoéci / z niesymetrycznej teorii sprezystosci dla
osrodka ze zwigzanymi obrotami. We wzorach (9.6) wspéiczynnik intensywnosci osobli-
wosci nie zalezy od zadnej stalej materialowej.

Wzory te pozostaja stuszne dla wszystkich trzech przypadkdw (tzn. dla @« = 0, a = ©
idla0 < a < o0). Natomiast napr¢zenia silowe dla (¢ — 0) daza do zera, co bylo omdéwione
juz poprzednio. Dla os$rodka ze zwigzanymi obrotami (« — o0) wzory (9.5) przeksztalcaja
si¢ na wzory

o = 0(1), 022 = 0(1), 052 = 0(1),
9.8) M, 1 1

Oz = —

el R o(1).

% =2 me ogr o)

Zwraca tu uwage fakt (w odrdznieniu od p. 5, 7, 11) pojawienia si¢ we wspdtczynniku
intensywnos$ci wymiarowego parametru [*.

10. Przypadek obciaienia péiprzestrzeni momentem skupionym M

Dla uzyskania rozwiazania w przypadku, gdy na brzegu pdtprzestrzeni w poczatku
ukladu wspétrzednych dziala moment skupiony M zatézmy, ze w punkcie o wspdtrzednych
(0, &), (£; > 0) dziala, zgodnie z dodatnim kierunkiem osi Ox,, sila skupiona Pd(x,—§&,)
i niech taka sama sila, ale przeciwnie skierowana, dziala w punkcie o wspéirzednych
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0, &, +AE):— PO [x,— (&, +AE)], (A&, > 0). Rozklad naprezen w polprzestrzeni po-
chodzacy od dzialania takiej pary sit uzyskujemy droga superpozycji:

A= _P[G:ﬂ(xl’-xZ; 07 §2+A§2)_0’fﬁ(xl’x2; 07 62)]’
Ha3= _P[lu:S(xlv-XZ; 07 §2+A§2)—1u:3(x17x2; 07 52)! (a,ﬂ = ]72),

gdzie wielkosci Pols(x,, X530, &;) oraz Puls(x,, x,;0, &) uzyskujemy z rozwiazania
dotyczacego normalnej sily skupionej (punkt 5 pracy) dodajac odpowiednio wzory (5.3)
i (5.5) oraz wzory (5.4) i (5.6). Nalezy jednak we wzorach tych zmienng x, zastapic teraz
przez (x;—§&,).

Mnozac i dzielagc prawe strony wzoréw (10.1) przez A, i przyjmujac, Zze dla A§, - 0
zachodzi

(10.1)

(10.2) lim PA¢, =M,

Af—0
(gdzie M oznacza moment skupiony dziatajacy w punkcie (0, &,)), otrzymujemy rozwia-
zanie w postaci

e}

C
T = —M-(';E; U*B(xl ,x2; 0, 52)|€;=0,

(10.3)

0
Ma3z = _‘M—ag;u*a(xuxz; 0, 52)|61=0, (x =1,2), B=12)

Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu catki z funkcji zaleznej od parametru, ze
wzoréw (5.3)+(5.6) i zwiazkéw (10.3) otrzymujemy kolejno:
rozwigzanie «primowane»

oy = —Mf E(1 +&x)) e **1sin(éx,) dé,
7 ]

M [ .
(10.4) 03, = —?f E(1—&x,)e~t1sin(Ex,) dE,
0
0, =03 = — Aix‘ ’ E2e=*1c0s(Ex,) dE
;
oraz
wla = — 2“;M f E2e~t%1c0s (Ex,) dE,
0
(10.5)
iy = — ‘?"Q:TM f E2e=ti5in(Ex,) dE.
0
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rozwiazanie z dwiema kreskami

s

M ¢ ) R I
oy =" f \ [(]‘Ao)(l+5-\'1)6’_:"‘+2”o§2 (c"""’— ) e‘“‘"‘)Jsm (&x2)d8,
TS Bo 0
oy, = — f $ (1= (—1 —+—¢,\‘,)e‘*"‘+2a0§~(e""“— -ge‘“*)]yn(&vz)df,
s Bo L e
(10.6)
. M ¢ , . .
gy, = — f ,5 ((l — A éx e+ 2a, &7 ¢ (e"“'—e‘*")]cos(&xz)df,
7 Ag L 0
B MFoe | . Elo® ..
03 = — n(;f A, _(I—AO)E,\‘le i 2a0&2 0 (52‘) £X1— e ‘)]cos(é‘xz)d&
oraz
L 2aM & :
Hiz = — j_[ J AA[(I —Ag)e 1 —e M1 cos (&x,)dE,
he =0
(10.7) °
2a, M I . .
Usy = — a; { i - l(l —Ag)e " 1— —g— e"’"']snn(fxz)(lf.
6 =0 <

Dodajac odpowiednio wzory (10.4) i (10.6) oraz (10.5) i (10.7) otrzymujemy rozkiad
naprezen w pélprzestrzeni. Dla przypadku, gdy a — 0 otrzymujemy rozwiazanie klasyczne
dane wzorami (10.4), zachodzi bowiem pgs+ gy = 0 oraz oy = 0, (a, f = 1, 2).

11. Osobliwos¢ naprezen spowodowana momentem skupionym M

Rozwigzanie klasyczne (10.4) zapisujemy w postaci zamknietej (por. [11])
ol = 8M .;x?xz
Y m xraxd)?
A4M x,x,(x2—x3)
11.1 =L e TR 2]
(L0 72 o (xI+xd) 7
2M xf(xff:b'c%)i
o (x+x3)°%

[

I
Gi2 = 031 = —

Podobnie (wykorzystujac calki (5.12"), (5.12"")) zapisujemy wzory (10.5)

_dagM .\',(xf:;‘ax%”)/
n o (xf+x3)?

_ Ao M x,(3xi-x3)
n (x3+x3%)

>

’
My =

(11.2)

;
H23 =
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Dyskusja wzoréw (10.6) i (10.7) (analogiczna do przeprowadzonej w punkcie 5 pracy
dla rozwiazania z dwiema kreskami) prowadzi do rezultatu

, 4M  ay x;x,(3x7—xd)

7= __>7t__ ao+12_ (x%_*_x%):i +0(1)7
, _8M  ap  xixa(xi-x))
LE iy £ S o e R O
(11.3) e
v aM ay xx(x1—3x2)
Oy = e _a_o_ﬂz ‘(mg——-{-()(l),
o _2M ay  (xi-x3)*—4xix]
- : o(l
021 7T a0+12 (x%_{_x%)C! + ( )
oraz
py o daoM xiGi=3xy) M g 3 A-XD) g
(11.4) T (3 +x3)° 7w ag+1?  (x3+x3%)? )

. dagM x,(3x1—x3) M a,  x,(3xi+x3)
K = T T3+ x)’ 7 ag+1Z  (x3+x3)?

+0(1).

Sumujac odpowiednio wzory (11.1) i (11.3) oraz (11.2) i (11.4) uzyskujemy poszukiwany
charakter osobliwoéci naprezen w tym zagadnieniu. Dla r — 0 (tzn. w punkcie przylozenia

momentu M) naprezenia silowe rosna nieograniczenie jak 1/r2, napreZzenia za§ momentowe
sa rzedu 0(r™ 1)

M a x1(xf—x%)
7w oap+1? (x2+x3)?

M3 = — +0(1):
(11.5)
M ay, x,3x1+x3)

7w oag+17  (x2+x2)?

pos = — +0(1).
Dla przypadku granicznego (« — 0), wobec (5.14), naprezenia ggzp (a, 8 = 1,2) ze wzoru
(11.3) oraz u.; ze wzoru (11.5) daza do zera. Otrzymujemy rozwiazanie klasyczne (wzory

(11.1)). Dla przypadku, gdy o« — oo (uwzgledniajac (11.1), (11.3), (11.5) oraz (5.15)),
otrzymujemy

_ a4M 1 X)X 2 2 2
o= S - 23100,

CAM 1= x, x(x3—x3)
Oy = 7 3—2y (xf+x§)3 +0,

(11.6)

2M 1-2v x3(x}—3x3)
T2 = T R T (4l +od,

C2M 1 [xt3G—)xixi+2(1-v)xf]

L -
2! 7w 3—2» (x2+x3%)?

+0(1)

4 Mecchanika Teoretyczna 4/73
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oraz

_2M 1y x_l(xf—xg)
fs = 7 3= (xi4+x3)?

+0(1),
(11.7)
_2M 1w ,v£(3§%+x§)

7 3= (axp OO

M23 =

Wzory (11.6) i (11.7) odnosza si¢ do osrodka ze zwigzanymi obrotami.

12. Uwagi kosicowe

Analizujac (na przykladzie poiprzestrzeni) naprezenia dla ciala mikropolarnego
Gup, 033 (2, f = 1,2) widzimy, ze rzad ich osobliwosci w punkcie przyloZenia obciazen
skupionych (pkt. 5, 7, 11) jest taki sam jak w teorii klasycznej i wynosi 0(r~!). Réwniez
zachowany jest rzad osobliwosci napreZzen (zaréwno dla napre¢zen sitowych jak 1 momen-
towych) w odniesieniu do modelu ciala ze zwiazanymi obrotami (pkt. 5, 7, 9, 11).

Istotna réznica miedzy przedstawionymi tu osobliwymi rozwigzaniami tkwi we wspol-
czynniku intensywnosci osobliwosdci. Dla ciata mikropolarnego wspotczynnik ten jest
funkcja parametrow materialowych i pozwala na ciagle przejécie z wynikami z p. 4, 5, 6, 7,
10, 11 do teorii klasycznej (¢« = 0) i do teorii opisujacej cialo ze zwiazanymi obrotami
(0 = 0)(p.4,56,7,8,9, 10, 11).

W tej ostatniej teorii, jak wiadomo (por. [4]), wspétczynnik intensywnosci osobliwosci
zalezy od wymiarowej stalej materiatowej /* (wylaczmy tu z rozwazan pkt. 9) i w granicz-
nym przypadku nie uzyskujemy osobliwoéci klasycznej. Dlaczego osobliwo$¢ teorii ciala
ze zwigzanymi obrotami nie przechodzi na osobliwo$¢ ciata mikropolarnego zostalo wyjas-
nione w cytowanej pracy [4] na str. 41.

Kolejne spostrzezenie wynika z poréwnan wynikéw z pkt. 8, 9 i pkt. 10, 11. Zaréwno
rozwigzanie ogdélne tam uzyskane jak i rozwiazanie osobliwe pochodzace od obcigZen
momentami M, i M sa zasadniczo od siebie rézne. Wynika to stad, ze dla ciala mikro-
polarnego obciaZenie M, ma charakter obciaZenia podstawowego tak samo jak obcigZenia
sitami: P, S lub M.

Problem ten dla zagadnien statycznych niesymetrycznej sprezystosci zbadano w pracy
[12], a dla zagadnien dynamicznych w pracy [13]. '
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Peswome

CHUHI'YIIAPHOCTHW CHUJIOBBIX U MOMEHTHLIX HAIIPSDKEHUN B MHKPOITOJISIPHOI
CPELNE IION BO3IOEWCTBUEM COCPEONOTOYEHHBIX HAIPY30K (I)

Jns nuHeHHOH MHKPOIIONSIPHON Cpean! paccMaTpuBaeTcsi 3ajavya 00 YIIPYTOM JIOJVIIPOCTPAHCTBE
B IUIOCKOM NehOPMUPOBAHHOM COCTOSTHHH, JIOJABEPYKEHHOM BO3ASHCTBHIO CTATHUSCKUX CHIIOBBLIX M MO-
MEHTHBIX Harpy30K, IPHJIOXKEHHBIX K Kpalo Tesna. Ha ocHOBe ypaBHEHMII B IIEPEMELLICHHUSX B HIPEIIIONO-
YKEHUH TIPEHEOPEIKHMOCTH MACCOBBIMH YJIEHAMH ONPENEISIIOTCS Je(OPMUPOBAHHOE U HANIPSKEHHOE CO-
CTOSIHMS B MOJIYIIPOCTPAHCTRE . PeleHne COCTOUT B3 ABYX UacTeii: U3 KJIACCHMYECKOrO PELUEHHS U PerIeH s
THITHYHON XpaeBOH 3aJauyl HECHMMETPUYHOH TEOPHH YIPYrocTu. B uacTHOCTI, pacCcMaTpUBAaIOTCS CO-
CpeI0TOUYEHHLIC Harpy3KH, JICHCTBYIOIIHE Ha FIOMVIIPOCTPAHCTBO B Havasie CUCTeMbl KoopAnHaT. OCHOBHOE
BHHMAaHME O0pPAalleHO 11a aHAJIU3 XapaKTepa 0COOEHHOCTEH CIIOBBIX M MOMEHTHBIX HAIlpsiyKEHH, BO3HH-
KalolMX B TOUYKE FPHJIOMKEHHUS 3TUX HArPY30K. P’acCMOTpeHb! TaKyKE TPEACIILHBIC CAVYau: NEpPeXoibl
K KJIaCCHYECKOM TeOPHH YIpYrocTH (% — 0) ¥ K TEOPHH CO CBSI3aHHBIMU BpaLeHHAMH (o — 00).

Summary

FORCE-STRESS AND COUPLE-STRESS SINGULARITIES PRODUCED BY CONCENTRATED
LOADS IN A MICROPOLAR MEDIUM

The problem of elastic half-space in the plane strain state due to static force and couple-forces Ioadings
for linear micropolar medium is considered. Starting from the equations of displacements (without body
force terms) we define the strain and stress distributions in the half-space. The solution consists of two
parts: the classical solution and a typical solution of the boundary problem of non-symmetric elasticity.

In particular, loadings concentrated in the origin and acting on the half-space are considered and the
character of stress and couple-stress singularities is examined. In all the cases the limiting results & — 0
(classical theory of elasticity) and « — o (couple-stress theory of elasticity) are evaluated.
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OSOBLIWOSC NAPREZEN W LINIOWYM OSRODKU MIKROPOLARNYM SPOWODOWANA
NIECIAGEYMI OBCIAZENIAMI (IN)

JaNUSZ DYSZLEWICZ, STANISLAW M ATYSIAK (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

W pracy rozpatrzymy osobliwo$¢ naprezen sitowych i naprezen momentowych w poét-
przestrzeni mikropolarnej £2
(1.1) 2 ={(x;,x3):x, 20, —0 < x, < 0},

spowodowana niecigglymi obcigZzeniami statycznymi pi(x,), (i = 1,2, 3) roztozonymi
na jej brzegu. Rozwazania dotycza plaskiego stanu odksztalcenia (w ramach liniowej
teorii niesymetrycznej sprezystoéci) reprezentowanego przez wektor przemieszczenia u
i wektor obrotu ¢ postaci [1].

(12) u(xl, x2) = (ul’ Uz, O)s ('P(xl’ x2) = (0’0’ 973)

O funkcjach obciazen p;(x,) zakladaé bedziemy, Ze sa nieparzyste, przedzialami ciagle
i bezwzglednie catkowalne w przedziale (— o0, c0):

(1.3) pi(—x3) = —pi(x,),
(1.9 lim py(xz) = pP#0,
(1.5) [ Ipxaldx, < 0,  (=1,2,3).

— 00
W pracy korzystaé bedziemy z naszych poprzednich wynikéw [10], gdzie badajac
wplyw naprezen momentowych na osobliwosci naprgzen pochodzace od skupionych
obcigzen podaliémy, w oparciu o [1] i [2], podstawowe réwnania i ogélne rozwigzanie
dla stanu naprezenia w polprzestrzeni. W ramach teorii napr¢zen momentowych zagadnie-
nie rozwigzan osobliwych posiada bogata literature (patrz [1], [3]). Obecna praca, jak
réwniez praca [10], zrodzily si¢ niejako na podstawie prac [4]i [S].

2. Ogélne rozwigzanie dla skladowych stanu naprezenia

Na podstawie [10] dwuwymiarowy stan naprgzenia w poélprzestrzeni wyznaczamy ze
Wzoréw '

@0 Oup = Opp+0ap, 033 = 0331 0%,

2.2) Has = Myt iy, fag = Whetse (2, B =1,2).
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Dla wyznaczenia o3, 053, O35 OAZ U3y, 3y, M3e POZOSIA]a stuszne wzory

A y—g
(2.3) 033 = 2‘(;_*_#) (o1 +022), pa. = ;+E.La3, (a =1,2).

Wielkoséci 0,5, 035 sa skladowymi tensora naprezen dla odpowiedniego rozwiazania
klasycznego. «Primowane» naprgzenia momentowe py,; wyliczamy ze wzorow

e ,
Hia —‘,)u (012,1— 01,2+ 033,2),
(2.4) ‘
’ ’}}+P 14 r
M2z = _EIL (Uzz 1 033,1_‘712,2)-

Dla rozwiazania uzupelniajacego obejmujacego skladowe naprezen silowych oz, 0%,
i naprezen momentowych uyh, u%, pozostaja sluszne wzory w postaci calek Fouriera

PR U X1 P )t
o1 = o ] L\o(f)[(l Ao(&) (14 x))e +

24082 (e SR e—lfm)]e-'f*z d,

4

o1 p*(&) ; _ —181x,
T Yo Ao(E)[(l S @) e
+2a0 4_—2 (e—le_ _I?_e—lﬁlxx)]e—ifxzdé:’
(2.5) . )
P S - i C)) i,
I e (DU
124821 (e“’"‘—e"f"“)] e~ 2 g,
0
Lo miﬁ*(&)[ A i
= f 6] D@ (1 So@) el et |
gz.lg_l(g_je—l’xl_e—lflxx):le—'fxzdé‘
oraz
s 21(10 EIJ*(E) _ — 181Xy _ p—PX1 —i&x;d
Mz = — f Ay (©) [(1 AO(E))‘? € ]e €,
(2.6)

= 20 (PO
Ty ) 8O

[( L= Ag(§))e %1~ %e] it g,
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gdzie wprowadzono oznaczenia

1/2
(2.7) (§Z+ 712*) > Ao(§) = J+2ao§2( - %),
:_ e+ _ (y+9(+2p)
Y T e T TR

Symbole 2, u, 4, y, € oznaczajg stale materialowe. Wielko$¢ p*(&) oznacza wykladniczg
transformacj¢ Fouriera [7] wykonana na funkcji p¥(x,),

2.9 p¥ l~-‘zd
(2.9) ) = ]/2 fp(x)e 3

3. Pélprzestrzen pod dzialaniem rozlozonych obciazen normalnych (1), stycznych (2) i momentowych (3)

Przypadek 1. Obcigzenie normalne (i = 1).
Warunki brzegowe zapisujemy tu w postaci

3.1 0110, x2) = —p,(x2), 012(0, x5) =0, 113(0, x3) = 0.

Ponadto od rozwigzania okre$lajacego o4, 033, Mas, H3. Wymaga sig, aby dla (x? +x3)*/2 -
— o odpowiednie skladowe dazyly do zera. Warunek w nieskoriczono$ci uwzgledniony
jest w rozwigzaniu ogdinym (2.1)=+(2.9), wobec czego przy formutowaniu warunkéw
brzegowych bedziemy go pomijaé.

Rozwigzanie klasyczne o4 spetnia dwa pierwsze warunki (3.1). Z uwagi na nieparzys-
tos¢ funkeji p, (x,) ma ono postaé [por. [6], 287]

o= f (14 Ex,) e 15, (&) sin (€x,) dE,
3.2) Gy = — e f p1<§)<1—sxl)e »‘xlsm@xz)ds

"

oty = 05 = 5; - Bi@geeosen .
0

«Primowane» naprgzenia momentowe wyznaczamy z (2.4) przy uzyciu (2.3) i (3.2)

4 N
Wis = 7‘5_’; 0 f Pu(&) ke~ #1005 (£x,) dE,
(3.3)
4 . )
toy = -V%;—of 1 (6) Eet1sin(éx,) dE.

Rozwiazanie okreslajace ojp i ‘Ua3 uzyskujemy ze wzordw (2.5), (2.6) podstawiajac

(3.4) &) = pi(d)
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i uwzgledniajac (1.3). W ten sposob otrzymamy

2 (R
271: Ao(

0

[(1 —Ao(&)) (1 +&x ) 1+

II
Oy

+2a, & (e"”‘l - % e‘e"‘)] sin(£x,)déE,

o 2 AG)
Vo ) Bo®

[(1 —Ao(®) (= 1+&x,)e~tx1+

(3.5) +2a, 52(2"’"1— %e‘e"')]sin(.fxz)df,
L2 B®
C12 = — z—f%—f[(l— o(f))fxx _5x'+20052 (e prL— _exl)]coswxz)df
2
0’5{ = 'l/—_-‘ f P ( [(1- 0(5))5-"7 e—fx|+
0

+2a, &2 % (%2— e=P¥i— e‘e"')] cos (éx,)dé

oraz

., 4ay [ &P :
i e e [ B0yt

(3.6) .
wlh = 4a, SAG)
Py ) MO

[(1 —Ag@)etn- S e"”‘*]sin (£x,)dE.

Przypadek 2. ObcigZenia styczne (i = 2).
Warunki brzegowe maja tu postaé

3.7 01100, %) =0, 0,200,x3) = —pa(x2), 1:3(0, x;) = 0.

Rozwiazanie klasyczne [[6] s. 290] ma postaé

, 2 F
ol = ﬁof Ep2(£)x, e 1cos (Ex,)dé,

2 o0
38 O = f Ba(E)@— £x,)e=t1cos (6x,)dE,

=}

P2(&) (1 —&x)e~**1sin (£x,)dE.

7
Oi =03 =
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«Primowane» napreZenia momentowe

(3.9)

4
iy = -—"° f £p(&)e~t1sin (£x,)dE,

tiy = — B [ s e mscos iy
V2n 5

Podstawiajac do wzordw (2.5) i (2.6)

(3.10)

) = -’-@pzw)

uzyskujemy dla o5 1 pos

022 =
(3.11)
02 =
0%,
oraz
,“"1’3 =
3.12)

1z —_—
M2z = —

[+)

V2 f P2(&) [(1— o(®) (1+Ex,)eéx1 4
T

+2a,&? (e"”‘l— ii e‘e"‘)] cos (£x,)dE,

V';;; Zz((?)'[(l‘A°(5))“1+5"‘)"_&‘+
0 0

+2a, &2 (e—pxn — _g_ e—én)] cos (éx,)dE,

722—:,-f PO (1-ay@)eneter
0

+2a, 525 (emrxi— e-E*')] sin (6x,)d¢ ,

2 [ h®[,

T

vV

+2a, &2 % (%z e P¥i— e‘e"')] sin (&x,)d&

da, [ Epa(®)
Vin ) Bo®

[(1=Ao(&))et*1—e~#*1]sin (bx,) dE,

da; [ E5>(6)
Vir s Do®

[(1 —Ao(8))e 1~ %e"’"']cos (&x,)dE.
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Przypadek 3. Obcigzenia momentowe (i = 3).

Warunki brzegowe sa przyjclte w postaci

(3.13) 001(0, %) =0, 0,200,x;) =0, 1,300, x) = —pi(xs).
Rozwigzanic «primowane», jak latwo sie przekonad, znika,

(3.14) 6 =0, wup=0 (0, p=1,2).

Ostateczna postaé rozwigzania wynika ze wzordw (2.5), (2.6) po uwzglednieniu warunku
(1.3) i podstawieniu

]

(3.15) pH(&) = S gﬁs(f)-
Dla naprezen siowych otrzymamy
I p_@l | Ag®) (1 +Ex,e-tei
o ay2n §  §Ro(é) (1= 8e@) 8%
+2a, &2 (e"”“— %e‘f’“)]cos (&x,)dE,
SN Y IR
T2 S T (| (LT A (IR
+2ao Ez (e—pxx_ %e—&u)]cos (Exz)df,
(3.16)
_ \ _])S(E) [ I_A —€x1+
s A WO
+2a, 52%(6"”“—6"5"‘)] sin (§x,)d&
Lk [I—A iy,
T T T ) B | ()
+zaoszf(g—ie-“*—e*f’“)]sin(sxz)ds,
o\é&
dla naprezen momentowych za§ mamy:
BAG)
s = T/2:nof Ao (@ (1= Bo(@)emt —emo™]sin (Ex2)dE,
(3.17) » ,
2 ps(& SRS
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4. Osobliwos¢ naprezen spowodowana obciazeniami p;(x,) (7 = 1, 2, 3)

Badanie osobliwo$ci naprezen dla obciazen nieciagtych p;(x,) (i = 1.2, 3) sprowadza
sie do badania funkcji podcalkowych we wzorach (3.5), (3.6), (3.11), (3.12), (3.16), (3.17)
w punkcie (0, 0; &) przy & — co, o ile nieciaglo$¢ p;(x,) zjawia si¢ tylko w punkcie x, = 0.
Catki we wzorach (3.2), (3.3), (3.8), (3.9), jak si¢ przekonamy, dadza si¢ wyrazi¢ w postaci
zamknietej. W celu wyznaczenia charakteru osobliwosci naprezen wykorzystamy naste-
pujace rozwinigcia asymptotyczne:

! -
(4.1) -—1/52 bt 5z +0E 3 dla £-
oraz
Ao(f)—1+2a052(1—§»)- 1+59 +0(672),
(4.2) ) b .
—px1 — p—§¥1)] — X1 0 3 dl N
e e e + == 852[2 +0(673) a &- oo

Transformante sinusowa obciazenia p;(£) przedstawiamy w postaci wzoru [8]
2 p?
(4.3) pi(® = ————wm@3) dia & > .

Symbol 0(£~") oznacza wyrazZenie, ktdre przy & — co zachowuje si¢ jak &

Wykorzystujac rozwinigcia (4.1)+ (4.3) i biorac pod uwage tylko te czesci funkcji
podcatkowych, ktére przy x, = x, = 0 i przy & — co sa rzedu 0(§7') lub wigkszego
[por. [3+5], [7]], oraz korzystajac z [9], otrzymamy

Przypadek .

NapreZenia silowe

217(1) L X2 X X2 ) 417(1) Qo Xy X2
= — -1 22, AL=2 el o T, 2 1
o1 (xy, X2) - tan ) + pe + n dgtl? 1 +0(1),
2% x N X
032(X1,%X3) = — ;:,l (taan - ;.2 2 ) +
4p° a X XN X
(4.4) , + ;Z‘ ao-ﬁlz (lan ‘;»?—— ".22 +0(1),
2pY xt 4p? ap X}
= 2L - Lo
012(X;, X2) w12 7 ag+I% 2 +0(1),
2p} X} 4p?  a, )
- e SR 1 0l
021(x1’ x2) n ’,2 7 a0+[2 + Ogr + ( )
Naprezenie momentowe
. 250
. pran, x2) = = ST S logr+0(D),
217(1) 4

P23(Xps X2) = —73 %1 tan“% +0(1).
1

7 ag+I?
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Przypadek 2.
Napregzenie silowe

25 X1 _ 42 do  xT

o,,(x;, X3) = T a;+‘1'2A 2 +0(D),

Gy2(X;, X3) = — ?f-(logr+ %%2) + 47":2 ao‘f:—ﬁ»(logr+ -rx—;) +0(1),
@6)  0(xi, %) = — Zz%(tan—lzf-— L ) - 47’;(2) ao‘lez S o),

Gy, (X, X3) = — 2::3 (tan"%- - x;;\fz ) +

4!’(2) do ( X2 X1 X2
/-~ _[tan™! = — o(l).
+ p an ) 272 +0(1)

Naprezenia momentowe

0
2!’2_ Ao Xy X2

/1'13(x17x2) = 7 "'10;*_1- r2 +O(1)’
@7
2!’(2) Qo x3
= -2 _ U T 40(1).
ta3(xy, X3) w ag+12 r? +0(1)
Przypadek 3.
Naprezenia silowe
2p3 1
0y1(x, X2) = — ﬂs "‘10_*_‘1'2‘3‘71103"*'0(1),
2p3 1
Oa2(Xy, X2) = — ﬂs a—oiﬁ—x'IOgr_*_O(l)’
4.8)
2p3 1 X,
{ = -2~y tan™' == 4+0(1),
012Xy, x2) - ao+12 xtan X ( )
0
Pt ¥ o0
031 (%, X2) = % ag+l? x,tan X, +0(1).
Naprezenia momentowe
2p3 x
pis(xr, x3) = — 2 tan™! =2 +0(D),
1 X,
4.9)
2 0
paa(r, %) = — =2 logr+0(1).

We wzorach (4.4)+(4.9) symbol 0(1) oznacza cze$é regularna rozwiazania.
Ponadto zachodzi

T X 4 2 4 2
- <tan 22 < 2 r=yxi+xd.
2 X, 2
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W przypadku | ze wzoréw (4.4) i (4.5) wida¢, ze dla r —» 0 osobliwo$¢ rzedu 0(logr)
wykazuje skladowa o,,. Pozostale napre¢zenia sa rzedu 0(1).

W przypadku 2 osobliwo$¢ logarytmiczng wykazujg skltadowe o,,, 035 (wzory (2.3)
i (4.6),). Natomiast pozostale sktadowe pozostaja skonczone.

W przypadku 3 (wzory (4.8) i (4.9)) sktadowe naprezen sitowych oraz p,5 sa rzedu
0(1), natomiast dla r - 0 p,3 i 3, wykazuja osobliwo$¢ logarytmiczna (wzér (2.3),
i (4.9),).

WprowadzZmy biegunowy uktad wspétrzednych (r, 6):

(4.10) x, = rsinf, x, = rcosf, tan”! ;\;2 = —Z— ~0 0< o< m
1
i zapiszmy wzory (4.4)= (4.9) w tym uktadzie.
Przypadek I.
Naprezenia sitowe
g, (r,0) = ———(n 260 +sin20)+ — 2171 o sin20+0(1),
]2
oaa(r, 0) = — ——~(n 20—sin26)+ _&_ "ilz (7—20—sin26)+0(1),
ap

4.11)

2 (] 4 0
a,,(r, 0) = - 71 sin%20— %1_ (3_12 sin?6+0(1),

1’1 in2 _‘41)1 L 2
g, (r, 0) = V] = a0+/2 (logl sin 0) +0(D).
Naprezenia momentowe
2pY  a,
tialr, 0) = — w4 il rsinflogr+0(1),
(4.12)
2p)  a
U2s(r, 0) = nl o :F-(——G)rsm6+0(1)

Przypadek 2.
Naprezenia sitowe

2 4p3
oy, (r, 0) = %sze— ﬁ Do sin26+0(1),

7 +1?
o22(r, 0) = ——L(logr+ ésinze) 47[;—2— a+] (logr+sin26)+0(1),
(4.13) ) o
5 2
0'12(]', 6) = - %(n—ZG—stG)— —7[;2— il wp 51n26+0(1),
2 . ag 1
021(r, ) = — = (w—20—sin26 o sin20—x+26 ] +0(1).

7 a0+12
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Naprezenia momentowe

fia(r, 0) = % aojfz—sin20+0(l),
{4.14) o
s, 0 = = 50 imag o,
v 0
Przypadek 3.
Naprezenia silowe
2p% 1
g (r, 0) = — f-:}- dﬁ~l'sin0logr+0(l);
7 0
2p3 ]
Ga(r, 0) = — 'fla*' a0*+”l'2—rsin910gl‘+0(l)a
“ 1,(r, 6) = B 6| rsin6+0(1
o0 0) = = TR | 5 =0 rsing+o(D,
0 /
_ L__(l i
gy (r, 0) = 7 a2 0);sm0+0(l).
NapreZzenia momentowe
205 (n
(4 ]6) :LLIJ(r’ 6) = - 7[_:3(7_0)+0(1)’
. 50
tas(r, 0) = —- 5—3~logr+0(l).

Rozpatrzmy przypadki graniczne (« —» 0 1 & — o0) korzystajac ze zwigzkéw

. a . a 2(1—v)
4.17 lim -2 = S T
@.17) P Nl SIS L gy el € S

Dla & — 0, zarowno dla przypadku (i = 1) jak i dla (i = 2) zachodzi
(4.18) g =0, w3;-0 (x,8=1,2).
We wzorach (4.4), (4.6), (4.11), (4.13) pozostaja tylko naprezenia o,s reprezentujace od-
powiednie rozwiazania klasyczne (por. [6])). Gdy o — oo otrzymujemy wyniki teorii ze
zwiazanymi obrotami [por. [4]]:

Przypadek | (a =0).

Naprezenia sifowe

-2
oy (r, 0) = %— 7—20~— 3 —2731n20 +0(1),
4]
0y2(r, 0) = _ bl -2—~(—n+20+sin20)+0(1),
7w 3-2»
{4.19) b0 12
O’|2(I‘, 0) = - il":;‘:‘é—:};"sin20+0(l)>

(721("1 0) 87‘21—‘%“*‘—J0gl +0(1)
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Naprezenia momentowe

(4.20) pia(r, 0) = 0(1),  u25(r, 0) = 0(1).

Przypadek 2 (¢ = ).
Naprezenia silowe

203 1-2» .,
0'11() 0) - -‘nV' '3 2y S n 0+0(1)
o 4py 1
0pa(r, 0) = — - -jjlogr—{-O(l),
4.21)
6,0, 0) = — 22204 172 G +0(1),
12\F, = p 3 oy s
B ,3‘2’ 1-2» .
02, (r, 0) = 7’z’"3———2v_( 7 +20+sin20)+0(1).

Napre¢zenia momentowe
(4.22) pas(r, 0) = 0(1),  pas(r, 6) = 0(1).
Dyskusja wzoréw (4.15) i (4.16) dotyczaca przypadku (3) wymaga zanotowania granic

1 . 1 1 1

*.23) e I LS GRS R (D
I* oznacza tu wymiarowa stala sprezystosci z teorii ze zwiazanymi obrotami. Dla « — 0
otrzymujemy osrodek mikropolarny przenoszacy tylko naprezenia momentowe (wzory
(4.16)).

Podstawiajgc (4.23), do wzordw (4.15) otrzymujemy, w polaczeniu z niezmienionymi
wzorami (4.16), rozwiazanie teoril ze zwigzanymi obrotami w uktadzie (r, §) lub wzory
(4.8), (4.9) w uktadzie (x,, x,).

5. Uwagi koncowe

W klasycznej teorii sprezystoéci w punkcie nieciagloéci obciaZzenia p,(x,) (o = 1,2)
wszystkie skladowe napreZen sa skonczone dla przypadku 1, natomiast dla przypadku 2
tylko skladowe o,, 1 033 wykazuja osobliwos§¢ logarytmiczng przy r — 0. Wszystkie skla-
dowe natomiast (w obu przypadkach) sa nieciggle w poczatku uktadu wspéirzednych
W tym sensie, ze przy ustalonych 8 dla r — 0 otrzymujemy rézne warto$ci naprezen.

W teorii mikropolarnej, analizujac przypadek 1 i 2, oprdcz nieciaglo$ci naprezen
w punkcie skoku obcigZenia p.(x,) i osobliwosci logarytmicznej sktadowych o¢,,, 033
(przypadek 2), zwraca uwage logarytmiczna osobliwo$¢ skladowej o¢,, (przypadek 1)
przy r — 0. Stanowi to istotna réznic¢ w odniesieniu do rozwigzania klasycznego. Pozo-
stale skladowe naprezen zaréwno sitowych jak i momentowych sa rzedu 0(1).

W stosunku do teorii ze zwiazanymi obrotami teoria mikropolarnej sprezystosci nie
wnosi zadnych réznic odno$nie rzedu osobliwosci skladowych naprezen. Réznica tkwi
we wspolczynnikach intensywnoéci i w mozliwosci otrzymania przypadkéw granicznych
(o = 0, & = o0). Jak widaé ze wzoréw (4.4)= (4.7) oraz ze wzoréw (4.11) <+ (4.14), wspéi-
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czynniki intensywno$ci osobliwoéci teorii mikropolarnej odpowiadajace napreZzeniom
0.5, Uss & bezwymiarowe i zaleza od stalych materialowych. Nie mozna tego powiedzie¢
o osobliwodciach teorii ze zwigzanymi obrotami, gdzie wspdiczynniki intensywnosci
osobliwosci naprezen zaleza (przypadek 1, 2) od wymiarowe]j stalej sprezystosci [* (por.
[3=-5]). W teorii tej przejscie z I* — 0 nie prowadzi do rozwiazania klasycznego. Szczegé-
lowe omowienie 1 wyjasnienie tego faktu znalezé mozna w pracy [3] na 41.

Oddzielnego omdwienia wymaga przypadek 3. Nieklasyczny charakter obciazenia
(warunki brzegowe (3.13)) powoduje, ze rozwigzanie klasyczne jest tozsamoéciowe réwne
zeru i rozwigzanie teorii mikropolarnej jest okreslone przez naprezenia z dwiema kreskami.
Rozwigzanie to dla « — 0 nie dazy do zera jak w przypadku 1 i 2 (pozostaja napre¢zenia
momentowe rézne od zera) i nie prowadzi do rozwigzania dla klasycznego osrodka Hooke’a,
lecz do pewnego osrodka hipotetycznego, w ktdorym mozliwe sa tylko obroty ¢,. Re-
zultat ten jest usprawiedliwiony tym, ze obcigzenie momentowe na brzegu potprzestrzeni
powinno by¢ zréwnowazone pewnym polem naprezen momentowych w jej wnetrzu.

Zwraca tu rowniez uwage fakt, ze wspélczynnik intensywnoséci osobliwosci naprezen
momentowych [wzory (4.9) lub (4.16)] jest bezwymiarowy i nie zalezy od stalych materia-
towych, natomiast dla naprezen sitowych wspdtczynnik ten [wzory (4.8) lub (4.15)] zalezy
od statych materialowych i przestaje byé bezwymiarowy. Przejicie do teorii ze zwiazanymi
obrotami (x — c0) daje dla naprezen silowych wspélczynnik intensywnosci zalezny od
stalej sprezystosci I*. Zauwazmy wreszcie, ze dla r —» 0 wzory (4.15) i (4.16) implikuja
osobliwo$¢ logarytmiczng dla u,3 1 p3, oraz osobliwos¢ rzedu 0(1) dla w5 1 us, .
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BN =

Pesome

CHUHIYJISIPHOCTH HANPSDKEHUM B JIMHEWMHOU MHWKPOIIOJIIPHON CPEIE,
BbI3BAHHBIE PA3PBIBAMHK HAI'PY3OK (1I)

B pamax yMHefHON MHUKPONOJSIPHOM Cpelibl pacCMOTPEHA CTaTHYECKast 3a/1aua 06 YIpyrom IOynpo-
CTPAHCTBE B INIOCKOM Ae(DOPMHPOBAHHOM COCTOSIHMH, OITUCHIBREMOM BEKTOPamMH u(u;, u2, 0)H (0, 0, ¢3)
Ha Kpail [MOJIyIIPOCTPAHCTBA BOSHNECUCTBYIOT CTATHUECKHE PACIpele/IeHHbIe PaspbIBHbLIE HACPY3KH (Kaca-
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TeJIbHbIE, HOPMAJIbHbLIE 1 MOMEHTHBIE). IlaH aHaimMs XapakTepa 0COGEHHOCTEH B CHIIOBLIX H MOMEHTHBIX

HAIIpSDKEHISIX B TOYKE paspbIBa HArpy3oK. PaccmMOTpenbl npeAenbHble CIIYUYaH KIACCHUECKON YIIPYTroCTH
(o = 0) u cBsI3aHHBIX BpallleHHH (¢ = ©0).

Summary

STRESS SINGULARITY IN A LINEAR MICROPOLAR MEDIUM PRODUCED
BY DISCONTINUOUS LOADS

The static problem of a micropolar elastic half-space in a plane state of strain (represented by the vectors
u (uy, uz, 0) and ¢ (0,0, @3) due to discontonuous (normal, tangential and couple) loadings at the bound-

ary is considered. For these loadings, the singularites of stresses and couple-stresses are discussed. Two

limiting cases are considered: « — 0 (classical theory of elasticity) and « — oo (couple-stress theory of
elasticity).
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WIELOSTOPNIOWA SYNTEZA MACIERZY SZTYWNOSCI

KrzysztoF DEMS (LODZ)

1. Wstep

Stosowanie metody elementéw skonczonych do rozwiazywania zagadnien mechaniki
ofrodkéw cigglych prowadzi w efekcie do ukiadéw réwnan liniowych o duzej liczbie
niewiadomych, ktérych wielko$é zalezy od gestosci podzialu ciala na elementy oraz ilosci
stopni swobody wprowadzonych w kazdym weZle siatki narzuconej na cialo. Macierze
wspolczynnikéw otrzymywanych ukladéw sa symetrycznymi macierzami pasmowymi
o duzej liczbie elementéw zerowych. Rozwigzanie tych ukladéw moze by¢ przeprowadzone
dowolnymi metodami algebry liniowej.

Niezaleznie od stosowanej metody proces rozwigzania wymaga wykonania duZej
liczby operacji arytmetycznych. Wymaga ponadto maszyn cyfrowych o duzej pojemnoéci
pamigci. Istotne staje si¢ zatem opracowanie algorytméw rozwiazania zmniejszajacych
liczbe wykonywanych dzialan oraz liczb¢ niezbgdnych komdrek pamigeci maszyny. W litera-
turze przedmiotu zagadnienie to rozwiazywane jest réznymi metodami [1], [2], [3], [6].
Niniejsza praca przedstawia pewna metod¢ tworzenia 1 rozwigzywania ukladéw rownan
metody elementéw skonczonych.

Rozwigzanie uktadu réwnan postaci
(1. [K]- {8} = {R},

gdzie [K] jest macierza wspolczynnikéw ukladu, {8} — wektorem nieznanych stopni
swobody, a {R} wektorem sit przylozonych w wezlach elementéw, przeprowadzone jest
metodg eliminacji Gaussa.

Symetria macierzy [K] ukladu (1.1) pozwala dokonywaé wszelkich operacji jedynie
na wspdlczynnikach lezacych ponizej przekatnej macierzy. Pasmowa budowa tej macierzy
pozwala dodatkowo zmniejszy¢é niezbedng ilo§¢ operacji. Eliminujac mianowicie niewia-
domg z k-tego réwnania, przeksztalceniu podlegaja jedynie te j-te wiersze macierzy,
ktérym odpowiadaja niezerowe wspolczynniki w k-tym réwnaniu. PowyZsze powoduje,
ze niezbedna ilo§é operacji wynosi okoto 3% ilo§¢ operacji wykonywanych na peinej
macierzy wspolczynnikéw ukladu [4]. Zmniejsza si¢ réwniez konieczna ilo§¢ komdrek
pamigci maszyny.

Dodatkowe imniejszenie rozwiazywanego ukladu réwnan oraz iloéci operacji i liczby
komérek pamieci uzyskaé mozna stosujac specyficzng metodg tworzenia i rozwiazywania
uktadu (1.1), nazywana wielostopniowa synteza macierzy sztywno$ci.

5%
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2. Zasady podziatu ciala na elementy

W wigkszosci spotykanych w literaturze prac przyjmuje si¢ podzial ciala na elementy
niepodlegajace dalszemu podzialowi. W pewnych przypadkach podzial ciala na elementy
moZe by¢ generowany automatycznie przez maszyne cyfrowa [5]. W niniejszej pracy
wprowadzono wielostopniowy podzial obszaru, dzielac kazdy element na szereg podele-
mentéw. Podziat ten dokonuje sie nastepujaco: Rozpatrywany obszar dzielony jest na
skonczong liczbg elementéw dowolnego ksztaltu, potaczonych ze soba w weztach lezacych
na liniach (lub powierzchniach) podziatu. Elementy te nazwano elementami rzedu I. Kazdy
element rzedu [ dzielony jest na dowolna liczbe elementéw rzedu II zawierajacych wezly
na swoich liniach podziatu. Z kolei kazdy element rzgdu II dzielony jest na elementy
rzedu IIT itd.

Stopnie swobody weziow lezacych na liniach (powierzchniach) podziatu miedzy ele-
mentami tego samego rzgdu zebrano w grupy wilasnych stopni swobody elementéw odpo-
wiedniego rzedu, i tak np. stopnie swobody weztéw lezacych na liniach granicznych miedzy
elementami rz¢du I nazwano wlasnymi stoniami swobody elementéw rzedu I i analogicznie
dla elementéw wyzszych rz¢déw. Osobno wydzielona zostala grupa stalych stopni swobody
o okre§lonych wartosciach. Tak wiec wektor stopni swobody wszystkich wezlow ciata
przedstawié mozna jako
o,
9,

(2.2) 8 =1. ¢,

gdzie {6;} jest grupa wiasnych stopni swobody elementéw rzedu i, a {ds} jest grupa
stalych stopni swobody.

3. Wielostopniowa synteza macierzy sztywnosci

Rozwiazanie uktadu réwnan liniowych (1.1) metoda Gaussa sklada si¢ z dwdch
etapéw. W pierwszym, droga eliminacji kolejnych niewiadomych z uktadu (1.1) macierz
wspdlczynnikéw tego ukladu przeksztalca si¢ na macierz tréjkatna. W etapie drugim na
drodze postgpowania odwrotnego wyznacza si¢ wartoéci nieznanych stopni swobody.

Zgodnie z ogdlna teorig metody elementéw skonczonych uktad réwnan (1.1) tworza
réwnania réwnowagi wszystkich weztéw ciala. Macierz wspélczynnikéw tego ukladu
powstaje przez odpowiednie zsumowanie macierzy sztywnosci wszystkich elementéw na
ktére podzielono ciato. Traktujac wspomniang macierz jako macierz sztywnoéci calego
ciala mozna ja przedstawié¢ jako odpowiednia sume macierzy sztywnosci wszystkich ele-
mentéw rzedu I, ktére z kolei powstaja przez zsumowanie macierzy sztywnoSci elementow
rz¢du IT w kazdym elemencie rzedu I. Podobnie tworzyé mozna macierze sztywnosci ele-
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mentdw rzedu II jako sume macierzy sztywnosci elementow rzedu 111 w danym elemencie
rzedu II. W ten sposdb tworzy si¢ macierze sztywnosci wszystkich elementéw do rzedu
N—1 wigcznie. Macierze sztywnosci elementéw najwyzszego rzgdu okreslone sa zgodnie
z 0golna teoria metody elementdw skonczonych.

Wydzielajac z ciala /-ty element r-tego rzgdu, jego réwnowage mozna opisaé zalez-
noscia

(3.1) [K)'- {8} = {F},

gdzie [K]' jest macierza sztywnosci tego elementu, {8}’ — wektorem stopni swobody
zwigzanych z rozpatrywanym elementem, a {F}’ wektorem sit weztowych tego elementu.
W ogdlnym przypadku w elemencie tym wystgpuja stopnie swobody nalezace do wszystkich
grup wprowadzonych w pkt. 2. Réwnanie (3.1) zapiszemy wigc w postaci:

—Kll T 8l ! Fl !

K,, K,, symetryczne 5, F,
3.2) . . .o Py . = 3.

K., K, - - Ky, 5, F,

Ko Koz - - Keprr Kepfris 8.1 F,

| Ks: K, - K Ke] |8 F,

Jezeli znana jest grupa statych stopni swobody {8,}! mozna réwnanie (3.2) przeksztalcié
do postaci

K, o E TR G e
K, K,, symetryczne 5, l‘FZ
(33) 0
Ky - o Ky lsr+l lFr+ll
gdzie nowy wektor sit weztowych {F}! bedzie dany przez
(34) {Fi}' = {Fi}'— {Aa}"- {8,}"

Usunigte w ten sposéb réwnania odpowiadajace stalym stopniom swobody pozwola
w toku postepowania odwrotnego wyznaczy¢ nieznane sity reakcji w wezlach o zalozonych
pierwotnie wartosciach stopni swobody.

Zauwazmy dalej, ze wystepujace w réwnaniu (3.3) niewiadome stopnie swobody
{8,.,}! nie wystapia w réwnaniach opisujacych rownowage pozostalych elementéw ciala,
poniewaz sa one stopniami swobody wezléw wewnetrznych rozpatrywanego elementu.
Mozna wigc z réwnania (3.3) wyeliminowaé te grupe stopni swobody.

Wyznaczajac przy pomocy ostatniego wiersza (3.3) niewiadome {§,,,}' otrzymamy

(35) {8r+1}l = [Kr+1r+l]_1({Fr+l}_2 [Kr+1,i]{81}l)'
i=1
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Wstawiajac (3.5) do (3.3) po przeksztalceniach otrzymamy ukiad réwnan postaci:

K, 1 5, ! [Fl !
K. K 5, F,
(3.6) . . . R =1 ¢,
_Krl Kr2 ©t Kr,r—l Krr A 8rl IFr
gdzie nowy wektor sit wezlowych okreslony jest przez
(3'7) {Fi}’ = {Fi}l—[Kr+l,i]T[Kr+l,r+l]_1{Fr+l}’7
a nowe podmacierze macierzy [K) dane sg przez
(3-8) [Kij] = [Kij] - [Kr+ i ,i]T[Kr+ Lyr+ 1]_1 [Kr+ ! j]

W wyniku opisanego powyZej postgpowania w rownaniach réownowagi elementu
r-tego rzedu jako niewiadome wystepuja jedynie wlasne stopnie swobody elementéw do
rzedu r wiacznie. Macierz [K]' jest nowa macierza sztywnosci tego elementu, zwiazana
jedynie ze stopniami swobody wezléw potozonych na liniach granicznych tego clementu.
Obliczajac podobnie macierze sztywnoéci wszystkich elementow r-tego rzgdu tworzacych
element rzgdu r—1 i dodajac je do siebie tworzymy macierz sztywnoéci elementu rzedu
r—1 zwiazana ze stopniami swobody elementéw do rzedu r wlacznie. Usuwajac z niej
wspolczynniki odpowiadajace wilasnym stopniom swobody elementéw r-tego rzedu
wedlug postepowania opisanego powyzej, otrzymuje si¢ macierz sztywnosci tego elementu
zwigzana jedynic ze stopniami swobody elementéw do rz¢gdu r—1 wiacznie.

Stosujac wielokrotnie powyiZsza synteze macierzy sztywnosci wyznacza si¢ macierze
sztywnosci wszystkich elementow rzedu I, ktérych wspolczynniki zwiazane sg jedynie
z wlasnymi stopniami swobody elementéw rzgdu I. Tworzac, przy pomocy tych macierzy,
réwnania rownowagi catego ciala i rozwiazujac otrzymany uktad wyznacza sie nieznane
stopnie swobody clementéw rzedu I. Nastepnie, droga postgpowania odwrotnego, korzysta-
jac z wzoréw podobnych do (3.5) wyznaczyé mozna stopnie swobody wszystkich grup
{6;}. Na koncu wreszcie wyznacza si¢ reakcje {F,} odpowiadajace stalym stopniom
swobody.

Oméwiony schemat wiclostopniowej syntezy macierzy sztywno$ci wskazuje droge
postepowania, pozwalajaca na prowadzenie procesu eliminacji nie dla calego ukiadu
réownan (1.1) lecz dla jego kolejnych fragmentéw odpowiadajacych elementom kolejnych
rzedow. Stwarza to mozliwosé rozwiazywania duzych uktadéw réwnan przy wykorzystaniu
matych maszyn cyfrowych.

Podstawowe operacje etapu eliminacji w wielostopniowej syntezie macierzy sztywnosci
sprowadzaja si¢ do operacji na dwdch macierzach sztywnosci: macierzy sztywnosci ele-
mentu rzedu r—1 oraz macierzy sztywnoéci elementu r-tego rzgdu wchodzacego w skiad
elementu rzedu r—1. Schemat blokowy operacji dokonywanych na tych macierzach
przedstawiony jest na rys. 1.

W wyniku eliminacji wszystkich stopni swobody rozwiazywanego ukiadu w pamieci
pomocniczej maszyny cyfrowej zapisane sa przeksztalcone réownania ukladu. Za ich po-
moca w drodze postgpowania odwrotnego wyznacza si¢ wartoséci stopni swobody i reakcji
wedtug schematu z rys. 2.



B Macierz sztywnosci elementu r-tego rzedu zalezy od stafych stopni swobody?

TAK

NIE

Y

y

Eliminuj state stopnie swobody
Pisz eliminowane rownania do magazynu stafych stopni swobody

Element r-tego rzedu
zalezy od wrasnych stopni
swobody element6w "'r +1" rzedu? ]

NIE | TAK

.

e v

Eliminowano stopnie swobody?
NIE \ TAK

Eliminuj wtasne stopnie swobody
element6w rzedu "'r+1"

Y

i

elementéw rzedu

Pisz eliminowane réwnania do magazynu wtasnych stopni swobody

”[+1”

|
Y

Dodaj macierz sztywno$ci elementu r-tego rzedu
do macierzy sztywno$ci elementu rzedu "'r - 1”

I
Y

Czy jaki$ wtasny stopien swobody pojawia sie po raz ostatni?

TAK |

NIE

Y

Y

Eliminui wrasny stopierd swobody
pojawiajacy sie po raz ostatni

|

Eliminowano stopnie swobody?

TAK ] NIE

]
1

elementdw rzedu """’

Pisz eliminowane rwnania do magazynu wrasnych stopni swobody

v

Rys. 1. Schemat blokowy podstawowych operacji w eta

[a11)

pie eliminacji stopni swobody
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Przepisz modyfikowane réwnania danego elementu
z magazynu wasnych stopni swobody elementdw i-tego rzedu

Wyznacz wiasne stopnie swobody elementdw r-tego rzgdu w danym elemencie
na drodze postepowania odwro tnego

Y

Czy element zalezy od statych stopni swobody?
TAK | NIE

l

Przepisz rdwnania danego elementu
z magazynu stalych stopni swobody

y

Oblicz sity weztowe w elemencie

Czy obliczenia zrealizowano dla wszystkich
elementdw r-tego rzedu?

NIE TAK

\

Rys. 2. Schemat blokowy podstawowych operacji w etapie postepowania odwrotnego

4. Whioski

Przedstawiona metoda wskazuje prosta droge postepowania przy ukladaniu i rozwig-
zywaniu duZzych ukiadéw réwnan liniowych wystepujacych przy stosowaniu metody
elementéw skorficzonych. Umozliwia ona zmniejszenie wymaganej liczby komoérek pamieci
maszyny cyfrowej oraz zmniejszenie wymaganej liczby dziatan arytmetycznych, szczegdlnie
w etapie eliminacji niewiadomych.

Metoda ta jest bardzo korzystna szczegolnie w przypadku, jezeli w rozpatrywanym
ciele daja sie wyréznié elementy geometrycznie i mechanicznie podobne. Dla takich ele-
mentéw macierz sztywnosci zwiazana z wlasnymi stopniami swobody elementéw rzedu I
mozna obliczaé jednokrotnie. W ten sposéb zmniejsza sig¢ ilo§¢ rownan ktore nalezy
rozwiazaé.

Metoda stwarza ponadto mozliwo§¢ rozwiazywania bardzo duzych problemdéw na-
wet przy zastosowaniu malych maszyn cyfrowych droga kilkukrotnego wyznaczania



 J
Czytaj wspdlizgdne wezléw i slate sprezyste. Pisz do magazynu 1

y

Podziat stopni swobody na 4 grupy: nie eliminowane st. swob., st. swob., elementdw | 1zedu,
st. swob. elementdw Il rzedu , stale stopnie swobody.
|

Y
] > Wezytano wszystkie dane dla elementdw?
NIE [ TAK
1 ] y
—>| Czytaj dane elementy ‘ I Wydawnictwo rezultatow —‘
STOP
/
Dane elementu nalezg do:
7:?2;35” typowego elementu | rzedu elementu | rzedu niedzielacego sie na elementy rzedu |1
Pobierz wspilrzedne wezidw i stafe Pobierz macierz sztywnosci
materiafowe z mag. 1. Z magazynu 2
Oblicz macierz sztywnosci
Pobierz wspétrzgdne weztéw
i state materiatowe z mag. 1
Oblicz macierz sztywnosci,
Dodaj m. szt. elementu |l rz.
do macierzy sztywnosci elementu rzedu |

y

Wczytano dane dla wszystkich
_eIemenléw Il 1z, w danym elemencie | rzedu?

NIE \ TAK
I | Y

Pisz macierz sztywnosci
elementu do mag, 2

] 4

Dodaj macierz sztywnosci elementu rzgdu | do macierzy sztywnosci catego ciata

Rys. 3. Schemat blokowy programu wyznaczajacego wspoélczynniki wplywu
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kolejnych grup stopni swobody bez koniecznosci pamigtania niektérych przeksztalconych
réwnan. To ostatnie uzyskiwane jest oczywiscie kosztem dluzszego czasu rozwigzania
zagadnienia.

Program ukladajacy i rozwigzujacy réwnania metody elementéw skonczonych wedtug
przedstawionej metody opracowany zostal w jezyku SAKO na maszyne cyfrowa ZAM-41.
W programie wprowadzono elementy I i IT rzedu.

5. Przyklad

Jednym z przyktadow zastosowania wielostopniowej syntezy macierzy sztywnosci jest
wykorzystanie jej do wyznaczania wspolczynnikéw wplywowych ciala uzaleznionych od
stopni swobody pewnych wybranych weziéw ciala.

; iypowy element
I reedu

| I rzedu

Rys. 4. Zastepczy model walu

Opracowany zostal program wyznaczajacy wspolczynniki wplywowe przy uwzglednieniu
podzialu ciala na elementy Ii II rzedu. Dia elementéw rzedu I geometrycznie i mechanicz-
nie podobnych macierz sztywno$ci wyznaczana jest jednokrotnie. Schemat blokowy
programu napisanego W jezyku SAKO dla maszyny ZAM-41 przedstawiono na rys. 3.

Za pomocg wspomnianego programu wyznaczono wspoétczynniki wplywu dla watu
korbowego czterocylindrowego silnika spalinowego. Wat przyblizono modelem zawiera-
jacym 17 elementéw I rzedu. 8 elementéw rzedu I zawierato po 20 elementéw II rzedu,
7 elementéw I rzedu zawieralo po 16 elementéw rzedu II i 2 elementy I rzedu zawieraty
po 12 elementéw rzedu II. Model zastgpczy watu (pokazany na rys. 4) zawierat 2373
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stopnie swobody. Poprzez wprowadzenie 8 typowych elementéw I rz¢du rozwiazywany
uktad zmniejszyt si¢ do 1227 niewiadomych. Tak wiec poprzez wprowadzenie elementdw
geometrycznie i mechanicznie podobnych ilo$¢ réwnan zmniejszyta si¢ o okoto 509%.
Czas rozwigzywania zagadnienia stanowit okolo 50% czasu niezbednego na rozwigzanie
problemu przy wprowadzeniu jednokrotnego podzialu na elementy.
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MHOI'OCTAIOUIHBIN CUHTE3 MATPUILL JXECTKOCTU

IIpencraBnen meTox o6pasoBaHMsi U PELICHHMsI CHCTEM YPABHEHMH METOJOM KOHEUHBIX 3JIEMEHTOR.
Beenen mHorocragmitibiit pasmen Tena myTem pasjenia Kad(Joro 3JIEMEHTa Ha psjl momasemenToB. Ilpen-
CTABJIEHB! OCHOBBI METONa M OJIOUHBIE CXEMbI IIPOTPaMM IUIA SJIEKTPOHHO-BBIYUCIIMTENBHON MALMHbI
3AM 41, Ilpeanaraemblii METOL MO3BOJIAET COKPATUTH PAa3MEPbl NAMATH MALIMHLBI, 4 TAK)KE YMEHBLIHTE
uMCo HeoOxoammblX apudmeTndeckux aedcTBui. IlpennaraeMbiM METOLOM MOYKHO pemarh GoNbLuHe
3ajaun pake Ha HeGOMBUIMX 3NEKTPOHHO-BBIUMCIMTENHBIX MAlIMHAX,

Summary

A MULTI-STAGE SYNTHESIS OF THE STIFFNESS MATRICES

The paper presents a method of constructing and solving the systems of cquations of the finite element
method. A multi-stage division of the space is introduced by dividing each element into a series of sub-
elemets. The principles of the method are described and the flow diagrams of programs prepared for the
ZAM-4] digital computer are given. The method presented enables us to reduce the required number
of digital computer storage words, as well as that of the arithmetical operations. The method also creates.
a possibility of solving very extensive problems by means of even relatively small digital computers.
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STACJONARNE ODDZIAfYWANIE UKEADU DWU NIESKONCZENIE MALYCH
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Wstep

Wyznaczanie charakterystyk aerodynamicznych cial, tj. oporu, sily noénej i przeka-
zywania ciepla, nalezy do klasycznych zagadnien aerodynamiki. W zaleznosci od potrzeb
wspotczynniki te oblicza sie¢ w réznych rezimach przeptywow, a wigc w rezimie o§rodka
ciaglego, w rezimie przejsciowym czy wreszcie swobodno-molekularnym. Warunki swo-
bodno-molekularne panuja w osrodku wtedy, jesli $rednia droga swobodna czasteczek
gazu jest znacznie wigksza od najwigkszej ze wzajemnych odleglodci ciat w nim zanurzonych,
Mozna uwazad, Ze w takich warunkach czasteczki gazu praktycznie nie zderzajg si¢ z soba,
zderzaja sie natomiast z obiektami znajdujacymi si¢ w gazie. Olbrzymi wzrost zaintereso-
wania przeplywami w rezimie swobodno-molekularnym i bliskim swobodno-molekularnego
nastapit wraz z otwarciem mozliwosci przeprowadzania lotéw i eksperymentow kosmicz-
nych. Praktyka lotéw i eksperymentéw kosmicznych domaga si¢ gwaltownie rozwigzania
bardziej zlozonych probleméw; podejmowane sa zagadnienia wyznaczania charakterys-
tyk dynamicznych dla cial bardziej zlozonego ksztattu, dla ciat niewypuklych, dla cial
znajdujacych si¢ w ruchu obrotowym i wreszcie dla prostszych uktaddw cial.

Zagadnienie optywu ciala wypuklego zasadniczo rézni si¢ od zagadnienia optywu dla
ciala wklestego czy tez ukladu cial. Konieczno§é uwzglednienia wielokrotnych odbié
czasteczek gazu pomiedzy réznymi cze$ciami powierzchni ciala wklestego lub réznymi
powierzchniami dla ukladu ciat jest Zrodlem powaznych komplikacji matematycznych.
Fakt ten mozemy wyrazié inaczej w ten sposdb, ze dla ciat niewypuklych i ukiadéw ciat
nalezy uwzgledniaé efekty interferencji swobodno-molekularnej. Literatura dotyczaca
Jednak samej interferencji cial w gazie lub przeplywie swobodno-molekularnym jest za-
dziwiajaco uboga; na przestrzeni ostatnich kilkunastu lat ukazalo si¢ w pi$miennictwie
§wiatowym (powszechnie dostepnym) zaledwie kilkanascie prac, z czego tylko kilka
jest sensu stricto zwiazanych z tematem niniejszej pracy. Wigkszo$§¢ tych prac dotyczy
interferencji najprostszych cial i w najprostszej geometrii przy zatozeniu hipersoniczno$ci
przeptywu i dyfuzyjnego lub maxwellowskiego oddzialywania gazu z powierzchnig.

I tak w pracy. [6] rozwigzane jest zadanie o aerodynamicznym oddzialywaniu dwu
plytek prostokatnych, tworzgcych kat prosty, w strumieniu swobodno-molekularnym
nacierajacym wzdtuz wspélnej krawedzi plytek, przy zaloZeniu modelu dyfuzyjnego.
W pracy [4] rozpatruje si¢ dwie jednakowe, réwnolegle do siebie, prostokatne plaszczyzny
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o tej samej temperaturze w strumieniu swobodno-molekularnym, naplywajacym pod ze-
rowym katem natarcia réwnolegle do jednej z krawedzi, réwniez przy zalozeniu modelu
dyfuzyjnego — sily interakcji staraja si¢ odepchnaé ptaszczyzny. Z kolei podobny problem
dla dwu okraglych réwnoleglych plytek, potozonych w pewnej odlegtosci od siebie na
wspdlne] osi, rozwiazuje autor [5] numerycznie metoda Monte-Carlo, kontrolujac takie
parametry, jak liczba Macha naplywajacego strumienia, kat natarcia, stosunki promieni
i temperatur, wspolczynniki akomodacji i dyfuzyjnosci.

Problem oddzialywania dwu ciat skonczonych rozmiaréw poruszajacych si¢ w osrodku
swobodno-molekularnym, tj. problem wymiany pedu i energii pomiedzy cialami i oérod-
kiem jest na tyle ztozony, ze nie daje siec w sposéb S$cisty i analityczny rozwiazaé nawet
w najprostszym przypadku, tj. spoczywajacych cial o najwyzszej symetrii (kule), przy
zalozeniu réwniez najprostszego — dyfuzyjnego modelu odbicia [8]. Sci§le analitycznie
udato si¢ jedynie rozwiazaé zagadnienie wymiany ciepta dla poruszajacego si¢ ukladu
dwu kul o réwnych temperaturach w zatozeniu dyfuzyjnego modelu odbicia [11].

Inne szczegdlne przypadki np. malych predkosei ciat (w poréwnaniu z predkoscia
termiczng os$rodka) i duzych odlegloéci [9], duzych predkosci i duzych odlegtosci [10]
lub duzych predkosci i dowolnych odleglosci, mozna rozwiazaé tylko w sposéb przybli-
zony, przy czym w ostatnim przypadku rozwigzanie nie udaje si¢ w pelni analitycznie
doprowadzi¢ do konca [13]. Rozwiazanie to wymaga numerycznego uzupelnienia. Nalezy
wyraznie podkreslié, ze problem oddziatywania cial w o$rodku swobodno-molekularnym
w ogdle nie nadaje si¢ do bezposredniej analizy numerycznej (wigze sie to z konieczno$cig
obliczania 5-krotnych calek o skomplikowanych obszarach catkowania, wynikajacych
ze zlozonej geometrii zastaniania). We wszystkich wspomnianych wyzej przypadkach,
gdzie uzyskanie rozwiazania analitycznego lub numerycznego staje si¢ mozliwe, przyjmo-
wano najprostszy dyfuzyjny model odbicia. Konieczno$¢ przebadania oddzialywania ciat
ze wzgledu na model odbicia, jak réwnieZz odzyskania dalszych charakterystycznych cech
oddzialywania wymykajacych si¢ przybliZzonemu i jednostkowemu traktowaniu zagad-
nienia, sktonito do zajecia sie oddzialywaniem nieskorniczenie malych elementéw i analizy
tego oddzialywania w mozliwie jak najbardziej ogélnym aspekcie. Zauwazmy, Ze zasad-
niczo sg do pomyslenia dwa uproszczenia:

a) uproszczona geometria (jeden kierunek predkosci), pelny rozktad modulu predkosei,

b) zaniedbany rozkiad modutu predkosci (jedna predko$é), pelna geometria.
Zagadnienie oddzialywania nieskonczenie malych elementéw dokfadnie koresponduje
z przypadkiem a).

Ogélne sformulowania zagadnienia

Rozwazmy uklad dwu nieskonczenie malych elementow plaskich 42, dX, dowolnie
wzgledem siebie zorientowanych, poruszajacych si¢ w o§rodku swobodno-molekularnym
z predkoéeig q. Z ukladem wiaZzemy dwa rodzaje ukladow wspdtrzednych: globalny x,
», z i lokalny x', y', 2’ (rys. 1). Uklad globalny ustalamy tak, aby jego poczatek lezal na
elemencie dX,, of z byla skierowana prostopadle do elementu i w strong elementu dZ,,
natomiast o§ x lezala w plaszczyZnie (z, q). Uklady lokalne x’, y’, z wybieramy tak, by
poczatek lezal na elemencie d&, (@ = 1,2). by of z’ byla skierowana wzdluz normalnej
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Rys. 1

wewnetrznej lub zewnetrznej do d2,, zas o§ x' lezala w plaszczyznie (g, z’). Normalng
do elementu 4%, skierowana w strong d2,. oznaczamy n,, (wewnetrzna), skierowang
W strong¢ przeciwna m,, (zewnetrzna), analogiczne oznaczenia m,,, n,, przyjmujemy dla
elementu d2,. Poszukujemy sit i wymiany ciepta, zwigzanych z ruchem ukfadu.

A. Zagadnienie sil

1. Wyrazenia na sily. Sil¢ dzialajacg na element dX, (« = 1, 2) mozemy przedstawic
jako superpozycje sity niezaburzonej F,q, jaka wystepowalaby pod nieobecnoéé elementu
dXy (f=1,2;jedli a =1 to f =2 ina odwrdt) i sily iterakcyjnej F,q,, bedacej wynikiem
obecnosci elementu d2p.

Sit¢ F,o, mozna zlozyé z sity F,,,, dzialajacej na wewnetrzna powierzchnig¢ elementu
a iz sily F,o, dzialajacej na zewngtrzng powierzchnie elementu o
(1.1) F, = Fyo+Fa,.

(12) Fao = Fa0w+Fa02~

Sily te, réwnowazne strumieniom pedu, przekazywanym elementowi d2, wyraZaja sie
catkami po przestrzeni predkoséci z elementarnych strumieni pedu okreslonych odpowied-
nimi funkcjami rozktadu:

(13) FaOW = _m[ f cOa(cOa ' naw)fo(i—)adscOa + f caa(caa ) naw)fo(-:)adscaaldzaws

o252 i .
(1 4) Faoz = —-m [ f cOa(COa . naz)fo(l—)a d3c0a+ J caa(caa . naz)fo(i)adscaa] d):aza
a2 Q2

gdzie m — masa czasteczek gazu o$rodka, ¢, — predkos§é czasteczki o$rodka wzgledem
elementu «, ¢,, — predko$¢ czasteczki odbitej od elementu dZ, w ukladzie tego elementu,
S§B, — funkcja rozkiadu predkosci czasteczek ofrodka w ukladzie elementu a, f§™%, —



420 St. Kosowski

funkcja rozkladu predkosci czasteczek osrodka odbitych od wewngtrznej powierzchni
elementu a, f§7,. — funkcja rozkiadu predkosci czasteczek os$rodka odbitych od zewnetrz-
nej powierzchni elementu o, $29,, — polprzestrzen predkosci, d3c — element objetosci
w przestrzeni predkosci.

Z kolei, site interakcyjna F,;;, mozemy zlozy¢ z sily interakcyjnej Fyng, zwiazanej
bezposrednio z obecnoécia elementu dXy i sity Fu,o zwiazanej posrednio z obecnoscia
dXy, mianowicie w taki sposéb, ze z obecnoscia dX; zmienia si¢ funkcja rozktadu czaste-
czek odbitych od dX,

(1.5) Fin = F ing+ Faino .
Podobnie jak poprzednio, sity te wyraZaja si¢ przez odpowiednie calki z funkcji rozkladu:

(1.6) Faing = m[ fcﬁa(cﬂﬂnﬂw)fo(;\)v—ﬂwdacﬂﬂ_ fc0a(c0ﬂnﬂw)f0(i)ﬂd3c0ﬁ] a2y,

ot af
(17) Fal'nO = m[ J caa(caanaw)fo(ﬁzv—awdacaa_' f caa(caanaw)fo(:)adscaa] d‘):aw;
292 a2

gdzie ¢;,, cgy — predkos$é czasteczek odbitych od elementu dX; odpowiednio wzgledem
elementu d%,, dZ, c,p — predkoéé czasteczki o$rodka wzgledem elementu dXy, f§Py; —
funkcja rozktadu predkosci czasteczek osrodka w ukladzie d2, f§5),_ g, f&Pv_aw — funkcje
rozkladu czasteczek odbitych od powierzchni wewngtrznych odpowiednio elementéw
dX,.., dXy,, a padajacych z osrodka i elementéw o lub B odpowiednio, £2° — przestrzen
modutu predkoécei.

W wyrazeniu na sit¢ F,;., wystgpuje jedynie catkowanie po przestrzeni modutu pred-
kosci, gdyz mamy tylko jeden kierunek predkosci, od elementu # do «. Funkcje f§2, f{P
sa znane, funkcje f§ mw, 8%z, f86h—pws> f&fo—aw Ni€ZNanNE.

O osrodku zakladamy, Ze znajduje sie w stanie globalnej réwnowagi termodynamicz-
nej, opisanym funkcja rozkladu Maxwella-Boltzmanna. Zgodnie z tym mamy

f§0, = AWexp {— B (cout+)?},

27k T, )‘3’2, Bp ="
2kT,
gdzie ny — gesto§é liczbowa czagsteczek osrodka, T, — temperatura ofrodka, k& — stala
Boltzmanna.
Funkcje £ dla czastek odbitych mozemy znalezé z rownan ciaglosci (zachowania
liczby czastek) postulujac model odbicia (model oddziatywania gazu z powierzchnia).
W niniejszej pracy w charakterze modelu odbicia przyjmiemy zmodyfikowany model
Maxwella z anizotropowa czg¢écia dyfuzyjna, mianowicie

1.9 FO = (1=g)f ) 4 gf (WD)
Cze$¢ molekut (1—¢) odbija si¢ zwierciadlanie z funkcja zwierciadlanego odbicia f (),
pozostala cze$é ¢ — odbija sie dyfuzyjnie anizotropowo z funkcja rozkladu ), Zatem

(1.8)

AW = n, (

(1.10) FOE = Fi[e® (],
(1.11) FOD) < APexp { — BP[ac™ — (e - nn—q*]2},
(1.12) cM(e®) = M _2(¢"-n)n, BP m

= 2kT®”
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gdzie n jest normalng do $cianki, 7'® temperatura $cianki; o, f, ¢* — parametrami modelu,
AP — nieokre§long stala, ktora wyznaczyé mozna z rozwigzania réwnania ciaglo$ci.
Przyjmujac w fP f = 0 otrzymujemy model Nocilli, g = 0 model odbicia dyfuzyjnego
z anizotropia normalna, przyjmujac wreszcie § = 0, ¢¥ = 0 dostajemy zwykly model
dyfuzyjny, ktéry w polaczeniu z modelem zwierciadlanym, jak w (1.9), daje zwykly model
Maxwella.

Model typu (1.9) z dyfuzyjna funkcja rozkiadu wydaje si¢ by¢ wystarczajaco ogdlny,
by z rozwiazania zagadnienia oddziatywania w tym modelu mozna bylo sadzi¢ o zaleznosci
oddzialywania od modelu odbicia.

Do efektywnego obliczenia sily ¥, konieczna jest znajomos$¢ statej 4, w funkcjach
rozkladu czastek odbitych. Mozemy ja odzyska¢ z rozwigzania réwnania ciaglo$ci, przy
czym rozwigzania te znajduje si¢ inaczej na zaburzonych powierzchniach elementéw,
inaczej na niezaburzonych; a zréznicowanie to jest prosta konsekwencja faktu, Ze na
powierzchnie «niezaburzone» padaja tylko czasteczki z o$rodka, natomiast na «zabu-
rzone» czasteczki z osrodka i z elementéw i w tych przypadkach zagadnienie staje si¢
znacznie bardziej zlozone ze wzgledu na efekty interakceii.

2. Rozwiazanie réwnan ciaglosci (obliczenie stalych AD). a) Powierzchnie elementéw «niezabu-
rzone». Réwnanie ciaglosci jest réwnoécia strumieni czastek padajacego NP, 1 odbi-
tego N§2q ) , mianowicie

2.1 N(()i_’a(V) = N§ vy

Wskaznik 0—«(V) oznacza, ze czasteczki padaja z orodka na powierzchnig o (1 lub 2)
wewngtrzna lub zewnegtrzna, czemu odpowiada znak alternatywy w nawiasie (V' = zVw)
Wyrazajac strumienie przez funkcje rozktadu mamy

(2.2) J (— cOaIla(V))féi—)a(V)d3c0a = J (Can* na(V))fO(:)a(V)dscaa-
292 292
Przyjmujac w charakterze f) zmodyfikowany model Maxwella (1.9), moZemy napisaé

. . D
(2.3) ( —Ea(V))N(()‘la(V)'*‘Ea(V)N(()'la(V) = (I _Ea(V))N(()r—)grs()V)'*"Ea(V)Nngx(V))

gdzie &,y — jest wspdiczynnikiem mieszania dla powierzchni a(V),

Q4)  NESwy = [ (@ m )@, N2y = [ (0 m )[Ry 4.

QL;IZ 9?[2
Poniewaz
(25) . (l _ea(V))N(()ila(V) = (Ibea(V))N(()r—)i(V)y
takze
(2-6) N(()ila(l’) = N(()'—)g(l')-

6 Mechanika Teoretyczna 4/73
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Rozpisujac wyktadnik w wyrazeniu na f?(1.11), mozna stwierdzi¢, ze we wspétrzednych
prostokatnych wyrazenie podcatkowe daje si¢ rozdzieli¢, wobec czego dostajemy:

(2.7) NE,_)D(V) = A8 a(V)I([))(N(V)(I)Ig(v)V)(z)I([))( a(V)(3)e>\P1_B q82.v},
I
D(M%V)(I) = f cXp { _Bg(V) [aa(V)ctfax _2aa(V)caax qg—a(’l’).\:]}dcaax,
— 0
(2-8) D(V)V)(z) fexp{_Bo[t)(V)[ag(V)Cgay_2aa(V)Caayg(T—’auy]}dCaay’

I(l))(_\;zy)(3) =f Caaz €XP { - B?(V)[(aa(V) - ﬁa(V))zcozza: - 2(aa(V) - ﬁ[l(V))(na(V) ' q(;k—a(V)) Caazz]} dcaa: .
0

Z”na(V)-

Korzystajac z tego samego faktu mozemy podobnie wyrazié¢

(2.9) N(')a(V) = AB‘)exp{ B{"q* }1((),)2\(13,)(1)1(.)(7‘,)(2)1(().2(‘11}1‘),)(3),
o0
IO = [ exp{— B [chux +2C0as 4]} dCous
-0
210)  IW @) = [ exp{—BP[cdy+2C0u 831} oy

](()l)fl?’)) - .4{ —Coavz exp [y _'BS) [C(%aVz + 2cOaVz(q : naV)] } chaVz .
0

Na podstawie (2.6), (2.7) i (2.9) znajdujemy ostatecznie

AP exp{~BPG Sy (DIP 1y Q100 (3) _ AP exp{— B YIS,
Ig_ay(l)Ig_ay(Z)Ié’_ayG)eXp{—nyq’(',‘fy exp{—Byq8 .y I([i)é\l,/

AoD-a(V) =

@.11)

b) Powierzchnie elementéw «zaburzone». Korzystajac z rozwazan w p. a) mozemy
napisaé

(212) N((.brlgw—ﬂw = NéQw—ﬂw’ NO aw—fw — f (c(r)nﬂw)f(RvD ﬂwd3c(r)'

.Qf,z

Symbol 0a«W —BW oznacza, Ze czastki padaja z osrodka i z wewnetrznej powierzchni
elementu « (¢ = 1 ¥'2) na wewngtrzng powierzchnig elementu § (8 = 2 V' 1), przy czym
jesli @ = 1 to B = 2 i odwrotnie. Strumien czastek padajacy na wewngtrzng powierzchnig
elementu f— N§),_;. mozemy zlozyé z strumienia N§?,,, padajacego tylko z ofrodka
i strumienia interakcyjnego N‘ﬂj_pw(,,,) pochodzacego z wewngtrznej powierzchni elemen-
tu o

(2.13) N _pw = NE2 g+ N _poiiny -
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Strumienie te wyrazaja si¢ poprzez funkcje rozkiadu nastepujaco:

(2.14) Ny = [ (= copunp)f§0pd3eop,
_01/2
(2.15) ‘)Vél;g-ﬂw(in) = ’ (_caﬂnﬂw),fa(\l;z)—[lwdscaﬂ_ J (—COﬂnﬂ\v)f()(i)ﬂ\\'dscoﬂa
of o<

gdzie fS)_;., jest funkcja rozktadu molekul padajacych z wewngtrznej powierzchni ele-
mentu o na wewnetrzna powierzchnig elementu . Te sama funkcj¢ mozna traktowaé jako
funkcje rozkladu molekul odbitych od wewngtrznej powierzchni elementu o, przy czym
molekuty odbite pochodza z kolei z padajacych na element « z o$rodka i1 z wewngtrznej

powierzchni . Fakt ten mozna wyrazi¢ zwigzkiem

(216) .fa(y,;;)—ﬂu - Oﬂn aw "

W strumieniu N§)_p,.m catkowanie zachodzi tylko po przestrzeni moduiu predkosci.
Zauwazajac, 7e

(2.17) Cap = € = clDd,

zZnajdujemy

(2.18) dPey = % deldcly),
V)

(2.19) doct = N Y

gdzie d — odleglosé elementéw 1, 2, d¥) — wektor jednostkowy w kierunku od elementu
o do elementu f3.
Podstawiajac w poszezegdlnych strumieniach funkcje rozktadu 7§20 .., (‘,‘)ﬁ“,foﬂw _—

f(;wD fw — Agaw—ﬂwexp{_B[ll)w[aﬁwcﬂw_ﬂﬁw(cﬂwnﬂw)n[}w_— q%aw—ﬂw]z}s
(2.20) f80p. = AfPexp{— B [etLp, +a1*},
fO[Jw—am - (1 —Ea\\)fér ;\V+F’I\I fo[}w aw

i obliczajac strumienie NP ;, oraz N§2,, we wspolrzgdnych prostokatnych (w wyra-
Zeniach podcatkowych mozna w tych wspétrzednych dokonaé seperacji zmiennych),
natomiast strumief N _g,iny We wspolrzgdnych sferycznych (w strumieniu tym catkowanie
przeprowadza si¢ tylko po przestrzeni modutu predkosei) dostajemy:

(221) N((),;)wD—ﬂw = Aoaw /}wIOaw ﬂu(l)IOaw Iiw(z)l Oaw— ﬂw(3)exp{ B[]quan ﬁ“} -
= A(l))aw—ﬁwl(l))dw—ﬂw’

(222)  NEp, = APexp(—BPGILG (DILS DI5(3) = PTG,

(223) f(—coﬂn,,“)fo )ﬂd3c0ﬂ = _dQcOﬂ(d nﬂw)IoﬂweXp{'—Bg)qz} = AE)I)IgI);i{dEaW,
QC

dQcop = dQcl,

6
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j ( - c1/} n[fw)./a(\i)—ﬂwdsca/} = - [( [ - 51\\-)(da(xy) nﬂ\,.)Ag)exp { _Bgqu} I(()r—):w
af¢

@ ny) o
ar e =

— { ry(s)el M N
= AS)I(()'ZS;‘?L d-zran'+Agﬂw—awl(()lz)p(‘:)—cgzwd‘l'aw’

(224) + Ed\\‘(diy) nﬁw) I(()'}I)\P—a\\' A([))/Iu-—awexp { - B(sz qgiaw}]

o

J' C(r)JeXp( - Bg) {CU)Z + 26(") [(qu) - (dV nazu')(nawq)]}) dc(r) 4

0

(2.25) 155!

(226) A6, = f c%exp { — B2, ¢V [0, + (Baw— 20t B ) (dy * 1g) ]} X
0

X exp{ZBa[z)wC(r)[aaw(dl’qgﬁw—aw)-"ﬁaw(dV : naw)(qo*ﬂw—aw ' nazw ]dc(r)} .

Wielkosci 18, 4, mozna uzyskaé z wielkosci I§ 4y, figurujacych w (2.8) przez formalng
zamiang symboli 0—a(V) na Oul —BW; podobnie wielkosci 1§, z wiclkosci 182,
[wzér (2.10)] przez zamiang 0— (V) na 0—p(V). Stale A8y _pn 1 Alpu_w, sa nieznane.
Mozemy je wyznaczyé z rownania (2.12), ktére w rzeczywistosci reprezentuje soba uktad
dwu réwnan: jedno dla « = 1, f# = 2, drugie dla « =2, f = 1. Rozwiazujac uktad
(2.12) znajdujemy ostatecznic:

bia,+c, b,

(227) Agl\vf_’—’Zw = k)
a,d; —¢, ¢,
b”) .7
(2.28) AR, . = Dbateby
a,d; —¢1 6
gdzie
(229) al = I_ODl\r—Zn-a cl = Iégz;fr—)lefvdz‘]uw

by = API,, +dZ | I§20S =124 A4S,

a,, by, ¢, za$ otrzymujemy przez formalng zamiang wskaznikow 1 & 2.

Fakt, ze uklad réwnan cigglosci (2.12) daje sie §cisle analitycznie rozwigzad, wiaze sie
z tym, Ze w naszym zagadnieniu odpada cala geometria zwigzana ze skonczonymi rozmia-
rami cial. W przypadku cial o rozmiarach skonczonych w strumieniu (2.15) w pierwszej
calce nie mozna wynie$é stalej A8, ., przed znak calki (stala ta zalezy od punktu na
powierzchni ciata, a réznym kierunkom ¢* odpowiadalyby rézne punkty) i w ten sposéb
uklad réwnan ciaglosci (2.12) stanowi uktad dwu skomplikowanych réwnan catkowych
w 4 zmiennych (punktowi na powierzchni jednego ciala odpowiadaja dwie zmienne),
ktory praktycznie mozna prébowad rozwiazaé jedynie w sposob przyblizony.

Zaniedbujac w rozwiazaniach réwnan cigglo$ci (2.27) i (2.28) nieskonczenie mate
uzyskujemy:
(2.30) A8y s =—, Ab_in=-=%, b, = ADIY,., by =ADIP

a, a,
co odpowiada rozwigzaniom przy pominigciu drugiego elementu. Zaniedbujac natomiast
w rozwigzaniach nieskonczenie male drugiego rzedu dostajemy:
bya,+c b,

a b +c7b:
(2.31) ARl gy = 2212 ARy, =22 2L
a,a, a,a,
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Jest oczywiste, ze dla uchwycenia oddziatywania nieskonczenie matych elementéw musimy
w rozwiazaniach réwnan ciagtosci zachowaé co najmniej wyrazy proporcjonalne do d2,
gdyz one, migdzy innymi, sa odpowiedzialne za to oddzialywanie. Przyjecie w catkach
oddziatywania (1.3), (1.4), (1.6), (1.7) rozwiazan niezaburzonych (2.30) prowadziloby
do blednego wyniku, gdyz nie uzyskalibysmy wszystkich przyczynkéw do oddziatywania
interakcyjnego proporcjonalnych do X, na ten fakt zwrécimy jeszcze uwage przy oblicza-
niu calek oddziatywania.

3. Specyfikacja calek oddzialywania. Catki oddzialywania wyrazamy najpierw w ukiadach
lokalnych x(, i, 20, 0§ — z() takiego uktadu jest skierowana wzdluz normalnej do elementu,
0 x® lezy w plaszezyznie (z'P, z), a nastgpnie transformujemy do uktadu globalnego
X, y, z wedlug macierzy transformacyjnej a:

—costhy cOS@uy,  Sin@uy, sind,y cos@,y
(3.1 ay = | —costy sing,y, —Cos@uy, sindysing,y |,
SinlﬂnV’ 01 COs'ﬂnV

gdzie 0,,,, @uy sa katami azymutalnym i biegunowym normalnej n,, (wewngtrznej lub
zewnetrznej elementu 1 lub 2) w ukladzie absolutnym x, y, z. Catki typu F,¢., Fyo. okres-

lone wewnatrz i zewnatrz, dla elementu 1 i 2, moZemy przedstawi¢ w postaci jednej
catki:

(3.2) FQy = —m | colCoattan) fiv dPcoud®,, V= whz.

Df,'z
Podstawiajac (3.3) [ = A exp{—B§[co, +q]?} | uwzgledniajac fakt, ze w wspdl-
rzednych prostokatnych wyrazenie podcalkowe daje si¢ rozdzieli¢, znajdujemy w ukladzie
lokalnym:

(3.9 F{y = mAPexp{- B q*}dX, 1%y,
(3-5) Ig((é))l;k = Iii(?Vk(l)Ia(zi())Vk(z)I.fli())Vk(:;), k=1,2,3= (x,, 2'),
gdzie

[e]

I.%)Vk(l) = f (COa.\')“kexp{_-Bg) [C%a.\' +2C0a.xq;l’x]}dc0ax>

o0
(3.6) I32) = | (Couy)? exp{— BE [cBay+2¢0u Gavy]} deons

— 00

Ia((lgl’k (3) = - { (COaz)(l +63k)exp { _'Bg) [C(z)a: + 2COaz: qa:V:]} dCOaz >
0

0 Kroneckera.
Zamiast calek F{3,, F{J. rozwazamy catke ogdlniejsza
(37) ’ Fs)rlay = —m _J‘ caal’(caaV ' naV)fO(r—)anscaaV d‘z‘al"

!)(1‘/2
Podstawiajac

(3‘8) ér—)av = (1- Eav)fér-)zv'*'sav o('_)fv,
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gdzie
B.9) [ = P [cfar(e§2a)], o (€82ar) = c§2ay —2(cE ey Nyy ) Mgy,
(3.10)  f§OF = AB_.yexp{—B| %oy € ey — Pav (€ Dyy) My —qE_y]?},
znajdujemy
GBI FWy = —m(l—eg)dZ,, AV exp{— B q*} 1By —2n,, Iy, ] +
—~Meay A2y AB .y exp{ — Bl q82av } 1820,
(3.12) 1% = 1220 (D) 120 () 12204 (3)

I(()r)(al()l)’)l\(l) = f(cy))alkexp{—Balz)v[afvcy)z 20,y € dg¥t aV.\]}dc(r)

— Q0

(.13)  I9P,Q) = f (c$)P2 exp { — BBy [y 602 — 26 oty QAL ] AP,

— Q0

I§220,(3) = f (cp)! *2%* exp [ — By {(ady + fav — 20ayBay) €% }] X

X exp{ 2'B c(r)[ e% q(,)k—aVz+ﬂaV(naV ) qg—dV)]} dcgr)_
W calce F,,p wystgpuje tylko catkowanie po przestrzeni modutu predkosci; zachodzi wige
koniecznos¢ obliczenia elementéw katéw brytowych dQc¢g;, df2cqgs. Jesli przez dv ozna-
czyé wersor w kierunku od elementu 1 do 2, to wektory predkosci ¢y (skierowany do
elementu # do ) i cgpp (skierowany rowniez do elementu § do «) mozna przedstawié
W postaci:
(3.14) p = cppdy (=D, copg = gy
Na podstawie tych zwigzkéw mamy

(3.15) A2eyp = dfdeoyy = (— 1P gy,
Podstawiajac

(3.16) S8 g = (L= €0 )18 gt Ean SS2 5

gdzie

(3.17) S8 5w = AawpweXP{—BRulogw s — Bpu(CapMpn) Mgy — Qaw—pl’}
znajdujemy : ‘

v naw)
d2

d
(3.18) Fy = —mdZ, (1) — ( dX,.(dy-ng,)dy x [(1— &), 5+ epn ISP~ I,

(3.19) Iy = APexp{—BP g2} [ chpexp{—BY[cdp+2c05(— ) (dy - @l}deop,
o]

(320) Ié;:;[? = AODaw—ﬂWexp{ _ngqgazw—ﬂw} f C;BCXP{ _BﬂDW(CEﬂy-i_?’écﬂﬂ)} dcﬂﬂ’
0
y = al%w"'(ﬂ;w_zaﬂwﬂﬂw)(dv ' nﬂ\v)zy
0= (_ l)l+ﬂﬂﬂw(di’ : nﬂw)(nﬂw ) qgaw—ﬂw)_ o‘l‘fW(dV ! qgaw—ﬂw),

w0

B21)  Iff = [ i fdDi pudesy.
0
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W funkcji rozktadu f§25_ s, kierunek cgg od elementu f do elementu « musi mieé odpo-
wiednik w predkosci czastki padajacej ¢§? ., z otoczenia na element B, (c§?,, nie moze

pochodzi¢ z elementu o« , bo element jest nieskonczenie maly). Mamy zatem
02 fo‘zif pw = J2pule6L pu(cfD] = AL exp {— B [l (cf)+q)?},
' D(ef) = 5 —2(cfy - mg)my,.

Korzysta_jqc z relacy (3.14), otrzymujemy I{[)5 W postaci jawnej

(323) I = APexp{—BYq?} [ chpexp{—BY {c3y+2(— 1) egyl(dy - @)~
0

—2(dy - np,)(ng,, - Q)1 }dey,.
OkreS§lenie Funo

Podstawiamy

fo(r)aw 1 - eaw)f(r :\V + eaw (r £W’

(3.24)
fO,Bw—aw - (1 - eaw) (5\5— + 8awf0ﬂw—aw~

Pamietajac, ze

(325) f(r).s — o(gaw(c(")(c("))), c(")(c(’)) - c(’)_2(c(")naw)naw,
dostajemy
(326) —m fcaa(caa naw)f(r)s dscaa = _Fglawdza-u}_zmnaw (()')fwaS)exP{ -Bg)q }
.01/2
gdzie
(3 27) I i)s f (Cg-)-awnaw)zexp{_-Bg)[ct?)'—aw"'chaw'q]}dCOa—wdeO—awydCO—awz-
9'1:/2

Podobnie funkcja rozkladu molekut odbitych f§ps_,, zwiazana jest z funkcja rozkiadu
molekut padajacych f§p,—aw (¢ (c)). Mozemy napisaé

(328) fcaa(caanaw)fé;uf—awd Caa =

25,2

= f [cggw—aw—z(cg w—aw naw)naw]f(/ii)w—aw(c&t%w—aw)(_Cg,t)lw—aw' naw)d3c0aw—ﬂw-
-Of/z
Calkowanie po potprzestrzeni predkosei £5,, prowadzimy w ten sposéb, Ze obszar cal-
kowania 9,, rozbijamy na dwa: jeden (£25,,—£%;.), W ktérym na element al¥ przy-
chodza tylko czasteczki z otoczenia o funkcji rozkladu f§?,., drugi 2%.,, W ktérym na
element aw przychodza czasteczki z elementu B o funkcji rozkladu f§¥_,.. Zgodnie
Z tym mamy

f Coa(Caa * naw)fo(;’;)\j—awdscaa = f [CS) 2(08) naw)naw]f(l)aw(_c0¢ naw)d Coat
-Qflz Df/Z—.Qi‘ﬂw
(3.29) + =2 (e ma) el (— efulen) 5w S,
-Qf‘:‘ﬂw

Qs.'ﬂw = QC X d‘(g):ﬂw‘
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Funkcja rozkladu czastek padajacych f§2_,, (c§?,) rownowazna jest funkcji rozkiadu
molekut odbitych od elementu f,., a przychodzacych z otoczenia i 2 elementu «,,, miano-

wicie

(3.30) S0 (el = fih_pu(ch).

Dla funkcji tej mamy

(33 ] ) ()(;\)v—ﬂw(c;IQG) = (1 - Eﬂh')fo(;\)vs—ﬂw(c;l;)) + Eﬂ\\'fo(;\)vllﬂ“‘(cf}ra ) *

W odbiciu zwierciadlanym, predkosci «odbitej» ¢f) odpowiada wektor predkosci czasteczki
padajacej ¢§2 5.(ci) pochodzacej z otoczenia wedlug relacji:

(3.32) 2 g (es) = ¢ =2(cf7 - mp. )y,
Funkcja rozkladu f¢§5_ 4, molekut odbitych zwierciadlanie jest wiec nastgpujgca:
(3.33) S8 = AP exp{—BE [ef? —2(cf) - npmg, +q)* ]

Dalej mamy
(334) fo(a,(-sz—ﬂw = Agaw—/}wexp { _B/?w[a/}w cb:’z)_ﬁﬂw(c;;;) : n[}w)n[lw+ qgaw—l}uv]z} .

Uwzgledniajac jeszcze, ze

(
cp

01(1'2 = (- 1)l+pcﬂadVﬁ
(3.35) do - n
d-Q)_‘pw = dchla) — (_ 1)1+/}_( VJZ Bw)»dfﬂw,

oraz, podstawiajac znalezione wielkosci do (3.29), znajdujemy

(336) ,]1 caa(caa : naw)fo(;l)uf—awdscaa = Fg—)—aw/(mdzaw) +2na“,A$')exp(—Bg)qz)l(()"_)‘a“,-f-
D‘f/z

)

dyn w ]
- (dV * naW) [dV - 2naW(dV : naW)]( - 1)1 . ( VdZﬂu’ N dz’/}w X
X {A exp(— B gV IPE — (1 = e5,) AP exp(— B ¢ IEUIF, +
p— 81} \\rA(l))qw_ﬂw CXp( - ‘B[l;w qg&z\v—ﬂw) I(();)“()l_)}};,} 5
gdzie

[
(337) 1(()'2,;“: = f C;aexp<_‘Bg)[CI%a+2(— 1)1 +ﬂc/3a(dV ) q)]> dcﬂa,
0

(3.38) 16225, = f chaexp {—BE {cff?? +2(— D' *Peg[(dy - ) —2(dy - np) My - 1} depe,
0
0

(339) 13;)»3?—)1{;0 = f C;aexp<_‘BE\v{[a5|v+ﬁ§\u(dV ) n/}w)z—zaﬂwﬁ/}w(dl’ . nﬂw)z]}cf;;)2> X
0

X exp<—2BEw(— 1)l+[3€pa[_ aﬂw(dV ’ qg—ﬂw)+ﬁﬂ\‘v(dV ' npw)(n[}w ' qgaw—l)w)]) dcl}a'
Pierwsze dwa wyrazy (3.36) i pierwszy wyraz w nawiasie klamrowym odpowiadaja stru-
mieniowi czastek odbitych zwierciadlanie od powierzchni o, w obszarze brylowym
(2,,,—025p,), dwa pozostale wyrazy w nawiasie klamrowym odpowiadaja strumieniowi
czastek odbitych zwierciadlanie od powierzchni «,, w obszarze brylowym Qgg,. Warto
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zwrécié uwage na fakt, ze dwa pierwsze wyrazy (przed nawiasem klamrowym) sa identyczne
z wyrazami w calce (3.26), co nie powinno by¢ zaskoczeniem, gdyZ reprezentuja strumien
odbity od powierzchni «,, pod nieobecnosé drugiego elementu f. Pozostale catki w wyra-
Zeniu na F,,o znajdujemy bez trudu. Mamy

D
(3.40) [ CanlCan M) fE0R AP o = AR XD (= BEL G820 1522,
-Q(]‘/l
)D
(341) fcaﬂ(cad. [P f(/,;u a\vd Cag = Aoﬂ\\ a“exp( -Bawqotl\ oA )[Oﬂu AW >
QL;/Z

gdzie wektor I§22, jest wektorem, ktory wystgpowal juz przy obliczaniu ¥§2,,, natomiast
wektor I§3P_,,, daje si¢ utworzyé z wektora I§22,, przez zamiang qg_,, Na qfp._z. W ten
Sposob otrzymujemy

(342) Faino = —m { - (1 - 6arw)(d}’ ) naw) [dy—2naw(dV : naw)] X

x (= 1yer QO gy AP exp(— BP G~ (1= ep) AP exp(~ BO @RS+

D DYF
_813\|'A0aw—ﬂw xp( -BIquOau—l?w)I(();)\s ]+

+6anA0[3w aw exp( Bawqoﬂn—aw)Ig)gw(qOﬂw aw) aqu awexp( Bawqo aw)lf{_)gw .

Ostateczne wyrazenie na sile, dzialajaca na ktorykolwiek element ukladu dwu dowolnie
zorientowanych nieskonczenie malych elementdw, poruszajacych sie w osrodku swo-
bodno-molekularnym ze stala dowolnie zorientowang predkoscia q, uzyskane przy zalo-
zeniu zmodyfikowanego modelu odbicia Maxwella z anizotropowa czgscia dyfuzyjna,
jest nastgpujace:

(3.43) F, = Foo+ Faing,

(3.44) Foo = FOI+FG) = F o+ F6Lo + ¥ 0+ F§ o,
(3.45) Fain = Faimo+F,

(3.46) F{) o = mAP exp(—B§ g2 4y d2y,

(BA47)  Fuy = —m(l = e0y)dZay AP exp(— B ) Ly — 200y [By] +
"m'san):aVAO aVeXp( BquO aV)rg aV >

(dV ! naw)

(3'48) rf(lizlﬂ _md)——"ﬂw(_ 1) - d2

dZa“,(dy ) nﬂw)dV X

[(1— epu) Lo + e I35 — Liing)
dy-ng,) o
(3.49) Faino = —mj— (1 - sa\v){(dV . naw) [dV _2naV(dV 'naw)](_ 1)1+ﬂ-%—ﬂ ) dLﬂw X

x [A§exp(—BE q*) 162, — (1 — egu) AP exp(— BY ¢*) IG)F —
'_SﬂwAO ﬂwexp( Bﬂqu ﬂw)I(;(D/;F]‘l'*'sawAOBw awexp( Bawqoﬂu aw)I(r)gw(quw—aw)'*'

_“awAO awexp( Baqu aw)I(()r—)gw dZaw-
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Wielkosci wektorowe I§), 1 1§20 mozemy uzyskaé z wyspecyfikowanych uprzednio

w ukladzie lokalnym wiclkosci wektorowych I§), i I przez transformacje z ukladu

lokalncgo Jdo globalnego wediug regutly transformacji tensoréow:
(350) 1(()an - anmléa}’ny
gdzie a,, j2st macierza transformacyjna przejscia

—COSyy COSPpy, SIN@,y, Sind,,Co8q,y
(3.51) Upn = | —cOsPyysing,y, —cosquy,, sind,,sing,y |,
sint,y, 0, COSPy
za$ @.y, O,y oznaczaja katy biegunowy i azymutalny normalnej n,, reprezentujacej ukiad
lokalny (0$ z" ukladu lokalnego skierowana réwnolegle do m,) w ukfadzie globalnym.

4. Obliczenic calek oddzialywania pedowego. Dla pelnego rozwigzania zagadnienia musimy
jeszcze obliczy¢ catki, ktére wystepuja w stalych A5_,y i AQzw_pw, uzyskanych z rozwia-
zania réwnah ciagloéci, oraz catki oddziatywania, wystqpujqce w wyrazeniach F{) ..,
F$uvs Faing 1 Faino. Stala AB_,y okreslona jest przez catki I§250 (1), 1§23 (2), 1§24 (3),

3% (1), 189 (2), 169% (3).
Wyrazaja si¢ one nastgpujaco:

n=1,2 I = ]/ Sy SxP(g;BY),

0
30 I0%(3) =
= gty @) 1/ oy expIBY@- 51— B1- VB (@ noy)
- 2B8i) + 2 q- N,y Bg) CXp (‘l 4 J q aV) },
gdzie & — catka prawdopodobier’lstwa oraz

_:,n.
]/BD eXP(qo aVn aV)

1 +i (naV an) 7T %
-B?V(aal’_ﬂa}’)z 2 aay—ﬂal’ B?y(day—ﬂay)z

X €Xp (va(nav ' ‘I:V)z) X { - [l -Balz)V T%":‘ga:? (ngy q;“y)]}-

Wielkoéci I§XN) | JPMV), sa skalarami i dlatego w ukfadach lokalnym i globalnym wyrazaja
si¢ tak samo. W oparciu o (4.1), (4.2) uzyskujemy

4.1 n

n=1,2 I '(n) =

4.2)

n=3 B0 =

@3) T =, e [BO( - @)+

2/3 o
+ ;(q.nay)(bygw) exp (B ¢ |1 —P[ -y B (q-n )]},

7
4.9 13U, = 5 B0 (ay — By oy exp [ B (¢4, — (Q¥_ay -0p))] +
1 (nayqay) 7T 7T R 2
2 dyy—PBav V BS(dgy—Bav)? X o2, BY, exp[Bay q&Zav] ¥

X { [VBD ((Z V— ﬂBV) (nay"I3_av)]} .

oty ~ ﬂﬂv|
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Z kolei stala 4§ ,_g,, jest okre$lona przez catki I3 wpw(1),

IOaw—ﬂw(z)7 I(I))aw—ﬂ'w(3)r Ié)‘—)-ﬂw(])) (l)ﬂw(z) I(‘)ilﬁw(3)
oraz

K 3 D
1250 1 IR0 ...

Caltki typu I§2), 4, (n), n = 1,2,3, mozna uzyskaé z calek typu I (n) przez for-
malng zamiang symboli 0—a(V) na Ol —BW; podobnie calki I§)M)(n) z catek IS av)
przez zamiang 0—a(V) na 0—B(V). Dla calek I§?5,, i I§D ., dostajemy:

rys (5))— 2 1 y‘.\g) yﬁ.)
(4.5) I5, = 2B$) F(4)exp( g ﬁ(s) )D—4 (175/95\'5)) ,
B = B, P = 2BP[(dy Q) ~ (dy -Nyy,) (Mg, - q)],
; -1y 225 o (7P
4.6) He—aw = (20721 (4)CXP( ﬁ(D))D—‘* (l/zﬁ}vm )

B2 = BRuoaw+ (=200, Bu + B2,) (dy -0, )7],
y(D) = _2B£V[aaw(dl"qgﬂw—aw)_ﬁaw(dl"naw)(qgﬂw—aw'naw)]s

gdzie D_, jest funkcja walca parabolicznego.
Catki wystepujace w wyrazeniu F{, mozna przedstawié nastgpujaco:

17 2 n # k Ilz))l”k(”) = VB(i) exp (qan-Bg)),

n =
4.7)

k=1,2,3, | n=k 1) = —q;y"]/Big,., exp (@3 BY),

1 N
n#k In(3) = 238) + 5 2 ‘Iow:l/ Bg‘) ‘D(—]/Bg) quVz)]X
n=3 xexpBB“ 'Za )zs
48 - , — o
Tk I3 = - e ]/i L aBY243, + BY?)
~ 2B B 4 Vs

X exp(BY ¢:3.) [1-P(— VB giy)].

Po prostych przeksztalceniach, wektor I3}, mozna zapisaé w postaci:
(49) ;é)l,’x ‘fan xy)a Ia(z:))Vy - qa,szI,v(::v)’ Ia(:)); = q;VzI,S:iy)_f'I;i),
gdzie I

Xy

I'9 s3 skalarami, za$
a /4 (D)2 m 1 z \*? ;
“4.10) I = - WeXP{Bo [9* — (q-n0)%]} — ?(q'nal’) (73_3‘7) exp(B %) x
X {1-0[-yBH (¢-na)]},
G 1 =2 ()2 70}
(411) Iz )= — T_Bg)_s/z'exp(BO q ):1 —(D[ - ]/-BS) ((I'nav):” .

Korzystajac z reguly transformacyjnej dla tensoréw mamy

(4.12) Iy, = @ diPn = anowal O +aIH.
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Zauwazajac, ze

(413) ax:xq;l’n = {qx,
dostajemy
(414) 1101’ - qu(')‘*‘” VxI()

bez dodatkowej koniecznosci transformowania q,,, do ukladu globalnego.
Okazuje sig, ze analogicznie

(4.15) Ldvy = @18 + 1y IV,
(4.16) Iy = Q18 +nap I,
Ogdlnic zatem
4.17) Ly = qI)+ng I,
Catki okreslajayce F{7)y, sa typu podobnego do wystepujacych w wyrazeniu Fi3y . Znajdujemy:
| n# k I§B(n) = l/ _rz CXP(B v 45y n)s
1 >
(4.18) = ]’2’3\' s =
I n=k Ié)r_)gy = ’;;)a : I/&V‘BD eXp(-BquO aVn)
aV a
1 Q8_ay Doy
ko 1923 + x
& ;é ) 6 Vk( ) (aaV ﬂaV) 2(ﬂaV aaV)
chd D (o 2
X I/-BDV(a V_B—V)-zexp {BaV(qO—aV'naV) } x
x { || B3, Dev =% (q:_ay-nay)]},
(4 19) n = 3 I/))/ZV aVl
A k=1,2,3 1 ¥ o.n 1
n=k IONQ3)=—- "qu;.vav eta
2 -BaV(ﬁaV_aaV)~ (aaV ﬂaV)
X ]/ (diﬂ [ -BquglzaVz—i_l exp{‘Bé)qu aVz}X
aV aV aV
oD Bav — oy ]l
x 11—®|V/BE q§ . :
{ [] v do-av |Bay — oty |

Podobnie jak poprzednio, po dokonaniu transformacji wielkoéci »primowanych«, wektor
INY, mozna sprowadzi¢ do postaci:

(4.20) 1622 = g 1§+ 17,
gdzie
! 7 ]
(421) 1_(\.;”) = 20( V((Z - ﬂ V)ZBDZCXp{BaV[qo —aV (qg—aV'naV)z]}+
PR AL x
2 agV(.BaV aV)-B ]’ -BaV(aaV ﬂaV)
aa
]Il_(p I/B (‘Io av " “av) ﬁ ﬂ V|M exp (B q82av),
aV

I(r)D = I(r)D ___I(r)D(qa: aV'naV)>
1% = 120 (D122, () 1623.(3).
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Pozostale calki, wystepujace w skiadowych ¥, i F ;.0 / wWyrazaja si¢ nastgpujaco:

()2 (s)
s 5 ) 2) (2 B\~ 572 Yo _V
(4.22) I = AYexp (—BEq*) (2pW) 12T (5)exp(85(5))D—s(Vﬁ(s)),

y& = 2BP(— 1Py -q)-2(dy - m,) (M- @), O = BYY,
(D)2 ()
(423) I(r)g) — Agaw_pwexp{—Bfg)wqoaw ﬂwJ(Zﬂ(D))—5/2F(5)eXp(ly D D—~5 —ly;i »
o 813( ) ]/ZB(D)
B® = BR (a3, + (B3, — 200 Ppw) (dy -g,)*],
y(D) = ZB[Ii)w(— 1)1+ﬂ :Bﬂw(dV'nﬂw)(nﬂw'quw—ﬂw)_a/’W(dV'qg“W_ﬂW)]’

’ 0 2 sz y(l')2 y(i)ﬂﬁ
(4.24) Iy = A exp(— B ¢?) (26D~ 1'(5)exp Dogf—tas ),

B0 = B,y = 2BO(— 1) Ay ).

(4.25) 1§96, = I /(AP exp{— B ¢*}),
(4.26) IPWF = I3/ (ADexp { - BY ),
(427) I(r)(D)F = I(r)EVD)/(AOaw Bwexp{—BBquatw Ilw})’

(428) I(Or—){z)w(qgﬂw—aw) = qOﬂw—awayD(qO—aw - qOﬂw—aw)+naw1§r)D(q'g—au' - qo*/’“’-’lW) :

5. Dyskusja wyrazenia na sily. Sile dzialajaca na element ,,&” ukladu mozna przedsta-
wié jeszcze w innej, dogodnej do interpretacji postaci:

(51) Fa = (Fglaw+F(')ﬂ)+(F8)a., E)r)az)—i'FO[iw aw*

Pierwsze dwa wyrazy przedstawiaja skladowy sily, pochodzaca od czastek padajacych na
wewnetrzng powierzchnig elementu o z otoczenia i z elementu f, nastgpne dwa wyrazy
przedstawiaja skiadowa sily, pochodzaca od czastek padajacych na zewngtrzna powierz-
chnig¢ elementu o i od niej odbitych; ostatni wyraz jest skladowa pochodzaca od czastek
odbitych od wewngtrznej powierzchni elementu a.

Ostatnig skladowa F§},_,, podobnie jak funkcje rozkiadu molekul odbitych mozna
rozbi¢ na skladowe: «odbita» zwierciadlanie i «odbita» dyfuzyjnie, mianowicie

(52) F r[i)w —aw — (l - an) F(Osﬂ)w—aw —Eqw Fgﬁw—aw >

gdzie

(53) rg‘[})w aw Fg—)-aw + ng::)-/} 2 [(Fg ) —aw + Fé:l)ﬂ}) ndW] nClW >

(54) FD - mAOIIw awexp{ Bawqoﬂw aw}IE)r 2w (qO—aw - qgﬁw—aw) d):aw'

Wektor skiadowej «odbitej» zwierciadlanie ma analogiczna posta¢ do wektora predkosci
«odbitej» zwierciadlanie. Pojawienie si¢ znakéw minus w wyrazeniu na F§._aw (W f§R0—aw
wystepujg znaki +) zwigzane jest z faktem, Ze impuls przekazywany $cianie przez czastki
odbite jest w odbiciu zwierciadlanym tak samo skierowany jak impuls pochodzacy od
czastek padajacych na scianke (podczas gdy wektor predkosci odbitej skierowany jest od
$cianki).

Oddziatywanie iterakcyjne zawarte jest w wyrazach Fg i F§),,_,,, i scharakteryzowane
jest jedynie wyrazem F;,, gdyz interakcja zawarta w F{),,_,,, wyraza si¢ réwniez poprzez
F{)s. Wyraz F{), jest proporcjonalny do elementarnego kata brylowego df,, pod jakim
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Sy - d,-n
widaé¢ element dX; z elementu « |d2, = dEpw-(—'idzpw)

kolwiek z clementow lezy na Iinn laczacej elementy. Analiza ogdlnego wyrazenia na sily
jest bardzo uciagzliwa. Dla uzyskania czytelnych wynikéw mozemy przeprowadzi¢ ja jednak

). Interakcja znika, jesli ktory-

w uproszczony sposéb.

I tak zakladajac najprostszy model «odbicia» gaz-powierzchnia (model dyfuzyjny)
i najprostsza orientacj¢ eclementéw mozemy zbadaé wplyw predkodci na oddziatywanie;
przyjmujac najprostszy model «odbicia» i kladac ¢ = 0 mozemy przesledzi¢ wptyw orien-
tacji elementow i wreszcie przyjmujac najprostsza orientacj¢ elementéw i biorac ¢ = 0
mozemy przebadaé zjawisko oddziatywania ze wzglgdu na model «odbicia», co zreszta
byto gléwnym celem pracy.

W charakterze przykladu rozwazymy oddziatlywanie elementéw o réznych tempera-
turach spoczywajacych w osrodku, rownoleglych do siebie i prostopadtych do laczacej
ich osi. Réwnoé¢ g = 0 pociaga za soba ¢*= 0 [12]. Dla uproszczenia przyjmiemy jeszcze
ze strony wewnetrzne i zewnetrzne elementéw sa sobie réwnowazne pod wzgledem wias-
nosci fizycznych. Uwzgledniajac powyzsze, znajdujemy z wzoréw ogdlnych nastepujace,

wyrazenie na site dzialajaca na element a («, # = 1 V2, u # p) dla probabilistyczno-deter-
ministycznego modelu odbicia:
dX,,dXy, | bg
(55) F Fcull/l Mey (77— Zp [b(l)* + aa }rgr)e\v+
— (1 — &) [Fidp — 2(FDym,, )m,, ],
gdzie
Py = — 5 mi/7 dZ,dZ, S [ ARy — (2B) "2 (),
= == LT o _ T 4
“ = aEe—pyr T @B
b},”* = —26[,/48-)(2_38{))_2, ey = 2e5(2PRp) 72,
(5.6) BRy = BRlaj+ (—20585+57) (dv-1y,)7,

v _ JT __4]/_‘ 4
e = a7 VBB
Br = B laf+(BF—2a585) (dy -np)?],

o (BD)? 02 (o~ B)?

0 B~ AE’ B(l))Z

Wielkoéci rézniace si¢ tylko wskaZnikiem mozna otrzymaé przez zamiane wskaznikow.
Zaktadajac dalej model Maxwella, tzn. kladac oz = 1, B = 0 dostajemy:

Fa = Fc((,:l)lﬂ (l — & )[Fg'u)lﬂ -2 (Fg:zlﬂ ’ naw) naw] >

Fums = — 5 1Y/ dZadZy ey 3 ADQBY)- ’[(%8)) | —1]

B

6.7
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W szczegolnosei dla zwyklego modelu dyfuzyjnego
(5.8) F, = Fd,.

Na podstawie wzordow (5.7), (5.8), uzyskanych dla modeli Maxwella i dyfuzyjnego,
mozemy wyciagnaé nastgpujace wnioski:

1) Wyrazenie na sil¢ F, okre$lone jest tylko przez czlon interakcyjny Fii),.

2) Charakterystyczne jest, ze wielkos¢ sity dzialajacej na element nie zalezy od tempera-
wry tego elementu: F, zalezy jedynic od stosunkow energetycznych otoczenie-clement
£ 1 od wielko$ci wspdlczynnikéw dyfuzyjnosci (mieszania) &,, &.

3) Oddzialywanie znika, jesli &; = O tj. w przypadku, gdy element § odbija czysto
zwierciadlanie.

4) Dla ¢, = 0, czyli dla przypadku gdy element « odbija czastki w sposéb czysto zwier-
ciadlany, sita F, osiaga warto$¢ maksymalna (przy zadanym ¢;) — efektywny ped przycho-
dzacy z obszaru brylowego, wyznaczonego powierzchnig elementu S jest wskutek odbicia
zreprodukowany dwukrotnie (dla e, = 0, ¥ = 2F%,)).

5) Jesli element f jest gorgtszy od gazu otoczenia, to wywiera na « dzialanie odpycha-
Jjace, jesli zimniejszy — to przyciagajace.

6) Wynik (5.8) jest potwierdzeniem wyniku pracy [8], w ktérej uzyskano wyraZenia
na sily dla kul spoczywajacych w o$rodku dla modelu dyfuzyjnego. Potwierdzenie zawiera
siec w proporcjonalnosci sity ¥, do wyrazu [(B§?/Bg)!/? — 1] — fakt ten oznacza, Ze rozwig-
zania réwnan ciagtosci dla elementéw spoczywajacych przy zaloZzeniu modelu dyfuzyjnego
sg takie same jak w przypadku, gdy kazdy z elementéw spoczywa w osrodku samotnie.

Zalezno$¢ sit od odleglosci jest trywialna — mianowicie niezaleznie od orientacji
elementow, predkoscei uktadu i modelu odbicia, sily sa odwrotnie proporcjonalne do kwa-
dratu odleglosci — jest to zreszta prosta konsekwencja specyfiki zagadnienia mianowicie
tego faktu, ze powierzchnie oddzialywujace sa nieskonczenie male.

W szczegdlnosci, zaniedbujac we wzorach ogdlnych oddziatywanie interakcyjne wy-
wolane obecnoscia drugiego elementu, mozemy w prosty sposob otrzymaé oddziatywanie
7. o§rodkiem ptlaskiej skonczonej plytki o réznych wlasnosciach «odbicia» po obu stronach
powierzchni: dla modelu dyfuzyjnego anizotropowego

A A Y S P
(5.9) Fo=m ngjz[]/w(a; B T l/i;é(o?ledan'

B. Zagadnienie wymiany ciepla

1. Wyrazenie na wymiang ciepla. Postepujac podobnie jak w przypadku zagadnienia sil,
catkowite ciepto Q, przekazywane elementowi « (¢ = 1¥2) mozna zlozyé z ciepla «nie-
burzonego» Q,q, jakie byloby przekazywane elementowi o pod nieobecno$é¢ elementu S
i ciepla Q,;,, ktére jest wynikiem interakeji elementow

(ll) : Qa = QaO+Qain-

Ciepto Q,0 jest suma ciepla Q0. | Qa0 przekazywanych odpowiednio stronie wewngtrznej
i zewnetrznej elementu o

(12) QaO = Qa0w+QaO:'
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Cieplo interakcyjne Q,,, mozna traktowaé jako zlozenie ciepta Qy;,;, bedacego réznica
pomigdzy cieplem przychodzacym od elementu f i cieptem, ktére przychodzitoby do cle-
mentu o z osrodka, z obszaru zastonigtego przez element f, i ciepla Q,;.0, ktore jest réz-
nica ciepla «wyemitowanego» z elementu « i ciepla «wyemitowanego» z elementu « pod
nieobecnos¢ elementu f:

(1 3) Qain = Qainﬂ +Qain0 .

Poszczegdlne ciepla wyrazaja si¢ poprzez catki po przestrzeni predkosci z elementarnych
strumieni energii, okreslonych odpowiednimi funkcjami rozkladu w sposéb nastepujacy:

(14) QaOV = n7[f C(z)a(—COa'naV)f(;;)dJCOa— f C:a(caa'naV)f(gr—)anscandZaV’

@52 29,2
(15) QainO = —Iﬂ\ fc:a(Caa'naV)f(g/,;)w—awdacaa- f ca%a(caanaV)f(gr—)anacandZaV,
AC of
172 1/2
(1.6)  Quing = ml J Cho(CppMpu) fo ik prdCpp — fC(z)a(COanﬁw)fé-i—)ﬂzdacOa]d)——“ﬂw-
2f ¢
72

W interakcyjnym strumieniu energii Q,;,5, pochodzacym od elementu f funkcja rozktadu
czgsteczek padajacych z elementu f zostala zastgpiona funkcja rozkladu czasteczek od-
bitych od elementu f (zreszta jest to zastapienie formalne). Jesli skorzystaé z gotowych
wzordw wyprowadzanych w rozwazaniach dotyczacych zagadnienia sit:

Cpy = Cgp = Cop = c(—1)'*Pdy,, d3c = c*dcdQ,,

(1.7) d Ny,
dsiy = (—1)‘]%“)""2‘:‘», Cpp-Np = Cpp(— D' HP(dy mg,,),
(1.8) F§p, = Aexp(— BEIq?)[cde+2004(— 1) HB(dy -],
(]9) fé;‘)v_pw = (I _Eﬂw)f(ggzj—ﬂw+sl3wf(§gvp—l3w’
(1.10)

fo(('xvs—ﬂw = Ag)exp ( _B(ol)qz) exp(— Bg) {Cﬁp +2( - I)1+Bcﬂﬂ [(dV * q) - 2(dV . nﬂw) (nﬂw * Q)]}),
(] N 1) fO(;{vD——Bw = Agaw—ﬂwexp(_BllY)wqgazw—Bw) exp{_'ngc;B [aﬁw+ (ﬂlgw—zaﬂwﬂl}“’) X

X (dV * nﬂw)z] - 2-BDW Cpp(_ 1)1 +b [ﬂpw(dV ° n[}w) (nﬂwqgaw—ﬂw) - aﬂw(qugaw—ﬂw)]} >
to Qg daje si¢ przedstawi¢ w postaci

(11D Quny = maZp(— 1y Q0w gz (—1)t+0(d, my,) ¢

X {(1 — sﬂ“,)J&’j_pw+ 8[;“,-]{)'2‘?—[3“: — Ja(z:")lﬂ} s
[+0] [ee]

— 5
(I 1 3) Jé’;)‘f,_p“. - f cﬂﬂfo(;zj—ﬂw dcﬂ[b J((),;)‘?—Bw = f c;/}fo(;\)vp—ﬂwdcﬂﬂ H
0 0

Ts = | caf8pedeoy.
0
W charakterze funkcji rozktadu f{)5_;, czasteczek odbitych zwierciadlanie od elementu
B wzigliSmy funkcje¢ rozkladu molekul padajacych na element f z otoczenia, dla takiej
predkosei «padajacej», ktéra po zwierciadlanym odbiciu od elementu B osiggnie element
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Caw—

jeden kierunek predkosci mianowicie od f# do « — w przypadku ogdlnym, kiedy dopusz-
czony jest okreslony zbidr kierunkéw predkosci «odbitych» (np. przy liczeniu Qgm0 zbidr
ten jest polprzestrzenia kierunkdw) w charakterze f§i5_s, musimy wziaé funkcje rozktadu
czqsteczek padajacych, nie tylko z otoczenia, ale réwniez z elementu o : f{55_ pw(€)) =
= f§Du_pn(€D(c")). Podstawiajac dalej do Qqino funkeje S8Be_aw W postaci jawnej

a(f§ms_ g (¢ = £, (¢(e”)) (mozna tak postapi¢, gdyz W Qqiag znamy tylko mozliwy

(114) fO[Iw aw T (l_saw)f(;;v: aw+8aw Ollw aw s

dostajemy

(115) QainO = _m{ f Ca%a(caanaV)[( an)féﬁ):, qw+8awf 0f'w— a..]a'3caa+
!2“1/2

- f caa(caanaV)[(l_an)f(r)‘ +8aw ()(r)af)w]d3caa}d2aw
25,2
Korzystajac z wiasciwosci funkcji zwierciadlanej f§05., mamy natychmiast

(1.16) M [ Cau(Caly) [§050 A% 00 = O,

<
292

co mozemy zinterpretowaé w ten sposéb, Ze strumien energii «odbitej» zwierciadlanie
jest réwny strumieniowi energii «padajacej». Nietrudno réwniez udowodnié, rozbijajac
polprzestrzen predkosci £25,, na dwa obszary £29,, —d>Cuqzpy 1 dCan(zpy (i uwzgledniajac,
28 [ e = fEPooan( €0 = f§ah_pw oraz fakt, ze funkcja f§5_p. dla predkosci

¢ o kierunku od B do « jest zwigzana z funkcja rozkladu f{?;, czasteczek padajacych
tylko z otoczenia), ze zachodzi zwigzek

m f aa(caa aV)f([;\j awdscaa = Qg—)-aw_*"szin[I’
242

(1.17) ‘
leaw =m J C(z)a(_ cOa'naV)fO(ti)d:,cOa-

29,2
Dla pozostalych calek w wyraZeniu Qo dostajemy:

(1.18) [ C2u(Caatar) f$PB,d%Ca = AB_ppyexp (— BE, 482 0) T2,

c
292

(119) JS’)EW = f Caa(caanaw) exXp { —~B, w[aaw + (ﬂaw 2aawﬂaw) (c(r) * naw)Z] +
27,

_-Balz)w[_ 2aaw (c(r) 'qg—aw) +2ﬂaw(c(r) " naw) (naw' qz—aw)] dsc;'\‘v)’

(120) f Ca%a(caa'nal’)fé[;)wp awdscaa = Agﬂw—awexp(_Ba?wqgﬂzw—aw)‘,(()r)aw(qoﬂw aw)
212

Uwzgledniajac (1.16), (1.17), (1.18) i (1.19) mozemy przedstawié Qa0 W postaci

(121) QaInO - _m{(l_an)[Qg))aw+Qamﬂ]+8awA0ﬂw awexp( -B wq0ﬂw aw)x

(()QEw(qOHW aw) (l_saw)Qg—aw sawAO awexp( Bapwquaw) (r)D }d):

7 Mechanika Teoretyczna 4/73
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Wreszcie dla ostatniej komponenty any w ogdlnym wyrazeniu na cieplo w lokalnym
ukiadzie wspétrzednych o osi z¢9 || n,,*, znajdujemy

(122) QaOV = _m{Ag)exp(_Bg)qz)[JE)'ZaV_(1 _saV)ngaV]'i'
+8aVA(l))-aVexp( BEVqO aV (r)D

gdzie
3
(1.23) I = 2 aV(k),
k=1
3
(1.24) JNYy = 2, JOaV(k)’
(1-25) J&z)V(k) = Jg Vk(l)J(()l)Vk(z) (()2Vk(3), k=1,2,3=x,y,z;
o0
Tsdv<(1) = f €3ax XD { — BE [Coux +2C0ax ]} dCoux »
o0
(126) ng)Vx(z) = f CXp{—Bg) [C%ay+2Canq;]}dCan;
—©
J(()an(3) - f cOazexp{ B(l)[COaz 2Cgazq;]}d63az) Cgaz = —'COaz-

(127) (()aVy(l) = J(()ng(z)(qx)’ JOaVy(z) = JOan(l)(q;')’ Jé:sz(B) = J(()‘;I)Vx(3)9
(()QVz(l) = J(()aVy(l)’ J(()i—)aVz(z) = J(()ia)Vx(z)7

(1.28) _ ,
TE0) = - f CBexp{— BE (82— 20%e: 1) de,.,
(1.29) T8 = J§WPu (DI (D T60,(3),
J(()an(l) = f Caaxexp{ —B V[aaV c(r)2 2aaV c;r)qgl—an]}dcaaxa
0
(130) J(()'(;)ll’)x(z) = f CXp{-B,?V [agycyz_zaal’ cy qgl—al’y]}dcaay)
— o0
TEP3) = [ Caneexp{— BB [(oZ + B2 — 20uy Bur) 21+
0
- 2B£V cz( — Qv + ,BaV) (naV ‘ qg—-aV)} dcz s
(1.31) T6Py(1) = JEP(2) (@8avs),  TEP,(2) = TEXP (D) (48 ar)>
(1.32)

Jé:;);?y(3) = Jé,;)lPx(B) > (()':z)ll’)z( 1) 82);9;(2) (quVx Jé':z)lyz (2) = Jérz)lpx(z) >

JERG) = f CRueox{ = BB [(02y + B2 — 20ty Bay) €2 +26:(— tay + Bo) - Q)] ).

* Ze wzgledu na to, ze liczone wielkosci sa skalarami, wyniki w lokalnym ukladzie wsp6irzednych
sa takie same, jak w globalnym ukiadzie odniesienia (nie zachodzi konieczno$¢ transformacji).
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W wyrazeniu Qno, mamy wigc do obliczenia nastgpujace catki: J§, (1), J§ . (2), 5 (3),
J&,.(3), TWP(1), JEP(2), J&P(3), J§)P.(3). Faktycznie iloéé catek do obliczenia jest o po-
towe mniejsza, gdyz niektore calki sa znane z zagadnienia sil; mamy mianowicie

(')Vx(2) - I&cx)V.\‘(2) J(‘)Vx(3) _]8,2Vx(3),
é,.;)i?x(‘?) - ]((),;)i?x(‘?) gc'x)ig)r(3) I((),;)i?r(3)

2. Obliczenie calek oddzialywania energetycznego. Pozostate do obliczenia catki z wyrazenia
Q.ov sa nastepujace:

. 1 . .
@.1) Tn)) = Bm}/ o P UBGR)(1+280g2),
22) T.0) = 4m)wmm4 ) (Vm) B =B, y=289q,
(2.3) JEP(1) = 2351"&7* l/ BD Vn 2 - €Xp {BaV g} (L+2B2y qdai ),
Jin - ] v*
R L

ﬂ* = aDV(aaV_ﬂaV)27 }’* = 2B (ﬂaV_aaV) (naV qO aV)
Wszystkie catki wystepujace w wyrazeniu Q,.,,s daja si¢ zapisaé w postaci

(2.4)

@.5) J = Aexp{=Bg*}2f)=T (6)exp( ) (V2ﬂ)

przy czym wielkosci A4, B, g, B, y dla poszczegdlnych calek J wynosza odpowiednio:
dla catki J§5_,.,,

=4, B=BP, q=q, =B y=2(=1)"*BOldy 9)—2(dy-ng) M-,

(2.6)
dla catki J§)5_;.,,

A= ABpw_pws B =BRy, 4= q%w_pw, B = Bpulohw+ (Bju—205.0pw) %
2.7 X (dy -mg,)?],

Yy = 2(_ l)l-heB[?w[ﬂﬂw(dV'nﬂw) (nﬂwqgaw—ﬂw)_aﬂw(dV'qgaw—ﬂw)];
dla catki J{,,
(28) A =AY, B=BY, q=q, B=BY, y=2(-D'*BHdy,-q).

Calki wystepujace w wyrazeniu Quno nie wychodza poza zbiér calek w wyrazeniach

QaOV i Qainﬂ-

3. Dyskusja wyrazenia na wymiang ciepla. Ostateczne wyraZzenie na wymiane ciepta pomig-
dzy oérodkiem swobodno-molekularnym i uktadem dwu nieskoriczenie matych elementéw,
dowolnie zorientowanych, poruszajacym si¢ w oérodku z dowolna predkoscia, jest naste-
Pujace:

(31) Qu = (Qs)‘)aw c(xfr)lﬂ)"_(Qg)az—Qg)az) QO[IW aws

1
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gdzie

- 0w = —mAexp{—BYq*} J§2,.d 2,

3:2) 04, = —mAPexp{—BYq*} I A,

(33) g)rlaz = [_m(l_ea:)J(()iZa:"f_’nEazAg—azexp{_B‘?z Oza'} (r)D]d—’aﬂ

(dV aw)_
d?

(35) QOﬂw aw — (1 _Ea\v)Qg)sﬂ)w—aw-f_anQ(l))ﬂw—a\vy

QO/M —aw Q(l)aw+Qam/},
Qoﬂw—aw = Aoﬂw—awexpl Balz)\vqoﬂw aw 0 aw(qoﬂw aw)dz’au

Pierwsze dwa wyrazy w nawiasie mozemy interpretowaé jako strumien energii padajacy
na wewngtrzna strong elementu «, z otoczenia i od elementu f; dwa nastgpne wyrazy,
w drugim nawiasie, jako strumienie energii: padajacy na zewngtrzng stron¢ elementu o
i odbity od zewnetrznej strony «; wreszcie wyraz ostatni jako strumien energii odbity od
wewnetrznej strony « (strumien ten mozemy uwazac za zlozenie strumienia energii odbitego
zwierciadlanie i strumienia energii dyfuzyjnego).

Oddzialywanie interakcyjne zawarte jest w wyrazach Quip i Qbfw_aw. Interakcja
znika jesli ktérykolwiek z elementéw lezy na linii fgczacej elementy (w szczegdlnosci
réwniez wtedy, gdy elementy sa prostopadie do siebie). Wyraz Qgnp, ktdry decyduje
o interakcji (oddziatywanie interakcyjne zawarte w QB’,}W_W przejawia si¢ rowniez poprzez
wystepowanie w tym wyrazie Qs jest proporcjonalny do dZj,, -(dy—;zlﬂ‘i, czyli do ele-
mentarnego kata brytowego pod jakim widaé element d2j z elementu « — tym samym
jest to zaleznos¢ oddziatywania od odlegtosci. Rozwigzanie zagadnienia oddziatywania
nieskoficzenie matych elementéw dostarcza informacji o wptywie na oddziatywanie takich
parametréw jak predko§¢ uktadu w osrodku, wzajemna orientacja ciat uktadu i model
«odbicia» gaz-powierzchnia.

Ze wzgledu na skomplikowany charakter ogdlnego wyraZenia, analiz¢ wpilywu po-
szczegélnych parametréw mozna przeprowadzi¢ w nastgpujacy sposob: 1) dla zbadania
wplywu predkosci na oddzialywanie — przyja¢ najprostsza orientacj¢ elementow (ele-
menty réwnolegle) i najprostszy model odbicia gaz — powierzchnia (model dyfuzyjny);
2) dla zbadania wplywu orientacji elementéw — potozy¢ g = 0 i przyja¢ najprostszy
model odbicia; 3) dla zbadania wptywu modelu — potozy¢ ¢ = 0 i przyja¢ najprostsza
orientacje elementéw. WynikSw tej analizy nie przytaczamy, gdyZ zajetoby to duzo miejsca
i byloby w znacznej mierze powtdrzeniem szeregu relacji ogdinych, sformutowanych tylko
w bardziej fragmentarycznej formie, w szczegdlnosci za$ byloby powtérzeniem podobne;j
dyskusji, przeprowadzonej dla zagadnienia sit.

(3 4) Qamﬂ - _'nd‘—’ﬂwdz'aw (dV'nﬂw){(l _Eﬂw)J(()';)\f'-ﬂw"f‘EﬂwJ(()';)wD_ﬂw_J(mﬂ}

(3.6)
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Pesonme
CTALIMMIOHAPHOE B3AMMOJIENCTBUE CUCTEMBI IBYVX BECKOHEUHO MAJIBIX
TIPOU3BOJILHO OPHMEHTHPOBAHHLBIX 2JJEMEHTOB TBEPOOI'O TEJA, IBM)KVIIE-
TOCs1 B CBOBOIHO-MOJIEKVIISIPHOM CPEOE C NIPOH3BOJILHON CKOPOCTLIO

B paGoTe pemena 3agaya O COIPOTHBIIEHMH M TEMJOOOMEHE B CHCTEME, COCTOSINECH U3 ABYX Gecko-
HEYHO MaJIbIX IIPOM3BOJIBHO OPHEHTHPOBAHHBIX IIOBEPXHOCTHBIX 3JIEMEHTOB TBEPLOro TEJIA, HAXONALETOCH
B CBOOOHO-MOJIEKYJUSIDHOM TeYeHHH. B KayecTBe MOMENH OTPLKEHMS ra3a OT IIOBEPXHOCTH IIPHHATA
MoamduumposanHast momens Maxcsenna ¢ aHusoTporHOH MMbQy33MOHHOM vacThI0. BBHIY TOro, 4To
JIaHHasAs MOMENb COMEPIKHMT KaK YacTHbIE CJIyYaH HEKOTOpbIc o0Luien3BecTHbie moaem (Muddy3noHHyI0,
monenu Maxceenna u Hounrimi, andody3HoHH0-aHH3OTPOIIHYIO MOMEIIb), PELICHIE 3a]aUH aeT BO3MOMK-
HOCTb MCCIIeOBaHMUsI B3aUMOMAEHCTBUS CHCTEMbI TEN, ABIDKYLUEHCST B CBOGOAHO-MOJIEKYJLIDHONR cpene,
B 3aBMCHMMOCTH OT MOJEJIH OTPKEHMA ra3a OT JIOBEPXHOCTH. PellieHHe INO3BOJNAET TAKME MCCNIENoBAT
B3aHMOMEHCTBUA B 3aBHCHMOCTH OT CKOPOCTH CHUCTEMBI H OT ODEHTHPOBKM €€ 3JIEMEHTOB.

Jns Ten KOHEeUHbIX PasMepoB, [aXKe B CAMOM IIPOCTOM CJIyUYae CHCTEMbI ABYX I1apOB, JIOKOALMXCA
B Cpeic, U B NPEONOJIOYKEHHH CaMOM IIPOCTO MOMAEIH OTPAYKCHMUSI ra3a OT IIOBEPXHOCTEH TeJl, HeJb3s
HafTH TOYHOrO aHAJIMTHYECKOro pelleHUsi. B ofliem >ke ciyuae 3ajaya o B3aHMOMEHCTBHM HE MOXKET
6bITh pemuena B unciednom Buae. CONPOTHBIIEHME M TEIIOOOMEH JUIT GECKOHEUHO MAJbIX 3JIEMEHTOB
MOXKHO OIIPENENMUTh TOUYHBIM OOpa3oM aHANUTHYeCKUM nyTeM. OHH BBIP@XKAIOTCS Uepe3 CICIHAaNbHbIC
bynxuun @ M D_, (MHTerpan BEPOATHOCTEH U (GYHKUMIO NapaGoJMUecKoro IUJIMHAPA).

Summary
STATIONARY INTERACTIONS OF A SYSTEM CONSISTING OF TWO INFINITESIMAL,
ARBITRARILY ORIENTED ELEMENTS MOVING AT AN ARBITRARY VELOCITY IN A
FREE-MOLECULAR MEDIUM
In the paper is solved the problem of drag and heat exchange for a system of two infinitesimal,
arbitrarily oriented surface elements in a free-molecular flow. Reflection of the gas from the surface is
described by a Maxwell model with anisotropic diffusive part.
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Since the model contains, as particular cases, a number of models being in common use, such as the
diffusion model, Maxwell’s, Nocilla's and the anisotropic diffusion models, the solution creates the possib-
ility of investigating of the interaction of bodies moving in a free-molecular medium from the point of view
of model of gas reflection from the surface. The solution also enables us to investigate the interaction from
the point of view of velocity of the system and orientation of its elements. As far finite dimension bodies
are considered, the simplest case of two spheres placed in the medium can not be solved analytically to
yield an accurate result, even in the case of the simplest, diffusion model of gas reflection; the problem
of interaction in a general form is, however, not suitable for numerical analysis. The drag and heat
exchange for infinitely small bodies may be solved analytically in an accurate manner: the solutions are
expressed in terms of special functions @ and D_, (error function and the function of parabolic cylinder).
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PRZYBLIZONA METODA ROZWIAZYWANIA PLASKICH NIESAMOPODOBNYCH FAL
UDERZENIOWYCH W DOSKONALYM PRZEWODNIKU W POLU MAGNETYCZNYM

EDWARD WLODARCZYK (WARSZAWA)

1. Wstep

Zagadnienie rozprzestrzeniania si¢ fal uderzeniowych w doskonalym przewodniku
umieszczonym w polu magnetycznym bylo badane w pracach [1]i [2]. W [I] rozpatrzono
wypukto-wklesta i wklesta charakterystyke o—e&. Wyprowadzono zwiazki na froncie fali
uderzeniowej i przeprowadzono jako$ciowa analiz¢ strat energii przy formowaniu sig
frontu silnej niecigglosci. W pracy [2] rozwiazano explicite problem samopodobnej (sta-
cjonarnej) fali uderzeniowej dla doskonalego przewodnika.

Celem niniejszej pracy jest podanie rozwiazania problemu propagacji niesamopodobne;j
fali uderzeniowej w potprzestrzeni wypetnionej doskonatym przewodnikiem i zanurzone;
w polu magnetycznym. Fale wzbudzone sg ci$nieniem mechanicznym przytozonym w spo-
sOb nagly do powierzchni péiprzestrzeni. Ciénienie to do chwili 1 = 7, jest stale w czasie
i nastepnie maleje monotonicznie do zera. Nad polprzestrzenia znajduje si¢ préznia,
w ktéra wypromieniowuje fala elektromagnetyczna. Rozpatrzono wklesta charakterystyke
p—V dla o$rodka wypelniajacego potprzestrzen. O ile autorowi wiadomo, problem ten
nie byt badany w literaturze.

W punkcie drugim formulujemy problem, w trzecim — dokonujemy odcinkowej
linearyzacji problemu, natomiast w czwartym podajemy analityczne rozwiazanie zagadnie-
nia.

2. Sformulowanie problemu

Rozpatrzmy problem przy nast¢pujacych zaloZzeniach:

1. Stosujemy wspoirzedne Lagrange’a x, y, z, ¢.

2. Przyjmujemy uklad osi wspélrzednych dla dolnej i gérnej potprzestrzeni jak na rys.1.

3. ObcigZenie powierzchni potprzestrzeni zalezy tylko od czasu ¢, natomiast nie za-
lezy od y, z (rys. 1). PrzytoZone jest w sposéb nagly; do chwili # = 7, jest stale w czasie
i nastepnie monotonicznie maleje do zera (rys. 2).

4. Przyjmujemy:
2.1) H =H,=0, H,=H

5. O$rodek wypelniajacy dolna pdiprzestrzen jest doskonatym przewodnikiem, tj. jego
przewodno$¢ o — oo (w przyblizeniu zloto, miedZ). Gérna polprzestrzen jest préznia.

6. Pomijamy w réwnaniach sprzezonych pdl dla ¢ -» oo prady przesunigcia.

7. Nie uwzgledniamy przewodnictwa cieplnego i lepko§ci mechanicznej oérodka.

8. Bedziemy badaé fale uderzeniowe $redniej intensywnosci (do kilkuset kilobaréw).
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Dlatego réwnanie stanu dla przewodnika przyjmujemy w postaci jednoczlonowej bez
wplywu temperatury [3]1 [4]

(2.2) p= A[(};")"— 1],

A, n sa stalymi charakteryzujacymi dany przewodnik (miedZz: 4 = 296 kbar, n = 4,8;
zioto A = 310 kbar, n = 5,7, [4]).

oy(t)
Polt)

1Y) o

7 yl2)

R

|

|

H §

z(3) :
!

|

1 %(1) T T3

Rys. 1. Rys. 2.

Zgodnie z powyzszymi zaloZzeniami réwnania ruchu ofrodka przyjmuja nastepujaca
postaé:

x = _V,
2.3) Uox = Do
v:l - —VoﬁsX9
gdzie
. H} V0)2 Vol H? ('T/(;" 2
2.4 = pt 00— gL} —1] 4+ Z0 (Lo,
(2.4) pp+8n(V 4 14 1+8nV’

H, jest tu pierwotnym stalym polem magnetycznym.
Przy wyprowadzaniu réwnan (2.3) wykorzystano fakt, ze pole magnetyczne w dosko-
natym przewodniku jest odwrotnie proporcjonalne do objetosci wiasciwej [1, 2]

_ _fioVo

(2.5) >

W prézni pole elektromagnetyczne opisane jest réwnaniami

1 1

(26) 7H3‘rr=H:kx,xls ?‘E:‘11=E:“xlx,s
gdzie
2.7) H* = Hy+H¥, E* = E}.
H¥ i E¥ — sa to skladowe fali elektromagnetycznej wypromieniowanej od przewodnika
w préznig.

Majac na uwadze fakt, ze
(2.8) HY = —EY,
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z (2.6) otrzymujemy
29) HY = —Ef = f(t— %),

gdzie f jest na razie dowolna funkcja.
Warunki na brzegu pdlprzestrzeni wynikaja z ciagtosci skiadowych stycznych pola
elektrycznego w ukfadzie zwiazanym z granicg
(2.10) E; = E*
oraz z cigglo$ci cisnienia na granicy o$rodka i prézni
(2.11) P = p*+po(1),
gdzie p* jest sktadowa normalna tensora napi¢¢ Maxwella w prozni

1.
(212) pT = T-\’*lxl = —8;1'[*2.

Z (2.10) po przejéciu na ukiad Lagrange’a otrzymujemy

(2.13) E+'UOT(I)H= E*+'UOT(I)H*.
Poniewaz w przewodniku zachodzi zalezno$é

(2.14) E=— ﬂg’)—ﬂ,

przeto

(2.15) E*+'UOT(I)H"'< =0.

Wprowadzajac (2.9) do (2.15) otrzymamy

o)

H,
nn\ c 0 _ Howe(1) |
(2.16) f(’—j—) RO N0k
4

natomiast z (2.7), (2.9) i (2.16) wynika, ze
H,

1__'00(’) )
c

2.17) H* =

Ostatecznie warunek brzegowy (2.11) mozna przedstawi¢ w postaci

VoY" Vol\* o Po(t)
om (ol
¢
gdzie
(2.19) Hs

= 8ad
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Z warunku ciaglosci masy i pedu na froncie fali uderzeniowej x = @(¢) otrzymujemy

¢ —Ux _ Vx
PV
(2.20)
> ﬂ 1— _I,/i 4 _ﬁ
x Vo Vo 8n

Warunki poczatkowe sa nast¢pujace:
v(x,0) =0, V(x,0)=V,,
(2.21) H*(x,0) = Hy, H*(x,0)=0,
E*¥(x,0) =0, EX¥(x,0)=0.

Tym samyim problem zostal jednoznacznie sformutowany.

3. Aproksymacja zwigzku p = p (V') odcinkami prostymi

Rozwiazanie quasi-liniowego ukiadu réwnan w warunkach tworzenia si¢ niestacjonar-
nego frontu fali uderzeniowej jest skomplikowanym problemem réwnan fizyki matema-
tycznej. Do chwili obecnej w literaturze brak jest zamknigtego rozwiazania tego zagadnie-
nia. Numeryczna konstrukcja rozwigzania w ogdlnym ujeciu jest zmudna i pracochtonna,
mimo zastosowania elektronicznej techniki obliczeniowej. Dlatego w niniejszej pracy
pdjdziemy w kierunku pewnych uproszczen natury fizycznej, aby uzyskaé zamknigta
analityczna forme rozwiazania tego problemu.

Mianowicie, z prawa zachowania masy wynika, Ze:

(3.1) L R
Vo 1%
gdzie u jest przemieszczeniem o$rodka.
Wprowadzajac (3.1) do (2.4) otrzymamy

(3.2) P=i=t¢—y4+4“Lf-
’ A l1+e l+e¢

Na rys. 3 wykreslono funkcje P(e) dla miedzi (linie ciagle). Podobne przebiegi uzyskuje
sie dla ztota. Jak wynika z zamieszczonych wykreséw funkcje¢ P(¢) w zakresie stosowalnosci
réwnania stanu (2.2) (P < 2,5) z wystarczajacq dla celéw praktyki doktadnoécia mozna
aproksymowa¢ w strefie obciaZenia linia famang ztozona z dwdch odcinkéw prostych
(linie przerywane na rys. 3), ktérych nachylenie i dlugos¢ zalezy od parametru a (poczat-
kowego pola magnetycznego H,). Poniewaz réwnanie stanu (2.2) jest réwniez pewnym
przyblizeniem wynikéw eksperymentalnych, przeto proponowana odcinkowa aproksy-
macja funkcji P(e) jest tym bardziej uzasadniona. W strefie odciazenia przyjmiemy, Ze
funkcja P(e) jest liniowa (rys. 4).

Mamy wéwecezas:

p =Aa—Eqze = Aa—EO(TI/i—]),

0

Jesli Aa < p < p*(a),
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P

x

08 |
i
|
: Miedz
: A=206 kbar, n=48
! gog=Ey, 19ts=£;
04 : .
|
|
|
}
| | | o
o o1 &* 0z -
Rys. 3
oraz
. -, . . 14
(3.3) p= pHa)—E(e—¢¥) = (E\— Ep)e*+Aa~E, V——l ,
(V]
jesli p = p*(«); natomiast
- - o Vv
3.4 D = Do(x)+ Exep(x) — Eze = po(x)+ Ey £5(x) — E; (17 - 1)
0

w strefie odciaZenia.
Za frontem fali uderzeniowej postulujemy proces odcigzenia. Wowczas ruchem o$rodka

rzadza réwnania
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P
lgap=£y
tgoy =£,
tga,=£,
&1
a X2
-€
Rys. 4
I . I .
(35) Uyx = — ’E;‘Pu; Uy = _Q_O.p!.l"

Powyzszy uklad réwnan rézniczkowych mozna zastapi¢ réwnowaznym ukladem row-
nan algebraicznych na charakterystykach o nastgpujacej postaci

| e
(3.6) v = ¥fofé—&2»p+C*, jeSli  x = +opayt+c’,
gdzie
az = E—2 .
Qo
Warunek brzegowy (2.18) po uwzglgdnieniu (3.4) oraz faktu, ze

3.7) 2o o,

c
mozna przedstawi¢ w nast¢pujacej formie

V(0,1
3.8) Dp(0)+E;6,(0)— E, [_(_V 1 1} = Aa+po(t).

0

Poniewaz
p = - — A“_Z’* ﬁm_ifk
PO =P ed0) = e = T =TT

przeto z (3.8) mamy
vo,n . (1 1), (1 1 (__go o 1
(3.9) T |l = (———4)pm+ — - )Aa+ 1 E, £ —E—Zpo(t)-

Warunki na froncie fali uderzeniowej przyjmuja obecnie postac

Vol .
o= (=72

(3.10)
"2 2
(1— )*()+» 1 do— E,(%—l) (1—;2)%+?—;.
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Warunki poczatkowe nie ulegaja zmianie.

Przejdziemy obecnie do analitycznego rozwiazania uproszczonego w ten sposob pro-
blemu.

4, Rozwiazanie problemu

Falowy obraz rozwigzania przedstawionego wyZej problemu przyjmuje posta¢ poka-
zang na rys. 5. Plaszczyzna x, f podzielona jest na dwa obszary. Obszar 1 zawiera stacjo-
narny odcinek frontu fali uderzeniowej wywolany staltym obciazeniem p,, dzialajacym
w czasie 0 < 1 < 7o,. W obszarze II propaguje sie niestacjonarny, krzywoliniowy odcinek
frontu fali uderzeniowej generowanej przez malejace w czasie ci$nienie po(r). Analityczne
rozwiazanie problemu w poszczegdlnych obszarach ksztaituje sie nastepujaco.

th
T
Vg %,
BRI
7 -
>< X212
1l Sl K,
Bt X161
- 17 Fats
P Pm 0 X
Rys. 5

Obszar I. W obszarze tym zgodnie z rozwigzaniami podanymi w [1] i [2] propaguje
si¢ stacjonarny (ze stalag predkoscia) front fali uderzeniowej x = ¢(t). Wszystkie para-
metry problemu za frontem takiej fali maja stala warto§¢. Zatem po rozwigzaniu réwnan
(3.9) i (3.10) otrzymujemy:

i"l(xa t) = i’m = Aa+pma

s = Va1 e 1 2o
(4‘) 7)1(x,t) = Uy = [2"}' (1____)8 (CZ) -
‘?1(’) =D,=a,|1- (Eo— E)e*(o) : 1/2,

E
Put (Eg— Ee* (@) + - Aa
~2
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gdzie
E,

%0

a, =
Z kolei na podstawie (2.5) i (2.14) mamy:

Hl(xwl)sz:HOI:l—Igr: (1_%)6*((1)]—’

4.2)
E(x,1) = En= — "™ H,.
¢
Obszar II. Ze zwiazkow wzdtuz charakterystyk wychodzacych z frontu fali uderzenio-
wej i przecinajacych si¢ w dowolnym punkcje x, ¢ obszaru II znajdujemy:

1 - .
vy(x, 1) = ’2‘{%1 (1) +042(22) + *@(‘)Iaz-[Pq;z(’z) — Dot (’1)]}’

4.3) |
2%, 1) = = {Ppr (1) +Dpa(12) + 00 @2[Vg2(12) = Vg (1)1},
gdzie
o= 1— (Pl(’l)—x,
(4.4) “
1, = t+ -%(’;z *

Poniewaz poczatkowy odcinek frontu fali jest juz znany

(4.5) @, (t1) = Dnty,
zatem czas f, mozna wyliczy¢ explicite
al+x

4.6 = -
(4.6) =

Wielkosci v, (1,) 1 p,,, (1)) sa znane z I obszaru [patrz wzory (4.1)]. Natomiast wartosci
Vg2 (12) 1 pypa(ty) okreslamy ze zwiazkéw na froncie fali (3.10) i rownan konstytutywnych
(3.3):

E a . E
vea(l2) = 8*((1)(1 -E_l) 2_%92,)(772(’2), aj =,
@.7 o) ai—a(t; Qo
‘ ~ E ad
t)) = Aa+(E,— Ey)e*+ E *{1__1)_ . .
poalls) o et F e \ Eo a3 —@3(t2)

Z podanych wyzej zalezno$ci wynika, ze do jednoznacznego okreSlenia funkcji v,(x, 1)
i p,(x,t) potrzebna jest predko$¢ propagacji nastepnego odcinka frontu fali uderzeniowej
@2(t3). Okre§limy go w nastgpujacy sposob. Ze zwigzkéw wzdtuz charakterystyk, zazna-
czonych na rys. 5 liniami przerywanymi, mamy
1 |
Vo(1*) = —— Po(t¥)+ 0y (1) =~ =P (11),
@) 0 00ds Do(t*)+0,,(1T) 004, pI\f g

Vo(t*) = —

]
(¥ S(t* —— P (t*
ood, Po(t¥)+9,2(13) + oot Dp2(1%),
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gdzie
g ‘7’1(t1l _ I
! a, a,+D,
(4.9)
t* =1+ ‘p}f’z)
2 a;

Z (4.8) po dodaniu stronami otrzymujemy

I - -
4.10) 206(1%) = v, (1) + 0,2 (13) + Qo—az[sz (13)~Der (1)),
Poniewaz
(4.11) Po(t*) = Aa+po(r"),

przeto predko$é poruszania si¢ brzegu v,(t¥) zgodnie z (4.8), wynosi

Aa 4 Po(t*)
Qod; 0pd>

|
(4.12) V(1) = ~+ 0 (1T) = ——— D1 (£1).
Qoda:

Wprowadzajac (4.7) i (4.12) do (4.10) po licznych przeksztalceniach otrzymamy

. bo [0\, ., .,
. = __" s 4
(413 ri) = e+ Y (2] +4000..
gdzie
by = (i— l)a?,e*, a} = Eo—;
Ey 9o
Aa 2 . I . E —E
b, = 00d +—ﬁ—‘Po(’z‘)'*"Unpl(fT)—m‘z‘qul(’r)—*é—ao‘e*,
(414) ou“2 02 ou“2

E
b2=bla§+ L bo.

Qod>

Dla jednoznacznego rozwiazania problemu potrzebna jest jeszcze znajomo$é poloZenia
frontu fali @,(¢t¥) na plaszczyZnie x, .
Z réwnania dodatniej charakterystyki wynika, ze

dif _ |, L dpa(th)

(4.15) v ="t ar
Poza tym mamy

dp,(13) _ . 3y . dg,
4.16 e = 3.9 Bt )= —-"=.
( ) dt* (pZ( 2 dt* (pZ( 2) dtg
Z (4.15) i (4.16) otrzymujemy
(4.17) f_@z_(_’;) _ ﬂzé’z(’:)

dr* az"‘i’z(’f)’
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a po scatkowaniu

*@%)
13)
4.18 1%) = Dyt f 4—”2"’2( 2 dr
( ) p2(13) 1+ p — (1) r
gdzie
(4.19) =T

W ten sposéb okredliliSmy explicite nastgpny odcinek frontu fali uderzeniowej K, K,
i wartosci funkeji v,(x, 1) 1 p,(x, £) w strefie 1,1, K, K| 7o (rys. 5).

Dla rozwiazania problemu w nastepnych strefach obszaru II stosujemy wyprowadzone
wyzej zaleznosci w sposéb rekurencyjny.

Majac okredlone funkcje v,(x,?) i p,(x,t) tatwo znajdujemy pozostale parametry
problemu. I tak, z (3.10), i (4.7); mamy

(4.20) sz(tz)—VO[l (“)(1 Eo) qb%(t’%)]'

Natomiast z (3.4) otrzymujemy:

(421) Valx, 1) —{p¢2<t*)+52[ Poalth) _ } i, t)}fﬂ

Skladowe pola magnetycznego i elektrycznego odpowiednio wynosza:

Vo
H,(x,t) = Hy~ V. (x, t)
(4.22)
Exte,0) = =250 e,

Tym samym uzyskali§my pelne zamknigte rozwiazanie do$é zlozonego problemu.
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Peswome

ITPUBJIVDKEHHBII METOMN PEINEHMS TTJIOCKUX HEABTOMOJEJNBHBIX VIAPHBLIX
BOJIH B MIOEAJIBHOM ITPOBOOHMKE B MATHHUTHOM I10OJIE

B pabote peuieHa 3aauya 0 paCOPOCTPAHEHMH IJIOCKOH HEaBTOMOJENBHON YAAPHO BOJIHBI, PACIIPO-
CTPAaHAIOWEHCA B OJIYIIPOCTPAHCTBE, 3AMIOJIHEHHOM H/IEANILHO POBOASIIMM MATE PHAJIOM H HAXOJALLMMCS
O[T iefiCTBHEM MarHUTHOTO 1OJIs1, HAIIPAaBJIEHHOTO NaPaJUIesIbHO IIOBEPXHOCTH IOJIYIPOCTPAHCTBA. BoaHbI
BO30YIKIAIOTCA MEXAHHUYECKUM [aBJIEHHEM, NIPUIIOMEHHBIM MTHOBEHHO K IIOBEPXHOCTH MOJIYNPOCTPaH-
CTBa, M OCTAIOIMMCS IIOCTOSIHHBLIM O HEKOTOPOTO MOMEHTA BPEMEHH ¢ = To, 4 3aTEM MOHOTOHMUYECKW
HCUe3a101ieTo [0 HYA. Hax nogynpocTpaHCTBOM HAXO[MTCA IYCTOTA, B KOTOPYIO M3JIYWaeTCA SJIEKTPO-
MarsuTHas BosiHa. [TosryyeHo 3aMKHYTOe pellleHHe U1 YIPOIUeHHOK 3anaun. YIIpoleHue COCTOUT B TOM,
YTO yYpaBHEHHE COCTOSHUS AIPOKCHUMMUPYETCS KYCOUHO-JIMHENHON 3aBHCHMOCTBIO, JONOJHEHHON wie-
HaMH, CBSI3aHHBIMK C MAaCHUTHBIM IrtoieM. HackKoJBKO H3BECTHO aBTOPY CTaTbH, JaHHAs 3a7ada ele He
H3yyYaJiach B JIUTEpaType.

Summary

AN APPROXIMATE METHOD OF SOLVING PLANE, NON-SELFSIMILAR SHOCK WAVES
IN A PERFECT CONDUCTOR SUBJECT TO MAGNETIC FIELD

The paper presents a solution to the problem of propagation of a plane, non-selfexited impact wave
moving in a perfectly conducting halfspace subject to a magnetic field directed parallel to its surface. The
waves are excited by a mechanical pressure applied instantaneously to the surface of the halfspace; at the
instant 7 = 7, it is constant in time and then monotonically decreases to zero. Electromagnetic waves
are radiated into the vacuum over the halfspace. A closed-form solution of the simplified problem is found.
The simplification consisted in a sectionally linear approximation of the constitutive equation supplemented
with magaetic field terms. In author’s opiaion, the problem has not been considered in literature thus far
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KSZTALTOWANIE RUROCIAGU O ZMIENNEJ SREDNICY, WYKAZUJACEGO
PELNE UPLASTYCZNIENIE W STADIUM ZNISZCZENIA

ZDZISLAWA K ORDAS (KRAKOW)

1. Wstep

Metody optymalnego projektowania konstrukcji z uwagi na no$nosé graniczng (mini-
mum objetosci przy ustalonej nos$nosci granicznej) budza w ostatnich latach szczegdlne
zainteresowanie. Omawiane sg migdzy innymi w pracach WASIUTYNSKIEGO i BRANDTA [7],
RETMANA 1 SzaPIRO [5], SHEU i PRAGERA [6]. W podstawowych pracach DRUCKERA i
SmieLpa [1], [2] oraz Mroza [4] stwierdzono, ze w optymalnej konstrukcji w stadium
zniszczenia uplastycznione by¢ powinno badz cale ciato, badZ tez mozliwie wielki pod-
obszar tego ciala. W pracy KORDAS i ZyCzKOwskKIEGO [3] badano problem pokrewny
do problemu optymalnego ksztaltowania. Zajmowano si¢ mianowicie poszukiwaniem
ksztaltéw cial podlegajacych catkowitemu uplastycznieniu w stadium zniszczenia. Do
analizy wybrano stosunkowo prosty nietrywalny przypadek, poszukujac takich ksztaltow
niekolowych cylindréw gruboséciennych, ktére w warunkach plaskiego stanu odksztat-
cenia wykazuja peine uplastycznienie przy wyczerpaniu no$noéci granicznej pod dziala-
niem stalego ci$nienia zewngtrznego i wewnetrznego.

W niniejszej pracy zajeto sie¢ rowniez problemem ksztaltowania kolowych cylindrow
gruboéciennych. Zagadnienie dotyczy jednak cylindréw niepryzmatycznych, tzn. ruro-
ciagéw o $rednicy zmieniajacej sie wzdtuz osi rurociggu, poddanych dzialaniu zmiennego
ci$nienia wewnetrznego. Tego typu rurociag moze byé odcinkiem laczacym dwa rurociagi
pryzmatyczne o roznych $rednicach. Podobnie jak w pracy [3] dla uzyskania poszukiwa-
nego, optymalnego ksztaltu zastosowano kryterium catkowitego uplastycznienia przy
wyczerpaniu nosnosci granicznej.

2. Zalozenia i rOwnania podstawowe

2.1. Rozwazamy poziomy rurocigg grubodcienny o osi geometrycznej pokrywajacej
si¢ z osig z, o promieniu wewngtrznym a(z) i promieniu zewng¢trznym b(z), poddany dzia-
laniu zmiennego ci$nienia p(z) = p (rys. 1). Zakladamy, ze w przekroju z = 0, ciSnienie
i predko$é przepltywajacego plynu okre§lone sa odpowiednio przez p, i v,, natomiast
wymiary cylindra przez promien wewngtrzny a, i zewnetrzny b,. Rozklad ci$nien wzdiuz
osi rurociagu zakladamy zgodnie z prawem Bernoulli’ego oraz z réwnaniem cigglosci
strugi dla plynu idealnego, mianowicie:

14 F3
@1 p=pot Eg”‘z’(l—ﬁ)’

8
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gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie, y — cigzar wlasciwy plynu, F i F, — pole prze-
kroju strugi odpowiednio dla dowolnego z i dla z = 0.

O

Lo

Rys. 1. Odcinek laczacy dwa rurociagi pryzmatyczne o réznych Srednicach

2.2. Rozwazany problem wykazuje, przy pominigciu cigzaru wlasnego, cechy kotowe
symetrii. Rownaniami podstawowymi beda wigc nastgpujace rownania zapisane we wspoi-
rzednych walcowych:

a) dwa réwnania réwnowagi wewngtrznej (réwnania napreZzeniowe):

00, | 0Tz | 0r=0s

or 0z r =9,
(2.2)

do, 01,; +_r_,£ _ 0

0z or ro

b) dwa réwnania nierozdzielnosci (rownania geometryczne):

ss-i-rgfs— —¢& =0,
or
(2.3)

¢) warunek plastycznoéci Hubera-Misesa-Hencky’ego, o ktorym zalozymy, Ze ma
by¢ spetniony w kazdym punkcie ciala:

(2.4) (0,—05)*+ (05— 0.)* + (0.~ 0,)* +677, = 20%;
d) prawo zmiany objgtosci dla materiatu nieéci§liwego:
(2.5) & +egt+e, =0;
e) trzy réwnania prawa zmiany postaci, ktére moga by¢ interpretowane badz jako
rownania Hencky-Iliuszyna, bgdz Levy-Misesa:
p(o:—0y) = &;—¢&,,
(2.6) p(0s—0z) = e3¢,
20T = Vi
W réwnaniach (2.2)—Q2.6) o,, 03, 02, T'z, &, €3, £z, Yr: Oznaczaja skiadowe naprezen

i odksztalcen badz predko$ci odksztalcen, ¢ — modul zaawansowania odksztalcen pla-
stycznych, Q — granice plastyczno$ci przy rozcigganiu.
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2.3. Zwiazki migdzy ci$nieniem a skiadowymi stanu napreZenia na powierzchni we-
wnetrznej i zewnetrznej rozwazanego cylindra okre§limy z naprezeniowych warunkdéw
brzegowych:

(2.7) [)nr = anr0r+an: T}‘:’
Pn: = Uy Tz 10,0,
gdzie a,, i a,. oznaczaja cosinusy kierunkowe normalnej zewnetrzne;j.
Na brzegu wewngtrznym (rys. 2) skladowe ci$nienia sg réwne odpowiednio p,, =

Rys. 2. Rozklad obcigzen na brzegu wewnetrznym

= pcosf, p,. = psinf. Cosinusy kierunkowe normalnej zewnetrznej z osiami r i z wyrazi-
my przez funkcje trygonometryczne kata f, jaki tworzy styczna do konturu (brzegu)
Z osig z, mianowicie

() B
an = cos(nr) = —cosf,
(2.9
@y = COS (/n\z) = —sinf.
da(z . L .
Poniewaz tgf = — % = — ‘Zz’(z) = —a'(z), warunki brzegowe (2.7) maja wigc postaé:
o,—a'()t,+p =0,
2.9 (2) P

T,.—a' (2)o.—a' (z)p = 0.

Na brzegu zewngtrznym (rys. 3) skladowe ci$nienia sg réwne zeru, natomiast cosinusy
kierunkowe normalnej zewnetrznej sa odpowiednio réwne:

(nr)
a,, = cos(nr) = cosy,
(2.10) v

/\ .
a,, = cos(nz) = siny.

Rys. 3. Brzeg zewngtrzny rurociggu
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db (z)
dz

Poniewaz tgy = —b'(z), warunki brzegowe (2.7) otrzymujemy w postaci:

Gr—b,(z)Tr: = O’
(2.11) T, —b'(2)o, = 0.

3. Rozwigzanie problemu metoda malego parametru

3.1. Poszukujemy rozwiazania w postaci szeregu parametru o, ktéry charakteryzuje
male odstgpstwo promienia wewngtrznego cylindra od wartoéci stalej a, (promient we-
wnetrzny dla z = 0, por. rys. 1). Zakladamy mianowicie

3.1 a(z) = ap+aa,+ ...
oraz nastepujace rozwiagzania réwnan (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) i (2.6):
(3.2) X =Dax,

i=0

gdzie X = o,, 03, 05, T,z, &, &3, &, ¢. Zerowe przyblizenia funkcji X sa sktadowym
stanu naprezenia i odksztalcenia dla cylindra pryzmatycznego pod dzialaniem stalego
ci$nienia p,, w przypadku plaskiego stanu odksztaicenia. Mianowicie

C
Opy = _Po+“'7—'-‘ “, &y = T 17>
20 20 c
[} = — 1 — 4 —_—, E = —,
(3.3) ST R 1/ S
2Q r cy3
Gy = —Po+ —=1In = :
Po '/3 Yo Q',z

Trzo = €20 = Vizog = 07

gdzie C oznacza dowolng stala.

Wprowadzajac zaloZzone rozwiazania (3.2) do réwnan podstawowych i poréwnujac
wspdtczynniki przy pierwszych potggach «, otrzymujemy ukfad dziewigciu réwnan, w kté-
rych niewiadomymi sa pierwsze poprawki sktadowych stanu naprezenia, odksztalcenia i ¢.
Roéwnania te maja nastepujaca postacé:

do (k7 c, —0
ry rz| ry 9
= O’
or + 0z + r
do,, N 07z, Trey O'
0z or + r
(3.4) .
o€
g5, + 6:1 r—e., 0,
57”, 68“ 62891 _ 0
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(3.4) g,
[c.d.]

1—0“91 = 0,

8r1+89l+831 = 0,

<;vo(<rzl—<fr,)+<;91i = &, — &>

3
(p0(081_021)+(p1 %— = &g, — &z

2‘770 Trzl = yr:l'
W szereg parametru o rozwiniemy réwniez ci$nienie wewnetrzne p i funkcje 5(z2),
okredlajaca ksztalt powierzchni zewngtrznej cylindra. Zapiszemy mianowicie

P =potoap;+...,
b(z) = bo+ab,(2)+ ...,

gdzie p, wynika z prawa rozkladu ci$nienia (2.1) i réwna sig¢

(3.5)

203y
(3.6 =-—"a,(2),
) =2 @)

bo jest promieniem zewngtrznym cylindra w przekroju z = 0, a b,(z) jest pierwsza po-
prawka tego promienia.

Warunki brzegowe (2.9) i (2.11) (wobec zalozen (3.3) i (3.5)) dla pierwszego przy-
blizenia przyjmujg nast¢pujaca postaé:

na powierzchni wewngtrznej, dla r = a(z)

o gy 22 @@
r=ug l/3 aO

Dy = 0:
3.7

Trnily oy ™ —%a;(z) = 0;

na powierzchni zewnetrznej, dla r = b(z2)

2 bl
Grl|’=b0+l/_%—b§oZl = 0,
(3.8)
2 b =o0.

T"‘llr:bo_ ﬁ

Rozwinigcie réwnan podstawowych i warunkéw brzegowych przeprowadzono wedtug
schematu przedstawionego w pracy [3]. Nalezy zaznaczy¢, ze warunki brzegowe w zerowym
przyblizeniu okre$laja stosunek promieni cylindra pryzmatycznego, mianowicie

V3
by 20 P
3.9) a0 = e .

3.2. Réwnania podstawowe (3.4) stosunkowo latwo daja si¢ rozwigzaé przy zaloZeniu
plaskiego stanu odksztalcenia. Zalozymy mianowicie &, = 0. Z prawa zmiany objetosci,
prawa zmiany postaci oraz warunku plastyczno$ci wynika, Ze pierwsze poprawki naprezen
normalnych sa sobie réwne, tzn. ¢,;, = 0y, = 0;,. Przy tym zaloZeniu problem moze
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byé rozwigzywany w naprezeniach. Warunki réwnowagi wewnetrznej daja nastepujacy

uktad dwdch réwnan o niewiadomych ¢, = 6,, = 04, = 0 1 T; = T,z "
do, oty
T =0
(3.10)
co, Jt, +_,TL_ 0
0z or ro

Uktad (3.10) sprowadzamy do jednego réwnania czastkowego drugiego rzgdu na pierwsza
poprawke naprezenia stycznego T,

2 2
(3.11) %—%—%+%Tr—‘+71z-rl=o.
Roéwnanie (3.11) bedziemy rozwigzywaé metoda Fouriera. Zalozymy mianowicie, ze
(3.12) T, = F (@) F,(r).
Rozdzielenie zmiennych prowadzi do réwnoéci

F@) _Fe) R0 1,
Fi(z)  F(r) r F(r) r? |
a tym samym do dwdch réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu, okre$lajacych
funkcje F,(z) i F,(r). Przyjecie dodatniej stalej po prawej stronie réwnosci (3.13) prowadzi —
jak si¢ okazuje —do rozbieznych rozwigzan, natomiast przypadek 2 = 0 odpowiada
catkowitemu uplastycznieniu cylindra liniowo zbieznego. Otrzymujemy zatem réwnanie

drgan harmonicznych

(3.13)

(3.14) Fy(z2)+ A*F,(z2) = 0
oraz rownanie Bessela w postaci
1 1

(3.15) F’z’(r)+TF§(r)— (72——12)1?2(1') = 0.

Catka ogdlng réwnania (3.14) jest nastepujaca kombinacja funkcji trygonometrycznych
(3.16) F,(z) = A,sin(4z)+ B, cos(4z).
Catka ogdlna réwnania (3.15) jest natomiast ponizsza kombinacja funkeji Bessela
3.17 Fo(r) = A, 1, (Ar)+ B, Y, (Ar).

W rozwiazaniach (3.16) i (3.17) 4,, B,, 4,, B, sa nieoznaczonymi stalymi catkowania,
I,(Ar), Y, (Ar) sa funkcjami Bessela pierwszego rzedu.

Rozwiazaniem ogdlnym réwnania (3.11) jest funkcja okre§lajaca pierwsza poprawke
napreZenia stycznego, mianowicie
(3.18) 7, = 7,(z,r) = [A,sin(Az)+ B, cos(A2)] [A, I, (Ar)+ B, Y, (Ar)].

Przez catkowanie réwnan (3.10) i wykorzystanie warunku zgodnosci, okre§limy pierwsza
poprawke napr¢zen normalnych

(3.19) 0, = 0.(z,r) = [A,cos(Az2) — B, sin(Az)] [A, Io(Ar)+ B, Yo (Ar)]+ K,

gdzie K jest dowolna stala catkowania, ktéra dalej przyjmiemy réwna zeru. Io(4r), Y, (4r)
sa funkcjami Bessela rz¢du zerowego.
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3.3. Po uwzglednieniu rozwiazan (3.18) i (3.19), warunki brzegowe (3.7) i (3.8) daja
nastepujacy ukiad czterech réwnan:

2 202
(3.20)  [4,cos(Az)—B,sin(Az)][4,1,(Aay)+B, Yo(lao)]-}-( /g + 4 y)'go— =0,
(3.21) [A4,sin(Az)+ B, cos(A2)] [4,1,(Aap)+ B, Y, (Rao)] — —l%:a} =0,
. 2Q b,
(3.22) [4,cos(Az)— B, sin(Az2)] [A, Lo(Abo) + B, Yo (Abo)] + l/—b— =0,
(3.23) [A4,sin(Az)+ B, cos(Az)] [A, 1, (Abo) + B, Y, (Aby)] — ]/_ — by = 0.

Wykorzystanie tego ukfadu réwnan prowadzi do problemu wartosci wlasnych. Pierwsze
rownanie (3.20) okreéla funkcje a, = a,(z), a trzecie (3.22) — funkcje b, = b,(2):

324) a, =a,(2)= 12/Q apn[Bysin(Az)— A, cos(Az2)][A4, Iy (Aap)+ B, Yo(Aao)],
(3.25) b, =b,(2) = /5 bo[Bysin(Az)— A4, cos(Az2)][A, 1y (Ab) + B, Yo (4by)],
gdzie
Qg 1
(3.26 = — = —,
) " etV PRLEIED
Qg

jest parametrem uwzgledniajacym cigzar wiadciwy i predkos$¢ przeptywajacego plynu
oraz przyspieszenie sily cigzkosci.

Zroézniczkujmy wzgledem z funkcje (3.24) i (3.25). Wstawiajac obliczone pochodne
ay(z) i bi(z) do réwnan (3.21) i (3.23), otrzymujemy nastepujacy uklad dwéch réwnan,
ktory powinien byé spetniony dla kazdego z:

[4, sin(12) + B, cos(12)] [4, ], (Aag) + B, Y, (Aag)] - "70117 [B1cos(Az)+ A, sin(A2)] x
(3.27) % [A,15(Aa0)+ B, Yo(4a,)] = 0,
[4,sin(Az)+ B, cos(Az)][4, I, (Aby) + B, Yl(lbo)]—%’—l [B,cos(Az) + 4, sin (A2)] x

% [A21(Abo) + B, Yo(2bo)] = 0.

Uklad (3.27) spetniony dla kazdego z, daje ukiad dwéch réwnan jednorodnych ze wzgledu
na state 4, i B,, typowy dla problemu wartosci wlasnych

ALy (Aag) = == Ayl (Rao)] + B[ Y, (Aao)— - inYo(hao)] = 0,
(3.28)
AT, (Rbo)— 22 Ay (Abo)] + Bal ¥y (Rbo) — 22 2¥,(2by)] = 0.
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Warunek na istnienie rozwiazan niezerowych tego ukiadu (zerowanie si¢ wyznacznika
gtéwnego), daje réwnanie przestgpne na wartosci wlasne 1. Réwnoczeénie okreflony jest
wiec ksztalt cylindra (réwnania (3.24) i (3.25)), ktory ulegnie zniszczeniu w sensie przy-
jetego kryterium. Réwnanie to jest liniowe ze wzgledu na parametr #. MoZe zatem by¢
zapisane w postaci

Y3(Aa0) 15 (Abo) — Ir(Aao) Y2 (2bo)

(3.29) n=1+ Yo(Aao) I, (Abo) — Io(Aao) Y, (Abo) °

gdzie I,, Y, sa funkcjami Bessela drugiego rzedu.

Zakladajac, ze w przekroju z = 0 naprezenie g,, = 0 (warunek zgodnosci naprezen
promieniowych dla cylindra pryzmatycznego), otrzymujemy A, = 0. Z drugiego réwnania
uktadu (3.28) obliczamy

B, L(by)

3.30 Co=-"""=——= -
(3.30) RS VTN

Ostatecznie wigc otrzymujemy pierwsze poprawki promienia wewngtrznego i zewngtrznego
jako nastepujace funkcje wspdirzednej z:

a,(z) = ;/7300 Cinlly(Aag)+ C, Yo(Aao)] sin(Az),
(3.31)

3 :
bi(z) = l2/—Qbo C 1 [Io(Abo) + C2 Yo (Abo)] sin(4z),
gdzie C, = B, A, pozostaje do konca nieokre§long stala, spelniajaca role parametru.
Pierwsze poprawki skladowych stanu naprezenia s ostatecznie nastgpujacymi funkcja-
miriz:
7, = 7,(r,z) = C, [[,(Ar)+ C, Y, (Ar)]cos(4z),

(3.32) o,(r,z) = —C, [Iy(Ar)+ C, Yo (Ar)]sin (Az).

0,

4, Zestawienie wzoréw koficowych i przykiad liczbowy

4.1. Wykorzystujac wyniki uzyskane w p. 3.3, przedstawimy wyrazenia na promien
zewnetrzny i wewnetrzny ksztaltowanego cylindra, ktdry zostanie calkowicie uplastycznio-
ny w stadium zniszczenia. Sa to nastgpujace funkcje z (z dokladno$cia do pierwszego
przybliZzenia):

a(z) = ag+aagn[ly(Aag)+ C, Yo(lao)sin(Az)+ ...,

“.1) b(2) = bo +abollo(2bo)+ Ca Yo (Aby)lsin(A2) + ...
gdzie
(4.2) i=Y3cu

20

jest nowym parametrem, charakteryzujacym niepryzmatyczny ksztalt cylindra.
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Sktadowe stanu naprezenia, z dokiadno$cia do pierwszego przyblizenia, okre§lone
sa nastepujacymi funkcjami r i z.

0,(r, 2) = %{mg—o _F[(A) + Co Yo (Ar)]sin(A2) + }
os(r, z) = %{[lnﬁ +1] — &L (Ar) + C, Yo (Ar)]sin(Az) ... L,
20 r

o, (r,z) = W{[lnbo + %] —a[lo(Ar)+ C Y o(Ar)]sin(Az) + ... \l ,

(4.3)

7,.(r, 2) = '2/—% {&[I,(Ar)+ C, Y (Ar)]cos(Az)+ ... }.

Réwnania (4.1) moga byé wykorzystane po uprzednim wyliczeniu warto$ci wlasnej A
z réwnania (3.9), stalej calkowania C, z (3.20), oraz parametru &. Parametr & powinien by¢
wyznaczony z warunku zgodno$ci $rednic w przekrojach taczacych pryzmatyczne czesci
cylindra z ksztaltowang czescia niepryzmatyczng. Przyjmijmy, e stosunek promient
wewnetrznych cylindrow pryzmatycznych wynosi k = a,/ag (rys. 4) oraz ze dlugos$é ksztal-
towanego odcinka wyznaczona jest dtugoscia przedzialu —=/2 < z/a, < =/2. Na grani-
cach tego przedziatu styczne do uzyskanych konturéw sa poziome, bowiem z réwnan
(4.1) wynika, ze dla % = i%, % = %’;— = 0. Wyliczajac z pierwszego z réwnad (4.1)
promienie wewnetrzne ksztaltowanego odcinka dla z/a, = +=/2 oraz przyréwnujac
ich stosunek do zalozonej wartoéci k, otrzymujemy nastgpujacy wzor na parametr o:

1-k

4.4 a = .
P+ (has) + Ca¥oRan)sin 5 dao)

4.2. Zbadamy teraz ksztalt rurociagu, wykazujacego peine uplastycznienie w stadium
zniszczenia na konkretnym przykladzie liczbowym.

Przy projektowaniu rurociagédw zwykle znane jest ci§nienie p, i predko$é v, przepty-
wajacego plynu w przekroju z = 0. Wielko$§¢ ci$nienia p, okre$la stosunek bg/a, [wzér
(3.9)]. Jedynie bowiem ksztatty odbiegajace od pryzmatycznych o tak wyznaczonym sto-
sunku ulegna catkowitemu uplastycznieniu. Dla ulatwienia obliczen zalozymy a, = 1,
by = 1,5, co odpowiada ci$nieniu p, = 2—g_ln 1,5.

Ksztalt rurociagu, czyli zmienne §rednice w funkcji z, okre§lilimy z wzoréw (4.1).
Wezeséniej jednak nalezy wyznaczyé A, C, oraz warto§é parametru a. W celu wyznaczenia
warto§ci wlasnej A nalezy rozwiazaé réwnanie (3.29) dla ustalonej predkoéei v, czyli
parametru %. Predko$é v, jest bowiem zwigzana z parametrem n wyrazeniem (3.26).
Poniewaz réwnanie (3.29) jest trudnym do rozwigzania réwnaniem przestgpnym na 4,
dla wygody rachunkowej przyjmiemy wiec 4, wyliczajac wielko$é n (co odpowiada pewnej
predkoéei v, przeptywajacego plynu).
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Mianowicie dla 2 = l/ay, n = 0,6239 [z réwnania (3.29)] oraz

o _ _ Jabo)

22U8%) 9490,
N Y,(2bo)

Dla powyzszych danych, funkcje okreslajace ksztalt cylindra z dokladnoscia do pierwszego
przyblizenia maja nastepujaca postac:
a(z) = 1+0,4911lasinz+ ...,

(4. _ .
(4.3) b(z) = 1,5+0,9150usinz+....

W dalszym ciagu przyjmujemy ujemna warto$¢ parametru &, mianowicie @ = —0,4330,
co odpowiada stosunkowi §rednic wewnetrznych cylindréw pryzmatycznych k = a,/az = 1,5.
Znaleziony ksztalt dla powyZszych danych zilustrowano na rys. 4.

Cylinder
pryzmalyczny
fatk-tiecil- A

|
f

)
‘ )
g &

L R -

A 157 20 Z/a,]
|

—t I

Poszukiwany

kszlatt  zaktdcony”
Rys. 4. Znaleziony ksztalt niepryzmatycznej czesci rurociagu

Rozklad naprezen w $ciance znalezionego rurociagu okre§lony jest wzorami (4.3).
Dla omdéwionego powyzej przykladu zbadano szczegétowo wartosci napreZefi w przekroju
z/ap = 1. Na rys. 5 przedstawiono rozklad naprezen promieniowych, obwodowych i po-
osiowych, natomiast na rys. 6 podano dziesigciokrotnie powigkszone naprezenia styczne.

2/a,=1 !
a, /2

r/a, }
;':g : 150 |-
e 1
130 130
120 120
10 110
100 100 F
2% 2/a,=1 09

Rys. 5. Rozklad naprezen normalnych w prze- Rys. 6. Rozklad naprezen stycznych
kroju zfap = 1. w przekroju zfay = 1.
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Pesome

DOOPMUPOBAHHME TPYBEOITPOBOJIA IIEPEMEHHOI'O JHAMETPA, ITOJIHOCTbIO
IIEPEXOIAIMEIO B CTAOMHM PA3PYIUEHUSA B INJIACTHUECKOE COCTOSIHUE

JaxHas paGoTa nocBseHa (GOPMUPOBAHMIO HENPH3MATHUYECKOrO TPYOONpPOBOAa, T. €. TpyOonpoBo/a,
JHaMEeTP KOTOPOrO H3MEHSETCH BAOJb FOPHU3OHTAIBHON OCH, HAXOMAUIEroCs O AeHCTBUEM NIEPEMEHHOTO
BHYTPEHHErO MABJICHMA.

JaBreHne M3MEHSETCA COrIACHO YPABHEHMIO BepHYIINM JUIA MAEATIBHON MKHUIKOCTH,

Tt HAXOIKAEHHsT ONTUMANBHON (POPMbI IIPUMEHEH KPHTEPHI NOJHOrO Nepexona B IUIACTHYECKOe
COCTOSIHHME, T. €, YJOBJCTBOPEHUA YCJIOBHIO IUIACTHYHOCTH B IIPOU3IBOJIBHOM TOYKE CeWeHHs TpyGompo-
BoOJA.

B npennaraemom MeTONe KOMIIOHEHTHI HANPSHKEHUH H xedopmatmit, a Taroke GyHKUMK a(z) 1 b(z),
onpenensiiolre Gopmy TpyGONpPOBOAa, Pa3BEPHYTBI B PSABI IIO MAJIOMy XapaMeTpy. 3ajaua CBOIMTCH
K 3ajavye 0 COOCTBEHHBIX 3HAUEHMSAX.

KpaeBble yCJIOBHA NMPUBOMST B NMEPBOM IPHOIMMKEHUN K CHCTEME OJXHOPONHBIX ypPaBHEHUH IUIA IIO-
CTOSTHHBIX MHTEI'PHMPOBAHUA.

Y CII0BMA CYIIECTBOBAHUA HEHYJIEBBLIX PEILCHHH 51 9TOH CHCTEMBI ONpPeNeNsiioT (Hopmy Tena.

IIpuBeneHa CBOAKA MONYYEHHBLIX (DOPMYJ M HaH YHMCIAEHHbIA NpHUMeED.

Summary

DESIGN OF A PIPE LINE OF A VARIABLE DIAMETER, EXHIBITING FULL PLASTIC
YIELDING AT COLLAPSE

In the paper is discussed the design of a pipe line with diameter varying along its horizontal axis subject
to variable internal pressure (Fig. I). The pressure changes according to Bernoulli’s theorem for ideal
liquids [formula (2.1)]. The criterion of full yielding satisfying the plasticity condition (2.4) is used for the
optimization of the pipe line form. In the method used the components of stress, strain and the functions
a(z) and b(z) are expanded into series of a small parameter. The boundary conditions of the first appro-
ximation (3.7) and (3.8) yield the system of homogeneous equations for the constants of integration. The
condition of existence of non-trivial solutions determines the form of the body.

Sec. 4 presents the full set of formulae derived and a numerical example.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 11 kwietnia 1973 r.
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W niniejszej pracy ustala si¢ ekstremalne wiasnosci reakeji wigzéw dla ukladéw ma-
terialnych typu Czetajewa-Przeborskiego i ukladéw z anholonomicznymi wigzami drugiego
rzedu, wychodzac z ogdlnej definicji Painleve’go ukladéw z tarciem. Otrzymano zalezno$é
miedzy odchyleniami ruchu rzeczywistego od mozliwego w ukladzie z tarciem i w ukladzie
bez tarcia, a takZze pewne wnioski wynikajace z tej zaleznosci.

1. Ekstremalne wlasciwosci reakciji wiezéw

Rozwazmy uklad » punktéw materialnych z anholonomicznymi, w przypadku ogdl-
nym, nieliniowymi wigzami pierwszego rzedu z tarciem:
(1.1 fiGnynz, X, 05,0 =0 (= 12,k i=1,2,..,n).

Wychodzac z ogdlnej definicji Pain]evé’go_uk{adéw z tarciem [1], bedziemy uwazaé, ze
suma prac elementarnych reakcji wiezéw R; na mozliwych przemieszczeniach ukladu nie
zawsze bedzie réwna zeru. Zalézmy, ze suma ta na mozliwym przemieszczeniu réwna jest
T#0

(1.2) D Roi =1 (x#0).

Mozliwe przemieszczenia ukladu okresla si¢ wedtug Czetajewa [2] i Przeborskiego [3]
nastgpujacym wzorem:

n

V(o f; of; ) _ _
(13) %{ (—a—x.T(Sx,+ ~(—,)'J.}—'_5y,-+f£;_—6z,- =0 (_]— 1,2,...,k).
Rozwazmy sumg
1 ¥V . _
(1.4 Ays = 2 Z mi(wy—:)%,

i=1

gdzie m; oznacza mase i-tego punktu, w; — przyspieszenie tego punktu w okreslonej
chwili czasu ¢ w trakcie ruchu rzeczywistego pod dziataniem danej sity F; i reakcji R;;
¥y —jedno z moi]iwych przyspieszen dla danych wigzéw przy stalych polozeniach
i predkoéciach punktu w okreslonej chwili czasu. Suma Ay, okre§la miar¢ odchylenia
rzeczywistego ruchu (d) danego ukladu punktéw materialnych od ruchu mozliwego ().
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W charakterze ruchu, z ktérym bedziemy poréwnywac ruch rzeczywisty (d) wedtug
wielkosci odchylenia od ruchu mozliwego (9), przyjmiemy ruch (d’) przy tych samych
danych sitach F; i dowolnych reakcjach R}, rézniacych sie od rzeczywistych reakcji,
lecz spetniajacych warunek (1.2), tj.

(1.5) D) RioF, = .
i=1

Ukladéw sit R} posiadajacych wiasciwosci (1.5) istnieje nieskonczona ilo§é [4].
Ruch (d°) nie bedzie, méwigc ogdlnie, mozliwym przy natozonych wiezach. Odchylenie
ruchu (d’) od ruchu mozliwego (9) jest réwne

LN
(1.6) Ags = 72‘ m(wi—v)*,
i=1
a przyrost odchylenia przy przejsciu od ruchu rzeczywistego (d) do ruchu (&’) jest réwny
1\ L
(1.7) AAd = Z m(w;—v;) Aw; + 5 Emi(Aw,-)’z, Aw;, = wi—w;.
i=1 i=1

Dla rozpatrywanych ukladow typu Czetajewa istnieja moZliwe przemieszczenia punktéw
ukladu, proporcjonalne do réZnic ich przyspieszen w ruchu rzeczywistym i mozliwym
(przy jednakowych wspdtrzgdnych i predkosciach punktéw w ruchu rzeczywistym i mozli-
wym rozpatrywanym w danej chwili czasu £). A wigc réznice w,—7p; we wzorze (1.7)
sa przemieszczeniami mozliwymi. Przyrost przyspieszen w poréwnywanych ruchach Aw;
réwny jest

R,—R;

(1.8) Aw; =

Poniewaz R; i R speiniaja warunki (1.2) i (1.5), to

O miwm—7) A = Y (Ri— R oy = 0.
i=1 i=1

W ten sposéb z rownania (1.7) mamy

\ |
(1.9) Ad = %2 mi(AW)? > 0,
i=1
skad wynika, ze

(1.10) Ags > Ags;

innymi stowy, w przypadku rzeczywistych reakcji wigzow R, suma (1.4), traktowana jako
funkcja reakcji dla ustalonych sit F;, przyjmuje wartos¢ minimalng.



O ANHOLONOMICZNYCH UKLADACH I 1 Il RZEDU 469

Jezeli wigzy naloZzone na ukliad sa idealne, tj.

Zhj]viari =0,
i=1

gdzie N; jest wypadkowa reakcji idealnych wigzéw (1.1), to minimalizacja sumy (1.4) dla
rzeczywistych reakcji wiezéw N; wynika bezpo$rednio z poprzedniego ogdlnego rezultatu
dla v = 0. Przypadek wigzow idealnych byl rozpatrywany przez autora w pracy [5].

Udowodnione wyzej twierdzenie mozna rozciagna¢ i na uktady z idealnymi i nieideal-
nymi anholonomicznymi wigzami drugiego rz¢du, liniowymi wzglgdem przyspieszen,
mianowicie

Z (¥it+buyitenz)=a (A=1,2,..., k).
i=1
Wspotczynniki ay, by, ¢u, a3 sa zalezne od czasu, wspotrzgdnych i predkoéei ruchu punk-
téw ukiadu.
W pracy [3] Przeborski po raz pierwszy wprowadzit dla rozwazanych uktadéw definicjg
mozliwych przemieszczen, uogodlniajaca definicje (1.3), w my§l ktérej przemieszczenia
mozliwe sg definiowane zwigzkami:

D) (@udxi+bydyiteudr) =0 (A =1,2,..., k).

=1
Latwo spostrzec, ze réznica przyspieszen punktéw ukiadu dla ruchu rzeczywistego i mozli-
wego, przy jednakowych wspdtrzgdnych i predkosciach punktéw uktadu w obu ruchach
dla ustalonej chwili czasu, jest przemieszczeniem mozliwym. Rozciagajac na rozwaZane
uklady ogdlna definicje Poinlevé’go ukladéw z tarciem (1.2) oraz powtarzajac rozwazania
jak dla uktadéw typu Czetajewa, mozna udowodnié, ze

Ags < Ay,

przy zachowaniu warunkéw (1.2) i (1.5) dla sit reakcji wigzéw w ruchach poréwnywanych.

2. Zwiazki pomigdzy niektérymi charakterystykami dynamicznymi ruchu danego ukladu
z tarciem i bez tarcia

Niech bedzie dany uktad » punktéw materialnych, z natozonymi wigzami holonomicz-
nymi i anholonomicznymi pierwszego i drugiego rzedu z tarciem.
Przeksztalcimy wzér dla odchylenia rzeczywistego ruchu ukladu od ruchu mozliwego

I \O .,
2.1 Ay = 2 mi(w;—y:)?,
i=1
1N B4R\ 1 O Fat N
@2 AM—TZm,( - —yl) -3 (e :

9 Mecchanika Teoretyczna 4/73
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gdzie N; — sila wigzéw, za$ o — sila tarcia. A zatem

2.3) D Nior =0,
i=1

(2.9) Dadr =
i=1

Sita wiezéw N, jest ta reakcja, ktora w okre§lonej chwili czasu ¢ dziatataby na punkt y,,,
w przypadku gdyby ukiad byl bez tarcia, z tym 2e kazdy punkt g; ukladu w okrelone;j
chwili czasu ¢ mialby te same potozenie, t¢ sama predkoé¢ i podlegal dziataniu tej samej
danej sity F;, jak w ruchu z tarciem [4].

Niech bedzie dane w;yo — przyspieszenie punktu ukltadu w ruchu bez tarcia, a 4,05 —
odchylenie ruchu bez tarcia (d0) od ruchu mozliwego (8). Wowczas

1 \ F+N, _ i ?
25) Au= —2—2”11[('?‘_71) + ’il ] = Ajos+

(=1
PN T o
+ Z;(Wido ')’i)@l+7 < m, .

Poniewaz
(2.6) Wigo— Vi = 3—"1,
to zgodnie ze wzorem (2.4) otrzymamy

n

@.7) Aus = Aos+ 7+ — of
. 46 — 408 7l - m, .

Trzeci skladnik prawej czeSci réwnania (2.7) stanowi odchylenie rzeczywistego ruchu
z tarciem od ruchu rzeczywistego bez tarcia. Rzeczywiscie

(2.8) 0; = Mi(Wig—Wigo),

dlatego tez
IV 1V
(2.9 7‘ 1 ’i—l‘ = TZmi(Wld_wido)z'

W ten spos6b wzér (2.7) dla 445 mozemy zapisaé w postaci

n

1 O _ _
(2.10) Ay = Agos+1+ 5 %/ m(Wia— Wiao)*

lub
(2.11) Ass = Asos+ T+ Asso,
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gdzie
R e
Agao = 3 Zmi(wid"wido)z-

i=1

Znajdziemy wzor dla Ay.s5. Ze wzoru (1.9) mamy

1N
(2.12) Aps—Aws = 5 2 mi(Aw;)?,
=1

gdzie

A}_V,' = W,-a, - W,d .

n

Mozna udowodnié, ze
n
Ny LN
mi(Wig:— Wigo)* — —-

2.13 ! Zﬂj =
( . ) m; wld’ wld - e 2 P

i=1 i=1 i=1

m(Wig— Wigo)?.

N —

Istotnie

n

n
> i o) = o > (=) =
—2—11 ilWigr —Wido 7{_1/ iWig— Wigo)”™ =

1IN0 o
=5 2 my[(Wia: — Wia)* +2(Wia— Wiao) (Wig — Wia)).
i=1

Udowodnimy réwniez, ze
n

N _ _
Z m(Wig— Wiao) (Wia» — Wig) = 0.
i=1

(2.14)

W rzeczywistosci
Wig— Wigo = or;, mi(Wig —Wyg) = ﬁ;—in

A wigc, zgodnie z warunkami (1.2) i (1.5), réwnanie (2.14) jest spelnione. W ten sposéb
mamy

(2.15 ! ‘"1
.15) Aps = Asos+ 7+ —2—41 m(Wia, — Wigo)*.
Nieréwnoéé (1.10) wspdlnie z wzorami (2.10) i (2.15) mozemy zmterpretowac nast@pu_mco
W ruchu rzeczywistym ukladu z tarciem pod dzialaniem danych sit F; i reakcji R; wyko-
nujacych te sama prace w1rtua1n4 co i reakcje rzeczywiste, odchylenie od ruchu bez tarcia
jest minimalne.

Napiszemy réwnanie (2.11) w postaci

(2.16) Auos+ Aaso— (Aas—7) = 0.

Qw
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Stad wynikaja dwie nieréwnosci:
(217) Adod < Ad‘y— T,
(218) Addo < Ada_'l';

pierwsza z nich (2.17) wyraza zwiazek migdzy odchyleniami ruchu mozliwego od rzeczy-
wistego i od ruchu uwolnionego od tarcia, a druga (2.18) — zwiazek miedzy odchyleniami
ruchu rzeczywistego od mozliwego i od ruchu uwolnionego od tarcia.
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MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU ZGINANEJ PLYTY TROJWARSTWOWEJ

HENRYK MIKOLAJCZAK, BOGDAN WOSIEWICZ (POzZNAN)

1. Uwagi wstepne

Piyty tréjwarstwowe, z uwagi na swoje zalety, znajduja coraz szersze zastosowanie
takze w konstrukcjach inzynierskich. Obliczenia statyczne tych ptyt, pomimo réznych
zalozen upraszczajacych, wymagaja duzego nakladu pracy rachunkowej. Stosunkowo
prosty model oparty na zatozeniach Horra [1] prowadzi do uktadu trzech réwnan réznicz-
kowych czastkowych (2.1) lub réwnowaznego im jednego réwnania rzgdu dsmego. Prak-
tyczne wyniki, poza nielicznymi wyjatkami, uzyska¢ mozna tylko na drodze obliczen
numerycznych.

Uniwersalna metoda, doskonale przystosowang do elektronicznej techniki obliczenio-
wej, jest metoda elementéw skonczonych szczegétowo opracowana w literaturze [2], [3],
[4], [5], [6]. Jej kluczowym problemem jest znajomo$¢ macierzy sztywnosci pozwalajaca
na ulozenie ogdlnego programu obliczen na drodze standardowego postgpowania.

W pracy ponizszej przedstawiono ogdlng posta¢ macierzy sztywnosci dla rozwazanego
zagadnienia, uzyskujac ja na dwoch réznych drogach: albo korzystajac z metody ortogona-
lizacyjnej zastosowanej uprzednio do zagadnienia plaskiego [7], albo z warunku na
minimum energii potencjalnej odksztalcenia sprezystego.

Na zakonczenie przedstawiono pewne wyniki liczbowe, przyjmujac podzial plyty na
elementy prostokatne o pigciu stopniach swobody w kazdym wezle.

2. Podstawowe zaloienia i zaleinosci

Rozwazaniami objeto plyte trojwarstwowa symetryczna wzgledem plaszczyzny $rod-
kowej (rys. 1), o warstwach zewnetrznych spetniajacych zaloZenia teorii plyt cienkich
i teorii tarcz i o warstwie srodkowe;j stalej grubosci, nieodksztatcalnej w kierunku piono-
wym (zalozenia HoFrFa) [1].

Zagadnienie mozna opisaé przez trzy funkcje przemieszczen:

u(x, y) — przemieszczenie w plaszczyznie $rodkowej warstwy dolnej w kierunku
osi x, '

o(x, ¥) — przemieszczenie w plaszczyznie $rodkowej warstwy dolnej w kierunku
osi y,

w(x, y) — ugiecie pionowe plyty jednakowe dla wszystkich warstw.
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Roéwnania rownowagi zagadnienia majg postaé [8], [9]:
0* l—y 22 (1-v1G,, l+v 0%
2.1 - -
@D [ T “t 0x dy

ox? 2 oy? Ebh
'(l—vz)Gw(2h+(§) ow —0
2ESh ox

1+v % 0? l—v 0% (1—-v3)G,,
@2 -5 6x6y+[6y2 T e Eoh ]_

. -G, 2h+8) ow

2E5h Ty =0
0y - U=Gu@h+d) . (1-)Gu@h+d) G
) 2E S5h ox 2E 5h dy
1—»2! . (1-9»)G,(2h+0)? q(1—v?)
+[D 2E5 " " 4E oh Y= "2Es
alxy)
i =
W e
—

CTTTITITII L

Rys. 1
Oznaczenia:

FE — modut Younga,
v — liczba Poissona,
G,, — modut §cinania dla warstwy §rodkowe;j,
& — grubo$é plytek zewnetrznych,
2h — grubo§¢ warstwy $rodkowej,
g — obciazenie prostopadle do powierzchni piyty,
D — sztywno$¢ gietna plytek zewngtrznych.
Réwnania (2.1) i naturalne warunki brzegowe mozna otrzymac z funkcjonatu energii
potencjalnej odksztalcenia sprezystego, ktory ma postac [10]

Q4 II=— ff{ZDH E 2)2+2v Z::Z 62:) +(622}) +2(l—vi( 0w ) ]+

dy dy Ox0y
2E0 ou \’ ou v l—» [ Ou Ou Jv
+1Tl(ﬁ) +2”a;73y—+"‘2""'(—a;) M i s
1—v [ dv u? u 2h4+0 ow  Qh+0)? [ow )’
t3 (6x) ]+2hG [h2 Y T ax T (W) +
2 2
LYY 2h+46 ow (2h+9)

71'2—'*' VY “a;+ i (6 )]}dxdy fqudxdy
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Wielkosci statyczne dla tego typu plyt trojwarstwowych dane sa przez poniZsze wyra-
Zenia rézniczkowe.
Wypadkowe sity tarczowe w plytkach zewngtrznych:

o NN 1)
eo %= o+ 5
Naprezenia styczne w warstwie $srodkowej (t3;, 7)) i wypadkowe sity tnace (N, N,z):
2.8) Ne = Qh+8)7% = Go(2h+9) (% + 3’%1 g—:) ,
2.9) Ny, = Qh+08)z%, = Gu(2h+0) (7—1 + % %ly”—) .

WielkoSci plytowe (momenty m,, m,, m,, i sily poprzeczne ¢,, q,) okre§lone zgodnie
z teorig plyt cienkich izotropowych

Pw  Pw
2. = —Dl— 4p ="
(2.10) my D(ax2 +v 37 ),

*w ?w
(211) my = —D(a—yz +‘p7x_2_),

0w

(2.12) Myy = —(I—V)DW,

a 2
(2.13) ¢x = —D—=—(V?w),

a 2

Do dalszych rozwazan obszar A plyty tréjwarstwowej podzielono na podobszary A4*
(k=1,2,...,r). Podobszary te nazywa si¢ elementami skonczonymi. Przemieszczenia
w k-tym elemencie v*, v, w* aproksymowaé bedziemy ponizszymi wyrazeniami macie-
rzowymi

Ui
@.15) = (Y = i oy VR

Ut

Vi
(2.16) o = [P = [wrws v T

Va
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Wi
Wk
(2.17) wh = [Q{W*) = [QkQ% .. QK11 72
W
W wyrazeniach (2.15)+ (2.17) UF, V¥, Wk(i=1,2,...,n;j=1,2, ..., m) oznaczaja odpo-
wiednio » parametréw zwiazanych z przemieszczeniem w kierunku osi x w k-tym elemencie,
n parametréw zwiazanych z przemieszczeniem w kierunku osi y, oraz m parametrow
zwiazanych z ugigciem plyty.
Wyrazenia te moga oznaczaé np. wartos¢ funkcji przemieszczen w wyréznionych punk-
tach elementu (w weztach), warto§¢ pochodnych funkeji przemieszczen w tych punktach itp.
Funkcje @f = ®i(x, y), VF = Pi(x, y), % = Q%x, y) okreslaja w jaki sposéb prze-
mieszczenia w k-tym elemencie zaleza od wspdirzednych x, y 1 parametréw weztowych
Uf, V¥, W¥%. Funkcje te nazywane sa funkcjami ksztaltu. Sposoby tworzenia funkcji ksztattu
oraz warunki jakim musza odpowiada¢ znalezé mozna np. w pracach ZIENKIEWICZA [4],
KOLARA i innych [6].

3. Metoda ortogonalizacyina

Rozwazmy k-ty element wyodr¢bniony ze zginanej plyty tréjwarstwowej. Na podstawie
(2.15)+(2.17) i (2.1)+(2.3) po pewnych przeksztalceniach otrzymamy réwnania réwno-

wagi w postaci
Mkl{uk“ [a ay]{ k}) Sy ([62@]{”"“

G.1) 15_5(
|22 o) 6 10+ 22| 22 )

—p
=fi(x,y, Uk, .., UL VE, L VE W Wb,

ES ([o2wx] . [ o2k Es ([ o020
(3.2) —1—v2"([ ]{V b+ [a 5 ]{ }) 5059) ([axay]{uk}
g2 1 o 2h+0 [ a0k
oS o) (oo 2525 o) -
= folx,y, Uf, ..., UK, VE, ., VE, WE, ..., WE)

([ ],. . e P,
(3:3) (2h+a)([ ]{W}“[axzaﬁ]{ [ ]{W“

ma el e b L R o

2h+a [6!)"]

{Wk})_q =f3(x’y’ U{‘s LERN] U"l‘) Vi(, LR Vr}:’ Wfa Ty Wr}r‘r)
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Wielkosci statyczne w k-tym elemencie jako funkcje parametréw wezlowych maja postaé

(34 we= 2 (| e | 2 o),
(3.5) Nk = 1E—6([aapk]{V"}+ l——]{U"})
_ . P
3.6) M= oy ([ ] “[ ]{V })
(S k
(3.7) Ni =G w<2h+a>( (@ (0% + 2 [iji ]{W"}),
w gy, 2ht0 [ o0k
(3.8) N;,=G(2h+a)( A+ =5 |17
69 = 0| G5 oo S5 owm
(3.10) ;ﬂ==—inﬁiFw ?ﬁrDUWL
920 ]
3.1 mk, = —(l—v)Dlz,‘ o {w*},
(3.12) gk = -D([(7 & ] [;xéiz ]){W"}
DI oL (W
(.13 %= 0| g | [ 5 o

WyraZenia (3.1)+(3.3) nie sg tozsamosciowo réwne zeru, gdyz funkcje przemieszczen
u*, o%, w*, sa funkcjami przyblizonymi. Dokladnos$é¢ tak przyjetej aproksymacji réwnan
(2.1)+(2.3) zalezy od dokladnos$ci opisu rzeczywistych przemieszczen w elemencie przez
wyrazenia (2.15)+ (2.17). Funkcje f,, f,, f5 oznaczaja btad aproksymacji. W naszym przy-
padku blad ten zminimalizujemy przez ortogonalizacj¢ funkcji fy, f3, f3 z ukladem funkcji
@f, ¥, & (metoda Galerkina [7]). Sposéb ten prowadzi tutaj do ukladu (2n+m)
algebraicznych réwnan liniowych. Macierz wspdiczynnikéw przy niewiadomych jest
poszukiwang macierza sztywnosci elementu.

Zastosujmy do réwnan (3.1)=+(3.3) metod¢ Galerkina w postaci

(3.14) [[@fidxdy =0, i=1,2,..,n
4

(3.15) [[¥ipadxdy =0, i=1,2,..,n,
Ak

(3.16) ‘ [[@pdxay=0, j=1.2,..,m.
Ak

Catkowanie w powyzszych wzorach rozciaga si¢ na obszar elementu A*. Funkcje &%,
Pk Q% sa funkcjami ksztattu z zaleznosci (2.15)+(2.17).
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Wykonajmy dziatania opisane zalezno$ciami (3.14)+(3.16). Dla (3.14) otrzymamy
dai=1,2,..,n)

£ (ff [62¢k]{Uk}dxdy+v
e[l rmon [l orso}

k
( ]fdi"[cb"]{U"}dxdy+ 2h+9 ff ["Q ]{W"}dxdy) 0.
Po zastosowaniu do powyzZszych calek przeksztalcenia Greena wedlug wzoréw

o [ 5% i -
A - [ 2 Jionemca [ 222 i

[[ o g oo - [or] 5 Jomyemear [ A5 orane -

" - [ i [ 2] v

o*P*
7wy -

fq%[‘w] U sin ads— ff [a‘p ]{U"}dxdy

(gdzie I'f oznacza brzeg elementu, o jest katem migdzy normalng zewngtrzng a osia x)
otrzymamy ostatecznie pierwsze n réwnan w postaci

n k k h k
(3.20) 2[} ( Eo aqz, [a‘p ]+- LI i ]+%¢f[d§"]){U"}dxdy+
Ak

6?’

¢k

2 Joaan)+

(3.19)

1—»2 9 2(1+v) ay | oy
Eév 0k | ok Ed acpf[aw]) .
+2fkf(1—v2 o l oy ]+—2(1+v) ay | ax )V Ax Ay +
A

4G, 2/1;'5 ffqy;[ aa“(ik]{W"}dxdy =2 f@(N§cosa+N§,Sina)df,
s rx

i=1,2,...,n.
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Postepujac analogicznie otrzymamy dla (3.15) i (3.16) pozostate réwnania ukladu,

ok [ ok E6 0wk | oWk G,
3.21) 2ff( Eo [ ]+ l ks ]+ 4 Y’{‘[Y”‘]){V"}dxdy+
AF]

1—v2 a9y | oy 2(1+%) ox
Edy 0P| od* E0  0WF adi") .
+2fkf(1—v2 e [ ox ]+ 219 ox [ ] {Uf}dxdy+
A

k
+Gw#jéf (Y’{f[%]{W"}dxdy =2 f PH(Nysina+N% cosa)ds,
) %

i=1,2,...,n

k
(22) G, 2h+‘5 ff 09 [ @V(UF}dxdy+ G, 2”;‘5 ff a(;(jf [PH (V¥ dxdy +
Ak

- f f 629" 629" L o9 azgk] o ol I A Il B
+ “op? | oy? tr oy? | ox? Yo% dy?

+2(1—)529"[529"] G (2h+a)2( g
0xdy | 0x oy D 4h \ox | ax +
a!ik [ ])} {W¥ydxdy = ff!? gdxdy+2 {Q (q¥cosa+gksina)ds+

) o5 .
+ fo(N,’,‘,cosa+N},‘,sma)ds—2 f (,fcj (mkcosa—m¥,sina)ds —

r* r

052% )
-2 f ;j’ (msino—mk cosa)ds,
x

j=12,...,m
Otrzymany uktad (2n+m) réwnan dla wyznaczenia nieznanych parametréw weztowych
Uf, V¥, W¥ mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej
kll k12 k13 {Uk} 0 bl
(3.23) k222 k23 s = lot + (a2,
k31 k32 k33 {WI\} P b3
gdzie k¥, p', b} sa podmacierzami okreslonymi przez poniZsze wyrazenia:

([LE_ook 0% E oot o5 G,
11 —_ J Kk
(3.24) [y = 20 ka[ =% ox ox & 2(1+v) dy oy 7 - QB‘]dxdy,
4

"l By o0% 0w E o 0w
127 Il J
(3.25) Ky = 2‘51‘[[ =% ox 3 T 200+ oy ox ]d v,
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h 6 QK
(326) [k, = G, 27+ J o a Ldxdy,

- Ev  0WE OQk E ok ok
217 — ! ! : ' ’
(3.27) k'] 2‘5kal 1=»2 0y ox + 2(1+») ox 09y ]dxdy,

E oWk oWk E_ o7 oy G
221, = i i ) i W Wk Uk
T ] i B A R B R
329 K7 = Gw‘z'{l';'é f J e, Q dxdy,
Ak
k
(3.30) k315 = G —2—/1;16— ( 08 Prdxdy,
k
63 W= 6, X0 J f X yavay,
0 20y | 0h 0% 0F PO
33 — J i i J
(332) [k 2fo[ i B M e
Ot Q) L, 0 P
" ox? WZ ox dy axay

+ ——-

G. (h+0) [ 0QF oQ% Qs Q%
D 4k x ox oy oy )|V

(333 k= [[ Qqdxay,
A

(3.34) [6']; = 2 | P¥(N cosa+ Nk sina)ds,
y

rk

(3.35) (67 = 2 [ WHNsino+NE,cosw)ds,

rk

(3.36) [63); = Q’,‘ N,"‘,cosa+N",sina)a’s+2 Q¥(gkcosa+ghsina)ds+
y

082

xy

—2f~— (m¥coso—mk sino)ds— 2f
I‘k

Poniewaz funkcjonat (2.4) jest formg kwadratowa przemieszczen i ich pochodnych, macierz
wspélczynnikéw przy niewiadomych UF, V¥, W¥jest macierza symetryczna.

Macierz (3.23) jest poszukiwang macierzq sztywnoém elementu k. Macierz sztywnosci
calej plyty (macierz globalng) uzyskuje si¢ przez sumowanie po wszystkich elementach
(k =1,2,...,r) wyrazen (3.23). Przy zapewnieniu ciagloéci przemieszczen i naprezen
migdzy elementami catki po konturze typu (3.34)—(3.36) sa réwne zeru dla brzegéw
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elementu wewnatrz plyty. Dla elementéw graniczacych z konturem zewngtrznym plyty
mozna je wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych.

Zaznaczy¢ nalezy, ze przy prowadzeniu obliczen wedlug tej metody konieczne jest
przyjecie zerowania si¢ calek (3.34)—(3.36) wzdluz brzegdw wewnetrznych [7], nawet
w wypadku, gdy stosowane funkcje ksztattu nie zapewniaja ciaglosci przemieszczen i na-
prezen. Jednakze po wyznaczeniu przemieszczen i napr¢zen mozna obliczy¢ wartodci
calek dla wszystkich lub tylko niektérych elementéw. Pozwala to na oszacowanie biedu
dyskretyzacji.

Rys. 2

Rozpatrzmy dla przyktadu catkg¢ (3.34) na brzegu p-—gq dla dwéch graniczacych ze
sobg elementéw k i k+1 (rys. 2). Dla elementu & mamy

b =2 f¢{-‘(N,’;“cosa+N§;“‘sina)ds.
Podobnie dla elementu k+ 1 otrzyl;namy
(bH+t = 2f¢’{+‘(N§cosa+N§ysina)ds.
W macierzy globalnej wystapi sumaqpowyzszych calek
3.37)  (BHF+ (b = 2f[d3’{(N’;+lcosa+N,’§;"sina)—(D’,-‘“(N,’ﬁcosa+N§ysina)]d9.
p

Wyrazenie (3.37) bedzie réwne zeru, gdy &@f = Pf+!, N} = N i+, NY, = N wzdiuz
brzegu p-q, to znaczy, gdy przemieszczenia i naprgzenia bgda ciagle na granicy elementéw.
Obliczona po wyznaczeniu przemieszczen warto$¢ catki (3.37) stuzyé moze jako oszacowanie
bledu dyskretyzacji. Podobnie uczyni¢ mozna dla pozostatych calek typu (3.34)—(3.36).

4. Metoda energetyczna

Przez podstawienié zaleznodci (2.15)—(2.17) do (2.4) wyrazimy funkcjonal energii
sprezystej] w k-tym elemencie (/I¥) jako funkcje nieznanych parametréw wezlowych.
Energi¢ potencjalng calej plyty otrzymamy przez sumowanie po wszystkich elementach

[2], [4],
@.1) m= >

k=1
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Wykorzystujac warunki na minimum funkcjonatu

k
(4.2) %=0, i=1,2,...n,
i
oIT* .
- ———.= b 1= b ? "t b
(4.3) =0 1,2, ...,n
H
oIt* .
(44) -‘:jwf—:o, J = 1,2,-"’m’

otrzymamy uktad (2n+m) réwnan elgebraicznych dla k-tego elementu.
Wykonajmy dla przykladu dziatania opisane zaleznofcia (4.2)

B {flea out 0 [ out 42 ot 0 (au* N
auk 2T |PTax aur\ax | T oy Tourk \ ox

Lo =y ko a“k)+(1—v) k9 (6u")]+
2 9y aUF\ oy ox oUF\ dy

oo, 1 2h+6 ow* @ ~
+2th[2—h'2— “W( W) +24-—5; U (u")]}dxdy =0.
Biorac pod uwage, ze (por. (2.15)—(2.17))
0 6uk a@{‘ 0 6“" a¢f P )
6U," (_6x_) T oax 6(]“( oy ) - 6}) » ank W) = i

otrzymamy ostatecznie n pierwszych réwnan ukladu

oDk | od* Ed oDk | od* G
4.5 2ff( ‘[ i ] _._‘”-dx‘di")u"dd
@3) =7 ax | ox |t 305 oy oy | TR P ddy+

k k k
+2ff( ES aczsit[asr/]+ ES acb,[asr/ ]{Vk}dxdy+
Ak

1—»2 ox | 9y 2(1+%) 0oy
2n+ 90 ff | 08 " _
+G, 7 20 p {(Waldxdy =0,
Sk
i=1,2,..,n

Dla warunkéw (4.3) i (4.4) otrizymamy pozostale réwnania ukladu.

Macierz wspolczynnikéw jest identyczna z macierza (3.23) (macierz sztywnosci).
Uzyskany w ten sposob ukiad réwnan nie zawiera calek po konturze elementu. Brak calek
(3.34)—(3.36) jest konsekwencjg zalozenia prawdziwoéci zwigzku (4.1) i ukrytego zalo-
zenia, ze zwiazki (2.15)—(2.17) spetniaja warunki brzegowe plyty. W praktycznych za-
stosowaniach dobdr funkeji ksztattu @f, ¥, Q% spelniajacych warunki brzegowe plyty
jest bardzo uciazliwy. Trudnoéé t¢ mozna ominaé przez dodanie do funkcjonalu (2.4)
calek krzywoliniowych rozciagnigtych na brzeg plyty, ktére po minimalizacji prowadza
automatycznie do catek (3.34)—(3.36), [7].
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W analizowanym przypadku do funkcjonatu (2.4) nalezy dodaé wyrazenie

0 0 1
(4.6) -2 f (q,,w— 75%"""_'_ %:—m,.,+ 7N,,,w+N,,u,.+N, u,) ds.
r

Wyrazenie (4.6) ma prosta interpretacije fizyczna, stanowi bowiem prace obciazen brzego-
wych na odpowiadajacych im przemieszczeniach.

5. Uwagi koncowe

Otrzymana macierz sztywnosci (3.23) moze by¢ przedstawiona w postaci sumy trzech
macierzy: macierzy sztywnoéci plytek zewnetrznych pracujacych jako tarcze w plaskim
stanie napre¢zenia [k,], macierzy sztywnosci plytek zewnetrznych pracujacych jako plyty
cienkie [k,], macierzy sztywnoéci wynikajacej z tréjwarstwowej struktury plyty [k,)

kit kiz2 0 000 kit k32 kL3
(5.1)  [K] = 2[k ]+2[ko]+[ka) = 2| k21 k32 O|+2|0 0 0 |+ |k3' k22 k2
0o 0 o 0 0 k3 K3' k3 k33

Czynnik 2 w zaleznoéci (5.1) wynika z istnienia dwéch plytek zewnetrznych.
Dla przykiadu podajemy niektdre wyrazy tych macierzy:

11 — !
[kl ],-j = 61;[[ 1—1’2 ax ax + 2(1 +‘V) ('iy ay d dy’
A
i)y = 222 [ [ sraaxay,
Ak
O Q) o0t 20y r0k o9
[kg:’]u — fo( x2 + 6 2 6 2 ayzi axz" +
020 024 020 225\
e+ gt o ey

2 k k k

3, = G, (2h+6) ff(ag 0Q] | o 6Qj)dxdy, itd.
ox dy oy

Takie przedstawienie macierzy sztywno$ci pozwala na stwierdzenie, ze wyrazy macierzy
[k,] sa identyczne z wyrazeniami otrzymanymi przez SzABo i LEt [7], a [k,] jest identyczna
Z wyrazeniem uzytym przez SZMELTERA i DOBROCINSKIEGO w pracy [11]. Macierz [k,]
ujmuje wplyw przyjetego modelu piyty tréjwarstwowej. Otrzymanej macierzy sztywnosci
nie odniesiono do zadnego konkretnego elementu ani konkretnej funkcji ksztaltu. Po
wyborze elementu i okresleniu funkcji ksztattu [4], [6] mozna obliczyé macierz sztywnoéci
(3.23). Obliczenia te mozna wykona¢ na EMC.
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Przykiadowo obliczymy wyraz k,, macierzy (3.23) przyjmujac najprostszy element
o pigciu stopniach swobody w kazdym wezle (rys. 3). @, mozna wyrazié ponizszym wielo-
mianem

1 x oy Xy

Otrzymamy [por. (3.24)]
2w6E [ [ 1 ? oE [ [ 1 ’
_ 20E (142 DE [ ()
kll = [—2 _{ _! 1602 (]+ b) dxdy+ 147 f [ 16b2 (1+ a) dxdy+

a b
2G,, [1 x oy )
M _[ y W(1+7+F+a— drdy =

_ 20E [b (_1-_»)1] 8 G,

9
Pierwszy sktadnik sumy jest identyczny z obliczonym dla tarczy w plaskim stanie napre-
zenia [12], a drugi ujmuje wplyw warstwowej struktury plyty.

=2 |3 7 e el

L, a a
|
N 0O
R ;
0
X
0
3 7] Y
N—— —0 v
w
w,
Y o
y Wy

Rys. 3

Rozklad macierzy sztywnosci (3.23) na sumg trzech macierzy sktadowych (5.1) pozwala
na znaczne uproszczenie pracy rachunkowej, gdyz dwa pierwsze sktadniki sa opracowane
dla elementdow o réznych ksztattach jak i réznej liczbie stopni swobody (np. [4], [5], [12]).
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Pe3smome

MATPUIIA XKECTKOCTEHN 3JIEMEHTA TPEXCIONHON IIJIACTHHBI,
TMTOIBEP)XEHHOW H3TUBY

JByms cnocoGamu BbIBEAEHO OOIEE BbIPAXKEHHE IUIST MATPUIbI HECTKOCTEH BJIEMEHTA TPEXCIIONHOI.
IUIACTHHEI, TIOJIBEPIKEHHON M3ruOy M YXOBJETBOpsuomEeH npennonoykenuam Xodoa [1]. Tlyrem paspne-
TIeHUsT TIACTHHBl HA 3JIEMEHTHI H AITIPOKCHUMALMHM TIEPEMEILEHUH B aieMeHTe NpPH MOMOUIM (hOPMYJIbI
(2.15)—(2.17) BbIBEAEHB! NPUOMKEHHBIE VPaBHEHUsI paBHOBecHA (3.1), Mpuuem (hyHKLHOHAN IIOTEH-
UMankHOI sHepruu (3.1)—(33) NpeACTaBIIeH KAaK (PYHKIMA HEU3BECTHBIX Y3JIOBLIX MAPamMeTpoB (06o6IIIeH-
HBIX mepemelieHuil B vanmax). OpPTOTOH&IM3ALMsA BBIPLKEHUH NI MOTPELIHOCTH LHCKPETHS3AUHH f) ,
f2s f5 ¢ cuctemoit byuximit D;, Wi, £2; 71 IpRBOAMT K cucTeme 27+ m areGpanyecKuX JMHEHHbIX YpaB-
HEHMI ¢ HEM3BECTHBIMH Y3JOBLIMU NapameTpamu (3.6).

MarpHua koahpUUHENTOB NPH HEH3BECTHDIX SIBISETCS UCKOMOM MaTpHLEH MKECTKOCTeH 3/eMeHTa.
TouHO TaKoli /<€ Pe3yNbTAT NMONYUEH MPH HCIOJb30BAHHM NMPHHLMEOA MUHUMYM2 (DYHKIMOHANA MOTEH-
UMANBHOM 3HEpTUM yIpyToit Aedopmauun. Popmyny (3.6) MOXHO HCNONB30BaTh VIS HAMCAHHUS TIPOlE-
ayper o1 O1IBM mnpu pacuere KOHKPETHBIX 3a/iayu. B KauecTBe npumepa BbIYMCIIEHA O/{HA KOMITOHEHTA
MATPHLIBI HKECTKOCTE IS IPSIMOYTONBHOTO 3JIEMEHTA, OGIANAIOLLEro IISATHIO CTENEHAMH CBOGOXb] B KaXK-
JIOM M3 Y3JIOB.

Summary

STIFFNESS MATRIX OF AN ELEMENT OF A SANDWICH PLATE IN BENDING

Two different methods are used to derive the general expression for the stiffness matrix of an element
of a three-layer sandwich plate satisfying N. J. Horr’s [1] assumptions. Dividing the region of the plate
into elements and approximating the element displacements by expressions (2.15)—(2.17), an approximate
equilibrium equation [(3.1)—(3.3)] is obtained, and the potential energy functional (2.4) is expressed in
terms of the unknown nodal parameters (generalized displacements of the nodes). Applying Galerkin's
method to the expressions for discretization errors f1, f2, f3 and the set of functions @y, ¥, £; [7], a system
of (2n+ m) simultaneous algebraic equations is obtained making it possible to determine the nodal para-
meters (3.23). The matrix of coefficients at the unknowns is the element stiffness matrix required. Using
the principle of minimum of the potential energy functional of elastic deformation, an identical expression
may be obtained. Eq. (3.23) may also be used to prepare the EMC procedures for particular elements
As an example, one term of the stiffness matrix is evaluated for the case of a rectangular element with
five degrees of freedom at each node.

AKADEMIA ROLNICZA, POZNAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 mgja 1973 r.
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SYMPOZJUM «METODY KOMPUTEROWE W MECHANICE KONSTRUKCJI»

W dniach 17-18 maja 1973 r. odbyto si¢ w Poznaniu Sympozjum «Metody komputerowe w mechanice
konstrukcji». Bylo to pierwsze ogoélnopolskie spotkanie tego typu poswigcone mechanice komputerowej.

Sympozjum zorganizowala Sekcja Mechaniki Konstrukcji Komitetu Inzynierii Ladowej i Wodnej
PAN wspélnie z Zarzagdem Oddziatu PZITB w Poznaniu przy udziale Instytutu Technologii i Konstrukcji
Budowlanych Politechniki Poznanskiej. Komitet Organizacyjny Sympozjum skladal si¢ z 7 os6b: prof.
dr J. SzmeLTer (przewodniczacy Komitetu Organizacyjnego), prof. dr A. SAwczuk (przewodniczacy
Komitetu Mechaniki i Fizyki Osrodk6éw Ciaglych PAN), prof. dr K. Wrze$niowskr (sekretarz naukowy
Komitetu Organizacyjnego i Sekcji Mechaniki Konstrukcji), inz. J. MaTuszewsk1 (przewodniczacy Za-
rzadu Oddzialu PZITB w Poznaniu), doc. dr Z. LeSniak (Instytut Techniki Budowlanej), dr B. ORLOWSKA
(Centrum Informatyki Przemystu Budowlanego) i prof. dr G. Rakowsk: (Politechnika Warszawska).

Zasadniczym celem sympozjum bylo zorientowanie zebranych w caloksztalcie tematyki i badan pro-
wadzonych przez poszczegolne osrodki krajowe na tle problematyki rozwijanej za granicg oraz ocena aktual-
nego stanu i potrzeb tej nowej, waznej dla rozwoju gospodarczego kraju, dyscypliny. Ponadto sympozjum
miato wytyczy¢ kierunki dalszych badan w zakresie mechaniki komputerowej i wskazaé niezbednosé szer-
szego wprowadzenia metod komputerowych do programu nauczania mechaniki na uczelniach technicznych.

W obradach wziglo udzial 130 0s6b z calego kraju. Zdecydowana wigkszo$é uczestnikdw reprezentowala
uczelnie wyzsze (79%); pozostale osoby to przedstawiciele biur projektow (12%) i oérodk 6w obliczeniowych
(9%). Wygloszono 29 referatéw. Autorzy nadestanych prac reprezentujg rézne o$rodki: Warszawa (27%),
Krakéw (17%), Wroctaw (12%), Gdansk (10%;), Poznan (10%), Opole (10%), Koszalin (7%), Katowice i
Gliwice (7%).

Obrady Sympozjum otworzyt prof. dr A. Sawczuk podkreslajac wielorako$é oddziatywan mechaniki
komputerowej. Dzigki komputerom zaawansowana mechanika przenika w technologi¢; odpowiednio
unowocze$nione powinny by¢ programy nauczania. Podkre$lit on réwniez, ze pojawienie si¢ komputerdéw
wprowadza istotng zmian¢ do mechaniki. Maszyny liczace wymagaja innej morfologii teorii. Nie nalezy
traktowac tych maszyn tylko jako urzadzenia do szybkiego wykonywania rachunk6w. Rozwijajac mechanike
komputerowa nie mozna jednak zapomina¢ o utrzymaniu wlasciwych proporcji pomigdzy metodami anali-
tycznymi a numerycznymi. W zakonczeniu wystgpienia prof. dr A. Sawczuxk odczytal list wiceprezesa
PAN, prof. dra W. NowackIeGo. List ten, skierowany do uczestnikow sympozjum, zawiera m.in. naste-
pujgce stwierdzenia: ...w miare rozwoju elektronicznej techniki obliczeniowej konstruktorzy, uwolnieni od
nadmiaru pracy rachunkowej, bedq mogli skupi¢ si¢c na pracy koncepcyjnej zwiqzanej przede wszystkim z opty-
malizacjq konstrukcji, ...latwo przewidzieé, ze znacznie szersze zastosowanie elektronicznej techniki oblicze-
niowej zezwoli na obliczanie konstrukcji jako ukladow przestrzenmnych, ...wzrastaé bedzie zainteresowanie
zagadnieniami dynamicznymi, a zwlaszcza dynamicznq statecznoscia, ...przewidywaé nalezy wielki rozwdf
teorii diwigardw powierzchniowych, ...mechanika budowli, po latach zastoju, staje sie znowu naukq szybko
sig rozwijajqcq...

Obrady sympozjum zapoczatkowaly dwa referaty generalne. Pierwszy z referatéw, opracowany przez
J. SZMELTERA, Z. Waszczyszyna i K. WRZESNIOWSKIEGO, zawieral omoéwienie metod matematycznych
stosowanych w obliczeniach konstrukcji. W imieniu autoréw wystapil Z. WaszczyszyN. Przedstawil on
analizg procesu projektowania konstrukcji oraz klasyfikacje metod matematycznych i oméwil szczegdtowo
te etapy procesu projektowania, ktére stosunkowo latwo mozna zautomatyzowaé, mianowicie analizg ukla-
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déw i optymalizacje rozwiazan konstrukeyjnych. Referat zawierat szeroki przeglad metod matematycznych
w ich historycznym rozwoju. Szczegdlny nacisk polozono na przedstawienie istoty i cech charakterystycz-
nych metod znajdujacych zastosowanic w elektronicznej technice obliczeniowe;j.

W drugim referacie generalnym, ktérego autorami byli Z. LESNIAK | G. RaKOwsKI, omOwiony zostal
stan aktualny 1 kierunki badan oraz podstawowe problemy mechaniki komputerowej w Polsce. G. RA-
KOWSKI omoOwil problematyke dotyczaca analizy konstrukcji, syntezy konstrukcji i symulacji. Przedstawit
on aktualng sytuacje w kraju (problematyka, metody, jezyki programowania, sprzet, potencjat badawczy,
osiagniete wyniki, formy szkolenia) na tle osiggnig¢ mechaniki komputerowej za granica. Z referatu wynika,
ze w zakresie zastosowan mechaniki komputerowej do analizy konstrukeji w stosunku do krajéow przodu-
jacych jeste$my opdZnieni o okoto 10 lat. Rozwéj metod komputerowych w syntezie konstrukgji i symulacji
jest rowniez niezadawalajacy. Wnioski koncowe referatu zawieraja szczegblowe omdwienie i uzasadnienie
proponowanych kierunkéw badan w zakresie mechaniki komputerowej oraz wytyczne dzialania zmierza-
Jjacego do zmniejszenia dystansu dzielacego nas od czotowki $wiatowej. Realizacja tych wnioskéw gwaran-
tuje stworzenie odpowiedniej bazy, co — zdaniem autoréw referatu — umozliwi w stosunkowo krotkim
okresie czasu zajecie w wybranych, niezamknigtych jeszcze, kierunkach badan czolowych pozycji w s$wiecie,

Referaty generalne byly glebokie i pobudzajace do refleksji, a wnioski i mys$li w nich zawarte wielo-
krotnie przewijaly si¢ w trakcie dalszych dyskusji.

Pierwsze posiedzenie, ktéremu przewodniczyt prof. dr G. Rakowskl, rozpoczelo si¢ od referatu T. Na-
WROTA na temat wdrazania elektronicznej techniki obliczeniowej w praktyce inzynierskiej. Referat postuluje
wprowadzenie na wszystkich szczeblach szkolenia obowigzku rozwiazywania probleméw w formie algo-
rytméw postepowania. Nastepnie S. SwiszczowskI przedstawit koncepcje metody modyfikacji konstrukcji,
ktoérej celem jest zmniejszenie czasu i kosztéw obliczen konstrukgcji o identycznej topologii. Referat Z. Bo-
ROWCA zawieral omoéwienie teorii réwnowazno$ci. Teoria ta, wywodzaca si¢ z Francji, znacznic skraca
czas pracy maszyny kosztem niewielkiego zmniejszenia dokladnosci obliczen. E. GAWRYCH-ZUKOWSKI
przedstawil metodg¢ podziatu na podukiady do analizy duzych konstrukeji przestrzennych na elektroniczne;j
maszynie cyfrowej. O. MATEIA ombwit dotychczasowy rozwdj wiedzy w zakresie metody macicrzy prze-
niesienia. J. WILK przedstawit zbiorczy algorytm obliczen dla wiotkich powlok obrotowo-symetrycznych
przy odksztalceniach skoriczonych. Opracowany program umozliwia optymalizacj¢ konstrukcji. Zastoso-
wanie metody elementow skoiiczonych do analizy skrecanego preta cienkosciennego o zmiennym przekroju
poprzecznym omowit J. WEKEZER.

W dyskusji nad referatami pierwszcgo posiedzenia najwigksze zainteresowanie budzita metoda réwno-
waznosci (istota metody, poréwnanie z metoda elementéw skoriczonych, zalety i wady metody).

Drugiemu posiedzeniu przewodniczyt doc. dr M. KwieciNski. Wystuchano interesujacego referatu
D. RoguLr, ktéry przedstawit oryginalna metode obliczania konstrukgcji ptaskich i przestrzennych, ztozo-
nych z wielkiej liczby elementéw. Istotna nowos$cia metody jest rezygnacja z metod macierzowych na rzecz
metody modelowania cyfrowego, ktéra polega na bezpos$rednim wykorzystaniu topologiczno-algebraicznej
relacji przylegania. W nastepnym referacie W. WoiewODzx1 rozpatrzyt dynamiczne wyboczenie lepko-
plastycznych i sprezystolepkoplastycznych powtok kulistych. Specjalnie opracowany program pozwolit
wykonaé odpowiednie obliczenia numeryczne. E. FiLipow przedstawila spos6b modelowania na maszynie
cyfrowej losowych odchylek od przyjetej geometrii w zbiornikach walcowych. Analize oparto o rozwazania
statystyczne i dane technologiczne. W referatach J. FILIPKOWSKIEGO i Sz. PALOWSKIEGO oraz J. FiLip-
KOWSKIEGO i H., MARKOWSKIEGO przedstawiono analize statyczna belki na sprezystych podporach i nie-
jednorodnym sprezystym podiozu oraz analize statyczna przestrzennej konstrukcji pokrycia dachowego
sztucznego lodowiska w Bydgoszczy. Rozwiazania tych zadan uzyskane zostaly za pomoca metody elemen-
téw skonczonych.

Dyskusja nad referatami koncentrowala si¢ na metodzie przedstawionej przez D. RoGULE. Metoda
ta stala si¢ przedmiotem zainteresowania nieomal wszystkich dyskutantéw (mozliwo$¢ obliczania duzych
konstrukgji, nieliniowych fizycznie i geometrycznie).

Nastgpnemu posiedzeniu przewodniczyt prof. dr O. DaBrowski. Pierwszy referat wygtosit O. MATEJA,
ktéry przedstawit zastosowanie metody elementéw skoriczonych w ujeciu metody sit do analizy statycznej
liniowo- spre¢zystych cienkich powlok obrotowych spoczywajacych na dwuparametrowym podlozu Wink-
lera. Referat, ktorego autorami byli J. Gora$ i Z. Kasperskl, zawierat analize numeryczna powlok obroto-
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wych opartg na metodzie elementéw skonczonych. Dzigki odpowiedniej konstrukceji programu czas obliczen
jest niewielki, Wyniki obliczern poréwnano z wynikami uzyskanymi przy zastosowaniu metody sil. Algorytm
analizy statycznej plyt dla maszyn cyfrowych o nieduzej pamieci przy uzyciu metody elementdéw skornczo-
nych omdwiony zostat w referacie A. PEER-KASPERSKIE), Z. KASPERSKIEGO, J. GOLASIA 1 J. MAKOWSKIEGO,
1. Kozrowsk1 przedstawil model obliczeniowy drgan ram przestrzennych uzyskany w oparciu o metode
sztywnych elementéw skonczonych. Dalsze zastosowania metody sztywnych clementdéw skonczonych
zawjeraly referaty S. GRABOWSKIEGO | E. WITTBRODTA oraz E. WITTBRODTA i J. KRUSZEWSKIEGO. Pierwszy
z referatbw omawia zmodyfikowang metode Gaussa zastosowana do rozwigzywania rownan drgan wymu-
szonych, drugi — algorytm obliczea tlumionych drgan wymuszonych obcigzeniami okresowymi. Z. Lis
przedstawil sposéb obliczania tarcz usztywniajacych w budynkach wysokich, oparty na metodzie pasm
skonczonych. Sposéb ten w poréwnaniu do klasycznej metody elementéw skonczonych pozwala
znacznie zmniejszyé liczbe elementéw i czas pracy maszyny. Referat A. OLESNIEWICZA zawiera analize
strefy podporowej dzwigarow strunobetonowych. Wykorzystano program opracowany przez J. SZMELTERA
dla plaskiego stanu naprg¢zenia.

Najwickszym zainteresowaniem dyskutantow cieszyly si¢ relcraty omawiajace zastosowanic mectody
sztywnych elementdw skonczonych do analizy drgan oraz referat o tarczach usztywniajacych w budynkach
wysokich.

Ostatnie posiedzenie, ktoremu przewodniczy! prof. dr A. Sawczuk, rozpoczg¢lo sig referatem K. Wrze§-
NIOWSKIEGO, P. RAPPA i J. WDOWICKIEGO. Autorzy tego referatu omowili 4 procedury obliczania modelu
roézniczkowcgo konstrukcji usztywniajacych w budynkach wysokich. Dzigki specjalnie zbudowanemu
programowi uzyskano znaczne zmniejszenie pracochlonnosci przy opracowywaniu danych wejSciowych,
Z. WaszczyszyN przedstawil numeryczng analize niesymetrycznego wyboczenia sprezystych plyt pierscie-
niowych. Analize przeprowadzono metoda p6élodwrotng zamieniajac zagadnienia brzegowe na poczatkowe.
Obciazenie krytyczne oblicza si¢ za pomocg catkowicie zautomatyzowanego programu. Referat M. Rap-
WANSKIE) zawiera obliczenie przemieszczen w stanie pokrytycznym wyboczonej niesymetrycznie plyty
pier$cieniowej. Problem sformutowano na gruncie teorii Karmana. Do catkowania ukladu cztercch nie-
liniowych réwnan przemieszczeniowych zastosowano metode pélodwrotng zaproponowang przez Z. Wasz-
CczyszyNa. S. Kroczak omowil bezposrednie catkowanie uktadu sze$ciu liniowych réwnan rézniczkowych
0 zmiennych wspolczynnikach dla danego zagadnienia brzegowego za pomoca metody réznic skonczonych,
Roéwnania opisuja zachowanie si¢ powloki stozkowej spoczywajacej na podiozu sprezystym. Dla przed-
stawionego algorytmu obliczen ulozono program w jezyku Algol 1204 i wykonano obliczenia dla kilku
przykladéw. W nastepnym referacie W. GAMBIN i J, SOKOL-SUPEL przedstawili analize standw granicznych
ram plaskich. Opracowany program sluzy do projektowania ram sprezysto-plastycznych przy pominigciu
wplywu sil podiuznych. A. GoMULINsKI, A, RADWANSsKI i M. WITKOWSK! zaprezentowali analize statyczng
struktury kratowej. Konstrukcje pretowa aproksymowano cigglym modelcm plyty Reissnera. Wprowadze-
nie funkcji przemieszczen pozwolilo na kilkakrotne zmniejszenie liczby rownan w poréwnaniu z metoda
przemieszczen stosowana dla ustrojow pretowych. Rozwigzanie ukiadu réwnan rézniczkowych przy danych
warunkach brzegowych rozwigzano za pomocyg metody roznic skonczonych. Program napisano w jezyku
Algol 1204, Ostatni referat sympozjum wyglosit A. GARSTECKI. Referat tcn zawiera analize przestrzenne
utraty statecznosci cienkosciennych belek ciaglych. Rozwiazanie uzyskano stosujac pewng metodg po-
$redniy miedzy metoda Bubnowa-Galerkina a metoda podobszaréw. Calosé obliczen zaprogramowano
na maszyng¢ Odra 1204.

Dyskusja nad ostatnig grupa rcferatéw dotyczyla przede wszystkim pracy, w ktérej konstrukcje pre-
towg aproksymowano ciaglym modelem plyty o $redniej grubosci. Koncepcja takiego uproszczenia, zdaniem
dyskutantow, jest godna stosowania. )

Specjalne posiedzenie po$wigcono na dyskusj¢ ogédlna, ktéra prowadzil prof. dr J. SZMELTER. W dyskusji
poruszane byly dwa zasadnicze problemy: problem wzajemnej informacji w zakresie mechaniki kompute-
rowej i problem szkolenia komputerowego. Wypowiedz dra T. NawRroTA dotyczyla wzrostu wydajnosci
biur projektowych droga komputeryzacji. Okazalo sig, ze w chwili obecnej (brak odpowiedniego sprzetu)
tylko 8—10%, prac mozna obja¢ komputeryzacj¢ (obliczenia konstrukcji). Dyskutant postulowal, by skon-
centrowa¢ si¢ na wpajaniu inzynierom i studentom wiedzy z zakresu algorytméw projektowania; jest celowe
wydanic ksiazki poswigconej tej problematyce. Potencjalnych autoréw poprosil o zglaszanie checi wspél-
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pracy. Prof. dr K. WrzEesniowski podkreslit koniecznosé szerszej informacji w biurach projektowych i za-
proponowal, by wszczaé starania o wprowadzenie zagadnien mechaniki komputerowej do problemu wezto-
wego. Nastepnym dyskutantem byt prof. dr W. Gurkowskl, ktoéry wystepujac w imieniu Wydziatu 1V
PAN poinformowat zebranych, ze w opracowaniu jest projekt problemu wezlowego, obejmujacego zagad-
nicnia obliczen wytrzymalosciowych i optymalizacji konstrukcji maszynowych i budowlanych (analityczne
i numeryczne metody obliczen, modelowanie konstrukcji, badania materialowe w stanach zlozonych,
normy, informacje o istniejacych metodach i programach). Dyskutant zwr6cit si¢ z prosba o zglaszanie
tematow, ktore moglyby wejs¢ do problemu wezlowego. Propozycje doc. dra J. Orkisza byly nastepujace:
utworzy¢ nowy dwumiesiecznik o roboczym tytule ,,Mechanika komputerowa™, zdecydowacé si¢ na wybér
tylko dwoch jezykow (Algol, Fortran), importowaé z zagranicy gotowe programy, opracowaé optymalne
programy dla najcz¢sciej spotykanych probleméw, systematycznie organizowac konferencje o zasiggu
ogdlnokrajowym, poswigcone zastosowaniom maszyn matematycznych w obliczeniach konstrukcji. Wy-
powiedz prof, dra G. RAKOWSKIEGO dotyczyla problemow szkolenia. Na wydziatach budowlanych poli-
technik szkolenie nalezy rozpoczaé¢ od zastosowan rachunku macierzowego i metody elementdéw skonczo-
nych, w przedmiocie «Mechanika budowli».

Przedstawicielka Centrum Informatyki Przemysiu Budowlanego dr B. OrRrowska, postulowala w od-
niesieniu do duzych probleméw konstrukcyjnych (duza czasochlonnos¢ prac programowych) przygotowy-
wanie programdw obliczen z wyprzedzeniem w stosunku do aktualnych potrzeb. Doc. dr Z. WaszczyszyN
stwierdzit, ze na przeszkodzie komputeryzacji stoi bariera sprzetowa (automatyzacja wykonania dokumen-
tacji projektowej). Wyniki szkolenia studentoéw w zakresie przedmiotu «Mechanika budowli» nalezy wyko-
rzystywaé w innych przedmiotach. Dr W. GaMBIN proponowal, by poza programowaniem i kodowaniem
zwréci¢ réwniez uwage na modelowanie 1 algorytmizacj¢. Prof. dr J. SzmeLTER poddat my$l, by nauke
jezykoéw i programowania przerzucié do szkot srednich, co przy odpowiedniej liczbie maszyn w uczelniach
wyzszych pozwoliloby na swobodne stosowanie elektronicznej techniki obliczeniowej w procesie dydaktycz-
nym. Przedstawiciel biura projektéw inz. ZIENKIEWICZ wyrazit poglad, iz zaufanie do wynikéw obliczen
na maszynach matematycznych wzro$nie, gdy wprowadzi si¢ sprawdzanie obliczen za pomoca specjalnych
programdw. Konieczne jest wydanie katalogu aktualnych programéw.

W podsumowaniu prof. dr J. SZMELTER sprecyzowal gléwne postulaty dyskusji ogblnej, mianowicie:

1) utworzy¢ nowy dwumiesiecznik o tytule roboczym «Mechanika komputerowa», zawierajacy naj-
nowsze wyniki prac badawczych, kronike prac, informacje o badaniach i programach zagranicznych,
informacje o konferencjach,

2) zdecydowac sie na dwa jezyki: Algot i Fortran,

3) rozpoczaé intensywne szkolenie w zakresie metod komputerowych na studiach technicznych, a moze
nawet w szkole sredniej.

Zadaniem Sekcji Mechaniki Konstrukcji KILIW PAN jest doprowadzenie do tego, aby wnioski z dys-
kusji ogdlnej byty zrealizowane.

Zamkniecia obrad dokonat prof. dr A. Sawczuk. Wyrazit on poglad, ze zasadniczy cel sympozjum
zostal osiagniety: uzyskano informacje o tematyce badan w réznych osrodkach, o stosowanych modelach
matematycznych i mechanicznych, o stosowanych dyskretyzacjach, o uzyskanych rozwigzaniach oraz
o zasiegu przenikania mechaniki komputerowej do biur projektowych. Przedstawiono oryginalng koncepcjg
obliczania konstrukcji zlozonych z duzej liczby elementéw. Podano pewne wartosciowe rozwiazania tech-
niczne (badania powlok, metoda sztywnych elementé6w skonczonych). Szczegdlnie owocna byla dyskusja
ogblna, w wyniku ktorej stwierdzono koniecznos¢ biezacej informacji i utworzenia nowego pisma po-
$wieconego mechanice komputerowej. Jednoczesnie prof. A. Sawczuk zwrécit uwage na pewne niedociag-
nigcia sympozjum, mianowicie:

— brak referatéw teoretycznych na temat matcmatycznej dyskretyzacji (aktualnie stwierdza si¢ duza
dowolnosé i réznorodnosé stosowanych sposobow dyskretyzaciji),

— niedobor referatéw poswieconych optymalizacji programoéw i konstrukcji,

— niewielka liczba referatow dotyczacych problemow nieliniowych fizycznie i geometrycznie.

Sympozjum w Poznaniu bylo platforma wymiany myéli migdzy przedstawicielami wyzszych uczelni
i instytutébw naukowych a przedstawicielami biur projektow i osrodkow obliczeniowych. Ogolna liczba
dyskutantéw (54) $wiadczy o duzym zainteresowaniu problematyka konferencji. Mimo dosy¢ duzego
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zréznicowania referatdw z punktu widzenia tematyki i metod obliczeniowych stwierdzi¢ mozna zaryso-
wujaca sie powoli specjalizacj¢ osrodkéw (grupa SZMELTERA, grupa krakowska). Wydaje sie, ze zastouso-
wanie komputeréw stwarza szanse dynamicznego rozwoju metod dyskretnych w mechanice. Przecigtny
niski wiek autoréw referatéw pozwala realnic mysle¢ o szybkim rozwoju badar i zastosowan elektronicznej
techniki obliczeniowej w mechanice konstrukcji.

Sympozjum poznanskie mialo jeszcze jeden aspekt: zasygnalizowato koniecznos¢ zmodyfikowania
sposobu myslenia przy formulowaniu i rozwigzywaniu zadan mechaniki konstrukcji. Problematyka ta
przewijala si¢ niejednokrotnie w dyskusjach ogdlnych i kuluarowych.

A. Gawecki (Poznan)
B. Orlowska (Warszawa)

111 POLSKO-RADZIECKA KONFERENCJA
NIEKLASYCZNE ZAGADNIENIA TEORII SPREZYSTOSCI

Pod tradycyjna nazwa odbyla si¢ w Warszawie, w dniach 22—25 maja 1973 r., trzecia dwustronna
konferencja polsko-ukrainska, po§wigcona nieklasycznym zagadnieniom w mechanice ciala statego, bedacym
przedmiotem badann w o§rodkach naukowych w Ukrainskiej Socjalistycznej Republice Radzieckiej i Polsce.
Uczestnikami Konferencji byli pracownicy Instytutu Mechaniki AN USRR i Instytutu Probleméw Wytrzy-
malosci AN USRR w Kijowie oraz przedstawiciele 5 osrodkéw naukowych w Polsce. Wygloszono 26 refe-
ratdw 37 autoréw, w tym 12 referatdow gosci radzieckich, 6 referatéw wyglosili pracownicy Uniwersytetu
Warszawskiego, po 2 pracownicy Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN, Wojskowej Akademii
Technicznej i Politechniki Poznanskiej, po jednym przedstawiciele Politechniki Krakowskiej, Gdanskiej
i Wroctawskiej. W obradach Konferencji uczestniczylo okoto 70 0s6b. Dyskusja po wykladach byta ozywio-
na, zanotowano ponad sto pytan i wypowiedzi dyskusyjnych, a sama dyskusja zajeta wigcej niz czwarta
czesé czasu obrad. Tematyka Konferencji byta réznorodna, autorzy prac przedstawionych na obradach
rozpatrywali wplyw réznych wilasno$ci materialdéw na stan napr¢zenia i odksztalcenia, mianowicie sprezy-
stych, plastycznych, lepkosprezystych, mikropolarnych i anizotropowych. Rozpatrywano wplywy pola
temperatury, elektrycznego i magnetycznego, zagadnienia dotyczace os$rodkéw zlozonych, os$rodkow
z wigzami, materiatdw wielofazowych, osrodkéw z mikrostruktura, zagadnienia rozprzestrzeniania sie fal,
zagadnienia szczelin, stochastyczne, plyt i powlok, dwie prace dotyczyly zagadnien dos$wiadczalnych.
W pordéwnaniu z poprzednia Konferencja w Kijowie i Pierwsza Konferencja w Warszawie znacznie roz-
szerzyla sie tematyka przedstawionych prac, moze nawet nadmiernie.

Uczestnicy Konferencji, w toku obrad i podczas zakonczenia Konferencji wypowiadali si¢ za konty-
nuacja podobnych dwustronnych konferencji w przyszlo$ci i za rozszerzeniem wspdtpracy na mniej oficjalne
konsultacje, wymiang profesoréw i miodszych pracownikd4w nauki oraz zastanawiali si¢ nad mozliwoscia
prowadzenia wspdlnych badan naukowych zakonczonych wspolnymi publikacjami.

W trzecim dniu Konferencji duza czgéé jej uczestnikéw zwiedzita Torun, wiacznie 2 nowo wzniesionym
Uniwersytetem i Ptock. Ponizej podajemy, w porzadku alfabetycznym, spis wygloszonych referatow:

1. L. P. CHoroszUN (Kijow), Pewne zagadnienia mechaniki ukladéw wielofazowych,
2. F. CuwaLczyk, J. Rara, E. WroparRczYK (Warszawa WAT), Dwuwymiarowe fale naprezenia w spre-
zysto-lepkicj polprzestrzeni wymuszone ruchomym obcigzeniem,
. W. Dubziak (Pol. Poznanska), Plaskie zagadnienie termodyfuzji w ciele stalym,
4. J. DyszLEwicz, S. MATYSIAK (Pol. Wroct., Uniw. Warsz.), Osobliwosé naprezen silowych i momento-
wych w osrodku mikropolarnym,
5. A. GarLka (Warszawa, UW), Powloki jako ciala sprezyste z wiezami,
6. M. E. GarpF, L. I. Iszczenko (Kijoéw), Badania zmeczeniowe materialéw i konstrukcji przy programo-
wanym obciqzemiu,
7. J. GraBackl, G. SzeFer (Pol. Krak.), Uogdinione rozwigzania dla pasma plytowego na podporze li-
niowej,

(98]
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8. JAo. M. GRIGORENKO, A. T. WasiLENkO, N. D. PankraTowa (Kijow), Badania wplywu efektu odksztal-
cerr poprzecznych w niejednorodnych powlokach anizotropowych,

9. W. T. GriNczENKO, A. F. Uritko (Kijow), Drgania cial sprezystych z materialdw z piezoefektent,

10. A. A. Kaminskiy (Kijow), O zniszczeniu dwuwyiniarowych cial kruchych w otoczeniu otwordw,

11. N. A. KiLczewskly (Kijow), Termomechaniczne i elektromechaniczne zjawiska towarzyszqce zderze-
niom twardych cial odksztalcalnych,

12. W. O. Kononienko, M. I. WoroTNikowa (Kijow), Wzajemne oddzialywanie fali uderzeniowej i walca
w wodzie,

13. E. Kossecka (Warszawa, IPPT), Osobliwe deformnacje wst¢pue,

14. A. D. KowaLENKO, W. G. KarnaucHow, W. 1. Kozrow (Kijéw), Dynamiczne zagadnienia termo-
lepkosprezystosci,

15. W. KureL (Warszawa, UW), Dyskretyzowane ciala sprezyste,

16. W. A. Kuzmienko (Kijow), O wplywie rodzaju stanu napreienia na odksztalceniowe wzmocnienie ma-
terialéw konstrukcyjnych,

17. W. Nowack1 (Warszawa, UW), Zagadnienia dystorsji w osrodku mikropolarnym,

18. Z. Oresiak (Warszawa, UW), Inkluzje w osrodku sprezystym i sprezysto-plastycznym,

19. Ja. Ja. Ruszczycknu (Kijéw), O rozwigzaniu typu Papkowicza-Neubera w zagadnieniach mechaniki
osrodkow wieloskladnikowych,

20. Cz. RyMaRz (Warszawa, WAT), Problemy brzegowe nielokalnej teorii sprezystosci,

21. J. SteranNiak (Pol. Poznanska), Plaskie Zrédlo dylatacji w przypadku dzialania pola magnetycznego,

22. Ju. N. Szewczenko (Kijow), Zagadnienia terinoplastycznosci,

23. A. Trzesowsk! (Warszawa, IPPT), Wplyw liniowych charakterystyk mikrostruktury na naprezenia
1 rodzaju,

24. G. A. WaN Fo Fy (Kij6w), Zmodyfikowane modele w teorii osrodkow zlozonych,

25. P. WiLpE (Pol. Gdanska), Duze odksztalcenia makrojednorodne w osrodku sprezystym o losowych nie-
jednorodnosciach,

26. Cz. Wozniak (Warszawa, UW), Podstawy teorii cial sprezystych z wiezami.
Dla potrzeb uczestnikéw Konferencji wydano w jezyku polskim i rosyjskim streszczenia referatow

i program obrad.

Z. Olesiak (Warszawa)

V SYMPOZJON POSWIECONY REOLOGII
Wroclaw, 1—2 grudnia 1972 r.

Na V Sympozjonie po$wigconym reologii, zorganizowanym przez Oddzial Wroclawski Polskiego
Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej w dniach 1—2 grudnia 1972 r., wygloszono nastgpujace
referaty generalne:

1. Reologia metali i polimeréw — prof. dr J. Zawadzki,

2. Reologia betonu — prof. dr A. Mitzel,

3. Reologia gruntow — prof. dr S. Dmitruk,

4. Zagadnienia ogoélne reologii — prof. dr O. Dabrowski.

Pelne teksty referatéw generalnych zamieszczamy w niniejszym Biuletynie.
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REOLOGIA METALI T POLIMEROW*
JERZY ZAWADZKI (WROCLAW)

Podstawowym celem 11 Kongresu Nauki Polskiej jest jej przyszlo$¢ i rozwéj w najblizszym 10—15-leciu.
W takim tez ujeciu zostaly opracowane referaty poszczegélnych sekcji i komisji [3]. W ramach prac Pod-
sekcji Mechaniki Ciata Stalego wazne i istotne fragmenty referatu stanowia réwniez problemy reologii
i wytezenia metali i polimerdw.

Takie tez miejsce zajmuja te zagadnienia w opracowaniu 1. Kisiela, po§wigconym rozwojowi reologii
w Polsce w pierwszym dziesi¢cioleciu istnienia PTMTIS (1958—1968), opublikowanym w MTiS [1]. Na
podkreslenie zastuguja tu réwniez dwa obszerne fragmenty pracy W. NOWACKIEGO na temat Kierunki
rozwojowe i zadania badawcze w dziedzinie mechaniki ciala stalego — opublikowanej rowniez w wydaw-
nictwie MTiS [2):

...7. Badania reologiczne. Mam tu na mysli przede wszystkini prace doswiadczalne, dotyczqce polimeréw
i gruntow oraz znanych materialow konstrukcyjuych, takich jak stal i beton. Chodzi o to, aby uzyvskaé dane
doswiadczalne z pierwszej reki. Prace teoretyczne polegalvby na tworzeniu nowych modeli, gldwnie nielinio-
wych, opisujacych zachowanie si¢ pewnych klas materialow ...

Ismieje wreszcie koniecznosé znacznego rozszerzenia badan w dziedzinie termodynamiki proceséw
nieodwracalnych jako koniecznej wspéinej bazy przy tworzeniu szeregu teorii mechaniki osrodkdw cigglych,
zardwno ciala stalego, jak i cieczy.

Nasilenia wymagajq wreszcie badania eksperymentalne, dotyczqee zjawiska zmeczenia i mechanizmu
pekania materialow.

Przedstawiane na sympozjum prace — w szczegblnosci w zakresie reologii metali i polimeréw — sta-
nowia przeglad wybranych prac naukowo-badawczych w tej dziedzinie trzech oSrodkéw: bialostockiego,
warszawskiego i wroctawskiego. Niestety, podobnie jak na poprzednim sympozjum, zabrakio wéréd
autordw referatéw reprezentantéw dwu réwnie aktywnych oérodkéw, a to krakowskiego i poznanskiego.
Podkreslam «wybranych», gdyz zgodnie z zalozeniami organizacyjnymi sympozjum, przedstawiane moga
by¢ tylko prace dotychczas niepublikowane, a wigc na ogbt z ostatniego okresu dziatalno$ci naukowo-
badawczej cytowanych osrodk6w, o ktérych wiadomo, ze efekty ich dziatalno$ci publikacyjnej w okresie
od poprzedniego sympozjum sa bogatsze.

Komitet Organizacyjny przyjal, podobnie jak na 1V Sympozjum, siedemnascie referatéw z zakresu
reologii metali i polimeréw. Poszczegblne osrodki reprezentowane sa przez:

Bialystok — 6 autor6éw i 5 referatéw
Warszawa — 6 autorow i 5 referatow,
Wroclaw — 9 autorow (w tym jeden wspotautor z Lodzi) i 7 referatdw.

W podziale na dziedziny, zagadnienia—rozwinigte i oméwione w pracach przedstawionych na obecne
sympozjum — rdznia si¢ nieco od zreferowanych na poprzednim. Nie s obecnie reprezentowane: reolo-
giczne aspekty teorii plastycznosci (2), metody optyczne w $wietle spolaryzowanym (2), zagadnienia reo-
statecznosci przeptywéw (1).

Wozrosla natomiast liczba prac po$wigconych pelzaniu przy zmiennych parametrach stanu i struktury
(+2), problemom stabilizacji polimeréw i kompozycji (+2), zagadnieniom relaksacyjnym (+4),
a w szczegdlno$ci — co nalezy uwazaé za zjawisko jak najbardziej pozytywne — zgloszono 7 prac doty-

*) Referat generalny wygloszony w dniu 1 grudnia 1972 r. we Wroctawiu na V Sympozjonie Reologii.
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czgcych tworzyw warstwowych i zbrojonych. W innych dziedzinach wystepuja wahania F1. W ogblnym
zestawieniu podzial prac zgloszonych na obecne sympozjum przedstawia si¢ nastgpujaco:
pefzanie przy zmiennych parametrach stanu i struktury 7
zagadnienia wibropelzania 3
fizyko-strukturalne badania polimerow (dos$w.-teoret.) 4
zagadnienia zmeczenia mechanicznego 3
zagadnienia stabilizacji polimeréw i kompozycji 4
badania zjawisk relaksacyjnych 4
reostatecznos¢ struktur warstwowych zbrojonych 1
podstawowe wiasnosci mechaniczne i analiza odksztalcen 2
kompozycje warstwowe wzmocnione-zbrojone 7

Jak tatwo zauwazy¢, wigkszos¢ z siedemnastu referatow obejmuje dwa z wydzielonych zagadnien.

W podziale na grupy materialow 10 referatéw poswigcono reologii polimerow i ich kompozycji, 4 meta-
[om oraz 3 badaniom preszpanu transformatorowcgo.

Wiekszo$é prac ma charakter doswiadczalny o aspektach fenomenologicznych, aczkolwiek niektore
z nich powiazano réwniez z analizg fizykalno-strukturalng badanych zjawisk reologicznych oraz z préba
zamodclowania procesow oraz opisu teoretycznego.

Prace osrodka bialostockiego

Dwie z prac przedstawionych przez ten osrodek dotycza «Badan wibropelzania przy zginaniu ...»
(A. JakowLuk, B. Krupricz, M. ANisiMmowiICcz) oraz «Badan wibropelzania przy S$ciskaniu laminatu
epoksydowego» (A. JaAkowLUK, J. KAHANE, B. KrRuUPICZ, M. ANISIMOWICZ).

Probki przygotowano droga obrobki mechanicznej 2 pretdéw wykonanych przez oddziat Technologii
i Materialoznastwa Elektrotechnicznego Instytutu Elektrotechniki we Wroclawiu. Zbrojone tworzywo
zawieralo 23—25% zywicy «Epidian 5» oraz 75—77% wlokna szklanego firmy «Gevetex» z trojetyleno-
czteroaming jako utwardzaczem. W obu pracach przeprowadzono préby w temperaturze 373+0,5 K,
czestotliwosci 40 Hz oraz wspolezynniku amplitudy obcigzen 4 = 0,20 na bazie 5.10% cykli. W badaniach
wykorzystano wibropelzarke, stosowana w innych pracach zespotu, odpowiednio zaadaptowana do obu
rodzajéw obcigzen. W obu tez przypadkach przeprowadzono badania na trzech poziomach naprezen
maksymalnych, a to: zginanie — 228, 264 i 300 MN/m?2, sciskanie — 31’8, 33’6 oraz 36’0 MN/m2. Wyniki
badan, opracowane statystycznie, przedstawiono w postaci odpowiednich wykreséw krzywych wibro-
pelzania w skali logarytmicznej. W oparciu o te wyniki opracowano réwnania prostych regresji dla przy-
jetych granicznych odksztalcen (zginanie SIL = 0,5%, $ciskanie — & = 0,75%) oraz granicy wibro-
wytrzymalosci. Rownania te okre§lono w odpowiednich przedziatach N przy wysokiej wartosci wspoélczynni-
ka korelacji; np. dla granicznych odksztalcen przy sciskaniu r = —0,962. Réwnania wibrowytrzymalosci
przedstawiaja si¢ odpowiednio:

Zginanie -— R,(373 K)0,2 = 493—61,071 igN MN/m? dla 10° < N < 2.10* cykli;

Sciskanie -— R, (373 K)0,2 = 38,67 —0,84391gN MN/m? dla N < 10® cykli.

Wykazano, ze przy zginaniu, przy przyjetym granicznym ugieciu, laminat odksztalca si¢ wedtug innych
praw powyzej N = 2.10° cykli. Stwierdzono, ze wibrowytrzymato$¢ przy zginaniu jest okoto siedmio-
krotnie wyzsza niz przy sciskaniu, przy czym przy tym drugim obciazeniu zniszczenie wystepuje w wyniku
Sciskania przy odksztalceniu pelzania okoto 0,1%.

Trzy nastgpne prace zespotu, to: A. JakowrLuk, J. KoryBko, Wplyw srabilizacji na przebieg funkcji
naprezenie-odksztalcenie dla preszpanu zanurzonego w oleju, A. JAKOWLUK, J. KOLYBKO, Pelzanie preszpanu
transformatorowego zanurzonego w oleju przy niestacjonarnych warunkach obciqzen, M. CZECH, A. JAKOWLUK,

Badanie relaksacji naprezen preszpanu zanurzonego w oleju.

Tworzywo to stosowane jest szeroko na przektadki, kotnierze i kliny w uzwojeniach transformatoréw,
pracujgcych w osrodku olejowym. Brak jest na ogét odpowiednich badan podstawowych zjawisk reolo-
gicznych w trakcie pracy materialu przy niestacjonarnych warunkach obcigzen.

Przedstawione wyniki badan quasi-statycznych podstawowych wlasnosci i cech reologicznych preszpanu
maja charakter prac wstgpnych do obszerniejszych badari modutéw dynamicznych tego materialu. Do
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trzech rodzajéw badan przy sciskaniu na odpowiednio zaadaptowanych pelzarkach z rewersorami — zasto-
sowano jako prébki stosy 14 pierscieni z preszpanu (g = 2 mm, D, = 15 mm, D,, = 4,2 mm) wykonanych
na wykrojniku, suszonych przez 48 godzin w komorze prézniowej, a nastepnie nasycanych w oleju przez
kilkanascie godzin w temperaturze 323 K. Proby przeprowadzono natomiast przy zanurzeniu w oleju przy
temperaturze 295+ 2 K i wilgotnosci 65+ 5% w seriach o licznosci 8.

Przcz stabilizacje rozumieja autorzy powtarzanie cyklu obcigzanie-odciazanie z predkoscia
0,25 MN m~2s~! o maksymalnym naprezeniu 30 MN/m?, ktére spowodowalo —ze wzrostem liczby
cykli — zwezenie sig petli histerezy i asymptotyczne zdazanie obu galezi do jednakowej stalej wartosci
odksztatcenia. W oparciu o dane statystyczne z pomiaréw, w zakresie naprezen 0,96+ 29,98 MN/m?
otrzymano rownania prostych w ukladzie logarytmicznym o okreslonych wspélczynnikach. Na tej pod-
stawie dobrano funkcje o = f(e) w postaci o = A, eBn,

Proby pelzania przeprowadzono bez «stabilizacji wstgpnej», wprowadzajac natomiast naprgzenie
wstepne 0,12 MN/m?. Celem ich bylo zasadniczo sprawdzenie, czy badany material zachowuje sig liniowo
lepko-sprezyscie w sensie zasady Boltzmanna. Zastosowano dwa programy obcigzen:

! fy—to=25h  15—1, =50h ty—t, =25h B
a ; = 30 MN/m? 6, = 10 MN/m? o3 = 0,12 MN/m?
b o, = 30 MN/m? o, = 20 MN/m? o3 = 0,12 MN/m?

przy czym oba powtarzano dla danej proby dwukrotnie, otrzymujgc wartosci odksztalcen: €513 = 100n
Oraz €i11/t3 = 100 n-

Opracowanie statystyczne (proby o licznosci 8) z zastosowaniem testu t-Studenta na poziomie ufnosci
0,95 wykazalo, ze wyniki spostrzezen e mieszcza si¢ w przedziale ufnosci wynikow &11, co przyjgto jako
dowéd i hipoteze reologicznej liniowosci badanego materiatu.

W podobny sposéb przeprowadzono réwniez badania relaksacji napr¢zen przy pigciu poziomach po-
czatkowych: 6, = 5, 10, 15,20 i 25 MN/m?, stosujac serie prob o licznosci 6 z oceng rozrzutu wg. testu
Dixona. Opracowanie statystyczne wynikow badan doprowadzito do wyznaczenia réwnania prostej regresji
W postaci

a(ty, 0p) = 66(0,8129—0,065731g7) MN/m?

w przcdziale 0,017 h < 7 < 15 h z ewentualng mozliwoscia pewnej ekstrapolacji w gore.

Prace osrodka warszawskiego

Koledzy z Instytutu Techniki Budowlanej przedstawili dwie prace dotyczace procesow reologicznych
w metalach: M. KOSIOREK, Merody badai relaksacji naprezern w metalach; M. KOSIOREK, W. LUKASIUK,
Badania pelzania i relaksacji naprezen w stalach do konstrukcji sprezonych.

Pierwsza z nich stanowi krotkie, ale interesujace studium na temat zjawisk relaksacyjnych i krytycznej
analizy porownawczej metod badania tych proceséw przy jednoosiowym lub quasi-jednoosiowym (np. liny)
stanie naprezen, w szczegdlnosci w zastosowaniu do ciggien konstrukcji sprezonych. Stusznie stwierdza
Autor, Ze stosowana aparatura i metodyka winny by¢ adekwatne do postawionego celu i zapewniaé: 1) prze-
bieg zjawiska zgodny z jego definicja fizykalna, 2) poréwnywalno$¢ wynikéw badan.

Po systematycznej klasyfikacji metod pomiaru i analizie ich dokladno$ci-—ze szczegdlnym uwzglednie-
niem metod i schematow aparatury, stosowanej w 1TB — przedstawiono ostateczne wnioski, ktére w pod-
sumowaniu sprowadzaja sie do stwierdzen: a) oméwione metody przedstawiaja rézne wartosci w zaleznosci
od celu badania, b) poniewaz w wigkszosci eksperymentdéw zjawiska fizyczne sa jedynie mniej lub bardziej
$cifle modelowane, nie nalezy wigc trudnosci zwiazanych z pomiarami relaksacji naprezen przeceniac,
a jedynie stworzy¢ warunki poréwnywalnosci wynikow badan, prowadzonych w réznych osrodkach réz-
nymi metodami.

Drugi z referatéw stanowi fragment obszerniejszego opracowania po$wigconego badaniom wplywu
przeciazen (instrukcje i normy zalecajace 109, wstepne przecigzenia) na wiasnosci reologiczne stali o wyso-
kiej wytrzymatosci. W przedstawionych badaniach przyjeto zaréwno dla drutéw i lin (trzy produkcji kra-
jowej, a trzy importowane: NRF, CSR, WRL) w préobach pelzania i relaksacji (naprezenie poczatkowe)
naprezenia bliskie stosowanym w praktyce, tj. 0,7 Ry, za$ przecigzano wstepnic do 0,8 R,,, przy czym dia
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opracowania statystycznego wynikow badano serie o licznosci co najmniej n = 3. Préby przeprowadzono
w temperaturze 293 +3 K na odpowiednio przystosowanych pelzarkach produkcji NRD w zakresic 1000
(a w nielicznych przypadkach 1500) godzin. Por6éwnano réznice w wartosciach umownej granicy plastycz-
nosci Ro, 2, odksztalcen i predkosci pelzania oraz intensywnosci relaksacji naprezen w wyniku cytowanych
wstepnych 10-minutowych przecigzen, wystepujace na tle tychze wskaznikéw dla ciggien nieprzecigzanych.
Ogolnie Autorzy stwierdzaja, ze przecigzenie wstepne powoduje w poczatkowym okresie zmniejszenie
intensywnosci efcktow reologicznych, natomiast negatywny jego wplyw przejawia si¢ z uplywem czasu
(przynajmniej w zakresie stosowanego czasu trwania badan, tj. do 1500 godzin), a wigc moze by¢ niekorzy-
stny z punktu widzenia budownictwa. Wydaje sie jednak, ze nalezy zachowa¢ ostroznos¢ przy uogélnianiu
takich wnioskow.

Praca S. OLCHELSKIEGO, Pelzanie poliamidu w warunkach zloZonej historii obciqzenia, stanowi interesujacy
przyklad zastosowania koncepcji H. LEADERMANA, M. WARDA i E. ONATA, z wykorzystaniem aproksymacji
proponowanych przez A. Greena i R. RivLiNa wzgl. R. STAFFORDA ogélnego réwnania konstytutywnego
dla materialéw fizykalnie nieliniowo-lepkosprezystych z zanikajaca pamiegcia, przy badaniach osiowego
pelzania poliamidu T-27 przy 1,2 i 3-stopniowych programach obciazen.

Badania przeprowadzono na peizarce, zbudowanej wedtug koncepcji autora, w temperaturze 296+ 0,2 K,
wilgotnosci 40—52%, na prébkach wioselkowych (60x 10x4 mm?3), wykonanych metoda wtryskowa,
przy czym dla statystycznego opracowania wynikéw stosowano serie o licznosci n = 5. Zlozone programy
obcigzen (o stopniach: o = 1’12, 2’24 oraz 3’36 kG/mm?) obejmowaly pelzanie aktywne przy ¢ = const,
nawr6t oraz pelzanie dodatkowe przy dodatkowym obcigzeniu, przy czym czas trwania 1-go stopnia
obcigzenia wynosil 1000 godz., zmian obciazenia za$§ dokonywano w czasach r; = 10 i 100 godz. oraz
1, = 1101 200 godz.

Zasadniczym celem pracy byla préba okreslenia odpowiednich funkcji materialowych. Stosujac
cytowane koncepcje opisu fenomenologicznego oraz odpowiednie aproksymacje, udato si¢ autorowi wyzna-
czyé — co zostalo poprzedzone odpowiednia analiza dotychczasowych préb w tym zakresie — pewna
liczbe funkcji materialowych dla 1, 2 i 3-stopniowych programéw obciazen, np: dla 1 stopnia:

e(t) = 0,0018 t°.382 ;4 0,00160;>.

Ponadto wyniki badan wykazaly nieliniowo$¢ tworzywa w temp. 296 K powyzej o = 1 kG/mm? oraz
efekt «umocnienia», co potwierdzaja rowniez prace naszego zespotu.

Tematem pracy S. OCHELSKIEGO i Z. ORLOSIA, Pelzanie stali Zarowytrzymalej w podwyzszonych tempera-
turach, byly badania stali zaworowej, zrealizowane na prébkach rozciagganych przy parametrach uwzglednia-
jacych warunki pracy zaworow

T [K] o [kG/mm?]
873 10, 20, 251 30
973 4, 7110
1073 22, 4’2, 6, 8, 10

Badania podstawowe (E, Ro,02, Ro,2 oraz Hgrc) wykazaly dostateczng jednorodno$¢ materiatu probki.
Préby pelzania przeprowadzono na pelzarce firmy L. Schopper z dodatkowymi urzadzeniami pomiarowymi
i kontrolnymi. Dla statystycznego opracowania wynikow stosowano serie o licznosci 3 < n < 9, czas za$
trwania proby wynosit od 100 do 5000 godzin.

Po przeanalizowaniu ksztaltow krzywych pelzania oraz predkosci pelzania stwierdzono wystepowanie
trzeciego okresu pelzania, ktory zalezy od parametréw badania, tj. T oraz o.

Szczegblnie warto$ciowe ze wzgledow zastosowan konstrukcyjnych jest wyznaczenie umownej «czaso-
wej granicy pelzania» (dla ep = 1%;) w funkcji temperatury.

Praca A. WILCZYKSKIEGO i K. PUCILOWSKIEGO, Dlugosé krytyczna widkna wzmacniajqcego osrodek
lepkosprezysty sklada sie z trzech zasadniczych czgéci: 1. Ogdlnego omoOwienia stanu badan i teorii kom-
pozycji wzmocnionych cigtym i cigglym wi6knem szklanym. 2. Opisu znanych teorii wzmocnienia wiéknem
przy zalozeniu idealnie sprezystego materialu wigzacego, z wyznaczeniem dlugosci krytycznej. 3. Wiasnych
rozwazan przy zalozeniu liniowo lepkosprezystych cech reologicznych materialdéw wigZacych.

W oparciu o przedstawione w poprzednich pracach koncepcje réwnan konstytutywnych dia materialow
liniowo lepkosprezystych autorzy proponuja modyfikacj¢ oszacowania dlugosci krytycznej widkna (wg
teorii Outwatera, Rosena i Dowa) oraz przeprowadzaja analiz¢ zalezno$ci naprezenia w widknach w funkcji
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ich dlugosci krytycznych i krytycznego udzialu objetosciowego. Autorzy wykazuja ponadto, ze np. dla
termoplastycznych tworzyw wigzacych (w poréwnaniu do liniowo sprezystych) dlugo$¢ krytyczna winna
ulec zwigkszeniu w granicach 73 = 145%, przy czym istotna rol¢ odgrywa w tym przypadku G, i jego za-
leznosé od temperatury, a dla tworzyw polarnych réwniez od wilgotnosci. Ogélnie stwierdzaja Autorzy,
ze z punktu widzenia podstawowego mechanizmu wzmocnienia pozadana jest jak najwigksza diugosé
witékna w kompozycji.

Prace oSrodka wroctawskiego

Szesé z siedmiu referatow przedstawionych przez zespol, prezentujacy wybrane prace w dziedzinie
reologii i wytezenia tworzyw, prowadzone w [nstytucie Materiatoznawstwa i Mechaniki Technicznej, stanowi
kontynuacje kompleksowych prac naukowo-badawczych, ktérych poprzednie etapy zreferowalismy na
IV sympozjum poswieconym reologii.

W pracy J. ZAWADZKIEGO i E. GROZIKA, Ocena zjawisk «superpozycji» wplywu impulséw termicznych
przy anizotermicznym pelzaniu poliamidu Tarlon XB, przedstawiono analize wybranych wynikéw badan
w zakresie temperatur 7 = 308338 K i naprezen ¢ = 16+31 MN/m?® — przedstawionych w poprzed-
nich publikacjach. Stanowi ona podstawg odpowiedniej modyfikacji zasady dziedzicznosci Boltzmanna.
Przeanalizowano i zbadano — z uwzglgdnieniem aspektéw fizykalno-strukturalnych — przesunigcia funkcji
jader pelzania, spowodowane dzialaniem tréjkatnych impulséw termicznych (wzgl. zastgpczych prosto-
katnych: T = 15K, 4t = 15 min) wedlug programéw:

1. pelzanie przy stalej temperaturze,

2. ,, z impulsem termicznym A(z}—1z,),
3. ,, z impulsem termicznym B(z3—1,) przy czym t; > ¥,
4. .z impulsami A+ B.

Nie wnikajac w szczegbly obszernej analizy i opisu fenomenologicznego badanych zjawisk reologicz-
nych, wyeksponujemy w podsumowaniu, jze pelzanie poliamidu po impulsie nie jest zgodne ani z teoria
wzmocnicnia, ani z teorig plynigcia. Oceniajagc wplyw impulséw termicznych na pelzanie poliamidu z prak-
tycznego punktu widzenia, mozna stwierdzi¢, ze chociaz impulsy termiczne powigkszaja wartosé odksztal-
cenia (zwlaszcza pierwszy), to jednak «przytozenie» odpowiednio dobranego impulsu powoduje, iz poliamid
staje si¢ prawie nieczuly na ewentualne impulsy termiczne, jakie moga wystapi¢ w czasie pracy.

Praca J. ZAwADZKIEGO 1 J. KALWAKA, Oszacowanie parametru prognozujgcego intensywnosé rozwoju
dekohezji zmeczeniowej polimeréw przy wymuszeniach kinematycznych o stalej amplitudzie, zawiera probe
teoretycznego opisu zjawisk relaksacyjnych zachodzacych w polistyrenie wysokoudarowym KA w trakcie
postepujacego procesu zmgezeniowego w obszarze tworzacego sig «wezla odksztalcen trwalych»,

Zasadnicze zalozenie opracowanej metody polegalo na pomiarze odksztalcen ¢,(¢) w takiej odlegtosci
od tworzacego sie «wezla», ktéra zapewnialaby mozliwo$¢ zastosowania réwnan fenomenologicznych
dla modeli strukturalnych liniowcj lepkosprezystosci.

W oparciu o analize opracowanych statystycznie wynikéw badan w trzech temperaturach 7 = 293,303
oraz 313 K dla szesciu wybranych charakterystyk cykli zmeczeniowych (od symetrycznego do asymetrycz-
nego o charakterystyce r = 0,43 przy y,, = 0+ 18,75 mm, y, = 632 mm) z cz¢stotliwoscia 7 Hz, okre$lono
(z wyznaczeniem numerycznych wartosci wspoiczynnikéw) funkcje prognozujace intensywnos$é rozwoju
ztomu zmeczeniowego a(t), &(¢) oraz parametr K prognozujacy stopief zuzycia zmeczeniowego przy wymu-
szeniach kinematycznych okresowo zmiennych o stalej amplitudzie. )

Opis fenomenologiczuy i ocena reoefekiéw wibropelzania belek réwnomiernej wytrzymalosci na zginanie
z Metapleksu NO przedstawiony przez J. ZaAwaDzkIEGO i A. KANIE zawiera szczegdtowa analizg —
z uwgzlednieniem réwniez aspektéw fizykalno strukturalnych — zjawisk reologicznych towarzyszacych
cytowanemu procesowi obciazania przy ome = 8,6 MN/m?, w zakresie czgstotliwosci f = 0+41,6 Hz,
w trzech temperaturach 7 = 293, 303 i 313 K oraz czasach trwania proby + = 18.10%s.

Opracowanie statystyczne wynikéw badan, przeprowadzonych wedtug ustalonego obszernego programu,
oraz wspomniana analiza pozwolita na sformulowanie wnioskéw, z ktérych wyeksponujemy w szczeg6l-
nosci: proces wibropetzania Metapleksu NO przebiega — dla f = const i 7 = const — przy staltych modu-
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fach kinetycznych i praktycznie stalej predkosci é ,,, przy czym nalozenie wibracji o r6znych czestotliwosciach
i roznych temperaturach wplywa na zroznicowanie przyspieszcnia procesu (f— rézne, T = const) i ulo-
zenie krzywych wibropetzania (f = const, T— rozne). Reoefckty wibropelzania sa wyraznie zdetermino-
wane wspolczynnikiem amplitudy odksztatcen Aeq, okreslajgcym «potozenie uktadu» w stosunku do lokal-
nego rezonansu, tzn. im wiekszy A, tym wystapia wigksze reoefekty, wzrastajg rowniez predkoscei pelza-
nia ¢,,. Z praktycznego punktu widzenia nalozenie wibracji w procesie pelzania przyspiesza niekorzystne
efekty reologiczne, a tym samym skraca okres pracy elementu wykonanego z badanego tworzywa,

W pracy przedstawiono rowniez, w oparciu o analiz¢ wynikow badan, koncepcje sformulowania réwnan
krzywych wibropelzania ¢,(r) dla danych czestotliwosci i temperatur w oparciu o wyznaczone moduly
kinetyczne.

J. Zawapzkil i M. Nowak w pracy Analiza fizykalna fenomenologicznych aspektéw zmeczenia polia-
midu starzonego w réznych srodowiskach przedstawiaja wlasne koncepcje wykorzystania w ocenie zywotnosci
zmeczeniowej klasycznego juz réwnania Arrheniusa-Boltzmanna. Oszacowuje ono «czas zycia osiadtego»
odpowiedniej jednostki kinetycznej w zalcznosci od wysoko$ci bariery AE energii aktywacji badanego
procesu fizycznego. Przystosowanie tej do$¢ elastycznej zaleznosci dla oceny zywotnosci réznych elementéw
(np. prébek) przy réznych programach obcigzania, w réznych temperaturach i w r6znych stanach fizycznych
tworzywa wymaga jednak szczegdlnie wnikliwej analizy fizykalno-strukturalnej badanego procesu.

W przypadku dowolnie programowanych zmian obciazen i temperatur wprowadza sig¢ dla oceny zywot-
nosci tzw. kryterium J. Bailcya, opierajace si¢ na podobnych zalozeniach jak np. tzw. regula Minera-Palmgre-
na. Przedstawiajgc krytyczng probe jego modyfikacji uwzgledniono ponadto fizykalno-strukturalne aspekty
starzenia i jego wplyw na odpowiednie wielkosci wystepujace w proponowanej formule. Dotyczy to
w szczegbdlnosci «krytycznej bariery energetycznej» @, oraz «objetosci jednostki kinetycznej» y,. Autorzy
wprowadzaja réwniez tzw. funkcje ryzyka, uwzgledniajaca «wage» naprezen niskich i wysokich oraz wplyw
czasu trwania obcigzenia, a tez zakladaja mozliwos¢ wystepowania tzw. «progu czulo$ci», odpowiadajacego
nieograniczonej wytrzymalo$ci zmeczeniowej. W opisie teoretycznym ocena zywotnosci sprowadza si¢ do
analizy catkowego zapisu funkgji Bessela rzedu zerowego pierwszego rodzaju, z wykorzystaniem funkgcji
zmodyfikowanych.

Przedstawione rozwazania, opierajace si¢ na fenomenologicznym usrednieniu zalozen fizykalno-struk-
turalnej teorii statystycznej, wykorzystuja Autorzy do oceny poréwnawczej wplywu starzenia na ograniczona
wytrzymalo$¢ i zywotno$¢ zmeczeniowsa tworzywa.

Praca J. ZawaDzKIEGO i E. SWIATKA Badania wstepne reostatecznosci pretéw z tworzyw sztucznych
zbrojonych WS sktada si¢ z dwu zasadniczych czesci. W pierwszej przedstawiono charakterystyke badanego
tworzywa (kompozycja Polimalu 109 z wzmocnieniem w postaci warstw tkaniny z widkna szklanego w ilosci
$rednio wagowo 26%;), opis zaprojektowanej i zastosowanej aparatury dla badania reostatecznosci pretoéw
(100 x 10 x4 mm?), metodyke rejestracji sit i odksztalcern oraz wybrane wykresy z pomiaréw (w trzech
temperaturach: 293, 313 i 333 K) wyboczenia pelzajacego w szerokim zakresie obciazen (naprezen), za-
leznych od temperatury badania. Za czas krytyczny przy wyboczeniu pelzajgcym przyjeto moment, w ktdérym
odksztalcenia wzrastaja gwaltownie, przy czym dla badanej kompozycji kryterium takie nie nastreczalo
trudnosci technicznych. W oparciu o serie prob w wysokiej licznosci — ze wzgledu na mozliwosé wystepo-
wania duzych rozrzutdw — opracowano metodami statystycznymi rownania prostych regresji w ukiadzie
(ox=InTR)T.

W czgdei drugiej, analizujac ksztalt cytowanych zaleznosci (6y—+In 74)r, charakter mechanizmu roz-
woju procesu dekohezji oraz wykorzystujac, wspomniang przy omawianiu poprzedniej pracy, elastycznosé
formuly Arrheniusa-Boltzmanna, autorzy przedstawili koncepcj¢ przystosowania jej w sensie fenomenolo-
gicznym do oszacowania zaleznosci czaséw krytycznych od poziomu obciazenia. Autorzy wprowadzili
do cytowanej zmodyfikowanej formuly tzw. funkcje ryzyka, uwzgledniajaca zar6wno «prég czulosci»
ukladu na zaistnialy bodziec termokinetyczny, jak tez roéing «wage» wzglednej wartosci tego bodica
w odniesieniu do jego wartosci krytycznej — dorazne;j.

A. WrocHowicz (L6dZ) i M. Nowak przedstawiaja w pracy Wplyw stabilizacji termicznej, starzenia

i naprezen zmiennych na strukture submikroskopowq poliamidu etap drugi (koncowy) (pierwszy zreferowano
na poprzednim IV sympozjum) badan strukturalnych, majacych na celu ustalenie charakteru zmian
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zachodzgcych w mikrostrukturze fizycznej poliamidu pod wplywem obcigzen zmiennych, czasu starzenia
w roznych $rodowiskach oraz wplywu tych procesOw na wytrzymato$¢ zmeczeniowa.

Stabilizacje termiczng przeprowadzono na specjalnie zaprojektowanym do tego celu i wykonanym
ZRW IMMT urzadzeniu w oleju cylindrowym wg pigciu programéw obrobki cieplnej z zastosowaniem
temperatur T = 443, 448 i 463 K i roznych cisnient do 200 at; 1/3 z ogblne;j ilosci prébek poddano ozna-
czaniu trwaloSci zmeczeniowej przy stalej amplitudzie naprezenia oy, = 6, = 187 kG/em? w tem-
peraturze 298 K i czestotliwosci 15 Hz, pozostale za§ probki przechowywano w klimacie laboratoryjnym
(1/3) oraz w wodzie destylowanej (1/3) i zbadano na trwato$¢ zmeczeniowa po 4-ro miesigcznym starzeniu
w tych osrodkach.

Badania strukturalne przeprowadzono wigc na preparatach wykonanych z wyprasek «dziewiczych»
i znuzonych oraz z prébek starzonych w powietrzu i w wodzie. Oznaczenia zawartosci fazy krystaliczne]
przeprowadzono metodg Hermansa-Weidingera wielkosci obszaréw krystalicznych wg klasycznych for-
mul, oznaczenie za$ gestosci metoda gradientowa wedtug Tunga-Taylora, a na tej podstawie obliczono
stopien krystalicznosci.

Z przedstawionych przez Autor6w obszernych pigciu wnioskéw wyeksponujemy niektore, miano-
wicic: zawarto$¢ lazy krystalicznej maleje w probkach stabilizowanych jedynie dla programu 463 K (1 h)
0 at. o okolo 11%, podobnie jak dla probek starzonych w powietrzu, natomiast dla prébek starzonych
w wodzie i w powietrzu oraz znuzonych wzrasta o 4-+119. Wymiary poprzeczne krystalitow ulegaja,
w wyniku znuzenia, zmianom w kierunkach uprzywilejowanych w prébkach starzonych w wodzie, za$
w kierunku plaszczyzny (020) dla starzonych w powietrzu.

Z. Gapryszewskt i C. WiTkowskl przedstawili pracg Mechaniczne wlasnosci zeliwa. Aczkolwiek
nie wigze si¢ ona bezposrednio dos¢ $cisle z gléwnym haslem sympozjum «reologia», gdyz przedstawiono
w niej wyniki pomiaréw odksztalcen i naprgzen w prébkach cienkosciennych rurowych z zeliwa Z1 14
(przy pieciu programach obcigzenia: rozcigganie osiowe, rozcigganie obwodowe, Sciskanie osiowe, rozcia-
ganie dwuosiowe i skrecanie), to jednak réwniez i dla takiego tworzywa, jakim jest badane zeliwo w nor-
malnej temperaturze, wyeksponowuja si¢ przy powtérnych obciazeniach pewne efekty typu reologicznego,
zwigzane ze zmianami ksztaltu krzywych obcigzenie—odksztalcenie. W szczegblnosci stwierdzono to dla
dwu pierwszych programéw obciazen «prostowanie» si¢ wykresdbw w zakresie wigkszych obciazen (na-
prezen).

Autorzy wykazali ponadto silng zalezno$¢ wspblczynnika przewgzenia » = »(&) od odksztalcenia —
zmniejszanie si¢ przy rozcigganiu — co $wiadczy o nieliniowej zaleznosci pomigdzy naprezeniem $rednim
i odksztalceniem objetoSciowym, rbéznice w modulach Younga przy rozcigganiu i $ciskaniu, wreszcie
oszacowali odksztalcenie krytyczne wg. hipotezy ztomu kruchego.
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Dyskusja

Dyskusji przewodniczyl referent generalny prof. dr inz. Jerzy ZAwApzKIl. W pierwszej czgsci, po$wie-
conej pytaniom i uwagom odno$nie poszczegblinych referatéw uczestniczylo 6 os6b. J. ZAwADzKI — na
tle referatu A. WILczyNskIEGO i K. PuciLowskIEGO — przedstawit uwagi o wplywie wspolczynnika prze-
wezenia na no$no$é kompozycji zbrojonej WS, proszac autoréw o ustosunkowanie si¢ do tego zagadnienia
np. w pordwnaniu z koncepcjami Rabinowicza i in. A. WILczyRskI zwrdcit sig do autoréw A. JAKOWLUKA
i in. z prosba o wyjasnienie odno$nie przyjecia tak wysokiego procentu zbrojenia. T. Hop ustosunkowat
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si¢ krytycznie do terminologii, stosowanej w referatach zespotu z Bialegostoku (A. JaAxowLuk, B. Kru-
PICZ i in.), np. do definicji «wibrowytrzymatosé» itp. Z. BycHaAwsKI przedstawil pewne uwagi odnosnie
$cistosci sformutowan i zalozen przyjetych w kilku referatach, proszac autoréw o wyjasnienia. Z. ORr-
ro$ zwrdcit sie do referenta z prosba o wyjasnienie, dlaczego taczy si¢ na sympozjonie problemy reologii
metali i polimerow w jednym referacie gencralnym. W wyniku ponownego wystapienia T. HOPA w sprawie
poprawnosci definicji, stosowanych w referatach zespolu z Bialegostoku, wywigzala si¢ dyskusja, w ktorej
uczestniczyli ponadto A. WILCZYNSKI, A. JAKOWLUK i Z. ORLOS.

W drugiej czesci, poSwigconej wystapieniom autoréw uczestniczylo 7 os6b. A WILCZYNsSKI ustosun-
kowal sie do zagadnienia wptywu wspdlczynnika przewgzenia na no$no$é¢ laminatéw szklanych. L. Bru-
NARSKI przedstawil w uzupetnieniu referatéw zespolu z ITB Warszawa (M. KosIOREK i in.) dodatkowe
wyniki badan wtasnych. B. Kruricz odpowiedzial na pytania dyskutanta oraz przedstawit dodatkowe
informacje o pracach naukowo-badawczych osrodka biatostockiego. S. OCHELSKI, E. GROZIK i J. ZAWADZKI
ustosunkowali sig do uwag dyskutanta, uzgadniajagc z nim swe poglady. Z. GABRYSZEWSKI przedstawil,
na propozycj¢ J. ZAWADZKIEGO, dodatkowe uwagi odnos$nie problemu rozszerzalno$ci termicznej anizo-
tropowych laminatéw szklanych w oparciu o wlasne badania.
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Celem referatu jest omowienie prac zamieszczonych w materialach sympozjonu pod wspélna nazwa
«Reologia Betonu» (s. 239—273). Zgrupowano w tym dziale 12 prac, z ktérych tylko 10 zaliczy¢ mozna
do zagadnien zwiazanych bezposrednio z reologia betonu. Jedna praca dotyczy bowiem wplywu podwyz-
szonej temperatury na pelzanie ciggien sprezajacych i powinna sie znalez¢ w grupie prac objgtych reologia
metali i polimeréw. Ze wzgledu jednak na fakt, ze zmienne warunki temperatury wywotane sa niektoérymi
metodami przyspieszonego dojrzewania betonu, pracg zaszeregowano do reologii betonu.

Druga praca zajmujaca si¢ odksztalcaniem beton6w polimerowych, a wiec odksztalceniem betonéw,
ktérych pelzanie nie jest wywolane zachowaniem si¢ w czasie zaczynu cementowego, powinna takze by¢
zamieszczona w grupie reologii polimeréw.

Podzial tych 12 prac wediug oSrodkéw jest nastepujacy: Gliwice — 1 praca, Warszawa — 3 prace,
Wroclaw — 7 prac, Wroclaw-Odessa — 1 praca,

Przed oméwieniem poszczegblnych prac przedstawiono krétki przeglad prac poswieconych reologii
betonu, opublikowanych w okresie do ostatniego sympozjonu wroclawskiego (1969 r.).

Nalezy stwierdzi¢, ze przez diugi okres czasu ukazywaly si¢ drukiem liczne prace przyczynkowe z dzie-
dziny reologii betonu o charakterze teoretycznym i do$wiadczalnym w czasopismach krajowych i zagra-
nicznych, natomiast w ostatnich latach zanotowa¢ mozna pojawienie si¢ na rynku ksiggarskim mono-
grafii obejmujacych w pewnym sensie caloksztalt zagadnien zwigzanych z reologia betonu. W roku 1970
zostala wydana ksigzka A. M. NeviLLE (Uniwersytet Leeds, Anglia) pt.: Creep of Concrete, Plain, Rein-
forced and Prestressed oraz ksiazka A. MITZELA pt.: Reologia betonu, wydana w 1972 r. (Wydawnictwo
Arkady, Warszawa).

Mimo braku jeszcze wynik6w badari do$wiadczalnych szeregu zagadnieri z zakresu reologii betonu,
ukazanie sie tych ksiazek $wiadczy o potrzebie pewnej syntezy obecnego stanu wiedzy w tej dziedzinie.

Warto takze podkresli¢, ze w roku 1969 odbyla si¢ w Kijowie konferencja na temat petzania i skurczu
betonu, na ktérej przedstawiono 43 referaty z calego Zwiazku Radzieckiego. We wrze$niu 1972 (4—8.IX)
odby! si¢ w Lionie (Francja) 6 Migdzynarodowy Kongres Reologii o bardzo szerokiej tematyce, obejmu-
jacej, oprécz ogbdlnych zagadnier teoretycznych, takze reologi¢ réznych materialéw, m.in. metali, poli-
merdw, farb, gruntéw, betonu i innych. Interesujacymi elementami programu sa ponadto reooptyka
i bioreologia.

W pierwszej z wymienionych konferencji godne podkredlenia sa referaty, w ktérych autorzy podej-
muja probe wyjasnienia pelzania i skurczu na gruncie zjawisk strukturalnych. W innej pracy przedstawiono
prébe usci$lenia wspotczynnika Poissona pelzania jako funkcji dwéch zmiennych (¢, t). Praca ta, jak tez
prace innych autoréw (Leeds, Wroclaw) wykazuje, ze funkcja ta zalezy na ogdt od poziomu naprezenia
i wieku betonu w chwili przylozenia obciazenia i po pewnym okresie stabilizacji (50 do 70 dni), jest war-
toscig stalg nieodbiegajaca w zasadzie od wartosci doraZznego wsp6lczynnika Poissona. Mimo ze zagadnie~
nie to nie jest jeszcze w pelni wyja$nione, mozna juz obecnie stwierdzié, ze w problemach dwu- i tréjosio-
wych przyjecie wspélczynnika Poissona »(7, 7) jako usredniona warto$é staly niedaleko odbiega od rze-

*) Referat generalny wygloszony w dniu 1 grudnia 1972 r. we Wroctawiu na V Sympozjonie Reo-
logii.
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czywistosci. Takie zalozenie w duzym stopniu upraszcza ogdlne réwnanie pelzania przy wicloosiowych
stanach naprezenia.

Na wyniki badan przedstawionych na drugiej z wymienionych konferencji (Lion) trzeba bedzie jeszcze
poczekac, albowiem materialy sa obecnie w druku w czasopismie «Reologica Acta» wydanym przez
I’Association Rhone-Alpes (Francja)

Omawiajac wieloosiowy stan naprezenia nalczy zwrdéci¢ uwagg na jeszcze jedno zagadnienie, ktére —
mimo sporadycznie ukazujacych si¢ prac — nie znalazlo jeszcze ostatecznego rozwigzania. Chodzi o miarg
pelzania w dwuosiowym stanie naprezenia. Miara pelzania przy dwuosiowym stanie naprezenia nie moze
byé zidentyfikowana z miara petzania stanu jednoosiowego. W oparciu o swoje badania, podobne zdanie
wyraza A. M. NeviLLE. Stwierdzenie takie pociaga za soba zmiany w réwnaniach (petzania) dwuosiowego
stanu naprezenia, w ktoérych wg Arutiuniana wystarczy wstawi¢ do jadra réwnan calkowych Volterry
funkcje reprezentujaca miary pelzania jednoosiowego stanu. Popelniony blad moze — jak badania wstgp-
ne wykazujg — dochodzi¢ do 30%;. Sprawa ta wymaga dalszych badan eksperymentalnych, ktdre niestety
nie naleza do latwych.

Z dalszych, dotad niewyjasnionych problemoéw, nalezy wymieni¢ sprawg¢ addytywnosci petzania
i skurczu betonu. Wspomnialem o tym w referacie generalnym na 1V Sympozjonie reologii w 1969 r. Zja-
wisko to jest nadal niewyjasnione. W ostatnich 3 latach zadna praca na ten temat nie zostala opublikowana.
Przyczyna tego stanu jest brak badan doswiadczalnych i opracowan teoretycznych dotyczacych zjawisk
zachodzacych w strukturze betonu.

Intensyfikacji badan eksperymentainych i dociekan teoretycznych wymaga szereg zagadnien, miedzy
innymi:

— problemy wibropelzania ustrojoéw zelbetowych i spr¢zonych,

— naprezenia wywolane polem temperatury w betonowych konstrukcjach tarczowych, plytowych
i lupinowych z uwzglgdnieniem skurczu i pelzania betonu,

— uwzglednienie nieliniowego pelzania betonu w zginanych elementach zelbetowych w stanie granicz-
nym,

— problemy statecznosci betonowych elementéw pregtowych i powierzchniowych z uwzglednieniem
zjawisk reologicznych betonu.

Przystepujac do oméwienia poszczegdlnych referatdéw pozwole sobie oméwié je w kolejnosci, w ktore
zostaly wydrukowane w materiatach sympozjonu.

W pracy pt. Pelzanie plyt zelbetowych o zmiennej sztywnosci (L. BRUNARsKI, W. DESCOURS, s. 239)
autorzy przedstawiaja spos6b uwzglednienia pelzania betonu przy obliczaniu ugig¢ prostokatnych plyt
zelbetowych. Obliczenia oparte sa na zalozeniu ciaglej zmiany sztywnos$ci, spowodowanej nieréwnomier-
nym zbrojeniem i zarysowaniem wg schematu podanego na rys. le (s. 241). Rozwiazanie numeryczne
uzyskano przy zastosowaniu metody réznic skonczonych. Celem sprawdzenia metody przeprowadzono
pomiary ugie¢ stropu. Zgodno$é ugie¢ pomierzonych i obliczonych jest zadowalajgca, bo nawet po 300
dniach réznica migdzy wynikami obliczen a ugieciami stwierdzonymi w naturze nie przekracza 10%.

Praca pt. O obliczaniu ugieé zelbetowych plyt kolowosymetrycznych przy obcigzeniu dlugotrwalym
(L. BRUNARSKI, S. ZMIGRODZK], s. 251) jest zastosowaniem do plyt kolowych réwnarn podanych w poprzed-
niej pracy dla plyt prostokgtnych.

Praca pt. Odksztalcenia betondw polimerowych pod obciq: eniem dlugotrwalym (T. Hop, s. 259) dotyczy
cickawego i z punktu widzenia praktyki waznego problemu betonéw skladajacych si¢ z réznych kompo-
zycji zywicznych mieszanych z kruszywem jako wypelniaczem. Nasuwa si¢ szereg pytan odnosnie sposobu
wyznaczenia modulu sprgzystoSci betonu oraz roli wilgotnosci wzglednej przy tego rodzaju betonach.

W pracy pt. Funkcje liniowego i nieliniowego pelzania (M. Kraroc, s. 275) autor zajmuje si¢ zagadnie-
niem okre$lenia granicy miedzy tak zwanym pelzaniem liniowym i nieliniowym betonu. Propozycja autora
polega na podaniu jednego wyrazenia opisujacego przebieg odksztalcen betonu przy diugotrwalym obcia-
zeniu w calym obszarze naprezen od zera do «wytrzymalosci dlugotrwalej».

Ze wzoréw (34) podanych na s. 284 wynika, Zze dla obliczenia odksztalcenia jednostkowego pelzania
ep(a, T,1) trzeba wyznaczy¢ w sposdb eksperymentalny 5 parametréw (wedlug teorii Arutiuniana). Od-

nos$nie postaci funkcji (34), w ktérej wykladnik potegi jest —y)/t— T mam pewne watpliwosci, powstang
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bowiem trudnosci przy rozwigzywaniu rownan catkowych, poniewaz wyrazenie (1 - e_”/"’)jest czescia
jadra réwnania catkowego Volterry.

Praca pt. Wplyw podwyzszonej temperatury na pelzanie ciegien sprezajqcych (M. Koslorex, W, LUka-
SIUK, s. 291) dotyczy doswiadczalnego okreslenia wplywu zmiennych warunkéw temperatur wystepujacych
przy stosowaniu niektérych metod przyspieszonego dojrzewania betonu na pelzanie ciggien sprezajacych.
Interesujacy jest nagly wzrost predkosci odksztalcen (pelzania) oraz szybki spadek predkosci odksztalcen
przy wzroscie czasu trwania ogrzewania.

Prace pt. Pelzanie betonu w swietle parametréw technologicznych (A. MitzeL, R. Stus, M. KtApog,
s. 303) oraz pracg pt. Ksztaltowanie skurczu betonu (R. Stus, A. MiTZEL, M. KLAPOE, W. RAawa, s. 363)
mozna zaliczyé do zagadnien inzynierii materialowej, zajmujacej si¢ komponowaniem lub wykonaniem
materialéw o z gory ustalonych wlasnosciach fizycznych lub chemicznych. W tym przypadku chodzi o wias-
nosci reologiczne. Najwazniejsze wnioski z obu prac sa nastepujace:

— betony wykonane na cemencie portlandzkim wykazuja mniejsze pelzanie niz analogiczne betony
oparte na cemencie hutniczym,

— betony wykonane z cementéw z dodatkiem gipsu dwuwodnego w iloéci 3% do klinkieru wykazaly
najmniejsze pelzanie,

—- dodatek klutanitu (jako plastyfikatora) warunkujacy polepszenie urabialnosci nie powoduje
wzrostu odksztalcen skurczowych,

W pracy pt. Analityczne ujecie odksztalcer postaciowych betonu (M. PERSONA, s. 317) na podstawie
wynikéw wilasnych badan doswiadczalnych autor przedstawia wyrazenia opisujace odksztalcenia posta-
ciowe dorazre i reologiczne betonu. Zaproponowane wzory skladaja si¢ z czesci «diniowej» i «nieliniowej»
(wzér (1), s. 318); parametry wchodzace w sklad tych wzoréw wyznaczono za pomoca maszyny analo-
gowej. Mimo dobrej zgodnoséci wyrazen analitycznych z wynikami empirycznymi istnieje obawa, ze w kon-
kretnych zadaniach nie mozna bedzie z nich skorzysta¢ (wzér (11), s. 322), zalezno$ci te maja bowiem te
same mankamenty co wzor (34) i dalsze na s. 289 pracy M. Ktapocia.

Praca pt. Badania odksztalcen betonu naparzanego przy obciqzeniach dlugotrwalych (M. PERSONA,
A. DziENDZIEL, s. 327) zawiera wyniki pomiaru odksztalcen postaciowych uzyskanych na skrecanych
clementach rurowych dla betonéw naparzanych i nienaparzanych. We wnioskach autorzy stwierdzajg,
ze wykresy odksztalcen przy $ciskaniu i scinaniu sa w calym obszarze naprezefi — krzywoliniowe, tak dla
betonéw nicnaparzanych jak tez naparzanych. Stwierdzenie, Zze naparzanie betonu przyspiesza nie tylko
jego wiazanie i dojrzewanie lecz takze starzenie, jest oczywiste, dojrzewanie bowiem jest w tym przypadku
synonimem starzenia.

Praca pt. Wykorzystanie matematycznych maszyn analogowych do wyznaczenia parametrow funkcji
pelzania (M. PERSONA, J. ROZEWIcZ, s. 339) wskazuje na mozliwosci elektronicznej techniki analogowej
przy opisywaniu analitycznym i wyznaczaniu parametrow funkcji pelzania betonu na podstawie wynikoéw
badan do$wiadczalnych.

Celem pracy pt. Uwzglednienie cech reologicznych betonu przy obliczaniu konstrukcji betonowych
(1. ProKOPOWICZ, S. JASMAN, s. 347) jest ustalenie zakresu zastosowania teorii fenomenologicznych liniowej
teorii pelzania betonu do obliczania konstrukcji betonowych. Migdzy innymi autorzy analizujg wplyw
pelzania betonu na odksztalcenia i naprezenia w konstrukcjach zelbetowych pracujacych w fazie I i II.
Interesujace sa wykresy odksztalcen $ciskanej strefy elementéw pracujacych w fazie drugiej oraz wykresy
zmian w czasie wspoélezynnika W, (t), ktory przy wzroscie czasu ¢ dazy do jednosci.

Praca pt. Wspdlczynnik odksztalcalnosci betonu przy zmiennych predkosciach obciqzenia (A. MITZEL,
J. WLODARCZYK, s. 373) jest rozszerzeniem pracy pierwszego z autorow, ktéry przedstawit E jako funkcjg
dwéch zmiennych — E(¢, ). W tym przypadku podano ujecie analityczne wsp6lczynnika E jako funkcji
trzech zmiennych — E(o, 7, v), gdzie v jest predkoscia przyrostu obciazenia. Na podstawie wynikéw
badan mozna stwierdzi¢, ze najwiekszy wplyw na warto$¢ E betonu wywiera zmiana naprezef. Predko$é
narastania napr¢zenia oraz wiek betonu T majg znaczenie tylko w pewnych konkretnych przypadkach,
na przyklad przy sprawdzeniu odksztalcen starej konstrukcji, albowiem wowczas réznica wartosci E betonu
w wieku 15 dni i np. 200 dni wynosi juz okolo 17%,.

11*
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Dyskusja

L. BRunNarskl (Warszawa) w odniesieniu do referatu PERSONY | DZIENDZIELA uwaza, ze mozna wyko-
rzysta¢ aparature z cisnieniem wewnetrznym, by uzyska¢ pomiary w plaskim stanic naprezenia. Odno$nie
referatu PROKOPOWICZA i JASMANA — nalezaloby niektdre terminy zmienié, np. wspdlczynnik relaksacji.

Z. BycHawskl (Krakéw) w odniesieniu do referatu Kerarocia pyta, w jaki sposéb w réwnaniu (38)
moga wystapi¢ dwa czasy (7 i 7)? Podkreéla fakt podany przez A. MITZELA, iz rownania (36) i (37) sa
trudne w stosowaniach praktycznych. Wzor (35) przedstawia dwie r6zne funkcje f; w tej sprawie prosi
0 wyjasnienie.

G. Szerer (Krakow) uwaza, ze wspOlczynnik Poissona »(7, r) jako funkcja dwoch zmiennych jest
wazny dla betonu, dla glin, gbérotwordw, Jest to zagadnienie mato zbadane. Badania przedstawione w re-
feracie J. WLODARCZYKA i A. MITZELA s3 pierwszymi badaniami na ten temat w Polsce.

Na korcu dyskusji autorzy referatdw ustosunkowali si¢ do wypowiedzi dyskutantéw, udzielajac od-
powiedzi na postawione pytania.
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1. Wstep

Metody reologii wprowadzone zostaly do mechaniki gruntu w potowie lat pigcdziesiatych. Fakt ten
laczy si¢ z nazwiskami Tan TionG-KiE, W. A. Geuze i J. M. BURGERSA. Pierwszy z wymienionych byt
autorem rozprawy Onderzockingen over de rheologische Eigenschappen van Klei — pozostali, jego pro-
motorami [1]. Wkrotce potem metody reologii w polskiej mechanice gruntéow zostaja zaadaptowane przez
1. Kisrera. To, ze mam szczgscie zaliczaé sig do ucznidw 1. KIslELA | TANA, pozwolito mi przesledzi¢ od
poczatku rozwdj tej dziedziny mechaniki.

Wspomniane wydarzenia poprzedzily specyficzny kryzys mechaniki gruntéw, ktérego skutki daja
znaé o sobie jeszcze i dzis. Sadze, Zc celowe jest zastanowienie si¢ nad przyczynami tego kryzysu.

Zardwno klasyczna mechanika, jak i reologia gruntu zajmuja si¢ opisem tego samego ciala, tj. oSrodka
rozdrobnionego. Punktem wyjscia w obu przypadkach jest model fizyczny, definiowany przez pojecie
reprezentatywnego obszaru elementarnego. Obszarowi temu przypisuje si¢ wymiary skonczone [2, 4],
w przeciwienstwie do nieograniczenie malego obszaru elementarnego, jakim operuje mechanika osrodkow
ciagtych.

Pociaga to za soba bardzo istotne nastgpstwa, o ktorych nie zawsze si¢ pamigta, a moze nawet w wielu
przypadkach nie zdaje sobie sprawy. Pierwszym z nich jest interpretacja pojecia naprg¢zenia. Jezeli w me-
chanice osrodkow cigglych naprezenie interpretuje si¢ jako

i 4P
W 7= A.;‘lllo as’
to, wobec skonczonych wymiardéw obszaru elementarnego, w oSrodku rozdrobnionym naprezenie charak-
teryzujace sie jako
AP

Q) 6=5-

Aby zda¢ sobie sprawg z dalszych nastepstw interpretacji przeprowadzimy nast¢pujgce rozumowanie.,
Niech obszar elementarny osrodka rozdrobnionego znajduje si¢ wewnatrz ciala cigglego, na konturze
ktorego dane zostalo obcigzenie zewngtrzne. Jezeli w dowolnej chwili naprezenia dzialajgce na powierz-
chnig zewngtrzng obszaru elementarnego majg by¢ zrownowazone przez oddzialywanie materialu tworza-
cego ten obszar, konieczne jest spetnienie warunku

3) f owydF = f ruy dF,
4F aF
gdzie AF — powierzchnia ograniczajgca element, r() — funkcja oddzialywania materialu.

Warunek moze by¢ spelniony przez rézne funkcje: wlasciwa, dla materialu obszaru elementarnego,
powinna by¢ okre§lona przez zwigzki fizyczne. Przypomnijmy, ze skomplikowane wlasciwo$ci osrodka
uniemozliwily klasycznej mechanice oérodka rozdrobnionego na funkcyjny zapis zwigzku

) y = F{a}

*) Referat generalny wygloszony dnia 2 grudnia 1972 r. we Wroclawiu na V Sympozjonie Reologii.
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i spowodowaly wprowadzenie zwigzkéw lokalnych w postaci

(5 q = k(I—1y),
(6) Ae = a(do—Aa,),
) 9 = '+ (0 —0,)9"tgg’.

W zwiazkach tych czas wyst¢puje w sposob niejawny, bgdac argumentem funkcji ztozonych oy, ¢, ¢,
k,a.

Wobec takiej sytuacji mechanika o$rodka rozdrobnionego podj¢la proby adaptacji rownan stanu
prostych cial reologicznych. Jednak skonczone wymiary obszaru elementarnego wykluczyly mozliwosé
dyskretyzacji efektow wewnatrz obszaru [4], dyskretyzacji ktéra stanowi ogromng zalet¢ mechaniki o$-
rodkéw cigglych operujacej nieograniczenie malymi elementami.

Metody reologiczne pozwolily na przezwycig¢zenie tych trudnosci dzigki:

a) wprowadzeniu do rozwazan przestrzeni wymiarowej o bazie: naprezenie, odksztalcenie, czas;

b) wprowadzeniu analogu zewngtrznych efektéw reakcji wewngtrznej obszaru elementarnego.

Rozwazania w przestrzeni wymiarowej o bazie o, v, + pozwolily na funkcyjny opis, przynajmniej po-
wierzchni ograniczajacych i przekrojow zwiazku [4], wlasciwosci za§ modeli reologicznych — na opis reakgji
wewngtrznej materiatlu, poprzez analog efektéw zewnegtrznych. Dalo to mozliwo$¢ rozwigzania szeregu
zadan w zastosowaniach technicznych.

2. Omowienie referatow sekcyjnych

Na tle przytoczonej krétkiej analizy rozpatrzymy referaty naszej sekcji.

Poza sugerowana przez analize «klasyfikacjg» znajduje si¢ referat A. Borcza i J. DUBISA pt. Badania
naporu gruntu na tymczasowe umocnienia scian wykopu. Ograniczona ilo$¢ wynikéw pomiaréw uniemozli-
wila Autorom ich interpretacje. Niemniej informacje zawarte w referacie zapowiadaja mozliwo$é uzyskania
interesujacych materiatow.

Okreslong grupe tematyczna reprezentuja referaty pochodzace z Gdanskiego Oddziatu naszego To-
warzystwa. Ich podstawg teoretyczng stanowia zaloZenia ofrodka sztywno-idealnie plastycznego Iub
sprezysto plastycznego, podstawowe za$ narzgdzie — badania modelowe. Wszystkie traktuja o waznych
i niedostatecznie rozpoznanych zagadnieniach. Sa to prace: 1) E. DemBICKI, W. ODROBINSKI, B. ZADROGA
pt. Nosnosé podloza fundamentowego stanowiqcego zbocze w swietle doswiadczen, 2) A. BoLt, E. DEMBIC-
KI pt. Nosnosé fundamentéw blokowych poddanych dzialaniu momentu wywracajgcego w s$wietle badan mode-
lowych, 3) E. DEMBICKI, W. ODROBINSK1 pt. Nosnos¢ uwarstwionego podioza fundamentowego.

W pracach 1) i 2) zreferowane zostaly wyniki badan modelowych, ktére poréwnano z wynikami roz-
wigzan odpowiednich zadan o$rodka sztywno-idealnie plastycznego. Szersze opracowanie teoretyczne,
przy zastosowaniu modelu sprezysto-plastycznego zawiera referat 3. Znajdujemy propozycje wykorzystania
zasady zachowania energii, przy zalozeniu stalej objg¢tosci obszaru uplastycznionego, do rozwigzania
zadania podanego w tytule referatu. Sadzg, ze w przypadku wszystkich referatéw przedmiotem dyskusji
moze staé sie sprawa udokumentowania wplywu, lub braku wplywu oddziatywania $cian i dna na wyniki
badanh modelowych, oraz problem przetransponowania wynikéw na obiekty rzeczywiste.

W tym ostatnim aspekcie nowe problemy dyskusyjne stwarza wprowadzenie w referacie E. DemBic-
KIEGO i W. ODROBINSKIEGO — Nosno$¢ uwarstwionego podloza fundamentowego, analogu sprgzysto-plas-
tycznego i zastosowana metoda rozwigzania.

Podkreslajac niewatpliwa nowo$¢ jaka stanowi to podejscie w rozwiazaniu zadania (dotychczas po-
dobne propozycje dotyczyly rozwazan nad niektorymi zagadnieniami obszaru elementarnego np. [3)]),
nie mozna jednak nie dostrzec wyltaniajacych si¢ w zwigzku z propozycja zagadnien.

W rozpatrywanym przez Autoréw zadaniu material tworzgcy warstwy musi przej$é wszystkie fazy
pracy od minimalnych wartosci stanu naprezenia az do stanu granicznego. Z natury rzeczy proces ten
musi odbywa¢ si¢ w czasie, a zmiany stanu naprezenia nie musza przebiega¢ monotonicznie. Wobec skom-
plikowanych wtasciwosci osrodka rzeczywistego i wyraZznie wystepujacych efektéw dziedzicznodci (pamigei)
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powstaje pytanie: czy zastosowanie modelu sprezysto-plastycznego pozwoli na dostatecznie dokladne
oszacowanie pracy w tym osrodku?

Sadze, ze problem ten wart jest przeanalizowania przed przystapieniem do rozwigzania zadania.
Istnieje oczywiscie szereg przykladow zastosowania «ponadczasowych» analogéw, ma to jednak miejsce
w okreslonych warunkach wyznaczania efektéow zewngtrznych np. przy niewielkich przyrostach naprezen
czy szczegblnych stanach naprezenia np. w stanie granicznym.

Trzy nastepne referaty przedstawiaja zagadnienia teorii konsolidacji, a to: 1) Z. KoNczaka, pt. Osia-
danie powierzchni polprzestrzeni konsolidujgcej pod dzialaniem obciqzenia statycznego, 2) J. GASZYNSKIE-
GO i G.Szerera pt. Konsolidacja pdlprzestrzeni lepkospreiystej pod obciqzeniem osiowo-symetrycznym,
3) B. LacHowicza i G. Szerera pt. Konsolidacja polprzestrzeni lepkosprezystej przy obciqzeniu antysy-
metrycznym.

Zwréémy uwage, ze model fizyczny osrodka rozdrobnionego dopuszcza co najmniej trzy typy kon-
solidacji z uwagi na uklad strukturalny szkieletu, rézniace si¢ przede wszystkim warunkiem poczatkowym
dla momentu realizacji warunkow brzegowych (obciazenia)

dla szkieletu statecznego
(8a) Ao = dagoy: 10wy = 0,

dla szkieletu quasi-statecznego
(8b) do = A,'_I(Th.(o)-l—,_]ﬁs(o),

dla szkieletu niestatecznego

(8¢) do = dayoy; Aosio) =0,

ico najmniej dwa typy z uwagi na zwiazek opisujacy filtracje, a roznigce si¢ warunkami koricowymi
(8d) gdy I, =0 doyw=0,

(8e) gdy Iy # 0 doy)# 0.

Stad, z punktu widzenia mechaniki o$rodka rozdrobnionego, przedstawione rozwigzania sg rozwigzaniami
szczegblnych zadan stanu odksztatcenia.

Inny problem zwigzany z zastosowaniami teorii konsolidacji znajdujemy w referacie R. DZIECIELAKA
pt. O okreslaniu stalych osrodka konsolidujqcego.

Problem moze by¢ wzglednie prosty, tak jak to przedstawia Autor, dla osrodka, w ktéorym modul
sprezystoscei i wspoélczynnik Poissona moga byé traktowane jako state materialowe, a technika oznaczania
moduldéw $ciliwosci objetosciowej ziaren szkieletu opanowana. Nie odnosi si¢ to niestety do o$rodka
rozdrobnionego.

Ostatnig grupe stanowig referaty eksponujace metodyke reologiczna, zastosowana w rozwigzaniach
zadan technicznych.

Referat K. ABRAMSKIEGO pt. Wiskozymetryczne badania reologiczne osadow poprodukcyjnych przemysiu
sodowego. Wyniki uzyskane przez K. Abramowskiego pozwalajag na wyrobienie sobie pogladu na wtasci-
wodci reologiczne opisywanego materiahu. Sadze, ze referat sygnalizuje intencj¢ Autora i dalsze uogélnienie
uzyskanych wynikéw.

J. KWIATEK W pracy pt. Reologiczne aspekty wspolpracy budowli z podlozem gdrniczym i H. GLINKO
w pracy pt. Wplyw predkosci odksztalcenia na zmiane ‘stanu naprezenia w gruncie na terenach gorniczych,
przedstawiajg wyniki badafn konsekwentnie prowadzonych w gléwnym Instytucie Gornictwa, z ktérych
poczatkami mieli§my mozno$é zapoznaé si¢ na poprzednich Sympozjonach.

W aktualnym stanie zagadnienia wskazane byloby, moim zdaniem, podjecie prob identyfikacji efektoéw
reologicznych procesu rzeczywistego z przyjetymi w referatach modelami. Jak mi wiadomo, autorzy dyspo-
nuja juz obecnie pewn)fmi materiatami na$wietlajgcymi to zagadnienie.

Referat I. KiSIELA pt. Dzialanic obciqzenia na cialo kruche przedstawiam jako ostatni z tej przyczyny,
ze wykracza poza problematyke reologii osrodka rozdrobnionego. W referacie analizowana jest mozliwo§é
zastosowania przedstawionego przez Autora modelu ciata kruchego do rozwiazania pewnych zagadnien
mechaniki skat. Aktualnos¢ i waga poruszonego w referacic zagadnienia nie wymaga chyba komentarzy.,
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3. Whnioski

Na przedstawione referaty trzeba by jeszcze spojrzeé jako na odzwierciedlenie rozwoju reologii pomigdzy
sympozjonami, a takze odzwierciedlenie tendencji tego rozwoju.

Niewatpliwie jednym z przejawéw rozwoju jest, ze juz w czasie przygotowan do sympozjonu, pojawilty
sie trudnosci i dyskusje na temat kierowania prac do poszczegdinych sekcji i precyzji okredlen tematyki
tych ostatnich. Z dyskusji i analizy przedstawionych referatéw wylania si¢ wniosek, ze w przyszlosci nale-
zaloby wyr6zni¢ dwa dzialy tematyczne w ramach naszej sekcji: a) reologi¢ ofrodka rozdrobnionego,
b) reologie skal. Wydaje sig, ze wlasnie w tym ostatnim dziale znajda swe miejsce zastosowania teorii kon-
solidacji, ktéra historycznie i merytorycznie wywodzi si¢ z mechaniki skal i tam moze znalez¢ bardziej
efektywne zastosowanie.

Inne, réwnie naturalne zjawisko rozwojowe, to poglebienie si¢ «inflacji» modeli przypisywanych
jednemu i temu samemu o$rodkowi. Zwroécit na nie uwage I. Kisier na 1I Sympozjonie.

Zjawisko to wymaga z jednej strony analizy samej metodyki tworzenia modeli reologicznych, z drugiej—
analizy zwigzkéw fizycznych osrodka.

Jezeli chodzi o analizg metodyki konstruowania modeli, warto w tym miejscu zwréci¢ uwage na pracg
F. Stoppa [5], ktéra ukaze sie wkrotce w «Studiach i Materiatach Instytutu Matematyki i Fizyki Teoretycz-
nej» naszej uczelni. Zawiera ona analiz¢ podstaw teoretycznych i reguly konstruowania modeli reologicz-
nych.

Druga, fizyczna strona analizy, to zagadnienie identyfikacji modeli reologicznych z procesami zacho-
dzacymi w ofrodku rzeczywistym. Istnieja, moim zdaniem, podstawy do twierdzenia, ze sg juz obecnie
mozliwosci rozwigzania tego zagadnienia na drodze sformulowania réwnania konstytutywnego dla repre-
zentatywnego obszaru elementarnego o$rodka [6].

Uwazam, Ze poza dalszym rozwojem zastosowan w najblizszym okresie prace badawcze powinny
rozwing¢ si¢ we wspomnianych powyzej kierunkach.
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Dyskusja

W zapoczatkowanej przez G. Szerera (Krakéw) dyskusji, ktory szczegblowo omoéwit aktualny stan
rozwoju teorii konsolidacji i jej zastosowarn, méwca wskazal, ze najpilniejszymi sa obecnie badania do$wiad-
czalne (zapoczatkowane w Oddziale Poznariskim) oraz rozwigzania zadad dla mozliwie najogdlniejszych
modeli liniowych. W obecnej chwili uwaza za niccelowe «przypisywanie» omawianej teorii mechanice skat
czy gruntu z uwagi na réznorodnosé jej zastosowan.

L. BRUNARSKI (Warszawa) poruszy! zagadnienie réwnan konstytutywnych zastosowanych w referacie
E. DEMBICKIEGO i W, ODROBINSKIEGO.

J. WoiciecHowskl (Wroclaw) poddal analizie przyczyny rozbieznosci pomigdzy rozwiazaniami
numerycznymi, modelowymi i pomiarami na obiektach, ktére zauwazyl w referacie E. DEMBICKIEGO,
W. ODROBINSKIEGO i B, ZADROGA. K. NIEPOKOJAK (Warszawa) i J. WOICIECHOWSKI omawiali zagadnienie
fiks.otropii i niektérych jego aspektéw technicznych.
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A. Borcz (Wroclaw) uzupelniajac referat przedstawit problematyke konstrukcji i eksploatacji czujni-
koéw magneto-sprezystych i uzyskane w tej dziedzinie rezultaty.

J. Gaszy®sk1 (Krakéw) zilustrowal tezy referatu przykladami rozwigzan numerycznych konsolidacji
dla przypadkéw naglego i rosnacego, lokalnego obciazenia polprzestrzeni lepkosprezystej oraz wynikaja-
cymi stad wnioskami. Odpowiadajgc na kwestie poruszone w dyskusji, a dotyczace referatéw, ktérych byt
wspdlautorem, W. OproBINskl (Gdansk) stwierdzil, ze badania modelowe jak i zalozenia o cechach
o$rodka traktowane byly przez Autordw jako pierwsze przyblizenie; poinformowat tez o dalszym toku
badan.

12 Mechanika Teoretyczna 4/73
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ZAGADNIENIA OGOLNE W REOLOGII®

OTTON DABROWSKI (WROCLAW)

W dziale «Zagadnienia ogélne w reologii» umieszczono prace nie mieszczace si¢ w trzech podstawowych
dzialach sympozjonu, mianowicie w dzialach: reologia metali i polimer6w, reologia betonu oraz reologia
gruntow.

Do dzialu zagadnienia ogdlne w reologii z posrdd prac, ktére wplynely na V Sympozjon Reologii,
zakwalifikowano 5 prac. Prace te sa opublikowane na ss. 533 do 557 i 563 do 591 wydawnictwa pt. «V Sym-
pozjon po$wigcony reologii», referaty, Wroctaw 1972, PTMTIS, Oddzial we Wroclawiu. Wydrukowane
w wydawnictwie dwie prace dotyczace konsolidacji ujete sg w referacie generalnym na temat reologii grun-
tow.

Dwie prace traktuja o reologii powlok, jedna o stateczno$ci i wyboczeniu i dwie o pewnych zagadnie-
niach lepkosprezystosci. Z. Bycuawskl i J. LEDzINsKI przedstawiaja w pracy pt. Deformacja pelzajqcej
powloki walcowej pod cisnieniem wewnetrznym rozwiazanie zagadnienia pelzania powloki walcowej obcigzo-
nej osiowo-symetrycznie. W pracy oparto si¢ na poprzednich publikacjach Bychawskiego. W rozwiazaniu,
w przeciwienistwie do rozwigzan innych autoréw, uwzgledniono interakcje sit wewnetrznych w powtoce.
Rozwigzano przypadki szczegélne, gdy powloka na brzegu jest przegubowo podparta i drugi, gdy jest
utwierdzona. Otrzymane wyniki dla obu wariantéw warunkéw brzegowych przedstawiono graficznie
podajgc na wykresach zmiang momentu zginajacego i predkosci przemieszczenia normalnego dla powtoki
wzdluz diugosci powloki.

Bylaby pozyteczna w pracy blizsza analiza réznic migdzy przedstawionym rozwigzaniem a rozwigza-
niami innych autoréw.

H. KopPecki, E. REIMAN, J. ZAKRZEWSKI W pracy pt. Analityczne rozwigzania w zakresie reologii powlok
kulistych, a badania aksperymentalne przeprowadzili weryfikacj¢ rozwiazan analitycznych duzych ugigé
reologicznych powlok kulistych za pomoca badan doswiadczalnych. Weryfikacji eksperymentalnej poddano
zalozenia i wyniki przedstawione w pracach BYCHAWSKIEGO oraz BYCHAWSKIEGO i KOPECKIEGO. Rozwiazania
analityczne otrzymano przy zalozeniu nieliniowych zwigzkow geometrycznych oraz réwnania konstytu-
tywnego dla materialu powtoki, zaproponowanego przez Odquista.

Autorzy opisali sposob przeprowadzenia badan oraz warunki w jakich one zostaly przeprowadzone.
W wyniku pomiaréw otrzymali zwigzki migdzy przemieszczeniem normalnym do powioki w jej $rodku,
a czasem (do 200 godz). Na wykresach przedstawiono te zaleznosci przy réznych wielkosciach obcigzenia
powloki i por6wnano je z wynikami analitycznymi. Jako$ciowy przebieg tych zaleznosci jest zgodny, iloscio-
wo wielko$ci otrzymane na drodze teoretycznej sa wigksze od wielkosci otrzymanych z eksperymentu.

Podane w pracy wnioski sa, moim zdaniem, moze zbyt $miale w stosunku do zakresu przeprowadzonych
badafi. Mierzono bowiem tylko ugiecia $rodka powloki, nie badano zachowania si¢ innych wielkosci.
Rowniez nie badano, czy powloka pracuje wylacznie w stanie blonowym, taki bowiem stan uwzglednia
rozwigzanie analityczne, z kt6rym poréwnuje si¢ wielkosci otrzymane eksperymentalnie.

Z. Bycuawsk1 i H. Kopecki poddaja pod dyskusje w pracy pt. O statecznosci reologicznej i reologicznym
wyboczeniu problem statecznosci i wyboczenia reologicznego. Uwazaja, ze klasyczne ujecie zagadnien
stateczno$ci i wyboczenia reologicznego w ujeciu jak dla ukladdw sprezystych wymaga innego podejscia.

*) Referat generalny wygloszony dnia 2 grudnia 1972 r. we Wroclawiu na V Sympozjonie Reologii.

12*
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Uwazaja, 2z¢ wymienione zjawiska reologiczne sg jakosciowo rézne od tych zjawisk w stanie sprezystym.
Nalezy przyjaé brak reakcji natychmiastowej materialu na dzialanie zewngtrzne. Materiat, zaktadaja, ma
wylgcznie wiasnosci zalezne od czasu. Twierdza, ze dla materiatéw czysto pelzajacych stosowanie kryterium
typu dynamicznego nie ma uzasadnienia. Utrata statecznosci spre¢zystej nastgpuje przy pewnej minimalnej
wielkosci energii akumulowanej, natomiast utrata statecznosci reologicznej zachodzi przy pewnej wartosci
dysypacji, ktéra nic musi mie¢ charakteru ckstremalnego.

A. WILcZYNsKI analizuje w pracy pt. Funkcja wykladnicza ulamkowa i jej wlasnosci w zastosowaniu do
opisu zjawisk lepkosprezystosci przydatnosé funkgcji

ym . (W)my l
et i) = —YZ (= I’(m v)

do opisu zjawisk lepkosprezystosci liniowej, zaréwno do celow praktycznych, jak i teoretycznych. W zalez-
nosci od doboru wartosci parametrow » i 7 mozna dopasowac t¢ funkcje do dowolnych danych doswiad-
czalnych pelzania, wystgpujacych w praktyce. Autor pokazuje, ze funkcja ta daje proste wyrazenia
poszczegbinych funkgji lepkosprezystosci, jej przeksztalcenie Laplace’a jest tatwe do obliczenia. Calka tej
funkcji wyraza sie jako nowa funkcja ef(y, 1). Uzasadniono celowosé tabelaryzacji tej funkcji. Badania
prowadzone przez autora sg interesujace i pozyteczne.

Z. Piekarsk1 wykazuje w pracy pt. Analogia sprezysto-lepkosprezysta mozliwosc istnienia sprgzysto-
lepkosprezystej analogii dla p6iprzestrzeni przy roznym pelzaniu postaciowym i objgtosciowym, z uwzgled-
nieniem starzenia oSrodka. Przedstawiona spregzysto-lepkosprezysta analogia jest uogélnieniem analogii
Arutuniania i Grahama. Dyskusje¢ nad postawiong teza przeprowadzono dla trzech przypadkoéw, a miano-
wicie: 1) dla obszaru catkowania 2 niezaleznego od czasu (£2 obszar obciazenia pdlprzestrzeni), 2) gdy
funkcje obciazenia polprzestrzeni p(x,, x;, 1) mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu dwoch funkcji o roz-
dzielanych zmiennych w postaci

n
pxy, X2, 8) = Z Pr(xy, x2) Ag(1)
k1

oraz dla materialu bez starzenia.

Dyskusja

Z. KowaL wypowiedzial si¢ o potrzebie badan fizyczaych podstaw reologicznzgo zachowania si¢ ciat
stalych, Stanowisko swoje uzasadnia nastepujaco:

Stosowany w fizyce podzial cial na: ciata stale, ciala ciekle i ciala gazowe oraz podziat ciat statych na
ciala sztywne, ciala sprezyste oraz ciala plastyczne, z punktu widzenia reologii posiada luki. W fizyce ciata
stalego do dzisiejszego dnia nie wypracowano kompletu podstawowych, mierzalnych wielkosci fizycznych,
za pomoca ktorych mozna wytlumaczy¢ w prosty i logiczny sposob reologiczne zachowanie sig cial statych
i pod tym wzgledem zostata ona wyprzedzona przez fizyke jadrowa.

Klasyczny podzial na ciala stale, ciecze i gazy w reologii traci swoja ostrosé¢, mimo ze w technice ten
podzial ma nadal istotne znaczenie. Reiner na przyklad twierdzil, ze beton mozna uwazaé za ciecz o czasie
relaksacji okoto 10%, natomiast powietrze za ciecz o czasie relaksacji 107'°. Na podstawie analizy sit migdzy-
atomowych i migdzyczasteczkowych mozna przyjaé, ze stan skupienia ciata zalezy od energii zgromadzone;j
w ciele. Reologiczne state materialowe mozemy uwazaé za funkcje losowe takich nielosowych parametrow
jak: temperatura, tadunek elektryczny oraz naprezenia. Tak zwane stale reologiczne zmieniaja si¢ w potu
temperatur, w polu elektrycznym i w polu naprgzen. Zaleznie od nat¢zenia wymienionych pol mamy rézne
wlasnosci reologiczne tych samych cial. Szereg obserwowanych odchylen wlasnoéci reologicznych cialt jest
spowodowany tym, Zze mierzone techniczne wlasnosci reologiczne sa wietko$ciami losowymi o znacznym
nieraz rozproszeniu cech. Szereg anomalii zalezy od szybkosci odksztalcen lub przemieszczen, a zwlaszcza
od tego czy sily bezwladnosci odgrywaja zasadnicza, czy tez drugorzedna rolg w stosunku do sit migdzy-
czasteczkowych.

O potrzebie badan fizycznych uwarunkowan reologicznego zachowania si¢ cial $wiadczy szereg nie-
konsekwentnych tub niedostatecznie wyjasnionych efektéw reologicznych, jak na przyklad:
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Efekt ujemnej lepkoéci uwazany za przyczyng¢ wzrostu sredniej szybkosci w ruchu wirowym. Zastoso-
wanie efektu ujemnej lepkosci ma miejsce w obliczeniach obrotu stonecznej fotosfery i mgly slonecznej,
obrotu atmosfery ziemskiej i atmosfery planet, obrotu dyskéw spiralnych galaktyk, przeptywu Golfstromu
i sezonowych efektéw atmosferycznych. Nalezy dodac, e efekty ujemnej lepkosci dadza si¢ obserwowaé
w laboratoriach. Nalezy przypuszczaé, ze wprowadzenie pojgcia ujemnej lepkosci wiaze si¢ z ulatwieniem
matematycznego opisu szeregu zjawisk geofizycznych i astrofizycznych, a nie rzeczywista ujemna lepkoscia.
Wiaze si¢ tez zapewne z brakiem ujgcia wszystkich Zrédet energii wywolujacych ruch.

L’Hermite wprowadzil pojgcie antytiksotropii w celu okreSlenia zjawiska zwigkszania sig stosunku sit
stycznych do szybkos$ci w miarg wzrostu odksztalcen stycznych. Kaczalski wykryt przypadek 350-krotnego
wzrostu lepkosci w ciggu 1 minuty, przy szybko$ci odksztalcen stycznych 10 sek~'. Lepko$¢ w tym przy-
padku rézni si¢ od lepkosci strukturalnej tym, ze w przypadku tiksotropii i antytiksotropii odbudowa lep-
kosci nastepuje ze znacznym nieraz opdznieniem.

Znany jest pozatem efekt elektrolepki, polegajacy na powigkszaniu si¢ lepkosci w obecnosci adunkéw
na czasteczkach oraz efekt elektroreologiczny, polegajacy na natychmiastowym zwigkszeniu lepkosci za-
leznie od napigcia i czgstosci pola elektrycznego i szybkosci Scinania, ktéry bywa wykorzystywany do obrébki
niektorych cial kruchych.

A. MitzeL poprosil autoréw referatu O srarecznosci reologicznej i reologicznym wyboczeniu o blizsze
wyjasnienie zastosowania proponowanych rozwigzan.

Z. BycHAwSKI zwr6cit uwage w zwiazku z wypowiedzia Z. KowaLa, ze referat J. WLODARCZYKA
1 A. MrtzLA pt. Wspdlczynnik odksztalcalnosci betonu przy zmiennych predkosciach obcigzenia daje w pewnej
czesci odpowiedz na poruszone sprawy. Odpowiedzial A, MiTzLow! w sprawie wyboczenia reologicznego;
rozwigzania dotyczace pewnych szczegblnych przypadkdéw opublikowal H. KopeckI. Przytoczyl on réwniez
przyklady, wynikajace z prac RABOTNOWA | SZESTERIKOWA. Podal takze pewne uwagi formalne do referatu
Z. PiekARSKIEGO. Uznal, natomiast, ze w referacie A. P. WiLczyNskiEGo wlasno$ci funkeji wykladniczej
zostaly przedstawione w sposOb przejrzysty i celowy.

H. Kopeck! przedstawil szkicowo, w zwigzku z zapytaniem A. MiTzLA, wyniki swojej pracy na temat
wyboczenia, opublikowanej w Arch. Bud. Maszyn, 3 (1972). Ustosunkowat sig takze do wypowiedzi general-
nego referenta.

A. WiLczyRskI przedstawit kilka uwag krytycznych do referatu Z. PIEKARSKIEGO,

Z. PIEKARSKI wyja$nil watpliwoéci wyrazone w wypowiedziach Z. BYCHAWSKIEGO i A, WILCZYNSKIEGO.

L. LepziNskl w zwigzku z uwagami generalnego referenta omowil réznice migdzy przedstawionym
rozwigzaniem na sympozjonie, a rozwigzaniem innych autorow.

Nalezy podkre$li¢ zywo$é¢ i wysoki poziom wypowiedzi dyskusyjnych.
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XV ZJAZD DELEGATOW
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

XV Zjazd PTMTS odbyt si¢ w Warszawie w Palacu Kultury i Nauki dnia 12 maja 1973. W Zjeidzie
wziety udziat 54 osoby, w tym 49 0s6b z mandatami delegatow, reprezentujace 11 Oddzialéw Towarzystwa.
Obrady otworzy! przewodniczacy ZG prof. dr Z. KaczkowskI, ktory stwierdzil, ze Towarzystwo wlaczylo
sie do przygotowan do II Kongresu Nauki Polskiej. Komisja pod przewodnictwem prof, dra G. Rakow-
SKIEGO opracowala memorial w sprawie szkolenia mtodej kadry i programo6w nauczania. Sadzimy, Ze me-
morial ten odegral pewna role przy opracowywaniu raportu o stanie o§wiaty oraz wytycznych Ministerstwa
Nauki, Techniki i Szkolnictwa WyZszego w sprawie programow nauczania.

Otwierajac Zjazd przewodniczacy ZG przypomnial, ze dnia 9 kwietnia br. zmarl prof. dr Edmund
KAraSKIEWICZ, czlonek zalozyciel i czlonek honorowy PTMTS, przewodniczacy Oddzialu Poznafskiego
PTMTS. Zebrani uczcili pamigé zmarlego minuta ciszy.

Na przewodniczacego obrad Zjazdu Delegatéw powolano doc. dra Jerzego MIERZEJEWSKIEGO ze
Szczecina, na z-c6w przewodniczacego prof. dra Gwidona SzererA z Krakowa i prof. dra Kazimierza
WRZESNIOWSKIEGO z Poznania; na sekretarza dr Bozene TECZYNsKA ze Szczecina.

Przyjeto nastepujacy porzadek obrad:
. Otwarcie Zjazdu. Wyb6r przewodniczacego, zastgpcow przewodniczacego i sekretarza Zjazdu.
. Przyjecie protokolu z X1V Zjazdu Delegatow PTMTS.
. Powolanie Komisji Matki i Skrutacyjnej.
. Zlozenic sprawozdania z dzialalno$ci Towarzystwa.,
. ZloZenie sprawozdania finansowegc.
. Sprawozdanie Gl6wnej Komisji Rewizyjne;j.
. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjecie ich oraz postawienie wniosku o udzielenie Zarzadowi Glow-
nemu absolutorium i glosowanie nad wnioskiem.
8. Wybory:
a) przewodniczacego;
b) uzupehiajace cztonkdé6w Zarzadu Gildéwnego;
¢) uzupehiajace Gléwnej Komisji Rewizyjne;j.
9. Sprawa zmiany Statutu Towarzystwa,
10. Uchwalenie generalnych wytycznych dzialalno$ci na nastepny okres.
11. Sprawy biezace i wolne wnioski.

~N A s W N —

Ad 1. Pierwszy punkt porzadku dziennego wyczerpano na wstepie.

Ad 2. Protokét z poprzedniego Zjazdu Delegatéw odbytego dnia 6 maja 1972 r. przyi¢to bez zmian.

Ad 3. Komisje Matke i Skrutacyjna powotano w skladzie: prof. dr Zbigniew OLEsIAK, doc. dr Marian
SUCHAR i prof. dr Piotr WILDE.

Ad 4. Sprawozdanie z dzialalnoSci Towarzystwa za rok 1972 oraz za pierwszy kwartal 1973 r. zlozyt
sekretarz generalny prof. dr J. SZMELTER.

Ad 5. Sprawozdanie finansowe za rok 1972 i pierwszy kwartat 1973 r. zlozyt skarbnik — prof. dr
Zbigniew WESOLOWSKI,

Ad 6. Sprawozdanie Giéwnej Komisji Rewizyjnej zlozyt jej przewodniczacy prof. dr Stanistaw
KocaKNDA.

Ad 7. W dysuksji nad sprawozdaniami, ktoéra dotyczyla zalegtych skladek, ozywienia dzialalnosci
Towarzystwa, wspdipracy PTMTS ze stowarzyszeniami NOT oraz Towarzystwem Elektrotechniki i Tow.
Cybernetyki zabierali glos doc. dr Z. WaszczyszyN, prof. dr A, MoreckI i prof. dr Z, BRzOsKA, Prof,
dr Z. Kaczxowsk! poruszyl réwniez kwestig¢ nieprawidlowosci w zalatwianiu spraw finansowych w pew-
nych oddziatach Towarzystwa.

Po dyskusji przyjeto sprawozdania:

1) z dzialalnosci Towarzystwa w r. 1972 i za pierwszy kwartat 1973 r.;
2) finansowe;
3) Gléwnej Komisji Rewizyjnej.
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Whniosek o udzielenie Zarzadowi Gléwnemu absolutorium z podzigkowaniem za owocna prace przy-
jeto jednomy$inie przy wstrzymaniu si¢ od glosowania czlonkéw Zarzadu Gléwnego.
Ad 8. W imieniu Komisji Matki sprawe wyboréw zreferowal prof. dr Zbigniew OLESIAK,
Uplywa kadencja:
przewodniczacego — prof. dra Zbigniewa KACZKOWSKIEGO
cztonkéw Zarzadu Gléwnego
1) prof. dra Janusza MURZEWSKIEGO (Krakéw)
2) prof. dra Zbigniewa WESOLOWSKIEGO
3) prof. dra Gustawa RAKOWSKIEGO
4) dra Kazimierza BORSUKA
Gléwnej Komisji Rewizyjnej (czg§ciowo)
1) doc. dra Eugeniusza BieLewicza (Gdansk)
2) prof. dra Jerzego Sulockiego (£6dZ)
3) doc. dra Jacka STUPNICKIEGO
4) doc. dra Zenona WaszczyszyNA (Krakéw)
Trwa kadencja
a) cztonkdéw Zarzadu Gléwnego
1) doc. dra Marka KWIECINSKIEGO
2) prof. dra Zbigniewa OSINSKIEGO
3) prof. dra Jana SZMELTERA
oraz
zastepcOw czlonkdédw Zarzadu Gléwnego
4) prof. dra Ottona DABROWSKIEGO (Wroclaw)
5) doc. dra Henryka MikoraiczAaKA (Poznan)
b) Gléwnej Komisji Rewizyjnej (cze$ciowo):
1) prof. dra Stanistawa KocaNpY
2) doc. dra Romana JaNIiczka (Czestochowa)
3) doc. dra Zbigniewa BYCHAWSKIEGO (Krakéw).
Komisja Matka zaproponowala nastepujace kandydatury:
Na przewodniczacego Zarzadu Gléwnego prof, dra Zbigniewa KACzkOwsKIEGO (ponownie). Innych kan-
dydatéw nie zgloszono. Po przeprowadzeniu tajnego glosowania prof. dr Z. Kaczkowski uzyskal 47 glo-
s6éw (na 49 uprawnionych do glosowania).
Na czlonkéw Zarzadu Gléwnego
prof. dra Zdzistawa PARSZEwWSKIEGO (L6dZ)
prof. dra Zbigniewa WESOLOWSKIEGO (ponownie)
prof. dra Gustawa RAKOWSKIEGO (ponownie)
doc. dra Eugeniusza BieLewicza (Gdansk)
Prof. dr Zbyszko Stoyek zglosit dodatkowo kandydature prof. dra Stefana PiecuNika (Krakow).

Droga tajnego glosowania cztonkami Zarzadu Gléwnego zostali wybrani:

1) prof. dra Zdzistaw PARSZEWSKI (43 glosy)
2) doc. dr Eugeniusz BIELEwWICZ (40 glosow)
3) prof. dr Gustaw RAKOWSKI 37 ,,)
4) prof. dr Zbigniew WESOLOWSKI 37 )

Do Gléwnej Komisji Rewizyjnej wybrano zgodnie z propozycjami Komisji Matki:
1) prof. dra Jerzego SurockmrGo (L6dZ) (47 glosdw)
2) doc. dra Jacka STUPNICKIEGO @7 ,, )
3) dra Karola GRUDZINSKIEGO @7 ,, )
Upowaznionych do glosowania Delegatéw (w momencie glosowania) bylo 49.

Korzystajac z glosu prof, dr Z. OLesiak zlozyt prof, drowi Z. KaczkowskieMu serdeczne gratulacje
z powodu ponownego wyboru na Przewodniczacego Towarzystwa,

Prof. dr Z, KaczkowskI podzigkowal za okazane mu zaufanie i ponowny wybér, obiecujac dolozyé
wszelkich staran, aby dzialalno§¢ PTMTS byla owocna. Jednoczeénie prof. dr KAaczkowskl zlozyt podzie-



BIULETYN INFORMACYINY 517

kowanie za dotychczasowa pracg w Zarzadzie cztonkom, kt6rzy przestali pelni¢ swe funkcje prof. drowi
J. MurzewskIeMU i drowi K. BORSUKOWI.

Ad 9. Sprawe zmiany Statutu PTMTS zreferowat przewodniczacy ZG. Weszla ona pod obrady Zjazdu
Declegatéw, poniewaz Statut w brzmieniu uchwalonym przez poprzedni Zjazd nie zostat zatwierdzony.
Stoteczna Rada Narodowa w ramach akcji ujednolicania statutéw zaproponowala nowe brzmienie sta-
tutu.

W dyskusji poprawki do Statutu zaproponowali prof. dr J. KorakowskI, prof. dr A. MORECKI i doc.
dr. W. Szuscik.

Przewodniczacy Zjazdu Delegatéw poddat pod glosowanie wniosek prof. dr J. KOLAKOWSKIEGO w spra-
wie dwuletniej kadencji Wladz PTMTS. Wniosek zostal uchwalony jednomy$inie. Projekt Statutu z po-
prawkami przyjeto réwniez jednomysinie. Zjazd Delegatéw upowaznitl Zarzad Gléwny do dokonania
ewentualnych zmian, ktoére moga wynikna¢ przy uzgadnianiu z Wiadzami.

Ad 10, Prof, dr Z. KaczkowskI zreferowal plan pracy PTMTS na rok 1973, opracowany zbiorczo
na podstawie plan6w nadeslanych przez poszczegdlne Oddzialy.

Przewiduje si¢ wzrost liczby czlonkéw do 638 0s6b, zebran organizacyjnych 94. W ramach dziatalnosci
rzeczowej planuje si¢ zorganizowanie 70 zebran naukowych, 4 sesji naukowych, 4 sympozjow, 6 seminariow,
2 konkurséw oraz 6 pozycji wydawniczych (w tym kwartalnik ,,MTiS” oraz 5§ wydawnictw materiatéw kon-
ferencyjnych). Konkursy naukowe przeprowadza: Oddziat w Gliwicach na najlepsza prace z dziedziny
mechaniki teoretycznej i stosowanej z wylaczeniem prac czysto do$wiadczalnych oraz Oddziat w Krakowie
na najlepsza pracg z zakresu badan do$wiadczalnych.

Prof, dr Z. KaczkowskI podal rowniez tematyke planowanych sympozjéow i konkurséw nauko-
wych,

Po przedstawieniu generalnych wytycznych dziatalno$ci PTMTS na nastgpny okres prof., Kaczkowsk1
zacytowal jeden z referatow na Il-gi Kongres Nauki Polskiej, w ktérym podkreélona jest waznos$¢ ksztal-
cenia kadr w zakresie nauk podstawowych. Nastepnie stwierdzil, ze hasto to nie jest realizowane, gdyz
w praktyce nastgpuje wypieranie nauk podstawowych w obecnie nowelizowanych planach nauczania na
uczelniach technicznych na korzys¢ przedmiotéw zawodowych. Prof. Kaczkowskl proponuje okresli¢
formy dziatalno$ci PTMTS dla wzmocnienia pozycji nauk podstawowych.

W dyskusji nad wytycznymi dziatalnosci, ktora skoncentrowala si¢ na temacie znaczenia nauk pod-
stawowych w ksztalceniu kadr inzynierskich, wypowiedzieli si¢ profesorowie i docenci: J. SZMELTER (dwu-
krotnie), Z. BRzoskA, Z. PArszewskr (dwukrotnie), K. WERNEROWSKI, J. WOINAROWSKI, B. SKALMIERSKI
i S. PIECHNIK,

Zjazd Delegatéw podjat uchwale wyrazajaca zaniepokojenie z powodu stanu ksztaleenia i ograniczenia
przedmiotéw podstawowych.

~Ad 11. Prof. dr Z. Kaczkowsk1 powiadomil zebranych, ze dnia 11 kwietnia br. odbyl sie ogdlnopolski
Zjazd Towarzystw Naukowych PAN. Po catodniowych obradach uchwalono tezy, ktore sprowadzaja sie
do tego, aby uregulowa¢ stan pracy Towarzystw i wprowadzi¢ ustaweg ujednolicajaca, ktéra podniostaby
range Towarzystw Naukowych. Po wyczerpaniu porzadku obrad doc. dr J. MIERZEJEWSKI podzigkowat
ustepujacym czlonkom Zarzadu Gtownego za pracg oraz Delegatom i wszystkim obecnym za udzial
w Zjezdzie.

Na tym obrady zakonczono.

Z. Olesiak (Warszawa)

WELADZE PTMTS W KADENCJI 1973/74

Zarzad Gléwny

prof. dr Zbigniew .KAczkowskI — przewodniczacy, prof, dr Zbigniew OsiNski1 i prof. dr Zdzistaw
Parszewskr (£.6dz) — Cviceprzewodniczqcy, prof. dr Jan SZMELTER — sekretarz generalny, prof.dr Zbigniew
Wesorowsk! — skarbnik, prof, dr Gustaw RAKOwskKI — zast, sekr. generalnego, doc, dr Marek KwIECIN-
sk1 — zast. skarbnika, doc. dr Eugeniusz BieLewicz (Gdansk) — cztonek Z.G., prof. dr Otton DABROWSKI
(Wroctaw), doc. dr Henryk Mikoraiczak (Poznan) — zast. czt, Z.G.
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Gtéwna Komisja Rewizyjna

prof. dr Stanislaw Kocanpa — przewodniczacy, dr Karol GrupziNskr (Szczecin), doc. dr Roman
Janiczex (Czgstochowa), doc. dr. Jacek Stupnickr, prof. dr Jerzy Surockl (L6dz) — czlonkowie, doc. dr
Zbigniew BYCHAWSKI — zast. czlonka.

Oddzial w Bydgoszczy
doc. dr Lech M. KamiKski — przewodniczacy, dr Tadeusz KABAT — wiceprzewodniczacy, mgr inz.
Bronisiaw SioLkowskIi — sekretarz, mgr inz, Wojciech WEINER — skarbnik,

Oddziat w Czestochowic

prof. dr Jerzy Korakowskr— przewodniczacy, doc. dr Roman JaNICZEK — wiceprzewodniczacy,
doc. dr Janusz ELSNER — sekretarz, doc. dr Adolf SrozAaLEc — skarbnik, doc. dr Waldemar BacHMACZ
i dr Ryszard PARKITNY — czionkowie.

Oddziat w Gdansku

prof. dr Piotr WILDE — przewodniczacy, prof. dr Joze{ Wigckowsk1 — wiceprzewodniczacy, dr Czeslaw
BRrANICKI — sekretarz, doc. dr Jan KRruszewski— skarbnik, dr Wojciech PIETRASZKIEWICZ — czlonek
zarzadu.

B

Oddzial w Gliwicach

doc. dr Jozef Woinarowski — przewodniczacy, doc. dr Szczepan BORKOwSKI i doc. dr Stanistaw
GpuLa — wiceprzewodniczacy, doc. dr Walery Su$cik — sekretarz, dr hab. Andrzej TyLikowski — skar-
bnik, dr hab. Tadeusz BEs, dr hab. Ernest CzoGALA — czt, zarzadu, dr Remigiusz Cwik — zast. czi.

Oddzial w Krakowie

doc. dr Zenon WaszczyszyN — przewodniczacy, doc. dr Stanislaw KAsprzyk — wiceprzewodniczacy,
doc. dr Bogdan OLszowsk1 — sekretarz, doc. dr Wiestaw KRrzy§ — skarbnik, prof. dr Gwidon SzErER,
doc. dr Zbigniew KORDECKI, doc. dr Zbigniew ENGEL, prof, dr Antoni CzuBak — czlonkowie zarzadu.

Oddzial w Lodzi
doc. dr Marian SucHAR — przewodniczacy, doc. dr Wiadystaw WALCZAK—wweprzewodmczqcy,
doc. dr Zbyszko KAazIMIERSKI — sekretarz, doc. dr Janusz LipiNskI — skarbnik.

Oddzial w Poznaniu
doc. dr Jarostaw STEFANIAK — wiceprzewodniczacy, dr Zbigniew MAGIER-ULLRICH — sekretarz, dr R.
DziecieLak — skarbnik, doc. dr Henryk MIxoraiczak — czlonek zarzadu.

Oddzial w Rzeszowie
prof. dr Zbyszko STOJEK — przewodniczacy, mgr inz. J. LENDZINSKI — sekretarz, mgr inZz. Andrzej
SwiDER — skarbnik,

Oddzial w Szczecinie
doc. dr Czestaw Mickiewicz — przewodniczacy, mer inz. Czeslaw Koseck1 — wiceprzewodniczacy,
dr Bozena TECZYNSKA — sekretarz, dr Halina KARPINSKA — skarbnik, dr Leon Wa$ko — czlonek zarzadu.

Oddzial we Wroclawiu

prof. dr Stanistaw DMITRUK — przewodniczacy, doc. dr Zdzistaw GABRYSZEWSKI — wiceprzewodni-
czacy, dr Ryszard 1zBICKI — sekretarz, doc, dr Eugeniusz BrRzucHOwsk1 — skarbnik, doc. dr Bronistaw
Oxkor6w i dr Henryk BorocH — czlonkowie zarzadu.

Oddzial w Warszawie

prof. dr Marek DIeTRICH — przewodniczacy, doc. dr Bohdan KRAJEwSKI — wiceprzewodniczacy,
doc. dr Andrzej JaAworskl — sekretarz, doc. dr Przemystaw JASTRZEBSKI — skarbnik, dr hab. Andrzej
DRESCHER — zast. sekretarza, dr Edward RADWANSKI — zast. skarbnika, prof. dr Jerzy RurkowsklI i doc.
dr Dionizy NIEposTYN — czlonkowie zarzadu.



BIULETYN INFORMACYJNY 519

SYMPOZJA 1UTAM

1. Sympozjum 4/1974 (patrz MTiS 1/1973 str. 123) pt. «Dynamics of Vehicle Roads and Railway
Tracks» zostalo przesunig¢te na rok 1975 z powodu prawie rownoczesnej konferencji na ten sam temat
w Virginia Polytechnic Institute,

2. Sympozjum 5/1974 «Mechanics of Visco-Elastic Media and Bodies» odbedzie sig, z powodu rezy-
gnacji prof. A. A. ILIuszyNA, nie w Moskwie lecz w Gothenburgu (Szwecja), w dniach 2—-7 wrze$nia 1974,
Przewodniczacym komitetu organizacyjnego jest prof. J. HuLT.

EUROMECH 46

«Numerical and Experimental Investigations of the Stability of Boundary Layers» odbedzie si¢ w dniach
4-8 marca 1974 w Oberwolfach (NRF). Komitetowi Organizacyjnemu przewodnicza profesorowie R,
EppLER i. F. X, WORTMANN, Zgloszenia z podaniem tytulu referatu nalezy zlozy¢ najp6zniej do 1 grudnia
pod adrescm: Prof. Dr. R. EPPLER, Institut A. fiir Mechanik, Universitdt Stuttgart, D 7 Stuttgart 1,
Keplerstr. 17, NRF,

KONFERENCJA SZKOLENIOWA nt. TERMOPLASTYCZNOSC
Jablonna 18-27 czerwiec 1973

Staraniem Biura Ksztalcenia i Doskonalenia Kadr Naukowych PAN odbyla sie w Jablonnie w dniach
18-27 czerwca 1973 r. konferencja po$wigcona teorii termoplastycznosci i jej zastosowaniu.

Celem konferencji bylo zapoznanie stuchaczy z najnowszymi osiagnieciami naukowymi w zakresie
termodynamiki proces6w nieodwracalnych i termoplastycznosci oraz przedstawienie tych zagadnien w szero-
kim aspekcie zastosowan praktycznych,

Otwierajac konferencj¢ cztonek korespondent PAN prof. A. SAwczuk omoéwit jej cele i zadania oraz
role i znaczenie teorii termoplastyczno$ci. Podkre$lil, ze niniejsza konferencja jest kontynuacja cyklu kon-
ferencji, ktére pos$wigcone byly termodynamice, lepkoplastycznoéei, zagadnieniom dynamiki o$rodkéw
niesprezystych, a ktore byly regularnie organizowane przez prof. P. PERzYNE z IPPT PAN. Ambicja organi-
zator6w bylo polaczenie zaawansowane;j teorii z praktycznymi zastosowaniami, a wigc rOwniez w pewnym
sensie doprowadzenie tego szczegdlnego dziatu mechaniki, jakim jest termoplastycznosé, do zastosowan.

Termoplastycznoé¢ i termopelzanie sa juz od dawna w krajach o nowoczesnej technologii dziedzinami
nie tylko rozwazan teoretycznych, ale wrecz dzialalnosci projektowej. Technologia reaktorowa, przemyst
chemiczny nie méwiac juz o aero- i astronautyce sg odbiorcami wynik6w mechaniki i termodynamiki.
W naszym kraju przemyst chemiczny i bedaca w zalazku energetyka jadrowa narzucaja konieczno$é roz-
wijania réznych dzialéw termomechaniki. Termoplastyczno$¢ jest jedna z dyscyplin, ktérej rozwdj postulo-
wany byl we wnioskach drugiego Kongresu Nauki Polskie;j.

Tematyka konferencji obejmowata oprocz podstaw termodynamiki proceséw nieodwracalnych i ogdl-
nego matematycznego opisu materiatu fizyczne podstawy termoplastycznosei i termolepkoplastycznosci,
zagadnienia jednoznacznodci i twierdzenia ekstremalne w termoplastycznosci jak réwniez zastosowania
omawianych teorii do rozwiazywania statycznych i dynamicznych zagadnien termoplastycznosci i zbadania
probleméw przystosowania si¢ konstrukcji do zmiennych obciazen i zmiennej temperatury.

Wykladowcami byli znani polscy i zagraniczni specjaliSci w zakresie zagadnien termodynamiki i termo-
plastycznosci: dr hab. A. BArTow (Sofia, Bulgaria), prof. D, A. GokureLp (Czelabinsk, ZSRR), prof. J.
KEesTIN (Providence, USA), prof. P. PERzYNA (IPPT PAN), dr B, Ranieck! (IPPT PAN), prof. A, SAwczuk
(IPPT PAN), prof. C. Teoposiu (Bukareszt, Rumunia) oraz prof. H. ZIEGLER¥) (Zurich, Szwajcaria). Za-

*) Profesor H. ZiEGLER z powodu naglej choroby nie mogt wzigé udzialu w Konferencji, lecz
jego wyklady beda wydrukowane w ksiazce wydanej przez Ossolineum.
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pewnienie ich udzialu w konferencji dato mozliwo$é szerokiej konfrontacji réznych kierunkéw w omawia-
nych dziedzinach,

Prof. J. KesTIN w wykladzie swym pt. Rola termodynamiki w termoplastycznosci podal najpierw zwiezle
przedstawienie termostatyki, kladac szczegblny nacisk na procesy rébwnowagi w kontinuum ciala sta-
lego, a nastepnie rozszerzyt termoplastyk¢ na uklady ciagle, podlegajace procesom nieodwracalnym
(termodynamike). Uogdlnienie to otrzymano przez przyj¢cie zasady stanu lokalnego w duchu klasycznej
teorii procesow nieodwracalnych de Groota-Meixnera-Prigoginac’a.

Przedstawione w wykladzie idee zostaly zastosowane do proceséw plastycznych w metalach dajac
w efekcie zarys termodynamicznej teorit lepkoplastycznosei,

Wyktad prof. P. PERzZYNY pt. Fizykalna teoria lepkoplastycznosci dotyczyl matematycznych teorii
opisu materialow. W pierwszej jego czesci przedstawiono termodynamiczna teori¢ materiatlow sprezysto-
plastycznych wrazliwych na pr¢dkodé odksztalcenia, Sprzgzenie cfektdw termomechanicznych w materia-
tach niesprezystych: plastycznych i lepkoplastycznych, ma doniosle znaczenie w wielu problemach prak-
tycznych wspolczesnej techniki, natomiast ich wlaéciwy opis jest mozliwy dzigki wykorzystaniu termo-
dynamiki proces6w nieodwracalnych,

Wykorzystujac koncepcje parametrow wewnetrznych (wewngtrznych zmiennych stanu) prof. PERzyNA
zbudowal teori¢ termodynamiczna, opisal zachowanie si¢ materialéw dysypatywnych, podlegajacych
skonczonym (duzym) deformacjom i zmianom temperatury w pelnym zakresie predkosci odksztalcenia.
Analiza mechanizméw odpowiedzialnych za plastyczne plynigcie materiatéw byla podstawa do zapropo-
nowanych przez wykladowce rownan ewolucji dla parametrow wewngtrznych, Poréwnanie wyprowadzo-
nych zwiazkéw z dostgpnymi wynikami badan eksperymentalnych potwierdzilo stuszno$¢ przyjetych
zalozen.

Druga cze$¢ wykladu prof. PERZYNY, oparta na wspélnej pracy z drem W, KOSINSKIM, po$wiecona
byla problemowi $cistego matematycznego sformulowania ogélnej teorii o§rodka odksztalcalnego w ramach
teorii mechanicznej, wolnej od potrzeby wyboru ukladu i przestrzeni odnicsienia.

Podstawowym pojeciem obok pojecia elementu ciala, wystgpujacym w tej teorii, jest przestrzen metody
przygotowania. Wprowadzona ona zostala jako zbidér dodatkowych wielkosci potrzebnych do jednoznacz-
nego zwigzania z kazdym procesem deformacji (bodzcem) procesu naprezenia (reakcji) w postaci pary
zgodnej z relacja konstytutywna opisywanego osrodka ciagtego. Przestrzen standéw, zdefiniowana za po-
moca przestrzeni konfiguracji i metody przygotowania, zostala zilustrowana trzema przykladami: materiatu
prostego z pamigcia, materialu typu rézniczkowego i materialu z parametrami wewngtrznymi,

Prof. C. Teoposiu w wykladzie pt. Sprezysto-lepkoplastyczne zachowanie sig pojedynczych krysztaldw
przedyskutowal zjawiska plastycznosci i lepkoplastycznosci materialdéw na podstawie defektow siatki,
w szczegblnosci dyslokacji i defektow punktowych. Po krytycznym przegladzie aktualnych osiagnie¢ w dzie-
dzinie mikrodynamiki lepkoplastycznego plynigcia wykazal, ze fizyczne obserwacje w skali mikroskopowcj
moga dostarczy¢ wielu wskazowek dla makroskopowej teorii osrodka odksztalcalnego,

Spoéréd glownych zagadnien szczegblowo zostaly przedyskutowane nastepujace: termicznie aktywo-
wany ruch dyslokacji w pojedynczych krysztatach, wspéldziatanie potencjaldéw stowarzyszonych z ré6znymi
typami lokalnych przeszkéd oraz zalezno$¢ migdzy makroskopowa lepkoplastyczna pr¢dkoscia odksztal-
cenia a ruchem dyslokacji.

Druga cze$¢ wykladu dotyczyla makroskopowej teorii sprezysto-lepkoplastycznego odksztalcenia
pojedynczych krysztatdéw. Wykazano, ze dystorsja lepkoplastyczna jest catkowicie zdeterminowana przez
ruch dyslokacji. Termosprgzyste réwnania konstytutywne zostalty wyprowadzone przy zalozeniu, ze jako
zmienne niezalezne, oprécz zmiennych klasycznych, wystepuje uklad wewngtrznych zmiennych stanu,
mianowicie g¢sto$é dyslokacji we wszystkich ukladach poslizgu i koncentracja defektéw punktowych na
jednostk¢ masy. Niespr¢zyste réwnania konstytutywne i warunki aktywacji zaproponowane zostaly dla
obydwu teorii plastycznosci, zarébwno uwzgledniajacej jak i nie uwzglgdniajacej efektu predkosci odksztal-
cenia,

Zagadnienia jednoznaczno$ci i twierdzenia ekstremalne w termoplastycznosci byly trescia wykladu dra
B. RANIECKIEGO, Nawiazujac do powszechnie stosowanych stowarzyszonych nieizotermicznych praw pla-
stycznego plynigcia Pragera zbudowano podstawy termodynamiczne teorii plastycznodci. Stan termo-
dynamiczny opisano przyjmujac w charakterze niezaleznych parametréw temperature, tensor napr¢zenia
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i tensor odksztalcen plastycznych. Zwiazki fenomenologiczne (prawa plynigcia) otrzymane zostaly przy
wykorzystaniu zasady «minimalnych nieodwracalnych sit termodynamicznych» Zieglera.

Sformutowano sprzezony problem termoplastycznosci oraz podano warunki wystarczajace dla istnienia
jednoznacznego rozwiazania. Warunki te moga by¢ bezposrednio wykorzystane do badania obciazen kry-
tycznych, przy ktérych nastepuje rozdwojenie (bifurkacja) stanu rownowagi, spowodowane cieplem dysy-
pacji.

Zasady wariacyjne w sprzezonej termoplastycznosci zostaly opracowane przy pominigeiu efektu piezo-
clektrycznego oraz rozszerzalno$ci cieplnej. Przedyskutowano rowniez zasady wariacyjne w niesprzezonej
termoplastycznosci.

Na przykladzie fal plaskich pokazano wplyw sprzezen termodynamicznych na predko$¢ propagacji
fal (w warunkach adiabatycznych). Przedyskutowano réwniez wplyw rozszerzalnodci cieplnej na profil
fali sprezysto-plastycznej, generowanej przez impuls mechaniczny w obecnosci silnie niestacjonarnego pola
temperatur.

Zastosowanie omowionych wyzej teorii termoplastycznosci do rozwigzywania statycznych zagadnien
termoplastycznoséci przedstawit prof. A, SAwczuk w wykladzie pt. Analiza rozwiqzan zagadnier brzegowych
w rermoplastycznosci. Zakres tych zagadnien jest bardzo szeroki i obejmuje rézne dziedziny wspoiczesnej
techniki i technologii — od metalurgii poczynajac poprzez inzynieri¢ nuklearna i aeronautyke az do pro-
jektowania konstrukcji i ksztattowania metali. W jednym przypadku jest to pole naprezen resztkowych
spowodowane hartowaniem lub przemiang fazowa, kiedy indziej za§ — wzrost objeto$ci materiatu wskutek
cyklicznego strumienia ciepta przy ustalonym obciazeniu mechanicznym (ratchetting). Zjawiska te maja
duzy wplyw na wymiarowanie czg¢§ci maszyn i dlatego powinny by¢ uwzgledniane przy ich projektowaniu.

Roéznorodno$¢ zastosowan wymaga m.in. analizy wplywu wzmocnienia materiatu, zmiennosci granicy
plastycznoéci wraz z temperatura lub przenoszenia ciepta przez powierzchnie na aktualny lub resztkowy
stan napr¢zenia, na wyczerpanie no$nosci granicznej lub trwale deformacje.

W wyktadzie rozpatrzone zostaty niesprzezone zagadnienia termomechaniczne. W tego typu zagadnie-
niach temperatura wchodzi do zwiazkéw «naprezenic-odksztatcenie» jedynie przez dylatacje termiczna
oraz moze wplywacé na stale materialowe. Zatem rozwiazanie problemu analizy naprezen cieplnych, nie-
zaleznie od wiasno$ci materiatu, uzyskuje si¢ w dwoch krokach. Najpierw rozwiazuje si¢ problem brzegowy
przewodnictwa, a nastgpnie, znajac pole temperatury, formutuje i rozwiazuje si¢ mechaniczny problem
brzegowy. Je$li stale materialowe zaleza od temperatury, to otrzymuje si¢ w zasadzie oérodek niejedno-
rodny. W wielu zagadnieniach praktycznych rozktad temperatury jest na og6t dany na statym brzegu kon-
strukcji lub jej elementéw. W przeciwnym razie w takich przypadkach jak solidifikacja (krzepnigcie) lub
topnienie powstaje problem poruszajacego si¢ brzegu.

Gléwne cechy analizy naprezen termoplastycznych wykazano szczegdtowo na przykladzie sprezysto-
plastycznej kuli. Rozwazano zaréwno ustalone jak i zmienne pole temperatury. Przyjmujac sprzgzone
réwnania termoplastycznosci uwzgledniono efekt powierzchniowego przenoszenia ciepta.

Omowione zostato zachowanie sie metali przy cyklicznych obciazeniach termicznych, a w szczegbinoset
zjawisko kumulacji odksztalcen plastycznych (ratchetting). Podana zostala analiza tego zjawiska w przy-
padku powtoki walcowej.

Zagadnieniom dynamicznym w infinitezymalnej teorii termolepkoplastycznosci byt po$wiecony wyktad
dra A. BALTOWA,

Po wstepnej analizie roznych réwnan konstytutywnych, opisujacych sprzgzone efekty termiczne i me-
chaniczne, przeprowadzono dyskusje takich efektéw, jak wzmocnienie materiatu, anizotropia odksztalcenia,
efekty termiczno-falowe. Gtowny nacisk polozono na analiz¢ matematyczna réwnan opisujacych dynamicz-
ne zagadnienia w termo-lepkoplastycznosci. Matematycznie zagadnienia te zostaly sprowadzone do ukla-
doéw réwnan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu. Wyprowadzono warunki charakterystyczne,
znaleziono ich elementy charakterystyczne i uktady charakterystyczne. Podano réwniez twierdzenia waria-
cyjne dla dynamicznej teorii termo-lepkoplastycznosci.

SzczegOlowo zbadane zostaly zagadnienia rozprzestrzeniania sie fal uderzeniowych i fal przy§pieszenia,
gdy pole temperatury zmienia wiasnosci lepkie i plastyczne materiatu. Podano warunki ciaglo$ci réznego
rodzaju i rzedu. Wyprowadzono réwnania ewolucji dla skokéw propagujacych sie na czole fali wielkoéci.
Przeprowadzono szczegblowa dyskusje przydatnosci réznych metod rozwiazywania dynamicznych zagad-
nien termoplastycznosci,
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Na zakonczenie rozpatrzono przypadek ptaskiego stanu odksztalcenia. Znaleziono wszystkie elementy
charakterystyczne, predkosci propagacji fal oraz warunki na powierzchniach charakterystycznych i falo-
wych. Szczegolowe rozwiazania podano dla rury grubo$ciennej i dla péiprzestrzeni,

Prof. D. GokHreLD w wyktadzie pt. Teoria przystosowania konstrukcji sprezysto-plastycznych i jej
niektore zastosowania przedstawit aktualny stan teorii przystosowania lacznie z twierdzeniami oraz podat
mozliwoici wykorzystania tej teorii do adekwatnego opisu gtéwnych zjawisk powstalych wskutek powtor-
nych izotermicznych i nieizotermicznych obciazen konstrukeji sprezysto-plastycznych. Zjawiska te zilustro-
wane zostaly na prostych uktadach pretowych (modelach) jednoparametrowych a nastepnie dwupara-
metrowych (w zaleznosci od liczby parametréw okre$lajacych rozklad obcigzen wiasnych). Okreslono
warunki graniczne, odpowiadajace przejéciu od przystosowania do kazdego z podstawowych stadiow
plastycznego odksztalcenia cyklicznego (znakoprzemienne plynigcie, postgpujace zniszczenie),

Przedstawiono nowa interpretacj¢ podstawowych statycznych i niestatycznych twierdzen (MELAN,
1938; Koiter, 1956), sprowadzajaca zagadnienie przystosowania konstrukcji do zagadnienia no$nosci
granicznej fikcyjnego ciata niejednorodnego przy statych skladowych obciazenia. Fikcyjne powierzchnie
ptyniecia okre$lane s3 uprzednio w kazdym punkcie ciata przy uwzglednieniu przylozonych zmiennych
naprezen,

Dyskutowane byly warunki pojawienia si¢ postgpujacego odksztalcenia, w szczegbdinosci przy cyklicz-
nych dziataniach pola temperatury. Dyskusja ta pozwala okresli¢ typy p6l odpowiadajgcych w tym przypad-
ku wlasno$ciom stanu granicznego. '

Analizowano problem zmiennych uogélnionych w zagadnieniach przystosowania oraz omawiano
sposoby skonstruowania fikcyjnej powierzchni plynigcia w silach uogdlnionych.

Przedstawiono krotki przeglad $cislych i przyblizonych metod rozwiazywania zagadnien teorii przy-
stosowania. Jako przyklady rozpatrzono zagadnienia o przystosowaniu si¢ tarczy wirujacej, plyty kotowe;j
i powloki kulistej przy cyklicznych dzialaniach obcigzenia mechanicznego i pola temperatury.

Poziom wykladéw oceni¢ nalezy bardzo wysoko. O zainteresowaniu stuchaczy wyktadami moga swiad-
<czyé codzienne diugie dyskusje nie tylko w czasie na nie przeznaczonym, lecz réwniez w chwilach wolnych
od zajec.

Prowadzone tez byly seminaria, na ktérych przedstawione zostaly niektére nowe koncepcje i rozwigza-
nia z dziedziny teorii i zastosowan termoplastycznoéci.

Teksty wykladéw, przygotowane specjalnie na konferencj¢ szkoleniowa, zostana opublikowane przez
Ossolincum i stanowi¢ beda przy braku specjainej monografii po§wigconej termoplastycznoéci warto$ciowa
pomoc naukowg i dydaktyczna.

Konferencja zgromadzila 37 uczestnikéw z Polski, gléwnie z Instytutow PAN (24 osoby, w tym —
IPPT 21, Inst. Geofizyki — 2, IBW — 1) i Politechnik (13 o0s6b — z Politechniki Krakowskiej — 4, War-
szawskiej — 3, Gdanskiej — 2, z WAT — 2 oraz z Politechniki Wroclawskiej i Poznanskiej po-1.

Jozef Bejda (Warszawa)

SPRAWOZDANIE Z DZIALALNOSCI
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ 1 STOSOWANEJ
W II KWARTALE 1973 R.

W okresie sprawozdawczym zorganizowano 17 zebran i sesji naukowych, na ktérych wygloszono 23 referaty

Liczba
uczest- | dysku-
nikow | tantéw

Lp. Data Prelegent Temat

Oddzial w Bydgoszczy

1 27.04.73 B. SIOLKOWSKI Stateczno$¢ techniczna na przykladzie mie-
szadla dla cieczy 14 5
2 27.04.73 T. WYSOCKI Znieksztalcenie impulséw przy pomiarze obcig-

zen udarowych 14 4



Oddzial w Czestochowie

3 02.05.73
Oddziat w
4 10.04.73
Oddziat w
5 03,05.73
Oddzial w
6 11.04.73
7 03.05.73
8 29.06.73
Oddziat w
9 03.05.73
10 17.05.73
11 14.06.73
Oddziat w
12 07.05.73
Oddziat w
13 25.04.73
14 31.05.73
15 14.06.73
Oddziat w
02.04.73

16 02.04.73
17 02.04.73
18 02.04.73
21.05.73

19 21.05.73
20 21.05.73
21 21.05.73
22 21.05.73

Z. WESOLOWSKI

Gdansku

K. SoBczyk

Gliwicach

J. SzAarGuUT

Krakowie

O. W, LuznIN
(Moskwa)

J. HuLt

D. GOCHFELD
(ZSSR)

Lodzi

H. ZORsk1
A. DRESCHER
T. HUCKEL

ST. SPRYSZYNSKI

Poznaniu

Z. BYCHAWSKI

Szczecinie

M. KMiecik

K. SzmipT,
W. PACZKOWSKI
B. KUZNIEWSKI

Warszawie
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Statecznos¢ elementdw sprezystych poddanych
duzym odksztalceniom

Stochastyczny problem brzegowy propagacji
fal

Zagadnienia termoekonomiczne ochrony $ro-
dowiska

Drgania przekry¢ tarczownicowych

Wybrane zagadnienia teorii pelzania
Teoria plastycznego przystosowania si¢ kon-
strukcji przy obciazeniach cieplnych

Statystyczna teoria dyslokacji

Nieliniowy opis deformacji sprezysto-plastycz-
nych ciat rozdrobnionych

Stateczno$¢ dynamiczna skrecanej powloki
walcowej

Pewne zagadnienja konstrukcji powierzchnio-
wych

Wplyw odksztalcen i naprgzen pospawalni-
czych na no$noé¢ graniczna plyt okrgtowych
Aktualne problemy mechaniki komputerowej
w Polsce

Zagadnienia kinematyki ciala sztywnego w ba-
daniach sztywnosci maszyn

(zebrania w formie sesji naukowych)

,»Metody geometryczne w analizie konstrukcji cienkos$ciennych”

S. Lukasiewicz

W, SzYSzZKOWSKI

J. ZwoLINsKI

Metody geometryczne w analizie bardzo du-
zych ugigé powlok

Bardzo duze ugiecia Sciskanej osiowo powloki
walcowej i stozkowe;j

Zagadnienia projektowania potaczen metodami
geometrycznymi

»Problemy drganiowo-przeplywowe”

R. GutowskI

W. LuCIANEK
L. LAUDAKSKI

K. ARCZEWSKI

Metody badania wlasno$ci rozwigzan réwnan
ruchu ukladéw mechanicznych i pewne ich za-
stosowania

O pewnej metodzie pomiaru pochodnych aero-
dynamicznych

Analiza obciazen odksztalcalnej konstrukcji
poddanej losowym zaktdbceniom
Topologiczna analiza mechanicznych drgaja-
cych uktaddéw liniowych metoda liczb charak-
terystycznych
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18

28

32

17

15

14

25

20

22

18

17
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Oddziat we Wroctawiu
23 07.05.73 B. Okorow Ocena efektédw reologicznych metoda elemen-
tébw skonczonych 23 5

Seminaria i kursy

Oddzial w Gdarnsku przeprowadzit seminarium na temat ,,Metody elementéw skofczonych”. Semina-
rium prowadzili — Prof. B. Kowalczyk i Doc. J. Kruszewski. Wyklady, po 2 godziny tygodniowo, trwaly
przez 2 semestry. W seminarium wziglo udziat okoto 80 uczestnikéw.

Oddzial w Poznaniu przeprowadzit kurs na temat ,,Problemy reologii nieliniowej”. Kurs trwat od 2 do
11 kwietnia. Odbyto si¢ 9 wyktadéw z udziatem 18 uczestnikéw.

Dzialalno§¢ organizacyjna
Liczbg czlonkdédw w poszczegbinych Oddziatach PTMTS ilustruje nastepujaca tabela:

Lp. Oddzial stan na koniec stan na koniec przybyto lub ubyto
L kw. 1973 r. Il kw. 1973 r, w okresie sprawozdawczym

1 Bydgoszcz 18 18 —
2 Czgstochowa 24 25 +1
3 Gdarisk 44 45 +1
4 Gliwice 63 82 +19
5 Krakow 75 65%) -10
6 1.6dz 36 36 —
7 Poznan 52 S1**) -1
8 Rzeszow 1 1%**) 11***) —
9 Szczecin 30 31 +1
10 Warszawa 197 201 +4
11 Wroctaw 62 64 +2
Razem 612 629 +17

*) 1 przeniesienie, 9 skredlen na skutek zalegloéci w oplacaniu skladek cztonkowskich;
**) 1 czlonek zmarl;
**%) dane z korica roku 1972 wobec braku dalszej sprawozdawczosci.



MECHANIKA TEORETYCZNA
I STOSOWANA

SPIS TRESCI TOMU XI/1973

Zeszyt 1

N. Ja. Cyganowa, O pewnych wlasno$ciach ukladéw anholomicznych typu Czetajewa-Prze-
borskiego
O HEKOTOpbIX CBOHCTBaX HETOJIOHOMHBIX CHCTEM THIIA LIe'raega Hme6opcx<oro
Certain properties of non-holonomic systems of the Chetaiev-Psheborskii type

W. Szempliniska-Stupnicka, Wspbirzedne normalne w analizie rezonanséw gléwnych mnie-
liniowych ukladéw drgajacych o wielu stopniach swobody .
Ho pmanisHble KOODAMHATbI B AHAJIM3€ TJIABHLIX DPE3OHAHCOB Hennﬂeﬁm,lx Kone-
0aTeNbHbIX CHCTEM CO MHOTHMH CTENEHAMH CBOOOMBLI
Normal coordinates in the analysis of principal resonances of nonlinear vibrating
systems with many degrees of freedom

J. XKubik, Podstawy teorii konstrukcji pretowych na o§rodku gérniczym . e
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