¥ 0 L S K 1 E T 0 W A R Z Y S8 T W O
MECHANIK] TEORETYCZNE]J I STOSOWANE]

MECHANIKA

TEORETYCZNA
Il STOSOWANA

KWARTALNIK
TOM 11 + ZESZYT 5

e

WARSZAWA 1973
PANSTWOWE WYDAWNICT WO NAUK OWE

5%



SPIS TRESCI

J. J. TELEGA, Metoda elementédw skonczonych w mechanice gruntdéw i mechanice gérotworu
MeTo KOHEUHbLIX 3JIEMEHTOR B MEXaHMKe IDYHTOB M B MCXAHHMKE TOPHBIX MacCHBOB
Finite element method in soil and rock mechanics

W. WaLczak, Wplyw wstepnych ugigé na pracg ptyty prostokatnej, zginanej w swej plaszczyinie
Bausune HauasibHoro nporu6a Ha paGoTV NPAMOVTOJBLHOM IIACTUHKK MarnbGaemoil B cBoeli
MJIOCKOCTH
Tnfluence of initial deflections on the work of a rectangular plate subject to bending
in its plane )

J. MARYNIAK, W. MIeErzEIEWsKI, J. KRUTUL, Drgania lopat $migla
Kone6Ganus sonacreit BuHTA
Propeller blade vibration problems

N.Ja. CyGaNOowa, Zwigzki pomiedzy rézniczkowymi i calkowymi zasadami mechaniki
CBsn3b meskay AU(OEpeHIMATBHBIME H{ HHTETPAILHLIMK NPHHIMIAMH MEXAHHKH
Relations between differential and integral principles of mechanics

A. Gaweckl, Ugiecie osiowo-symetryczne plyty Reissnera o zmiennej grubosci
OcecummerprueckHil H3ru6 mIacTHHKH THna PefccHepa nepemeHHON TOMLIMHDI
The axially symmetrical bending of Reissner’s plate of variable thickness

S. ZaHORSK1, Dynamiczne i stacjonarne wlasnosci cieczy lepkosprezystych w zlozonych przeptywach
$cinajacych
JIMHAMHYUECKHE W CTAUHOHADHBbIE CBONCTBA BABKO-VNPYTHX KHOKOCTEH B CJOMHbBIX Te-
YEHHSIX CO COABHTOM .
Dynamic and steady-state propertics of viscoelastic fluids in superposed shearing flows

J. Miastkowskl, Doswiadczalna analiza efektu pamigei materialu poddanego plastycznemu od-
ksztalceniu
DKCHepUMEHTANLHBIA aHaus addexra HACAEACTBEHHOCTH IIJIACTHYeCKH AedopMHUPOBAH-
HOTO martepuasna
Experimental analysis of the memory effect of a plastically prestrained material

R. Doroszkiewicz, J. Lierz, B. MIcHALSKI, Zastosowanie elastooptyki do ksztaltowania glowicy
zapory [ilarowej
IIpumenenne (HOTOYIPYTOCTH K ONTHMAJLHOMY (DOPMHPOBAHHIO MACCHBHOTO KOHCOJIBHOTO
OTOJIOBKA TLIOTHHBI
Application of photoelasticity to dam buttress optimum design

BIULETYN INFORMACYINY

195

211

229

245

267

297

315

329

WYDANO Z ZASILKU POLSKIEJ AKADEMII NAUK




P O L S K 1 E T O W A R Z Y S T W O
MECHANIKI TEORETYCZNE] I STOSOWANE]

4

MECHANIKA
TEORETYCZNA
I STOSOWANA

TOM 11 « ZESZYT 3

WARSZAWA 1973
PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE



MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA

po$wigcona jest pracom przegladowym, oryginalnym naukowym pracom teoretycznym

i do$wiadczalnym, komunikatom naukowym i bibliografii najwazniejszych pozycji wy-

dawniczych. Zawiera rowniez sprawozdania z dziatalno$ci Towarzystwa, kongreséw,
konferencji i sympozjéw naukowych

E

THEORETICAL AND APPLIED MECHANICS

is devoted to surveys, original theoretical and experimental papers, scientific informa-

tion and bibliography of important current editions. It contains also reports on the

Polish Society for Theoretical and Applied Mechanics activities, on Congresses,
Conferences and Symposia

L]
TEOPETUYECKAA M NPUKITATHAA MEXAHUKA

cogepmUT 0030pHbIe PabOThl, OPUIMHAJILHbIE TEOPETHYEeCKMEe U SKCIIEPUMMEHTAaNb-
Hble paboThkl, KpaTKye Hay4Hble coobmenusa, Gubanorpadirieckue 0630pbl HOBBIX
neyaTHeIXx pabor, orueTbl 0 gearenbHocTH ITonbeckoro ObniecTBa TeopeTHMdecKown
u ITpuknagHoit MexaHuKM, CBEJEHMA O HAy4YHbIX KOHTpeccaxX M KOH(bepeHUMAX

KOMITET REDAKCYIJINY

BOGUMIL. STANISZEWSKI — PRZEWODNICZA-
CY, WELADYSEAW BOGUSZ, CZESLAW EIMER,
IGOR KISIEL, WITOLD NOWACK]I,
ZBIGNIEW OLESIAK — REDAKTOR,
BARBARA SKARZYNSKA — REDAKTOR,
MAREK SOKOLOWSKI — REDAKTOR,
WOJCIECH SZCZEPINSKI — REDAKTOR,
STEFAN ZAHORSKI — REDAKTOR NACZELNY

REDAKCIJA

00-049 Warszawa, ul. Swietokrzyska 21, tel. 26-12-81, wewn. 219

Naklad 700 (586 + 114) egz. Ark. wydawn. 11,5. Ark. drukarskich 9,25. Papier druk. sat.
III k1., 90 g, 70X100. Oddano do skiadania 28.1V.1973 r. Druk ukoriczono we wrzeSniu 1973 r.

Zam. 666/73. R-30. Cena zt 30.—

Drukarnia im. Rewolucji PaZdziernlkowe]. Warszawa



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
3, 11 (1973)

METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH W MECHANICE GRUNTOW I MECHANICE
GOROTWORU

Jozer JoACHIM TELEGA (GLIWICE)

Metoda elementéw skonczonych stanowi jeden z najintensywniej rozwijanych dziatow
przyblizonego rozwiazywania zagadnien mechaniki. Znalazta wigc rownieZz zastosowanie
W mechanice gruntéw i mechanice gorotworu. Dlatego tez wydaje si¢ celowe przedsta-
wienie dotychczasowych wynikéw zastosowania tej metody do rozwiazywania probleméw
stawianych przez te dyscypliny.

W pracy RADHAKRISHNANA i REESE'A [120] przedstawiono rozwdj interesujacej nas
problematyki zasadniczo do roku 1970, przy czym autorzy ograniczyli si¢ tylko do litera-
tury anglosaskiej i japonskiej. Nasza praca stanowi wigc kontynuacj¢ i uzupetnienie
pracy [120].

Pracg podzielono na cztery punkty. W punkcie pierwszym przedstawiamy ogdlne
wyniki zastosowania metody elementéw skoriczonych do rozwiazywania zagadnien
mechaniki o$rodkéw ciagtych. Wydaje sig, iz zaprezentowane w tym punkcie prace mog-
lyby znalezé zastosowanie w mechanice gruntéw i mechanice gorotworu.

Zastosowanie metody elementéw skonczonych do mechaniki gruntéw rozpatrujemy
w punkcie drugim.

Punkt trzeci po$wigcony jest mechanice gérotworu, natomiast w punkcie ostatnim
podajemy kilka uwag koncowych.

1. Zagadnienia ogélne

Metoda elementéw skoriczonych doczekala sie juz interesujacych opracowan mono-
graficznych [108, 149]. Pierwsza z nich ma charakter raczej matematyczny, natomiast
druga — inzynierski (por. [8, 80, 136)]. W pracach przegladowych [148, 153] przed-
stawiono histori¢ metody elementéw skonczonych, jej istote oraz mozliwosci zastosowania
do zagadnien mechaniki ciata odksztalcalnego (por. [83, 163]). Popularyzatorskie, a przy
tym interesujace ujecie metody elementéw skonczonych zaproponowat KisiEL [84al.
Oméwit on réwniez wady i zalety tej metody. Jako wady wymienia nastepujace fakty:
1) jest to metoda numeryczna, a nie analityczna, 2) z podzialem na elementy skonczone
nie mozna i§¢ zbyt daleko, 3) im bardziej ztozony problem, tym pamieé maszyny musi
byé wieksza.

Proste wprowadzenie do metody elementéw skoriczonych znalezé réwniez mozna
w pracach PAULSENA [114, 115, 116].
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W pracach [6, 7] rozwazono teori¢ metody elementéw skoriczonych i zagadnienie
zbieznoéci, przy czym autor wychodzi z twierdzenia o minimum energii potencjalnej
uktadu (metoda przemieszczen).

WUuUNDERLICH [141] jako punkt wyjscia przyjmuje zasade wariacyjng Reissnera (metoda
mieszana). Wéwczas naprezenia i przemieszczenia s3 zmiennymi niezaleznymi danego
zadania, tzn. traktujemy te wielkosci rownocze$nie jako poszukiwane niewiadome
(w metodzie przemieszczen niewiadomymi sa tylko przemieszczenia).

Teori¢ metody elementéw skornczonych rozwazono takze w pracy [1], przy czym autor
wychodzi z ogdlnych zasad mechaniki ciata odksztalcalnego.

Zwroémy uwage na fakt, iz jesli jako punkt wyjscia przyjmiemy twierdzenie o minimum
energii dopelniajacej, wéwczas niewiadomymi zadania sg naprezenia (metoda sif).

HobgGe [70] eksplikuje metodg elementéw skonczonych korzystajac z zasady prac
przygotowanych. Takie podejscie jest ogdlnigjsze od sposobdw poprzednich, tzn. metody
przemieszczeni, sil, badZ mieszanej, gdyz nie zalezy od fizycznych wlasnosci materiatu.

W pracy [122b] wykazano, Ze metode elemetdw skonczonych mozna traktowaé jako
przypadek szczegdlny tzw. metody rezidudw wagowych, z ktérym to problemem mamy
do czynienia przy przyblizonym rozwiazywaniu zagadnien brzegowych.

Podobienstwa i réznice miedzy metoda elementéw skofczonych a metoda réznic
skonczonych omowiono w artykutach [40, 41, 43, 135, 148].

Zwiazki pomigdzy metoda Bubnowa-Galerkina a metoda elemetéw skonczonych
rozwazono w pracach [74, 162].

Tensorowa interpretacje przemieszczeniowej metody elementéw skonczonych przed-
stawiono w [82]. MoriN [104] wykazal, ze wykorzystanie zapisu tensorowego pozwala
zastosowac bardzo ekonomiczng metode iteracyjng dla rozwiagzywania zadan nieliniowych.

Scisle matematyczne podejscie do metody elementéw skoficzonych zastosowano
w artykutach [13, 13a, 32, 33, 58, 64, 95, 103, 147, 151, 152]. Takie podejscie wymaga
uzycia aparatu analizy funkcjonalnej (np. przestrzeni Sobolewa).

Bardziej praktyczne rozwazania przeprowadzono w [91], gdzie zastosowano metodg
Bubnowa-Galerkina (szczegdlny przypadek metody reziduéw wagowych), w powigzaniu
z metoda elementéw skonczonych do uktadu liniowych réwan rézniczkowych o pochod-
nych czastkowych (por. [39]). Przypadkiem szczegdlnym tych réwnan sg réwnania pola
opisujace przepltyw gazéw lub cieczy (por. [9, 46, 73, 90, 123, 130, 134]).

Zagadnienia zwiazane z doborem elementéw skonczonych i funkeji aproksymujgcych
przedstawiono w pracach [12, 22, 25, 47, 51, 54, 85, 86, 109, 146, 158, 165].

Wzory na obliczanie sit wgztowych podano w [107, 113].

Formutujac dane zadanie w terminach metody elementéw skoriczonych nalezy uwzgled-
ni¢ sztywny ruch elementu. Problem ten rozwazono w pracach [62, 96, 149].

Problematyke¢ zwigzana z rozwigzywaniem na maszynach matematycznych rownan,
ktére otrzymuje sie przy stosowaniu metody elementéw skonczonych oméwiono w [10, 27,
28, 42, 59, 60, 65, 77, 89, 119, 122, 126].

Okazuje sig, iz przemieszczeniowej metodzie elementéw skorczonych odpowiada
analogon elektryczny wynikajacy z uogélnionego prawa Ohma [88]. Pozwala to na przejécie
od rozwazan mechanicznych do rozwazan elektrycznych (por. [3]).
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Przykiady zastosowania metody elementéw skonczonych do osrodkéw opisywanych
przez bardziej skomplikowane rownania Kkonstytutywne (np. materialdw nieliniowo-
-lepkosprezystych) podano w pracach [11, 19, 108, 110, 111, 121, 127, 128, 132, 166].

W pracach [13b, 112] przedstawiono uogdlnienie metody elemetéw skonczonych na
sprezyste osrodki mikropolarne.

HART i CoLLINS [68] rozwazyli uktad poddany obcigzeniom losowym. Po dyskretyzaciji
zagadnienia macierz otrzymanego ukladu réwnan oraz wyrazy wolne autorzy rozpatruja
jako funkcje pewnych zmiennych losowych, ktére w ogélnosci s skorelowane.

Na tym konczymy przeglad ogdlnej problematyki zwigzanej z metoda elementéw
skonczonych?). Zdajemy sobie sprawg z faktu, iz przeglad ten nie jest wyczerpujacy.
Ale jest on w zupelnosci wystarczajacy dla naszych celéw.

2. Mechanika gruntéw

2.1. Ogélne problemy zwigzane z zastosowaniem metody elementow skonczonych
w mechanice gruntéw przedstawiono w pracach [53, 57, 84, 94, 99, 133]. EISENSTEIN
[53] twierdzi, iz gtéwna przeszkodg w zastosowaniu tej metody jest posta¢ réwnan konsty-
tutywnych. Mianowicie zwiazki migdzy naprgzeniami i odksztalceniami w gruntach
zaleza od duzej liczby czynnikéw, a ponadto pierwotny stan naprezenia w gruntach jest
przede wszystkim wynikiem proceséw geologicznych. Sadzimy, Ze trudno$¢ pierwsza
objawia si¢ w tym, iz do rozwigzywania konkretnych probleméw potrzebna jest wigksza
pamieé maszyny matematycznej. Czg§ciowo mozna tego unikna¢ stosujac wigksze elementy
skoficzone, ale za to bardziej dokladna aproksymacje¢, np. za pomoca wielomianéw Her-
mite’a. Ponadto nie nalezy zapomina¢ o tym, iz do uzytku oddawane bgda maszyny o coraz
wiekszych mozliwosciach. Przegladajac prace amerykanskie zwigzane z zastosowaniem
programowania matematycznego do zagadnien optymalizacji konstrukcji (por. [128])
wysuneliémy wniosek, iz pod koniec lat siedemdziesiatych oddane zostang do uzytku
maszyny matematyczne, ktére pozwolg rozwigzywaé — oczywiscie numerycznie — nawet
bardzo skomplikowane zadania optymalizacyjne. Wydaje si¢, iz podobne stwierdzenie
mozna odnie$¢ do zagadnien mechaniki gruntdw i gérotworu.

2,2. Przedstawimy obecnie zastosowanie metody elementéw skonczonych do zagadnien
réwnowagi podioza.

MiLovi¢ [100] (por. takze [84, 97, 98]) przedstawitl numeryczne rozwiazanie zadania
o rownowadze statycznej, sprezystej, jednorodnej (izotropowej lub anizotropowej) war-
stwy o stalej grubos$ci H. Warstwa ta, w ukladzie wspdirzednych walcowych, zajmuje
obszar: 0 < z < H,0 <€ r € . Poddana ona jest obciazeniu réwnomiernie rozlozonemu,
okreslonemu w obszarze z =0, 0 < r € DJ2, przylozonemu do goérnej plaszczyzny
warstwy. Plaszczyzna dolna jest sztywnie utwierdzona. Zbudowano macierz sztywnosci
oraz program obliczen, ktéry zrealizowano na maszynie «IBM 360-40». Wyniki obliczes,
dla réznych wartoéci parametrow, przedstawiono w postaci wykreséw i tablic. W szczegdl-

b Scislejsze bytoby okreslenie «metody elementéw skoriczonych», gdyz istnieje metoda przemieszczen,
mieszana, itd.
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no$ci podano zalezno$¢ naprezen: promieniowego o, i normalnego o, wzdluz osi symetrii,
od réznych wartosci parametru H/D. Parametr ten przyjmowal wartosci: 1,00, , 2,00,
3,00, co. Obliczenia przeprowadzono dla dwu wartosci wspéiczynnika Poissona u: 0,23,
0,30. Parametr » = E,/E,, charakteryzujacy anizotropi¢ materiatu, prZyjmowal wartosci:
0,25, 0,50, 1,00, 2,00; gdzie E,, E;, oznaczaja odpowiednio modul sprezystosci w kierunku
pionowym i poziomym.

Podano wykres przemieszczen pionowych w(0,0) [punkt (0,0) oznacza poczatek uktadu
wspotrzednych] w zaleznosci od parametru H/D, dla p = 0,15, 0,25, 0,30, 0,40, 0,45.
Obliczenia wykazaly, ze anizotropia wplywa na znaczny wzrost naprezen o, w utwier-
dzonej plaszczyznie z = H.

W pracy [63] rozwigzano zadanie o ptaskim stanie odksztalcenia w sprezystej warstwie,
spoczywajace] na nieodksztalcainym podtozu. Przemieszczenia w plaszczyznie kontaktu
sa rowne zeru. W pierwszej czgsci pracy, przy pomocy szeregéw Fouriera, rozwigzano
zadanie o przemieszczeniach. Natomiast w drugiej czgsci pracy, wykorzystujac metode
elementéw skorficzonych, wyznaczono napre¢Zenia w warstwie. Wyniki obliczen, podane
w postaci tablic i wykresow, przedstawiaja zalezno$é poszukiwanych wielkosci od wspot-
czynnika Poissona, grubosci warstwy i wymiaréw obszaru, na ktéry dziala obcigzenie.

W pracy [102] rozwazono nastgpujace zadanie: nieodksztatcalne pasmo poddane jest
dziataniu sily nachylonej pod pewnym katem, pasmo to spoczywa na spreZystej warstwie,
ktéra z kolei lezy na nieodksztalcalnym podiozu (czyli osrodek tréjwarstwowy). Sprezysta
warstwe zamieniono przez prostokatne i tréjkatne elementy skofczone. Zbudowano macierz
sztywnosci. Otrzymano przyblizone wzory na okreslenie naprezen kontaktowych i prze-
mieszczen pasma w zaleznosci od grubosci warstwy sprezystej i kata nachylenia sity dzia-
fajacej na pasmo.

Zagadnienie rozkladu naprezen i odksztalcen w gruncie (bedacym pélprzestrzenia)
poddanym dziataniu nieruchomego lub ruchomego obcigZenia w postaci kotowego stempla
rozpatrzono w pracy [l17]. Stempel moze by¢ sztywny lub odksztalcalny. Rozwazono
zaréowno liniowo-sprezysty, jak i nieliniowo-sprezysty material polprzestrzeni. W tym
drugim przypadku zalezno$¢ migdzy naprezeniami i odksztalceniami przyjeto na podstawie
wynikéw badan doswiadczalnych. Otrzymano pewna rozbiezno$é wynikéw numerycznych
w poréwnaniu z laboratoryjnymi rezultatami pomiaru naprezei. Réznice te, zdaniem
autorow, spowodowane sa bledami, jakimi obarczone sa do$wiadczenia. Stwierdzono
ponadto, iz korzystajac z metody elementéw skoriczonych, mozna stosunkowo latwo
uwzgledni¢ nieliniowos¢ zaleznosci naprezenie-odksztalcenie, jak i ztozone warunki
brzegowe.

Desal [44] réwniez rozwazy! nieliniowa zalezno$¢ pomigdzy naprezeniami a odksztal-
ceniami. Konstruuje on rozwiazanie przyblizone stosujac metode elementéw skonczonych
w powiazaniu z funkcjami typu spline (por. [93a, 153a, 159)].

Obliczenia naprezen w lessowym gruncie, przy zastosowaniu metody bedacej kombi-
nacja metody réznic skonczonych i elementéw skonczonych, dokonano w [164].

THOMAS i ARMAN [129] zbadali stan naprezenia i odksztalcenia w podiozu torfowym.
Dane doswiadczalne poréwnano z wynikami obliczen otrzymanych przy zastosowaniu
metody elementéw skonczonych i uwzglednieniu geometrycznej nieliniowoéci. Obliczenia
numeryczne przeprowadzono metoda przyrostéw przy linearyzacji zadania, tzn. na kazdym
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etapie zwigksza si¢ obcigZenie o pewna mozliwie mala warto$¢. Istnieje réznica pomiedzy
rozwigzaniem tradycyjnym, otrzymanym na bazie wzoru Boussinesqa, a rozwiazaniem
podanym w pracy.

W pracy [72] HOEG rozwazyl zachowanie si¢ sprezysto-plastycznego osrodka glinia-
stego (por. [37]). Stosuje on réwnania klasycznej teorii plastycznego plynigcia przy
uwzglednieniu «rozmigkczenian (softening). Wykorzystujac metodg¢ elementéw skonczo-
nych autor okreslit krzywa przedstawiajaca zalezo$¢ migdzy napreZeniami a odksztal-
ceniami oraz wyznaczy! no§no$¢ graniczna kolowego podioza. W dyskusji [87a] oponenci
krytykuja przyjety model. Twierdza oni, iz model powinien uwzglgdniaé zmiang objgtosci
w czasie plastycznego plynigcia materiatu, czego jednakze klasyczne teorie plastycznosci
nie opisuja.

Zagadnienia zwiazane z oddzialywaniem podioze-uklad (np. budynek) przedstawiono
w pracach [4, 5, 23, 34, 42a, 67, 81, 101, 118, 122a, 160].

2.3. Mozliwosci zastosowania metody elementéw skonczonych do analizy nawierzchni
drég rozpatrzono w pracach [2, 14, 131, 137, 139].

AGARWAL i HuDsON [2] podali wyniki do$wiadczen laboratoryjnych przeprowadzonych
na plytach aluminiowych spoczywajacych na specjalnie przygotowanym gruncie gliniastym,
zawartym w skrzynce, celem wywotania przestrzennego stanu napreZenia. Przedstawiono
zwiazek miedzy osiadaniem podloZza a naprezeniami w plycie. Wyniki badan poréwnano
z rezultatami obliczen plyt (metoda elementéw skonczonych) przy zalozeniu hipotezy
Winklera o podlozu,

W pracy [131] rozpatrzono wplyw zmian wilgotnosci oraz temperatury gruntu i warstw
nawierzchni drogowej na tworzenie si¢ podiuznych szczelin w nawierzchni. Podano war-
toéci naprezen rozciagajacych w nawierzchni asfaltobetonowej, spowodowanych tymi
zmianami. Warto$ci te obliczono na maszynie matematycznej, po uprzednim zastosowaniu
metody elementéw skonczonych.

WANG, SARGIOUS, CHEUNG [139] okreslili wielkosé normalnych naprgzen kontaktowych
pomiedzy prostokatna plyta a jednorodna péiprzestrzenia. Ponadto okre§lono przemiesz-
czenia pionowe plyty wywolane dzialaniem obciazenia réwnomiernie rozlozonego na kole.

W pracy [137] podano poréwnanie rezultatéw badan doswiadczalnych z wynikami
obliczen. Mianowicie przeprowadzono badania nawierzchni drogowej skladajacej sig¢
Z warstwy gruntu piaszczysto-gliniastego wzmocnionej 3 lub 6-procentowa zawartoscia
cementu, poddanej dzialaniu obcigzen powtarzalnych. Stwierdzono, Ze zmierzone napreg-
Zenia i przemieszczenia zagadzaja si¢ z wynikami obliczen otrzymanych na podstawie roz-
wiazan teorii sprezystosci dla warstwowej pélprzestrzeni oraz z rezultatami obliczen
otrzymanych przy zastosowaniu metody elemetow skonczonych.

Teoretyczne, oparte na metodzie elementéw skonczonych, jak i do§wiadczalne badania
nawierzchni poddanej obciazeniu impulsowemu przeprowadzit BARKSDALE [14].

2.4. Zastosowanie metody elementéw skoriczonych do obliczania zapér przedstawiono
w pracach [29, 53, 133a, 154, 155, 161, 167, 168], natomiast tuneli — [38]. Podkre§lono
konieczno$¢ uwzgledniania odksztalcalno§ci podloza [133a, 167], jak i efektéw reolo-
gicznych [161].
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2.5. W pracach [30, 43a, 55, 61, 76, 123, 142, 143, 144] rozpatrzono zastosowanie
metody elementéw skoficzonych do zagadnied konsolidacji, czyli przyplywu plynu przez
o$rodki porowate. Interesujace wydaja si¢ ujecia wariacyjne, ktére pozwalaja na stosun-
kowo latwe sformulowanie problemu konsolidacji w terminach metody elementéw skofi-
czonych. W cyklu artykutéw [142, 143, 144] sformulowane zostaly zasady wariacyjne —
dla tréjwymiarowej konsolidacji — przy nastgpujacych zatozeniach: 1) grunt (szkielet)
jest niejednorodny, anizotropowy i zachowuje si¢ sprezyscie, 2) pory wypetnione sa nie-
$cisliwg ciecza (woda), 3) deformacja szkieletu nie zalezy od ci$nienia wody, lecz wylgcznie
od naprezen efektywnych, 4) przeptyw wody odbywa si¢ zgodnie z prawem Darcy’ego.
Podano szczegétowo sformutowanie w terminach metody elementéw skonczonych (czyli
rozwigzanie przyblizone). Rozwazania ogdlne zilustrowano na kilku przyktadach (konsoli-
dacja jednowymiarowa, osiowo-symetryczna).

Korzystajac z dynamicznej teorii konsolidacji Biota, w pracy [61] przedstawiono
wariacyjne sformulowanie problemu. Nastgpnie dokonano dyskretyzacji zagadnienia
stosujac metod¢ elementdw skonczonych. Podano przyklady obliczen numerycznych dla
polprzestrzeni.

3. Mechanika gorotworu

3.1. Ogdlna problematyke zwiazang z zastosowaniem metody elementéw skonczonych
do mechaniki goérotworu przedstawiono w pracach [31, 79, 79a, 79b, 94a, 125, 125a,
133, 150].

MARTINETTI i RIBACCHI [94a] przedstawili zagadnienia, ktére rozwazano na II Kon-
gresie Miedzynarodowego Towarzystwa Mechaniki Gorotworu, Kongres ten odbyl sie
w dniach 21—26 wrze$nia 1970 roku w Belgradzie. Ot6z na kongresie tym omowiono
rowniez metody obliczen w mechanice gérotworu. Podkreslono, iz nalezy wigcej uwagi
poswiecié metodzie elementéw skonczonych.

STEPHANSSON [125a] omawia tre$¢ osmiu prac doktorskich zrealizowanych na Uniwer-
sytecie Uppsala w Szwecji. W jednej z nich przedstawiono mozliwosci zastosowania metody
elementéw skonczonych do analizy proceséw tektonicznych. Inna praca omawia zastoso-
wania tej metody do zagadnien stabilno$ci wyrobisk.,

W pracy [150] przedstawiono model osrodka blokowo-warstwowego, a wige takiego
z jakim mamy do czynienia w gérotworze szczelinowatym. Rozwazono mozliwosci stoso-
wania metody elementéw skonczonych.

W monografii JAEGERA i Cooka [79a], po$wigconej podstawom mechaniki goro-
tworu, rozpatrzono réwniez metode elementéw skonczonych (rozdz. 10). Podkreslono
zalety tej metody wyrazajace si¢ w: 1) mozliwosci rozpatrywania ukladéw o nieregular-
nych brzegach, 2) tym, ze sily masowe i powierzchniowe mogg byé zmienne, 3) fakcie,
ze material moze posiadaé wlasnosci reologiczne lub plastyczne, 4) mozliwosci uwzglgd-
nienia tarcia migdzy blokami skalnymi (na powierzchniach uskoku).

W pracy [31] (por. [79b]) podano sformulowanie macierzy sztywnosci dla oérodka
liniowo-sprezystego. Podano ogdlny schemat programu rozwiazujacego podstawowy
uktad réwnan liniowych jaki otrzymuje si¢ w tym przypadku.
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W pracy [79b] autorzy niestusznie twierdza, iz metoda elementéw skoriczonych jest
szczegdinym przypadkiem metody réznic skonczonych. Jest akurat na odwrdt: metoda
réznic skonczonych jest szczegélnym przypadkiem metody elementdw skonczonych.

3.2. Rozpatrzmy obecnie prace poswigcone zagadnieniom okre§lania naprezen i od-
ksztalcen wokdét wyrobisk gorniczych, otwordw strzelniczych i tuneli.

BarLA [15] rozwiazat statyczne zadanie o koncentracji naprezen wokot pojedynczego
wyrobiska w masywie gruntu. Wyrobisko znajduje si¢ na skonczonej odlegltosci od po-
wierzchni swobodnej. Przyjeto model ciala liniowo-sprezystego, izotropowego oraz ptaski
stan odksztalcenia. Przedstawiono rozwiazania numeryczne dla wyrobisk o ksztalcie:
okregu, elipsy, kwadratu, prostokata i prostokata o jednym boku w postaci tuku okregu.
Tenze autor [16] (por. [75, 79]) przedstawil rozwiazania numeryczne dla koncentracji
naprezenn wokdt wyrobiska znajdujacego si¢ w nieograniczonym spre¢zystym osrodku
warstwowyn,

Duns i BUTTERFIELD [49] (por. [48, 50]), stosujac metode elementdw skonczonych,
przedstawili rozwiazanie zadania o oddzialywaniu fal harmonicznych, rozchodzacych sig
w gruncie, z nieskonczenie dtugg powloka walcowa o skoficzonym promieniu. Powioka ta
znajduje si¢ w gruncie na skonczonej glebokosci. Przyjeto, ze otaczajacy powlok¢ grunt
jest o$rodkiem liniowo-sprezystym. Stosujac metode elementéw skonczonych podano
przejscie od rownan rézniczkowych do rownan algebraicznych. Podano przykiad licz-
bowy.

W pracy [21] przedstawiono zastosowanie metody elementéw skonczonych do obli-
czania rozkladu naprezen w osrodku sprezystym ostabionym kilkoma réwnoleglymi
wyrobiskami.

WINKEL, GERSTLE, Ko [140] rozpatrzyli zagadnienie obliczania napre¢zen i odksztalcen
wokot wyrobisk w o$rodkach modelujacych sole. Przyj¢to, iz osrodek taki jest sprezysto-
-lepkoplastyczny. Przy zastosowaniu metody elementéw skonczonych podano algorytm
rozwigzywania zadan brzegowych dla ptaskiego stanu odksztalcenia.

Analize podziemnych wyrobisk, przy zastosowaniu metody elementéw skonczonych
i kryterium réwnowagi granicznej Coulomba przedstawiono w [138] (por. [57]).

HeuzE, GOODMAN, BORNSTEIN [69] (por. [35]) analizuja mozliwoéci uwzglednienia
szczelinowato$ci skal przy okreélaniu naprezen wokét otwordw wiertniczych. Rozwa-
zono dwie metody: 1) «zaburzenia szczeliny» (joint perturbation) i 2) «zerowego rozcia-
gania» (no-tension). Metoda «zerowego rozciggania» uwzglednia fakt, iz praktycznie
rzecz biorac, wytrzymalo§¢ skal szczelinowatych na rozcigganie jest zerowa. Podano
istot¢ tych dwu metod oraz wyniki obliczeri numerycznych (por. [78a]). Obydwie te metody
daja wyniki podobne, natomiast istnieje znaczna rozbiezno$¢ w poréwnaniu z wynikami
otrzymanymi przy zalozeniu, Zze o$rodek jest liniowo-sprezysty.

W pracy [18] przedstawiono wyniki obliczen napr¢zen i odksztalcen wokoi tunelu
kotowego o $rednicy 8 m przeprowadzonego na gigbokosci 500 m (por. [87]). Przyjeto
plaski stan odksztalcenia. Rozwazania przeprowadzono dla dwu przypadkow.

W przypadku pierwszym traktuje si¢ osrodek jako kontinuum sprezyste, natomiast
w drugim jako szczelinowaty. W tym drugim przypadku autorzy méwia o «pseudopla-
stycznym diskontinuum.
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Dla oérodka szczelinowatego przyjeto, iz szczeliny tworza jedna rodzing, okreslona
przez réwnolegte plaszczyzny. Podano wyniki obliczen dla nastepujacych wartosci kata
nachylenia szczelin do poziomu: 30°, 45°, 60°, 90°. Wyniki w obydwu przypadkach, tzn.
dla kontinuum w poréwnaniu z «diskontinuum», znacznie si¢ rézniz. Omdwiono takze
problem stabilno$ci wyrobisk (por. [124, 145]).

3.3. Zastosowanie metody elementéw skonczonych do obliczania filaréw przedsta-
wiono w pracach [21a, 52].

EpwarDSs [52] badat stan napregzenia i odksztatcenia filaréw w warunkach laborato.
ryjnych jak i rzeczywistych. Wyniki numeryczne otrzymano stosujac metodg elementow
skonczonych. Badania laboratoryjne przeprowadzono metoda polaryzacyjno-optyczna.
Jesli eksploatacja prowadzona jest w okreslonych warunkach to wyniki zaréwno nume-
ryczne jak i laboratoryjne wykazuja obecnos$¢ znacznej koncentracji naprezen w filarach.
Badano takze wptyw podsadzki oraz sposobéw wybierania filaréw na panujacy w nich
stan napreZenia.

Przeprowadzono pomiary naprgzen i odksztalcen w warunkach naturalnych. Czas
trwania pomiaréow wynosil péftora roku. Stwierdzono rozbiezno$é¢ pomiedzy wynikami
laboratoryjnymi a wynikami otrzymanymi w warunkach naturalnych.

3.4. W pracach [24, 26, 45, 92, 106] przedstawiono zastosowanie metody elementéw
skonczonych do analizy probek cylindrycznych. I tak celem pracy [106] bylo otrzymanie
informacji odno$nie wplywu tarcia na koncach probki poddanej $ciskaniu oraz wptywu
wspotczynnika Poissona na tworzenie si¢ szczelin w materiatach skalnych (por. [24, 26,
45)).

Lucks, CHRISTIAN, BranDow, HoOEG [92] badali na specjalnym urzadzeniu, prébki
cylindryczne poddane §cinaniu i §ciskaniu. Obcigzenie jest tak przylozone, iz otrzymuje sig
niesymetryczny rozktad naprezen wzglednie osi probki. Analiz¢ numeryczng tréjwymia-
rowego stanu naprezenia przeprowadzono stosujac metodg elementéw skonczonych.
Podano wykresy rozkladu naprezen dla réznych przekrojéw prébki.

3.5. GoLDIN i TroickI [156] okreslili stan naprezenia i odksztalcenia u podstawy i kra-
wedzi bocznych skalnego kanionu.

W pracy [56] rozpatrzono zagadnienie obliczania podziemnych tam zaporowych
zabezpieczajacych wyrobiska przed zatopieniem.

Mozliwoéci zastosowania metody elementéw skorniczonych do zagadnien kotwienia
przedstawiono w pracach [36, 71].

NAIR [105] przeprowadzil obliczenia przemieszczen powierzchni na terenie objetym
eksploatacja gérnicza. Wyniki obliczen osiadania niecki przedstawiono w postaci wykreséw.

Weiskanie stempla betonowego w oérodek szczelinowaty przedstawit MaLINA [93].
Podano istote sformulowania uwzgledniajagcego warunek graniczny Mohra i wplyw tar-
cia miedzy blokami skalnymi.

BARTH [17] przedstawit obliczenia kawerny, w ktdrej znajdowaé si¢ bgdzie hala maszyn
podziemnej sitowni. Obliczenia przeprowadzono stosujac tréjkatne elementy skonczone
o siatce zaggszczonej w poblizu konturu.

Zastosowanie metody elementow skonczonych do zagadnien kruszenia (drobnienia)
przedstawiono w [78]. Kruszenia dokonuje si¢ stosujac materiaty wybuchowe.
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4. Uwagi koncowe

Wydaje sie, iz w masie prac poswigconych zastosowaniu metody elementéw skonczo-

nych do zagadnien mechaniki ciata stalego, problemom mechaniki gruntéw i mechaniki
gérotworu poswigcono zbyt mato uwagi. Stan ten wynika migdzy innymi ze ziozonosci
probleméw. Nie sa nam znane artykuly, w ktérych stosowano by metod¢ elementéw
skonczonych do zagadnien tgpania.

Istniejace prace z dziedziny mechaniki gruntéw i1 mechaniki gérotworu, ktérych prze-

gladu dokonalismy, majg raczej charakter inzynierski, praktyczny. Dlatego teZz nie prze-
prowadzono w nich analizy blgdow i nie rozwazono zagadnienia zbieznosci. Nalezy tutaj
podkresli¢, iz istnieja juz teoretyczne opracowania tych zagadnien dla kontinuum mater-
ialnego (porownaj np. [108]).
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Pesome

METOJX KOHEYHbBIX 3JIEMEHTOB B MEXAHUKE 'PYHTOB
M B MEXAHMKE I'OPHbIX MACCHBOB

B paGorte naH 0630p HOBEHIIMX paGoT, MOCBALUEHHLIX IIPHMEHEHHAM METOMa KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB

K 3amavaM MEXaHHKH IPYHTOB H MEXaHMKH TOPHbBIX MaCCHBOB.

Summary

FINITE ELEMENT METHOD IN SOIL AND ROCK MECHANICS

The paper presents a review of recent achievements in the field of application of the finite elements

method to the problems of soil and rock mechanics.
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WPLYW WSTEPNYCH UGIEC NA PRACE PLYTY PROSTOKATNEJ, ZGINANEJ W SWEJ
PEASZCZYZNIE

WLADYSEAW WALCzZAK (L6DZ)

1. Wstep

Wstepne ugigcia graja znaczng rolg w zagadnieniach statecznosei plyt cienkosciennych
i maja powazny wplyw na pracg tych plyt w warunkach obcigzen ponadkrytycznych.
Dotyczy to tych przypadkéw obcigzenia, gdy — oprécz obcigZenia poprzecznego —
istniejg rowniez sily dziatajace w plaszczyznie srodkowej plyty, badz tez gdy stanowig one
jedyne obciazenie tych plyt. Wplyw tych sit na koncowy stan naprgzenia i odksztalcenia
zalezy bowiem nie tylko od ugiecia dodatkowego w; wywolanego przytozonym obcigze-
niem, lecz réwniez od ugiecia wstepnego w,. Z tego tez wzgledu przeprowadzenie, w przy-
padkach takiego obciazenia, analizy wptywu ugi¢é wstepnych na stan naprezenia i odksztal-
cenia plyty wydaje si¢ niezb¢dne.

Praca cienko$ciennej plyty prostokatnej po utracie statecznosci, wywolanej zginaniem
w plaszczyZnie plyty, zostala szczegélowo przeanalizowana przy zaloZeniu plaskiej postaci
tej plyty w stanie poczatkowym [3]. Celem niniejszej pracy jest zbadanie wplywu wstep-
nego ugiecia takiej plyty na jej stan koncowy dla przypadku takich samych warunkéw
obciazenia, to znaczy zginania plyty w jej ptaszczyznie srodkowej. Przyjmujac, Ze koncowe
ugiecia plyty sa rzedu jej grubosci, zagadnienie rozpatrzono w oparciu o nieliniowa teorig

piyt.

2. Przyjete zalozenia oraz podstawy teoretyczne

Przedmiotem rozwazan jest cienka, prostokatna, izotropowa ptyta o stalej grubosci /4,
swobodnie podparta na calym swym obwodzie. Zaklada si¢ ponadto, Ze przy odksztal-
ceniach plyty jej krawedzie pozostang zawsze prostoliniowe. Ma to miejsce w przypadku
wzmocnienia tych krawedzi odpowiednimi listwami usztywniajacymi.

Obciazenie plyty przyjeto w postaci jednokierunkowego rozkladu sit liniowo zmiennych
wzdtuz krawedzi x = 01 x = a, przylozonych w plaszczyZnie §rodkowej ptyty. Stan taki
da si¢ okresli¢ nastepujacym wyraZeniem o ogélnej postaci

(2.1) - ko(l—a%—).

Obciazenie przedstawione na rys. 1 odpowiada wartoéci wspdtczynnika a =2, dla kt6-
rego zachodzi przypadek czystego zginania.

2+
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Dla parametru k, przyjeto zalozenie, ze jest on liczbowo wigks..y od wartosci odpowia-
dajacej obciazeniu krytycznemu. Zalozono, ze powierzchnia §rodkowa plyty nie jest po-
wierzchnia idealnie plaska, lecz ma poczatkowa krzywizng. W kazdym jej punkcie istnieje
zatem pewne wstepne ugiecie wy. Przyjeto, ze jest ono male w pordwnaniu z gruboscia
plyty.

Rys. 1. Schemat obciazenia plyty

Najmniej korzystna — z punktu widzenia pracy piyty przy obciazeniach ponadkry-
tycznych — jest taka posta¢ wstgpnego ugigcia, jaka pierwotnie plaska plyta przyjmuje po
utracie statecznos$ci. W rozpatrywanym przypadku podparcia i obciazenia postaé taka
mozna przedstawié jako wynik naloZenia si¢ jednej poétfali sinusoidy w kierunku osi Ox
z uktadem i pétfal w kierunku poprzecznym. ZaloZenie takie wedlug [4] jest stuszne w od-
niesieniu do plyt, dla ktérych stosunek dtugosci krawedzi a/b < 0,95. Zaklada si¢ ponadto,
Ze w miare wzrostu warto$ci parametru obciazenia k, powyzej wartosci krytycznej, zmiana
pierwotnie plaskiej postaci ptyty zachodzi stopniowo: w pierwszym przyblizeniu plyta
przyjmuje po wyboczeniu ksztalt bedacy wynikiem kombinacji jednej poétfali sinusoidy
w kierunku osi Ox z dwiema pdlfalami wzdtuz osi Op, w drugim przyblizeniu — jednej
potfali wzdluz osi Ox z trzema poétfalami wzdtuz osi Oy itd. [3].

W rozpatrywanym zagadnieniu zalozono ksztalt wstgpnego ugigcia powierzchni
$rodkowej ptyty w postaci odpowiadajacej pierwszemu przyblizeniu. Moze on byé zatem
opisany za pomoca nastepujacej, dwuparametrowej funkcji wstepnej ugigcia
(2.2) Wo = sin_— [f(xo)sinn—y +f‘2°)sin‘2ny].

a b b
W wyrazeniu tym stale @ i b sa dlugosciami krawedzi plyty, za$ /(% i f/§® sa nieznanymi
parametrami ugiecia. Parametr /{®) réwny jest przesunigciu (wzdtuz normalnej z) $rodka
plyty z plaszczyzny xy, wyznaczonej przez krawedzie jej powierzchni §rodkowej.
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Postawione zagadnienie zostanie rozwigzane w oparciu o nieliniowa teorig ptyt. Pod
wplywem przyloZonego obciazenia powierzchnia Srodkowa piyty ulega odksztalceniu,
a jej poszczegélne punkty odpowiednim przemieszczeniom. Skladowe stanu przemiesz-
czenia dowolnego punktu A powierzchni §rodkowej ptyty wzdluz kierunkéw x, y oraz z
oznaczono odpowiednio przez u = u(x,y), v = v(x, y) oraz w = w(x, y). Skladowa w
przemieszczenia w kierunku normalnej do powierzchni §rodkowej ptyty odpowiada pet-
nemu ugigciu plyty w stosunku do plaszczyzny xy, a wigc wstepnemu w, zwigkszonemu
o dodatkowe ugigcie w;, wywolane danym obciazeniem.

Odpowiednio skladowe stanu odksztalcenia oznaczono przez ¢, &, i y.,. Skladowe te
wyrazaja si¢ za pomoca sktadowych stanu przemieszczenia u, v i w zwiazkami, ktdre
przy uwzglednieniu duzych ugieé ptyty maja nastepujaca postaé [2]:

w1 (6w)2 L(awo)z

==y T2 \ax) T2l )
dv 1 [ow\? 1(aw02

&=+l —5 ,
dy 2 \ady 2\ dy

u  Ov 0w w 9wy 0w
ay  ox ' ox oy  ox  ay

o

(2.3)

Vxy =

Jezeli z otoczenia dowolnego punktu 4 wydzielimy element ptyty o dowolnie matych
dlugodciach dx i dy krawedzi, wyciety plaszczyznami réwnolegtymi do plaszezyzn zx i zy,
to do krawedzi tego elementu nalezy przylozy¢ nastepujace sity przekrojowe: sily normalne

Myy
Rys. 2. Sily przekrojowe na krawedziach wycigtego elementu piyty

Ny i N,, sity styczne T, = T,, = T, sily poprzeczne Q. i Q,, momenty gnace M, i M,

oraz momenty skrecajace M,, i M,,. Sily te, zredukowane do powierzchni §rodkowej

wycigtego elementu i odniesione do jednostki diugosci jego krawedzi, przedstawiono
na rysunkach 2a i 2b.
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Momenty gnace i skrecajace oraz sity poprzeczne zaleza od przyrostu ugiecia plyty
I wyrazaja sie nastepujacymi wzorami [1,2]:

0? 02
M, = —-D [(7x7 (W—WO)+1}W (w—wo)] ,
62 62
(2.4) M,=-D [_5}_2_ (w— Wo)+"”*ax42 (w— Wo)] >
2
Moy =M, = —(l —v)D—a;v—ay (w—wyp),
oraz
0. = =D [V2(w—wo)]
: A )
(2.5)

0, = —D-(% [V2(w—wo)].

We wzorach tych D oznacza plytowa sztywnos$¢ zginania

Eh?
12(1—22)

Natomiast blonowe sity wewnetrzne N,, N, i T okre$§lono za pomoca funkcji na-
prezen Airy’ego @ = @(x, y) wzorami [1, 2]
o*Q 2P 2P
W N,,=11W, T = ——h—ax—ay.
W ten sposob wszystkie sity wewnetrzne wyrazaja si¢ za pomoca badZ funkcji napreZen
Airy’ego @ = D(x, y), badz funkcji (w—w,) przyrostu ugigcia plyty, wywolanego przy-
tozonym obciaZeniem.

Funkcje te zwigzane sa ze soba ukladem dwdch nieliniowych réwnan rézniczkowych
czastkowych noszacych nazwe réwnan Karmana [1,2]. Dla rozpatrywanego zagadnienia
réwnania te maja postaé

(2.6) D=

@2.7) Ne=h

Do, _ PP Pw PO Pw | PO Pw
28 T VTR = B Y e Yoy oxdy
oraz
E
(2.9) VZVZ@ = - T[L(W, W)—L(Wo, Wo)].

W réwnaniach powyzszych symbolem V2V? oznaczono podwdjny operator rézniczkowy
Laplace’a

() |y 0 0
ox* Ox20y? oyt

symbol za§ L w réwnaniu (2.9) jest operatorem' rézniczkowym drugiego rzedu o postaci

(2.10) VIR =

2(.) 9. _( al(...)-)z]
0x? oy? oxay | |

@.11) L L(.) = 2[



WPLYW UGIEC NA PRACE PLYTY PROSTOKATNEJ 215

Zwigzki (2.8) i (2.9) stanowia podstawowy uklad nieliniowych réwnan rézniczkowych
czastkowych, stuzacy do rozwigzywania zagadnien ptyt o duzych ugieciach, z uwzglednie-
niem ich ugiecia wstegpnego. Rozwigzanie tego ukladu réwnan, ktére na ogét daje sig
uzyskaé jedynie metodami przyblizonymi, pozwala na okreélenie funkcji naprezen @ =
= ®(x, y) oraz funkcji ugigcia w = w(x, y). Wyznaczenie zas nastgpnie z ich pomoca
wszystkich wielkosci okre$lajacych stan naprezenia i odksztalcenia rozpatrywanej ptyty
daje moZno$é oceny wplywu wstepnego ugigeia plyty na jej stan koncowy.

3. Rozwigzanie zagadnienia

Celem uzyskania rozwigzania postawionego zagadnienia w oparciu o rédwnania (2.8)
i (2.9) zalozono taka postaé funkcji w = w(x, y) okreslajaca koncowe ugigcie plyty w sto-
sunku do plaszczyzny xy, aby opisywata ona — z mozliwie dobrym przyblizeniem —
ksztalt, jaki przyjmie ptyta pod wpltywem danego obciazenia. Zgodnie ze wstepnymi
uwagani dla funkcji tej przyjgto identyczna postac,’ jak dla funkcji ugigcia wstepnego wq

3.1 w = sin 23 [f, sin — +f sin Zylz)y]

Wspotczynniki f; i f, wystqpujqce W pOWYZSZym wyraZeniu sa nieznanymi parametrami
ugiecia, przy czym wspoiczynnik f, przedstawia ugigcie $rodka plyty.

Przyjeta funkcja wstepnego ugigcia wo = wqo(x, »), jak i funkcja koncowego ugiecia
pivty w = w(x, »), spelniaja zalozone warunki swobodnego podparcia krawedzi piyty.
Jak wynika bowiem z wyrazen (2.2) i (3.1),

(Wodx=0 = (Wo)x=a = (Wo)y=0 = (Wo)y=p = 0,
(W)x=0 = (w)x:a = (W)y=0 = (w)y:b =0,

na podstawie za§ zwiazku (2.4) zachodzi

(33) (Mx)x=0 = (Mx)x=a = 0, (My)y:O = (My)yza = 0.

Dla wyznaczenia przyblizonej postaci funkcji naprgzen @ = @(x,y), za pomocs
ktérej okreslone sa blonowe sily przekrojowe N,, N, i T, wykorzystano réwnanie (2.9),
ktére — przy uwzglcdnieniu wyrazen (2.2) i (3.1) — przyjmie postaé

(3.2)

ViVH(D) = 2b2 {2(f1 —f19%) (Cos +cosz%y) +

(3.9 +(f1 f> = f1Of{®) [ —cos n_by + 9cos3—7l:)i + (9cos—72—y —cos 37—21) cos ﬁafc_] +

2 4
+8(f§—f‘2°)2)(cos X teos - )}

Jezeli do powyZszego réwnania wprowadzi¢ nastepujace wsp6iczynniki bezwymiarowe :
A =alb — wspblczynnik ksztaltu plyty;
&0 = f19/h — wspdlczynnik wstepnego ugiecia plyty, zredukowanego w stosunku
do jej grubosci;
(3.5) & = f,/h — wspodlczynnik koncowego ugiecia plyty, zredukowanego w stosunku
_do jej gruboéci;
o = VIR, v = Llfs



216 Wte. WALCZAK

to funkcja naprezen @ = @(x, ), ktéra jest ogélnym rozwiazaniem tego réwnania, bedzie
miala postaé:

[

_ 2
D(x, ) = Tpr 5 € - ) +4(Ep ~ Gyloos 22 4 EE) oo 2

8 b
2 2 Ty 1 3my
+ (£ — E3yo) | —cos B T geos T+
(3.6)
+ (_cos A I cos 3ny 2nx
(1+4/22)? b (9+4/22)2 b

+

(29> —E5p8)  Amy y

AU VR 7k°y “35)

Ostatni czlon powyzszego wyrazenia jest rozwigzaniem rdéwnania jednorodnego
o*Q o*d 0P

2 2 = =
(3.7) VIVID = 2 gaaa e = 0.

Blonowe sily przekrojowe N,, N, i T wyrazaja si¢ za pomoca funkcji naprezen @(x, y)
zwiazkami (2.7). Wykorzystujac zatem wyraZenie (3.6) otrzymujemy

aER® | (£2—£&3) 2my 5 ) my 3y
Ne = — A2 { 5 c0s — + (&2 — &5 wo) —cosT+cosT+
1 ny 1 3ny 2nx
4 [E———
+92 ((12 27 cos b a1 4) cos 5 )cos 2 ]+
(E292~E3yd) 4y ( o
(3.8)
2}'2Eh3 2 2 2,,2 2,,2
N, = 842 (&> &) +4(¢ P> —Eqwd) +
9 ny 1 3ny 27x
2, . E2 .z RACA
+8(£%y 50%)[(124_4)2005 b~ ORETAE S p ]}cos ot
_ 3n*APER? ) 3 . Ty 1 . 3wy | . 2nx
T = T(E W‘EoWo)[azT)lenT— (9124_4)2 sin sin

Trzecie z otrzymanych powyzej wyrazen staje si¢ rowne zeru dla x = 0 i x = a oraz
y =01y = b. Stad wynika, Ze na obwodzie plyty nie ma sit stycznych T zgodnie z przy-
jetymi uprzednio zaloZzeniami dotyczacymi jej podparcia i obciazenia. Sity normalne
N, 1N, spetniaja warunki obcigZenia krawedzi ptyty w sposéb catkowy. Dla stanu poczat-
kowego, to znaczy gdy & = &, oraz v = v,, jest

o
Ny = —koh(l—? ); N, = 0.

Obciazenie krawedzi plyty sitami N, i N, sprowadza si¢ zatem do pierwotnego, liniowo
zmiennego rozkladu sit przylozonych jedynie do krawedzi x = 0 i x = a (rys. 1). Nato-
miast po utracie statecznoéci, gdy warto$é liczbowa parametru k, obciazenia tych krawedzi
przekroczy warto$¢ krytyczna, stan obciaZenia wszystkich krawedzi plyty ulega zmianie.
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Mianowicie rozklad sit N, wzdtuz krawedzi x = 0 i x = a zachowuje liniowy charakter
pierwotnego obciazenia jedynie w rozciaganej czesci plyty. W czesci $ciskanej zas wystepuje
wyrazne odstgpstwo od rozkladu liniowego, rosnace wraz ze wzrostem ugigcia phyty.
Maksymalna warto§¢ obcigzenia w tej czesci ptyty jest wigksza od wartosci wynikajacej
z rozktadu liniowego. Na pozostalych krawedziach plyty pojawia sie natomiast zréwno-
wazony rozkiad sit N,, zmieniajacych si¢ wzdluz krawedzi wedlug funkcji cos2mx/a.
Maksymalne wartosci tych sit na krawedzi y = 0 sa kilkakrotnie wigksze od odpowiednich
wartosci na krawedzi y = b [3].

Omowione powyzej sily powstaja na skutek zachowania prostoliniowoéci krawedzi
plyty. Mozna wykazaé, ze przy zalozonych postaciach funkcji ugiecia wstepnego (2.2)
i koncowego (3.1) oraz otrzymanej postaci funkcji naprezen (3.6), przyjete na wstepie
zaloZenie zachowania prostoliniowosci tych krawedzi jest w rozpatrywanym zagadnieniu
spetnione.

Odpowiadajace powyzszym sitom przekrojowym skladowe o,, 0, i 7x, stanu napreze-
nia w powierzchni §rodkowej ptyty mozna wyrazi¢ za pomoca nastegpujacych bezwymiaro-
wych wspdlczynnikéw [3]:

o-* = U—‘i = &_2
* * Eh? ER®
b? N, b?
(3.9) = = g
" b2 Th?
X

v =T < B

Jesli ponadto dla parametru obciazenia ko przyja¢ réwniez bezwymiarowy wspélczynnik
o postaci [3]

2

a
(3.10) kz = ko 'ETZ—,

to bezwymiarowe wspdlczynniki (3.9) blonowego stanu naprezenia beda, przy wyko-
rzystaniu zwigzkéw (3.8), okre§lone nastepujacymi wzorami:

2 | (&2~£83) 2my Yy 3wy
* 2 g2 oy E
of = - { 5 Cos— +(&*p—E§wo) | —cos S Feos o=+
1 wy 1 3wy 27X
4 — e ——————— e ——
o ((,12 a2 %% h T e+ Th )°°S a |t

2
TGl L 4Zy}—k3‘(1'—%y),

(3.11) 0§=—ﬂ2{%[(£2 D) +4(Ep*—E3vd)l +

7y 1 3”})“005 27x

9
2, £2 7 _
+ (& £°w°)[(,12+4)2 COS—b CEEwAE cos 5

3 . X 1 . 3wy | . 2mx
Ty = —_”2'1(527’ 50%)[(12_*_4)2 lnTy— CFEEWAD sin by]sm .
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Momenty gnace M, i M, oraz moment skrgcajacy M,,, powstajace w wyniku zmiany
krzywizny plyty wywotlanej przylozonym obciagZzeniem, dadza si¢ réwniez wyrazi¢ za po-
moca bezwymiarowych wspdtczynnikéw o postaci [3]

M a 2 M a 2 M a ?
*® . X | ] Y — ¥ = >\
(3.12) Mg = pps (h) . My = (h) © M= (h) '

Na podstawie wzordw (2.4) oraz wyrazef (2.2) (3.1) i (3.5) powyzsze wspdélezynniki
okre$lone beda, po wprowadzeniu do nich wspdtczynnikow zdefiniowanych wyrazeniami
(3.5), nastepujacymi wzorami

2) .
M* = 12(7; o) [(E—Eo)(l+v22)sm72y+
T (Ep—Eopo) (1 +4VZ2)sinL?] sin X,
. ”2 . y
(3.13) M;‘ = —m[(f—fo)(lz—i-v)sm%—i-
+(Ep—Eopo) 477 49)sin 22 ] sin 2
23 27
M3, = — 12(7 )l(S Eo)cos +2(§1.0 §owo)00s—b—y] cos—jz—x.

Momenty M., M, i M., sa wypadkowymi odpowiednich skladowych dodatkowego,
zgieciowego stanu naprezenia, a ich maksymalne wartosci okreslone sa za pomoca wzoréw

6M, 6M 6M,
(314) (gxa)mnx = 7; (g}'y)mnx = h—zy’ (ta)max = _'—"l‘

Dla powyzszych wielkosci moZna réwniez wprowadzi¢ bezwymiarowe wspdlczynniki

o postaci [3]
0.* — _(gxﬂ)max (f_ 2
xg E h b

e _ @ (a)’
(3.15) Ne=—rf 7>
™ = _(t")m“ (i)z
g E hl’
ktére, przy wykorzystaniu wyrazen (3.6), okre§lone beda nastgpujaco [3]:
6M, [ a 2
e o
. 6M 2
3.16) Oy = ¥ %3 (T) = 6M),
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Wprowadzajac wspétczynniki &g, 9o, 19 do wyrazen (2.2) i (3.1), mozna funkcje
we 1 w, zaréwno wstgpnego jak i koncowego ugigcia plyty, wyrazié réwniez bezwymiaro-
wymi wspélczynnikami o postaci [3]

W 23 . 27
(317) Wg = TO = EOSIHT [Slnl;y +1poslnTy]
oraz
f =Y rin ™ |in . 4 wsin 2
(3.18) W =— = £sin E [sm b +psin b ]

A zatem dla pelnego okreSlenia stanu naprezenia i odksztalcenia plyty konieczne jest
wyznaczenie bezwymiarowych wspotczynnikow p i k¥ w zalezonsci od wspolczynnikow
wstepnego ugiecia & 1 yo — dla réznych warto§ci wspdiczynnika & ugigcia koncowego
plyty. Wykorzystamy w tym celu réwnanie (2.8), ktére rozwiazemy stosujac metode
Galerkina. W rozpatrywanym przypadku musza by¢ spetnione nastgpujace dwa réwnania:

a b
. WX, Ty _
fszmTSdexdy =0,
0 0
(3.19

a b
. wX . 2my
R d =
Ofoszm g Sin b dxdy =0,

w ktérych symbolem X oznaczono nizej podany operator rézniczkowy wzgledem funkcji
¢, Wo i w,

2P %w 2P 9w 2P 82w]

— D.U2V2 (10— w.) ) _
(320) X = D-V2V2(w—wo) h[ayz axr " oxdy oxdy T ox? 6

Po wstawieniu do réwnan (3.19) odpowiednich pochodnych funkeji ugigcia w, i w oraz
funkeji naprezen @ i wprowadzeniu do nich bezwymiarowych wspdlczynnikéw &g, o,
&, v 1 k§, przyjma one nastepujaca postaé:

2 1 22 2 2
2 TOHE e Tl 0 v - g rary) - atiuoty 20 +
225 49 2— 4
Ty —fovo): ((1+4//12)2 T OTamy )] _kSE(Ta * %"”) =0
2(1 4 442)? 2
e L ;[uw (8- 8)+ (1 +161)p (€9~ Byd) +

2y 20| 9 25 Celf2—a o 4a)
X +(§ w—_Eo%)(4+ (1_'_4/22)2 + (9+4/22)2)] _kaf(T‘P'i' W) =.0.
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Po wyrugowaniu z tych réwnan bezwymiarowego wspodlczynnika obciazenia k% otrzymuje
si¢ w przypadku czystego zginania (¢ = 2) nastgpujace réwnanie czwartego stopnia wzgle-
dem wspéiczynnika y:

4(1 +472)?
3(1—9?)

216 24
— (14162 E3p2— 1“52((;,z+4)2 + (912+4)2)]w2+

(1+16;L4)53w4+5[ — 4243 —

(3:23) 4(1+422)?

3(1—»)?

+A4550( 216 24 )w

L R Oy ey
4(1+4%)2 (£—&p)
3(1—w»2) 3
Bezwymiarowy wspoiczynnik obciaZzenia k§, w zaleznosci od tych samych wspét-
czynnikéw bezwymiarowych (3.5), wyraza si¢ przy « = 2 nastepujacym wzorem:

+501Po[

—5[(1+z4)(£2—£3)+ —4/14531,,3] =0.

On* [4(1+2%)? (¢
ks = ‘517;/){ 35(1—1;2)) ( E ) (1479 (€ - ) - 4143 p3 +
) " 225 49
(3.24) +¢ [4(l+l )+ (1+4/12)2 + (9+4/12)2:|1P

e lay 25 L ®
Vo *T Txaiizyz T oraE Y-
Ktadac w powyzszych réwnaniach (3.23) i (3.24) &, = 0 oraz y, =0 otrzymamy naste-
pujace zwiazki, majace zastosowanie dla plyty zginanej w swej plaszczyZnie lecz pozba-
wionej wstepnego ugiecia wy:

2\2
(1+1614)§2¢4+[i‘£+_“)__1452( 216)2+ 24 )]wl—

(3.25) 3(1—»%) (A2+4 (942 4-4)2
41+ 22)2 e
[ 30 =) +(1+/1)£]—0
(1442)? " )
026 (kt)eo~0 = 1281/) {3(1_v2) [(IH )(1+4y?)+

14( 225 49 2]}
+ (12+4)2+(912+4)2)'P ’

Wzory te odpowiadaja przypadkowi rozpatrzonemu w pracy [3] dla pierwszego przybli-
Zenia.,

4. Obliczenia liczbowe

Szczegbétowe obliczenia liczbowe dotycza plyty o wspdlczynniku ksztaltu A = a/b = 0,9,
Dla materiatu ptyty przyjeto liczbe Poissona » = 0,3. Obliczenia przeprowadzono zakta-
dajac szereg wartosci dla wspdtczynnika & (od & = 0,1 do 3,0), a nastgpnie przyjmujac
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dla kazdej z nich kilka kolejnych wartosci wspdlczynnika &, ugigcia wstgpnego (od &, =
= 0,01 do 0,5) oraz odpowiadajacych im wartosci wspélczynnika y,. Dla przyjmowanych
wartoséci wspolczynnikéw &, zachowano warunek &, < &, wartosci zas wspdlczynnikow v,
wyznaczono z réwnania (3.25) odpowiadajgcego przypadkowi ptyty bez ugigcia wstgpnego.
Przyjeto zatem, e o = () =0- Takie przyjecie odpowiada najniekorzystniejszemu
Vo=

przypadkowi, w ktérym wstepne ugiecie powierzchni érédkowej ptyty ma taka
postaé, jaka poczatkowo plaska ptyta przyjmuje po utracie statecznosci.

Wartosci liczbowe wspdlczynnikéw p, w zaleznoséci od zalozonych wartosci wspét-
czynnika &, wyznaczone zostaly na podstawie rownania (3.23) dla réznych wartosci wspét-
czynnikow &, ugiecia wstepnego. Nastepnie w taki sam sposdb wyznaczono warto$ci
bezwymiarowego wspolczynnika k¢ na podstawie réwnania (3.24). Obliczenia liczbowe
wykonane zostaly na maszynie cyfrowej ZAM-2, a wyniki przedstawione na wykresach.
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Rys. 3. Wykresy zaleznosci y = p(§—§&,) dla réznych wartosci wspélczynnika &, wstepnego ugigcia plyty

Na rys. 3 podano wykresy funkcji p = yp(§—&;) dla roznych wartosci wspdtczynni-
kéw &, ugigecia wstgpnego. Wszystkie krzywe charakteryzuja si¢ podobnym do siebie
przebiegiem w zakresie zbadanej zmiennosci przyrostu ugiecia ptyty, okreslonego odcieta
(§—&,). Dla kazdej wartosci tej odcigtej rzedne krzywych rosna wraz ze wzrostem war-
tosci wspdtczynnika &, wstepnego ugigcia plyty. Oznacza to, Ze im wigksze jest wstepne
ugigcie plyty, tym odpowiednio wigksza jest amplituda dwéch poétfal sinusoidy natozonych
na ugieta powierzchni¢ srodkowa ptyty wzdluz osi Oy, reprezentowanych drugim cztonem
wyrazZenia (3.1). Amplituda ta jest najmniejsza wowczas, gdy plyta jest poczatkowo ptaska.

Przebieg krzywych k& = k¥(6—&;) dla roznych wartosci wspdtczynnika &, ugiecia
wstepnego przedstawiono na rys. 4. Krzywa gorna przedstawia krytyczne wartosci wspot-
czynnika obcigzenia (k¥)g-0,00 odpowiadajace plycie bez ugiecia wstepnego. Pozostale
krzywe, odpowiadajace kolejnym wartosciom wspdtczynnika &, = 0,01, ..., 0,5, od-
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biegaja znacznie od siebie az do wartodci odcigte) (§—&p) = 1,1. Powyzej tej wartosci
wszystkie krzywe asymptotycznie daza do krzywej &, = 0,00. Wynika stad, ze w zakresie
zbadanej zmiennosci ugiecia wstepnego, wplyw tego ugigcia praktycznie zanika juz wow-
czas, gdy calkowite ugigcie plyty wynosi nieco powyzej péttorej grubosci plyty.
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.
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N _Eo:007
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Rys. 4. Wykresy zaleznoéci wspolczynnika obciazenia k% = k3 (& —&,) dla roznych wartosci wspolczynnika &¢
wstepnego ugigcia plyty

5. Poréwnawcza analiza z plytq o wstepnym jednostronnym wybrzuszeniu

Celem poréwnania otrzymanych wynikéw rozpatrzono drugi przypadek ptyty podpartej
i obciazonej identycznie jak ptyta dotychczas rozpatrywana, dla ktérej zalozono ksztalt
wstepnego ugiecia powierzchni §rodkowej w postaci jednostronnego wybrzuszenia,
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najczeéciej wystgpujacego w praktyce. W tym przypadku ugigta wstgpnie powierzchnig
srodkowa plyty mozna opisa¢ wyrazeniem, przedstawiajacym naloZenie si¢ jednej potfali
sinusoidy zarowno wzdtuz osi Ox, jak i osi Oy przyjetego (rys. 1) uktadu wspéirzgdnych.

Funkcji wo, okreslajacej ksztalt ugigtej powierzchni srodkowej ptyty przed jej obciaze-
niem, mozna zatem nadaé postaé

(5.1) Wo =fosin%'\-—sin%)i,
gdzie f, jest parametrem réwnym wstgpnemu wychyleniu §rodka plyty z plaszczyzny xy.
Funkcja ta ma posta¢ identyczna z wyrazeniem (2.2) po przyjeciu /3% = 0.

Do dalszych rozwazan przyjeto, ze pod wptywem przylozonego obciazenia powierzchnia
srodkowa plyty przyjmie ksztalt opisany rownaniem (3.1). Wowczas odpowiednie zwiazki
i rownania dla rozwazanego obecnie przypadku mozna uzyska¢ z odpowiadajacych zwigz-
kow i1 réownafn, otrzymanych dla przypadku poprzednio rozpatrzonego, przyjmujac w nich,
ze parametr {9, lub odpowiadajacy mu wspdlczynnik bezwymiarowy y, = f$/f{®) sa
rowne zeru. W szczegolnosci réwnanie stuzgce do wyznaczenia bezwymiarowego wspolczyn-
nika y, wystegpujacego w réwnaniu (3.18) koncowego ugigcia powierzchni srodkowe;j plyty,
przyjmie postaé nastgpujacego dwukwadratowego réwnania wzglgdem tego wspdlczyn-
nika:

i 4(1+423)? , ( 216 24 ) } ‘
(3.2) (1+16}y4)§21/)4+ {3(1_?2)— }.4[4§o+ (}'2 +‘4)2 + (922+4)2 52 1/)2'

_ [4(1+22)2 (¢ —&o)
3(1—1?) &

+(1+14)(52—§3)l = 0.

Bezwymiarowy wspdlczynnik obciazenia k¥, okre§lony poprzednio zwiazkiem (3.24),
wyrazaé sie bedzie nastepujaco:

k§ =

9m {4<1+22)2 %) | (14— )+

5129 | 3(1—2%) &
(5.3)

225 49
¥ [4“4(” Grar t (912+4)2)]52”’2}'

Obliczenia liczbowe tych wspolczynnikéw przeprowadzono zaktadajac te same jak
poprzednio wartosci wspdlczynnika ksztaltu ptyty 4 oraz liczby Poissona ». Dla bezwymia-
rowego wspolczynnika ugigcia wstepnego &, przyjeto wartosci zmieniajace si¢ w grani-
cach od & = 0,1 do 0,5. Dla wspéiczynnika & koficowego ugiecia piyty przyjeto war-
tosci & = 0,1, ...,2,5. Obliczenia przeprowadzono przy zachowaniu warunku &, < &.

Otrzymane wyniki zilustrowano na nastgpujacych dwdch wykresach: pierwszy z nich,
podany na rys. 5, przedstawia zalezno$¢ wspdiczynnika y od bezwymiarowo potrakto-
wanego przyrostu ugiecia plyty, wywolanego przylozonym obciazeniem; jest to wigc za-
lezno$é p = (& —&y).
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Go6rna krzywa, dla &, = 0,0, odpowiada wstgpnie plaskiej postaci ptyty. Pozostate
krzywe, odpowiadajace kolejnym wartosciom wspolczynnika &, ugigcia wstgpnego (dla
& = 0,1, ..., 0,5), przebiegaja ponizej tej krzywej. Wynika stad, ze — w przeciwienstwie
do poprzednio rozpatrywanego przypadku — gdy plyta ma ugigcie wstgpne w postaci
jednostronnego wybrzuszenia, to amplituda dwdch poélfal sinusoidy okreslonych drugim
czlonem funkcji (3.1) koficowego ugiecia plyty, jest mniejsza niz w tym przypadku, gdy
plyta jest poczatkowo idealnie plaska.
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Rys. 5. Wykres zaleznosci y = w(£—&,) dla réznych wartosci wspélczynnika &, i dla przypadku plyty
z jednostronnym wstepnym wybrzuszeniem

Wszystkie omawiane krzywe dla &, ¢ 0,0 zblizaja si¢ asymptotycznie do krzywe;j
dla &, = 0,0, przy czym rézZnice rzednych migdzy nimi praktycznie znikaja poczawszy
od wartoéci odcigtej (§—&q) ~ 1,1. Na rysunku 6 przedstawiono przebieg zmian bez-
wymiarowego wspolczynnika obciaZenia k¥ w zaleznosci od przyrostu ugigcia (&—§&o)
dla kolejnych wartosci wspdlczynnika &, ugigcia wstgpnego (linie przerywane). Krzywe
te przebiegaja podobnie jak krzywe y = y(&—&,) na rys. 5. Krzywa gorna, dla &, = 0,0,
odnosi si¢ do plyty o poczatkowo plaskiej postaci. Pozostale krzywe, odpowiadajace
plytom z ugieciem wstepnym (&, # 0), przebiegaja ponizej tej krzywej. Przy matych war-
toéciach przyrostu ugiecia plyty réZnice rzgdnych migdzy tymi krzywymi a krzywa gérna
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sa znaczne. Ze wzrostem za$ ugigcia plyty réznice te maleja, a wszystkie krzywe zblizaja
si¢ do krzywej gérnej. Dla mniej wigcej tej samej wartosci odcigtej co w wykresie poprzed-
nim dla funkcji p = p(£—§&,), réznice rzednych migdzy wszystkimi krzywymi k§ = k§
(£—&,) staja si¢ pomijalnie mate. Stad wynika, ze w zakresie zbadanej zmiennoéci ugigcia
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Rys. 6. Wykresy zaleznosci wspétczynnika obciazenia k% = k¥ (& — &) dla réznych wartosci wspotezynnika &q
i dla przypadku plyty z jednostronnym wstgpnym wybrzuszeniem

wstepnego, Wplyw tego ugiecia réwniez i w rozpatrywanym przypadku zanika mniej
wiecej dla tej samej wartoéci catkowitego ugigcia plyty co w przypadku poprzednio roz-
patrzonym.

Dla uwypuklenia powyzszego faktu na rys. 6 naniesiono dodatkowo krzywe k¥ = k%
(£—&,) z rys. 4 (linie ciggle). Jak widaé, wszystkie krzywe ciagle leza ponizej odpowia-
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dajacych im krzywych przerywanych (dla tych samych wartosci &;). A zatem osiagnigcie
okre§lonego ugiecia koficowego plyty nastepuje przy mniejszej wartosci obciazenia wow-
czas, gdy postaé wstepnego ugiecia powierzchni srodkowej plyty jest blizsza tej postaci,
jaka pierwotnie plaska plyta przyjmuje po utracie statecznosci.

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna wnioskowaé, ze — w zakresie zbada-
nych wartosci ugiecia wstepnego — wplyw tego ugiecia praktycznie zanika, gdy koficowe
ugiecie plyty wynosi okolo 1,6 jej grubos$ci. Wéwcezas stan naprezenia i odksztalcenia
rézai si¢ pomijalnie mato od stanu jaki (przy danym obciaZeniu) panuje w plycie po-
czatkowo plaskiej.

W praktyce poczatkowe ugigcie plyty wynika naogét z przypadkowego, mniej lub
wiecej nieregularnego pofalowania powierzchni. Temu pofalowaniu moga odpowiadaé
zaréwno dodatnie jak i ujemne warto$ci wspolczynnika y,. Z punktu widzenia pracy
plyty w warunkach obcigzenia ponadkrytycznego najbardziej niekorzystne sa takie przy-
padki, gdy pofalowanie zwiazane jest z jednostronnym wybrzuszeniem powierzchni §rod-
kowej plyty; zachodzi to dla y, > 0. Taki rzeczywisty ksztalt wstepnego ugigcia plyty
jednakze tylko w pewnym przyblizeniu odpowiada oméwionym w pracy przypadkom.

Z tego tez wzgledu wydaje si¢ wiaSciwe, by stan napreZenia i odksztalcenia plyty, przy
uwzglednieniu jej wstepnego ugiecia, okre$§la¢ na podstawie wzoréw odpowiadajacych
przypadkowi najbardziej niekorzystnemu. Jak wynika z przeprowadzonej analizy, nalezy
zatem preferowaé wzory majace zastosowanie w przypadku, gdy ksztalt ugigtej wstgpnie
powierzchni §rodkowej plyty odpowiada postaci, jaka plyta przyjmuje po utracie sta-
tecznosci.
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Pesmome

BIIMSIHUE HAUAJIBHOT'O ITPOTHMEA HA PABOTY IIPSIMOYTOJIBHON
TIJIACTHUHKM U3TMBAEMOI B CBOEHN IJIOCKOCTH

B paboTe BLINONHEH TEOPETHUECKHI AHATM3 BIIMAHHA Ha4aJbHOTO NPOTHOA Ha HANDMKEHHOE M [e-
OpPMHMPOBANHOE COCTOSHMSA MPAMOYTOJLHO! H30TPONHOMN IVIACTHHKU, CBOOGO/HO MOMIEPTOH! O KORTYPY
¥ u3ru6GaemMoil B CBoei IUTOCKOCTH IocJIe IIOTepH yCToiunBocTH. B paccy:xaennsax ynorpedisercsa GyHK-
s Hanpshkeruit Aupn @ (x, ¥). TIpHHATBI COOTBETCTBYIOIME BHABI (GHYHKIMI HaYaJbHOTO NporuGa
Wwo(x, »), OKOHUaTeNBHOro mpormba w(x, y) CPeOMHHON NOBEPXHOCTH IUIACTHHKH, YAOBJIETBOPSIOLHE
KpaeBbIM YCJIOBHAM 3aaaul. [ onpenenenus sTux HyHKUHI HCOb30Bankl muhdepeHmmansuble ypaB-
Henus Kapmana HeJMHeHHOM TEOpHH IUTACTMHOK, a AJIsT HAXOXAEHMSA HEH3BECTHBIX NapaMerpoB, CO-
IEePKAIOIUMXCA B NMPUHATHIX GYHKUMAX nporuba mpumeHeH meron Iamepxuaa. ITosyuennble Takum
06pasom opmyJInl, ONpeReIAIoLIHe HaNpsXKeHUA ¥ gedopmalp B CBEPXKPUTUYECKOM COCTOAHMH ILJIa-
CTHHKH, BbID@YKEHBI 3aTeM Yepe3 Oe3pasMepHble BeIHUMHBI. UHCIeHHBIE NPAMEPHI BBIIOJIHEHBI LA
IBYX pas/MUHbIX ¢(OpM HAYAIBHOrO Iporuba CpeAHHO{ MOBEPXHOCTH IUIACTHHKH JJIA 3THX CJIyYaeB
ONpENeIEHb] YCJIOBUA, NPH KOTOPLIX. BIMAHHEM HAYAIBHOIO IpOruta MOMKHO NpereObpedus.
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Summary

INFLUENCE OF INITIAL DEFLECTIONS ON THE WORK OF A RECTANGULAR PLATE
SUBJECT TO BENDING IN ITS PLANE

This paper presents a theoretical analysis of the influence of initial deflections on the state of stress
and strain in an isotropic, rectangular plate simply supported along the edges and subject to bending in
its plane — after the stability loss. The Airy stress function @(x, p) is introduced, and the form of initial
deflection wo(x, y) and final deflection w (x, y) is assumed to satisfy the boundary conditions. These
functions are then determined with the aid of the Karman equations of the non-linear plate theory, the
unknown parameters appearing in the function of deflection being found by means of the Galerkin met-
hod. The final formulas determining the stresses and strains in the post-critical state of the plate are written
in terms of dimensionless coefficients. Numerical calculations are performed for two different forms of
the initial deflection of the middle surface of the plate; conditions are also derived under which the
influence of initial deflections may be disregarded.
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1. Wstep

Na przykiadzie topaty smigla ogonowego smigtowca (rys. 1) przedstawiono obliczenia
czgstosci 1 postaci drgan wlasnych. Stosujac szereg uproszczen przyjetego modelu dy-

skretnego, otrzymane wyniki obliczenn analitycznych [8] poréwnano z wynikami doswiad-
czalnymi [6].

Rys. 1. Smiglo ogonowe $miglowca

Zbadano réwniez wplyw obrotéw $migta na czestoéci i postacie drgan wiasnych [9]
I poréwnano z otrzymanymi postaciami dla lopaty utwierdzonej sztywno.

Znajomos$¢ czestosci 1 postaci drgafn wlasnych moga stuzyé jako dane wyjsciowe do
obliczen dynamicznych, np. okreslenia krytycznej predkosci flatteru, jak réwniez jako
dane poréwnawcze dla nowych konstrukcji lub weryfikacji juz gotowych produktdw.
Yopaty émigla posiadajace identyczne rozkiady weziéw i te same czestosci dla szeregu
postaci drgan wlasnych musza nie tylko posiada¢ podobiefistwo geometryczne, ale i zbli-
zony rozklad mas i sztywnosci.

Czgstosci i postacie drgan wlasnych mozna wyznaczy¢ na drodze eksperymentu poprzez

proby rezonansowe stosujac metody przedstawione w pracach [1], [2], jak réwniez na
drodze obliczen analitycznych.

* Fragment niniejszej pracy by! przedstawiony na V11 Polsko-Czechostowackiej Konferencji Dynamiki
Maszyn, Gliwice 1971.
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Przy wykonywaniu obliczen dane dotyczace geometrii mas i rozkladu sztywnosci
zostaly przyjete z pomiaréw wykonanych w Katedrze Mechaniki Wydzialu Mechani-
cznego Energetyki i Lotnictwa Politechniki Warszawskiej [7]. Do obliczen stosowano
znane metody przedstawione migdzy innymi w [5] i [10]. Wyznaczanie czestosci i postaci
drgan wilasnych topaty Smigla sprowadzalo si¢ do obliczen wartosci wlasnych i wektoréw
wlasnych macierzy symetrycznych otrzymanych po odpowiednich przeksztalceniach
z réwnan opisujacych swobodne drgania $migta.

Drgania gigtne wirujacej topaty $migla [9] przeprowadzono stosujac metode trzech
momentow zastosowana przez MORRISA 1 TYE’A [5].

2. Pomiary rezonansowe

Pomiary rezonansowe wykonano na sztywno utwierdzonej topacie $migia za pomoca
wzbudnikéw elektrodynamicznych wzbudzajacych sinusoidalne drgania w zakresie czgsto$ci
3-800 Hz. Pomiaru amplitud i faz w poszczegdélnych punktach topaty dokonano przy
pomocy czujnikéw indukcyjnych. W celu dokiadnego wyznaczenia linii weziéw na to-

Rys. 2. Wizualizacja linii wezléw postaci drgan wiasnych topaty $migla przy czestosci 176 Hz: a) lopata
nieruchoma pokryta trocinami dgbowymi, b) lopata wzbudzona — widoczne przemieszczenia si¢ trocin do linii
wezlow, ¢) lopata wzbudzona — tworzenie si¢ linii weztéw, d) lopata wzbudzona — linie wgzléw uformowane

pacie $migta zastosowano wizualizacje postaci, pokrywajac topat¢ rownomiernie suchymi
trocinami debowymi (rys. 2). Kazda z otrzymanych postaci zostala sfotografowana,
co umozliwilo poréwnanie z postaciami otrzymanymi na drodze pomiaréw amplitud
i faz. W ten sposéb wyznaczono 10 kolejnych postaci drgan wlasnych i okreslono ich
czegstosci [6]; przedstawione one sg w tablicy 1 i na rys. 6-11.



DRGANIA LOPAT SMIGLA 231

3. Obliczenia analityczne czesto$ci i postaci drgan swobodnych lopaty

Obliczenia przeprowadzono dla modelu topaty $migla z dyskretnie roztozonymi para-
metrami dynamicznymi.

Rys. 3. Podzial topaty §migta na segmenty i rozklad mas punktowych

Yopate $migla podzielono na 11 segmentéw (rys. 3), ktére zastapiono punktowymi
masami skupionymi m przypisujac im momenty bezwladnosci segmentéw J, wzgledem
osi podluzinej oraz uwzgledniono wplyw bezwladno$ci obrotéw poprzecznych J, i od-
ksztalcefi postaciowych w plaszczyZnie ugiecia (rys. 4).

Rys. 4. Uklad osi, przyjetych przemieszczen Rys. 5. Uklad przyjetych przemieszczen i sit
ugiecia Y; skrecenia ¢; i obrotu poprzecznego o; dziatajacych na dwa sasiednie segmenty lopaty
oraz polozenie masy skupionej m; i momentéw $migla, M — moment zginajacy, L -— moment
bezwladnosci wzgledem osi podtuznej J, i osi po- skrecajacy, Q — sita tnaca

przecznej Jy

W przyjetym modelu uwzgledniono przez odpowiednie wspdlczynniki wptywowe
sztywnosci gietne C**, skretne C%, obrotowe C** oraz sprzezenie sztywnofciowe gietno-
obrotowe C** = C**. Pomini¢to wplyw tlumienia wewnetrznego i sprzezenia sztywnoscio-
we gigtno-skretne C*® = C% = 0 oraz skretno-obrotowe C?* = C* = 0.

Odpowiednie przyjecie osi podtuznych i poprzecznych segmentéw (rys. 4) jako osi
gtéwnych spowodowalo wyeliminowanie momentéw dewiacji. W przyjetym ogdlnym
modelu uwzglegdniono sprzezenia bezwladno$ciowe drgan gigtno-skretnych.
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Dla tak przyjetego dyskretnego modelu $migla (rys. 3, 4, 5) na podstawie [5] i [10]
otrzymano uklad réwnan w postaci:

Y c=1 0] [-c=|[ v 1-s1 101 |[¥
() gl+| © ¢ (0 =81 ] [0 ||#] =0,
3 [—c= [ [ || o o ]|

gdzie Y — wyrazy macierzy kolumnowej ugieé,  — wyrazy macierzy kolumnowej katow
skrecen, o« — wyrazy macierzy kolumnowej katéw obrotu poprzecznego, C**, C**, C*,
C*, C" — wspolczynniki wplywowe ugieé, obrotdw i skrgcen, [m] — macierz diagonalna
mas segmentow topaty $migta, [S] — macierz diagonalna momentéw statycznych wzgle-
dem osi podtuznej, [J,], [J,] — macierze diagonalne momentéw bezwiadnosci segmentdw
wzgledem osi podluznej i poprzecznej, przy czym zgodnie z [10] i [8]

) W = (L+k)[J],

gdzie £ = E —modut Younga, G —modul odksztalcenia postaciowego, k — wspot-

E
E’a
czynnik zalezny od ksztaltu poprzecznego lopaty $migla,

Przy obliczeniach przyjeto, Zze wspdlczynnik k = const jest staly dla wszystkich se-
gmentdw lopaty. Ze wzgledu na zloZzonag budowe i material, nie mozZna bylo doktadnie
wyznaczy¢ wlasciwego okre§lenia i zmiany wspodlczynnika & wzdiuz lopaty $migla.
W zwiazku z powyzszym obliczenia wykonano dla kilku warto$ci wspdlczynnika.

Rozwiazujac numerycznie uklad réwnan wyznaczono 9 kolejnych postaci drgan
wlasnych i ich czestosci, ktdre przedstawiono w tablicy | na rys. 6-11.

Do przyjetego modelu wprowadzono szereg kolejnych uproszczen otrzymujac naste-
pujace przypadki:

a) Drgania gigtno-skretne z uwzglednieniem bezwladnosci obrotu poprzecznego — po-
minigto przy tym odksztalcalnosé postaciowq. Zakladajac k£ = 0 pominigto odksztalcalnosé
postaciowg. Uklad réwnan (1) otrzymano w postaci:

Y| [en o t-c=][ m 5o |[¥
©) ?l+| [ [€c™ [0 [-S1 ] [0 ||#]|=0.
2 [-c= (0] [c= || (01 [0] [W]]]|a

b) Drgania gietne z uwzglednieniem bezwladnosci obrotu poprzecznego i odksztalcalno$ci
postaciowej. Zakladajac J, = S = C? = 0 pominigto drgania skretne p. Uklad réwnan (1)
otrzymano w postaci:

Ll e -
—C¥] [C*] [0] [Vl

¢) Drgania gigtne z uwzglednieniem bezwladnosci obrotu poprzecznego. Zakladajac
Jp = 8§ = C* = k = 0 pominigto drgania skretne @ i odksztalcalno$¢ postaciowa prze-
krojéw poprzecznych segmentéw k = 0. Uklad réwnan (1) otrzymano w postaci:

MR RS ol
c=] (€] 1L [0] o) |
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Podczas drgan gietnych elementy topaty oprécz ruchéw pionowych wykonuja obrét «

w plaszczyZnie ugigcia.

d) Drgania gigtno-skretne. Zaktadajac J, = C** = C* = k = 0 pominigto bezwtad-
noséé obrotu poprzecznego « i odksztalcalnos¢ postaciowa & = 0. Uktad réwnan (1) otrzy-

mano w postaci:
Y C*= 0 m [—-s1]|Y
© H+[[ ] []H[][ JHZO
el | [0 [C™T]L[-ST /] |le
W modelu tym uwzgl¢gdniono sprzgzenia bezwladnosciowe drgan gigtnych ze skretnymi,
wywolane tym, ze §rodki mas elementéw topat nie leza na osi lopaty.

a) Drgania skretne. Lopate $migla potraktowano jako belkg¢ z prostoliniowa osig zgi-
nania, na ktdérej znajduja si¢ $rodki mas elementow lopaty z okre§lonymi momentami
bezwiadnoscei J, i sztywno$ciami C?”. Pominigto sprzg¢Zenia gigtno-skretne eliminujac
zginanie y; C** = 0, bezwladno$¢ obrotu poprzecznego a; C** = C** = J, = 0 i odksztal-
calno$é postaciowa k = 0. Uklad réwnan (1) otrzymano w postaci:

) [+ [C™] 7] [9] = 0.
Jest to najprostszy model stosowany wylacznie do okreslenia postaci skretynch

i traktowany jako pierwsze przybliZzenie.

£) Drgania gietne. W pierwszym przyblizeniu czgstosci i postaci drgan gigtnych obli-
czono przy zatozeniu braku sprzg¢zen skretno-gigtnych oraz pominigciu sztywnosci i bez-
wladnosci skretnej J, = S = C* = 0, bezwladnosci obrotu poprzecznego J, = C** =
= C* = 0 i odksztatcalno$ci postaciowej k& = 0. Konsekwencja poczynionych zalozen
jest przyjecie modelu topaty w postaci prostoliniowej belki zmodelowanej ukiadem jede-
nastu mas dyskretnych. Uklad réwnan (1) otrzymano w postaci:

(8) [Y]+[C] [m] [Y] = 0.

Przyjmujac y; = y;sinwt, gdzie y; jest amplituda ugiecia i-tej masy oraz po wprowadzeniu
do uktadu réwnar (8) i przeksztalceniu, otrzymano réwnanie przedstawione w zapisie
macierzowym

©® Y = w:CMY,

gdzie Y — macierz kolumnowa amplitud ugieé, C — symetryczna macierz wspolczynnikéw
wplywowych C?*, M = [m] — przekatna macierz mas skupionych.
Stosujac podstawienie

(10) Y = M~ 'y,
uklad réwnan (9) sprowadzono do postaci
(1 (M!'2CM~12—2Im = 0,

gdzie 4 = l/w?, I — macierz jednostkowa.
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Zagadnienie znalezienia czgstosci i postaci drgan gigtnych fopaty sprowadza si¢ do obli-
czenia wartoéci wlasnych 4 i wektoréw wiasnych v symetrycznej macierzy MY/2CM~1/2,
Ze zwiazku (10) wynika, ze amplituda ugiecia i-tej masy ma warto$¢

(12) =
Vm
Analogicznie mozna przedstawi¢ przebieg rozwigzan poprzednich przypadkéw.

Wszystkie powyzsze przypadki rozwiazano numerycznie na elektronowej maszynie GIER
wedtug programéw wiasnych w jezyku GIER-ALGOL 1V.

Wyznaczono 9 kolejnych postaci drgan gietno-skrgtnych dla przypadkéw a) i d), 5 kolej-
nych postaci drgan gietnych dla przypadkéw b), ¢) i ) oraz 4 kolejne postacie drgan skret-
nych dla przypadku e). Wyniki do$wiadczalne i obliczenia numeryczne przedstawiono
w tablicy 1 oraz na sze$ciu wykresach i fotografiach postaci drgan wiasnych (rys. 6-11),

Tablica 1

|
Model drgan topaty $migia !
) I-g | Il-g | I-s | I1i-g | II-s ! 1V-g ‘ I1l-s I V-g ‘ 1V-s

Czestosci drgan wlasnych lopaty $migla [w Hz]

wyniki R 16,1 | 73,0 | 1250 l 176 255 314 365 468 546
m+1+B+Q 157 | 66,4 | 1249 ‘ 154 255 273 392 422 520
a m+1I1+B _]6j3 77] ,8— T25,2—|‘7 lg_ 258 305 395 471 525
b | m+B+Q 16,5 | 74,1 |1 305 452
c m-+B _16,6 _77,0_ - —_?8_ - 348 545
d | m+I 16,6 | 78,3 | 125,5 191 | 264 | 361 | 411 | 597 | 530
e | I | 1267 256 396 532
f m 16,6 | 78,4 | 7195 ) _ 372 604
Oznaczenia: m — model dyskretny mas punktowych — drgania gi¢tne,

I— model dyskretny podiuznych momentéw bezwladno$ci — drgania skr¢tne,
B — uwzglednienie bezwladnosci obrotu poprzecznego,
Q — uwzglednienie odksztalcalno$ci postaciowej,
m+ I+ B+Q — model dyskretny parametréw dynamicznych opisujacy drgania gietno-skretne
z uwzglednieniem bezwladnoéci obrotu poprzecznego i odksztalcalnosci
postaciowej,
R — wyniki otrzymane na drodze pomiaréw rezonansowych.
g — postaé drgan wlasnych gietnych,
s — postac¢ drgan wilasnych skretnych,
I-g — pierwsza posta¢ drgan wilasnych gigtnych lopaty $migia,
II-s — druga posta¢ drgafi wlasnych skretnych lopaty $migla.
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4. Wplyw obrotéw $migla na czestosci i postacie drgan wlasnych lopat

Obliczenia przeprowadzono wedtug metody trzech momentdw, ktdra opracowali
w roku 1938 Morriss i TYE [5], przedstawionej w [10]. Biorac pod uwage wspélczesne
mozliwoéci zastosowania elektronowej techniki obliczeniowej, metoda ta uwazana jest za
najlepsza, bowiem wykazuje duza stateczno$¢ w procesie obliczen. Jest stosowana do
wyznaczania z duZa dokladno$cia czgstoéci i postaci drgan wlasnych wirujacych topat
rotoréw nofnych $miglowcéw. Metoda ta moze byé stosowana réwniez przy obliczeniach
innych elementéw drgajacych konstrukcji nielotniczych.

Ponizej w skrécie podano powyzsza metod¢ przy nastepujacych zalozeniach:

— 0§ zginania lopaty przechodzi przez o$ obrotu §migla,

-— lopaty przyj¢te jako uklad mas dyskretnych rozmieszczonych wzdtuz osi zginania,

— sztywnosci gigtne poszczegdlnych segmentow topaty sa stale.

1;‘0,2
s
N /3 N,
R
. S
M
w | (AP
_ﬁ, g \\ M Ny
&/- ‘/‘/@ 9 hor
\ &
» loy lyy
§5. 3 K

Rys. 12. Uklad przyjetych przemieszczen, sil i momentéw dzialajacych na segmenty wirujgce lopaty $migla

Na rys. 12 wprowadzono odpowiednie oznaczenia: m; — masa skupiona w i-tym przekroju,
yi1 — przemieszczenie i-tej masy, M; — moment gnacy, Q;;,,; — sita tnaca w przekroju
topaty, Ny, sita odsrodkowa w przekroju lopaty.

Roéwnania momentéw sit dla segmentu 0—1 wzgledem punktu O i segmentu 1—2
wzgledem punktu 1 (rys. 12) majg postaé:

(13) M, —My—No, (y1—y0)+Qo,1 16,1 =0,
(14) M,—M,—N, (2—y)+Q1,2l1,2 =0,
gdzie

11 11
Qo1 = — Z;miyh Q1.2= — Z;mi}’i-
=1 =2
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Dzielac réwnanie (13) przez Ny, /lp,; i réwnanie (14) przez N,,,/,,, oraz odejmujac stro-
nami, otrzymano réwnanie réwnowagi elementu w postaci:

15) boyotaiy1+biys = koMo+n M, +k, M, + %'— J%Z'i )
gdzie
1 1 1
o= =g T Nl M T T
a, = —by—b,, ky = 1—, ny = —ko—k;.
N2l

Rozpatrujgc male przemieszczenia elementéw topaty, deformacje elementu i, i+ 1
opisano réwnaniem:

(16) (EDi, 141V =Npiz1y' = 0.

Zakladajac, ze na dtugosci przyjetego segmentu zachodzi (EJ); ;,, = const i N, = const
oraz ze EJy'' = M, otrzymano

*M
17 e —uiM =0,
gdzie
‘uiz = Ni,i+l

(ED)isr
Rozwigzanie réwnania (16) 1 uwzglednienie warunkéw brzegowych dla elementu 1-2,

tj. przy: x =0, My = M,; x =1l,,,, My = M,, otrzymano w postaci:

M M
1 = oo |2 M
(18) M, = (EJ)y 2y sha, ~ Tha, )sh(,ulx)+M1ch(,ulx),

gdzie oy = ‘ulll'z.
Catkujac dwukrotnie réwnanie (18) i wprowadzajac warunki brzegowe dla elementu
1-2, mianowicie

y|x=0 = J1» y'|x=0 = ,31,
sty =V2s  Vkety, = B2s
otrzymano nastgpujacy zwiazek :

(19) bi(y2—y) =diMy+e, M, +8,,
lub zwigzek réwnowazny

(20) ' bi(a—y) = —esxM,—d M, +82,
gdzie

_ _ al — i—_ .
dl—kl(l shal)' e, kl(thal 1).
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Analogicznie do réwnania (20) otrzymano rownanie deformacji dla elementu 0-1 w postaci:
21) bo(yy—yo) = —eo M —do Mo+ 5, .

Odejmujac stronami réwnanie (21) od réwnania (19), mamy

(22) boyota,y,+b,y, = doMy+c, M, +d M,,

gdzie ¢, = ¢o+e,, oraz przyréwnujac do siebie prawe strony rownan (22) i (15) otrzymano
réwnanie nastepujace:

Ql,Z _ 7Q0,1_

23 hoMo+g M +h, M, = s
(23) oMo gy My 1Vl Ne, No.

gdzie: hy = do—ko, hy =d, —k,, g, = ¢,—n,.

Przeprowadzajac analogiczne rozwazania dla pozostalych elementéw topaty uzyskano
ukiad réwnan wzgledem nieznanych funkcji czasu y;(¢) i M;(¢). Uklad ten sklada si¢ zdwdéch
czesci: pierwsza zawiera rownanie typu (23) oraz réwnanie typu (21) wypisane dla skraj-
nych odcinkdéw lopaty, druga natomiast réwnanie typu (22).

Zaktadajac, ze

yi(t) = yisin(pt);  M(t) = M;sin(p1),
mozemy rozpatrzony uktad rownan sprowadzi¢ do uktadu réwnan algebraicznych wzgledem
wielkos$ci amplitud przemieszczen i momentow.

Uklad ten rozwiazujemy metoda kolejnych przyblizen w nastepujacy sposéb: Zakta-
damy w zerowym przyblizeniu wartosci y,, szukanej postaci, przy czym niech spetniony
bedzie warunek y,, = 1. Z kolei mozemy z dokfadnoscia do statego wspdlczynnika p?
obliczy¢ wystepujace z prawej strony pierwszej czgéci uktadu réwnan amplitudy sit bez-
wiadnosci.

Przyjmujac p? = 1 obliczamy warto$ci momentéw gnacych M oraz kat f,. Wykorzy-
stujac te wielkosci, z drugiej czeSci uktadu réwnan obliczamy odpowiadajace im wielkosci
deformacji u;. Poniewaz y; = p2u;, majac wielkosci u; obliczamy kwadrat czgstosci

2 Y11 1

pe = =
Uy, Uy,

a nastgpnie wartosci deformacji pierwszego przybliZzenia

()1 = p*(ua), -
Proces ten powtarzamy do uzyskania zadanej doktadnosci.
Przy obliczaniu kolejnej i-tej postaci wiasnej, nalezy speinié¢ warunek jej ortogonal-
nosci do postaci poprzednich, mianowicie

11
(24) D, miyfpm,
i=0

gdzie y{, yf™ — znalezione juz postacie wlasne.

Stosujac powyzsze metody obliczono kolejne czgstodci i postacie drgan gigtnych.
Na rys. 13, 14, 15 czesto$ci i postacie drgafi wiasnych topaty wirujacej poréwnano z wiel-
koéciami otrzymanymi dla topaty sztywno utwierdzone;.
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Rys. 13. Pierwsza postaé gigtna I-g
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Dlugosc topaty

Al topata wirujgca v =103 Hz
06 —o— topata niewirujgca model .,f" v =784Hz
08~ ——=— Wyniki rezonansowe v=730Hz

Rys. 14. Druga posta¢ gigtna 11-g
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Rys. 15. Trzecia postac gigtna 11I-g
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5. Whioski

Z analizy wynikéw otrzymanych dla danej lopaty $migta mozna wnioskowaé, ze przy-
jecie okre$lonego modelu ma wigkszy wplyw na czestodci (tablica 1), niz na charakter
postaci drgan wiasnych (rys. 6-11). Biorac pod uwage 6 pierwszych kolejnych postaci
widzimy, ze w zaleznosci od postaci i przyjetego modelu, réZnice migdzy wynikami ekspe-
rymentu a obliczonymi dla czestosci drgan wlasnych wynosza od 0,1%, do 309, natomiast
maksymalne odchylenia linii weztéw wynosza 5% w stosunku do dlugoéci topaty smigta.

Najlepsze przyblizenie w zakresie obliczen pierwszych szesciu postaci uzyskano sto-
sujac model «a» topaty (tablica 1) dla drgan gigtno-skretnych z uwzglednieniem obrotéw
poprzecznych przy pominigciu odksztatcalnodci postaciowe;.

Najprostsze modele dyskretne (e i f, tablica 1), opisujace wylacznie drgania skretne
i drgania gietne z pominieciem sprzgzen gigtno-skretnych sztywnoéciowych i bezwladnos-
ciowych oraz nieuwzgledniajace bezwiadnoéci obrotow poprzecznych i odksztatcalnosci
postaciowej, moga by¢ stosowane do obliczen I i II postaci, zaréwno skretnej jak i gigtne;j.
Odpowiednie réznice wynosza poniZzej 2% dla drgan skretnych oraz 39, dla I-gigtnej
i 8% dla II-gietnej.

Jak wynika z rys. 13, 14, 15 obroty $migta w niewielkim stopniu wplywaja na postacie
drgan gietnych natomiast maja decydujacy wplyw na czgstosci drgan. Do obliczent flatteru
przy nieokre$lonych wspétczynnikach sztywnosci mozna przyjaé postacie drgan wtasnych
wyznaczonych z préb rezonansowych dla lopaty niewirujacej, natomiast czestosci drgan
wihasnych wyznaczyé na podstawie [3] ze wzoru

(25) 0} = W+ 502,

gdzie w; — czestosé drgan i-tej postaci gietnej lopaty wirujacej, g — czgstodé drgan i-tej

postaci gietnej topaty niewirujacej, £2 — predko$é katowa $migta wirujacego.
Wspdlezynnik S; we wzorze (25) uwzgledniajacy wplyw obrotéw $§migta ma postaé:

R x
f m(x)x f dﬁix) dxdx
(26) Sp= L1 —T ,
[ m(x)fA(x)dx

gdzie m(x) — funkcja rozkladu mas wzdtuz topaty $migla, za$ f;(x) — funkcja ugigcia i-tej
postaci drgan gietnych.

Wyniki uzyskane w niniejszej pracy postuzyly jako dane wyjSciowe do obliczen kry-
tycznych obrotéw $migta ogonowego $migtowca.
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Pesonme
KOJIEBAHUS JIOITACTEM BUHTA

B crarbe npuBegeHb! BBIUMCIEHHSA YACTOT H (POPM COBCTBEHHBIX KOJIeDAHUIH JIonacTeil XBOCTOBOrO
BHHTA BEPTOJIETA M MX CPABHEHHUS C PE3YJILTATAMM 3KCHepuMeHTa. I BHIYHCIEHHH yIIoTpeGIeHb! oy~
YEHHbIE U3 OIbITOB JHAHHbLIE OTHOCHTEJIBHO PACHpPeNeICHHS MAcC, WHEPLMAIBHbLIX MOMEHTOB M K03(hdH-
IMEHTOB ynpyrocT. JlomacTH BMHTA PacCMaTPUBAIOTCH KAaK CHCTEMAa C AUCKPETHO pacHpefesIeHHbIMH
NapameTpamH, MPHYEM YUHTHLIBAIOTCA HHEPLUA [ONMEPEUHbIX BPALUGHHI H IIepepesbIBaloLIHe CHIlbl, Aei-
CTBYIOLIME B CEUEHHH 3JEMCHTA JIOMACTH.

Ina OpUHATBLIX MOJENeit BBIYMCIERbI COBCTBEHHBIE UYACTOTLI M (POPMbI M3CMOHBIX, KPYTHIIBHBIX
M M3ruOHO-KPYTHJIBHBIX KOJI€GaHHuil; pK 3TOM BBOMSITCS PAa3fMYHbIE MONOJHUTEIbHblE YIIPOLUAIOHMeE
TIPEATIONIOXKEHHA. BbIUHCIeHHA BBINOMHEHD! AJIA AEBATH NOCJIEJOBATEILHBIX (POPM COOGCTBEHHBIX KOJe-
Ganmit stomacTell BHHTA.

PesynbTaThl BLIYKHCIEHNMIT AN PA3HUHBIX MPHHATBLIX MOJE)NEH CPABHMBAIOTCA ¢ BENMUYMHAMM COG-
CTBEHHbIX 4acTOT ¥ (HOPM, IOIYYEHHBIMH IIPH DPEIOHAHCHBIX H3MEPEHHSX.

BriBogrl, BelTeKAIOIME M3 BHIYHCIIEHHIT, MOTYT HAHTH IPUMEHREHUE B OIpPEJCTEHMY JHHAMIUYECKUX
XapaKTepPHCTHK APYrHX MEXaHHUECKHX CHCTEM.

Summary
PROPELLER BLADE VIBRATION PROBLEMS

First nine natural modes and frequencies of a helicopter tail rotor blade are calculated and compared
with results of resonance tests. Experimentally determined distributions of mass, moments of inertia and
stiffnesses are used as input data. The blade is divided into eleven segments and considered as a system
of discrete parameters. Six mathematical models of the blade are analysed, the effects of rotational inertia
of individual segments being taken into account.

Conclusions drawn from the analysis concerning the propeller blade mechanics may also be applied
to determine the dynamic characteristics of other mechanical systems.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 stycznia 1973 r.
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ZWIAZKI POMIEDZY ROZNICZKOWYMI I CAEKOWYMI ZASADAMI MECHANIKI

N. Jo. CYGANOWA (WOLGOGRAD)

Decydujace znaczenie dla kierunkéw rozwoju badan w omawianej dziedzinie miata
praca O. HOELDERAY), w ktorej catkowa wariacyjna zasada mechaniki wyprowadzona
zostata dla ogdlnego przypadku wariacji ruchu. W szczegolnych przypadkach z zasady
tej wynikaja zasady Hamiltona lub Lagrange’a w zwyklej, wzglednie uogdlnionej postaci.

Ogdlng zasade calkowa wyprowadza Hoelder wychodzac z zasady d’Alemberta—Lagran-
ge’a. Dalsze uogdlnienie zasady Hoeldera podane jest w pracy A. Vossa?).

Uogdlniona zasada catkowa Hoeldera-Vossa oraz prace o charakterze krytycznym,
jakie zaczety pojawiaé sie po ukazaniu si¢ publikacji O. HOELDERA i A. VossA, dotyczace
w szczegdlnosci kwestii analizy definicji przemieszczen wirtualnych, podanej przez O. HOEL-
DERA i A. VOssA®, sa wyczerpujaco zreferowane w ksiazce L. C. POLAKA® na temat
wariacyjnych zasad mechaniki i w pracy doktorskiej B. N. FRADLINA®).

W niniejszej pracy zastanowimy si¢ jeeynie nad réznymi postaciami formutowania
zasady Hoeldera~Vossa oraz nad jej zwiazkami z rézniczkowymi zasadami w mechanice.
W podstawowych pracach HOELDERA i1 VOssA okre§lony zostal zwiazek pomiedzy ogdl-
ng zasada catlkowa a zasada d’Alemberta-Lagrange’a; badania w nastgpnych latach,
w szczegblnoéci prace H. BRELLA (1913), C. ScHAEFFERA (1919), L. NoRDHEIMA (1919),
podkreélity ten zwiazek jeszcze wyrazniej.

W pracach H. BRELLA (1913) i R. LEITINGERA (1913) wykazano zwiazek migdzy zasada
Hoeldera—Vossa, a zasadami Gaussa i Jourdaina.

1 O. Hoelder, Uber die Prinzipien von Hamilton und Maupertuis, Nachricht, d. Geselisch. d. Wiss.
Gottingen, 11 zeszyt, 1896, s. 122-157.
B A. Voss, Uber die Prinzipe von Hamilton und Maupertuis, Nachricht. d. Gesellsch. d. Wiss. Géttingen,
1900, s. 322-327.
% P. Jourdain, The derivation of equations in generalized coordinates from the pronciple of least action
and allied principles, Math. Ann., t. 62, 1906, s. 413-418.
P. Jourdain, On those principles of mechanics which depend upon processes of variation, Math. Ann.
t. 65, 1908, s. 513-527.
M. Rethy, Uber das Prinzip der Kleinsten Action und das Hamilton’sche Prinzip, Math. Annalen,
t. 48, 1897, s. 514-547.
4 JI. C. Tonak, Bapuayuonnsie npunyunsl KeXaHuxy, ux pa3sumue u npuMenenue & gusuxe. M., 1960
% B. H. Dpagnun, Hez010HOMHAR HMeXAHUKA 4 €& NPUAOHCEHUA 6 eCMeCMEOSHAHUY U MEXHUKe,
Muccepraumst, Kues 1965. '
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1. Ogélne przeksztalcenie zasady d’Alemberta-Lagrange’a do postaci caltkowej. Réine postacie uogdlnionej
zasady najmniejszego dzialania

Ogolne przeksztalcenie zasady d’Alemberta-Lagrange’a do postaci catkowej dokony-
wane jest za pomoca asynchronicznej wariacji ruchu i calkowania po czasie. W pracy
O. HOELDERA (1896) wariacja ruchu skiada si¢ z dwu niezaleznych etapdw.

Kazdemu punktowi poczatkowej trajektorii ruchu nadaje si¢ najpierw dowolnie mate
przemieszczenie Ax; (zwane wariacja poloZenia), otrzymujac w ten sposéb nowa trajek-
tori¢ wariacyjna, ktérej punkty odpowiadajg punktom trajektorii wyjsciowej. Nastgpnie
kazdemu punktowi trajektorii wariacyjnej nadaje si¢ predkosé, ktéra moze byé dowolna,
ale mozliwie malo rézniacg si¢ od predkosci w odpowiednim punkcie trajektorii poczat-
kowej. Predko$é mozna okresli¢ dwiema metodami — izochroniczng lub izoenergetyczna.

HorLper okre$§la wariacje energii kinetycznej AT, zakladajac wariacje czasu, skad
wynika zalezno$¢

dx,- d . dAt
A(T) (Ax;)—x, dr .

T odr
Zakladajac poza tym, ze poloZenie ukladu w chwili poczgtkowej i konicowej nie ulega
zmianie, w wyniku catkowania wzglgdem czasu wariacji 47 HOELDER otrzymuje nastgpu-

jace réwnanie:
fy 3n !

L
(1.1 fATdt = —me,-(')é‘Ax,)dt—ZdeAt.
lo I

19 I=1 0

Wprowadzenie wyraZenia
3a

AA= ZX;Ax,-,
i=1

catkowanie tego wyraZenia i dodanie do réwnania (1.1) pozwala mu uzyskaé réwnanie

1 n 3n
(1.2) [ (2Tddt+ AT+ 4 Aydr} = [ dr D) (Xi—~my5)Ax,

to 1o i=1
stanowiace podstawe wyprowadzenia calkowych zasad mechaniki.

Prawa strona réwnania (1.2), ktéra uzyskata w literaturze naukowej nazwe¢ toZzsamosci
Hoeldera, wzglednie transformacji Hoeldera, jest okreslone, przy danych sitach i danym
rzeczywistym ruchu ukladu, wylacznie przez wariacje potozen Ax;. Wykonujac wariacje
ruchu ukladu w ten sposéb, by wariacje wspSirzednych byly przemieszczeniami wirtual-
nymi i korzystajac, z zasady d’Alemberta—Lagrange’a otrzymuje HOELDER z réwnania
(1.2) nastgpujaca postaé catkowej zasady mechniki:

f
(1.3) [ 2TdAt+ (AT +4 Ayar} = 0.

o
Transformacja Hoeldera (1.2) i wynikajaca z niej ogdlna zasada catkowa (1.3) jest jednym
z najwybitniejszych wynikéw uzyskanych w dziedzinie zasad dynamiki w pierwszej
éwierci XX wieku. W zwiazku z tym nalezy szczegdlnie podkre$li¢ znaczenie prac C. ScHaA-
EFFERA i L. NORDHEIMA.
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1.1. Najbardziej klarowne i $ciste wyprowadzenie tozsamo$ci Hoeldera podat C. ScHa-
EFFER®). Za punkt wyjécia przyjmuje SCHAEFFER wyraZenie
3n
(1.4) D IXG—m %) Ax),
i=1
ktére uzyskuje si¢ z lewej czeéci réwnania, opisujacej zasade d’Alemberta-Lagrange’a,
przez zastapienie przemieszczef wirtualnych petnymi wariacjami wspétrzednych. Petna
wariacja wspélrzednych rozumiana jest poczatkowo jako zupetnie ogélna war-
iacja, zawierajaca wariacje po czasie.
Figurujaca w wyrazeniu (1.4) suma

3n
O
- Z mx; Ax;
i=1

jest nastepnie przeksztalcana do postaci, wynikajacej z obliczenia pelnej wariacji energii
kinetycznej

(1.5) —Zm,xiAx, AT+2T tt Zm,x,Ax;

Calkowanie réwnania (1.5) wzgledem czasu z uwzglednieniem tego, Zze na koncach prze-
dziatu calkowania pelme wariacje wspoirzednych Ax; sa réwne zeru, prowadzi do zalez-
nosci

51 3n N
dar
to i=1 fo

Kladac nastepnie
3n
DX Ax; = A4,
i=1
calkujac ostatnia z réwnosci wzgledem czasu i dodajac ja do réwnania (1.6) uzyskuje
Schaeffer tozsamo$é Hoeldera (1.2). Ogélna postaé figurujacych w niej wariacji pozwala
wyprowadzaé, przy odpowiednich zalozeniach ograniczajacych, rézne zasady dynamiczne.
«Znaczenie transformacji Hoeldera — pisze Schaeffer — polega na tym, Ze wariacje,
figurujace w (116) (w niniejszej pracy (1.2) — N.C.), sa, dzigki wprowadzeniu A¢, znacznie
bardziej ogdlne, niz rozwazane poprzednio (wirtualne — N.C.). Dzigki temu mozemy
zadaé dodatkowo jakieé relacje pomigdzy Axidt, to znaczy
ograniczyé w odpowiedni sposdb ogdélne wariacje w zalez-
noéci (116). Dla kazdego przypadku ograniczef otrzymujemy
nowga zasade dynamiki”. Najbardziej radykalnym ograniczeniem byloby
zalozenie At = 0, skad wynikalaby Hamiltonowska zasada dzialania stacjonarnego®.»

© C. Schaeffer, Die Prinzipe der Dynamik, Berlin, Lipsk 1919.
7 Podkre$lenie nasze — N.C.
® op. cit., str. 43.
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Nastepnie Schaeffer obiera zalezno$§é¢ migdzy petna wariacja wspdlrzednych Ax;
i wariacja czasu At w postaci rownania

(1.7 Ax; = dx;+x;:4¢,

gdzie symbol dx; oznacza wariacje wspdtrzgdnych w ustalonej chwili czasu, nie majaca
na ogdl znaczenia przemieszczenia wirtualnego (wariacje Ox; moga byé wielko$ciami
zupelnie niezaleznymi). Zalezno§¢ (1.7) pozwala Schaefferowi sprowadzi¢ tozsamo$é
Hoeldera (1.2) do postaci

I 3n 1 3n 1 3n
A Al

(1.8) fafzZ:(X,-—m,-se,-)ax,-Jr fdsz,-k,-Az— fdzz (% k) At =
T i=1 T i=1 Yo i=1

n

me[AT+AI4+2T%§L]

o

ktéra nazwiemy tozsamoscia Hoeldera w formie Schaeffera. Jezeli dx; oznacza przemiesz-
czenia wirtualne, to z tozsamosci (1.8) wynika ogdlna zasada catkowa w formie Schaeffera

]
dAt d' A dr
. A A - — ——A
(1.9) fd{ T+A4'A+4+2T 0 i Abkd t] 0,
gdzie
3n
d'A .
dt = ZX,'X,‘.

i=1
Réznica miedzy formami Hoeldera i Schaeffera dla tozsamos$ci podstawowej i wynikajacej
z niej ogdlnej zasady catkowej zwiazana jest z réznica miedzy rozwaZzanymi procesami
wariacyjnymi. O ile Hoelder traktuje na ogdt wariacje potozenia jako niezalezne od wa-
riacji czasu, Schaeffer okresla miedzy nimi zwiazek (1.7).

1.2. Jak wykazal A. Voss, ogdlna zasada catkowa w formie Hoeldera (1.3) jest stuszna
jedynie dla ukladéw o wiezach stacjonarnych. Analizujagc problem w uogdlnionych wspét-
rzednych Lagrange’a dla stacjonarnych wiezéw holonomicznych i liniowych anholono-
micznych rzedu pierwszego, Voss wyprowadza zasade w formie Hoeldera, dla wigzéw za$
niestacjonarnych — w formie uogdlnionej. Wariacja zalezno$ci wraz z calkowaniem
po czasie prowadzi w przypadku wigzéw niestacjonarnych do réwnania

i

dAt d oT
(1.10) f(AT+2T o At+6A) dt = fdtZ(aqk & +Qk) Oy +

fo

H

oT f
2T At —
+ [ + 7 6qk]

k=1 fo

zwanej toZzsamoscig Vossa.
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Jezeli wariacje dqx, 4t spetniaja warunek

T . It
(L11) [2TA:+ E—.—éqk] _o,
= 04 fo

to z rownania (1.10) wynika

H
dAt dT Z d oT
(1.12) f(AT+2T - ++<SA) dr = fdz (6qk a . TO) b

fo

Réwnania Lagrange’a drugiego rzgdu dla uktadéw holonomicznych oraz réwnania Ferrre-
rsa

(1.13) W—'——W_ yxll’lk

dla uktadéw o wiezach holonomicznych i liniowych anholonomicznych pierwszego rzedu

(1.14) D prdgerpdi =0 (I=1,2,...,r)

k=1
pozwalaja wyprowadzi¢ z réwnania (1.12) nastepujaca ogélna postac¢ zasady calkowe;j
w formie Vossa:

1
(1.15) f(AT+2Td;“ ‘ZtTAzJFaA)d; —o.

fo

Wobec tego, ze dla wigzéw holonomicznych i liniowych anholonomicznych pierwszego
rzgdu mamy zalezno$¢

I s I 3n
aT d oT .
(1.16)% f L; ( o4, - 5qk +Q,\) 6qk] dt = f[ ,; (Xi—mixy) 5xi] dt

o
tozsamo$¢ (1.10) mozemy przepisa¢ w postaci nastgpujacej:

151 3n

f
dAt  dT " .
(1.17) f(AT+2T =2 WAz+<s,4) dt=f[2 (X.-—mix.-)éx.] di+

to to =1
s f
oT
+ [2TA!+ E — 6qk] .
aqk to
k = 1
? Istotnie, dla ukltadéw o wiezach spelniajacych (1.14), w tozsamoéci
An s
d (0T
Xi—X)ox; = — - A
X msmxoom= M ) 2 ou—0x o2

suma 2 Pidqy = 0, co w konsekwencji prowadzi do tozsamoséci (1.16).
k=1

5
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Stad na mocy zasady d’Alemberta—Lagrange’a i warunku (1.11) dla wariacji otrzymujemy
ogblna zasadg catkowa w postaci (1.15). Tozsamosé Vossa zostala wyprowadzona w po-
staci (1.17) w ksigzce L. NORDHEIMA Zasady dynamiki'®. NorRDHEIM wychodzi ze wzoru
na T we wspolrzgdnych kartezjanskich i najpierw otrzymuje réwnanie

(118) AT+2T t d Zm,x,Ax, = — Zm,x,Ax,

Przechodzac do wspéirzednych uogdélnionych, czyli quasi-wspdirzednych, oraz uwzgled-
niajac zaleznoéci spetniane w ogdlnym przypadku wigzow niestacjonarnych przy przejéciu
do tych wspdirzednych

k)

s
X = Za”‘q,,+a,-, Ax; = ZaikAqk+aiAt’

k=1 k=1

2T = Zm,a,-ka“(']ké,+ szlaikal%c"' Zmiaizs

NORDHEIM wyprowadza nastepujaca tozsamosé

(1.19) Z mikidx, = 2TAt+ Z— 84.

Z réwnan (1.18), (1.19) i réwnania

3n 3n dT
Z i Ax, = Zm,k} bxi+ - At
=1 i=1

wynika zaleznoéé

dA dT
(120)  aT+2r 20 2m,x,6x;+ —(2TAt+ 2 5 6qk)

Dodajac rownanie (1.20) do réwnania
3n

64 = ZX‘(SX‘
{=1

i catkujac tg zalezno$é, otrzymuje Nordheim tozsamoé Vossa (1.17). Réwnanie, wynikajace
z toZzsamos$ci (1.17), na mocy zasady d’Alemberta—Lagrange’a, W postaci

n

d

fo

H1
(1.21) f(AT+2Td—Atdt+ At+6A) dt = [2TAt+ Z 6qk]

‘o

wyraza twierdzenie réwnowazne zasadzie d’Alemberta-Lagrange’a. Jest ono punktem
wyjécia do wyprowadzenia wszystkich catkowych zasad wariacyjnych.

10 1., Nordheim, Die Prinzipe der Dynamik. Berlin, Lipsk 1919, s. 83.
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1.3. Rozpatrzmy obecnie dwie inne postacie uogdlnionej zasady najmniejszego dzia-
lania, wyprowadzone przez H. BRELLA'Y). Zostaly one wyprowadzone przez niego przy
pomocy prostego przeksztalcenia wyrazenia podcatkowego w lewej czeSci tozsamosci
Vossa (1.10). Wyrazajac funkcj¢ podcatkowa

(1.22) ATdt+2T-‘-1§ dt+—Atdt+ dAdt

W postaci
d ar
AT+ T QTAt)dt— EAtdt+ 0Adt,

Brell wyprowadza z tozsamosci Vossa nastgpujacy zwiazek:

H

' dT f d T oo . ]
f(AT—TtAHéA) dt = dtZ(aqk T +Qk)6qk+[g:a—q;éqk] ,

I
fo 0

wynika stad zasada catkowa w pierwszej formie Brella

(1.23) f(AT—iI—];AHéA)dt ~ 0

fo

z warunkami granicznymi

oo .
(1.24) [ a—,éqk] = 0.
= fo

Przedstawiajac nastepnie wyrazenie (1.22) w postaci

Asz+de’ (TAt)dt+<5Adt

Brell otrzymuje analogicznie druga forme zasady catkowej

1

1.25) f(An T%‘ﬂ+aA)dz -0

10

z warunkami granicznymi w postaci
© N0 T 5
(1.26) [TAt-f- Z—.éqk] = 0.
1 % o

D H, Brell, Uber eine neue Fassung des Prinzips der kleinsten Aktion, Wien. Ber., 122 (2a), (1913),
s. 1031-1036.




252 N. JA. CycanNowa
2, Réwnowaznos¢ uogélnionej zasady najmniejszego dzialania i zasady Gaussa

Dowdd réownowaznosci uogdlnionej zasady najmniejszego dziatania Hoeldera-Vossa
zasady Gaussa dla ukiadéw holonomicznych o wigzach niestacjonarnych przeprowadzit
BRELL'?), korzystajac z rownania Gibbsa-Appela.
Do wyrazenia podcatkowego w calce Vossa

5
[ ATdi+dTA1+2Td A1+ sAdr)
to
wprowadza BRELL energi¢ przyspieszen S. Uzywa przy tym zwiazku, wiazacego energie
przyspieszen z energia kinetyczng 7, ktéry w przypadku wigzéw niestacjonarnych ma
postaé
3n

dr 7 as .
(21) —E = aqk qi + Z m; x, B

k=1
gdzie
i = filld1, 425 05 G5y D).
Wowcezas dla wirtualnych wariacji pochodnej energii kinetycznej po czasie dT)/dt
otrzymuje BRELL nastgpujacy zwigzek ;

dr _ T, d N\ 0S| Z
(22) A —at— — ETA[ = E AA__]/ 621' d[Z £ (Dk(sqk,
gdzie
3n 5
. \) i
oy = Aqu—qAt, Dy = Z mi"l’iai,
qk

LN 8 )
Y = Z(qk;' aqkaqj q.l N

. . d? . .
Dodajac do obydwu stron réwnania (2.2) wyrazenia 2 pr (T'At) i catkujac od ¢, do ¢,

przy zatozeniu, Ze na brzegach wszystkie wariacje zeruja sig, otrzymujemy réwnanie

AT+ 9T gy g dat _ _ o5 s (Zcﬁkéqk+2TAt)
tar dr P 6qk

Z kolei, dodajac do tego réwnania nastepujace
= D) 0w g~ A1)
£=1

12 H. Brell, Nachweis der Aquivalenz des veralgem. Prinzipes der kleinsten Aktion mit dem Prinzipe
d. kleinsten Zwanges~Wien. Sitz. Ber., tom 122 (2a), V zeszyt, Wien 1913.
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i catkujac, otrzymujemy

11

J(ATdt+dTAt+2TdAt+6Adt)— fdtZ(——Qk)(Aqk B A1),

fo
Na mocy réwnan Appela wynika stad zwiazek
n
[ (Atdt+dTA1+2Td A1+ 64dr) = 0,
fo
ktory wyraza zasad¢ Hoeldera-Vossa. Wobec tego, Ze réwnania Appela wyprowadza sig
z zasady Gaussa powyZzsze rozumowanie dowodzi réwnowaznosci tej zasady z zasada
Hoeldera—Vossa.

3. Réwnowaznosé uogélnionej zasady najmniejszego dzialania i zasady Jourdaina

LEITINGER (1913) wykazal zwiagzek pomiedzy zasada Jourdaina i uogdlniona zasada
najmniejszego dziatania Hoeldera-Vossa dla ukladéw o wigzach holonomicznych i linio-
wych anholonomicznych, w ogdlnym przypadku niestacjonarnych.

LEITINGER wyprowadza zasad¢ Hoeldera-Vossa bezposrednio z zasady Jourdaina
przeksztalcajac odpowiednio wyrazenie podcatkowe w calce Vossa. Jezeli wiezy holono-
miczne, natozone na uklad, sa niestacjonarne, to asynchroniczne wariacje wspélrzednych
uogdlnionych Agq, zwiazane sa z wariacjami wirtualnymi tych wspéirzednych dq, zalez-
nosciami

(.1) Aqi = ogqi+ 4,41,

za$ dla 4 — wariacji predkosci uog(’)lnionych mamy zwiazek
. Adt

(3.2) 4q, = ( W=

Uwzglgdniajac réwnania (3.1) i (3.2) oraz wyraZenie na prace wirtualng dzialajacych sit

6A = ZQkéqk,
k=1

mozemy przedstawi¢ wyrazenie podcatkowe w calce Vossa w nastgpujacej postaci:

(3.3) ATdt+2TAdt+dTAt+6Adt = Z[

k=1

d{or d{eér d
—|=—a ——= — (2T 4¢)d:.

+ dt(@i]k q")d’ dz(aqk q"A’)]+ ar @140

Rézniczkujac wzgledem czasu réwnanie (3.3) i ktadac nastepnie w wyprowadzonej

zaleznosci dg, = 0 zgodnie z zasada Jourdaina, jak réwniez uwzgledniajac sformutowanie
zasady Jourdaina dla ukladéw holonomicznych i liniowych anholonomicznych w postaci

[d(or\ oT
Z[E(aq) G oo =0

oTr d[oT
s gy — dt(@ )6‘1k+Qkéqk+
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LEITINGER uzyskuje nastepujace réwnanie:

2 2 2
% [ATdt+2TAdt+dTAt+5Adr] = /Z [%(%—;Aqk) _ 3‘%(% qkm)] + %(2TA:).
Réwnanie to mozna traktowaé jako jedno z analitycznych wyrazen zasady Jourdaina.
Calkujac ostatnie z réwnant dwukrotnie wzgledem ¢ w okre$§lonym przedziale czasu, od-
powiadajagcym ustalonemu poczatkowemu i korficowemu polozeniu uktadu, LEITINGER
otrzymuje réwnanie, wyrazajace zasad¢ Hoeldera—Vossa w przypadku wigzéw niestacjo-
narnych
3]
[ (ATdt+dTAt+2TdAr+54dr) = 0
fo
Powyzsze wyprowadzenie upraszcza si¢ znacznie w przypadku wigzow stacjonarnych.

Mamy wéwczas

(34 Agy = 0qx
oraz

dq. . ., Adat
(3.5) AT = 0k —qx ar

energia za$§ kinetyczna uktadu T jest jednorodna funkcjg kwadratowa predkoscei uogélnio-
nych. Zgodnie z twierdzeniem Eulera o funkcjach jednorodnych moZemy napisaé

(3.6) 2T = ZZ—T
k=1

Uogodlniona zasada najmniejszego dzialania dla ukladéw o wigzach stacjonarnych opi-
sana jest réwnaniem

1
3.7 [ (ATdi+2TAdi+3844r) = 0.

to
Pochodna wzgledem czasu z wyraZenia podcatkowego po uwzglednieniu zaleznosci (3.4),
(3.5) i (3.6) przejmie postaé:

d Adr S[d (o oT .  d* (T
d [AT+2TT+(SA] Zl[z(a—qk)éqk'i'wa +d[2( 6qk)

da: (T d{oT\.. dO: )
_ L A P L |
d,z(aqk)éqk dt(ai]k)éq“-{' 7 qk+Qkéqk].

Zgodnie z zasada Jourdaina otrzymujemy stad réwnanie
Adt d* (oT
——0qi).
7 (AT+2T a + (5A) a7 (3('11.- fIk)

Dwukrotnie catkujac to réwnanie otrzymujemy zalezno$¢ (3.7), to znaczy wyraZenie
analityczne zasady Hoeldera~Vossa dla uktadéw o wigzach stacjonarnych.
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4. Zwigzek zasady energetycznej G. Helma z zasada d’Alemberta-Lagrange’a w badaniach A. Vossa

W pracy pod tytulem Uwagi o zasadach mechaniki*® (1901) A. Voss analizuje préby
niektérych badaczy wyprowadzenia z zasady energetycznej zasady d’Alemberta-La-
grange’a lub jakiejkolwiek innej réwnowaznej do niej postaci réwnan ruchu. Szczegétowo
analizuje Voss zasade energetyczna HELMA'#), ktéra ma posta¢ wariacyjna: zmiana energii
w kazdym z mozliwych kierunkéw réwna si¢ zeru. Wyniki analizy VossaA §wiadcza o tym,
Ze proces wariacyjny w zasadzie Helma nie prowadzi do rownowaznosci z zasadg d’Alem-
berta-Lagrange’a. Istotnie, okre§lmy wariacj¢ energii catkowitej T+ V, odpowiadajaca
izochronicznym wariacjom wspdtrzgdnych, to znaczy przejéciu od punktu o wspdtrzed-
nych x,(t), i(¢), zi(¢) do punktu o wspdtrzednych x,()+ e&:(t), yi(t)+eny (1), zi(0) + eli(),
gdzie ¢ jest dowolna mala liczba stala, za$§ &, #;, {; — dowolnymi rézniczkowalnymi
funkcjami czasu. Otrzymamy wyrazZenie:

N\ L, N
(T+v) = ’Ezmi(xifi'*‘yi"]i'*‘zi&-)_ Z my(X &+ Yimi+Z:8) +
i=1 i=1

V(ﬂ L4 )
+LI 6x1 El+ 6y, 1]1+ 62, C‘ )

Wobec tego, Zze wyraZzenie to oczywiscie nie rowna si¢ wyraZeniu

an[(‘w+m->é-)5-+ LA Y L
£ 6)(,- iNMifSi a—yl myyi|n; 6—2‘ myzy) 6

stwierdzamy, ze dla danego sposobu wprowadzenia wariacji zasada, wyrazajaca si¢ réw-
naniem 6(7+V) = 0, nie jest réwnowazna zasadzie d’Alemberta-Lagrange’a.

Nastepnie Voss wykazuje, ze proces wariacyjny nalezy zmieni¢ tak, by oprécz wspél-
rzgdnych, wariacji podlegal réwniez czas: dopiero wéwczas obydwie zasady staja sig
réwnowazne. Wariacja pelnej energii, odpowiadajaca przejsciu od x;, y;, z;, ¢t do x;+
+e&;, yit+ e, z;+ €8y, t+er, gdzie &,m;, §;, v sa dowolnymi rézniczkowalnymi fun-
kcjami czasu, réwna siec wedtug Vossa nastgpujacemu wyraZeniu:

o v o oo,
6(T+V) = 2 (— +m,xl)5,-+ (W +m,‘y,') 7].+ (({j_z +m;z,)§,+
=1 i i

6x,
d \7 (&) ¢ 22‘ £ G4 E ) 25T
+EL/m' Xi&ityini+z;8;) — mi(§Xi+n: 9+ 8iZ)— 2t

i=1 i=1

Dobierajac odpowiednio funkcje 7(f) (co jest zawsze mozliwe, gdyz T s 0), mozemy
powyzszg zaleznoé¢ sprowadzi¢ do postaci

oy ) .
6(T+V) = 2 I:(—aT +m,x,~) Ei+ (%{i +m;y,)1)i+ (_(;ZK +m('z,) C‘] ,
l=l 1 ] 3

'3 A. Voss, Bemerkungen iiber die Prinzipien der Mechanik, Munch. Bericht math.-phys. kl. 1901.
' G. Helm, Die Energetik in ihrer geschichtlichen Entwicklung, Lipsk 1918.
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skad wynika réwnowazno$é zasady Helma z zasada d’Alemberta~Lagrange’a. «Jest to
jednak — jak dodaje Voss — nic innego, jak tylko abstrakcyjny formalizm», po czym
konkluduje: «Wydaje si¢, ze czynione dotad préby wyprowadzenia zasady d’Alemberta
lub zasady Gaussa z zasady energil nie zostaly uwienczone sukcesem.»!>

W tym samym artykule Voss formutuje ogélng zasade catkowa mechaniki w naste-
pujacej postaci:

«przy odpowiednim doborze procesu wariacji wariacja calki

@1 J= [ T+pU)ar,

gdzie o i f sa dowolnymi stalymi, jest réwna zeru ze wzgledu na rézniczkowe réwnania
ruchu. Odwrotnie, zalozZenie, Ze wariacja rowna si¢ zeru przy wszystkich dopuszczalnych
przemieszczeniach wirtualnych, prowadzi do rézniczkowych réwnan ruchu». Nie ma
przy tym istotnego znaczenia warunek znikania wariacji wspétrzednych na koncach
przedziatu calkowania.

Pod wielko$cia SU autor rozumie tu prace sil zewnetrznych X, Y;, Z; na przemiesz-
czeniach wirtualnych uktadu

oU = Z(X;5i+Yi77i+ZiCi)-
iz

Na ogét funkcja U ma jedynie sens symboliczny.
Voss rozpatruje najpierw w ogdlnej postaci wariacje calki
H
4.2) I = [ Fx, %0,
fo
odpowiadajaca przejsciu od stanu x, y, z do x+ &, y+ ey, z+ €, to znaczy, gdy wariacji
ulega argument catkowania.

Podstawienie ¢t = ku+k,, gdzie k = tll::: , ko =1o llit , pozwala sprowadzié
catke (4.2) do calki o statych granicach
1
@.3) J = JF( k‘; ku+u0)kdu

Obliczajac wariacje catki (4.1), odpowiadajaca przejiciu od stanu x, y, z,? do x + &§,
y+en, z+el, t+er, gdzie &,7, , v sa dowolnymi rochzkowa.lnyml funkcjami czasu,
otrzymujemy zalezno$é

4.4) 8T = [ [(BU—oT)r+aS—aW+pVdt,

') A. Voss, Bemerkungen ..., s. 170.
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gdzie

V=0U= j(Xif.-'f-Yi77."f‘Z.'Ci),

i=1

%)
I

i=

Emi(kfi'f'j)ini'*'éié-i)’
=1

n

W= 2, my (X &+ Yimi+2:8)).
fy

Wyrazenie (4.4) na wariacj¢ 6J mozna przedstawi¢ réwniez w dwu innych postaciach

n n

) 87 =p [ V=wydi+ [ [(BU=oT)i+(B—a) W+aSdr,
(1) 8/ = o [ (V=Wydi+ [ [(BU=oT)i+(B—a)V+aS]dr.

Przy odpowiednim doborze funkcji 7, mianowicie takim, przy ktérym druga z calek we
wzorach (I) i (I) réwna si¢ zeru, uzyskujemy réwnowaznos¢ zasady d’Alemberta-Lagran-
ge’a z zasada opisywanag przez rownanie 6J = 0. Natomiast odpowiedni dobdr stalych
o i § prowadzi do uzyskania réznych postaci szczegdInych tej uogélnionej zasady catkowej.

A. Voss rozwaza nastepujace cztery przypadki szczegdlne:

1. « = B. Odpowiedni wybdr {unkcji © prowadzi, na mocy réwnania (I), do naste-
pujacego warunku

U-T)i+S8 =0.

Catkujac wzgledem czasu ¢ i zakladajac, ze wariacje wspdlrzgdnych na brzegach prze-
dzialu calkowania sg réwne zeru, otrzymujemy 7 = const, a w szczegdinym przypadku
T = 0. Jezeli T—U = h, to dla = mamy nastgpujacy zwigzek: ht+s = 0. W tym przy-
padku uzyskujemy zasad¢ Hamiltona.

2. Jezeli § = 0, to z rownania (II) wynika nastepujgca postaé warunku, okreslajacego
funkcje =:

Ti+V—8 = 0.

Wobec tego, ze T # 0, funkcj¢ T mozemy zawsze okreslic. W tym przypadku mamy do
czynienia z rozszerzona postacia zasady najmniejszego dzialania.

3. Jezeli o = 0, to z réwnania (I) mamy

Ut+W =0

przy czym zalozenie co do charakteru wariacji na brzegach przedzialu nie jest konieczne.

Na to, by mozna bylo okre$li¢ funkcje = z ostatniego réwnania, trzeba zalozyé, Ze
w obszarze calkowania U nie réwna si¢ zeru. Przy takim zaloZeniu zasada, wyrazajaca
si¢ rownaniem

I
8 [ vdr=o0,
fo

prowadzi réwniez do rézniczkowych réwnan ruchu.

5 Mechanika Teoretyczna 3/73
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4. Jezeli f = —uo, to catka (4.1) ma w tym przypadku postaé

) 15
J=[ar-vydt b J=[ Ed.

1o fo
Dla okreslenia funkcji 7 otrzymujemy z réwnania (II) zwigzek
(T+U)T+2V—S = 0.

Jedynie w pierwszych dwu z rozpatrywanych przypadkéw uzyskuje si¢ ta droga wy-
godne postacie uogdlnionej zasady catkowej. W obydwu pozostatych przypadkach, jak
tez w ogblnym przypadku dowolnych o i f, interpretacja sensu mechanicznego symbo-
licznej wielkosci U jest utrudniona, nie méwige juz o tym, ze przy dowolnych znaczeniach
o i f nie mozna na ogdl w obszarze catkowania spetni¢ warunku

BU—aT # 0
niezbednego dla okreslenia funkcji 7.
Jezeli zamiast symbolicznego wyrazenia U wprowadzimy funkcje

! n

A= D Xk+Yi+Zz)

to i=1

wobec tego zamiast catki (4.1) rozwazymy catke

1

[ («T+paya,

1
to z wariacji tej catki uzyskamy nastgpujace postacie catkowe zasady d’Alemberta~La-
grange’a:

I 15 11 15
5[ (T+ayar=0, &[ Td=0, 6[uvd=0, 6fEd=0,
to to Lo to

8 [ (aT+pAydr = 0.

fo

5. Calkowa posta¢ zasady Gaussa dla ukladéw holonomicznych. Praca E. Schenkla

Mys$l o poszukiwaniu zasady, majacej postaé catki wzgledem czasu w okre§lonych
granicach calkowania i réwnowaznej zasadzie Gaussa, zostala po raz pierwszy sformuto-
wana przez profesora Wassmutha. Jako podstawg swych badan w tej dziedzinie przyjat
E. SCHENKL, zgodnie z idea Wassmutha, nastepujaca analogi¢.!®

Réwnowazno$¢ zasady Hamiltona i zasady d’Alemberta-Lagrange’a wynika z toz-
samosci

12 3n

2
(5.1) [ o1+ 0U)ds = [ N (X~ %) dxid.
I 1y I=1

16} E. Schenkl, Uber eine dem Gaufischen Prinzipe des kleinsten Zwanges entsprechende Integralform,
Sitz. bericht. d. k. Academie d. Wiss. in Wien, t. 122. Wieden 1913.
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Zasada Hamiltona jest calkowa postacig zasady d’Alemberta-Lagrange’a. Jezeli zbudujemy
tozsamosé, formalnie analogiczna do tozsamosci (5.1), ktorej prawa czg$é przyjmuje
postac:

12 3n

(5.2) [ N xi—mys) 63dr,

1 oi=1

to mozemy dojs¢ do calkowej postaci zasady Gaussa. W zasadzie Gaussa nie zaklada
sie zadnego zwiazku pomiedzy wariacjami przyspieszen, odpowiadajacymi réznym chwilom
czasu ¢ i t’. Wariacje musza jedynie spetnia¢ warunki zgodno$ci z wigzami; natomiast
przy przejéciu od jednej chwili podezas ruchu uktadu do innej wariacje moga zmieniaé
sie w sposdb dowolny, w tym réwniez skokowo, skad wynika, ze ciag przyspieszen, w czasie
podlegajacych wariacji, moze nie by¢ ciagly.

Cigg przyspieszen podlegajacych wariacji w czasie musi spetnia¢ warunek, nadajgcy
sens calce (5.2). Innymi stowy, trzeba przej$¢ od wariacji ruchu w danej chwili czasu do
wariacji ruchu w catosci, to znaczy w skonczonyin przedziale czasu. W zasadzie Hamiltona
przejscie to jest dokonywane w nastgpujacy sposéb.

Niech ruch uktadu holonomicznego w kartezjanskim ukiadzie wspdtrzadnych bedzie
opisany zwigzkiem x; = f;(r). W pewnej ustalonej chwili czasu ¢ nadajmy ukladowi prze-
mieszczenie wirtualne, ktére jest zgodne z natozonymi na ukiad wigzami. Uzyskamy dla
tej chwili wariacj¢ polozenia ukladu, okreSlong przez wspdirzedne x;+ dx;.

W dowolnie bliskiej sasiedniej chwili czasu ¢’ wspdirzedne ukiadu rownaja si¢ x; =
= fi(t"). Jezeli nadamy ukladowi w chwili ¢’ przemieszczenie wirtualne dxi, to dla tej
chwili uzyskamy wariacje polozenia ukfadu, opisang wspdirzednymi x;-+ dx;.

W ten sposéb, przechodzac od chwili czasu do nastgpnej, wszedzie zastosujemy wska-
zang metode wariacji w punkcie. Wielko$ci wariacji dx;, odpowiadajace réznym chwilom
czasu, sa zupetnie niepowigzane ze soba; spetniajac warunki zgodno$ci z wigzami mozemy
od jednej chwili do innej zmieniaé¢ wariacje w sposdb dowolny, dzieki czemu ciag w czasie
wariacji potozen ukladu moze nie by¢ ciagly, catka za$

7]
f (5x;dt
n

moze nie mie¢ sensu. Zazadamy wiec od ciagu polozen ukladu cigglosci wzglgdem czasu,
przyjmujac zaleznos$¢

ox; = &fi(1),

gdzie ¢ jest infinitezymalnie matym parametrem niezaleznym od czasu, f;(¢) za§ dowolna
ciagla i skonriczong funkcjg czasu. Wéwezas wariacje wspdtrzednych beda infinitezymalnie
matymi funkcjami czasu. Catka

12
f (5x,~dt
1
begdzie miala obecnie sens, jako catka funkcji ciagle).

k34
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Ciag polozen wariacyjnych uktadu x;+ &f;(¢) bedzie reprezentowal pewien ruch, ktéry
nazywamy wariacja ruchu. E. SCHENKL dowodzi, ze w metodzie Gaussa nie mozna do-
konaé w analogiczny sposob przejscia od wariacji ruchu punktu do wariacji ruchu catego
uktadu.

Istotnie, jezeli zalozymy, ze wariacje przyspieszen 0Xx; sa ciaglymi funkcjami czasu'?,
to wariacje predkoéci i wariacje wspotrzednych nie moga by¢ w kazdej chwili réwne zeru,
jak zada sie w metodzie wariacyjnej Gaussa. Wynika to stad, Ze w przypadku, gdy wiel-
kos¢ oX; jest ciagla funkcja czasu, powinna ona zachowywac¢ znak w dostatecznie malym
przedziale czasowym. Wdwcezas ze wzgledu na relacjg

dox;
0%, = SO0
(5.3) G =

wielkosé dx; zwigksza si¢ lub zmniejsza w tym przedziale czasu, co oznacza, Ze gaussowska
metoda wariacji w punkcie zostaje naruszona. Zauwazmy, ze relacja (5.3) jest stuszna
przy zatozeniu, Z¢ czas nie podlega wariacji.

Nastepnie E. SCHENKL analizuje jeszcze jedna probe przejécia do wariacji ruchu w ca-
tosci przy uzyciu metody Gaussa wariacji ruchu w punkcie.

W mysl zasady Gaussa stan ruchu podlega w kazdej chwili nastgpujacej wariacji:
dx; = 0, 6%; = 0, dX; # 0. Niech punkt materialny M opisuje w ruchu rzeczywistym
dany tor z dang prgdkoscia. Ustalmy dowolng chwile ruchu. Mowiac o wariacji
stanu ruchu w tej chwili wedtug Gaussa, mamy na mysli punkt M, lezacy na innym torze,
majacym z danym torem wspélny punkt M (dx; = 0); tor ten nazwiemy wariacja toru.
We wspdlnym punkcie M tor rzeczywisty i wariacja toru maja wspolna styczna (dx; = 0),
natomiast krzywizna wariacji toru w punkcie M jest rézna od krzywizny toru rzeczy-
wistego, co oznacza, ze normalne skladowe przyspieszenia punktu w danej chwili czasu
sa inne na torze rzeczywistym, niz na jego wariacji (6X; # 0). Dla danej chwili czasu mamy
nieskonczenie wiele wariacji stanu ruchu. Zasada najmniejszego przymusu stwierdza,
Zze w nieskonczonej réznorodnoscei stanéw ruchu w danej chwili czasu rzeczywistym ru-
chem jest ten, dla ktérego wariacja przymusu réwna si¢ zeru.

Rozwazmy z kolei przejscie od jednej chwili czasu 7, do innej 7,. Wariacj¢ trajektorii,
odpowiadajaca przedzialowi czasu f,—1,, przedstawimy jako nieskonczona sume infi-
nitezymalnych czesci, odpowiadajacych opisanemu powyzej sposobowi konstruowania
wariacji w punkcie. Geometrycznie mozemy to wyobrazié sobie W nast¢pujacy sposéb.

Niech z kazdego punktu rzeczywistej trajektorii wychodzi pegk toréw, wynikajacych
z dokonania wariacji w punkcie. Wariacj¢ toru, odpowiadajaca przedzialowi czasu od
t, do t,, wyobrazimy sobie jako sume nieskoriczenie wielkiej liczby infinitezymalnie
matych trajektorii czastkowych, odpowiadajacych wariacji w punkcie. Wariacje przy-
spieszefi, odpowiadajacych tak skonstruowanemu torowi, nie moga mie¢ stalego znaku
w Zzadnym, dowolnie malym, przedziale czasu, gdyz w przeciwnym przypadku jak zostalo
stwierdzone poprzednio, nie mogtyby réwna¢ si¢ zeru wariacje predkosci, odpowiadajace
dowolnej chwili czasu,

' L. Boltzmann, Vorlesungen iiber die Prinzipien der Mechanik, 1 Czesc, 1897, s. 211.
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Wynika stad, Ze wariacje przyspieszen mozna przedstawi¢ tylko jako takie funkcje
czasu, ktére w kazdym, dowolnie matym, przedziale czasu zmieniaja swoj znak w sposéb
dowolny. Jednakowoz funkcje tego typu nie sa catkowalne. Oznacza to, Ze obie préby
przejscia do wariacji ruchu w catosci skonczyty si¢ niepowodzeniem, gdyz zaréwno w pier-
wszym, jak i w drugim przypadku, czas nie podlegat wariacji i obowiazywala relacja (5.3).

«Tak wigc — konczy swe rozwazania Schenkl — nie mozna ustali¢ odpowiedniosci
miedzy punktami toru rzeczywistego i jego wariacji w taki sposéb, by wzajemnie odpo-
wiadajace sobic potozenia w obydwu ruchach zajmowane byly jednoczes$nie.» To stwier-
dzenie prowadzi autora do konkluzji, ze wariacj¢ ruchu nalezy budowaé, dokonujac
jednocze$nie wariacji czasu.

Zalézmy, ze wzajemnie odpowiadajacym sobie stanom ruchu rzeczywistego i jego
wariacji odpowiadajg rézne chwile czasu i 74 dr. Przy tym zatozeniu mozemy skonstruo-
waé takg wariacje ruchu, dla ktorej wariacje przyspieszen 0%; (w odréznieniu od wa-
riacji przyspieszen 0X;, ktore dokonywane sa bez wariacji czasu) sa calkowalnymi fun-
kcjami czasu. Wariacje przyspieszen 0X;, jak juz zostato stwierdzone, nalezy przedstawié
jako takie funkcje czasu, ktére w kazdym dowolnie matymy przedziale czasu dowolnie
czesto zmieniaja znak. Funkcja taka zostala zbudowana przez Schenkla w nastepujacy
sposdb. Pedzielmy przedziat czasu [1, t,], w ktorym funkcje te bedziemy rozpatrywali,
na n réwnych czgsci 7. Niech wariacje przyspieszen 0X;, w chwilach czasu 7, = 1, +purt,
p=20,2,4 ..,n sa rowne wartosciom dowolnej, danej z gory, ciaglej, dodatniej
funckji czasu fi(r), za§ w chwilach czasu r— =, +v7, » =1,3,5, ..., n—I1, wartosci
tych wariacji sa ujemne i réwne co do modutu $rednim arytmetycznym od wartosci wa-
riacji w sasiednich (parzystych) chwilach czasu. Wowczas przy n — oo (lub 7 — 0) wiel-
kos¢ OX; jest reprezentowana przez funkcje o Zadanej wiasnosci, to znaczy dowolnie
czesto zmieniajaca znak.

Nastepnie wprowadza si¢ wariacje czasu dr. Wariacja czasu jest taka funkcja czasu,
ktdra przybiera wartosci zerowe w kazdej chwili 1, = ¢, +uz, dla ktdrej wariacje przy-
spieszenia 0X; sg dodatnie, oraz wartosci T w kazdej chwili 1— = ¢, +»7, dla ktérej wa-
riacja OX; jest ujemna. Wreszcie, wykonujac petng wariacj¢ mozemy zastapié wariacje
przyspieszenia w chwili # wariacja przyspieszenia w chwili 7+ 8z, Wéwczas chwilom cza-
su - beda odpowiadaly wariacje przyspieszen dla chwil ., = r-+7. A wiec wszystkim
chwilom czasu odpowiada¢ beda dodatnie wartosci wariacji przyspieszen 6%; (W ten sposob
oznaczymy wariacje przyspieszenia, z wariacja czasu ¢). Mamy wiec relacje 0X; = fi(¢).
Traktujgc wariacje przyspieszenia jako wielkosci infinitezymalne mozemy je przedstawié
W postaci oX; = gfi(1), gdzie & oznacza nieskonczenie maty parametr.

Przy takim okre$leniu wariacji przyspieszenia catka (5.2) ma sens. Zauwazmy przy
tym, ze wariacja czasu d¢ nie jest w zaden sposdb zwiazana 2 wariacja przyspieszenia 0X;,
dlatego mozna ja traktowaé (jak to czyni Schenkl) jako wielkoéé nieskofczenie mala
Wyzszego rzedu niz wariacja 0X;, a wiec rowniez niz wariacja O¥.

Dzigki wprowadzeniu wariacji czasu 61, wariacje wspoirzednych i predkoéei przyjmuja
postaé

ox; = x;0t, Ox; = X, 01,



el
(=)
(]
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gdzie X; i ¥; sa wielkosciami skonczonymi, d¢ za$ jest nieskonczenie malg wyzszego rzedu
niz 6%, W takim razie dx; i 0X; sa wielkoSciami nieskonczenie malymi wyzszego rzedu
w porownaniu z 0X;. Dlatego dalej bedziemy je przyrownywali do zera:
ox; =0, 0% =0.
Wariacje ruchu konstruujemy wigc przy nastepujacych warunkach:
(1) Wariacje 0x; i 0X; sa réwne zeru w dowolnej chwili czasu z rozwazanego przedziatu.

(2) Wariacja przyspieszenia O%; # 0 i jest calkowalng funkcja czasu.
(3) Dodatkowo zaktada sig, ze

o (/O\
ox; =
dr
co oznacza, Zze symbole d i o sq przemienne.
(4) W skonczonych chwilach czasu ¢, i 1, wariacje przyspieszen réwnaja sie zeru:
(0%),, =0, (3%, = 0.
Spetnienie tych warunkéw dla wariacji ruchu jako calosci zapewnia jednoczesne spel-
nienie poprzednich warunkéw wariacji w dowolnej chwili czasu oraz istnienie calki
12 3n
R S
f ‘Z (X,-—m,-x,»)éx‘-él .
foi=1
Zbadajmy z kolei kwestie formutowania catkowej postaci twierdzenia Gaussa, W tym

2

celu obliczmy wariacje 6( ) Uwzgledniajac warunek 0%; = 0 otrzymujemy dla niej

d 2
wyrazenie
3n
_{ g7 B _ _
(5.4) a(‘fl’TT) - 4\_1 s (25,554 %, %)

i=1
Nastepnie rozwazmy prace wirtualna sit aktywnych, oddziatujacych na uklad

3n

34 = D Xibx;.
i=1

Druga pochodna wzgledem czasu z pracy wirtualnej przyjmuje postac:
3n

2 2
(5.5) L,-OA= \ (d/,\/'é +2—'6,\+X6x)
de* = d

i=1

Przyjete warunki wariacji umozliwiaja obliczenie wariacji & w ten sposob, jak gdyby czas
nie ulegat wariacji. Dlatego w réwnaniu (5.5) mozemy formalnie zastapi¢ symbol § przez
symbol o.

Wowczas z réwnania (5.5) otrzymamy zaleznos¢

d*o4 d*X; dX;
m—Z‘Z(dZ Sxt2 5t éx+X6x,),
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wobec tego zas, ze 0x; = OX; = 0, otrzymujemy

3n

d?04 N s
(56) - dt_z - = %{ X,'(Sxi.
Odejmujac stronami réwnanie (5.6) od réwnania (5.4) uzyskamy

- 3n
(d*T\ d*64 Y o sy, _
é(ﬁi“) — g = % (2m,-.\,-(3,\,~+m,-,\,-w —Xiaxi)-

Catkowanie ostatniej z tych zalezno$ci w okreslonym przedziale czasowym od ¢, do ¢,,
z uwzglednieniem warunkéw brzegowych, prowadzi do réwnania

7 _ 1 3n
Y d*T d?d4 f Z . o
(5.7) | [a(_di-f) = dﬂ‘] dr = (i — X)) 8%,
I ) n =1
z ktérego wynika catkowa postac zasady Gaussa
2 —
< d*T d?0A
41

Zasade, opisywana przez rownanie (5.8), nazwiemy zasada Schenkla. Réwnowazno$¢
zasady Schenkla i zasady Gaussa wynika z rownania (5.7). Rzeczywilcie, zalézmy, Ze
spetniona jest zasada Schenkla. Wéwczas z réwnania (5.7) otrzymujemy zaleznos$¢

12 3n
(5.9) [ D) (misi—X)d%dt = 0

1 =1
dla dowolnych wartoséci ¢, i t,. Jest to mozliwe jedynie wtedy, gdy funkcja podcalkowa
rowna si¢ zeru. Mamy wigc relacje

3n
v, <o
g{ (mi%i—X;)0X; = 0,

{

€O oznacza, ze wariacje przymusu sg wedtug Schenkla réwne zeru
(5.10) 8Z = 0.

Nowe (zgodne z podejéciem Schenkla) i stare (gaussowskie) warunki wariacji w punkcie
pokrywaja sie. Dlatego z rownania (5.10) wynika, ze réwniez wariacje przymusu wedhug
Gaussa réwnaja si¢ zeru 6Z = 0, a wigc spetiona jest zasada Gaussa.

Odwrotnie, zalézmy, e zachodzi zasada Gaussa, to znaczy

12
f Z(m,:f,—Xl)gffidt = 0.

n
Woéwcezas z réwnania (5.7) wynika od razu spelnienie zasady Schenkla w postaci

2

—{ad*T d¥oA



264 N. Ja, CYGANOWA

6. Postaé calkowa zasady Jourdaina

Rézniczkowa zasada Jourdaina'® jest wyrazona przez réwnanie

6.1) Z(Xi—mix'i)é;‘i =0

i=]
i odpowiada takiemu procesowi waiiacyjnemu, w ktérym w dowolnej chwili czasu ulegaja
wariacji predkosci punktéw ukladu materialnego (8k; # 0), za$ ich wspdtrzedne nie ulegaja
zmianom (dx; = 0). Catkowa posta¢ zasady Jourdaina moze by¢ wyprowadzona analo-
gicznie do tego, jak SCHENKL wyprowadzil catkowa postaé zasady Gaussa. Zbudowanie
catkowej postaci zasady Jourdaina wymaga skonstruowania tozsamosci, w ktdrej jedna
ze stron ma postaé nastepujacej catki:

1, 3n

(6.2) | Z(X — %) 0% et

1y i=
Calka ta istnieje, gdy zalozymy, ze funkcje dX; sg ciagle. Przypusémy, ze 8x; jest ciagla
funkcja czasu, w ten sposdb przechodzimy od wariacji ruchu w ustalonej chwili czasu do
wariacji tego ruchu w skoriczonym przedziale czasu. Zauwazmy, ze warunki wariacji
wedlug Jourdaina nie sg spelnione. Istotnie, z rownosci

d 6x
dr

(6.3) Ox; =

wynika, ze wariacje wspotrzednych dx; rosna lub malejg (dx; # 0), gdyz warunek ciagltosci
dx; oznacza zachowanie znaku funkcji dX; w dostatecznie matym przedziale czasu.

Réwnanie (6.3) zaktada, Ze czas nie ulega wariacji. Oznacza to, ze spetnienie w dowolnej
chwili czasu warunkéw wariacji wedtug Jourdaina wymaga wariacji czasu. Przechodzimy
wiec, zgodnie z metoda Schenkla w zastosowaniu do wariacji predkoséci, od d-procesu
wariacji izochronicznej do é-procesu wariacji asynchronicznej. Dzigki temu dokonujemy
przejécia od niecatkowalnych funkcji czasu 6%; do catkowalnych funkcji o%;.

Funkcje 0%; sa konstruowane podobnie, jak funkcje 6% u SCHENKLA. Zaklada sie,
Zze wariacje czasu sa wielkodciami nieskonczenie matymi wyZzszego rzedu, niz wariacje
8%; lub 0%;. Dzigki wprowadzeniu wariacji czasu wspdlrzedne doznajg wariacji ox; =
= X;0¢. Ze wzglgdu jednak na to, ze ¢ jest wielkoScia nieskofczenie malg wyzszego rzedu,
niz d%;, mozemy zakladaé, ze ox; = 0. W ten sposob wariacja w skonczonym przedziale
czasu jest dokonywana przy nastgpujacych warunkach:

(1) Wariacja dx; jest w dowolnej chwili czasu réwna zeru: ox; = 0.

(2) Wariacja 0%; # 0 i jest catkowalna funkcja czasu.

(3) Spetniona jest zalezno§¢ O%; = % 0%;, ktéra oznacza przemienno$é operacji
dis.

(4) Na koncach przedzialu spetnione sg warunki (8x;),, = 0, (%)), = 0.

18) P. Jourdain, Note on an analogue of Gauss principle of least constraint, Quarterly Journal of Pure
and Applied Mathematics, t. 40, Londyn 1909.
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Przejdzmy do budowania catkowej formy zasady Jourdaina. W tym celu najpierw
obliczamy wariacj¢

3n n
{dT) N e . N7 e
(64) 6(d[_) = 4{ m,-x,-é.\,-—{—%l m,-l,»(Sx,-,
3n
d . §
6.5) Coa = (low+X.0%).

i=1

Przyjete przez nas warunki wariacji pozwalaja na zastapienie w réwnaniu (6.5) symbolu
symbolem d. Wowczas otrzymamy zwiazek

3n
6.6 d5A—ZX5'
(6.6) i _~_1 0X;.

Odejmujgc stronami réwnanie (6.6) od réwnania (6.5) mamy
d d 3n d 3n 3n

<{ dT <.\ . =. N\ s Ny ss
6(7[) - 7[6/1 = % m; xX; 7’ 6x,+ ‘élj m,»x,»é.x,-— lLlj X,'(S.X,'.

Calkujac te zalezno$é i uwzgledniajac warunki wariacji 24 uzyskujemy tozsamo$é
1 d J 3n 15 3n

< dT < \" .. . Z . <
f [6 (7) v 0A + 2{ m,»,\,-éx,-]dt = ;f .l (m;X;— X;)ox;dt,
1% i= 1 i=

z ktorej wynika catkowa forma zasady Jourdaina, majaca posta¢ warunku zerowania sie
nastepujacej catki:

1

2 3
dt dt “Zd

1 i=1
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UGIECIE OSIOWO-SYMETRYCZNE PLYTY REISSNERA O ZMIENNEJ GRUBOSCI

ANDRZE] GAWECKI (PozNAN)
1. Wstep

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie rownan podstawowych dla osiowo-syme-
trycznego zginania liniowo-sprezystej ptyty Reissnera o zmiennej grubosci oraz pordwnanie
przedstawionej teorii z teoriami znanymi.

Osiowo-symetryczne zginanie izotropowych, jednorodnych ptyt Reissnera o zmiennej
grubosci rozwazal ESSENBURG [3]. Zaleznosci migdzy sitami wewnetrznymi a przemiesz-
czeniami przyjal on takie same, jak dla plyt o stalej grubosci.

Pq

Sg

0s symelrit

Rys. 1

W pracy niniejszej uwzgledniono ortotropi¢ cylindryczna i podtuzng niejednorodnosé
materialu ptyty oraz wplyw zmiany gruboéci na zwigzki migdzy sitami wewnetrznymi
a katem obrotu i ugigciem plyty. Zasadnicze zatozenia i spos6b postepowania przy wypro-
wadzeniu réwnan podstawowych przedstawiono w pracy [5], gdzie rozwazany byl przy-
padek dowolnej zmiany grubosci i niejednorodnos¢ materiatu plyty.

2. Roéwnania podstawowe

Rozwazania przeprowadzono w walcowym ukladzie wspotrzednych r, v, z. Przyjeto,
ze wspdélezynniki sprezystosci materiatu, grubo$é plyty i obciazenie sa funkcjami jednej
zmiennej r. Stanowi to pewne ograniczenie, gdyz ugiecie osiowo-symetryczne moze wystapic
réwniez przy innych zalozeniach. Réwnania podstawowe mozna by otrzymaé wprost
z réwnan podanych w pracy [5] przechodzac z ukladu ortokartezjariskiego do uktadu
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walcowego. Ze wzgleddw rachunkowych wygodniej jednak bedzie od poczatku uwzglednié
osiowa symetri¢ zadania przyjmujgc fizyczne wspéirzedne tensordw naprezenia i odksztat-
cenia.

Kosinusy kierunkowe dla gérnej i dolnej powierzchni ograniczajacych plyte wyrazaja
si¢ odpowiednio wzorami

1

1 ~1/2 1 ~1/2 d
Q2.1) n, = $(l+zhﬁ) , H, = —?/1,,(1+Zh?,) , ( ),=

=),
Zgodnie z teoriag REISSNERA i przy uwzglednieniu symetrii osiowej mozna przyjaé naste-
pujace wzory na przemieszczenia 1 napre¢Zenia:
u, =zp(r), wy =0, u,=w(),
(2.2) o = 6M, = o — oM, = 0
TR h2C YT TRE Tpp oM

We wzorach (2.2) @(r) i w(r) oznaczaja $redni kat obrotu i ugigcie ptyty, a M, i M, —
promieniowy i obwodowy moment zginajacy.

Zwiazki fizyczne dla przypadku ortotropii cylindrycznej i symetrii osiowej majg naste-
pujaca postaé (pordwnaj np. [8]):

=O'z|’,:0.

& = ay,0,+a;,0,+a,30,, &z = %aSSGr:)
(2.3)
£y = A130,+0A2,04+ 030, &y = &: =0,
&€, = A30,+0a330,+0a330,,
gdzie agy (K, L = 1, 2, 3) sa technicznymi wspélczynnikami sprezysto$ci materiatu.
Réwnania podstawowe otrzymano na podstawie zasady E. REISSNERA [10]. W omawia-
nym przypadku z zasady tej wynika réwnanie wariacyjne:

@4 o) [ 2w, o—w@Ndr— [pywdS,+ [ pawdSs+ [ mpds-
1 Sy Sq s

hi2
— § [ (Frprorwdzdc) = o,
C —hj2
w ktédrym W(o, &) oraz W(o) oznaczaja energie sprezysta wlasciwa wyrazona odpowiednio
przez naprezenia i odksztalcenia oraz tylko przez naprezenia, symbol S oznacza obszar
zajmowany przez plaszczyzng srodkowa plyty ograniczony linia C. Gwiazdka przy napre-
zeniach dotyczy wartosci brzegowych, ktére nie podlegaja wariacji.
Po podstawieniu znanych wzoréw na energi¢ sprezysta wiasciwa [1, 8] oraz po wyko-
naniu wariacji i catkowania przez czgéci otrzymano nastepujace réwnanie:

(2.5) j [(q),r— ;;ll )éM,+ (;1 ~ a—aﬂ%)éMw (<p+w,, aQ)<5Q+
S r

[ _
+ (——M,,,— —rl—M,+ riM,,,+Q+m) dp+ (—Q,,—- TQ+p) 6w]dS+

+ § 1M~ M2 39+ (©-0" oW1 dC = 0,
C
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gdzie Q jest sila poprzeczna,
A2 1 1/2
Q6 d=AM, M, O = | W), b= (pd—p,,>(1 + Z”»Z') .
—hf2

Z réwnania (2.5) otrzymujemy zaleznosci wiazgce przemieszczenia z silami wewnetrznymi

oA l oA

")"za—M,’ T(’D_??m’ ‘P+W,r—w,
réwnania rownowagi plyty
(2.8) (rMy),.— My = (Q+m)r
oraz warunki brzegowe M, = M¥, Q0 = Q*.

W celu wyznaczenia funkcji A(M,, M, Q) nalezy obliczy¢ nie znane jeszcze napreZenia
o;r 1 0,. Naprezenia te wyznaczono przy wykorzystaniu rézniczkowych réwnan réwnowagi
naprezefi, warunkéw na powierzchniach S, i S, oraz réwnan réwnowagi plyty (2.8).
Wzory na o, i ¢, maja nastepujaca postac:

o= arfeli= i) [ [l I}
a9 = 4|- [(h/z) i(_jz‘)s] [(2Q+ ot “(;52)
(h/z)] il )[(ﬁ)—z(,@)] 7 i=0 +””)(1+%"'2')m'

Jezeli przy calkowaniu funkcji W(o) w obszarze grubosci plyty uwzglednimy wzory
(2.9) i zrézniczkujemy funkcje¢ A(M,, M,, Q) zgodnie z réwnaniem (2.7), to otrzymamy
réwnania wigzace przemieszczenia z sitami wewnetrznymi w postaci jawnej,

M fi1+Myf12+0f13 = f10P+ @,
(2.10) M, [2y+Myf22+0f23 = fa20pt+ 1,
M, f31+Myf32+0f33 = froPt@+w,,

gdzie wspolezynniki f4p = fp4 oraz fyy (4, B, = 1, 2, 3) sa funkcjami zmiennej r:

(2.7)

Jin = U;Z“ + 95‘;153% + 65‘;‘; (hreh+ h2) + 13::)3;,33 (2h2,h2 4+ 11h% —2h,, K2 h),

fi2=fu = 1?;;” + 2Z;ih_,+ 303y hhZ)+ lig;;r Qh b, h—h3),
@11y | fre=Ja =~ 3’5‘;,525/ + 65,,‘511 + 3(‘)’;3 @h b ch~h3),

fro = %i + fZS; Gh ph+2h%),

_ 12a,, 6023 3a,,
Sz = BT She hor BT

2
h,r,
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_ _ ba,; 3a33 ,,
Joz =S50 = Wh’r-*_ 35hr 7
_ 6ay3 | 9ai;
@i V2= 5 F e e
[Cd] f . E{I_SS 6[133 /12
¥ sk T 35p 07
9a3;,;
= —"h,.
Sfao 70 Lr

Roéwnania réwnowagi plyty (2.8) tacznie z réwnaniami (2.10) stanowia rdwnania
podstawowe omawianego problemu.

3. Réwnania roézniczkowe plyty

Poniewaz w zadaniu osiowo-symetrycznym budowa wzoru na sile poprzeczna jest
znana, réwnania réZzniczkowe plyty otrzymuje sie stosunkowo prosto. Jesli w wyrazeniu
na sit¢ poprzeczng wystgpuje nieznana reakcja, ktéra wyznacza si¢ z warunkow brzegowych,
to reakcja ta petni rol¢ stalej catkowania. W celu wyprowadzenia réwnan rézniczkowych
ptyty w pierwszej kolejnosci rozwigzemy uklad réwnan algebraicznych (2.10), i (2.10),
ze wzgledu na M, 1 M,. Rozwigzanie to napiszemy w postaci:

1 d _
M, = (7812 811 W)<P"313Q+Bml),

3.1
1 d _
M, = ngz'f'gzl"(i? 9—B230+B,op,
gdzie
— S22 . _ _ Siz . _ i .
32) St fulaa=/ft’ 12 = 821 = firfoa—Sf12 §22 = firfea=fT2

2
fllf22_f122?é01 Bij=Zglif1j; (i= 1,2§j=0,3)-
=1

Réwnanie rézniczkowe funkcji kata obrotu otrzymuje si¢ po podstawieniu réwnan
(3.1) do réwnania réwnowagi (2.8),:

1 d 1 d
(3.3) [" (7812*‘8117’,) ‘P]J‘(ngz'f'gzl'g;j)(}’ =
= (rB130Q),,— B30+ (Q +m)r— (”3101—7),r+Bzo1—?-
Réwnanie (2.10); stuzy do wyznaczenia ugiecia plyty. Uwzgledniajac wzory (3.1)
otrzymano nastepujgce réwnanie rézniczkowe funkgji ugiecia: T
(3.9
1 d —
w,=\{—-1+ 7323 + B, @ P+ (faza—f13B13—S23B23) 0+ (=f30+/13B1o+/23Bao)P-

Réwnania (3.3) i (3.4) sa poszukiwanymi réwnaniami rézniczkowymi ptyty.


file:///f22~fi2

UGIECIE OSIOWO-SYMETRYCZNE PLYTY 271

Z budowy wyrazenia opisujacego pracg sit na brzegu plyty (2.5) wynika sposéb formu-
lowania warunkow brzegowych. Warunki te, jak widaé, sg takie same, jak w teorii
klasycznej. Na brzegu ptyty moZemy spetni¢ dwa warunki ustalajac sil¢ poprzeczna Q*
lub ugieciec w* oraz moment promieniowy M* lub kat obrotu ¢*. Liczba stalych calko-
wania bedzie odpowiadala liczbie warunkéw brzegowych, jesli uwzglednimy, Ze role
czwartej stalej petni nieznana reakcja wystepujaca w wyrazeniu na sile poprzeczna.

4. Réwnania rézniczkowe plyty izotropowej przy pomini¢ciu wplywu poprzecznych naprezefi normalnych

Ganowicz [4] rozwazajac dziatanie sity skupionej na plyte Reissnera o stalej grubosci
wykazal, Ze rozwigzanie osobliwe nie jest jednoznaczne. Warunki jednoznacznosci spelnia
jedynie pewna czg$¢ rozwiazania. Pozostala cze¢§¢ rozwigzania spelnia réwnania réwno-
wagi, rownanie rézniczkowe plyty 1 warunki brzegowe, nie spelnia natomiast réwnania
wyrazajacego tre$é twierdzenia Bettiego o wzajemnosci prac. Z dalszych rozwazan wynika,
7e niejednoznaczno$é rozwiazania nie wystgpuje, jezeli pominiemy wplyw naprezef o,
jak to ma miejsce na przykiad w plycie tréjwarstwowej. Warto dodaé, ze wielu autoréw,
np. Kaczkowskl [7], rowniez przyjmuje o. = 0.

Przejdziemy obecnie do szerszego omdwienia uproszczonego modelu izotropowej
plyty Reissnera, w ktérym pominiemy wplyw poprzecznych naprgzen normalnych.
We wzorach (2.11) trzeba wowczas zatozyé, Ze funkcje apy = a3 =0 (B = 1,2, 3).
Ostatecznie uzyskujemy nastepujace rownania:

i 4 1
M, Dl((p_,+ —51721 Q) +v7(p],
4.1)

If

4uT 1
Mw D[‘V((p’,-'i- WQ)'F(I"‘IU)T(p],

l(’Dq’-r)-r+[<D”).r—Dl#]¢=(Q+m)r_l3(l’w7T’Q] iy T

Vv
-4 31—v*+p)
42) ©®) ( 2
12(1 +%) auT
e L 1512 M
ER3 3(1+)

1
gdzie D = D(r) = = 0; T=T(r)=h—,

s

Da—rag° *=H)= o7

E(r)iv(r) oznaczaja odpowiednio modul Younga i wspélczynnik Poissona. Wspétezynnik
uwzglednia wplyw sit poprzecznych na ugiecie. W naszym przypadku y = 1. Warto zwro-
ci¢ uwage, Ze jezeli w réwnaniach (4.1) i (4.2) przyjmiemy 4 = 0 i y = 0, to otrzymamy
réwnania dla ptyty klasycznej. Jezeli natomiast x = 0 i ¥ = 1, to réwnania (4.1) i (4.2)
przyjmuja postaé podana przez ESSENBURGA [3] dla przypadku, gdy p = m = 0 oraz
E,» = const
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Poniewaz catkowanie rownania (4.2), przy znanej funkcit ¢(r) sprowadza si¢ do kwa-
dratur, przeanalizujemy blizej rownanie (4.2),. W celu zapisania tego réwnania w postaci
bezwymiarowej wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

0= %; (R = const); E(o) = E\n(0); k(o) = hi7(0); D(o) = B,B(p);
(4.3)

0@ . _ Eiht _ . (- _
B(o) = T=2(0) +u(@) B, = T E, = E(1); h, =hn(l); D, = D().

Uwzgledniajac powyzsze oznaczenia réwnanie (4.2), przyjmuje postaé

(44) [(0B),5).+ [(vm,p— Za +u)]¢ = ale, ),
: _ R hpuTr ' h puTt
e 20,0) = 5 {re@ =[5t 0| 4o ol

Jezeli wprowadzimy nowa funkcje z(o), zwigzana z funkcja ¢(o) zaleznoscia ¢=
= (Bp)~%? (por. [9] s. 391), to otrzymamy réwnanie, w ktérym znika pierwsza pochodna:

(4.5) Zppt+J(0)z = 7(2, Q).
Funkcja J(g) jest niezmiennikiem réwnania i wyraza si¢ wzorem

Ly ! 2,7 _ 1t
(4.6) J(@) = — > [In(eB)],pp— 5 lIn(eB)I, + 7 [In(B)],, 0

Przedstawimy obecnie dwa przypadki, w ktérych mozZna otrzymac $ciste rozwiazanie
rownania (4.4).
(1) Jesli wspdiczynnik przy funkcji @ jest rowny zeru, a wige gdy

In@B) = f%dg; v # 0,

to

d,
(@) = C, f}%‘f'cz,

gdzie C, 1 C, sa stalymi calkowania.

ho T+ Ro
(2) Jesli grubo$é plyty zmienia sie liniowo, tzn. gdy (o) = ;Tj—z“— (ho = h(D)),
(o]

v = const, a B = o°, gdzie s jest liczba rzeczywista, to réwnanie (4.4) mozna zapisaé
w nastgpujacej formie:
.7 P pp+ (14909, +[sv—(1+w]p = ¢~** ' -7le, Q).

Jest to réwnanie Eulera, dla ktérego réwnanie charakterystyczne przybiera niZzej podana
postaé:

k*+ks+[sv—(1+w)] = 0.
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Poniewaz wyréznik tego rownania 4 = s?—4sy+4(1+u) jest zawsze dodatni (u > 0;
0 < » < 0,5), plerwiastki k; i k, sa rzeczywiste. Rozwiazanie ogélne réownania (4.7) jest
nastepujace:

(4.8) p(0) = C10"+Cr0"2+¢, (o),
gdzie

1 - = -
(4.9) kia= —5s% /0,255 —vs+1+pu,

a @o(p) jest catka szczegdlng.
Funkcja modutu Younga 7(g) musi zmieniaé si¢ wedtug wzoru

hoeT+R \°
— 5(] —p2 o]
(4.10) n(e) = o*(1—v +ﬂ)(—hoT+R9) .

Nalezy zwrdci¢ uwage, ze wiele Scistych rozwiazan réwnan liniowych o specjalnej
budowie zmiennych wspolczynnikéw podal KaMke [6]. W bardziej ztozonych przypad-
kach, o ile rozwigzanie jest regularne, mozZna stosowa¢ metody przyblizone. Jesli wspot-
czynniki rownania sa analityczne, to rozwiazanie przyblizone uzyskuje si¢ metoda wspoi-
czynnikéw nieoznaczonych, ktéra do potrzeb inZzynierskich przystosowal WIERZCHOLSKI
w pracy [11].

5. Przyklad

Rozwazymy szczegétowo jednorodnag plyte pierscieniowa o grubosci zmieniajacej sie
liniowo wedlug funkcji A(p) = e (poréwnaj rys. 2). ObcigZenie plyty stanowi sifa P,

bedaca wypadkowa sit réwnomiernie roztozonych na obwodzie wewngtrznym o promieniu

N h(p)=$p N
p

=

hq

S
AN

N

f=pyR=R

r=pR

fu=puR

Yow
Rys. 2

r = 1-R. Wzdluz grubosci plyty napreZenia styczne zmieniaja si¢ zgodnie z prawem
rozkladu (2.9),. Podobny przypadek rozwazali CoNwAy [2] i ESSENBURG [3]. Pierwszy

z wymienionych autoréw postuzyt sie teorig klasyczna, drugi — pewna uproszczong teoria
REISSNERA (por. p. 1).

6 Mechanika Teoretyczna 3/73
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W niniejszej pracy ograniczymy si¢ do podania szkicu rozwiazania, poniewaz sformu-
fowane wyZej zadanie jest przedmiotem innej pracy autora. W omawianym zadaniu sita
poprzeczna jest znana i wynosi: Q = —P[2nRp. Réwnanie rézniczkowe kata obrotu

otrzymamy kladac w réwnaniu (4.7) s = 3. Wowczas mamy przypadek plyty jednorodne;j
(E = const). Wzory na przemieszczenia i sify wewnetrzne sa nastgpujace

PR y 3 _
plo) = ‘2%—((:1@—3—"‘*‘(529"‘*‘“@ 9,
1
P —1-k 24k
M, (o) = E[—O‘*‘k—”)clé’ +(k4+v)Cy 0% —p],

P .
My(o) = E[(l—311——k11+,u)C19""‘+(1+k1!+,u)C292+"+1—,B],

_ PR ¢ ( 3+k—v \ ,. Ca ( k+» Lk
W(Q)‘znpl[zw( =n 3(1—r2+,u))e e L v sy s
(14+») B -

+(a+x5T2(1—72+,u) “3i—rrw)? TG

o= ;[1_ flL]
30=v)+u 'u3(l—vz+,u) ’

5= 2—» N ( N (1—11)(2—11))
T 3(=n+u EBA= ) 30— +p )’
E, b}
k =k = =7t
v D 12(1 2 + )

Rozwiazanie ptyty powinno spetniaé trzy warunki brzegowe: p(o,) = M,(¢,) = w(p,) =
= 0, 2 ktorych wyznaczono stale calkowania C;, C, i C5. Podane wyzej wzory umozliwiaja
poréwnanie wynikéw teorii Conwaya (@ = y = 0) i teorii Essenburga (u =0, y = 1)
z wynikami niniejszej pracy (u # 0, y = 1). Z obliczei wykonanych przez autora oraz
z budowy wzoréw na funkcje kata obrotu i momenty zginajace wynika, ze)

Pc=@Qe>@; We<WwW<wp Meo=Mg>M,; Myc=DMyp>M,
oraz Q¢ = Qp = Q.
Dla ilustracji podanych wyZej wywodéw przytoczymy kilka wartosci liczbowych
> = 1/3).
T=3,p0, =1, o, =4:9(l) = 45,0554 P|2nER?
@c(1) = 45,4736 P|2nER?
M,(4) = —0,3805 Pln, M,c(4) = —0,3816 P/x.

D Indeks C— teoria Conwaya (klasyczna), indeks E — teoria Essenburga. Wartoéci bez indeksu
g obliczone wediug wzoréw podanych w niniejszej pracy.
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T=2y2,0,=1,0.=V2:w/we=204; wg/we = 2,23,
0w =2t wlwe = 1,33; we/we = 1,41,
0u=4:wiwe = 1,17; wglwe = 1,19,
0,— o0 wiwe = 1,07; wg/we = 1,11,
0.— liw/we — o0 wg/we — 0.
T=2,0=1,0,> 0:w/wec =125 M, /M, =0,0972,
®lpc = 0,965.
T=1,0, =1,0,> c0:wjwe =176, M,/M,c= 0992,
ploc = 0,805.

6. Podsumowanie

1. Réwnania podstawowe dla osiowo-symetrycznego zginania ortotropowej pltyty Reis-
snera o zmiennej grubosci maja zlozona budowg. Uklad réwnan rézZniczkowych plyty
sklada sie z rownania zwyczajnego drugiego rzgdu o zmiennych wspétczynnikach i z row-
nania zwyczajnego pierwszego rzedu. Warunki brzegowe formuluje si¢ tak samo, jak
w teorii klasycznej.

2. Pominiecie wptywu naprg¢zen normalnych oz upraszcza w sposéb istotny réwnania
podstawowe zagadnienia. Wspélczynniki rownan podstawowych w takim przypadku
zaleza od funkcji grubosci plyty i jej plerwszej pochodne;j.

3. Przykiad podany w p. 5 niniejszej pracy ilustruje fakt, ze dla modelu ptyty Reissnera
o zmiennej grubo$ci, w ktérym pomini¢to wpltyw poprzecznych napr¢zen normalnych,
warto$ci momentdw zginajacych i katéw obrotu odbiegaja od wartosci wyznaczonych na
gruncie teorii klasycznej. Jest to zasadnicza réZznica w nawigzaniu do teorii plyt o stalej
grubosci, gdzie momenty i katy obrotu w obu teoriach sa identyczne (por. [7], s. 213).

4. Uproszczenie wprowadzone przez ESSENBURGA [3], polegajace na przyjeciu zalez-
nosci pomigdzy silami wewnetrznymi a przemieszczeniami, tak jak w plytach o grubosci
stalej, daje nieco wyzsze wartoéci momentéw zginajacych, kata obrotu i ugiecia od wartosci
wyznaczonych w sposéb $cisty. Uwaga powyzsza wynika z przykladu plyty pierécieniowej,
rozwazanego w p. 5. W innych przypadkach, np. w plytach o duzej zmianie grubosci lub

innych warunkach brzegowych, uproszczenie Essenburga moze prowadzi¢ do wigkszych
réznic.
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Pezome

OCECUMMETPHUHbBINA HU3TMB IIJJACTUHKU THIIA PEACCHEPA
NMEPEMEHHON TOJIUIMHBL

OCHOBHBIE YPaBHEHHUSI, OIIMCBHIBAIOUIME 3aTJIaBHYIO 3a4auy, M0JyUeHbl Ha OCHOBE IIPHMEHEHU I BapHa-
HHOHHOM Teopembl 3. PeficcHepa K aHM30TPONMHOMY, JIMHEHHO-YNIPYTOMYy Telly. Y paBHEHHsA CBEJEHBI
K YPaBHEHHMAM B IEPEMELICHMAX, B KOTOPBIX HEM3BECTHbIMHU (YHKLUAMH SIBJISIOTCA: YLOJI NOBOPOTA
JIMHEHRHOTO 3JIeMEHTa HOPMAaNbHOrO K CPEAMHHON IUIOCKOCTH M NPOTHO MIacTHHKH.

Hanee, ucxonss U3 pe3yabTaToB nonyyeHbix P. aHoBHuem [4], mpemmonaraercs, UTO BJIUSHHEM
NONEPEYHBbIX HOPMAJIBHBIX HAaIlpsDKEHHH MOyKHO npeHeOpeus. [IpencrasieHbl HEKOTOpble METOALI pe-
HIEHHsT CHCTEMBI AHddepeHIHATBHBIX VDaBHEHUIl, OIIMCHIBAIOWMX AAHHYIO 3ajauy. IToJiydeHO TOUHOE
pelIeHHe JUTA TUIAaCTHHKH ¢ JIMHEHHO H3MEeHAIOLIeHCA TOMLUMHON. B 3akoHueHHe NPUBOOUTCA YHCIOBOMH
pUMEp IUTA KOMbLEBOMH IIACTHHKH. Pe3ybTaThl BBIUHCIIEHHI CPaBHEHBI C PE3yJIbTaTaMH, ITOJIYUEHHbIMH
I'. . Kouseiiem [2] u . Dccerbyprem [3].

Summary

THE AXIALLY SYMMETRICAL BENDING OF REISSNER’S PLATE OF VARIABLE THICKNESS

The fundamental equations of the problem indicated in the title are derived by means of the E.Reissner
variational principle applied to the anisotropic, linearly elastic body. The equations are written in terms
of «average displacements» (i.e.: angle of rotation of the linear element normal to the middle surface of
the plate and its deflection). Starting from results obtained by R. Ganowicz [4], the influence of transversal
normal stress is neglected. Methods of solutions of displacement equations are disscussed. An exact so-
lution for a particular case of linear variation of plate thickness is given. This solution is applied to the
numerical example of the annular plate. The comparison with results obtained by H. D. Conway [2] and
F. Essenburg [3] is presented.

POLITECHNIKA POZNANSKA

Praca zlozona zostala w Redakcji dnia 8 lutego 1973 r.
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DYNAMICZNE I STACJONARNE WEASNOSCI CIECZY LEPKOSPREZYSTYCH
W ZLOZONYCH PRZEPEYWACH SCINAJACYCH

STEFAN ZAHORSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Teoretyczne 1 doswiadczalne badania réznych zlozonych przeplywdéw cieczy lepko-
sprezystych, opisujacych zachowanie si¢ roztwordw i polimeréw stopionych, znajduja sie
w centrum uwagi badaczy w wielu o$rodkach naukowych zajmujacych sie reologia.
Potrzeba takich badan wyplywa, z jednej strony, z mozliwosci uzyskania pelniejszych
informacji o wlasnoéciach badanego materiatu, oraz, z drugiej strony, ze znaczenia prak-
tycznego przeplywow ztozonych wystepujacych w realnych sytuacjach technologicznych.

W niniejszej pracy rozwazono teorig¢ ztozonych przeptywdéw $cinajacych oraz dokonano
krétkiego przegladu najwazniejszych wynikow i stwierdzen eksperymentalnych. Szczegdlna
uwage zwrdcono na zagadnienie istnienia zwigzkow migdzy wlasnosciami dynamicznymi
i stacjonarnymi, zagadnienie wplywu ustalonego przeptywu $cinajacego na charakterystyki
dynamiczne przeplywu zlozonego oraz zagadnienie zwiazkéw miedzy charakterystykami
przeptywu ziozonego z ustalonego $cinania i malych dodatkowych oscylacji $cinajacych.
Analizg teoretyczna przeprowadzono dla modelu niescisliwej cieczy prostej NoLLa (por.
[1]) w oparciu o zaproponowana wczesniej przez autora [2, 3] teorie ztozonych przeplywdéw
Z proporcjonalna historig deformacji.

2. Zwigzki miedzy wlasnosciami dynamicznymi i stacjonarnymi

Nalezy wlasciwie zacza¢ od stwierdzenia, ze do chwili obecnej nie istnieja wystarczajaco
ogdlne i uniwersalne teorie fenomenologiczne lub strukturalne, z ktérych wynikatyby
zgodne z do§wiadczeniem zwiazki mi¢dzy lepkoscia przy ustalonym $cinaniu #(x) (lep-
ko$cia pozorna) i rzeczywista lepko$cia dynamiczna %’ (w) oraz miedzy naprezeniami nor-
malnymi lub ich réznicami i odpowiednimi charakterystykami dynamicznymi: #%'(w),
7" (w), G'(w) itp. Znane ogdlne teorie nieliniowe, jak na przykiad teoria Colemana-Nolla
(por. [1]), wykazuja, ze zwiazki tego typu nie moga istnie¢ w szerokim zakresie parametréw
kinematycznych z uwagi na istotnie nieliniowy charakter teorii ogdlnych oraz fakt, Ze
lepkosci i moduly dynamiczne sa poprawnie zdefiniowane tylko dla liniowych teorii
lepkosprezystosci.

Dla porzadku nalezy wspomnie¢ o mozliwosciach formulowania nieliniowych teorii
catkowych typu Greena-Rivlina (por. [1]) w terminach zespolonych moduiéw lub lepkoéci—
zaproponowanych przez NAKADE [4] oraz LOCKETTA i GURTINA [5). Jednak podejscie takie
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zachowuje nieliniowy charakter zwigzkéw konstytutywnych i nie prowadzi do prostych
relacji. [lo$¢ modutéw dynamicznych jest zbyt wielka, zeby przeprowadzi¢ stosunkowo
nieskomplikowane doswiadczenia i uzyska¢ odpowiednie zwiazki z funkcjami relaksacji
lub petzania — charakterystycznymi dla teorii typu catkowego (por. [6]).

Wsréd dotychczasowych teorii, poréwnujacych przeplywy ustalone z duzymi szybkog-
ciami $cinania z przeptywami oscylacyjnymi, mozna wyrézni¢ dwie zasadnicze grupy.

Pierwsza grupa teorii zaktada niezmienno$¢ struktury materialu zaréwno w zakresie
liniowym, jak i nieliniowym procesu $cinania. Dla ilustracji mozna tu wymienié teorie
zaproponowane przez BUCHE'GO [7], Zimma [8], Pao [9], RoscoE [10] oraz LopGE’a [11].

Druga grupa teorii przyjmuje zmienno$¢ struktury materiatu w trakcie ustalonego
plynigcia (np. zniszczenie sieci splatan), w zaleznosci od réznych kryteriéw deformacyjnych,
czasowych lub energetycznych. Dla ilustracji mozna przytoczy¢ teorie YaMaMOTO [12]
1 GRAESLY’A [13], teorig tiksotropii LEoNOWA | WINOGRADOWA [14], zmodyfikowana teorie
zniszczenia sieciowego TANNERA i SIMMONSA [15] oraz uogdlniong molekularna teorie
oparta na modelu ROUSE’A — zaproponowana przez Boowa [16].

Wiadciwie zadna z wymienionych teorii nie okresla wszystkich charakterystyk dyna-
micznych i stacjonarnych w sposéb catkowicie poréwnywalny z wynikami eksperymentéw.
Stosunkowo dobra zgodnos¢ wynikéw teoretycznych i do$wiadczalnych uzyskuje si¢ dla
niektorych z wymienionych teorii, tylko w ograniczonym zakresie gradientéw » i czestosci
w, lub tylko dla napreZen $cinajacych®.

Teoria Pao [9], na przyklad, prowadzi do zwigzkéw:

A _
2.1 ' n(x) = (@) dla w = #,
l 122y _ 5 0@ B*(w)lz _
(2.2) ;z’(Tl T?22) =2 0T (@) dla @ = %,

gdzie n* = ' —in” oznacza zespolona lepko§¢ dynamiczna, za§ G’ — cze$é rzeczywista
modulu dynamicznego. Porownanie z wynikami do$wiadczen prowadzi do wniosku, Ze
teoria Pao przewiduje lepkos¢ 7(x) nie tylko wigksza od lepkosci dynamicznej 7’(w),
lecz takze wigksza od wartosci eksperymentalnych (por. [17]).

Wynikiem rozwazan Roscore’a [10] s3 zaleZno$ci:

(2.3) n(x) = n'(w) dla w = mx,

1 , G'(w)
(2.4) (TN =T2) = 2=, dla w = mx,
(2.5) ;12— (T =T33 = (1+r) Gafgo) dla w = mx,

gdzie m i r oznaczaja stale materialowe, przy czym m mozna interpretowaé jako stale
przesunigcie odpowiednich wykreséw wzdluz osi szybko$ci $cinania ». Eksperyment nie
potwierdza w ogdlnym przypadku istnienia takiego przesuniecia pozwalajacego bezpo-
$rednio poréwnywaé charakterystyki dynamiczne i stacjonarne (por. [17, 18)).

Y Nalezy podkresli¢, ze czg§¢ z wymienionych teorii nie interesuje sie¢ w ogéle zagadnieniem naprezen
normalnych w przeptywach §cinajacych.



WLASNOSCI CIECZY W ZLOZONYCH PRZEPLYWACH 279

Z licznych teorii kontynualnych opierajacych sie na réznych zatozeniach (por. COLEMAN
i Markovitz [19]), wynikaja nastgpujace zaleznosci graniczne:

(2.6) lim n(¢) = lim %' (w),
%—+0 o—+0
L T -T122 . G'(w)
(2.7) il_I;l}) 2= 2‘11)1_1110 2

Pomimo ich ograniczonego charakteru, mianowicie stusznosci dla matych wartosci » i w,
zwiazki (2.6) i (2.7) do$¢ dobrze sprawdzaja si¢ eksperymentalnie dla roztworéw i sto-
pionych polimeréw (por. np. [20, 21, 22, 23]).

Wirod zaleznosdei czysto empirycznych, moina przytoczy¢é zwiazek zaproponowany
przez Coxa i MERzA [24], mianowicie

(2.8) N(x) = n*(w) dla =z,
w ktérym |n*| oznacza bezwzgledng warto$é zespolonej lepkosci dynamicznej. Badania

doswiadczalne WALESA i DEN OTTERA [17] potwierdzaja w duzym stopniu stusznos¢ pro-
pozycji (2.8) dla polietylenéw, lecz nie dla wszystkich badanych rodzajow. Dla Marlexu

A
Y
08F
B » Magebx 5(‘5002
g 707 | \x o,
QO
S~
105
-
-
Y
10 A
Tfl_r?? ‘\
2 x2 Y
& o7 ‘\,
2 \
0’ x A
%'
Rys. 1. Poréwnanie lepkos$ci pozornej z lepkosciami w?

dynamicznymi |7*| ( Yi#n (---) dla Mar- 052 . 7 I2 ‘3 -
lexu 6002, 2G'w™ (- ——- ). Wediug [17] veomt T e on 0t 0 )

6002 danc do$wiadczalne dla lepkosci pozornej ukladaja si¢ migdzy krzywymi |n*| i 9’
(rys. 1). Ci sami autorzy (por. takze [22,23]) proponuja dla stopionych polistyrenéw
nastepujace zalezno$ci:

2.9) 06 = In*(@)| = n(—;";) m=m@) > 1,

(2.10) , T — T3 = 2mG' (ﬁ) ~ T —T?2,
m

gdzie parametr m jest zmienny i zalezy od czestoéci katowej w. Zwigzek (29) jest w za-
sadzie rownowazny (2.8). Dane doswiadczalne dowodza, Ze proste przesunigcie wzdiuz
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osi ¥ —w nie wystarczy dla pokrywania si¢ wykresow n'(w) 1 n(x). Z drugiej strony prze-
suniecia m, obliczone z (2.9) dla kazdej wybranej wartoéci w, sa prawie takie same, jak
odpowiednie przesunigcia wiaZgce wspdlczynniki naprezen normalnych z krzywymi
2G’ [w?.

Wéréd bardzo obszernej literatury, poswieconej interesujacemu nas zagadnieniu,
starsze prace przemawiaja na korzy$é¢ zwiazkdow typu (2.3) lub (2.7). W niektérych pra-
cach wspdlczynnik przesuniecia zmienia si¢ w granicach 1,4-1,5 (por. [25, 26]), podczas
gdy w innych jest wyraznie wyzszy, tj. 2,2-2.3 (por. [27, 28]). Onocl, Fuii, Kato i OGI-
HARA [18] stwierdzaja zmienno$é wspolczynnikow przesunigcia, ktére przybieraja, w za-
leznosci od rodzaju badanego polietylenu, wartoéci od 1 do 2,7 lub nawet 3,1. Potwierdza
to fakt, ze krzywe 7(x) i n'(w) nie moga by¢ nasunigte na siebie za pomoca stalego prze-
sunig¢cia wzdtuz osi odcigtych.

Od czasu do czasu w literaturze zagadnienia notuje si¢ proby strukturalnego uzasadnie-
nia obserwowanych do$wiadczalnie zaleznosci dla n(x) i n'(w) poprzez rézne mechanizmy
hamujace lub niszczace w uktadach sieciowych. Wigkszo§é rozwazan na ten temat nosi
charakter sugestii lub hipotez i nie prowadzi w efekcie do teorii, ktére nawet w przypadku
liniowym tlumaczylyby zadowalajaco przebieg rzeczywistych zjawisk.

Reasumujac rozwazania niniejszego punktu, nalezy jeszcze raz powtorzy¢ stwierdzenie
o braku wystarczajaco ogdlnych teorii opisujacych poprawnie obserwowane zwiazki
miedzy charakterystykami dynamicznymi i stacjonarnymi. Jest sprawa oczywista, Ze
teoria taka, gdyby istniata, musiataby réwnie poprawnic opisywaé inne wlasnosci poli-
merdw, zaréwno w przeptywach wiskozymetrycznych ($cinajacych) jak i niewiskozyme-
trycznych.

3. Wplyw ustalonej szybkosci $cinania na wlasnosci dynamiczne w przeplywach zaburzonych

W ostatnim czasie, uwage badaczy przyciagaja zagadnienia zwiazane z okre§laniem
wlasnosci dynamicznych polimeréw w przeptywach ztozonych, w ktérych dodatkowe,
zwykle harmoniczne, oscylacje nalozone sa na przeplyw podstawowy, zwykle ustalony
wiskozymetryczny. Przeptywy takie czesto odpowiadaja sytuacjom laboratoryjnym lub
technologicznym, w ktérych zamierzony charakter przeptywu podstawowego jest zabu-
rzony okresowo zmienng praca samego urzadzenia. Istotny staje si¢ wéwczas problem
znajomos$ci zwiazkow charakteryzujacych wlasnosci przeptywu ztoZzonego.

Pierwszym zagadnieniem jest wplyw parametréw opisujacych ustalony przeplyw
podstawowy na dynamiczne wlasnosci przeplywu zaburzonego, ktéry rézni si¢ «nieznacz-
nie» od przeptywu podstawowego.

Obszerna analiza teoretyczna przeplywow zlozonych stanowita przedmiot rozwazan
PiPKINA i OWENA [29] dla przypadku «przeplywédw bliskich do wiskozymetrycznych»
w cieczy prostej, TANNERA i SIMMONSA [15] dla zmodyfikowanego modelu uktadow siecio-
wych, WALTERSA i JoNESA [30, 31] dla przeptywdw §cinajacych cieczy Greena—Rivlina
typu catkowego (por. [1]), Boowa [16] dla przeplywdw S$cinajacych cieczy opisywanej
uogdbinionym modelem Rouse’a oraz autora [3] dla cieczy prostych w przeptywach z pro-
porcjonalng historig deformacji. Liczne inne prace (por. [32, 33, 34, 35]) poruszaly po-
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dobne zagadnienia dla innych modeli o$rodkow, a zwlaszcza dla cieczy typu BKZ, ktérych
réwnania konstytutywne zaproponowali BERNSTEIN, KEARSLEY i ZAPAS [36].

Wiérédd badan do$wiadczalnych nalezy wymieni¢ przede wszystkim prace Osaki,
TaMUrRY, KURATY i KoTaki [37, 38], poswigcone skoncentrowanym roztworom poli-
styrendw, polimetakrylanu metylu i polimetakrylanu n-butylu, prace Boowua [30, 40]
nad roztworami dwulaurynianu glinu oraz kopolimeréw etylenu-propylenu, badania
SIMMONSA [41, 42, 43] nad roztworami poliizobutylenu i karboksymetylocelulozy, prace
Kuroiwy i NAKAMURY [44] nad roztworami elektrolitow, takich jak karboksymetylo-
celuloza i poliakrylan sodu, badania KaTaok1 i UeDpy [45] nad stopionymi polietylenami
oraz WALTERSA i JoNesa [30, 31] nad réznymi roztworami poliakryloamiddow.

W kolejnym punkcie przedstawimy skrocone rozwazania teoretyczne na temat zto-
zonych przeplywdéw z proporcjonalna historia deformacji, w oparciu o poprzednie prace
autora [2, 3].

4. Zlozone przeplywy z proporcjonalng historia deformacii

W poprzedniej pracy [2], poswigconej teorii przeptywéw z proporcjonalnymi histo-
riami deformacji, rozwazyliSmy przypadek ruchéw utworzonych z «nalozenia» prostszych
ruchdw, z ktérych kazdy charakteryzowat si¢ proporcjonalna historia deformacji. Dla
naszych obecnych celéw wystarczy poda¢ definicj¢ ruchéw zlozonych z dwoch proporcjo-
nalnych deformacji.

Definicia. Ruch nazywa sie ruchem ziozonym z dwdch proporcjonalnych historii deformacji,
wtedy i tylko wtedy, jesli gradient deformacji w chwili t, wzgledem ustalonej konfiguracji
odniesienia w chwili 0, przybiera postaé nastgpujgcq:

(4.1 Fo(r) = Q(r)exp[M, ky (1) + M, k2 (7)],  Q(0) =1,

gdzie Q(7) jest tensorem ortogonalnym, M, i M, sq wzajemnie komutujacymi stalymi tenso-

rami, zas k() u k,(z) sq dowolnymi gladkimi funkcjami czasu, takimi ze k,(0) = k,(0) = 0.
Dla takich ruchéw historia wzglednego tensora deformacji Cauchy’ego-Greena (por. [1])

przyjmuje postac:

(42) C(s) = exp(NTg, () C)exp(N, 21(8)), € [0, o),

gdzie

(4.3) C,(s) = exp(N3g2(s))exp(N»22(5)),

(4.4) N; = Ny(1) = QOMQT (1), gi(s) = ki(t—s)—ki(®), i=1,2,

przy czym t oznacza aktualng chwilg czasu.

Jesli ruch okreSlony przez (4.2) oraz jego ruchy sktadowe sa ruchami izochorycznymi,
wéwczas

(4.5) detC(s) = detC,(s) = detC,(s) = 1.

Dla niesci§liwej cieczy prostej (por. [1]) o nastepujacym réwnaniu konstytutywnym:

(4.6) Ti(0) = # (C©)-1), trTp=0,
s=0
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gdzie Tg(r) oznacza ekstra-naprezenie w chwili ¢, a # jest izotropowym funkcjonatem
konstytutywnym, otrzymamy (por. [2)]

(4.7) T(r) = %’0 (2:6), G(); N)),  G(s) = Cy(s)—1,

gdzie ¥ jest funkcjonalem skalarnej funkcji g,(s) i tensorowej funkcji G(s) oraz funkcja
tensora N, .

Jesli przyjmiemy, Ze ruch oznaczony wskaznikiem 2 jest ruchem malym, w sensie
historii deformacji okres$lonej odpowiednia norma ||G(s)||, zastosowanie zasady zanikaja-
cej pamigci (por. [1,3]), przy jednoczesnych zalozeniach odnoénie rézniczkowalnosci
funkcjonatu %, prowadzi do zaleznosci:

(4.8) Te() = 9 (21(5), 0; N,),
(4.9) AT, (1) = be 520 (21(9)G(); N,),

gdzie Ty oznacza ekstra-naprezenie odpowiadajace przeplywowi podstawowemu oznaczo-
nemu wskaznikiem 1, ATg— przyrost ekstra—-napr¢zenia wskutek natoZenia przeplywu
dodatkowego oznaczonego wskaznikiem 2, przy czym d¢% jest funkcjonalem liniowym
wzgledem argumentu G(s). Dla matych dodatkowych przepltywdéw czlony wyzszych rzedéw
moga by¢ pominigte.

Dotychczasowe rozwazania nosity charakter do$¢ ogdlny i nie ograniczaly istotnie
klasy przeplywéw podstawowych i dodatkowych. Sy one réwniez stuszne dla réznych
typéw przeplywéw niewiskozymetrycznych z proporcjonalna historia deformacji (por. [2]).

Zalézmy w dalszym ciagu, Ze przeptyw podstawowy jest ustalonym przeptywem wisko-
zymetrycznym, dla ktérego (por. [1,46])

(4.10) trN, = trN7 =0, trN,NT = %2,

gdzie » oznacza odpowiedni parametr $cinania (szybko$¢ $cinania dla przeptywu $ci-
najacego). Wowczas dla ustalonego przeptywu podstawowego

— g(% gy(%
@.11) To0) = 76 Ny +ND+ DO NN ZE N

gdzie 7(x) oznacza funkcj¢ lepkosci (lepko$é pozorna), za$§ ¢,(x) i ¢,(x) — odpowiednie
funkcje réznic naprezen normalnych (por. [46]).

Poniewaz funkcjonal wystepujacy w (4.9) moze byé zawsze przedstawiony w postaci
catkowej, przyrost ekstra—naprezenia wywolany ruchem dodatkowym przyjmie osta-
tecznie postac

AT(0) = [ {poG+p,(GN, +ND+ (N, +NDG) +
’ +9,(GNTN; + NN, G)+93(GN, NT + N, NTG) +
+94(N; G+ GNT)+95(GN, + NTG) + 4N, GNT +
+97(N;GN; +NTGN]) +9s(N; + NDtr (N; G) + 9o NT N tr (N, G) +
+ 90Ny +NDtr (N, GNT) + 9, NTN, tr (N, GNT)} ds,

@.12)
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gdzie p; (i = 0, 1, ..., 11) nalezy rozumie¢ jako funkcje materialowe zalezne od g;(s) i %2,
tji. v = pi(g,(s),%?), za§ G = G(s). Rozwazania prowadzace do reprezentacji (3.12)
oraz wszystkie redukcje, ktoérych nalezalo dokonaé¢ w celu otrzymania 12 funkcji ma-
terialowych v;, zostaty szczegdlowo przedstawione w pracy [3].

Réwnania (4.12) sa w pewnym sensie réwnowazne zaleznosciom uzyskanym przez
PipKINA [47] oraz zalezno$ciom wynikajacym z przedstawionei przez PIPKINA i OWENA [29]
teorii «przeplywdow bliskich do wiskozymetrycznych». Mniejsza o jeden (12 zamiast 13)
liczba niezaleznych funkcji materialowych y; wynika z dodatkowo przyjetego przez nas
warunku komutacji dla M, i M,, lub dla N, i N,.

Jesli ruch dodatkowy jest przeplywem wiskozymetrycznym typu oscylacyjnego (oscy-
lacje harmoniczne), to

(4.13) G(s) = g2() (N, +ND) +g3()NIN,, N3 =0,

gdzie

(@14 @) =i (1), gy(s)ga(s) = —eH (1 —cm) (1—emio),

przy czym

(4.15) ky(t) = —ie'",  ky(0) =0, k,(t) = wer.

W wyrazeniach powyiszych tylko rzeczywiste czesci funkcji sa istotne, za$§ w oznacza
czesto$é katowa oscylacjl.

5. Przeplywy zlozone z ustalonego przeplywu Scinajacego i malych oscylacji $cinajacych

Rozwazania punktu poprzedniego moga stanowié¢ podstawe dla badania wlasnoéci
dynamicznych przeptywu ziozonego z ustalonego $cinania oraz matych dodatkowych za-
burzenn $cinajacych — zmiennych harmonicznie w czasie. Z zaleznoéci (4.11) i (4.12)
wida¢, ze przyrosty ekstra-naprezenia ATy zaleza, poprzez funkcje materiatowe ;, od
parametru » charakteryzujacego ustalony ruch podstawowy.

2
/(]’(23)
L S
a(12)
4
; Py
—=/
(12) - Rownolegty
Rys. 2. Poréwnanie przeplywu réwnoleglego z ortogo- (23) - Ortogonalnu

nalnym 2

Jesli ruchy skladowe sg typu $cinajgcego, istnieja dwie mozliwosci: albo dodatkowe
$cinanie zachodzi w plaszczyznie réwnoleglej do kierunku przeptywu podstawowego,
albo tez w plaszczyznie prostopadlej (ortogonalnej) do plaszczyzny przeplywu podstawo-
wego (por. [16,48]). Mozliwosci takie przedstawiono graficznie na rys. 2. W dalszym
ciagu przedyskutujemy je po kolei.
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5.1. Przeplywy réwnolegle. Dla przeptywéw réownolegtych (por. rys. 2), mamy we wspéi-
rzednych kartezjanskich:

0x0 0a0
(5.1.1) INJ=1000], [N,] =0 0 Of, NN, = NNy,
000 000

gdzie » i o oznaczaja gradienty $cinania odpowiednio dla przeptywu podstawowego i do-
datkowego. Zakiadamy, jak poprzednio, Ze przeplyw podstawowy jest ustalony, za$
przeplyw dodatkowy — oscylacyjny.

Ograniczajac si¢ do wyrazéw liniowych wzgledem amplitudy zaburzen «, na pod-
stawie (4 12), (4.7),, (4.3)1 (5.1.1), otrzymamy dla przyrostéw ekstra—naprezenia (por. [3]):

ATE = AT¢? =0,

AT = [ (ot +r2ps +#29, +6ps) g (s) ads,
0
(5.1.2) AT = [ 2y, +pa)ga(s) ads,
ATE = [ 2(p, +ys+55)ga(s) ads,
0
AT = 0,

przy czym funkcje y; maja postaé y; = y;(—s,%?). Poniewaz funkcje y; sa parzyste
wzgledem x, zmiana kierunku przeptywu podstawowego nie zmienia znaku AT§?, na-

tomiast zmienia znak przyrostéw napreZzen normalnych.

Zaleznodci (5.1.2) moga stanowi¢ formalna podstawg do okre§lania wiasno§ci ma-
terialowych cieczy, tj. okre§lania odpowiednich funkcji ;. Z doswiadczalnego punktu
widzenia, problem nie wydaje si¢ latwy; pewne uproszczenia teoretyczne wprowadza
zalozenie matych gradientéw x, co z kolei powoduje dodatkowe trudnoéci przy realizacji
dos$wiadczen.

W celu zbadania wplywu » na wlasnoéci dynamiczne, przynajmniej dla matych war-
todci czestoéci katowej w, wprowadzimy pojecia zespolonej lepkoéci dynamicznej, zespo-
lonego modutu dynamicznego i zespolonego modutu dynamicznego dla réznicy naprgzen
normalnych, w sposéb nastepujacy (poréwnaj np. [49]):

1

(5.1.3) pula(x, w) = pra—ipy, = WAT&,
; 1
* — 7 yalll = — 12
(5.1.9) Gti(x, w) = G, +iGY, Taexpiar ATgg,
(5.1.5) H*(e, ) = H'+iH" = — — (AT} —AT2?),

laexpiwt
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gdzie uwzgledniliémy (4.15). Podstawiajac (4.14), do (4.1.2), korzystajac z definicji (5.1.3)-
(5.1.5) oraz przechodzac do granicy dla @ — 0, otrzymamy:

(5.1.6) lim s (e, ) = — [ (po+32ys +u2ys+x2y, +2Pyg) sds,
5.1.7) lim G, (%, w) = 0,
w0
. H" (¢, ) - 1
(5.1.8) a])l_]}g —— = - Of 2x(1p4—1p5-—5mp9)sds,

gdzie ui, jest rzeczywista lepkosdcia dynamiczna, G}, jest rzeczywistym modulem dyna-
micznym, a H'" — urojong czg¢scia dynamicznego modutu réznicy naprezefi normalnych.

Biorac ponadto pod uwage relacje zgodnosci wyprowadzone przez PIpKINA [29, 48]2),
otrzymamy réwnieZ, ze

. ) _ dr(s) _ dlnng
(5.1.9) Bg})ulz(x,w)— - d%--—n(x)(l+ T )
. H'(x,w) d
(5.1.10) l:To o de [0, () — 02 (%)],

gdzie (%) = #n(x) oznacza funkcj¢ napregZenia $cinajgcego, zas o,(x) i o,(x) — funkcje
réznic napreZzen normalnych w przeplywie podstawowym [por. (4.11)]. Pierwszy z po-
wyzszych zwigzkdw jest formalnie zgodny z wynikami innych prac (por. [48, 16, 31]),
podczas gdy drugi jest analogiczny do relacji R-3 na liScie BERNSTEINA [34], obejmujacej
tzw. zaleZzno$ci reologiczne (porédwnaj p. 7).

Jeszcze jeden zwiazek mozZe byé wyprowadzony dla niesci§liwych cieczy prostych
w przypadku, gdy @ — 0 i » —» 0. Na podstawie teorii cieczy rzedu drugiego, COLEMAN
i MarkoviTz [19] pokazali, ze [por. wzdr (2.7)]
G’ (w)

. e 01 (%) —0,(x)
(5.1.11) 2{1’}) ol = l/[n?)T,

gdzie G'(w) oznacza modul zachowawczy dla przeplywu wylacznie oscylacyjnego.
W naszym przypadku mamy

[o0]
. Gl R >
G112 lim —12((5”2—60) = —%J (o +#2, +27; + 577 +x2pg) s2ds.
-0
0
W zalozZeniu, ze funkcje p; nie sa osobliwe wzgledem argumentu x? oraz poniewaz
o,—0 d [c,—0
S.1. im-—-2_"2 _ lim ——|2* "2
(5.1.13) ’1‘1_13 — 1{1{1) dx( —,
dochodzimy ostatecznie do zwiazku
(5.1.14) lim — f wol—s, %%)s2ds = limi((al(x)—az(n))’
x>0 w0 it »

2 Relacje zgodnoéci moga byé wyprowadzone w sposéb podobny do [48], z rozwazenia przypadku
ruchu dodatkowego jako infinitezymalnego przyrostu ustalonego ruchu podstawowego.
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ktérego lewa strona jest niczym innym, jak graniczng wartoécia drugiego momentu
funkcji relaksacji ;.

5.2. Przeplywy ortogonalne. Dla przeplywdow ortogonalnych (poréwnaj rys.2), mamy
w kartezjanskim ukfadzie wspétrzednych:

0 =0 00 0'|
(5.2.1) INJ=1000¢}, [N,]={0 007y, NN, = N,N,,
000 0 « OJ

gdzie » 1 a oznaczaja gradienty $cinania odpowiednio dla przeplywu podstawowego i do-
datkowego.

Postepujac  podobnie, jak w punkcie poprzednim, otrzymamy dla przyrostéw
ekstra-naprezenia (por. [3]):

ATE = [ (potnps+#7p2)ga(s) ads,
1]
AT = f #(p1 +va)ga(s)ads,
(5.2.2) °
ATE? = 0,

AT = ATE = AT =0,

a zatem tylko przyrosty napreZen $cinajacych. Zmiana zwrotu przeptywu podstawowego
nie zmienia znaku ATZ3, tj. naprezenia w plaszczyznie przeptywu dodatkowego, nato-
miast zmienia znak AT}3, tj. przyrostu naprezenia w plaszczyznie, ktdra nie jest plaszczy-
zna przeplywu podstawowego, ani tez przeplywu dodatkowego. Wyrazenia (5.2.2) sa
catkowicie odmienne od wyrazen (5.1.2), chociaz niektére funkcje podcatkowe wystepuja
w bardzo zblizonej postaci. Liczba réznych funkeji typu y; wynosi obecnie 5, zamiast
9 dla przeplywu réwnoleglego.

W celu zbadania wplywu x» na wlasno$ci dynamiczne przy malych warto$ciach w,
postepujemy podobnie, jak w p. 5.1. Wprowadzajac dwie zespolone lepkosci dyna-
miczne, w mys$l definicji podobnych do (5.1.3) (por. [3]) oraz przechodzac do granicy
w — 0, otrzymamy ostatecznie:

(5.2.3) limnh; (¢, w) = —f (wo +%2y, +x2y;) sds,
w—> 0
(5.2.4) Im G55 (% w) = limGi;30¢, w) = 0,
w0 w—>0
o2
(5.2.5) limn'; (¢, w) = —f #(p; +y,)sds,
w0 0

gdzie 75, jest rzeczywista lepkoscia dynamiczng w plaszczyznie przeplywu dodatkowego
(23), 51, —taka sama lepkoscia w plaszczyznie (13), a Gh3 i G5 — rzeczywistymi mo-
dulami dynamicznymi w tych plaszczyznach.



WLASNOSCI CIECZY W ZLOZONYCH PRZEPLYWACH 287

Biorac pod uwage relacje zgodno$ci wyprowadzone przez PIPKINA [48], mamy réwniez

(/)

(5.2.6) limns, (%, w) =

w—0

=n(x),

7, (x)

»% 3

(5.2.7) limn; (¢, w) =
gdzie 7(x) oznacza funkcj¢ naprezenia $cinajacego, zas o, (x) — funkcje pierwszej roznicy
naprezen normalnych w przeptywie podstawowym [por. (4.11)].

Zalezno$§¢ (5.2.6) dobrze opisuje znana wiasno$¢ funkcji lepkosci dynamicznej (por.
[10, 48]). Natomiast zaleznos$¢ (5.2.7) nie wystepuje na liScie zwiazkéw reologicznych po-
danych przez TANNERA i WILLIAMSA [33] (poréwnaj p. 7). Zalezno$ci (5.2.6) i (5.2.7)
sa jedynymi zaleznos$ciami wynikajacymi, dla rozwazanego przeptywu, z relacji zgodnosci
Pipkina.

Zwigzek podobny do (5.1.14) wyprowadza sie¢ na podstawie zalezno$ci

G, 0) _ S
(5.2.8) iLo w2 Wo +x2p, +x21;) s%ds.
0

Stosujac, jak poprzednio, odpowiednie przejscia graniczne otrzymamy

. g,—0

1 — — 2ys2 ¢ = i 1 2
(5.2.9) lim f po(—s,#)s2ds = lim T

0

Przedstawione w niniejszym punkcie zwiazki moga by¢ w zasadzie poddane weryfi-
kacji do$wiadczalnej. Poniewaz dotycza one z reguly granicznych wartosci dla w — 0,
przeprowadzenie odpowiednich eksperymentéw przy malych czgstodciach katowych jest
trudne i czgsto nie zapewnia wystarczajacej dokladno$ci pomiardw. Istniejace jednak
dane dos$wiadczalne, zawarte w pracach wymienionych na wstepie p. 3, pozwalaja
na ogdlna analiz¢ wplywu ustalonej szybkosci $cinania na wlasnosci dynamiczne prze-
plywu zlozonego przy duzych i malych czestosciach katowych. Nalezy przy tym pamigtac,
ze dane do§wiadczalne otrzymano w réznych eksperymentach i dla réznych rodzajéw
materialéw. Tylko nieliczne badania miaty na celu wykazanie stusznoéci takich Iub innych
zwiazkow.

Wigkszo$¢ wymienionych poprzednio prac dotyczyla przeplywow réwnoleglych
(por. [37, 38, 39, 40, 44, 45]), badanych za pomoca urzadzeh typu reogoniometru Weis-
senberga. Tylko nieliczne prace zajmowaly si¢ przeptywami ortogonalnymi (por. [41-43])
realizowanymi w przyrzadach typu wspotosiowych cylindréw, z ktérych jeden wykonywat
dodatkowy ruch drgajacy w kierunku swojej osi. Szczegélowe omdéwienie wynikow badan
do$wiadczalnych zawarte jest w pracy Boowa [16], gdzie réwniez dokonano poréwnania
eksperymentéw z teoria molekularng zaproponowana przez autora.

Dla przeptywéw réwnoleglych odpowiednie krzywe lepkoéci dynamicznej ui,(%, w),
lub wielko$ci G, (x, w)/w, zaleza istotnie od zmieniajacej si¢ szybkosci $cinania x. Lepko$¢
dynamiczna jest tym mniejsza, im wigksza jest szybko$¢ écinania (poréwnaj rys. 3). Prawie
wszystkie dos§wiadczenia wykazuja, ze lepko§é dynamiczna dla w — O jest mniejsza od
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odpowiednich warto$ci lepkosci pozornej 7(x); jest to zgodne jakosciowo z charakterem
zwiazku (5.1.9). Poréwnanie wynikéw, przeprowadzone przez Boowua [16], wykazato
réwniez ilosciowa zgodnosé (5.1.9) z przebiegiem krzywych doswiadczalnych. Fakt ten

Ei
s 30 A
& oo
LY o a80
5% S & '8140
g S ‘
20 _wlbr
‘ L
\81’70 -
1 ' log =
10 0.5L
” ‘ | | ‘ | ‘ 00 | ! ! I ! ! -
T 5w 05 w6 A
loge (s77) Logw (s7")
Rys. 3. Lepkos¢ dynamiczna u),(x%, w) = Rys. 4. Lepko$¢ dynamiczna 733(x, w) =
= G2 (¢, w)o~! w funkcji czgstosci katowej w = G5a(%, w)o™' w funkcji czgstosci katowej w
przy podanych wartosciach log ». Roztwér dwu- przy podanych warto$ciach log »x. Roztwér poli-
laurynianu glinu. Wedtug [16] izobutylenu. Wedtug [16, 42]

potwierdzaja takze badania JonEsA | WALTERsA [31] przeprowadzone dla stosunkowo
niskich, mniejszych od odpowiednich x, wartoéci czgstosci katowych w (poréwnaj rys. 51 6).

Badania doéwiadczalne lepkosci dynamicznych dla réznicy naprgzen normalnych
(por. [16,40]) wykazuja, ze cze$é rzeczywista N'(x, w) = H''(x, w)o~' zmniejsza si¢
istotnie ze wzrostem szybkos$ci $cinania x, posiadajac maksima przy okre$lonych war-

| L
0 % 32
w (s7)
Rys. 5 Lepko$¢ dynamiczna u},(x¢, ®) w funkcji czestosci katowej w przy podanych wartodciach x.
Roztwér poliakryloamidu. Wedtug [31]

tosciach » (po-éwnaj rys. 7). Czesé urojona N’ (x, ) = H' (%, w)w~! w zasadzie roénie

ze wzrostem », chociaz dla matych » przyjmuje wartosci ujemne oraz posiada wyrazne
minima (poréwnaj rys. 8). Dane te maja istotne znaczenie dla ewentualnej weryfikacji
(5.1.10).
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o Gy (Oyna cri?)

00

0

-100 0

w (s7)

Rys. 6. Modut dynamiczny G1,(x, ) w funkcji czestoéci katowej w przy podanych wartoéciach ».
Roztwér poliakryloamidu. Wedtug [31]

5 Log 2
Su- 04

<&

=

06

%

08
5t
12
4
|
U 05 10
log v (s77)

UiH

Rys. 7. Rzeczywista cz¢§¢ dynamicznej
lepko$ci dla  naprezen  normalnych
N'(¢,0) = H' (%, o)0~* w funkcji cze-
stosci katowej w przy podanych warto$-
ciach log ». Roztwdr kopolimeru etylenu-
-propylenu. Wedtug [16]
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Rys. 8. Urojona czgé¢ dynamicznej lepkoéci

dla naprezei normalnych N”(x,w) =

= H'(3, w)o~* w funkcji czgstosci kato-

wej o przy podanych warto$ciach log »x.

Roztwér kopolimeru etylenu-propylenu.
Wedtug [16]

Dla przeplywéw ortogonainych ogdlny charakter krzywych lepkosci dynamicznej jest
podobny do przypadku przeptywéw réwnoleglych, chociaz wplyw wzrastajacych x Jjest
wyraZnie mniejszy (poréwnaj rys. 4). Doswiadczenia wykazuja réwniez, Ze graniczna
lepko$¢ 7%3(%, w) (dla w — 0) jest znacznie wigksza niz graniczne U120, w) okreSlone

7 Mechanlka Teorctyczna 3/73
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w przeptywach réwnolegltych, a nawet wigksza niz lepko$¢ pozorna #(x) wynikajaca ze
zwigzku (5.2.6). W obecnym stanie eksperymentow trudno jest stwierdzié¢ obiektywnie,
czy «anomalia» powyzszego typu zalezy od struktury materiatu, czy tez wiaze si¢ z nie-
doktadnoscia pomiardw.

6. Wplyw malych oscylujacych zaburzen $cinajacych na wlasnoéci ustalonego przeplywu Scinajacego

W poprzednich rozwazaniach interesowaliSmy si¢ bezposrednio lub posrednio wply-
wem ustalonej szybkosci $cinania na dynamiczne charakterystyki przeptywu zlozonego.
Jak wykazali JoNes i WALTERS [31], zagadnienie odwrotne nie jest trywialne i prowadzi do
interesujacych wynikow.

W celu rozwazenia wptywu malych oscylujacych zaburzen nalezy rozwazyé, zamiast
liniowych « przyrostéw ekstra—naprezen okreflonych przez (5.1.2) i (5.2.2), pelne przy-
rosty tych wielkosci zachowujac w (4.12) czlony rzedu O(a?).

Dla przeplywu réwnoleglego tatwo zauwazyé, ze ewentualna zmiana $redniego przy-
rostu ekstra—napreZzenia AT4? jest okreSlona catka nastepujaca:

[ee]

(6.1) [ i +patrpio)a?ga(s)ga(s)ds,

0

gdzie funkcje g,(s) majg postaé (4.14). Biorgc pod uwage, Ze

6.2 Re(ga)Re(sz) =  [Re(sd) +Rel(g 7)),

gdzie Re oznacza czg§¢ rzeczywista, kreska za$ u gory oznacza funkcje sprzezona, otrzy-
mamy

1

(6.3) AT = ot [ (ot patod pio) (1) (1 =) ds,
0

|

przy czym { » oznacza $redni przyrost.

Oznaczajac przez € = aw/x maly bezwymiarowy parametr charakteryzujacy ampli-
tude oscylacji®, na podstawie (6.3) okre$lamy nastgpujace wartosci graniczne (por. [3]):

6.4) Iim{ATE*> =0 dla x = const,
w—0
. £233 3
(6.5) lim<{ATL*) = 3 f(1p1+1/14_+x21p10)s2ds dla & = const.
w—0

0

3 Jesli o jest amplitudg katowa w ruchu obrotowym (por. [31]), e oznacza stosunek amplitudy pred-
kodci ruchu dodatkowego aw do szybkoéei $cinania » w przeplywie podstawowym.
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Podstawiajac w (4.12) cziony proporcjonalne do «?, mozna réwniez okre$li¢ zmiany
$rednich przyrostow naprezen normalnych ATg' i ATZ?. Postepujac, podobnie jak po-
przednio, otrzymamy:

(6.6) llm</1Té‘> = lim{AT?*y =0 dla x = const,
w—0 w—0

6.7 lim AT = 2ds  dla & = const,
w—>0
lim (ATZ?y = f(wo+2x patrtp )2 ds.
w—0

Zaleznosci (6.4)-(6.7) mozna interpretowaé w sposob nastgpujacy. Jesli podstawowy
przeptyw $cinajacy jest realizowany ze $cidle stala szybkoscia x», a przeplyw dodatkowy
nalozony jest rownolegle z mala czestoécia katowa w, to zaréwno $rednie przyrosty na-
prezen $cinajacych, jak i normalnych sa zerowe. Jedli natomiast przeptyw podstawowy
zachodzi z duza szybkoscia $cinania x, taka Ze stosunek amplitud aw/= jest malty i w przy-
blizeniu staly, to $rednie przyrosty naprezen §cinajacych i normalnych zmieniaja sig
w my$l (6.5) i (6.7). Zmiany te istotnie zalezg od szybkosci $cinania i przy duzych x moga
by¢ znaczne.

PowyZsze zjawiska zostaly eksperymentalnie stwierdzone przez JONESA i WALTERSA [31],
ktérzy w konkluzji zauwazaja, ze male zaburzenia ustalonego przeptywu §cinajacego moga
W sposob mierzalny wptywaé na $rednie napreZenia, momenty obrotowe itp. Dla ilustracji
podajemy wyniki z pracy [31] opisujace procentowe zmniejszenie $redniego momentu
obrotowego w reometrze Weissenberga dla zmiennych wartosci = i w (rys. 9, 10).

o .
100 IO/EI «
10
P4
10 466
3
orr 18
118
059
i . 1
2 w(s7) “ 2 v *67)
Rys. 9. Sredni przyrost momentu obrotowego Rys. 10. Sredni przyrost momentu obrotowego
(naprezenie ATA2) w funkcji czgstoscei katowej w (naprezenie ATE?) w funkcji szybkoscei $cinania »
przy podanych wartoéciach »; ¢ = 0,0283. Roz- przy podanych wartosciach w; & = 0,0283. Roz-
twér poliakryloamidu. Wedtug [31] twér poliakryloamidu. Wedlug [31]

Dla przeptywu ortogonalnego zasadnicze wyniki ‘sa bardzo podobne. Nie stwierdza
si¢ zadnych zmian przyrostéw naprezen AT i AT23, podczas gdy zmiany ATE? okreslone
sa zaleznos$ciami identycznymi do (6.4), (6 5). Srednie przyrosty naprezen normalnych
Wyrazaja si¢ w tym przypadku réwniez wzorami (6.6), (6.7).

T*
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7. Zaleinosci reologiczne dla cieczy typu BKZ

Niedawno BERNSTEIN i Fospick [34], dla przeplywow réwnoleglych, oraz TANNER
i WiLLiAMs [33], dla przeptywéw ortogonalnych, wyprowadzili pewne zaleznoéci obo-
wiazujace dla niescisliwej cieczy BKZ, tj. cieczy opisanej rownaniami konstytutywnymi
podanymi przez BERNSTEINA, KEARSLEYA i ZAPASA [36]. Nalezy podkreslié, ze rdwnania
takiej cieczy stanowia szczegdlny przypadek rownan funkcjonalnych nieécisliwej cieczy
prostej (por. [1]). Réwnania cieczy BKZ, dzi¢ki swej stosunkowej prostocie, sg szeroko
stosowane do opisu wlasnosci licznych cieczy lepkoskrezystych.

W niniejszym punkcie ograniczymy si¢ do zbadania dodatkowych zwigzkéw, ktére
zaleznosci reologiczne implikuja dla cieczy prostej. Innymi stowy, zbadamy jakie ogra-
niczenia dla funkcji materialowych y; (poréwnaj p. 4) wynikaja z zaleznosci reologicznych.

Dla réwnoleglych przeptywdéw cieczy BKZ, autorzy pracy [34] udowodnili na drodze
teoretycznej zalezno$ci nastepujace:

(7.1) lim a0, 0) = - 7o),
(12) l‘f}, 2G;2£§,w) _ d% ( cl(x);cz(x) )
7.3) tim 02 g ) -0y,
(7.4) Tim H'Gs, ) = . berCal,

gdzie H* = H'+iH" oznacza, jak poprzednio, modul dynamiczny dla réznicy naprezen
normalnych AT} — ATE2.

Zaleznosci (7.1) i (7.3) obowiazuja réwniez dla nieScisliwej cieczy prostej; zostaly
one podane w p. 5. Zaleznosci (7.2) i (7.4) obowiazuja dla cieczy BKZ. Jeéli maja byé
spetnione dla cieczy prostej, to

o
d (o, —
(7.5) - f (o +7> P2+ Y3 +27pr +pg)sPds = - (_"1%"2 )
0
i d(x) dl
—. — 32 _ ., atx) _ dinz
7o ”‘6{2%(1/14 Ps =" po)ds = x dx ) 1(x)(1+ dlnx)’

gdzie w (7.6) wykorzystaliSmy twierdzenie Riemanna-Lesbegue’a.
Dla ortogonalnych przeptywéw cieczy BKZ, autorzy pracy [33] udowodnili na drodze
teoretycznej zaleznoséci nastepujace:

(%)

7.7 lim (e, ) = =7 = 70,
(78) lim G;3(x,w) — 0'1(74)—0'2(}{) .

@6 w? 22
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Zalezno$¢ (7.7) obowiazuje rowniez dla niesciliwej cieczy prostej; wyprowadzono ja
w p. 5. Zalezno$¢ (7.8) przypomina relacj¢ podana przez COLEMANA i MARkOVITZA [19]
[por. takze wzdr (2.7)], z tym, ze po prawej stronie nie wystepuje granica dla » — 0. Jesli
(7.8) ma byé spelnione dla dowolnej niescisliwej cieczy prostej, to

0, —0,
2

(1.9) e LY A
0

W niedawnym czasie BERNSTEIN [35] pokazal, ze dla cieczy BKZ zespolone moduly
lub lepko$ci dynamiczne w przeptywach réwnolegtych i ortogonalnych zwiazane sa relacja :

0
(7.10) Bz = 133 ‘*‘”Enzs-
Przepisujac (7.10) dla czgsci rzeczywistych, przechodzac do granicy w — 0 oraz pod-
stawiajac (5.1.8) i (5.2.6), uzyskujemy tozsamos¢.
Z poréwnania zaleznosci (5.1.6) i (5.2.3) otrzymamy zwigzek

dv(x)  T(x) _  dn(e) f,z.
dx x =* ax __0 # Y7+ po)sds,

(7.11)

ktéry obowigzuje dla cieczy prostych. Latwo zauwazyé, Zze (7.10) bedzie spelnione, jesli
tylko

0
(7.12) T (Wo+#2wa 2 p3) = x(p7+s)

dla dowolnego » i 5. Jest to bardzo szczegdlny zwiazek miedzy funkcjami materiatowymi.

Weryfikacja do§wiadczalna wszystkich dyskutowanych zalezno$ci jest bardzo trudna
z uwagi na mozliwo$¢ przeprowadzenia odpowiednich eksperymentéw przy « — 0, szcze-
gblnie w przypadku naprezen normalnych.

O ile zaleznodcei (7.1) 1 (7.3) (R-1 i R-3 wedlug [34]), obowiazujace dla cieczy prostej,
zgadzaja si¢ stosunkowo dobrze z dostepnymi danymi do$wiadczalnymi, o tyle zaleznosci
(7.2) i (7.4) (R-2 i R-3 wedlug [34]) nie zgadzaja si¢ zbyt dobrze z do$wiadczeniami dla
roznych dotychczas badanych materiatéw.

Prawe strony zalezno$ci (7.1), (7.3) i (7.4) sa dodatnie dla wszystkich wartosci »,
podczas gdy prawa strona (7.2) jest ujemna, jesli nachylenie krzywej log(a; —0,) w funkcji
log % jest mniejsze od jednosci. Wowcezas modut G1,(x, w) przybiera réwniez wartoéci
ujemne przy okre$lonych parametrach » i @ (pordwnaj rys. 6). Autorzy pracy [34]
analizujac wcze$niejsze dane eksperymentalne, wysuwaja zasadnicza zgodno$é zwiazku
(7.2) z doéwiadczeniem. Jednakze doktadniejsze zbadanie wynikéw do$wiadczalnych dla
naprezen normalnych skionilo Boona [16] do stwierdzenia, ze zwiazek (7.2) nie zgadza sig¢
z eksperymentem przeprowadzonym dla roztworéw dwulaurynianu glinu oraz kopolimeru
etylenu-propylenu o wigkszym wagowo $rednim ciezarze molekularnym.
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8. Whioski

Rozwazania niniejszej pracy pozwalaja na sformutowanie calego szeregu stwierdzen
1 uogodlnien. Przytoczymy obecnie najwazniejsze z nich w formie nastgpujacych wnioskow:

1. Nie istnieje wystarczajaco ogdlna teoria opisujaca poprawnie obserwowane zalez-
nosci migdzy charakterystykami dynamicznymi i stacjonarnymi cieczy lepkosprezystych
w przeplywach scinajacych. Znane z literatury zwiazki, gldéwnie empiryczne, nosza szcze-
gblny charakter i obowiazuja w ograniczonych obszarach zmiennosci parametréw Kkine-
matycznych.

2. Waznym zagadnieniem, zaréwno z punktu widzenia teorii, jak i zastosowan w tech-
nologii, jest okreslenie wpltywu parametréw opisujacych ustalony przeplyw podstawowy
na dynamiczne wlasnosci przeptywu zaburzonego, ktéry powstal przez nalozenie malych
dodatkowych oscylacji. Dla przeptywoéw Scinajacych dysponujemy obecnie niezbyt licz-
nymi lecz wiarygodnymi danymi doswiadczalnymi.

3. Zachowanie si¢ niesci$liwej cieczy prostej w przeplywach $cinajacych zlozonych
z przeptywu ustalonego i matych dodatkowych oscylacji mozna catkowicie opisaé 3 funk-
cjami wiskozymetrycznymi oraz 12 funkcjami materialowymi zaleznymi od czestosci
katowej ruchu oscylacyjnego i szybkosci §cinania ruchu podstawowego. Funkcje te wchodza
do réwnan konstytutywnych w postaci okre§lonych kombinacji, wyznaczenie doswiad-
czalne tych funkcji przedstawia istotna trudnosé.

4. Odpowiednie lepkosci dynamiczne réznia si¢ znacznie w przypadku zaburzed réw-
réwnolegtych i przypadku zaburzen ortogonalnych do przepltywu podstawowego. Dla
matych czestosci katowych lepko$¢ dynamiczna w przeptywie réwnolegtym jest wyraznie
mniejsza niz w przeptywie ortogonalnym. Podobne réznice obserwuje sie dla lepkosci lub
moduldéw charakteryzujacych naprezenia normalne.

5. Badania doswiadczalne prowadzone za pomoca reogoniometru Weissenberga lub
zmodyfikowanego aparatu typu Couette’a potwierdzaja w zasadzie réznice we wlasnosciach
dynamicznych dla przeplywéw réwnoleglych i ortogonalnych. Dla naprezen normalnych
dane do$wiadczalne sa znacznie skromniejsze.

6. Drugim istotnym dla praktyki zagadnieniem jest wptyw matych oscylacji na $rednie
wlasnosci ustalonego przeptywu $cinajacego. Wplyw taki wynika z rozwazan teoretycznych
Jjako efekt drugiego rzedu oraz daje si¢ stwierdzié do$wiadczalnie. W pewnych sytuacjach
male zaburzenia przeptywu podstawowego moga prowadzié do duzych, mierzalnych zmian
$redniego naprezenia $cinajacego, $redniego momentu obrotowego itp. Fakt ten moze
odgrywa¢ istotna rolg w procesach przetwdrstwa polimerdw.

7. Funkcje materialowe charakteryzujace przeptywy zlozone nie sa calkowicie nieza-
lezne. W granicznych przypadkach matych czestosci katowych lub matych szybkosei $ci-
nania istniejg migdzy funkcjami materialowymi okreslone zwiazki. Niektdre z nich daja sie
weryfikowaé doswiadczalnie.

8. Dla niektérych szczegdlnych modeli cieczy lepkosprezystych, takich jak ciecze
typu BKZ, wyprowadza si¢ dodatkowe «zaleznoéci reologiczne» wiazace charakterystyki
dynamiczne dla matych czestosci katowych z funkcja lepkoéci pozornej lub funkcjami
naprezen normalnych. Badania do$wiadczalne nie potwierdzaja wszystkich zaleznosci
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omawianego typu. Z punktu widzenia bardziej ogdinych teorii, na przyklad teorii cieczy
prostych, «zaleznosci reologiczne» prowadza do dodatkowych ograniczen na funkcje
materialowe.

9. W opinii autora tylko modele ogdlne, o szerokim zakresie stosowalnosci, zastuguja
na glebsza analize teoretyczna i podjecie ewentualnych skomplikowanych do$wiadczen;
takie modele daja wieksze szanse prawidtowego opisu wlasnosci reologicznych cieczy
w réznych rodzajach przeplywow.
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Pesmome

JIMHAMUWYECKUE U CTALIMOHAPHBIE CBOVICTBA BAS3KO-YIIPYTUX
JKUOKOCTEN B CJIOJKHBIX TEUEHUSAX CIBUTA

B crarse paccmoTpeHa TEOPHA CHOXKHDLIX TEUECHHIl CABHra M [aH KPaTKHil 0030p OCHOBHBIX
IKCIIEPUMEHTANBHBIX Pe3yAsTatoB M siBjieHui. Ocofoe BHHUMaHMe OBPAlllEHO HAa HOMCKH 3aBHMCHMOCTH
MEXKIY OUHAMUYECKUMH M CTALMOHAPHBIMM XapaKTEPHCTUKAMHU >KUAKOCTH. KccnemoBaHo BIMAHUE cTa-
LHIOHADHOTO CABHUIrAa Ha AUHAMUYECKHE XaDaKTEPUCTHKH CJIOXKHOTO TedeHUs. OBCY»IeHbl COOTHO-
LIEHNsI, CNpaBedMBble [UIS CJIOXKHBIX TEUEHWH, COCTOSIIIMX H3 YCTAHOBHMBLIETOCA CXBHTOBOTO
TEUeHH s, HA KOTOPOe HAJIOXKEHbI MaJlble MOMOJHUTENbHbIE CABUIOBbIE Koslebanus, TeopeTuueckuit ananmma
AJIST HECXKHUMAEMbIX MPOCTLIX KHUIKOCTEH OCHOBAH HA TEOPHM COCTABHLIX TEUYEHMH ¢ IPOHOPLMOHAILHOI
ucTopuel nechopMUPOBAHUA, OpeUIOXKEHHOR aBTopom (cm. paborer [2], [3]).

Summary

DYNAMIC AND STEADY-STATE PROPERTIES OF VISCOELASTIC FLUIDS IN SUPERPOSED
SHEARING FLOWS

In the present paper a theory of superposed shearing flows is considered, and a brief review of the
most important experimental results and statements is presented. Particular attention is paid to the pro-
blem of existence of relations between dynamic and steady-state properties, the problem of the effect of
a steady shearing flow on dynamic characteristics of a combined flow, and the problem of relations valid
for flows composed of a steady-state shear and small additional shear oscillations. The theoretical analysis
for incompressible simple fluids is based on the theory of superposed flows with proportional stretch
histories (cf. [2,3]) proposed by the author.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 9 lutego 1973 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
3, 11 (1973)

DOSWIADCZALNA ANALIZA EFEKTU PAMIECI MATERIALU PODDANEGO PLASTYCZNEMU
ODKSZTALCENIU*)

J6zEF MI1ASTKOWSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Rozwdj techniki, zwlaszcza w ostatnim dwudziestoleciu, w istotny sposdb rozszerzyi
zakres i warunki pracy konstrukcji maszynowych i podwyzszyt poziom naprezen dopusz-
czalnych. W laboratoriach na catym $wiecie olbrzymi wysilek skierowany zostal na badania
istniejacych materialéw pod katem mozliwoéci ich optymalnego wykorzystania w kon-
kretnych warunkach obciazenia. Obserwuje si¢ rozwéj eksperymentalnych metod badaw-
czych odksztalcalnosci i wytrzymatosci konstrukeji przy wieloparametrowych obciazeniach
zadawanych wedtug okres$lonych programéw. Pojawily si¢, odpowiadajace tym warunkom,
metody badan materialéw w warunkach zlozonego obcigzenia oraz specjalna aparatura
pomiarowa i badawcza.

Duze znaczenie w powyzszym zespole zagadnien maja doswiadczalne badania plastycz-
nosci materialéw konstrukcyjnych przy roznych obciazeniach w warunkach ziozonego
stanu napre¢Zenia. Gromadzenie wynikéw tych badan jest niezbgdne zaréwno dla rozwoju
teorii plastycznosci, jak i dla opracowania bardziej doktadnych metod obliczania i wyboru
materialéow przy projektowaniu konstrukcji.

Zwykle charakterystyki mechaniczne, okreslane na podstawie préb standardowych,
nie daja peilnego obrazu o zachowaniu si¢ materialu w réznych warunkach obciazenia
i nie pozwalaja w pelni okresla¢ jakosciowych i ilo§ciowych zwigzkéw miedzy napreze-
niami i odksztalceniami.

Praca po$wigcona jest doswiadczalnemu badaniu wpltywu wstgpnych odksztalcen
plastycznych, wywotanych réznymi sposobami obciaZenia, na ksztalt powierzchni pla-
stycznos$ci i wiasno$ci mechaniczne stopu aluminium do obrébki plastycznej PA 3 (AlMg 5).
Na podstawie otrzymanych wynikéw badan dos$wiadczalnych oraz w oparciu o hipotezy
izotropowego 1 kinematycznego wzmocnienia przeprowadzono do$wiadczalng i teore-
tyczna analize efektu pamigci materialu poddanego wstgpnym plastycznym odksztal-
ceniom.

2. Metodyka badan

Badania powierzchni plastycznosci przeprowadzane sa niemal z reguly na cienkoscien-
nych préobkach rurkowych poddawanych réznym kombinacjom obciazenia sila osiowa,
ciénieniem wewngtrznym lub zewngtrznym i momentem skrecajacym. W przedstawionej
pracy zastosowano odmienna metodyke badan oparta na rozciaganiu plaskich prébek

¥ Praca wyrdzniona- trzecia nagroda w roku 1972 na konkursie PTMTS na prace do$wiadczalne,
zorganizowanym przez Oddzial Czestochowski Towarzystwa.
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wycinanych z arkusza blachy. Teorig zastosowania tej metody badai do analizy zacho-
wania si¢ powierzchni plynigcia w warunkach ztozonego stanu napreZenia podal Szcze-
PINSKI w roku 1963 [I].

Badania doswiadczalne przeprowadzane sa z reguly w plaskim stanie naprezenia, tj.
gdy jedno z naprezen gldwnych, np. o5, jest rowne zeru. W uktadzie wspotrzednych prosto-
katnych x, y, z, z plaszczyzna xy pokrywajaca sie z plaszczyzna kierunkéw gldwnych 11 2,
istnieja wobec tego tylko skladowe naprezen o, o, 1 7,,. Pozostale skladowe naprezenia
rownaja sie zeru.

Dla wyja$nienia stosowanych w pracy schematow obciazen rozpatrzmy warunek pla-
styczno$ci Hubera-Misesa-Hencky’ego. Dla plaskiego stanu naprezenia warunek ten ma
postaé
(1) oi+0l—0.0,+312, = o},
gdzie o, jest granica plastycznosci przy rozcigganiu.

Obrazem geometrycznym tego wyrazenia w przestrzeni napreZen oy, o, Ty, jest elip-
soida trojosiowa (rys. 1) o jednej osi pokrywajacej si¢ z osia 7,,. Dwie pozostale osie elip-

Rys. 1

soidy leza w plaszczyznie wspolrzednych o, o,, przy czym sa one dwusiecznymi katéw
miedzy osiami o, i o,. Na powierzchni elipsoidy mozna wyodrebnié pewne szczegdlne
elipsy, ktore odpowiadaja stosowanym w doswiadczeniach réznym sposobom obcigzenia
probek. W przedstawionej pracy badania doswiadczalne na prébkach plaskich pozwolily
na weryfikacj¢ krzywej granicznej przedstawiajacej dla poczatkowo izotropowego materiatu
elips¢ PLENR. Elipsa ta utworzona jest przez przecigcie elipsoidy plaszczyzna o, +0, = o
prostopadia do plaszczyzny o.0,. Podstawiajac do warunku plastycznosci (1) sumeg o, +0,
zamiast ¢,;, otrzymujemy zalezno$¢ o,-o, = v2,, ktéra musi by¢ speiniona na elipsie
PLENR. Z wykresu Mohra wynika, ze zaleZno$¢ ta ma miejsce jedynie wtedy, gdy jedno
z naprezen gléwnych jest réwne zeru. Znaczy to, ze punkty lezace na elipsie PLENR odpo-
wiadaja stanom jednoosiowego rozciagania w roznych kierunkach wzgledem osi x. Doé-
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wiadczalne badania zmian formy krzywej plynigcia PLENR przeprowadza si¢ wigc metoda
jednoosiowego rozciagania préobek wycinanych w réznych kierunkach z materialu pod-
danego wstegpnej plastycznej deformacji. Do badan uzyto blachy ze stopu aluminium PA 3
(Al Mg 5) w stanie migkkim o grubosci 3 mm. Przy wyborze materialu kierowano sig¢ tym,
Ze jest to stop o dobrych wiasnosciach plastycznych, szeroko stosowany na srednio obcia-
zone elementy konstrukcji lotniczych i pojazdéw mechanicznych.

Arkusz blachy o wymiarach 2000 x 1000 mm pocieto na duze prostokatne probki
o wymiarach 330 x 250 mm. Do badan uzyto 20 takich prébek. Dwie duze probki wykorzy-
stano do badania wlasno$ci mechanicznych materialu wyjSciowego, pozostate probki
poddano wstepnej plastycznej deformacji wedtug okreslonych programdéw obciazenia
wstepnego. Programy te pokazano na rys. 2. Ze wzglgdu na ich charakterystyczne cechy,

y , Kierunek drugieqo

obcigzenia wstepnego

Tablica schematow

Kierunek pierwszeqo beiasen wst A
obcigzenia wsteprego obcigzen wstepnyc
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programy te mozna podzieli¢ na pionowe kolumny i poziome rzedy. Kolumna I charak-
teryzuje si¢ brakiem obciazen w kierunku osi y. Znaczy to, ze probki przy tych programach
wstepnego obciaZenia odksztalcano tylko w kierunku osi x do réznych okreslonych war-
tosci naprezen. Kolumny I1, II] i IV maja stale warto$ci wstgpnego obcigzenia w kierunku
osi y, 1ézne tylko co do wartosci w kazdej z kolumn (punkty 4, B, C).

Jezeli chodzi o rzedy, to w kazdym z nich mamy identyczny stan wstg¢pnego przygoto-
wania w kierunku osi x. Jest oczywiste, ze w poszczegdlnych rzedach stan ten jest inny.

Dla wyznaczenia ksztaitu krzywych granicznych plynigcia, z kazdej duzej prébki
wycinano po siedem matych prébeczek o wymiarach 18x 110 mm. Prébeczki wycinano
w réznych kierunkach tworzacych z osig x katy « = 0°, 15°, 30°, 45°, 60°, 75° i 90°. Kazda
z malych prébeczek poddawano jednoosiowemu rozcigganiu na zwyklej zrywarce o napedzie
mechanicznym. Odksztalcenia mierzono za pomoca elektrycznych tensometréw oporo-
wych typu RL 15/120 (diugo$¢ 15 mm, opdr 120 omdw) naklejanych na powierzchni
prébeczek, a do ich odczytow uzyto mostka tensometrycznego T-2 wykonanego przez
ZBMM Politechniki Warszawskiej.

Dla kazdej malej probeczki sporzadzono wykres naprezenia w funkeji odksztalcenia,
z ktérych okreslano wartoéci naprezei odpowiadajacych granicy proporcjonainosci oraz
wartoéci naprezefi dla okreslonych odksztatcen plastycznych e, = 0,01, 0,02, 0,1, 0,2,
0,3, 0,4, i 0,5%,. Proces rozciggania prébeczek prowadzono az do zerwania dla okre$lenia
wartosci naprezen maksymalnych.

Wyniki badania kazdej serii probeczek wycietych z duzej prébki przedstawiono w for-
mie punktéw w przestrzeni naprezen oy, o, 1 7.,. Przez punkty te wykreslano nastepnie
linie odpowiadajace réznie zdefiniowanym powierzchniom plastycznosci.

Analize do$wiadczalng przeprowadzono przez porownanie wynikéow kolumy pierw-
szej z wynikami pozostalych kolumn. Poréwnywane pary dwéch kolumn réznia sie tym,
ze w seriach z kolumny pierwszej brak jest poczgtkowego odcinka, wzdtuz osi y, drogi
wstepnego obciazenia. Mozna wigc przyjaé, ze poréwnujemy wyniki badan uzyskanych
dla dwéch réznych materiaidow, pod wzglegdem ich wyjsciowych wlasnosci mechanicz-
nych, poddawanych jednakowym obcigzeniom na drodze wzdiluz osi x, poprowadzonej
prostopadle do kierunku walcowania. JesteSmy wigc w stanie przesledzi¢ wplyw poczat-
kowej deformacji, wywolanej obcigzeniem wzdluz osi y, na ksztalt powierzchni plastycz-
nosci materiatu odksztalcanego ponownie wzdtuz osi x.

Pierwsze préby badania efektu pamigci materialu zostaly podjete w pracach [2-5].
W pracach [2-4] badania do$wiadczalne przeprowadzono na cienkos$ciennych prébkach
rurkowych, wykonanych z mosiadzu M-63, poddawanych dzialaniu osiowego rozciagania
1 ci§nienia wewnetrznego. W pracy [5] badania przeprowadzono na prébkach plaskich.
We wspomnianych pracach efekt pamigci materialu badano tylko dla jednej okres§lonej
wartoéci napr¢zenia wstepnego o,.

W przedstawionej pracy badania efektu pamigci materiatu oparto na trzech réznych
warto$ciach obcigzenia wzdtuz osi y (punkty A, B, C) podanych w kolumnach 11, IIT
i IV na rys. 2. Stopniowe zwigkszanie obcigzen na osi x i badanie dla poszczegdlnych
wartoéci tych obcigzen ksztaltu powierzchni plyniecia pozwolito na przeprowadzenie
pelnej analizy efektu pamieci materialu. Obszerny material do$wiadczalny (140 prdbek)
pozwolil na uzyskanie wynikow nie tylko jakosciowych, ale rowniez i ilosciowych.
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3. Wyniki do$wiadczen

Na rys. 3 pokazano dla przyktadu komplet wykreséw rozciggania matych prébeczek
dla serii I-5. Na wykresach tych pokazano sposéb wyznaczania umownych granic pla-
stycznosci. Oznaczono je przez ¢ z odpowiednim dolnym wskaZnikiem. Przez o,,,, ozna-
czono granice proporcjonalnosci, ktora odpowiada poczatkowi odchylenia si¢ wykreséw

6
fiom] oo

sk 03 ' Gy = 20kpmm?]

201
B

-

10 N
r Seria [ -5

5 0 01 &%)
: —
i Skala odksztatcenia

0

Rys. 3

od swoich poczatkowo prostoliniowych czgsci. Wskazniki liczbowe okre$laja wartosci
odksztalceni plastycznych, dla ktérych okre§lone granice plastyczno$ci wyznaczono.

Po okreSleniu wyzej wymienionych granic plynigcia obliczono skladowe naprezenia
z zaleznosci

1
Ox = 7<r(l +cos2a),

2) gy = —;—a(l—c052a),
.
Ty = 7051n2a.

Skladowe te wyznaczaja wspélirzedne punktéw do§wiadczalnych w przestrzeni naprezen
dla plaskiego stanu naprezenia. Przez punkty te wykre§lano nastgpnie krzywe plyniecia.
Przedstawiono je na rysunkach w dwéch rzutach. We wszystkich przypadkach po lewej
stronie pokazano:rzuty na plaszczyzng o,, g,, po prawej stronie — rzuty na plaszczyzng
MOG, prostopadia do dtuzszej osi elipsoidy (rys. 1) i przechodzaca przez of 7,,. Na rys. 4
pokazano wyniki badaf dwéch serii prébek I-1 i (I-1)a. Punkty na rysunku okre$laja
wartoéci §rednie z dwoch wielko$ci do§wiadczalnych. Badania te przeprowadzono dla
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sprawdzenia izotropowos$ci materiatu oraz dla wyznaczenia ksztattu umownych powierz-
chni plastycznosci materialu wyjsciowego. Otrzymane punkty leza bardzo blisko elips
teoretycznych Hubera—Misesa. Badany material mozna wigc praktycznie uwazaé za
izotropowy.

bx
Seria [ -1 0
by
0
6y[kpmm'7/
Rys. 4

Duze prébki w kolumnach I1, 11T i IV w rzedzie 1 (rys. 2) odksztalcano plastycznie
wstepnym obciazeniem do punktéw A4, B, C i odciazono. W wyniku takiego zabiegu
uzyskano nowe materiaty, je§li chodzi o ich wlasno$ci mechaniczne, i nazwano je materia-
tami «drugim», «trzecim» i «czwartym». Material wyjsciowy natomiast przyj¢to jako
materiat «pierwszy». Na rys. 5 pokazano ksztalty umownych powierzchni plastycznosci dla
materialu «czwartego». Jak bardzo przebieg ich rézni si¢ od ksztattu odpowiednich po-
wierzchni materiatu wyjsciowego przedstawiono na rys. 6. Podobne réznice, chociaz
Znacznie mniejsze, uzyskano z poréwnania materialéw «drugiego» i «trzeciego» z «pierw-
szym». W nastgpnych seriach badan te cztery materiaty poddawano jednakowym obcig-
zeniom wzdtuz osi x, kolejno do punktu E w rzedzie 2, do punktu F w rzedzie 3 oraz do
punktéw G, H i M w rz¢dach nast¢gpnych. Na rys. 7—10 pokazano dla przykladu poréw-
nania odpowiednich wynikéw badan uzyskanych dla I'i IV kolumny. Analiza powyZsza
pozwolita przesledzi¢ proces «zapominaniay» przez material, podczas wtérnego obcigZenia,
o skutkach w nim wywolanych wcze$niejszym odksztalceniem na innej drodze wstgpnego
obciazenia. Analiza ta pozwolila rowniez okreslic wplyw wielkoéci obciaZenia pierwotnego
(oc > op > 0,4) wzdluz osi y na péZniejszy proces «zapominania» przy powtérnym obcia-
zeniu materiatu na drodze Ox. Przedstawiony w pracy program badan pozwolil na przesle-
dzenie calego procesu zblizania si¢ wiasnoéci mechanicznych poréwnywanych materia-
téw w czasie powtdérnego obcigzania. Wprowadzono parametr § = |do,|+]4a,|. Przez
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Ao, 1 Ao, oznaczono réznicg naprezen na osiach wspdtrzednych jaka wykazuja poréwny-
wane powierzchnie plynigcia (rys. 11).

Na rys. 12—14 pokazano przebieg parametru § w funkcji wielkoSci drugiego obcia-
zenia wstepnego o''. Z wykresow tych widaé, jak w miare wzrostu wielkoéci drugiego
obciazenia ¢ réznice migdzy poréwnywanymi powierzchniami maleja.

By Fowierzchnie po obcigzeniu
na drodze OPQ
=== na drodze OPORO

N
\
l B=[86x)+[864] ;

/
——— - [

0 -—

A6x b
Rys. il
A l
4 -2
lhpmat]| =26 [86y] ’I\ J o = Gprop
6 f 6
Y o " Ogos
-\
¥ o - Ggp
A )
B ~ ® ~ Gy
. )
002 1 (L- * = Gps
4 } % Omax
| |
} |
| |
2 l |
| |
| I
| q — !
| \>|<\ 6"
| \ N —
. I | Y=
i 5 15 20 67 [kpmm?

Rys. 12

Poniewaz wyniki doswiadczalne otrzymuje sie z okreslona doktadnoscia, przyjeto
7e poréwnywane powierzchnie sa praktycznie identyczne, jezeli dla B/o® = » = 5 [%].
Z rys. 12—I14 wyznaczono wartoéci " dla » = 5, 10 i 15 [%] i podano je w tablicy 1.
Jak wynika z tablicy 1, najwicksze wartosci ¢"" wystepuja dla powierzchni a,,,. Wynika
stad, Ze spelnienie warunkdw, przy ktérych nastapi pokrywanie si¢ powierzchni oy,
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zapewni pokrywanie si¢ pozostalych poréwnywanych powierzchni. W dalszym ciagu
rozpatrzono wigc efekt pamigci materialu w odniesieniu do powierzchni 6,,,, 1 65,;. Dla
tych dwoch wybranych powierzchni sporzadzono tablice 2. Podano w niej stosunek p =
= o'/, a wiec taki stosunek wielkosci drugiego obciazenia do pierwszego, przy ktérym
material zapomina o skutkach w nim wywolanych tym pierwszym obciazeniem. Wielko$é
D bedziemy nazywali funkcja pamieci materiatu. Przebieg funkcji p, dla dwdoch powierz-

o Zaleznosc p=f(61)
Y65, p
S dia a=(B,/6°) =5(%]

35

30

2%

20

15

10 ] | | )|
10 1 1?2 3 “ 5

p=6”/61

Rys. 15

chni, w zaleznosci od warto$ci pierwszego obciaZenia przedstawiono na rys. 15. Latwo
zauwazyé, ze efekt «zapominania» osiaga si¢ zawsze dla p > 1. Najciekawsze jest jednak
to, Ze najwigksza warto$é p = 1,4 wystegpuje dia malych wartosci obciaZenia pierwszego.
W miare wzrostu of wielkoé¢ obciazenia drugiego maleje, a funkcja p dazy do jednosci.

4. Analiza wynikow

Jak wynika z do§wiadczen oméwionych w poprzednim punkcie, poczatkowa powierz-
chnia plastycznosci doznaje wskutek odksztalcen plastycznych zaréwno zmiany wymiaréw
i ksztaltu, jak i przemieszczenia w przestrzeni naprezen (rys. 5). Zmiany te wynikaja ze
wzmocnienia metali na skutek deformacji plastycznej. Wobec powyzszego warunek pla-
stycznoéci Hubera-Misesa stanowi tylko punkt wyjécia w naszych rozwazaniach. W dal-
szym ciggu, w kazdym momencie procesu odksztalcenia musimy zna¢ ciagle zmieniajacy
si¢ ksztalt i polozenie powierzchni plastycznoéci. Scisty opis matematyczny tych zmian
jest ze wzgledu na ich ztozono$¢ praktycznie niemozliwy i dlatego staramy si¢ je opisaé
za pomoca uproszczonych zaleznosci zwanych hipotezami wzmocnienia. Hipotez tych jest
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kilka, ale w tej pracy zajmiemy si¢ opisem efektu pamigci materiatu tylko w oparciu o dwie
z nich, mianowicie, w oparciu o hipotezy izotropowego i kinematycznego wzmocnienia.
Hipoteza wzmocnienia izotropowego polega na zalozeniu, Ze wskutek procesu odksztat-
cania poczatkowa powierzchnia plastycznosci ulega jedynie réwnomiernemu rozszerzeniu
we wszystkich kierunkach, zachowujac poprzednie poloZenie w przestrzeni naprezen
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i ksztalt geometryczny. Na rys. 16 pokazujg to linie przerywane z kropkami. Wynika stad,
ze w hipotezie izotropowego wzmocnienia efekt «zapominania» zawsze zalezy od stopnia
pierwotnego obciazenia. Inaczej jest natomiast w hipotezie wzmocnienia kinematycznego.
Tutaj efekt «zapominania» dla pewnych wartoéci obciazenia nie zalezy od stopnia pier-
wotnego obcigzenia. Zaréwno dla programu 040 jak i 04’0 (rys. 17) powierzchnia fj
zajmuje to samo polozenie, a zatem, ta sama droga OP w kierunku ¢ jest §ladem zapomi-
nania niezaleznie od dtugosci drogi 04 pierwszego obciazenia. Na rys. 16 §lad ten przed-
stawia linia 0'0p Ok.

Weryfikacj¢ teoretyczng efektu pamigci przeprowadzono dla dwéch powierzehni
plastycznoéci, mianowicie o, i 0p,;.

Na rys. 18, na plaszczyznie o''-¢', przedstawiono wyniki doswiadczalne i zaleznosci
teoretyczne dla powierzchni o,,,,. W zakresie wartosci ¢'' /o, = 2,6 lepszy opis efektu pa-
migci materiatu wynika z hipotezy kinematycznego wzmocnienia. Powyzej tej warto$ci lepszy
opis efektu wynika z hipotezy izotropowego wzmocnienia. Podobne przedstawienie wyni-
kéw teoretycznych i dos$wiadczalnych dla 64,; podano na rys. 19. Dla tego przypadku
widzimy niezaprzeczalna wyzszo$¢ hipotezy kinematycznego wzmocnienia do opisu efektu
pamigci materiatu. Ma to duZe znaczenie praktyczne z punktu widzenia obrobki plastyczne;.

5. Whioski

Wyniki do$wiadczen wykazaly, ze pod wplywem odpowiednio duZego obcigZenia
wtdrnego material zapomina o swojej pierwotnej historii obcigzenia i zachowuje sie tak
jak material obciazony tylko tym pézniejszym sposobem obciazenia. W przypadkach
tych o wlasnoéciach materialu decyduja tylko ostatnie stany obcigzenia, pod dzialaniem
ktérych material si¢ znajdowal.

Warto$é drugiego obciazenia zalezy od wielkoséci obcigzenia pierwszego oraz od tego,
ktéra z powierzchni plynigcia rozpatrujemy.

Przyjmujac w rozwazaniach powierzchni¢ o,,,, efekt pamigci matertalu mozna opi-
sywaé¢ w oparciu o hipotez¢ kinematycznego wzmocnienia.

Badania wykazaly, ze istnieje mozliwo$¢ wywolywania w materiale, przy pomocy
odpowiedniego obciazenia, okre$lonych wlasnosci mechanicznych korzystnych dla péz-
niejszej pracy elementu konstrukcji wykonanego z tego materiatu lub zmiany tych wia-
sno$ci, ktére material nabyt w przeszlosci na skutek odksztalcen plastycznych.

Literatura cytowana w teksScie

oy

. W. SzczePINSKI, On the effect of plastic deformation on yield condition, Arch. Mech. Stos., 15 (1963), 275.
. J. Miastkowsk1, Wplyw historii obciqzenia na powierzchnie plastycznosci, Cze$é 1., Mech, Teoret. Stos.,
4, 2, (1966).

3. J. MiIasTKOWSKI, Wplyw historii obciqzentia na powierzchnie plastycznosci, Czeéé I, Mech, Teoret.
Stos., 6, 1, (1968)."

4. J. MIASTKOWSKI, Analysis of the menory effect of plastically prestrained material, Arch, Mech. Stos.,
3, 20, (1968).

5. W. SzczepiNskl and J. MIASTKOWSKI, An experimental study of the effect of the prestraining history

on the yield surfaces of an aluminium alloy, J. Mech. Phys. Solids, 16 (1968) 153-162.

[ 5}



314 J. MIASTKOWSKI

Pesome

OKCITEPUMEHTAJIbHBIN AHATN3 3PPEKTA HACIEICTBEHHOCTU
ITIJACTHYECKH JE®OPMHPOBAHHOT'O MATEPHAJIA

B paGoTe paércs aKcnepuMeHTanbHbI aHanns agderra HacneacTBEHHOCTH MaTepuala, NoJBeprae-
MOTO IIPEABAPUTENBHBIM IIACTHUECKUM Aedopmanusim. IKCIEPHUMEHTEI MPOBOAHIINCEH HA TTOCKHX 00pas-
LaxX U3 ATIOMMHHEBOTO CIIaBa METOJOM BbIpe3iu o0pasLOB M3 NpeIBapUTENsHO AedhOoPMHPOBaHHON
OIHOOCHBIN PacCTsDKeHHeM TacTHHbl. OGpasibl BLIPE3aaHCh IIOX Pa3IMYHLIME YTJIamMH K HalpaBJIEHUIO
NMpesBapHUTENsHON AedopMaLMy, a 3aTeM PACTATHBANMCh NO AOCTHIKCHMSA Npefena reKydectH. Ha ocHo-
BaHHHY IIOJTyUEHbIX JAHHBIX ONPERESIAIOCh HECKOIBKO YCIOBHBIX NIOBEPXHOCTEH Teuenus. ITyTem cpaBHe-
HHsL COOTBETCTBYIOUIMX MOBEPXHOCTEH TEKYUECTH IPOBOAMTCSA aHAIM3 addexTta HACIEICTBEHHOCTH Ma-
Tepuana. [IokasaHo, UTO MJIsI JOCTATOUHO ANMHHOTO Y4YacTKA NYTH HATPY)KEHUs, IIO CPAaBHEHHUIO C Ha-
YaIbHbIM, (hOpma TIOBEPXHOCTH TEUEHHS HE 3aBHUCUT OT HAYANBHOTO Y4YacTKa IIYTH HATPY(EHUS.

Summary

EXPERIMENTAL ANALYSIS OF THE MEMORY EFFECT OF A PLASTICALLY PRESTRAINED
MATERIAL

Experimental analysis of the memory effect is discussed for plastically prestrained aluminium alloy.
Tests were carried out using plane specimens cut out in different directions from previously plastically
deformed sheets.

Experimental results show that if two various loading paths have different initial sectors and a common
final sector, the influence of these initial sectors on the yield surface is the smaller, the longer is the final
common sector.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostata zlozona w Redakcji dnia 15 lutego 1973 r.
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ZASTOSOWANIE ELASTOOPTYKI DO KSZTALTOWANIA GLOWICY ZAPORY FILAROWEJ*)

RoMAaN S. DOROSZKIEWICZ, JERZY L1IETZ, BOGDAN MICHALSKI
(WARSZAWA)

1. Zastosowanie metod elastooptycznych do ksztaltowania zapér wodnych

Przy projektowaniu zapdr korzysta si¢ od dawna i w bardzo szerokim zakresie z mode-
lowych badan doswiadczalnych, a w szczegdlnoéci z badan elastooptycznych. Mozna
nawet powiedzie¢, ze badania modelowe zapdr staty si¢ klasyczna domena zastosowan
elastooptyki. Rodzaj i charakter prowadzonych badan jest uzalezniony od rangi i typu
projektowanej zapory i moze byé bardzo rézny: od wycinkowych plaskich badan stanu
naprezenia w pewnych wybranych czesciach konstrukcji do badan petnego stanu napre-
zenia w calej sekcji zapory na modelach tréjwymiarowych. Przykladem tych ostatnich
mogg byé badania zapory brackiej [1] i [2]. Przyktady badan pierwszego typu spotykamy
w literaturze czesto [3]+ [7]. Naleza do nich takZe badania stanu naprezenia w przekroju
poprzecznym glowicy zapory filarowej opisanej w niniejszej pracy.

Przyczyn tak szerokiego wykorzystania modelowych metod doswiadczalnej analizy
naprezen przy projektowaniu zapér szukaé nalezy w charakterze tych konstrukeji.
Po pierwsze zapory grawitacyjne i filarowe stanowiace w istocie cigzkie masywy betonowe
o doé¢ ztozonym ksztalcie z galeriami kontrolnymi, komorami i przewodami wewngtrz-
nymi sg z reguly trudne do obliczenia wytrzymatosciowego metodami analitycznymi,
nawet przyblizonymi.

W tej sytuacji metody do$wiadczalnej analizy naprezen pozostaja glownym, a czesto
nawet jedynym narzedziem wyznaczania stanu naprezenia w tych konstrukcjach. Po wtére,
budowle pietrzace naleza do inwestycji bardzo kosztownych, sg obiektami wymagajacymi
wielkich iloéci materialdéw budowlanych (betonu i stali) i czesto nawet zupelnie niewielka
korekta ksztaltu zapory prowadzi do nader powaznych oszczednosei. Po trzecie, w przy-
padku tak kosztownych inwestycji, jak zapory, koszt badan eksperymentalnych, cho¢by
nawet o najszerszym programie, stanowi zawsze jedynie niewielki ulamek ogélnych kosz-
téw projektowanej inwestycji, za§ korzySci wyplywajace z tych badan moga okazaé sig
bezsporne i wielokrotnie przewyzszaja poniesione wydatki. Wiadomo w koncu, jak powaz-
nymi konsekwencjami grozi katastrofa zapory. Stad tez od budowli tych wymagamy szcze-
g6lnie wysokiego wspélczynnika pewnosci i stad tez wypltywa znaczenie mozliwie doktad-
nego poznania naprezen w tych konstrukcjach.

*) Praca zostala wyr6zniona trzecia nagroda w roku 1972 na konkursie PTMTS na prace do§wiadczalne
organizowanym przez Oddzial Czgstochowski Towarzystwa.
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2. Modelowe badanie gltowicy zapory filarowej

2.1. Cel i zakres badan. Wymienione we wstepie przyczyny sklonity do oparcia si¢ na wyni-
kach pomiaréw elastooptycznych przy projektowaniu glowicy pigtrzacej jednej z zapor
filarowych w Polsce.

Jakkolwiek zapora filarowa (rys. la) jest konstrukcja typowo przestrzenng i rozklad
naprezen w sekcji zapory jest tréjwymiarowy, to jednak stan napreZenia w pewnych jej
cze$ciach mozna badaé z dobrym przyblizeniem na modelach ptaskich. Dotyczy to w szcze-
g6lnoéci badania rozkladu gléwnych naprezen poziomych na Scianie odwodnej, ktére
decyduja o ksztalcie glowicy pietrzacej zapory. Sporzadzi¢ mozna tutaj model plaski,
bedacy odwzorowaniem czgsci wydzielonej z korpusu zapory dwiema bliskimi plaszczy-
znami réwnolegtymi, prostopadtymi od $ciany odwodnej (rys. la). Obciazenie przylo-
2yé trzeba na brzegu odwodnym w sposéb réwnomierny (rys. 1b), modelujac parcie

Rys. 1

hydrostatyczne wody. Wypadkowa tego parcia réwnowazymy reakcja R przyloZonag
mozliwie z dala od glowicy, co oczywiscie nie odpowiada rzeczywistemu schematowi
statycznemu, gdyz w konstrukcji przestrzennej parcie hydrostatyczne réwnowazone jest
naprezeniami stycznymi na powierzchniach tak wydzielonego obszaru plaskiego. Pozostaje
to jednak bez wickszego znaczenia dopdki analiz¢ naprezen ograniczamy do strefy przy
odwodnej $cianie glowicy.

Przy ustalaniu ksztaltu glowicy zapory pigtrzacej stawia si¢ warunek, Zeby na brzegu
odwodnym nie wystgpowaly naprezenia rozciagajace wywotane parciem hydrostatycznym.

Prowadzone przez autoréw badania nie ograniczaty si¢ do wyznaczenia stanu napre-
Zenia na brzegu odwodnym glowicy dla zaprojektowanego ksztaltu, lecz mialy szerszy



ZASTOSOWANIE ELASTOOPTYKI 317

zakres. Zbadano mianowicie, jaki wplyw na stan naprgzenia ma zmiana ksztaltu przekroju
oraz jaki ksztait mozna uznaé za optymalny. W tym celu zbadano dziewigé réznych warian-
téw uksztaltowania glowicy (patrz rys. 2), o ktérych bedzie mowa w rozdziale 4 poswie-
conym optymalizacji.

by

£y ¢
[ A

Rys. 2

2.2, Sposoby realizacji obciazenia réwnomiernie rozlozonego. W elastooptycznych badaniach
modelowych realizacja réwnomiernego obciaZenia brzegu modelu nastrgcza zazwyczaj
pewne trudnosci.

Najprostszym jej sposobem jest zastapienie obciaZenia réwnomiernego ukiadem sit
skupionych. Ten sposéb prosty w realizacji bywa stosowany woéwczas, gdy przedmiotem
analizy jest stan napreZenia w strefie dostatecznie oddalonej od obciazonego brzegu.

Lepsze wyniki uzyskaé mozna przez zastosowanie mechanicznego ukladu dzwignio-
wego, ktdéry dziala na brzeg modelu za po$rednictwem migkkich, elastycznych podktadek.
Jednak i w tym przypadku nieuniknione sa pewne lokalne nieréwnomierno$ci obciaZenia
uniemozliwiajace doktadna analize napreZen na obciazonym brzegu.

Najbardziej réwnomierny rozklad obcigZenia uzyska¢ mozZna przez zastosowanie
specjalnych pneumatycznych lub hydraulicznych urzadzen obciazajacych. Ten sposéb
obcigzenia bywa jednak rzadko stosowany w praktyce badan elastooptycznych, gdyz
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wymaga on przewaznie budowy specjalnego urzadzenia dla kazdego ksztattu modelu.
Cennymi zaletami pneumatycznych i hydraulicznych urzadzen obciazajacych sa: plynne
przyktadanie obciaZen, mozno$¢ obciazenia zalamanych i krzywoliniowych powierzchni
modelu oraz stosunkowo niewielkie wymiary.

W literaturze technicznej znalez¢ mozna opisy hydraulicznych urzadzen obciazajacych
do réwnomiernego obcigzania brzegdw prostoliniowaych oraz otwordw okraglych. Brak
natomiast dotychczas hydraulicznych lub pneumatycznych urzadzen umozliwiajacych
obciazanie brzegéw o innym ksztalcie. Wobec tego autorzy zaprojektowali i wykonali
hydrauliczne urzadzenia do réwnomiernego obciazenia zatamanych brzegéw modelu
o réznym uksztaltowaniu, do obciaZzenia liniowo zmiennego i do obciazenia brzegéw
modelu o zarysie krzywoliniowym.

Najbardziej uniwersalny charakter sposrdd tych urzadzen ma pneumatyczne urza-
dzenie obciazajace, ktérego schemat dziatania jest przedstawiony na rys. 3. Urzadzenie to

N

Rys. 3

umozliwia réwnomierne obcigZenie brzegu modelu wykonanego ze sprezystego materiatu
elastooptycznego o wysokiej czutosci. Model (8) umieszczony jest pomigdzy dwiema ptyt-
kami ze szkla organicznego. Réwnomierne obciaZzenie brzegu modelu uzyskiwane jest
za pomoca jednego lub dwéch balonikéw (6) z bardzo cienkiej gumy, poddanych ci$nieniu
powietrza do 0,3 MN/m2. Ograniczenie strefy dzialania obcigZzenia uzyskano za poéred-
nictwem dwoch zasuwek (7) przylegajacych do modelu. Gérny brzeg modelu jest oparty
na poziomej poprzeczce (9), ktérej potozenie mozna zmieniaé. Utatwia to kompensacj¢
przemieszczenia modelu skutkiem odksztalcen. Powietrze tloczone jest pompa tlokowa (1),
zaopatrzong w zawdr zwrotny (3) przewodami (2) do balonika (6), ktéry pelni rolg ele-
mentu obciaZajacego. Zbiornik o pojemnosci okolo jednego litra (4) umieszczony bezpo-
$rednio za pompa zapewnia ciagle narastanie ci$nienia, ktére mierzone jest manometrem
(10). W ukladzie umieszczony jest rowniez model skalujacy (5), wykonany z tego samego
materialu, co i badany mode! (8). Stanowi go tarcza kotowa {ciskana wzdluz $rednicy.

Takie urzadzenie pneumetyczne moze byé stosowane do obciaZzenia réznie uksztatto-
wanych brzegédw modelu, réwniez krzywoliniowych. Jego ujemna strong jest to, ze nie
pozwala na realizacje duzych ciénieri. Poza tym stosowaé je mozna tylko do obcigzenia
modeli wykonanych z materialéw specjalnych o niskim module sprezystodci i wysokiej
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czutosci optycznej. Modele te wykazuja znaczne odksztalcenia, co pogarsza dokladno$é
wynikow.

Wieksze obciazenia zrealizowa¢ mozna przy zastosowaniu hydraulicznych urzadzen
obciazajacych.

W badaniach modelu glowicy zapory gléwnym przedmiotem zainteresowania nie byt
stan naprezenia w glebi modelu, lecz wartosci napr¢Zen na obcigzonym brzegu. Wobec
wymagania znacznej doktadnosci wynikow nalezalo stosowaé modele z normalnych, sztyw-
nych materiatéw elastooptycznych. Zastosowano wigc hydrauliczne urzadzenie obciaza-
jace, przedstawione na rys. 4. Zasada jego dziatania widoczna jest na schemacie pokaza-
nym na rys. 5. Urzadzenie skiada si¢ z dwuczeSciowego korpusu (/), w ktérym wyprofi-
lowany jest odpowiedni kanat (2). Do kanalu tego wprowadzona jest cienkoscienna rurka
gumowa (3) zamknieta odpowiednimi zaworami (4).

Rys. 4. Hydrauliczne urzadzenie obciazajace

Do rurki wprowadzony zostaje pod odpowiednim cisnieniem olej, ktory poprzez szcze-
ling w korpusie wywiera réwnomierny nacisk na model (5). Powinien on wchodzié¢ do
szczeliny z luzem okolo 0,1 mm na sciéle okreslona glebokoéé. Wysuwanie si¢ dolnej
krawedzi modelu w czasie obciazania, bedace wynikiem jego odksztatcen oraz luzéw 1 od-
ksztalced w calym ukladzie obciazajacym, nalezy kompensowaé. Dokonywane jest to
recznie droga pokrecania widocznych na zdjeciu (rys. 6) $rub przesuwajacych gdérna
podpor¢ modelu. Mozna w ten sposéb réwniez poprawi¢ symetri¢ obrazu elastooptycz-
nego, a wiec i obciaZenia.

2.3. Pomiary elastooptyczne. Ze wstgpnej analizy zagadnienia wynika, Zze niepozadane naprg-
Zenia rozciagajace przy zmianie uksztattowania sekcji zapory zaczynaja najpierw pojawia¢
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sie posrodku brzegu odwodnego. Warto$¢ naprezen $ciskajacych w tym punkcie jest miarg
pewnosci, ze w konstrukcji nie wystgpuja rozciagania. Wartosci naprezen w srodku brzegu
odwodnego stanowia zatem punkt wyjscia przy wyborze ksztaltu przekroju poprzecznego
glowicy najkorzystniejszego z punktu widzenia bezpieczenstwa 1 ekonomii. Z tego tez
wzgledu w punkcie tym trzeba szczegdlnie doktadnie okre§laé wartosci naprezen.

Rys. 5§

Metoda powierzchniowa opierajaca si¢ na analizie iZzochrom nie zapewnia wymaganej
dokiadnosci, zwlaszcza przy zaobserwowanej konfiguracji izochrom. W zwiazku z tym
zastosowano sposob okredlania rzedu izochromy metoda kompensacji goniometrycznej.
Przyjeto najpraktyczniejsza w tym przypadku metode kompensacji goniometrycznej
Tardy’ego i dla kazdego modelu przeprowadzono seri¢ pomiaréw Kkompensacyjnych
w $rodku obcigzonego brzegu.

Niezaleznie ustalono kompensacyjnie srednia warto$¢ rzedu izochromy w czeéci pro-
stokatnej modelu, w przekroju lezacym pomigdzy podpora a glowica. Okreslono z tego
wypadkowa parcia hydrostatycznego doktadniej niz na podstawie wskazai manometru.

Stanowisko badawcze wraz z modelem widoczne jest na rys. 6. Hydrauliczne urza-
dzenie obciazajace przymocowane jest do belki ramy obciazajacej i zasilane olejem tlo-
czonym pompa §rubowa.

Poniewaz stosowane urzadzenie hydrauliczne dawalo obcigZenie na konturze prosto-
katnym, a poszczegélne modele miaty rézne skosy po stronie obcigzonej, skosy te wypel-
niono klinami odpowiedniego ksztaltu.

Modele do badad wycicto z arkusza zywicy epoksydowej typu Epidian o module
sprezystosci podiuznej E = 3300 MN/m? i stalej materiatlowej K = 1,1 MN/m? rz. izochr.
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Rys. 6. Stanowisko badawcze

3. Wyniki pomiaréw elastooptycznych

Na podstawic otrzymanych zdjeé izoklin sporzadzono zestawieniowe wykresy izoklin
(rys. 7a) oraz wykresy trajektorii naprezen gléwnych i maksymalnych stycznych (rys. 7b).

Zestawienie zdje¢ izochrom dla wszystkich zbadanych modeli przedstawiono na rys. 9.

W oparciu o wykresy izochrom i wartoéci efektow optycznych, zmierzone metodg
kompensacji, sporzadzono zestawieniowe wykresy naprezen brzegowych dla srodkowej
czesci brzegu odwodnego zapory (rys. 8). W dalszym ciagu rozpatrywac bedziemy jedynie
ekstremalng warto$¢ napreZenia brzegowego po stronie odwodnej (punkt A rys. 2) oznacza-
jac je przez o. Postugiwaé si¢ bedziemy bezwymiarowa wartoscia napre¢zenia odnoszac ja
do obcigzajacego cisnienia hydrostatycznego p.

Analiza otrzymanych wykresdw naprezefi brzegowych pozwala na wyciagnigcie nastg-
Pujacych wnioskéw jakosciowych. Wielkosé skosu BE po stronie odwodnej (rys. 2) ma
znacznie wigkszy wplyw na wartoséci naprezen brzegowych anizeli wielkos¢ skosu CD po
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a) Mode! b2 b) Model bz

Rys. 7

o/p

10

a6
04

02

Rys. 8

stronie odpowietrznej. W przypadku modeli o niewielkim skosie po stronie odwodnej
(wariant c) konieczna jest stosunkowo znaczna wysoko$é skosu glowicy po stronie odpo-
wietrznej, aby na brzegu odwodnym nie wystgpowaly naprezenia rozciagajace. Wynika
stad, Ze przy projektowaniu glowicy zapory giéwny nacisk potozy¢ trzeba na nalezyte
uksztaltowanie skosu $ciany odwodne;j.

Celem doktadnego zbadania wplywu zmiany wielkosci obu skosow na warto$ci napre-
zen brzegowych i wyznaczenia optymalnych parametrow glowicy zapory przeprowadzono
analize¢ optymalizycyjng, opisana w nastepnym rozdziale.



zdjec izochrom

Rys. 9. Zestawienie
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4. Optymalizacja ksztaltu glowicy zapory?

Podstawowym problemem przy optymalizacji ksztattu jakiejkolwiek konstrukcji jest
wybdr wlasciwego kryterium optymalizacji i zmiennych parametréw ksztaltu. W praktyce
nie ma bowiem ani mozliwosci, ani potrzeby uwzglgdnienia zmiany zbyt wielu parametrow:
wprowadzenie zmiennosci kazdego nowego parametru pociaga za soba kilkakrotne zwiek-
szenie liczby badan i z tego wzglegdu konieczny jest zawsze pewien kompromis miedzy
pozadanym zakresem badan a mozliwo$ciami technicznymi.

W rozpatrywanym przypadku jako kryterium ksztaltowania przyjeto warunek mini-
malnej objetosci betonu przy stalym napre¢zeniu poziomym w srodku brzegu odwodnego
o/p = const. Kryterium to wydaje si¢ stuszne ze wzglgdu na bezposredni zwiazek miedzy
kubatura obiektu a kosztami jego budowy.

Jesli chodzi o wybdr zmiennych parametréw ksztattu przekroju istnieje cata gama réz-
nych mozliwo$ci. Mozna zmienia¢ wysoko$¢ i szerokos¢ skoséw, wysokos$¢ glowicy,
to jest odcinka glowicy prostopadlego do brzegu odwodnego (odcinek BC na rys. 2),
analizowaé wplyw wielokrotnego zalamania brzegu odwodnego, lub wreszcie wprowadzié
glowice o krzywoliniowym zarysie brzegu odwodnego i pokusi¢ si¢ 0 wyznaczenie opty-
malnej krzywej. Wzgledy techniczne i ekonomiczne przemawiajg przeciwko wprowadzeniu
krzywoliniowego lub wielokrotnie zatamanego brzegu odwodnego, gdyz powoduje to
znaczny wzrost kosztéw budowy przy stosunkowo nieznacznej oszczednos$ci betonu.

Po szczegdtowej analizie zdecydowano si¢ na optymalizacje wzgledem dwdch para-
metréw, za jakie przyjeto wysokosé skosu po stronie odwodnej i wysoko$¢ skosu po stro-
nie odpowietrznej. Zbadano 9 modeli, ktérych ksztatty okresla rys. 2. Oznaczono je odpo-
wiednio przez al, a2, a3, bl, b2, b3, cl, ¢2, ¢3. Obrazy izochrom w modelach przed-
stawia rys. 8. W takim ukladzie centralne miejsce zajmuje ksztalt b2. Przyrosty dtugosci
skosdéw wzgledem b2 oznaczono przez x po stronie odpowietrznej i y po stronie odwodne;j.

Na podstawie badan elastooptycznych wyznaczono warto$ci poziomego naprezenia
o/p w srodku brzegu odwodnego sekcji zapory (punkt 4 na rys. 2) dla dziewieciu modeli,
dla wszystkich mozliwych kombinacji parametréw x i y réwnych:

x=—2,0m 0 +20m
y=-09m 0 +1,0m

przy szerokoéci gltowicy réwnej 15 m.

Kazdej parze wartoéci x i y odpowiada:

— okres$lona doswiadczalnie warto$é naprezenia o/p (tablica 1),

— réznica objgtosci elementu zapory AV spowodowana zmiang wartosci x i y w sto-
sunku do ksztattu wyjsciowego b2 (x = 0, y = 0), (tablica 2).

W celu znalezienia rozwiazania analitycznego sformutowanego zadania, aproksymo-
wano funkcj¢ naprezen o/p = @(xy) oraz funkcje zmian objetosci AV = y(xy) powierz-
chniami drugiego stopnia stosujac metod¢ najmniejszych kwadratéw. Jak wynika z porow-
nania rzgdnych funkcji aproksymujacych z danymi wyjsciowymi wyznaczone powierzchnie
leza bardzo blisko danych punktéw. Swiadczy to korzystnie o doktadnosci pomiaréw.

> Obliczenia optymalizacyjne przeprowadzili W. Marks i J. Kasperkiewicz na komputerze Odra 1204
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Tablica 1. WartoSci o/p w punkcie 4 modelu wyznaczone na podstawie badan elastooptycznych

N’[ -2,0 0,0 2’0

+1,0 0,38 0,57 0,65
0,0 0,0 0,36 0,48
~0,95 | —0,44 —0,07 0,13

Tablica 2. Réinica objg¢tosci elementu zapory AV =V (x,y)—V(x =0, y = 0) w m?

x | ! |
y\\ | 2,0 0,0 | 2,0
1,0 201 805 1409
0,0 —604 0 604
~095 — 1309 —~ 765 161

Powierzchnie ¢(x, y) 1 w(x, y) przedstawione zostaty w aksonometrii na rys. 10.

o/p

oxy)

719

Rys. 10

Na rys. 11 przedstawiono rzuty krzywych przeci¢cia powierzchni g(x, y) plaszczyznami
poziomymi o/p = const na plaszczyzng ukladu wspotrzgdnych xy. Z krzywych tych widagé,
jak zmieniaja si¢ parametry x i y (wysoko$¢ skosow przy of/p = const). Postugujac si¢ tym
rysunkiem wyznaczyé mozna kombinacje wartoéci x i y (wielkosci skoséw) odpowiadajace
danej wartoéci napreZenia p./p. lub, metoda interpolacji, wartos¢ naprezenia p,./p,
odpowiadajgca przyjetej kombinacji parametréw x i y. Kazdej kombinacji parametréow

9 Mechanika Teoretyczna 3/73
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x 1 y odpowiada inna obj¢tos¢ sekcji zapory. Optymalna kombinacja parametrow x i y
przy zatozonej wartosci o/p odpowiada punktowi, w ktérym styczna do krzywej ¢(x, y) =
= const jest rownolegta do krzywej w(x, y) = const, tj. do linii przecigcia powierzchni
zmian objgtosci plaszczyzna pozioma. Laczac te punkty stycznosci otrzymamy lini¢ bez-
wzglednie optymalnych parametréw x i y. Jak widac z rys. 11 jest to linia prosta.

uh
100
ZU§ ] :\ a4 1 -
- 9 a36 10 X
. .
\a1
\0
=10 P~
Rys. 11
x4 havy
[mj
30
20
10
0 AL Y o T
.- = asJ aaﬁya" ofp
-10} T

Rys. 12

Na rys. 12 uwidoczniono krzywa zmian objetosci w funkcji zmian naprezenia o/p oraz
odpowiadajace krzywe x i y. Na podstawie krzywych przedstawionych na tym rysunku
wyznaczy¢ moZna optymalne parametry geometryczne glowicy pietrzacej zapory odpowia-
dajace przyjetej warto$ci naprezenia o/p i mozliwa do uzyskania oszczedno$¢ objgtosci
zapory w stosunku do objetosci sekcji zapory przy ksztalcie wyjéciowym (wariant 52).
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Optymalne wartosci x i y oraz roéznice objgtosci w zaleznoéci od zalozonych dopusz-
czalnych wartoéci o/p zestawione zostaty w tablicy 3.

Tablica 3

o 7 I x I y ‘ aAv
P .‘ [m] ! [m] | [m?)
0 —1,82 1 —0,25 | —750
0,1 —1,54 ’ —0,13 | —572
0,2 ; —-1,23 | +0,01 —379
0,3 ‘ —0,89 | +0,13 —162
0,36 —0,65 +0,23 —16
0,4 —0,49 [ +0,30 { +92

Zamieszczone wykresy daja wlasciwie projektantowi pelne informacje na temat wza-
jemnych zalezno$ci pomiedzy parametrami ksztaltu zapory i naprezeniami na $cianie
odwodnej. Pozwalaja one na optymalne z wytrzymaloéciowego punktu widzenia ksztal-
towanie gtowicy zapory. Potwierdzaja one poprzedni wniosek, Ze wysoko$¢ skosu po stro-
nie odpowietrznej ma mniejszy wplyw na wartoéci naprezen na brzegu odwodnym niz
wysoko$é skosu na brzegu odwodnym.

5. Uwagi koncowe

W wiekszoéci badan o charakterze praktycznym eksperymentatorzy ograniczaja sie
do rozpatrzenia jednego tylko przypadku (ksztattu), dla ktérego okreslaja stan naprezenia.

Przykiad opisany w niniejszej pracy wskazuje, jak na podstawie wynikéw badan ela-
stooptycznych mozna pojs¢ dalej i dokonaé optymalizacji ksztaltu badanej konstrukcji.
Wymaga to zbadania wigkszej liczby modeli. Jednak nakiad pracy nie jest bynajmniej
proporcjonalny do liczby zbadanych modeli, a uzyskane wyniki sg o wiele pelniejsze.
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Peszome

TNIPUMEHEHHE »OTOYINPYTOCTH K OIITHUMAJIBHOMY $®OPMHWPOBAHUIO
MACCHBHOI'O KOHCOJILHOI'O OI'OJIOBKA ITJIOTHHBI

B pabote onucan npumep npumeHeHHst (GOTOYIIPYTOCTH K ONTUMANILHOMY (hOPMHPOBRHHIO MaCCHBHOTO
KOIICOILHOTO orosioBKa. OmcaHa TeXHHKA MCCAeOOBaHUs, IpHUem ocobGoe BHHMaHUe oOpalieHo Ha pas-
paboTKy METONOB pEeIH3alMy PABHOMEPHOTO paclpefelieHHst Harpysku Io kpaio. IlpennokeHa npo-
rpamMma MCCAeNOBaHMIl, AalolIasi BO3MOXKHOCTb ONpEeNesIeHHsT ONTHMAIBHON (hOPMBI IONEPEYHOTO ce-
UYEHHSI MacCHBHOTO KOHCOJIbHOTO OrOJIOBKA.

TTonyuena orrrumanbsHas opma OroJIOBKA MIOTHHBI, OCHOBaHHAsA HA pe3yJbraTax (hOTOYNPYrux Hc-
cnenoBaHuii. B KauecTBe KpUTEPHS NIPMHSATO YCIOBUE MUHHMAIBHOK KyGaTypbl OTOJIOBKA, AJIs1 3aJaHHOR
BEJI{YHHbI HANIPSIKEHHI CO CTOPOHBI BepXHero Gbeda. OnrumalibHbIE IApaMeTPbl Pa3pesda, BbIYMCIIEHHbIE
npu ucnons3oBaHu DLIBM ODRA 1204, npencraBieHbl B BHAe Tabnull M JHarpamm.

Summary

APPLICATION OF PHOTOELASTICITY TO DAM BUTTRESS OPTIMUM DESIGN

The paper contains an example of application of the photoelastic method to designing of a dam but-
tress. Testing procedures are described, special attention being paid to the method of realization of a uniform
loading along the boundary of the model. Program of investigations is suggested rendering it possible to
determine an optimum cross-section of the dam buttress.

In the paper is described the optimization procedure of the shape of the dam buttress based on the
results of photoelastic investigations. As the optimization criterion is assumed the condition of minimum
volume of the buttress at a determined stress value on the upstream side. Optimum section parameters
calculated on the ODRA 1204 computer are presented in the form of tables and diagrams.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 lutego 1973 r.
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SPRAWOZDANIE

Z DZIALALNOSCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ ZA I KWARTAL 1973 R.

1. Zebrania naukowe

W okresie I kwartalu 1973 odbylo sie 13 zebran naukowych, na ktérych wygloszono 15 referatow
0 nastegpujacej tematyce:

Liczba
Lp. Data Prelegent Temat ucze- I dysku-
stnikow | tantow
Oddziat w Bydgoszczy
1. 19.01.73 T. Kabat Model ideowy plaskiego ukladu ciggien
sprzgzonych 12 17
2. v ar sy J. Lorkowski Zastosowanie EMC do obliczen plaskich
ukladow pretowych 12 6
3. 13.02.73 T. Jedryka Modele matematyczne proceséw sterowania
optymalnego 15 4
4, s A. Topolinski Drgania przy toczeniu ostrzami diamento-
wymi 15 8
Oddziat w Czestochowie
S. 17.01.73 W. Truszkowski Anizotropia wlasnosci mechanicznych i tek-
stura walcownicza metali o typie Al 58 7
6. 21.03.73 E. Tuliszka Wybrane zagadnicnia przeptywowe turbin
cieplnych 26 4
Oddziat w Gdansku
7. 16,01.73 W. Pietraszkiewicz Nieliniowa teoria powlok w ujeciu Lagrange’a 15 3
8. 14,02.73 E. Melerski Statyka pewnego przekrycia jednostupowego
w ujeciu probabilistycznym 12 4
9, 27.03.73 P. G. Glockner Powierzchnie Cosseratéw a teoria powlok
- (Kanada) tréjwarstwowych 17 4

Oddziat w Gliwicach

10.  22.03.73 T. Bes ] Rozklad materialu na sicie przesiewacza
wegla 12 5
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Oddzial w Krakowie

11. 21.03.73 G. Szefer, Plaskie 1 osiowo-symetryczne zagadnienie
B. Lechowicz, konsolidacji osrodka lepko-sprezystego 17 6
J. Gaszynski
Oddzial w Lodzi
12. J. Krodkiewski Stateczno$¢ i predkosci krytyczne walow

o niekolowym przekroju 13 3

Oddziat w Szczecinie

13. 18.01.73 Zebranie dyskusyjne nad referatami II kon-

gresu Nauki Polskiej 11 8
14, 23.02.73 L. Wasko Mocowanic elektryczne maszyn na kon-

strukcjach podatnych 26 8

Oddzial we Wroctawiu

15. 05.03.73 A. Borcz Prototypowe metody badania konstrukcji
opracowane w Zakladzie Budownictwa
Przemystowego Politechniki Wroclawskiej 19 brak
danych

2. Seminaria

1) Oddzial w Gdansku przeprowadzit Seminarium na temat «Metody elementébw skonczo-
nych», Wyklady prowadzili doc. J. Kruszewsk1 i prof. B. KOWALCzYK, przez 2 semestry, po 2 godziny
tygodniowo. W seminarium uczestniczylo 80 oséb.

2) Oddzial w Warszawie zorganizowal wspolnie z IPPT PAN Seminarium na temat «Po-
wierzchnie Cosseratéw a teoria powlok sandwiczowych»., Wyklady wyglosit prof. dr P. G. GLOCKNER
z Uniwersytetu w Calgary (Kanada), Wyklady te odbyly si¢ w Karpaczu, w dniach 23 i 26 marca 1973 r.,
uczestniczylo w nich okolo 60 oséb.

3) Oddziat we Wroctawiu przeprowadzil Seminarium na temat «Oddzialywanie o$rodka
sypkiego na konstrukcje». Seminarium odbylo si¢ w Karpaczu, w dniach od dnia 31 stycznia do 5 lutego
1973 r., z udzialem 46 0séb. Podczas seminarium wygloszono 18 nastepujacych referatow:

Silosy

. Z. Mréz, Wspblczesne teorie parcia osrodkoéw sypkich w zbiornikach pionowych,

. B. Budkowska, W sprawie obliczania parcia statycznego w lejach siloséw,

. Cz. Szymanski, Pasywny i aktywny stan cisnien w zasobnikach na materialy sypkie,

. J. Zawadzki, Analiza grawitacyjnych przeplywow osrodkow sypkich przez zasobniki,
. S. Kobielak, Wyniki badan modelowych naporu piasku i cementu w silosie,

. Z. Marcinkowski, Wyniki badan naporu cementu w silosie w skali naturalnej.

AN H W —-

Napor gruntu na konstrukcje

7. B. Bros, Przeglad metod badania naporu gruntu,
8. S. Dmitruk, B. Lysik, Problemy zwigzk6w fizycznych w mechanice osrodka rozdrobnionego,
9. T. Hiickel, O sprzgzeniu cech sprezystych i plastycznych w organicznych ciatach sypkich,

10. J. Dubis, Wyniki pomiaréw naporu gruntu na tymczasowe umocnienie wykopu,

11. Cz. Dawdo, Badania dotyczace naporu gruntu na umocnienia tymczasowych wykopow.
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Metody doswiadczalne

12. A. Drescher, O interpretacji wynikéw badan bezposredniego $cinania o$§rodkéw sypkich,

13. A. Borcz, J. Dubis, S. Kobielak, Metody pomiaru naporu o$rodka sypkiego na konstrukcje — czuj-
niki, aparatura,

14. A. Kwa$niewski, Z. Marcinkowski, B. Podolski, Referat polaczony z demonstrowaniem aparatury.

Oddzialywanie gruntu na narzedzia w procesach urabiania

15. W. Szczepinski, Problemy teorii mechanicznego urabiania gruntéw,

16. W. Trampczyniski, Weryfikacja do$wiadczalna rozwigzan teoretycznych dla pracy tyzki tadowarki,

17. S. Dymitruk, B. Lysik, Niektore zagadnienia obciazen zewngtrznych maszyn roboczych w $wietle
badan i doswiadczen,

18. A. Dragon, O zastosowaniu modelu ciala szytywno-idealnie plastycznego do problemu statecznosci
skarpy,

19, J. Ostrowska-Maciejewska, Zastosowanie metody szeregow potegowych do opisu pola naprgzenia
w stanie granicznym o$rodka sypkiego.

3. Sympozja

1)Oddziat w Gliwicach przeprowadzit w dniach 9—14 lutego 1973 r. w Szczyrku, IV Sym-
pozjum na temat «Metody statystyczne w mechanice — stochastyczna teoria maszyn».
Sprawozdanie z Sympozjum zamieszczamy oddzielnie.
2) Oddziat w Krakowie zorganizowal wspdlnie z AGH oraz Instytutem Budowy Maszyn
111 Sympozjum na temat «Techniki wibracyjnej». Podczas Sympozjum wygloszono 27 referatéw:
1. J. Adamkiewicz, Analiza plytowej zaggszczarki do gruntu z dwumasowym wibratorem,
2. T. Banaszewski, Wptyw parametréw konstrukcyjnych na amplitudy nieliniowych drgan przesiewacza
rezonansowego dwumasowego,
3. St. Bednarz, St. Kasprzyk, M, Robakowski, Dynamika i synteza wibrodozatordw,
4. W. Bogusz, Statecznos$¢ techniczna stochastyczna uktadéw wibrouderzeniowych,
5. Cz. Cempel, Kryteria minimalnej dynamiczno$ci w agregacie narzedzie — reka cztowieka — operatora,
6. A. Czubak, Funkcja modulujaca uderzenie nosiwa w rynne wibracyjna,
7. Z. Drzymala, Proba opracowania modelu matematycznego procesu wibracyjnego brykietowania
widrdéw metalowych,
8. Z. Drzymala, K. Ruszala, Urzadzenia do wibracyjnego ciecia metali,
9, Z. Drzymata, W. Zapalowicz, Aktualny stan badan w o$rodku techniki wibracyjnej w Instytucie Ma-
szyn Hutniczych i Automatyki AGH,
10. Z. Engel, St. Czarenski, Badania do$wiadczalne procesu przejéciowego urzadzenia wibrouderzenio-
wego,
11. Z. Engel, Analiza drgan nieliniowego uktadu wibrouderzeniowego o jednym stopniu swobody,
12. Z. Engel, R. Panuszka, Nowe konstrukcje napgddéw urzadzen wibracyinych,
13. W. Ferenc, St. Kasprzyk, Oszacowanie bledu przy aproksymacji zderzenia rzeczywistego delta Diraca,
14, J. Giergiel, J. Liszka, Zastosowanie przeno$nikdéw wibracyjnych do transportu goracego zuzla z pie-
cow przewalowych,
15. T. 1. llgakois, A. R. Jaksztas (ZSSR), Badanie statecznosci tlumika elektrodynamicznego,
16. St. Kasprzyk, Dobér racjonalnej charakterystyki ttumienia dla skipowych urzadzen przeciwko krusze-
niowych,
17. J. Kolenda, Analiza pewnych rezultatéw badan wibratoréw pograzainych,
18. P. Krzyworzeka, Przydatno$¢ diagnostyczna akustycznego pola drganiowego sprezarki tlokowej,
19. T. Ma$lanka, Wybrane zagadnienia identyfikacji procesu walcowania wibracyinego rur,
20. J. Michalczyk, Optymalny przeno$nik wibracyjny,
21. A. Mikolajczuk, Model dynamiczny oddziatywania warstwy sypkiego nosiwa na ruch rynny przeno$ni-
ka wibracyjnego,
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22. Z. Osinski, Charakter rezonansu drgan tlumionych tarciem wiskotycznym i konstrukcyjnym,

23. A. Pasierb, Parametry silowc w procesie ciagnienia drutdéw przy zastosowaniu ultradzwickowych drgan
ciagadla,

24. T. Piech, Wykorzystanie efektu Villary’ego do badan zmiennych sit w technice wibracyjnej,

25. J. Raniszewski, Badania analityczne i doswiadczalne ruchu wibromiota w przypadku wystepowania
kilku uderzeft w okresie sily wymuszajacej,

26. W. L. Ragulskene, O stercomechanicznych modelach uderzenia,

27. W. Stanek, Zespolony modul Younga w technice wibracyjne;j.
W sympozjum uczestniczylo 117 oséb, a w dyskusji zabralo glos — 48. Wydano materialy konferen-

cyjne.

4. Sprawy organizacyjne

W okresie sprawozdawczym odbylo sie Plenarne Zebranie ZG oraz 14 zebran organizacyjnych w Op-
dzialach. Liczba czlonkéw PTMTS wyniosta 610 osob.

SYMPOZJUM «METODY STOCHASTYCZNE W MECHANICE —
STOCHASTYCZNA TEORIA MASZYN»

Szczyrk-Biala, 9—15.11.1973 r.

Czwarty juz Sympozjon z zakresu metod statystycznych w mechanice odbyl sie w dniach od 9—15.11.
1973 r. w Szczyrku-Bialej. Sympozjon, w ktorym uczestniczyly 52 osoby, zostat zorganizowany przez Oddzial
Gliwicki PTMTS we wspolpracy z Instytutem Mechanizacji Gornictwa Politechniki Slaskiej. Materialami
podstawowymi, przygotowanymi na Sympozjon, byly referaty wydane drukiem w Zeszycie IMG Politech-
niki Slaskiej i PTMTS Gliwice 1973 r. oraz praca E. CzoGaLy pt. Niestacjonarne procesy stochastyczne
w ukladach dynamicznych o stalych rozlozonych, Zeszyt PTMTS, Gliwice, a takze ksiazka prof. M. DIETRICHA
pt. Wstep do stochastycznej teorii maszyn, PAN, Warszawa 1972 r. Materialy te zostaly dor¢czone uczestni-
kom sympozjonu.

Program obrad obejmowal 15 referatdw o nastgpujacej tematyce:

1. M. DrerricH, O stochastycznej teorii maszyn,
2. A. Miapowicz, L. SocHA, J. Szora, Réwnania ruchu i stabilino$¢ stochastyczna zwijarki blachy przy
dzialaniu wymuszenia stochastycznego,
3. A. CzecH, B. JanIEc, O asymptotycznych wlasnosciach rozwiazan problemu brzegowego dla rOwnania
struny,
4. A. TyLikOwskl, Stabilno$¢ techniczna pewnego ciaglego ukladu dynamicznego poddanego dzialaniu
zaburzen stochastycznych,
5. M. TyLikOwsKI, Stabilnosé¢ stochastyczna zamknietej powloki cylindryczncj,
6. A. BIALAS-ZABAWA, M. ZABAwA, Analiza pewnego ukladu ze strefa nieczuloéci przy pobudzeniu
stochastycznym,
7. W. BATKO, Zastosowanie aproksymaciji stochastycznej do okre$ienia funkcji intensywnos$ci uszkodzen,
8. A. FiLirOw, J. WEKEZER, P. WILDE, Stochastyczny model odchylek powierzchni zbiornikéw cylindrycz-
nych,
9. M. CuMUrAawaA, K. GRAIDEK, J. WoiNaROwskI, Niektére problemy badan wplywu ruchu zwierciadla
wody w osadzarce na jakos¢ wzbogacenia,
10. J. DekerT, W, KUrROwskI, O mozliwosci zastosowania pewnej skladowej drgan skretnych uktadu
kolo zebate — wal, jako sygnalu diagnostycznego do wyznaczania obciazen dynamicznych na zgbach,
11. St. DuBieL, O pewnej koncepcji okreslenia prawdopodobienistwa sterowalnosci obiektéw sterowanych
niecigglym procesem (ref. niepublikowany),
12. G. ORLIK, Analiza statycznych wlasnosci rzeczywistych odksztalcenn w powlokach zbiornikéw walco-
wych,
13. J. WICHER, Wykorzystanie obciazen losowych do badan dynamiki frezarek,
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14, A. BADURA, E. Czogata, O pewnym problemie nieliniowych drgan ciaglego ukladu dynamicznego

o wspélczynnikach losowych i wymuszeniu stochastycznym,

15. B. WAGNER, Metoda malego parametru przy wymuszeniu stochastycznym.

Referowane prace spotkaly si¢ z duzym zainteresowaniem stuchaczy, o czym $wiadczy duza liczba
dyskutantéw, lacznie 65.

Celem Sympozjonu i odbywanych w trakcie spotkan bylo przedyskutowanie biezacej dzialalnoéci
naukowej reprezentowanych krajowych osrodk6w naukowych i nawiazanie wspétpracy lub jej kontynuacja,
Referat wprowadzajacy wyglosit prof. M. DIETRICH: O stochastycznej teorii maszyn, a w poszczegdlnych
dniach obradom przewodniczyli profesorowie: T. OPOLSKI, Z. OLESIAK, Z. ORLOS, W, KASPRZAK i M, Die-
TRICH.

Giéwnymi organizatorami Sympozjonu byli: doc. J. ANTONIAK i dr hab. A. TyLikowskl. Waznym
osiggnigciem Sympozjonu bylo dalsze rozszerzenie grona os6b, zajmujacych si¢ metodami statystycznymi
w mechanice. Szereg referatow bylo wynikiem prac 0s0b rozpoczynajacych swoja dzialalno$¢ naukowa,
arzeczowa i ostra dyskusja wskazala im dalsze kierunki badan. Dyskutowano takze nad tematyka przyszlo-
rocznego Sympozjonu.

Jerzy Antoniak (Gliwice)

NI SYMPOZJUM TECHNIKI WIBRACYJNEJ
Krakéw, 9—10.11.1973 r.

W dniach 9—-10 lutego 1973 r. odbylo si¢ w Krakowie ITT Sympozjum Techniki Wibracyjnej organizo-
wane przez Krakowski Oddziat Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej oraz Akademie
Goérniczo-Hutniczg im. St Staszica w Krakowie. Otwarcia sympozjum dokonat JM. Rektor AGH prof, dr
Roman Ney, W sympozjum wzielo udziat 117 o0séb reprezentujacych rézne osrodki krajowe. W ramach
SYRIpozjum zorganizowany zostal pokaz aparatury pomiarowej do pomiar6w drgan firmy Hottinger z NRF,

Podczas sympozjum wygloszono 26 referatéw i komunikatéw, a mianowicie:

1. T. BANaszewsks, K. Laszczak, Wplyw parametrow konstrukcyjnych na amplitudy nieliniowych
drgan przesiewacza rezonansowego dwumasowego,

. S. BEDNARZ, S, KAsPrzyK, M. RoBakowsKI, Dynamika i synteza dozatora.

W. Bogusz, Statecznosé techniczna stochastyczna ukladow wibrouderzeniowych, )

C. CempeL, Kryteria minimalnej dynamicznosci w agregacie — narzgdzie reka cziowieka operatora,

A. Czusak, Funkcja modelujaca uderzenie nosiwa w rynng wibracyjna,

. Z. DrRzYMALA, Proba opracowania modelu matematycznego procesu wibracyjnego brykietowania
wibréw metalowych,

. Z. DrzymArA, K. Ruszara, Urzadzenia wibracyjnego cigcia metali,

. Z. DrzYMALA, W. Zaparowicz, Aktualny stan badan w Osrodku Techniki Wibracyjnej Instytutu
Maszyn Hutniczych i Automatyki AGH,
9. Z. EngGeL, S. KAsPRzYK, Analiza drgarii mechanicznego ukladu wibrouderzeniowego o jednym stopniu

swobody,

10. Z. ENGEL, R. PaNuszka, Nowe konstrukcie napedéw urzadzen wibracyjnych,

11. W. Ferenc, S. Kasprzyk, Oszacowanie bledu przy aproksymacji zderzenia deltg Diraka,

12. J. GerGleL, J. Liszka, Zastosowanie przeno§nikéw wibracyjnych do transportu goracego zuzla

z piecoéw przewalowych, ’

13. M. Horp, Zagadnienie zmian naprezen zginajacych w watach napedéw bezwladnos$ciowych,

14, P.J. ItGakons, A. R. JakszTas, Issledowanije ustojcziwosti elcktro-dynamiczeskogo dempfera,

15. S. Kasprzyk,’H. Knop, Dobér racjonalnej charakterystyki ttumienia dla skipowych urzadzen przeciw-
kruszeniowych,

16, Krzyworzeka, Przydatnosé diagnostyczna akustycznego pola drganiowego sprezarki tlokowe},

17, T. Ma$LaNKkA, Wybrane zagadnicnia identyfikacji proceséw walcowania wibracyjnego rur,

18. J. Micnarczyvk, Optymalny przeno$nik wibracyjny, »

NN

e BN |
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19. Mikoraiczuk, Model dynamiczny oddziatywania warstwy sypkiego nosiwa na ruch rynny przeno$nika
wibracyjnego,

20. A. Mikoraiczuk, Badania doswiadczalne procesu wibracyjnego zgarniania gruntu,

21. A. MIELNICKA, Badania materialéw pochlaniajacych w technice wibracyjnej,

22, Z. OsiNsk1, Charakter rezonansu drgan tlumionych tarciem wiskotycznym i konstrukcyjnym,

23. A. PasierB, Parametry sitowe w procesie ciagnienia drutéw przy zastosowaniu ultradzwigkowych
drgan ciagadia,

24, T. PiecH, Wykorzystanie efektu Villary’ego do badania zmiennych sit w technice wibracyjnej,

25. W, StAaNEK, Zespolony model Younga w technice wibracyjnej,

26. J. Tokarsk1, Urzadzenia wibracyjne do przygotowania masy formierskiej.

Jak z zestawienia wynika, referaty dotyczyly szerokich probleméw, zwiazanych z zagadnieniem czyn-
nego zastosowania drgan do realizacji r6znych proceséw technologicznych. Po referatach prowadzona byla
bardzo ozywiona niekiedy dyskusja. Glos w dyskusji zabrato 48 os6b.

Qd ostatniego Sympozjum Techniki Wibracyjnej, ktore odbyto si¢ w dniach 6—7.111.70 r. uplyngio
trzy lata. Zarbwno w referatach, jak i w dyskusjach podkreslano, ze mimo prowadzenia badan zwiazanych
z technika wibracyjna w wielu osrodkach polskich nie wida¢ duzego postgpu w tych pracach. Stosowane sa
niekiedy te same metody analizy ukladow wibracyjnych.

W tematyce konferencji przejawijaly sie zagadnienia: 1. metody badan, 2. opisy urzadzen i proceséw
wibracyjnych. Czes¢ referowanych prac dotyczyta wywodow czysto teoretycznych nie popartych do$wiadcze-
niem. Druga cz¢s¢ prac, to prace doswiadczalne i prowadzone rownolegle do nich badania teoretyczne.

Po referatach tych wystepowala najbardziej ozywiona dyskusja,

Bardzo malo prac bylo natomiast poswigconych podstawom fizycznym techniki wibracyjnej i wibro-
uderzeniowej. Dla przykladu w dyskusji podkreslono, ze jeszcze stale przy wibrouderzeniach posluguje si¢
wspOlczynnikiem restytucji, natomiast nie atakuje si¢ pojgcia tego wspodlczynnika od podstaw fizycznych,
Po raz pierwszy w tematyce sympozjum znalazly si¢ referaty poswigcone ochronie $rodowiska pracy czto-
wieka przed drganiami mechanicznymi i akustycznymi. Zagadnienia te byly bardzo mocno podkreslane
w dyskusji, gdyz w maszynach wibracyjnych drgania sa celowo wprowadzane przez konstruktora dla reali-
zacii zadanego procesu technologicznego. Trzeba wige odizolowac od nich ludzi.

Uczestnicy sympozjum stwierdzili koniecznos¢ organizowania okresowych zebran naukowych poswigco-
nych technice wibracyjnej oraz zorganizowania za dwa lata 1V Sympozjum Techniki Wibracyjnej. Réwno-
czed$nie powolano zesp6t pod przewodnictwem prof. W. BoGusza, ktoéry ma ocenié¢ stan rozwoju wibro-
techniki w Polsce.

Na marginesie sprawozdania z 111 Sympozjum Techniki Wibracyjnej nasuwaja si¢ nastepujace uwagi:

W referatach sekcji mechaniki na Il Kongres Nauki Polskiej podkreslono sprawy rozwoju tej waznej
i nowej dyscypliny wiedzy z uwzglednieniem wszystkich warunkéw zabezpieczenia czlowieka przed szkodli-
wym wplvwem drgan celowo wprowadzanych do maszyn. Trzeba dokladnie zda¢ sobie sprawg ze stanu tej
dyscypliny w Polsce oraz wytyczy¢ kierunki rozwojowe dla prac po$wigconych wibrotechnice. W Polsce
dziala szereg o$rodk6w zajmujacych sie problemem maszyn i urzadzen wibracyjnych. Prace takie prowadzone
sa w ofrodku warszawskim, gdanskim, poznanskim §laskim i w Krakowie w AGH, Szereg maszyn i urzadzen
wibracyjnych zaprojektowanych i wykonanych w Polsce cieszy si¢ dobra marka zagranica, np. wibromloty,
przesiewacze wibracyjne,

Z drugiej strony wystepuje szereg brakéw. Brak jest odpowicdnich wibratoréw umozliwiajacych zmia-
ny ich parametréw w szerokim zakresie (zmiana czestosci, amplitudy, predkosci). Brak jest odpowiednich
materialéw konstrukcyjnych, maszyn i urzadzen wibracyjnych, jak np. odpowiednich elementow sprezystych,
amortyzacyjnych itp.

We wszystkich badaniach teoretycznych preferuje si¢ modele mechaniczne nie wrazliwe na zmiang
struktury. A przeciez podczas procesu dynamicznego realizowanego przez maszyny wibracyjne zmienia si¢
struktura ukfadu.

Mimo duzego zastosowania maszyn wibracyjnych oraz mozliwosci ich stosowania w innych procesach
technologicznych nie stworzono dotad teorii maszyn wibracyjnych. Dlatego konstruktorzy napotykaja
duze trudnosci przy projektowaniu takich maszyn i urzadzen, zwiazane z doborem optymalnych parame-
tréw. Trudnosci wystepuja przy doborze silnikdw, wibratorow, ttumikéw, elementoéw sprezystych oraz
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przy ocenie efektywnosci procesow realizowanych przy pomocy maszyn wibracyjnych, Og6lna teoria ma-
szyn wibracyjnych moze by¢ stworzona przy pomocy badan dynamiki calego ukladu zlozonego z silnika
i wibratora, drgajacego organu roboczego oraz Srodowiska pracy (uwzglednienie np. materialu sypkiego
przy transporcie wibracyjnym, uwzglednienie wlasciwosci gruntu przy wibracyjnym zageszczeniu itp.).
Opracowanie takiej teorii wiaze si¢ z jednej strony z trudnosciami matematycznymi wynikajacymi
Z tego, ze badania maszyn wibracyjnych, jako zlozonego uktadu, sprowadzaja si¢ do szukania okresowych
rozwiazan ukladu nieliniowych réwnan rézniczkowych. Opracowanie teorii ma podstawowe znaczenie dla
dalszego rozwoju teorii drgan i jej zastosowan. Z drugiej strony czgsto trudno jest uja¢ charakterystyki
mechaniczne osrodka, trudny do ilosciowego opisu jest sposdb wzajemnego oddzialywania pomi¢dzy
obrabianym, przemieszczanym, rozdrabnianym itp. o$rodkiem a narzedziami maszyny wibracyjne;j.

Zbigniew Engel (Krakdw)

KONKURSY NAUKOWE PTMTS
1. Na prace doswiadczalne z mechaniki technicznej

Krakowski Oddziat PTMTS w porozumieniu z Zarzadem Glownym PTMTS w Warszawie organizuje
w 1973 r. Ogblnokrajowy Konkurs na prace z zakresu badan do$wiadczalnych z mechaniki technicznej.
Prace konkursowe zawierajace elementy nowoséci w stosunku do obecnego stanu wiedzy — nalezy przeslaé
na adres Krakowskiego Oddzialu PTMTS w Krakowie, al. Mickiewicza 30, Instytut Podstaw Budowy
Maszyn AGH w terminie do 15 listopada 1973 r.

Objetosé pracy nie powinna przekracza¢ 20 str. maszynopisu.

Prosimy o przeslanie prac w 3 egzemplarzach, w formie nadajacej si¢ do druku, podpisanie imieniem

nazwiskiem, z podaniem adresu.

Prace nie moga byé przed tym terminem opublikowane ani zlozone do druku.

Prace oceniaé bedzie Sad Konkursowy powolany przez Zarzad Oddziatu. Konkurs prowadzony bedzie
zgodnie z Regulaminem Konkurséw Naukowych PTMTS,

Konkurs jest ograniczony, dostgpny tylko dla czlonkoéw PTMTS. Przewiduje si¢ 3 nagrody: 1 —
12.000 zt., 11 — 8.000 zt, 11T — 6.000 zi.

Nagrodzone prace zostana opublikowane w MTiS,

Sekretarz Przewodniczqcy
Krakowskiego Oddzialu PTMTS Krakowskiego Oddzialu PTMTS
(—) doc. dr habil. inz. S. Kasprzyk (—) doc. dr habil. in?. Z. Engel

2. Na prace teoretyczng z mechaniki

Oddzial Gliwicki, zgodnie z decyzja Zarzadu Gléwnego, oglasza ogdélnopolski konkurs na prace teore-
tyczne z dziedziny mechaniki. W konkursie moga bra¢ udzial osoby nie posiadajace tytutu profesora, docenta
lub stopnia doktora habilitowanego. Za najlepsze prace zostana przyznane nastgpujace nagrody: I nagro-
da —12.000 zi., 11 nagroda — 8.000 zi., IIT nagroda — 6.000 zi. Pracc konkursowe nalezy przedstawié
Zarzadowi Oddzialu Gliwickiego (44-100 Gliwice, ul. Powstancow 12, pok6j nr 24) do dnia 30 wrzesnia
1973 r. Praca nie moze by¢ przed ta data opublikowana ani zlozona do druku. Maszynopis pracy nalezy
przedstawic¢ w 3 egzemplarzach; jego objgtos¢ nie powinna przekraczac 15 stron, nie liczac rysunkow i wy-
kresow. Przed rozstrzygnigeciem konkursu jego uczestnicy zreferuja swoje prace na publicznym zebraniu
naukowym w terminie okreslonym przez Zarzad.

Zarzad Oddzialu Gliwickiego zastrzega sobie prawo nieprzyznania lub innego podzialu nagréd.

Przewodniczqcy Przewodniczqcy
Sqdu Konkursowego Oddzialu Gliwickiego PTMTS
(—) prof. dr inz. Jan Szargut (—)Y doc. dr inz. Jézef Wojnarowski
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KOLOKWIA EUROMECH
Podajemy dodatkowy wykaz kolokwiéw Luromechu ustalonych na rok 1974:

1974 r.

48, Turbulent Transport, Erosion and Deposition
of Sediment in Turbulent Streams
22-—24 sierpicn 1974
Copenhagen

49. The Mechanics of Fluid Suspensions
and Polymer Solutions
2—5 kwiccien 1974
Jabtonna

50. Windtunnel Simulation of the Atmospheric
Boundary Layer
marzec 1974
Berlin

51. Small-scale Mixing in Stably
Stratified Fluids
wrzesien 1974
Gotenburg

52, Drag Reduction in Turbulent
Flow due to Additives
sierpien 1974
Stockholm
53. Thermoplasticity
16—20 wrzesien 1974
Jablonna (Polska) lub Udine (Wiochy)

54. Finite Deformations in Plasticity
wrzesien lub listopad 1974
Jablonna (Polska) lub Udine (Wilochy)

55. Optical Interferometry in Experimentat
Gas Dynamics
25-—26 marzec 1974
Bochum

Professor F. Engelund

Institute of Hydrodynamics and Hydraulic Engi-
neering, Technical University of Denmark
Building 115

DK-2800 LYNGBY/COPENHAGEN, Denmark
Professor G. K. Batchelor

Department of Applied Mathematics and Theore-
tic al Physics, University of Cambridge, Silver
Street CAMBRIDGE

CB3 9EW, England.

Professor S, Zahorski

Inst. Fund. Technological Research, Polish Aca-
demy of Sciences,

ul. Swigtokrzyska 21

00-049 WARSZAWA, Poland.

Professor R. L. Wille

Technische Universitat

1 BERLIN 12

Strassc des 17. Juni 135

Germany

Dr J. S, Turner

Department of Applied Mathematics and Theo-
retical Physics University of Cambridge Silver
Street

CAMBRIDGE

CB3 9EW, England

Professor M. Landahl

The Royal Institute of Technology Division
of Mechanics

10044 STOCKHOLM, Sweden

Professor P, Perzyna

IPPT PAN

ul. Swigtokrzyska 21

00-049 WARSZAWA, Poland

Professor A, Sawczuk

IPPT PAN

ul, Swigtokrzyska 21

00-049 WARSZAWA Poland

Professor W, Merzkirch

Ruhr-Universitat

D-463 BOCHUM-QUERENBURG
Buscheystrasse Ic

Germany

Dr. C. Veret

ONERA

29 Avenue de la Division Leclerc

92 CHATTILLON-sous-BAGNEUX, France



56.

57,

58.

59.
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Podajemy rowniez wstepny wykaz kolokwidéw «Euromechu» przewidzianych na lata nastepne:

1975 r.

Non-linear Processes in Rotating
Fluids

marzec lub kwiecien 1975
London

Transition and Separation in Unsteady
Flow

kwiecien 1975

Ziirich

Dynamic Problems in Non-linear Elasticity
maj 1975

Jablonna

Boundary Layers in Turbomachines
Salford

Hot-wire Anemometry
(Design and Application)
wrzesien 1975
Copenhagen

Internal Flow in Ducts, Pipes and Diffusers
Leicester

1976 r.

Flow and Heat Transfer with Surface
Evaporation
Jablonna (Polska)

Dr L. M. Hocking

Department of Mathematics University College
London Grower Strecet

LONDON WCIE 6BT

England

Professor N. Rott and Professor H. Thomann
Eidg. Technische Hochschule CH-8006 ZURICH
Sonneggstrasse 3

Switzerland

Professor Z, Wesolowski

IPPT PAN

ul. Swietokrzyska 21

00-049 WARSZAWA, Poland

Professor J. H. Horlock

and Professor J. L. Livesey

University of Salford

SALFORD

MS5 4WT, England

Professor K. Refslund

Technical University

Oster Farimagsgade 2-D

COPENHAGEN

Denmark

Dr. D. J. Cockrell

University of Leicester Department of Enginee-
ring

LEICESTER

LEl 7RH, England.

Professor dr B. Staniszewski
Poland.



W nastepnym zeszycie ukaia si¢ prace:

N. J. Cycanowa, O uderzeniu w ukladach typu Czetajewa-Przeborskiego
06 ynmape B cuctemax THna YeraeBa-ITmeSopckoro
On the impact in the Cetaiev-Preborskii-type systems

J. F. BESSELING, Zwigzki konstytutywne pelzania i plastvcznosci
Onpefensiionie YpaBHEHUsT ISl TIOJ3YYECTH U IUIACTHUHOCTH
Constitutive equations for crcep and plasticity

J. DyszLEwICZ, S. MATYSIAK, Osobliwo$¢ naprezen sitowych i momentowych w ciele mikropolarnym wy-
wolana obciazeniami skupionymi (1)
CHUHTYJSIDHOCTH CHJIOBBIX M MOMEHTHBIX HANIPSKEHMH B MMKPOIIONIAPHON cpefie IOJ BO3AeHCT-
TBMEM COCPENOTOUYEHHBIX Harpysok (I)
Force-stress and couple-stress singularities produced by concentrated loads in a micropolar medium

J. DyszLewicz, S. MATYSIAK, Osobliwos¢ naprezen w liniowym o$rodku mikropolarnym spowodowana
nieciaglymi obcigzeniami (11)
CHHTYJISIDHOCTH HalIPAXYKEHUH B JIMHEITHO! MUKPONIOJISIPHOI Cpefie, BHI3BAHHDBIE PA3PbIBaMU Harpy-
30k (IT)

Stress singularity in a linear micropolar medium produced by discontinuous loads

K, DEMS, Wielostopniowa synteza macierzy sztywnos$ci
MHOroCTagUifHbBI CHHTE3 MAaTPHL JKECTKOCTH
A multi-stage synthesis of the stiffness matrices

K. Kosowski, Stacjonarne oddzialywanie ukladu dwu nieskonczenie matych dowolnie zorientowanych
elementdw poruszajacego si¢ w osrodku swobodnomolekularnym z dowolna predkoscia
CraunoHapHOe B3aHMOACHCTBUE CHCTEMBl XBYX OECKOHEYWHO MAaJIbIX IPOU3BOJBHO OPUEHTHPO-
BAHHBIX 3JIEMEHTOB TBEPJOLO TENd, ABIKYLUETOCS B CBOGOOHOMOJIEKYJNAPHOM cpene ¢ Npo-
HM3BOJIBHOI CKOPOCTHIO
Stationary interactions of a system consisting of two infinitesimal, arbitrarily oriented moving at
an arbitrary velocity in a free-molecular medium

E. WLODARCZYK, Przyblizona metoda rozwiazywania plaskich niesamopodobnych fal uderzeniowych
w doskonalym przewodniku w polu magnetycznym
TIpHGIHIKEHHBIH MOTO/ PELUEHMS TUIOCKMX HEABTOMOAEIIBHBIX YHAPHbIX BOJIH B HAE2JIBHOM IIPOBO-
[HHAKE B MAaCHHTHOM JIOJNE

An approximate method of solving plane, non-selfexcited impact waves in a perfect conductor
subject to magnetic field

Z. Korpas, Ksztaltowanie rurociagu o zmiennej $rednicy wykazujacego pelne uplastycznienie w stadium
zniszczenia
PopmMMpOBaHHE TPYOONIPOBOJAA IIEPEMEHHOrO JUAMETPA, IIOJHOCTBIO NEPEXOMSILEr0 B CTAJMU
Pa3pylueHHsI B JUIACTHUECKOE COCTOSHHE
Design of a pipe line of a variable diameter, exhibiting full plastic yielding at collapse

N. J. Cvganowa, O nicholonomicznych systemach 1-go i1 2-go stopnia z tarciem
O HEroJOHOMHBIX CHCTEMAX NEPBOLO M BTOPOBO NOPSIAKOB ¢ TPEHHEM
On non-holonomic systems of 1st and 2nd order with friction

H. Mixoraiczak, B. WosiEwicz, Macierz sztywnosci elementu zginanej plyty trdjwarstwowej
MarpHua >KECTKOCTEN 2JEMEHTa TPEXCIONHON IUIACTHHBI, NMOABEPYKEHHOM H3ruOy
Stilfness matrix of an element of a sandwich plate in bending

BIULETYN INFORMCYINY



Cena zi 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA [ STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje siy poczynajgc od | stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lar poprzednich moina nabywaé w sekretariacie Zarzqdu Gléwnego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury | Nauki, pigiro 17, pokdj 1724)
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